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minutieuses et détaillées. Enfin, les expérimentateurs Jean-Yves Buffière et Joël ont
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de générosité culinaire, je remercie vivement mes collègues de bureau Alexandres,
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voulez !
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m’apporte et que nous partageons. À ses cotés, la vie est douce, riche et le quotidien
plein de toutes ses choses qui font que les années passent si vites. Je te remercie de
m’accepter, de me combler et de profiter de la vie avec moi ! Je t’aime.

6 Clément Roux-Langlois : DEK-FEM 3D, LAMCOS INSA Lyon (2014)

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0112/these.pdf 
© [C. Roux-Langlois], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



Résumé
La compréhension du comportement de structures jusqu’à leur ruine est néces-

saire pour concevoir au mieux ces structures. Selon le matériau et les sollicitations
considérées, les mécanismes physiques à l’origine de la rupture changent. Nous nous
intéresserons à des matériaux homogènes pour lesquels la ruine passe par le dé-
veloppement de fissures autour desquelles les non-linéarités de comportement n’ont
pas un rôle dominant. Ces conditions sont réunies pour les matériaux fragiles pour
lesquels la source principale de dissipation est la génération non réversible d’une
surface libre, et pour certaines fissures de fatigue. Sur un cycle de chargement, il
existe de nombreuses applications pour lesquelles les non-linéarités restent confinées.

La théorie de la mécanique linéaire élastique de la rupture est alors un modèle
pertinent pour approcher le comportement de la structure. Sous ces hypothèses, le
front de la fissure introduit une singularité. L’étude asymptotique de cette singularité
dans des situations plane et anti-plane permet de définir les séries de Williams. La
singularité est alors d’ordre un demi et elle est quantifiée par les facteurs d’intensité
des contraintes (FIC) pour chacun des trois modes de sollicitations. En 3D, la fissure
peut avoir une géométrie complexe, et aucune expression générale de la singularité
n’existe. Dans cette thèse, les séries de Williams en déplacements sont utilisées et
régularisées le long du front au sens des éléments finis.

À partir de cette définition 3D des séries asymptotiques en pointe de fissure,
une méthode d’extraction directe des FIC (DEK-FEM) est étendue au cas 3D. Le
domaine est décomposé en deux domaines, raccordés en moyenne sur l’interface. Au
voisinage du front, les champs mécaniques sont approchés par une troncature des
champs asymptotiques. La singularité est donc traitée avec des champs adaptés, et
les degrés de liberté associés sont directement les coefficients asymptotiques. Parmi
ces coefficients asymptotiques, on retrouve les FIC et les T -stresses. Pour des raisons
d’efficacité numérique et pour pouvoir relier l’échelle de la structure à l’échelle de la
fissure, cette méthode est intégrée dans un contexte multigrilles localisées X-FEM.
Ainsi nous montrons que cette approche permet une bonne évaluation des évolutions
des FIC et du T -stress.

Cette méthode est développée en parallèle d’une stratégie de post-traitement
expérimental (mesure de champs de déplacements par corrélation d’images) basée
sur les mêmes séries asymptotiques. Les images tridimensionnels d’un essai de fa-
tigue in situ sont obtenues par micro-tomographie à rayons X et reconstruction.
La corrélation et la régularisation basées sur les séries asymptotiques permettent
d’obtenir la géométrie de la fissure et les FIC pour pouvoir identifier des lois de pro-
pagation de fissures 3D en fatigue. L’efficacité de cette méthode en parallèle d’une
simulation DEK-FEM est illustrée en 2D.

Mots clés: Facteur d’intensité des contraintes, fissure courbe 3D, X-FEM, mul-
tigrilles localisées.
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2.1.1 Définitions classiques des champs asymptotiques . . . . . . . . 76
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3.2 Fissures à front courbe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116
3.2.1 Fissure penny-shaped en tension . . . . . . . . . . . . . . . . . 116
3.2.2 Fissure penny-shaped en cisaillement . . . . . . . . . . . . . . 119
3.2.3 Fissure penny-shaped inclinée en tension . . . . . . . . . . . . 123
3.2.4 Fissure plane circulaire de coin en tension . . . . . . . . . . . 128
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La rupture au sein du projet
RUPXCUBE

Pour concevoir des systèmes mécaniques, il est nécessaire de mâıtriser les pro-
cessus pouvant entrâıner la rupture. C’est un phénomène dont le coût ne peut être
négligé “the annual cost of fracture in the U.S. in 1978 [is] about 4% of the gross na-
tional product” [AND 05]. Deux types de sollicitations peuvent alors être distinguées,
les sollicitations exceptionnelles et les sollicitations récurrentes. Ce premier type de
sollicitation est pris en compte par une démarche appelée “analyse des modes de
défaillance, de leurs effets et de leur criticité”. Cette démarche prend en compte des
sollicitations extrêmes qui peuvent engendrer la défaillance du système. Il est alors
nécessaire de savoir comment elle aura lieu pour en limiter l’impact. Le second type
nécessite d’anticiper l’évolution du système dans le temps et éventuellement de pro-
grammer un certain nombre d’opérations de maintenance. Un système mécanique
est souvent utilisé de manière répétitive, il y aura alors ce qu’on appelle des cycles
de sollicitation. Sous ces sollicitations cycliques, la structure peut s’endommager et
une fissure peut se propager jusqu’à la ruine pour des niveaux de charge faibles, on
parle alors de fatigue.

La mâıtrise de la ruine pour des sollicitations extrêmes ou cycliques est donc
nécessaire pour la conception et la maintenance des systèmes mécaniques. Pour
certains matériaux et sollicitations, la rupture survient par la propagation d’une
fissure autour de laquelle les non-linéarités restent confinées. Un modèle élastique
linéaire est alors pertinent pour comprendre et simuler la ruine. Développer des outils
numériques de prédiction permet de diminuer les coûts de conception en diminuant
les campagnes d’essais. Cela permet surtout de pouvoir optimiser la conception
de manière toujours plus approfondie. La mise au point de ces outils passe par
l’identification de modèles adaptés. Il est alors intéressant d’observer les phénomènes
dominants au voisinage du front. Il est ensuite nécessaire d’identifier les paramètres
pilotant la propagation pour déterminer une loi de propagation. La loi et les modèles
permettant de reproduire les phénomènes observés et de retrouver les paramètres
dominants doivent alors être validés.
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La rupture au sein du projet RUPXCUBE

Mécanique linéaire élastique de la rupture

Le cadre de cette étude est la mécanique linéaire élastique de la rupture. Il
s’agit d’une théorie simplificatrice qui traite d’un milieu au comportement élastique
linéaire dans lequel une fissure se propage. Cette théorie étant simple, elle permet
d’approcher analytiquement le comportement mécanique asymptotique en pointe de
fissure [MUS 53, WIL 57]. La propagation de la fissure est la seule source de dissipa-
tion. Aussi une approche thermodynamique propose-t-elle de relier la dissipation à
la surface de fissure créée par le taux de restitution d’énergie. Ce taux peut être cal-
culé par une intégrale [RIC 68a] et il peut être relié au comportement asymptotique.
La connaissance du comportement asymptotique est alors un outil pour prédire la
propagation, notamment à travers les facteurs d’intensité des contraintes, qui sont
les paramètres dominants.

Cette approche permet une bonne approximation lorsque les non-linéarités sont
localisées en pointe de fissure. Cette situation existe pour des sollicitations sta-
tiques et dynamiques dans des matériaux fragiles comme le verre, certains métaux
à basse température et les céramiques. Ces dernières sont de plus en plus utilisées
dans l’industrie pour leur grande résistance. Une autre application de ces concepts
est le frottement sous cisaillement qui peut être assimilé à une fissure qui se re-
ferme [SVE 14]. Enfin, une application récurrente est la fatigue à grand nombre de
cycles [NEW 98] dans un spectre plus large de matériaux. C’est à cette dernière
application que s’intéressent les travaux présentés.

Fatigue

En pratique, la plupart des systèmes mécaniques sont soumis à des chargements
cycliques. Ils peuvent atteindre des milliards de cycles par an. Pour ce type de sollici-
tation, des fissures apparaissent puis se propagent pour des niveaux de sollicitation
faibles (< 50%) par rapport à la limite élastique. Une structure peut donc être
largement sur-dimensionnée pour des sollicitations statiques et rompre en fatigue.

Sous ces faibles niveaux de charge, les non-linéarités n’apparaissent qu’autour
de défauts puis autour du front de la fissure. Dans de nombreuses situations, elles
restent localisées. Une approche élastique est alors souvent utilisée pour caractériser
les champs mécaniques. Il est possible d’enrichir ces méthodes en modélisant les
non-linéarités en pointe de fissure. Néanmoins, la loi de propagation peut prendre
en compte certaines non-linéarités.

Prédiction de la durée de vie

La ruine d’une structure en fatigue passe par trois phases avant la rupture. La
première est une phase d’amorçage pendant laquelle aucune fissure n’est visible. Le
matériau se détériore au voisinage de défauts qui concentrent les contraintes. Ce
phénomène apparâıt souvent au voisinage des surfaces libres où les concentrations
de contraintes autour des défauts sont plus importantes et l’environnement est plus
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agressif. L’utilisation de matériaux plus purs (comme le titane considéré Section 4.2)
réduit les inclusions. La fatigue s’amorce alors, pour des niveaux de contraintes
plus élevés, par des bandes de glissement, souvent à l’interface entre les grains. La
deuxième phase est l’apparition d’une fissure micro-structurellement courte, dont
la propagation est liée à la microstructure (joints de grain, inclusions,...). Ces deux
phases, jusqu’à l’apparition d’une fissure de l’ordre de 100 µm peuvent consommer
plus de 60% de la durée de vie.

Au delà d’une certaine dimension, la fissure est micro-structurellement longue.
La propagation est alors pilotée par des paramètres associés à la pointe de fissure
indépendamment de la microstructure. C’est cette dernière phase qui est étudiée
dans la cadre de cette thèse. En particulier lorsque les non-linéarités sont confinées
en pointe de fissure. Dans ces conditions, les paramètres de la mécanique linéaire
élastique de la rupture sont directement liés à la vitesse de propagation et à la
rupture [NEW 98].

Organiser la maintenance

La prédiction de la propagation de fissures micro-structurellement longues est
particulièrement importante. En plus de jouer un rôle important dans la durée de vie,
elle permet d’organiser la maintenance. En effet, la durée de vie est difficile à calculer
précisément ; elle présente souvent une variabilité importante qui se traduit par une
estimation de durée de vie courte par rapport à la tenue moyenne. Les méthodes de
détection de fissures permettent alors de ne plus remplacer systématiquement des
pièces mécaniques encore fonctionnelles. Il est possible de ne remplacer que celles
qui sont déjà fissurées de manière critique.

Une question se pose alors : à quelle fréquence faut-il tester les pièces ? Une
réponse est basée sur la prédiction de propagation de fissure. En effet, si la méthode
de mesure retenue ne permet pas de détecter des fissures de moins de 100 µm, la
question de la maintenance est réduite à : en combien de temps une telle fissure
conduit-elle à la ruine ? Comme l’estimation de la durée de vie, cette démarche de
maintenance requiert l’étude de la propagation de fissures longues en fatigue.

RUPXCUBE : prédiction de la propagation de fissure de fa-
tigue

Cette thèse s’inscrit dans le cadre du projet ANR-09-BLAN-0009-01-
RUPXCUBE : “Identification tridimensionnelle de lois locales de propagation de
fissures par micro-tomographie X, mesure de champs étendus et simulation éléments
finis étendus”.

Ce projet traite de fissures de fatigue micro-structurellement longues, dans l’hy-
pothèse où les non-linéarités restent confinées. Il vise à développer une démarche
alliant mesure de champs expérimentaux et simulations numériques pour identifier
des lois de propagation 3D. La description du champ de déplacements expérimental
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et de ce champ dans la simulation est identique. Les deux sont basées sur des
éléments finis et le développement asymptotique de Williams en pointe de fis-
sure [MUS 53, WIL 57].

Le projet s’appuie sur les compétences de trois laboratoires. Chacun amène son
expertise sur un des piliers de la démarche :

(α) MATEIS (INSA de Lyon) : imagerie 3D par micro-tomographie à rayons X,

(β) LMT (ENS Cachan) : mesure de champs de déplacements par corrélation
d’image 3D,

(γ) LAMCOS (INSA de Lyon) : simulation numérique 3D de propagation de fis-
sure.

Néanmoins, chacun des acteurs participe à plusieurs des items au cours du projet.
Dans le cadre de ce projet, les travaux présentés dans ce mémoire développent

principalement l’item (γ) où une méthode de simulation 3D est développée. Elle
est basée sur les séries asymptotiques de Williams. Les coefficients asymptotiques
sont directement identifiés comme degrés de liberté du problème. D’autre part, la
démarche RUPXCUBE est appliquée sur un exemple 2D montrant les liens entre les
items (β) et (γ) et comment leur combinaison est bénéfique à l’identification de la
loi de propagation.

Observer le matériau fissuré (α)

La méthode d’observation dans ce projet est basée sur la mesure de champs,
présentée Section 4.1.1. En 2D, une approximation par la méthode des éléments
finis du champ de déplacements est obtenue par corrélation entre deux images. Pour
améliorer la précision du champ de déplacements et diminuer l’influence du bruit, ce
champ peut être régularisé avec les propriétés mécaniques. Cette mesure du champ
est riche, elle permet une observation précise des phénomènes mécaniques autour de
la pointe de fissure.

En 3D, la même démarche de corrélation d’“images” sur un champ de
déplacements éléments finis peut être appliquée. Cette fois les images sont obte-
nues par reconstruction 3D de radiographies. Les radiographies sont obtenues par
l’exposition à un faisceau à même de passer en partie au travers de la matière. La
tomographie à rayons X est utilisée dans le projet. L’étape supplémentaire de recons-
truction est néanmoins source d’erreur, et la tomographie source de complications
expérimentales.

Analyser les champs mécaniques en présence (β)

Les images obtenues sont limitées par leur résolution. Lorsque la fissure est
faiblement ouverte, elle sera difficilement visible. La mesure de champs aide l’in-
terprétation, notamment à travers le résidu de corrélation. En effet, si le champ
de déplacements éléments finis ne permet pas de représenter correctement les
déplacements, le résidu de corrélation est élevé. D’autre part, si les images sont
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focalisées sur la pointe de la fissure, il est alors possible de mesurer des phénomènes
comme l’ouverture et la refermeture au cours du cycle.

La projection du champ de déplacements sur les séries asymptotiques permet en-
suite d’identifier avec précision la position du front ainsi que les coefficients asympto-
tiques. Ces coefficients, et en particulier les facteurs d’intensité des contraintes sont
pilotes dans la propagation. D’autres coefficients comme les T -stress sont également
accessibles par cette projection. Il est alors possible d’identifier une loi de propa-
gation pour l’essai considéré. Le développement de la méthode en 3D a pour but
d’identifier une loi de propagation prenant réellement en compte les effets 3D. En-
fin, puisque les propriétés évoluent le long du front, pour chaque pas de propagation
étudié, de nombreuses informations sont disponibles pour identifier la loi de propa-
gation.

Simulation numérique de la propagation (γ)

La modélisation de structures réelles nécessite de recourir à des méthodes d’ap-
proximation numériques. La méthode que nous utilisons pour générer un espace d’ap-
proximation efficace pour un milieu fissuré est basée sur les éléments finis étendus. La
corrélation d’image utilisée étant également basée sur une discrétisation éléments fi-
nis, il est facile de comparer le champ de déplacements simulé aux déplacements
expérimentaux. D’autant plus que dans la simulation une troncature des séries
asymptotiques est également utilisée pour approcher les champs mécaniques au voi-
sinage du front.

L’utilisation des premiers ordres du développement en séries asymptotiques au
voisinage du front permet d’identifier directement les coefficients asymptotiques
comme degrés de liberté du problème. Ils doivent être introduits seuls, par exemple
avec un super-élément spécifique appelé Hybrid Crack Element (HCE) [TON 73b,
XIA 07]. Il est également possible de décomposer le domaine en deux parties pour
traiter spécifiquement le voisinage du front avec les séries de Williams. Le reste du
domaine est alors directement traité par la méthode éléments finis étendus. Le rac-
cord peut soit être fait en moyenne sur une zone de recouvrement [RÉT 10a], soit
avec un raccord intégral sur la frontière entre les deux domaines [PAS 11].

Ces simulations sont basées sur un modèle de comportement élastique linéaire.
La mesure de champs permet de s’assurer que le champ simulé est une bonne ap-
proximation de la réalité. L’adéquation entre les coefficients asymptotiques simulés
et mesurés expérimentalement est alors vérifiée. Il est ensuite possible de simuler la
propagation avec la loi identifiée.

Les innovations de cette thèse

Les travaux de recherche présentés se concentrent principalement sur le
développement de la simulation 3D. Les méthodes utilisées sont introduites
au Chapitre 1. Sa première partie présente les modèles mathématiques et les
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développements asymptotiques en pointe de fissure. Sa seconde partie est consacrée
à la présentation des méthodes numériques pour la simulation de fissures, en par-
ticulier celles qui seront utilisées ici. Les modèles de propagation de fissures y sont
introduits.

Extension de la DEK-FEM au 3D

Le Chapitre 2 présente la méthode numérique développée appelée DEK-FEM
pour Direct Estimation of generalized stress intensity factors K Finite Element Me-
thod en 3D. Cette méthode utilise une discrétisation basée sur les développements
asymptotiques en pointe de fissure. Les évolutions des coefficients asymptotiques le
long du front sont donc directement identifiées comme degrés de libertés du système.

La méthode existe en 2D [PAS 11, PAS 13]. Nous avons traité son exten-
sion en 3D. En 2D, au voisinage du front, les séries asymptotiques proposées
par Williams [WIL 57] sont directement utilisées en pointe de fissure. Le premier
challenge de l’extension de la méthode au 3D est la proposition d’une définition
des champs asymptotiques en 3D. Malgré des études analytiques [APE 08], le
développement asymptotique autour d’une fissure 3D n’est pas disponible dans le
cas général (fissures courbes, débouchantes,...). Ainsi, il est nécessaire de construire
une base tronquée inspirée des champs asymptotiques de Williams apte à capturer
convenablement les singularités au voisinage d’un front de fissure 3D. Nous propo-
sons d’utiliser le champ de déplacements des séries de Williams 2D rendu continu le
long du front par une discrétisation éléments finis 1D. Les champs de déformations
et de contraintes sont calculés à partir de ce champ de déplacement. La compatibilité
contraintes/déplacements est donc naturellement vérifiée. Cette base est également
complétée par l’ajout d’une troisième rotation.

Le passage à une simulation 3D augmente notablement le nombre de degrés
de liberté considérés et donc les temps de calcul. L’optimisation des méthodes de
résolution est alors nécessaire. Comme sa version 2D [PAS 11, PAS 13], la DEK-
FEM 3D est couplée avec une méthode multigrilles localisées [RAN 08, RAN 09].
Cette approche facilite la génération d’un maillage à même de réunir l’échelle de
la structure, l’échelle de la fissure et celle du front. De plus, cette méthode permet
une résolution quasi-optimale du problème discrétisé. Le domaine analytique est
uniquement introduit dans la grille la plus fine. Les autres grilles sont directement
des grilles éléments finis étendus.

Dans le Chapitre 3, nous appliquons la méthode à quelques cas tests. Dans un
premier temps, nous considérons des fissures planes à front droit. La définition des
champs est alors simplifiée, en particulier celle du gradient des déplacements. Ces
champs sont très proches des champs auxiliaires utilisés dans l’intégrale d’inter-
action. La méthode est ensuite appliquée à des fissures planes à fronts courbes.
Ces fronts courbes introduisent des difficultés supplémentaires dans la définition
des champs asymptotiques. Cette application est particulièrement intéressante car
il existe des références analytiques pour l’évolution des facteurs d’intensité des
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contraintes le long du front. Enfin un exemple de couplage avec la méthode multi-
grille est présenté. Ces applications montrent que la méthode développée permet une
bonne identification des évolutions des coefficients asymptotiques le long du front.

Application de la démarche RUPXCUBE complète en 2D

Enfin le dernier chapitre (Chapitre 4) de ce mémoire présente plus en détails
la procédure complète d’identification d’une loi de propagation en parallèle avec
des simulations. La mesure de champs par corrélation d’image et la simulation en
parallèle permet de détecter des erreurs expérimentales. De plus il permet de vali-
der la simulation avec un modèle élastique linéaire. L’identification des coefficients
asymptotiques lors du post-traitement d’essais permet également de vérifier qu’ils
sont comparables avec ceux obtenus par simulation. Enfin la simulation de la pro-
pagation offre une première validation de la loi de propagation identifiée.

La démarche est appliquée à un essai 2D. Les différentes comparaisons énoncées
ci-dessus permettent de s’affranchir de biais expérimentaux. Les erreurs entre les
différents modèles sont évaluées, elles sont bien de l’ordre de l’incertitude de me-
sure. Une loi de propagation est ensuite identifiée et permet de retrouver la vitesse
expérimentale par une simulation. Cette première application montre le potentiel
de la stratégie d’identification développée. Enfin, l’extension de cette approche en
3D et différents développements réalisés pour pouvoir l’utiliser dans un futur proche
sont présentés.
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Chapitre 1

La DEK-FEM en 2D

Les champs mécaniques dans un solide soumis à des conditions aux limites bien
posées sont régis par des équations locales. Dans des configurations simples, il
est possible de résoudre ces équations analytiquement. Lorsqu’une fissure struc-
turellement longue est présente dans ce solide, une singularité apparâıt en pointe
de fissure. Par une approche asymptotique dans un voisinage de la pointe d’une
fissure droite, il est possible d’écrire les champs mécaniques en pointe comme
des développements en séries dites asymptotiques. Cette approche permet de
calibrer la singularité, mais en pratique, celle-ci est intégrée dans une struc-
ture à géométrie plus complexe. Pour connâıtre la réponse de l’ensemble, dont
celle de la singularité, il faut alors recourir à des méthodes approchées, souvent
numériques.
Une question supplémentaire pour la simulation de la propagation est de savoir à
quelle vitesse et dans quelle direction la fissure va propager. Pour des matériaux
fragiles ou des sollicitations pour lesquelles les non-linéarités en pointe de fis-
sures restent confinées, la singularité est le paramètre pilotant la propagation.
À partir de l’intensité de cette singularité, de nombreuses lois de propagation
permettent de prédire correctement la vitesse et la direction de propagation. La
difficulté est alors de calculer précisément cette singularité dans les simulations.
La méthode de simulation développée est une méthode numérique (basée sur les
éléments finis étendus) qui traite le front de la fissure avec une troncature des
la séries asymptotiques (obtenues par une approche analytique). Cette approche
utilise une méthode dédiée à chacune des échelles qui cohabitent : la structure
et la singularité. Dans un premier temps, ce premier chapitre présente l’ap-
proche analytique qui permet d’obtenir les séries asymptotiques, Section 1.1.2.
Les méthodes numériques nécessaires à la simulation d’un milieu fissuré sont
présentées à la Section 1.2, en particulier l’approche X-FEM qui est utilisée par
la suite.
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Formulation du problème et approches analytiques

1.1 Formulation du problème et approches analy-

tiques

Cette Section introduit différentes formulation du problème mathématique as-
socié au modèle physique d’équilibre en élasticité linéaire. Dans une premier temps,
la formulation forte du problème, avec les équations locales, est présentée à la Sec-
tion 1.1.1. Cette formulation permet des approches analytiques dans des configu-
ration simples qui aboutissent à l’expression du développement asymptotiques des
champs en pointe de fissure (voir Section 1.1.2). Lorsque la configuration est plus
complexe une approche numérique est nécessaire à la résolution du problème. Une
formulation faible qui permet une résolution numérique est introduite à la Sec-
tion 1.1.4.

1.1.1 Formulation forte

Le problème de référence étudié dans le cadre de cette thèse consiste en un mi-
lieu tridimensionnel Ω continu homogène constitué d’un matériau au comportement
élastique linéaire isotrope, présentant une discontinuité : la fissure. Ce milieu est
sollicité par une densité de forces de volumes fd, une densité d’effort surfacique Fd
et des déplacements imposés ud sur différentes parties de sa frontière. L’ouver-
ture en déplacements de cette discontinuité des champs mécaniques est étudiée,
et les lèvres de la fissure L+ et L− sont considérées libres d’effort. Lorsque les
chargements considérés amènent les deux faces de la fissure à se refermer l’une
sur l’autre [BOW 76], il faudra également traiter le contact entre ces lèvres. Le
problème est alors non-linéaire, de plus la dimension de la zone de contact peut être
petite [DOL 01].

Il s’agit d’un problème aux limites puisque les champs mécaniques, ∀x ∈ Ω
sont déterminés à partir des conditions aux limites qui s’appliquent sur le bord du

Fd / ∂2Ω

ud

Ω

∂1Ω

L-

L+

Figure 1.1 – Description du problème aux limites considéré.
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1. La DEK-FEM en 2D

domaine ∂Ω. Le problème est bien posé, des déplacements ud sont imposés sur une
partie du bord ∂1Ω de mesure non nulle, et sur le reste du bord ∂2Ω, défini tel
que ∂1Ω ∪ ∂2Ω = ∂Ω et ∂1Ω ∩ ∂2Ω = ∅, des efforts Fd sont imposés. Le milieu, et
les conditions aux limites décrites précédemment sont représentés Figure 1.1.

1.1.1.1 Équations locales

Le tenseur des contraintes de Cauchy σ et le champ de déplacement u vérifient
localement (∀x ∈ Ω) les équations d’équilibre et les conditions aux limites

∇ · σ + fd = 0 ∀x ∈ Ω, (1.1)

σ · n = Fd ∀x ∈ ∂2Ω, (1.2)

σ · n = 0 ∀x ∈ L+ et ∀x ∈ L−, (1.3)

u = ud ∀x ∈ ∂1Ω, (1.4)

où n est la normale extérieure à Ω au point de coordonnées x. La relation de
comportement élastique linéaire, sous l’hypothèse des petites perturbations, donne
la relation entre contraintes et déformations

σ = Cε ∀x ∈ Ω. (1.5)

On se place dans l’hypothèse des petites perturbations, les déformations ε = ∇su
sont définies comme la partie symétrique du gradient des déplacements, et C est le
tenseur de Hooke.

Ces cinq équations locales constituent la formulation forte du problème, il est
possible de les résoudre (i.e., de trouver σ et u ∀x ∈ Ω) de manière analytique pour
des géométries et des conditions aux limites simples. Ce type de résolution, illustré
dans la Section 1.1.2, permet d’obtenir le comportement asymptotique en pointe
de fissure. Lorsque la géométrie ou les conditions aux limites sont trop complexes,
une solution approchée du problème peut être obtenue par une méthode numérique
comme celles présentées à la Section 1.2. Les résultats des méthodes analytiques
peuvent alors permettre de valider les méthodes numériques.

1.1.1.2 Champs admissibles

Les équations (1.1) à (1.4) contraignent la forme des champs de contraintes σ
et de déplacement u. Il est possible de prendre en compte ces équations dans la
résolution du problème en réduisant l’espace de recherche aux fonctions dites ad-
missibles qui vérifient ces équations. Notons U(ud) l’ensemble des déplacements
cinématiquement admissibles avec les déplacements imposés, c’est-à-dire suffisam-
ment réguliers et vérifiant l’équation (1.4)

U(ud) =
{
u | u régulier, discontinu uniquement sur L± et u = ud sur ∂1Ω

}
.

(1.6)
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Formulation du problème et approches analytiques

La continuité et la régularité traduisent l’hypothèse physique que le matériau
se déforme en restant continu. D’autre part, notons S(fd,Fd) l’ensemble des
déplacements statiquement admissibles avec les efforts imposés et la condition
d’équilibre, c’est-à-dire suffisamment régulier et vérifiant les équations (1.1) à (1.3)

S(fd,Fd) =


σ | ∇ · σ + fd = 0 dans Ω,

σ · n = Fd sur ∂2Ω
et σ · n = 0 sur L+ et L−

 . (1.7)

On peut alors simplement reformuler le problème comme

Trouver (u,σ) ∈ U × S tels que σ(x) = C∇su(x). (1.8)

1.1.2 Cas particuliers 2D en milieu infini

Pour de nombreuses géométries simples, des développements limités des champs
de contraintes et de déplacements ont été obtenus. En utilisant une méthode de
variables complexes, Westergaard (1937) [WES 39] a exprimé le champ singulier
(∝ r−1/2) de contraintes en pointe de fissure pour une fissure finie dans un milieu
infini et pour une fissure semi-infinie dans un milieu infini dans un état plan des
déformations. Muskhelishvili (1953) [MUS 53] a par la suite proposé une méthode
basée sur l’expression de potentiels complexes. Elle permet de traiter un plus grand
nombre de situations et d’obtenir des développements en série [WIL 57] de la sin-
gularité, dans des situations bidimensionnelles (i.e., état plan des contraintes ou des
déformations) en milieu infini. La singularité étant très localisée en pointe de fissure,
l’hypothèse de milieu infini n’est pas très restrictive quant à l’utilisation des champs
singuliers [SHA 73]. Elle peut néanmoins restreindre leur zone d’application à un pe-
tit domaine autour du front pour que les conditions aux limites soient relativement
éloignées, et la courbure de la fissure relativement faible.

La démarche qui permet d’obtenir le développement en série des champs
mécaniques en pointe de fissure pour une fissure infinie plane à front droit dans un
milieu élastique linéaire infini est présentée brièvement ci-dessous, elle est développée
dans [BUI 78, LEB 03].

1.1.2.1 Modes plans

La première étude analytique considérée est dans un état plan, avec un front dont
la tangente est normale au plan considéré. Elle est présentée sous l’hypothèse d’un
état plan des déformations, mais un état plan des contraintes peut également être
retenu. On définit des coordonnées polaires dans un plan normal au front comme
représenté Figure 1.2. Sans force volumique, l’équation d’équilibre (1.1) permet
d’écrire que les contraintes dérivent d’une forme différentielle exacte. Il existe donc
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1. La DEK-FEM en 2D

r
ϴ

uϴ

ur

en

et

e1

e2β

Figure 1.2 – Paramétrage du problème dans le plan normal au front (modes plan et
anti-plan). (e1, e2) est la base globale du problème, (et, en) la base locale, et (er, eθ)
une base polaire autour du front.

un potentiel P (x1, x2) appelé fonction d’Airy tel que
σ11 = ∂2P

∂(x1)2
(x1, x2) ,

σ22 = ∂2P
∂(x2)2

(x1, x2) ,

σ12 = − ∂2P
∂x1∂x2

(x1, x2) .

(1.9)

La résolution du problème d’élasticité considéré consiste à trouver les champs σ
et u correspondants. Il est possible de ne traiter que des contraintes, le champ σ doit
alors par l’intermédiaire de la relation de comportement (1.5), donner un gradient
de déplacements qui soit compatible avec un champ de déplacement. Les équations
associées à cette condition sont dites équations de compatibilités et peuvent s’écrire
en terme de contraintes sous la forme de l’équation de Beltrami

(1 + ν)∆σ +∇ (∇Trσ) = 0, (1.10)

où ν est le coefficient de Poisson. Pour vérifier cette équation, le potentiel P doit sim-
plement vérifier ∆∆P = 0. Des conditions aux limites d’effort nul sur les lèvres de la
fissure σ ·n = 0 sont considérées. Résoudre le problème d’élasticité en déformations
planes avec une approche en contraintes revient à déterminer P (r, θ) vérifiant

∆∆P = 0,
∂2P
∂r2

(r,±π) = σθθ(r,±π) = 0,
− ∂
∂r

(
∂P
r∂θ

)
(r,±π) = σrθ(r,±π) = 0

(1.11)

La solution de ce problème est cherchée sous la forme P (r, θ) = rα+2p(θ) au
voisinage de la pointe. Le calcul de p(θ) à partir de ∆∆P = 0 est ainsi réduit à la
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Formulation du problème et approches analytiques

résolution de l’équation différentielle linéaire à coefficients constants d’ordre quatre
suivante

d4p(θ)

dθ4
+
[
α2 + (α + 2)2

] d2p(θ)

dθ2
+ α2(α + 2)2p(θ) = 0. (1.12)

Cette équation a une solution du type p(θ) = Aeikθ, et la résolution de son
polynôme caractéristique nous donne k = ±α ou k = ±(α + 2). Le problème de
l’équation (1.11) devient donc

p(θ) = A sin(αθ) +B cos(αθ) + C sin[(α + 2)θ] +D cos[(α + 2)θ],
∂2P
∂r2

(r,±π) = (α + 1)(α + 2)rαp(±π) = 0,

− ∂
∂r

(
∂P
r∂θ

)
= (α + 1)rα dp

dθ
(±π) = 0,

(1.13)

où A, B, C et D sont des constantes réelles. Pour que l’équation (1.13) admette une
solution non nulle, α doit être entier ou demi entier.

Lorsque α est entier, 2(α + 1) = n, n ∈ Z avec n pair, p(θ) de la forme suivante
est solution du système (1.13)

p(θ) = B cos(αθ) +D cos[(α + 2)θ]. (1.14)

Cette solution est continue sur les lèvres de la fissure. D’autre part, lorsque α est
demi entier, 2(α + 1) = n, n ∈ Z avec n impair, p(θ) est de la forme

p(θ) = A sin(αθ) + C sin[(α + 2)θ]. (1.15)

Cette solution est discontinue sur les lèvres de la fissure. Quand α = −1, les
conditions aux limites de l’équation (1.13) sont validées sans condition, les quatre
constantes A, B, C et D sont libres. De même, lorsque α = −2, une seule condi-
tion lie les quatre constantes. Les deux équations précédentes présentant en général
deux constantes indépendantes, il existe donc en général, deux séries de solutions en
contraintes évoluant en rn/2 où n est appelé l’ordre.

À partir de la fonction p(θ) et donc du potentiel P (r, θ) il est possible de remonter
jusqu’au champ de contraintes qui pour l’ordre n s’écrit

σn(r, θ) =

 (σn)tt
(σn)nn
(σn)tn


︸ ︷︷ ︸

Voigt dans (en,et)

= Anrn/2−1fnI (θ) +Bnrn/2−1fnII(θ), (1.16)

où les fonctions fni (θ), i = I ou II s’écrivent en notation de Voigt dans la base
associée à la pointe de fissure (en, et)

fnI (θ) =
n

2

(2 + n
2

+ (−1)n
)

cos
[(

n
2
− 1
)
θ
]
−
(
n
2
− 1
)

cos[(n
2
− 3)θ](

2− n
2
− (−1)n

)
cos
[(

n
2
− 1
)
θ
]

+
(
n
2
− 1
)

cos[(n
2
− 3)θ](

n
2
− 1
)

sin
[(

n
2
− 3
)
θ
]
−
(
n
2

+ (−1)n
)

sin
[(

n
2
− 1
)
θ
]
 ,

fnII(θ) =
n

2

− (2 + n
2
− (−1)n

)
sin
[(

n
2
− 1
)
θ
]

+
(
n
2
− 1
)

sin[(n
2
− 3)θ]

−
(
2− n

2
+ (−1)n

)
sin
[(

n
2
− 1
)
θ
]
−
(
n
2
− 1
)

sin[(n
2
− 3)θ](

n
2
− 1
)

cos
[(

n
2
− 3
)
θ
]
−
(
n
2
− (−1)n

)
cos
[(

n
2
− 1
)
θ
]
 .

(1.17)
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1. La DEK-FEM en 2D

Les deux fonctions fnI et fnII sont associées à des constantes An et Bn

indépendantes. On peut donc décomposer le champ de contraintes sur ces deux fonc-
tions séparément et à partir de chacun de ses termes remonter jusqu’au déplacement.
Les développements en série, dite de Williams, des contraintes et des déplacements
prennent donc la forme suivante

σ(r, θ) =
∑

i=I, II

∞∑
n=−∞

bni r
n/2−1fni (θ) et u(r, θ) =

∑
i=I, II

∞∑
n=−∞

bni r
n/2gni (θ), (1.18)

gnI (θ) =
1

2µ

[
(κ+ n

2
+ (−1)n) cos[n

2
θ]− n

2
cos[(n

2
− 2)θ]

(κ− n
2
− (−1)n) sin[n

2
θ] + n

2
sin[(n

2
− 2)θ]

]
(et,en)

,

gnII(θ) =
1

2µ

[
−(κ+ n

2
− (−1)n) sin[n

2
θ] + n

2
sin[(n

2
− 2)θ]

(κ− n
2

+ (−1)n) cos[n
2
θ] + n

2
cos[(n

2
− 2)θ]

]
(et,en)

,

(1.19)

où κ est la constante de Kolosov, exprimée en fonction du coefficient de Poisson ν.
Elle prend la valeur κ = 3 − 4ν en déformations planes. µ est le module de ci-
saillement transversal. On peut montrer par un raisonnement similaire que dans un
état plan des contraintes κ = (3 − ν)/(1 + ν). Muskhelishvili dans [MUS 53] a ob-
tenu ce développement en série avec des potentiels complexes et écrit ce champ de
déplacements dans le plan complexe

unI = ut + i · un = bnI r
n
2

(
κe

i·n·θ
2 − n

2
· e

i·(4−n)·θ
2 +

[n
2

+ (−1)n
]
e−

i·n·θ
2

)
, (1.20)

unII = ut + i · un = bnII i · r
n
2

(
κe

i·n·θ
2 +

n

2
· e

i·(4−n)·θ
2 −

[n
2
− (−1)n

]
e−

i·n·θ
2

)
. (1.21)

En pratique, cette expression est particulièrement intéressante pour calculer le gra-
dient du déplacement. Elle est bien entendu équivalente aux équations (1.18) et
(1.19) en déplacement.

1.1.2.2 Mode antiplan

La deuxième étude analytique pour obtenir un développement en série
complémentaire concerne un état d’élasticité antiplan (i.e., u = u(r, θ).e3). Pour ce
cas, l’étude est menée sur les quantités primales et il existe une seule composante
par ordre. Les contraintes sont calculées par la suite à partir des déplacements et la
validation des équations de compatibilité des contraintes n’est plus une difficulté.

Le cas considéré est toujours une fissure plane infinie à front droit de normale e3

dans un milieu infini. À partir de la forme supposée du champ de déplacements on
peut déterminer le champ de déformations puis le champ de contraintes

σ(x) = µ

 0 0 ∂u3
∂t

0 0 ∂u3
∂n

∂u3
∂t

∂u3
∂n

0


(et,en,e3)

. (1.22)
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Formulation du problème et approches analytiques

L’équation d’équilibre (1.1) : ∇ ·σ(x) = 0 ∀x ∈ Ω impose au déplacement ∆u3 =
0. Cette relation et la forme antiplane et régulière de u, impliquent qu’il existe une
fonction holomorphe f(z) (avec z = t+ in = reiθ) telle que{

µu3 = Re f(z),

σ3t − iσ3n = df(z)
dz

.
(1.23)

Nous cherchons des contraintes qui auraient la même forme que celles du mode
plan, équation (1.16). Cherchons donc une solution f(z) proportionnelle à (A +
iB)zα+1, où A et B sont de nouvelles constantes réelles. L’application des conditions
aux limites nous donne

df(z)
dz

= (α + 1)(A+ iB)zα,
σ3n(r, θ = ±π) = −(α + 1) [A sin(αθ) +B cos(αθ)] rα = 0,
σ3t(r, θ = ±π) = (α + 1) [A cos(αθ)−B sin(αθ)] rα = 0.

(1.24)

Pour vérifier ces conditions aux limites, α doit être entier ou demi entier. Lorsque
α est entier, 2(α + 1) = n, n ∈ Z avec n pair, B = 0 et donc f(z) = Azn/2, il
s’agit d’une solution continue au passage de la fissure. D’autre part, lorsque α est
demi entier, 2(α + 1) = n, n ∈ Z avec n impair, A = 0 et donc f(z) = iBzn/2, le
champ de déplacements est discontinu au passage de la fissure. Dans le cas anti-plan
également, il existe donc une série de solutions dont les contraintes évoluent en rn/2.

On peut synthétiser ces résultats sur les déplacements et les contraintes pour
l’ordre n

u3 = bnIII
2
µ
r
n
2 Re

(
(−i)ne inθ2

)
= bnIII

2
µ
r
n
2 cos

[
n
2
(θ − π)

]
,

σ3n = −n rn/2−1 sin
(
n
2

(θ − π)− θ
)
,

σ3t = n rn/2−1 cos
(
n
2

(θ − π)− θ
)
.

(1.25)

À partir de ces résultats, il est possible d’écrire cette série de solutions (appelée
mode III) avec le même formalisme que les séries du mode plan équation (1.18)

σ(r, θ) =
∞∑

n=−∞

bnIIIr
n/2−1fnIII(θ) et u(r, θ) =

∞∑
n=−∞

bnIIIr
n/2gnIII(θ). (1.26)

Avec fnIII(θ) =

[
(fnIII)3n

(fnIII)3t

]
=

[
−n sin

(
n
2

(θ − π)− θ
)

n cos
(
n
2

(θ − π)− θ
) ]

gnIII(θ) =
2

µ
cos
[n

2
(θ − π)

]
e3.

1.1.3 Interprétation physique des trois modes

L’hypothèse d’élasticité linéaire est malmenée par ces développements en série.
En effet, les déformations (ainsi que les contraintes) tendent vers l’infini quand on se
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1. La DEK-FEM en 2D

rapproche de la pointe de fissure (r → 0) pour n 6 1 et n 6= 0, et les déplacements
également pour n < 0. D’autre part, l’énergie élastique associée aux ordres n 6 −1
est infinie car en r → 0,

∫
r2α+1dr diverge. Dans des simulations élastiques linéaires,

ces termes sont généralement écartés.
La résolution analytique des problèmes plan et anti-plan engendre trois séries

de solution notées I, II et III. Les premiers ordres des fonctions gni de ces trois
séries sont représentés dans la Table 1.1. Ces trois séries correspondent à autant de
modes de sollicitation. Le mode I est un mode symétrique par rapport au plan de la
fissure, les déplacements restent dans le plan de la fissure, il est dit d’ouverture. Le
mode II est un mode de cisaillement dit plan dans le plan (et, en), les déplacements
restent dans le plan de la fissure, ux est antisymétrique et uy est symétrique. Enfin
le mode III est un mode de cisaillement dit antiplan.

Au voisinage du front, sous la condition d’énergie finie en élasticité linéaire (i.e.,
n ≥ 0), la plupart des termes φni tendent vers zéro. Seuls les termes n ∈ {0, 1, 2}
subsistent et fournissent une bonne approximation des champs mécaniques dans des
configurations 2D

ut(r, θ) = b0
I
κ+1
2µ

+ KI
µ

√
r

2π
cos θ

2

(
κ−1

2
+ sin2 θ

2

)
+ KII

µ

√
r

2π
sin θ

2

(
κ+1

2
+ cos2 θ

2

)
+ T

8µ
(κ+ 1)r cos θ − b2

II
κ+1
2µ
r sin θ +O

(
r

3
2

)
,

un(r, θ) = b0
II
κ+1
2µ

+ KI
µ

√
r

2π
sin θ

2

(
κ+1

2
− cos2 θ

2

)
− KII

µ

√
r

2π
cos θ

2

(
κ−1

2
− sin2 θ

2

)
− T

8µ
(3− κ)r sin θ + b2

II
κ+1
2µ
r cos θ +O

(
r

3
2

)
,

u3(r, θ) = b0
III

2
µ

+ 2KIII
µ

√
r

2π
sin θ

2
− b2

III
2r
µ

cos θ +O
(
r

3
2

)
,

σnn(r, θ) = KI√
2πr

cos θ
2

(
1− sin θ

2
sin 3θ

2

)
− KII√

2πr
sin θ

2

(
2 + cos θ

2
cos 3θ

2

)
+ T +O

(
r

1
2

)
,

σtt(r, θ) = KI√
2πr

cos θ
2

(
1 + sin θ

2
sin 3θ

2

)
+ KII√

2πr
sin θ

2
cos θ

2
cos 3θ

2
+O

(
r

1
2

)
,

σtn(r, θ) = KI√
2πr

cos θ
2

sin θ
2

cos 3θ
2

+ KII√
2πr

cos θ
2

(
1− sin θ

2
sin 3θ

2

)
+O

(
r

1
2

)
,

σ3n(r, θ) = KIII√
2πr

cos θ
2

+O
(
r

1
2

)
.

σ3t(r, θ) = KIII√
2πr

sin θ
2

+O
(
r

1
2

)
.

σ33(r, θ) = 0.
(1.27)

Les fonctions d’ordre n = 0 sont des translations de solide rigide, dans la direc-
tion et pour le mode I, en pour le mode II et e3 pour le mode III. Les termes
d’ordre n = 1 sont les seuls termes singuliers (en contraintes) à énergie finie en
élasticité linéaire. Ces termes sont dit singuliers puisque le champ de contraintes
associé tend vers l’infini en r → 0. Cette singularité est d’ordre un demi et le coeffi-
cient de cette singularité est appelé facteur d’intensité des contraintes (FIC, notés Ki

avec i = I, II, et III). Avec les notations retenues, les FIC sont proportionnels
aux coefficients des séries de Williams

b1
I =

KI√
2π

, b1
II =

KII√
2π

et b1
III =

KIII√
2π
. (1.28)
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Formulation du problème et approches analytiques

Ordre 1 2 3

M
o
d

e
I

ux

uy

M
o
d

e
I
I

ux

uy

M
o
d

e
I
I
I

uz

Table 1.1 – Déplacements et déformées d’un carré du plan (et, en) centré sur la
fissure pour les fonctions des premiers ordres de la série de Williams (i.e., fonctions gni
des équations (1.18) et (1.26) pour n = 1, 2, et 3 et i = I, II, et III)
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1. La DEK-FEM en 2D

Ces termes reflètent et quantifient l’intensité de la singularité. Ils sont utilisés dans
de nombreux critères de propagation aussi bien pour déterminer la vitesse que
la direction de propagation de la fissure (confère Partie 1.2.3). Le terme mode I
d’ordre n = 2 correspond à une contrainte tangentielle (σtt) uniforme. Il est ap-
pelé T -stress (noté T avec T = 4b2

I) et est associé à l’état de triaxialité en pointe
de fissure [LAR 73, RIC 74]. Ce coefficient a également été identifié comme jouant
un rôle majeur dans la prédiction de la propagation de fissure [BET 91]. Les autres
termes d’ordre n = 2 sont des rotations de solide rigide, autour de e3 pour le mode II
et de en pour le mode III.

Les ordres pairs (i.e., n pairs) sont continus au passage de la fissure. Tandis
que pour les ordres impairs (i.e., n impairs), le saut de déplacements des lèvres est
proportionnel à rn/2, dans la direction en pour le mode I, et pour le mode II et e3

pour le mode III. Les termes d’ordre n < 0 sont dits super-singuliers puisque même
les déplacements sont singuliers (i.e., u −→

r→0
∞). Les termes d’ordre supérieurs (i.e.,

n > 1) ne présentent pas de singularité et sont appelés sub-singuliers

u(r, θ)=
∑

i=I,II,III

[
−1∑

n=−∞

bni g
n
i (θ) r

n
2︸ ︷︷ ︸

termes “super−singuliers”

+ b0
ig

0
i︸︷︷︸

translations

+ b1
ig

1
i (θ)

√
r︸ ︷︷ ︸

terme singulier

+
n=∞∑
n=2

bni g
n
i (θ) r

n
2︸ ︷︷ ︸

termes “sub−singuliers”

]
.

(1.29)
De part leur puissance en rn/2, les termes super-singuliers auront une influence si-
gnificative au voisinage du front et les termes sub-singuliers dans des zones plus
éloignées, ils pourront notamment accommoder des effets de bords dus aux condi-
tions aux limites.

Les termes super-singuliers ne peuvent être utilisés directement dans une simula-
tion élastique linéaire, aussi ils sont généralement exclus de ce genre de simulations.
Cependant, pour des comportements plus élaborés ou en excluant une process zone
autour de la pointe de fissure, leur utilisation dans la description des champs asymp-
totiques est significative [HUI 95, ROU 09].

1.1.4 Formulation faible

La résolution du système d’équations locales (1.1) à (1.5) sur l’intégralité du
domaine Ω par une approche analytique n’est possible que pour des géométries et
conditions aux limites simples. Pour les géométries, les formes de fissures et les
conditions aux limites complexes que l’on retrouve dans notre environnement et
qui intéressent les industriels, des approximations numériques sont construites, cer-
taines sont basées sur les équations locales. La FEM, la méthode numérique la plus
répandue est basée sur une formulation faible présentée dans cette Section.

Il est possible d’affaiblir ces équations, pour ne les vérifier qu’en un sens intégral
sur le domaine. Il s’agit de formulations dites faibles du problème d’élasticité. On
peut ainsi montrer l’équivalence entre les formulations faibles et fortes pour de
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Formulation du problème et approches analytiques

grandes classes de problèmes avec par exemple comme point de départ le principe des
puissances virtuelles (voir Partie suivante 1.1.4.1). Ainsi, de nombreuses méthodes
d’approximation se basent sur ces formulations, comme la méthode des éléments
finis (Section 1.2.1.3) ou des éléments de frontières. La méthode des éléments de
frontière [BON 99] est basée sur une représentation intégrale des déplacements
à partir de solutions particulières. La méthodes des éléments finis (Finite Ele-
ment Method notée FEM) et ses extensions utilisent une formulation variation-
nelle [HUG 00, BON 07], les quantités intégrales sur le domaine prennent alors un
sens énergétique. C’est la méthode la plus utilisée dans le milieu industriel. Elle est
à la base de l’approche développée, aussi la formulation faible du problème considéré
est présentée.

1.1.4.1 Principe des puissances virtuelles

À partir de l’équation d’équilibre (1.1), il est possible de construire la formulation
faible comme suit. L’équation (1.1) est multipliée par un champ continu et régulier
arbitraire v dit de déplacements virtuels puis intégrée sur tout le domaine Ω∫

Ω

∇ · σ · vdV +

∫
Ω

fd · vdV = 0 ∀v ∈ U , (1.30)

où U = {u | u régulier et discontinu uniquement sur L±}. Cette équation est très
générale puisque aucune hypothèse n’est faite sur le comportement du matériau. À
partir de cette équation, le théorème de flux-divergence et la symétrie de σ per-
mettent d’obtenir∫

Ω

σ :∇sv dV =

∫
Ω

fd · v dV +

∫
∂Ω

σ · n · v dS ∀v ∈ U . (1.31)

Ce résultat correspond au principe des puissances virtuelles appliqué à l’équilibre.
Cette approche a été développée et popularisée par Germain [GER 73]. On peut y
ajouter la relation de comportement (1.5) et séparer les contributions de surface∫
Ω

∇su : C :∇sv dV =

∫
Ω

fd·v dV+

∫
∂2Ω

Fd·v dS+

∫
∂1Ω

σ·n·v dS+

∫
L±

σ·n·v dS ∀v ∈ U .

(1.32)
On a souvent des efforts nuls sur les lèvres σ · n |L±= 0. En choisissant un champ
de déplacements virtuels v ∈ U(0) cinématiquement admissible à 0 (i.e., pour des
déplacements imposés nuls)

U(0) =
{
u | u régulier, discontinu uniquement sur L± et u = 0 sur ∂1Ω

}
, (1.33)

les efforts de réaction aux déplacements imposés sont évacués des inconnues du
problème. La formulation faible du problème d’équilibre en élasticité linéaire sous
l’hypothèse de petites perturbations s’écrit donc trouver u ∈ U(ud) tel que∫

Ω

∇su : C :∇sv dV =

∫
Ω

fd · v dV +

∫
∂2Ω

Fd · v dS ∀v ∈ U(0). (1.34)
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1. La DEK-FEM en 2D

Le problème dit primal est formulé en déplacements uniquement, ce qui simplifie
sa résolution. Le champ de contraintes est obtenu simplement en appliquant la re-
lation de comportement. Il est aussi possible d’écrire le problème en contraintes.
C’est le principe de base des méthodes dites duales mais l’obtention d’un champ
de contraintes admissibles Σ ∈ S(fd,Fd) est plus complexe qu’un champ de
déplacements admissible puisque les contraintes doivent vérifier l’équilibre et être
compatibles avec un déplacement [LAD 83].

Cette formulation est utile car elle est équivalente à la formulation
forte [BEL 99b]. C’est-à-dire que pour des conditions aux limites bien posées, elle
admet une unique solution qui est la même que celle de la formulation forte. La
construction de la formulation faible est présentée dans un cadre restreint (i.e.,
l’élasticité linéaire en petites perturbations). Elle peut néanmoins être étendue à de
nombreux comportements et à des simulations dynamiques.

Cette approche intégrale réduit les conditions de régularité sur l’espace des so-
lutions u et des déplacements virtuels v. Ces champs de déplacements et leurs
gradients doivent être de carré intégrable. Cette condition assure que l’énergie de
déformation reste finie et que le champ de déplacements soit dans un espace de Sobo-
lev d’ordre 1 sur Ω, H1(Ω), condition nécessaire pour assurer l’existence et l’unicité
de la solution.

1.1.4.2 Méthode de Galerkin pour une résolution approchée

Pour des problèmes complexes, trouver une solution exacte dans U(ud) est diffi-
cile. À partir de la formulation faible présentée précédemment, la méthode de Galer-
kin introduite dans cette Section permet d’obtenir la meilleure solution du problème
dans un espace d’approximation réduit. Cette méthode est à la base de nombreuses
méthodes éléments finis et de la simulation basée sur les champs asymptotiques
développée dans le cadre de cette thèse. On cherche donc une approximation de
la solution du problème. On réduit le sous espace de recherche de la solution uh

(l’exposant h indique que c’est une solution approchée) à une solution particulière
admissible up et une combinaison linéaire d’un nombre fini N de fonctions libres.
Ces fonctions ϕk sont cinématiquement admissibles pour des déplacements imposés
nuls

uh(x) = up(x) +
N∑
k=1

uk ϕk(x) avec (up,ϕk) ∈ U(ud)× U(0). (1.35)

L’espace engendré par ces fonctions est cinématiquement admissible (i.e., inclus
dans U(ud)). Les champs virtuels vh prennent la même forme sans la solution par-
ticulière

vh(x) =
N∑
k=1

vk ϕk(x) ∀vk ∈ RN avec ϕk ∈ U(0). (1.36)

La résolution du problème (1.34) revient à calculer les N coefficients uk. En rem-
plaçant u et v par les expressions (1.35) et (1.36) dans la formulation variationnelle

22 Clément Roux-Langlois : DEK-FEM 3D, LAMCOS INSA Lyon (2014)

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0112/these.pdf 
© [C. Roux-Langlois], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



Formulation du problème et approches analytiques

en déplacement (1.34), le problème revient à trouver les uk ∈ RN tels que

N∑
k=1

uk

∫
Ω

∇sϕk : C :∇sϕj dV =

∫
Ω

fd ·ϕj dV +

∫
∂2Ω

Fd ·ϕj dS ∀j ∈ J1;NK.

(1.37)
Cette résolution consiste à résoudre un système de N équations à N inconnues. Il
est possible de mettre cette équation sous une forme matricielle

KU = F , (1.38)

avec U le vecteur des N inconnues tel que Uk = uk ∀k ∈ J1;NK souvent appelés
déplacements généralisés.K est une matrice carrée de dimension N , appelée matrice
de rigidité

Kkj =

∫
Ω

∇sϕk : C :∇sϕj dV ∀(j, k) ∈ J1;NK2. (1.39)

F est un vecteur de dimension N appelé vecteur de forces généralisées

Fj =

∫
Ω

fd ·ϕj dV +

∫
∂2Ω

Fd ·ϕj dS ∀j ∈ J1;NK. (1.40)

Les conditions de symétrie de la loi de comportement élastique linéaire et les
conditions aux limites bien posées avec ∂1Ω de mesure non nulle font que la ma-
trice K est symétrique définie positive et donc inversible.

La solution uh obtenue par la résolution du système (1.38) minimise l’énergie po-
tentielle sur l’espace réduit. C’est la meilleure approximation de la solution exacte u
au sens de la norme en énergie

||u− uh||E =
1

2

∫
Ω

∇s(u− uh) : C :∇s(u− uh) dV. (1.41)

De plus l’énergie de déformation de la solution approchée est sous estimée.
À partir de ces résultats il est possible de construire des méthodes numériques

d’approximation. Un des points clefs est de construire les fonctions ϕk. Ces fonc-
tions doivent permettre de représenter les solutions du problème considéré. Le choix
d’utiliser des fonctions à support localisé, effectué dans les méthodes sans maillage
et la FEM, aura deux avantages numériques importants. Le premier est que les
intégrations pour obtenir la matrice de rigidité et les efforts généralisés portent sur
de petites régions. Le second est que de nombreux coefficients de la matrice de ri-
gidité K sont nuls, diminuant la mémoire nécessaire à son stockage et accélérant la
résolution de (1.38).

1.1.4.3 Extension à la propagation

Il est possible d’étendre ces formulations à la propagation. La prise en compte de
la propagation de la fissure fait nécessairement intervenir un aspect temporel. Pour
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1. La DEK-FEM en 2D

des situations quasi-statiques ou en fatigue, la formulation précédente est utilisée
pour chaque position du front a(t) (dans un intervalle de temps t ∈ [0, T ]). Il faut y
ajouter une loi de propagation de la fissure

ȧ(t) = ȧ(a(t),u(x, t), ∀t ∈ [0, T ]. (1.42)

À chaque pas ti+1 = ti + δt de chargement et/ou de propagation, on calcule les
champs mécaniques puis l’incrément de fissure. La géométrie est alors modifiée.

Pour de nombreuses situations, le chargement est tel que les inerties et les ondes
se propageant à l’intérieur du système doivent être prises en compte. Des effets
d’inerties s’ajoutent à l’équation d’équilibre (1.1)

∇ · σ + fd = ρ
∂2u

∂t2
∀(x, t) ∈ Ω× [0, T ], (1.43)

où ρ est la masse volumique. Ce terme se traduit par une énergie volumique
qui s’ajoute à l’énergie de déformation élastique dans le terme de gauche de
l’équation (1.31) du principe des puissances virtuelles∫
Ω

ρ
∂2u

∂t2
·v dV +

∫
Ω

σ :∇sv dV =

∫
Ω

fd ·v dV +

∫
∂Ω

σ ·n·v dS ∀(v, t) ∈ U×[0, T ].

(1.44)
Pour obtenir la dérivée temporelle du champ de déplacement ∂2u

∂t2
, une méthode

d’intégration temporelle est généralement utilisée. Elle peut être explicite (basée
sur les pas de temps précédents) et donc facile à calculer mais instable ou implicite
(basée sur les pas de temps environnants) et donc plus précise et stable mais le calcul
pour un grand intervalle de temps peut être plus délicat.

À partir de ces équations, des formulations espace-temps peuvent être mises
en place, par exemple pour la méthode des éléments finis par Hughes et
Hulbert [HUG 88] puis pour les éléments finis étendus par Chessa et Belyt-
schko [CHE 04], et les techniques multigrilles avec raffinement espace temps automa-
tique par Cavin [CAV 06]. Des auteurs [BOU 08, MIK 08, REC 12] ont également
proposé des formulations variationnelles intégrant l’équation de propagation (1.42).
Une énergie surfacique est ajoutée, ainsi que la longueur de la fissure comme variable
interne pour assurer la non-réversibilité de la propagation.

1.2 Méthodes numériques pour la simulation de

fissures et lois de propagation

De plus, lors de la propagation d’une fissure, la géométrie du solide considéré
évolue au cours du temps. En effet, la longueur de la discontinuité L± augmente et
la position du front est mobile. Il s’agit de prendre en compte la discontinuité et
la fissure dans la simulation numérique ainsi que le calcul de la longueur et de la
direction de propagation.
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Méthodes numériques pour la simulation de fissures et lois de propagation

Les phénomènes considérés dans le cadre de cette thèse sont la simulation
numérique 3D de la propagation de fissure de fatigue à grand nombre de cycles
et la rupture fragile quasi-statique. La quantité d’intérêt est donc la propagation
d’une fissure existante où la dissipation est concentrée en pointe de fissure. Lorsque,
au contraire, les phénomènes non-linéaires sont dominants et que la dissipation est
diffuse, la prise en compte de l’endommagement devient nécessaire. La méthode la
plus ancienne et simple consiste à insérer des éléments cohésifs [ORT 99, ZHO 04,
CAZ 10a] entre les éléments FEM. La difficulté réside dans l’identification de la loi de
comportement cohésive et l’impact de ces éléments sur la rigidité globale. La fissura-
tion et la fragmentation sont naturelles mais ont lieu uniquement à l’interface entre
les nœuds FEM. Les méthodes d’endommagement non-locales [BAŽ 02, SIM 10]
permettent de simuler continûment l’apparition de discontinuités en diminuant la
raideur locale. La difficulté réside dans le choix de la longueur caractéristique et
la transition entre l’endommagement et la rupture qui sont difficiles à relier à des
phénomènes physiques. Il est alors possible de travailler avec deux paramètres d’en-
dommagement, un diffus et un localisé. Ce dernier permet de traiter plus directement
l’apparition de la fissure, se traduisant éventuellement par l’introduction d’éléments
cohésifs thermodynamiquement équivalents [CAZ 10b].

1.2.1 Introduction de la fissure et sa singularité

D’une manière générale, la première étape de la simulation en mécanique des
structures est de déterminer l’espace de recherche en déplacements et en contraintes
du problème mécanique considéré. La discontinuité et la singularité introduites
par la fissure doivent être prises en compte. Dans l’industrie, pour la simulation
numérique de structures, la méthode des éléments finis et ses variantes sont les plus
répandues. Elle se base sur la formulation faible et la méthode de Galerkin présentée
précédemment. Sa robustesse et son adaptabilité aux géométries complexes et à de
nombreux modèles de matériaux sont à la base de son succès. Cette méthode et cer-
taines de ces évolutions seront présentées dans cette partie, en particulier la méthode
dite des éléments finis étendus (X-FEM).

Des méthodes alternatives sont également brièvement introduites. La méthode
des éléments de frontière permet d’approcher la solution du problème en tout point
du domaine Ω à partir d’un nombre limité de degrés de liberté sur le bord du
domaine, y compris les lèvres de la fissure. En élasticité linéaire, elle donne des
résultats intéressants et précis pour des géométries relativement simples. L’autre
approche introduite est l’approche sans maillage. Les méthodes sans maillage,
comme la méthode SPH pour Smoothed Particle Hydrodynamics, sont adaptées aux
grandes déformations sous des sollicitations extrêmes. Enfin, on citera la méthode
des différences finies notamment présentée dans [STR 04], très efficace d’un point
de vu temps de calcul. C’est la méthode qui est utilisée pour les level sets présentées
à la Section 1.2.2.4. Elle se base sur la résolution approchée des équations fortes,
les dérivées en espace sont approchées sur une grille structurée. C’est également
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1. La DEK-FEM en 2D

cette nécessité d’utiliser une grille structurée qui fait sa faiblesse quand la structure
considérée est à géométrie complexe. Cette méthode a été généralisée en considérant
une moyenne sur les éléments et le flux des grandeurs mécaniques sur la frontière de
ces éléments. Cette généralisation est appelée méthode des volumes finis [VER 07],
elle est utilisée notamment en mécanique des fluides.

1.2.1.1 Méthode des éléments de frontière

La méthode des équations intégrales [BON 99] (Boundary Element Method :
BEM) consiste à utiliser la solution d’un problème avec une force ponctuelle en
milieu infini (solution de Green) comme champ virtuel dans une formulation adaptée
à l’hypothèse de milieu infini. Le champ de déplacements en tout point intérieur au
domaine est alors exprimé comme fonction de la solution analytique en milieu infini
et d’une intégrale sur le bord du domaine. Les valeurs sur ce bord sont obtenues
par passage à la limite de cette expression. La solution est approchée à partir des
bords du domaine seulement, ce qui est plus économique en nombre de degrés de
liberté car la discrétisation est bidimensionnelle en 3D. Cette méthode permet de
résoudre de nombreuses équations aux dérivées partielles, en mécanique des fluides,
acoustique ou électromagnétisme.

La BEM a été appliquée à des problèmes de mécanique et en particulier au cas
de la fissuration [MI 94, BON 99, CAR 00, KOL 05, WAN 06]. La méthode est très
précise pour calculer les facteurs d’intensité des contraintes élastiques qui peuvent
être directement obtenus à partir du déplacement. Elle est particulièrement efficace
si le rapport surface (dont les lèvres des fissures) sur volume est grand puisqu’elle
met alors en jeu un nombre d’inconnues faible. La gestion des interfaces mobiles
consiste donc à augmenter incrémentalement la surface discrétisée.

Cependant cette approche génère des systèmes linéaires pleins puisque les
déplacements en un point dépendent de l’intégrale sur toute la frontière. Des al-
gorithmes efficaces [CHE 99] ont étés construits pour accélérer la résolution. Le
point faible de cette méthode est que son extension aux phénomènes non-linéaires
est difficile. En effet, les solutions particulières utilisées sont obtenues pour des com-
portements simples. Si les phénomènes non-linéaires sont locaux, ils peuvent être
maillés en 3D et la méthode offre encore des perspectives intéressantes.

1.2.1.2 Méthodes sans maillage

Les méthodes dites sans maillage sont particulièrement adaptées à la simula-
tion de la ruine de structures en grandes déformations [BEL 96, NGU 08]. En effet,
l’approche ne repose pas sur un maillage qui doit rester relativement régulier mais
simplement sur des nœuds avec une zone d’influence de forme simple. Ces nœuds
peuvent se déformer plus librement, et la fragmentation est alors assez naturelle.
Des fonctions d’interpolations sont construites pour ces nœuds, elles s’annulent sur
le bord de la zone d’influence pour assurer la continuité.
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Méthodes numériques pour la simulation de fissures et lois de propagation

La méthode SPH (dont Liu et Liu proposent un état de l’art récent [LIU 10])
est la première méthode de ce type. Elle repose sur la résolution de la formula-
tion forte. Elles est adaptée aux grandes déformations, et a notamment été utilisée
pour des simulations sous sollicitations extrêmes comme des explosions ou crashs,
notamment au LAMCOS par Maurel et Combescure [MAU 08], Schuzel-Marmot et
al. COC11 et Caleyron et al. [CAL 12]. Elle est également utilisée pour des simu-
lations en mécanique des fluides, et est donc intéressante pour simuler l’interaction
fluide/structure sous des sollicitations extrêmes [MAU 08]. De nombreuses méthodes
basées sur des formulations faibles ont été développées pour traiter des problèmes
de mécanique des solides. Une approximation des moindres carrés mobiles (MLS)
permet également de définir une méthode sans maillage. Cette approche est à la
base de la méthode Element Free Galerkin (EFM) qui est plus stable mais plus
coûteuse que la méthode SPH. Ce type de fonctions constitue une partition de
l’unité, cette propriété [BAB 97] est utilisée pour enrichir l’espace d’approximation.
Notamment des fonctions spécifiques à la fissuration décrivant la discontinuité et la
singularité [FLE 97, KRY 99]. Ce sont ces enrichissements qui ont été par la suite
transposés à la FEM, à l’origine de la X-FEM.

Les méthodes sans maillage s’affranchissent des difficultés du maillage, en parti-
culier pour de grandes déformations et des interfaces mobiles. Elle permettent d’en-
richir, d’augmenter l’ordre d’interpolation et de raffiner la discrétisation facilement.
Cependant, l’intégration de leurs fonctions de forme est délicate. Ces méthodes ne
sont en générale pas interpolantes, ce qui rend l’application de condition aux limites
délicate. D’un point de vu général, elles sont numériquement moins efficaces que la
méthode des éléments finis [NGU 08].

1.2.1.3 Méthodes basées sur les éléments finis

L’utilisation intensive de la méthode des éléments finis a conduit à de nombreux
développements et variantes. Elle a été appliquée à de nombreux types d’équations
et sa transversalité explique son succès. Elle est à la base de la méthode présentée
dans ce mémoire. Les performances de la FEM sont réduites pour la simulation de
discontinuité et de singularité. Sont taux de convergence [HUG 00] par rapport à la
taille caractéristique des éléments de la discrétisation h est borné [TON 73a] par la
nature de la singularité (d’ordre α)

||uex − uh||E
||uex||E

6 chη, où η = min(p, α). (1.45)

où uex est la solution du problème et E est la norme en énergie de déformation
associée au champ de déplacements considéré. p est l’ordre d’interpolation éléments
finis (l’ordre des polynômes considérés par élément), et α l’ordre de la singularité.
Enfin, c est une constante indépendante des déplacements et de la discrétisation.
La propagation de la fissure est également une difficulté car la modification de la
géométrie n’est pas aisée. La méthode des éléments finis étendus (X-FEM) pro-
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1. La DEK-FEM en 2D

pose une solution relativement simple à ces problèmes, et est aujourd’hui largement
utilisée.

Présentation de la FEM

La FEM repose sur la méthode de Galerkin, présentée Section 1.1.4.2, et permet
de générer automatiquement la base d’approximation ϕk avec généralement up =
0 (1.35), de représenter la géométrie et de réaliser l’intégration. Elle est basée sur une
discrétisation géométrique [HOL 88] (appelé maillage) du domaine en polyèdres, ou
polygones en 2D, simples (appelés éléments). Cette opération peut s’avérer complexe
mais permet d’approcher des géométries et des solutions complexes en considérant
des éléments suffisamment petits.

Des fonctions de forme généralement polynomiales sont associées à chaque type
d’éléments. Ces fonctions de forme sont liées à des valeurs nodales qui font le lien
entre les éléments adjacents du maillage, et assurent la continuité de l’interpolation.
Pour chaque forme d’élément, un élément de référence à la géométrie idéalisée est
défini dans une base locale. Les coordonnées dans ce repère local seront notées ξ =
(ξeξ, ηeη, ζeζ). Pour chacune des Ne inconnues nodales d’un élément, une fonction
de forme ϕk(ξ) et sa dérivée ∇ϕk(ξ) sont associées à cet élément de référence dans
ce repère.

Pour les éléments dits isoparamétriques, les points x de l’élément de référence
dans le domaine Ω sont mis en relation avec ceux de l’élément de référence dans le
repère local ξ par

xh =

Nel∑
j=1

ϕk(ξ)xk, (1.46)

où xk est la position du nœud k dans le repère global, et Nel est l’ensemble des fonc-
tions de forme associées à un élément. La géométrie du problème est donc connue à
partir de la position des nœuds, leur connectivité et des fonctions d’interpolation ϕk.
Les fonctions de forme sont généralement interpolantes, c’est-à-dire que l’inconnue
nodale est la valeur du champ au nœud uk = xk. Ce type d’éléments finis est dit
isoparamétrique car les mêmes fonctions de forme sont utilisées pour représenter la
géométrie et les inconnues. Les paramétrages et la position des nœuds des éléments
doivent être tels que x n’a qu’un antécédent ξ. Cette condition implique que le
Jacobien du changement de coordonnées ne s’annule pas.

De nombreux éléments ont été développés. En 2D pour différentes géométries (tri-
angles, quadrilatères,...) avec une interpolation polynomiale. En 3D, les géométries
sont plus variées (pyramides, tétraèdres, hexaèdres, prismes,...) et on retrouve des
interpolations polynomiales. Enfin des éléments spécifiques ont été développées pour
des représentations simplifiées de géométries avec des caractéristiques géométriques
propres comme des éléments plaques ou coques [BAT 92]. Les éléments les plus uti-
lisés sont certainement les éléments polynomiaux d’ordre un. Les différents éléments
ne seront pas détaillés mais certaines caractéristiques principales seront présentées.
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Méthodes numériques pour la simulation de fissures et lois de propagation

Figure 1.3 – Fonction de forme du nœud de coordonné (2,2), polynomiale d’ordre
1 pour des quadrangles à 4 nœuds. Le domaine représenté est de 5× 4 éléments2.

La continuité des déplacements implique que les fonctions de forme s’étalent
sur plusieurs éléments. En pratique, les conditions énoncées assurent que le support
d’une fonction de forme associée à un nœud est uniquement active sur les éléments
ayant ce nœud pour sommet, comme représenté Figure 1.3. Le support des fonctions
de forme est limité, aussi la matrice de rigidité sera creuse. En effet, Kij sera nul
aussitôt que les supports des fonctions de forme ϕi et ϕj sont disjoints. Par exemple,
en 2D pour des quadrangles à 4 nœuds, comme représenté Figure 1.3, la largeur de
bande de la matrice de rigidité sera de 16. En 3D, pour les hexaèdres à 8 nœuds qui
seront utilisés par la suite, elle est de 78. Ces valeurs sont exactes pour des maillages
structurés et approchées sinon.

Pour améliorer la précision de l’approximation deux méthodes peuvent êtres en-
visagées, diminuer la taille des éléments ou augmenter l’ordre des polynômes. La
première méthode est souvent retenue puisque c’est la plus simple. L’augmenta-
tion de l’ordre nécessite de se doter des éléments correspondant et augmente la
largeur de bande. Néanmoins, elle augmente la continuité de l’approximation (de
ses dérivées) dans les éléments. Des méthodes dites NURBS (Non-Uniform Rational
Basis Splines) permettent de représenter plus précisément la géométrie et d’automa-
tiser l’augmentation de l’ordre d’interpolation, en préservant un degré de continuité
élevé.

Introduction de la discontinuité

La méthode FEM représente la géométrie et les champs mécaniques avec les
mêmes fonctions de forme qui sont continues sur le domaine. Ces principes en font
une faiblesse pour la simulation de discontinuités. On peut distinguer deux types de
discontinuités. Les discontinuités dites faibles portent seulement sur la dérivée de la
fonction d’interpolation. On les retrouve pour le champ de déplacement, à l’interface
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1. La DEK-FEM en 2D

entre deux matériaux, autour d’une interface ou entre deux phases solides... Les
discontinuités de la fonction d’interpolation même sont dites fortes. On les retrouve
notamment au niveau d’une fissure.

Les éléments finis permettent de prendre en compte des discontinuités faibles si
elles sont localisées sur la frontière entre les éléments. Il faut donc que le maillage
soit conforme avec les discontinuités faibles. Pour simuler une discontinuité forte,
il faut considérer chacune de ses lèvres comme un bord du domaine. Elles doivent
être conformes avec les faces (arêtes en 2D) d’éléments et le front doit être sur une
arrête (nœud en 2D). Les nœuds y sont alors doublés.

Cette condition est particulièrement contraignante lorsque la fissure se propage.
En effet, il faut recommencer l’opération de maillage au moins localement. Re-
maillage qui peut s’avérer coûteux [CHI 13], et délicat [RÉT 05a] quand il faut
projeter des quantités de l’ancien maillage vers le nouveau. Cette projection peut
être source d’erreur, la conservation de l’énergie est approchée [BRA 05] et des
instabilités peuvent apparâıtre dans les schémas numériques d’intégration tempo-
relle [RÉT 05a]. Pour des cas de propagation ou le trajet de la fissure est connu, en
mode I par exemple, il est possible de conserver le même maillage pendant toute la
simulation de la propagation. Les nœuds sur le trajet qui ne sont pas encore séparés
par la fissure ont leurs déplacements contraints. L’incrément de propagation sera
néanmoins imposé par la dimension des faces des éléments coupés.

Introduction de la singularité

La singularité en pointe de fissure n’est pas polynomiale et est mal prise en
compte par les éléments finis. La nature de la singularité impacte globalement l’er-
reur et réduit le taux de convergence (confère équation 1.45). Pour des éléments
classiques d’ordre un, le taux de convergence de problèmes continus est en O(h),
l’introduction d’une fissure (et donc d’une singularité d’ordre 1/2) réduit ce taux
en O(

√
h).

L’introduction de la singularité en
√
r peut être réalisée assez naturellement

avec des éléments quadratiques où des nœuds sont placés au quart des arêtes des
éléments [BAR 74]. Cette approche nécessite peu de développement, et donne de
bons résultats pour des fissures droites en 2D. Néanmoins, la génération du maillage
n’est pas triviale et un maillage rayonnant en pointe de fissure est préférable. Des
extensions pour des analyses en 3D existent, avec une génération des éléments
rayonnants et une précision acceptable, par exemple [DHO 01]. Dans un contexte
éléments finis, d’autres approches ont été développées comme la création de super-
éléments [TON 73b] qui prennent en compte la singularité et communiquent avec
leurs voisins par des nœuds sans assurer la continuité à l’interface. Un certain nombre
de ces approches sont examinées dans [FAW 79].

De nombreuses méthodes ont été proposées pour remédier à ce problème. La
méthode des éléments finis étendus (X-FEM), a été développée à partir de 1999 par
Belytschko and Black [BEL 99b] et est maintenant largement utilisée. Elle propose
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une solution peu intrusive pour introduire la singularité et la discontinuité dans
l’espace d’approximation. Elle est utilisée dans le cadre de cette thèse et fait l’objet
de la section suivante.

1.2.2 Méthode éléments finis étendus/généralisés

La X-FEM est une extension de la FEM. La fissure est introduite comme un
enrichissement des champs mécaniques approchés comme le déplacement uh(x).
Elle n’est donc plus maillée comme une frontière du domaine. L’enrichissement est
réalisé avec la méthode de la partition de l’unité [BAB 97], présentée ci-dessous. Il est
généralement constitué d’une fonction discontinue et d’enrichissements singuliers qui
introduisent la fissure. Une représentation géométrique de la fissure est néanmoins
nécessaire. La simulation de la propagation est naturelle : en effet la représentation de
la fissure évolue et le lieu de l’enrichissement évolue spatialement mais le maillage
de la structure reste le même. Cette méthode est très proche de la méthode des
éléments finis généralisés G-FEM [STR 00].

La méthode (en développement rapide) a fait l’objet de nombreuses reviews
comme par exemple [KAR 03b, BEL 09, FRI 10]. Des premières applications à des
problèmes élastiques ont montré son potentiel, en 2D [BEL 99b, MOË 99] pour
des fissures qui branchent ou se rejoignent [BEL 01] puis en 3D [SUK 00, DUA 01,
MOË 02a, GRA 02].

Une extension à un comportement endommageable par des éléments cohésifs a été
proposée par Moës et Belytschko [MOË 02b], puis appliquée à la simulation de béton
sans armature métallique en 3D [GAS 05]. La méthode a été étendue à la plasticité
par Elguedj et al. [ELG 06a] avec des fonctions d’enrichissement spécifiques. La
friction entre les lèvres peut également être prise en compte [DOL 01].

Les aspects mathématiques de la méthode comme l’étude de son taux de conver-
gence ont été étudiés par Laborde et al. [LAB 05]. L’introduction d’une fonction
cutoff qui délimite les fonctions d’enrichissement a permis de restaurer un conver-
gence quasi-optimale à la méthode pour une taille d’enrichissement constante en
2D [CHA 06]. À partir de ces travaux, une méthode séparant la zone non enrichie
et la zone enrichie avec un raccord intégral a été imaginée [CHA 11] et maintient
la convergence optimale sans influence de la singularité (i.e., en O(h), pour des
éléments linéaires).

1.2.2.1 Méthode de la partition de l’unité

La méthode de la partition de l’unité (PUM) a été formalisée par Babuška et
Melenk [BAB 97]. Elle a été appliquée à des méthodes sans maillage [NGU 08] puis
à la méthode des éléments finis. Elle permet de nombreux type d’enrichissement
et a été appliquée pour des simulations numériques variées : pour modéliser des
interfaces en général comme l’interaction fluide-structure [WAG 01], la simulation
d’inclusions [SUK 01, MOË 03] et de la solidification [CHE 02]. Son application à

Clément Roux-Langlois : DEK-FEM 3D, LAMCOS INSA Lyon (2014) 31

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0112/these.pdf 
© [C. Roux-Langlois], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



1. La DEK-FEM en 2D

la mécanique de la rupture, a engendré la méthode X-FEM et la méthode G-FEM.
Les fonctions de forme éléments finis constituent un exemple de partition de

l’unité de l’espace approximé Ωh, c’est-à-dire dans toutes les directions j de l’espace

N∑
k=1

ϕk(x) · ej = 1 ∀x ∈ Ωh. (1.47)

Cette propriété permet à la FEM de reproduire des déplacements de corps rigide.
Elle peut être utilisée pour enrichir le champ de déplacements dans une direction j
par une fonction ϕe qui est mal représentée par cette approximation, en effet

uh(x) =
N∑
k=1

ukϕk(x)+
Ne∑
k=1

ueϕk(x)·ejϕe(x)ej =
N∑
k=1

ukϕk(x)+ueϕe(x)ej ∀x ∈ Ωh.

(1.48)
Où ue est un degré de liberté associé à l’enrichissement, et N e = N dans ce cas.

Si on recherche les variations de ces fonctions d’enrichissement sur l’espace, il est
possible d’associer un degré de liberté par fonction de forme

uh(x) =
N∑
k=1

ukϕk(x) +
Ne∑
k=1

uekϕk(x)ϕe(x). (1.49)

Dans cette expression, l’enrichissement est réalisé dans toutes les directions de l’es-
pace. La direction des fonctions de forme éléments finis ϕk(x) est donc utilisée.

Cette approche double le nombre de degrés de libertés. Cependant, la zone à enri-
chir est souvent localisée, comme c’est le cas pour la simulation de fissure. Il est alors
possible de restreindre la zone enrichie en prenant N e comme un sous ensemble de
N . En pratique lorsqu’on enrichit toutes les fonctions de forme associées aux nœuds
d’un groupe d’éléments, les éléments correspondants sont enrichis et peuvent repro-
duire librement la fonction ϕe(x). En effet la somme des fonctions de forme éléments
finis associées à ces nœuds est une partition de l’unité sur les éléments correspondant
comme illustré sur la Figure 1.4. De plus, l’évolution reste continue entre la zone
enrichie et la zone non enrichie, au niveau des éléments dont tous les nœuds ne sont
pas enrichis. Ces éléments partiellement enrichis seront appelés blending elements,
ils peuvent réduire le taux de convergence de la méthode [CHA 06].

Bien entendu, cette méthode permet de représenter plusieurs fonctions d’enri-
chissement. En effet, on peut ajouter à l’équation (1.49) autant de fonctions d’enri-
chissement que nécessaire par sommation. Pour la simulation de phénomènes phy-
siques pour lesquels la forme de la solution est connue et est mal représentée par
les fonctions de base choisies, cette méthode d’enrichissement est particulièrement
intéressante. Elle permet de représenter des interfaces dans le milieu simulé, comme
dans le cas des bi-matériaux, des inclusions, différents grains, des trous... Elle est
particulièrement intéressante lorsque les interfaces sont mobiles comme dans le cas
de la simulation de la solidification, du changement de phase ou de la propagation
de fissures.
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Figure 1.4 – Partition de l’unité locale,
∑Ne

k=1ϕk(x), avec N e restreinte aux fonc-
tions de forme associées aux nœuds enrichis.

La méthode de la partition de l’unité est assez générale et s’applique à la FEM
comme aux méthodes sans maillage, les enrichissements peuvent être basés sur une
représentation intrinsèque ou non et la zone d’enrichissement peut être locale ou
non. La méthode des éléments finis étendus (X-FEM) se base sur ce principe. Fries
et Belytschko [FRI 10] en proposent les caractéristiques suivantes

(i) the enrichment is extrinsic and realized by the PU concept,

(ii) the enrichment is local because only a subset of the nodes is enriched,

(iii) the enrichment is meshbased, i.e. the PU is constructed by means of standard
FE shape functions, and

(iv) enrichments for arbitrary discontinuities in the function and their gradients
are available.

Dans la X-FEM, la discontinuité est représentée par un enrichissement dans toutes
les directions, et la singularité par quatre enrichissements dans chacune des direc-
tions également

uh(x) =
∑
k∈N

ukϕk(x) +
∑
k∈Nd

uckϕk(x)H(x) +
∑
k∈Ns

4∑
j=1

ujekϕk(x)Sj(x). (1.50)

H(x) est la fonction d’enrichissement discontinue qui s’applique sur l’ensemble de
fonctions de forme Nd. Sj(x) sont les fonctions d’enrichissement singulières, et N s

l’ensemble de fonctions de forme associées. Ces ensembles et fonctions sont présentés
ci-dessous.

1.2.2.2 Enrichissement pour la discontinuité forte

Plutôt que de mailler explicitement la fissure comme c’est nécessaire pour la
FEM, la X-FEM enrichit la discrétisation par une discontinuité, grâce à la partition
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re

fissure

enrichissement discontinu

enrichissements singuliers

Figure 1.5 – Nœuds enrichis pour la fissure représentée. Pour le front de gauche,
tous les nœuds dans un rayon re autour du front sont enrichis, l’enrichissement est
dit géométrique. Pour le front de droite, une rangée de nœuds autour du front est
enrichie, l’enrichissement est dit topologique.

de l’unité présentée ci-dessus. Tous les nœuds dont le support (le bord nul est ex-
clu) est coupé sont enrichis par une discontinuité comme représenté Figure 1.5. Nd

est le sous-ensemble des fonctions de forme correspondant à ces nœuds. Puisqu’on
enrichit avec une fonction, les degrés de liberté sont doublés et permettent donc
de représenter deux milieux distincts (avec des mouvements de corps rigide et des
déformations propres).

Les fonctions d’enrichissement généralement utilisées [MOË 99, BEL 01] sont
la fonction Heaviside généralisée ou la fonction signe. Ces deux fonctions diffèrent
simplement au niveau de l’interface, la fonction signe de la distance à la fissure, que
nous utilisons est définie par

H(x) =


1 si (x− x∗) · n(x) > 0,
0 si x = x∗,
−1 sinon.

(1.51)

où x∗ est un des points les plus proches de x sur la fissure, n(x) est la normale
à ce point. L’orientation de n(x) et donc le choix du demi espace positif est ar-
bitraire. Comme introduit dans [MOË 99] pour un maillage conforme à la fissure,
la modélisation avec cet enrichissement est équivalente à la modélisation FEM par
nœuds doubles.

1.2.2.3 Enrichissements singuliers en pointe de fissure

Les éléments dont le support est tranché de part en part peuvent être décrits par
les fonctions précédentes (1.51). Cependant la séparation en deux demi-espaces du
support n’est plus possible quand le front est à l’intérieur du support. Le saut de
déplacements au passage de la fissure évolue continûment jusqu’à une valeur nulle
au niveau du front. De plus, une singularité mal représentée par la discrétisation
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(a) Enrichissement saut équation (1.51)
dans (1.50)

(b) Enrichissement singulier S1

équation (1.52) dans (1.50)

Figure 1.6 – Fonctions d’enrichissement classiques autour d’un nœud ϕk(x)ϕe(x).

FEM est présente en pointe de fissure. Ces spécificités sont prises en compte par des
fonctions d’enrichissement plus riches.

L’approche analytique présentée Section 1.1.2 fournit des informations sur la
nature de la singularité et sur l’évolution de la discontinuité. La base utilisée en
2D puis 3D a été introduite par Fleming et al. [FLE 97] dans une méthode sans
maillage. Elle correspond à une base de représentation des modes singuliers en pointe
de fissure pour un milieu élastique

S1(x) =
√
r sin

θ

2
,

S2(x) =
√
r cos

θ

2
,

S3(x) =
√
r sin

θ

2
sin θ,

S2(x) =
√
r cos

θ

2
sin θ.

(1.52)

Comme pour l’approche asymptotique, r et θ correspondent à un système de coor-
données polaires locales en pointe de fissure, représenté Figure 1.2.

Le choix de cette base de représentation a été fait pour des considérations
numériques. Elle représente la singularité tout en assurant un bon conditionne-
ment pour la plupart des positions du front. Pour cette raison, seule la fonc-
tion S1(x) est discontinue. Toutes les fonctions sont proportionnelles à

√
r qui est

l’ordre de la “singularité”. Les coefficients matériaux (i.e., la constante de Kolos-
sov κ ici) ont été ôtés de ces fonctions par soucis de généralité. Comme pour
la discontinuité, l’enrichissement est réalisé dans toutes les directions de l’espace,
conformément à l’expression (1.49). Ces fonctions issues d’une approche élastique
peuvent être aménagées pour la simulation de phénomènes non-linéaires en pointe
de fissure [MOË 02b, ELG 06a].
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FEM X-FEM (enrichissement en x∗, r et θ)

maillage
explicite

de la
fissure

représentation implicite
représentation

explicite
représentation

hybride

level sets [SET 99, STO 01]

level sets et
fast marching

method
[SUK 03]

—
triangulation
(3D)

—
segmentation
(2D)

— analytique
(forme
simple)

représentation
explicite puis
génération
de level sets
[PRA 07,
FRI 12]

maillage de la
structure
(X-FEM)

maillage
dédié
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Figure 1.7 – Tableau synthétisant différentes méthodes pour la représentation de
la fissure.

Il faut choisir l’ensemble de nœuds enrichis, et donc l’ensemble de fonctions de
forme correspondantes N s. Le choix le plus courant est l’enrichissement topologique
d’une rangée de nœuds autour du front. Il consiste à enrichir seulement les nœuds
dont le support (privé de sa frontière) inclut le front de la fissure. L’avantage de
cette approche est de ne faire entrer aucune longueur caractéristique. Lorsqu’on
raffine le maillage, la taille de la zone enrichie diminue mais le nombre de couches
enrichies reste constant. Une autre méthode consiste à enrichir les nœuds suivant
un critère géométrique, par exemple tous les nœuds dans un rayon re autour du
front de la fissure (l’enrichissement donc dit géométrique). Ce critère fait interve-
nir une longueur qui doit être calibrée. Il permet néanmoins de mener à bien les
études de convergence [CHA 06] en maintenant une dimension constante pour la
zone d’enrichissement. Ces deux approches ont été représentées sur la Figure 1.5.

1.2.2.4 Représentation de la fissure par courbes de niveau

Les enrichissements de l’approche X-FEM se basent sur des coordonnées locales
associés à la fissure. L’enrichissement de la discontinuité fait intervenir la distance
à la fissure par l’intermédiaire de x∗ la coordonnée du point le plus proche sur la
fissure. Les enrichissements de la singularité quant à eux reposent sur un système
de coordonnées locales en pointe de fissure. Ces coordonnées polaires (r, θ) en 2D
(curvilinéaires autour du front en 3D) sont représentées Figure 1.2.

Ces paramètres locaux doivent être calculés en tous points de Gauss des éléments
ayant au moins un nœud enrichi. La représentation de la fissure peut être intrinsèque
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Méthodes numériques pour la simulation de fissures et lois de propagation

au maillage de la structure. Soit en étant conforme aux bords des éléments comme
c’est le cas pour la FEM. Se pose alors le problème du remaillage et de la fi-
nesse du maillage autour de la fissure qui a minima doit permettre de représenter
la fissure. La seconde possibilité consiste en une représentation extrinsèque au
maillage de la structure. Soit par une représentation explicite de la fissure par
un segmentation (2D) [BEL 99b, MOË 99] ou une décomposition en polyèdres
(3D) [SUK 00, DUA 01]. Les difficultés sont alors l’extrapolation aux points de
Gauss des grandeurs locales (x∗, r et θ) qui peut être coûteuse et la réactualisation
de ces informations lors de la propagation de la fissure. Cela peut être fait par une
représentation implicite de la fissure par la méthode des level sets introduite par
Sethian [SET 96, SET 99]. Cette méthode associée à un maillage structuré est une
solution à ces difficultés (extrapolation aux points de Gauss et propagation) souvent
utilisée dans le contexte X-FEM [SUK 01, STO 01, MOË 02a, GRA 02, SUK 03].
Il est également possible de calculer les level sets sur le maillage de la structure
qui dans le cas général d’une structure réelle est non structuré. La propagation et
l’extrapolation sont alors plus complexes [BAR 98]. Ces différentes approches sont
synthétisées sur la Figure 1.7.

Les level sets (fonctions de niveau) sont des champs scalaires de l’espace. La
valeur de ces champs correspond à la distance signée à une interface de l’espace, une
courbe en 2D et une surface en 3D. Pour une interface I, la définition de la level
sets associée est

crack(x) = signe [(x− xs).n(x)] |x− xs| , (1.53)

où xs est le point de l’interface le plus proche du point x, n(x) est la normale
à ce point xs. On associe une courbe de niveau à la discontinuité prolongée dans
la direction et. Cette level set et cette définition, très proche de l’équation (1.51)
permettent de calculer directement la fonction d’enrichissement H(x). Le gradient
de ce champ permet de calculer en tout point la normale à l’interface ∇crack(x) =
n(x) = en. Il est également possible de déterminer simplement la courbure locale
de l’interface qui sera utile pour la simulation 3D. La propriété de distance signée
des courbes de niveaux par rapport à une interface I se traduit par

I(x) = {x tel que crack(x) = 0} , (1.54)

||∇crack(x)|| = 1. (1.55)

Pour représenter les coordonnées locales en pointe de fissure (2 paramètres, r et
θ) il est nécessaire d’introduire une seconde information. C’est également possible
par l’utilisation d’une seconde courbe de niveau front(x). Cette courbe de niveau
est orthogonale à la première ∇crack(x) ·∇front(x) = 0 et présente une valeur
nulle au niveau du front. La seconde coordonnée locale en pointe de fissure est
alors définie comme ∇front(x) = et. À partir de ces deux courbes de niveaux, les
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1. La DEK-FEM en 2D

coordonnées locales sont définies comme

r =
√
crack2(x) + front2(x),

θ =2 arctan

(
crack(x)

front(x) + r

)
.

(1.56)

Pour des géométries de fissures complexes, ces courbes de niveaux sont
numérisées. Pour ce faire, elles sont discrétisées en espace, soit sur le maillage de
la structure soit sur un maillage annexe. Utiliser un maillage dédié présente plu-
sieurs avantages, c’est une solution assez répandue lors de l’utilisation de la X-
FEM [PRA 07, PRA 08]. Ce maillage dédié peut s’adapter à la géométrie de la
fissure, en étant d’une dimension cohérente et localisé dans la zone où se trouve la
fissure. En effet, une fissure obtenue numériquement par propagation incrémentale
ou expérimentalement (photographies ou imagerie 3D) peut avoir une géométrie
complexe. L’autre avantage qui fait la force de ces méthodes est qu’il est possible
d’utiliser un maillage structuré pour lequel l’interpolation et l’actualisation avec
la propagation sont réalisées très efficacement par des algorithmes différences fi-
nies [OSH 88, SET 99].

Lorsque la fissure se propage, les courbes de niveaux représentées sur une grille
fixe doivent être actualisées. En utilisant les courbes de niveau crack(x) et front(x)
définies sur un maillage structuré, Gravouil et al. [GRA 02] ont mis au point une
méthode 3D permettant d’actualiser les courbes de niveaux avec des équations
géométriques fonction de la vitesse de propagation

∂crack

∂τ
+ Vcen ·∇crack(x) = 0, avec (x, τ) ∈ (Ω× [0, tend]) . (1.57)

En partant d’une loi de propagation, la vitesse d’évolution du front, connue par la
loi de propagation V = Vfet+Vcen est étendue directement aux points proches puis
au volume. Afin de ne pas modifier les courbes de niveaux des zones déjà fissurées, ce
qui reviendrait à déplacer la fissure dans le milieu, la vitesse Vc normale à la fissure
n’est appliquée que pour la zone non fissurée proportionnellement à la distance au
front.

Les équations de vitesse sont du type Hamilton-Jacobi pour lesquelles Se-
thian [SET 99] propose d’utiliser un schéma aux différences finies dit upwind robuste
et efficace. Il est néanmoins difficile de vérifier les propriété de différences signées
des équations (1.54) et (1.55) et la propriétés de d’orthogonalité entre crack(x) et
front(x). Cette difficulté est détaillée par Duflot et al. dans [DUF 07].

Enfin, la représentation de la fissure peut être complètement explicite par
un ensemble de segments [MOË 99] (ou d’éléments de surface [SUK 00] en 3D).
Lors de l’évolution de la fissure, l’interface est simplement augmentée d’éléments
correspondants au pas de propagation. Cette méthode, utilisée par les premiers
développements X-FEM est robuste mais coûteuse. Elle est cependant souvent uti-
lisée pour initialiser les level sets.
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On peut alors combiner les deux méthodes pour profiter des avantages de cha-
cune [PRA 07, FRI 12]. On utilise une représentation explicite pour simplifier la
simulation de la propagation. Le modèle de propagation est appliqué à chaque nœud
de la bordure du domaine. Une direction et une longueur en résulte, qui permettent
de créer de nouveaux éléments. Ces éléments peuvent être très distordus si la propa-
gation est de pas inégal, mais il n’y a pas de rigidité associée à l’interface. À partir
de cette représentation explicite, il existe des méthodes numériques géométriques
efficaces pour calculer les deux level sets présentées crack(x) et front(x) sur un
maillage structuré. Et à partir de cette représentation level sets, la définition des
nœuds à enrichir, le calcul des enrichissements et l’intégration de la matrice de ri-
gidité sont réalisés efficacement avec des algorithmes différences finies. C’est cette
méthode qui est utilisée dans le cadre de cette thèse avec une représentation expli-
cite par éléments ou utilisant une fonction analytique pour des géométries simples
(ellipses).

1.2.2.5 Difficultés introduites par la méthode

La méthode X-FEM introduit des difficultés numériques maintenant bien
connues. L’ajout de fonctions d’enrichissement fait perdre localement la propriété
δ-Kronecker de la FEM. Sans cette propriété, l’imposition de conditions aux limites
est plus difficile. Ce problème localisé peut être résolu en modifiant les fonctions
d’enrichissement comme développé ci-dessous. Les éléments partiellement enrichis
(avec seulement une partie de leurs nœuds enrichis) sont également sources de
problèmes. Ces éléments assurent le lien entre les éléments FEM et les éléments
enrichis. Ils ont notamment tendance à diminuer le taux de convergence de la
méthode [CHE 03, LAB 05].

Les enrichissements de la méthode X-FEM diminuent dans la plupart des cas le
conditionnement de la FEM, c’est pourquoi des préconditionneurs sont généralement
utilisés. Ce conditionnement peut affecter la précision des résultats. Babuška et Ba-
nerjee [BAB 12] ont proposé une méthode permettant de retrouver le conditionne-
ment de la FEM. Cette méthode consiste également à modifier la fonction d’enri-
chissement.

Une autre difficulté introduite par les enrichissements est leur intégration (pour
le calcul de la rigidité). En effet la méthode d’intégration utilisée pour la méthode
des éléments finis est la quadrature de Gauss. Elle repose sur une somme pondérée
en un ensemble de points donné. Pour chaque élément fini, la position et le poids
des points de Gauss sont connus dans l’espace de référence. Elle permet l’intégration
exacte de polynômes d’ordre 2n − 1 avec n points dans chacune des directions de
l’espace pour chaque élément. Cette propriété est en accord parfait avec la FEM
puisque l’espace d’approximation est polynomial sur chacun des éléments. Lorsque
la méthode est étendue avec des enrichissements singuliers, les fonctions ne sont plus
polynomiales et l’intégration exacte n’est plus possible. Ce problème est également
détaillé ci-dessous.
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1. La DEK-FEM en 2D

Traitement des blending elements

Comme représenté sur la Figure 1.4, entre d’une part les éléments complètement
enrichis (où la partition de l’unité vaut 1 et d’autre part les fonctions d’enrichis-
sement sont représentées exactement) et les éléments finis standards (qui n’ont
aucun nœud enrichi) il existe des éléments partiellement enrichis, situés à l’inter-
face entre les deux domaines. La fonction d’enrichissement ϕe n’est pas représentée
complètement mais seulement son produit avec une fonction de forme éléments finis.
Elle ne peut pas être compensée par les fonctions de forme FEM également présentes.
Une erreur est donc nécessairement commise dans ces éléments qui diminuent le taux
de convergence de la méthode X-FEM classique [CHE 03, LAB 05].

Pour palier à ce problème plusieurs méthodes ont été proposées. La plus classique
et simple à mettre en œuvre consiste à annuler la fonction d’enrichissement aux
nœuds (alors dites shifted). Elle restaure la propriété de δ-Kronecker des éléments
finis. Elle est présentées ci-dessous. Pour les enrichissements discontinus et singuliers,
un traitement spécial pour les blending elements a été proposé par Fries [FRI 08]. Il
ajoute des degrés de libertés dans ces blending elements pour mieux compenser les
fonctions partiellement enrichies qui assurent la continuité. Il permet de retrouver
le taux de convergence et est présenté succinctement ci-dessous.

Il n’est pas envisageable de directement mettre l’enrichissement à zéro dans les
blending elements, puisqu’une discontinuité artificielle serait introduite. Mais des
méthodes pour assurer une transition franche entre les deux approches ont été
proposées avec succès. Laborde et al. [LAB 05] ont montré que le traitement du
problème en deux domaines séparés (un enrichi et un FEM) raccordés nœuds à
nœuds permettait de retrouver un taux de convergence optimal. Ce résultat a par
la suite été démontré [CHA 11] pour un raccord intégral entre les deux domaines.

L’introduction des fonctions d’enrichissements des équations (1.51) et (1.52) dans
la formulation classique de l’équation (1.50) fait perdre la propriété de δ-Kronecker
de la FEM. Cette propriété des fonctions de forme, ϕk(xj) = δkjxj est souhaitable
car elle permet d’être interpolant. C’est-à-dire que les degrés de liberté calculés sont
directement les déplacements au nœuds u(xj) = uj. Elle permet notamment de
faciliter l’application de conditions aux limites de Dirichlet.

Dans le cadre de la X-FEM, les déplacements sont approchés par la méthode
FEM, auxquels s’ajoutent des termes d’enrichissement. Pour que les degrés de liberté
de la méthode FEM restent interpolants, le produit ϕkϕ

e (avec ϕe qui sont les
fonctions d’enrichissement H et Sj ∀j = 1, ..., 4 dans l’équation (1.50)) doit être
nul à tous les nœuds. Les fonctions FEM ϕk étant nulles pour tous les nœuds xj
tel que j 6= k, il suffit que les fonctions d’enrichissement ϕe considérées soient nulles
au point xi. C’est l’idée à l’origine des enrichissements shifted ϕshiftk proposés par
Sukumar et al. [SUK 01]

ϕshiftk (x) = ϕe(x)− ϕe(xk) ∀k ∈ N e. (1.58)

Les fonctions d’enrichissement sont donc différentes pour tous les nœuds enrichis.
Pour un nœud donné, elles sont représentées Figure 1.8. Pour l’enrichissement saut
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(a) Enrichissement saut équation (1.51)
dans (1.50)

(b) Enrichissement singulier S1

équation (1.52) dans (1.50)

Figure 1.8 – Fonction d’enrichissement shifted autour d’un nœud ϕk(x)ϕshift(x).

(ϕe = H), le support de l’enrichissement est réduit aux éléments où passe la discon-
tinuité, il n’y a donc plus de blending elements. Cette approche permet de retrouver
un taux de convergence optimal pour des discontinuités fortes.

Néanmoins, cette modification n’est pas suffisante pour restaurer le taux de
convergence de la FEM pour des discontinuité faibles. Fries [FRI 08], a proposé une
corrected X-FEM, permettant de mieux gérer les blending elements. Elle consiste à
doter les blending elements de fonctions d’enrichissement supplémentaires permet-
tant de mieux compenser les enrichissements partiels qui y sont présents.

Cette opération est réalisée très simplement en augmentant l’ensemble des fonc-
tions de forme enrichies N e (i.e., N s dans le cas de la singularité de l’équation (1.50)).
Les fonctions de forme associées aux nœuds d’éléments ayant au moins un
nœud enrichi sont ajoutées à N e donnant N e+, comme représenté Figure 1.9.
Les fonctions d’enrichissement ϕe sont shifted puis multipliées par une fonction
rampe RNe

(x), la partition de l’unité locale X-FEM utilisée pour l’enrichissement
dans l’équation (1.49) définie par

RNe

(x) =
Ne∑
k=1

ϕk(x) · ej. (1.59)

Seul un champ scalaire nous intéresse, aussi ej est choisi arbitrairement et RNe
(x)

est la fonction représentée Figure 1.4. La fonction d’enrichissement corrigée ϕcorr(x)
est alors

ϕcorrk (x) = R(x) (ϕe(x)− ϕe(xk)) ∀k ∈ N e+. (1.60)

Cet enrichissement est calculé aisément, et permet de retrouver le taux de conver-
gence optimal en présence de discontinuités faibles [FRI 08].
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1. La DEK-FEM en 2D

(a) Rappel de la Figure 1.4
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noeuds associés à Ne+ 

noeuds associés à Ne 

(b) blending elements et corrected X-FEM

Figure 1.9 – Localisation des blending elements pour l’exemple de zone enrichie
représentée Figure 1.4, ainsi que les nœuds associés aux enrichissements de la cor-
rected X-FEM [FRI 08].

Dégradation du conditionnement

Le conditionnement κ(A) = ||A|| ||A||−1 (pour une matrice A) permet de quan-
tifier l’impact d’une erreur numérique dans la résolution d’un système linéaire de la
forme Au = b. Considérons le système linéaire perturbé par une erreur δb sur le
second membre A(u+ δu) = b+ δb, le conditionnement donne une borne exacte à
l’erreur résultante sur la solution δu

||δu||
||u||

6 κ(A)
||δb||
||b||

. (1.61)

Si c’est la matrice du système linéaire qui est perturbée (A+ ∆A)(u+ ∆u) = b,
l’erreur résultante sur la solution ∆u est également bornée par le conditionnement

||∆u||
||u||

6 κ(A)
||∆A||
||A||

(1 +O(||∆A||)). (1.62)

Dans le cadre de l’utilisation d’une méthode itérative pour la résolution du
système linéaire, le conditionnement est d’autant plus important qu’en plus de
dégrader la précision de la solution, il peut piloter la vitesse de convergence. D’après
la définition du conditionnement, il apparâıt qu’il dépend de la norme matricielle
considérée. La vitesse de convergence est en particulier liée à la norme 2 (qui peut
être calculée comme ||A||2 =

√
ρ(ATA), où ρ(A) est le la plus grande valeur propre

de A aussi appelé rayon spectral). Pour cette norme, le conditionnement κ2(A) peut
être calculé comme

κ2(A) =
max
i
|Λi|

min
i
|Λi|

, avec λi les valeurs propres de A. (1.63)
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L’introduction de la discontinuité dégrade le conditionnement de la X-FEM
par rapport à la FEM [BÉC 05, FRI 10]. Pour palier à ce problème, les méthodes
numériques sont généralement préconditionnées. Des préconditionneurs ont donc été
développés pour la X-FEM [BÉC 05, MEN 11]. En particulier, lorsque la disconti-
nuité sépare un élément en deux parties très inégales, de très petites valeurs propres
sont introduites dans la matrice de rigidité. Pour éviter ces situations, on peut sim-
plement recourir à un critère géométrique pour n’enrichir que les nœuds proches de la
discontinuité si les deux parties de l’élément sont trop inégales [MOË 99, REU 08].
La discontinuité n’est pas exactement reproduite mais l’erreur sur la solution est
plus faible que l’erreur numérique due au conditionnement. Si c’est possible, il suffit
de déplacer les nœuds proches sur la fissure pour corriger ce problème.

Enfin dans le cas général, Babǔska et Barnerjee [BAB 12] ont proposé la G-FEM
/ X-FEM stabilisée en modifiant la fonction d’enrichissement discontinue

ϕstablek (x) = ϕe(x)− Jϕe(x) ∀k ∈ N e, avec Jϕe(x) =
∑
j∈Ne

ϕe(xj)ϕj(x). (1.64)

Comme pour l’expression (1.49), les fonctions ϕj(x) sont les fonctions de forme
éléments finis qui constituent une partition de l’unité. La fonction Jϕe permet que
la méthode soit à nouveau interpolente, en conservant un enrichissement identique
pour tous les nœuds enrichis. Les auteurs proposent une preuve de l’amélioration
du conditionnement et quelques exemples.

L’intégration des fonctions X-FEM

Depuis le début de la méthode, l’intégration numérique des fonctions X-FEM
nécessite des traitements spécifiques. Deux difficultés sont rencontrées, la gestion
de la discontinuité et l’intégration précise des fonctions représentant la singularité
équation (1.52). L’intégration numérique consiste en général à calculer une intégrale
de l’espace à partir de l’évaluation d’une fonction en un nombre fini de points. Pour
chacun de ces NG points xg on calcul un poids ωg et l’intégrale d’une fonction f(x)
sur un domaine Ω est approchée par la somme∫

Ω

f(x)dΩ '
∑
g∈NG

ωgf(xg). (1.65)

Pour rendre efficace cette approche, on peut agir sur la position des points
d’évaluation, leur nombre et le calcul des fonctions de poids.

En éléments finis, l’espace d’approximation est polynomial par éléments. La
méthode de Gauss-Legendre permet d’intégrer exactement des polynômes de l’ordre
souhaité sur chacun des éléments. Pour ce faire on peut déterminer pour un élément
de référence (d’une forme simple avec des coordonnées unitaires également introduit
Section 1.2.1.3) le nombre de points nécessaires, leur position et les poids associés.
Ces caractéristiques sont définies une fois pour toutes pour l’élément de référence.
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1. La DEK-FEM en 2D

L’intégration des éléments réels est alors simplement obtenue par un changement de
variable dans chacun des éléments∫

Ω

f(x)dΩ =
∑
k∈N

∫
Ωk

f(x)dΩ '
∑
k∈N

∫
Ωelk

f(x(ξ))| detJc|dΩ. (1.66)

Où Jc est la matrice jacobienne de la transformation c de la base x en ξ.
Cette approche nécessite n points d’intégration pour chaque dimension des

éléments pour intégrer des polynômes de degrés 2n− 1. Elle est très efficace pour la
FEM.

Lorsque les enrichissements sont continus et réguliers, même si ils ne sont pas
polynomiaux, une intégration de haut ordre de ce type donne de bons résultats. La
discontinuité, bien que géométriquement simple, est généralement mal représentée
par des polynômes et nécessiterair une intégration de très haut ordre pour un
approximation de mauvaise qualité. La solution proposée dès les débuts de la X-
FEM [MOË 99, STR 00] consiste à faire un sous-découpage des éléments conforme
à la fissure. Un exemple de ce redécoupage est présenté Figure 1.10 pour des qua-
drangles [XIA 06]. En effet, le produit des fonctions de forme FEM (polynomial par
éléments) et des enrichissements signes (équation (1.51)) est simplement polynomial
par sous-éléments de part et d’autre de la fissure.

Dans les blending elements, il faut intégrer le produit de deux fonctions de forme
et de l’enrichissement. Pour un enrichissement signe, l’ordre de la fonction résultant
est donc la somme de l’ordre de la fonction de forme éléments finis et de la fonction de
forme de la partition de l’unité (généralement un). Ventura [VEN 06] a proposé une
méthode spécifique d’intégration qui repose sur la création d’un polynôme spécifique.

Pour les éléments singuliers, l’intégration exacte n’est pas accessible par une
méthode de Gauss. Certains auteurs ont recours à des quadratures de Gauss d’ordre
très élevé (ordre 15 dans [LIU 04]). Pour intégrer le plus proprement possible la sin-
gularité, il est possible de distribuer les points d’intégration autour de la pointe de
fissure dans un rayon donné [BÉC 05, LAB 05]. Enfin, une méthode robuste consiste
à contrôler l’intégration en fonction d’une évaluation de l’erreur d’intégration com-
mise [XIA 06].

1.2.2.6 Bilan de la X-FEM

Malgré les difficultés introduites par la X-FEM, principalement numériques, elle
s’impose comme une méthode de référence en simulation de milieu fissuré. La singu-
larité est prise en compte dans la discrétisation. La X-FEM permet alors d’améliorer
le taux de convergence qui était réduit par la singularité pour la FEM. Pour un même
maillage, la X-FEM sera plus précise pour une augmentation du nombre de degrés
de liberté faible. En plus de la simulation de fissures, la possibilité d’enrichir la
discrétisation présente de nombreuses applications notamment grâce à l’introduc-
tion de la singularité. La X-FEM permet donc d’utiliser un maillage non-conforme
avec la fissure, aspect très intéressant pour la simulation de la propagation où le
même maillage peut être utilisé pour plusieurs pas de propagation.
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(a) (b)

(c)

sous

poin

(d) Légende

Figure 1.10 – Exemple de sous-division d’un quadrangle pour l’intégration exacte
de l’enrichissement X-FEM discontinu (en ordre un). Deux points de Gauss sont
représentés dans chacune des deux direction pour tous les sous éléments.
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1. La DEK-FEM en 2D

1.2.3 Modèles de propagation de fissures

Une fois la simulation pour un pas de temps ou une position de fissure donnée,
la difficulté est d’identifier les paramètres contrôlant la propagation de la fissure.
Un bref aperçu de ces paramètres est proposé lorsqu’une simulation non-linéaire est
nécessaire. Les non-linéarités en pointe de fissure peuvent être géométriques (grands
déplacements ou grandes déformations), phénoménologique (contact interfacial) ou
constitutives (plasticité, endommagement,...). L’hypothèse d’élasticité linéaire pour
simuler la propagation est ensuite abordée. Elle est très largement utilisée notam-
ment à travers les facteurs d’intensité des contraintes. Des paramètres et critères
de propagation classiques, basés sur cette hypothèse, sont présentés. Il en existe de
nombreux dans des situations planes, mais ils sont plus rares pour des situations
tridimensionnelles [LEB 03, LAZ 08, HAB 12a]. Dans cette partie, l’objectif n’est
pas de donner un aperçu exhaustif des différents critères et paramètres qui ont été
proposés, mais de montrer dans quelles circonstances et comment les coefficients
asymptotiques des séries de Williams peuvent être utilisés, en particulier dans le cas
tridimensionnel.

Dans un premier temps, le cas des matériaux ductiles est abordé. Pour ces
matériaux, les modèles de propagation sont généralement directement basées sur
les contraintes. Les matériaux fragiles sont ensuite considérés. Dans ce cas, l’ap-
proche asymptotique peut être reliée à des considérations énergétique. Les modèles
en contraintes précédents peuvent alors être exprimés en fonction des facteurs d’in-
tensité des contraintes. Enfin, les lois de propagation de fatigue sont considérées. Ces
lois consistent à extrapoler la propagation de la fissure pour plusieurs cycles à partir
de l’étude d’un cycle. Lorsque le chargement n’est pas proportionnel, la direction de
la propagation est alors plus complexe à déterminer.

1.2.3.1 Cas des matériaux ductiles

La théorie de la rupture élastique linéaire prédit des contraintes et déformations
infinies en pointe de fissure. Il existe nécessairement une process zone dans laquelle
le comportement du matériau est non-linéaire. Les phénomènes physiques à l’origine
de ces non linéarités sont complexes [RAV 84, LYN 88, RIT 88]. Pour les matériaux
métalliques, des déformations plastiques non réversibles se développent, des micro-
fissures peuvent apparâıtre, des défauts apparaissent, grandissent et se regroupent
créant parfois des porosités,... La microstructure joue un rôle prépondérant, de la
plasticité cristalline se développe dans des grains ainsi que des glissements au niveau
des joints de grains. Les défauts de la microstructure catalysent l’apparition de
micro-fissures et de défauts. Ces phénomènes peuvent être étendus et piloter la
ruine de la structure, on parle alors de comportement ductile. En effet, un matériau
ductile supportant des déformations importantes après sa limite élastique présente
de grandes non-linéarités avant rupture.

Étant donné le caractère micro-structurel de ces phénomènes, une simulation
à l’échelle micro peut être réalisée. Elle doit alors prendre en compte la micro-
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Figure 1.11 – Orientation possible des incréments de propagation d’une fissure 3D.
θc est l’angle de branchement et βc l’angle de déversement.

structure qui est soit relevée expérimentalement (par exemple en tomographie
par rayons X [CLO 97, LIM 10]), soit générée numériquement [ESP 03, KRA 08].
Pour modéliser une structure de dimension plus importante, la modélisation est
généralement faite à l’échelle macroscopique. Les phénomènes micro-structuraux
sont regroupés dans des variables thermodynamiques macroscopiques [LEM 96], en
général sous la forme de plasticité et d’endommagement. Des méthodes de simulation
de ce type ont fait l’objet de nombreuses thèses au LAMCOS [ELG 06b, PRA 07,
SIM 10]. L’identification des paramètres de ces modèles est une difficulté importante,
ils sont notamment fonction de la température et de la vitesse de sollicitation.

Les fissures sont alors des zones fortement endommagées qui se propagent. La
simulation de la ruine et la propagation des fissures est alors naturelle et ne nécessite
pas de modèle de propagation d’interface. L’endommagement peut par exemple être
simulé par des éléments cohésifs [ORT 99, ZHO 04, CAZ 10a], un modèle d’endom-
magement non-local [BAŽ 02, SIM 10] ou la propagation d’un front d’endomma-
gement représenté par une unique level set dite épaisse [MOË 11]. De plus ces ap-
proches permettent de modéliser l’initiation de la fissure et son développement. Ces
modèles sont néanmoins coûteux à identifier. Ils sont riches, et la simulation de
la ruine de structures industrielles est souvent hors de portée en temps et en res-
sources nécessaires. Deux problèmes notables existent, la dépendance au maillage et
la transition entre l’endommagement fort et la discontinuité.

Aussi des modèles ont été développés pour la simulation de structure avec des
fissures macroscopiques qui sont représentées par des discontinuités. Ces modèles
nécessitent l’identification de lois de propagation. Ces lois doivent prédire aussi bien
la direction de propagation, la longueur de propagation et les instabilités qui peuvent
apparâıtre. Elles dépendent du chargement, de la géométrie, de la dynamique et de
nombreux paramètres environnementaux et matériaux. Néanmoins, cette approche
facilite grandement la simulation.

Une loi de propagation doit prédire l’avancée du front pour un pas de temps ou
un nombre de cycles mais également les directions de propagation. L’orientation est
classiquement décrite par deux angles illustrés sur la Figure 1.11, θc l’angle dit de
branchement dans le plan normal au front et βc l’angle dit de déversement autour de
et. L’étude de ce déversement est complexe et selon la géométrie et le chargement un
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1. La DEK-FEM en 2D

même état local produira soit un déversement de tout le front, soit un déversement
local en plusieurs parties [LAZ 08, ESN 14].

Lorsque les non-linéarités comme la plasticité sont très étendues en pointe de
fissure, la direction de perte d’ellipticité (tenseur acoustique) ou la contrainte de
cisaillement sont des pilotes potentiels de la direction de propagation [CAZ 10b]. En
trois dimensions, Haboussa [HAB 12a] a proposé de prendre la contrainte équivalente
au sens de von Mises σvM . La direction de propagation (θc, βc), est la direction autour
du front dans laquelle σvM est maximale

∂σvM

∂θ
(θ, β) = 0, et

∂σvM

∂β
(θ, β) = 0. (1.67)

À partir d’une extrapolation des champs élastiques linéaires en déformations
planes, les directions de propagation sont calculées par une approche semi-
analytique [HAB 12a]

θshearc = sign(σ̃tn)
π

4

(
1 +

8ν

125

)
arctan

∣∣∣∣∣∣
3σ̃1n

(
1− σ̃3n

20

)
5σ̃2n

∣∣∣∣∣∣ , (1.68)

βshearc = sign(σ̃ts)
1

2
arctan

[
σ̃ss(θ

shear
c )− σ̃θθ(θshearc )

2σ̃θs(θshearc )

]
. (1.69)

σ̃1n =
|σ̃nn|

|σ̃nn|+ |σ̃tn|+ |σ̃ts|
, σ̃2n =

|σ̃tn|
|σ̃nn|+ |σ̃tn|+ |σ̃ts|

et σ̃2n =
|σ̃tn|

|σ̃nn|+ |σ̃tn|+ |σ̃ts|
sont des contraintes normées entre elles comme introduit pour les facteurs d’intensité
des contraintes par [SCH 02]. Les contraintes σ̃ sont des contraintes moyennes autour
du front de fissure. En effet, une évaluation des contraintes au niveau du front sera
fortement imprécise, aussi une moyenne locale permet de gagner en robustesse. Elles
sont des grandeurs plus significatives que l’interpolation en un point des contraintes
autour du front. Ces contraintes ont notamment été utilisées avec succès en présence
de plasticité étendue [FRA 13], et pour simuler la transition entre la rupture en
cisaillement et en tension [HAB 12b]. Elles sont obtenues en moyennant sur une
demi-sphère Vs de rayon R en pointe de fissure avec une fonction de pondération

σ̃jk =

∫
Vs
e10 d2/R2

σjk(x) dV (x)∫
Vs
e10 d2/R2 dV (x)

, ∀(j, k) ∈ (t, n, s)2, (1.70)

où d est la distance entre le front et le point courant x. Le choix du rayon R est
généralement fait sur des considérations numériques (quelques éléments) mais reste
un paramètre sensible.

Le critère RKR [RIT 73] de déclenchement de la propagation est également utilisé
pour ces approches locales. Il est généralement basé directement sur la comparaison
de la contrainte principale maximale σ̃M à une contrainte critique σc{

si σ̃M < σc ȧ = 0,
si σ̃M > σc ȧ > 0.

(1.71)
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Méthodes numériques pour la simulation de fissures et lois de propagation

Comme synthétisé dans [PRA 08], σM peut soit être calculée à une longueur ca-
ractéristique du front dans la direction de propagation soit être évaluée en moyenne
avec l’équation (1.70). Si la fissure avance, on peut par exemple utiliser la popu-
laire [FRE 98] loi introduite par Kanninen et Popelar [KAN 85] pour quantifier la
vitesse de propagation

ȧ =
(

1− σIc
σ̃M

)
cr. (1.72)

Où cr est la vitesse des ondes de Rayleigh dans le matériau. Elle est utilisée par
exemple par [GRÉ 07].

Lorsque les déformations en pointe de fissure sont moins importantes, la
contrainte d’ouverture prend le pas sur la contrainte de cisaillement. La transi-
tion entre les deux a été étudiée dans [HAB 12b, HAB 12a], et peut être calculée à
partir d’une loi des mélanges sur un critère en déformation moyenne. Dans ce cas, le
critère de démarrage de la fissure équation (1.71) et la loi de propagation définie par
l’équation (1.72) sont bien adaptés. Cette situation, où les phénomènes non-linéaires
sont de moindre importance, est mieux mâıtrisée.

Lorsque l’ouverture domine la propagation, une hypothèse pertinente peut être
de considérer que la fissure propagera dans la direction où la contrainte de traction
est maximale [ERD 63]. Ce critère classique est équivalent [HAB 12a] au critère pro-
posé par Schöllmann et al. [SCH 02] qui postule que la propagation se fera dans
la direction où la plus grande composante de la contrainte principale est maximale.
De la même manière que précédemment, à partir d’une extrapolation des champs
élastiques linéaires en déformations planes, les directions de propagation sont cal-
culées par une approche semi-analytique

θtensc = sign(σ̃tn)2 arctan

1

4

(
1 + σ̃1n − (1− σ̃3n)p

σ̃2n

)
−

√(
1 + σ̃1n − (1− σ̃3n)p

σ̃2n

)2

+ 8

 ,
(1.73)

βtensc = sign(σ̃ts)
1

2
arctan

[
2σ̃θs(θ

tens
c )

σ̃θθ(θtensc )− σ̃ss(θtensc )

]
. (1.74)

Avec p = (
√
π − 5ν)/4.

Ces modèles de propagation de discontinuités macroscopiques pour des non-
linéarités importantes en pointe de fissure sont obtenus par extension de la théorie
élastique linéaire en deux dimensions. C’est particulièrement vrai pour les directions
de propagation θshearc , βshearc , θtensc et βtensc . Il est également possible de suivre les
définitions à la lettre et de calculer une contrainte moyenne dans plusieurs directions
autour du front. Pour être précise, cette approche nécessitera un raffinement du
maillage important autour du front et des calculs dans de nombreuses directions.

1.2.3.2 Les matériaux fragiles

Cette appellation regroupe les matériaux pour lesquels une fissure se propage en
générant peu de non-linéarités en pointe de fissure. Ils ont été très étudiés puisqu’ils
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1. La DEK-FEM en 2D

permettent d’utiliser des modèles élastiques linéaires et que la fissuration y est la
source principale de dissipation. Dans ce cadre, les lois de propagation de fissure
(critère de propagation, vitesse et orientation) sont bien établis. La difficulté est alors
de quantifier quelle ampleur de non-linéarités est acceptable par de tels modèles.

Approche énergétique

En considérant que la seule source de dissipation est la propagation du front
de fissure, il est possible d’identifier un critère de propagation efficace. L’initiation
de cette démarche est attribuée à Griffith (1920) [LEB 03]. Elle est détaillée par
Leblond [LEB 03] et consiste à dire que le travail des forces extérieures Wext est
stocké sous forme d’énergie libre élastique Wél ou dissipé (sans élévation de chaleur)
par la propagation de fissure. La propagation de la fissure provoque une dissipa-
tion d’énergie Gc par unité de longueur. Lorsque l’énergie cinétique Wcin n’est pas
négligeable, le premier principe sans échauffement donne

∂Wext = ∂Wél + ∂Wcin +GcdA, (1.75)

où dA est l’incrément de propagation de la fissure. Le système est donc fonction
du chargement et de la surface de la fissure A. Finalement, les deux principes de la
thermodynamique donnent { (

−∂Ep
∂a
−Gc

)
ȧ = 0,

Gcl̇ > 0.
(1.76)

Dans cette expression, Ep est l’énergie potentielle totale (des forces conservatives et

de la déformation élastique), et a la longueur de la fissure. À chargement constant,
sa dérivée est appelée taux de restitution d’énergie G = −∂Ep

∂a
.

Cette approche fournit donc un critère de propagation : G = Gc. Cependant il
ne permet pas de déterminer la direction de propagation. Erdogan et Sih [ERD 63]
ont proposé de considérer que la direction de propagation soit guidée par la direc-
tion dans laquelle le taux de restitution d’énergie est maximal. C’est-à-dire, pour le
chargement donné, en considérant une extension de fissure fixée dat dans toutes les
directions de l’espace, la direction dans laquelle le taux de restitution est maximal.

En quasi-statique, pour un chargement compatible avec la géométrie initiale de
la fissure, ce taux de restitution d’énergie peut se calculer à partir des facteurs
d’intensité des contraintes

G =
1

E∗
(K2

I +K2
II) +

1

2µ
K2
III , avec


E∗ = E en contraintes planes,
E∗ = E

1−ν2 en déformations planes,

E∗ variable en 3D (Section 1.2.4.2).
(1.77)

Cette formule est généralement aussi utilisée pour des fissures non rectilignes bien
que les tentatives de généralisation à des directions de propagation quelconques
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linéaire

Figure 1.12 – Représentation du critère de plasticité confiné proposé par [SUR 98].

ne soit pas encore abouties [LEB 03]. Cette relation permet de faire le lien entre
cette approche énergétique et les développements asymptotiques en pointe de fissure
présentés en Section 1.1.2. La manière dont ces développements peuvent être utilisés
pour les lois de propagation est l’objet de la partie suivante.

Approche asymptotique

Dans la Section 1.1.2, des paramètres caractérisant la singularité (les facteurs
d’intensité des contraintes K) ont été identifiés par une étude asymptotique lors-
qu’une fissure est présente dans un milieu élastique linéaire en situation plane. Cette
hypothèse de comportement linéaire élastique est intéressante et pourra être utilisée
avec précision quand les non-linéarités en pointe de fissure comme la plasticité res-
tent confinées. Suresh [SUR 98] propose de quantifier cette définition en la liant à
la notion de K-dominance. Cette zone est définie comme la zone où les contraintes
devient du champ de contraintes associé aux facteurs d’intensité des contraintes
(précisé équation (1.27)) de moins de 10% au sens de von Mises. Les non-linéarités
sont alors considérées comme confinées si elles sont restreintes dans une zone plus
petite que la zone de K-dominance, comme illustré Figure 1.12.

Lorsque cette hypothèse est vérifiée, les facteurs d’intensité des contraintes sont
les paramètres caractérisant au mieux la fissure. Ils s’imposent naturellement dans
les lois de propagation. Cette hypothèse est vérifiée pour des matériaux dits fra-
giles comme de nombreux métaux (e.g., fontes) notamment à basse température,
les céramiques, le verre,... En pratique, les facteurs d’intensités peuvent aussi être
utilisés en dehors de ce cadre dans des simulations non-linéaires [ELG 06a].
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1. La DEK-FEM en 2D

Le critère de déclenchement de la propagation de la fissure en contrainte d’ou-
verture peut encore être utilisé. Néanmoins, ce critère local est moins attrayant que
le recours au critère en taux de restitution d’énergie G = Gc qui est une grandeur
globale. Enfin, pour une propagation en mode I, ce modèle est équivalent (confère
équation (1.77)) à un critère sur le facteur d’intensité des contraintes KI = KI c.

Les facteurs d’intensité des contraintes sont associés à un champ de contraintes au
voisinage du front, ils permettent de calculer directement la direction de propagation
pour les critères usuels qui sont basés sur les états de contraintes locaux, notamment
ceux déjà énoncés. Le critère de contrainte d’ouverture maximal [ERD 63] autour
du front pour un chargement en déformations planes [HAB 12a] prédit par exemple

θtensc = 2 arctan

1

4

(
1 +KI − (1−KIII)

p

KII

)
−

√(
1 +KI − (1−KIII)p

KII

)2

+ 8

 ,
(1.78)

avec p = (
√
π − 5ν)/4. C’est également à partir de ces champs que Schöllmann et

al. [SCH 02] ont proposé la direction β rappelé par l’équation (1.74) pour le critère
en contrainte d’ouverture maximale. Ces résultats sont semblables à ceux obtenus
avec un critère en contrainte principale maximale [SCH 02, HAB 12a].

Les champs asymptotiques permettent également d’appliquer le critère sur la
direction qui maximise le taux de restitution d’énergie G. Une application directe
de ce critère nécessiterait d’évaluer G pour une extension de fissure dans toutes les
directions autour du front. Cependant, dans des situations planes, il est possible
d’exprimer les facteurs d’intensité des contraintes K∗i et donc le taux de restitution
d’énergie G∗, juste après branchement (pour une extension du front dans une di-
rection donnée) en fonction des facteurs d’intensité des contraintes à la position du
front actuelle et de l’angle de branchement [LEB 03][

K∗I (θc)
K∗II(θc)

]
= f(θc)

[
KI

KII

]
, (1.79)

f(θc) est une fonction linéaire dépendant de l’angle de branchement. Cette fonction
est connue (numériquement ou aux premiers ordres) et est valable pour toutes les
situations où la fissure (et sa branche) sont continues et régulières.

Dans la plupart des expériences menées, et pour les critères précédents, la fissure
tend à évoluer vers une direction où seul le mode I est activé. C’est-à-dire celle qui
annule les autres modes (KII et KIII), ils vérifient{

KII = 0 =⇒ θc = 0
KIII = 0 =⇒ βc = 0

et leur contraposée

{
θc 6= 0 =⇒ KII 6= 0
βc 6= 0 =⇒ KIII 6= 0

(1.80)
C’est l’argument du principe de symétrie locale étendu aux trois dimen-
sions [GOL 74]. Il tire sont nom du fait que le mode I est un mode symétrique,
les champs mécaniques obtenus dans le plan de fissuration sont donc localement
symétriques. L’application de ce critère avec l’expression (1.79) est directe.
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Méthodes numériques pour la simulation de fissures et lois de propagation

1.2.3.3 Les lois de fatigue

En fatigue, une fissure est soumise à des sollicitations cycliques. Elle propage
pour des sollicitations faibles, c’est-à-dire à des niveaux de contraintes (ou de taux
de restitution d’énergie) bien plus faible (< 50%) que la valeur limite σc (ou Gc).
Pour ce type de sollicitations, l’hypothèse de plasticité confinée peut être appliquée
à un spectre de matériaux assez large [SUR 98, NEW 98]. En effet, la zone plastique
activée est plus petite puisque les sollicitations sont plus faibles, en particulier pour
la fatigue à grand nombre de cycles. Les facteurs d’intensité des contraintes étant
les paramètres dominants dans cette situation, ils se sont rapidement imposés dans
nombre de lois de propagation. Pour ce type de sollicitations, la vitesse de propaga-
tion est généralement exprimée en m/cycle. La simulation de tout les cycles n’étant
pas numériquement envisageable, une extrapolation est réalisée pour de nombreux
cycles à partir d’une simulation de quelques cycles.

Suite à l’introduction des champs asymptotiques et des facteurs d’intensité des
contraintes, en mode I, à cycle de chargement constant, Paris et al. [PAR 61] ont
constaté que l’avancée de la fissure par nombre de cycle da

dN
était proportionnelle à

la variation du facteur d’intensité des contraintes sur un cycle dans un diagramme
logarithmique. Ils ont donc proposé une loi de propagation en fatigue

da

dN
= C(∆KI)

η, avec ∆KI = Kmax
I −Kmin

I , (1.81)

où les coefficients C et η sont des propriétés matériaux déterminées
expérimentalement. Cette loi a été vérifiée par de nombreuses études, et est une
référence en fatigue pour une large plage de ∆K, la région II de la Figure 1.13.
Un autre paramètre a été proposé [MCE 58]. Il s’est avéré que les deux étaient
équivalents.

1.2.3.4 Chargement proportionnel

Des extensions de cette approche à des chargements en mode mixte ont été
proposées en considérant un facteur d’intensité des contraintes effectif à partir de
plusieurs modes ∆Keq. Nous considérons dans un premier temps des situations où
le rapport entre les différents modes de chargement est constant. Le chargement est
alors dit proportionnelles. Pour ce type de chargement, la direction de propagation
est généralement déterminée à partir des critères précédents. Dans des situations
planes, qui sont les plus simples à étudier, Tanaka [TAN 74] a proposé une expression
de Keq basée sur une approche en déplacement

Keq = 4

√
K4
I + 8K4

II , dans
da

dN
= C(∆Keq)η, (1.82)

Cette expression a été vérifiée expérimentalement en modes plans, elle est très utilisée
en fatigue [QIA 96]. Dans l’état de l’art proposé par Qian et Fatemi [QIA 96], l’exten-
sion au mode III est présentée comme complexe à cause notamment du déversement
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Figure 1.13 – Les trois régimes de propagation d’une fissure de fatigue à grand
nombre de cycles.

du front en une ou plusieurs facettes selon le comportement du matériau et le char-
gement. Des extensions ont néanmoins été proposées [TAN 74, POO 85, RIC 08]
mais sans faire consensus.

Les facteurs d’intensité des contraintes sont les paramètres dominants en
pointe de fissure en élasticité linéaire. Cependant, Brown et Miller [BRO 85] ont
montré que la vitesse de propagation était également fonction du second terme du
développement asymptotique, le T-stress. L’influence de ce paramètre est mise en
évidence expérimentalement en trois dimensions [GIA 11]. Hutař et al. [HUT 06]
ont traduit cette influence sur les coefficients de la loi de Paris qui dépendent forte-
ment de la géométrie et du chargement. En mode I, ils ont montré qu’il était possible
d’identifier une loi fonction de ∆KI et T valable pour différentes géométries

da

dN
= C

[
H

(
T

σy

)
∆KI

]η
. (1.83)

σy est la limite élastique du matériaux. Ils ont également montré que la fonc-
tion H était liée à la taille de la zone plastique. Ce paramètre est également
prépondérant [HAM 05, GAL 11] dans le modèle développé par Pommier et al. ca-
ractérisé par l’équation (1.85).

D’autres paramètres ont également été utilisés pour mettre au point des lois
de propagations. Wheeler [WHE 72] a proposé un modèle basé sur la taille de la
zone plastique. Un autre paramètre très utilisé est le crack tip opening displacement
CTOD (ou angle, CTOA), Newman et al. [NEW 03] en proposent une synthèse.
Directement lié à l’ouverture de la fissure, il est également directement mesurable à
partir de techniques d’imagerie. Dans la cas plastique parfait, il peut être relié avec
une évaluation du taux de restitution d’énergie.

Ces lois empiriques sont mises en échec lorsque l’environnement évolue ou que
le chargement change, ce qui limite la plage d’application d’une telle loi [CIA 08].
Comme illustré sur la Figure 1.13, la loi de Paris n’est valable que pour une cer-
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Figure 1.14 – Reproduction de la figure de [SUR 82] sur les origines physiques
principales de la refermeture.

taine plage de facteur d’intensité des contraintes. C’est-à-dire pour des chargements
raisonnables (on retrouve le problème de la plasticité confinée), et pour des fissures
suffisamment longues. La taille par rapport à la microstructure peut notamment
jouer. La région I illustre qu’un seuil de facteur d’intensité existe en deçà duquel il
n’y a pas propagation, la microstructure joue alors un rôle important. A l’inverse,
pour des valeurs trop importantes la structure rompt en quelques cycles, région III.
Enfin, il est bon de rappeler que cette loi ne permet pas de prendre en compte
l’initiation de la fissure qui peut être la phase principale de la durée de vie en fa-
tigue [NEW 98].

Pour rendre cette loi plus générale, il faut alors augmenter le nombre de pa-
ramètres. Le rapport de charge R = Kmin

Kmax
impacte la vitesse de propagation et peut

être pris en compte dans la loi de propagation. Il est lié à la refermeture de la fissure,
en effet, pour des rapport R faible (< 0.2), les lèvres de la fissure peuvent entrer
en contact. Ce phénomène introduit pour la plasticité par Elber [ELB 70] est d’une
importance cruciale pour la propagation. Une présentation schématique serait de
dire que le chargement est tel que la fissure est fermée (au moins sa pointe loca-
lement) pendant une partie du chargement et que cette partie du chargement ne
contribue pas à la propagation du front. Cette idée était sous-jacente de l’approche
CTOD/CTOA, et s’approche de la notion de seuil Kouv de la région I. Les justifica-
tions physiques d’une telle refermeture sont nombreuses, Suresh et Ritchie [SUR 82]
en ont identifié les principales qui sont représentées Figure 1.14. Cette approche peut
être inclue dans la loi de propagation en modifiant directement la définition de ∆K,
on parle alors généralement d’une valeur effective ∆Keff

da

dN
= C(∆Keff )η, avec ∆Keff = Kmax −Kouv. (1.84)

Cependant, la relation entre le comportement du matériau et la loi de pro-
pagation n’est pas encore bien comprise [POM 02]. Lorsque le chargement cy-
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Figure 1.15 – Zone de plasticité reverse sous un chargement cyclique, c’est cette
zone qui sera activée pour un cycle.

clique n’est pas constant, pour des matériaux à écrouissage isotrope notam-
ment, les lois de propagation basées sur les facteurs d’intensités des contraintes
seuls sont également mises en échec. En effet, la propagation est influencée par
l’histoire du chargement. Par exemple, une surcharge aura un effet important
sur la propagation [POM 02, POM 09a], un état de l’art est proposé par Sko-
rupa [SKO 98, SKO 99]. Pour des matériaux plastiques à écrouissage isotrope, ce
phénomène peut s’expliquer qualitativement : la surcharge crée une zone plastique
importante en pointe de fissure qui par le biais de l’écrouissage devient plus résistante
et ralentit la propagation de la fissure. En considérant la zone plastique cyclique,
Wheeler [WHE 72] a proposé un modèle permettant dans une certaine mesure, de
prendre en compte ce phénomène. En effet, dans un milieu avec un histoire plastique,
la plasticité activée pendant un cycle est généralement plus faible (ce phénomène
appelé plasticité reverse est illustré sur la Figure 1.15). Un cycle ne subit que l’am-
plitude du chargement, et la plasticité en pointe de fissure génère un compression
lors de la décharge, la limite élastique apparente est donc de l’ordre de 2σy pour
chaque passage charge/décharge ou décharge/charge, réduisant d’autant la taille de
la zone plastique dite cyclique [SUR 98].

Pour simuler ces phénomènes et calculer les paramètres comme le CTOD
(nécessaire pour utiliser des lois de propagations adaptées) ou évaluer la referme-
ture, on peut recourir à une simulation plastique d’un milieu fissuré. Le contact
entre les lèvres de la fissure doit être pris en compte. Cette simulation doit être très
fine autour du front qui propage pour identifier correctement ces phénomènes très
locaux en pointe de fissure [ANQ 88]. Pour simplifier ce type de simulation, on peut
réduire l’information plastique sur les lèvres de la fissure. Un exemple populaire est
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Méthodes numériques pour la simulation de fissures et lois de propagation

l’utilisation d’un modèle dérivé des approches cohésives [NEW 81]. Pommier et al.
[POM 07, POM 09b] ont proposé un modèle où les non linéarités sont stockées en
pointe de fissure, le reste du domaine étant élastique linéaire. Ce modèle se base sur
un facteur d’intensité de l’écoulement plastique ρ dont la loi d’évolution spécifique
au matériau est identifiée par une approche multi-échelle à partir d’essais. ρ s’appa-
rente à la taille de la zone plastique, il évolue notamment avec le T -stress. La loi de
propagation proposée est alors fonction du temps

da

dt
=

{
C
2

dρ
dt

si dρ
dt
> 0

0 sinon
. (1.85)

Chargement non-proportionnel

Pour des chargements complexes, notamment pour des fissures de fretting qui
s’établissent dans les zones de contact frottant, le rapport entre les différents modes
de chargement n’est pas constant, le chargement est dit non-proportionnel. Il se
traduit en terme de facteurs d’intensité des contraintes par

Kj(t)

Kk(t)
6= constante, ∀(j, k) ∈ (I, II, III)2. (1.86)

La difficulté de ce type de chargement vient du fait que les extremums des quan-
tités utilisées pour déterminer les critères de propagation ne sont plus atteints si-
multanément. La détermination d’un ∆Keq n’est donc plus naturelle. Pour ces si-
tuations, Hourlier et al. [HOU 85] ont proposé un critère réunissant direction et
longueur de propagation. Il stipule que la fissure propagera dans la direction pour
laquelle le taux de propagation par cycle est le plus grand, à ce taux. À une position
donnée, on calcule donc pour tous les temps t d’un cycle, dans toutes les directions θ

da

dN
(θ, t) = f(∆K∗I (θ, t)) (1.87)

où f est une loi de propagation basée sur une amplitude de facteur d’inten-
sité efficace pour le matériaux et le niveau de chargement considéré. Comme
pour l’équation (1.79), l’étoile réfère à l’expression des facteurs d’intensité des
contraintes après bifurcation en fonction des facteurs d’intensité des contraintes
à la position considérée. Ce critère a donné des résultats intéressants comparables
à l’expérience [BAI 13]. La simulation de fissure sous sollicitations contact (fretting
et roulement) a été étudiée au LAMCOS notamment par Lamacq et al. [LAM 96],
Ribeaucourt et al. [RIB 07], Pierres [PIE 10] et Trollé [TRO 14].

Bien qu’ayant des limites, les facteurs d’intensité des contraintes sont utilisés
pour une plage large de problèmes. Il faut donc être capable de les identifier lors de
simulations pour pouvoir modéliser la propagation. Des méthodes de calcul de ces
paramètres dans des simulations sont présentées dans la section suivante. Dans des
situations de plasticité confinée, d’autres coefficients asymptotiques ont démontré
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1. La DEK-FEM en 2D

leur importance, comme notamment le T -stress [HUT 06, HAM 05]. On s’intéressera
donc également aux méthodes permettant son identification ainsi que celles des
ordres supérieurs.

1.2.4 Obtention des facteurs d’intensité des contraintes par
post-traitement des champs mécaniques

Les premières méthodes consistent à extraire directement les FIC à partir des
champs calculés, du saut de déplacements par exemple. On citera notamment la
technique basée sur la crack closure virtuelle [RYB 77]. Les méthodes les plus uti-
lisées pour obtenir les facteurs d’intensité des contraintes sont basées sur l’intégration
des champs mécaniques en pointe de fissure. Ces méthodes permettent de prendre
en compte une information riche dans un espace autour du front. Les erreurs
de discrétisation sont ainsi lissées, et les non-linéarités localisées au niveau du
front n’entrent pas en jeu directement. Cette intégration correspond à une projec-
tion. D’autres méthodes de projections plus directes sur les champs asymptotiques
donnent également des résultats potentiellement précis.

1.2.4.1 L’intégrale invariante de contour

À partir des travaux d’Eshelby, Rice [RIC 68a] a introduit l’intégrale de
contour Jc

Jc =

∫
C

Wélδtknk − σjk
∂uj
∂xt

nk ds. (1.88)

Wél =
σjkεjk

2
est l’énergie de déformation. n est la normale sortante au contour C

comme représentée Figure 1.16.
Cette intégrale est indépendante du contour C [RIC 68a], si les conditions sui-

vantes sont vérifiées :

1. C est un contour reliant une face de la fissure à l’autre en passant par la
matière dans un plan orthogonal au front (confère Figure 1.16),

2. La fissure est rectiligne entre les points d’intersection du contour avec les lèvres
de la fissure et le front (les segments C+ et C− de la Figure 1.16 prolongés
jusqu’au front),

3. Les lèvres C+ et C− prolongées jusqu’au front sont libres d’efforts,

4. Il n’y a aucune force volumique à l’intérieur du domaine délimité par C∩C+∩
C−.

Budiansky et Rice [BUD 73] ont ensuite montré que cette intégrale correspondait
à la première composante du vecteur des forces configurationnelles, concept popu-
larisé et développé par Maugin [MAU 11], avec des applications 3D [MIE 07]. En
considérant un contour circulaire dont le rayon tend vers 0, Rice [RIC 68a] à montré
que cette intégrale permettait d’évaluer le taux de restitution d’énergie Jc = G.
Elle rend donc applicable la théorie énergétique de la rupture de Irwin introduite
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Figure 1.16 – Paramétrage de l’intégrale de contour en pointe de fissure.

Section 1.2.3.2. Dans le cas particulier d’une fissure soumise à un chargement en
mode I, la formule (1.77) permet de calculer le facteur d’intensité mode I. Elle ne
permet néanmoins pas d’isoler chacun des trois modes.

Pour calculer précisément cette intégrale à partir d’une solution approchée, il est
intéressant de moyenner les champs sur un domaine éloigné du front de la fissure.
Le domaine permet de prendre plus d’informations que le contour, et sa frontière
peut être choisie conforme au maillage (en 2D) pour simplifier l’intégration. Du fait
de la singularité, des erreurs plus importantes sont commises en pointe de fissure,
zone qu’il sera donc intéressant d’exclure. On peut transformer une intégrale de
contour fermé (C ′ = C ∪ C+ ∪ C− où C+ et C− sont prolongés jusqu’au front)
en intégrale de domaine avec l’introduction d’un champ dit d’extension virtuelle
de fissure q [MOR 87]. Cette méthode est analogue (i.e., q ≡ θ) à la méthode G−θ
développée par le Suo et Combescure [SUO 92]. Ce champ q est un champ scalaire, il
doit être continu. Le théorème de la divergence permet alors de réécrire l’intégrale Jc
en une intégrale de domaine Jd

Jd =

∫
Ω

(
Wélδtk − σjk

∂uj
∂xt

)
∂q

∂xt
dΩ. (1.89)

Dans cette expression, Ω est le domaine entier. En pratique, on choisit un champ
d’extension virtuelle de fissure constant (=1) à l’intérieur du contour intérieur Ci
et nul à l’extérieur du contour extérieur C. L’intégrale est donc uniquement évaluée
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1. La DEK-FEM en 2D

sur une couronne D autour du front

Jd =

∫
D

(
Wélδtk − σjk

∂uj
∂xt

)
∂q

∂xt
dΩ. (1.90)

En pratique, le domaine D est choisi conforme au maillage. Il est alors aisé de
calculer un champ d’extension virtuelle q comme solution d’un problème de diffusion
thermique entre deux conditions aux limites sur le contour extérieur C et le contour
intérieur Ci. L’intégration est également réalisable élément par élément avec une
méthode de Gauss.

Ce raisonnement peut être étendu pour prendre en compte le contact sur
les lèvres [DOL 01, RIB 07], par exemple en fatigue [RIB 07] et en trois di-
mensions [PIE 10, TRO 14]. Des efforts apparaissent sur les lèvres où le contact
existe C−∩C+. Ces efforts apparaissent donc sur le contour fermé C ∪C−∪C+∪Ci
permettant d’appliquer le théorème de la divergence. Ils s’ajoutent à l’intégrale de
domaine

Jdf = Jd +

∫
C+∩C−

σtn

(
∂u−t
∂xt
− ∂u+

t

∂xt

)
ds (1.91)

Pour un comportement non-linéaire, l’énergie de déformation peut être définie
comme [BUI 78]

Wp =

∫ εij

0

σjkdεjk. (1.92)

Cette définition est valable si les contraintes dérivent d’un potentiel, la propriété
d’indépendance au contour est conservée uniquement pour un chargement mono-
tone. Dans un cadre général, l’écriture de l’énergie de déformation complète ajoute
à l’intégrale J une intégrale de domaine J ′. En pratique, par exemple pour de la plas-
ticité peu étendue, on choisit un contour C et un contour intérieur Ci qui sont plus
grands que la zone plastique pour que la modification J ′ soit négligeable [SCH 89].
Ainsi, le calcul de l’intégrale J à partir de l’équation (1.90) est une bonne approxi-
mation du taux de restitution d’énergie. La prise en compte de non-linéarités plus
complexes est encore en développement. Les forces configurationnelles [MAU 11]
sont une voie d’extension possible [KOL 14] pour développer de nouvelles lois de
propagation.

Lorsque la fissure est sollicitée en mode mixte, il devient nécessaire de
déterminer les différents facteurs d’intensité des contraintes séparément. À partir
de l’intégrale J , Yau et al. [YAU 80] ont proposé une méthode pour les déterminer.
Cette méthode appelée intégrale d’interaction est très largement utilisée [GOS 02].
On considère un état mécanique comme la somme de l’état courant de la struc-
ture (uj, εjk, σjk) et d’un état auxiliaire (u

(aux)
j , ε

(aux)
jk , σ

(aux)
jk ). On peut alors réécrire

l’intégrale J sous sa forme en domaine par exemple comme

J
c+(aux)
d =

∫
D


(
σjk + σ

(aux)
jk

)(
εjk + ε

(aux)
jk

)
2

δtk −
(
σjk + σ

(aux)
jk

) ∂uj + u
(aux)
j

∂xt

 ∂q

∂xt
dΩ.

(1.93)
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À partir de cette expression, il est possible de développer et de réorganiser cette
équation comme

J
c+(aux)
d = Jd + J

(aux)
d + I

(aux)
d . (1.94)

C’est le terme I
(aux)
d qui est appelé intégrale d’interaction, il prend la forme

I
(aux)
d =

∫
D

(
W c+(aux)δtk − σjk

∂u
(aux)
j

∂xt
− σ(aux)

jk

∂uj
∂xt

)
∂q

∂xt
dΩ. (1.95)

Avec W c+(aux) = σjkε
(aux)
jk = σ

(aux)
jk εjk l’énergie élastique de l’interaction entre les

deux états.
En définissant les champs auxiliaires comme la somme des champs asymptotiques

en pointe de fissure pour les deux modes plans (ordre n = 1 dans l’équation (1.18)),
en déformations planes, on obtient

I
(aux)
d =

2

E∗

(
KIK

(aux)
I +KIIK

(aux)
II

)
. (1.96)

En choisissant les champs auxiliaires comme chacun des modes purs, il est alors
possible d’identifier la valeur de chacun des facteurs d’intensité des contraintes. On
utilisera les deux combinaisons suivantes

K
(aux)
I = 1, K

(aux)
II = 0, K

(aux)
III = 0,⇒ KI =

E∗

2
I

(aux)
d ,

K
(aux)
I = 0, K

(aux)
II = 1, K

(aux)
III = 0,⇒ KII =

E∗

2
I

(aux)
d ,

(1.97)

Cette intégrale est indépendante du contour sous les mêmes conditions que
l’intégrale J . De la même manière elle peut être étendue au problème du contact
et les non-linéarités sont envisageables tant qu’elles restent confinées. C’est une
méthode robuste pour obtenir les facteurs d’intensité des contraintes en mode
mixte par post-traitement des champs mécaniques. Kfouri [KFO 86] a proposé une
méthode proche de l’intégrale d’interaction permettant d’obtenir le T -stress. Elle
consiste à prendre des champs auxiliaires particuliers après avoir déterminé KI .

1.2.4.2 Extension des méthodes intégrales en 3D

Ces raisonnements sont faits pour des situations bidimensionnelles, leur extension
à des cas tridimensionnels n’est pas évidente. Une première approche pourrait être de
se mettre dans un plan orthogonal au front et d’y calculer, par exemple, l’intégrale
d’interaction de domaine pour obtenir les facteurs d’intensité des contraintes. En
s’intéressant également aux déplacements hors plan, l’intégrale d’interaction avec
les champs auxiliaires comme la somme des trois modes, on obtient

I
(aux)
d =

2

E∗

(
KIK

(aux)
I +KIIK

(aux)
II

)
+

1

2µ
KIIIK

(aux)
III . (1.98)
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1. La DEK-FEM en 2D

n
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Figure 1.17 – Domaine tubulaire d’intégration pour l’intégrale d’interaction et
l’évolution le long du front du champ de propagation virtuelle de la fissure.

Comme précédemment on peut découpler les modes en utilisant un mode III
auxiliaire nul dans l’équation (1.97). Pour le mode III, le facteur d’intensité des
contraintes est simplement obtenu en prenant un champs auxiliaire tel que

K
(aux)
I = 0, K

(aux)
II = 0, K

(aux)
III = 1,⇒ KIII =

1

2µ
I

(aux)
d . (1.99)

Cette approche présente plusieurs problèmes :

i. Les hypothèses de déformations planes ne sont pas vérifiées (notamment à
cause de la courbure du front et de l’intersection du front avec le bord libre
pour les fissure débouchantes), il est alors complexe de définir E∗. En général,
on suppose que l’hypothèse de déformations planes (i.e., E∗ = E/(1− ν2)) est
une bonne approximation à cœur. Bui en propose une démonstration pour une
fissure plane à front droit [BUI 78].

ii. Comme pour l’intégrale de contour en 2D, le calcul de l’intégrale de surface à
partir de champs discrétisés est peu précis, il faut projeter dans le plan puis
extrapoler des valeur pour réaliser l’intégration.

En faisant tendre le contour extérieur du domaine vers le front (i.e., C → 0), on se
rapproche des conditions nécessaires pour identifier précisément les facteurs d’inten-
sité des contraintes. Pour résoudre le problème ii., Gosz et al. [GOS 98] ont étendu
l’intégrale à un tube de volume V (représenté Figure 1.17) autour du front de la
fissure.

I(s) =
−
∫
V

[
P :∇q + (∇ · P T ) · q

]
dV +

∫
L+∩L−∩M+∩M− q · P · n dS∫

f
δa(s) ds

(1.100)
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Méthodes numériques pour la simulation de fissures et lois de propagation

P = σ : ε(aux)I−∇u(aux) ·σ−∇u · σ(aux) est l’intégrande de Ic dans une direction
quelconque. δa(s) est un champ de propagation virtuelle de la fissure (représenté
Figure 1.17). Son évolution le long du front permet de pondérer le champ d’extension
virtuelle en fonction de sa proximité avec le point s considéré. Une fonction en
cos2(s) est souvent utilisée. q est le champ d’extension virtuelle de la fissure qui
évolue suffisamment continûment entre

q =

{
δa(s)(x− xs) sur la surface intérieure Si,
0 sur la surface extérieure Se, gauche Sg et droite Sd.

(1.101)
Enfin M+ et M− sont des lèvres virtuelles associées aux champs auxiliaires.

Une des principales difficultés introduite par cette approche est la définition des
champs auxiliaires en 3D. En effet, les champs mécaniques associés aux facteurs
d’intensité des contraintes ne sont définis que pour des problèmes plan et anti-plan.
L’extension est assez directe pour des fissures planes à front droit [GOS 98].

Pour les fissures à géométrie complexe Gosz et Moran [GOS 02] ont proposé une
approximation efficace [MOË 02a]. Elle consiste à utiliser directement les champs
de déplacements et les champs de contraintes 2D dans la base locale en pointe de
fissure. Les champs de déformations sont soit définis à partir de la dérivation locale
des champs de déplacement, soit à partir des contraintes en utilisant le tenseur de
Hooke.

Quelle que soit la méthode choisie, il n’est pas possible de trouver des champs
auxiliaires vérifiant à la fois l’équilibre, la compatibilité contraintes/déplacements
et la loi de Hooke. La difficulté à la fois pour la simplification de I(s), le choix du
champ d’extension virtuelle de la fissure et des champs auxiliaires est le repère local.
C’est une difficulté générale pour le calcul des facteurs d’intensité en 3D.

1.2.4.3 Projection sur les séries de Williams

Les méthodes les plus élémentaires pour identifier les facteurs d’intensité des
contraintes consistent à projeter les déplacements en quelques points sur les
champs singuliers associés aux FIC. Par exemple, une possibilité est d’étudier le
saut de déplacements des lèvres au voisinage de la fissure. En cette position, le
développement au premier ordre en r de l’équation (1.27) devient

ut(r, π)− ut(r,−π) =
KII

µ

√
r

2π
(κ+ 1) +O (r) , (1.102)

un(r, π)− un(r,−π) =
KI

µ

√
r

2π
(κ+ 1) +O (r) , (1.103)

u3(r, π)− u3(r,−π) =
4KIII

µ

√
r

2π
+O (r) . (1.104)

Cette méthode peut être étendue à n’importe quels points de mesure dans la zone où
les facteurs d’intensité des contraintes dominent. Elle est très utilisée pour dépouiller
des expériences en fissuration ou en adhérence [SVE 14].

Clément Roux-Langlois : DEK-FEM 3D, LAMCOS INSA Lyon (2014) 63

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0112/these.pdf 
© [C. Roux-Langlois], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



1. La DEK-FEM en 2D

McNeill et al. [MCN 87] ont proposé de projeter un champ de déplacements
expérimental sur les premiers termes de la série de Williams pour obtenir les facteurs
d’intensité des contraintes. Pour une zone de projection autour du front excluant la
process zone et les lèvres de la fissure, cette méthode donne des résultats précis si le
front de la fissure est connu. Pour obtenir précisément la position du front Hamam et
al. [HAM 07] ont proposé une méthode basée sur l’annulation du terme symétrique
d’ordre n = −1.

Cette approche a été étendue en trois dimensions, en réalisant la projection
sur des plans orthogonaux au front [ROU 09, LIM 10, LAC 14a]. Pour des fronts
quelconques, il faut projeter un champ de déplacements approché ou bruité dans des
plans orthogonaux sur une zone de faible dimension (pour que les séries de Williams
soient valables), les résultats sont moins précis. Toutefois, pour des champs calculés
numériquement il est possible de raffiner la discrétisation localement autour du front.

Lorsque seul un champ de déplacements est connu (en corrélation d’images par
exemple), le calcul de l’intégrale J est quadratique en déplacement [RÉT 05b]. Si
celui-ci est bruité (mesures ou approximations), un biais systématique apparâıt alors
que la projection est réalisée linéairement en déplacements et donc non biaisée. Si
les champs mécaniques sont obtenus par simulation, les intégrales de contour et
d’interaction seront plus précises.

1.2.5 Les paramètres de propagation comme inconnues du
problème

Ces méthodes de post-traitement des champs mécaniques obtenus par simulation
donnent de bons résultats mais peuvent générer un surcoût de calcul non négligeable.
Il est alors tentant de chercher ces quantités directement lors du calcul. D’autant
plus que ce sont les quantités d’intérêt pour simuler la propagation. Un aperçu des
méthodes existantes dans le contexte des éléments finis est proposé. Cette approche
semble d’autant plus pertinente qu’il a été montré que pour extraire les facteurs
d’intensité des contraintes de champs bruités, le plus efficace était de les considérer
directement comme degrés de liberté [RÉT 11].

1.2.5.1 Introduction de la singularité

L’idée à l’origine des méthodes d’extraction directe est d’introduire la singula-
rité dans l’espace de recherche de la solution (souvent en déplacement). Un (ou plu-
sieurs) degré de liberté est associé à cette singularité facilitant le calcul des facteurs
d’intensité des contraintes. Une des premières méthodes, très simple, est d’utiliser
des éléments avec des nœuds aux quarts de leur frontière [BAR 74, BAR 76]. La
fonction de forme associée est en

√
ξ. Pour s’approcher de la singularité en

√
r en

déplacement, on peut utiliser un maillage rayonnant en pointe de fissure comme
représenté Figure 1.18. À partir de cette discrétisation, les champs mécaniques sont
quasiment polaires et permettent une bonne identification des facteurs d’intensité
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Méthodes numériques pour la simulation de fissures et lois de propagation

fissure

noeuds

Figure 1.18 – Exemples de maillage avec des nœuds au quart rayonnant en pointe
de fissure pour des triangles.

des contraintes

L’introduction de la singularité conformément au maillage permet d’identifier les
facteurs d’intensité des contraintes. Cependant la génération du maillage adéquat
n’est pas triviale, et peut être longue notamment en trois dimensions. La méthode
X-FEM introduit également la singularité en pointe de fissure en contournant cette
difficulté de génération d’un maillage compatible. Cependant, les enrichissements
sont libres dans chacune des directions et en chacun des nœuds. De plus ils co-
existent avec les fonctions de forme standards. Aussi ils ne permettent pas directe-
ment d’identifier les facteurs d’intensité des contraintes.

Dans le cadre de la X-FEM, Karihaloo et Xiao [KAR 01, XIA 03] ont proposé
une méthode permettant d’identifier les facteurs d’intensité des contraintes en 2D
en utilisant les premiers ordres de la série de Williams comme enrichissement. À
ma connaissance, les méthodes d’extraction directe des FIC basées sur la série de
Williams semblent uniquement développées en deux dimensions.

1.2.5.2 Introduction des séries asymptotiques

L’utilisation des premiers ordres des séries de Williams comme base de
discrétisation en pointe de fissure permet d’identifier précisément les facteurs d’in-
tensité des contraintes. Ces premiers ordres représentent correctement les champs
mécanique dans les éléments proches de la pointe de fissure si elle est suffisamment
droite. Ils permettent d’identifier correctement les facteurs d’intensité des contraintes
en absorbant les autres ordres de contribution.

Cette approche basée sur des champs obtenus avec l’hypothèse de comportement
élastique linéaire est utilisée dans des simulations élastiques linéaires. Des extensions
seraient possibles en concentrant la plasticité en pointe de fissure ou en utilisant des
champs asymptotiques plastiques comme par exemple les champs HRR (du nom des
chercheurs qui les ont proposés Hutchinson, Rice et Rosengren [RIC 68b, HUT 68]).
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1. La DEK-FEM en 2D

Une première méthode (HCE Hybrid Crack Element) pour un maillage conforme
a été proposée [TON 73b]. Des éléments plus spécifiques appelés super-elements sont
développés. Ces éléments contiennent les champs asymptotiques en pointe de fissure.
La méthode est dite hybride car ces éléments sont raccordés au reste du maillage
FEM par des nœuds sur leur frontière. Ils permettent d’identifier précisément les
facteurs d’intensité des contraintes avec un nombre limité de modes. Ici aussi le
maillage doit être conforme à la fissure, mais il doit aussi être conforme avec les
bords du super-element.

Introduction des séries de Williams avec la PUM

L’utilisation des séries de Williams dans ces super-elements a démontré leur
potentiel. Karihaloo et Xiao [XIA 03, LIU 04] l’ont mise à profit en enrichissant
la discrétisation éléments finis avec ces séries en utilisant la partition de l’unité
comme pour les éléments finis étendus. Cette approche reprend les avantages de la
X-FEM, mais l’ajout de termes de haut ordre permet d’identifier directement les
FIC. Le maillage n’a plus besoin d’être conforme avec la fissure. La simulation de la
propagation de la fissure est simplifiée.

Deux modifications principales de la X-FEM sont proposées par Karihaloo et
Xiao [XIA 03, LIU 04]. La première est l’utilisation des dix premiers ordres (nmax =
10) de la série de Williams

u(r, θ) =
∑

i=I, II

nmax=10∑
n=1

bni r
n/2gni (θ), (1.105)

où gni sont les fonctions de la série de Williams en déplacements précisées
équations (1.18) et (1.26). Ces dix ordres en mode I et II sont utilisés comme
enrichissements en pointe de fissure avec un rayon normalisé pour des raisons de
conditionnement. Tandis que les fonctions d’enrichissement singulières de la X-FEM
ne représentent que le premier ordre de cette série (confère équation (1.52)). La
seconde est qu’aAu voisinage de la pointe de fissure un unique degré de liberté est
associé à chacun des termes de la série de Williams. Tandis que pour la X-FEM,
les enrichissements sont libres et indépendants dans chaque direction et en chaque
nœud.

Les éléments où se trouve la pointe de la fissure sont définis comme la première
couche. Les fonctions de forme des nœuds de ces éléments constituent l’ensemble Mk1

et une partition de l’unité sur ces éléments. Les éléments voisins de cette première
couche sont définis comme la deuxième couche. De la même manière, les nœuds
des éléments de la deuxième couche qui n’appartiennent pas à la première couche
constituent l’ensemble de fonctions de forme Mk2. Il est ainsi possible de déterminer
autant de couches et d’ensembles de fonctions de forme que nécessaire. Il a été
montré que deux couches permettaient une bonne évaluation des facteurs d’intensité
des contraintes. Les nœuds de ces couches sont représentés Figure 1.19.
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noeuds associés à J
noeuds associés à Mk1

noeuds associés à Mk2

Figure 1.19 – Ensembles de nœuds des différents enrichissements de la X-FEM
proposée par Karihaloo et Xiao [XIA 03, LIU 04].

La première couche d’éléments est enrichie avec la troncature de la série de
Williams définie équation (1.105). Les degrés de liberté de ces enrichissements sont
contraints à avoir la même valeur pour toutes les fonctions de forme Mk1 de cette
couche. La seconde couche est également enrichie avec cette troncature mais les
enrichissements sont libres. Pour l’enrichissement discontinu, l’enrichissement est
identique à la X-FEM. Le champ de déplacements est donc défini comme (par ex-
tension de l’équation (1.50))

uh(x) =
∑
k∈N

ukϕk(x) +
∑
k∈Nd

uckϕk(x)H(x) +
∑

i=I, II

nmax∑
n=1

bni r
n/2 gni (θ)

[ ∑
k∈Mk1

ϕk(x)

]

+
∑
k∈Mk2

∑
i=I, II

nmax∑
n=1

unki r
n/2gni (θ) ϕk(x).

(1.106)

Les degrés de libertés bni de la première couche sont directement une estimation des
coefficients de la série de Williams. Les degrés de libertés de la seconde couche unki
sont nettement plus nombreux et permettent de faire le lien entre la première couche
et les éléments finis autour.

Cette approche pour deux couches et dix termes de la série permet d’identifier
précisément (' 2%) le facteur d’intensité KI en mode I [XIA 03], et les facteurs
d’intensité plans KI et KII en mode mixte [LIU 04]. Cependant l’identification des
termes d’ordre supérieur n’est pas satisfaisante. Pour les calculer précisément, les
auteurs ont utilisé la méthode HCE avec des super-elements basés sur une troncature
de la série de Williams [KAR 01, XIA 03, LIU 04].

HAX-FEM

L’introduction des séries de Williams comme enrichissement pose des problèmes
de conditionnement. En effet, les termes d’ordre supérieurs qui permettent
d’améliorer la précision sur les facteurs d’intensité des contraintes sont proches
des éléments finis. Dans la méthode HCE, qui permet de calculer plus précisément
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1. La DEK-FEM en 2D

Figure 1.20 – Décomposition de domaine avec une zone de recouvrement dans la
cadre de la méthode HAX-FEM [RÉT 10a].

les termes d’ordre supérieur, la série de Williams est seule en pointe de fissure,
elle ne s’ajoute pas aux éléments finis. À partir de ce constat, Réthoré et al.
[RÉT 10a, RÉT 10b] ont proposé une méthode (appelée Hybrid Analytical and eX-
tended Finite Element Method : HAX-FEM) qui décompose le domaine Ω en deux
sous domaines. L’idée est d’utiliser seulement une troncature des séries de Williams
en pointe de fissure.

La zone autour de la fissure ΩW est traitée à part. Une troncation des séries de
Williams est utilisée comme champs mécaniques de discrétisation où les inconnues
sont les coefficients bni

u(r, θ) =
∑

i=I, II

nDEK∑
n=0

bni r
n/2gni (θ). (1.107)

Cette fois les termes d’ordre n = 0 sont introduits puisqu’ils permettent de
représenter les mouvements de corps rigide. L’espace d’approximation étant défini,
la meilleure solution sur cet espace est obtenue par une méthode de Galerkin
(confère Partie 1.1.4.2). Le calcul de la matrice de rigidité est simplifié puisque
les déformations et les contraintes sont facilement obtenues de manière analytique.

Le reste du domaine ΩX est simulé avec la X-FEM. C’est cette partie du do-
maine qui supporte les conditions aux limites. Cette condition permet de simplifier
le traitement de la zone analytique. Le front de la fissure n’étant pas dans ce do-
maine, seuls les enrichissements discontinus sont nécessaires. Les deux domaines sont
raccordés énergétiquement par la méthode Arlequin développée par Ben Dhia et Ra-
teau [DHI 05]. Pour cette méthode, les deux domaines se recouvrent sur une zone
appelée ΩXW , cette décomposition est représentée pour un domaine rectangulaire
Figure 1.20. Dans la formulation globale, chacune des formulations faibles associée à
un domaine est pondérée sur la zone de recouvrement par des fonctions pX(x) (pour
le domaine ΩX) et pW (x) (pour le domaine ΩW ). Ces fonctions de recouvrement
scalaires évoluent continûment vers zéro sur le bord de leur domaine respectif et
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Méthodes numériques pour la simulation de fissures et lois de propagation

sont telles que
pX(x) + pW (x) = 1, ∀x ∈ Ω. (1.108)

Ces fonctions peuvent être obtenues par la résolution d’un problème thermique
(∆pj = 0 pour j = X ou W ) sur la zone de recouvrement (avec le même maillage)
avec pj = 1 sur une frontière et pj = 0 sur l’autre. La seconde fonction est en-
suite construite directement à partir de l’équation précédente. C’est une méthode
également souvent utilisée pour calculer le champ d’extension virtuelle de fissure
nécessaire à l’évaluation des intégrales de domaine (intégrale J ou intégrale d’inter-
action).

En pratique, pour faciliter la génération de maillage conforme à ces domaines,
le domaine total est discrétisé. Les éléments dans un rayon rW et une couche de
lrecouv constituent le patch. Les éléments de cette couche et les autres constituent le
domaine X-FEM. Pour le patch, la discrétisation ne sert plus mais les éléments sont
conservé pour permettre l’intégration avec une méthode de Gauss de haut ordre.
Pour un patch de petite taille avec rW = 1 élément et lrecouv = 1 élément, et avec
nDEK = 7, l’identification des facteurs d’intensité est déjà pertinente (i.e., autour
de 1.5% d’erreur).

Cette méthode a été comparée directement à la méthode basée sur la PUM
(présentée dans la partie précédente), elle est plus précise [RÉT 10a]. Elle a ensuite
été validée pour une simulation de propagation en mode mixte [RÉT 10b]. Le trai-
tement de la propagation en élasticité linéaire est assez naturel, les éléments X-FEM
sous-jacents au patch sont simplement désactivés et réactivés une fois le patch passé.
Les bons résultats pour une petite zone analytique avec une zone de recouvrement
de faible dimension sont particulièrement intéressants car ils permettent de limi-
ter le nombre de degrés de liberté et de points de Gauss (qui sont plus nombreux
dans le patch). Un petit patch est aussi intéressant pour s’approcher au mieux des
hypothèses inhérente à l’utilisation des séries de Williams, comme celle de fissure
droite.

DEK-FEM

Le raccord tend à être le plus petit possible pour limiter la taille du patch. De
plus, Chahine et al. [CHA 11] ont montré qu’une transition franche entre la zone
singulière et la zone continue était souhaitable pour améliorer le conditionnement et
la convergence. Pour ces raisons, Passieux et al. [PAS 11] ont proposé de modifier
le raccord énergétique avec recouvrement de la HAX-FEM par un raccord intégral
sur une frontière (linéique en 2D). Pour cette méthode également, le domaine est
décomposé en deux sous domaines dont un analytique discrétisé avec les séries de
Williams. Cette méthode sera appelée DEK-FEM pour Direct Estimation of the
stress intensity factors Ki (i = I ou II) Finite Element Method.

Le domaine ΩW traité avec le champ analytique de l’équation (1.107) est circu-
laire avec un rayon rW mais cette fois aucune zone de recouvrement n’est ajoutée.
La partie complémentaire du domaine Ω constitue le domaine ΩX traité avec la
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1. La DEK-FEM en 2D

Figure 1.21 – Représentation de la décomposition du problème entre un patch
analytique et un domaine X-FEM sans recouvrement pour la méthode DEK-
FEM [PAS 11].

X-FEM ici aussi sans enrichissement singulier. L’interface entre les deux domaines,
appelée ΓW , est une courbe en 2D. Comme précédemment, en pratique ces deux
domaines sont obtenus après la génération d’un maillage d’ensemble. Les éléments
dans un rayon rW constituent le patch analytique ΩW (ils ne jouent le rôle d’éléments
que pour l’intégration). Le reste des éléments constitue le domaine X-FEM ΩX et
supporte les conditions aux limites. L’interface ΓW est donc un contour fermé consti-
tuant la frontière entre les éléments, composé par une une série de segments.

Cette méthode se démarque de la HAX-FEM par le raccord. Il permet de se
passer du calcul des fonctions de pondération pX et pW , et de s’affranchir de
la zone de recouvrement. La méthode présente donc un paramètre de moins à
identifier et quelques degrés de liberté de moins. Pour un patch de rayon suffi-
sant rW > 2 éléments, et une troncature à l’ordre sept (i.e., nDEK = 7), elle permet
d’obtenir plus précisément les facteurs d’intensité des contraintes (en mode mixte
également). De plus Passieux et al. [PAS 11] ont montré que cette méthode, avec un
troncation nDEK = 9, permettait d’identifier précisément les termes de haut ordre
(n = 2, 3, 4, 5...).

Le raccord entre les deux domaines est fait en moyenne avec une méthode de
Mortar [BEL 99a]. Un champ λ continu et régulier est introduit. Le raccord entre
le champ de déplacements analytique uW et le champ de déplacements X-FEM uX
est assuré par ∫

ΓW

λ (uW − uX) = 0, ∀λ continu et régulier. (1.109)

En pratique, le champ λ est discrétisé pour pouvoir trouver une solution approchée
numériquement. On cherche donc λ dans un espace d’approximation qui reste à
définir. Passieux et al. [PAS 11] ont considéré soit un champ éléments finis sur
l’interface, soit le champ de contraintes d’une troncature de la série de Williams.
Le champ de contraintes augmenté avec les déplacements de corps rigide s’est avéré
plus performant pour la convergence de la méthode itérative considérée.

La DEK-FEM a été appliquée à plusieurs cas tests en mode I et en mode mixte
permettant une identification précise des FIC et des termes de haut degré, pour
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Méthodes numériques pour la simulation de fissures et lois de propagation

un faible nombre de degrés de liberté [PAS 11]. Lorsque la fissure est courte ou
de géométrie complexe, deux échelles cohabitent : l’échelle micro de la singularité
et l’échelle globale de la structure. Il faut alors faire cohabiter ces deux échelles
par une résolution du problème à tous les niveaux. La DEK-FEM a donc été
couplée à une méthode multigrilles localisées [PAS 11] développée par Rannou et al.
[RAN 09]. Elle permet la résolution efficace du problème et simplifie la génération
d’une discrétisation où échelle fine et structurelle cohabitent. Cette approche per-
met de simuler efficacement la propagation de fissure [PAS 13]. L’échelle grossière
pouvant être calculée par un code de calcul quelconque et la fissure et sa singularité
introduites de manière non-intrusive par une résolution séparée imposant simple-
ment des efforts à l’échelle grossière.

1.2.6 Bilan sur la méthode numérique retenue

C’est cette dernière méthode (DEK-FEM) que nous avons étendue au 3D dans
ma thèse. Le système est décomposé en un domaine X-FEM et un patch analytique
au voisinage du front. La méthode X-FEM a été présentée, son extension au 3D est
ancienne [SUK 00, MOË 02a, GRA 02] et mâıtrisée. La méthode DEK-FEM, qui a
été introduite, est présentée plus en détails dans le Chapitre suivant. Le couplage
de cette méthode avec un algorithme multigrilles localisées est également présenté
dans le Chapitre 2. Ce couplage existe en 2D [PAS 11, PAS 13], ainsi que la méthode
multigrilles localisées en 3D [RAN 08]. Son implantation en 3D dans une méthode
multigrilles localisées a été réalisé dans le cadre de cette thèse.

Le patch analytique est basé sur le développement asymptotique en pointe de
fissure. Comme présenté à la Section 1.1.2, ce développement est bien connu en 2D.
Cependant, le développement asymptotique au voisinage d’un front courbe en 3D
n’est pas connu. C’est le point clef de l’extension de la DEK-FEM au 3D. Une base
3D permettant d’approcher les champs mécaniques (singularité et évolutions le long
du front) dans le patch analytique doit être construite. Comme détaillé dans le Cha-
pitre suivant, nous proposons d’utiliser une extension de la série asymptotique 2D
en déplacements. La base proposée est ensuite testée sur des cas tests au Chapitre 3.
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Chapitre 2

Extraction directe des facteurs
d’intensité des contraintes en 3D

La plupart des méthodes d’extraction directe des facteurs d’intensité des
contraintes (présentées au Chapitre précédent) se basent sur les développements
en séries asymptotiques des champs mécaniques en pointe de fissure. La méthode
DEK-FEM, introduite en deux dimensions à la Section 1.21, utilise directement
une troncature des séries de Williams comme discrétisation dans un domaine
localisé autour du front. Cette méthode est présentée plus en détails dans ce Cha-
pitre, en particulier son extension tridimensionnelle développée dans le cadre de
cette thèse.
Dans un premier temps, les champs considérés en trois dimensions dans le patch
analytique sont définis à la Section 2.1.2. En effet, les séries de Williams utilisée
en deux dimensions ne peuvent être utilisées directement en trois dimensions.
La méthode de simulation avec extraction directe des facteurs d’intensité des
contraintes est détaillée dans sa version tridimensionnelle (Voir Section 2.2).
Le traitement du voisinage du front comme un domaine à part est rendu pos-
sible par l’utilisation d’une méthode de décomposition de domaine présentée à
la Section 2.2. Cette méthode repose sur une formulation faible à trois champs
introduite à la Section 2.2.1. Enfin, l’implémentation de la DEK-FEM dans un
contexte multigrilles localisées est introduite à la Section 2.3. Cette approche
multigrilles localisées permet de prendre en compte efficacement les différentes
échelles présentes dans un problème de fissuration. Elle est nécessaire en trois
dimensions puisque la complexité du problème est alors généralement impor-
tante.
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Extension des champs asymptotiques au 3D

2.1 Extension des champs asymptotiques au 3D

Cette Section est consacrée à la définition de la discrétisation du patch ana-
lytique en 3D. Considérer une fissure tridimensionnelle introduit des difficultés
supplémentaires qui sont détaillées ci-dessous. Ces difficultés sont telles qu’il n’existe
pas de développement asymptotique autour du front en 3D. Les approximations
des champs asymptotiques en 3D, notamment pour l’intégrale d’interaction, sont
présentées à la Section 2.1.1. Ces approximations ne permettent pas de prendre en
compte une évolution continue le long du front. Nous proposons une approximation
basée sur la série de Williams en déplacements couplée avec une évolution éléments
finis 1D le long du front (voir Section 2.1.2)

En trois dimensions, l’interface qu’est la fissure n’est plus une ligne mais une
surface. De même, le front n’est plus un point mais une courbe. La description de la
fissure proposée Figure 1.2 n’est plus suffisante. Une troisième coordonnée locale est
introduite, l’abscisse curviligne s. En association avec cette coordonnée, pour tout
point du front, le vecteur es qui est défini comme le vecteur tangent au front est
introduit. La base locale est complétée par le vecteur en qui est encore le vecteur
normal à la fissure et le vecteur complémentaire et = en ∧ es. Cette base locale est
représentée pour un point d’un front courbe sur la Figure 2.1.

Des difficultés supplémentaires apparaissent. Une première vient de l’évolution
possible de l’intensité de la singularité le long du front. Cette évolution est
généralement supposée continue, notamment pour les facteurs d’intensité des
contraintes. Cependant, l’intégrale d’interaction [YAU 80, SUO 92, GOS 02] comme
les méthodes standards de projection évaluent généralement la singularité en
un point du front. Aussi, les évaluations le long du front sont généralement
bruités [MOË 02a, RAN 09]. Elles oscillent autour d’une valeur moyenne. Il peut
alors être intéressant de lisser les résultats le long du front, notamment pour des
projections dans des plans tangents [LAC 14a]. La seconde difficulté vient du fait
que la singularité agit sur une zone au voisinage du front, il faudra donc connâıtre
le point du front correspondant à chaque point d’intégration de cette zone. Une

Figure 2.1 – Paramétrage du problème en trois dimensions.
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2. Extraction directe des facteurs d’intensité des contraintes en 3D

méthode coûteuse mais efficace consiste à calculer la projection de chacun des points
d’intégration sur le front [RAN 08].

En trois dimensions, le développement en séries des champs mécaniques au voi-
sinage du front de la fissure n’est disponible que pour certaines géométries de fissure
et certaines conditions aux limites [YOS 11]. Le calcul de séries comme celles dispo-
nibles en 2D, présentées Section 1.1.2, est étudié par exemple dans [APE 08] mais
reste un problème ouvert. Leblond et Torlai [LEB 92] ont défini un développement
du champ de contraintes dans le cas général d’une fissure courbe à front courbe pour
tout chargement extérieur lointain :

σ(r, θ) =
∑

i=I, II, III

[
Kidi(θ)r

−1/2 + Tiei(θ)

+

(
b3
ihi(θ) +

dKi

ds
li(θ) + C lmKim

lm
i (θ) + ΓKini(θ)

)
r1/2 +O(r)

]
.

(2.1)

Dans cette équation Γ représente la courbure du front et C lm est le tenseur de cour-
bure de la fissure. r et θ forment un système de coordonnées polaires dans le plan
perpendiculaire à la tangente au front (et, en) comme représenté Figure 2.1. Les
fonctions di(θ), ei(θ) et hi(θ) sont les fonctions 2D en contraintes planes légèrement
adaptées. La fonction li(θ) est une correction due à l’évolution des facteurs d’inten-
sité des contraintes le long du front, et les fonctions mlm

i (θ) et ni(θ) sont dues à
la courbure de la fissure. Ce développement est très intéressant. Néanmoins, il n’est
pas écrit en fonction de l’abscisse curviligne, il est réalisé dans un plan orthogonal
au front. De plus, il est uniquement formulé au premier ordre et en contraintes.

Le passage au 3D introduit une autre difficulté : l’intersection du front de la
fissure avec les bords libres pour les fissures débouchantes. On sépare donc ces deux
problèmes. À l’intérieur du domaine, la singularité en 3D reste de l’ordre 1

2
. Au

niveau des bords libres, Bažant et Estenssoro [BAŽ 79] ont montré que l’ordre de
la singularité dépend des angles d’intersection entre la fissure et la surface libre.
Néanmoins, le vertex est souvent traité comme le reste de la fissure tout en sachant
qu’une approximation y est faite. Cette approximation est raisonnable dans la me-
sure où elle est très localisée et, lors de la propagation, la fissure va avoir tendance
à prendre une inclinaison pour laquelle l’ordre de la singularité est proche de 1

2
.

2.1.1 Définitions classiques des champs asymptotiques

Lors du calcul des facteurs d’intensité des contraintes, le champ singulier as-
socié est généralement approximé. En effet, si plusieurs modes sont activés le re-
cours à l’intégrale d’interaction, présentée Section 1.2.4.2, nécessite de connâıtre les
champs auxiliaires. Une approximation couramment utilisée en 3D est celle décrite
dans [MOË 02a]. Elle consiste simplement à utiliser les champs 2D définis dans la
base locale (et, en, es).
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Extension des champs asymptotiques au 3D

Dans sa forme la plus utilisée et la plus précise, l’intégrale est calculée dans
un volume autour du front tout en excluant éventuellement une petite zone à proxi-
mité du front [SUO 92, GOS 02]. Il faut donc déterminer le repère local pour tous les
points d’intégration utilisés. Pour chacun de ces points M(x), le point du front P (x)
le plus proche et son repère local (P (x), et, en, es) sont calculés. Les champs auxi-
liaires, sont définis dans ce repère et sont fonctions de r et θ. On définit facilement
r = |PM | et θ l’angle entre PM et et.

Pour des fissures courbes, Gosz et Moran [GOS 02] ont montré que le champ
de contraintes auxiliaires de l’intégrale d’interaction ne vérifie pas l’équilibre et
que les déformations auxiliaires ne sont pas la partie symétrique du gradient des
déplacements auxiliaires. Les champs utilisés ne satisfont plus toutes les équations lo-
cales puisque nous ne savons pas calculer ces champs en trois dimensions. Néanmoins,
la méthode proposée dans [GOS 02] donne des résultats intéressants et est em-
piriquement indépendante du contour choisi. La prise en compte de la courbure
dans les champs auxiliaires a également été étudiée. González-Albuixech et al.
[GON 13a, GON 13b] ont montré qu’elle permet d’améliorer la précision des FIC
identifiés avec l’intégrale d’interaction.

2.1.2 Définition à partir du champ de déplacements étendu
au front

Pour l’intégrale d’interaction, les champs singuliers analytiques dit auxiliaires ne
sont utilisés qu’en post-traitement des champs mécaniques obtenus dans une simu-
lation éléments finis par exemple. La résolution du problème d’équilibre mécanique
en utilisant ces champs est plus délicate puisqu’elle peut converger vers un champ
de déplacements non compatibles. L’approximation impacte donc tous les champs
mécaniques et d’autant plus les coefficients asymptotiques identifiés.

La formulation du problème étant généralement primale (en déplacement),
nous avons choisi de partir d’une hypothèse cinématique pour identifier l’es-
pace de recherche. Cette approche est simple car pour calculer les déformations
(puis les contraintes) il faut dériver les champs mécaniques. La compatibilité
contraintes/déplacements est donc automatiquement vérifiée. De plus, la résolution
de la formulation faible en déplacements assure que les champs obtenus vérifient
l’équilibre et la relation de comportement de manière approchée, mais suffisante en
pratique.

En trois dimensions, le problème n’est plus ni en situation plane ni anti-plane
uniquement, les trois modes sont donc à considérer. On suppose que les trois modes
introduits Section 1.1.2 représentent correctement les déplacements 3D au voisinage
du point xc du front de fissure dans le repère local dans un plan (xc, et, en) normal
à la tangente au front. De plus, le champ de déplacements cherché est continu, on
suppose donc une évolution continue des déplacements (dits de Williams uW ) le long
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2. Extraction directe des facteurs d’intensité des contraintes en 3D

du front d’abscisse curviligne s

uW (r, θ, s) =

(
nmax=∞∑
n=0

∑
i=I,II,III

(bni ) rn/2gni (θ)

)
f(s). (2.2)

Ce champ de déplacements n’est pas exploitable sous cette forme dans une
méthode numérique. En deux dimensions, il a été montré que pour un patch ana-
lytique en pointe de fissure l’utilisation des premiers ordres uniquement permettait
une bonne identification des facteurs d’intensité des contraintes [KAR 03a, RÉT 10a,
PAS 11]. La même approche est donc reprise en trois dimensions, une troncature de
la série est retenue nmax = nDEK . De plus il convient également de choisir un espace
d’approximation dans la direction s et donc d’approximer la fonction f(s). Nous
choisissons ici aussi la méthode des éléments finis. La discrétisation est selon une
seule dimension s. Le front est discrétisé en éléments puis des fonctions de forme
éléments finis unidimensionnelles sont choisies

uhW (r, θ, s) =
Ns∑
k=1

nDEK∑
n=0

∑
i=I,II,III

binkr
n/2gni (θ)ϕk(s). (2.3)

Le kème coefficient bni est noté bink. La disrétisation le long du front doit alors s’adap-
ter aux variations des coefficients asymptotiques. Un raffinement sera nécessaire
lorsque la courbure du front est grande et lorsque le front s’approche d’un vertex.

Il a été montré à la Section 1.1.3 que les termes d’ordre zéro (n = 0) cor-
respondent aux trois translations de solide rigide d’une section perpendiculaire au
front. Les termes d’ordre deux (n = 2) modes II et III correspondent aux deux ro-
tations de solide rigide. En trois dimensions, il en manque donc une. Cette rotation
est ajoutée à l’espace d’approximation

uhW+(r, θ, s) =
Ns∑
k=1

[
nDEK∑
n=0

∑
i=I,II,III

binkr
n/2gni (θ) + b′kr sin(θ)es

]
ϕk(s). (2.4)

L’introduction de la discrétisation le long du front modifie la série de sorte qu’aucun
terme ne correspond plus aux déplacements de corps rigide. Les déplacements de
corps rigide sont maintenant pris en compte par une combinaison des termes de
même ordre le long du front. Prenons l’exemple d’une translation, dans la direc-
tion en, d’un élément du front (d’ordre un entre les nœuds k et k + 1) pour une
fissure droite à front droit. Comme pour une poutre, elle sera obtenue par la com-
binaison de translations (mode i = II, ordre n = 0) identique bII0(k+1) = bII0k des
deux nœuds

u =
κ+ 1

2µ
bII0k (ϕk+1(s) + ϕk(s)) en =

κ+ 1

2µ
bII0ken. (2.5)

Dans cette expression on vérifie bien que u est une translation dans la direction en.
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Extension des champs asymptotiques au 3D

On peut également montrer que, comme le T -stress, deux autres champs de
contraintes uniformes vérifient les équation locales [PAR 91, LEB 92]. Le premier
est un champ de compression dans la direction du front : σss (si le front est plan
σ33). Par analogie avec le T -stress et en référence à la composante de contrainte
concernée, il est souvent appelé T33. Le second est un champ de cisaillement σts (si
le front est plan σ13), il est souvent appelé T13.

Le champ de contraintes au voisinage du front peut donc s’approcher par

σ = σK(θ)r−1/2 +

 T 0 T13

0 0 0
T13 0 T33

+O
(
r1/2
)
. (2.6)

Dans cette expression σK(θ) sont les termes singuliers correspondant aux facteurs
d’intensité des contraintes.

Ces champs n’ont pas été rajoutés spécifiquement. Des champs de contraintes
approchant proviennent néanmoins de l’évolution des déplacements dans la direction
es. Par exemple, les termes de translation mode I (lorsqu’elle évolue le long du front)
permettent de prendre en compte le T -stress en cisaillement T13. En effet, au sein
d’un élément (entre les nœuds k et k+1) du patch, le terme symétrique (mode i = I)
d’ordre zéro (n = 0) résulte en des déplacements qui prennent la forme suivante :

u =
κ+ 1

2µ

(
bI0(k+1) − bI0k

)
ϕk(s)et, (2.7)

ϕk(s) étant une évolution linéaire (comme représenté sur la Figure 2.4b), le T -stress
de cisaillement est dû à une évolution du coefficient b0

I le long du front. De son coté,
la contrainte T33 est approchée au coefficient de Poisson près. Reprenons l’équation
précédente pour les termes en translation mode III :

u =
2

µ

(
bIII0(k+1) − bIII0k

)
ϕk(s)es. (2.8)

Pour des éléments finis d’ordre un le long du front (i.e., ϕk(s) ∝ s), ce champ de
déplacements génère des déformations uniformes telles que :

ε =

0 0 0
0 0 0
0 0 ε33

 −−−−−−−−−−→
élasticité linéaire isotrope

σ =

λε33 0 0
0 λε33 0
0 0 (λ+ 2µ)ε33

 (2.9)

Où λ est le premier coefficient de Lamé. Le champ de contraintes associé (en élasticité
linéaire isotrope) n’est pas exactement un T -stress. La contrainte T33 pourrait être
ajoutée spécifiquement, mais dans tous les cas testés nous n’avons pas constaté
d’influence significative.
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2. Extraction directe des facteurs d’intensité des contraintes en 3D

2.1.2.1 Calcul du gradient de déplacements analytique

À partir de la cette définition du champ de déplacements équation (2.4), une dif-
ficulté est de calculer son gradient. En particulier sa partie symétrique∇su qui sera
nécessaire pour calculer la matrice de rigidité, les déformations et les contraintes.
Le champ de déplacements asymptotique est dans une base locale, il peut donc
être aisément dérivé par rapports aux paramètres de cette base (r, θ, s). Le plus
simple est pour cela d’utiliser une notation complexe [MUS 53] comme rappelé
dans les équations (1.20) et (1.21). Généralisons cette notation aux trois modes
en considérant la composante uink de la série équation (2.4), la fonction complexe
zin et la fonction sin étant telles que

uink(r, θ, s) = rn/2gni (θ)ϕk(s) = rn/2

Re (zin(θ))
Im (zin(θ))
Re (sin(θ))

ϕk(s). (2.10)

Avec


Mode I ordre n : zIn(θ) = κe

i·n·θ
2 − n

2
· e

i·(4−n)·θ
2 +

[
n
2

+ (−1)n
]
e−

i·n·θ
2 , sin = 0

Mode II ordre n : zIIn (θ) = κe
i·n·θ
2 + n

2
· e

i·(4−n)·θ
2 −

[
n
2
− (−1)n

]
e−

i·n·θ
2 , sin = 0

Mode III ordre n : zIIIn = 0, sin(θ) = (−i)n e inθ2

La dérivée de ce vecteur par rapport aux paramètres r, θ et s est donc :

∂uink
∂r

=
n

2
r
n
2
−1

Re(zin(θ))
Im(zin(θ))
Re(sin(θ))

ϕk(s),
∂uink
r∂θ

= r
n
2
−1


Re
(
∂zin
∂θ

)
Im
(
∂zin
∂θ

)
Re
(
∂sin
∂θ

)
ϕk(s),

∂uink
∂s

= r
n
2

Re(zin(θ))
Im(zin(θ))
Re(sin(θ))

 ∂ϕk(s)
∂s

.

(2.11)

Où les paramètres r, θ définissent une base polaire en pointe de fissure. Les
dérivées dans la base locale (et, en) en pointe de fissure sont obtenues à partir des
dérivées partielles précédentes comme suivant

∂·
∂t

=
∂·
∂r

∂r

∂t
+

∂·
r∂θ

r∂θ

∂t
=
∂·
∂r

cos θ − ∂·
r∂θ

sin θ,

∂·
∂n

=
∂·
∂r

∂r

∂n
+

∂·
r∂θ

r∂θ

∂n
=
∂·
∂r

sin θ +
∂·
r∂θ

cos θ.

(2.12)

À partir de ces expressions des dérivées partielles, en posant uink = vtet+vnen+vses,
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Extension des champs asymptotiques au 3D

la matrice des dérivées en fonction des paramètres du front t, n et s s’écrit ∂vt
∂t

∂vt
∂n

∂vt
∂s

∂vn
∂t

∂vn
∂n

∂vn
∂s

∂vs
∂t

∂vs
∂n

∂vs
∂s


(et,en,es)

=

 ∂vt
∂r

∂vt
r∂θ

∂vt
∂s

∂vn
∂r

∂vn
r∂θ

∂vn
∂s

∂vs
∂r

∂vs
r∂θ

∂vs
∂s


(et,en,es)

· Jr

avec Jr =

 ∂r
∂t

∂r
∂n

∂r
∂s

r∂θ
∂t

r∂θ
∂n

r∂θ
∂s

∂s
∂t

∂s
∂n

∂s
∂s

 =

cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0

0 0 1


(2.13)

Jr est la matrice jacobienne du changement de coordonnées de la rotation d’angle θ
autour de es entre la base (er, eθ, es) et (et, en, es). Pour une fissure quelconque
suffisamment régulière, ∇uink le gradient de uink = v1e1 + v2e2 + v3e3 recherché
s’exprime dans la base globale (e1, e2, e3)

∇uink =

 ∂v1
∂x1

∂v1
∂x2

∂v1
∂x3

∂v2
∂x1

∂v2
∂x2

∂v2
∂x3

∂vz
∂x1

∂vz
∂x2

∂vz
∂x3


(e1,e2,e3)

= P T ·

 ∂vt
∂t

∂vt
∂n

∂vt
∂s

∂vn
∂t

∂vn
∂n

∂vn
∂s

∂vs
∂t

∂vs
∂n

∂vs
∂s


(et,en,es)

· P · Jl

avec Jl =

 ∂t
∂x1

∂t
∂x2

∂t
∂x3

∂n
∂x1

∂n
∂x2

∂n
∂x3

∂s
∂x1

∂s
∂x2

∂s
∂x3

 et P =

e1.et e2.et e3.et
e1.en e2.en e3.en
e1.es e2.es e3.es


(2.14)

Où Jl est la matrice jacobienne du changement de coordonnées, et P la matrice de
passage de la base locale à la base globale.

La difficulté est alors de connâıtre en tout point autour du front les coordonnées
locales et la matrice jacobienne de leur transformation dans les coordonnées globales.
Si la fissure est définie explicitement, celles-ci sont définies naturellement. Si la fissure
n’est pas définie explicitement mais par l’intermédiaire de fonctions de niveaux, le
calcul de la matrice Jl peut se faire par l’intermédiaire du calcul de la courbure de
la fissure et du front.

2.1.2.2 Gradient du déplacements pour une fissure circulaire

Nous nous intéressons au cas particulier d’une fissure plane à front circulaire,
de rayon a. C’est un exemple particulièrement intéressant car il existe des solutions
analytiques tridimensionnelles pour des fissures avec cette géométrie. Elle permettra
donc de tester et valider le modèle proposé. D’autre part, ce cas particulier peut
facilement être étendu au premier ordre à toute forme du front en remplaçant le
rayon par la courbure locale de la fissure.

Pour cette géométrie de fissure, la base associée au front de la fissure (et, en, es)
est une base cylindrique autour de en. Dans cette base, le gradient peut être calculé
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2. Extraction directe des facteurs d’intensité des contraintes en 3D

directement, dans la base locale, sans passer par une matrice jacobienne

∇uink =


∂vx
∂x

∂vx
∂y

∂vx
∂z

∂vy
∂x

∂vy
∂y

∂vy
∂z

∂vz
∂x

∂vz
∂y

∂vz
∂z


(ex,ey ,ez)

= P T ·

 ∂vt
∂t

∂vt
∂n

∂vt
∂s
− vs

a+r cos θ
∂vn
∂t

∂vn
∂n

∂vn
∂s

∂vs
∂t

∂vs
∂n

∂vs
∂s

+ vt
a+r cos θ


(et,en,es)

· P

(2.15)
Son expression dans la base globale passe alors simplement par un changement de
base. Celui-ci peut être réalisé analytiquement en se ramenant aux coordonnées
globales du cylindre par une rotation puis aux coordonnées globales. Si les deux
courbes de niveau crack(x) et front(x) sont utilisées, leurs gradients en un point x
quelconque permet de calculer les coordonnées associées à en et et dans le repère
global (voir Section 1.2.2.4). Le troisième vecteur est alors facilement calculé dans
ces coordonnées globales par un produit vectoriel es = et ∧ en. L’expression de
cette base dans les coordonnées globales permet d’obtenir directement la matrice de
passage P de la base locale à la base globale.

2.1.2.3 Utilisation d’une troisième level set

Le champ de déplacements utilisé pour le domaine analytique (équation (2.4))
est fonction d’une abscisse curviligne s qui doit être connue pour tous les points
autour du front. En particulier aux points d’interpolation de la surface du rac-
cord, au point d’interpolation pour la représentation et aux points de Gauss pour
l’intégration. Puisque ces champs sont en rn/2 et avec des fonctions trigonométriques
en nθ

2
, une intégration de haut ordre est nécessaire. Il faudra donc évaluer les fonc-

tions uink(r, θ, s) et donc les paramètres (r, θ, s) en de nombreux points. Il a été rap-
pelé que réaliser cette évaluation par une projection était coûteux à la section 1.2.2.4
pour les paramètres (r, θ). Il en va de même pour l’abscisse curviligne s. La solution
retenue en 2D pour évaluer r et θ est l’utilisation de level sets.

Pour cette raison, nous nous sommes appuyés sur une troisième fonction de
niveau curv(x) pour stocker l’abscisse curviligne. Cette level set a pour valeur en
un point x l’abscisse curviligne s du point du front le plus proche xf . Sur le front
l’abscisse curviligne évolue comme la longueur du front. Elle est orthogonale aux
autres level sets {

∇curv(x).∇crack(x) = 0
∇curv(x).∇front(x) = 0

∀x ∈ Ω. (2.16)

Cette propriété se traduit également par le produit vectoriel

∇curv(x) =∇crack(x) ∧∇front(x). (2.17)

Le produit vectoriel permet de calculer le gradient de la troisième courbe de ni-
veau à partir des deux premières. En intégrant ce gradient, il est possible de
générer curv(x), elle vérifiera alors la propriété d’orthogonalité. Pour des fronts
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Approche monogrille

3D il est plus délicat de vérifier la propriété d’orthogonalité et la propriété de dis-
tance signée lorsque la fissure est courbe. Néanmoins, si le domaine analytique est
petit (par rapport au rayon de courbure) l’approximation sur la distance signée est
acceptable.

À partir de ces trois level sets, les paramètres locaux (r, θ, s) sont obtenus et
permettent d’évaluer le champ de déplacement. Ces courbes de niveaux permettent
également de déterminer la courbure de la fissure en tout point autour du front
et donc de calculer le gradient des déplacements. Ce champ peut donc être utilisé
comme base d’approximation dans une méthode numérique 3D.

2.2 Approche monogrille

À partir de cette définition de la discrétisation du patch analytique, la méthode
DEK-FEM est présentée dans cette Section et en particulier ses aspects tridimen-
sionnels. Les points clefs de son implémentation sont détaillés. Dans un premier
temps, cette présentation est faite sous sa forme monogrille.

2.2.1 Formulation faible à trois champs

La méthode DEK-FEM repose sur la décomposition du domaine considéré Ω en
deux sous domaines. Dans un domaine ΩW localisé autour du front de la fissure,
une base tronquée basée sur les séries de Williams (équation (2.4)) est utilisée. Les
quantités du domaine analytique ΩW basées sur les séries de Williams sont notées
avec l’indice W . La partie complémentaire du domaine ΩX , telle que Ω = ΩX ∪ ΩW

et ΩX ∩ΩW = ∅, est traitée avec la méthode des éléments finis étendus (présentée à
la Section 1.2.2). Les quantités du domaine X-FEM ωX sont notées avec l’indice X .
Cette décomposition du domaine est représentée Figure 2.2.

La frontière des sous domaines est cette fois décomposée en trois. La première
partie est l’interface entre les deux domaines ΓW . Des efforts λ sont transmis par cet

Fd / ∂2Ω

ud

Ω

ΩX

ΩW
ΓW

Figure 2.2 – Description de la décomposition du domaine Ω du problème aux
limites considéré.
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2. Extraction directe des facteurs d’intensité des contraintes en 3D

interface, définissons les comme les efforts du patch sur le domaine ΩX . Par exemple
pour le domaine analytique ΩW , on retrouve les deux sous parties ∂1ΩW où des
déplacements sont imposés et le complémentaire ∂2ΩW où des efforts sont imposés.
Ce dernier est complémentaire à ∂1ΩW et ΓW tel que ∂ΩW = ΓW ∪ ∂1ΩW ∪ ∂2ΩW et
ΓW ∩∂1ΩW ∩∂2ΩW = ∅. De la même manière la frontière ∂ΩX de ΩX est composée
de trois parties : l’interface ΓW , une partie ∂1ΩX où des déplacements sont imposés et
le complémentaire ∂2ΩX où des efforts sont imposés. On notera que la décomposition
est telle que la frontière où des déplacements sont imposés ∂1Ω est répartie entre les
deux domaines ∂1Ω = ∂1ΩW ∪ ∂1ΩX dont l’intersection est vide ∂1ΩW ∩ ∂1ΩX = ∅.
De même, la surface où les efforts sont imposés est telle que ∂2Ω = ∂2ΩW ∪ ∂2ΩX et
vide ∂2ΩW ∩ ∂2ΩX = ∅.

À partir du principe des puissances virtuelles, on peut réécrire la formulation
faible en déplacements de l’équation (1.34) pour chacun des domaines. Pour le do-
maine ΩW , le champ de déplacement uW est cherché dans l’espace

UW (ud) = {uW | uW régulier, discontinu uniquement sur L± et uW = ud sur ∂1ΩW} .

La formulation faible s’écrit donc : trouver uW ∈ UW (ud) tel que ∀vW ∈ UW (0)∫
ΩW

∇suW :C:∇svW dV =

∫
ΩW

fd · vW dV +

∫
∂2ΩW

Fd · vW dS −
∫

ΓW

λ · vW dS. (2.18)

De même, pour le domaine ΩX , le champ de déplacement uX est cherché dans
l’espace

UX(ud) = {uX | uX régulier, discontinu uniquement sur L± et uX = ud sur ∂1ΩX} .

La formulation faible s’écrit donc : trouver uX ∈ UX(ud) tel que ∀vX ∈ UX(0)∫
ΩX

∇suX :C:∇svX dV =

∫
ΩX

fd · vX dV +

∫
∂2ΩX

Fd · vX dS +

∫
ΓW

λ · vX dS. (2.19)

Ces deux parties ne sont pas indépendantes, les déplacements à leur interface ΓW
sont continus

uX(x) = uW (x) ∀x ∈ ΓW . (2.20)

Cette équation est vérifiée localement en tout point de l’interface ΓW , au sens fort.
Pour la formulation forte à deux champs, elle s’ajoute aux équations (1.1) à (1.5).
Dans le cadre d’une formulation faible du problème, il convient d’affaiblir cette
équation. Elle est multipliée par un multiplicateur de Lagrange λ défini dans l’en-
semble L des fonctions continues et régulières sur l’interface ΓW , puis intégrée sur
cette interface ∫

ΓW

µ(x) (uW (x)− uX(x)) = 0 ∀µ ∈ L. (2.21)
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Approche monogrille

Cette équation est équivalente à l’équation forte et permettra un résolution ap-
prochée. Il s’agit d’un raccord en moyenne avec un approche dite de Mor-
tar [BEL 99a].

Pour les deux champs, la réunion des équations (2.18), (2.19) et (2.21) permet
d’écrire la formulation faible équivalente :

Trouver (uW ,uX ,λ) ∈ UW (ud)× UX(ud)× L tels que∫
ΩW

fd · vW dV +

∫
ΩX

fd · vX dV +

∫
∂2ΩW

Fd · vWdS +

∫
∂2ΩX

Fd · vXdS

=

∫
ΩW

∇suW : C : ∇svWdV +

∫
ΩX

∇suX : C : ∇svXdV

+

∫
ΓW

µ (uW − uX) dS +

∫
ΓW

λ (vW − vX) dS ∀ (vW ,vX ,µ) ∈ U0
W × U0

X × L.

Dans cette formulation on constate que le champ λ est homogène à l’effort d’inter-
face entre les domaines X et W . Cette formulation mixte fait donc intervenir des
grandeurs primales uX et uW et duale λ.

Quand le domaine ΩW est traité avec les séries de Williams, il est intéressant
que le domaine ΩX ne supporte que des conditions aux limites d’efforts nuls. C’est-
à-dire que ∂1ΩW = ∂1Ω ∩ ∂ΩW = ∅, et que les efforts Fd sur ∂2ΩW soient nuls. En
effet, imposer des conditions aux limites sur un champ non interpolant est délicat,
en particulier des déplacements (une option est de le faire en moyenne comme pour
l’équation (2.21)). D’autre part les séries sont obtenues pour un milieu sans effort vo-
lumique. Elles s’appliquent également lorsqu’ils sont négligeables, c’est-à-dire quand
leur puissance est négligeable devant l’énergie de déformation élastique∫

ΩW

∇suW : C :∇svW dV �
∫

ΩW

fd · vW dV, ∀vW ∈ U0
W . (2.22)

En pointe de fissure, les déformations sont singulières, l’énergie élastique est donc
importante. Lorsque le patch analytique ΩW est suffisamment localisé en pointe de
fissure, cette condition est naturellement vérifiée. Ces deux conditions simplifient la
formulation faible précédente comme suit

Trouver (uW ,uX ,λ) ∈ UW (ud)× UX(ud)× L tels que∫
ΩW

∇suW : C : ∇svWdV +

∫
ΩX

∇suX : C : ∇svXdV

+

∫
ΓW

µ (uW − uX) dS +

∫
ΓW

λ (vW − vX) dS

=

∫
ΩX

fd · vX dV +

∫
∂2ΩX

Fd · vXdS ∀ (vW ,vX ,µ) ∈ U0
W × U0

X × L.

(2.23)
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2. Extraction directe des facteurs d’intensité des contraintes en 3D

C’est la formulation à la base de l’approximation DEK-FEM. À partir de cette
formulation faible, les espaces de recherche UW (ud), UX(ud) et L sont réduits pour
permettre une résolution numérique.

2.2.2 Décomposition de la structure fissurée en deux do-
maines

La première étape est de définir les deux domaines. Le domaine analytique est
issu d’une approche asymptotique des champs mécaniques en pointe de fissure. Cette
approche asymptotique permet de repousser les conditions aux limites à l’infini et
donc de considérer un milieu infini. Elle nécessite de pouvoir considérer la fissure
droite. En pratique pour que cette approche soit réaliste, il faut que le domaine
analytique ΩW soit localisé en pointe de fissure, c’est-à-dire suffisamment petit.

Cette approche asymptotique permet de prendre en compte précisément la fissure
et sa singularité. Elle est également nécessaire pour permettre l’extraction directe des
facteurs d’intensité des contraintes. De son coté, le domaine complémentaire a lui vo-
cation à représenter des géométries plus complexes avec une discontinuité, et à faire le
lien entre les conditions aux limites et le patch analytique. La méthode des éléments
finis est particulièrement adaptée pour traiter des structures et pour la prise en
compte des conditions aux limites. C’est pourquoi son extension aux problèmes avec
discontinuité, la X-FEM, a été retenue pour traiter le domaine complémentaire ΩX .

La discrétisation du domaine X-FEM repose sur un maillage de la structure.
Une force de cette méthode est de permettre la simulation de la propagation d’une
fissure en conservant ce maillage. Pour conserver cette propriété dans le cadre de
la DEK-FEM, nous ne générons pas un maillage spécifique à la décomposition de
domaine. Maillage qui serait plus compliqué à générer puisque l’interface avec le
patch analytique est une frontière potentiellement complexe. Par la suite, le maillage
est généré pour toute la structure comme il le serait pour une simulation X-FEM
standard. Ce maillage pourra être utilisé pour toute la propagation, si la finesse est
suffisante.

Pour une position donnée du front, les éléments ayant au moins un nœud
dans un rayon rW du front de la fissure constituent le patch. Les éléments res-
tant constituent le domaine X-FEM. L’interface entre les deux, ΓW , est constituée
des faces des éléments communes au patch analytique et au domaine X-FEM. Cette
décomposition est représentée sur la Figure 2.3.

La discrétisation de l’interface est obtenue une fois les deux sous domaines iden-
tifiés. Une recherche est faite sur chacun des éléments du patch pour savoir si ils ont
tous les nœuds d’une face en commun avec le domaine X-FEM. Dans ce cas, cette
face est ajoutée à l’interface ΓW . Lors de l’ajout, on s’assure que l’ordre des nœuds
de la face soit tel que celle-ci soit définie avec une normale sortante du patch. Cette
opération est importante pour que les fonctions de forme associées à cette interface
soient continues.
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Approche monogrille

rw

(a) Plan (es, et)

rw

(b) Plan (et, en)

front de fissure

(c) Légende

Figure 2.3 – Décomposition du maillage de la structure en deux sous domaines.

2.2.3 Domaine éléments finis étendus ΩX

Le domaine ΩX est simulé par des éléments finis étendus présentés Section 1.2.2.
Ce domaine ne contient pas la singularité, seuls des enrichissements discontinus
sont introduits. Le champ de déplacements approché par la méthode X-FEM de
l’équation (1.50) est donc réduit à

uhX(x) =
∑
k∈N

ukϕk(x) +
∑
k∈Nd

uckϕk(x)H(x). (2.24)

Où les fonctions de forme ϕk(x) sont celles des éléments finis associés au maillage
considéré. Elles doivent constituer une partition de l’unité. Réunissons ces différentes
fonctions de forme sous une fonction de forme générique ϕgk(x) telle que

ϕgk(x) =

{
ϕk(x) si k ∈ N,
ϕk(x)H(x) si k ∈ Nd.

(2.25)

Cette fonction de forme permet d’écrire le champ de déplacements approché comme
une seule somme de fonctions

uhX(x) =
∑

k∈N∪Nd

ukϕ
g
k(x). (2.26)
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2. Extraction directe des facteurs d’intensité des contraintes en 3D

À partir de cette équation, une partie du problème (2.23) peut être écrit sous la
forme matricielle introduite à la Section 1.1.4.2∫

ΩX

∇suX : C : ∇svXdV −→KXUX

avec KXkj =

∫
ΩX

∇sϕgk : C :∇sϕgj dV ∀(j, k) ∈ J1;N +NdK2 (2.27)

∫
ΩX

fd · vX dV +

∫
∂2ΩX

Fd · vXdS −→ F

avec Fj =

∫
ΩX

fd ·ϕgj dV +

∫
ΩX

Fd ·ϕgj dV ∀j ∈ J1;N +NdK (2.28)

Où UX est le vecteur des déplacements généralisés du domaine X-FEM. Il est com-
posé de N +Nd inconnues et est tel que UXk = uk ∀k ∈ J1;N +NdK.

2.2.4 Domaine ΩW : patch analytique

Dans le domaine analytique, le champ de déplacements est approché par la tron-
cature de l’extension des séries de Williams définie par l’équation (2.4). Cette ex-
tension au 3D de la série de Williams reprend les caractéristiques qui avaient permis
l’identification précise des facteurs d’intensité des contraintes en 2D. La borne de
la troncature nDEK = 7 identifiée comme efficace en 2D [PAS 11] est reprise. Une
méthode pour obtenir le gradient de déplacements correspondant a également été
présentée à la section 2.1.2.

À partir de cette approximation du champ de déplacements comme une somme de
fonctions, la solution approchée sur l’espace vectoriel engendré par ces fonctions peut
être obtenue par une méthode de Galerkin (introduite Section 1.1.4.2). Introduisons
comme précédemment une fonction de forme générique Gk(r, θ, s) telle que

uhW+(r, θ, s) =
Ns∑
k=1

[
nDEK∑
n=0

∑
i=I,II,III

binkr
n/2gni (θ) + b′kr sin(θ)es

]
ϕk(s)

=

Ns(3nDEK+1)∑
k=1

bkGk(r, θ, s).

(2.29)

Un vecteur de déplacements généralisés UW est également défini, avec le même
agencement que Gk, UWk = bk ∀k ∈ J1;Ns · nDEK · 3K. Cette fonction de forme
générique et le vecteur de déplacements généralisés permettent également d’écrire
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Approche monogrille

front de fissure

noeud du front

limite des
éléments (en s)

(a) Maillage du patch.

φs(s)

si sfsi+1
(b) Fonctions de forme 1D éléments fi-
nis le long du patch (ordre un).

Figure 2.4 – Exemple de décomposition du patch en éléments finis d’ordre un selon
l’abscisse curviligne s dans le cas 3D. Quatre éléments sont représentés le long du
front.

un autre terme du problème (2.23)∫
ΩW

∇suW : C : ∇svWdV −→KWUW

avec KWkj =

∫
ΩX

∇sGk : C :∇sGj dV ∀(j, k) ∈ J1;Ns · nDEK · 3K2

(2.30)

Une discrétisation éléments finis est utilisée le long de l’abscisse curviligne. Une
approximation des coefficients de la série de Williams est donc identifiée en chaque
nœud. Comme représenté pour quatre éléments sur la Figure 2.4a, ces coefficients
ont comme zone d’influence le support de la fonction de forme du nœud auquel ils
sont associés. L’évolution de ces coefficients est directement calculée, par exemple
pour les facteurs d’intensité des contraintes (relation (1.28) dans l’expression (2.4))

Ki(s)√
2π

=
Ns∑
s=1

bi1sϕk(s). (2.31)

Sauf mention contraire, par la suite, des éléments d’ordre un seront utilisés. Ils
permettent d’assurer la continuité de l’évolution des coefficients asymptotiques. Les
fonctions de forme associées à ces éléments sont représentées Figure 2.4b pour les
quatre éléments de la Figure 2.4a. On peut remarquer que lorsque le front n’atteint
pas la surface libre en formant un angle droit, une partie du patch se retrouve à
l’extérieur des éléments. Elle est ramenée dans l’élément en étendant leurs fonctions
de forme pour conserver la partition de l’unité.

Comme introduit par Xiao et Karihaloo [XIA 03], la différence d’ordre en rn/2

introduit un facteur d’échelle entre les différents ordres de la série avec la taille
du patch rW . Si rien n’est fait, les termes associés aux différents ordres auront des
valeurs très différentes et la matrice de rigidité du patch sera mal conditionnée. Le
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2. Extraction directe des facteurs d’intensité des contraintes en 3D

rayon r des séries de Williams est donc adimensionné par la taille caractéristique du
patch rW . L’opération inverse est effectuée sur les coefficients bink identifiés.

Comme pour les éléments finis, la question de l’intégration numérique se pose
pour évaluer la matrice de rigidité. Les champs sont continus mais complexes.
Comme en deux dimensions, nous choisissons d’utiliser les points de Gauss du
maillage éléments finis étendus qui a été désactivé pour laisser place au patch.
Un découpage en sous éléments conformes à la fissure permettrait d’améliorer la
précision mais il n’a pour le moment pas été implémenté dans notre code de
démonstration. Les fonctions de la série de Williams sont complexes (un schéma
de Gauss d’ordre 5 était utilisé en 2D [PAS 11]). En 3D, ces fonctions sont associées
aux fonctions de forme d’ordre un, augmentant leur complexité. Lorsqu’il n’y a pas
de précision contraire, une intégration de Gausse d’ordre 8 par élément est retenue.

2.2.5 Raccord entre les deux domaines

Le raccord en moyenne utilisé pour assurer la continuité des déplacements entre
le patch analytique et le domaine X-FEM est fait par l’intermédiaire d’un troisième
champ λ (voir équation (2.21)). Pour la résolution approchée du système il faut
définir un espace de recherche de dimension finie pour ce champ. Comme pour les
deux domaines, nous choisirons de l’écrire sous la forme

λh(x) =

Nl∑
k=1

λkLk(x). (2.32)

Un vecteur de multiplicateurs de Lagrange généralisés Λ est également défini tel
que Λk = λk, ∀k ∈ J1;NlK. Cette définition permet d’écrire les derniers membres du
problème (2.23) sous la forme matricielle∫

ΓW

µ (uW − uX) dS −→ CWUW +CXUWX

∫
ΓW

λ (vW − vX) dS −→ CWΛ +CXΛ

avec CWkj = −
∫

ΓW

LkGj dS ∀(j, k) ∈ J1;Ns · nDEK · 3K× J1;NlK (2.33)

et CXkj =

∫
ΓW

Lkϕ
g
j dS ∀(j, k) ∈ J1;N +NdK× J1;NlK (2.34)

2.2.5.1 Choix de l’espace des multiplicateurs de Lagrange

Il faut maintenant choisir une discrétisation pour le champ λh(x). Il doit être
défini sur l’interface ΓW . Les deux choix les plus faciles à mettre en œuvre sont
d’utiliser les discrétisations déjà disponibles
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Approche monogrille

1. Utiliser le champ de déplacements éléments finis du domaine ΩX

Nl = N +Nd, Lk(x) = ϕgk(x), ∀k ∈ J1;NlK. (2.35)

2. Utiliser le champ de déplacements analytique du patch ΩW

Nl = Ns · nDEK · 3, Lk(x) = Gk(x), ∀k ∈ J1;NlK. (2.36)

Le choix 1 est équivalent à utiliser une discrétisation éléments finis 2D en utili-
sant les faces de l’interface comme éléments. Cette approche permet de définir une
méthode d’intégration sur ΓW : il est possible d’appliquer directement une méthode
de Gauss. On associe des points de Gauss et les poids correspondants à chacun des
éléments 2D et l’intégration est réalisée sur chacun de ces éléments. C’est la méthode
que nous avons retenue pour l’intégration, avec une quadrature de Gauss d’ordre
8 également. Bien que les variations des fonctions considérées soient plus faibles
puisque la frontière est plus loin du front, un ordre 8 est considéré car l’intégration
est surfacique. Son impact en temps de calcul est faible par rapport au coût de calcul
total.

Nous avons constaté à partir de l’équation (2.23) que les multiplicateurs de La-
grange sont homogènes à un champ de forces. Il peut alors être intéressant que la
discrétisation choisi soit identique à la discrétisation des contraintes d’un des champs
d’interface. C’est la raison qui a amené Passieux et al. [PAS 11] à considérer un
troisième choix pour l’espace des multiplicateurs de Lagrange

3. Utiliser le champ de contraintes du patch ΩW

Nl = Ns · nDEK · 3, Lk(x) = C∇sGk, ∀k ∈ J1;NlK. (2.37)

En deux dimensions ce choix consiste à discrétiser les multiplicateurs de Lagrange
avec une troncature de la série de Williams en contraintes de l’équation (1.18). Un
problème existe donc pour les termes correspondant aux déplacements de corps rigide
qui sont à contraintes nulles. Aussi, pour ces termes, Passieux et al. [PAS 11] ont
proposé de considérer non plus les contraintes mais directement les déplacements de
corps rigides. En trois dimensions, le problème ne se pose pas : aucune fonction Gk

ne correspond à des contraintes nulles.
Ces trois discrétisations des multiplicateurs de Lagrange sont considérées. Dans

les exemples présentés par la suite, le champ de déplacements analytique du patch,
choix 2, est utilisé lorsque le contraire n’est pas précisé. Ce choix donne de bons
résultats. Il est simple à mettre en œuvre, et il permet de simplifier l’introduction
du patch dans l’algorithme multigrilles localisées comme précisé à la Section 2.3.4.

2.2.5.2 Condition sur les multiplicateurs de Lagrange

Pour assurer la coercivité d’une formulation mixte, l’espace dual choisi doit
vérifier la condition dite LBB (Ladizenskäıa-Babuška-Brezzi [BAB 73, FOR 91]) ou
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2. Extraction directe des facteurs d’intensité des contraintes en 3D

condition inf — sup par rapport aux champs de déplacement. Si cette condition n’est
pas vérifiée, des oscillations numériques vont apparâıtre au niveau de l’interface.

Il s’agit d’une condition sur les espaces de discrétisation. En pratique, lorsque l’es-
pace dual est trop riche par rapport aux espaces de discrétisation des déplacements
la condition risque de ne pas être vérifiée. Il existe donc deux approches [SIA 11]
pour corriger ce problème : diminuer l’espace d’approximation des multiplicateurs
ou augmenter celui des déplacements.

2.2.6 Approche matricielle et résolution

À partir des notations matricielles introduites précédemment, la résolution ap-
prochée du problème (2.23) consiste à résoudre système linéaire suivant KX 0 −CT

X

0 KW −CT
W

−CX −CW 0

UX

UW

Λ

 =

F0
0

 , (2.38)

La matrice de ce système linéaire n’est pas définie positive (zéros sur la diagonale à
cause des multiplicateurs de Lagrange).

Une méthode de pivot de Gauss par blocs peut être mis en œuvre pour modifier
la matrice à résoudre et obtenir une matrice définie positive. L’équation (2.38) est
réécrite [

KXW −CT
XW

−CXW 0

](
UXW

Λ

)
=

(
F0

0

)
, (2.39)

avec KXW =

[
KX 0
0 KW

]
,CXW =

[
CX CW

]
,UXW =

[
UX

UW

]
et F0 =

[
F
0

]
Si KXW est inversible, dans notre cas si les mouvement de corps rigides des

deux domaines sont bloqués (par substitution par exemple), la première ligne du
système (2.39) peut être réécrite

UXW = K−1
XW

(
F0 +CT

XWΛ
)

(2.40)

La deuxième partie du système (2.39) nous donne

CXWK
−1
XWC

T
XW︸ ︷︷ ︸

complément de Schur S

Λ = −CXWK
−1
XWF0 (2.41)

On réécrit alors (2.38) avec une matrice définie positive[
KXW −CT

XW

0 CXWK
−1
XWC

T
XW

](
UXW

Λ

)
=

(
F0

−CXWK
−1
XWF0

)
. (2.42)

La difficulté est néanmoins de calculer CXWK
−1
XWC

T
XW et CXWK

−1
XWF0. Cette

opération est réalisée en résolvant un système linéaire et en calculant

Trouver Y tel que KXWY = CT
XW −→ CXWK

−1
XWC

T
XW = CXWY , (2.43)

Trouver Z tel que KXWZ = F0 −→ CXWK
−1
XW = F0CXWZ. (2.44)
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DEK-FEM dans un contexte multigrilles

Dans le cas général, cette méthode pose néanmoins un certain nombre de
problèmes. Il faut annuler les déplacements de corps rigide du domaine analytique
qui ne sont pas bloqués. En effet, on s’est assuré qu’aucun déplacement n’était im-
posé sur ce domaine. De plus, annuler ces mouvements dans les éléments de symétries
du problème n’est pas toujours possible pour le domaine analytique. Enfin, il faut
résoudre deux systèmes linéaires supplémentaires.

La méthode QMR [FRE 91] préconditionnée, une variante de GMRES pour des
systèmes non définis positifs, est donc préférée. Son taux de convergence est parfois
faible, mais ce point ne fait qu’augmenter le temps de calcul et pas la mémoire
utilisée. Dans les nombreux cas testés elle donne satisfaction, et c’est elle qui est
utilisée quand le système est de grande dimension.

2.3 DEK-FEM dans un contexte multigrilles

La discrétisation de structures fissurées en 3D est un problème complexe qui
peut nécessiter un très grand nombre d’inconnues. De plus, en trois dimensions,
une fissure peut avoir une géométrie complexe. Ses lèvres sont des surfaces parfois
courbes et la prise en compte de la courbure de son front nécessite une discrétisation
très fine. Dans une structure industrielle, on s’intéresse fréquemment à de petites
fissures (par rapport à la taille de la structure). Au niveau du front de ces fissures,
les champs mécaniques sont singuliers et donc très localisés. Trois échelles, illustrées
Figure 2.5 cohabitent donc : celle de la structure, celle de la fissure et celle de la
singularité. La méthode numérique de simulation de ce problème doit donc pouvoir
faire cohabiter ces différentes échelles.

échelle de la structure échelle de la fissure échelle de la singularité

Figure 2.5 – Représentation des trois échelles d’une structure fissurée.
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2. Extraction directe des facteurs d’intensité des contraintes en 3D

2.3.1 Raffinement local et méthodes multi-échelles

En général, une simulation avec la méthode FEM nécessite un raffinement lo-
calisé important autour du front pour obtenir une bonne précision sur les champs
mécaniques en pointe de fissure et donc sur les facteurs d’intensité des contraintes. La
méthode X-FEM améliore la précision mais nécessite quand même un certain raffine-
ment au niveau du front pour s’adapter à l’échelle de la singularité. En trois dimen-
sions, un raffinement local génère un nombre de degrés de liberté supplémentaires
important et n’est pas une opération triviale. Pour surmonter ces difficultés des
méthodes multi-échelles sont mises en œuvre.

Une première famille de méthode consiste à superposer un modèle micro au
modèle macroscopique aux endroits où des phénomènes locaux doivent être pris
en compte. On peut citer par exemple la formulation variationnelle multi-échelles
proposée par Hughes [HUG 95]. Pour ce type d’approche, la difficulté est le transfert
des informations entre les deux modèles. Ce transfert peut par exemple se faire avec
le couplage en énergie de la méthode Arlequin [DHI 05] (utilisée pour la HAX-
FEM, voir Partie 1.2.5.2). Comme pour la DEK-FEM, les deux modèles peuvent
également être séparés en deux (ou plus) domaines distincts et couplés sur leur
interface [GUI 07] au sens faible. Un point clef de ces approches est la méthode de
couplage entre les deux échelles qui les fait communiquer. En dynamique, il faut être
vigilant pour que l’énergie associée à des longueurs d’ondes incompatibles aux deux
domaines soit correctement transmise et conservée [RAM 13].

Lorsque la microstructure se répète, il peut être intéressant d’en homogénéiser
le comportement afin de pouvoir faire le calcul à l’échelle macroscopique [NEM 99].
Ce type d’approche est difficile à étendre aux cas non-linéaires, mais la méthode
FE2 proposé par Feyel et Chaboche [FEY 00] traite le comportement à l’échelle
microscopique et l’équilibre des contraintes homogénéisées à l’échelle macroscopique.
Ces principes d’homogénéisation ont également été utilisés dans le contexte de la
partition de l’unité [FIS 05].

Lorsque les différentes échelles peuvent êtres couplées avec le même modèle, il est
possible de simplement raffiner le maillage localement. Ces techniques de remaillage
sont souvent automatisées à partir d’une estimation de l’erreur commise [HUE 99].
Il existe trois méthodes principales qui sont parfois couplées entre elles :

1. h-adaptivity qui consiste à rajouter des éléments et à diminuer leur taille h,

2. p-adaptivity qui consiste simplement à ajouter des nœuds pour augmenter
l’ordre d’interpolation p des éléments,

3. r-adaptivity qui consiste à déplacer les nœuds des éléments sans modifier le
nombre de degrés de liberté.

Cependant, la modification du maillage, notamment en trois dimensions n’est pas
triviale. De plus, ces méthodes font augmenter le nombre de degrés de liberté pour
atteindre la précision voulue. Une méthode multigrilles localisées [CAV 05, BIB 13]
permet d’avoir un indicateur d’erreur naturel, de raffiner la discrétisation facile-
ment et de résoudre un système à grand nombre de degrés de liberté de façon
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DEK-FEM dans un contexte multigrilles

quasi-optimale. Cette méthode a été étendue à des grilles X-FEM par Ran-
nou et al. [RAN 09]. La méthode multigrilles peut également être couplée avec
la décomposition de domaine lorsque la différence d’échelle existe en espace comme
en temps [GRA 03].

2.3.2 Présentation des méthodes multigrilles

La résolution d’un système linéaire à un grand nombre n d’inconnues est un
problème coûteux. La méthode näıve du pivot de Gauss a une complexité en O(n3).
Cette complexité est nettement plus faible pour des algorithmes itératifs comme le
gradient conjugué préconditionné qui est en O(n3/2). Les solveurs multigrilles offrent
une alternative prometteuse puisque leur complexité pour des maillages structurés
est en O(n log n) [BRA 77, VEN 00]. C’est cette complexité compétitive qui fait la
force de ces approches. Cette méthode a été initialement développée pour des algo-
rithmes différences finies en mécanique des fluides. Elle s’appuie sur la propriété de
lissage des solveurs itératifs. Pour un maillage donné, les premières itérations ap-
prochent bien les modes locaux tandis qu’il faudra beaucoup d’itérations pour lisser
la solution et donc approcher les modes globaux (qui impactent toute la structure).
L’idée des multigrilles est de calculer ces modes globaux sur des maillages (grilles)
plus grossiers, pour lesquels une itération est nettement moins coûteuse (moins de
degrés de liberté).

La méthode consiste à générer une hiérarchie de grilles (illustrée Figure 2.6)
puis à résoudre par itérations entre les grilles successives. L’initialisation consiste à
résoudre le problème grossier (peu coûteux), puis projeter les déplacements sur les
grilles plus fines. Une itération du solveur multigrilles, représentée schématiquement
sur la Figure 2.6, commence par quelques itérations du solveur itératif sur la grille
fine, dont le résidu est restreint à la grille supérieure et récursivement jusqu’à la
grille grossière. Ensuite, une correction des déplacements est calculée sur la grille
grossière puis projetée sur les grilles fines. Quelques itérations du solveur itératif
sont calculées sur cette grille avec ce résidu comme second membre et récursivement
jusqu’à la grille grossière. Elles sont répétées jusqu’à convergence et permettent de
réduire le nombre d’itérations du solveur sur la grille fine (par comparaison à une
résolution itérative sur la grille fine).

Bai et Brandt [BAI 87] ont étendu ce concept à l’utilisation de grilles loca-
lisées. Ce résultat est particulièrement intéressant puisqu’il permet de faire cohabiter
plusieurs échelles. La localisation permet de raffiner la discrétisation aux endroits
nécessaires (voir Figure 2.7 pour un exemple dans la cadre de la fissuration). Pour
la génération des grilles, plusieurs approches sont possibles. Une première consiste
à générer des grilles plus grossières à partir de la discrétisation cible pour réduire le
temps de calcul. Une seconde approche démarre avec un maillage grossier (à l’échelle
macroscopique) et des grilles localisées sont ajoutées pour atteindre l’échelle micro-
scopique. Un facteur 2 entre deux grilles successives est considérée comme opti-
mal [RAN 08]. Ce facteur rend l’ajout des grilles et donc le raffinement très simple
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2. Extraction directe des facteurs d’intensité des contraintes en 3D

grille fine

grille intermédiaire

grille grossière

résidu

déplacement

Figure 2.6 – Illustration d’une itération entre les grilles pour une méthode multi-
grilles totale à 3 grilles.

modèle 
équivalent ℳ1

ℳ2
ℳ3

ℳ4

Figure 2.7 – Exemple de grilles localisées (ng = 4) en pointe de fissure en trois
dimensions.

puisqu’il consiste à découper des éléments en deux dans chaque direction (ou inver-
sement à les réunir). Raffiner un maillage localement est donc une opération triviale,
d’autant qu’il simplifie la génération des opérateurs de transfert entre les grilles.

À convergence les deux grilles les plus fines fournissent un indicateur d’er-
reur de discrétisation, et permettent donc de savoir où ajouter des grilles fines
supplémentaires. À partir de cet indicateur, des méthodes de raffinement auto-
matique [CAV 05, BIB 13] avec contrôle de la précision ont été développées. Ces
méthodes tirent leur efficacité de la facilité du raffinement et de l’efficacité du sol-
veur. Les méthodes multigrilles ont également été étendues aux cas non-linéaires
FAS (Full Approximation Scheme [BRA 77]), où les grilles grossières traitent les
déplacements totaux et non plus une correction. Le traitement de non-linéarités
matérielles, avec variable interne, est plus compliqué notamment pour le transfert
de ces variables entre les grilles [KAC 93, RAN 08, BIO 10].

2.3.3 Méthode X-FEM multigrilles localisées

Par la suite, nous utilisons la méthode multigrilles localisées avec des grilles X-
FEM developpée par Rannou et al. [RAN 09, RAN 08] ; elle est donc présentée
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DEK-FEM dans un contexte multigrilles

ci-dessous dans sa formulation élastique linéaire. La localisation des grilles permet
de coupler l’échelle de la structure, l’échelle de la fissure et l’échelle de la singularité.
Dans un premier temps, l’algorithme de résolution est donné. Son fonctionnement
est ensuite présenté avec ses propriétés. Enfin la manière dont sont calculés les
opérateurs de changement d’échelle est détaillée pour une simulation X-FEM.

2.3.3.1 Algorithme multigrilles localisées

L’algorithme multigrilles utilisé repose sur une hiérarchie de ng grilles. Un indice
g est donné à chacune de ces grilles, et aux quantités qui y sont définies. La grille
la plus grossière est référencée comme la première g = 1, et plus l’indice augmente
plus la finesse des grilles augmente jusqu’à la plus fine ng.

Les grilles étant localisées, il existe une zone de recouvrement et une zone sans
recouvrement. Pour une grille g donnée, nous nous intéressons à la zone où un grille
plus fine existe. Nous définissons la quantité BQg de cette grille g à partir de Qg

mais avec des valeurs nulles où aucune grille plus fine n’existe. Cette quantité a donc
la même dimension que Qg mais a une valeur non nulle uniquement là où une grille
plus fine existe. Pour cette grille g, nous définissons également Γg comme la frontière
de la grille plus fine g à l’intérieur du domaine de la grille grossière g − 1.

Algorithme multigrilles localisées

1. Initialisation du Λ cycle

— Grille la plus grossière : K1 U
0
1 = F1, g = 2

— Initialisation d’un compteur de sous-cycles : ∀g ∈]1..n− g[ cg = 1

1.1. Transfert des déplacements vers la grille plus fine

U−1/2
g = Pg U

0
g−1

1.2. Relaxation de ces déplacements projetés
Calcul de U 0

g par ν2 itérations de gradient conjugué à partir de U
−1/2
g ,

KgU
0
g = Fg, sous la condition U 0

g |Γg= PgU
0
g−1 |Γg

1.3. Si g 6= ng : retourner à 1.1. avec g = g + 1

2. Relaxation de la grille fine νf − ν2 itérations de gradient conjugué

KgU
i+1/4
ng = Fng , sous la condition U i+1/4

ng |Γng = PngU
i
ng−1 |Γng

(2.45)

3. V cycles multigrilles i+ 1

3.1. Résolutions sur les grilles fines

— g = g − 1
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2. Extraction directe des facteurs d’intensité des contraintes en 3D

— Calcul des forces de transfert venant des grilles fines :

Bi
Ug = P T

g

[(
Kg+1 − BKg+1

)
U i
g+1 +Bi

Ug+1

]
(2.46)

— Relaxations : ν1 itérations de gradient conjugué{
KgU

i+1/4
g = Fg −Bi

Ug
+ BKgU

i
g

sous la condition U
i+1/4
g |Γg = PgU

i
g−1 |Γg

(2.47)

— Si g > 1 retour à 3.1.

3.2. Résolution directe sur la grille grossière

— Test de convergence : si max
g

‖U i
g−U

i−1
g ‖E

‖U i
1‖E

< ε STOP,

‖Ug‖E est la norme énergétique telle que ‖Ug‖E = UT
g KgUg.

— Résolution directe du système grossier :

K1U
i+1
1 = F1 −Bi

U1
+ BK1U

i
1 (2.48)

— g = g + 1

3.3. Projection des déplacements des grilles grossières sur les fines (avec re-
laxations)

— Transfert des déplacements grossiers vers la grille plus fine

U i+1/2
g = U i

g + Pg
(
U i+1
g−1 −U i

g−1

)︸ ︷︷ ︸
∆U i+1

g−1

(2.49)

— Calcul de U i+1
g : ν2 itérations de gradient conjugué à partir de U

i+1/2
g ,{

KgU
i+1
g = Fg −Bi

Ug
+ BKgU

i+1/2
g

sous la condition U i+1
g |Γg = PgU

i+1
g−1 |Γg

(2.47)

— Si g = ng : retour à 2

— Si cg = γ : cg = 1 et g = g + 1 puis retour à 3.3.

— Sinon : cg = cg + 1 et g = g + 1 puis retour à 3.1.

Cet algorithme est basé sur des itérations (exposant i) entre les grilles pour obte-
nir le champ de déplacement. Pour deux niveaux et donc pour ng récursivement, il a
été justifié par une formulation variationnelle multi-échelles par Rannou [RAN 08].
Dans un premier temps, les quantités sont initialisées pour permettre de lancer l’algo-
rithme. L’initialisation commence par la résolution de la grille la plus grossière pour
obtenir une approximation des déplacements. Ces déplacements sont ensuite projetés
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DEK-FEM dans un contexte multigrilles

vers la grille inférieure (restriction) où quelques itérations de gradient conjuguée
sont réalisées. Ces itérations permettent de corriger l’approximation grossière avec
des modes à longueur de variation plus courte. Elles ont lieu sous la contrainte
que les déplacements de la frontière de la grille considérée soit compatible avec les
déplacements de la grille supérieure. Cette contrainte est facilement définie puisque
les grilles sont hiérarchiques (Section 2.3.3.2). Ces conditions sont imposées par sub-
stitution [RAN 08]. L’opération est réalisée jusqu’à la grille la plus fine. Pour des
schémas multigrilles où le recouvrement est total, l’initialisation sur la grille la plus
grossière permet de diminuer le temps de calcul [VEN 00].

Les itérations s’arrêtent lorsqu’un nouveau cycle multigrilles n’apporte qu’une
modification mineure de la solution calculée. L’indicateur d’erreur utilisé est un
indicateur de stagnation de l’énergie de déformation εE entre deux cycles i et i− 1

εiEg =

∫
Ω

∆σg : ∆εg∫
Ω
σ1 : ε1

=
∆U i

gKg∆U
i
g

ui1K1ui1
. (2.50)

Où ∆εg (respectivement ∆σg) représente l’incrément de déformations (respective-
ment de contraintes) entre deux cycles multigrilles i et i−1. Cet indicateur peut être
calculé pour toutes les grilles. Un indicateur directement basé sur les déplacements
calculés peut également être utilisé

εug =
meanddl|U i

g − U i−1
g |

maxddl |U1|
. (2.51)

Une fois initialisé, le cycle multigrilles peut commencer. Il est composé de deux
grandes étapes :

— fin→gros : la solution sur la grille fine g est restreinte sur la grille grossière g − 1
sous la forme d’un résidu, puis quelques (ν1) itérations de gradient conjugué
sont effectuées sur la grille grossière g − 1 (opérations 3.1. de l’algorithme).
Ces itérations corrigent les déplacements avec les informations de la grille la
plus fine ;

— gros→fin : la correction ∆Ug−1 apportée par la grille grossière g − 1 est pro-
jetée sur la grille fine g, puis quelques (ν2) itérations de gradient conjugué sont
effectuées sur la grille fine g (opérations 3.3. de l’algorithme). Ces itérations sur
la discrétisation plus fine corrigent les déplacements issus de la grille grossière.

Pour l’étape fin→gros, la grandeur qui est transférée entre les deux grilles Bi
Ug

est
homogène à un effort. Elle agit comme un second membre de la grille grossière.
Réécrivons le membre de droite de l’équation 2.47 pour deux grilles

Fg − P T
g

[
Kg+1U

i
g+1

]
+ BKgU

i
g, (2.52)

sur la zone de recouvrement, il s’apparente à un résidu.
Ces deux étapes reposent sur le transfert de quantités entre des grilles différentes.

Pour cela des opérateurs de transfert sont construits comme détaillé à la Sec-
tion 2.3.3.2. Les déplacements de la grille grossière Ug−1 sont prolongés sur la grille
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2. Extraction directe des facteurs d’intensité des contraintes en 3D

grille fine ng

ng − 1

2

grille grossière 1

νf

ν1

ν1

νg

ν2

ν2

νf

ν1

ν1

νg

ν2

ν2

νf

valeurs i valeurs i+ 1

Figure 2.8 – Représentation d’un cycle multigrilles pour ng grilles avec γ = 1 (une
seule répétition du cycle multigrilles par niveau).

fine Ug avec l’opérateur Pg (prolongement) qui permet d’écrire Ug = Pg Ug−1. Dans
l’autre sens, de efforts sont transmis, ces efforts sont restreints de la grille fine à la
grille grossière par un opérateur de restriction Rg. Pour permettre de conserver le
travail des efforts intérieurs, l’opérateur utilisé est tel que Rg = P T

g [RAN 08].

Un point clef du solveur multigrilles est l’enchâınement de la résolution entre les
grilles fines et grossières. La méthode retenue (illustrée sur la Figure 2.8 pour ng
grilles) consiste à faire quelques (ν1) itérations sur chacune des grilles fines jusqu’à
la grille la plus grossière. Puis ν2 itérations sont effectuées sur les grilles grossières
jusqu’à la grille la plus fine. Une alternative peut être de faire des sous cycles sans
aller à chaque fois jusqu’à la grille grossière. Des cycles intermédiaires peuvent être
réalisés en ajustant le paramètre γ de l’algorithme ci-dessus. Le choix fait ici est de
balayer à chaque cycle toutes les grilles γ = 1.

Les autres paramètres du solveur à ajuster sont le nombre d’itérations ν1 et ν2

du solveur gradient conjugué préconditionné lors de l’étape fin→gros et gros→fin
respectivement. Ces paramètres sont à optimiser selon la nature du problème à
résoudre pour rendre le solveur le plus efficace possible. Il s’agit d’un compromis
entre la précision des corrections apportées et le coût de calcul d’un cycle. Les
itérations du cycle multigrilles visent à faire converger le champ de déplacements
calculé et le champ d’efforts qui transitent entre les grilles. La grille grossière permet
de calculer précisément les modes de grande longueur de variation qui nécessiteraient
beaucoup d’itérations sur les grilles fines. Tant que ces modes ne sont pas bien
évalués, l’algorithme ne peut converger c’est pourquoi nous choisissons de résoudre
exactement la grille la plus grossière [RAN 08]. Si cette résolution exacte est trop
coûteuse, il est possible de simplement ajouter une grille plus grossière. De même la
question du nombre d’itérations à réaliser sur la grille la plus fine se pose, doit-on
effectuer à la fois les ν1 et ν2 itérations ? Nous choisissons de définir un nombre νf
d’itérations sur cette grille, éventuellement différent de ν1 + ν2.
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DEK-FEM dans un contexte multigrilles

Lorsque les grilles ne sont pas localisées, la grille la plus fine est de loin la grille
qui a le plus de degrés de liberté. Les opérations y sont donc plus chères en nombre
de calcul et en mémoire utilisée. Les grilles localisées permettent au contraire d’avoir
un nombre plus homogène de degrés de liberté entre les grilles (tout en garantissant
un niveau de précision donné). À convergence, le champ de déplacements calculé et
donc la précision de la discrétisation est celui de la grille la plus fine de l’endroit
considéré.

D’un point de vue général, les méthodes multigrilles permettent de prendre en
compte plusieurs échelles. Rannou et al. [RAN 09] ont montré que cette méthode
permettait de prendre en compte une fissure très petite à l’échelle de la structure.
Lorsque les éléments grossiers qui représentent toute la structure sont trop grands
pour prendre en compte la fissure, l’enrichissement des éléments fins uniquement
est suffisant. À partir de ce résultat, Passieux et al. [PAS 13] ont proposé une
méthode de calcul non intrusif permettant de prendre en compte une fissure dans
un calcul standard. Pour une structure simulée avec un logiciel de calcul éléments
finis classique, la méthode permet de prendre en compte une fissure comme si une
simulation X-FEM était réalisée. Les déplacements de la simulation éléments finis
classique sont transmis à un code multigrilles permettant de prendre en compte la
fissure qui ne renvoie à cette simulation que des efforts qui apparaissent simplement
comme des efforts au second membre.

2.3.3.2 Les opérateurs de changement d’échelle

Le problème est résolu sur un ensemble de maillages, dans un cycle multigrilles
passant de grilles fines g à des grilles grossières g− 1 et inversement. Les opérateurs
de prolongement Pg et de restriction Rg entre ces grilles sont définis comme suit{

Ug = PgUg−1,
BKg−1Ug−1 = RgKgUg.

(2.53)

Dans cette équation, KgUg sont les forces internes associées au maillage fin, et
BKg−1Ug−1 les forces internes associées au maillage grossier où une grille plus fine
existe.

Un facteur deux a été choisi entre les grilles, les espaces UEFg définis par les
éléments finis sur ces grilles sont donc imbriqués c’est-à-dire

UEFg−1 ⊂ UEFg , ∀g ∈K1, ngK. (2.54)

Cette propriété permet de projeter facilement un champ de déplacements du maillage
grossier sur le maillage fin. Le degré de liberté j du maillage fin Ugj est simplement
mis à la valeur de déplacement grossier ug−1 · ej dans la direction j de la fonction
de forme du maillage fin, au nœud du maillage fin correspondant xj

Ugj = ug−1(xj) · ej, ∀j ∈ Ng, (2.55)
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2. Extraction directe des facteurs d’intensité des contraintes en 3D

u

x

x
err

champ grossier

champ fin (approche nodale)

champ fin (approche en moyenne)

Figure 2.9 – Exemple de projection d’un maillage grossier vers un maillage fin pour
un déplacement unidimensionnel. Deux méthodes sont comparées, une approche
nodale et une méthode de projection en moyenne. La partie supérieure représente
les déplacements, la partie inférieure, l’erreur par rapport au champ grossier.

oùNg est l’ensemble des indices des fonctions de forme du maillage g. La construction
de l’opérateur de prolongement Pg, des déplacements de la grille grossière g−1 vers
la grille fine g, est donc très simple

Pgjk = Ug−1kϕg−1k(xj) · ej, ∀(j, k) ∈ Ng ×Ng−1, (2.56)

où ϕg−1k est la kième fonction de forme du maillage grossier. Ces fonctions de
forme ayant un support retreint, la matrice Pg est rectangulaire creuse. Elle
peut être évaluée au niveau élémentaire. Lorsque les grilles ne sont pas im-
briquées (équation (2.54)), cette approche nodale n’est plus exacte, voir Figure 2.9.
L’opération de projection peut alors être réalisée plus précisément [DUR 06] avec
une projection en moyenne comme présentée à l’équation (1.109).

Il est intéressant que le changement de grille soit conservatif, c’est-à-dire que les
opérateurs de changement d’échelle laissent invariant le travail des efforts intérieurs
sur la zone de projection

UT
g−1

BKg−1Ug−1 = UT
g KgUg ∀(Ug,Ug−1) (2.57)

UT
g−1RgKgUg = UT

g−1P
T
g KgUg ∀(Ug,Ug−1)

⇓
Rg = P T

g (2.58)

l’opérateur de restrictionRg est donc obtenu à partir de l’opérateur de prolongement.
Dans le cadre des éléments finis étendus, la construction des opérateurs de chan-

gement d’échelle n’est plus si simple [RAN 07, RAN 09]. En effet, il faut transférer
les degrés de liberté standards et les degrés de liberté d’enrichissement qui partagent
les mêmes supports. La relation d’inclusion des espaces (2.54) n’est plus vérifiée pour
une méthode X-FEM standard. Il existe un certain nombre de nœuds d’abscisse xj
du maillage fin, où les enrichissements fins sont incompatibles avec ceux du maillage
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DEK-FEM dans un contexte multigrilles

grossier. C’est-à-dire qu’en ce nœud les enrichissements appliqués sur la grille fine
sont différents de ceux de la grille grossière.

Les maillages n’étant plus compatibles, une approximation est nécessaire pour
l’opération de transfert entre les grilles. Une méthode classique consiste à déterminer
ces opérateurs à partir d’une approche en moyenne (confère équation (1.109)). Cette
approche nécessite une intégration sur le domaine défini par la grille fine, l’assem-
blage de matrices de projection et leur inversion. Si les maillages sont imbriqués,
l’opération peut être faite au niveau élémentaire mais l’intégration des fonctions
singulières reste néanmoins complexe. Rannou et al. [RAN 07, RAN 09] ont pro-
posé une extension de l’approche nodale précédente donnant des résultats aussi bons
que l’approche en moyenne.

Cette méthode consiste à identifier indépendamment, les degrés de liberté
éléments finis standards, l’enrichissement discontinu et les enrichissements singu-
liers. Pour le maillage fin g, réunissons les degrés de liberté en chacun des nœuds xj
dans toutes les directions pour introduire cette méthode

ug(xj) = ugj +

{
ugcjH(xj) enrichissement discontinu,∑4

k=1 ug
k
e j
Sk(xj) enrichissement singulier.

(2.59)

Où ugj sont les degrés de liberté éléments finis du nœud j dans la direction associée,
ugcj sont les degrés de liberté des enrichissements discontinus du nœud j dans la

direction associée, et ug
k
e j

les degrés de liberté des enrichissements singuliers k du
nœud j dans la direction associée.

La méthode est présentée au cas par cas à partir de la nature des degrés de
liberté du nœud fin considéré, puis en fonction de leur position dans le support des
fonctions de forme du maillage grossier.

— Nœud fin standard

— Dans le support de fonctions de forme standards uniquement : situation
FEM de l’équation (2.55)

— Dans le support de fonctions de forme enrichies : non compatible, on
approche les déplacements grossiers enrichis avec les éléments finis fins
aux nœuds fins (équation (2.55))

— Nœud fin enrichi par la discontinuité

— Dans le support de fonctions de forme enrichies par la discontinuité :
identification terme à terme des degrés de liberté éléments finis ugj et
des discontinus ugcj

ugj =
∑

k∈Ng−1

ug−1kϕg−1k(xj)

ugcj =
∑

k∈Nd
g−1

ug−1ck
ϕg−1k(xj)

(2.60)
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2. Extraction directe des facteurs d’intensité des contraintes en 3D

— Dans le support de fonctions de forme enrichies avec la singularité et la
discontinuité : non compatible, identification terme à terme des degrés
de liberté éléments finis ugj et des enrichissements fins discontinus ugcj
avec tous les autres enrichissements grossiers

ugj =
∑

k∈Ng−1

ug−1kϕg−1k(xj)

ugcj =

( ∑
k∈Nd

g−1

[
ug−1ck

ϕg−1k(xj)H(xj)

+
4∑
i=1

ug−1
i
ek
ϕg−1k(xj)Sy(xj)

])
/H(xj)

(2.61)

— Nœud fin enrichi avec la singularité

— Dans le support de fonctions de forme enrichies avec la singularité : iden-
tification terme à terme des degrés de liberté éléments finis ugj et des

singuliers ug
k
e j
ugj =

∑
k∈Ng−1

ug−1kϕg−1k(xj)

ug
i
ej

=
∑

k∈Ne
g−1

ug−1
i
ek
ϕg−1k(xj), ∀i ∈ J1, 4K (2.62)

Cette approche nécessite simplement de calculer les fonctions de forme grossières
et d’enrichissement aux nœuds du maillage fin. L’approximation réalisée dans les cas
d’enrichissements fins non conformes avec les enrichissements grossiers est localisée.
Par conséquant, elle est rapidement lissée par les itérations de gradient conjugué sur
la grille fine [RAN 08].

2.3.4 Introduction du patch analytique

Le patch analytique décrit à la Section 2.2.4 est introduit dans l’algorithme
multigrilles. Il permet de traiter l’échelle de la singularité qui est l’échelle la plus
fine. Il est donc introduit au niveau de la grille la plus fine, comme représenté sur la
Figure 2.10, la structure du programme multigrilles X-FEM localisées avec le patch
est développée dans l’Annexe 1. Dans une premier temps, Passieux et al. [PAS 11]
ont considéré le patch comme une grille à part entière, la grille la plus fine. Il faut
alors calculer le raccord intégral pour imposer les déplacements sur sa frontière Γng ,
mais également des opérateurs de changement d’échelle entre le patch et la grille
X-FEM la plus fine ng − 1. Ces opérateurs ne peuvent plus être calculés par une
extrapolation directe, une méthode en moyenne doit être utilisée. De plus cette grille
a un très petit nombre de degrés de liberté. Un solveur direct est donc utilisé pour
la patch analytique.

L’utilisation de cette approche a montré [PAS 11] que la méthode multigrilles
avec le patch comme grille fine convergeait nettement plus lentement que la méthode

104 Clément Roux-Langlois : DEK-FEM 3D, LAMCOS INSA Lyon (2014)

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0112/these.pdf 
© [C. Roux-Langlois], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés
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patch analytique ng
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Figure 2.10 – Représentation d’un cycle multigrilles (ng grilles, γ = 1) avec l’intro-
duction du patch analytique comme une grille supplémentaire et γW = 3 itérations
entre ce patch et la grille ng, comme proposé par Passieux et al. [PAS 11].

multigrilles localisées X-FEM. Afin d’optimiser la vitesse de convergence d’un algo-
rithme mixte comme illustré Figure 2.10, il est nécessaire de faire des itérations
supplémentaires entre la grille fine ng− 1 et le patch. Il s’agit d’un sous cycle multi-
grilles pour le patch. Ce nombre de sous-cycles sera appelé γW . En pratique il a été
constaté pour un exemple donné que γW = 6 · γ est quasi-optimal.

Cette lenteur de convergence lorsque le patch est traité comme une grille de
l’algorithme multigrilles invite à proposer une autre approche. Il est possible de
décomposer la grille la plus fine ng en deux sous domaines comme pour l’approche
monogrille de la Section 2.2. Cette décomposition nécessite également l’utilisation
d’une approche en moyenne pour construire les opérateurs de transfert entre cette
grille et la grille plus grossière ng − 1.

Dans la méthode de décomposition de domaine proposée, représentée Figure 2.2,
les domaines ΩX et ΩW ne communiquent que par l’intermédiaire de leur inter-
face. Le couplage du champ de déplacements X-FEM avec le champ analytique se
fait par l’intermédiaire de multiplicateurs de Lagrange. Dans l’esprit des méthodes
de décomposition de domaine, Passieux et al. [PAS 13] ont proposé de condenser
le domaine analytique sur son interface par l’intermédiaire des multiplicateurs de
Lagrange. Il est ensuite possible de ne résoudre le système que sur les degrés de
liberté du domaine X-FEM. L’algorithme de résolution est alors celui représenté sur
la Figure 2.8, avec une modification de la rigidité de la grille fine.

Le système linéaire de l’approche monogrille (2.38) caractérisant ce problème
peut être séparé en deux parties

Problème grossier : KXUX = F +CT
XΛ

Problème fin :

[
KW −CT

W

−CW 0

](
UW

Λ

)
=

(
0

CXUX

)
(2.63)

Le problème fin n’est pas indépendant du problème grossier. Il reçoit des conditions
aux limites du problème grossier. De son coté, le problème grossier est influencé par
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2. Extraction directe des facteurs d’intensité des contraintes en 3D

le problème fin uniquement par l’intermédiaire des multiplicateurs de Lagrange Λ. Si
le projecteur de Mortar CW est inversible (c’est le cas si on utilise les champs analy-
tiques comme multiplicateurs de Lagrange), le problème fin permet alors d’écrire Λ
sous la forme

Λ = −C−TW KWUW (2.64)

= −C−TW KWC
−1
W︸ ︷︷ ︸

S−1
W

CXUX . (2.65)

Où S−1
W est l’inverse du complément de Schur. Le multiplicateur de Lagrange est donc

écrit à partir des degrés de liberté du domaine X-FEM uniquement. Le problème
grossier de l’équation (2.63) peut donc être résolu indépendamment des degrés de
liberté du problème finKX +CT

X C
−T
W KWC

−1
W CX︸ ︷︷ ︸

LW dans [PAS 13]

UX = F . (2.66)

On remarque que la matrice de rigidité du patch analytique influence néanmoins la
résolution sur le domaine X-FEM.

Dans le cas général où CW est rectangle et donc non inversible, la projection
de uW sur uX est faite au sens des moindres carrés. On cherche à minimiser l’écart
entre ces deux champs de déplacements au sens du produit scalaire suivant

J = (CXUX −CWUW )T . (CXUX −CWUW ) . (2.67)

La fonction J résultante atteint un minimum quand sa dérivée s’annule

∂J

∂UW

= 2
(
CT
WCWUW −CT

WCXUX

)
= 0

⇒ UW =
(
CT
WCW

)−1
CT
WCXUX . (2.68)

Plutôt que l’inverse de CW nous utiliserons
(
CT
WCW

)−1
CT
W . L’équation (2.65), de-

vient alors
Λ = −CW

(
CT
WCW

)−T
KW

(
CT
WCW

)−1
CT
WCXUX . (2.69)

Le problème à résoudre sur les degrés de liberté du domaine X-FEM peut donc
s’écrire comme précédemment[

KX +CT
XCW

(
CT
WCW

)−T
KW

(
CT
WCW

)−1
CT
WCX

]
UX = F . (2.70)

Avec cette condensation, l’introduction du patch dans la grille fine modifie moins
l’algorithme multigrilles. Il conserve la forme de la Figure 2.8. Afin de ne pas
évaluer les déplacements du patch et avoir à construire les opérateurs de change-
ment d’échelle avec une méthode en moyenne, la grille X-FEM est activée sur tout
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DEK-FEM dans un contexte multigrilles

le domaine. La matrice de rigidité Kng de la grille la plus fine avec le patch est
donc la rigidité du domaine X-FEM KX complétée de la matrice de rigidité BKng

X-FEM du domaine du patch analytique pour les éléments désactivés. De même
les déplacements généralisés Ung de la grille la plus fine ng sont ceux du domaine
X-FEM UX complétés par des degrés de liberté X-FEM BUng associées à ΩW .

Les νf relaxations sur la grille fine (voir Figure 2.8) sont donc faites en prenant
en compte la condensation du patch analytique, l’équation (2.45) devient(

Kng − BKng +CT
XC

−T
W KWC

−1
W CX

)
U i+1/4
ng = Fng ,

sous la condition U i+1/4
ng |Γng = PngU

i
ng−1 |Γng .

(2.71)

Dans cette équation, Kng − BKng = KX où KX est complété de zéros pour avoir
la même dimension que Kng , de même pour les déplacements généralisés. Cette
modification de l’algorithme multigrilles localisées de la Section 2.3.3.1 a démontré
son efficacité en terme de convergence et pour l’évaluation du facteur d’intensité des
contraintes mode I dans [PAS 13]. Passieux et al. ont également utilisé avec succès
ce nouvel algorithme pour simuler la propagation d’une fissure dans une plaque
trouée en mode mixte. C’est cette méthode qui sera utilisée en 3D.

Bilan sur l’extraction directe des facteurs d’inten-

sité en 3D

La méthode d’extraction des FIC en trois dimensions développée dans le cadre
de cette thèse est présentée dans ce chapitre. Elle est très similaire à sa version 2D,
la principale difficulté de l’extension 3D est la définition de champs asymptotiques
pour le patch analytique. La discrétisation proposée en pointe de fissure est basée
sur une troncature de la série de Williams en déplacements. Cette séries est supposée
évoluer continûment le long du front. Numériquement cette évolution est traduite
par une évolution éléments finis fonction de l’abscisse curviligne obtenue à l’aide
d’une troisième level set. À partir de cette définition des déplacements, leur gradient
est calculé dans la base locale pour obtenir les contraintes et les déformations. Cette
discrétisation permet d’obtenir directement les évolutions des coefficients asympto-
tiques le long du front.

La méthode numérique permettant d’intégrer le patch dans la simulation de
la structure est également présentée. Elle est basée sur une formulation faible à
trois champs et utilise le formalisme de méthodes de décomposition de domaine. En
pratique la décomposition de domaine est réalisée après la génération du maillage de
la structure. Cette stratégie permet de simplifier l’opération de maillage et facilite la
simulation de la propagation. Les éléments du patch sont désactivés et uniquement
utilisé pour l’intégration. Enfin, Le couplage de cette méthode avec un stratégie
multigrilles localisées est présenté. En trois dimensions, la résolution numérique d’un
problème de fissuration nécessite généralement un très grand nombre de degrés de
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2. Extraction directe des facteurs d’intensité des contraintes en 3D

liberté pour obtenir une bonne précision depuis l’échelle de la structure jusqu’à
celle de la singularité. La méthode multigrilles X-FEM localisées permet de traiter
efficacement la résolution et de générer plus facilement la discrétisation localement
raffinée. La structure du programme multigrilles X-FEM localisées avec le patch
analytique est détaillée à l’Annexe 1, elle synthétise l’approche numérique présentée
dans ce chapitre.

Dans le Chapitre suivant, cette DEK-FEM 3D est validée sur la simulation de cas
tests. Des fissures planes à front droits et courbes sont simulées. On vérifie que ces
simulations permettent bien d’obtenir les évolutions des coefficients asymptotiques
le long du front. Les différents paramètres de la méthode sont calibrés.
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Chapitre 3

Application à des problèmes
élastiques

Ce Chapitre est consacré à l’application de la méthode DEK-FEM à des cas
tests tridimensionnels. Dans un premier temps, des fissures planes à front
droit sont considérées pour évaluer l’impact de la discrétisation le long du
front sur l’évaluation des FIC. Ensuite, des fissures planes à front circulaire
sont considérées. La méthode est évaluée sur des cas tests présentant des solu-
tions analytiques. L’influence des différents paramètres de la méthode et de la
discrétisation du patch sur l’identification des FIC est étudiée. Enfin, une ap-
plication du couplage de la DEK-FEM avec un algorithme multigrilles X-FEM
localisées est présentée.
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3. Application à des problèmes élastiques

À l’heure actuelle, la méthode est développée pour des hexaèdres à huit nœuds.
Ces éléments ont été choisis puisqu’ils permettent de construire facilement des
maillages 3D réguliers. La méthode permet également l’utilisation de maillages
générés par d’autres logiciels comme Gmsh [GEU 09]. L’extension à d’autres
éléments ne présente pas de difficulté majeure. Le sous-découpage multigrilles doit
néanmoins être prévu.

En ce qui concerne le domaine X-FEM, des enrichissements Heaviside généralisés
présentés à l’équation (1.51) sont utilisés. Ces fonctions classiques introduisent
des difficultés numériques dans les éléments semi-enrichis (blending elements, Sec-
tion 1.2.2.5). Une autre difficulté de cette méthode est l’intégration des fonc-
tions d’enrichissement, difficulté également présente pour la DEK-FEM au niveau
du patch et de son interface. Nous utilisons simplement une méthode de Gauss
d’ordre 7. Des solutions plus élaborées et plus performantes à ces difficultés sont
présentées 1.2.2.5 et pourraient être implémentées.

Enfin, une autre difficulté introduite par l’extension au 3D est l’augmentation
drastique du nombre d’éléments et donc de degrés de liberté. L’objectif de cette
étude préliminaire est l’expérimentation de cette méthode numérique pour évaluer
son potentiel. Il s’agit pour le moment d’un code Matlab. Une prochaine étape,
pour régler ces trois difficultés, serait d’implémenter cette méthode dans un code de
calcul X-FEM multigrilles localisées, comme ELFE-3D développé au LAMCOS. Par
la suite, les coefficients asymptotiques sont normalisés, les longueurs sont données à
titre indicatif en mètres.

3.1 Fissures à front droit

Nous nous intéressons dans un premier temps à des fissures planes à front droit.
Le repère du front de fissure (et, en, es) est donc invariant le long du front. On s’af-
franchit donc du calcul de la matrice Jacobienne Jl lors du calcul du gradient des
déplacements. Pour ce type de géométrie de fissure, la définition classique des champs
singuliers (présentée Section 2.1.1) vérifie la compatibilité contraintes/déplacements.
La définition classique ne prend pas en compte l’évolution le long du front, contrai-
rement à la discrétisation proposée pour le patch analytique. Deux géométries et
chargements sont considérés, un barreau avec une fissure symétrique en tension
(SEN pour Single Edge Notch) et un barreau en flexion trois points avec une fissure
inclinée (3PB pour Three Points Bending).

3.1.1 Fissure symétrique en tension (SEN)

Nous nous intéressons dans un premier temps à un barreau rectangulaire en
tension a moitié fissuré par une fissure dans le plan de symétrie. Sa géométrie est
représentée sur la Figure 3.1. La section du barreau a une épaisseur W deux fois plus
grande que la longueur de la fissure a, et une largeur trois fois plus grande t = 3 a.
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Fissures à front droit

σ
0
. n

Figure 3.1 – Représentation de la géométrie et du chargement, pour le barreau
symétrique en tension (SEN).

La longueur du barreau considéré est de l = 3.5 a. La tension est appliquée sur les
extrémités par une répartition de pression σ0·n. Un coefficient de Poisson de ν = 1/3
est choisi.

Cette géométrie a été choisie car elle permet de comparer ces résultats à des
résultats antérieurs. Ce cas test a notamment été traité par

— Li et al. [LI 98] avec la méthode des éléments de frontières (introduite à la
Section 1.2.1.1). C’est la première référence que nous considérerons, elle n’est
pas limitée par la discrétisation qui est 2D,

— Sukumar et al. [SUK 00] au moyen d’éléments finis étendus et avec l’intégrale
d’interaction. Cette référence compare deux tailles de maillage X-FEM :
20 éléments par direction et 40 éléments par direction. Les champs auxiliaires
sont les séries de Williams 2D en déformations planes. Les résultats ne sont
pas donnés autour des vertex (intersection entre le front et la surface libre),
c’est-à-dire dans les zones de variation rapide,

— Lachambre [LAC 14b] avec une méthode de projection sur les séries de
Williams en déformations planes dans des plans orthogonaux au front intro-
duite à la Section 1.2.4.3. Les champs mécaniques y sont obtenus par une
simulation fine FEM puis projetés. Près des surface libres, cette approche ne
donne pas satisfaction.

Les discrétisations X-FEM considérées pour la DEK-FEM sont les mêmes que
Sukumar et al. [SUK 00] : une dite grossière avec 20 éléments par direction et
la seconde dite fine avec 40 éléments par direction. Le rayon rW du patch est
de 1, 7 éléments, 14 éléments finis 1D sont considérés le long du front pour le patch.
Pour la discrétisation X-FEM grossière, un élément du patch a une longueur ds '
1, 43 éléments X-FEM, tandis que pour la discrétisation fine ds ' 2, 86 éléments
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φs(s)

si sfsi+1

Figure 3.2 – Fonctions de forme 1D éléments finis le long du front (ordre zéro).
Quatre éléments sont représentés le long du front comme sur la figure 2.4.

X-FEM. Les multiplicateurs de Lagrange sur l’interface ΓW sont discrétisés sur des
éléments finis 2D d’ordre un (sur les faces des éléments X-FEM qui représentent la
frontière entre ΩW et ΩX).

Dans un premier temps, des éléments d’ordre zéro sont considérés le long du
front. Les fonctions de forme associées à ces éléments sont constantes autour des
nœuds du front, et leur gradient le long du front est nul. Elles sont représentées
Figure 3.2. Pour un front droit, lorsque des éléments d’ordre zéro sont considérés,
les champs mécaniques du patch analytique sont directement ceux des séries de
Williams sur chacun des éléments. Ils sont donc identiques aux champs auxiliaires
de l’intégrale d’interaction utilisés dans la référence [SUK 00]. Néanmoins, cette
discrétisation introduit des discontinuités des déplacements le long du front.

L’évolution du facteur d’intensité des contraintes en mode I (KI) évaluée par la
simulation DEK-FEM est tracée pour cette discrétisation sur la Figure 3.3a. Puisque
le problème est symétrique, seule la moitié de l’abscisse curviligne est représentée.
s/t = 0 est au milieu du front et s/t = 0.5 sur la surface libre. À cœur, la va-
leur est proche des évaluations de la littérature qui utilisent la même définition des
champs asymptotiques. Cette définition directement issue du 2D ne prend notam-
ment pas en compte les modifications démontrées nécessaires en 3D [LEB 92]. Dans
cette zone, KI est quasiment constant aussi la discrétisation d’ordre zéro n’est pas
pénalisante. Cependant, à l’approche des surfaces libres, KI ne diminue que très
peu. Cette discrétisation ne permet pas de prendre en compte la diminution ob-
servée dans la littérature, qui s’explique notamment par une singularité qui n’est
plus d’ordre 1/2 [BAŽ 79, CHA 00]. Pour une discrétisation deux fois plus fine,
l’évaluation de KI ne varie que faiblement, la discrétisation grossière semble suffi-
sante.

Une discrétisation éléments finis d’ordre un le long du front, comme représenté
sur la Figure 2.4, induit un champ de déplacements continu le long du front. Les co-
efficients asymptotiques évalués le long du front sont donc continus et leur évolution
le long du front est prise en compte dans la rigidité. Pour cet ordre, le champ de
contraintes n’est plus identique à celui utilisé dans l’intégrale d’interaction. Pour
cette discrétisation, la valeur de KI est plus élevée que celui de l’intégrale d’inter-
action utilisée par Sukumar et al. [SUK 00]. L’ordre de grandeur reste comparable
aux évaluations de la littérature. La diminution au bord du barreau est mieux prise
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Figure 3.3 – Les facteurs d’intensité des contraintes en mode I pour le barreau en
tension à moitié fissuré. Pour des raisons de symétrie, seule la moitié du front est
représentée. La figure (a) correspond à une discrétisation le long du front d’ordre 0
(i.e., ϕk constante sur chacun des éléments), la figure (b) à une discrétisation
d’ordre 1.

en compte. Pour cette discrétisation du front, le raffinement de la discrétisation X-
FEM a un impact plus important sur la valeur identifiée, en particulier près du bord
libre.

Ce cas test permet de constater que pour un front droit, lorsque les varia-
tions des coefficients asymptotiques sont faibles (à cœur pour s/t ∈ [0; 0.3]),
une discrétisation d’ordre zéro le long du front donne des résultats très simi-
laires aux autres méthodes (i.e., éléments de frontières [LI 98], FEM puis projec-
tion sur les séries de Williams [LAC 14b] et X-FEM puis intégrale d’interaction).
En effet, dans ce cas précis, les champs asymptotiques 2D qui sont utilisés dans
toutes ces méthodes vérifient la compatibilité contraintes/déplacements. Cette va-
leur n’est qu’une référence approchée. Cependant, quand ces coefficients asympto-
tiques évoluent le long du front (à l’approche de la surface libre, pour s/t ∈ [0.3; 0.5[)
la DEK-FEM avec une discrétisation d’ordre zéro le long du front semble remise en
cause. En effet, dans le patch analytique, les déplacements sont discontinus et les
contraintes ne s’équilibrent pas le long du front. Une discrétisation d’ordre un le long
du front est alors souhaitable, elle permet de retrouver la diminution des FIC atten-
due aux abords des surfaces libres. Pour confirmer ce résultat, nous nous intéressons
ensuite à une situation pour laquelle les coefficients asymptotiques évoluent le long
du front avec une amplitude plus importante.
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3. Application à des problèmes élastiques

(a) Géométrie et chargement (b) Représentation de ΓW

Figure 3.4 – Représentation de la géométrie, du chargement et de la l’interface ΓW
entre la patch et le domaine X-FEM, pour le barreau en flexion trois points (3PB).

3.1.2 Flexion trois points (3PB)

La deuxième configuration à laquelle nous nous intéressons est également un
barreau rectangulaire. Cette fois la fissure est inclinée pour activer différents modes
en pointe de fissure. Il est chargé en flexion trois points par un effort d’intensité Fx =
10 kN au milieu (repris par 2 appuis à ses extrémités). Cette fois le problème n’est
plus symétrique, la rotation dans le plan des appuis est bloquée sur deux plans au
milieu de l’épaisseur aux extrémités du barreau. Sa géométrie et son chargement
sont représentés sur la Figure 3.4a. La section du barreau considéré est carrée,
l’épaisseur W = 7 et la largeur t = 7 sont donc identiques, sa longueur est de l = 18.
La longueur de la fissure a est égale au tiers de cette section : a = 2, 33 m' W/3 =
t/3. Un coefficient de Poisson de ν = 0, 38 est choisi. Deux discrétisations sont
considérées, une grossière avec des éléments cubiques de H = 0.5 m d’arête (14 ×
36×14 éléments3) et une grossière avec des éléments cubiques de h = H/2 = 0.25 m
d’arête (28 × 72 × 28 éléments3). Les paramètres retenus pour le patch sont un
rayon rW de 1, 7 éléments et 13 éléments finis 1D le long du front pour le patch.
La taille des éléments le long du front est donc ds ' 1, 08 éléments X-FEM pour le
maillage X-FEM grossier et ds ' 2, 15 éléments X-FEM pour le maillage fin.

Cette simulation est intéressante car les coefficients asymptotiques évoluent le
long du front et les trois modes sont activés. Les évolutions des modes I et III
sont symétriques, tandis que celle du mode II est antisymétrique [LAZ 08]. KIII

est quasiment uniforme tandis que KII n’est important que près des bords. Les
coefficients asymptotiques considérés sont adimensionnés. Par la suite, on considère

Ki

Fx
√
a

tW

et
T
Fx
tW

. (3.1)
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Fissures à front droit
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Figure 3.5 – Barreau en tension a moitié fissuré, les évolutions le long du
front (normalisé par la largeur) de trois facteurs d’intensité des contraintes nor-
malisés (Ki/(Fx

√
a/W t)) sont représentées ainsi que celle du T -stress normalisé

(T/(Fx/W t)). La figure (a) correspond à une discrétisation le long du front d’ordre 0
(i.e., ϕk constante sur chacun des éléments), et d’ordre 1 sur (b).

De plus, cette configuration permet de tester la DEK-FEM en 3D pour une fissure
non compatible avec la direction des éléments.

Dans un premier temps, pour cet exemple aussi, des fonctions de forme éléments
finis d’ordre zéro sont considérées. Les facteurs d’intensité des contraintes ainsi
que le T -stress identifiés par la simulation DEK-FEM sont représentés Figure 3.5a.
On retrouve les tendances attendues [LAZ 08], mais la non-continuité des champs
mécaniques le long du front entrâıne une évaluation saccadée des facteurs d’intensité
des contraintes. Comme dans l’exemple précédent, la simulation grossière donne des
coefficients asymptotiques proches de la simulation fine, en particulier à cœur. La
simulation fine lisse néanmoins en partie ces coefficients.

Quand une discrétisation d’ordre un est considérée le long du patch, les évolutions
des coefficients asymptotiques sont continues même pour la discrétisation grossière.
Elles sont représentées sur la Figure 3.5b pour les facteurs d’intensité des contraintes
et pour le T -stress. Les tendances sont également celles attendues bien que (comme
pour une discrétisation d’ordre zéro) les symétries et anti-symétries ne soient pas
parfaites car le barreau fléchi légèrement dans la direction de l’épaisseur. À cœur,
le raffinement du maillage X-FEM a un impact modéré sur le mode I, et un impact
faible sur les autres modes.

Cette configuration montre que la DEK-FEM est efficace pour une fissure inclinée
par rapport au maillage. Comme représenté sur la Figure 3.4b, l’interface entre le
patch analytique et le domaine X-FEM est alors en escalier. Pour ces deux maillages
assez grossiers, une discrétisation d’ordre un le long du front permet de retrouver
des évolutions des FIC continues et qui respectent les tendances attendues [LAZ 08].
Pour évaluer la précision de la méthode, nous nous intéressons par la suite à des
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3. Application à des problèmes élastiques

situations pour lesquels des évaluations analytiques existent.

3.2 Fissures à front courbe

De nombreuses fissures micro-structurellement longues dans un champ de
contraintes homogène tendent à avoir une forme elliptique. Elles se développent
soit à cœur, soit près d’un bord ou d’un coin. Cette tendance a été constatée aussi
bien expérimentalement que numériquement par l’application de lois de propaga-
tion de fissure. Ce type de fissure a donc été beaucoup étudié aussi bien par des
approches analytiques [KAS 66, SHA 73] que numériques [RAJ 79]. Ces études ont
permis de proposer des expressions des facteurs d’intensité des contraintes pour de
nombreuses situations génériques. Ces expressions permettent de mieux mâıtriser la
propagation de ces fissures elliptiques dans des structures à partir des sollicitations
lointaines.

Des méthodes plus élaborées sont néanmoins nécessaires pour comprendre le
comportement de fissures plus complexes, pour lesquelles l’hypothèse de forme el-
liptique n’est plus pertinente. Ces formes plus complexes apparaissent notamment,
lorsque les fissures sont plus grandes ou que les sollicitations évoluent au cours de
la propagation ou encore que les effets dynamiques génèrent des bifurcations,... La
simulation de ces fissures de forme complexe est l’objectif de cette thèse. Néanmoins,
ces résultats sur des fissures de formes simples sont autant de cas tests permettant
de valider les méthodes numériques proposées.

Comme précédemment, nous nous intéresserons aux facteurs d’intensité des
contraintes et à leur évolution le long du front. La difficulté supplémentaire in-
troduite par ces fissures est la courbure du front. Lorsque le front est courbe, la
définition classique des champs asymptotiques en pointe de fissure n’est plus exacte.
L’influence de la courbure est particulièrement forte pour les méthodes d’extrac-
tion directe puisque le problème est résolu en utilisant les champs asymptotiques.
Puisque la méthode utilisée assure la vérification de l’équilibre, nous nous sommes
assurés que les champs mécaniques utilisés (présentés à la Section 2.1.2) vérifient la
compatibilité contraintes/déplacements.

3.2.1 Fissure penny-shaped en tension

Le premier cas test considéré est une fissure plane à front circulaire (penny-
shaped) soumise à de la tension σ0 dans la direction normale à ses lèvres. Cette confi-
guration étant symétrique, seul le mode I est activé. Pour un milieu infini avec des
conditions aux limites à l’infini, le problème est axisymétrique, les coefficients asymp-
totiques sont donc uniformes le long du front. Comme rappelé dans [WAN 04], sous
ces hypothèses, des expressions analytiques du facteur d’intensité des contraintes et
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Fissures à front courbe

2l

-σ0.z

σ0.z

Figure 3.6 – Représentation de la géométrie et du chargement, la fissure penny-
shaped sous un chargement de tension.

du T -stress sont connues

KI = 2σ0

√
a

π
and T = −1 + 2ν

2
σ0. (3.2)

Ce problème est un cas test classique en mécanique de la rupture. Sa simulation
présente néanmoins une difficulté puisque la simulation d’un milieu infini dans un
contexte éléments finis nécessite une approximation due aux effets de bords. Nous
considérons un milieu de dimension fini (cube d’arête 2l) largement supérieur à la
taille de la fissure de rayon a = l/10. Cette configuration approchée est représentée
sur la Figure 3.6.

Pour que la fissure soit maillée suffisamment finement avec un nombre de degrés
de liberté total raisonnable, un maillage localement raffiné est considéré. Nous uti-
lisons le même maillage que Sukumar et al. dans [SUK 00] pour avoir un point de
comparaison avec une méthode numérique comparable (X-FEM et intégrale d’inter-
action). Ce maillage présente une taille de maille H relativement grande par rapport
au rayon de courbure du front H ' a

3,5
. Nous utilisons également un maillage dont

la zone fine est deux fois plus fine h ' a
7

pour vérifier qu’un raffinement de la
méthode numérique améliore la précision des calculs. Le code Gmsh [GEU 09] uti-
lisé pour générer ces maillages est donné à l’Annexe 2. 12 éléments finis d’ordre
un sont considérés le long du front, ds ' 2πa

12H
' 1, 8 éléments X-FEM grossiers et

ds ' 2πa
12h
' 3, 7 éléments X-FEM fins.

Pour ces maillages, le facteur d’intensité des contraintes et le T -stress évalués
le long du front sont représentés à la Figure 3.7. La DEK-FEM permet bien de
retrouver des coefficients asymptotiques uniformes et continus, en particulier le fac-
teur d’intensité des contraintes. Ce résultat est vérifié pour KI (le terme domi-
nant) pour les deux discrétisations. Cette qualité est intéressante puisqu’elle per-
met d’éviter des oscillations sur les FIC qu’on retrouve avec l’intégrale d’interac-
tion [SUK 00, MOË 02a, RAN 09]. En effet, avec cette méthode de post-traitement,
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Figure 3.7 – Étude de l’influence de la taille du maillage X-FEM h sur l’évaluation
des coefficients asymptotiques de la fissure penny-shaped en tension, discrétisation
d’ordre 1 le long du front.

la discrétisation des champs mécaniques calculés entrâıne généralement des oscil-
lations. Cependant, de légères oscillations dans l’évaluation du T -stress existent.

L’évaluation du T -stress est assez précise, elle s’améliore avec le raffinement du
maillage (< 2.5% d’erreur pour le maillage fin et < 4% pour le maillage grossier).
Cependant, le calcul de l’évaluation du facteur d’intensité des contraintes est moins
précis (' 12% d’erreur pour le maillage fin, et ' 18% pour le maillage grossier).
Cette erreur est notable par rapport au < 5% obtenus par Sukumar et al. [SUK 00]
avec un calcul X-FEM et l’intégrale d’interaction pour un maillage comparable au
maillage grossier. Néanmoins, en raffinant la discrétisation X-FEM, les erreurs di-
minuent aussi bien pour KI que pour le T -stress. L’identification du T -stress pour
des maillages relativement grossiers est naturellement meilleure car c’est un terme
dont la zone d’influence est plus grande.

La zone d’influence de chacun des termes de la série de Williams est due à leur
comportement en rn/2 (pour le champ de déplacement). Le choix de la dimension du
patch doit donc être étudié. En deux dimensions, pour une fissure droite, Passieux et
al. [PAS 11] ont montré qu’un rayon rW du patch supérieur à deux éléments permet-
tait une bonne évaluation des facteurs d’intensité des contraintes. Sur la Figure 3.8,
les évaluations de KI et du T -stress sont représentées pour différents rayons du patch
pour un maillage fin. On constate, en 3D comme en 2D, que lorsque le rayon du
patch est trop faible, les coefficients évalués sont erronés. Une nouvelle tendance ap-
parâıt néanmoins : un patch trop grand dégrade à nouveau l’évaluation du FIC, par
rapport à son optimum obtenu pour cette discrétisation. Lorsque le patch est trop
grand (i.e., rW

a
> 0, 5), les hypothèses des séries de Williams, à savoir le milieu infini

et la fissure plane à front droit, sont malmenées. Pour assurer la meilleure identifi-
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Figure 3.8 – Étude de l’influence de la taille du patch analytique rW sur l’évaluation
des coefficients asymptotiques de la fissure penny-shaped en tension.

cation possible des coefficients asymptotiques, la taille du patch rW ≈ 2 éléments
est choisie comme la minimum nécessaire pour permettre la bonne transmission des
informations structurelles entre le domaine X-FEM et la zone analytique.

La méthode donne des résultats intéressants pour des coefficients uniformes le
long de front courbes. Des situations pour lesquelles ces coefficients évoluent sont
considérés par la suite.

3.2.2 Fissure penny-shaped en cisaillement

Le second cas test considéré présente la même géométrie que le précédent, une
fissure penny-shaped dans un milieu infini. Cette fois le chargement n’est plus de
la tension mais du cisaillement. Pour cette configuration, les modes II et III sont
activés et évoluent le long du front. Les positions le long du front circulaire sont
indexées par un angle α. En effet, selon la position le long du front, le cisaillement
est soit tangent au front (mode III) soit perpendiculaire au front (mode II). Cette
évolution est connue analytiquement (elle est par exemple rappelée dans [LI 98])

Kref
II = τ0

4(1− ν)
√
πa

π(2− ν)
cosα et Kref

III = τ0
4
√
πa

π(2− ν)
sinα. (3.3)

Le chargement de cisaillement peut être imposé par un déplacement tangentiel
opposé ud sur chacune des faces parallèles au plan de la fissure. Le cisaillement
correspondant est alors

τ0 =
E

2 + (1 + ν)
arctan

2ud
l
, (3.4)

où l est ici aussi la hauteur de l’éprouvette (dans la direction normale au plan de la
fissure).
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3. Application à des problèmes élastiques

Figure 3.9 – Représentation de la géométrie et du chargement, la fissure penny-
shaped sous un chargement de cisaillement.

Les conditions aux limites étant des déplacements imposés, l’approximation du
milieu infini par un milieu fini est valide pour un milieu fini de dimension comparable
à la taille de la fissure. En effet, il n’est pas nécessaire d’avoir une dimension impor-
tante pour que les conditions aux limites génèrent une sollicitation de cisaillement
pur. Un milieu de section carrée d’arête 2l, avec l = 2a et d’épaisseur 2e, avec e = a
est considéré. Ce domaine et les conditions aux limites appliquées sont représentées
sur la Figure 3.9. Ce domaine réduit permet de recourir à un maillage structuré
homogène et plus fin que le précédent par rapport à la fissure, dix éléments sont
contenus dans la fissure h = a

10
. Le maillage est donc de 40× 40× 20 éléments3. On

considère 24 éléments le long du front, on a donc ds = 2πa
24h
' 2, 6 éléments X-FEM.

Comme représenté sur la Figure 3.10b, pour une discrétisation d’ordre un le long
du front, l’identification des facteurs d’intensité des contraintes est très satisfaisante
(erreur < 2%). Les évolutions et les amplitudes sont correctement identifiées. Les
coefficients du mode I sont bien négligeables par rapport au chargement∣∣∣∣ KI

τ0

√
a

∣∣∣∣ < 0.3% and

∣∣∣∣Tτ0

∣∣∣∣ < 1.3%. (3.5)

Dans les différentes illustrations, les coefficients asymptotiques sont normalisés par
les termes utilisés dans l’expression ci-dessus. De plus, puisque les coefficients asymp-
totiques évoluent le long du front, le choix de la discrétisation éléments finis 1D le
long du front est étudié. Pour une discrétisation d’ordre zéro (comme représentée sur
la Figure 3.2), les évolutions des FIC sont représentées sur la Figure 3.10a. L’iden-
tification des FIC est alors moins précise (erreur > 5%) que pour l’ordre un. Pour
cette configuration où les coefficients asymptotiques présentent une forte évolution,
une description continue des déplacements du patch est bénéfique sur la qualité de
l’identification des FIC.

Puisque le mode III est activé, l’influence de l’ajout de la troisième rota-
tion dans le patch analytique sur l’identification des coefficients asymptotiques est
étudiée. Pour la base sans la troisième rotation (c’est-à-dire la troncature des trois
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Figure 3.10 – Étude de l’influence de l’ordre de la discrétisation le long du front sur
l’évaluation des coefficients asymptotiques de la fissure penny-shaped en cisaillement.

modes des séries de Williams uniquement, voir équation (2.4)), leurs évolutions sont
représentées sur la Figure 3.11. On constate que pour une identification précise
de KIII la troisième rotation est nécessaire. En effet, lorsque la troisième rotation
du patch n’est pas introduite dans la discrétisation, une erreur supérieure à 5% est
commise. Cette erreur est réduite à moins de 2% par l’ajout de cette rotation.

L’influence de la taille des éléments du patch le long de l’abscisse curviligne est
également étudiée sur ce cas test. Des tailles d’éléments du patch ds allant de un
demi élément X-FEM à quatre éléments X-FEM sont considérées. Les FICs évalués
pour ces différents ds sont représentés sur la Figure 3.12. On constate que lorsque
la taille des éléments finis 1D le long du front est supérieure à un élément X-FEM
du domaine ΩX , l’évaluation des coefficients est satisfaisante. En revanche, si les
éléments du patch sont trop petits, chacun d’entre eux reçoit trop peu d’information
du raccord avec le domaine X-FEM et des perturbations apparaissent dans le patch.
On retiendra qu’il faut choisir une discrétisation du front telle que ds > 1 élément
X-FEM.

Enfin, la discrétisation des multiplicateurs de Lagrange pour le raccord entre
la patch et le domaine X-FEM est étudiée. Les trois possibilités introduites à la
Section 2.2.5.1 sont considérées. Les facteurs d’intensité des contraintes identifiés
pour ces trois discrétisations sont représentés sur la Figure 3.13. Les trois choix
donnent des résultats proches, mais les discrétisations basée sur les séries asympto-
tiques donnent des résultats légèrement meilleurs. En particulier, l’utilisation directe
de la série de Williams en déplacements donne de bons résultats. De plus elle est
simple à calculer et permet de simplifier l’introduction du patch analytique dans
l’algorithme multigrilles X-FEM localisées. Ce choix de multiplicateur de Lagrange
est donc retenu.
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Figure 3.11 – Étude de l’influence de l’ajout de la troisième rotation sur l’évaluation
des coefficients asymptotiques de la fissure penny-shaped en cisaillement. La 3ème

rotation n’est pas ajoutée.
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Figure 3.12 – Étude de l’influence de la taille des éléments du patch (ds) sur
l’évaluation des coefficients asymptotiques de la fissure penny-shaped en cisaillement.
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Figure 3.13 – Étude de l’influence de l’espace de discrétisation du patch sur
l’évaluation des coefficients asymptotiques de la fissure penny-shaped en cisaillement.
ΛFE se rapporte à la discrétisation éléments finis de la surface (équation (2.35)),
ΛWd à la discrétisation du patch en déplacements (équation (2.36)) et ΛWs à la
discrétisation du patch en contraintes (équation (2.37)).

3.2.3 Fissure penny-shaped inclinée en tension

Un problème en mode mixte complet est ensuite considéré. La fissure présente
la même géométrie, dans un domaine soumis à une traction σ0. Cette fois, la fissure
penny-shaped est dans un plan incliné d’un angle γ = 45◦ par rapport à l’axe de
chargement. Cette configuration fait intervenir les trois modes, les modes II et III
évoluent le long du front. Ce problème est aussi très étudié puisqu’il présente une
solution analytique dans le cas général d’une fissure elliptique (d’axe principal a

et secondaire b, donc d’une excentricité k =
√

1−
(
b
a

)2
. Cette solution détaillée

dans [KAS 66] est par exemple rappelée par Mi [MI 96]

KI =
σ0 sin2 γ

√
π b

E(k)

[
sin2 θ +

(
b

a

)2

cos2 θ

]
,

KII = −σ0 sin γ cos γ
√
π b cos θ[

sin2 θ +
(
b
a

)2
cos2 θ

] 1
4

a

b

k2

(k2 − ν)E(k) + ν
(
a
b

)2
K(k)

,

KIII =
σ0 sin γ cos γ(1− ν)

√
π b sin θ[

sin2 θ +
(
b
a

)2
cos2 θ

] 1
4

k2

(k2 − ν)E(k) + ν
(
a
b

)2
K(k)

.

(3.6)

où K(k) et E(k) sont les intégrales elliptiques définies telles que

K(k) =

∫ π
2

0

dx√
1− k2 sin2 x

et E(k) =

∫ π
2

0

√
1− k2 sin2 xdx. (3.7)
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3. Application à des problèmes élastiques

Figure 3.14 – Représentation de la géométrie et du chargement, pour la fissure
penny-shaped inclinée d’un angle γ sous un chargement de tension.

Une fissure penny-shaped est un cas particulier de cette expression. Les facteurs
d’intensité des contraintes sont alors simplement exprimés par

Kref
I = 2σ0 sin2 γ

√
a

π
,

Kref
II = −2σ0 sin γ cos γ

√
a

π
cosα,

Kref
III = 2σ0 sin γ cos γ(1− ν)

√
a

π
sinα.

(3.8)

Seuls trois paramètres géométriques interviennent ici, a le rayon de la fissure, γ
l’angle d’inclinaison de celle-ci par rapport à l’axe du chargement et α ∈ [0, 2π] la
position le long du front.

Cette expression est également valable pour un chargement de tension idéal,
comme pour la Section 3.2.1. C’est par exemple le cas pour un milieu infini. La
même approximation est reprise. On considère ici aussi un grand domaine cubique
d’arête l = 10a soumis à des tractions surfaciques. Le domaine, la fissure et les
conditions aux limites sont représentés sur la Figure 3.14. On utilise également
les mêmes maillages raffinés localement autour de la fissure qu’à la Section 3.2.1
(dont la procédure d’obtention est donnée à l’Annexe 2). La taille caractéristique
des éléments dans la zone autour du front est aussi h ' 7a pour le maillage fin
et H ' 3, 5a pour le maillage grossier. Cette taille est assez grossière. À titre de
comparaison, pour une méthode X-FEM avec l’intégrale d’interaction, Moës et al.
[MOË 02a] utilisaient une dizaine d’éléments dans le rayon de la fissure (h′ ' a

10
).

Les coefficients asymptotiques évoluant le long du front, une discrétisation rela-
tivement fine est choisie pour le patch : 16 éléments finis 1D d’ordre un le long du
front. La taille de ces éléments est donc de ds = 2πa

16H
' 1, 4 éléments X-FEM pour

le maillage X-FEM grossier, et de ds = 2πa
16h
' 2, 7 éléments pour le fin. Les facteurs
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(a) Maillage grossier
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Figure 3.15 – Étude de l’influence de la taille du maillage X-FEM h sur l’évaluation
des coefficients asymptotiques de la fissure penny-shaped inclinée en tension pour une
discrétisation d’ordre un des trois modes le long du front.

d’intensité des contraintes sont normalisés par la contrainte de tension et la longueur
caractéristique de la fissure : σ0

√
a
π
. Ils sont représentés sur la Figure 3.15 pour les

deux maillages. Leurs valeurs analytiques y sont également représentées pour évaluer
la qualité de l’identification. À titre indicatif, le T -stress apparâıt également, il est
aussi normalisé par la contrainte de tension σ0.

Les facteurs d’intensité des contraintes évalués ne sont pas satisfaisants (' 20%
d’erreur pour le maillage fin). Les tendances périodiques sont assez bien captées.
Les FIC calculés sont continus mais les amplitudes évaluées présentent une erreur
importante, en particulier pour le mode II. Une oscillation π-périodique apparâıt sur
KI . Ce résultat est d’autant plus problématique pour la méthode que le raffinement
de la discrétisation n’améliore que très faiblement l’identification.

L’oscillation π-périodique du facteur d’intensité des contraintes en mode I (qui
devrait être uniforme) laisse penser à un couplage entre les modes. Une étude des
vecteurs propres d’un élément du patch étaye cette hypothèse. Les vecteurs propres
pour lesquels la contribution des facteurs d’intensité des contraintes est importante
correspondent notamment à un couplage entre le mode I et le mode III. Une étude
des champs associés à ces modes permettant de mieux comprendre l’origine de ce
couplage est proposée ci-dessous. Les modes de Williams (équations (1.17) et (1.26))
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pour un front droit sont tels que

Modes plan uink =

ut(r, θ)un(r, θ)
0

→ ε =

εtt εtn 0
εtn εnn 0
0 0 0

→ σ =

σtt σtn 0
σtn σnn 0
0 0 σss

 ,
Mode III uink =

 0
0

us(r, θ)

→ ε =

 0 0 εts
0 0 εns
εts εns 0

→ σ =

 0 0 σts
0 0 σns
σts σns 0

 .
Dans ces expressions, on constate que les modes sont bien orthogonaux. La définition
de l’évolution continue le long du front (ϕk(s)) que nous proposons modifie ces modes
comme suit (les modification apparaissent en ¯vert)

Modes plan uink =

ut(r, θ,̄ s)un(r, θ,̄ s)
0

→ ε =

εtt εtn ε̄ts
εtn εnn ¯εns
ε̄ts ¯εns 0

→ σ =

σtt σtn σ̄ts
σtn σnn σ̄ns
σ̄ts σ̄ns σss

 ,
Mode III uink =

 0
0

us(r, θ,̄ s)

→ ε =

 0 0 εts
0 0 εns
εts εns ε̄ss

→ σ =

σ̄tt 0 σts
0 ¯σnn σns
σts σns σ̄ss

 .
Dans ce cas, les deux développements (plan et anti-plan) ont des composantes si-
milaires. Si maintenant, une fissure circulaire est considérée, des termes de dérivées
issus du caractère local de la base de définition des champs (et, en, es) apparaissent.
Ils sont ajoutés dans les expressions ci-dessous en rouge

Modes plan uink =

ut(r, θ,̄ s)un(r, θ,̄ s)
0

→ ε =

εtt εtn ε̄ts
εtn εnn ¯εns
ε̄ts ¯εns εss

→ σ =

σtt σtn σ̄ts
σtn σnn σ̄ns
σ̄ts σ̄ns σss

 ,
Mode III uink =

 0
0

us(r, θ,̄ s)

→ ε =

 0 0 εts
0 0 εns
εts εns ε̄ss

→ σ =

σ̄tt 0 σts
0 ¯σnn σns
σts σns σ̄ss

 .
En plus d’avoir des composantes similaires, les champs asymptotiques des séries de
Williams sont multipliées par les fonctions de forme ou leurs dérivées. Le découplage
entre modes plans et mode anti-plan est donc perdu.

Pour découpler les modes sans modifier les propriétés asymptotiques, le plus
simple est d’exploiter la discrétisation éléments finis le long du front. En effet,
pour découpler les modes plans du mode anti-plan il est possible d’utiliser des
discrétisations différentes de l’abscisse curviligne. Conservons la notation ϕk(s) pour
les fonctions de forme de la discrétisation des modes plans et notons les fonctions de
forme du mode anti-plan ϕ′s(s). L’approximation du champ de déplacements devient
donc

uhW (r, θ, s) =
∑
k∈Ns

[
nDEK∑
n=0

∑
i=I,II

bink g
n
i (θ) r

n
2

]
ϕk(s) +

∑
k∈Ns

nDEK∑
n=0

bIIInk g
n
III(θ) r

n
2ϕ′k(s).

(3.9)
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(a) Maillage grossier
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Figure 3.16 – Étude de l’influence de la taille h du maillage X-FEM sur l’évaluation
des coefficients asymptotiques de la fissure penny-shaped inclinée en tension pour
une discrétisation d’ordre un des modes I et II et une discrétisation d’ordre zéro
du mode III le long du front.

La troisième rotation est ajoutée à cette expression comme à l’expression (2.4). Pour
vérifier cette idée avec une modification légère du code, nous utilisons des fonctions
de forme d’ordre un pour les modes plans et d’ordre zéro pour le mode anti-plan.
Ces fonctions de forme sont définies aux mêmes nœuds.

Comme précédemment pour l’approche à discrétisation le long du front unique,
les facteurs d’intensité des contraintes obtenus avec cette approche sont représentés
sur la Figure 3.16. Pour la discrétisation grossière, les oscillations de KI persistent,
bien que d’une amplitude moindre. De plus, les fonctions de forme du mode III
n’étant plus continues, on constate des fluctuations dans l’évaluation de KIII . Par
contre, lorsque le maillage est plus fin on obtient bien les évolutions, en particulier
pour KI qui ne présente plus d’oscillations parasites. Malgré cette discrétisation
encore grossière, les fluctuations du mode III issues de la discontinuité des fonc-
tions de forme utilisées sont négligeables. De plus la précision de l’identification est
nettement meilleur.

La précision de l’identification des FIC reste à améliorer mais la discrétisation
est encore relativement grossière. Cette stratégie à donc permis de découpler les
modes pour une identification efficace des facteurs d’intensité des contraintes. Elle
fonctionne également pour traiter les cas tests précédents. Ces calculs ont été ef-
fectivement menés et résultent en des évaluation des FIC comparables à celles des
Figures 3.7 et 3.10b. La détermination d’une base efficace est donc cruciale pour
identifier directement les facteurs d’intensité des contraintes. La base proposée fonc-
tionne mais semble nécessiter un certain raffinement du maillage autour du front
pour être précise.
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Figure 3.17 – Représentation de la géométrie et du chargement, la fissure de coin
plane à front circulaire sous un chargement de tension.

3.2.4 Fissure plane circulaire de coin en tension

Le dernier cas test présenté est une fissure débouchante à front semi-circulaire.
Elle permet de vérifier le bon fonctionnement de la méthode pour une fissure plane
à front courbe dont le front s’arrête sur une surface libre. La situation considérée
est un barreau à section carrée soumis à une traction d’intensité σ0. La section est
d’arête l et le barreau est de hauteur 2l. Ce barreau est fissuré par une fissure à
front semi-circulaire, centrée sur une arête, dont le rayon vaut a = l

10
. La fissure est

plane, elle est située dans le plan de symétrie du barreau, normale à la direction de
tension. Cette configuration est représentée sur la Figure 3.14.

Les fissures elliptiques de surface ont été très étudiées. Newman et Raju ont pro-
posé de nombreuses expressions des facteurs d’intensité des contraintes, notamment
pour des plaques avec ou sans trou [NEW 84]. En effet, la rupture de structures
mécano-soudées passe souvent par la propagation d’une fissure qui atteint la sur-
face et s’établit en mode I avec une forme elliptique. Ces expressions des facteurs
d’intensité des contraintes peuvent alors être directement utilisées une fois que le
chargement est connu. Ce type de considérations a permis de fournir une expression
de KI pour la géométrie considérée avec une précision évaluée à 3% à cœur. Elle est
notamment rappelée par Mi [MI 96]

Kref
I = 2σ0

√
a

π

(
1.211− 0.186

√
sinα

)(
1.211− 0.186

√
cosα

)
. (3.10)

Par la suite Qu et Wang [QU 06] se sont intéressés à l’évaluation du T -stress pour
une géométrie proche. À partir de simulations éléments finis raffinées localement en
pointe de fissure et d’un post-traitement par une méthode intégrale[KFO 86] comme
introduit à la section 1.2.4.1, les auteurs proposent des valeurs le long du front pour
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Fissures à front courbe

0 0.5 1 1.5
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

angle le long du front (rad)

K
I /

  
( 

σ
0
 (

π
 a

)1
/2

 )

 

 

DEK

reference 

(a) KI

0 0.5 1 1.5

−0.5

−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0

angle le long du front (rad)

T
 /
 σ

0

 

 

DEK

Qu and Wang (2006)

(b) T

Figure 3.18 – Évaluation des coefficients asymptotiques de la fissure de coin plane
à front circulaire en tension.

le T -stress. La géométrie la plus proche considérée par ces auteurs est une fissure
circulaire dans une plaque d’épaisseur e = 5a. Cette référence approchée est utilisée
pour donner une estimation de la valeur et de la tendance de l’évolution le long du
front.

Comme précédemment, la fissure est petite par rapport au domaine considéré. Un
maillage raffiné localement comme ceux présentés à l’Annexe 2 est à nouveau utilisé.
Autour de la fissure, le maillage est plus fin que dans les exemples précédents : h = a

10
.

De son coté, le patch analytique est discrétisé avec des éléments finis 1D d’ordre un
pour les modes plans et d’ordre zéro pour le mode anti-plan. Douze éléments finis
sont considérés le long du front, ds = πa

2×12h
= 1, 3 éléments du maillage X-FEM.

Les évolutions du facteur d’intensité des contraintes en mode I (normalisé par
σ0

√
πa) et du T -stress (normalisé par σ0) identifiées pour cette simulation sont

représentés sur la Figure 3.18. À cœur, l’évaluation de KI est satisfaisante (< 5%
d’erreur par rapport à l’expression (3.10)). On retrouve bien la tendance, même si
un léger décalage subsiste également pour ce cas test. Le T -stress quant à lui est
d’une intensité comparable à celle identifiée par [QU 06], à cœur, la tendance est
également semblable.

On constate aussi une diminution de T à l’approche des surfaces libres, mais
elle est plus marquée que dans [QU 06]. On notera également que les valeurs de
KI identifiées évoluent rapidement au niveau du bord. On pourrait s’intéresser plus
en détail au traitement des vertex en modifiant les champs asymptotiques à cet
endroit [BAŽ 79].
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3. Application à des problèmes élastiques

3.2.5 Bilan de l’étude des fissures à front courbe

L’étude de ces fissures à front circulaire à permis d’analyser la précision de
l’évaluation des facteurs d’intensité des contraintes et du T -stress par rapport à
des solutions analytiques. Cette étude nous a permis de montrer que l’approche
et la discrétisation du patch analytique proposées permettaient l’identification des
évolutions des facteurs d’intensité des contraintes et du T -stress. Les tendances
de ces évolutions sont obtenues précisément, cependant les amplitudes ne sont pas
toujours satisfaisantes. Néanmoins, la précision augmente avec le raffinement du
maillage et donc la diminution de la taille du patch. Les maillages utilisés sont en-
core relativement grossiers, le rayon de courbure est plus petit ou égal à dix éléments
(a ∈ [3.5, 10] éléments), ils permettent néanmoins une évaluation satisfaisante. Af-
finer la discrétisation est une première piste pour améliorer la précision. En outre,
la DEK-FEM permet d’obtenir naturellement des évolutions peu bruitées par la
discrétisation et les termes d’ordre supérieur comme le T -stress.

Pour évaluer les facteurs d’intensité des contraintes, la méthode la plus classique
consiste à calculer la solution avec la X-FEM puis à projeter les champs obtenus sur
une solution asymptotique avec l’intégrale d’interaction. L’espace d’approximation
de la méthode X-FEM est un espace générique (FEM) enrichi par des fonctions assez
générales introduisant la singularité et la discontinuité. Ces enrichissements sont
locaux et dans toutes les directions. Les champs mécaniques obtenus sont ensuite
post-traités par l’intégrale d’interaction (une opération de projection qui nécessite
une expression des champs asymptotiques).

De sont coté, la méthode DEK-FEM utilise directement les champs asympto-
tiques pour la résolution du problème d’élasticité (qui fait intervenir la divergence
du gradient du champ de déplacement). Cette opération est plus sensible aux ap-
proximations des champs asymptotiques qui sont faites pour son extension aux trois
dimensions. Le choix des champs est donc particulièrement important. Par exemple,
nous avons montré que l’ajout de la troisième rotation d’une section droite du patch
permettait une identification plus précise. De même, le choix de la discrétisation
éléments finis 1D le long du front influe sur la qualité de la solution. Et donc que les
modes plans et anti-plan seuls ne suffisaient pas. Un autre point clef est l’extension
de ces modes aux évolutions le long du front. L’approche proposée introduit un cou-
plage entre les modes. Une méthode pour les découpler est proposée, elle consiste
à utiliser deux discrétisations FEM 1D différentes le long du front. Poursuivre le
travail sur le choix de cette base est une seconde piste pour rendre la DEK-FEM
plus efficace.

L’extension à des fronts plus complexes ne pose pas de problèmes conceptuels
dans la mise au point de la discrétisation. Elle augmente néanmoins la complexité
numérique. Il faut alors calculer la courbure locale (la matrice Jacobienne le long du
front si la fissure n’est plus plane). De plus, lorsque la courbure n’est plus uniforme,
la finesse du maillage X-FEM doit évoluer le long du front. Il faudra alors travailler
sur la générations de maillages efficaces.
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Fissures dans un contexte multigrilles

3.3 Fissures dans un contexte multigrilles

Les cas test précédents (qui présentent une petite fissure dans un domaine de
grande dimension) sont une illustration de l’aspect multi-échelles des problèmes de
fissuration. Il a également été montré qu’un raffinement localisé était nécessaire pour
obtenir une bonne précision. Comme présenté à la Section 2.3.4, la DEK-FEM a donc
été couplée à une méthode multigrilles localisées pour permettre le raffinement local
du maillage par sous-division des éléments et pour résoudre efficacement le problème.

Dans un premier temps, la méthode est illustrée par une simulation avec une
fissure plane à front droit.

3.3.1 Fissure symétrique en tension multigrilles

Le cas test étudié Section 3.1.1 est repris pour l’application dela DEK-
FEM dans un contexte multigrilles. La géométrie et les conditions aux limites
sont celles représentées sur la Figure 3.1. La fissure est plane et le front droit.
L’intérêt de cette simulation est qu’elle a été traitée de nombreuses fois dans la
littérature [LI 98, SUK 00, LAC 14b], des références numériques sont donc dispo-
nibles pour comparaison. De plus, une simulation avec un maillage mono-grille aussi
fin que possible numériquement est également réalisée.

Cette simulation de référence est basée sur un maillage régulier structuré composé
de 24 × 36 × 42 éléments (W × t × l). Les éléments sont donc cubiques et ont une
arête de hmono = a

12
, il y a 36 éléments le long du front. Le rayon du patch analytique

est défini par rW = 2, 1 éléments. Le long du front, une discrétisation d’ordre un est
utilisée pour les trois modes. Le patch est discrétisé le long du front par 30 éléments,
la taille de maille est donc de ds = 1, 2 éléments.

Puisque le problème est symétrique, seule la moitié de l’abscisse curviligne est
représentée. s/t = 0 est au milieu du front et s/t = 0.5 sur la surface libre. Le
résultat de cette simulation est proche de ceux obtenus dans la Section 3.1.1 pour
une discrétisation d’ordre un le long du front (confère Figure 3.3b).

Deux maillages multigrilles localisées sont considérés. La grille grossière (1)
considérée a une taille caractéristique deux fois supérieure au maillage de la so-
lution monogrille de référence (12 × 18 × 21 éléments, hcoarse = a

6
). Le premier est

simplement composé de cette grille grossière et d’une grille fine. La grille fine (2) est
localisée autour du front, elle est obtenue par subdivision de tous les éléments gros-
siers dans un rayon de rMGL = rW +1.5 éléments grossiers. Cette longueur est choisie
pour que la plus fine puisse inclure le patch et une bande raisonnable d’éléments fins
autour. Les éléments fins de cette discrétisation ont la même taille caractéristique
que le maillage monogrille de référence, minhMGL2 = hmono. On notera toutefois que
le maillage équivalent est plus grossier lorsqu’on s’éloigne de la fissure.

Le second maillage multigrilles localisées considéré est le premier maillage (grilles
(1) et (2)), auquel une grille fine supplémentaire (3) a été ajoutée autour du front de
la fissure. Il est donc composé de trois grilles, le maillage équivalent est représenté sur
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3. Application à des problèmes élastiques

rw

Figure 3.19 – Maillage multigrilles localisées à trois grilles.

la Figure 3.19. Cette troisième grille est à nouveau obtenue par subdivision de tous
les éléments de la grille (2) dans un rayon de rMGL = rW + 1.5 éléments. Elle a donc
une taille de discrétisation minimale autour de la fissure de la moitié minhMGL3 =
minhMGL2

2
= hmono

2

Comme pour la simulation de référence, le patch analytique est discrétisé par
30 éléments finis d’ordre un le long du front. Pour la simulation multigrilles à deux
grilles, ds = 1, 2 éléments (fins) comme pour la référence. Pour celle à trois grilles,
la discrétisation le long du front est plus grossière par rapport à la taille de la grille
fine : ds = 2, 4 éléments fins. Un rayon rW ≈ 2, 1 éléments fins est également utilisé
pour définir le patch analytique. Sa taille diminue donc avec l’ajout de la troisième
grille.

Les facteurs d’intensité des contraintes identifiés pour les deux simulations multi-
grilles présentées sont représentés sur la Figure 3.20. Les deux simulations convergent
et permettent une bonne identification de l’évolution de KI . La valeur à cœur est
proche des valeurs de référence, et une diminution est constatée à l’approche du
bord libre. La simulation multigrilles la plus fine permet d’obtenir une solution très
proche de la solution monogrille de référence. Le couplage de la DEK-FEM avec l’al-
gorithme multigrilles localisées fonctionne donc dans ce cas. L’ajout de la troisième
grille et donc le raffinement de la discrétisation permet bien d’améliorer la précision
du calcul, en particulier à l’approche de la surface libre.

3.3.2 Bilan DEK-FEM multigrilles

Ces simulations multigrilles sont encourageantes pour la poursuite des
développements. Pour des fronts courbes, l’algorithme de résolution multigrilles est
en cours de validation. La courbure du front modifie les discrétisations X-FEM et
du patch au voisinage du front. Le compatibilité au sein d’une méthode multigrilles
(avec recouvrement) est à l’étude. Une première piste est la modification de la base
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Figure 3.20 – KI identifiés pour la comparaison entre les maillages multigrilles.
Deux références apparaissent : le calcul monogrille fin de référence et le calcul BEM
de Li et al. [LI 98].

utilisée dans le patch analytique. En effet, l’amélioration de cette base permettrait
de réduire les erreurs d’approximation qui en résultent et qui peuvent dégrader la
convergence de l’algorithme. L’intégration du patch dans l’algorithme de résolution
multigrilles est également à l’étude. Notamment à travers son lien avec la grille la
plus fine.

Une utilisation de cette méthode de simulation pour l’identification et la simula-
tion de lois de propagation de fatigue est présentée à la Section suivante. Les outils
de post-traitement compatibles avec la discrétisation du front basée sur les séries de
Williams sont présentés. La stratégie d’identification est présentée et appliquée à un
essais 2D. Son extension à des essais 3D est enfin introduite.
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Chapitre 4

Vers l’identification de lois de
propagation de fissures 2D/3D par

couplage simulation/mesure de
champs

La méthode de simulation DEK-FEM a été développée en parallèle d’outils de
mesure de champs dans le cadre du projet ANR RUPXCUBE [LAC 14b]. L’ob-
jectif du projet était de développer des méthodes numériques compatibles avec
la mesure de champs pour identifier et valider des lois de propagation de fis-
sure tridimensionnelles. À la Section 4.1, les méthodes de post-traitement des
essais sont introduites ainsi que la stratégie d’identification en deux dimensions.
Elle s’appuie sur la synergie entre le post-traitement d’essais et la simulation
DEK-FEM, tous les deux basés sur les séries de Williams dans un environne-
ment éléments finis. La méthode de simulation DEK-FEM en trois dimensions
a été développée et présentée dans les chapitres précédents. La stratégie globale
d’identification a été appliquée sur un essai plan [MAT 12], voir Section 4.2,
c’est un exemple d’utilisation de la méthode DEK-FEM. Nous montrons com-
ment le couplage des méthodes permet de rendre l’identification plus précise.
Enfin la Section 4.3 présente la méthode en trois dimensions, et introduit les
différents outils.
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Dans les chapitres précédents, la méthode de simulation avec extraction directe
des facteurs d’intensité des contraintes a été présentée dans le cas linéaire afin de
disposer des développements asymptotiques. Pour traiter des non-linéarités plus
étendues, on pourrait modifier les champs asymptotiques, en utilisant par exemple
les champs HRR [RIC 68b, HUT 68, ELG 06b]. Une autre possibilité serait de
concentrer les variables plastiques en pointe de fissure [POM 07, POM 09b] comme
introduit dans l’équation (1.85).

Cependant, une simulation élastique permet fréquemment de modéliser correcte-
ment de grandes classes de matériaux en situations réelles. En effet les hypothèses de
la mécanique linéaire élastique sont acceptables pour simuler l’évolution de fissures
dans des matériaux fragiles. Elles sont également acceptables pour simuler la fatigue
à grand nombre de cycles, lorsque la plasticité cyclique reste confinée. Cette situa-
tion se retrouve dans de nombreux systèmes mécaniques. Dans ces deux situations,
la rupture est pilotée par les coefficients asymptotiques. Des simulations DEK-FEM
pourraient alors être utilisées pour prédire la tenue d’une structure, évaluer sa durée
de vie et planifier les opérations de maintenance.

Nous nous intéressons en particulier à la fatigue en plasticité confinée. Les pa-
ramètres pilotant la propagation, et des extensions à des non-linéarités de compor-
tements plus étendues on été présentés à la Section 1.2.3.3. Rappelons simplement
que sous une sollicitation cyclique, une fissure peut propager pour des niveaux de
charges très inférieurs à la charge statique critique. Pour des matériaux pour les-
quels la plasticité reste confinée, les paramètres pilotant la propagation sont les
facteurs d’intensité des contraintes. Dans ce cas, une loi de Paris [PAR 61] ou ses
dérivées peuvent être utilisées. Pour que cette loi soit valable sous différents niveaux
de triaxialité des contraintes, il faut prendre en compte le T -stress dans la loi de
propagation [BRO 85, LAR 73, HUT 06]. Par exemple, Hutař et al. [HUT 06] on
proposé une loi adaptée à ce contexte, présentée équation (1.83). Ainsi, la méthode
DEK-FEM permet d’utiliser directement cette loi puisque les coefficients asympto-
tiques sont évalués au cours de la simulation.

Dans un premier temps, Section 4.1, les méthodes de mesures 2D dédiés aux
structures avec fissures sont présentées. Le champ de déplacements est mesuré
dans la zone de propagation avec une méthode de corrélation d’images [SUT 83,
SUT 09, RÉT 08]. À partir de ce champ mesuré, la position de la fissure et
les coefficients asymptotiques correspondants sont identifiés par projection sur
les séries de Williams. En parallèle, une simulation DEK-FEM avec les condi-
tions aux limites mesurées localement est menée. Les méthodes de post-traitement
des champs de déplacement expérimentaux et de simulation partagent les mêmes
modèles et discrétisations. Leur étude en parallèle permet de valider les modèles et
discrétisations. À la Section 4.2, ces méthodes sont utilisées sur un essai 2D pour
identifier une loi de propagation en fatigue. Enfin, la Section 4.3 est consacrée à
l’extension de la méthode en 3D.
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4. Vers l’identification de lois de propagation de fissures 2D/3D par couplage
simulation/mesure de champs
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Figure 4.1 – Les différentes étapes de la stratégie d’identification de la loi de
propagation de fatigue proposée en 2D.

4.1 Méthode d’identification de lois de propaga-

tion en fatigue 2D

Pour identifier une loi de propagation de fissure de fatigue, il est nécessaire :

— d’identifier la position du front au cours de la propagation et donc la vitesse
de propagation.

— d’identifier les variables de cette loi au cours de la propagation. Nous nous
intéresserons en particulier à des lois basées sur les coefficients asymptotiques
comme les FIC et le T -stress.

— de vérifier que les hypothèses de validité de la loi choisie sont vérifiées.

La démarche proposée va plus loin, elle est schématisée sur la Figure 4.1. Elle intègre
un couplage entre l’identification expérimentale et la simulation. Ce couplage permet
de vérifier que le modèle de la simulation permet de représenter les phénomènes mis
en jeu. Il permet également une première validation de la loi de propagation.

La première difficulté est d’estimer la longueur de la fissure ou la position
du front. Il existe de nombreuses méthodes dédiées à cette mesure. Il est par
exemple possible de soumettre l’éprouvette à un potentiel électrique et à partir
de sa résistivité de déterminer la fraction de l’éprouvette qui est rompue [RIT 71].
Si la forme générale de la fissure est connue (fissure plane, circulaire ou à front
droit, généralement en mode I), il est possible de remonter jusqu’à la taille de la
fissure. De même, une mesure de la souplesse peut permettre de connâıtre la pro-
portion de l’éprouvette qui est rompue [SAX 78]. D’une manière plus directe, il
existe des jauges de fissuration à coller sur le flanc de l’éprouvette, sur la trajet
de fissure présumé. Ces jauges sont composées de fils perpendiculaires à la fissure
qui au passage de celle-ci se rompent, augmentant donc la résistivité de la jauge et
permettant de connâıtre la position du front. Enfin, les méthodes post-mortem, en
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Méthode d’identification de lois de propagation en fatigue 2D

particulier en fatigue, consistent à marquer le front (surcharge, corrosion, encre,...)
lors de la propagation. L’éprouvette est ensuite rompue pour observer le faciès du
front et retrouver la position lors du marquage. Cependant, la plupart des méthodes
de marquage impactent la vitesse de propagation. Une fois la géométrie de la fis-
sure connue, les paramètres de propagations sont calculés. Une première approche
consiste à utiliser une mesure globale des conditions aux limites (généralement un
capteur d’effort et de déplacement) pour utiliser un expression connue [BRO 89] ou
une simulation (comme présenté à la Section 1.2.4). Une seconde approche pour cal-
culer les paramètres est d’utiliser directement les champs mesurés localement autour
de la pointe de fissure.

La procédure d’identification de la position du front et des paramètres de pro-
pagation utilisée est basée sur la mesure du champ de déplacements expérimental
(détaillée à la Section 4.1.1). La mesure de champs permet d’obtenir le champ de
déplacements surfacique à partir d’image ou volumique à partir de radiographies.
Elle est non destructive, ne repose sur aucune hypothèse de forme de la fissure et per-
met d’identifier un champ de données bruitées. Comme présenté à la Section 4.1.2,
il faut néanmoins traiter ce champ de déplacements spécifiquement pour obtenir la
position du front et les facteurs d’intensité des contraintes avec précision. La me-
sure de champs permet également de vérifier que les paramètres de cette loi sont
bien dominants dans le comportement au voisinage de la fissure. Cette procédure ne
repose sur aucune hypothèse globale sur les conditions aux limites.

Une simulation est conduite en parallèle de l’identification. Elle est soumise à
des conditions aux limites en déplacements mesurées localement par la mesure de
champs. Ce parallèle permet de s’assurer que la simulation fournit des paramètres de
la loi de propagation en adéquation avec l’identification expérimentale. La comparai-
son entre le champ de déplacements simulé et le champ de déplacements expérimental
permet de valider le modèle de simulation numérique. Enfin, la simulation de la pro-
pagation permet de vérifier que la vitesse de propagation simulée correspond à la
vitesse mesurée.

4.1.1 Mesure de champs par corrélation d’image

La méthode expérimentale la plus classique pour connâıtre les champs
mécaniques au cours d’une expérience est l’utilisation de jauges de déformation.
Cette méthode fonctionne principalement pour des petites déformations et peut
être utilisée dans la plupart des environnements mécaniques. Cependant, elle ne
permet de connâıtre la déformation qu’en un point et dans une direction (mais
en temps réel). Des méthodes plus élaborées, nécessitant un traitement numérique
permettent d’obtenir des champs mécaniques, on parle alors de mesure de champs.
L’interférométrie surfacique [JAC 08] donne des résultats intéressants et précis pour
des surfaces rugueuses. Elle nécessite néanmoins des équipements spécifiques.

Une méthode concurrente est la corrélation d’images, développée pour la
mécanique des solides notamment par Sutton et al. [SUT 83, SUT 09]. La
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4. Vers l’identification de lois de propagation de fissures 2D/3D par couplage
simulation/mesure de champs

méthode consiste à comparer deux images sous des états mécaniques différents
pour déterminer le champ de déplacements entre les deux. En 2D, le dispositif
expérimental est relativement simple, il suffit d’un appareil photo (synchronisé en
dynamique ou sous chargement cyclique). Pour que la méthode fonctionne, il faut
que les images présentent un motif nuancé. Si le motif n’est pas inhérent au matériau,
en 2D il peut généralement être facilement ajouté (mouchetis peint sur la surface).
La méthode s’applique également au 3D, les images peuvent être obtenues en micro-
tomographie à rayons X. L’obtention d’un champ de déplacements 3D expérimental
est très prometteuse pour l’identification d’une loi de propagation 3D. Cependant,
cette fois il est difficile d’ajouter un motif à l’intérieur du matériau, la méthode est
donc limitée à certains matériaux.

Différentes approches existent pour obtenir le champ de déplacement [LAC 14b].
Une première méthode consiste à suivre des motifs et leur déplacement. Il existe
aussi des méthodes consistant à découper l’image en zones de référence, et à repérer
leur déplacement. Enfin la méthode que nous utilisons est dite globale, l’image de
référence est décomposée en éléments finis, le déplacements est donc cherché aux
nœuds [SUN 05, BES 06].

4.1.1.1 Principe de la méthode

À partir de deux images, on cherche les déplacements permettant de les corréler.
Une première image f(x) est dite image de référence, on cherche le champ de
déplacement uex permettant de superposer la seconde image g(x) à la première
tel que

f(x) = g(x+ uex(x)) + b(x). (4.1)

En pratique, les images étant obtenues expérimentalement, ils existe un bruit de
mesure b(x) entre les deux. Ce bruit est par exemple généré par des reflets, des
décollements du mouchetis, des projections,...

Les images sont numériques, en niveau de gris, ce sont donc des matrices de
scalaires, organisées géométriquement en pixels (ou voxel en 3D). Le problème
numérique est donc discret. Le capteur photographique réalise une approximation
qui s’ajoute au bruit. En plus de reposer sur des images bruités, la résolution de
cette équation locale est mal posée. On met donc en place une un problème in-
verse par l’intermédiaire des moindres carrés pour surcontraindre l’identification du
déplacement. Le problème revient alors à minimiser la fonctionnelle Φ2

c(u) sur le
domaine Ω

Φ2
c(u) =

1

2

∫
Ω

[f(x)− g(x+ u(x))]2 dΩ (4.2)

dans laquelle l’équation discrète est approchée en négligeant le bruit. Ce problème
de minimisation, non-linéaire en u, est également mal posé. Pour pouvoir résoudre,
on s’intéresse donc aux déplacements d’une zone de pixels. Pour la méthode de
résolution globale, cette zone se traduit par des éléments qui englobent plusieurs
pixels.
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Méthode d’identification de lois de propagation en fatigue 2D

La fonctionnelle (4.2) étant non linéaire par rapport au déplacement, une
méthode de résolution incrémentale (d’incrément δu) est retenue. Un développement
de Taylor à l’ordre un de g(x + u + δu) permet d’approcher la fonctionnelle (4.2)
autour d’une valeur de u par

Φ2
c(u+ δu) ≈ 1

2

∫
Ω

[f(x)− g(x+ u)− δu∇g(x+ u)]2 dΩ. (4.3)

La méthode choisie, dite globale, repose sur une discrétisation éléments finis. Le
champ de déplacements est donc cherché sous la forme uh(x) =

∑N
k=1 uk ϕk(x)

comme introduit à la Section 1.2.1.3. De même pour l’incrément δu(x) =∑N
k=1 duk ϕk(x). La fonctionnelle s’écrit alors sous forme matricielle

Φh
c

2
(u+ δu) ≈ C +

1

2

∑
j,k

dujMjkduk −
∑
k

dukDi, (4.4)

avec : C =
1

2

∫
Ω

[f(x)− g(x+ u)]2 dΩ, (4.5)

Dk =

∫
Ω

(f(x)− g(x+ u)) (ϕk∇g(x+ u)) dΩ, (4.6)

Mjk =

∫
Ω

(ϕj∇g(x+ u)) (ϕk∇g(x+ u)) dΩ. (4.7)

À partir d’un champ de déplacements initial uini, la recherche d’un minimum ap-
proché de la fonctionnelle Φh

c
2
(uini + δu) peut être faite par l’annulation de sa

dérivée

min Φh
c

2
(u) =⇒ ∂Φh

c
2
(u)

∂u
= 0⇐⇒MdU = D. (4.8)

La résolution incrémentale revient donc à résoudre un système linéaire.
L’itération suivante de la résolution est faite à partir du champ de déplacements

ainsi calculé : uini = u+ δu. L’opération est renouvelée jusqu’à convergence, c’est-
à-dire jusqu’à ce que l’incrément δu ait atteint la précision requise. Il est possible
de calculer préalablement le mouvement de corps rigide en calculant le produit de
corrélation des images dans le domaine de Fourrier. Ce calcul fournit une bonne
initialisation au calcul itératif.

À convergence, le gradient de l’image déformée tend vers le gradient de l’image
de référence. L’approximation ∇g(x + u) ≈ ∇f(u) est souvent faite, elle per-
met de calculer la matrice M une seule fois, seule la matrice D est à recalculer à
chaque itération. Il existe des méthodes pour calculer de manière simplifiée un second
membre approché [LAC 14b]. Enfin, une résolution multi-échelle [RÉT 07] est pos-
sible pour accélérer la résolution en calculant rapidement un champ de déplacements
initial approché, d’une manière assez similaire avec la méthode multigrilles.
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4.1.1.2 Résidu et erreur

Une fois le champ de déplacement u entre les deux images calculé, il est possible
de quantifier la qualité de la superposition. Le résidu de la corrélation donne une
information surfacique sur la différence entre les deux images |f(x)− g(x+ u)|. Il
regroupe les contributions d’un grand nombre de phénomènes

— les écarts optiques entres les images : luminosité, contraste, reflet,...

— bruit de mesure : numérisation en niveau de gris,

— les interférences physiques : vibrations, débris, décollement du mouchetis,...

— les erreurs d’approximation du champ de déplacements réel par le champ
élément fini.

L’information surfacique que constitue le résidu de corrélation peut alors four-
nir des informations physiques sur la mesure. Il est possible d’identifier des zones
où le mouchetis est défaillant. Dans le cadre de la fissuration, la discontinuité des
déplacements n’est pas dans le champ d’approximation, la fissure apparâıt donc
dans le résidu de corrélation. Il est aisé (par seuillage), de retrouver la géométrie
expérimentale de la fissure lorsque le saut de déplacements est suffisamment impor-
tant. Il est alors possible d’enrichir le champ d’approximation de la corrélation avec
la discontinuité [RÉT 08]. Cet enrichissement dédié permet d’améliorer la précision
de la méthode.

Pour évaluer la précision de l’algorithme, il est possible de s’intéresser à un couple
d’image par un “déplacement” numérique connu d’une image de référence (un mou-
chetis typiquement). En ajoutant un bruit connu à ces images, il est intéressant de
quantifier la sensibilité de l’algorithme. Pour un bruit blanc Gaussien de variance σ2,
Leclerc et al. [LEC 12] ont montré que l’incertitude augmente lorsque la taille des
éléments diminue (en h−3/2). En effet, l’identification de chaque degré de liberté
repose alors sur moins de pixels et donc moins d’informations.

Enfin, l’incertitude permet de quantifier globalement les erreurs introduite à la
fois par le dispositif d’acquisition et l’algorithme. L’incertitude est définie comme
l’écart type de l’erreur pour un champ connu uex (un déplacement de corps rigide
par exemple)

incu =

√√√√ 1

N

N∑
k=1

(uk − uex(xk)), (4.9)

où N est le nombre de degrés de liberté, uex(xk) le champs connu dans la direction
correspondante au degré de liberté k et xk la position du nœud associé au degré
de liberté k. Elle est généralement inférieure à un pixel, et peut descendre jusqu’à
moins d’un centième de pixel.

4.1.1.3 Régularisation mécanique

Une possibilité intéressante pour améliorer la précision est de régulariser le champ
de déplacement. En effet, si l’on apporte des informations supplémentaires sur le
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Méthode d’identification de lois de propagation en fatigue 2D

champ de déplacement, l’identification en sera d’autant plus précise. Dans le cadre
de la mécanique, le champ mécanique doit être équilibré, on peut pour cela utiliser
l’écart à l’équilibre [CLA 04, RÉT 09].

En utilisant une méthode de corrélation d’images globale basée sur les éléments
finis, ces mêmes éléments peuvent être utilisés pour le problème d’équilibre. En
pratique, on écrit la matrice de rigidité K̄ du problème restreint aux nœuds où les
efforts extérieurs sont nuls. L’équilibre se traduit donc par K̄U = 0 (où U est le
vecteur des déplacements généralisés). On doit donc minimiser l’écart à l’équilibre

Φh
m

2
(u) =

1

2

(
K̄U

)2
. (4.10)

Cette fonctionnelle à minimiser est jointe à la fonctionnelle de corrélation. Le
problème régularisé revient alors à minimiser

Φh
m

2
(u) = Φk

c

2
(u) + ωmΦh

m

2
(u), (4.11)

où ωm est un coefficient permettant de pondérer la régularisation mécanique. Ce
coefficient peut être optimisé [LEC 12, LAC 14b] par rapport à la taille des éléments
considéré et à la longueur d’onde de coupure du filtrage mécanique introduit par la
régularisation.

4.1.2 Identification des coefficients asymptotiques de la fis-
sure

La mesure du champ de déplacements fournit un grand nombre d’informations
qui permettent une observation précise des phénomènes et des paramètres de rup-
ture. Nous nous intéressons en particulier à la fatigue en plasticité confinée. Il est par
exemple possible de s’intéresser au phénomène de refermeture à partir d’une série
d’images lors de la décharge de l’éprouvette [SUT 99, SUT 00, LIM 10, CAR 09]
(refermeture dont l’impact sur la vitesse de propagation en fatigue a été présenté
à la Section 1.2.3.3). La méthode de simulation et de dépouillement expérimental
proposé fournit la position du front, les FIC et les autres coefficients asymptotiques.
Nous nous intéressons donc en particulier à des situations où ces paramètres pilotent
la fatigue et aux méthodes d’identification de ces coefficients.

4.1.2.1 Présentation de la méthode

Puisque le champ de déplacements expérimental peut être approché, Réthoré et
al. [RÉT 05a] ont étendu les méthodes intégrales présentées à la Section 1.2.4.1 à
une intégrale de domaine basée uniquement sur le déplacement. Une autre approche
possible est de projeter, au sens des moindres carrés, le champ de déplacements sur
les champs singuliers de l’équation (1.27) pour obtenir une estimation des FIC. Cette
démarche proposée par McNeill et al. [MCN 87], donne de résultats intéressants
mais nécessite une mesure de champs localisée autour du front. En effet, la projection
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doit avoir lieu dans une zone parfois restreinte (selon la géométrie considérée) autour
du front, où les FIC sont dominants comme représenté sur la Figure 1.12.

Comme pour la simulation, Section 1.2.5.2, l’introduction d’autres ordres de la
série permet une identification plus précise des FIC. Les termes d’ordres supérieurs
accommodent les effets lointains. Ils permettent d’utiliser une zone de projection
plus grande en améliorant l’identification des FIC. Roux et al. [ROU 06, ROU 09]
ont proposé de projeter le champ de déplacements sur une troncature de la série de
Williams

up(r, θ) =
∑
i=I,II

[
−1∑
nmin

bni g
n
i (θ) rn/2︸ ︷︷ ︸

termes “super−singuliers”

+ b0
ig

0
i︸︷︷︸

translations

+ b1
ig

1
i (θ)

√
r︸ ︷︷ ︸

terme singulier

+
nmax∑
n=2

bni g
n
i (θ) rn/2︸ ︷︷ ︸

termes “sub−singuliers”

]
.

(4.12)
La projection au sens des moindres carrés sur cette série tronquée permet une iden-
tification d’un petit nombre de degrés de liberté (les coefficients asymptotiques bni )
avec une incertitude faible. Les termes non-singuliers permettent de prendre en
compte un certain nombre de phénomènes non-linéaires localisés en pointe de fis-
sure. Ainsi ces phénomènes n’affectent pas l’évaluation des FIC. Les ordres n > 2
ne sont pas singuliers, ils sont dit “sub-singuliers”. Ils permettent de prendre en
compte des phénomènes plus lointains, comme les conditions aux limites. À l’in-
verse, les ordres n < 0 sont dits “super-singuliers”, leur singularité est plus forte que
celle permise sous l’hypothèse d’élasticité linéaire. Ils sont très localisés en pointe de
fissure, et sont difficiles à identifier. Ils permettent néanmoins d’identifier la position
du front [HAM 07, ROU 09], de quantifier les non-linéarités [HUI 95, ROU 09] en
pointe. Ainsi, la taille de la process zone (où des non-linéarités importante existent)
est quantifiée par

rPZ = −8

√
b−3
I

b1
I

. (4.13)

Ils permettent également de limiter l’impact de ces non-linéarités sur l’identification
des FIC.

La pratique a montré [HEN 10, MAT 12] que nmin = −3 et nmax = 7 permettent
une bonne identification des coefficients asymptotiques dominants (i.e., les facteurs
d’intensité des contraintes, le T -stress et les termes super-singuliers).

Cette méthode de projection a fait ses preuves pour l’identification des facteurs
d’intensité des contraintes [ROU 06, HAM 07, ROU 09, HEN 10, MAT 12] et l’iden-
tification du front. Comme la méthode DEK-FEM, elle est basée sur une troncature
de la série de Williams. La combinaison de ces deux méthodes permet donc na-
turellement de disposer des mêmes coefficients asymptotiques. Il est donc possible
d’identifier une loi basée sur ces coefficients et de l’utiliser dans la simulation. Une
loi de Paris peut être utilisée mais des lois utilisant des termes de plus haut ordre
sont également envisageables. De plus, lorsque la cinématique des séries de Williams
permet une projection avec un résidu faible, la méthode DEK-FEM permet une
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Méthode d’identification de lois de propagation en fatigue 2D

approximation pertinente.
Il est également possible de réaliser la corrélation d’images directement sur cette

base tronquée des séries de Williams [ROU 06, RÉT 11, MAT 12]. L’opération de
corrélation est donc simplifiée, puisque le nombre d’inconnues est plus petit que pour
une discrétisation FEM. D’autre part, cette base vérifiant l’équilibre, la corrélation
est donc naturellement “régularisée”. Cette approche améliore légèrement l’identifi-
cation des coefficients asymptotiques.

4.1.2.2 La projection en pratique

La projection du champ de déplacements mesuré uDIC(x) sur la troncature des
séries de Williams en déplacement up(r, θ) (équation (4.12)) est réalisée au sens des
moindres carrés [HAM 07] sur une ensemble de points Np uniformément répartis
dans une zone autour du front. Elle revient à identifier les coefficients bni qui mini-
misent le résidu

Φ2
p(up) =

Np∑
k=1

(uDIC(xk)− up(xk))2 . (4.14)

Où xk est la position du nœud k. La projection étant discrète, il est possible d’écrire
cette équation sous la forme matricielle

Φ2
p(up) = ||U −GB||2 = UTU −UTGB −BTGTU +BTGTGB. (4.15)

Avec : Uj = uDIC(xk) · em, j ∈ J1; 2NpK
{

si j paire : m = 2 et k = j
2

sinon : m = 1 et k = j−1
2

Bl = bni , l ∈ J1; 2 (nmax−nmin+1)K
{

si j paire : i = II et n = j
2

sinon : i = I et n = j−1
2

Glj = r
n/2
k gni (θk) · em où (rk, θk) correspondent à xk.

Cette fois le problème est linéaire, la recherche du minimum de la fonction-
nelle Φ2

p(up) peut être faite directement en trouvant la valeur qui annule sa dérivée

min Φ2
m(up) =⇒ ∂Φ2

m(up)

∂up
= 0⇐⇒ GTGB = GTU . (4.16)

La projection sur les séries de Williams pour identifier les coefficients asymp-
totiques consiste donc simplement à résoudre un problème linéaire. Suite à la
corrélation d’images, le champ de déplacement uDIC est connu pour tout point
de la zone de corrélation. Pour obtenir la matrice de projection GTG, il faut évaluer
les expressions analytiques des séries de Williams aux points de projection choisis.
Pour déterminer rk et θk, il faut connâıtre la géométrie de la fissure, la méthode
utilisée est détaillée à la Section 4.1.3.

La projection est réalisée dans une zone autour du front où la troncature de la
série de Williams décrit bien les déplacements. Pour que la projection reste identique
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rext

Fissure rint Basis :
[nmin;nmax]

dhDIC

Figure 4.2 – Paramètres définissant la géométrie de la zone de projection autour
du front. rext est le rayon extérieur autour du front, rint est le rayon intérieur autour
du front, dhDIC la taille des éléments de corrélation Q4-DIC, nmin et nmax les bornes
de la troncature de la série de Williams.

avec la propagation du front, la zone de projection reste de forme constante et suit le
front. Le choix de cette zone est un compromis entre une zone suffisamment étendue
pour que la projection soit précise malgré un champ de déplacements bruité issu de
la corrélation uDIC , et restreinte autour du front pour que les hypothèses des séries
de Williams soient vérifiées.

Autour du front, des non-linéarités existent (notamment dues au comportement
du matériau). Une zone autour du front, de rayon rint est exclue [RÉT 11], il est donc
possible d’utiliser les termes super-singulier. La dimension extérieure de la zone de
projection est déterminée par un rayon rext afin de limiter l’effet des conditions aux
limites. Une zone autour de la fissure où la corrélation est perturbée par la discon-
tinuité est également exclue. Pour limiter le nombre de paramètres qui définissent
cette zone de projection, la largeur de cette dernière zone est la même que le rayon
intérieur rint. La zone de projection et son paramétrage sont représentés sur la Fi-
gure 4.2.

Une fois la projection réalisée, le champ de déplacements projeté up est connu à
partir des coefficients asymptotiques évalués. Il est alors intéressant de quantifier la
capacité de ce champ à approcher le champ de déplacements expérimental obtenu
par corrélation uDIC . Le champ de déplacements projeté up étant connu en tout

point, il est possible d’avoir une carte d’erreur en considérant par exemple |uDIC−uW |
max |uDIC |

.
Cette carte permet de savoir si l’erreur est répartie uniformément ou localisée et de
calculer l’ordre de l’incertitude de corrélation. On peut alors s’interroger sur son
origine, en lien avec la carte de résidu de corrélation pour la relier à des difficultés
expérimentales ou si elle reflète l’incapacité de la base à représenter les déplacements
expérimentaux (non-linéarité trop importante, effets de bord,...).
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Il est également intéressant de se doter d’un indicateur global pour jauger la
projection au cours des cycles ou du temps par exemple. Nous utilisons un critère
au sens des moindres carrés sur N points du domaine

εui−uj =

√
N∑
k=1

(ui(xk)− uj(xk))2

N maxk(uj(xk))
. (4.17)

Où N peut par exemple être identique à Np. Si ce domaine est la zone de projection,
on souhaite que cette erreur soit de l’ordre de grandeur de l’incertitude de corrélation
(liée au bruit de la mesure), pour s’assurer que la projection est bonne.

4.1.3 Identification de la géométrie de la fissure

Un étape préalable à la projection sur la série de Williams est de connâıtre la
géométrie de la fissure. En effet, pour déterminer r et θ en fonction de la position x,
il faut connâıtre la forme et la position des lèvres de la fissure ainsi que la position
de la pointe de la fissure. L’identification de la position des lèvres de la fissure a un
impact plus faible que celle de la position du front sur la projection et l’identification
des facteurs d’intensité des contraintes.

Pour connâıtre la géométrie des lèvres de la fissure, une première méthode
consiste à charger la structure concernée et à partir d’une image observer où l’ou-
verture est visible. La difficulté est alors d’automatiser le processus et de lier les ob-
servations à la géométrie de l’éprouvette. Une étude post-mortem est également pos-
sible. La corrélation d’images permet d’automatiser cette démarche en considérant
le résidu de corrélation. Celui-ci sera élevé autour de la discontinuité qui est mal
représentée par les éléments finis (ou des fonctions continues en général). Un seuillage
de ce résidu permet une bonne identification des lèvres de la fissures aussi bien en
2D qu’en 3D [RÉT 08, ROU 09, FER 06, LAC 14b].

En pratique, la position des lèvres de la fissure (dans la direction en, voir Fi-
gure 1.2) a peu d’influence sur la qualité de l’identification des facteurs d’intensité
des contraintes. Pour une fissure plane chargée en mode I qui propage, la projection
a été réalisée pour différentes positions de la fissure. Dans un premier temps, un
champ de déplacements issu d’une simulation élasto-plastique est considéré (il s’agit
de la simulation étudiée dans la Section 4.2.2). La fissure fait 3 mm et propage par
pas de 40 µm, rint ' 0.8 mm et rint ' 2.4 mm. Un pixel correspond à un pixel des
images de l’essai Section 4.2 : 1 pixel' 6 µm. Le champ est continu et il n’est pas
bruité. Un Kref

I de référence est identifié avec l’intégrale d’interaction. L’erreur sur
l’identification du KI par projection au cours de la propagation est représentée sur
la Figure 4.3a. L’erreur introduite est symétrique par rapport au déplacement de
la position de la fissure. On constate également que pour un décalage de la fissure
de 45 pixel' 0.28 mm, qui correspond à une mesure grossière, l’erreur commise sur
l’identification de KI reste faible : < 0.15%. Comme représenté sur la Figure 4.3b, ce
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résultat est vrai malgré une erreur moyenne de projection
mean|uref−up|

max |up| | importante,

de l’ordre de 2.5%, dix fois supérieure à celle commise pour le bonne position.
La faible influence de la position du front sur l’identification des FIC est

également vérifiée sur des champs de déplacements issus de la corrélation. La
géométrie de l’essai de fatigue considérée est la même que celle de la simulation
précédente. Le champ de déplacements projeté est issu de la corrélation d’images
(entre le chargement minimum et maximum, tout les 1 000 cycles comme détaillé
Section 4.2.1). C’est un champ de déplacements expérimental bruité. La position de
la fissure est identifiée avec les résidus de corrélation. L’évaluation de KI avec cette
position est considérée comme référence. Sur la Figure 4.3c, des identifications de
KI par projection pour différentes positions de la fissures sont représentées. Pour ce
champ de déplacement, le facteur d’intensité des contraintes en mode I de référence
est moins précis. On constate néanmoins que la modification de la position de la fis-
sure à un impact modeste : < 4% sur l’évaluation de KI pour ±45 pixel' 0.28 mm.
L’impact est réduit à moins de < 2% pour un décalage ±15 pixel' 92 µm. L’in-
fluence de la position de la fissure sur la qualité de l’identification est donc faible.

De son coté, la position du front de la fissure a une influence plus forte sur l’identi-
fication de KI [ROU 09]. Elle est malheureusement difficile à identifier précisément
expérimentalement avec des méthodes optiques. Même avec des images de bonne
résolution autour de la pointe de fissure, on ne peut voir la fissure que lorsque son ou-
verture est de l’ordre du pixel. La projection sur les séries de Williams en considérant
les termes super-singuliers permet une procédure d’identification automatique de la
position du front. La méthode utilisée consiste à trouver la position du front qui
annule b−1

I , le premier coefficient super-singulier en mode I [HAM 07, ROU 09].
La mécanique linéaire élastique de la rupture suppose que les termes super-

singuliers ne sont pas activés. Cependant, sous ces hypothèses et lorsque le voisi-
nage du front est exclu, un décalage de la position du front d’une distance d dans
la direction et active ces termes. Pour introduire ce décalage facilement, les fonc-
tions φW

n
i (r, θ) = rn/2 gni (θ) de la série de Williams (rappelées équation (4.12))

sont exprimées dans les coordonnées cartésiennes locales (xt = r cos θ, xn = r sin θ)
introduites à la Figure 1.2. Dans ce système de coordonnées, les termes de la série
de Williams en déplacements s’écrivent ϕW

n
i (xt, xn) = φW

n
i (r, θ). Le champ de

déplacements pour le décalage d est alors approché par les amplitudes décalées b̃ni

u(xt, xn) =
∑
i,n

b̃ni ϕW
n
i (xt + d, xn). (4.18)

Lorsque la position du front est approchée, le décalage d est petit. Un développement
de Taylor des fonctions ϕni par rapport à la première variable est considéré

ϕW
n
i (xt + d, xn) = ϕW

n
i (xt, xn) +

∂ϕW
n
i (xt, xn)

∂xt
d+ o(d). (4.19)

La dérivée des fonctions de la série de Williams par rapport à la première variable
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(b) Simulation plastique : erreur en
déplacement
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(c) Corrélation d’images : erreur sur KI
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Figure 4.3 – Influence de la position de la fissure sur la projection. Projection de
la variation de déplacements : (a) et (b) obtenue par simulation élasto-plastique, et
(c) et (d) par corrélation d’images ∆uDIC pour l’essai présenté à la Section 4.2. Il
s’agit d’un essai symétrique, on s’intéresse donc à KI .
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est égale aux fonctions de deux ordres inférieurs

∂ϕW
n
i (xt, xn)/∂xt = −n

2
ϕW

n−2
i (xt, xn).

Cette propriété permet d’exprimer le champ de déplacements en fonction des coef-
ficients décalés et des fonctions à la bonne position

u(xt, xn) =
∑
i,n

b̃ni

[
ϕW

n
i (xt, xn)− n

2
ϕW

n−2
i (xt, xn)d

]
=
∑
i,n

[
b̃ni −

(
n+ 2

2

)
b̃n+2
i d

]
ϕW

n
i (xt, xn) =

∑
i,n

bni ϕW
n
i (xt, xn).

(4.20)

Pour la position exacte, les coefficients super-singuliers sont nuls (bni = 0, ∀n < 0).
La position qui annule le premier coefficient super-singulier est obtenue comme suit
(les fonctions ϕW

n
i sont linéairement indépendantes)

b−1
I = 0 ⇐⇒ b̃−1

I −
1

2
b̃1
Id = 0 ⇐⇒ d =

2 b̃−1
I

b̃1
I

. (4.21)

Une autre interprétation de ce résultat est que pour un champ élastique linéaire, le
coefficient super-singulier décalé b̃−1

I résulte d’un mauvais positionnement du front
de la fissure.

Ce premier résultat, équation (4.20), permet d’évaluer le décalage de la position
du front supposée avec la position réelle. En effet, à partir d’une position supposée
du front, il est possible d’écrire les séries de Williams et d’obtenir les coefficients b̃ni .
Ces coefficients permettent alors d’approcher d. Cette valeur de d n’est qu’une ap-
proximation puisque le développement à l’équation (4.19) est au premier ordre. La
procédure pour identifier la position du front est donc itérative. À partir d’une
première approximation, elle consiste à projeter le champ de déplacements sur les
séries de Williams en cette position et modifier la position du front avec l’approxi-
mation d. La procédure est répétée jusqu’à convergence. En général, on considère
que la convergence est atteinte lorsque la correction sur la position d est plus petite
qu’un pixel (quelques itérations < 10 suffisent généralement).

Cette méthode permet de retrouver exactement la position du front lorsque le
champ de déplacements considéré respecte les hypothèses de la mécanique élastique
linéaire de la rupture. Cependant, la présence de non-linéarités en pointe de fissure
active les termes super-singuliers [HUI 95, ROU 09]. Le choix que nous faisons est
d’utiliser la position du front qui annule le premier coefficients super-singulier b−1

I .
Cette position est une position élastique équivalente qui sera également utilisée pour
les simulations élastiques linéaires. Bien que ça ne soit pas le front matériel de
la fissure, cette position permet une bonne projection du champ de déplacements
sur les séries de Williams. L’efficacité de cette position pour comparer des valeurs
de KI obtenues par projection et par simulation sera validée sur l’exemple traité
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Essai CCT sur Ti35

Section 4.2. Elle permet de combiner efficacement la méthode de post-traitement
expérimentale et les simulations DEK-FEM de propagation de fatigue.

Comme développé à la Section 4.3, il est possible d’étendre cette procédure en
trois dimensions [LAC 14b]. La projection est alors réalisée dans des plans orthogo-
naux au front. Des difficultés supplémentaires existent : il faut définir la forme du
front et répartir les plans le long de celui-ci. La principale problématique est la faible
résolution de la images 3D reconstruites à partir des radiographies et le traitement
des zones où le front approche les surfaces libres.

4.2 Essai CCT sur Ti35

La procédure d’identification de lois de propagation de fissure de fatigue, intro-
duite à la Section 4.1 (et synthétisée sur la Figure 4.1), est menée sur un essai.
L’essai CCT (Center Crack Tension) considéré est celui réalisé par Mathieu et al. ,
traité dans les articles [MAT 12, MAT 13]. Il s’agit d’une fissure centrée en tension
en mode I sur une plaque fine de titane Ti35 sous un chargement de fatigue. Cet es-
sai est présenté à la Section 4.2.1. Une simulation numérique élasto-plastique de cet
essai est présentée à la Section 4.2.2. Elle permet d’étudier l’influence des différents
paramètres de la projection sur l’identification des amplitudes de variation des co-
efficients asymptotiques.

La méthode de dépouillement proposée Section 4.1.2 est appliquée pour iden-
tifier la géométrie de la fissure et les coefficients asymptotiques. Dans le cas d’un
chargement cyclique de fatigue, la vitesse de propagation est généralement liée à
une variation de SIF ∆KI . Pour obtenir ce ∆KI et la position du front, on fait
généralement le choix de projeter la variation de déplacements ∆u directement. Ce
choix est discuté aux Sections 4.2.2.3 et 4.2.2.4. Les déplacements expérimentaux
sont comparés à des déplacements issus de simulations DEK-FEM. Cette comparai-
son permet d’identifier des zones où la corrélation ne fonctionne pas et de vérifier
que la simulation élastique permet d’approcher les champs mécaniques et d’identifier
des FIC en adéquation avec la méthode de post-traitement.

Une loi de propagation de fissure de fatigue est alors identifiée. Dans la Sec-
tion 4.2.7, une simulation DEK-FEM de l’expérience avec cette loi de propaga-
tion est alors menée, et la vitesse de propagation est comparée à celle identifiée
expérimentalement. Cette simulation constitue une première vérification de la loi
identifiée. En comparant ces résultats à ceux obtenus avec une expression analy-
tique des FIC pour cette configuration, nous montrons l’importance des conditions
aux limites. En effet, la procédure expérimentale d’identification des FIC utilise
directement les déplacements mesurés sans faire d’hypothèse globale sur les condi-
tions aux limites. D’autre part, pour la simulation, les conditions aux limites sont les
déplacements (entre le chargement minimum et le chargement minimum) identifiés
par corrélation sur un contour autour de la fissure.
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Figure 4.4 – Géométrie et conditions aux limites de l’éprouvette CCT. La zone de
corrélation est représentée par un pointillé fin bleu. Le domaine considéré pour la
simulation et la projection est délimité par un pointillé épais turquoise.

4.2.1 Présentation de l’essai

L’éprouvette considérée est composée de Titane pur de grade T35 (max 0.2
wt.% Fe, max 0.18 wt.% O, max 0.08 wt.% C, max 0.03 wt.% N, max 0.015 wt.%
H). Les propriétés matériau identifiées sont un module d’Young E = 100 GPa, un
coefficient de Poisson ν = 0.33 et une limite élastique σy = 210 MPa. La géométrie
de l’éprouvette est représentée sur la Figure 4.4. La largeur de l’éprouvette est de
2W = 20 mm, et son épaisseur t = 0.3 mm. Aussi, l’hypothèse de contraintes planes
est retenue pour la modélisation et la construction des séries de Williams. Avec
une fissure initiale centrée de demi longueur a0 = 3 mm perpendiculaire à l’axe de
traction, l’essai CCT est symétrique. Aussi, seul le mode I est activé. La fissure se
propage pour atteindre une demi longueur af ≈ 6 mm.

Cette éprouvette est soumise à un chargement de traction cyclique de F0 = 50
à 500 N, le rapport de charge est donc constant R = 0.1. Elle est sollicitée jusqu’à
rupture (≈ 120 000 cycles), à une fréquence de 10 Hz. De plus, l’environnement est
maintenu constant. Comme illustré dans [MAT 12] pour le cycle 90 000, une zone
de ∆KI dominance existe. L’hypothèse de plasticité confinée est donc vérifiée se-
lon la définition proposée par Suresh [SUR 98]. Le paramètre principal pilotant la
propagation de la fissure est donc l’amplitude du FIC ∆KI au cours d’une phase
de chargement. En première approximation, pour cette géométrie, une loi de pro-
pagation de Paris (rappelée équation(1.81)) est pertinente [CIA 08]. Le fait que la
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plasticité soit confinée au cours d’un cycle permet également de valider le recours à
une simulation élastique linéaire et l’utilisation d’une méthode de post-traitement
basée sur les séries de Williams.

Au cours de l’expérience, les deux pointes de la fissure propagent.
Expérimentalement cette propagation n’est pas nécessairement symétrique (défauts
matériaux ou conditions aux limites imparfaites). La propagation d’une des deux
pointes est suivie en prenant des photographies autour de celle-ci. La zone qui est
utilisée pour la corrélation(6, 4 × 5, 1 mm2) est représentée Figure 4.2. Cette zone
étant limitée, la résolution spatiale des images est fine : 1 pixel= 6, 135 µm.

La fissure ne commence pas directement à propager autour de l’entaille initiale.
La propagation est observée entre les cycles 61 000 et 120 000. Une paire d’image
est prise tout les ∆N =1 000 cycles. La première au chargement minimum et la
seconde au chargement maximum. Une série de soixante paires est donc considérée
aux cycles Nc = N0 + c∆N avec c ∈ J1; 60K et N0 = 61 000.

4.2.2 Validation de la méthode de dépouillement sur une
simulation plastique

Les modèles et les méthodes de post-traitement et de simulation utilisés reposent
sur un certain nombre d’hypothèses et de paramètres. Cela conduit aux interroga-
tions suivantes :

— L’utilisation du champ de déplacements entre le chargement minimum et le
chargement maximum permet-il une bonne identification de la variation de
SIF ∆KI ?

— La troncature de la série de Williams considérée permet-elle de représenter
suffisamment précisément le champ de déplacements en pointe de fissure ?

— La projection sur les séries de Williams permet-elle une identification précise
de ∆KI malgré la plasticité en pointe de fissure et autour des lèvres ?

— Quels paramètres de projection (rint, rext, nmin et nmax) choisir pour permettre
une bonne identification de ∆KI ?

— La position du front qui annule le premier terme super-singulier (voir Sec-
tion 4.1.3) permet-elle une bonne identification de ∆KI ?

— Comment peut-on identifier la taille de la zone plastique à partir du champ de
déplacement, et quel est le rôle des termes super-singuliers ?

Afin de répondre à ces interrogations pour l’essai considéré et de choisir les pa-
ramètres à utiliser, une simulation numérique de l’essai est réalisée. Pour ce matériau,
la principale source de non-linéarités en pointe de fissure est la plasticité. La simu-
lation est donc élasto-plastique, comme détaillé à la Section 4.2.2.1, les modèles
utilisés sont choisis de manière à obtenir une zone non-linéaire comparable avec
celle de l’expérience. Cette simulation permet d’avoir un champ de déplacements
non bruité, pour lequel les non-linéarités sont bien connues. De plus l’intégrale de
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Figure 4.5 – Géométrie et conditions aux limites de l’éprouvette CCT idéalisée. A
droite, le quart simulé avec les conditions aux limites symétriques.

Rice élasto-plastique fournit une valeur de ∆KI de référence, et la position matérielle
du front est connue.

4.2.2.1 Choix du problème simulé

Pour cette simulation, une éprouvette idéalisée est considérée. Comme
représentée sur la Figure 4.5, seule la partie de largeur constante est considérée
avec un chargement uniforme. Pour des raisons de symétrie il est possible de ne
considérer qu’un quart de l’éprouvette avec des conditions aux limites symétriques.
Elle est soumise à une contrainte surfacique σ0 uniforme (i.e., σ0 = F0

2tW
) qui varie

de σmin ' 8, 3 MPa à σmax = 83 MPa.
Le choix d’une loi plastique pour ce matériau est délicate car nous de disposons

que d’essais sans décharge. Sans courbe pour plusieurs cycles de charge/décharge,
nous ne pouvons déterminer la nature de l’écrouissage. Deux possibilités sont
alors retenues, des lois normales avec un écrouissage isotrope qui suit la courbe
expérimentale ou un écrouissage cinématique avec un module d’écrouissage constant.
Des simulations élasto-plastiques d’un barreau soumis à un chargement cyclique
(contrainte normale sur ses extrémités) sont réalisées. Ces simulations permettent
de visualiser les courbes contraintes/déformations (Figure 4.6) pour ces différentes
lois plastiques. On constate qu’un écrouissage isotrope augmente la limite élastique
et réduit la taille de la zone plastique activée lors de la décharge. Un écrouissage
cinématique est donc une situation plus défavorable pour la stratégie considérée. En
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Figure 4.6 – Simulation d’un barreau plastique en contraintes planes pour
différentes lois plastique. Sur (b), “astrium” et “essai” correspondent à des courbes
de traction expérimentales, “Simu cin” à des simulations avec une loi plastique à
écrouissage cinématique et “Simu iso” à une simulation avec une loi plastique à
écrouissage cinématique.

effet, les effets de la plasticité seront plus importants sur un cycle et donc sur le ∆u
qui sera projeté.

Les résultats ci dessous sont obtenus pour une loi plastique normale à écrouissage
cinématique. Le module d’écrouissage choisi (E/10) permet de représenter correc-
tement le début de la courbe de traction et facilite la convergence de la simulation.
Des conclusions similaires ont été obtenus avec un écrouissage isotrope.

4.2.2.2 Présentation de la simulation

La simulation de la propagation sous chargement cyclique est réalisée par la
FEM avec le logiciel Cast3M [VER 88, VER 91] (http ://www-cast3m.cea.fr/).
L’éprouvette étant très fine ( t

2W
= 1, 5%), un état plan des contraintes est considéré.

Le maillage fractal utilisé est représenté à la Figure 4.7. Il présente un raffinement
local en pointe de fissure (dhsy = 40 µm) qui permet de s’assurer que la zone plas-
tique est correctement représentée. Il y a au minimum 10 éléments dans le rayon de
la zone plastique (ry ≥ 400 µm). Au contraire, les zones lointaines (où les évolutions
des champs mécaniques sont lentes) sont représentées avec peu d’éléments pour que
le nombre de degrés de liberté soit raisonnable. La propagation est discrétisée, les
65 premiers nœuds situés sur l’axe de la fissure dans l’intervalle [a0; a0 + 2, 6] mm
constituent les positions successives du front de la fissure. Le pas de propagation
est donc dhsy = 40 µm. Pour chaque position du front, trois cycles de chargements
sont simulés pour permettre la stabilisation de la zone plastique. La zone plastique
activée autour du front est représentée sur la Figure 4.8.

Les données de sortie de cette simulation (repérées par l’exposant sy) sont :
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d
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Figure 4.7 – Maillage fractal utilisé pour les simulations élasto-plastiques. À partir
d’un maillage constitué de 80 quadrangles à quatre nœuds, le maillage est raffiné
cinq fois par un facteur deux. dhsy est finalement la taille du maillage autour de la
zone plastique.
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Figure 4.8 – Déformation plastique cumulée autour des lèvres de la fissure à la
fin de la propagation. La fissure a propagé de a0 = 3 mm à af = 5, 6 mm. Le
maillage représenté est déformé par le chargement maximal. Les flèches représentent
les évaluations de la zone plastique, avec un seuil de déformation de 0.02%.
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Essai CCT sur Ti35

— les champs de déplacements sous chargement minimum u
sy
min et sous le char-

gement maximum u
sy
max,

— la taille de la zone plastique devant la fissure r
sy
yx ,

— trois estimations KI
sy
min, KI

sy
max et ∆KI

sy des facteurs d’intensité des
contraintes pour des champs sous chargement minimum, sous chargement
maximum et leurs variations entre ces deux chargements, respectivement.

Après stabilisation de la zone plastique, les champs de déplacements u
sy
min et

u
sy
max correspondants aux chargements minimum et maximum de la dernière charge

à une position donnée sont sauvegardés. Une fois les trois cycles de chargement
terminés à une position, la longueur devant la fissure ou la déformation plastique
cumulée dépasse 0.02% est calculée comme représenté sur la Figure 4.8. Cette mesure
correspond à une évaluation de la taille de la zone plastique r

sy
yx . Enfin, des FIC

de référence sont extraits avec l’intégrale de domaine Jd introduite équation 1.90.
Puisque le problème est en mode I uniquement, l’hypothèse que Jd est directement
proportionnel à (KI)

2 est faite (comme en élasticité linéaire)

Jd = (KI)
2 /E∗ =

∫
D

[
Wpδtk − σjk

∂uj
∂xt

]
∂q

∂xt
dS. (4.22)

Où E∗ = E puisqu’un état plan des contraintes est considéré. La définition de
l’énergie plastique Wp comme celle introduite à l’équation 1.92 n’est possible que
pour certains modèles de comportement. En pratique, nous choisissons une surface
d’intégration D qui englobe toute la zone qui a plastifiée. Le contour intérieur Ci
(représenté sur la Figure 1.16) englobe la zone où la plasticité cumulée au cours de
la propagation est non-nulle. L’énergie plastique est donc calculée comme l’énergie
élastique. Pour construire le champ d’extension virtuelle q variant de zéro à un, un
problème de diffusion thermique entre deux thermostats (un sur le contour intérieur
et le second sur le contour extérieur) est résolu.

À chaque incrément de propagation du front, cette intégrale est calculée pour les
champs mécaniques lorsque le chargement maximal du troisième cycle de chargement
est atteint : KI

sy
max et sous le chargement minimum immédiatement précédent :

KI
sy
min. Elle est également calculée pour les variations des champs mécaniques entre

ces deux chargements : ∆KI
sy . Deux évaluations de la variation de FIC sont donc

disponibles, la première en accord avec la définition ∆KI
sy
def = KI

sy
max−KI

sy
min, et la

seconde résultant d’une seule intégrale ∆KI
sy . On constate sur la Figure 4.9a que ces

deux définitions donnent des résultats très proches. Cette géométrie expérimentale
est très classique, Tada et al. [TAD 85] en proposent une expression en fonction de
la géométrie considérée

∆KTada
I = ∆σ0

√
πa

[
1− 0.025

( a
W

)2

+ 0.06
( a
W

)4
]√

1

cos
(
πa
2W

) . (4.23)

Expression dans laquelle ∆σ0 = σmax − σmin représente la variation de chargement.
Cette expression est légèrement faussée ici car le comportement n’est pas élastique
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Figure 4.9 – Résultat de la simulation numérique.

linéaire. La taille du rayon plastique évaluée r
sy
yx est également représentée sur la

Figure 4.9b. À partir d’un modèle de zone cohésive, Dugdale [DUG 60] a proposé
une évaluation de ce rayon plastique (rappelée dans [SUR 98]) en fonction de KI

rDBy = (π/8)(KI/σy)
2. (4.24)

En utilisant l’expression de KI proposée dans [TAD 85], cette expression fournit une
estimation analytique de la taille de la zone plastique. On constate que cette expres-
sion est légèrement surévaluée (≈ 1%) mais qu’elle donne une bonne estimation de
l’évolution au cours de la propagation.

4.2.2.3 Identification de la géométrie de la fissure

Comme pour l’intégrale d’interaction, il est possible d’identifier ∆KpW
I par pro-

jection de plusieurs manières. La première consiste à projeter le champ sous le char-
gement maximum u

sy
max et le champ sous le chargement minimum u

sy
min pour obte-

nir KI
pW
max et KI

pW
min et ainsi pouvoir évaluer ∆KI

pW
def selon la définition. La deuxième

possibilité envisagée est de projeter directement la variation de déplacements entre
les deux chargements : ∆usy = u

sy
max−usymin. Le coefficient singulier de cette projec-

tion est simplement appelé ∆KpW
I .

Pour réaliser ces projections, il faut au préalable avoir déterminé la position
du front de la fissure. La méthode qui consiste à trouver la position qui annule le
premier terme super-singulier (présentée à la Section 4.1.3) est utilisée. La projection
des trois déplacements ∆usy , u

sy
max et u

sy
min donne trois évaluations différentes de la

position du front. Ces positions sont représentées sur la Figure 4.10a. Ici, puisqu’il
s’agit d’une simulation, la position du front est connue. On Constate que la position
du front identifiée par la projection de la variation de déplacements est proche de la
position du front simulé. La projection de ce champ de déplacements permet donc
une bonne approximation de la position du front. D’autre part, la projection des
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Figure 4.10 – Projection de différents déplacements élasto-plastiques simulés.
Étude de leur influence sur l’identification de la position du front de fissure et de
∆KI .

déplacements u
sy
max est assez éloignée (< 10% d’écart) et enfin la projection de u

sy
min

est plus éloignée (> 20% d’écart). Ces écarts sont dus à l’impact de la plasticité sur le
champ de déplacements considéré. Pour le champ ∆usy seule la plasticité activée sur
un cycle (proche du concept de zone plastique reverse [SUR 98], illustré Figure 1.15)
est considérée. Par contre, le champ u

sy
max est dû aux déformations élastiques et

aux déformations plastiques cumulées lors des tous les cycles de chargement de
la propagation. Enfin, les déformations plastiques cumulées sont principalement à
l’origine de u

sy
min. Les termes super-singuliers sont donc plus influents et la position

qui annule le premier est plus éloignée de la position de la simulation.
La question est maintenant de savoir quelle position du front permet une bonne

évaluation du facteur d’intensité des contraintes en mode I. Sur la Figure 4.10b,
l’écart des différentes projections avec l’intégrale d’interaction pour la variation des
champs mécaniques ∆KI

sy est représentée. Dans un premier temps, notons que la
projection de la variation du champ de déplacement ∆usy et l’identification de la
position du front aW avec cette projection permet une identification de ∆KI

pW tout
à fait en accord (erreur < 0, 1%) avec l’intégrale d’interaction pour la variation
des champs (qui diffère de ∆KI

sy
def de moins de 1, 2%). Ce résultat est fondamen-

tal, la position aW permet une identification de ∆KI
pW en accord avec l’intégrale

d’interaction pour la position du front (légèrement différente).
On considère maintenant les évaluations KI

pW
max pour la projection du champ de

déplacement u
sy
max (avec laquelle on identifie également la position du front), etKI

pW
min

pour la projection du champ de déplacement u
sy
min (avec laquelle on identifie une

autre position du front). La différence entre ces estimations KI
pW
max−KI

pW
min induit un

écart important avec l’intégrale d’interaction (écart > 4%). Cet écart est entièrement
dû aux différentes positions du front évaluées pour ces deux projections. En effet,
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si l’on réalise ces projections à la position du front aW , on retrouve naturellement
∆KI

pW (l’opération de projection est bien linéaire). Enfin, il est intéressant de noter
que puisque la plasticité est confinée, l’expression proposée par Tada et al. [TAD 85]
donne une bonne estimation (erreur < 1%) de ∆KI . Toutefois, il sera difficile que
l’expérience vérifie les conditions de cette expression, notamment des conditions aux
limites uniformes et une propagation symétrique.

Cette étude confirme que la projection de la variation du champ de
déplacement ∆u sur les séries de Williams permet d’identifier la position du front
et la variation ∆KI avec précision pour une plasticité de l’ordre de celle présente
dans l’expérience considérée. La base nmin = −3 et nmin = 7 généralement utilisée
donne satisfaction. D’autre part, un rayon extérieur rext = 2, 5 mm (le maximum
permis par la dimension de la zone photographiée) est suffisant. Enfin, exclure une
zone rint = 0, 8 mm (de la taille moyenne de la zone plastique totale) assez étendue
n’est pas un obstacle à la bonne identification de ∆KI . Une étude est néanmoins
menée pour mieux comprendre l’influence de ces paramètres sur la projection, pour
des champs bien connus.

4.2.2.4 Influence des paramètres de projection

Dans un premier temps, l’influence de la troncature de la base est étudiée. La pro-
jection sur les séries de Williams est réalisée pour différentes bornes inférieures nmin
et supérieures nmax. La Figure 4.11 montre les ∆KI

pW identifiées pour différents
couples de ces bases. Elle présente aussi l’erreur moyenne de projection entre ces
bases pour vérifier leur aptitude à représenter le champ de déplacements simulé. En-
fin, le conditionnement de l’opérateur de projection associé à chacune de ces bases
est représenté.

On constate que l’augmentation de la taille de la base de projection réduit
le conditionnement de la matrice de projection (aussi bien la diminution de nmin
que l’augmentation de nmax). Cette augmentation est notamment due au fait que
l’influence de ces termes est faible dans la zone considérée. nmin < −1 a une in-
fluence très localisée et nmax > 5 une influence lointaine. Les trois bornes inférieures
nmin = {−1;−3;−5} permettent une bonne identification de ∆KI , l’influence
de nmin est faible. Néanmoins nmin = {−1;−3} permettent une identification
légèrement meilleure. L’erreur moyenne de projection est légèrement diminuée par
l’ajout du terme n = −3, certainement parce qu’il permet de prendre en compte
les non-linéarités. De plus, puisque ce terme n = −3 permet de quantifier les non-
linéarités (équation (4.13)), il est introduit dans la base de projection. C’est pour-
quoi nmin = −3 est choisie.

L’augmentation de la borne supérieure permet quant à elle d’identifier plus
précisément ∆KI . L’augmentation de la précision est sensible jusqu’à l’introduction
de l’ordre nmax = 7. Cette meilleure identification s’accompagne d’une diminution
de l’erreur moyenne de projection. Cette diminution est naturelle puisque la base de
projection est plus riche. L’introduction des termes n ∈ {4, 5, 6, 7} permet de mieux
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(d) Nmax : erreur moyenne de projection
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Figure 4.11 – Étude de l’influence de la base de projection sur l’identification de
∆KI .
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Figure 4.12 – Étude de l’influence de la dimension extérieure de la zone de projec-
tion sur l’identification de ∆KI .

prendre en compte les effets lointains comme les conditions aux limites. Les termes
supérieurs n > 7 semblent d’influence trop lointaine pour la zone de projection, il
dégradent le conditionnement sans améliorer ni la projection, ni l’identification de
∆KI .

L’influence du rayon extérieur de la zone de projection sur la projection est
étudiée. Sur la Figure 4.12a, on constate qu’un rayon extérieur trop petit dégrade la
qualité de l’identification de ∆KI par projection. La zone de projection est trop pe-
tite pour assurer une bonne identification. D’autre part, une zone de projection trop
grande englobe des informations qui viennent perturber l’identification de ∆KI . Les
séries de Williams ne permettent plus de bien représenter les déplacements (confère
Figure 4.12b). Pour ces raisons, il est intéressant de connâıtre les déplacements au-
tour de la pointe de fissure, ce qui justifie le choix de la zone suivie par corrélation
d’images. L’ajout de termes supplémentaires d’ordre supérieur (n > 7) permettrait
de mieux prendre en compte les zones lointaines ainsi introduites.

Enfin, l’influence du rayon intérieur rint est considérée. On suspecte qu’il est
préférable d’exclure la zone où ont lieux les non-linéarités [RÉT 11]. Pour vérifier
cette hypothèse, nous considérons la projection du champ de déplacements sous le
chargement maximum en utilisant la position aW . Ainsi, les non-linéarités sont plus
étendues et il est plus facile de mesurer leur impact. La projection est réalisée pour
plusieurs rayons intérieurs comme représenté sur la Figure 4.13. On vérifie bien que
lorsque la zone plastique (confère Figure 4.9a pour l’évolution de sa taille) grandit et
dépasse le rayon intérieur rint, la qualité de la projection est dégradée. Il est donc bien
intéressant d’exclure la zone plastique de la projection. Pour la projection de ∆u,
la zone plastique est plus petite puisqu’il s’agit de la plasticité qui s’est développée
pendant un seul chargement (proche de la zone plastique reverse [SUR 98]).
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Figure 4.13 – Étude de l’influence de la dimension intérieure rint de la zone de
projection sur l’identification de KI .

4.2.2.5 Évaluation de la taille de la zone plastique et de son influence

Connâıtre la taille de la zone plastique est important pour s’assurer que la zone
plastique est exclue de la projection et que l’hypothèse de plasticité confinée est
vérifiée. Les méthodes pour évaluer la taille de la zone plastique à partir d’un champ
de déplacements uniquement sont étudiées (comme lors du dépouillement d’une
expérience par corrélation d’images). D’autre part, le lien entre les termes super-
singuliers et la plasticité est vérifié.

Les différentes méthodes étudiées pour estimer la taille de la zone plastique en
aval du front sont

1. rDBy (équation (4.24)), l’évaluation basée sur les éléments cohésifs [DUG 60,
SUR 98] et le FIC analytique [TAD 85].

2. rWy la taille obtenue en appliquant le critère de von Mises au champ de
contraintes asymptotiques (équations (1.18) et (1.19)) avec les coefficients bni
obtenus par projection. Cette évaluation donne également accès à la forme de
la zone plastique et à l’influence des différents coefficients bni .

3. rPZ = −8
√
b−3
I /b1

I (équation (4.13)), la longueur obtenue avec le troisième

terme super-singulier comme proposé dans [ROU 09].

4. aW − asimu la distance entre la position qui annule le coefficient b−1
I et la

position du front de la simulation (pour vérifier que cette position est bien
influencée par la taille de la zone plastique).

Ces quatre méthodes d’estimations sont représentées normalisées (par la valeur
constatée lors de la simulation r

sy
y ) sur la Figure 4.14. L’expression (4.24) est sur-

estimée (≈ 30%) mais proportionnelle au rayon plastique de la simulation. Les
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Figure 4.14 – Projection des déplacements élasto-plastiques simulés sous char-
gement maximal. Les différentes méthodes d’évaluation du rayon plastique sont
normées par le rayon plastique de la simulation élasto-plastique r

sy
y = rrefy .

contraintes des séries de Williams (méthode 2) permettent l’identification la plus
précise mais cette estimation est moins proportionnelle à r

sy
y . Les termes super-

singuliers sont bien proportionnels au rayon plastique. La position du front qui
annule le premier terme super-singulier est décalée de la position du front avec un
biais systématique proportionnel à la taille de la zone plastique devant le front. En-
fin, on démontre pour la première fois que l’estimation de la process zone basée sur
le troisième coefficient super-singulier est bien proportionnelle à r

sy
y , c’est d’ailleurs

l’estimation la plus stable.

Le critère 2 passe par l’utilisation du champ de contraintes des séries de Williams.
Il permet donc de connâıtre une approximation de la forme de la zone où la
contrainte de von Mises dépasse la limite élastique. C’est l’occasion de comparer
cette forme à celle de la simulation et d’étudier l’influence des différents coefficients
asymptotiques. Le T -stress est souvent considéré comme le second paramètre do-
minant [BRO 85, HAM 05] en pointe de fissure (seul terme sub-singulier dont les
contraintes ne tendent pas vers zéro au voisinage du front). C’est pourquoi, des lois
de propagation de fissures de fatigue fonction de KI et de T ont été proposée, no-
tamment par Hutař [HUT 06] comme rappelé équation (1.83). Ce terme influe donc
sur la taille de la zone plastique comme illustré sur la Figure 4.15b. Sur cette Figure
KI = 1 est donné en MPa.m1/2 et T est donné en MPa, les autres termes ne sont pas
considérés. Sur la Figure 4.15a, la zone plastique pour la position a0 après cyclage
est représentée. Les contours où la contrainte de von Mises associée aux contraintes
des séries de Williams telles que σ(r, θ) =

∑
i=I, II

∑
n∈terms b

n
i r

n/2−1fni (θ) est égale
à la limite élastique y sont représentés. On constate que les termes les plus influents
sont bien KI et T , ainsi que le terme super-singulier d’ordre n = −3 (la position du
front est choisie telle que le terme d’ordre n = −1 soit nul).
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Essai CCT sur Ti35

(a) Influence des différents ordres de la série.
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(b) Rôle du T -stress.

Figure 4.15 – Contour des zones autour du front où la contrainte de von Mises
dépasse la limite élastique. Avec les coefficients bni obtenus par projection d’un champ
de déplacements en mode I simulé sur les séries de Williams, le champ de contraintes
associé est connu (équations (1.18) et (1.19)).

4.2.2.6 Bilan

L’étude de ce champ plastique simulé autour d’une fissure de fatigue qui propage
nous a permis

— de vérifier que la projection de ∆u permettait de retrouver le ∆KI de
l’intégrale d’interaction malgré la plasticité de l’ordre de celle de l’expérience
considérée (et également KI malgré la plasticité cumulée),

— de montrer que la position du front aW identifiée par la projection de ∆u
permettait une bonne projection (erreur de projection faible) et une bonne
identification des FIC,

— d’étudier l’influence des paramètres de la projection sur la qualité de la pro-
jection, et de mieux mâıtriser le choix de ces paramètres en fonction du champ
à projeter et du domaine où il est défini,

— d’évaluer différentes estimations de la taille de la zone plastique à partir du
champ de déplacement,

— d’illustrer le lien entre les termes super-singuliers et la zone plastique, et la
nécessité de les inclure pour une bonne identification des FIC.

4.2.3 Dépouillement de l’essai

La corrélation d’images sur des éléments Q4 de 15×15 pixels2 est réalisée entre les
images prises aux chargements minimum et maximum tous les ∆N = 1 000 cycles.
Elle fournit Nc approximations ∆uDIC(x) de la variation de déplacements sur la
zone de corrélation. Sur la bande d’éléments extérieurs de la corrélation d’images, la
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4. Vers l’identification de lois de propagation de fissures 2D/3D par couplage
simulation/mesure de champs

corrélation est moins précise (support des fonctions de forme réduit), elle est donc
exclue. Le résidu de cette corrélation est utilisée pour identifier la position de la
fissure.

Ce champ de déplacement ∆uDIC est projeté sur les séries de Williams (nmin =
−3, nmin = 7, rint = 0, 4 mm et rext = 2, 2 mm) pour obtenir la position du
front et une estimation de ∆KpW

I , la variation du FIC en mode I. L’erreur au sens
des moindres carrés (aux nœuds de la corrélation dans la zone de projection) est >
0, 13 pixels. Cette erreur est un peu grande par rapport à la précision attendue sur le
champ ∆uDIC par corrélation d’images (< 0, 1 pixels) [ROU 09]. Elle peut venir soit
de problèmes expérimentaux, soit d’une erreur de modèle (le champ asymptotique ne
permettrait pas de représenter précisément le champ réel). Cette seconde hypothèse
est dans un premier temps écartée par la simulation précédente.

Cette stratégie nous permet d’identifier une loi de propagation de Paris puisque
la position et ∆KpW

I sont connus au cours des cycles de propagation. Une seconde
méthode pour évaluer la variation de SIF est également étudiée. Elle consiste à utili-
ser directement le ∆KTada

I de l’équation (4.23) et les positions précédentes. Avec l’hy-
pothèse de plasticité confinée, elle revient à faire deux hypothèses supplémentaires :

— les deux fronts propagent à la même vitesse,

— les conditions aux limites sont parfaitement appliquées à l’éprouvette.

4.2.4 Simulations dédiées aux essais

La stratégie d’identification de loi de propagation proposée repose sur la confron-
tation de ce dépouillement à la simulation. En particulier, ici, à des simulations
élastique linéaires DEK-FEM en déformations planes qui sont basées sur les séries
de Williams, comme la stratégie de dépouillement. Dans un premier temps, Sec-
tions 4.2.5, il est intéressant de vérifier que la simulation est en accord avec
l’expérience, en terme de variations du champ de déplacements et de FIC. Ensuite,
Section 4.2.7, les lois de propagation identifiées sont testées pour vérifier qu’elle per-
mettent de retrouver la vitesse de propagation de l’expérience dans des simulations.

4.2.4.1 DEK-FEM locale, avec des conditions aux limites issues de la
corrélation

La corrélation d’images fournit la mesure la plus précise des conditions aux
limites à laquelle la pointe de fissure est soumise. En effet, le champ de déplacements
appliqué est mesuré localement. Au sein de la zone de corrélation, un domaine de
simulation est choisi pour la simulation. Les conditions aux limites sur ce domaine
sont la variation de déplacement ∆uDIC au bord de ce domaine. Ces conditions aux
limites locales issues de la corrélation ont déjà fait leur preuve [FED 09, RAN 10].

La simulation de ce domaine est réalisée avec la DEK-FEM, nous l’appellerons
DEK-ABC (pour Actual Boundary Condition). Le maillage utilisé pour cette simu-
lation est le même que celui de la corrélation. Ce maillage est assez fin pour une
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Figure 4.16 – Géométrie et conditions aux limites de la simulation locale avec des
conditions aux limites issues de la corrélation DEK-ABC.

identification précise des FIC. Nous avons réalisé ces simulations pour un maillage
4 fois plus fin, la correction apportée sur les FIC est de moins de 1%. De plus
l’utilisation du maillage de la corrélation (où d’un maillage 2n fois plus fin) permet
d’imposer facilement les conditions aux limites et de comparer facilement les champs
de déplacement.

4.2.4.2 Simulation d’un essai idéalisé

La seconde option envisagée est de considérer un essai idéalisé. La géométrie est
celle représentée à la Figure 4.5. Les conditions aux limites sont idéalisées, on suppose
une répartition de contrainte normale parfaitement uniforme et symétrique (∆σ0 =
∆F0/2Wt). Enfin, on suppose que la propagation est identique pour les deux pointes
de la fissure. Cette situation idéalisée est celle considérée par Tada et al. [TAD 85],
pour laquelle une expression analytique du facteur d’intensité des contraintes existe
en fonction de la longueur de la fissure (équation (4.23)). L’utilisation de cette
expression comme une simulation est appelé “expression analytique [TAD 85]”.

Pour vérifier le fonctionnement de l’algorithme DEK-FEM 2D utilisé, une simu-
lation de cette configuration est réalisée en parallèle. Pour des raisons de symétrie,
seul un quart de l’éprouvette CCT est considéré (confère Figure 4.5). Le chargement
de traction est aussi ∆σ0 = ∆F0/2Wt. Cette simulation est appelée DEK-IBC (pour
Idealized Boundary Condition)
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4. Vers l’identification de lois de propagation de fissures 2D/3D par couplage
simulation/mesure de champs

(a) Champ |uDEK−uDIC | (pixels) pour le
cycle N = 81 000 sur la zone de corrélation
privée d’un élément.
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(b) Écart au sens des moindres carrés sur la
zone de projection, entre les déplacements de la
corrélation, de la projection et de la simulation.

Figure 4.17 – Mesures des écarts entre les différents modèles.

4.2.5 Couplage simulation/mesure de champs à la posi-
tion aW

Dans un premier temps, les simulations sont réalisées aux positions iden-
tifiées expérimentalement aW (projection puis annulation du premier terme super-
singulier). La simulation DEK-ABC est réalisée pour la zone de corrélation unique-
ment privée d’une rangée d’éléments. Sur la Figure 4.17a, le champ de déplacements
obtenu est comparé au champ de déplacements de corrélation. On constate que le
champ de déplacements est bien le même au bord. Des zones fortement entachées
d’erreur apparaissent dans les coins de la simulation. Il est vraisemblable que cet
écart systématique était dû à de la distorsion optique, le capteur CCD étant un peu
grand pour le macro-objectif utilisé.

Pour s’affranchir de cette erreur, une partie de la zone de corrélation est exclue
aussi bien de la projection que de la simulation. La zone considérée (représentée
sur la Figure 4.16) est donc réduite à 4, 2× 3, 4 mm2. Cette fois l’erreur au sens des
moindres carrées (sur la zone de projection) est satisfaisante ≈ 0.06 pixels, de l’ordre
de l’incertitude de mesure généralement constatée en corrélation d’images (Q4 de
15×15 pixels2). De même, le champ simulé est proche du champ expérimental (erreur
au sens des moindres carrées sur la zone de projection < 0, 075 pixels2). Enfin il est
intéressant de noter que le champ simulé (DEK-ABC) est très proche du champ pro-
jeté (erreur au sens des moindres carrées sur la zone de projection < 0, 055 pixels2).
La simulation élastique et la projection sur les séries de Williams décrivent cor-
rectement les déplacements expérimentaux. La position du front identifiée aW est
également validée.

La Figure 4.18 trace les évolutions des FIC en fonction de la position du front aW .
On vérifie bien que la simulation DEK-FEM avec les conditions aux limites idéalisées
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Figure 4.18 – Comparaison entre les ∆KI projetés et simulés aux positions iden-
tifiées lors de la projection aW .

donne un ∆KI similaire à l’expression proposée par Tada et al. [TAD 85]. Nous
avons donc confiance en cette expression et en la précision de la DEK-FEM 2D. La
simulation DEK-ABC retourne des valeurs des FIC très proches des valeurs obtenues
par projection sur les séries de Williams. Ce résultat confirme que l’hypothèse d’un
comportement élastique et la projection sur les séries de Williams sont en accord
pour la position qui annule le premier terme super-singulier.

D’un point de vu plus général, les ∆KI obtenus d’un coté par la corrélation
d’images et l’utilisation de conditions aux limites locales (DEK-ABC), et de l’autre
les simulations idéalisées (expression analytique [TAD 85]) sont assez différents
(plus de 10%). Cette différence est certainement due à la difficulté d’appliquer
expérimentalement les conditions aux limites souhaitées, et aux deux pointes de
fissure de l’éprouvette CCT qui ne propagent pas nécessairement à la même vitesse.
Il est alors intéressant de pouvoir s’affranchir de ces hypothèses globales, comme la
méthode développée le propose : mesure de champs et simulation DEK-ABC.

4.2.6 Identification de la loi de propagation

La seconde étape consiste à identifier la loi de propagation de fatigue. La
démarche menée vise à montrer les capacités de la procédure d’identification. Le
choix de la loi et du formalisme n’est pas étudié. Une loi de propagation de Pa-
ris [PAR 61] est simplement utilisée. Elle lie le taux de propagation par cycle à
la variation du facteur d’intensité des contraintes en mode I au cours d’un cycle,
comme rappelé à l’équation (1.81).

Nous disposons de la position du front aW (Nc) et d’évaluations de ∆KI(Nc) pour
différents cycles. Il faut donc approcher le taux de propagation par cycle, par exemple
avec la méthode des différences centrées. L’évolution de ∆KI avec la longueur de la
fissure aW présente des oscillations. Une interpolation linéaire directe ne sera donc
pas très précise. La méthode utilisée consiste à minimiser A la différence quadratique
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4. Vers l’identification de lois de propagation de fissures 2D/3D par couplage
simulation/mesure de champs

Parameters 1011 C η
ABC − Paris 5.3 3.4
IBC − Paris [MAT 13] 0.3 4.4
Adib et al. [ADI 07] 7.5 3.0
Integrated DIC [MAT 12] 4.7 3.1
Fully integrated procedure [MAT 13] 2.5 3.4

Table 4.1 – Différentes estimations des coefficients de la loi de Paris pour ce
matériau. Les unités sont celle obtenues lorsque aW est en mm et ∆KI in MPa

√
m.

entre la position identifiée aW et prédite, cumulée sur les cycles, pour identifier les
paramètres (C, η) [MAT 12]. La position prédite résulte de l’intégration de la loi
de Paris approchée par une somme discrète sur les valeur ∆KI(Nc) connues. La
fonction à minimiser est finalement

A(C, η)=
60∑
c=1

aW (N0)−aW (Nc) +
∑
i∈J2..cK

C
(∆KI(Ni−1))η + (∆KI(Ni))

η

2
(Ni−1−Ni)

2

.

(4.25)

Nous disposons de deux estimations des variations des FIC, celle obtenue par
projection du champ mesuré ∆KpW

I , et celle pour la géométrie idéalisée ∆KTada
I .

Deux lois de Paris sont identifiées à partir de ces valeurs et de la position du front aW .
La première, dite loi ABC − Paris, utilise la valeur estimée avec une mesure lo-
cale du champ de déplacement ∆KpW

I . La seconde, dites loi IBC − Paris, repose
sur l’hypothèse d’une configuration idéale pour identifier ∆KTada

I . Soulignons que
cette évaluation suppose que la géométrie et le chargement idéaux sont une bonne
approximation.

Les lois de propagation ainsi identifiées sont réunies dans le Tableau 4.1. À
titre de comparaison, des valeurs publiées précédemment apparaissent également.
Mathieu et al. [MAT 12, MAT 13] ont considéré cette expérience, avec une méthode
de post-traitement également basée sur la mesure de champs et les séries de Williams,
mais sans comparaison avec la simulation. Adib et Baptista [ADI 07] s’intéressaient
à un alliage de Titane légèrement différent. Les valeurs identifiées avec la mesure de
champs autour du front sont proches des valeurs de ces références.

4.2.7 Simulation 2D de la propagation en fatigue

Une fois la loi de propagation identifiée, la vitesse de propagation est simulée. À
partir de la position initiale de la fissure aW (N0), la variation de FIC est calculée,
puis les positions successives du front sont calculées avec la loi de Paris. Des simu-
lations statiques sont réalisées tous les ∆N = 1 000 cycles, et la position suivante
est calculée par intégration explicite en cycles. Les deux simulations considérées
sont la simulation DEK-ABC, et la simulation DEK-IBC (qui revient simplement à
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Figure 4.19 – Comparaison des vitesse de propagation pour les deux lois identifiées.

appliquer l’expression de ∆KTada
I ). Les positions du front en fonction du pas de pro-

pagation c ∈ J1; 60K sont représentées sur le Figure 4.19. La première Figure 4.19a
représente les résultats pour la simulation DEK-FEM près du front (zone DEK-ABC)
avec les conditions aux limites mesurées par corrélation d’images ∆uDIC(Nc) (DEK-
ABC). La seconde 4.19b représente les résultats pour la simulation de l’éprouvette
complète dans la configuration idéalisée (expression analytique [TAD 85] ou DEK-
IBC).

La vitesse de propagation de la simulation DEK-ABC avec la loi de propaga-
tion ABC−Paris est en accord avec la vitesse constatée expérimentalement, confère
Figure 4.19a. Ce résultat est important puisque la loi de Paris est fortement non-
linéaire. Des différences apparemment minimes entre les évaluations de ∆KpW

I et
celui de la simulation DEK-ABC à la position aW (représentée sur la Figure 4.18)
auraient pu cacher un biais systématique. Ce biais aurait alors entrâıné un mauvaise
évaluation de la position du front au cours de la propagation. Pour cette expérience,
la loi de Paris identifiée est fiable. Sur cette Figure, on constate que la loi de pro-
pagation IBC − Paris est erronée. C’est la conséquence naturelle de la différence
entre les FIC évalués avec la simulation DEK-ABC et l’expression analytique (4.23)
idéalisée constatée sur la Figure 4.18.

Le résultat plus surprenant sur la Figure 4.19b est que la loi IBC − Paris
et la simulation DEK-IBC permettent de retrouver la vitesse de propagation de
la simulation avec une précision comparable à la simulation DEK-ABC avec la
loi ABC − Paris. Sans le recours à la mesure de champs, cette méthode pour-
rait sembler fonctionner (alors que la loi IBC−Paris est sensiblement différente de
la loi ABC − Paris). La mesure de champs est donc nécessaire pour choisir parmi
ces deux lois.

Cette analyse nous permet de conclure que l’utilisation d’une géométrie stan-
dard et l’approximation des conditions aux limites pour identifier les variations des
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FIC pouvaient introduire des erreurs majeures dans la loi identifiée. La procédure
proposée basée sur la corrélation d’images et les séries de Williams avec une si-
mulation DEK-FEM en parallèle permet d’éviter cette approximation. Elle permet
également de comparer le champ expérimental avec le champ simulé pour vérifier
que les modèles utilisés sont pertinents. Enfin elle permet une première validation
de la loi proposée.

4.2.8 Bilan de l’application à l’essai CCT

La procédure d’identification d’une loi proposée à la Section 4.1 a été appliquée à
un essai CCT sur une plaque fine de titane. Cette démarche a été l’occasion de confir-
mer l’intérêt de la mesure de champs pour l’identification de propriétés matériaux et
donc de lois de propagation [ROU 06, FED 09, RÉT 10c, MAT 13]. L’information
fournie est en effet riche, et permet de vérifier que la méthode d’identification est
pertinente (incertitude faible, ici sur la corrélation et la projection sur les séries de
Williams).

La démarche proposée va plus loin. En effet, pour permettre la comparaison entre
la simulation et l’expérience, la méthode d’identification et la simulation sont com-
patibles. La compatibilité est assurée par la description des champs de déplacement,
le champ identifié expérimentalement comme celui de la simulation sont décrits par
une méthode éléments finis. De plus dans les deux situations la pointe de fissure
est traitée avec une troncature de la série de Williams. La richesse des informations
identifiées et le parallèle avec la simulation permet de valider les modèles utilisés, et
de filtrer des biais expérimentaux.

D’un point de vu plus pratique, l’influence des différents paramètres de projec-
tion sur les séries a été étudiée dans le contexte de la fatigue. Nous avons validé
la projection de la variation du champ de déplacement ∆uDIC pour identifier la
position du front aW et ∆KI , la variation du FIC en mode I. La méthode d’iden-
tification de la position du front a également été validée pour faire le lien entre
l’identification et la simulation. Enfin, l’influence des conditions aux limites sur les
évaluation des ∆KI a été illustrée. Cette influence a un impact encore plus fort sur
la loi de propagation et la vitesse de propagation simulée.

La démarche proposée ne permet cependant pas de connâıtre le domaine de vali-
dité de la loi de propagation étudiée, en terme de chargement, de rapport de charge,
de géométrie d’éprouvette, d’environnement,.... D’autres expériences de propagation
de fissures de fatigue sont alors nécessaires. Par exemple dans cette expérience le
T -Stress variant très peu, nous ne pouvons pas quantifier son impact sur la propaga-
tion. Traiter des essais 3D permettrait d’avoir des plages de variation des paramètres
de rupture (notamment ∆KI , T et la refermeture) plus large directement sur une
expérience. En effet, la propagation d’un front 3D conduit généralement à des co-
efficients asymptotiques (i.e., FIC, T -stress) non-uniforme le long du front. Ceci
couvrent donc un spectre plus large de paramètres possibles.
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Figure 4.20 – Les différentes étapes de la stratégie d’identification de la loi de
propagation de fatigue proposée en 3D.

4.3 Extension de l’approche au trois dimensions

Identifier des lois de propagation est également possible à partir de mesures de
champs 3D [FER 06, GIA 11, LAC 14b]. La stratégie utilisée en 2D est étendue à
des méthodes 3D, elle est schématisée sur le Figure 4.20. L’acquisition des “images”
3D est réalisée avec un tomographe à rayons X. pour cela, l’éprouvette doit tourner à
l’intérieur de l’appareil. L’essai est donc réalisé in situ, par un montage à l’intérieur
du tomographe. La corrélation est réalisée en 3D, globalement sur une discrétisation
FEM.

Cette fois la projection est plus délicate car il faut extrapoler le champ de
déplacements dans des plans orthogonaux au front. Elle permet néanmoins d’ob-
tenir la position du front et une estimation des coefficients asymptotiques. Ces
premières étapes sont introduites dans la Section suivante, et ont fait l’objet de
la thèse de Lachambre [LAC 14b]. Elles introduisent des difficultés supplémentaires
et les méthodes sont moins mâıtrisées qu’en 2D.

À partir des positions du front et de l’estimation des coefficients asymptotiques
le long du front, il est possible de s’intéresser à des lois de propagations 3D. Ce
type d’identification est également à l’étude, et seul quelques résultats préliminaires
existent [GIA 11]. Cette étape est également complexe, les difficultés et des pistes de
réflexion sont données à la Section 4.3.3. Enfin, la méthode de simulation 3D basée
sur les séries de Williams est celle présentée au Chapitre 2.

4.3.1 Tomographie et mesure de champ

Le principe de la tomographie est de soumettre un échantillon à un fais-
ceau (nous considérerons des rayons X) et d’observer spatialement comment il
traverse le matériau. Le faisceau ayant traversé l’échantillon dans une direction
est collecté sous la forme d’une radiographie. À partir d’une série de radiogra-
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phies (éventuellement restreinte [ROU 14]), une “image” 3D peut alors être recons-
truite [KAK 88, LAC 14b]. La reconstruction de l’image à partir des radiographies
est une étape supplémentaire qui reste complexe. Des artefacts de mesures parfois
importants perturbent la résolution des images obtenues.

Contrairement à l’étude à partir de photographies (2D), il est difficile d’ajouter
des marqueurs visibles (mouchetis en 2D) sans changer les propriétés du matériau.
Un certain nombre de propriétés de la microstructure perturbent néanmoins le fais-
ceau, et sont donc visibles. Parmi ces perturbations on retiendra les surfaces libres,
qui permettent de retrouver les frontières de l’échantillon, ainsi que la fissure. Il
est alors possible de retrouver la géométrie de la fissure et du front au sein de
l’échantillon directement à partir des images [FER 06, RAN 10].

Les changements de phases apparaissent également. Lorsqu’ils sont bien répartis
dans le domaine, il peuvent jouer le rôle de mouchetis. Il est alors possible de faire
de la corrélation entre deux de ces “images” pour obtenir le champ de déplacements.
Une approche globale sur une base éléments finis a été développée par Roux et al.
[ROU 08], elle est proche de sa version 2D présentée Section 4.1.1. Elle est appelée
DVC pour Digital Volume Correlation, et des hexaèdres à 8 nœuds sont généralement
utilisés. Le matériau doit donc être choisi avec des marqueurs naturels, comme par
exemple des vides dans une mousse [ROU 08], des nodules de carbones dans de la
fonte à graphite sphéröıdal [LIM 10, LAC 14a] ou des précipités dans des alliages
d’aluminium [LAC 14b].

Une autre limitation de la tomographie est la puissance du faisceau qui pour
certains matériaux (dont l’absorption est forte) ne permet pas de traiter de grandes
éprouvettes. La microstructure joue alors un rôle important. Néanmoins, lorsque le
matériau est bien choisi et les artefacts de mesures mâıtrisés il est possible d’obtenir
une résolution des déplacements plus petite qu’un voxel.

D’autre part, l’application de la méthode à la fatigue est également délicate. La
première difficulté est la réalisation d’une éprouvette de dimension adaptée au fais-
ceau en présence d’une fissure. La première méthode utilisée [LIM 10] a été de faire
propager une pré-fissure de fatigue dans une grande éprouvette, puis d’y découper
une petite éprouvette pour le tomographe. La fissure est alors directement présente,
cependant les propriétés mécaniques du domaine autour ont étés modifiées par la
création de la pré-fissure. La loi de propagation qui pourrait être évaluée est alors
celle pour cet état du matériau. Une seconde méthode (qui est celle utilisée dans l’es-
sai 2D précédent) est de partir d’une éprouvette avec une entaille [LAC 14b], réalisée
par exemple au laser. Avec cette méthode, les propriétés ne sont pas altérées mais
la pointe de l’entaille est émoussée, la fissure mettra donc du temps à démarrer.

Une seconde difficulté est que l’acquisition des radiographies nécessaires à la re-
construction d’une image est relativement longue et assez intrusive. Il est possible
de décharger l’éprouvette et de la radiographier mais une décharge complète mo-
difie l’histoire du chargement et ne permet pas d’identifier ∆u. Pour y parvenir,
des machines de traction in situ ont été développées [LIM 10, LAC 14b, LAC 14a].
Elles permettent de réaliser le cyclage dans le tomographe et de faire des radiogra-
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Figure 4.21 – Figure 4.8 de [LAC 14b] : représentation des plans de projection
autour du front. Les repères locaux sont représentés le long du front, et en bleu et
en en rouge.

phies sous charge. Grâce à ces dispositifs, il est possible d’obtenir la variation de
déplacements sur un cycle par DVC régularisée.

4.3.2 Extraction des FIC en volume

Comme en deux dimensions, le résidu de corrélation peut être utilisé pour iden-
tifier la position des lèvres de la fissure [LIM 10, LAC 14b, LAC 14a]. À partir de la
géométrie des lèvres de la fissure, et du champ de déplacements identifié, la méthode
de projection est étendue au 3D. Comme en 2D, elle permet d’identifier la position
du front et les facteurs d’intensité des contraintes. Comme pour la simulation, l’ex-
tension de la méthode au 3D est limitée par la définition des champs asymptotiques
en 3D le long d’un front courbe. Une méthode [LIM 10, LAC 14b, LAC 14a] est de
projeter les déplacements sur les séries 2D dans des plans orthogonaux au front,
réparties le long du front.

Dans la thèse de Lachambre [LAC 14b], la méthode de projection est testée sur
des champs de déplacements issus de simulations élastiques linéaires. Pour une fissure
plane à front droit, la projection, sur des plans normaux au front, sur les séries 2D
permet de retrouver précisément la position du front et permet une bonne évaluation
des FIC (< 2% d’erreur) à cœur. Pour une fissure plane à front courbe, cette pro-
jection permet d’identifier correctement la position du front à cœur. Cependant une
erreur importante est commise sur l’identification des FIC (≈ 10%). Cette erreur
peut être corrigée en ajoutant les termes dus à la courbure proposés par Leblond
et Torlai [LEB 92] (voir équation (2.1)) dans la base de projection. L’évaluation
des FIC est alors satisfaisante à cœur (< 2% d’erreur). Ces essais montrent que la
méthode de projection fonctionne pour identifier la position du front et les coeffi-
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cients asymptotiques avec un champ de déplacements élastique simulé.
L’application à des champs expérimentaux issus de la tomographie est plus com-

plexe. Les coefficients identifiés sont lissés [LAC 14b, GIA 11] le long du front car
la discrétisation est grossière, la mesure bruitée et la taille des zones de projection
restreinte. Ces zones de projection sont représentées pour une fissure expérimentale
sur la Figure 4.21. De plus, il est difficile d’identifier la position du front de manière
itérative. Une possibilité [LAC 14b] est alors de réaliser la projection pour de nom-
breuses positions et de choisir celle qui minimise le premier terme super-singulier
pour un front lissé. Cette approche permet d’identifier l’ordre de grandeur de
l’évolution des FIC en 3D au cours d’une expérience de fatigue. C’est une première
avancée vers l’analyse expérimentale de fissures de fatigue 3D.

4.3.3 Vers des lois de propagation de fissures tridimension-
nelles

Les différentes étapes de la stratégie présentée Figure 4.20 ont été abordées dans
le projet ANR RUPXCUBE. Les outils pour identifier une loi de propagation de
fissure de fatigue 3D semblent donc accessibles dans un futur proche. Cette identi-
fication est nécessaire pour permettre de prédire par la simulation la durée de vie
d’une structure et d’organiser les opérations de maintenances. Elle présente cepen-
dant des challenges supplémentaires à l’approche 2D.

La première est simplement géométrique, car l’évolution du front en 3D est
plus complexe. Elle fait intervenir au minimum un angle supplémentaire, l’angle
de déversement, introduit à la Section 1.2.3. Expérimentalement, une difficulté
supplémentaire existe : comment relier les abscisses curvilignes de deux fronts suc-
cessifs ? Une approche consiste à résoudre un problème inverse avec la loi de propa-
gation [GIA 11]. D’autre part, la vitesse de propagation évolue généralement à l’ap-
proche d’une surface libre. Une explication possible, étudiée par Giacoma [GIA 11]
est l’augmentation du T -stress, qui pourrait être introduit dans la loi de propagation.

Néanmoins, l’identification en 3D est attractive car de nombreuses données sont
disponibles par pas de propagation, tout le long du front. La mesure de champs
3D associée à des méthodes de post-traitement et de simulation intimement liées
est un outils très prometteur pour identifier le formalisme pertinent d’une loi de
propagation de fissure 3D.
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Conclusions et perspectives

Ce mémoire présente la DEK-FEM 3D, une méthode de simulation 3D de fissures
courbes avec extraction directe des coefficients asymptotiques. En 2D, la DEK-FEM
consiste à utiliser les séries de Williams seules comme discrétisation en pointe de
fissure dans un patch analytique. Le reste du domaine est traité avec une méthode
X-FEM. Les deux parties sont raccordées à leur interface au sens faible. Un maillage
X-FEM de la structure complète est réalisé, les éléments autour du front (dans un
rayon rW ) constituent le patch analytique. Ces éléments ne servent alors plus qu’à
l’intégration. L’extension de cette approche au 3D n’est pas directe puisqu’il n’existe
pas de définition des champs asymptotiques pour une fissure quelconque en 3D, c’est
l’objet principal de ces travaux de recherche.

Une définition primale des champs du patch analytique est proposée
(équation (2.4)). La série de Williams (2D) en déplacements est utilisée dans un
repère local autour du front. Une évolution continue de ce champ asymptotique est
rendue possible le long du front par le produit de la série de Williams avec des fonc-
tions de forme éléments finis 1D de l’abscisse curviligne. L’évolution des coefficients
asymptotiques le long du front est donc directement connue (équation (2.31)). À
partir de cette définition du champ de déplacements, les champs de déformations et
de contraintes sont calculés. Lorsque le front est courbe, le calcul du gradient des
déplacements est fait dans la base locale associée à la fissure.

La méthode est alors appliquée à des fissures planes à front droit. On constate
que les champs auxiliaires de l’intégrale d’interaction sont identiques aux champs
mécaniques du patch lorsque des éléments finis d’ordres zéros sont utilisés le long
du front. Cette discrétisation dans la DEK-FEM ne permet pas de prendre correcte-
ment en compte des évolutions des coefficients asymptotiques le long du front. Une
discrétisation d’ordre un corrige ce problème et permet d’identifier les évolutions
continues non-bruitées des coefficients asymptotiques.

La DEK-FEM 3D est ensuite validée sur des cas tests pour lesquels des solutions
analytiques sont connues. Les cas tests simulés sont des fissures planes à front courbe.
Les évolutions des coefficients asymptotiques sont bien calculées mais les amplitudes
ne sont pas très précises. Deux procédés permettent d’améliorer la précision. Le
premier est de raffiner la discrétisation X-FEM autour du patch. Il est alors possible
de diminuer la taille du patch et ainsi de s’approcher des hypothèses des séries de
Williams. Le second est de faire évoluer la base. On a par exemple montré que l’ajout
de la troisième rotation et l’augmentation de l’ordre des éléments finis le long du
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front permettent d’améliorer la précision. Ces cas tests ont également été utilisés
pour étudier l’influence des différents paramètres de la méthode.

Pour raffiner le maillage et traiter des problèmes où l’échelle de la structure est
différente de l’échelle de la fissure, la méthode a été couplée avec un algorithme
multigrilles localisées. Cet algorithme présente une complexité quasi-optimale. Il
permet également de raffiner le maillage localement. Ces deux propriétés permettent
de traiter efficacement des problèmes où différentes échelles cohabitent. Le patch ana-
lytique est introduit uniquement sur la grille la plus fine. Une première application
de la DEK-FEM couplée avec la méthode multigrilles localisées est proposée. Comme
attendu, l’ajout de grilles supplémentaires plus fines permet d’améliorer la précision
de l’identification des coefficients asymptotiques.

Pour aller plus loin dans le développement de la méthode, il serait intéressant
de travailler sur le choix de la base de discrétisation du patch analytique. La base
proposée donne des premiers résultats encourageants et nous avons montré qu’elle
jouait un rôle primordial sur la qualité de l’identification des facteurs d’intensité
des contraintes. Une étape supplémentaire sera de considérer des fissures courbes,
et d’étudier l’influence de la courbure. La méthode proposée traite naturellement
la courbure du front comme la courbure de la fissure, le calcul du gradient est
néanmoins plus délicat. Une autre piste de développement est de perfectionner le
couplage du patch analytique avec le solveur multigrilles.

Le développement de ce type de simulation permet l’étude de la rupture lors-
qu’une fissure micro-structurellement longue se propage avec des non-linéarités
confinées en pointe de fissure. En effet, la méthode repose sur des champs asympto-
tiques obtenus sous les hypothèses de la mécanique linéaire élastique de la rupture.
Deux applications sont donc directement possibles : les matériaux fragiles fissurés et
simulation de fissures fatigue. Il semble néanmoins possible d’étendre la méthode à la
dynamique, en utilisant les développements asymptotiques dynamiques [FRE 98] ou
aux non-linéarités, avec les champs HRR [RIC 68b, HUT 68]. D’autre part, certaines
non-linéarités peuvent être prises en compte directement par la loi de propagation.

Enfin, la méthode proposée de simulation avec extraction directe des facteurs
d’intensité des contraintes est appliquée à la propagation de fissure de fatigue. Cette
application s’inscrit dans le projet ANR RUPXCUBE qui traite de l’identification
de loi de propagation de fatigue. La démarche proposée dans le projet allie post-
traitements expérimentaux en parallèle de la méthode de simulation développée dans
cette thèse. Le parallèle est basé sur un formalisme identique pour le post-traitement
des expériences et la simulation. Il permet de comparer les champs de déplacements
en présence pour valider les modèles et identifier des biais expérimentaux. Dans le
cadre de cette thèse, cette démarche est appliquée à un essai 2D. Une loi de Paris
est identifiée et on constate l’importance des conditions aux limites. La stratégie
développée est basée sur la mesure de champs. Elle ne repose donc sur aucune ap-
proximation globale, et permet de traiter des expériences pour lesquelles les condi-
tions aux limites sont imparfaites.

Les différents outils pour identifier des lois 3D avec cette stratégie ont été
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développés au sein du projet. La tomographie à rayons X permet de mesurer des
champs de déplacements 3D. La méthode d’identification des coefficients asympto-
tiques a été étendue aux 3D [LAC 14b]. Dans le cadre de cette thèse, la méthode
DEK-FEM a été étendue au 3D. Une fois ces outils rodés, ils permettront de mieux
appréhender l’identification de loi de propagation 3D. Plusieurs points qui restent
assez ouverts pourront être étudiés : les directions de propagation du front, la vi-
tesse de propagation en mode mixte ou le comportement particulier à l’approche
des surfaces libres. Cette perspective est d’autant plus prometteuse que les données
ne sont plus disponibles en un point (front de fissure ponctuelle en 2D) mais tout
au long du front.
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Annexe 1

Organisation du programme DEK-FEM multi-

grilles X-FEM localisées

Cette annexe présente l’organisation du programme multigrilles éléments finis
étendus localisées avec extraction des FICs (i.e., le patch analytique est introduit
dans la grille la plus fine). Ce programme ressemble fortement à celui proposé
par Rannou [RAN 08] : multigrilles éléments finis étendus localisées, les opérations
spécifiques au patch apparaissent en gras. Cette annexe est une grille de lecture
intéressante du chapitre 2 qui présente la DEK-FEM 3D et son couplage avec l’al-
gorithme multigrilles X-FEM localisées

Génération du maillage

— Initialisation (géométrie, chargement et paramètres de la méthode)

— Construction ou lecture du maillage FEM grossier de la structure totale
Nœuds, éléments, fonctions de forme et leur gradient

— Calcul des trois levels sets aux nœuds du maillage structuré dédié (Sec-
tion 2.1.2.3)

— Boucle sur les ng − 1 grilles : k = 1

— Identification des nœuds enrichis de la grille k (approche topologique,
Section 1.2.2.3 et Figure 1.5)

— Création du maillage k + 1 par sous découpage des éléments grossiers
dans la zone choisie (Figures 2.6 et 2.7)

— Identification des nœuds enrichis de la grille ng

— Décomposition de domaine sur la grille la plus fine ng : les éléments
ayant un nœud à moins de rw élément du front constituent le patch
(Figure 2.3)

— Pour chacune des ng grilles :

— Génération de la table de connectivité adéquate

— Génération des points d’intégration (intrinsèques aux éléments)
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— Calcul des fonctions d’enrichissements et de leur gradient aux points de
Gauss (intrinsèques aux éléments)

— Pour le patch :

— Génération des éléments unidimensionnels du patch : nœuds,
éléments et connectivité (Figure 2.4)

— Calcul des fonctions asymptotiques et de leur gradient aux
points de Gauss de la grille ng dans le patch (Figure 2.4)

— pour un front qui rejoint les surfaces libres : les abscisses
curviligne maximum et minimum du front sont calculées
à partir de la troisième level set, cet intervalle est ensuite
découpé en éléments

— pour un front fermé sur lui-même : une origine de l’abs-
cisse curviligne est choisie arbitrairement, l’intervalle entre
les abscisses maximum et minimum est ensuite découpé en
éléments, les nœuds initial et final de l’abscisse curviligne
sont réunis

Génération de la matrice de rigidité et des opérateurs de
couplage

— Pour chacune des ng+1 grilles (dont le patch) :

— Calcul des matrices de rigidité élémentaires et assemblage (intégration
sur les éléments du maillage FEM)

— Calcul des efforts aux limites (second membre)

— Application des conditions aux limites par substitution (connectivité)

— Calcul des opérateurs de prolongement/restriction (Section 2.3.3.2)

— Calcul de l’opérateur de raccord intégral (Section 2.2.5)

— Identification des nœuds de l’interface ΓW

— Réorganisation des faces en éléments 2D avec une normale sor-
tante du patch

— Génération des points d’intégration (intrinsèques aux éléments
2D)

— Calcul de la connectivité de ces éléments avec les inconnues du
patch, du domaine X-FEM et du raccord

— Calcul des fonctions (déplacements du patch et du domaine X-
FEM, et champ de raccord) aux points de Gauss

— Calcul des matrices de raccord élémentaires et assemblage
(intégration sur les éléments 2D)
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Résolution et post-traitement

— Résolution à partir des opérateurs ainsi créés (Sections 2.3.3.1 et 2.3.4)

— Export des champs mécaniques sous paraview

— Tracé des évolutions des coefficients asymptotiques désirées
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Maillage raffiné localement pour les fissures penny

shaped en tension

Les cas tests de fissures circulaires en tension ont pour référence des fissures
dans des milieux infinis. Pour s’approcher de cette situation, une fissure petite par
rapport à la dimension du milieu simulé est considérée : l = 10a. Le maillage est
donc raffinée localement autour de la fissure pour manipuler un nombre de degrés
de liberté acceptable. Des maillages approchants de ceux utilisés par Sukumar et al.
[SUK 00] pour des simulations X-FEM sont utilisés. Ils sont générés avec le logiciel
Gmsh développé par Geuzaine et Remacle [GEU 09].

Maillage dit grossier

l = 2;

rf = 0.1;

dh1 = l/8;

dh2 = rf/Sqrt(13);

longfin = 2*6*dh2;

hfin = 6*dh2;

lf = longfin;

L[1]=2;

L[2]=2;

L[3]=10-(4+2*3/5+2*(3/5)^2+2*(3/5)^3+6/Sqrt(13));

L[4]=2*3/5;

L[5]=2*(3/5)^2;

L[6]=2*(3/5)^3;

L[7]=1/Sqrt(13);

L[8]=1/Sqrt(13);

L[9]=1/Sqrt(13);

L[10]=1/Sqrt(13);

L[11]=1/Sqrt(13);

L[12]=1/Sqrt(13);
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p0=newp; Point(p0)={0,0,0};

inc = 1;

Lc[0]=0;

For (1:12)

Lc[inc]=Lc[inc-1]+(L[inc]*rf/l);

p1=newp; Point(p1)={Lc[inc]*l,0,0};

inc=inc+1;

EndFor

For (1:12)

Lc[inc]=Lc[inc-1]+(L[25-inc]*rf/l);

p1=newp; Point(p1)={Lc[inc]*l,0,0};

inc=inc+1;

EndFor

Extrude{l,0,0}{

Point{p0};

Layers{{2,1,1,1,1,12,1,1,1,1,2},

{Lc[2],Lc[3],Lc[4],Lc[5],Lc[6],Lc[18],Lc[19],Lc[20],Lc[21],Lc[22],1}};

Recombine;

}

Extrude{0,l,0}{

Line{1};

Layers{{2,1,1,1,1,12,1,1,1,1,2},

{Lc[2],Lc[3],Lc[4],Lc[5],Lc[6],Lc[18],Lc[19],Lc[20],Lc[21],Lc[22],1}};

Recombine;

}

Extrude{0,0,l}{

Surface{5};

Layers{{2,1,1,1,1,12,1,1,1,1,2},

{Lc[2],Lc[3],Lc[4],Lc[5],Lc[6],Lc[18],Lc[19],Lc[20],Lc[21],Lc[22],1}};

Recombine;

}

Maillage dit fin

l = 2;

rf = 0.1;

dh1 = l/8;

dh2 = rf/Sqrt(13);

longfin = 2*6*dh2;

hfin = 6*dh2;

lf = longfin;

L[1]=2;

L[2]=2;

L[3]=10-(4+2*3/5+2*(3/5)^2+2*(3/5)^3+6/Sqrt(13));

L[4]=2*3/5;

186 Clément Roux-Langlois : DEK-FEM 3D, LAMCOS INSA Lyon (2014)

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0112/these.pdf 
© [C. Roux-Langlois], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



Annexe 2

L[5]=2*(3/5)^2;

L[6]=2*(3/5)^3;

L[7]=1/Sqrt(13);

L[8]=1/Sqrt(13);

L[9]=1/Sqrt(13);

L[10]=1/Sqrt(13);

L[11]=1/Sqrt(13);

L[12]=1/Sqrt(13);

p0=newp; Point(p0)={0,0,0};

inc = 1;

Lc[0]=0;

For (1:12)

Lc[inc]=Lc[inc-1]+(L[inc]*rf/l);

p1=newp; Point(p1)={Lc[inc]*l,0,0};

inc=inc+1;

EndFor

For (1:12)

Lc[inc]=Lc[inc-1]+(L[25-inc]*rf/l);

p1=newp; Point(p1)={Lc[inc]*l,0,0};

inc=inc+1;

EndFor

Extrude{l,0,0}{

Point{p0};

Layers{2*{2,1,1,1,1,12,1,1,1,1,2},

{Lc[2],Lc[3],Lc[4],Lc[5],Lc[6],Lc[18],Lc[19],Lc[20],Lc[21],Lc[22],1}};

Recombine;

}

Extrude{0,l,0}{

Line{1};

Layers{2*{2,1,1,1,1,12,1,1,1,1,2},

{Lc[2],Lc[3],Lc[4],Lc[5],Lc[6],Lc[18],Lc[19],Lc[20],Lc[21],Lc[22],1}};

Recombine;

}

Extrude{0,0,l}{

Surface{5};

Layers{2*{2,1,1,1,1,12,1,1,1,1,2},

{Lc[2],Lc[3],Lc[4],Lc[5],Lc[6],Lc[18],Lc[19],Lc[20],Lc[21],Lc[22],1}};

Recombine;

}
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[GON 13a] González-Albuixech V. F., Giner E., Tarancón J. E., Fuen-
mayor F. J., Gravouil A.
Convergence of domain integrals for stress intensity factor extraction in 2-D curved
cracks problems with the extended finite element method. International Journal
for Numerical Methods in Engineering, vol. 94, no 8, 2013, p. 740–757.
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[LAC 14a] Lachambre J., Réthoré J., Weck A., Buffiere J.-Y.
Extraction of stress intensity factors for 3D small fatigue cracks using digital
volume correlation and X-ray tomography. International Journal of Fatigue, ,
2014. In press.

[LAC 14b] Lachambre J.
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[MOË 02a] Moës N., Gravouil A., Belytschko T.
Non-planar 3D crack growth by the extended finite element and level sets – Part I :
Mechanical model. International Journal for Numerical Methods in Engineering,
vol. 53, no 11, 2002, p. 2549–2568, John Wiley & Sons, Ltd.
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[RÉT 07] Réthoré J., Hild F., Roux S.
Shear-band capturing using a multiscale extended digital image correlation tech-
nique. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, vol. 196, no

49–52, 2007, p. 5016–5030.
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The design and analysis of the Generalized Finite Element Method. Computer
Methods in Applied Mechanics and Engineering, vol. 181, no 1–3, 2000, p. 43–69.

[STR 04] Strikwerda J. C.
Finite difference schemes and partial differential equations. Siam, 2nd edition
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[SUK 00] Sukumar N., Moës N., Moran B., Belytschko T.
Extended finite element method for three-dimensional crack modelling. Inter-
national Journal for Numerical Methods in Engineering, vol. 48, no 11, 2000,
p. 1549–1570, John Wiley & Sons, Ltd.

[SUK 01] Sukumar N., Chopp D. L., Moës N., Belytschko T.
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THÈSE SOUTENUE DEVANT L’INSTITUT NATIONAL DES SCIENCES APPLIQUÉES DE LYON
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évolutions des FIC et du T -stress.
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