N ° d’ordre 2013-ISAL-0006 Année 2013

THESE

Contributions a la modélisation avancée des machines
tournantes en dynamique transitoire dans le cadre Arlequin

Présentée devant

I’Institut National des Sciences Appliquées de Lyon

pour obtenir

le GRADE DE DOCTEUR

Ecole doctorale :
Mécanique, Energétique, Génie Civil, Acoustique

Spécialité :

MECANIQUE - GENIE MECANIQUE - GENIE CIVIL

par

Assat GHANEM
Ingénieur de ’'UTBM

These soutenue le 22/01/2013 devant la Commission d’examen

Jury
BEN DHIA HacHMI Professeur, Ecole Centrale Paris Président
LEBON FREDERIC Professeur, Université Aix-Marseille Rapporteur

PRUDHOMME SERGE  Chercheur, Ecole polytechnique de Montréal = Rapporteur
BARANGER THOURAYA Maitre de Conférences, HDR Université Lyonl Directrice

CARTRAUD PATRICE  Professeur, Ecole Centrale de Nantes Examinateur
COMBESCURE ArLAIN Professeur, INSA-Lyon Examinateur
MASSIN PATRICK Directeur du LaMSID Examinateur
TORKHANI MoOHAMED Ingénieur Recherche EDF R&D Examinateur

LaMCoS - UMR CNRS 5514 - INSA de Lyon
20, avenue Albert Einstein, 69621 Villeurbanne Cedex (FRANCE)

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0006/these.pdf
© [A. GHANEM], [2013], INSA de Lyon, tous droits réservés



Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0006/these.pdf
© [A. GHANEM], [2013], INSA de Lyon, tous droits réservés



INSA Direction de la Recherche

2007-2010

- Ecoles Doctorales — Quadriennal

SIGLE

ECOLE DOCTORALE

NOM ET COORDONNEES DU RESPONSABLE

CHIMIE DE LYON

M. Jean Marc LANCELIN

CHIMIE http://sakura.cpe.fr/ED206 Université Claude Bernard Lyon 1
Bat CPE
43 bd du 11 novembre 1918
M. Jean Marc LANCELIN 69622 VILLEURBANNE Cedex
Tél : 04.72.43 13 95 Fax :
Insa : R. GOURDON lancelin@hikari.cpe.fr
ELECTRONIQUE, M. Alain NICOLAS
E.E.A. ELECTROTECHNIQUE, AUTOMATIQUE | Ecole Centrale de Lyon
http://www.insa-lyon.fr/eea Batiment H9
M. Alain NICOLAS 36 avenue Guy de Collongue
Insa : C. PLOSSU 69134 ECULLY
ede2a@insa-lyon.fr Tél : 04.72.18 60 97 Fax : 04 78 43 37 17
Secrétariat : M. LABOUNE eea@ec-lyon.fr
AM. 64.43 - Fax : 64.54 Secrétariat : M.C. HAVGOUDOUKIAN
EVOLUTION, ECOSYSTEME, M. Jean-Pierre FLANDROIS
E2M2 MICROBIOLOGIE, MODELISATION CNRS UMR 5558
http://biomserv.univ-lyonl.fr/E2M2 | Université Claude Bernard Lyon 1
Bat G. Mendel
M. Jean-Pierre FLANDROIS 43 bd du 11 novembre 1918
Insa : H. CHARLES 69622 VILLEURBANNE Cédex
Tél : 04.26 23 59 50 Fax 04 26 23 59 49
06 07 5389 13
e2m2@biomserv.univ-lyonl.fr
INTERDISCIPLINAIRE SCIENCES- M. Didier REVEL
EDISS SANTE Hopital Cardiologique de Lyon
Batiment Central
Sec : Safia Boudjema 28 Avenue Doyen Lépine
M. Didier REVEL 69500 BRON
Insa : M. LAGARDE Tél : 04.72.68 49 09 Fax :04 72 3549 16
Didier.revel@creatis.uni-lyon1.fr
INFORMATIQUE ET M. Alain MILLE
INFOMATHS | MATHEMATIQUES Université Claude Bernard Lyon 1
http://infomaths.univ-lyonl1.fr LIRIS - INFOMATHS
M. Alain MILLE Batiment Nautibus
43 bd du 11 novembre 1918
69622 VILLEURBANNE Cedex
Tél : 04.72. 44 82 94 Fax 04 72 43 13 10
infomaths@bat710.univ-lyon1.fr - alain.mille@liris.cnrs.fr
MATERIAUX DE LYON M. Jean Marc PELLETIER
Matériaux INSA de Lyon
MATEIS
M. Jean Marc PELLETIER Batiment Blaise Pascal
7 avenue Jean Capelle
Secrétariat : C. BERNAVON 69621 VILLEURBANNE Cédex
83.85 Tél : 04.72.43 83 18 Fax 04 72 43 85 28
Jean-marc.Pelletien@insa-lyon.fr
MECANIQUE. ENERGETIQUE, GENIE M. Jean Louis GUYADER
MEGA CIVIL, ACOUSTIQUE INSA de Lyon
Laboratoire de Vibrations et Acoustique
M. Jean Louis GUYADER Batiment Antoine de Saint Exupéry
25 bis avenue Jean Capelle
Secrétariat : M. LABOUNE 69621 VILLEURBANNE Cedex
PM: 71.70 -Fax :87.12 Tél :04.72.18.71.70 Fax:04 72 43 72 37
mega@Iva.insa-lyon.fr
ScSo* M. OBADIA Lionel
ScSo Université Lyon 2

M. OBADIA Lionel

Insa : J.Y. TOUSSAINT

86 rue Pasteur

69365 LYON Cedex 07

Tél : 04.78.77.23.88 Fax : 04.37.28.04.48
Lionel.Obadia@univ-lyon2.fr

*ScSo : Histoire, Geographie, Aménagement, Urbanisme, Archéologie, Science politique, Sociologie, Anthropologie

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0006/these.pdf
© [A. GHANEM], [2013], INSA de Lyon, tous droits réservés




Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0006/these.pdf
© [A. GHANEM], [2013], INSA de Lyon, tous droits réservés



Remerciements

Je tiens a exprimer ma gratitude et mes remerciements a Thouraya Baranger,
qui a dirigé ce travail de these, pour sa grande disponibilité, ses nombreux conseils
et pour m’avoir donné 'opportunité de travailler sur ce sujet.

Je remercie vivement Mohamed Torkhani, pour la qualité de son encadrement, sa
disponibilité, et ses conseils. Ses qualités humaines, scientifiques et pédagogiques ont
contribué au bon déroulement de cette these.

Ce travail a été mené a la fois, au Laboratoire de Mécanique des Contacts et
des Structures (LaMCoS) de I'Institut National des Sciences Appliquées (INSA)
de Lyon, et au département Analyses Mécaniques et Acoustique (AMA) de la divi-
sion R&D d’EDF. J'exprime ma reconnaissance a chacun de leurs membres.

Par ailleurs, je remercie Hachmi Ben Dhia pour m’avoir fait I’honneur de présider le
jury de soutenance, et Frédéric Lebon et Serge Prudhomme pour avoir accepté de
rapporter ce travail, et pour leurs remarques et questions pertinentes.

Je remercie tous les membres du LaMSID et du groupe “Acoustique, vibrations
sous écoulement & dynamique des machines” pour leur bonne humeur.

Mes remerciements vont aussi aux stagiaires, doctorants et agents que j’ai croisés
au cours de ces trois années, pour leur aide et pour ’ensemble des moments passés
ensemble...

Enfin, un énorme merci pour ma copine, ma sceur, et mes parents, qui n’ont ja-
mais cessé de m’encourager.

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0006/these.pdf
© [A. GHANEM], [2013], INSA de Lyon, tous droits réservés



Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0006/these.pdf
© [A. GHANEM], [2013], INSA de Lyon, tous droits réservés



Résumeé

Les machines tournantes sont le siege de phénomenes vibratoires particuliers

liés a des sources d’excitation variées dues a l'effet de rotation, au couplage vibra-
tions/mouvements de rotation/écoulements tournants, a la symétrie périodique ou
quasi-périodique des structures, et a l’amortissement interne et externe. Les tra-
vaux de recherche présentés dans ce mémoire portent sur le développement dune
méthodologie de couplage de modeles 1D poutre et 3D pour I'analyse dynamique
avancée des machines tournantes.
La méthode Arlequin est une méthode de raccord de modeles autorisant par l'in-
termédiaire d'une technique de superposition, de coupler des modeles numériques
de nature différente. L’extension de cette méthode au cadre de la dynamique des
machines tournantes offre la possibilité de mieux traiter les aspects énergétiques
et propagation d’ondes a travers la zone de recouvrement. A cette fin, plusieurs
points sont abordés. Le premier point concerne ’écriture du formalisme Arlequin
en régime dynamique transitoire dans le cadre du raccord 1D-3D. A partir des
formulations continue et discrétisée, les questions de couplage multi-schémas/multi-
échelles en temps sont traitées en se basant sur la conservation de 1’énergie globale
des sous-domaines couplés. Dans le second point, une méthode de raccord multi-
schémas/mono-échelle en temps fondée sur une pondération de type partition de
I'unité des parametres du schéma de Newmark dans la zone de collage est proposée.
Elle permet de garantir I'équilibre énergétique du systeme global et assure la conti-
nuité des quantités cinématiques a l'interface. Cette approche est ensuite généralisée
au cadre des raccords multi-schémas/multi-échelles. Ce nouveau formalisme, basé
sur la continuité en déplacement, autorise l'intégration numérique avec des schémas
et des échelles de temps différents dans un contexte de raccord avec recouvrement
tout en préservant 1’équilibre énergétique global. Le dernier point traite deux volets
principaux. Dans le premier volet, une formulation mixte ciblant les applications
machines tournantes pour lesquelles un repere fixe et un autre tournant coexistent,
est mise en place. Dans le second volet, le formalisme multi-schémas/multi-échelles
en temps est étendu a la formulation mixte dans le but d’obtenir une approche
générale permettant I'analyse de modélisations avancées de machines tournantes.
La pertinence de ces travaux est illustrée par un cas semi-industriel représentant
une application de type machines tournantes.

Mots clés: Machines tournantes, Méthode Arlequin, Eléments finis, Dynamique
transitoire, Analyse multi-échelles / multi-schémas, Décomposition de domaines
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Abstract

Rotating machinery are subjected to specific vibratory phenomena related to

various sources of excitation arising from rotation, vibration / rotation movements
coupling, symmetry of the periodic or quasi-periodic structures, and internal and ex-
ternal damping. This work focuses on developing a methodology for coupling beam
and 3D models for advanced dynamic analysis of rotating machinery.
The Arlequin method is a multi-scale computation strategy allowing the coupling
of numerical models of different nature through a technique of superposition. The
extension of this method to the dynamics of rotating machinery framework offers
the possibility of a better treatment of the energy aspects and wave propagation
through the overlapping zone. To this end, several points are discussed. The first
one concerns writing the Arlequin formalism in a transient dynamic regime for a 1D-
3D coupling. Using the continuous and discrete formulations, questions regarding
coupling different integration schemes and heterogeneous time scales are studied
based on the total energy conservation of the coupled sub-domains. In the second
point, a multi-scheme integration method based on a weighting partition of unity
function of the Newmark’s scheme parameters in the gluing zone is proposed. It
ensures the energy balance of the overall system and the continuity of kinematic
quantities at the interface. This approach is then generalized to a multi-scheme /
multi-scale framework. Based on displacement continuity in the recovering area, this
new formalism allows the numerical integration with different time scales and hete-
rogeneous time schemes while preserving the overall energy balance. The last point
deals with two main components. In the first phase, a mixed formulation aiming
at rotating machinery applications where a rotating and a fixed frame coexist is
developed. In the second phase, the multi-scheme / multi-scale framework is exten-
ded and applied to the mixed formulation in order to obtain a general approach for
analyzing advanced modeling of rotating machinery. The relevance of this work is
illustrated by a representative application of rotating machines.

Keywords Rotating machinery, Arlequin Method, Finite elements, Structural
dynamics, Multi-scales / Multi-schemes, Domain decomposition
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Introduction

Le travail de these que nous présentons dans ce document s’inscrit dans le
cadre d’'une collaboration CIFRE entre le laboratoire de mécanique des contacts
et des structures de I'Institut National des Sciences Appliquées de Lyon (INSA)
et le groupe d’acoustique, vibrations sous écoulement, et dynamique des machines
tournantes d’EDF. Ce groupe fait partie du département d’Analyse Mécanique et
Acoustique (AMA) de la division recherche et développement d’EDF.

Cette introduction générale vise a expliquer les motivations industrielles de
la these et a présenter le cadre général, les objectifs, ainsi que les réalisations
développées dans les différents chapitres de ce manuscrit.

Ce travail poursuit des travaux de collaborations antérieurs [ZAM 05, RAT 03] sur
la méthode Arlequin dans le domaine quasi-statique.

La simulation de modeles de machines tournantes en régime dynamique est
généralement basée sur des modélisations de type poutre (structures filaires et
élancées). La prise en compte d'un phénomene localisé (de type fissure, contact,
impact) en se basant sur ces modeles globaux n’est pas fiable, et une étude basée
sur un mono-modele tridimensionnel fin est alors nécessaire.

Dans le cadre de la mise en place d'une démarche d’analyse avancée pour 1'étude
des machines tournantes, plusieurs aspects physiques et numériques doivent étre
pris en compte dans le but de répondre a des exigences de qualité et d’efficacité.
Dans ce contexte, les travaux de these présentés dans ce manuscrit constituent
la premiere pierre d'un projet de recherche ambitieux ou toutes les briques
élémentaires nécessaires aux études poussées de machines tournantes doivent étre
posées. L’enjeu de ce projet consiste alors a développer une modélisation poutre
permettant de reproduire le comportement global des machines tournantes (figure
1), et d’y superposer localement des modeles tridimensionnels autorisant la prise
en compte de non-linéarités localisées telles que les phénomenes de contact et de
propagation de fissures, a moindres cotts tant humains que numériques. Cette
approche permettra, grace a la richesse des modeles 3D, d’étudier tout autre
phénomene physique apparaissant au cours du fonctionnement au niveau des
zones susceptibles de voir initier des phénomeénes d’endommagement (les plateaux
d’accouplement, les alésages et les racines des disques et des ailettes, etc.).
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Fig. 1: Figure d’un groupe turbo-alternateur 1300 MW

Dans la littérature, plusieurs méthodes adaptatives [LI 05, CAR 95] proposent des
solutions pour traiter ce type de problemes. Cependant, la mise en ceuvre de ces
approches s’avere compliquée puisqu’elles nécessitent dans la plupart des cas la
mise en place de stratégies de remaillage. Dans ce contexte, la méthode Arlequin
[BEN 99, BEN 01, BEN 10] offre un cadre rigoureux, flexible, et bien adapté pour
traiter ce type de difficultés. Elle est basée sur une partition de modeles, ce qui
permet de coupler des domaines de dimensions et de finesses différentes, d’ou
une économie en taille du probleme par rapport a une mono-modélisation fine
complete. La modélisation Arlequin permet la restitution du comportement global
d’un modele donné tout en ayant la possibilité de mettre en évidence des effets qui
apparaissent aux échelles plus fines. La mise en place d'un couplage Arlequin 3D-1D
(figure 2) représentant un cas-test de type de machines tournantes et son application
en dynamique constitue le premier objectif des travaux de these présentés ci dessous.

Muodélisation 3D |
|'! - S = S —
i - S --|-—= gES.
Modélisation poutre et disques
Modélisation Arlequin: Poutre et 3D ‘ ‘

]

|

Fig. 2: Comparaison des différentes modélisations possibles

L’utilisation d’'une méthode de raccord de modeles pour des études en régime
dynamique s’avere tres efficace du fait de la richesse d’informations disponibles
a travers les modélisations fines en espace d’une part, et grace a 1’économie du
temps de calcul nécessaire pour une étude similaire effectuée sur un mono-modele
fin équivalent d’une autre part. Par ailleurs, le traitement séparé des domaines
autorise le développement de différentes approches d’intégration numériques per-
mettant d’associer a chacun des sous-domaines ses propres parametres d’'intégration
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temporelle : Schéma d’intégration numérique et échelle de temps. Ces approches
permettent d’adapter les problemes a résoudre en fonction du phénomene que
I’'on souhaite observer. Il est ainsi possible de combiner des schémas de Newmark
conservatifs (implicites ou bien explicites) et des échelles de temps fines d'une
part, avec des schémas de Newmark dissipatifs et des discrétisations temporelles
grossieres de l'autre, et inversement. Néanmoins, une attention spéciale doit étre
accordée aux aspects énergétiques qui peuvent étre a la base de perturbations
capables de rendre les calculs instables, ou bien de générer des phénomenes de
réflexion d’ondes résiduelles au niveau de l'interface entre les modeles couplés.
Dans [PRA 04, COM 02, GRA 01, MAH 10, BAT 10] les auteurs appliquent
des méthodes de raccord de modeles sans recouvrement en régime dynamique
ou la continuité a l'interface est assurée a travers les vitesses. La conservation
de l'énergie de ces méthodes est démontrée par une méthode dite énergétique
[HUG 78a, HUG 78b].

Malgré les nombreux avantages offerts par la zone de recouvrement du cadre
Arlequin, cette derniere peut étre le lieu de phénomenes de cumul d’énergie dans
le cadre d’'une intégration numérique ou chaque sous-domaine possede son propre
schéma numérique et évolue sur sa propre échelle de temps. Notons toutefois que
des phénomenes identiques se produisent au niveau des méthodes de raccord sans
recouvrement évoquées ci-dessus, mais la réduction de la zone de recouvrement
a une interface rend leffet de tels phénomenes négligeable (pas de cumul du
résidu énergétique). Un deuxiéme objectif qui s’inscrit toujours dans le cadre
du développement de méthodes d’analyses avancées des machines tournantes,
vise a mettre en place les ingrédients d'un cadre rigoureux autorisant le controle
des parametres de lintégration numérique sur chaque sous-domaine, de fagon
indépendante, tout en garantissant 1’équilibre énergétique du systeme global. Nous
démontrons dans le chapitre 4 que le point clé de cette approche repose sur la
continuité en déplacement dans la zone de collage. Ce point est essentiel du fait que
la plupart des codes éléments finis travaillent avec les déplacements comme variable
de résolution ce qui facilite le développement et la capitalisation des travaux dans
CODE_ASTER.

Par ailleurs, le troisieme objectif de la these consiste a mettre en place une
méthodologie de couplage des modeles 1D poutre et 3D pour 'analyse des ma-
chines tournantes en dynamique transitoire. Ceci nécessite une compréhension des
phénomenes physiques issus principalement de 'effet rotationnel des machines en
vue d’adapter le cadre Arlequin. La particularité de la configuration avec rotation
d’ensemble réside dans le mélange de différents niveaux d’analyse en associant des
formulations 1D et 3D. Cette coexistence de modélisations de natures différentes
demande une réflexion théorique particuliere dans 'optique de mettre en place un
cadre permettant de tenir compte des spécificités de chaque modele. Ceci concerne
principalement le mouvement des sous-domaines dans leurs propres repéres (repere
Galiléen et repére tournant), I’écriture du raccord en fonction du temps, et 'appari-
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tion de nouvelles grandeurs telles que la matrice d’accélération centrifuge qui existe
uniquement sur le modele 3D. Le développement de cette approche théorique, ainsi
que la mise a profit des objectifs précédents constituent un cadre permettant de
réaliser des études de machines tournantes ou le comportement global de la ligne
d’arbres est restitué tout en tenant compte de la présence locale d’une éventuelle
non-linéarité.

La suite de ce document est composée de six chapitres :

— Le chapitre 1 dresse un état de I'art des principales méthodes de raccord en
espace sans recouvrement et avec recouvrement, et présente une vue globale
sur les schémas d’intégration numérique avant de détailler la mise en place
de quelques approches multi-échelles en temps, leurs spécificités, ainsi que les
aspects énergétiques correspondants.

— Le chapitre 2 expose les formulations continue et discrétisée de la méthode Ar-
lequin dans le cadre dynamique. La conservation de 1’énergie a travers cette ap-
proche est également abordée dans le but de mieux comprendre les phénomenes
énergétiques qui peuvent survenir lors de I'extension de cette méthode au cadre
multi-schémas/multi-échelles en temps.

— Le chapitre 3 est dédié a 'exposition d’une nouvelle formulation mixte basée
sur la méthode Arlequin en vue de I'utiliser dans des applications machines
tournantes. L’origine de cette réflexion consiste a écrire I’équation d’équilibre
dans le repere fixe pour la modélisation de poutre, et dans le repere tournant
pour le modele tridimensionnel.

— Le chapitre 4 présente deux contributions importantes qui portent sur
I'intégration numérique multi-schémas pour une méthode de raccord avec re-
couvrement, ainsi que sur une nouvelle méthode de couplage multi-échelles
/ multi-schémas dans le méme contexte de raccord spatial. Ces travaux sont
basés sur une continuité en déplacement dans la zone de collage, ainsi que sur
la conservation de I'énergie totale des systemes couplés pendant I'intégration
numérique.

— Le chapitre 5 est consacré a 'extension de I’approche multi-échelles / multi-
schémas du chapitre 4 au cadre des machines tournantes. Cette généralisation
permet de mettre en oeuvre la démarche d’analyse avancée pour les études de
machines tournantes.

— Le chapitre 6 illustre I'utilisation de I'approche finale présentée dans le chapitre
5 dans le cadre d’une application représentative de type machines tournantes.
Le contact entre un rotor composé d'un patch 3D (1800 degrés de liberté)
couplé a une ligne d’arbre modélisée en poutre de Timoshenko (330 degrés de
liberté) et un stator rigide fixe est étudié pendant une montée en vitesse. Le
modele est soumis a un effet de balourd au niveau d’un disque.
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Chapitre 1

Etat de Part

Dans ce premier chapitre nous présentons une étude de
l’état de l’art portant sur les méthodes de calcul
multi-échelles. Une premiere partie est consacrée aux
aspects multi-échelles en espace. Nous balayons quelques
méthodes de raccord sans recouvrement, ainsi que d’autres
plus complexes, ot une zone commune coexiste entre les
différents domaines couplés, notamment la méthode
Arlequin. Une deuxieme partie principale évoque les
aspects multi-échelles en temps ou les domaines couplés
possedent des échelles de temps distinctes. Ces méthodes
de couplage sont tres intéressantes et permettent
d’effectuer des économies importantes en termes de temps

de calcul.
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Introduction

1.1 Introduction

De maniere générale, la représentation d’une solution qui traduit une réponse
réaliste des problemes de la mécanique du solide peut étre résumée par une descrip-
tion approximative du comportement du matériau. D’autre part, on peut rencontrer
des situations qui mettent en jeu des modeles de dimensions tres variables qui font
que les variations d’échelles doivent étre prises en compte afin de pouvoir étudier
les phénomenes considérés comme microscopiques par rapport a la taille globale du
probléme (fissuration, endommagement...).

Actuellement, plusieurs difficultés (calcul, capacité, vitesse,...) empéchent la
modélisation numérique complete sur les différentes échelles. Dans ce contexte, plu-
sieurs approches tenant compte de ces difficultés sont proposées et permettent de
modéliser ces phénomenes.

Simuler ces probléemes mécaniques implique la prise en compte de modeles
éléments finis ol on peut distinguer au moins deux échelles : une locale ou des
modeles raffinés sont indispensables pour représenter les petits détails, et 'autre
globale ou un modele grossier représente le comportement de la piece saine.

Deux types de couplages existent afin de relier les différents modeles :
¢ Couplage sans recouvrement

o Couplage avec recouvrement

1.2 Couplage sans recouvrement

Dans un couplage sans recouvrement [GLO 04], un domaine € est divisé en
deux sous-domaines €2; et {25 séparés par une frontiere donnée comme le montre la
figure 1.1. Le couplage des deux sous-domaines s’effectue par un jeu d’échange de
conditions limites entre les deux modeles.

Fig. 1.1: Décomposition de domaine de Schur

En général, les méthodes sans recouvrement sont basées sur la méthode de type
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1. Etat de I’art

Schur, elles sont tres utilisées dans le calcul des structures. On trouve plusieurs
versions de cette méthode : primale, duale et mixte.

1.2.1 Meéthode de Schur primale

Cette méthode, dite aussi, Balancing Domain Decomposition Method, est qua-
lifiée de primale car le probleme a I'interface traite les déplacements comme inconnus.
Le travail est concentré sur 'interface I';,,; ol on vérifie de maniere forte la condition
de continuité en déplacement :

UNX)=U*X) ¥V X €Tl (1.1)

A partir de la discrétisation de la formulation continue, un probleme statique
élastique linéaire se présente de la facon suivante :

K.U = F sur Q (1.2)
U=Uswr ot Q=0Q,UQ (1.3)

En tenant compte de la condition de continuité a l'interface 1.1, le probleme
statique 1.2 peut étre réécrit sous une forme matricielle en regroupant les degrés de
liberté internes au sous domaines €2y, {29, et ;,,; et en numérotant les variables du
systeme afin de séparer les noeuds d’interface des noeuds internes.

Ki 0 Ky U! F!
0 Ko Ky U’ | = | F (1.4)
Kz’l Kz’2 Kz‘i UZ FZ

K et Ko représentent les matrice de rigidité des noeuds des deux parties situées a
I'intérieur des sous-domaines €2y et {25 tout en excluant les interfaces. Le terme K;;
correspond a la matrice de rigidité des noeuds situés exclusivement dans I'interface
[ine. Les termes Ky, et Ky (k=1, 2) décrivent les interactions entre les noeuds de
I'interface et ceux a l'intérieur de €2; et €23. On recherche la valeur du vecteur U au
niveau de l'interface I';,;.

En considérant les matrices Kj; et Kgy inversibles, on peut éliminer les in-
connus U' et U? et obtenir le probleme d’interface ou bien le probleme condensé
basé sur les inconnues primales U’. Cela nous rameéne a la résolution du systeme
propre aux méthodes de décomposition sans recouvrement :

AU =B (1.5)
ou A = K” — Kil-Kl_ll-Kli — KZ'Q.K2_21.KQZ'
et B=F - K; K, .F' — K;3 K, .F?

Le probleme d’interface 1.5 peut étre résolu soit par une méthode directe ou
on doit expliciter ’écriture de la matrice A, soit par une méthode itérative.
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Couplage sans recouvrement

Phase d’initialisation
K117 K1i7 KZ'17 Fl ‘ K227 K2i7 KZ'27 F2

(1) Evaluation du complément de Schur Primale
A =K — (Ku[Kn] 'K + Ko [Kao] 'Kio)

(2) Calcul du probleme sans liaison
Uy =[Ku]'"F' | U, = [Kap| 'F’

(3) Calcul du probleme d’interface
B=F —-K;U, - KU

U'=A"'B

(4) Calcul du probleme avec liaison

Utlzl = —[Ku] 'K, U; ‘ Uil = [K] 'Ky U;

(5) Mise ajour des quantités cinématiques
U'=U,+U, | U=U,;+U,

Tab. 1.1: Exemple d'un algorithme basé sur une formulation de Schur primale

1.2.2 Méthode de Schur duale

La différence principale entre cette méthode et la précédente est 'introduction
d’une variable supplémentaire (un multiplicateur de Lagrange) qui prend en compte
la contrainte a 'interface.

En effet, la condition de continuité en déplacement posée dans la méthode pri-
male U'(X) = U*(X) V X € I, est dualisée avec des équations d’intégrales
contenant des multiplicateurs de Lagrange A(U' — U?).

Si on décompose les contributions de chacun des sous domaines (K;; = K}, + K3,
et F; = F! + F?) et on effectue une permutation au niveau des lignes du systeme
matriciel 1.4, on peut le réécrire comme suit :

K, Ky, 0 U! F!
Ki K'i+ K% Ky U, | = | F,+F% (1.6)
0 K Ko U? F?

Afin de pouvoir écrire la contribution de chaque sous-domaine on duplique les
noeuds situés a 'interface.
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1. Etat de I’art

Kyu Ky 0 0 U! Fto
Ki Ky 0 0 U; F; + F} - K5, U — K,.U?
2 ] 2 | — 2 1 ywlrn_ 1c. 1 (1-7)
0 0 K% K, U: F? +F; - K, U - K;.U
0 0 K Ko U? F?
On définit un vecteur d’interface :
A = FI K2 U - K,yU? :
= —(F; - K, U -K;.U" (1.9)

Cette notion de vecteur d’interface 1.8 intégrée au systeme 1.7 permet de réaliser
une décomposition matricielle propre a chacun des sous-domaines :

B A IR IR P Bt

FEAIEIEEEN a

Cette écriture matricielle peut étre résumée de la fagon suivante :

K, U' =F'-L;\x ou le{ ( 10)1] } (1.12)
- d

K,U? =F? —L,\ ot Lzz{ ( 10)2] } (1.13)
- d

D’autre part, la continuité des déplacements a I'interface entre les sous-domaines
couplés se présente comme suit :
LU +L,U*=0 (1.14)

A ce stade, les systemes 1.12, 1.13 et 1.14 peuvent étre réunis dans un systeme
matriciel représentant I’écriture de 1’équilibre du modele couplé :

K, 0 L U’ F!
0 K, L, U? | = | F? (1.15)
LY LY 0 A 0

On effectue a nouveau une condensation sur les inconnues d’interface (multipli-
cateur de Lagrange) en éliminant les déplacements sur chaque sous-domaine. Ceci
nous amene a la résolution du probleme d’interface suivant :

10
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Couplage sans recouvrement

AX=B (1.16)

2
A=) LK 'L

i=1

2
B =) LK;'F
i=1

Dans ce cas, les matrices de rigidité des sous-domaines Ki; et Koy contiennent
les informations sur l'interface aussi. Le vecteur multiplicateurs de Lagrange A
représente les forces d’interaction entre les sous domaines. Les noeuds sur I'interface
I';,.+ sont localisés a partir des matrices de contraintes L et Ly. Dans cette méthode,
la continuité cinématique est assurée entre les sous-domaines ce qui permet de vérifier
I’équilibre de la structure.

(1) Phase d’initialisation
Kla L17 Fl ‘ K27 L27 F2

(2) Evaluation du complément de Schur dual
A[ - Ltl [Kl]_lLl + LE[KQ]_lLQ

(3) Calcul du probléeme sans liaison

UL = KTE | U = (K

(4) Calcul du probleme d’interface
B, =F —-A,U, - ApU}
A - A;lB[

(5) Calcul du probleme avec liaison

Uy =—[Ki]'LIX [ UG = [Ko]'LyA

(6) Mise ajour des quantités cinématiques
u'=U,+U, | U*=U,+U,

Tab. 1.2: Exemple d’un algorithme basé sur une formulation de Schur duale

1.2.3 Approches mixtes

Ce type d’approches se base principalement sur une formulation mixte en efforts
et déplacements du probleme d’interface. L’interface entre deux sous-domaines peut
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1. Etat de I’art

étre assimilée (ou pas) a une structure a part entiere. C’est le cas, par exemple, d'une
approche de type LATIN [Lad99] (LArge INcrement method). La différence princi-
pale avec les deux approches précédentes est dans I’absence d’un probleme condensé
a l'interface. Bénéficiant d’un sens physique (équations d’équilibres et de comporte-
ments, propres inconnus,...), cette derniere autorise la prise en compte de différents
comportements physiques plus ou moins complexes. Cette approche permet d’obte-
nir une approximation de la solution globale des domaines couplés puisqu’elle est
basée sur une résolution itérative sur la plage de temps étudiée. La flexibilité de
cette méthode a motivé son extension a plusieurs domaines de la mécanique. On
peut notamment mentionner son application a des problemes de dynamique non
linéaire [ROY 90|, des applications multi-échelles en temps [LAD 03], le suivi de fis-
sures [GUT 08], ainsi que les applications portant sur 1’élasto-plasticité [BOI 98], et
sur la viscoplasticité [COG 89].

1.2.4 Autres méthodes de couplage sans recouvrement
1.2.4.1 Raccord Poutre-3D (ou Poutre-2D)

Dans le cadre des méthodes de raccord sans recouvrement, plusieurs méthodes
plus ou moins générales sont développées. Dans cette optique, on peut évoquer les
raccords Poutre-2D et Poutre-3D [AND 96]. On s’intéressera ici au raccord Poutre-
3D comme le montre la figure 1.2.

Cette méthode permet de se passer des modélisations 3D completes et ce en
remplacant les parties situées a une distance suffisamment loin de la zone d’intérét
a analyser par des modélisations de type poutre (principe de Saint Venant). Le but
de la modélisation par des poutres est de transférer des conditions limites réalistes
aux bord du maillage 3D. La formulation faible de 1’équilibre de I'interface s’écrit :

/(U.N.v)ds:R-V+M-Q (1.17)
s

Avec :

V et Q) respectivement les vecteurs de translation et de rotation infinitésimales de
la poutre.

R et M respectivement la résultante et le moment dans la poutre au point de raccord.
0.N : Champ de vecteur contraintes défini sur la trace de la section S.

Le premier membre de cette égalité va fournir le produit scalaire grace auquel on
définira la composante poutre d'un champ de déplacement 3D défini sur la section
de la poutre. En utilisant ce produit scalaire, on garantira la symétrie de I'approche
entre les conditions cinématiques et statiques de raccord. D’autre part, on remarque
qu’il est théoriquement possible de traiter des comportements quelconques de part
et d’autre du raccord surfacique Poutre-3D puisqu’aucun aspect ayant trait au com-
portement n’apparait dans 1’égalité d’équilibre utilisée.
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Couplage avec recouvrement

La condition statique de raccord est donnée par les équations suivantes :

R = /J.Nds (1.18)
S
M = /GM(:L‘)/\O’.NdS (1.19)
S
/U.N.vds = 0VoveT (1.20)
S

ou S : Section droite de la poutre

N : Normale au plan de S

G : Centre de gravité de S

T : Supplément orthogonal de T qui est l'espace des champs de déplacements de
V = L*S)?

Fig. 1.2: [llustration du couplage Poutre-3D

¢ Bilan et remarques

Les méthodes de collage sans recouvrement sont efficaces quand les modéles
considérés sont locauz et que ['un se déduit de ['autre localement. FElles présentent
beaucoup d’avantages, spécialement quand elles sont appliquées dans des études in-
dustrielles de grandes tailles ot I’économie au niveau temps de calcul est facile a
wdentifier. Cependant, dans le cadre de la dynamique, des phénomenes de réflexion
d’ondes peuvent apparaitre au niveau des interfaces reliant les différents domaines
couplés (en surface), d’ou l'intérét des méthodes de raccord avec recouvrement (en
volume).

1.3 Couplage avec recouvrement

Les méthodes basées sur un recouvrement utilisent la séparation des échelles
pour définir une projection plus ou moins complexe qui puisse éliminer des degrés
de liberté dans une zone de I’espace, et non plus brutalement en surface comme le
font les méthodes sans recouvrement. L’opérateur de projection utilisé pour séparer
les échelles est la premiere caractérisation d’une méthode par recouvrement et il a
beaucoup plus d’importance dans ce cadre que pour les méthodes sans recouvrement
ou la décomposition est triviale.
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La maniere dont on va retirer les degrés de liberté a également toute son im-
portance. Une différence principale entre ce genre de méthodes et celles sans recou-
vrement se traduit par 'absence des équations d’interface entre les sous-domaines
voisins.

1.3.1 La méthode de Schwarz

La méthode de Schwarz [SCH 69, CAR 95] a servi de base pour une grande partie
des méthodes avec recouvrement. Le but de Schwarz était d’étudier 'opérateur de
Laplace sur deux sous-domaines. A la base cette méthode est développée pour la
résolution de problemes elliptiques.

~

_—-——

Fig. 1.3: Décomposition de domaine de Schwarz

C’est une méthode itérative qui consiste a résoudre, par exemple, un probleme
de statique linéaire de fagon alternée sur les deux domaines. Le probleme discrétisé
a résoudre se présente comme suit :

KU = F sur Q (1.21)
U=Usw?l ot Q=Q,UQ, (1.22)

Pour chaque itération, en se plagant dans un sous-domaine €2y, une condition
limite sur la frontiere virtuelle correspondante 7, est imposée par le deuxieme sous
domaine €. A un instant (7) la solution est calculée pour U; et ensuite pour Us.
On distingue deux versions :

e [’algorithme dit multiplicatif : on prend comme conditions de Dirichlet les
dernieres valeurs des déplacements d’interface calculés pour le sous-domaine
voisin.

La solution globale du systeme vaut :

Ui(m) pour m € 2\ €y

Us(m) pour m € Qq (1.23)

U'm) = {
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Couplage avec recouvrement

KUZ‘1 =F; sur KUé =F, sur
U’l': U sur O\ | U =U sur Q\I'y
U, =U,"! sur 3 U, = Uj sur

e [’algorithme dit additif : on prend comme conditions de Dirichlet pour un
sous-domaine les valeurs des déplacements donnés par le domaine voisin a
I'itération précédente.

KU"1 =F; sur KU; =F, sur ()
Ui = U sur {\I' | Uy = U sur Q,\I
Ul =Uy"! sur v | Uy =U7 sur

Un point tres important dans ce type de problemes est la vitesse de convergence
des calculs. Ce parametre augmente avec la taille de la zone de superposition. Par
contre, il faut essayer de trouver le meilleur compromis entre ’augmentation de la
taille de cette zone de recouvrement et I’ampleur des calculs des degrés de liberté
attachés aux différents sous domaines qui elle-méme va s’élever aussi.

¢ Bilan et remarques

Le raccord avec recouvrement permet de faire dialoguer les modeéles a raccor-
der, avec un échange d’informations a l’interface commune qui est beaucoup plus
important que pour un raccord en surface. Le surcout en termes de temps de calcul
par rapport aux méthodes sans recouvrement est justifié par ’apport supplémentaire
au sens physique de ces méthodes. En effet, par exemple, la propagation des ondes
basses et hautes fréquences entre les sous-domaines couplés est mieux adressée grace
auz zones de recouvrement [ZAM 05].
Le choix d’une méthode (avec ou sans recouvrement) doit étre basé sur différentes
considérations prenant en compte la nature de [’étude, les phénomenes a observer
et a étudier, ainsi que le cout a payer en termes de finesses de modélisation et de
temps de calcul.

1.3.2 La méthode hp-d

Inspirée des travaux sur ladaptativité [RAN 92], la méthode hp-d [RAN 97,

KRA 03] adresse les problemes de défauts locaux (trous, hétérogénéités, ...) pouvant
altérer la solution globale dans le domaine de la mécanique des structures. Basée
sur l'idée de raccord de modele avec recouvrement, la méthode hp-d consiste a
superposer de fagon partielle les modeles dans une zone d’intersection.
L’idée principale consiste a raffiner le maillage autour de la zone d’intérét (domaine
2),) et de raccorder cette derniere a un domaine €, constitué d’un maillage grossier
ou l'ordre des éléments augmente au fur et a mesure que l'on s’éloigne de la zone
contenant l'irrégularité.
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Pour la majorité des méthodes avec recouvrement, la solution a trouver est constituée
d’une combinaison des solutions des domaines couplés.

U=U,+U, (1.24)

Afin que les systemes d’équations puissent étre correctement résolus, I'indépendance
linéaire des modeles couplés est garantie par la construction de maillages
hiérarchiques dans la zone de collage. Par conséquent, aucun chevauchement des
maillages n’est autorisé et les degrés de libertés du domaine fin sont supprimés dans
le cas ou les mémes existent dans le modele grossier.

Fig. 1.4: Illustration de la méthode hp-d

On note que la continuité des quantités cinématiques a 'interface est imposée sur
les bordures communes des modeles couplés. Dans le cas ou cette condition de conti-
nuité est imposée sur les déplacements aux interfaces, les équations correspondantes
se présentent de la maniere suivante :

{Uh:O sur I,

U,=0 sur I}, (1.25)

Résolution du systeme
En statique linéaire, le systeme discrétisé représentant 1'équilibre du modele
couplé se présente comme suit :

Kpp Kph Up _ Fp
EBEE

Dans cette écriture matricielle on distingue les termes correspondant aux ma-
trices de rigidité Ky, et K,, appartenant respectivement aux domaines €2, et €2,
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Couplage avec recouvrement

ainsi que les termes extra-diagonaux K, et K;h représentant les matrices de cou-
plage.

Les auteurs proposent de résoudre ce systeme 1.26 en utilisant la méthode de Gauss-
Seidel par blocs. Ramenés aux seconds membres, les termes K, et K;h sont alors
considérés, a un instant donné (i + 1), comme des pré-charges résultant du calcul
effectué a l'instant précédent (i) :

{ KppU;;Ll = Fp - KphU,;L

; ; 1.27
K, U =F,-K,, U (1.27)

On note que ces termes ont des valeurs assez faibles par rapport a ceux de

la diagonale. En effet, ces termes sont nuls dans la méthode des éléments finis
hiérarchiques.
L’implémentation de cette méthode a permis d’effectuer plusieurs applications. Ces
réalisations basées sur des adaptations et des améliorations de la méthode portent
sur des enrichissements de modeles de poutres par des modeles 2D [DUS 07], ainsi
que sur des couplages de modeles 2D avec des modeles 3D. D’autres applications
[DUS 99] portants sur des sujets différents ont été réalisés tel que la plasticité,
I’élasticité, ainsi que des application portants sur des problématiques de réaction-
diffusion.

e Bilan et remarques
La méthode hp-d présente une approche pertinente et assez efficace autorisant une
facilité de mise en place et d’implémentation. Cependant, quelques limitations telle
que ’exigence de maillages hiérarchiques sont requises afin de ne pas en complexifier
la mise en place et 'utilisation.

1.3.3 La “splitting method”

La “splitting method” [BAB 05] a été développée dans I'optique de traiter un
des micro-défauts les plus connus, la fissure. L’idée principale porte sur la capacité
de traiter simultanément plusieurs fissures dans une structure unique. Ce traitement
est effectué dans un cadre linéaire élastique sans que l'utilisateur soit contraint a
remailler la structure dans la zone d’intérét.

Deux étapes de base constituent les fondements de cette approche :
e remplacer le modele global fissuré par un modele équivalent sain sans fissure
e remplacer chaque zone d’intérét par un modele local de géométrie simple conte-
nant la fissure (le probleme local correspondant est appelé “probléme hand-
book”
La solution finale est le résultat de la superposition des réponses des différents
modeles. Elle prend la forme suivante :

U=U,+(V,+W,) (1.28)
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1. Etat de I’art

Ou Uy, Vi, et W, représentent respectivement la solution du modele sain global, la
solution sur un modele local fissuré, ainsi qu’un terme autorisant la continuité des
quantités cinématiques au niveau de la bordure des domaines locaux I',,.

-
™ W

- N / \
E E:A \\\.xé//i
> 4

N

! i

\ J

., A
\_\ _’/

Fig. 1.5: Représentation de la “Splitting method”

L’algorithme correspondant a cette méthode est fonction des solutions locales des
multiples zones d’intéréts contenant les fissures. Les auteurs [BAB 05] proposent la
démarche suivante :

1. Résolution du modele sain non fissuré : Ceci permet d’obtenir une premiere
solution en déplacement U,.

2. Calcul des réponses sur les modeles locaux fissurés : C’est une réponse a des
chargements F; imposés sur les levres de la fissure. Une série de déplacements
élémentaires V; sur chaque zone est établie.

3. Calcul de la réponse du modele sain non fissuré : L’effort de réaction résultant
de I'étape (2) permet de calculer et réactualiser la réponse du modele sain
global. Cette étape fait apparaitre des termes correctifs W, sur le modele
global.

A ce stade, le traitement des différents efforts sur les modeles correspondants
peut s’avérer colteux en terme de temps de calcul.

4. Evaluation et actualisation de la solution globale :

U=U,+ > > B(Vi+W)) (1.29)

i=1 j=1

Ou BJZ représente un coefficient a déterminer pour vérifier au mieux la condition
de bord libre sur les levres des fissures.

¢ Bilan et remarques
La résolution simultanée du probléeme fissuré sur les domaines locaux permet un gain
de temps non négligeable par rapport a la méthode des éléments finis généralisée.
L utilisation de modeles ne nécessitant pas d’opérations de remaillage rend cette
méthode assez robuste. Par ailleurs, cette méthode est restreinte au cadre linéaire,
et sa mise en oeuvre requiert des ingrédients avancés (solveur adapté,...).
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Couplage avec recouvrement

1.3.4 La méthode Arlequin
La méthode Arlequin [BEN 05, BEN 08a, BEN 99, BEN 01, BAU 08, PRU 08,

BAU 09] est une méthode de raccord avec recouvrement. Elle concerne les problemes
de la mécanique ou le domaine d’étude global peut étre subdivisé suivant plusieurs
zones distinctes nécessitant des niveaux d’analyse différents.

L’objectif de cette approche est de proposer une stratégie permettant de mener
les calculs simultanément sur ces différentes échelles, tout en étant flexible, simple
d’emploi et peu cotiteuse en temps pour l'utilisateur et la machine. Pour ce faire,
les différentes zones sont associées a des états mécaniques issus de modélisations
pouvant étre de natures tres diverses, tant au niveau des discrétisations (finesse,
ordre, ...) que des formulations mises en jeu (analytique, numérique, mécanique, ...).

Par souci de flexibilité, les domaines de ces modeles ne sont pas astreints a
présenter, entre eux, des interfaces géométriquement compatibles, mais peuvent se
recouvrir totalement ou partiellement de facon non conforme. Il est tout de méme
préférable, pour des raisons évidentes de commodités d’implémentation et d'utilisa-
tion des codes éléments finis, d’utiliser dans la pratique des maillages conformes au
moins sur une partie de la zone de recouvrement. Une particularité de la méthode
Arlequin est alors de raccorder ces modeles, non pas en surface, comme cela se fait
classiquement, mais dans le volume. De cette fagon, dans les zones de coexistence, la
modélisation globale est obtenue par le mélange de plusieurs modélisations concur-
rentes.

Dans ce qui suit, on présente brievement sur un probleme mécanique d’élasticité
linéaire, les étapes de base de la méthode Arlequin. Dans ce cadre, le probleme (figure
1.6) consiste a déterminer 1’équilibre d’une structure occupant 1'ouvert connexe €2.
Sur une partie I', (de mesure non nulle) de la frontiere 0f2, cette structure est
encastrée, tandis que sur une partie distincte I'y, elle subit 'action d'un champ de
forces surfaciques g. En outre, elle est soumise sur tout son volume, a un champ de
forces volumiques f. On fait 'hypothese que ces champs de force, f et g, sont des
éléments de L?(2) et de L*(T',), respectivement.

En désignant par ug le champ de déplacement qui satisfait ’équilibre, ce probleme
s’écrit classiquement comme suit :

Trouver ug € Wy; Vv € Wo;  ko(ug; vo) = f(vo) (1.30)

Dans cette équation, W, représente l'espace des champs des déplacements
cinématiquement admissibles. En outre, kg et f; désignent respectivement les travaux
virtuels des efforts internes et extérieurs, dont on rappelle ci-dessous les expressions :

\V/llo, vg € Wy, ko(llQ;Vo) = /O’(llo) : €(V0) (131)
Q
VVO € W(), f(](Vo) = /f'V(] +/ g Vo (132)
Q Iy
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Fig. 1.6: Probleme mécanique générique

ou le tenseur des contraintes o (ug) est relié au tenseur des déformations linéaires

e(up) par la loi de Hooke dans le cadre de I'élasticité linéarisée.
Supposons maintenant que 1’on souhaite “altérer” localement le mono-modele

global €2. Pour former une partition avec recouvrement du domaine d’étude €2, on
considere deux sous-domaines définis sur deux ouverts connexes €2; et {2y tels que

QU Qs.

Les principales étapes de la méthode Arlequin sont les suivantes
o Superposer les différents états mécaniques dans la zone commune ou zone de
pour recoller en volume les deux modeles

recouvrement S (figure 1.7).

o Les raccorder de maniere faible :
dans leur zone commune, l'idée est d’activer des forces fictives de couplage
controlant, sur la zone de recouvrement, I’écart entre leurs états mécaniques

(déplacement, déformations, contraintes, ...). Afin de laisser une certaine li-

berté d’expression aux deux modeles sur une partie, dite sans collage ou libre

et notée S, de la zone de superposition S, le raccord peut étre seulement écrit

sur une partie, dite de collage et notée S., de cette derniere (avec S = S.+ Ss.).

o Répartir I’énergie globale : Pour ne pas compter deux fois I’énergie du systeme
global dans la zone de recouvrement, chacun des travaux virtuels associés
aux deux modeles est pondéré par des fonctions, dites de pondération ou
de mélange, qui forment une partition de I'unité sur I’ensemble du domaine

d’étude.
Ces fonctions sont définies comme suit :

a1 Ql—>[071]
Qo QQ—>[O,1]
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Les méthodes multi-échelles en temps

Fig. 1.7: lllustration du raccord Arlequin

avec :
ap = 1 sur O\ (1.33)
ag = 1 sur Q\ (1.34)
o +ay = 1 sur QN0 (1.35)

Ces champs scalaires de pondération représentent un ingrédient important de
la méthode, puisqu’elles déterminent le niveau de mélange entre les deux modeles
dans la zone de recouvrement. De plus, suivant leur valeur, elles précisent quels
degrés de confiance et de pertinence sont accordés a chacun des modeles.

¢ Bilan et remarques
La méthode Arlequin étant le sujet de cette thése, elle est présentée et détaillée
dans le cadre d’une extension auxr problémes de la dynamique. Les avantages du
recouvrement et de la distribution de [’énergie présentés par cette méthode seront
mis a profit afin de développer une nouvelle approche de raccord en temps avec
recouvrement spatial.

1.4 Les méthodes multi-échelles en temps

La modélisation de phénomenes physiques complexes nécessite le développement
de méthodes multi-échelles en temps dans le but de pouvoir se rapprocher au maxi-
mum du cas réel. La prise en compte des aspects multiphysiques est 1'un des exemples
les plus représentatifs du besoin et des avantages de la mise en place de ces méthodes
de calcul avancées. L’association de physiques différentes pouvant évoluer sur des
échelles de temps tres différentes peut exiger des descriptions hétérogenes. Une mono-
description peut, dans ce cas de figure, générer un cout supplémentaire en terme de
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temps de calcul si la discrétisation temporelle est tres fine par exemple. Par ailleurs,
I’étude de phénomenes microscopiques (contact, fissuration, ...) sur des structures ou
la physique du modele a étudier est identique sur tout le domaine peut exiger la mise
en place de deux, voire plusieurs échelles de temps dans le but de pouvoir reproduire
la réalité avec les moindres cotits, tant humains que numériques [GRA 01, COM 02].

Plusieurs approches sont développées dans le but de répondre a ces nouvelles
problématiques. Les premieres démarches portent sur 'application de schémas
d’intégrations numériques différents sur les modeles couplés. Ces méthodes ap-
pelées méthodes mixtes [MAR 84] ou multi-schémas concernent principalement
I’association de schémas implicites et explicites. Cette mise en place de schémas
hétérogenes constitue un premier pas vers le traitement des sous-domaines de fagon
indépendante.

Dans le méme esprit d’offrir la possibilité d’effectuer des études de plus en
plus précises et pertinentes tout en réalisant des économies sur les cotits des
études en termes de temps de calculs, des approches permettant la prise en
compte de plusieurs échelles en temps sont développées. Ces méthodes de sous-
cyclage ou multi-pas en temps ont été ensuite associées aux approches mixtes
[BRU 11, GUI 07] ce qui a abouti a des cadres complets autorisant une cer-
taine liberté aux différents sous-domaines couplés. Elles permettent a chaque sous-
domaine d’avoir ses propres caractéristiques temporelles (échelles et des schémas
d’intégrations) de fagon indépendante des propriétés correspondantes dans les do-
maines voisins. On note que ces caractéristiques sont exigées par la nature du
phénomene a étudier.

1.4.1 Ecriture de I’équilibre

Avant de présenter les approches mixtes et multi-échelles en temps, il est
nécessaire d’introduire ’équilibre sur un mono-modele de base. On considere un do-
maine 2 de frontiere I'g (Figure 1.8). Il subit un chargement linéaire et dépendant
du temps f(¢). Une discrétisation spatiale par la méthode des éléments finis ou par la
méthode des différences finies permet d’aboutir a ’équation d’équilibre du domaine

Q.

I'o

Fig. 1.8: Représentation du mono-modele {2
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Les méthodes multi-échelles en temps

La formulation discrete de ’équilibre dynamique de ce systeme s’exprime de la
forme suivante :
Mii + Cu + Ku = f(t) (1.36)

Ou M, C et K représentent respectivement les matrices de masse, d’amortissement,
et de rigidité du systeme concerné. Le vecteur f(¢) est celui des forces externes
appliquées et 11, 1 et u constituent les vecteurs d’accélération, de vitesse, et de
déplacement.

1.4.2 Le modele couplé

Dans cette section on considere une partition du mono-modele 2 en deux sous-
domaines §2; et Qy (Figure 1.9). L'interface I'; constitue la frontiere entre les deux
sous-domaines.

On attribue a chaque sous-domaine ses propres parametres d’intégration tempo-
relle. Ainsi, 2y est intégré sur une échelle de temps grossiere (pas de temps AT),
tandis que 2y évolue sur une échelle fine en temps (pas de temps At).

Fig. 1.9: Représentation de () partitionné en 2 et €y

Les deux échelles de temps sont liées par un ratio m € N tel que m > 1 (échelles

hiérarchiques) :
AT = mAt (1.37)

En considérant un instant initial gy, le passage de cet état a l'instant suivant
t,, sur I’échelle grossiere s’effectue en ajoutant un incrément en temps AT tel que
t,, = to+ AT. De facon similaire, I’évolution temporelle sur ’échelle fine est décrite
aux instants ¢, j € [1, m] a 'aide du pas de temps fin At (¢; =t;_1 + At).

L’équilibre établi sur le mono-modele Q (1.36) est réécrit sur les deux sous-
domaines €2; et {2y en tenant compte d’une condition de raccord qui permet de
garantir le collage a 'interface I';.

Sur 2 I'équilibre discrétisé en espace et en temps s’écrit sous la forme suivante :

M,iil, + Cil, + Kjul, + LA, =1f, (1.38)

En méme temps, sur 2y ’équilibre est établi m fois (i.e. V4 € [1, m]) a I'intérieur
de Uintervalle [tg, t,,],

Myii; + Cou} + Kou? + LoA; = f (1.39)
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Le collage est assuré par l'introduction des multiplicateurs de Lagrange A; et
An- Le choix de I’échelle de temps sur laquelle la condition de raccord est imposée
dépend principalement du temps de calcul. L’approche la plus ancienne consiste a
écrire le raccord sur ’échelle microscopique (1.40).

Lyw; 4 Lyw; =0 (1.40)

Les travaux de recherche qui ont eu lieu ultérieurement [GRA 01] ont abouti
a des formulations basées sur des raccords écrits sur ’échelle grossiere. L’avantage
principal a tirer de ces avancées repose sur le gain en temps de calcul. Dans ce cas,
le raccord peut étre écrit sur I’échelle de temps macroscopique (1.41).

Liw! +Low?, =0 (1.41)

Des détails plus approfondis portant sur ces deux approches sont développés
ultérieurement (Section 1.4.4).

Par ailleurs, on note que le vecteur w représente la quantité cinématique a travers
laquelle la continuité a l'interface est imposée. Elle peut porter sur les déplacements
ou bien sur les vitesses. Ce choix est tres délicat et il joue un role principal dans
I'établissement de 1’équilibre énergétique du modele complet (€ J22), ainsi que
dans la stabilité de I'algorithme. Nous abordons ces aspects dans le chapitre 4.

On peut réécrire chacune des équations (1.38) et (1.39) en fonction des forces
extérieures et des forces de raccord :

M;ii' + Cau’ + Kou' =, — LiX (1.42)

Cette fagon de présenter les équations de 1’équilibre permet d’identifier facile-
ment deux problemes distincts a résoudre. Le premier probleme, appelé probleme
sans liaison, est indépendant des multiplicateurs de Lagrange, il concerne les quan-
tités spécifiques a chaque sous domaine et son deuxieme membre est constitué
des forces externes. Dans le deuxieme probleme, appelé probleme avec liaison, le
deuxieme membre comporte uniquement les forces de raccord. Ainsi pour chaque
sous-domaine, ’équilibre peut se présenter de la fagon suivante :

Mii, + Ciy + Kuy, = f,, (1.43a)
Mii,, + Cil, + Ku), = LA (1.43b)
u = u,+ul (1.43¢)

Cette approche est résolue avec I'algorithme de Schur dual (Section 1.2.2) ou des
calculs paralleles sont envisageables sur les parties avec et sans liaison, ce qui rend
ce genre de méthodes assez rapide et efficace.

De fagon générale, les équations différentielles de type (1.43a) et (1.43b) sont
résolues par l'intermédiaire de schémas numériques d’intégration en temps. Dans la
section suivante, nous détaillons la famille des schémas de Newmark. Cette famille
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a servi de base pour une grande partie des méthodes développées ultérieurement et
constitue une partie importante des travaux de cette these. Nous présentons ensuite
une vue globale des autres schémas implicites et explicites les plus utilisés.

1.4.3 Intégration temporelle

Différents types de schémas d’intégration temporelle ont été mis en place et
développés depuis les années 1950. Parmi les plus répandus et les plus utilisés on
trouve la méthode de Newmark [NEW 59|, la “méthode 6 de Wilson” [WIL 68],
la méthode de collocation [HIL 78], la méthode de Houbolt, la “Park method”
[PAR 75|, la méthode HHT [HIL 77, HUG 83], la méthode a généralisée, ainsi que,
plus récemment, la méthode de Krenk [KRE 06]. Un passage en revue synthétique
des principales approches d’intégration temporelle est présentée dans ce qui suit.
Cette revue porte sur les points clés aboutissant aux différents algorithmes, ainsi
que sur les principaux avantages et inconvénients de chaque méthode évoquée.

1.4.3.1 Le schéma de Newmark

Le schéma de Newmark [NEW 59] est un des plus anciens schémas d’intégration
numeérique et fait partie des schémas les plus utilisés dans le domaine de la dynamique
des structures. Mise en place en 1959, cette méthode est aussi performante dans
la résolution des équations des régimes forcés pour des comportements linéaires
et non linéaires, que pour la résolution temporelle des équations découplées par
superposition modale. Durant les 40 dernieres années cette méthode a été développée
et modifiée par plusieurs scientifiques.

Cette méthode connue aussi sous le nom de la méthode généralisée des trapezes
du second ordre ou bien la méthode (3 repose sur une intégration temporelle a pas
unique.

Dans le but de présenter cette approche on se base sur I’équation de 1’équilibre
dynamique linéaire (1.36) du mono-modele défini sur le domaine §2. On note que
dans l'optique de faciliter la mise en place des chapitre suivants, nous faisons le
choix de développer la formulation en déplacement du schéma de Newmark :

Mii + Cu + Ku = f(t) (1.44)

Un développement en série de Taylor permet d’obtenir une formulation approchée
mais assez précise de I'expression des déplacements et des vitesses :

AP AR
W, 1 = un+Atun+7un+?un+...

A 2

Ces deux équations sont réduites par Newmark. On obtient donc une expression
générale des déplacements et des vitesses :
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U, = u,+Ata, + %ﬁﬁn + BAE T + O(AtY) (1.45)
U1 = 1w, + Ati, +yA2U + (A) (1.46)

Avec : “ .
Wi = %;u" +O(AL) (1.47)

L’expression finale des déplacements et des vitesses du schéma de Newmark est
obtenue en intégrant 1'équation (1.47) dans les formules (1.45) et (1.46) :

1

L’expression des accélérations a l'instant ¢,.; peut étre déduite a partir de
I'équation des déplacements au méme instant (1.48) :

1 = —— S ) | T (1.50)
Tt = At T At T \2p ) T At '

A ce stade, I'expression générale de 1’équilibre (1.36) peut étre réécrite en fonction
d’une seule inconnue. Il est possible de la formuler en fonction des déplacements, des
vitesses, ou bien des accélérations. Le résultat est identique, mais des contraintes de
type logiciel peuvent imposer une résolution de ’algorithme correspondant suivant
une de ces trois quantités cinématiques.

A chaque fois, la substitution de deux des trois expressions (1.48), (1.49), et
(1.50) dans I’écriture générale de 1'équilibre (1.36) permet d’obtenir une des trois

formulations. Nous faisons le choix d’adopter I’approche en déplacements :

Mu,,; = f, .1 — MPii, — CPu, (1.51)
Avec
M L M+ otk (1.522)
pr— . a
BAL BAL
P, = — [ —— - X a, +ae(1- L) 1.52b
u, <§At)un+< ﬁ)un+ 55 ) U (1.52b)

i 1 1 . 1.
u, = -— (ﬁAﬂ) u, — (m) u, + (1 — %) a, (1.52¢)

La matrice M représente la nouvelle matrice de rigidité modifiée du systeme.
D’autre part, les termes Pu, et Pu,, construits a partir des quantités calculées a
I'instant t,,, sont des opérateurs principaux dans la construction de I'algorithme du
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schéma de Newmark. Ils représentent les opérateurs de prédiction des vitesses et des
accélérations calculées au début de chaque pas de temps et permettent le calcul des
quantités correspondantes a la fin de chaque itération :

ﬂn+1 = pl:ln + ”YAtuyH,l (153)
. e 1
Upr1 = u, + Wunﬂ (154)

Algorithme du schéma de Newmark

L’implémentation informatique de cette approche s’effectue a ’aide d’un algo-
rithme spécifique (Tab. 1.3). Il est constitué d'une phase d’initialisation, et d’une
autre formée d’une boucle sur le temps.

e Phase d’initialisation

— Conditions initiales : ug, 1

— Définition de v, 3, et At

— Assemblage des matrices M, C, et K

— Construction de la matrice de rigidité modifiée M = 3 Alt21\/[ + ﬁC + K

e Boucle sur le temps

1. Calcul du second membre de ’équilibre (1.51) : f,,; = f,.; —MP"i, — CPu,

2. Résoudre I'équilibre a l'instant ¢,,.; : Mu, 1 = £,
3. Calculer les vitesses 1,1 et les accélérations 1,1
4

. Retour a I'étape (1) pour un nouveau pas de temps ou bien arrét de la
boucle

Tab. 1.3: Algorithme correspondant au schéma de Newmark

Stabilité du schéma de Newmark

Les deux parametres v et 3 jouent un role principal dans les algorithmes de New-
mark. De maniere générale, le parametre v permet de gérer la dissipation numérique,
tandis que le parametre 3 autorise le controle de la stabilité du schéma. Une vue
rapide sur les équations de base de l'algorithme (1.48) et (1.49) donne 'impression
que la variation de 7 et (3 est restreinte a I'intervalle [0, 1]. Une étude plus approfon-
die montre que ces deux parametres appartiennent a un domaine plus large (Figure
1.10).
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Par ailleurs, on note que pour une grande majorité des études réalisées, v et 3
varient comme suit :

1/2 < ~ < 3/4 (1.55)
0 < B < 1/4 (1.56)
=1/2 = (y+1/2)%/4
ﬁ Y ﬁ (Jf ) Inconditionnellement
0.75 - stable
Inconditionnellement
superstable
0.5 - Instable
\\\ _
0.25 - B=y2
Conditionneliement
stable
Y
0 I T T I
0 0.25 0.5 0.75 1.0 1.25

Fig. 1.10: Domaines de stabilité du schéma de Newmark [NEW 59

Le graphe présenté dans le tableau (Tab. 1.10) offre une idée globale et précise
des combinaisons possibles des deux parametres du schéma.

En résumé, pour garantir une “superstabilité inconditionnelle” on doit imposer
les contions suivantes :

yo= 12 (1.57)
g > i(w%) (1.58)

D’autre part, le jeu de parametre le plus utilisé, et qui garantit une stabilité incon-
ditionnelle est :

voo> 0 1)2 (1.59)

6 > 42 (1.60)
Une troisieme plage de valeurs figure sur le graphe :

y > 1/2 (1.61)

g < /2 (1.62)
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A I'intérieur de ce domaine la stabilité est conditionnelle. Ceci implique une condition
supplémentaire pour garantir la stabilité du schéma. En effet, le choix du pas de
temps doit respecter I'inégalité suivante :

_1 2 (~ _ 1)2 ¥
o 10D VRO D G0 i
w v/2 -
11 .

ol les valeurs w et 1 sont respectivement la pulsation propre du systéeme non amorti,
et amortissement visqueux. La valeur maximale que peut prendre At est le pas de
temps critique a ne pas dépasser afin de garantir la stabilité de ’algorithme. Il est
intéressant de constater qu’'une augmentation de I’amortissement visqueux entraine
un accroissement du pas temps critique et par suite du domaine de stabilité. Le
phénomene inverse prend lieu en amplifiant la valeur de ~. Cette relation entre
I’amortissement et v explique pourquoi cette grandeur est assimilée a un parametre
de dissipation numérique.

Enfin, on note que le schéma est instable pour :

Voy <1/2 (1.65)

Différentes familles du schéma de Newmark

Au cours du temps, les changements introduits a la formulation de Newmark ont
abouti & une multitude de schémas dédiés a des applications diverses. Par ailleurs,
d’autres schémas de la famille de Newmark existent et sont identifiables grace aux
parametres v et 4. Une liste non exhaustive des schémas de la famille de Newmark
est dressée dans le tableau (Tab. 1.4).

Algorithme vy I} Limite de Ordre de

stabilité wAt | convergence
Accélération moyenne /2| 1/4 00 2
Accélération linéaire 1/2 | 1/6 3.464 2
Accélération constante par demi-pas | 1/2 | 1/8 2.828 2
Fox et Goodwin 1/2 | 1/12 2.449 2
Différences centrées /21 0 2 2
Accélération constante 0 0 0 X

Tab. 1.4: Différents algorithmes du schéma de Newmark

Quelques remarques rapides peuvent étre effectuées concernant ces différents
schémas. La premiere concerne une combinaison fréquemment utilisé ou v = % et
8= i. L’importance de ce schéma d’accélération moyenne réside dans sa stabilité
inconditionnelle pour tout pas de temps. Par ailleurs, une variante, dite schéma

29

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0006/these.pdf
© [A. GHANEM], [2013], INSA de Lyon, tous droits réservés



1. Etat de I’art

d’accélération moyenne modifié, du schéma d’accélération moyenne, permet si be-
soin d’introduire de la dissipation numérique. Un autre algorithme qui attire parti-
culierement 'attention est celui des différences centrées ou § = 0. Il est intéressant
puisqu’il autorise le passage a une version explicite (conditionnellement stable) en
écrivant la matrice de masse sous forme diagonale (matrice “lumpée”). La méthode
de I'accélération constante est mentionnée a titre indicatif, elle est presque inutilisée
a cause de sa limite de stabilité tres restreinte. On note finalement que tous ces
schémas possedent un ordre de convergence de 2.

Erreur de consistance du schéma de Newmark

Il s’agit de 'erreur que génere 'utilisation du schéma numérique sur un pas.
Cette erreur doit bien évidemment rester raisonnable si on veut espérer obtenir une
solution approchée u,, proche de la solution exacte (inconnue) u(t,). La consistance
d’un schéma numérique est une propriété locale de ’algorithme. Elle concerne es-
sentiellement la capacité du schéma a représenter une solution réguliere satisfaisant
localement les équations aux dérivées partielles. Un schéma consistant est un schéma
numérique qui est tel que cette erreur tend vers 0 lorsque 1'on discrétise de plus en
plus finement le temps (At — 0). En effet, il faut noter un point important : plus
le pas de temps choisi est grand, moins le schéma est précis.

La consistance du schéma de Newmark est démontrée a partir des équations
(1.48), (1.49), et (1.50). L’approche est consistante si :

e e B

A partir de (1.48) et (1.49) on démontre que :

_ 1
fim ol —Un {un AL (5 _ 5) i, + Awﬁnﬂ} — 1w, (1.67)

At—0 At At—0
P = g (0= ] 2 (169

On vérifie ainsi que le schéma de Newmark est consistant. La stabilité et la consis-
tance de 'approche de Newmark autorisent la convergence de 'algorithme vers la
solution exacte quand le pas de temps At tend vers 0.

1.4.3.2 La “méthode 6 de Wilson”

La méthode d’intégration Wilson-Theta [WIL 68] est une extension de la
méthode d’accélération moyenne de Newmark. Elle suppose que la variation de
laccélération est linéaire entre les bornes de chaque intervalle de temps (Figure
1.11). C’est une technique de résolution temporelle pas a pas, ou le calcul de la
solution a un instant donné t est effectué en approximant ’accélération en un point
situé a l'extérieur de l'intervalle de temps correspondante [t,, ¢,.1].
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U, U, + At U, + BAt
T T .
L
t t+ At t+ BAt

Fig. 1.11: Evolution linéaire de accélération

En considérant la variable 7 comme la variation en temps t entre les deux instants
t et t + OAt, Paccélération appartenant a l'intervalle de temps correspondante se
présente comme suit :

Uy =U, + @(UtJr@At - Uy) (1.69)

Cette méthode est utilisée pour résoudre les équations de mouvement non
couplées. Le schéma correspondant est basé sur un seul parametre 6, et présente
une convergence du second ordre. La valeur de ce parametre 6 permet de controler
la stabilité numérique. Ainsi, si 6 = 1, la formulation de la solution est semblable a
celle de la méthode d’accélération linéaire de Newmark. D’autre part, dans le cas ou
6 est supérieur ou égal a (1.37), la méthode Wilson est inconditionnellement stable.
On note qu’en dynamique non linéaire, la valeur de § = 1.4 est souvent utilisée
puisqu’elle représente un compromis acceptable entre la stabilité et la précision du
schéma numérique.

1.4.3.3 La méthode de collocation

La méthode de collocation [HIL 78] combine les aspects de la méthode de New-
mark ainsi que celles de la “méthode 6 de Wilson”. L’algorithme correspondant est
basé sur trois parametres de base : 7,0, 3. De maniere générale, la méthode est in-
conditionnellement stable et présente une convergence du second ordre lorsque les
parametres satisfont les conditions suivantes :

-0>1

- v=1/2
~0/(20+2)> 3> (20> —1)/(80° — 4)

31

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0006/these.pdf
© [A. GHANEM], [2013], INSA de Lyon, tous droits réservés



1. Etat de I’art

Les vecteurs accélération et la vitesse utilisés pour établir 1'équilibre (1.70) sont
définis comme suit :

Mﬂn+1 + CUn+1 + KUn+1 = Fn+1 (170)

Unionr = gz (Unsont = Una) + (1= 90 + (1= 500Uy (171)
Un+9+1 = W(Un+9+l - Un+1) - (M>Un+l + (1 - %)UnJrl (172)

On peut remarquer que les valeurs accordées aux parametres 6, v, et 3 permettent
de basculer vers le schéma de Newmark en choisissant § = 1. D’autre part, les
parametres du schéma d’accélération linéaire v = 1/2, et § = 1/6 ramenent le
schéma a la méthode Wilson. On note que les différents niveaux de dissipation
numérique peuvent étre gérés a travers le parametre [3.

1.4.3.4 La méthode de Houbolt

La méthode de Houbolt est développée a 1’origine pour les études numériques du
comportement en régime forcé des structures aéronautiques.

|
I
| | |
| | |
| Uy 24t LU, - At | Uy U+ At
|
| | |
| |
| } i
| i |
| | |
I ! | !
|
|
Lo ¢ ¢ ——»
- d—p A
At At At

Fig. 1.12: Illustration de la méthode de Houbolt

Elle est basée essentiellement sur 'idée de construire des courbes du troisieme
ordre passant a travers quatre valeurs successives de déplacement (Figure 1.12). L’al-
gorithme de Houbolt représente une procédure d’intégration temporelle du second
ordre a trois pas. C’est une technique inconditionnellement stable, de type implicite,
ayant une convergence du second ordre. Les équations de base de cette méthode sont
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les suivantes :

MU, 1 +CU,;1 + KU, =F,; (1.73)
: 1
Un+1 = @(11Un+1 — 18Un _'_ 9Un71 - 2Un72) (174>
.. 1
Unit = 373 (2U0ns1 = 50, +4Un 1 — U, ) (1.75)

On peut constater que pour calculer les valeurs des vitesses et des accélérations a
I'instant ¢, il faut remplacer les déplacements au méme instants par leurs valeurs
dans les équations 1.74 et 1.75.

Par ailleurs, on remarque qu'un inconvénient principal de cette méthode, re-
trouvé dans d’autres approches (“Park method”), réside dans le calcul des valeurs
initiales aux instants ¢,_; et ¢, 5. Exigé durant 1’étape d’initialisation de 1’algo-
rithme, le calcul de ces quantités dans cette approche nécessite un recours a des
techniques spéciales de démarrage (algorithme de différence centrée, équations auxi-
liaires).

1.4.3.5 La “Park-method”

La “Park-method” est une méthode implicite de résolution temporelle a trois
pas inconditionnellement stable. Elle est caractérisée par une convergence du second
ordre. De facon similaire a la méthode de Houbolt, la vitesse et l'accélération a
un instant ¢,,; sont définis grace a une fonction polynomiale cubique passant par
quatre intervalles de temps successives.

La “Park-method” est définie par les équations suivantes :

MUnJrl + CUn+1 + KUn+1 = Fn+1 (176)
. 1
Uy = @(NU”H - 15U, +6U,,1 — U, _») (1.77)
. 1 . . . .
Un+1 fry @<10Un+1 - 15Un _'_ 6Un71 - Un72) (178>

Il est donc évident que pour calculer les valeurs des grandeurs a linstant ¢,,.1,
la méthode de Park se base sur les résultats obtenus a t,, t,_1, et t,,_o. On note que
de facon similaire a 'approche de Houbolt, cette méthodologie nécessite une capa-
cité ordinateur importante a fin d’étre capable de stocker les valeurs des quantités
cinématiques au cours des trois intervalles des temps précédents.

1.4.3.6 La méthode Hilber, Hughes, et Taylor

Les instabilités numériques crées par ’existence d’ondes hautes fréquences est un
des problemes majeurs auxquels il faut faire face lors de 'utilisation d’algorithmes
d’intégration temporelle. La solution adoptée dans les différents schémas de la fa-
mille de Newmark consiste a introduire de ’amortissement numérique a travers le
parametre vy qui prend des valeurs strictement supérieures a 1/2.
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Bien qu’efficace, cette démarche présente 'inconvénient de dégrader 1'ordre de
convergence du schéma d’intégration. Dans l'optique de conserver cet ordre de
précision du schéma tout en conservant la possibilité d’amortir les perturbations
numériques résultants de la propagation des ondes hautes fréquences que la méthode
HHT [HIL 77] est mise en place.

L’idée de base de cette méthode repose sur la pondération des forces internes du
systeme en question entre les pas de temps successifs ¢, et t,,,1. La forme générale
du vecteur déplacement et par suite celle des vitesse est identique a celle du schéma
de Newmark.

) 1 . .
Uit = Up+ AU, + (5 - B)AL*U, + AU, 4y (1.79)
U,1 = U, + (1 —7)AtU, +79AtU, (1.80)

Le changement principal intervient au niveau de I’écriture de I’équilibre du systeme :
MU0 4+ CUpo + KUpio = Foi (1.81)

avec

(®)nta = (14 a)(®)ns1 — (o), (1.82)

Les parametres [ et  représentent les facteurs du schéma de Newmark classique. La
variable adimensionnel «, généralement inférieur a la valeur 1/3, est le parametre de
controle principal de I’'approche HHT. On peut remarquer que la mise a zéro de cet
élément rend la méthode de Newmark et celle de Hilber-Hughes-Taylor identiques.

Une analyse approfondie de la matrice d’amplification conduit a une série de
conditions sur les parametres de l'algorithme permettant une précision de conver-
gence du second ordre, ainsi qu’une stabilité inconditionnelle :

o ¢ ]—%,0[ (1.83)
3 = “‘T‘)‘z) (1.84)
Yy - %_a (1.85)

On mentionne que | — %, 0[ est I'intervalle pertinent d’utilisation de la méthode HHT.

Il s’agit d’un choix particulier permettant d’obtenir une famille de schémas a un pas
avec possibilité de controle de la dissipation numérique. En effet, cette méthode
autorise la dissipation numérique des ondes hautes fréquences et ce en affectant
de fagon moindre les ondes basses fréquences (rayon spectral de la méthode HHT
proche de 1 a basses fréquences) et en n’altérant pas I'ordre de convergence.
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1.4.3.7 La méthode de Runge-Kutta

La méthode de Runge-Kutta [HOU 91| est une approche explicite basée sur le
principe de litération. En d’autres termes, une estimation de base de la solution
est employé dans le but de calculer une deuxieme approximation plus précise. Ce
principe est répété plusieurs fois, plusieurs itérations sont nécessaires pour effectuer
un pas.

Cette méthode ne nécessite pas de techniques de démarrage spéciales, tous les
parametres utilisés dans l'algorithme sont initialisés a l'instant initial. Plusieurs
versions de cette approche existent. La méthode de Runge-Kutta d’ordre 2 est la
plus simple, elle combine deux itérations successives de la méthode d’Euler explicite.

Dans ce qui suit on s’intéresse a la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 (RK4).
L’étape principale de cette approche consiste a réduire 1’équation différentielle du
second ordre en deux équations du premier ordre. En effet ’équilibre peut étre écrit
comme suit :

U= ﬁ[F(t) _CU—-KU| = f(U,U,1) (1.86)

En passant par un changement de variable, I’équilibre (1.86) du second ordre peut
étre réduit a deux équations du premier ordre :

U, = f(U, Uy (1.88)

o0-(50) o ()

La méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 est donnée par 1’équation :

On définit

Ui = Uyt 2 (B + 2K, + 2K, + K) (1.89)
avec
k; = FU,t,)
k, = F(U, + %AtEl, tn + %At)

_ 1 1
ky = F(U, + Atk t, + 5 A1)

k, = F(U, + Atks, t,i)

La procédure repose alors sur I'idée d’estimer la valeur de U, a I'aide de la somme
de la valeur a l'instant ¢,, et du produit de la taille de 'intervalle At par la pente
correspondante. cette derniere est obtenue par une moyenne pondérée de plusieurs
pentes (Figure 1.13).

On remarque que ks et ks représentent toutes les deux les pentes situées au milieu
de l'intervalle, ceci permet d’obtenir une meilleure approximation de la solution. Par
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Fig. 1.13: Illustration de la méthode de Runge-Kutta

définition, elles possedent un poids plus important que celles du début (k,) et de la
fin (ky). En effet, en évaluant quatre fois la dérivée, cette méthode permet d’obtenir
une précision au quatrieme ordre. On note que le désavantage principal réside dans le
colit en terme de temps de calcul vu le nombre d’itérations nécessaires pour effectuer
un pas. Cette approche est couramment utilisées car elle allie précision, stabilité et
simplicité.

1.4.3.8 Le schéma du point milieu

De maniere générale, les algorithmes d’intégration numérique sont développés
dans l'optique de les appliquer dans un cadre de dynamique linéaire. Une fois la
méthode validée, des extensions et des application aux cadre linéaire prennent lieu.
Le schéma du point milieu est mis en place en tenant compte de ces applications.
Il permet de mettre en place un algorithme stable et physiquement cohérent dans
un cadre non linéaire. Ce schéma permet le calcul des quantités cinématiques a
linstant t,,, = t, + At a partir des quantités calculés a l'instant précédent t,. De
facon similaire a un nombre d’algorithmes, le schéma du point milieu se base sur les
équations de Newmark dans le but d’établir les expressions du déplacement et des
vitesses en fonction du temps, en attribuant des valeurs précises aux parametres du
schéma :

At . At

U,+1 = Uy + 711” + 7ﬂn+1 (190)
. . At At
Uy =0, + —0, + —Uy (1.91)
2 2
pour
1 1
= — t = —
v=5 ¢ B 1
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Dans ce schéma les efforts externes et internes s’expriment a I'instant Z,,;/,. Par
suite I'équilibre se présente comme suit :

1o ) in .
§M(un+1 +iin) + £ = £ (1.92)

La subtilité de cette méthode repose dans la définition des efforts internes autorisant
la stabilité du schéma dans un contexte non-linéaire. Celles ci peuvent étre formulées
en fonction du déplacement (1.90) et de la pulsation de 'oscillateur harmonique w

comme suit :
fﬁl/z = (%) W’ (1.93)

L’algorithme du point milieu est inconditionnellement stable et précis au second
ordre. D’autre part, la conservation de I’énergie est vérifiée dans le domaine non-
linéaire. Un avantage principal par rapport a la méthode réside dans la taille du pas
de temps utilisé. En effet, la convergence de 'algorithme est garantie avec I’augmen-
tation du pas de temps. Par ailleurs, I’augmentation de la taille de la discrétisation
temporelle peut nuire a la convergence de l'algorithme de Newton-Raphson, ainsi
que des phénomenes de propagation d’ondes hautes fréquences peuvent avoir lieu
d’ou la nécessité d’introduction de la dissipation numérique.

1.4.3.9 Le schéma de Krenk

Le schéma de Krenk [KRE 06], assez récent par rapport aux schémas évoqués ci
dessus, est un schéma dissipatif du premier ordre. Il est principalement utilisé pour
étudier les phénomenes irréguliers comme les chocs.

Adoptant une approche différente de ce qu'on connait jusqu’a présent, 'auteur
propose d’adopter une écriture en équation d’état basée sur I’équation de ’équilibre.
En effet, I'introduction d’une nouvelle variable (u) représentant les vitesses, permet
de réduire 1’équilibre dynamique du second ordre a un systeme augmenté du premier
ordre.

On note

u=v (1.94)

La forme discrétisée de ce systéme est obtenue en multipliant cette relation (1.94)
par la matrice de masse M, et en l'associant a ’équation d’équilibre dynamique
classique :

FHINEEEHEH 0

Avec [u, v]' comme vecteur d’état.
L’intégration des deux premiers termes de ce systeme (1.95) n’est pas iden-
tique. En effet, sur un intervalle de temps [t,, t,.1] ou les matrices sont supposées
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constantes, le premier terme contient les dérivées u(t) et v(t) peut étre intégré exac-
tement et aboutit a des incréments en déplacements et en vitesses :

Au=u,,1—u, e Av=v, 1 —V, (1.96)
Le deuxieme terme agissant sur le vecteur d’état est intégré en fonction d’une va-

riable temporelle 7 = t — t* ou t* € [t,, t,41]. Par suite, 'intégration du vecteur
d’état peut étre résumé a travers une intégration par parties :

tnt1 tn+1
/ ut)dt = [ru]"*' - / Tv(t)dt
tn tn

1
éAt (Wpp1 +uy,) (1.97)

12

tnt1 tn+1
/ v(t)ydt = [T+ M! / 7 (Ku+ Cv —f)dt
tn tn

12

1
éAt (Vie1 + Vi) (1.98)

Le vecteur de forces est intégré en fonction du temps. Son expression est la

suivante :
1 tn+1

f=—

N 0 (1.99)

En remplacant les équations (1.96) a (1.99) dans le systeme (1.95) on obtient
finalement 1’écriture discrétisé dans l'intervalle [t,,, t,41] :

[ WA [ S [ e ]=[57]) aw

On note que de ’'amortissement numérique peut étre introduit par 'intermédiaire
de termes supplémentaires sur la diagonale de la premiere matrice du systeme
(1.100). Des variantes plus ou moins complexes peuvent étre mises en place, elles
permettent dans certains cas de s’approcher de 'amortissement caractéristique des
schémas HHT.

Plusieurs versions de ce schéma ont été proposées. On peut aboutir a des schémas
ou la précision est d’ordre 4 en intégrant les termes du systeme discrétisé (1.95)
de facon plus fine. Un inconvénient partagé avec la “méthode 6 de Wilson” est
I’absence d’indication pour le calcul du vecteur accélérations. Par conséquent, les
deux solutions les plus courantes se basent soit sur la formulation du schéma de
Newmark, soit sur un calcul a partir de I'inverse de la matrice de masse a la fin de
chaque pas de temps. De maniere globale il est préférable de construire ’accélération
avec la formule de Newmark puisque la deuxieme solution peut s’avérer cotiteuse en
termes de temps de calcul.

38

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0006/these.pdf
© [A. GHANEM], [2013], INSA de Lyon, tous droits réservés



Les méthodes multi-échelles en temps

1.4.3.10 Bilan d’énergie du schéma de Newmark

Une autre méthode d’analyse des schémas numériques consiste a étudier la
conservation de 'énergie entre deux pas de temps. Pour ce faire, nous abordons de
maniere détaillée la notion de bilan d’énergie [KRE 06] d'un schéma d’intégration
numérique et plus particulierement du schéma de Newmark. On précise tout de
méme que le bilan énergétique constitue une condition nécessaire et non suffisante
de stabilité des schémas de Newmark. Néanmoins, pour une équation d’équilibre
homogene, le bilan permet d’analyser la cohérence des résultats d’un point de vue
énergétique (dissipation, conservation, ...).

[’évaluation de cette variation énergétique s’effectue entre deux instants succes-
sifs t,, et t,41. Pour ce faire, '’équation d’équilibre (1.36) multipliée par le vecteur
vitesses 11’ peut étre écrite de la forme suivante :

4 GutMu + 1utKu) =u'f— u'Cu (1.101)
dt \ 2 2 B '
Le premier membre de cette écriture désigne la variation de I'énergie mécanique
d’un systeme. Il est constitué de la somme de 1’énergie cinétique FE. et de I'énergie
de déformation E, :

1 1
Ee+ B, = 50'Mi + Su'Ku (1.102)

Les variations de l'énergie cinétique et potentielle entre ¢, et ¢,,; sont données
respectivement par :

1 . . . .
Eejni1 — Ecpn = §(un+1 + 1) M (i, — 1,,) (1.103a)

1
Ep/n+1 — Ep/n = §(un+1 + un)tK(un+1 — un) (1103b)

En se basant sur les formules (1.103a) et (1.103b), la variation de I’énergie peut
étre exprimée en fonction d’incréments et de valeurs moyennes de vitesses et de
déplacements :

B+ B, :“ = [HrMam,) + %(u)tK(u)]:H (1.104a)
— %(ﬂnﬂ +11,) M(1, 4 — 1y,) (1.104b)
£+ ) K - w,) (1.104c)

Pour la suite de la démonstration on reprend les écritures des déplacements (1.48) et
des vitesses (1.49) du schéma de Newmark, et on les réécrit en fonction d’incréments
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et de valeurs moyennes :

1 1
Au = §At(un+1 + un) + (ﬁ - 5’7)At2Au (1105&)
1 1
Al = SAHE i) + (- H)AAR (1.105b)
Ces deux nouvelles expressions de déplacements (1.105a) et vitesses (1.105b) sont

intégrées dans I’équation (1.104) en vue d’éliminer les incréments correspondants a
ces quantités :

1 1 nt1 At
[51?1\/[1'1 n 51ﬁKu] = (s + ) Mfg i) (1.106)
At 1., . ) .
- 7(7 — 5)(un+1 +1,)'MAi (1.107)
At e .
+ Z(unﬂ +u,)'K(a,41 +10,) (1.108)
At? 1

+ (= 5 (W +w) KAG - (1.109)

Ce remplacement nous permettra d’introduire les efforts extérieurs.

1., 1 n+l At . ) At 1.,. ) }
éutl\/Iu + §utKu = Z(unﬂ +1,) (Foy1 +£,) + 7(7 — 5)(un+1 +1,) MAu
At? 1 .

+ T(ﬁ - 57)(“71—1—1 + un)tKAu
Dans le but de réduire cette équation d’équilibre a une forme quadratique, le premier

terme du second membre £ (1,41 + 11,,)" est remplacé par la relation (1.105b) :

1 1 n+l 1 At L. . .
§ut1\/Iu + §utKu . = éAut (fn+1 + fn) + 7(’}/ — §)Aut1\/[(un+1 + un)
At?

1 .
+ 7(5 - 5’7)Aut {K(upi1 +un) = (Fug1 + £2)}
Les deux premiers termes entre accolades sont des termes incrémentaux et peuvent

~ . i gL . ) .
étre remplacés par [utMu]ZJr dans le premier membre en se basant sur I’équation
de I’équilibre :

1,1, U AP T B B
“atMu + ~u'Ku+ (8 — =)= At Mu] = SAU (4 + £
2 2 273 W2
At 1 .
+?(’y — §)AutM(un+1 + lln)
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En réutilisant la relation (1.105b) on peut éliminer la moyenne des vitesses du
membre de droite :

R N T L R
bu Mu + Ju Ku+ (6 — 57)§At u Mu]n = iAu (fo01 + 1)

- ) AuMAG — (7~ 1)(5 — £7) AP A MA

Finalement, on peut reformuler le second terme du membre de droite et aboutir a la
formulation générale de I’écriture discrete du bilan d’énergie dans le cas d’un schéma
de Newmark :

1't . 1 t 1 1 2.t .. n+l1 t e 1
5uMu+§uKu+(ﬁ—§7)§AtuMu} = Au f+(7—§)Af

1 1
—(y — 5) {AutKAu + (8 — §V)At2AﬁtMAij} (1.110)
Suite a cette démarche, on note que ’énergie mécanique 'théorique’ présentée dans
(5.4a) est légerement modifiée dans I’écriture finale du bilan d’énergie. En réalité, un
terme conservatif supplémentaire intervient dans la formulation générale de I’énergie
mécanique. C’est un terme purement numérique résultant du schéma de Newmark :

1 1 n+1
[(5 - 57) §At2ﬁtMﬁ] (1.111)
Le terme important a observer dans I’équilibre (1.110) est :
1 1
ADyppi1 = —(v — 5) {AutKAu + (5 — 57)At2Aﬁt1\/IAii_}

En considérant les forces extérieurs nulles, les aspects énergétiques du bilan de New-
mark (conservation, dissipation,...) sont expliqués grace a ce terme AD,, ;. La
modification des valeurs des parametres v et 3 dans AD,, ,,+1 expliquent la variation
énergétique dans le bilan du schéma de Newmark. On distingue trois cas de figures
possible.

1. Conservation de 'énergie :

1
AD, 1 =0 VBER si y= 3 (1.112)

La valeur du terme AD, ,;; s’annule pour 7 = % Il en résulte que la va-
riation de I'énergie mécanique entre deux pas de temps successifs est nulle.
Le schéma le plus utilisé dans cette configuration est celui de 'accélération
moyenne (y = 1/2; 3 = 1/4). Cette configuration mene a un schéma implicite
conservatif tirant profit d’'une convergence du second ordre et d’une grande
précision.
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2. Dissipation numérique : Le graphe figurant dans (Tab. 1.10) montre que les
conditions de stabilité conditionnelle et inconditionnelle du schéma de New-
mark exigent une plage de valeurs commune concernant la valeur du parametre

-
N > (1.113)

Dans le cas ou on exclut la valeur v = 1/2, on remarque que les schémas
de Newmark inconditionnellement stables sont tous dissipatifs. On constate
une diminution de I’énergie au cours du temps méme si le probleme traité est
conservatif.

1 1
—(y=2) {AutKAu + (8 — 57)At2AﬁtMAij} <0V y>

. v
> -
2 sz

(1.114)

3. Introduction de I’énergie non physique : Cette configuration correspond aux
schémas de Newmark conditionnellement stables, et peut apparaitre pour la
condition suivante :

1
2

{AutKAu + (68— %V)AtZAﬁtMAﬁ} <0V y> % si B < % (1.115)

On peut constater que la variation des valeurs des parametres de Newmark
entraine des effets sur le bilan d’énergie du systeme. Il est important de prendre
conscience de ces relations dans le but de bien interpréter les résultats dans des
situations plus complexes tels que les approches multi-schémas et multi-échelles en
temps appliquées a des méthodes de raccord avec recouvrement.

D’autres méthodes existent pour établir le bilan d’énergies telle que la méthode
de Krenk et la méthode énergétique de Hughes et Liu.

1.4.4 Différentes approches multi-schémas/multi-échelles

La mise en place des approches multi-échelles en espace présentées dans les
sections précédentes, ainsi que le développement des algorithmes d’intégration
numériques en temps évoqués également, ont motivé ’orientation des recherches vers
les approches multi-schémas dans un premier temps, puis vers les méthodes multi-
échelles en temps. Dans ce contexte, plusieurs techniques basées sur la méthode
de Schur duale [FAR 94] sont mises en place, généralement dans un cadre de rac-
cord sans recouvrement. Une des premieres approches assez completes est celle de
Gravouil et Combescure [GRA 01}, la “GC method”. Les auteurs proposent de
coupler des schémas de Newmark hétérogenes (implicite-explicite) dans un cadre
multi-échelles en temps pour des applications dynamiques non-linéaires. Afin de
présenter cette méthode, on considere le modele couplé (Section 1.4.2) constitué des
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: AT :
Q1 tos ¢ t, =1+ AT

.-

At

Qy  toé ! ! | ¢ 1, =to+mAt

.-

Fig. 1.14: Représentation des deux échelles de temps

deux sous-domaines €2y et 2. La zone )y est intégrée sur une échelle macroscopique
en temps AT, tandis que celle correspondant a )y évolue sur une échelle tempo-
relle fine At. On garde toujours le rapport m (m € N tel que m > 1) entre les deux
échelles de temps.

AT = mAt

On applique deux jeux de parametres différents dans le but d’obtenir des schémas de
Newmark différents sur Q; et Qs :(71, 51) et (72, B2). Dans 'optique de simplifier le
probleme, nous allons illustrer la méthode en considérant un pas de temps grossier
AT évoluant d’'un instant initial ¢y jusqu’au suivant t,, tel que t,, = to+ AT comme
le montre la figure 1.14.

L’équilibre discrétisé sur le domaine €y est le suivant (écriture du schéma de
Newmark en accélération) :

M, i), + Cja), + Kjul, + LI, =f! (1.116a)
u, = uy + Atug + (1 — 81) AT + S AT ), (1.116b)
ul, =up 4+ (1 — ) ATy + n AT, (1.116¢)

La premiere équation (4.46a) représente 1’équilibre dynamique sur €2; a Uinstant ¢,,.
La deuxieme et la troisieme équations sont celles du schéma de Newmark adaptées
au pas de temps et aux parametres propres au premier sous-domaine. De fagon iden-
tique, les équations discrétisées correspondant au sous domaine 2y Vj € 1, 2,..., m
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s’écrivent comme suit :

M,ii; 4 Cotrf + Kouj + LiA; = £7, (1.117a)
ui =ui_ + A+ (5 — B) AP, + B AP, (1.117b)
W =07y + (1 — 72) Atii]_; + At (1.117c)

La série d’équations (4.47) doit étre résolue m fois en fonction du pas de temps fin
At en vue de coincider avec une seule itération effectuée sur ’échelle grossiere en
temps AT'. Nous avons évoqué précédemment (Section 1.4.2) la notion de continuité
a l'interface par l'intermédiaire d’'une quantité cinématique w qui peut prendre la
forme de déplacements ou bien de vitesses :

Liw!+Low? =0

1.4.4.1 La méthode GC (Gravouil-Combescure)

Dans la méthode GC les auteurs imposent la continuité a l'interface sur les
vitesses. Une autre particularité de cette méthode réside dans le calcul des mul-
tiplicateurs de Lagrange A; calculées sur I’échelle fine. La condition de continuité
correspondante est donc :

Liuj,, + Lol =0 (1.118)

La résolution du systeme correspondant a cette méthode s’effectue en se basant
sur 'approche avec/sans liaison présentée brievement a travers la série d’équations
(1.43). Nous allons dans ce qui suit résumer les points clés de cette méthode permet-
tant la mise en place de ’algorithme de résolution numérique. De maniere générale
on peut évoquer trois quantités caractéristiques de ces approches multi-échelles :

1. Les vitesses du probléme grossier en temps sans liaisons ul,

. J\ 1 J 1
u; =11- u u 1.119
j+1/sl ( ) 0/sl + m/sl ( )

Les vitesses du probleme sans liaison appartenant a 1’échelle grossiere sont
interpolées linéairement entre les deux instants grossiers [tg, t,,] selon la varia-
tion de t;. Ces déplacements “fictifs” servent au calcul des multiplicateurs de
Lagrange sur 1’échelle fine.

2. Les vitesses du probleme avec liaisons 1,

.1 J .1 J 1
. =(1— = = 1.120
u]+1/al ( m) uO/atl + mum/al ( )

De fagon similaire, les vitesses du probleme avec liaison sont interpolées
linéairement en fonction des quantités correspondant sur I’échelle grossiere.
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Les méthodes multi-échelles en temps

3. Le calcul des multiplicateurs de Lagrange sur ’échelle fine A,

Ay =H ' (Lyaf,, 4+ Loudy, ) (1.121)

Les multiplicateurs de Lagrange calculés sur 1’échelle fine exigent le calcul des
vitesses de 1'échelle grossiere 1'1]1 +1/1 €t 1'1? +1/q aux instants fins ¢;. Celles ci
sont interpolées linéairement comme le montre 1’étape 2.

Cette technique rend le calcul sur l’échelle fine dépendant des résultats de
I’échelle grossiere dans la partie sans liaison. Il en résulte que la méthode perd
au niveau efficacité puisque cette étape effectuée a chaque pas de temps fin
peut rendre les calculs numériques assez lourds.

Dans le cadre le méthode GC, vue que le collage a l'interface est imposé a
travers les dérivées des déplacements, il est nécessaire de noter que les équations du
schéma de Newmark présentées dans cette partie sont fondées sur une formulation
en accélération. A partir de ces idées de base, la démarche aboutissant a I’algorithme
de la méthode GC peut se résumer comme suit :

e Probleme sans liaison

M, = f, —K;"u,, (1.122a)
Myii?,,,, = £, —Ky’ul,, (1.122D)

On note la matrice M ainsi que l'opérateur Pu sont respectivement la ma-
trice de rigidité modifiée et 'opérateur de prédiction du schéma de Newmark
présentés dans les équations (1.51, 1.52) mais dans le cadre d’une formulation
en déplacement. En notant h;y = AT et hy = At, on obtient sur un domaine
; /i=1,2 aun instant ¢;,; :

Wy = Wb — hi i (1.123b)

e Condition de continuité

D Ly (g + ) =0 (1.124)
i=1,2
e Probleme avec liaison
M), = LiA, (1.125a)
Myt = LhA (1.125b)

Finalement, les déplacements et les vitesses sont obtenus en additionnant les
quantités sans et avec liaison sur les domaines €2; et €y en se référant a (1.48) et
(1.49) :
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1. Etat de I’art

u11n/sl = purln + ﬁlATzﬁ}n/sl u§+1/sl = pu§+1 + ﬁQAFﬁ?-H/Sl
u11n/al = ﬁlATQﬁ}”fL/al u?Jrl/al = ﬁQAt2ﬁ?+1/al

u}n/sl = Pu,, + ’YlATﬁ%n/sl u?+1/sl = pﬁ?ﬂ + ’V2Atﬁ?+1/sl
Uy, = NAT,, ), WSy = V2O

Tab. 1.5: Expression des quantités avec/sans liaison sur € et €

L’algorithme de résolution par la méthode GC est décrit dans le tableau 1.6 pour
le couplage de deux sous-domaines avec des schémas de Newmark et des échelles de
temps différents. Pour plus de détails sur le développement et la mise en oeuvre de
cette méthode, on renvoie a [GRA 01, MAH 10, COM 02].

On note que dans cet algorithme (Tab. 1.6) les parametres de Newmark sont
distribués comme suit :

v = dans Q; ; v =, dans Qy; (1.126)
0 =01 dans €y ; [ = (5 dans Qy; (1.127)

1.4.4.2 La méthode PH

La méthode PH de Prakash et Hjelmstad [PRA 04] est une méthode multi-
échelles en temps autorisant le couplage de schémas de Newmark différents qui a
été développée suite a la mise en place de la méthode GC [GRA 01]. Inspirée de
cette derniere, la méthode PH propose une approche multi-échelles en temps basée
sur le calcul des multiplicateurs de Lagrange sur ’échelle grossiere. En effet, les
auteurs proposent de calculer les multiplicateurs de Lagrange A, sur les instants
grossiers t,, et de les interpoler sur les instants ¢; de ’échelle fine en temps. Les
multiplicateurs de Lagrange A; correspondants aux instants fins ¢; ne constituent
pas la solution d'un calcul direct mais le résultat d’une interpolation entre deux
instants grossiers successifs tg et t,. Cette différence principale par rapport a
la méthode GC a pour avantage majeur une économie considérable en temps
de calcul. L’intégration numérique du systeme couplé s’effectue en deux étapes
indépendantes. Dans un premier temps, on résout le probleme sous l'effet des
efforts extérieurs (probleme sans liaison (sl)). Ensuite, on résout le méme systeéme
en tenant compte des efforts de collage exprimés a 1’aide des multiplicateurs de
Lagrange (probleme avec liaison (al)).

Avant de présenter la formulation de cette méthode, on définit les quantités
suivantes :
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Les méthodes multi-échelles en temps

M, C, K,
_BAT2I 0 1

0 0 0
Ny=| —(1-4)ATI -1 0
—(0.5— B)AT2T —ATI -I

M, C, K,
My=| —pAtI I 0
—BoAt?’T 0 1

[ 0 0 0

No=| —(1—9)AtI -1 0

| —(05 = G) AT —AtI -1

0 0
Ly= | Ly , L= Ly
0 0
..1 1
0 . Uy foi
_ d -1 1
Ani1=| A o U = | wpy ;o B = 0
0 U4 0
..2 2
un+1 fn+1
2 _ | &2 2
U5, = ug—i—l , Fo = 0
u;, 0

L’équilibre correspondant au modele couplé peut alors étre écrit de la fagon
suivante :

M, UL +LEA,, + NU; =FL (1.128a)
M,U? + L5A; + NoU?_, = F? (1.128b)
LU} +L,U2 =0 (1.128¢)

Le point clé de cette méthode consiste a interpoler les multiplicateurs de Lagrange
calculés aux instants grossiers sur le maillage fin en temps. Dans le cadre de la
méthode PH les auteurs proposent d’interpoler les A,, comme suit :

J
A;=8;+ A, (1.129)
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1. Etat de I’art

Ou S, représente les efforts d’interfaces libres non-équilibrés aux instants t; de
I’échelle fine :
S; = Ly (Fj — Myi;,, — Kyuj,) (1.130)
En remplagant (1.129) dans 'équation (1.128b) il est possible de la réécrire comme
suit : ‘
M,U? + %LgAm — F? - N,U2_, — LiS; (1.131)
Une fois que les multiplicateurs de Lagrange sur le maillage fin sont exprimés en
fonction de ceux du grossier et des efforts extérieurs, il devient possible de présenter

les équations d’équilibre sous la forme d’un probleme avec liaison et d'un autre sans
liaison :

Probleme sans liaison

MUy, = Fy = NiUg (1.132a)
MoUj) = Fj — NoUj, — L3S; (1.132b)
Probléme avec liaison
MUy, = —LiAn (1.133a)
J
MoU3 = =LA, 1.133b
U = =L (1.133)

Avant de rentrer dans les détails de la résolution des problemes avec et sans liaison, il
est intéressant de formuler le systeme matriciel global correspondant aux équations
(1.132), (1.133), et (1.128c¢) :

[ M, g lrue ] [
N, M, 24 U2 72
= (1.134)
Ny Mo L5 U, F?
M, Lﬁ Urln F}n
L LQ Ll 0 1L Am ] L 0 ]
avec
[ F? ] [ F2—NUZ—LLS;
72 F2 — 1S,
F?, F2, — LS,
FL Fr — NiUg
L 01 L 0 i
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Les méthodes multi-échelles en temps

La derniere ligne de 1'écriture matricielle (1.134) exprime la continuité des vitesses
aux instants grossiers t,, a l'interface entre les sous-domaines €2y et €)5. Le systeme
a résoudre peut etre réécrit sous la forme suivante :

CRIESRG

Les deux premieres lignes du systeme (1.135) permettent d’écrire :

MU +LA,, =F
MU, + MU,; + LA, =F
= (MtUsl —F) = (MY +L) A, =0 (1.136)
Avec
U = Usl + Ual
U, = M"'F
: (1.137)
U, = —YA,,
Y =ML
NOUS avons alors .
BU,, + BU, = 0 = BU,, = BYA,, = HA,, (1.138)

Cinq étapes principales sont nécessaires afin de pouvoir calculer les inconnues du
probleme a résoudre :

1. Calcul des quantités sans liaison : Uy, = M~1F
2. Calcul de Y = ML

3. Calcul de l'opérateur d’interface : H = BY

4. Calcul des réactions d’interface : A,, = H™'BU,,
5. Calcul des quantités avec liaison : U,; = —YA,,

Le détail du calcul matriciel des étapes (1) a (5) est présenté dans ce qui suit :

1) Calcul des quantités sans liaison :

Cette premiere étape consiste a résoudre le systeme correspondant a 2; pour un
seul incrément de temps grossier AT. Une fois cette étape achevée, il est possible
de calculer les efforts S; aux instants ¢;, ce qui permet de réaliser m itérations de
pas de temps At (AT = mAt, j variant de 1 & m) sur le systeme a résoudre pour
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1. Etat de I’art

Q.
[ M, 1 [ Ui
L M1 4 L U}n/sl

Fl

(1.139)

2) Calcul de Y : Le calcul de Y revient a résoudre le systeéme sur le domaine §2; sous
I'effet des efforts de collage uniquement aux noeuds de 'interface pour un incrément
AT'. Simultanément sur 'interface, le systeme correspondant a {2, est résolu avec m
itérations sous l'effet de l'effort de collage proportionnel a # pour j € [1m)].

M
Ny My

Ny My

e
Y3

M,

3) Calcul de 'opérateur d’interface H :

Calcul du deuxieme membre du probleme d’interface BU,; :

- it
mH“2

27t
mH“2

(1.140)

(1.141)

(1.142)

Cette étape est nécessaire pour calculer le probleme d’interface dans 1’étape suivante.

BU,;, = [0

0 L, Ly

U

2
m/sl
U

m/sl

[ U%/sl |
Ug/sl

(1.143)
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Les méthodes multi-échelles en temps

4) Probleme d’interface :
HA,, = BU, (1.144)

d’on
(LY, + LoY2) Ay = Lyt + Lottl, (1.145)
On note que les étapes (3) et (4), nécessaires pour le calcul du probleme d’interface,

donnent le méme résultat que celui de la méthode GC dans le cas ou les pas de
temps sont identiques (ie. AT = At).

5) Calcul du probléme avec liaison :
La résolution du probleme avec liaison s’effectue a la suite de celle du probleme
d’interface par I'intermédiaire des multiplicateurs de Lagrange aux instants grossiers

Ay

e

Y3

Upy=-YAn=—| : | An (1.146)
YQ

A ce stade, la solution globale du systeme couplé peut étre mise a jour avant de
calculer une nouvelle itération :

U=0U,+0, (1.147)

A Texception de I'étape (3), les étapes (1) a (5) sont résolues a chaque instant
de I’échelle grossiere en temps. En effet, 'opérateur d’interface H est indépendant
du temps et peut donc étre calculé uniquement a l'instant initial £y. L’algorithme
de résolution est résumé dans le tableau (1.7). De maniere générale, cette ap-
proche apporte une amélioration remarquable au niveau temps de calcul par rap-
port a la méthode GC. Par ailleurs, il est important de mentionner que la pa-
rallélisation complete des calculs n’est pas envisageable avec cette méthode du fait
de la dépendance du probleme sans liaison sur 1’échelle fine en temps des résultats du
méme probleme sur 1’échelle grossiere. Il est tout de méme possible de paralléliser
le calcul de I’étape (5) de lalgorithme (1.7). Cette partie permet de résoudre le
probleme avec liaison ot les calcul sur les sous-domaines €2; et {25 sont completement
indépendants.

1.4.4.3 La méthode GCbis

La méthode GOCbis s’inscrit dans le cadre des méthodes multi-échelles
en temps autorisant le couplage de schémas de Newmark différents.
Elle apporte une amélioration supplémentaire des méthodes précédentes
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1. Etat de I’art

[GRA 01, COM 02, MAH 10, BAT 10] du point de vue algorithmique. Dans
cette approche les auteurs proposent de reprendre 'idée de l'interpolation linéaire
des quantités sans liaison de la méthode GC et de I'appliquer plutot aux multipli-
cateurs de Lagrange en s’inspirant de la méthode PH. Cette mise en place permet
séparer les résolutions des équilibres sur €2y et 25 et de rendre les problemes sans
et avec liaison completement indépendants sur les sous-domaines respectifs.

Afin  d’introduire cette approche, mnous rappelons ci-dessous l’interpolation
linéaire, sur 1’échelle fine en temps, des quantités cinématiques du probleme sans
liaison sur 1’échelle grossiere :

-1 J N\ J 1

W15 = (1 - E) o/st 1 U /st (1.148)
Le systeme discrétisé en espace et en temps correspondant au probleme couplé multi-
échelles en temps est identique a celui présenté dans la méthode PH, ou la continuité
a 'interface est assurée aux instants grossiers a travers les vitesses :

M, U 4+ LEA,, + N,U, = FL (1.149a)
MoU? + LEA; + NoU3 | = I (1.149b)
L,U,, +L,U% =0 (1.149¢)

La différence principale entre les méthodes GCbhis et PH réside dans la maniere dont
les multiplicateurs de Lagrange A; sont calculés sur I’échelle fine en temps. En effet,
avec l'extension de 'interpolation linéaire sur 1’échelle fine, formulée dans I’'équation
(1.148) pour les quantités cinématiques du probléme sans liaison, aux quantités
cinématiques du probleme avec liaison ainsi qu’aux multiplicateurs de Lagrange, il
devient possible de résoudre le probleme de maniere indépendante :

Aj = (1 - i) Ao+ iAm (1.150a)
m m
: AW J .
ugl‘+1/az = (1 - E) ll(l)/al + Eu,ln/al (1.150b)
A partir de (1.150a) on est capable de rééerire le systéme (1.149) comme suit :
M,U., + LA, =F. — N,U; (1.151a)
J J
MLUJ + <LyA, = F} = NoU7; — (1= =-)Lg A (1.151b)
LU, +L,U2 =0 (1.151c)

Cette approche, tout comme les approches décrites précédemment, impose la conti-
nuité a U'interface a travers les vitesses dans I’équation (1.151c) ot :
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Les méthodes multi-échelles en temps

Comme pour la méthode PH, on a recours a une stratégie de résolution du
probleme ci-dessus en plusieurs étapes : probleme sans liaison, probleme d’interface
puis probleme avec liaison.

Probléme sans liaison
M,U,,,q = F,, — NiUg (1.152a)

M,U?,, = F} —N,U?_, — (1 - %) L.Ag (1.152b)

Probléme avec liaison
MU,/ = —LiAn, (1.153a)

M,U?,,, = —%LgAm (1.153b)

L’écriture matricielle générale résumant la mise en équation de cette approche est
la suivante :

[ M, Lt 1 [ U2 ] [ F2 ]
N, M, 218 || U3 I3
=| (1.154)
Ny Mo LY Uz, 2,
M, | Lf UL il
] L, [Li| 0 || An] |0
avec
[ F2 ] [ F2—NoU2 — (1— L)LEA, ]
72 F2 — (1— 2)LiA,
mo| F2
F Fr — NiUg
L 0 | | 0 )

La mise en oeuvre algorithmique de cette approche est identique a celle détaillée
pour la méthode PH dans le systemes d’équations (1.134) a (1.147). Nous nous
contentons de présenter ’algorithme correspondant a cette approche dans le tableau
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1.8. On définit :
F%n/sl = {frln - Klpuin/sl}

= J
F?-l—l/sl = {ij—l—l - K2pu§+1/sl - <1 - a) LEAO}

' 1.155
Bl — {—LiA, — Kul,) (1:155)

. j

F?+1/az = {aLéAm - K2p“§+1/az}

1.4.4.4 Bilan sur la mise en place des approches multi-échelles en temps

De maniere générale, nous pouvons remarquer une certaine similarité entre les
différentes approches multi-échelles en temps. Tout en assurant la continuité a l'in-
terface a travers les vitesses, elles sont toutes basées sur le principe de séparation des
efforts dans le but de résoudre un probleme avec liaison et un autre sans liaison. La
particularité de chacune de ces approches réside dans le traitement des efforts d’in-
terface. En effet, la méthode GC propose de calculer les multiplicateurs de Lagrange
directement sur ’échelle fine, tandis que la méthode PH propose d’estimer les multi-
plicateurs de Lagrange sur 1'échelle fine A; a partir des multiplicateurs de Lagrange
sur 1’échelle grossiere A,, et des quantités sans liaison émanant du probleme grossier
en temps (équation (1.156a)). L’amélioration principale concerne le gain en terme
de temps de calcul du fait que les multiplicateurs de Lagrange ne sont plus calculés
mais plutot estimés aux instants de ’échelle fine en temps. La troisieme méthode
GChbis propose une interpolation linéaire des A; entre deux instants grossiers suc-
cessifs a partir de Ay et A, uniquement (équation (1.156b)). Cette fagon de faire
autorise la parallélisation des calculs grace a 'indépendance des problemes avec et
sans liaison sur les sous-domaines couplés.

PH A, =S+ %Am (1.156a)

GCbis A, = (1 - i) Ao+ LA, (1.156b)
m m

1.4.4.5 Conservation de 1’énergie pour les méthodes multi-échelles en
temps

Les aspects énergétiques constituent un élément important a controler lors de
la mise en place d’'une méthode d’intégration numérique. Ceci est d’autant plus
important pour les méthodes multi-échelles en temps ou des sources de déséquilibre
énergétique supplémentaires peuvent intervenir a travers l'interface tel que le ratio
entre les échelles de temps, la discrétisation spatiale de linterface, la quantité
cinématique autorisant le raccord, etc.
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Les méthodes multi-échelles en temps

Une méthode d’intégration numérique ne doit pas introduire de l'énergie dans le
systeme a intégrer dans le but de conserver sa stabilité. En définissant A¢ comme le
travail d’'interface, la méthode d’intégration numérique doit satisfaire la condition
suivante :

AE<0 (1.157)

Dans le cas ou A¢ < 0 la méthode d’intégration numérique dissipe de 'énergie a
travers l'interface mais conserve la stabilité numérique du systeme.

La conservation de ’énergie de la méthode GC est démontrée dans la [GRA 00,
GRA 01] par le biais de la méthode énergétique [HUG 78a, HUG 78b]. On démontre
que la contribution du travail d’interface est la suivante :

AL = AG + AL (1.158a)
zﬁ(u}n—ué) Li (A, 1tz (uf —ui_,) Ly (A; — Aj_q) (1.158b)

=1

Les auteurs de la méthode GC ont démontré dans [GRA 00] que ce terme est égal
a la somme des carrés négatifs suivants :

C (), — ad) v (), — )

:mfylAt

1 <&, Nt .
- — (ufn—uQ) M, (ufn—u2)>
m; : :

On peut alors conclure que la méthode GC dissipe de I’énergie a l'interface mais
conserve la stabilité générale du systeme.

(1.159)

Dans le cadre de la méthode PH, le travail d’interface prend la forme suivante :
AL = AG + AL

1,

. 1 w— .
= a7 (W = 00) L (A = Ao) + 7 > AdT Lo(A; = Ajr)  (1.160)

Dans [PRA 04] on démontre que cette expression peut étre réécrite comme suit :
1 i i Lo\t

=0 (Ly (u), —up) + Lo (0, — 13))" Ao (1.161)
Dans le cas ou la continuité a l'interface est assurée a travers les vitesses, la
démonstration de la conservation de I’énergie par ’approche énergétique prouve que
la méthode PH conserve ’énergie (ie. A = 0). La méme démarche est appliquée
dans le but de quantifier la contribution du travail d’interface généré par la méthode
GChbhis. En effet, dans [MAH 10] on montre que A¢ prend la forme suivante :

A = A& + A&

— 1 -1 .1 ¢ 1 o 2 . B
N <mAT (8, —0g) L + mAtzl(uj ) L ) (A —Ag)  (1.162)
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1. Etat de I’art

L’expression (1.162) peut étre simplifiée grace a la somme de la série télescopique
des différences de vitesses sur 1’échelle fine :

(0} —uj ) =, —uj (1.163)

J=1

On peut alors écrire :

AE = ((Lyal, + Low?,) — (Lyit) + Low?)) (A, — Ag) (1.164)

mAt
La valeur de ce terme représentant le travail d’interface de la méthode GCbis s’an-
nule selon la démonstration de la méthode énergétique dans le cas ou la continuité
a 'interface est imposée sur les vitesses aux instants grossiers, ie. :

Lyt + Loui =0 (1.165)
L), + Ly, =0 (1.166)

De maniere globale, nous pouvons constater que ces méthodes multi-échelles en
temps respectent la condition de stabilité dans le sens ou aucune introduction
d’énergie n’a lieu a 'interface au sens de la méthode énergétique. La méthode GChbis
semble étre la mieux adaptée et la plus au point puisqu’elle rassemble les avan-
tages des autres approches en termes de conservation d’énergie et d’algorithmie.
Par ailleurs, il est important de remarquer que la démonstration de la conserva-
tion de I’énergie des approches multi-échelles en temps est effectuée a partir de la
méthode énergétique, ce qui amene a des expressions du travail d’interface A¢ en
fonctions des vitesses. Ces termes s’annulent lorsque la quantité cinématique uti-
lisée pour imposer le collage a l'interface est la vitesse. Dans le chapitre 2, nous
démontrons que cette condition n’est pas toujours suffisante pour assurer I’équilibre
énergétique du modele couplé.
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Les méthodes multi-échelles en temps

(1) Calcul des matrices de rigidité modifiées
M, = M, + BAT?*K,
M2 == M2 + ﬁAtQKg

(2) Conditions initiales

(3) Evaluation de 'opérateur de condensation
H = yATL,M,; L + yAtL,M, L}

(4) Probleme sans liaison sur le modele grossier
rul, = ul + ATa; + L AT
P, =1 + (1 — ) AT
i~ M ], — )
u,, g = Pug, + BAT? Uy, 5 Uy = PU,, + AT,

m/sl ; m/sl

(5.0) Boucle sur j € [0,m — 1] : Probleme sans liaison sur le modele fin
ru =l 4+ Atad + 5 28 At i’
pu§+1—u +(1- )Atu
ﬁ?+1/sl = M_ [f3+1 Ky? g+1]
u?—i—l/sl = pu?H + 5At2"j+1/sl §+1/sl g+1 + ’YAtﬁ}H/sl

(5.1) Interpolation des vitesses du probleme grossier
]:l;—l—l/sl = (1 - %) ﬁé/sl + %u}n/sl
(5.2) Calcul du probleme d’interface
Ajpr = H (a4 Lol )

(5.3) Boucle sur j € [0,m — 1] : Probleme avec liaison sur le modele fin
. ~ -1 . . )
u§+1/al M, [Lt AJ+1] = Ul2‘+1 = u§+1/51 +2u§+1/al
Wi /e = WAtugH/az = u]+1 Wy T uj2+1/al

u?—i—l/al BAt* j+1/al = ug+1 ?—}—1/51 Ty
Si j <m : Retour a (5.0)

(6) Probléme avec liaison sur le modele grossier

- -1 . . j

i = My [LEA] = ity = fipy + iy
7171/(11 = VAtum/al = 1, 71n/sl + ﬁ}n/al
mal_ﬁAt2 m/al:>u11ﬂ l+umal

Tab. 1.6: Algorithme de la méthode GC multi-schémas/multi-échelles en temps
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1. Etat de I’art

(1) Calcul des matrices de rigidité modifiées
M, = M, + BIAT?K, ; My = My + 5,A°K,

(2) Conditions initiales

1 -1 -1 2 . 9 .9
uO/sl’ uO/sl’ uO/sl’ uO/sl’ uO/sl’ uO/sl

(3) Probleme sans liaison sur le modele grossier
Pul =u} + ATuO 120 ATy
Pal =15+ (1 —7) ATu0
i,y = Mgl [, — K, 7u! ]
u}n/sl = Pul + B AT? um/sl, um/sl = ra} + AT

m/sl

(4) Boucle sur j € [0, m — 1] : Probleéme sans liaison sur le modéle fin
uj = (1- L)ug+ L Zuy g g = (1- D) g+ Ly,
S;i1 =Ly (F]l+1 Myiil,y — Ko JH/S[)

]H—u +Atu ! 2262At2 i}

u]Jrl —u —i—(l—ny)Atu

J+1/Sl M [f3+1 K> u j+1 - L2Sj]

ui,, = Puiy + B At ),y U5y g = PUT,, 4 1A

P2

(5) Calcul du probleme d’interface
A =H (Lot g + Lolt )

(6) Résolution du probleme avec liaison :

ué/al 0 uO/al 0 uO/al O ) u(2)/al - O’ 1“lg/al = O’ ij(Q)/al - 07
Boucle sur j € [0,m — 1]
pum/al—ué + ATU) + (3 = 51) AT pu§+1/al u? + Atal + (3 —5) At*i?
pum/al_uo + (1 - 71) A,I‘uO pu§+1/al ll + (1 - 72) Atll2
-1 . -1
u11n/1al {L A - K21 uO/al} u2'+21/al {L2 —Ky"u +1/al}
un}/al / l + ﬁlAT m/al ]—l—l/al ]—l—l/al + ﬁzAt j+1/al
um/al m/al + fylATum/al ]+1/al j+1/al + fyzAtuj-i-l/al
If 5 = m, Fin de la boucle
(7) Mise a jour :
Boucle sur j € [0,m — 1]
uiﬂ - um/sl + um/al u]+1 32+1/sl + u?—i—l/al
u11”fL - um/sl + um/al u%qu 32+1/sl + u]+1/al
U, = m/sl + um/al j+1 ]+1/sl + u]Jrl/al
If 5 = m, Fin de la boucle

Tab. 1.7: Algorithme de la méthode PH multi-schémas/multi-échelles en temps
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Les méthodes multi-échelles en temps

Boucle principale

(1) Résolution du probleme sans liaison :

u(l]/sl = 11(1)7 ]:l(l)/sl = 11(1)7 i‘i(l)/sl = Ué, ug/sl = ug’ l'lg/sl - ug’ 1.‘ig/sl - 11(2),

Boucle sur j € [0,m — 1]

pum/sl_ug + ATu(l) + (l _ 51) AT?i} PuJJrl/le u + AQtu (_ — By )..QAtzﬁ?
Pum/sl u) + (1 — ) ATH} g, = +~(1 —~72) At
1 —1
X um/sl = M F}n/sz . “§+1/sz = M, F§+1/23l
un}/sl m/sl + BlAT um/sl j+1/8l puj-l—l/sl + ﬁQAt uj+1/8l
um/sl m/sl + ,ylATum/sl ujJrl/sl Pa ]+1/sl + ’YQAtu]Jrl/sl
If 5 = m, Fin de la boucle
(2) Résolution du probleme d’interface :
A, =H! {Llum/sl + Lgum/sl}
(3) Résolution du probléme avec liaison :
ué/al = 07 1'1(1)/(11 = 07 1"1(1)/(11 = O’ ug/al = O’ 1"l(%/al = O’ 1.jg/al = 07
Boucle sur j € [0,m — 1]
purln/al:u(lJ + 'ATl'l(lJ +(3— ﬁl)“ATQﬁtl) u?+1/ql:u2 + At + (3 — o) A%
=g+ (1 — ) AT} pu§+1/al =15 + (1 — 7o) At
1 1
) urln/al M F71n/a21 ) j+1/al M F]—l—l/al
urrlL/al m/al + ﬁlAT m/al uj;rl/al +1/al + ﬁzAt +1/al
um/al m/al + fylATum/al uj+1/al j+1/al + fyzAtuj-i-l/al
If 5 = m, Fin de la boucle
(4) Mise a jour :

Boucle sur j € [0,m — 1]
uin = um/sl + um/al 32+1 ?Jrl/sl + U‘?Jrl/al
u11”fb m/sl + um/al 1'.1%'+1 ]2+1/sl + u]+1/al
U, m/sl + um/al Ui = ]+1/sl + u]+1/al

If 5 = m, Fin de la boucle

Fin de la boucle principale

Tab. 1.8: Algorithme multi-schémas/multi-échelles en temps - Méthode GChbis
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1. Etat de I’art
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Chapitre 2

La méthode Arlequin en
dynamique

Dans ce second chapitre, nous présentons la méthode
Arlequin dans le cadre dynamique. En premier temps,
nous abordons les aspects théoriques de la formulation
continue. Ensuite, nous procédons a la discrétisation
spatiale et temporelle du probleme continu. Enfin, nous
évoquons les aspects de la conservation d’énergie a travers
cette approche aux niveaur continu et discret.

Sommaire
2.1 Formalisme Arlequin en dynamique . ............. 62
2.1.1 Probléme de référence . . . . . . .. .. ... ... .. 64
2.1.2  Formulation continue du probléeme Arlequin . . . . . . . . .. 65
2.1.3 Discrétisation de la formulation variationnelle . . . . . . . . . 70
2.2 Conservation de ’énergie . . . . . . ... ... ... ... ... 71
2.2.1 Conservation de I’énergie en continu . . . . . ... ... ... 71
2.2.2  Conservation de I’énergie en discret . . . . . . . .. ... ... 73
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2. La méthode Arlequin en dynamique

2.1 Formalisme Arlequin en dynamique

La méthode Arlequin est une méthode de couplage avec recouvrement basée
sur la combinaison de modeles de finesses et/ou de modélisations différentes.
Elle permet le mélange ainsi que le raccord “en volume” des formulations de
comportements hétérogenes, et ce sans imposer a priori des contraintes sur les
maillages a coller. Elle est fondée sur deux idées principales :

e Le raccord des sous domaines par l'intermédiaire d’'une formulation faible :
I'introduction des multiplicateurs de Lagrange dans la zone de collage garantit
le couplage des modeles, la continuité des quantités cinématiques, ainsi que
le controle des écarts des contraintes et des déformations entre les zones
couplées. On note que cela depend de 'opérateur de collage choisi.

e La distribution de I'énergie entre domaines et modeles : dans le but de ne pas
compter deux fois ’énergie du systeme global dans la zone de recouvrement,
les travaux virtuels associés aux deux modeles sont pondérés par des fonctions
de pondération qui forment une partition de 'unité sur I’ensemble du domaine
d’étude (Figure 4.2). On note que pour deux sous-domaines €2 et s, la zone
de recouvrement (), est définie par :

Q= QN (2.1)

Y1

T T
0y Zone de recouvrement Q,

Fig. 2.1: Exemple de I’évolution d’un des parametres de pondération Arlequin (7;),
a travers la zone de collage

Cette technique s’inscrit dans le cadre des approches descendantes tres utilisées
dans le domaine de la mécanique des structures. L’idée étant de transposer les
informations provenant d’une premiere étude sur 1’échelle macroscopique du modele
global, vers I’échelle fine ot on s’intéresse a étudier un phénomene local nécessitant
une finesse importante du maillage. Cette démarche est généralement réalisée en
deux étapes séparées. Dans le cadre Arlequin ces deux étapes se résument en une
seule étape.
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Formalisme Arlequin en dynamique

Actuellement, il est possible d’envisager trois types d’utilisation de la méthode
Arlequin comme le montre la figure 2.2 :

e Le zoom
Ce type d’application vise la détection et 1’étude d’un phénomene local
(contact, usure,...) au niveau d’une zone précise appartenant a un domaine
globale. Un “patch” fin est superposé au modele grossier existant, dans le but
de raffiner la solution aux voisinages des zones d’intérét. Dans ce cas de figure,
la zone de collage (2. est égale a un domaine complet €2;.

Qo/c = Ql ou Qo/c = QQ (22)

e La jonction
Le but principal visé par cette application consiste a relier deux modeles qui
peuvent étre de natures et/ou de finesses différentes. Dans cette configuration,
la zone de collage €}y est strictement égale a la zone de recouvrement (2 des
deux domaines.

QO — Qo/c (23)

e La substitution
Cette opération consiste a substituer localement un modele existant par un
autre plus fin. Cette technique s’avere tres utile pour introduire avec une
grande flexibilité, un défaut dans un modele sain tel que la fissuration. Contrai-
rement aux deux cas précédents, en appliquant la substitution, la zone de col-
lage constitue un sous-domaine de la zone de recouvrement des deux modeles.

Qose & o (2.4)

Zoom Jonction Substitution

Fig. 2.2: Opérations Arlequin

De maniere générale 'application de la méthode Arlequin a la dynamique
présente plusieurs avantages, dont principalement :
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2. La méthode Arlequin en dynamique

e Un gain de temps de calcul CPU (Central Processing Unit), ainsi qu’'une
économie au niveau de la stratégie globale aboutissant au calcul microscopique,
vu qu’elle permet d’effectuer moins d’étapes. Ce point a été suffisamment
étayé dans la littérature spécialisée et sera abordé succinctement dans le
chapitre 2.

e La possibilité de faire transiter des ondes entre modeles/échelles différents,
sans piéger 1’énergie au niveau des échelles fines. Ces aspects physiques sont
traités dans le chapitre 4 de la these.

e Tirer profit du principe de recouvrement dans le but de traiter les as-
pects multi-schémas/multi-échelles en temps de fagon “propre” au niveau
énergétique. On note que ces problématiques sont visitées en détails dans le
chapitre 3.

2.1.1 Probleme de référence

Nous nous intéressons a ’écriture de la formulation Arlequin en régime dyna-
mique transitoire dans un cadre élastique. Pour ce faire, on considere un modele
élastique isotrope de référence définit par un domaine matériel 2 délimité par un
contour régulier 0€). Les champs u, u, et 1 représentent respectivement les vecteurs
des déplacements, des vitesses, et des accélérations. Les tenseurs o et € sont respec-
tivement le tenseur des contraintes de Cauchy, et celui des déformations. Les forces
volumiques appliquées au domaine () sont rassemblées dans le vecteur f.

Dans un cadre élastique linéaire, les deux tenseurs des contraintes et des
déformations sont reliés par la loi de Hooke généralisée :

oc=D:e (2.5)

Avec D le tenseur d’ordre 4 modélisant le comportement élastique du matériau.
Le tenseur des déformations linéarisé se définit par :

e(u) = % (Vu+ V'u) (2.6)

Nous avons fait le choix de présenter la démarche dans un cadre élastique linéaire,
dans le but de simplifier la mise en équation du probleme. Toutefois, il est par-
faitement possible de considérer la méme approche tout en adoptant un modele
non-linéaire, dont le comportement du matériau est dépendant de I’histoire du char-
gement. Sur U'intervalle d’étude [0, T, la formulation forte du probléme initial aux
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Formalisme Arlequin en dynamique

conditions limites se résume par les équations suivantes :

(divo +f=pi dans Q x [0, 7] (2.7a)
u=1a sur T'y x [0, T (2.7b)
oc-n=h sur T'p, x [0, T (2.7¢)

u (x,0) = ug (x) x €0Q (2.7d)
u(x,0) =19 (x) x € (2.7¢)

\

Les termes p et n représentent respectivement la densité du matériau et la nor-
male sortante a la frontiere 0€2. Les équations (2.7b) et (2.7¢) représentent respec-
tivement les conditions aux limites ou on impose les déplacements @ (conditions
limites de Dirichlet) et les forces surfaciques h (conditions limites de Neumann). Les
champs des déplacements et des vitesses a t = 0 sont donnés par : ug et ug.

Etant donnés les champs f, @, h, ug, et 1y, la formulation faible correspondant
a ce probleme de référence se présente comme suit :

Trouver u(t) € V, t € [0, T, tel que V du €V}

/pﬁéud§2+/a(u):e(5u) dQ = /féudQ—l—/ héudl’, (2.8a)
Q Q

Q Ty

u(x,0) dud) = up (x) dudQ (2.8b)
J, J,

u(x,0) judQ) = Uy (x) dudQ (2.8¢)
J J

Ou V et V, sont les espaces des champs de déplacement cinématiquement admis-
sibles :
Vo = {6uc [H'(Q)| du=0surT,} (2.9)

V= {u(t) € [H(Q)P| u(t) = Gsurl,} (2.10)

2.1.2 Formulation continue du probleme Arlequin
2.1.2.1 Définitions et hypotheses

Nous considérons le probleme de référence décrit sur le domaine 2. Ce domaine
peut étre divisé en deux (ou plusieurs) sous-domaines €; possédant des zones com-
munes {)y,; entre elles. La méthode Arlequin consiste a raccorder ces sous-domaines
de maniere faible a travers leurs zones de recouvrement (non-vides) correspondantes.
Dans ce cadre, nous découpons le domaine €2 en deux sous-domaines §2; et €25 de
contours respectifs 0€; et 9y (Figure 2.3) tel que :

QO = QU (2.11)
QO == QlﬂQg (212)
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2. La méthode Arlequin en dynamique

691 aQ2

Ly

Fig. 2.3: Illustration des sous-domaines €21, €25 et de la zone de recouvrement 2.

Dans le cadre le plus général, ce sous-domaine de recouvrement €1y est constitué
d’une zone de collage Qg /c et d'une zone de superposition ou de non-collage 2y/nc
ou :

Qy = Q0/c U QO/nc (2'13)
Pour simplifier les notations, nous faisons le choix d’appliquer les conditions
limites sur chacun des sous-domaines de maniere exclusive :

T, €00 N0 (2.14)
Ty € 00 MO0 (2.15)

Dans la suite de la présentation de la méthode Arlequin nous nous placons dans
le cadre de I’application de la jonction :

QO - Qo/c (216)

Opérateurs de couplage

La méthode de couplage utilisée par la méthode Arlequin est celle des multi-
plicateurs de Lagrange. Le raccord des différents sous-domaines se réalise par la
projection des champs cinématiquement admissibles de chacun des sous-domaines
sur I’espace médiateur ou bien I’espace pivot M. Ces opérations de projection s’ef-
fectuent a I'aide d’opérateurs spécifiques a la méthode Arlequin [BEN 05, BEN 11,
BEN 08a, RAT 03, GUI 07] appelés opérateurs de couplage. La construction de ces
opérateurs peut prendre lieu par le biais de multiples produits scalaires. Avant de
définir notre choix, nous présentons brievement ci-dessous les différents opérateurs
existants. Dans ce qui suit, les notations A et du désignent, respectivement, un mul-
tiplicateurs de Lagrange et un champ-jeu de type déplacement ou vitesse généralisés.

1. Couplage L?
C()\,éﬁ):/ A0t dy (2.17)
Qo
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Formalisme Arlequin en dynamique

2. Couplage LIQ,
C(A,on) = Ez/ A.oudy (2.18)

Qo
I1 constitue 'équivalent du couplage L? mais pondéré par le module de Young.
3. Couplage H*

C(A, 0i1) = /Q [X.(511) + Pe(A) : e(5T)] dQ (2.19)

Le parametre [ permet d’homogénéiser les deux termes sous 'intégrale. Il a la
dimension d’une longueur.

4. Couplage énergétique
C(A,du) = / o(A) :e(ou)dQ (2.20)
Qo

Dans ces différentes formulations les champs des multiplicateurs de Lagrange
sont symbolisés par le parametre A. L’écart du, comme nous l'avons précisé
précédemment, peut étre construit a partir de chacune des quantités cinématiques :
déplacements, vitesses, accélérations. Notre travail se concentre sur le champ de
déplacement ol 41 = u'! — u?, un choix justifié et argumenté dans le chapitre 3.

De maniere globale, 'efficacité et la précision de chacun de ces opérateurs varient
selon I'application. En effet, le couplage L? peut présenter des problemes de condi-
tionnement de la matrice de rigidité globale. Il peut étre résolu a 'aide des couplages
H' [RAT 03] et L2 [HU 08] ainsi que du couplage énergétique [BEN 08b, ELK 07].

Dans la these de G. Rateau [RAT 03] une étude approfondie portant sur les
couplages H' et L? a démontré qu’en discret, des difficultés de résolution peuvent
apparaitre sur le couplage L? lorsque les discrétisations sont suffisamment fines.
L’auteur conclut que I'opérateur H' pemret de bien poser le probléme, et présente
un meilleur conditionnement de la matrice de rigidité globale.

Par ailleurs, dans [HU 08] les auteurs ont étudié 'effet de la pondération du cou-
plage L? par le module de Young, ce qui a aboutit au couplage LIQ,. Les résultats de
cette étude s’averent intéressants et montrent que cet opérateur autorise un meilleur
conditionnement. L’idée principale de cette pondération est d’augmenter ’ordre de
grandeur des matrices de couplage afin d’avoisiner celle des matrices de rigidité des
sous-domaines couplés. Il est donc possible de remplacer le module de Young par
toute autre grandeur proche des valeurs des raideurs classiques des sous-domaines
couplés. Il est important de noter que pour des modélisations hétérogenes, les va-
leurs du module de Young attribuées a chacun des opérateurs de couplage peuvent
influencer les résultats des champs de déplacement u; et u;. De plus, il aussi impor-
tant de remarquer que pour une extension au cadre dynamique, le conditionnement
de la matrice globale de masse remplace celui de la matrice globale de rigidité, dans
le cas ou la continuité n’est pas assurée a travers les déplacements.
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2. La méthode Arlequin en dynamique

Une autre démarche, plus naturelle peut étre envisagée dans le but d’éviter les
problemes de conditionnement des matrices. Elle consiste a appliquer 'opérateur
de couplage énergétique (2.20), relativement récent [BEN 08b| par rapport a ceux
évoqués ci dessus. L’avantage principale de cette approche est d’autoriser un collage
propre et bien conditionné, tout en permettant a l'utilisateur d’éviter la mise au
point de parametres dont les valeurs peuvent influencer les résultats numériques.
Toutefois, dans le cadre d'une application en régime quasi-statique ce couplage ne
permet pas d’éviter les mouvements de corps rigides entre les différents modeles.
D’ou la nécessité d’introduire un terme de pénalisation pour éviter ces mouvements
de corps rigides. Néanmoins, nous remarquons que cette contrainte disparait dans un
cadre dynamique, ol les sous-domaines subissent un chargement dynamique variable
en fonction du temps.

A partir de ce résumé global sur les opérateurs de couplage et en tenant compte
du cadre de la these qui porte principalement sur la méthode Arlequin en dynamique,
nous faisons le choix d’adopter I'opérateur de couplage énergétique pour la suite
des travaux. Il sera utilisé pour l’élaboration de notre nouvelle approche multi-
échelles/multi-schémas.

Formulation continue en dynamique

En tenant compte des éléments évoqués ci-dessus, il est possible d’appréhender
le probleme Arlequin. Etant donné @ , f et h, la formulation faible du probleme
bi-modele Arlequin s’écrit comme suit :

Trouver (u'(t),u?(t), A(t)) € V! x V2 x M, t € [0, T, tel que :

véu' € Vy M (u',6u') + Ky (u',6u') + C’()\,éul) = fi (5u1) (2.21a)
Véu? € V¥ M, (u2, 5u2) + Ko (u2, ou ) C()\,éuQ) = fo (5u2) (2.21b)
VSAeEM C(6Au'—u?) = 0 (2.21c¢)

Les espaces mentionnés dans les équations 2.21a, 2.23f, et 2.21c sont définis comme
suit :

VU= {ul(t) € [HY(Q)]P|ul(t) = asur T} (2.22a)
V2 o= [HY(Q)]? (2.22D)
Ve = {ou' € [HY(Q))?| du' = 0surT,} (2.22¢)
M = [H(Q)P (2.224)

Dans cette formulation, on voit apparaitre les applications bilinéaires permettant
de définir les travaux virtuels cinétiques, les travaux virtuels de déformation et les
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Formalisme Arlequin en dynamique

travaux des forces externes :
M (u',6u') = a; pil dul (2.23a)
M, (u2, 5u2) = as p ii? ou? (2.23b)

I,
I,
K, (u!,5u) = /Q et (o) ou) doy (2.23¢)
I,
I,

Ky (u?,0u®) = o’ (u?) e (6u?) dQ, (2.23d)
f1 (5u1) = ©®1 f 5u1 dQl (2236)
fa (5u2) = / o £ ou? dSdy + / h éu? dry, (2.23f)

Qo 'y

Les quantités C'(A,0u') et C'(A,0u?) expriment les travaux de raccord a I'interface.
Les fonctions de pondération a;, 1; et ¢; évoluent comme le montre la figure 4.2
et elles sont définies de la maniere suivante :

ag+a = 1 sur Q (2.24a)
m+mn = 1 sur (2.24Db)
v1+ps = 1 sur (2.24¢)
a=nm=p; = 1 sur Q\Q pour i=1,2 (2.24d)

Ces fonctions de pondération permettent la distribution (au sens de la partition de
I'unité) de 1'énergie entre les sous-domaines couplés a travers la zone de collage, ce
qui constitue un point crucial de la méthode Arlequin. Cette pondération permet
d’éviter de prendre en compte 1’énergie plusieurs fois dans la méme zone et autorise
ainsi une certaine liberté a I'utilisateur pour le choix du modele prédominant. En
effet, elle permet de mettre le poids sur le modele que 'on souhaite faire exprimer.

Par ailleurs, des que des finesses différentes ou bien des modélisations hétérogenes
sont couplées, il est préconisé de discrétiser les multiplicateurs de Lagrange sur
le modele grossier en espace. Ceci permet d’éviter le phénomene de verrouillage
numérique et, par conséquent, d’autoriser plus de liberté a chacun des modeles en
permettant au modele fin d’exprimer sa richesse. Il en résulte que ’espace éléments
finis M}, de ces multiplicateurs de Lagrange est construit sur le modele grossier.

On note également que dans ce cas de figure nous avons fait le choix de présenter
I'opérateur de collage en fonction des écarts de déplacement du. Ce choix sera justifié
dans le chapitre suivant. Toutefois on précise que la continuité a l'interface peut étre
imposée a travers les déplacements, les vitesses, ou bien sur les accélérations. Dans
la section suivante (Section 2.1.2.1) nous présentons cet opérateur et ses principales
caractéristiques.
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2. La méthode Arlequin en dynamique

Remarque 1 Remarquons que dans le cadre théorique 2.23 nous présentons les
pondérations des différentes quantités comme étant des fonctions distinctes : oy,
M, @i- Dans la pratique, nous supposons que la pondération s’effectue de maniére
similaire sur les énergies cinétique, potentielle, ainsi que sur les efforts. Notons qu’il
sera intéressant de mener une réflexion théorique dans le but d’étudier les effets des
pondérations dans le cas ou chacune des quantités cinématiques possede sa propre
fonction de pondération.

2.1.3 Discrétisation de la formulation variationnelle

Les équations d’équilibre du bi-modele dynamique linéaire Arlequin (2.21) sont
discrétisées par la méthode des éléments finis. Nous considérons que les parametres
de pondération de I'énergie entre les sous-domaines couplés sont indépendants du
temps. Par contre, ils peuvent étre définis en fonction des coordonnées physiques
des noeuds. L’intégration numérique du probleme discrétisé est réalisée a ’aide de
I'algorithme de Newmark [NEW 59] présenté dans le premier chapitre. L’intégration
numérique prend effet sur un intervalle de temps [0, T'], par incrément constant At,
tel que At = T/N avec N entier strictement positif. Les quantités cinématiques sont
évaluées a la fin de chaque pas de temps aux instants t,.1 tel que :

n+1
tin =to+ Y At avec to=0 et ty="T (2.25)

i=1

Le probleme discrétisé a résoudre a chaque instant ¢, s’écrit comme suit :

Mlﬁrlz—i—l + Clui—l—l + KluylH-l + Lg)\nJrl = fé_H, (226&)
Moii2 ; + Cotlyy + KouZy + LiX, 1 =2, (2.26b)
Liu.,, +LeyuZ,, = 0. (2.26¢)

Dans le but de simplifier I’écriture du probleme discrétisé (2.26), les parametres de
pondération «y, 1; et ; sont pris en compte implicitement dans les expressions de
M;, C;, K, qui sont respectivement les matrices de masse, d’amortissement, et de
rigidité correspondant aux sous-domaines §; pour i = 1,2. Les vecteurs f' et f?
représentent les forces externes.

Les termes en relation avec le couplage des sous-domaines §2; et {25 sont la ma-
trice de couplage assemblées L et les multiplicateurs de Lagrange X. Ces quantités
existent uniquement dans la zone commune aux deux modeles €. Dans les équations
(2.26a) et (2.26b), LiX,,; représentent les forces fictives qui assurent la continuité
des déplacements dans 1'équation (2.26¢).

Les trois champs inconnus de ce systéeme couplé sont discrétisés a l’aide des
fonctions de forme. Dans un cadre général, en considérant Ng,, Ng,, et Ng, les
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Conservation de ’énergie

fonctions de forme respectives de €21, {2, et g, la discrétisation des inconnus est la
suivante :

u' = (Ng,){q¢} (2.27a)
w o= (No,){¢} (2.27b)
A = (Ngy){Ac} (2.27¢)

Les vecteurs u’ sont les champs de déplacement nodaux sur chacun des do-
maines €2;, et A, est le vecteur élémentaire des forces fictives. Ces champs sont
disrétisés a l’aide des éléments finis de Lagrange. On note que nous avons fait le choix
de présenter la continuité a l'interface a travers les déplacements dans 1’équation
(2.26b), dans le but de rester en cohérence avec la formulation continue (2.21c).
Dans la littérature, une grande majorité des approches de couplages [COM 02] pro-
pose les vitesses comme quantité cinématique de continuité a l'interface.

2.2 Conservation de I’énergie

2.2.1 Conservation de 1’énergie en continu

En évaluant la variation de I’énergie mécanique par rapport au temps, nous
pouvons étudier la contribution énergétique apportée par le cadre Arlequin a
I'interface de raccord. Dans la these de S. Zammali [ZAM 05], il est démontré que
le couplage par I’approche Arlequin permet de conserver I’énergie totale du systeme
mécanique en supposant les multiplicateurs de Lagrange constants par rapport au
temps. Dans ce qui suit, en se basant sur les travaux de S. Zammali, nous allons
établir I'écriture globale de I'énergie mécanique. Notre objectif est de démontrer
que la méthode Arlequin permet de conserver cette énergie sans imposer aucune
hypothese sur les multiplicateurs de Lagrange.

On définit respectivement 1’énergie cinétique et 1’énergie potentielle sur ; et
Qs par :

E. = Y / “a; p (0))2dQ; (2.28a)

1€{1,2}

E, = Z / SUdd cel (u') dQ; (2.28b)

ie{1,2}

La formulation de 1’énergie mécanique totale E,, sur les deux sous-domaines se
présente comme suit :

B = Bt F= Y / [ p (@) 4o () : & ()] A (2.29)

1€{1,2}
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2. La méthode Arlequin en dynamique

Nous allons évaluer la variation de cette énergie par rapport au temps. On note
que plus de détails sur ces équations et leur dérivation peuvent étre trouvés dans
[MAR 84]. La dérivée par rapport au temps de (2.29) donne :

ddEmt S / oy p it it 4 0 () 1 el ()] A, (2.30)
¢ ief1,2y 7

Nous assimilons les écarts des champs virtuels du’ & des champs de vitesse :

Su’ =1’ (2.31)

En tenant compte de cette hypothese dans les équations (2.21a) et (2.23f) de la
formulation faible, nous pouvons écrire :

dE,, 0 i :
Tr=C(hul—ut) 4 Y / p; o’ deL/ ha*dly, (2.32)
Q; Ty

ie{1,2}

A ce stade, nous dérivons la condition de raccord Arlequin (2.21c) par rapport au
temps :

d (6N)
dt

4 [C(6Au' —u?)] =C <

yy ut — 112) +C (6x,u' —u?) (2.33)

La condition arlequin (2.21c) est valable pour V éA € M. La dérivée de ce champ
virtuel 0\ par rapport au temps appartenant au méme espace M, nous pouvons
écrire :

dA) 5 5\ .. doA
C( et =0V o e M (2.34)

Les équations (2.21c) et (2.34) impliquent :

C (oA u' —u’) =0 (2.35)

Le résultat (2.35) est vrai pour V A € M. Il en résulte que pour 6A = A, nous
pouvons écrire :

C(Au'—u®) =0 (2.36)
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Conservation de ’énergie

Dans le cas ot les forces externes sont considérées nulles, le résultat de (2.36) permet
d’annuler 1’équation (2.32) et par suite montrer la conservation de 1’énergie
totale d’un systeme couplé par la méthode Arlequin dans le cadre continue. Le
point clé de cette démarche est de laisser les multiplicateurs de Lagrange libres
de toute contrainte.

Dans [ZAM 05], et comme nous l'avons déja précisé au début de cette section, la
conservation de I’énergie en continu suppose que les multiplicateurs de Lagrange oA
sont indépendants du temps. Par ailleurs, a cause du cumul (dans l’espace et dans
le temps) d’énergie résiduelle dans l'interface de raccord, des instabilités peuvent
apparaitre au niveau discret. D’autre part, dans [COM 02] il est montré que le
couplage de schémas hétérogenes ou bien d’échelles de temps différentes, ne satisfait
pas I'équilibre énergétique du systeme global de fagon naturelle dans le cadre continu.

Dans la section suivante, nous allons établir le bilan d’énergie issu d'un cou-
plage de deux sous-domaines €2y et )y, intégrés chacun avec son propre schéma de
Newmark :

MmoFE N
B # B

Le but de cette démarche est de faire le constat de la présence d’éventuels
déséquilibres énergétiques au niveau de la zone de raccord dans le cadre Arlequin.
Ensuite, en se basant sur les résultats de la conservation de l'énergie globale en
continue par la méthode Arlequin, nous allons proposer une solution permettant de
réaliser I’équilibre énergétique dans le cas discret.

2.2.2 Conservation de I’énergie en discret

Nous reprenons la démonstration du bilan d’énergie du schéma de Newmark
présentée dans le chapitre 1. Nous allons 'appliquer au raccord bi-modele Arlequin,
dans loptique d’étudier l'effet du couplage sur 1’équilibre énergétique global du
systeme. Nous considérons le couplage des deux sous-domaines §2; et €2y intégrés sur
la méme échelle At de temps et des schémas de Newmark différents (7, £y sur €y,
et v, [y sur §)y). En reprenant I’équation (1.106) du premier chapitre, nous pouvons
exprimer la variation de 1’énergie entre deux instants ¢,, et ¢,.1 :

n+1 n+1

AE — _Z [E + E;‘,]n - _Z [%(ui)tmi(uf) + %(ui)tKi(ui)]n (2.37a)

= D Sl H W) M, —u,)  (237D)

1=1,2
+ Z §(un+1 + un)tKi(un - un+1) (237C)
i=1,2
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2. La méthode Arlequin en dynamique

La résolution de I'équilibre discrétisé (2.26) avec le schéma de Newmark s’effectue
a partir des expressions des déplacements et des vitesses suivantes (i = 1,2) :

= Pu, + BALH, (2.38a)

)
un+1

w, = u,+ (1 —7) At + A,
= P, + AL, . (2.38b)
Ces termes (2.38) peuvent étre réécrits sous forme d’incréments et de valeurs

moyennes comme le montre 1’équation (2.38). L’introduction de leurs nouvelles ex-
pressions dans (2.37), élimine les incréments en vitesse et en accélération :

At . . ) )
VRS [—(uzﬂ )M, + i)

: 4
i=1,2

At 1. .. iy

+ 7(%‘ - 5)(112“ + ;) M AW
At . B B

+ (W + ) K(0, + 1)
Ar? Lo i o

+ 7(@' —37 (), + up,) KAl

Dans un second temps, la manipulation de ces équations permet d’intégrer la notion
de travail d’interface ou de collage dans 'expression de 1’équilibre :

At |
AE = > {—(un+1+un)t [(Frir + £) = (LiA + LX)

; 4
i=1,2
At 1 . . )
+ > <%’ — 5) (l'lzn_i_l + l'lzn)th'Aﬁz (2.39)
At?

1. . .
+ — <ﬁi — 571) (a4 + u ) KA’

Ensuite, une série d’opérations mathématiques développées en détail dans le chapitre
1 dans le cadre mono-modele, aboutit & la forme générale bien connue [KRE 06] du
bilan d’énergie du schéma de Newmark.

AE = > (AW) (£ + (v — 3) AF)

i=1,2

+ 3 (AW LA+ (7 — 1) LIAX) (2.40)
i=1,2

- 2 e % ) {(AuY KA’ + (5 — 7)) AP (AR M;(Ai)}
i=1,2

74

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0006/these.pdf
© [A. GHANEM], [2013], INSA de Lyon, tous droits réservés



Conservation de ’énergie

A _ A 1 _ A
Avec, A(e)' = (o)1 = (o), et (o) = 5 [(0)p1 + (o)1)
Dans cette expression finale (2.40), la variation de I'énergie AE devient :

AE= Y [H0) M) + 3 () K (w) + (6~ o) S () M i) :“ (2.41)

Le terme conservatif supplémentaire (3; — 37;)3A#*(')'M; (1), est un terme

numérique résultant du schéma numérique propre a chacun des sous-domaines.

Analyse

Nous cherchons a travers la démarche développée ci dessus, de mettre en évidence
la contribution énergétique du travail de raccord Arlequin dans la zone de collage
. Le terme représentant ce travail dans I’équation (2.40) est :

AW = ) (Au) (LIX+ (3 — 1) LIAX) (2.42a)
= (X&)t (LiXx+ (1 — 3) LIAX) (2.42D)
+ (Auv®)’ (LiA + (72 — 3) LYAX) (2.42¢)

Deux cas de figure se présentent :
* Conservation de I’énergie AV = 0 : Dans le cas particulier ou les deux sous-
domaines sont couplés avec le méme schéma de Newmark (y; = 72 = ), il est
possible d’écrire (2.42b) et (2.42¢) sous la forme suivante :

(LlAu1 + LgAuQ) A+ (v —3) AA] (2.43)

Nous remarquons que la condition de continuité a l'interface (2.26¢) permet
d’annuler ce terme, et par suite conserver 1’énergie globale du systeme AW = 0
dans le cadre discret.

* Introduction/Dissipation de I’énergie AW > 0 : Dans le cas général, ou €; et
2y sont intégrés avec leurs propres schémas de Newmark (y; # 72), la condition
de continuité a travers (2.42b) et (2.42¢) n’est pas satisfaite. Une introduction
ou bien une dissipation de I’énergie a travers {2y est alors observée.

Remarque 2 A travers l’approche globale développée dans le cadre de ce travail
de these nous souhaitons coupler des sous-domaines ayant chacun ses propres ca-
ractéristiques : modélisations 1D /3D, repéres tournant/fize, discrétisations spatiales
hétérogénes, maillages linéaires/quadratiques, échelles de temps fines/grossiéres, et
divers schémas dintégration numérique. Ces différences doivent étre gérées dans un
cadre rigoureuxr ou les problemes énergétiques et les aspects de propagation d’ondes
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2. La méthode Arlequin en dynamique

sont traités correctement. Le chapitre suivant présente les briques de base nécessaires
au développement de 'approche pour les machines tournantes. Nous développons la
formulation des opérateurs de collage présentés dans 2.1.2 tout en tenant compte de
la rotation des reperes a travers une matrice orthogonale de passage ®.

Bilan

Dans ce chapitre, nous avons présenté le cadre Arlequin en dynamique, ou les
formulations d’un bi-modele Arlequin en continu et en discret ont été développées.
La derniere partie de ce chapitre a porté sur les aspects énergétiques du cou-
plage a travers linterface. Nous avons démontré que dans un cadre général,
I'intégration numérique de deux sous-domaines avec deux schémas de Newmark
différents, induit un déséquilibre du bilan d’énergie global du systeme. Les approches
multi-schémas/multi-échelles, ainsi que les aspects énergétiques correspondants sont
abordés en détail dans le chapitre 4.
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Chapitre 3

Spécificités des machines
tournantes

Nous abordons dans ce chapitre les aspects de
modélisation des machines tournantes. Nous présentons
les formulations propres aux reperes fize et tournant des

modeles 1D et 3D. Ensuite, nous proposons une
formulation mixte, basée sur la méthode Arlequin, ot les
deux repéres coexistent.

Sommaire
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3.4 Dynamique de rotation : couplage 3D-1D multi-repéres
3.4.1 Définitions . . . . . ...
3.4.2 Opérateurs de couplage . . . . ... .. ... L.
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Modélisation tridimensionnelle

Introduction

Pour étudier la dynamique d’un systeme comportant un ou plusieurs rotors,
il est possible d’écrire les équations du mouvement soit dans un repere fixe, soit
dans un repere mobile tournant a la méme vitesse de rotation que le rotor. Dans le
cas ou des modélisations simplifiées sont étudiées (modélisation poutre), le choix
par défaut s’oriente vers le repere fixe, ce qui est aussi le choix de CODE_ASTER.
D’autre part, des qu’il s’agit de modélisations plus complexes (modeles full 3D), les
équations de Lagrange peuvent étre formulées dans un repere fixe ou mobile. Dans
ce cas de figure, il revient a l'utilisateur de juger la configuration la plus pertinente
et le cadre le plus approprié.

D’autres approches, plus compliquées, proposent de mélanger des modélisations
hétérogenes (2D — 1D;3D — 1D) en vue de pouvoir étudier des phénomenes locaux,
tout en préservant un temps de calcul acceptable. Ce type d’études s’avere tres
performant afin d’étudier des phénomenes spécifiques aux problématiques machines
tournantes tels que la fissuration ou bien le contact entre rotor et stator. En effet,
une modélisation tridimensionnelle permet de tenir compte des phénomenes locaux
tandis qu'une modélisation, beaucoup moins cotiteuse, de type poutre peut étre
adoptée pour le reste de la structure.

A ce stade, il est intéressant de se poser la question sur la notion de repere
de référence ou toutes les équations doivent étre formulées. En effet, lorsque
plusieurs composants sont considérés (rotors et stators), il peut étre préférable de
formuler ’équation du mouvement dans le repere fixe. Par ailleurs, il est toujours
possible d’envisager des formulations dans le repere tournant. Dans ce qui suit,
nous allons présenter une approche fondée sur un compromis des deux idées. Nous
étudions un raccord entre un modele volumique écrit dans un repere tournant et
un modele de poutre écrit dans un repere fixe. Le couplage se fait en volume a
travers la méthode Arlequin. Cette formulation permet de combiner les avantages
des modélisations simplifiées et volumiques tout en étant non intrusive et facile a
implémenter puisque chaque modele évolue dans son propre repere.

3.1 Modélisation tridimensionnelle

On établit tout d’abord la formulation théorique de 1’équation d’équilibre d’un
systeme en rotation autour d’un axe déterminé.

Définition des reperes
On définit :
e R (zy,yy,2f) : le repere inertiel fixe (galiléen) orthonormé
e R, (z,y,2) : le repeére rotationnel lié au corps en mouvement
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3. Spécificités des machines tournantes

Zf

J . x
‘/E'f
xf

Fig. 3.1: Illustration des reperes fixe Ry (zf, yr, 2f) et mobile R, (z,y, 2)

3.1.1 Cinématique du solide
3.1.1.1 Position en statique

On considere un corps flexible Q2 de frontiere 0€) . Dans la configuration de base,
les deux reperes Ry (2, yr, 2f) et R, (x,y, 2) sont confondus. A un instant initial ¢,
une particule quelconque (A) est repérée par un vecteur position P4 = (zy, yy, zf>t
dans le repere inertiel.

Soumise & un champ de déplacement initial uy (P,t) & un instant ¢ > 0, la
particule occupe la position suivante :

Vf (P,t) :PA+uf (P,t) (31)

3.1.1.2 Position en mouvement

On considere le méme corps €2 en mouvement a un instant ¢ > 0. Le corps a subit
une déformation dans une position quelconque. Cette position est une combinaison
d’une translation s(t) par rapport au repere fixe Ry (zy,yy, z¢) et d’'une rotation
autour d’'un axe a définir. La vitesse de rotation angulaire de 2 autour d'un axe
quelconque (axe de rotation du systeme tournant) est donnée par un vecteur w(t) =
(1y, Wy, 03)".

Dans le repere rotationnel, la position du point (A) définie a I'instant ¢, devient :

v, (P,t) = P4 +u, (P,1) (3.2)

Ou u, (P, t) représente le vecteur résultant de déplacement suite a une déformation
dynamique du corps. Avant de définir la position du point dans le repére inertiel, on
introduit la matrice ® (¢) qui est une matrice orthogonale de passage. Elle permet
de réaliser le changement de repere entre Ry (xf,yy, 27) et R, (z,y, 2). La dérivée
par rapport au temps de ® (¢) est :

d=d Q (3.3)

Rer
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Modélisation tridimensionnelle

La matrice €, R est une matrice antisymétrique, constituée a partir des compo-
santes du vecteur des vitesses angulaires W (¢) :

I .
wr, = | W3 0 —iy | =9 D (3.4)
—iy W 0

Si 'on omet dorénavant I'indice r et que ’on pose u = u, et v = v,., alors la position
du point (A) vue du repere fixe est donnée par :

y;(P,t) = s(t)+@®-v(P,t) (3.5a)
= s(t)+ @ [P, +u(P,¢)] (3.5b)

Ou s(t) représente la translation du repere mobile par rapport au repere fixe. La
dérivée de y, (P,t) par rapport au temps est :

§;(P.)=5(1) + & (P, +w) + ®u (3.6)

3.1.2 Equilibre d’un systéeme en rotation

Les équations du mouvement du systeme peuvent étre écrites de deux manieres
différentes. La premiere est basée sur le principe fondamental de la dynamique
(PFD), ou I'accélération est obtenue a partir de la dérivée de y (P, t). L'intégration
des équations aux dérivées partielles permet d’établir la formulation faible. La
deuxieme fagon de faire implique l'utilisation de la méthode énergétique. En se
basant sur les expressions de ’énergie cinétique et potentielle, les équations de La-
grange permettent d’établir I’équation du mouvement sous la forme suivante :

d<8T) or ouU JFy

a 8_(] _8_q+8—q+8—q':0 (37)

ou T, U et F; sont les énergies cinétique et potentielle et le travail des forces
dissipatives. Leurs expressions sont données dans la sous-section qui suit.

3.1.2.1 Expressions des énergies cinétique et potentielle et de la force
de dissipation

Energie cinétique
Sous sa forme générale, I’énergie cinétique est donnée par :

1 ko
T = §/py'}yfd§2 (3.8)
0

En remplagant les dérivées temporelles (3.6) par leurs valeurs dans (3.8) on obtient :

T:%/Qﬂ(s(t)Jr?i)-(PA+u)+<§-1’1>t(s(t)+¢>-(PA+u)+<§-1‘1>dQ (3.9)
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3. Spécificités des machines tournantes

Apres développement et en notant £ = € r,» IOUS pouvons écrire :

1 1
T = —/piltildQJr/pithudQ——/pthQUdQ (3.10a)
2Ja Q 2Ja

- /put Q (<I>ts + QPA) dQ (3.10b)
Q

+ /,0 at (<I>ts + QPA> dQ (3.10¢)
Q
1 . .

+ §/Qp (s + 25'® P, ~ P,QP, ) 40 (3.10d)

Energie potentielle totale

L’expression de 1’énergie potentielle est composée de 'énergie de déformation,
ainsi que du travail virtuel des forces surfaciques t et volumiques de Lagrange f :

1
U = —/stpedQ—/utfdQ—/ u' td (09)
2 Q Q 0N

= %/Q(Vu)t D (Vu) dQ—/QutfdQ—/muttd(aﬂ) (3.11a)

Ou D est la matrice modélisant le comportement élastique du matériau. Le tenseur
e = Vu représente les déformations tel que :

(3.12)

Fleflo © © o
FrooProvo
ol © ©

Fonction de dissipation

On introduit la fonction de dissipation de type amortissement visqueux sous la

forme : .
Fy=— / n (Va)' D (Va) dQ (3.13)
2 Jaa

3.1.3 Equation du mouvement

On discrétise les déplacements u par la méthode des éléments finis. Nous
considérons a titre d’exemple, des éléments volumiques hexaédriques quadratiques
a 20 noeuds (Figure 3.2).
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Modélisation tridimensionnelle

Fig. 3.2: Elément volumique a 20 noeuds

Dans ce cas, la discrétisation du champ de déplacement correspondant aux
éléments volumiques a chaque noeud est exprimée sous la forme suivante :

u = <N3d> {qu} = <N§d 0 0 .. Ngg 0 O> {u1 V1 W1 ... Ugp V2 U)Q()}t (314&)
vV = <N5’d> {qu} = <O Nf’d 0..0 N230d 0> {U1 V1 Wy ... Ugy Voo wgo}t (314b)
w = <N{zd> {qu} = <0 0 Nf’d ...0 0 N§8l> {U1 V1 Wy ... Ugp V2 ’wzo}t (314(3)

Ou les fonctions N3¢ pour i € [1,20] sont les fonctions de forme & chaque noeud
de I’élément héxaedrique et olt q*¢ est le vecteur des coordonnées généralisées cor-
respondantes. La définition de ces fonctions se trouve, par exemple, dans la docu-
mentation de référence de CODE_ASTER [R3.08.01]. Le vecteur {q3?} est celui des
déplacements nodaux de 1’élément volumique. Dans le but de simplifier 1’écriture,
nous rassemblons les trois équations de (3.14) par une matrice contenant les fonc-
tions de forme du modele 3D :

u N} 0 0 .. N3 0 0
v =1 0 N 0 .. 0 N 0 |{d (3.15)
w o 0 N}¥ .. 0 0 NH

La discrétisation des déplacements en fonction du champ des fonctions de forme
H permet d’écrire T, U, et F; respectivement comme suit :
e Energie cinétique :

1 1
T = §thq +¢'Gq — §qth — qt/p H' (®'s + QP ,) dQ
Q

+ qt/th (@' + QP,) d0
Q

1 .t .
+ §/Qp (s's+25@QP, — P Q°P,) dQ (3.16a)

) Energie potentielle :

1
U= §thKq —dq' / H'fdQ —q' [ H'td(09Q) (3.17a)
Q o0
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3. Spécificités des machines tournantes

e Travail des forces dissipatives :

1o
F,= éthq (3.18)
En notant q*¢ = q le vecteur de tous les déplacements généralisés nodaux 3D,
I’application des équations de Lagrange sur ces trois quantités permettent d’établir
I’équation du mouvement d’un corps dans un repere tournant :

Mz,6%" + (Daq + Gaa) @ + (Kazq + Pag + Nag) @** = 13 + £ (3.19)

Dans cette équation (3.19) on distingue respectivement les quantités suivantes : la
matrice de masse Mjy, la matrice d’amortissement D3y, la matrice de gyroscopie
G34, la matrice de raideur Ksg, la matrice d’accélération centrifuge N34, la matrice
d’accélération angulaire Psg, le vecteur des forces d’inertie r3? et vecteur des forces
externes 2%,

My, = /Qp H'H dQ (3.20)
Dyy = /Q n (VH)' D (VH) dQ (3.21)
Gsy = Q/Qp H'QH dQ (3.22)
Py = /Q p H'QH dQ (3.23)
N3y = /Q p HIQ*H dQ (3.24)
Ky = /Q (VH)'D (VH) dQ (3.25)
Pl = /Q pH <Rté+QPA +S22PA) dQ (3.26)

5 — /Q H'fdQ + /Q H't d (09) (3.27)

3.2 Modélisation poutre

Dans cette section, considérons une ligne d’arbres élancée modélisée par des
éléments de poutre et nous allons établir son équation du mouvement de rotation
autour de son axe principal. La démarche est tres similaire a celle suivie dans la
section 3.1. Dans cette approche nous considérons éléments de structure de type
poutres de Timoshenko droites de section constante sur la longueur (Figure 3.3).
La section droite de la poutre est indéformable et le déplacement transversal est
uniforme sur la section droite avec prise en compte du cisaillement transverse.
Pour simplifier les notations, nous supposons que :
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Modélisation poutre

e x est 'axe de la fibre neutre de la poutre,

e y et z sont les axes principaux d’inertie de la section,
Nous adoptons la convention utilisée dans CODE_ASTER qui définit le sens positif
suivant I’axe de rotation comme étant le sens trigonométrique positif de rotation.

Ces hypotheses permettent d’exprimer les déplacements d'un point quelconque
de la section, en fonction d'un accroissement de déplacement du a la rotation de la
section autour des axes transversaux. Le déplacement d’un point (p) de la section
droite de la poutre s’écrit sous forme générale :

u(z,y, z) u(x) 20, () —yb.(x) 0
v(z,y,z) p = 0 + 0 4+ v + —(z2—z)0.(2) (3.28)
w(az,y,z) 0 ’LU(SC) 0 (y - yc)ezv(x)

Ce champ est constitué de la somme respective de quatre champs distincts : Le

Fig. 3.3: Elément de poutre a 6 degrés de liberté par noeud

déplacement de la membrane, la flexion par rapport a 'axe des y, la flexion par
rapport a l'axe des z et la torsion. Les quantités u, v, et w sont les translations selon
les axes z, y, et z. 0,, 0,, et 0, sont les rotations autour des mémes axes respectifs.

Energies cinétique et potentielle

La démarche suivie est identique a celle présentée dans la section 3.1.2. Le vecteur
{qid} est celui des degrés de liberté d'un élément de poutre de Timoshenko (figure

3.3).
{qéd}:{ul V1 W Qxl Hyl 021 Uo V2 Wo 0902 ng 032}t (329)
On définit les interpolations suivantes :

u = (N {q} = (N} N3y {ug up} (3.30a)
vo= <Ngd> {qid} = <N31d N41d Ngd N61d> {’Ul «9z1 (%) 9Z2}t (330b)
w = <Ni}d> {qid} = <N71d N81d Ngld N1161> {w1 Hyl Wao Hyg}t (330C)
Les fonctions N4 pour i € [1,10] sont les fonctions de forme de flexion de la poutre.

Les parametres y et z sont les coordonnées dans les deux directions de 'épaisseur

(CODE_ASTER :R3.08.01).
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3. Spécificités des machines tournantes

3.2.1 Energie cinétique

L’énergie cinétique d'un élément de rotor de longueur L. et de section constante
est la suivante :

1 Le 1 Le .
T = §p5/ (@ + 0% + 0?] dx + §pIyz/ [9; + 92] dx (3.31a)
0 0
1 Le |
+ §pII.L.17112 + pin L, / 0,0, dx (3.31b)
0

avec p la densité, S la section, w; la vitesse angulaire autour de l’axe principal
et I le moment d’inertie diamétral. Dans cette expression de 1’énergie cinétique,
le premier terme représente l'énergie cinétique de translation, le deuxieme et le
troisieme termes sont ceux de l’énergie cinétique de rotation, et finalement l’effet
gyroscopique apparait dans le dernier terme. Le remplacement des expressions de
(3.30) dans la formulation de ’énergie cinétique donne :

T — L (5a) My {80} + & (6%) (M + M) {5} + & (5%) (M + Ms) {59}
2 2 2 (3.32)
i (59) My (5w} + £ L?

3.2.2 Energie potentielle

L’énergie de déformation d’une poutre de Timoshenko en rotation est égale a :

1 Le v
U= /0 |[ESw?+ Bl (0, +60.2) + Gl

+RGS (v = 0.)° + (w, +0,)%) | da

(3.33)

ou k est le facteur de correction pour la rigidité en cisaillement.

3.2.3 Equation d’équilibre

Dans le cadre de cette modélisation de poutre, les équations de Lagrange pour
I’énergie cinétique se présentent comme suit :
d (0T oT J0Uu
=) =Z=4+Z=Z =0 ot = 3.34
dt((’?cj) (’9q+8q ou q= (uvw) ( )
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Bi-modele Arlequin 3D-1D en dynamique & 1’arrét

En appliquant ’équation de Lagrange (3.34) sur I'expression de 1’énergie cinétique
(3.32) on obtient :

7 (3w ~ oty =0 0

dt
d (T ) __OT o L di
dt (a ) — 5oy = (My + M;) {09} — M {5w} — — Mg {ow}  (3.3)

ov)) " a(sv) dt
% (8?;7‘;)) _ 82;;) (M + M,) {5%} + i M, {59}

En notant q'? = qqg le vecteur de tous les déplacements généralisés nodaux 1D,
I’équation d’équilibre d'une modélisation poutre en rotation autour de son axe s’écrit
sous la forme suivante :

M1G"" + G1aq'! + (Kig + P1a) g'7 = £ (3.36)

Les matrices M4 et Ky, sont respectivement les matrices de masse et de rigidité de
la poutre. La matrice G4 est la matrice d’amortissement gyroscopique, constituée
a partir de la matrice Mg et de sa transposée et multipliée par la vitesse angulaire
w;. La matrice P4 est la matrice de raideur gyroscopique de la poutre, construite a
partir de la matrice Mg et multipliée par Paccélération angulaire. £'¢ est le vecteur
des forces externes s’exergant sur la poutre (force de balourd, par exemple). Notons
que, contrairement au cas 3D, il n’y a pas de matrice d’accélération centrifuge N14.

3.3 Bi-modele Arlequin 3D-1D en dynamique a
Parréet

Nous nous intéressons dans cette section aux spécificités de la mise en oeuvre
du couplage Arlequin des éléments volumique 3D avec des éléments de poutre 1D.
Dans un premier temps et afin de découpler les difficultés, nous considérons une
configuration de bi-modele 1D-3D a l'arrét, i.e. en I'absence d’une dynamique de
rotation d’ensemble. Dans ce cadre, le modele grossier est assimilé aux éléments de
poutre a six degrés de liberté par noeuds et le modele fin a la modélisation tridi-
mensionnelle par des éléments tridimensionnels iso-paramétriques. Dans le but de
simplifier I'implémentation numérique, nous faisons le choix d’utiliser des maillages
hiérarchiques (Figure 3.4). On note que dans le cas ou les éléments 3D et 1D se
chevaucheraient, I’approche reste valable. Une étape supplémentaire est néanmoins
nécessaire. Elle consiste a construire un maillage pseudo-compatible aux deux
maillages non conformes sur la zone de recouvrement ainsi qu’a trouver les liens
de parenté entre ces différents maillages (opérateur de projection).
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3. Spécificités des machines tournantes

3.3.1 Discrétisations des champs de déformations et
contraintes

Dans le but de construire les opérateurs de couplage énergétique Arlequin, nous
avons besoins, dans un premier temps, d’expliciter les champs de déformations et de
contraintes associées aux champs de déplacement définis dans la section précédente.

3.3.1.1 Elément poutre

Les déformations d’un point quelconque de la section de la poutre sont :

nes 00, (x 00 (x
£aa(2,9,2) e A oo
2e(2,y,2) p=q 0 + 0 4 —g 42 4 2 (3.37)
25xz(x7 Y, Z) 0 93/ + 815:(;) 0 ya?)_;c

Avec les notations de la section précédente, nous définissons la matrice Byg,
construite a partir des fonctions de forme des poutres et de leurs dérivées :

oNld ON3d ON} ON} ON}e
re T e 0 5 Yo
B N Nld 8$5N11d ’ ON{d ’ N1d “ongd
= —— 1 —~__ lOo J— - &
b ) N ! oN1d i)zv% ! AN ‘ o
1d 1 to 1d 2
0 0 N5 + Ox Y= ox N6 + Ox 0
+ ONld ON1d ON}d 0 ONLd . ONgd
ox 8$8N1d ox aN1d ox Y BzaNld
1d 3 _ to _nld 4
+ 0 N EE 0 ., 0, -t
1d 3 to 1d 4
+ 0 0 N7 + Oz Y= ox N8 + oz 0

Ainsi, le champ de déformation (3.37) discrétisé correspondant aux éléments de
poutre est le suivant :

EJBJB

2., ¢ =Bia{al’} (3.38)
262

En tenant compte de la loi de comportement élastique isotrope, la relation entre
les tenseurs des contraintes et des déplacements pour les éléments de poutre est la
suivante :

Ouz(T,Y, 2) Eepo(z,y, 2)
oy(2, Y, 2) = 2Geyy(z,y,2) (3.39)
O-:BZ(:C7y7z) QGsz(ZC,y,Z)
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Bi-modele Arlequin 3D-1D en dynamique & 1’arrét

3.3.1.2 Elément volumique

Le vecteur de déformation correspondant est discrétisé en dérivant la matrice
des fonctions de forme volumiques :

[N AL i
( ) ox 0z
Exx 0 8Nf’d 0 0 BNg’g
c By ... e
vy 3d 3d
0 0 ON7 0 0 ON§
Sz = 3d 3d 0z 3d 3d 0z {q3d} =B {qu}
26:13 ON? ON? 0 ON5§ IN5§ 0 e 3d e
Yy Oy oz o Oy oz
2€,, 0 ON3d  HN3d 0 N34 ON3d
2e 0z dy 0z Jy
\ “=yz ) ON3d  oN3d 0 ON3d  ON3d 0
L Oy ox ot oy ox _

(3.40)

3.3.2 Discrétisation des multiplicateurs de Lagrange

Nous présentons dans ce qui suit la discrétisation du champ des multiplicateurs
de Lagrange en faisant attention au phénomene de verrouillage. Dans cette optique,
ces multiplicateurs évoluent sur le champ du modele grossier et sont discrétisés
de maniere identique aux éléments poutres. Il est alors possible de présenter la
discrétisation du champ de déformation correspondant aux multiplicateurs de La-
grange comme suit :

€z (A)
2e,y(A) P =Bua{A} (3.41)
2e,(N)

La matrice des fonctions de forme et de leurs dérivées B4 associée au champ de
déformation est celle des poutres. Le vecteur des degrés de liberté associé aux forces
fictives {A.} est définit par :

t
D= {00 A AL AL M AL AR NN R (342)

De fagon identique a (3.39), nous pouvons écrire :

Oaa(N) Eeyp(N)
0oy (N b =14 2Gen, (M) (3.43)
Oz(N) 2Gey,(N)

Nous nous contentons de la présentation des champs de déformation (3.42)
et de contrainte (3.43), puisqu’ils constituent les ingrédients de base du couplage
énergétique (2.20) développé dans la section suivante.
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3. Spécificités des machines tournantes

3.3.3 Mise en place des opérateurs de collage
3.3.3.1 Opérateur de couplage associé a la zone 1D

La discrétisation de I'opérateur de couplage énergétique (2.20) permet d’obtenir
la matrice de couplage élémentaire correspondante sur un élément donné. Nous
présentons cette démarche sur un élément de poutre donné de domaine €2,

C(Auyy) = /U()\):s(uld)dﬂe

e

= | (B () (B {alt)) i
= ([ BrpiB i) ()

= {AJ' L5, {a} (3.44)

La matrice de couplage élémentaire attribuée aux éléments de poutre est la sui-
vante :

W= [ BlLDLBu A, (3.45)
L’intégration numérique de (3.45) se réalise a travers la méthode de quadrature
de Gauss qui permet d’approximer la valeur numérique de 'intégrale :

4 = /QBidDidBlddQe (3.46)
= ng ( 1(61a)D 1dB1d(§1d)> (3.47)

Les w, sont les coefficients de poids de Gauss. Le parametre J est le déterminant
de la matrice jacobienne de transformation qui autorise le passage entre I’élément de
référence et I’élément physique. Les matrices des fonctions de forme de poutre sont
évaluées dans un élément de référence aux différents points de Gauss de la poutre.
Nous notons, au passage, que la matrice de couplage L], correspond a la matrice
de rigidité d’un élément de poutre. Elle peut, par conséquent, étre calculée de facon
analytique.

3.3.3.2 Opérateur de couplage associé a la zone 3D

La matrice élémentaire de couplage élémentaire L5, est développée a partir des
champs de déplacement des éléments volumiques, ainsi que des multiplicateurs de
Lagrange discrétisés sur le modele 1D :

C(A, 113d) = /Q O'(A) . €(U3d) dQe
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Bi-modele Arlequin 3D-1D en dynamique & 1’arrét

La démarche de construction de cette matrice sur le modele fin en espace
(3D) est plus délicate que celle du modele grossier. La complexité de ce couplage
réside dans la coexistence de deux champs appartenant a des espaces différents.
Nous présentons ce cadre en deux étapes. Dans un premier temps, nous com-
mencgons par introduire les ingrédients techniques indispensables. Ensuite, nous
développons 'expression issue de I'intégration numérique de I'opérateur de couplage.

Ingrédients techniques :

-
r_/\_‘l
1= <3
——

™
=

-

[ JRE—

™
w

=

=

e X

Fig. 3.4: lllustration du couplage 3D-1D

e Les matrices des fonctions de forme 3D sont évaluées dans un élément de
référence aux différents points de Gauss &34, 734, €t (34

e Les coordonnées physiques de chaque noeud des éléments 3D sont définies par
{X; Y; Z;}. Pour chaque point de Gauss dans I’élément 3D nous calculons
les interpolations suivantes :

Nmax

X = ZNiXi(£3da773d7C3d) (3.48a)
=1

Nmax

Y = ZNiY;(&Sdan?;daCM) (3.48b)
i=1

Nmax
Z = Y NiZi(&d, 750 Csa) (3.48¢)
=1

avec Npax le nombre de noeuds de I'élément 3D. Les fonctions de forme NV;

sont présentées dans la section 3.3.1.2. B
e Les fonctions de forme de poutre sont calculées en fonction du parametre &, .
Il est défini par la projection du point de Gauss concerné dans 1’élément 3D

sur I’élément de poutre correspondant :

‘o X - me

1d In (3.49)
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3. Spécificités des machines tournantes

e Les coordonnées dans les deux directions de 1’épaisseur de la poutre sont
données par :
y=Y z2=2 (3.50)

Cette technique permet de discrétiser les multiplicateurs de Lagrange sur les
éléments de poutre. Les équations (3.48), (3.49), et (3.50) résument les points clés
nécessaires a ce travail.

C(A\uzg) = /U()\)IE(Ugd)dQe

e

— /Q (Bldng {Ae}>t(Bgd{qu}> o,
= {A) (/Q B! D! Bsy dQe> !

= {AJ L5, {a¥'} (3.51)

Une quadrature numérique de Gauss permet d’écrire ce qui suit :

L3, = ng ( 14(€1a) D3Bsa(Esd; 134, C?ml)) (3.52)

Pour le calcul de la matrice de couplage L5,;, une quadrature numérique clas-
sique a 27 points de Gauss est utilisée et donne entiere satisfaction.

3.3.3.3 Application sur une poutre encastrée libre

Dans cette section nous présentons un cas-test simple dans le but de vérifier
le raccord 3D-1D dans le cadre dynamique (Figure 3.5). On consideére un couplage
3D-1D représentant une poutre encastrée - libre de section constante (carré de coté
¢ = 0.02m). Ce modele est fixé a l'extrémité gauche (modele 3D) et soumis & un
chargement sinusoidal F(t) = Asin(27t/3) au niveau du c6té droit (modele poutre).
Le modele global est décomposé en deux sous-domaines de longueur Lsp = 0.12m
et Lip = 0.28 m. Dans la zone de collage (Figure 3.6) de longueur lo, = 0.04 m, deux
éléments de poutre (6 degrés de liberté par noeud) sont couplés avec 36 éléments 3D
(20 noeuds). Les caractéristiques matériaux sont les suivantes : module de Young
E = 2.10" N.m?, masse volumique p = 7800 Kg.m?, et coefficient de Poisson v =
0.3. L’intégration numérique sur les deux sous-domaines est effectuée avec le méme
schéma d’accélération moyenne de Newmark et sur la méme échelle de temps. La
courbe de référence est obtenue par une modélisation 3D de toute la structure.
La figure 3.7-a montre la fleche du modele couplé a l'instant ¢ = 10s. Ce graphe
permet de s’assurer de la tenue du couplage a un instant donné. Les figures 3.7-b,
3.7-c, et 3.7-d représentent respectivement le déplacement transversal, la vitesse, et
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Dynamique de rotation : couplage 3D-1D multi-reperes

Fig. 3.5: Maillage du couplage 3D-1D

Fig. 3.6: Zoom sur la zone de collage €2

I'accélération a 'extrémité de la poutre, a l'instant final du calcul ¢ = 30s. Ces
résultats montrent une bonne correspondance des résultats avec les résultats issus
du calcul de référence. On note que ce cas test constitue une premiere vérification
simple du raccord 3D-1D. Ce cadre sera appliqué et testé dans des configuration
plus compliquées et plus séveres dans les chapitres suivants.

Remarque 3 Dans ce cas de figure, ou le modele 3D est de section carré, la fi-
nesse du maillage de la section ninfluence pas la qualité du couplage du fait que la
représentation de la géométrie est exacte. Par ailleurs, dans le cas ou des patches
3D cylindriques sont couplés avec des modeles de poutre correspondants, la qualité
du couplage dépend fortement de la finesse du maillage de la section du patch.

3.4 Bi-modele Arlequin 3D-1D en dynamique de
rotation : couplage multi-reperes

L’application de la méthode Arlequin a la dynamique des machines tournantes
nécessite une réflexion théorique particuliere. Les modeles de poutre étant modélisés
par défaut dans un repere Galiléen fixe, nous faisons le choix d’écrire 1’équation
du mouvement du modele 3D dans le repere tournant. Ce choix nécessite des
développements théoriques spécifiques. Nous fixons ci apres quelques points clés
pris en compte lors de la mise en équation de ce cadre :

e Les équations du mouvement de chacun des modeles 1D et 3D doivent étre

écrites dans les reperes fixe et tournant, respectivement (cohérence avec le code

e Les multiplicateurs de Lagrange sont toujours traités dans le repere fixe car

ils sont définis sur le méme espace que celui du modele 1D.
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3. Spécificités des machines tournantes
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Fig. 3.7: Résultats nodaux du couplage 3D-1D

e La condition de couplage Arlequin doit étre écrite dans le repere fixe et,

par conséquent, les déplacements du modele 3D doivent étre projetés dans
ce repere.

3.4.1 Définitions

—
Nous définissons la matrice de rotation élémentaire ®, d’'un vecteur OM autour
de I'axe des longitudinal des abcisses d’origine O comme suit :

1 0 0
®, = | 0 cos(wt) —sin(wt) (3.53)
0 sin(wit) cos(int)
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Dynamique de rotation : couplage 3D-1D multi-reperes

La matrice @ constitue ainsi ’assemblage des matrices élémentaires ®,. autorisant
la rotation de plusieurs vecteurs, ainsi que le passage d’une matrice d’un repere a
I'autre.

Ainsi, un vecteur u, dans le repere tournant R, (z,, y,, z) est projeté dans le repere
fixe Ry (xf, yy, zy) et inversement, comme suit :

uy = ®u,
{ o ot (3.54)
c’est a dire,
Uy, = U,
Uy, = Uy,co8(Wit) — u.,sin(w1) (3.55)
Uz, = Uy, sin(wnt) + uy, cos(wt)

La projection du champ des multiplicateurs de Lagrange entre les deux reperes

Zr
Zy A
ux,® ‘—\
Uyr uzx
Uz,
Uy
uz
Ez YI'
Qt
Hr
b > Ty

Fig. 3.8: Changement de repere

s’écrit :

{ As =B,

oy (3.56)

Dans ce qui suit, nous adoptons les notations suivantes pour un champ quelconque
X:

— X évolue dans le repere fixe

— X, évolue dans le repere rotationnel

3.4.2 Opérateurs de couplage

Nous reprenons la formulation continue présentée dans la section (2.1.2) du cha-
pitre 2. La formulation faible du probleme Arlequin bi-modele s’écrit comme suit :

Trouver (uj(t), ui(t), Af(t)) € V! x V2 x M, t € [0, T1, tel que :
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3. Spécificités des machines tournantes

v 5uf € VO Mg (uf ,5uf ) + Kig (uf ,5uf ) + Cha ()\f,éu}d) = fiq (5u}d) (3.57a)
Vooul e V2 Myg (09, 6u?) + Kaq (w2, 0ud?) — Caq (A, 0ud?) = f34 (6ud?) (3.57b)
VorxpeM COApuf—ul) = 0 (3.57c)

avec A, = ®'A; et uj? = dul’. Dans ce systeme (3.57), I'équation (3.57a) corres-
pond a la formulation du modele poutre qui évolue dans le repere fixe, et I’équation
(3.57b) représente la modélisation 3D qui progresse dans le repere tournant.

L’opérateur de collage Csq4 ()\f,éufd) de D'équation (3.57b) s’applique sur les
déplacements u3? en rotation, ainsi que sur la projection des multiplicateurs de
Lagrange As discrétisés sur le modele grossier :

vV out eV Gy (A, 0ud) = / a(6u?h) : e (X)) dQ.
Qe
t
- / (BuuDaaloa?}) (Buu {0.}) a2,
Qe

= {5} ( / B!, D, B, dQe> (A} (3.58)
= {56} (LS,)" {0}

= {02} (Lg,)" @ {As}

= {62} ([L5)) {As}

Dans I’équation (3.57¢c), Popérateur de collage C' (5)\f, utd — u ) s’applique sur la
projection des déplacements u?? et sur les multiplicateurs de Lagrange Ay. Il est
alors possible d’écrire :

V (X)) € M, C(ékf,u?}d):/ﬂea(é)\f):e(u?}d)dQe
:/ a(dX,) : e(w??) dQ,
Qe
- /ﬂ (B }) (Bualaly) de

= {6X,}' (/ B1,D5,Bsq dQe) {a?}

= {oA} Lo {ar"}
= {ox} L, {a}}
= {ox} (L) {a}
Les équations de (3.58) et (3.59) montrent leffet du changement de repere sur la

matrice de couplage calculée sur le modele fin. En effet, dans le but d’homogénéiser
chacune des équations (5.1b) et (5.1c), des projections entre Ry (zy,yys, 2p) et

(3.59)
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Dynamique de rotation : couplage 3D-1D multi-reperes

R, (z,,yr, z,) sont effectuées. Ces projections sont prises en compte dans une nou-
velle matrice de couplage Arlequin projetée [L5,;]" = ®LS,.

Bilan

Ce chapitre a été dédié a la mise en place des briques élémentaires qui permettent
de poser les bases de l'extension du cadre Arlequin a la dynamique des machines
tournantes. Nous avons introduit les notions de repere Galiléen et de repere tournant,
ainsi que la formulation de 1’équilibre dans chacun de ces derniers. Ensuite, nous
avons présenté le couplage Arlequin 3D-1D qui constitue un élément essentiel des
applications visées dans le domaine des machines tournantes. La derniere partie a
été consacrée a ’écriture des opérateurs de couplage Arlequin dans le contexte multi-
reperes. Ces éléments constituent les fondements d’'une approche mixte basée sur la
coexistence d'un repere tournant et d’un autre fixe dans le cadre Arlequin. Cette
méthode développée pour des applications de type machines tournantes est détaillée
et étendue au cadre multi-échelles en temps dans le chapitre 5.
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Chapitre 4

Nouvelle approche de raccord
multi-échelles /multi-schémas

Ce chapitre est consacré au traitement des problémes
multi-échelles/multi-schémas et auz aspects énergétiques
qui y sont liés. 1l est divisé en deux parties principales.

Dans un premier temps, nous proposons un cadre
rigoureuz pour lintégration mono-échelle / multi-schémas
en temps pour le raccord de modeéles avec recouvrement.

Dans un second temps, nous présentons une nouvelle

méthode de couplage multi-échelles / multi-schémas, dans
un contexte de raccord spatial avec recouvrement basé sur
la méthode Arlequin.

Sommaire
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Probleme de déséquilibre énergétique

4.1 Probleme de déséquilibre énergétique

Contexte

La décomposition de domaine permet d’associer a chaque sous-domaine ses
propres parametres de discrétisation numérique : schéma d’intégration et échelle
de temps. Cette démarche est motivée par plusieurs considérations physiques,
numériques, et informatiques. Par exemple, en cas de non traitement “propre” a
I'interface, les ondes hautes fréquences “parasites” résultant d’un phénomene local
(fissurations, fortes vibrations, chocs et contact-impact, défauts, ...) sont piégés dans
les modeles locaux, modifiant ainsi la solution du probléme au voisinage des zones
d’intéret. La dissipation de ces ondes a l'aide de schémas dissipatifs constitue une
solution intéressante. Dans des situations similaires, il est pertinent de mettre en
place des approches multi-schémas. Elles autorisent la dissipation numérique dans
les zones d’intéréts, tout en conservant 'indépendance de l'intégration numérique
(par exemple a I'aide de schémas conservatifs) sur le reste du modele.

Par ailleurs, ’étude de phénomenes non-linéaires tels que le contact exige une
certaine finesse du maillage en espace et, par conséquent, une discrétisation tem-
porelle représentative. Ce niveau de détail, nécessaire pour capter la réponse du
modele, peut étre assuré par les schémas d’intégration explicites. Précis, et faciles
a implémenter (absence de matrices a inverser), ces algorithmes sont bien adaptés
a ces applications ou des pas de temps fins sont indispensables pour capter les ins-
tants de contact, par exemple. Notons toutefois que dans un cadre industriel, ou des
maillages a grand nombre de degrés de liberté sont utilisés, le temps de calcul peut
considérablement augmenter et devenir rédhibitoire si la discrétisation temporelle
est assez fine. D’un autre coté, substituer le schéma explicite par un autre implicite
avec un pas de temps grossier, ne permet pas de reproduire une réponse précise du
modele.

Dans ce contexte, il est tres judicieux de coupler 'approche multi-schémas a
une méthode multi-échelles en temps. En présence de non linéarités localisées, par
exemple, une telle stratégie permet d’utiliser des schémas d’ordre peu élevé au
voisinage des zones d’intérét et des schémas d’ordre supérieur loin des zones cri-
tiques (pour éviter la dispersion numérique). Cette stratégie permet, en I'occurrence,
d’intégrer la zone d’intérét avec un schéma explicite et des pas temps fins, tandis
que le reste de la structure est intégré avec un schéma implicite (dissipatif ou bien
conservatif) et une discrétisation temporelle plus grossiere. La stabilité globale du
systeme est garantie par la stabilité locale de chacun des sous-domaines. Ce cadre
présente également un bon compromis entre la précision du schéma et 'efficacité
des calculs. Des applications récentes de ces approches ont prouvé leur efficacité et
leur valeur ajoutée par rapport aux approches traditionnelles. Dans [BRU 11], un
code EF implicite est couplé a un autre code EF explicite dans le but de réaliser une
étude non-linéaire, sur des structures en béton armé de taille réelle. Les résultats de
cette étude dans un cadre multi-échelles en temps, montrent une réduction de 50%
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4. Nouvelle approche de raccord multi-échelles/multi-schémas

du cofit de calcul par rapport a un calcul explicite sur tout le modele. Une approche
similaire est présentée dans [DUP 11]. Elle porte sur analyse des phénomenes de
délaminage au niveau des matériaux composites dans les structures aéronautiques.

Dans un premier temps, nous travaillons sur une échelle de temps commune aux
deux sous-domaines, avant d’étendre le formalisme proposé a des échelles de temps
différentes.

4.2 Approche mono-échelle/multi-schémas

Dans la section 2.2.2 du chapitre 2, nous avons démontré la conservation de
I’énergie en continu par la méthode Arlequin pour f =0et h=0:

dE,
dEOt:_C()\,ul—u Z /@qu dQ; +/ hu?dl, =0 (4.1)
i€{1,2} Th

D’autre part, nous avons établi le bilan d’énergie, au niveau discret, du schéma de
Newmark d'un couplage de deux sous-domaines €2y et €5 :

AE = > (AW) (£ + (v — 3) AF)

+ 2 (Au) (Lx+ (3= 3) LiAN) (4.2)
- 2 - %) {(AW)K,AW' + (6 — 57) A (A)'M;(Ad') §

Nous avons également introduit la notion de travail d’interface AW. Il caractérise
la contribution énergétique des efforts de collage dans la zone commune () :

AW = Z(Aui)t( X+ (1 — D) LIAX) (4.3a)
= LAY (A (- 1) AN (4.3b)
+ (LoAu?) (A + (12— 5) AX) 4.3¢)

Dans le cas particulier ou les deux domaines sont intégrés avec le méme schéma
numérique de Newmark (ie. 7, = =), la condition de raccord Arlequin L;Au' +
LoAu? = 0 permet d’annuler le travail d’interface (AW = 0) et, donc, de conserver
I’énergie totale du bi-modele Arlequin dans le cadre discret. Ce résultat montre une
consistance entre les formulations continue (4.1) et discrete (4.2).
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Approche mono-échelle/multi-schémas

Nous nous intéressons au cadre général ou deux schémas de Newmark hétérogenes
sont couplés (v; # Y2 ; B1 # Pa). Cette configuration révele une incompatibilité avec
le résultat en continu, puisqu’un déséquilibre énergétique est observé au niveau de
I'interface :

AW #0 (4.4)

L’aboutissement de cette démarche dans le cadre général confirme les hypotheses
et les résultats présentés dans [ZAM 05, COM 02]. Dans ce qui suit, nous allons
proposer une approche permettant d’intégrer deux schémas de Newmark différents,
tout en assurant I’équilibre énergétique dans le cadre discret. Ce travail est fondé
sur deux idées principales :

e Utiliser une méthode de raccord avec recouvrement : Nous appliquons cette
approche dans le cadre de la méthode Arlequin. Nous verrons plus loin que
grace a la zone de recouvrement, il est possible de proposer une méthode qui
assure ’équilibre énergétique.

e Garantir la liberté des multiplicateurs de Lagrange : Annuler 'énergie d’in-
terface sans intervenir au niveau des multiplicateurs de Lagrange, permet
d’intégrer numériquement les équations d’équilibre de facon naturelle. Les
grandeurs cinématiques permettant le collage a l'interface peuvent s’exprimer
sans aucune contrainte.

4.2.1 Démarche
Cadre et objectif

Nous rappelons que nous souhaitons intégrer §2; et €2, avec deux schémas de New-
mark différents et sur la méme échelle de temps (Figure 4.3). D’apres la définition
(4.3), cette intégration numérique géneére un travail d’interface non nul et implique
un déséquilibre énergétique AW # 0.

[ o €,
“{2[32

Y1 P 72 B2
“{1[31

Fig. 4.1: Intégration numérique multi-schémas

L’objectif de ce travail vise a effectuer cette intégration numérique tout en
assurant un travail d’interface nul. L’idée est de se ramener a des parametres
d’intégration numérique communs dans la zone commune comme pour le cas ou
Y1 # Y2 ; 01 # 2. Dans cette optique, nous rappelons la condition de continuité a
I'interface présentée dans le chapitre 2 :

Vtk ]—_1111]1C -+ L2ui =0 (45)

103

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0006/these.pdf
© [A. GHANEM], [2013], INSA de Lyon, tous droits réservés



4. Nouvelle approche de raccord multi-échelles/multi-schémas

En reprenant I’écriture explicite du travail d’interface (4.2), il est possible de faire
apparaitre cette condition (4.5) en termes d’écarts de déplacement, en considérant un
parametre du schéma de Newmark unique appliqué sur les deux modeles seulement
dans la zone de recouvrement. Ce parametre sera appelé 4 par la suite. A partir de
cette supposition, il est possible de réécrire (4.3) de la fagon suivante :

AW = > (Aw) (LI + (5 — ) LIAX) (4.6a)
(L;Aul +LoAu?) (A + (5 - 1) AXN) (4.6b)
= 0 (4.6¢)

En vue d’annuler ce terme tout en offrant la possibilité d’intégrer les deux modeles
avec deux schémas indépendants, nous proposons d’appliquer ¥ comme parametre
commun uniquement dans la zone de collage. L’idée est de tirer profit du recouvre-
ment 2y dans le but de construire 7, et ce sans affecter les zones libres de chaque
modele.

Construction de 7 : Nous proposons de construire le nouveau parametre de
Newmark & a partir des parametres vy, et v, correspondant aux schémas respectifs
de 2, et Q. Pour ce faire, et en s’inspirant de 'esprit du cadre Arlequin, nous
proposons d’utiliser une fonction de partition de I'unité ¢ (Figure 4.2), définie par :

&1

0 zone de collage QOI Qy

Fig. 4.2: Evolution des parametres & et & a travers les différents sous-domaines

&= 1 sur &\ (4.7a)
gg =1 sur QQ\QO (47b)
Si+& = 1 sur Q (4.7¢c)

Le parametre 7 est défini de la maniere suivante :

H:&%+§272‘ (4.8)

La continuité des déplacements a l'interface étant imposée a chaque instant t;, la
conservation de I’énergie AF = 0 est assurée par la condition suivante :

L;Au' 4+ LyAu® =0 (4.9)
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Approche mono-échelle/multi-schémas

Amélioration de la stabilité L’utilisation d’approches multi-schémas pose la
question de la stabilité numérique du systeme global. Dans [ORT 86], les auteurs
montrent que la stabilité de ces méthodes dépend uniquement des parametres des
schémas numériques concernés. Comme rappelé dans le chapitre bibliographique,
la stabilité inconditionnelle des schémas de Newmark est donnée par les conditions
suivantes :

1
B = % (4.10b)
D’apres la définition (4.8) on a :
7 € [71, 72] pour 11 < o et & € 0,1] (4.11)

En supposant que la condition de stabilité (4.10a) du schéma de Newmark est assurée
sur chacun des sous-domaines §2;, nous pouvons déduire qu’elle est automatiquement
garantie sur 7y :

<y <y< 7 (4.12)

N | —

Cette condition n’est pas suffisante pour assurer la stabilité inconditionnelle dans
la zone de collage. En effet, les configurations ou ¥ > 2(; ou bien 7 > 235 sont
instables. Nous proposons de satisfaire cette condition a travers un parametre B
défini dans la zone de collage comme suit :

B=¢&Bi+& B (4.13)
Il est ainsi possible d’écrire :
. 1
72 B (4.14a)
5.7
oz 5 (4.14b)

Les équations (4.8) et (4.13) aboutissent & un schéma de Newmark construit a
partir des schémas des domaines couplés (Figure 4.3) et respectant les conditions de
stabilité de cette famille de schémas. La distribution des parametres v et § dans les
zones avec et sans collage des deux sous-domaines €2y et €25 est la suivante :

Remarque 4 Dans le cadre de cette approche, les paramétres 7 et 3 sont au-
tomatiquement construits a partir des parameétres d’intégration numérique (et de
pondération) des sous-domaines 0y et Q. Dans le cas général, on prend & = & =
0.5 et aucune Etape supplémentaire n’est alors requise de la part de ['utilisateur.
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4. Nouvelle approche de raccord multi-échelles/multi-schémas

Y=y osur U\ Q5 B=0 sur )\ Q
y=mosur D\ Qo 5 B=05 §UT92\QO
v =7 sur (X ; B=0sur Qo

Tab. 4.1: Distribution des parametres de Newmark - Couplage Arlequin multi-
schémas/mono-échelle en temps

0 LT 0,

71 B Y P ¥2 B2

Fig. 4.3: Nouvelle approche d’intégration numérique multi-schémas

4.2.2 Algorithme multi-schémas/mono-échelle en temps

Dans cette section, on développe l'algorithme de résolution correspondant
a l'approche présentée ci dessus. Nous rappelons le probleme discrétisé mono-
échelle/multi-schémas correspondant aux sous-domaines €2; et 2y a chaque instant

Tt :
Mlﬁvlﬁl + Cluiﬂ + K1u111+1 + LA = frlﬂrl’ (4.15a)
Moiis,, + Cotl oy + Koul ) + LEX, 1 =£7, |, (4.15b)
Liu),; + LouZ,, = 0. (4.15¢)

On note que les matrices de masse M;, d’amortissement C; et de raideur K;, ainsi
que les forces externes f',; sont pondérées entre les modeles de maniere implicite
avec les parametres de partition de 1'unité. A partir des équations du schéma de
Newmark écrites en déplacement, et en adoptant I’approche de Schur duale, nous
réécrivons le systeme (4.15) de la fagon suivante :

MU + CU + KU + LA = F, (4.16a)
U = PU+NU (4.16D)

U = *U+PU (4.16¢)

LU = o. (4.16d)

Ce systeme (4.16) est résolu par une technique de condensation a l'interface. Dans
le cadre d’une méthode avec recouvrement, l'interface est représentée par la zone de
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Approche mono-échelle/multi-schémas

collage €2y. Les matrices figurant dans I’équation (4.16a) sont des matrices diagonales
par blocs définies sur €2, et €25 :

—_— [ Ml ]
M = —’E (4.17)
o
C,
1

— , (4.18)

C —
K — KJ, (4.19)
[ o
F = |—— ] . (4.20)
L fnJrl

Les matrices de couplage Arlequin qui permettent d’exercer les forces fictives dans
(4.16a), assurant la continuité des quantités cinématiques dans (4.16d), sont as-
semblées dans 'opérateur L :

L=[L Ly]. (4.21)

Les inconnues recherchées du systeme a chaque instant ¢,,1 sont aussi définies par
blocs :

S
. u)

b= | = (4.22)
un+1 i
: [, ]
U= [/ (4.23)
| Wot1
-
un

U = = (4.24)
[ upy |

Ingrédients du schéma de Newmark : A partir de la définition (4.2.1), nous
présentons les opérateurs de prédiction du schéma de Newmark (équations 4.16b et
4.16¢) de maniere unifiée sur Qy, Qs et Qp :

+ﬁ 'Yu +At25 'Yu

. _BAt
My = , (4.25)
r 1 1 1 -1 1-28 .1
. A T FAr Un T 75 Un
g = , (4.26)
1 ..2 1 -2 1-28:9
L _BAtQHH_mun_ 23 Un
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4. Nouvelle approche de raccord multi-échelles/multi-schémas

Dans le cadre d'une formulation en déplacement du schéma de Newmark, les matrices
N et P s’écrivent de la maniere suivante :

=0 0
N:[ﬁgt y } et P= 5?{ : (4.27)

1
BAL BAL2

La derniere étape de I’établissement de la formulation du schéma de Newmark pour
le bi-modele arlequin substituer & intégrer les équations (4.16b) et (4.16¢) dans
I'équation du mouvement (4.16a). Ce remplacement aboutit & la formulation en
déplacement de I'équilibre, écrite en introduisant une matrice de rigidité modifiée

M :
8 M,
M = . (4.28)
M,
Avec )
M; =K, + 55Ci + 53zMi Vi€ {1,2} (4.29)
Le systeme (4.16) a résoudre devient :
MU+ LA = F-—MPU—-CP’U, (4.30a)
U-NU = ’U, (4.30b)
U-PU = ’U, (4.30c)
LU = o0. (4.30d)

Résolution du probléme : Les inconnues du systeme (4.16) sont les quantités
cinématiques U, U et Usur O et (9, ainsi que le champ des multiplicateurs de
Lagrange A sur {2y a l'instant ¢,,,. Pour résoudre ce systeme, nous écrivons les
équations (4.28), (4.30b), (4.30¢c) et (4.30d) sous forme matricielle :

00 M L][U G
SEHEE o
00 L 0 A 0
Le second membre G est défini par :
G=F-M?U—-C*U (4.32)

Le tenseur I est une matrice d’identité par blocs :

-]
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Approche mono-échelle/multi-schémas

La premiere ligne du systeme matriciel (4.31a) correspond a 1’équilibre local sur les
deux sous-domaines. La résolution de I’équation correspondante donne :

U=M"'{G-L'A} (4.34)

Le remplacement de (4.34) dans la derniere ligne de (4.31a) qui exprime la condition
de continuité, permet d’écrire :

HA = LM 'G (4.35)
ou le complément de Schur dual H se définit comme suit :
H = LM 'L! (4.36)

A ce stade, a partir de (4.34), on définit un champ de déplacement libre sans liaison
Uy, et un autre avec liaison Uy; :

U, = MG (4.37)
Uy, = —-MTILIA (4.38)

L’équation (4.37) est résolue puis Uy est remplacé dans (4.35) afin d’obtenir A a
I'instant ¢, 1. Cette étape permet de calculer les déplacements U,; du probleme avec
liaison (4.38). La derniere phase consiste a additionner les deux quantités, et obtenir
I’expression du déplacement a 'instant ¢, :

U= Usl + Ual = (439)

1 1

un+1/sl + un+1/al ]
2

un+1/sl + un+1/al

L’algorithme de couplage qui permet de résoudre le systeme (4.31a) se résume en
trois étapes principales : 1) probleme sans liaison, 2) probleme d’interface et 3)
probleme avec liaison.

— Etape de prédiction : Les quantités cinématiques sont calculées uniquement
sous l'effet des efforts extérieurs, sans tenir compte de l'effet des efforts de

collage :
U, = MflG
Usl = pU + NU (440)
stl = p[U + ]PUsl

Cette étape correspond a ’étape (1) de l'algorithme 4.2.
— Probléme d’interface : Les efforts d’'interface A sont calculés a travers
I'équation (4.35) :

A=H"! (Z Liu;+1/sl> (4.41)

i=1,2
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4. Nouvelle approche de raccord multi-échelles/multi-schémas

ou les déplacements sans liaison sont le résultat de ’étape précédente (4.40).
L’opérateur de condensation H est défini comme un complément de Schur

dual :

H=)> LM L (4.42)

i=1,2

Notons que l'opérateur de condensation H est constant et indépendant du
temps. Il est intégré a 'extérieur de la boucle en temps. C’est I'étape (2) de
I’algorithme 4.2.

— Probléme avec liaison : A partir des valeurs de A dans (4.41), les champs
cinématiques correspondant au probléeme sous contraintes peuvent étre cal-
culés.

Ua = —M™LIA
Ual = NUal (443)

Ual = ]P)Ual

Les équations (4.43) sont développées dans I'étape (3) de l'algorithme 4.2. La
derniere étape de cet algorithme consiste a mettre a jour les champs calculés
en additionnant les quantités avec et sans liaison.

U= Usl + Ual
U=Uy+Uy (4.44)
I.U - E"JSZ + [Ual

L’implémentation numérique de cet algorithme est décrit dans le tableau 4.2.

4.3 Approche multi-échelles/multi-schémas

Dans cette partie nous abordons les aspects multi-schémas et multi-échelles en
temps dans le cadre de la méthode Arlequin. Une premiére mise en oeuvre de cette
approche a mis en évidence des instabilités numériques que nous allons expliciter
en vue de les adresser. Dans la section (4.2) nous avons considéré le cas général
d’un couplage de deux schémas de Newmark différents et nous avons développé le
schéma de Newmark sur la base d'une formulation en déplacement. Cette formula-
tion correspond a l'implémentation numérique de cet algorithme dans la majorité
de codes industriels, tel que le CODE_ASTER. Dans cette partie, notre démarche
sera basée sur une formulation de Newmark en accélération. Nous montrons que
ce choix permet d’assurer un passage naturel entre les schémas, ce qui en facilite
I'implémentation numérique, surtout quand il s’agit de couplage explicite/implicite,
ol le raccord multi-échelles en temps est nécessaire et bien justifié.
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Approche multi-échelles/multi-schémas

Distribution des parametres
v =1 sur Q1\Qo, v =72 sur Q\Qg et v = y =& + S22 sur Qo
B = By sur Q1\Qo, B = Fa sur \Qg et §= =& 6+ 5 sur

(1) Résolution du probleme sans liaison :

Pl =—gk; w5 w4+ A 2 b rad=—gg wi+ 5w+ A 20 2
pﬁ}bz ﬁitQul_ﬁul_Twu pugl:_ﬁAlﬁuz_ﬁuz_Wmuz
u%LH/sl =My { b — My Pl — Cy pun} uiﬂ/sl =M, { 2 -M, Pii2 — C, pun}
uiz—l—l/sl = Pu, + m un+1/sl u?z—f—l/sl = Pag + m un+1/sl
u n+1/sl Piy, + 5At2 un+1/sl u n+1/sl Pig + ﬁAt2 un+1/sl

(2) Résolution du probléme condensé :

Ant1 =H" {Llun+1/sl + L2un+1/sl}

(3) Résolution du probleme avec liaison :

1  Nr-lJSTT 2 Nl T
Wy = —My {L1 A1} Wy = —My {L3 Ao}
ol . 1 02 _ 2
un+1/al — BAt un+1/al un+1/al  pAt un+1/al
1 _ 1 1 +22 _ _1 2
un+1/al T BAE? un+1/al un+1/al T BAE? un+1/al

(4) Mise a jour :

1 | 1 2 442 2
Upy = un+1/sl + un+1/al Upyy = un+1/sl + un+1/al
-1 _ 5l 1 -2 42 2
Upi1 = un+1/sl + un+1/al Wyt = un+1/sl + un+1/al
..1 _..1 ..1 ..2 _..2 ..2
Upp1 = un+1/sl + un+1/al W1 = un+1/sl + un+1/al

Tab. 4.2: Algorithme de couplage de deux schémas de Newmark différents sur la
meéme échelle de temps - Cadre Arlequin

4.3.1 Formulation discrétisée

Dans cette section nous présentons la discrétisation spatio-temporelle du cou-
plage Arlequin multi-échelles/multi-schémas. Pour ce faire, nous nous sommes ins-
pirés de la méthode GCbhis, qui est développée par Gravouil et Combesure et
présentée dans [MAH 10]. La seule différence réside dans le fait que nous appliquons
cette approche dans le cadre d’un raccord avec recouvrement.

On considere le méme bi-modele Arlequin présenté dans la section (4.2.2). Le
domaine global 2 est divisé en 2, et s tels que Q5 = Q; N 2y. On associe une
échelle grossiere en temps AT et un schéma de Newmark (7, 3;) au sous-domaine
)y, ainsi qu'une échelle fine At et un autre schéma de Newmark (79, 32) au sous-
domaine €2,. Les deux échelles de temps sont liées par un ratio m € Ntelqguem > 1
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4. Nouvelle approche de raccord multi-échelles/multi-schémas

(échelles hiérarchiques) :

AT = mAt (4.45)

Dans le but de simplifier le développement de la formulation et sa mise en oeuvre,
on considere un intervalle d’étude [to, t,,] avec un pas de temps grossier AT tel que

La discrétisation spatio-temporelle sur le domaine 2; s’écrit de la forme sui-
vante :

u, = u) + Aty + (3 — 51) AT g + 1 AT i), (4.46Db)
ul =u + (1 — ) ATd) + AT (4.46¢)

L’équation (4.46a) décrit I’équilibre sur le sous-domaine €2; a linstant ¢,,. Les
équations (4.46b) et (4.46¢) sont les relations de Newmark, écrites en accélération,
qui permettent 'intégration numérique du systeme.

De fagon similaire, la discrétisation sur €y aux instants fins t; Vj € [1,m]
est la suivante :

M,ii; 4 Cotr} + Kouj + LiA; = £, (4.47a)
W =ul AN + (L= B) AP + AP, (4.47b)
U =0l + (1 — ) At} 4 At (4.47¢)

Sur l'intervalle d’étude, les équations (4.47) sont résolues m fois pour 'intervalle de
temps fin alors qu'une seule résolution des équations (4.46) prend lieu sur I'intervalle
de temps grossier. Une derniere équation manque aux systemes (4.46) et (4.47). 11
s’agit de la condition suivante de continuité a I'interface :

Liuj+Lyus =0 et Lju), + Lou? =0. (4.48)

La formulation de (4.48) montre que la continuité s’écrit pour les déplacements
aux instants grossiers. Cette technique, proposée initialement dans [PRA 04], a été
améliorée dans la méthode GCbis [MAH 10]. Dans ce formalisme, les multiplicateurs
de Lagrange A sont calculés uniquement aux instants grossiers ¢, et sont interpolés
linéairement entre ces instants dans le but d’estimer la valeur de ces multiplicateurs
sur Iéchelle fine A; Vj =12, ..., (m—1):

A = (1 - i) Ao+ LA (4.49)
m m

Remarque 5 [l est important de remarquer que, contrairement a la méthode G Chis
qui colle en vitesse, la continuité a l'interface dans (4.48) est imposée a travers les
déplacements. Nous allons justifier ce choix dans la section 4.5.2.
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Approche multi-échelles/multi-schémas

4.3.2 Conservation de ’énergie

La mise en oeuvre de la formulation développée dans la section précédente (4.3.1)
sur la base de cas-tests numériques a permis de mettre en évidence un déséquilibre
énergétique a l'interface ainsi que des instabilités numériques par cumul du résidu
d’interface en temps. Le travail présenté dans cette section vise a décrire 'origine de
ces phénomenes et a proposer une solution rigoureuse pour adresser ce probleme.

Bilan d’énergie

On reprend les termes du bilan d’énergie développé dans la section (2.2.2) du
chapitre 2. On désigne par h; le pas de temps sur le domaine i € [1,2] avec hy = AT
et ho = At. D’apres le dernier terme de I’équation (2.40) du chapitre 2, nous pouvons
exprimer 1’énergie mécanique sur un domaine §2;, a un instant quelconque ¢, de la
fagon suivante :

B, = o () ML (1) 5 () B () + 5 (3 — ) 2 (i) M (i) (4.50)

Nous rappelons que le terme supplémentaire %(ﬁl — %%) h? (u;)t M, (1)) est un
terme conservatif du schéma de Newmark. De fagon similaire, I’équation (2.41) ex-
prime 'incrément du travail d’interface sur la zone de collage {2y entre deux instants
tn et tn+1 = tn —+ hz .

>\n+1 + >\n

AW:L,nH = (Aui)t {Lf 5

Finalement, ’équation (2.2.2) exprime la formulation de ’énergie du schéma de
Newmark dissipée entre ¢, et t,,.1 =t, + h; :

AD;,nJrl == (%‘ - %) {(Aui)th‘Aui + (/81 — %%) h? (Aﬁi)tMi (Au’)} (4.52)

L’incrément en déplacement Au’ figurant dans les équations (4.51) et (4.52), est
défini par Au’ = u},,; —u’,. Les termes introduits par I'expression (4.52) définissent
I’amortissement numérique introduit par le schéma de Newmark, qui a une valeur
nulle ou bien négative. Ceci est garanti a travers les parametres ~; et (3; des deux
schémas de Newmark.

La variation de I’énergie sur 2 et Qy sur U'intervalle [to,t,, = to + AT] se présente
comme suit :

m—1
AE = E,—Ej+» E, —E (4.53)
§=0
m—1 m—1
= AW, + > AW +AD, + Y AD:, (4.54)
J=0 Jj=0
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4. Nouvelle approche de raccord multi-échelles/multi-schémas

Dans cette expression, le terme de gauche représente la variation de I’énergie sur un
pas de temps grossier. Cette variation doit étre définie positive. Le terme de droite
exprime une dissipation positive.

Dans I’équation de 1'équilibre (4.54), nous nous intéressons tout particulierement
au travail des efforts d’interface. Le travail résultant du collage Arlequin a 'interface
est le suivant :

m—1
AW =AW, + > AW, (4.55)

J=0

Le travail AW peut s’écrire de maniere explicite :

A+ Ao

aw = - T2 - A}

e
D DR L P2 e s W GRS YO VIR W R PR S
j=0

Ce terme est a l'origine du déséquilibre énergétique observé. La différence principale
entre cette expression et celle trouvée dans le cadre mono-échelle/multi-schémas
(4.3) réside dans l'apparition des contribution des efforts de collage sur les incréments
de temps entre les instants fins ¢; et ¢;1 ;. Nous constatons donc que I’approche multi-
schémas s’avere insuffisante dans ce cas de figure.

Solution : Le but de notre démarche consiste a trouver les conditions nécessaires
pour annuler le travail d’interface (4.56) dans I'expression (4.53), tout en conservant
la liberté des multiplicateurs de Lagrange dans €.

La définition du travail d’interface (4.56) peut étre réécrite comme suit :

AW = {u,, - ué}tLﬁ{%)\m +(1—m) )\0}

m-1 t (4.57)
+> {uj, —ul} Lg{%)\jﬂ + (1 =) )‘j}

Dans cette formulation, nous pouvons remarquer qu’en plus de la différence des
parametres du schéma de Newmark ~; et (;, des multiplicateurs de Lagrange
A; Vj € [0,m] apparaissent sur I’échelle fine. Ces multiplicateurs génerent des
contributions qui n’ont aucune raison de contre-carrer les contributions sur 1’échelle
grossiere.

Pour s’en affranchir, le travail réalisé consiste a trouver la condition nécessaire
permettant de satisfaire la relation suivante a chaque pas de temps :

A+ (L= )N = At (1= A Vje0m—1] (4.58)
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Approche multi-échelles/multi-schémas

Cette condition permet de masquer, dans ’équation (4.57), les contributions des
multiplicateurs de Lagrange A; définis a l'intérieur de 1'échelle fine en temps, i.e.
aux instants ne figurant pas dans 1’échelle grossiere. Ces contributions seront donc
éliminées automatiquement par la condition de continuité Arlequin si une approche
de type multi-schémas est appliquée.

En partant de la relation (4.58), nous pouvons formuler I'expression des multi-
plicateurs de Lagrange sur I’échelle fine A;;; aux instants ¢, :

FAm + (1 =) Ao n (2—1)
72 "2

Aj+1 = Aj \V/j S [0, m — 1] (459)

L’expression établie dans (4.59) est de la forme Aj 1 = b+ aX; ou:

o= (2—1) ot b:’7>\m+(1—’7)>\0.
Y2 Y2

Il s’agit de la forme générale d'une suite arithmetico-géométrique ()\j)j ey @ coeffi-
cients constants, généralisant les définitions des suites arithmétiques et géométriques

b
[RAD 95]|. En posant dans le cas qui nous intéresse r = T .= (1 —=3)Ao + FAm,
—a

I’expression générale de cette série est :
Aj:ajijO(AjO—T‘)ﬁ»T \V/] Z]O
Pour jo = 0, le j-itme terme de la suite (X;),; y s’écrit :

)\j = aj()\(] — T) +7r
= (1-3(1 =) Ao+ 7(1 — )\, (4.60)

Cette expression peut étre réécrite sous la forme d’une interpolation linéaire entre
Ao et A, en fonction d’'un parametre «; :

Aj = (l—Ozj)Ao+Oszm \V/j € [O,m]
(4.61)

ou ozj:i(l—aj)

En comparaison a l’équation (4.49), 'équation (4.61) représente une nouvelle
maniere de calculer les multiplicateurs de Lagrange sur I'échelle fine X;. Ils sont
interpolées linéairement par morceaux en fonction d'un parametre o; entre les va-
leurs correspondantes Ag et A, sur I’échelle grossiere. Cette relation est vérifiée pour
J = 0 ol on obtient A; = Ay. A ce stade du développement théorique de I'approche,
la valeur du nouveau parametre de Newmark 4 dans la zone de collage n’est tou-
jours pas définie. Pour ce faire, I'équation (4.61) doit aboutir & A; (j =m) = Ay,.
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4. Nouvelle approche de raccord multi-échelles/multi-schémas

L’équation (4.61) montre que cette condition est satisfaite pour 7 (1 —a™) = 1.
Cette condition permet d’établir la formule générale du parametre 7 :

1
1—am

5= if o #£1 (4.62)

Remarque 6 On note que a™ = 1 dans la configuration ot vo = 1/2 et le ratio
m entre les pas de temps est un nombre pair. Dans ce cas de figure nous proposons
d’utiliser un ordre impair entre les incréments At et AT. Ceci est, en ['occurrence, le
cas pour le couplage en multi-échelles d’un schéma implicite d’accélération moyenne
et d’un schéma explicite de différences centrées.

En remarquant que (suite télescopique) :

3
L

(Wi — i) = {w, —ug} (4.63)

I
o

J

et en tenant compte de I'hypothese (4.58), 'expression (4.57) peut étre simplifiée et
réécrite comme suit :

AW = {u,, — u(l)}tLtl{’h)\m +(1—m) )\0}

+ {ul, — uﬁ}tLg{w\m +(1-7) }\O} (4.64)

L’expression (4.64) est le premier résultat de notre démarche. Néanmoins, nous re-
marquons que la valeur de AW n’est pas encore nulle. L’équation (4.64) est tres si-
milaire a I’équation (4.3) ot deux schémas différents de parametres respectifs (1, 1)

et <§, B) sont couplés sur I’échelle grossiere en temps. Nous proposons alors de tirer

profit de la zone de collage Arlequin afin d’imposer la condition suivante :
11 =7 sur (o (4.65)

Il est alors possible d’écrire I’équation (4.64) :

AW = [L1 {ul, —ul} + Ly {u2 — ug}] {w\m 4 (1—7) AO} —0|  (4.66)

Nous constatons que le choix d’imposer la continuité dans €}y a travers les
déplacements dans I'équation (4.48) permet d’annuler le travail d’interface AW
et, par conséquent, de rétablir rigoureusement 1’équilibre énergétique dans un cadre
multi-échelles en temps.
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Approche multi-échelles/multi-schémas

7:’71SUTQ1\QO ; 525131”“91\90
’72’725’%7’92\90 ; 52523}”92\90

v =7 sur ; 0 = [ sur )
avec N
Y= e sur €2y pour v, > 0.5 et m > 1.
et = (1 — 7)™
B = 0.25(0.5+ )% sur Qo.

Tab. 4.3: Distribution des parametres de Newmark - Couplage Arlequin multi-
schémas/multi-échelles en temps

Stabilité inconditionnelle : Dans le cas général, la stabilité inconditionnelle du
schéma de Newmark est assurée pour 7; > 0.5 et 5; > 7;/2 pour i = 1,2. En
effet, pour 75 > 0.5, on obtient : —1 < a < 1. D’apres (4.62), la variation de (a)
implique directement que ¥ > 0.5. Dans le but d’assurer la stabilité inconditionnelle,
nous proposons de procéder comme dans la section (4.2.1), et d’intégrer un nouveau
parameétre 3 sur  tel que § > 4/2. En plus, pour garantir une “superstabilité
inconditionnelle”, 3 peut prendre la forme suivante :3 > 0.25(0.5 + )2

Remarque 7 o [l est important de noter que les sous-domaines )y et (1o
conservent leurs propres paramétres d’intégration numérique, respectivement
(71, 01) et (72, PB2), en dehors de la zone de recouvrement. Dans cette zone de
recouvrement les deux sous-domaines sont intégrés avec un méme et nouveau

jeu de parametres (’y, B) Les parametres du schéma de Newmark dans cette

zone sont imposés pour Qy (pour, rappelons-le, équilibrer le bilan d’énergies)
alors qu’ils découlent naturellement pour g par construction des multiplica-
teurs de Lagrange sur l’échelle fine de temps.

e afin d’éviter les passages abrupts entre les paramétres d’intégration numérique
a l'interface du domaine €y, la transition peut étre gérée en définissant des
fonctions infiniment régulieres permettant de raccorder, de maniére lisse,

(71, 01) sur Q1 \ Qo a (’y,ﬁ) sur Qq. Ce traitement permet d’adresser toute

éventuelle discontinuité des champs cinématiques a linterface. En 1D par
exemple (abscisse x), les parameétres d’intégration numérique peuvent étre
construits comme suit :

_ a2

(@) = e
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0 pourx € |—o0, a

sy — UG/ RID) pours ¢ o2
(2/G) = fG=+ 1)/ (2f(3)) pourz € [, b]
1 pour x € [b, +00]

(4.67)

La fonction g est alors infiniment réguliére et elle vaut 0 avant a, entre O et

1 entre a et b (avec b > a et en particulier % au milieu ie. “TJ’I’) et 1 apres b.

Les valeurs (7 —v1) g(z) + 71 et (B - 51> g(x) + By permettent de construire
les parametres d’intégration dépendant de x.

4.3.3 Algorithme multi-schémas/multi-échelles

Le systeme d’équations (4.46), (4.47) et (4.48) peut étre exprimé sous la forme
matricielle suivante :

MU + CU + KU+ L‘A = F, (4.68a)
U-NU = ’U, (4.68b)

U-PU = *U, (4.68c)

BU = 0. (4.684)

Mg 02

M2 C2
M1 ‘ Cl

K,
<

Notons que par rapport a I’approche mono-échelle (équation 4.17), le bloc corres-
pondant au sous-domaine 2 est répété m fois, selon le ratio entre les échelles en
temps AT = mAt. Les forces de collage appliquées sont représentées a travers la
matrice rectangulaire par blocs !. Contrairement au cas mono-échelle en temps, la
continuité & l'interface est assurée a travers la matrice B, différente de la matrice IL¢.
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Approche multi-échelles/multi-schémas

Par ailleurs, les équations (4.68d) et (4.48) sont équivalentes.
L
Li=| " |, B=[0 - 0 Ly|Ly | (4.69)

L,
L}

Les inconnues du systeme sont respectivement les accélérations, les vitesses, les
déplacements, et les multiplicateurs de Lagrange :

u? u? u? A

=| |, U=] |, Uu=]| " |et A=] " (4.70)
u? u? u? Am
ul ul ul Anm

En utilisant la distribution des parametres du schéma de Newmark présentée dans le
tableau (4.3.2), nous exprimons les relations (4.68b) et (4.68¢c) a travers les matrices
N et P (formulation en accélération) :

BAL? v At
N = h et P= K , (4.71)

BAL vAt
[BAT AT

Les opérateurs de prédiction des déplacements et des vitesses sont les suivants :

ud + At + (5 — 3) At*u]

U= | ul_ +Am  +(

m—1

_ g) A2 | (4.72)

1
2

u) + AT + (5 — B) AT*i)

1
2

g + (1 — ) Atig

U = | w2+ (1) At , | (4.73)

m m—1

uf + (1 — ) AT}

A partir de I'expression des multiplicateurs de Lagrange (4.61) et des matrices de
couplage Arlequin (4.69), les forces de collage YA s’écrivent :

LIA = Lo + LA, (4.74)
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4. Nouvelle approche de raccord multi-échelles/multi-schémas

Les matrices L{ et ! sont définies comme suit :

(]_ — Oél) L; Oéng
Lt — : Lt= | 475
0 (1— a,,) L mn a,, LY ( )
0 L

Le systeme d’équation (4.68) peut étre réécrit sous forme matricielle de maniere
identique au cas mono-échelle en temps (4.31). Les expressions de Newmark dans les
équations (4.68b) et (4.68c) ainsi que la formulation des multiplicateurs de Lagrange
(4.74) sont substituées dans 1’équation (4.68a). Finalement, le systeme (4.68) peut
étre réécrit comme suit :

0 0 M L U G —LiXo
-N 0 I 0 U | PU
P I 0 0 U |~ Pl (4.76)
0 0 B 0 Am 0
Le second membre G est défini par :
G=F-CPU-KPU (4.77)
La matrice de rigidité modifiée M est :
M,
M = o 4.78
- (4.73)
M,

avec M; = M, +~yATCy + SAT?K; et M, = M, +~vAtCy 4 BA’K,. L’algorithme
final décrivant l'intégration numérique est décrit dans le tableau 4.4 pour un pas
de temps grossier AT de ty a t,,. Le tableau 4.5 présente 'algorithme permettant
d’effectuer la condensation a l'interface. Le systeme (4.76) peut étre résolu a l'aide
d’une approche de type prédiction-correction comme dans la section 4.2, ou trois
étapes principales sont identifiées :

° Etape de prédiction : Sur le sous-domaine €2, la solution évolue a cours
d’un pas de temps grossier AT sous l'effet des efforts extérieurs. En méme
temps, sur le sous-domaine €2y, I’équilibre est résolu m fois sous l'effet des
efforts extérieurs et d’un terme provenant de la pondération des multiplicateurs
de Lagrange (1 — ay) Lo, avec j € [0, m — 1]. C’est la premiere étape du
tableau 4.4.

Uy =M1 {G — LiX}
[Usl = p[Usl + IP)[Usl (479)
Usl = pUsl + NIUSZ
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Approche multi-échelles/multi-schémas

e Probléeme d’interface : Le probleme d’interface peut étre écrit comme suit :

HM\, = {Lu, , +Lu  } (4.80)

m/sl

ou H est le complément de Schur dual. Le probleme d’interface (4.80) est
résolu aux instants grossiers t,, dans le but de calculer les multiplicateurs
de Lagrange correspondants. Le détail de la construction de l'opérateur H
est présenté dans le tableau 4.5. Cette partie correspond a l'étape (2) de
I’algorithme 4.4.

° Etape de correction : De facon similaire a I’étape de prédiction, le probleme
sur le sous domaine €2; évolue sous l'effet des forces de collage d'un pas de
temps AT, pendant que le méme travail est effectué m fois sur €2s. Les efforts de
collage a;LEA,, sont pondérés sur €, avec le parametre o avec j € [0, m—1].
C’est 'étape (3) du tableau 4.4.

[Ual = —MflL%Am
Ual = pUal + P[Ual (4.81)
Ual = pUal + N[Ual

Finalement, les quantités avec et sans liaison peuvent étre additionnées dans
le but de mettre a jour le systeme et procéder vers une nouvelle itération sur
) et m itérations sur €.

U= Usl + Ual
U Usl + Ual (4.82)
U = Usl + Ual

Dans l'organigramme 4.4, on introduit les notations suivantes :

Fm/sl - {f - Clpum/sl Klpu}n/sl}

j+1/8l { j+1 2 ]+1/sl K2pu§+1/sl - (1 - aj) L;)\O} (4 83)
Frln/al . { L - Clpum/al Klpurln/al}

F]+1/az—{%' 2 Cz Wy — Ko"Wj

Cette méthode de couplage multi-schémas/multi-échelles, par ailleurs publiée dans
[GHA 12b] sur la base d’une écriture en déplacement du schéma de Newmark, a été
reprise en utilisant ici une écriture en accélération.

4.3.4 Spécificités du couplage Explicite Implicite

Toujours dans le cadre de la famille de Newmark, les jeux de parametres
(11 = %, pr = i) et (7o = %, B2 = 0) permettent d’obtenir, respectivement, le schéma
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4. Nouvelle approche de raccord multi-échelles/multi-schémas

Distribution des parametres
v =1 sur Q1\Qo, v =" sur L\Qpety=7= W sur )y pour v, > 0.5
B = By sur ©\Qy, 8= [ sur W\Qp et =01 =0.25(0.5+7)? sur €.

Boucle principale

(1) Résolution du probleme sans liaison :

ué/sl =ug; l'1(1)/51 Uy "0/51 = i UO/sz =up; uO/sl =ug; i‘ig/sl = i ;
Boucle sur j € [0,m — 1]
m/sl—u0 + ATU} + ( ﬁ) AT i) +1/sl u + Atu ( ﬁ) A2 2
pum/sl_uo +( L 1) A,‘Z—‘uO pu]Jrl/sl 11 +( L5 )Atll
. um/sl = M Fm/sQl ) u]+1/sl M F]+1 sl
urrlL/sl pum/sl + ﬁAT m/sl uj;rl/sl +1/sl + ﬁAt +1/sl
um/sl = m/sl + ’}/ATum/sl uj+1/sl j+1/sl + fyAtuj-l-l/sl
If 5 = m, Fin de la boucle
(2.1) Calcul de l'opérateur de condensation :
H=LY! +LY?
(2.2) Résolution du probleme d’interface :
Ay = H! {Llum/ I + L2um/sl}
(3) Résolution du probleme avec liaison :
u(l]/al = 07 1l%)/atl = 07 1"1(1)/0Ll = O’ ug/al = 07 1l%/atl = 07 l.'ig/al = O’
Boucle sur j € [0, m — 1]
"), =g+ ATy + (5 - ) AT?hg | Pudy,=u) + Ata? + (3 — ) Ar%i)
pu71n/al u(l) + (1 T 1) Ajju(l] Pa ?—l—l/al u +( Lo )Atu
. um/al = M Fm/%l ) ]—l—l/al M Fj+1 al
u'rrlL/al m/al + BAT m/al u'j;rl/al j+1/al + ﬁAt ]+1/al
um/al m/al + ’YATum/al uj+1/al Pa ]+1/al + ,yAtu]Jrl/al
If j = m, Fin de la boucle
(4) Mise a jour :

Boucle sur j € [0,m — 1]
uin = um/sl + um/al %+1 uerl/sl + u?Jrl/al
u71n m/sl + um/atl ].‘.lj-l—l %Jrl/sl + u]Jrl/al
u,, = m/sl + um/al uj+1 ]+1/sl + uj+1/al

If j = m, Fin de la boucle

Fin de la boucle principale

Tab. 4.4: Algorithme multi-schémas/multi-échelles en temps - Cadre Arlequin
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(1) Initialisation

Y =0,Y=0Y,=0

(2A) Echelle macroscopique

PY§=—gRr Yo+75 Y+AT 2552 Y
pY(%: IQA’IQYé BAT Yl - EBY(%
i, = My {LT - MY - oY)
Y}n:leJFgATYl
YL =PY]}+ ﬁAtQYl

Y2=0,Y2=0,Y2=0

(2B) Fine microscopique - Boucle Vj € [0...m — 1]

pYJZ ﬁAtY2+ﬁ 7Y2+At 25 VYQ
pYJQ' 6At2 sz BlAt Y2 6 YJ2'
Y2, = M, {O@»L2 — M2 - CQPYJZ}
Yg+1 = Y2 + 5k Y7,
Y7, ="Y;+ ﬁAth Yi,

(3) Opérateur de condensation :
H = L1Y71n + LQY?n

v et 3 sont les parametres du schéma de Newmark définies dans (4.3.2)

Tab. 4.5: Construction de l'opérateur de condensation

implicite de l'accélération moyenne et le schéma explicite des différences centrées.
Dans ce cas particulier, ’écriture du schéma de Newmark en accélération permet
un passage implicite-explicite naturel a l'interface entre les deux sous-domaines
[GRA 01]. Eventuellement, on pourra “travailler” sur le parametre § et ce afin de
rétablir rigoureusement 1’équilibre énergétique.

4.4 Analyse de convergence

Dans cette section nous présentons une analyse de convergence des deux ap-
proches présentées dans les sections (4.2) et (4.3). Deux cas de figure sont pris en
compte : une étude mono-échelle en temps, et une autre multi-échelles en temps. Pour
chaque exemple, un schéma d’accélération moyenne est couplé a un schéma de New-
mark dissipatif. Un probleme a quatre degrés de liberté [BON 08] (masses, ressorts)
est appliqué dans le but d’effectuer cette premiere étude. Le modele de référence
est constitué de quatre masses m; = 20000 kg et quatre ressorts k; = 105 N/m. Le
systeme est supposé non amorti, et ne subit pas d’efforts extérieurs. L’équation du
mouvement correspondant a ce probleme est la suivante :

Mii+ Ku=0 with u' =< uy,us,us,ug > .

Les conditions initiales sont :

u(0) = uy,

(4.84)

et u(0) = vy. (4.85)

Le probleme couplé correspondant au systeme quatre masses-ressorts de référence
est illustré dans la figure 4.4. Dans cet exemple, un couplage nodal est adopté puis-

123

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0006/these.pdf

© [A. GHANEM], [2013], INSA de Lyon, tous droits réservés



4. Nouvelle approche de raccord multi-échelles/multi-schémas

Subdomain

1

Subdomain

2

~

Fig. 4.4: Systeme couplé a quatre degrés de liberté

qu’une seule masse m; est divisée en deux parties identiques my et mp o ma=mp.
Les masses résultant de la division de m sont maintenues collées grace aux multipli-
cateurs de Lagrange. Dans ce cas de figure, 'ordre de convergence du systeme couplé
est évalué par comparaison avec la solution analytique du modele de référence. L’er-
reur globale er est définie comme suit :

er = |Ix — Xell (4.86)

Ou x et x. sont, respectivement, les vecteurs d’état a I'instant final 7" correspondant
aux solutions numérique et exacte du systeme couplé (4.84-4.85). On définit 1'ordre
de convergence d’un schéma de Newmark par le parametre k. Théoriquement, le
schéma d’accélération moyenne ainsi que les autres schémas de Newmark ot v = %
présentent une précision du second ordre £ = 2. Par ailleurs, lorsque v > % I'ordre

de convergence se dégrade jusqu'a k = 1.

4.4.1 Couplage multi-schémas

La premiere étape consiste a vérifier 'ordre de convergence théorique du modele
utilisé dans cette étude. Dans ce cas de figure on utilise un mono-modele ou aucun
couplage est introduit. Les figures ci dessous représentent l'erreur globale |er| en
fonction du pas de temps AT'. Les conditions initiales appliquées tout au long de
I’étude de convergence sont :

u,= <0,0,0,1>

4.87
vi= <0,0,0,0> (4.87)

Les ordres de convergence théorique du schéma de Newmark sont vérifés sur le
mono-modele a travers la figure (4.5) ot un schéma d’accélération moyenne d’ordre
2 est présenté dans (4.5-a), et un autre dissipatif dans (4.5-b). La figure (4.6-a)
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10 T 10

—6— Vecteur d'état|j —©— Vecteur d'état
Pente =1 P Pente =1
— — —Pente=2 — — —Pente=2
10° L, w0 ,
10 10 10 10
AT AT
(a) y=0.5et 8=0.25 (b) v =0.53 et 8 = 0.2652

Fig. 4.5: Ordres de convergence d'un mono-modele de Newmark

présente le couplage de deux schémas d’accélération moyenne (v; = 0.5; 3; = 0.25
pour ¢ = 1, 2) en utilisant ’approche multi-schémas (section 4.2). Le résultat corres-
pondant présente une précision du second ordre. D’autre part, dans la figure (4.6-b)
nous couplons un schéma d’accélération moyenne (y; = 0.5; f; = 0.25) avec un
schéma dissipatif (72 = 0.53; Gy = 0.2652). Dans cette configuration, la précision
globale chute au premier ordre. En conclusion, nous remarquons que cette méthode
de couplage conserve l'ordre de convergence théorique, et lorsque deux schémas
hétérogenes sont couplés, l'ordre de convergence global correspond au plus faible
des deux schémas.

o 10 )
107 —6— Vecteur d'état |1 —oO— Vecteur d'état
Pente = 1 e Pente = 1
— — —Pente=2 — — —Pente=2
107 = 5 10° s -2
10 10 10 10
AT AT
() 1 =72 =05¢et 1 = F2=025 (b) 71 =0.5;81 = 0.25 et v2 = 0.53 ;82 = 0.2652

Fig. 4.6: Analyse de convergence de I’approche mono-échelle/multi-schémas
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4.4.2 Couplage multi-échelles en temps

Dans cette section nous présentons ’analyse de convergence de I’approche multi-
échelles en temps. L’étude porte sur trois ratios différents entre les échelles de
temps (AT = mAt pour m = 3; 19; 49). Dans un premier temps, deux schémas
d’accélération moyenne sont couplés dans le cadre multi-échelles en temps ou
AT = 3At (Figure 4.7-a). Ensuite, dans les figures (4.7-b) et (4.7-c), nous aug-
mentons le ratio tel que m = 19, puis m = 49, respectivement. Nous constatons que
la précision est du second ordre pour les trois exemples. Cet ordre de convergence
reste stable en augmentant le ratio entre les échelles de temps. Dans la figure (4.7-d)
un schéma d’accélération moyenne est couplé avec un schéma de Newmark dissipa-
tif tel que m = 49. La convergence dans cet exemple est du premier ordre puisque
v o> % Nous pouvons conclure que 'approche multi-échelles en temps proposée
conserve 'ordre de convergence théorique des schémas couplés.

10 i
St 10"
0”107 o
107 ; :
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Fig. 4.7: Analyse de convergence de 'approche mono-schéma/multi-échelles et

multi-schémas/multi-échelles en temps
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4.5 Applications numériques

Dans cette section, nous validons les approches développées dans les sections
4.2 et 4.3 a travers plusieurs études de couplage dans le cadre multi-schémas et
multi-échelles en temps.

e Dans un premier temps nous abordons les aspects de conservation d’énergie
d’un couplage mono-échelle de schémas de Newmark différents mis en oeuvre
pour un bi-modele Arlequin 1D-1D représentant une barre soumise a un effort
de traction/compression.

e Dans un second temps, nous présentons les résultats obtenus par 1'ap-
proche multi-échelles en temps sur la base d’'un bi-modele Arlequin 2D-1D
représentant une poutre encastrée - libre de section constante et soumise au
méme type de chargement.

e La derniere partie concerne un bi-modele Arlequin 3D-1D ou un couplage de
schémas implicite/explicite de Newmark et d’échelles de temps différentes est
mis en oeuvre.

4.5.1 Raccord 1D-1D multi-schémas : Conservation de
I’énergie

Cette section vise a exemplifier U'intérét de 'approche multi-schémas (section
4.2) notamment au niveau énergétique. Dans un premier temps, nous considérons
le modele couplé illustré dans la figure 4.8 ou un chargement sinusoidal de trac-
tion/compression est appliqué. Les données du probleme sont les suivantes : Module
de Young E = 1Pa, densité p = 1Kg.m™?, longueur totale L = 3.9m, section
carré A = 1m? La longueur de chaque sous-domaine est L; = 2m et la zone
de recouvrement couvre 0.1 m. Le modele couplé subit un chargement sinusoidal
F = 0.01 sin(27/3) a son extrémité. La figure 4.9 montre le passage “propre”’, a

Ay

-I-|T—|—|—|+|—|+FH—|—|+FFFH—|+|—|—|—H—|—|—|—|+|—|—|—|—|—|—H HHH
0 Zone de recou

< 1
= 1
o 1
=
o+
=4
)
N

Fig. 4.8: Représentation du couplage 1D-1D

travers la zone de collage, de 'onde de traction-compression du domaine §2;, intégré
avec un schéma de Newmark d’accélération moyenne (y; = 0.5; f; = 0.25), au
domaine €, intégré avec un schéma dissipatif (72 = 0.6; F> = 0.3025). L’avantage
du cadre Arlequin est de faire transiter I'onde entre les deux modeles sans piéger
I’énergie au niveau du modele fin par réflexions parasites. La diminution de 'ampli-
tude de 'onde dans €2, est due a 'utilisation du schéma dissipatif dans ce domaine.
Dans ce qui suit nous nous concentrons sur les aspects énergétiques du probleme.
A partir d’'un mono-modele de référence équivalent au modele couplé, nous allons
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Fig. 4.9: Propagation de 'onde a travers le couplage multi-schémas Arlequin

valider 'approche multi-schémas présenté dans la section 4.2, le but étant de vérifier
que cette méthode garantit ’équilibre énergétique. Pour ce faire, nous considérons
toujours le bi-modele 1D-1D présenté dans la figure 4.10. Chacun des sous-domaines
est constitué de 45 éléments de valeur unitaire et la zone de collage s’étend sur 4
éléments communs. Un chargement sinusoidal est généré au niveau de l'extrémité
libre de 25. Dans ce cas test les deux sous-domaines sont intégrés avec des schémas
de Newmark dissipatifs : (3 = 0.7; 57 = 0.36) sur ; et (72 = 0.6; 52 = 0.3025)
sur €)o. La distribution des parametres du schéma de Newmark sur tout le domaine
Q1 U respecte la description détaillée dans le tableau 4.2.1. Dans les figures 4.11-a

WWF%%WFHH—%FH—HIH HHH A
0 Zone de recouvrement Qs

Fig. 4.10: Couplage 1D-1D d’un modele encastrée-libre

=

et 4.12-a nous présentons le bilan d’énergie du schéma de Newmark sans intervenir
au niveau la zone de collage. Il est évident de remarquer le déséquilibre entre les
termes de gauche et de droite du bilan, ce qui correspond a ’équation (4.2). En effet,
dans la section 4.2, nous avons démontré que le travail des efforts d’interface AW
est a l'origine de ce déséquilibre énergétique. Les figures 4.11-b et 4.12-b montrent la
contribution de ces efforts formulée dans 1'équation (4.3). Selon le jeu de valeurs des
parametres de Newmark ~; et 3; en présence, il est possible d’observer soit une intro-
duction de I’énergie comme le montre la figure 4.11, soit une dissipation de I’énergie
a travers l'interface comme le montre la figure 4.12. Les figures 4.13 montrent les
résultats de la méme étude en appliquant ’approche multi-schémas décrite dans la
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Fig. 4.11: Bilan d’énergie du schéma de Newmark pour (v; = 0.7; 5; = 0.36) sur
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Fig. 4.12: Bilan d’énergie du schéma de Newmark pour (y; = 0.6; 5; = 0.3025) sur
Qy et (72 = 0.7; B2 = 0.36) sur (2

section 4.2. Dans ce cas de figure, les parametres de Newmark sont distribués selon
le tableau 4.2.1. Nous pouvons constater que 1’énergie totale est conservée comme
le montrent les figures 4.13-a et 4.13-b. En effet et de maniere conforme a ce qui est
prévu dans I’équation (4.6), le bilan d’énergie du schéma de Newmark est rigoureu-
sement équilibré et la contribution du travail des efforts d’interface est annulée. Les
trois quantités cinématiques (déplacements, vitesses, accélérations) pour un noeud
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Fig. 4.13: Bilan d’énergie du schéma de Newmark selon I'approche multi-schémas
introduite dans la section 4.2

choisi sur la zone libre du domaine €25 sont représentées dans la figure 4.14. Les
résultats présentés dans les figures 4.13 et 4.14 sont en parfaite concordance avec
la solution de référence et permettent de valider I’approche multi-schémas proposé
dans le cadre Arlequin. Dans cet exemple nous avons fait le choix d’imposer la conti-
nuité a travers les déplacements mais nous pouvons remarquer qu’elle est également
assurée pour les vitesses et les accélérations.
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Fig. 4.14: Déplacement, vitesse, et accélération sur un noeud appartenant a 2y
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Remarque 8 Utilisation des parametres distribués v et 3 dans la zone de recou-
vrement ).

L’application de lapproche multi-schémas avec un parametre v qui varie dans la
zone de collage €9 comme présenté dans la figure 4.2 est simple et efficace dans
le cas ou les maillages sont compatibles. Par contre, lorsque les maillages sont
hiérarchiques ou bien totalement incompatibles, nous recommandons ['utilisation de
valeurs constantes de 7.

En effet, le parametre de Newmark ~, par exemple, défini dans (4.2.1) présente une
distribution propre a chaque domaine. Chaque distribution dépend de la position des
noeuds de chaque domaine dans la zone de collage (figure 4.2). Dans ce cas de figure,
la condition de continuité L;Au' + LyAu? ne s’annule pas et présente une erreur
résiduelle qui peut étre adressée de deux facons différentes. La premiere consiste
a remailler la zone de collage pour la rendre pseudo-compatible avec les maillages
de €, et {2 et, par conséquent, une distribution homogene de 7. Ce choix peut
s’avérer colteux en terme de temps de calcul. Une deuxieme solution, plus rapide et
plus efficace, consiste a utiliser une valeur constante de ~ sur €}y comme le montre
la figure 4.16. Dans ce cas de figure, la méthode multi-schémas présentée dans la
section 4.2.2 reste valide et la condition Arlequin est assurée. Dans le but d’illustrer
ce point, nous présentons un exemple de deux maillages hiérarchiques dans la figure
(4.15).

Tk Vi

P

—_—
Vi Vi Vi

Fig. 4.15: Exemple de maillages hiérarchiques

Dans ce qui suit nous présentons deux cas de figure :

e Deux distributions différentes du parametre v sur 2; et €2y a l'intérieur de
p. Chaque distribution dépend de la discrétisation spatiale du maillage et
implique la construction de parametres de Newmark ~;(z;) propres a chaque
noeud (z;) de chacun des deux maillages.

e Des valeurs constantes de v et 3 sur €y et Q5 a l'intérieur de Qq (figure 4.16).

S B T
T I‘ Y2

Ql QO QQ

Fig. 4.16: Parametre v constant

La figure 4.17-a trace la valeur du travail des efforts Arlequin dans ce cas de maillages
incompatibles pour des distributions différentes de v sur €2y. Nous constatons que le
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travail a I'interface est bien inférieur a celui identifié dans les figures 4.11-b et 4.12-b,
mais qu’il reste non négligeable. Cette contribution énergétique résiduelle disparait
en utilisant des valeurs constantes du parametre de Newmark ~y (4.17-b).
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Fig. 4.17: Travail des efforts Arlequin - Maillages incompatibles

4.5.2 Raccord 2D-1D multi-échelles/multi-schémas
Conservation de I’énergie

Cette section vise a exemplifier l'intérét de l'approche multi-échelles/multi-
schémas proposé dans la section 4.3.

Nous considérons le couplage 2D (en déformations planes)-1D (poutre) présenté
dans la figure 4.18 ou les éléments sont de longueur unitaire. Les caractéristiques

Fig. 4.18: Représentation du couplage 2D-1D

matériaux sont les suivantes : module de Young F = 1Pa, masse volumique
p = 1kg.m? et coefficient de Poisson v = 0. Les conditions aux limites imposées
correspondent a un encastrement sur 'extrémité de €2; située hors recouvrement et
d’un chargement sinusoidal au niveau du dernier noeud libre de §2,. L’intégration
numérique est réalisée a travers les parametres du schéma de Newmark suivants :
v = 0.9, 31 = 0.49 et 5 = 0.60, B, = 0.3025. Une échelle de temps fine At = 3107 5s
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est employée sur le modele 2D et une autre grossiere est utilisée sur le modele poutre
tel que AT = mAt et m = 100. Dans la zone de collage (figure 4.18), chaque élément
poutre est couplé avec quatre éléments surfaciques 2D et la continuité dans cette
zone est assurée a travers les déplacements. Dans un premier temps, nous comparons
les résultats de I'approche multi-échelles en temps avec ceux obtenus en appliquant
la méthode GCbis présentée dans [BAT 10]. Dans un second temps, nous compa-
rons ces résultats par rapport au modele de référence constitué d’'un mono-modele
2D complet équivalent au bi-modele Arlequin. La figure 4.19-a permet d’observer
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(a) Termes de gauche et de droite de ’équation (b) Travail des multiplicateurs de Lagrange (4.56)
(4.53)

Fig. 4.19: Bilan d’énergie du schéma de Newmark - Méthode GCbis

le déséquilibre du bilan d’énergie obtenu lors de I'application de la méthode GCbis
au cadre Arlequin de raccord avec recouvrement. Il est important de souligner que
la méthode GChis impose la continuité a l'interface a travers les vitesses. La figure
4.19-b trace la contribution du travail des efforts a 'interface (4.56) qui est a l'ori-
gine du déséquilibre du bilan énergétique. D’autre part, les figures 4.20 montrent le
bilan d’énergie obtenu lors de 'application au cadre Arlequin de la nouvelle méthode
multi-échelles en temps présentée dans la section 4.3. La figure 4.20-b montre que
I’équilibre du bilan d’énergie est completement rétabli et qu’aucune introduction ou
dissipation d’énergie n’est détectée a l'interface. Ces observations sont confirmées
par la figure 4.20-b ot le travail des forces de collage a 'interface est identiquement
nul. Les différentes simulations effectuées ont montré la stabilité de cette approche
pour toutes les valeurs de ratio m testées (m allant de 1 a 10000). Les figures
4.21 montrent respectivement les déplacements, vitesses et accélérations obtenus
par la nouvelle approche, la méthode GCbis ainsi que la méthode de référence
(discrétisation fine en temps sur tout le mono-modele de référence 1D). Nous re-
marquons une bonne concordance entre les différents résultats. Par ailleurs, nous
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Fig. 4.20: Bilan d’énergie du schéma de Newmark - Nouvelle approche
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Fig. 4.21: Déplacements, vitesses et accélérations en un noeud choisi de la poutre

n’avons pas observé des instabilités numériques de la méthode GCbis tout au long
de lintervalle de I’étude [0, 15]. Ceci s’explique par le fait que le résidu énergétique
reste négligeable par rapport a I’énergie totale dans ce cas de figure.
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4.5.3 Raccord 3D-1D : Couplage multi-échelles impli-
cite/explicite

Les applications numériques précédentes ont porté sur des couplage de schémas
Newmark de type implicite. Dans ce qui suit, nous présentons un couplage 3D-1D
multi-échelles en temps ot un schéma d’accélération moyenne de type Newmark
implicite (7 = 0.5, 5 = 0.25) est couplé a un schéma de différences centrées de type
Newmark explicite (v = 0.5, § = 0).

Nous considérons le couplage 3D-1D présenté dans la figure 4.22. Il s’agit
d’une poutre de longueur L = 0.4m et de section constante (carré de coté
¢ = 0.02m), en appuis simples sur ses deux extrémités et orientée selon 1'axe z. Le
modele est constitué d’éléments de poutre de Timoshenko a 6 degrés de liberté par
noeud. Un patch 3D constitué d’éléments volumiques a 20 noeuds est placé au tiers
de la longueur L. Les caractéristiques matériaux utilisées sont les suivantes : module
de Young E = 1N.m? masse volumique p = 1kg.m® et coefficient de Poisson
v = 0. Le modele est soumis a un chargement sinusoidal F(t) = A sin(27t/3) au
niveau d’un noeud de la poutre situé a l'extérieur de la zone de recouvrement. La
courbe de référence est obtenue par une mono-modélisation de la structure élancée
et mince par des éléments de type poutre. Nous faisons le choix d’intégrer le modele

iy

zZ

Fig. 4.22: Couplage Arlequin 3D-1D

1D avec le schéma implicite et des pas de temps grossiers (AT = 107%s). Le modele
3D, quant a lui, est intégré avec le schéma explicite et une échelle de temps fine
telle que le pas de temps At = AT'/55. Les deux zones de collage de part et d’autre
de la zone libre sont constituées chacune d’un élément de poutre couplé avec 9
éléments volumiques. La zone libre comporte les deux autres éléments de poutre de
la zone de recouvrement et couvre donc 18 éléments volumiques. L’algorithme écrit
en accélération, présenté dans le tableau 4.4, est utilisé ici car il facilite la résolution
numérique en présence d'un schéma explicite. La figure 4.23 montre les termes
de gauche et de droite du bilan d’énergie du schéma de Newmark dans le cadre
multi-échelles en temps (section 4.3). Le couplage explicite/implicite (accélération
moyenne) est non dissipatif. Ceci est visible a travers la figure 4.23 ou nous pouvons
aussi identifier I’équilibre énergétique du systeme et le valider par rapport a I’énergie
équivalente du mono-modele de référence de poutre. Dans la méme figure on met
également en évidence la contribution du travail d’interface du bi-modele Arlequin
puisqu’on y constate 1’absence d’apport énergétique au niveau de l'interface.
La figure 4.24 trace les déplacements de deux noeuds distincts appartenant au
bi-modele Arlequin (en dehors de la zone de collage). La figure 4.24-a compare
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en temps

le déplacement d’un nceud du patch 3D géométriquement positionné sur la fibre
neutre de la poutre avec le déplacement du méme nceud dans le mono-modele de
référence 3D. La figure 4.24-b montre une comparaison entre le déplacement du
dernier noeud de la zone libre de la poutre et son équivalent dans le modele 1D de
référence. Les résultats des figures 4.24-a et 4.24-b montrent une bonne cohérence
avec les résultats de référence. Le couplage multi-échelles en temps dans ce cadre
implicite/explicite présente des résultats concordants avec les résultats de référence

tout en garantissant un bilan énergétique

couplé.

rigoureusement équilibré du modele
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Applications numériques

Bilan

Dans ce chapitre nous avons proposé un formalisme général autorisant un cou-
plage multi-modeles / multi-échelles / multi-schémas dans le cadre Arlequin. Nous
avons démontré qu’a partir d’'une pondération de type partition de I'unité des pa-
rametres du schéma de Newmark dans la zone de collage, il est tout a fait possible
d’assurer la continuité des quantités cinématiques et de garantir 1’équilibre du bilan
énergétique dans un contexte mono-échelle/multi-schémas. De plus, dans le cadre
multi-échelles en temps, nous avons prouvé que la continuité des déplacements a
I'interface permet d’annuler la contribution énergétique du travail a l'interface et,
par conséquent, de garantir un équilibre énergétique rigoureux. L’analyse de conver-
gence de 'approche proposée a démontré que cette méthode conserve les ordres de
précision théoriques des schémas couplés. Cette démarche s’est avérée stable pour
une grande plage de ratios entre les pas de temps des échelles couplées. Par ailleurs,
I'implémentation informatique de cette méthode dans un cadre parallele est facile-
ment envisageable.
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4. Nouvelle approche de raccord multi-échelles/multi-schémas
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Chapitre 5

Raccord multi-échelles/schémas
pour les machines tournantes

Dans ce chapitre, nous étendons le périmetre de validité
de l'approche multi-échelles / multi-schémas présentée
dans le chapitre 4 au cadre des machines tournantes.
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5. Raccord multi-échelles/schémas pour les machines tournantes

Dans ce qui suit, nous allons aborder la mise en place de 'approche bi-modele
Arlequin avec rotation d’ensemble en deux étapes distinctes :

1. Une application au cadre multi-schémas/mono-échelle en temps. Cette partie
est basée sur les développements présentés dans la section (4.2) du chapitre
4. Nous traitons cette approche dans le contexte d’une formulation multi-
reperes qui tient compte d’une modélisation volumique évoluant dans un repere
tournant et d’'une modélisation poutre formulée dans un repere fixe.

2. Une approche multi-schémas/multi-échelles en temps. Cette seconde étape
concerne l'extension du point 1 cité ci-dessus a la nouvelle méthode multi-
échelles en temps formulée dans la section 4.3. Ce cadre autorise, en 'occur-
rence, la coexistence d’un schéma explicite avec une échelle fine en temps sur
un modele 3D tournant d’une part, ainsi qu'un modele 1D intégré dans son
repere fixe a ’aide d’'un schéma implicite et des pas de temps grossiers d’autre
part.

5.1 Formulation continue en dynamique de rota-
tion

Nous rappelons dans ce qui suit la formulation faible du probleme bi-modele
Arlequin qui s’écrit de la maniere suivante :

Trouver (u(t), ui(t), Af(t)) € V! x V2 x M, t € [0, T1, tel que :

v 5u}cd S Vol Mg (u}cd, 5u}cd) + Kiq (u}cd, 5u}cd) + Chiq ()\f, 5u}d)

fiq (5u}d) (5.1a)

Vooudt e V2 Myy (04, 5ud?) + Kaq (w24, 0ud?) — Ciq (Ar, 6ud) f3q (6ud?)  (5.1b)
VoxpeM C(BApuf —u) = 0 (5.1c)

avec A, = ®'As et uj’ = Pul?’. Dans ce systeme (5.1), Iéquation (5.1a) correspond
a la formulation du modele poutre qui évolue dans le repere fixe. Par conséquent,
la rotation d’ensemble n’impacte pas le calcul de ce terme. L’équation (5.1b) est
celle de la modélisation 3D qui évolue dans le repere tournant.

5.2 Rotation d’ensemble en mono-échelle / multi-
schémas

5.2.1 Formulation discrétisée

A partir de I’équation d’équilibre du modele 1D dans le repere fixe (3.34), et celle
du 3D dans le repere tournant (3.36) nous allons discrétiser le systeme correspon-
dant au bi-modele Arlequin (5.1). La différence principale par rapport a 'approche
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Rotation d’ensemble en mono-échelle / multi-schémas

présentée dans le chapitre 4 (section 4.2) est introduite a travers les équations (3.58)
et (3.59). L'intégration numérique est effectuée sur un intervalle de temps [0, 7] par
incrément de temps constant At tel que At = T//N avec N entier strictement po-
sitif. Les quantités cinématiques sont évaluées a la fin de chaque pas de temps aux
instants £, telles que :

n+1
tni1 =to + ZAt avec tog=0 et ty=T (5.2)
i=1

Dans le but d’alléger les écritures, nous considérons que tout champ ayant l'indice
{1d} évolue dans le champ fixe et que tout champ ayant I'indice {3d} évolue dans
le repere tournant. Deux exceptions a cette regle concernent la matrice de couplage
assemblée L3y qui, par construction méme, ne contient pas de notion de rotation,
ainsi que les multiplicateurs de Lagrange A, 1 écrits toujours dans le repere fixe. Le
probleme discrétisé a chaque instant ¢, est le suivant :

Mgty ) + Crainy + Kigup ) + LigA 1 = £, (5.3a)
M2 | + Caqit®h | + Kpgud® | + LE,®L L N,y = £29 (5.3b)
lelli:il + (I’n+1L3dllic_lH = 0. (53C)

On rappelle que les parametres de pondération «;, 1; et @;, pour i € (1d, 3d), sont pris
en compte implicitement dans les expressions de M;, C;, K; qui sont respectivement
les matrices de masse, d’amortissement global (amortissement D; et gyroscopie G;)
et de raideur globale correspondant aux sous-domaines €2;. En 'occurrence ici, les
matrices de raideur contiennent les contributions gyroscopiques et centrifuges. Les

vecteurs 17, et £3¢, représentent les forces externes et ot ®,11 = ® (£,41).

5.2.2 Résidu d’interface

L’implémentation de cette méthode a montré une présence d'un résidu
numérique. Dans ce qui suit nous allons établir le bilan d’énergie du schéma de New-
mark dans le but d’expliquer ce résidu pour pouvoir le quantifier. Pour ce faire, nous
nous basons sur les éléments de la démonstration de la conservation d’énergie dans
le cas discret mono-échelle / multi-schémas du chapitre 2 (section (2.2.2)). Nous
considérons le couplage des deux sous-domaines 2,4 et (134 intégrés sur la méme
échelle At de temps et des schémas de Newmark différents (7 = 14, 8 = [1q4 sur
D4, et v = 734, 0 = P34 sur 234). Nous appliquons 'approche multi-schémas/mono-
échelle en temps (section (4.2) du chapitre 4), ce qui permet d’écrire : v =4, § = 3
sur €. A partir de cette distribution générale des parametres v et (3, la variation
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5. Raccord multi-échelles/schémas pour les machines tournantes

de I'énergie entre deux instants ¢, et t,,1 peut étre exprimée comme suit :

i i n+1 1 ) ) 1 n+1
2:[Q+£H _ Z:buwmwn+§mﬂgm) (5.42)
i=1d,3d " i=1d,3d "

1 . . . .
= Z 5(1‘1;+1 + ﬂ%)th(ﬂfz - uiﬂrl) (5.4b)
i=1d,3d
1 . . . .
+ D S A w) K~ ) (54
i=1d,3d

La résolution de ’équilibre discrétisé (5.3) avec le schéma de Newmark s’effectue a
partir des expressions des déplacements et des vitesses suivantes (i = 1d, 3d) :

Wy = U ARG+ (5= G) AP, + BAL,
= e A (550

o, = w+ (1 — ) AL, + ALY,

L’introduction de ces termes (5.5) réécrits sous forme d’incréments et de valeurs
moyennes dans (5.4), permet d’éliminer les incréments en vitesse et en accélération.
Ensuite, une série d’opérations algébriques permet de faire apparaitre le terme cor-
respondant au travail de collage a I’interface dans 'expression de 1’équilibre :

At '
AB= —=(i% + )’ (£ + 85 — (LI 1 + Li )]

At L. . 3} At? 1 )
* 7(71(1 B 5)(11}:11 + uylld)tMmﬁuld + 7(61d - 571d)(ui:i1 + u,lld)tKldAuld

At ,
S ) (8 + £ — (LA 1@ + LA @L)]

At Ly . 3} At? 1 )
+ 7<73d B 5)(u‘:’i1 + 1) Mg A + 7(@% — 5’73d>(u§i1 + ) KA

(5.6)

Le nouvel élément dans cette écriture (5.6) concerne I'apparition des matrices de
projection ®.
Nous rappelons les notations suivantes :

1

A(0)' = ()1 — (o), et (o) = ()41 + (o)) (5.7)

DO | =

A Taide de ces termes, il est possible d’établir le bilan d’énergie du schéma de
Newmark dans le cadre d’un couplage multi-schémas / multi-reperes / mono-échelle
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Rotation d’ensemble en mono-échelle / multi-schémas

en temps :

_ 1 - 1
AE= (3u) [+ (0= DAL + (B [LLA + (= )L4AN

2

~ne=3 [(A“M)tK AU 4 (Bug — ) A (A 1d(Ai’11d)}

1

(L5, @7, 11 A1+ L 5 P0A) 4 (Y30 — 5)(L§d‘1’2+1>\n+1 - Lgd(I)zz)‘n)}

)
Au?:d t |:f3d + 73d _ _)Af3d:|
Au?)d |:

wl»—‘

1 1 . .
- (’73d - 5) [(Au?’d)tKgdAu?’d + (ﬁgd - 5’)/3d)At2(Augd)tMgd(Augd)}

(5.8)

Cette expression permet d’isoler le travail d’interface dans la zone de collage Arle-
quin :

JLLAN

< 1

AW = (Au'?)’ |:L2id>‘ + (Y14 — 3
1 1

+ (Au)’ [§(Lgd¢Z+IAn+1 + L5 @A) + (Y30 — 5)(L§d¢’i+1>\n+1 — L3, @)

(5.9)

En développant cette expression, on arrive a ’expression suivante du travail AW a
I'interface :
AW = (Auld)t (LA + (1= 7) LigA,]

e (5.10)
+ (Au®)" [JL5,®L  Anr + (1 — ) L, @4,

En utilisant les conditions de raccord Arlequin (5.3c), nous constatons qu'il subsiste
le résidu d’interface R, suivant :

Re=(1—7) A, [®@, L3du§:i1 — @, 1Lgqul?, |

(5.11)
’Y>‘n+1 [‘I’ Lsdu — @, 41 Lsqu; ]

La non annulation de ces termes est due a la coexistence des champs de déplacement
et des matrices de projection a des instants différents.

Evaluation du résidu

Dans le but de quantifier ce résidu, nous définissons, pour la vitesse de rotation
2, les positions angulaires 6,, = Qt,, et 0,1 = Qt, .1 aux instants ¢, et t,,1. Avec
ces notations, nous avons 6,,7; = Qt,,; = Qt, + QAL En notant A = QAt, le
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5. Raccord multi-échelles/schémas pour les machines tournantes

passage de ®,, a ®,,, se fait par composition des rotations. On peut donc écrire
que @, =P (0,41) =P (0, +A0) = P (AI) P (6,). Nous avons alors :
D, =P (A0) D, (5.12a)
®, =d" (A)) P, (5.12Db)

En remplagant les équations (5.12) dans la formulation du résidu on obtient :

Re = (1 - '?) AZ [L3d (q)n - (I)n—f—l) uic-lf—l}

. (5.13)
+ AN 1 [Lisa (®r — Rrgr) u)]

ou alors
Re=(1=F) X, [Lza (I — @ (A0)) D,u) ]

FAN (g (T — @ (M) @] 514

Si le produit QAt est petit alors Af est suffisamment petit. On a alors cos (Af) ~ 1
et sin (Af) ~ A#.
L’expression de ® (Af) est la suivante :

1 0 0
=0 ~1 ~-Af (5.15)
0 ~Af ~1

Avec ces hypotheses, 'opérateur I — ® (Af) qui figure dans (5.14) s’écrit comme
suit :

0 0 0
I-®(A)=|0 ~0 ~-Af (5.16)
0 ~Af ~(

Nous pouvons remarquer que lorsque le produit QAt tend vers 0, alors 'opérateur
I—® (Af) tend vers 0 et, par conséquent, le résidu R, tend vers 0. Ce développement
théorique est validé a I’aide d’une application numérique dans la section 5.4 (figure

(5.7)).

5.2.3 Meéthode de résolution

Les opérateurs de projection qui apparaissent au niveau des équations (5.3b) et
(5.3¢) impactent la résolution du systeme (5.3). Dans ce qui suit nous présentons la
résolution correspondante a ce systeme ainsi que ’algorithme correspondant pour
une formulation de Newmark en accélération.

Il est possible de réécrire les équations de (5.3) comme suit :

Miq 0 Li4 Uyt Fyi Ng 0 0] [0
0 Mizq Lgd‘I’ZH Ui(il = Fi(il - 0 Ni O U?zd
Lig Ppiillsg 0 Ani1 0 0 0 O 0
(5.17)
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Rotation d’ensemble en mono-échelle / multi-schémas

My Cu Kia
Mig = | —14Atig I 1 0

0 0 0
Nld = —(1 — ’Yld)Atld.I -1 0
—(0.5 — 1) A3, I —Aty3 I -1

M3, Csa Ksqa
Mzg = | —v3dAtsal 1 0

0 0 0
Ngd = —(1 — ng)Atgd.I -1 0
| —(0.5 = B50) A3, 1 —Atge I —I

0 0
Lgd — 0 y le - 0
| Lsg Lig
1d 1d
0 J unirl J f.5%
_ d 1 d _
Al’l+1 - 0 ) Un—f—l - unc—ll—l ) IFn—i—l - 0
1
ATL'H U, 0
.34 3d
y unirl y £%
3d -3 3d
Uyl = ugc-lf-l , = 0
u’ g 0

Ce systeme est résolu en 3 étapes : résolution d’un probleme sans liaison, résolution
d’un probleme avec liaison et résolution d’un probleme d’interface. La démarche
suivie est identique a celle du cadre mono-échelle / multi-schémas sans rotation
d’ensemble. La différence de base concerne 'apparition des opérateurs de projection
dépendant du temps ® au niveau des matrices de couplage du modele fin Ls,.

Les champs cinématiques U4, et U, peuvent étre exprimés sous forme de la
somme de deux quantités, une avec liaison et ’autre sans liaison :

Ut = U}il/sl + leﬁkl/al (5.18)
Upti = Uiil/sl + U?ﬁ#l/al (5.19)

La condition de collage Arlequin a l'interface devient :
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5. Raccord multi-échelles/schémas pour les machines tournantes

leurlzc-ll—l/al + L3du§g—1/al = _leui:il/sl - L3du§g—1/sl (520)

La résolution du systéeme sans liaison ne subit aucune modification puisqu’elle est
réalisée sous la seule contribution des efforts extérieurs :

Mgz 0 07U, Fid, N, 0 0] /[uUd
0 My O U | =|Fhi | —| 0 N O U3 (5.21)
0 0 O A 0 0O 0 O 0
Le probleme général avec liaison s’écrit alors comme suit :
Miq 0 ]L‘tld U%L(%H/al 0
0 Mg H“éd@fﬁtl U?ﬁi—l/al = v 0 iy
Lig ®niillsg 0 Ani1 _]L’lUnJrl/sl - ‘anLfﬂdUnH/sz

(5.22)

A partir de ce systeme, nous calculons les quantités suivantes :
— les multiplicateurs de Lagrange a ’aide d'une condensation sur 'interface
— les quantités avec liaison /al

La condensation a l'interface a partir du systeme (5.22) permet d’écrire :

Migityh g + LigAnpn = 0 = i = M/ LA (5.23)
Maaity! 1/ + L3g @l X = 0 = @3 = —My L@ A (5.24)
HApi1 = Liawyd g + o Lsawpt (5.25)

Ou H est I'opérateur de condensation qui se définit comme suit :
H = B14At g LigM LY, + B3aAt34®,,1 LagMy, L, @Y, (5.26)

et ott Mg = Mg + 714At14Cra + BraAt3,Kig et Mg = Mag + Y3qAt3qCaq +
B3aAt5, K.

Remarque 9 Il est important de remarquer que l’opérateur de condensation H
varie en fonction du temps. En effet, Uopérateur de rotation ®f_ . doit étre
actualisé a chaque pas de temps. Par contre, les termes ﬁldAtldlel\N/Il_dlL’id et
ﬁgdAtgdLng:;dngd sont indépendants du temps et peuvent étre calculés, comme a
Uarrét, a l'extérieur de la boucle en temps. Par conséquent, seule [’opération de som-
mation de ces termes est effectuée a l'intérieur de la boucle en temps de [’algorithme.

En injectant I'opérateur de condensation H dans (5.22) nous obtenons le systéme
matriciel a résoudre :

Miq 0 H"id Uiﬁu Jal 0
0 Ms Li®7 ., Udija | = y 0 ;
0 0 H Ani1 _leUnJrl/sl - (I)n+1L3dUi+1/sl
(5.27)
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Rotation d’ensemble en multi-échelles / multi-schémas

On résout ce systeme en deux étapes :

e Calcul des multiplicateurs de Lagrange a partir de la troisieme ligne de (5.27) :

HAp 1 = _leUﬁusl - cI)nJrlH“deUiilH/sl (5.28)
e Calcul des quantités avec liaison :
Mg O } { Ui e } [ —LigAnia
= 5.29
{ 0 My, U?Lil/al _Lgd‘I’ZHAnH ( )

Les quantités finales que nous souhaitons trouver sont équivalentes a la somme des
résultats sans et avec déplacement :

Udi = Ui+ Uk a (5.30a)
Uty = U0+ U0 (5.30b)

L’algorithme correspondant a cette démarche est présenté dans le tableau (5.1).

5.3 Rotation d’ensemble en multi-échelles /
multi-schémas

L’approche multi-échelles en temps présente de multiples avantages lors du
couplage de modeles de finesses différentes tel que ’économie au niveau du temps
de calcul, ainsi que la possibilité d’employer des stratégies d’adaptation du pas de
temps en fonction des sous-domaines et des schémas d’intégration. Afin d’intégrer
les spécificités de la dynamique en rotation d’ensemble, il est intéressant d’établir
le bi-modele tournant 1D-3D dans un cadre multi-échelles / multi-schémas en temps.

Cette partie reprend donc deux approches présentées précédemment :
e La méthode multi-échelles en temps présentée dans la section (4.3) du chapitre
4.
e L’approche mono-échelle en temps multi-schémas/multi-reperes développée
dans la section (5.2) de ce chapitre.
Cette démarche constitue I'aboutissement des développements théoriques évoqués
jusqu’a présent. Elle permet de montrer son apport sur des exemples de type
machines tournantes afin de viser des applications plus concretes.

Avant d’aborder différents aspects de cette approche, on résume dans ce qui
suit les différentes propriétés associés a chacun des modeles couplés :

e Modeles 3D : échelle temporelle fine (At), repere tournant R, (x.,y,,z,),
schéma de Newmark explicite ou implicite (selon I’application).

e Modeles 1D : échelle temporelle grossiere (AT), repere fixe (galiléen)

Ry (zf,yy, 2f), schéma de Newmark implicite (conservatif ou bien dissipatif).
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5. Raccord multi-échelles/schémas pour les machines tournantes

Distribution des parametres
Y = Y14 sur 214\Qo, ¥ = 73a sur 34\ Qo et v = = {1714 + E2734 sur Qo
B = Bra sur Q14\Qo, B = B3q sur Q34\Qo et B = B = 151 + {2834 sur Qo

(1) Résolution du probleme sans liaison :

ruld=uld Atuld+ (%

Pafd=uld + (1 —~) At}

1d 71 1d 1d i 3 3d < 3d
Wot1/st — 2 16251 — Kia Pup? — Cig Py} Wot1/st — { — Kyq Pup? — Caq Pl |
uld _ pyld 2 ud? _ pyy3d 2
Wl g =t BAt G n+1/sl Wl g =t BAt G n+1/sl
uld _ ud — 3d
n+1/sl pu + ’)/At un+1/sl n+1/sl pu + ’)/At un+1/sl
(2.0) Calcul de la matrice de projection : ®,,4;
(2.1) Calcul de l'opérateur de condensation :
H = At14L1gM; L, + 8At34®,11 LM, LE, @1,
(2.2) Résolution du probléeme condensé :
AnJrl =H"! {leurlzc—ll—l/sl + (I’nJrlL?)duic_lH/sl}
(3) Résolution du probléme avec liaison :
1d — 1 t 3d _ 71— 1 t t
n+1/al - _M {le A"Jrl} n+1/al - _M {L (I,nJrl An+1}
3
n+1/al BAt un+1/al n+1/al BAt un+1/al
un+1/al fYAtun-l—l/al un+1/al fYAtun-l—l/al
(4) Mise a jour :

ld ld 1d 3d 3d 3d

Upp1 = n+1/sl + un+1/al Wyt = n+1/sl + un+1/al

1d 1d - 1d 3d 3d - 3d

Upi1 = n+1/sl + un+1/al un+1 n+1/sl + un+1/al

ld 1d 1d 3d 3d 23d

U1 = un+1/sl + un+1/al W1 = n+1/sl + un+1/al

— f) A il

Pudd—ud Arddt (L — §) A i

Padd=ud? + (1 — ) Atadd

Tab. 5.1: Algorithme de couplage de deux schémas de Newmark différents sur deux
reperes différents et la méme échelle de temps - Cadre Arlequin

5.3.1 Formulation discrétisée

Sur le domaine €214, on considere un pas de temps grossier AT qui varie de ¢

jusqu’a t,, tel que t,,

la discrétisation sur {234 est faite aux instants t; Vj € 1, 2,...,

= to + AT comme le montre la figure 5.1. De facon similaire,

m.

Le point-clé de I'extension du cadre multi-échelles en temps dans la configuration
en rotation d’ensemble consiste a introduire les projetés, dans le repere tournant, des

148

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0006/these.pdf
© [A. GHANEM], [2013], INSA de Lyon, tous droits réservés
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A AT

J+1

t (Ry)

Ma T (Ry)

Fig. 5.1: Discrétisation temporelles sur les reperes fixe Ry et rotationnel R,

multiplicateurs de Lagrange fictifs sur 1’échelle fine A;. Ces projetés sont désignés
par A} et sont définis par A} = ®4A;.

La formulation discrétisée en espace et en temps du bi-modele Arlequin 1D-3D est
la suivante :

Miil? + Cpguld + Kygul? + LN, = £ (5.31a)
Mgt} + Caqtt}! + Kagu}! + L, A = £, (5.31D)
Ligul 4+ &, Lyu? = 0 (5.31c)

On rappelle que 'amortissement global C; est constitué des matrices d’amortis-
sement D; et de gyroscopie G, ainsi que les matrices de raideur contiennent les
contributions gyroscopiques et centrifuges.

Par définition méme, ces multiplicateurs doivent respecter les conditions suivantes :

A, = Ph Ao (5.32)
AL =@\, (5.33)

Dans ce qui suit, nous proposons d’adapter la méthode multi-échelles en temps
[GHA 12b, GHA 11b, GHA 11a] dans le but de prendre en compte le changement de
reperes tout en préservant la conservation de I’énergie globale [GHA 12a, GHA 13].
L’idée principale est toujours de faire apparaitre la condition de raccord Arlequin
au niveau de 'expression du travail d’interface en vue d’annuler ce dernier.

Par analogie avec le chapitre 4, nous démontrons que le travail d’interface AW
s’écrit :

AW = {ui,‘f - u(le}tLtld{/yldAm + (1 —a) Ao}

- (5.34)
t i, §
#0 {uty — w Eh e (1= 00 X
Jj=0

En effet, cette expression est obtenue au travers des expressions de 1’équilibre de
chacun des domaines couplés. En ayant introduit les multiplicateurs de Lagrange
fins directement dans le repere tournant dans (5.31), la démonstration reste donc
toujours valable dans le cadre multi-reperes/multi-échelles en temps. Le but de cette
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5. Raccord multi-échelles/schémas pour les machines tournantes

démarche est de ramener Iexpression (5.34) a une forme qui s’exprime en fonction
de la condition de collage (5.31c) en vue d’annuler le terme correspondant. Pour ce
faire, nous proposons de trouver la condition nécessaire, permettant de satisfaire la
relation suivante a chaque pas de temps :

YaaX ey + (1= ) AL = 3B N, + (1= F) BN Vi€ [0,m—1]|  (5.35)

A partir de (5.35), nous pouvons formuler I'expression des multiplicateurs de La-
grange sur I'échelle fine A7 ; aux instants ¢;; :

s AP (1 =) BiX n (734 — 1)

= A% Vie|l0,m—1 5.36
J+1 Vo s J [ ] ( )

J

L’expression (5.36) est de la forme A}, = b+ aX} ot :

~1 5 P 1) ®!
g Gsa= YRR AR (1) RoAo

Y3d V3d

De maniere similaire a la démarche a l'arrét, nous démontrons qu’il s’agit de la

forme générale d'une suite arithmetico-géométrique a coefficients constants ()\;)]GN

b
[RAD 95]. En posant r = 1 =5 ®L N\, + (1 —7) PiAg, U'expression générale de

—a
cette série est :

ANi=a (N, —r)+r Vi >

Pour jo = 0, le j-ieme terme de la suite (A;)J,GN s’écrit :

X = (BGAg—7) +7

= (1-3(1—a’)) Ao +7(1 — ) B}, A (5.37)

Cette expression peut étre réécrite sous la forme d’une interpolation linéaire entre
DN et f N, en fonction d'un parametre o :

N = (]_ — Ozj) q)éAo + OZj‘I)anm \V/] S [Oa m]

J

(5.38)

ou ajzi(l—aj)

L’équation (5.38) représente l'interpolation, sur ’échelle fine en temps ¢;, de la pro-
jection des multiplicateurs de Lagrange du repere fixe au repere tournant.

La construction du parametre de Newmark 74 dans la zone de collage €2 reste iden-
tique :

1
1—am

5= if am#£1 (5.39)
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Rotation d’ensemble en multi-échelles / multi-schémas

Remarque 10 Cette pondération des multiplicateur de Lagrange sur l’échelle fine
en tenant compte de la rotation des reperes formulée dans (5.38), constitue un cadre
général qui couvre 'approche en dynamique sans rotation d’ensemble. En effet, pour
des angles de rotation nulles, les matrices ®y et ®,, sont équivalentes a une matrice
identité, ce qui nous ramene du cadre général (5.38) a un cadre plus particulier
(5.35).

5.3.2 Résidu d’interface

En remarquant que :

3
L

{u¥, —u¥) = {ud — u}"} (5.40)

Il
o

J

et en tenant compte de I'hypothese (5.35), 'expression (5.34) peut étre simplifiée et
réécrite comme suit :

AW = {ui,‘f - u(le}tLtld{’yldAm + (1 = 74) Ao}

(5.41)

- {ulf = it} L (5@ A + (1 7) @A}
Toujours par analogie avec la configuration a ’arrét, nous imposons la condition
suivante dans la zone de collage :

Ya =7 sur £y (5.42)
Il est alors possible d’écrire 1'équation (5.41) de la fagon suivante :

AW =3}, [Liguy) + @5 Loawl] — (1—5) Af [Ligug” + @oLggug’]

— AL, [Ligug? + @, Lagud’] + (1 — ) A [Liguy! + ®oLsgul?] (5.43)
La continuité dans €y étant imposée a travers les déplacements dans 1'équation
(5.31¢c), les deux premiers termes disparaissent alors que les deux autres termes
subsistent dans le travail Arlequin a I'interface. Comme en mono-échelle en temps, le
bilan d’énergie n’est donc pas rigoureusement équilibré dans le cadre de dynamique
de rotation d’ensemble en multi-échelles en temps. Il est important de noter que
I’on retrouve également le méme résidu a l'interface que pour le cas mono-échelle en
temps (équation (5.11)).

5.3.3 Méthode de résolution

Nous abordons a présent la mise en ceuvre algorithmique de I’approche présentée
ci dessus.

151

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0006/these.pdf
© [A. GHANEM], [2013], INSA de Lyon, tous droits réservés



5. Raccord multi-échelles/schémas pour les machines tournantes

Le systeme (5.31) peut étre réécrit de la fagon suivante :

MU + LA = Frt — NigUp?

MU + L, A = F3* — N3, U,

LU 4+ &, L3, U3 = 0

Le remplacement de (5.38) dans (5.44b) donne :

MisqU3? + oLt @, Ay = F3 — Ny U3 | —

(5.44a)
(5.44D)
(5.44c)

(1= ) Lga®hAg

(5.45)

En remplacant I’équation (5.44b) par (5.45), nous pouvons présenter cette écriture

discrétisée sous la forme de deux problemes sans et avec liaison :

Probleme sans liaison

MU g = Fot — NigUp? (5.46a)
M3, U3, = F3% — NggU3? ) — (1 — a;) L, A0 (5.46b)
Probleme avec liaison
MUy = =LA, (5.47a)
MisqU3,, = —oy L, @7, Ay (5.47b)
Le systeme matriciel global (5.44) peut étre réécrit sous la forme matricielle suivante :
[ My oLl ® T [usd] [ FH]
N3y Mg oLt @t U3d 3
' B (5.48)
N3g Mg L3, @7, Uy Fo
Mg | Lig U, FL
| (ﬁm]L?;d le 0 | Am L 0 ]
avec
[F3 ] [ 39— NagU3? — L%, (1 — o) DLA ]
iy R — L, (1 — a3) BhAq
[3d - [3d
F}r‘f F}ff — NldU(l]d
L 01 L 0 |
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Rotation d’ensemble en multi-échelles / multi-schémas

Ce systeme est de la forme :

M|L][ U F
Slle=it o4
Avec
U = Usl + Ual
=M'F
U (5.50)
Uy =-YA,,
Y =ML
La premiere ligne du systeme (5.49) donne :
MU + LA, =F (5.51)
MU, + MU, +LA,, =F (5.52)
= (I\\/JHUSl - fF) — (MY +L)A,, (5.53)
La deuxieme ligne du systeme (5.49) donne :
BU, + BU,, = BU, = [BY] A,, = HA,, (5.54)
Les étapes de résolution de ce systeme sont les suivantes :
1. Probleme sans liaison : MU,; = F
2. Calcul de Y = ML
3. Calcul de 'opérateur d’interface : H
4. Calcul du probleme d’interface
5. Calcul du probleme avec liaison : Uy
1) Probléme sans liaison :
My, AL
Naa Msq U3l F3
= : (5.55)
L M3d 1 L U}”rcLl/sl | L Fylél _
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5. Raccord multi-échelles/schémas pour les machines tournantes

2) Calcul de Y :

[ My 1T Y3 [ oL, @t
Nsa Msq Y3 L3, 7,
= (5.56)
Nsa Msq Y L5 @,
i Msa | [ Yo | [ Lig |
3) Calcul de 'opérateur d’interface H :
T
Y
H=0 .. 0 ®,L;; L4 (5.57)
Y?’d
YT
(5.58)
d’ou
H=1L,Y"+ ®,L Y, L,,® (5.59)
Calcul du deuxieme membre du probleme d’interface BU,; :
[ IU‘zm/lsl |
Uga/lsl
H=][0 0 ®,L;; L4 : (5.60)
Uiﬁ/sl
L U}?il/sl J
(5.61)
4) Probleme d’interface :
HA,, = BUy (5.62)
d’ou
(L1gY ! + @0 Lsg Yo @), ) Ay = Lyguyy g + @, Lsqull (5.63)
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5) Calcul du probléme avec liaison :

"y
Y
Uy =-YA,, = — : A, (5.64)
y3d

La solution peut étre mise a jour avant de passer a l'itération suivante :
U=U,;+0U, (565)

L’implémentation numérique de ces développements est résumée dans le tableau
(5.2) ol les notations suivantes sont définies :

Fm/sl = {fld - Cldpu%ril/sl - Kldpu%ril/sl}
]Jrl/sl { o — Gl — Kl g — (1 — o) LE, @0 }
m/al = { —L; 1aAm — Cldpum/al — K/ u m/al}
F]+1/al = {O‘j 5@ Am — Cad? uj+1/al - Ksd” uj+1/al}

(5.66)

5.4 Applications numériques

5.4.1 Couplage 3D-1D mono-échelle en temps avec rotation
d’ensemble

Dans cette partie nous appliquons I’approche multi-reperes/mono-échelle en
temps (section 5.2) a un cas test dans le but de valider ce formalisme. Il s’agit
d’une ligne d’arbgs horizontale de longueur L et de section constante en rotation
autour de 'axe (X)) sous des conditions d’appui simple au niveau de ses extrémités.
Elle est modélisée par des éléments finis de type poutre de Timoshenko a six degrés
de liberté par nceud. Un disque est placé aux 2/3 de la longueur L et un patch
3D, constitué d’éléments volumiques a 20 nceuds et extrudant une partie linéique
du rotor, est introduit au tiers de la longueur L. La partie 3D est constituée de
deux zones de collage et d’une zone libre. Le modele est soumis a un effort de type
balourd au niveau du disque.

Cette partie présente une premiere étude concernant la réponse de la ligne
d’arbre a une vitesse stabilisée ou nous vérifions principalement les trajectoires
et les déplacements des noeuds du patch 3D. Ensuite, une deuxieme étude dans
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5. Raccord multi-échelles/schémas pour les machines tournantes

Distribution des parametres
v = y1a sur Q14\Qo, 7 = y3q sur Qzg\Qp et v =7 = m_gidm)m
B = Bua sur Q14\Qo, B = Baa sur Qsa\Q et =3 = 0.25(0.5 + 7) sur Qy.

sur {2y pour 734 > 0.5

Boucle principale

(1) Résolution du probléme sans liaison :

u(l);lsl = uéd’ u(l];lsl uéd ) u(l];lsl - u(1)d7 ugisl ugd ) ugisl u8d7 ug;lsl ugd’
Boucle sur j € [0,m — 1]
puiff/sl—uod + ATu) + (5 — ) ATQﬁéd ujﬁlrl/sl—uw + Atadt + (1 — B) ArPud
u}r‘f/sl—uéd +(1—7) AT u}? radl,  =ad + (1—n)Atudd
1 1
" um/sl = M F}ff/gl " u?il/sl = M F?il @
m/sl = pum/sl + BAT m/sl j-l—dl/sl j+1/sl + ﬁAt j+1/sl
m/sl = pum/sl + ,YATum/sl +1/sl j+1/8l + 7Atu]+1/sl
If 5 = m, Fin de la boucle
(2.0) Calcul de la matrice de projection : ®,,
(2.1) Calcul de l'opérateur de condensation :
H =LY+ &, Ly, Y
(2.2) Résolution du probleme d’interface :
Am = I—I*1 {leum/sl + @ Lgdum/sl}
(3) Résolution du probléme avec liaison :
u(l);lal = O ué(/ial = O ué(/ial = 0 ug;lal =0; ug;lal = O ug(/ial = O
Boucle sur j € [0,m — 1]
Pt il ATaft+ (= 0) AT |, A+ () A
u}jj/al—uod + (1 — ) AT} pﬁ?i1/az_u3d + (1— )Atu3d
1f1d Y 1F3d
y / ) =My, Frln/%l L Wiy = M, F?-ﬁ-l a
u.rrlLéal = pum/al + ﬁAT m/al jerl/al = pujgrl/al + ﬁAt ]+1/al
um/al m/al + fyATum/al u]+1/al = u]+1/al + fyAtu]Jrl/al
If j = m, Fin de la boucle
(4) Mise a jour :
Boucle sur j € [0,m — 1]
u%g = u%rg/sl + u%rg/al zgl—l = ujiglrl/sl + u?il/al
u?}j = u?{rCLl/sl + u%/al u%;lH = u%;rl/sl + uéjirl/al
U, = um/sl + um/al ujJrl = u]+1/sl + uj+1/al
If 5 = m, Fin de la boucle

Fin de la boucle principale

Tab. 5.2: Algorithme multi-schémas/multi-échelles /multi-reperes - Cadre Arlequin
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Fig. 5.2: Couplage Arlequin 3D-1D ; Section carré

le domaine transitoire est réalisée. Elle porte sur 'application d’une montée en
vitesse du rotor de 0 tr/min jusqu’a stabilisation a la vitesse de 5000 tr/min. Cette
deuxieme section permet de caractériser le comportement de la ligne d’arbre en
déterminant la vitesse critique oti un maximum d’amplitude est observé.

Dans le but de valider de différentes modélisations, nous présentons la premiere
étude dans le cadre d’une modélisation poutre de section carré et un patch
3D de méme section (figure 5.2), et dans la deuxieme partie nous considérons
une modélisation poutre de section circulaire et un patch 3D cylindrique (figure 5.9).

5.4.1.1 Etudes & vitesses nominales
5.4.1.2 Rotation a faible vitesse

A présent, nous nous intéressons aux résultats en rotation de cette approche
multi-reperes dans le cadre multi-schémas/mono-échelle en temps. Nous présentons
une premiere étude en rotation sur le méme cas test dans le but de valider cette
approche. Dans ce premier test nous présentons le bi-modele 3D-1D tournant a
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Fig. 5.3: Déplacement selon 'axe Z & 100 tr/min

une vitesse faible de 100 tr/min comme le montre la trajectoire de la figure 5.4. Le
couplage s’effectue pour les parametres de Newmark suivants : 714 = 0.5, £14 = 0.25,
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x107°

Déplacement selon z (m)

Référence
Modele couplé Arlequin
T T T

-5 1 1 1 1 | T
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Déplacement selon y (m) x107°

Fig. 5.4: Trajectoire du rotor a 100 tr/min

v3q4 = 0.6, B33 = 0.3036. La comparaison est réalisée avec un modele identique
modélisé avec des éléments de poutre.

La figure 5.3 montre le déplacement selon 'axe (7) du nceud de comparaison.
En effet, a cette faible vitesse de rotation, nous remarquons que la trajectoire se
stabilise instantanément et que la phase transitoire est quasi-absente (figure 5.4).
Par ailleurs nous constatons que les résultats présentés dans les figures 5.4 et 5.3
montrent une bonne concordance.

5.4.1.3 Etude de plusieurs vitesses de rotation

Dans ce qui suit nous allons étudier et comparer la réponse de la structure a des
vitesses de rotation différentes. Deux schémas de Newmark différents sont attribués
aux sous-domaines, un premier conservatif sur le modele 3D (y34 = 0.5, 834 = 0.25),
et un autre schéma dissipatif sur la partie poutre (y14 = 0.7, $14 = 0.36). La fi-

gure 5.5 présente le déplacement selon ’axe (7) aux vitesses de rotation suivantes :
2000 tr/min, 4000 tr/min, 6000 tr/min, 8000 tr/min. Nous remarquons que les
déplacements du modele couplé correspondent a ceux du modele de référence. Dans
le but de confirmer ces résultats, nous tragons dans ce qui suit les trajectoires cor-
respondants a ces déplacements. Dans la figure (5.6) nous comparons les trajectoires
du modele couplé avec celles du modele de référence aux mémes vitesses de rotation
de la figure (5.6). Nous constatons que les trajectoires sont tres similaires pour les
différentes vitesses de rotation. Une légere différence apparait au niveau de la phase
transitoire due a la présence de différentes modélisations dans le modele couplé. Cet
écart disparait au niveau de la phase stabilisée.
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Fig. 5.6: Trajectoire du rotor a différentes vitesses de rotation - Approche mono-
échelle en temps

5.4.1.4 Variation du résidu en fonction du pas de temps

Nous souhaitons a présent mettre en évidence l'effet du pas de temps sur le résidu
du travail d’interface R, formulé dans 1’équation (5.11). A la vitesse constante de
1500 tr/min, nous faisons diminuer le pas de temps dans les deux modeles. La figure
5.7 trace la variation du résidu pour les pas de temps suivants At = 0.005/k pour
k € [114]. Nous constatons que la valeur absolue du résidu diminue au fur et a
mesure que le pas de temps diminue. En effet, une meilleur stabilité du systeme est
assurée quand la valeur absolue de R, est faible. Par ailleurs, nous remarquons une
dissipation numérique lorsque le systeme est intégré avec des pas de temps grossiers.
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Fig. 5.7: Variation du travail d’interface en fonction du pas de temps

5.4.2 Couplage 3D-1D multi-échelles en temps avec rotation
d’ensemble

5.4.2.1 Etude de plusieurs vitesses de rotation

Cette section vise a valider I'approche multi-échelles en temps en reprenant
I’étude présentée dans la section 5.4.1.1. Une différence principale réside au niveau
de l'intégration temporelle ou le modele 1D est intégré avec une échelle de temps
grossiere AT, et le 3D avec une échelle fine At telle que AT = 10At. Nous fai-
sons le choix de coupler deux schémas de Newmark dissipatifs différents :v34 = 0.6,
B3q = 0.3036, v14 = 0.7, B14 = 0.36. Le modele de référence de poutre est intégré avec
le schéma de Newmark le plus dissipatif v = 0.7, § = 0.36. La figure 5.8 présente
la trajectoire aux vitesses de rotation suivantes : 2000 tr/min, 4000 tr/min, 6000
tr/min, 8000 tr/min. Ces courbes de déplacement montrent une concordance avec
les résultats de référence. Ils correspondent en méme temps a ceux de ’approche
mono-échelle en temps de la figure 5.5. Cet accord entre les résultats des approches
mono-échelle et multi-échelles en temps justifie I'intérét des approches multi-échelles
en temps en terme de gain de temps de calcul, dans le sens ou des résultats identiques
peuvent étre obtenus en économisant du temps par 'intermédiaire d'une échelle
grossiere sur une partie de la modélisation.

5.4.3 Réponse temporelle a un transitoire de vitesse en
mono-échelle en temps
Dans cette partie nous appliquons le nouveau formalisme général a un cas test

documenté dans la littérature [LAL 98] dans le but de valider cette approche dans
un cadre semi-industriel.
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Fig. 5.8: Trajectoire du rotor a différentes vitesses de rotation - Approche multi-
échelles en temps

5.4.3.1 Présentation du cas test

La modélisation présentée dans cette section concerne une ligne d’arbres horizon-
tale de longueur L (modélisée avec des éléments finis de type poutre de Timoshenko)

et de section circulaire constante en rotation autour de l'axe ()_(2) sous des condi-
tions d’appui simple au niveau de ses extrémités. Un disque est placé aux 1/3 de la
longueur L et un patch 3D cylindrique, constitué d’éléments volumiques a 20 noeuds
est introduit au tiers de la longueur L. Le modele subit un effort de type balourd au
niveau du disque. Il est caractérisé par une masse de 10~% kg , une distance a la fibre
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Fig. 5.9: Couplage Arlequin 3D-1D; Section circulaire

neutre de I’arbre de 0.15 m et un déphasage initial nul. La partie 3D est constituée
de deux zones de collage et d'une zone libre (figure 5.9). De plus, un palier avec
amortissement visqueux vient s’ajouter aux deux tiers de la longueur du rotor. Les
coefficients de ce palier sont définis comme suit :

K, =210°N.m™' ;K,,=510°Nm™' ;K,, =K, =0

5.67
Cyy = 410'N/m.s7! ;C., = 1.10*°N/m.s""' ;C,, =C,, =0 (5.67)

Remarque 11 Les résultats suivants sont comparés avec un modele de référence
validé a l'aide d’un cas test documenté dans [LAL 98]. Dans l'annexe A nous
présentons la validation de notre modele de référence par rapport aux résultats cor-
respondants dans [LAL 98].

5.4.3.2 Résultats numériques

Nous observons le comportement de la structure lors d’une montée en vitesse
de type linéaire du rotor suivie d’une stabilisation & 5000 tr/min. La loi linéaire de
montée en vitesse appliquée est la suivante :

iy = 416.7t (5.68)

Nous nous intéressons particulierement a l'instant pour lequel ’excentricité vibra-
toire atteint son maximum ainsi que I'amplitude maximale correspondante. La fi-
gure 5.10 trace les valeurs des maximas d’amplitude pour le noeud correspondant
au disque, et ce pour la loi de montée en vitesse de rotation allant de 0 a 5000
tr/min durant 12 s. Nous tragons I’évolution de la courbe jusqu’au début de la phase
de stabilisation a 9 s. Nous comparons les résultats de I'approche multi-reperes /
multi-schémas avec une modélisation de référence de poutre [LAL 98]. Le patch 3D
est intégré avec un schéma de Newmark dissipatif (73 = 0.6 et §; = 0.3036), et la
modélisation poutre avec un schéma de Newmark conservatif d’accélération moyenne
(71 = 0.5 et f; = 0.25). Le modele de référence est intégré avec le méme schéma
dissipatif de Newmark appliqué au patch 3D (y; = 0.6 et 51 = 0.3036) dans le but
de tenir compte de la diminution de I’'amplitude du bi-modele Arlequin. En compa-
rant les allures des deux courbes plusieurs niveaux de remarques peuvent étre faits.
De maniere générale, nous remarquons que l’allure globale des deux courbes sont
assez similaires, et le modele couplé est capable de reproduire la réponse complete de

163

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0006/these.pdf
© [A. GHANEM], [2013], INSA de Lyon, tous droits réservés



5. Raccord multi-échelles/schémas pour les machines tournantes

3r 14000
Référence

Couplage Arlequin mono—échelle en temps /

3000

N
T

2000

Amplitude (m)

1000

Vitesse de rotation (tr/min)

\

(0] 1 2 3 4 5
Temps (s)

Fig. 5.10: w; = 416.7t - Approche mono-échelle en temps

la ligne d’arbre en terme de présence d’une critique de vitesse bien marquée, ainsi
qu’au niveau de l'aspect global de 'amortissement des amplitudes. D’autre part,
nous pouvons remarquer que le modele couplé présente plus de flexibilité du fait
de la présence du modele 3D ce qui explique les légers écarts de déplacement entre
la courbe de référence de poutre et celle du bi-modele Arlequin. Par ailleurs, nous
constatons que l'excentricité vibratoire maximale dans le modele poutre de référence
est atteinte a la vitesse de 3232 tr/min au bout de 7.75 s, et a 3251 tr/min apres
7.81 s dans le cadre de notre approche. Théoriquement, nous pouvons prévoir un
maximum d’amplitude qui apparait au niveau du bi-modele Arlequin avant celui de
la référence grace a la flexibilité du patch 3D. Par contre, deux parametres font que
la vitesse critique est presque la méme sur les deux modeles. En effet, la taille du
patch constitue 8% de la taille du modele global et ne permet pas d’influencer le
comportement du modele de maniere importante. D’autre part, la présence d’une
matrice de rigidité supplémentaire dans le modele 3D a cause de 'effet de la rotation
(matrice d’accélération centrifuge) implique une augmentation de la rigidité globale
du modele 3D. Par ailleurs, il est important de rappeler que la finesse du patch 3D
(remarque 3 du chapitre 3) peut influencer la qualité du raccord, et par suite la
précision des résultats. Ceci montre l'intérét d’implémenter cette approche dans un
code industriel (CODE_ASTER) ou on peut utiliser des maillages fins impliquant un
nombre important de degrés de liberté dans le but de pouvoir mettre a profit cette
méthode.

5.4.4 Réponse temporelle a un transitoire de vitesse en
multi-échelles en temps

Le travail présenté dans cette section reprend 'application étudiée dans la partie
précédente (section 5.4.3), le but étant de valider 'approche mixte formulée dans
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Applications numériques

la section 5.3 dans le cadre multi-échelles en temps.

L’intégration numérique dans le cadre multi-échelles en temps s’effectue pour
différents ratios m entre les pas de temps fin et grossier (AT = At, AT = 15At,
AT = 30At). Le patch 3D est intégré avec un schéma de Newmark dissipatif
(71 = 0.6 et B; = 0.3036), et la modélisation poutre avec un schéma de Newmark
conservatif d’accélération moyenne (v, = 0.5 et §; = 0.25). Nous conservons le
méme modele de référence présenté dans la section 5.4.3. La figure 5.11 montre

x107°
3r 14000

Référence
AT=At
AT=15At
AT=30At

3000

N
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Amplitude (m)

1000
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Fig. 5.11: w; = 416.7t - Approche multi-échelles en temps

I’évolution des maximas de la réponse de la ligne d’arbre au niveau du disque pour
des différents ratios entre les échelles de temps. Nous conservons la loi de montée en
vitesse de rotation entre 0 et 5000 tr/min durant 12s. Nous comparons les résultats
par rapport a la méme courbe utilisée pour I’approche mono-échelle en temps.

La courbe ou AT = At est calculée avec I'approche multi-échelles en temps pour
m = 1. Elle présente une excentricité vibratoire maximale a la vitesse de 3251
tr/min au bout de 7.75 s. Elle est identique a celle présentée dans la figure 5.10
dans le cadre mono-échelle en temps. En outre, nous pouvons constater que les
courbes ou le rapport entre les pas de temps est de m = 15 et m = 30 permettent de
reproduire la méme allure générale de la courbe de réponse de la ligne d’arbre, ainsi
que d’obtenir le maximum d’amplitude a la bonne vitesse critique. Par ailleurs,
il est possible de constater un léger amortissement qui apparait au niveau des
amplitudes de ces deux courbes. Ceci est du aux parametres du nouveau schéma
d’intégration numérique de Newmark (7 et () dans la zone de collage (chapitre 4)
de 'approche multi-schémas / multi-échelles en temps.

Remarque 12 A travers les développement théoriques et les applications
numériques de ce chapitre, nous constatons qu’il est intéressant de mener une étude
approfondie sur le traitement de la matrice d’accélération centrifuge dans la zone de
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collage. Présente dans les modeles volumiques, la matrice d’accélération centrifuge
n’existe pas sur les modélisations de poutre. Cette différence théorique visitée d’une
maniere plus détaillée, doit permettre de se prononcer sur une méthodologie de trai-
tement permettant d’obtenir le comportement le plus proche de la réalité physique.

Bilan

Dans ce chapitre nous avons étendu le formalisme général développé dans le cha-
pitre 4 au cadre des machines tournantes. Nous avons mis en évidence la présence
d’'un résidu énergétique qui apparait a l'interface. Nous avons aussi démontré
théoriquement et a travers un cas test que la valeur absolue de ce résidu tend vers
zéro lorsque la valeur du pas de temps diminue. On note que ces remarques sont
valables dans le cadre mono-échelle en temps ainsi que dans le cadre multi-échelles
temps. Finalement ces approches ont été validés a travers deux cas tests, un premier
dans le domaine stabilisé a vitesse constante, ainsi qu’'un deuxieme a travers un
transitoire de vitesse.

166

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0006/these.pdf
© [A. GHANEM], [2013], INSA de Lyon, tous droits réservés



Chapitre 6

Application numérique

Ce chapitre illustre a laide d’un exemple numérique une
application type de l’approche proposée ou nous étudions
les aspects numériques liés a la modélisation d’un
probleme de contact entre un rotor et un stator. Le cadre
multi-échelles/multi-schémas/multi-repéres /multi-modeéles
est mise en oeuvre dans le but de représenter le contact
entre un patch 3D en rotation et un mur fixe illustrant un
stator. Une premiére étude a vitesse nominale est
présentée, ensuite une étude avec une montée en vitesse
suivie d’une stabilisation de la vitesse est exposée.

Sommaire
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6. Application numérique

6.1 Présentation du cas test

Dans cette partie nous étudions le phénomene de contact entre un rotor et un
stator. Il s’agit d'une ligne d’arbre horizontale en rotation autour de I'axe ()_(>) Elle
est modélisée avec un modele de poutre de Timoshenko a six degrés de liberté par
noeud, de section circulaire constante, et en appui simple sur ses deux extrémités.
Un disque est placé aux 2/3 de sa longueur et un patch 3D constitué d’éléments
volumiques a 20 noeuds représentant une partie volumique du rotor est introduit
au 1/3 de la longueur. La partie 3D est constituée de deux zones de collage (64
éléments) et d’une zone de recouvrement (64 éléments). Chaque élément de poutre
est couplé avec 16 éléments 3D. Le couplage 3D-1D est présenté dans la figure 6.1. Le

) o .
& Ly A

7

Fig. 6.1: Couplage Arlequin 3D-1D

modele est soumis a un effet de balourd au niveau du disque. On calcul la réponse au
balourd de la ligne d’arbre sur base physique et on surveille I’écart en déplacement
entre le rotor et le stator.

Les données caractérisant la poutre sont présentées dans le tableau 6.1 :

Rayon Longueur Module de | Masse  volu- | Coefficient de
Young (N.m?) | mique (kg.m?) | Poisson
r=0.01m L=0.4m E =2.10" p = 7800 v=203

Tab. 6.1: Caractéristiques du rotor

6.2 Mise en place du contact

L’application du contact dans le cadre multi-reperes (figure 6.2) nécessite des
développements spécifiques supplémentaires. En plus, la mise a jour des matrices
de rigidité autorisant la prise en compte des efforts de contact doit étre considérée
au moment du calcul de la condensation a l'interface. Ci apres nous résumons les
principales étapes permettant la mise en place de la démarche :

e Calcul des quantités cinématiques 1D et 3D dans leurs propres reperes succes-

sifs.

e Projection des déplacements des noeuds 3D concernés par le contact du repere

tournant au repere fixe.

e Test sur le contact dans le repere fixe au niveau des instants de I’échelle fine

en temps t; € [to tm) -
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Mise en place du contact

Nms de rotation

kA — Ecp[t) Repére tournant RI‘

Stator

> Yf Repére fixe Rf

MNoends de contact Rotor

Fig. 6.2: Illustration du contact rotor/stator

e Prise en compte des efforts de contact dans le modele 3D dans le repere fixe.
e Projection des quantités corrigées dans le repere tournant a l'instant ;.

6.2.1 Présentation du modeéele de contact

Il existe une variété de méthodes numériques permettant de gérer le contact
entre deux solides, ou bien entre un solide et une surface rigide (la méthode de
pénalisation, la méthode des multiplicateurs de Lagrange, la méthode hybride).
Dans le cadre des applications présentées ci apres, nous avons fait le choix de
mettre en place la méthode de pénalisation. Elle permet de gérer le contact entre
des noeuds de frontiere d’'un domaine élastique d'une part, et une surface rigide
ou bien un segment d’un autre corps élastique d’autre part. C’est une méthode
relativement simple a implémenter par rapport au autres approches, par contre le
principal inconvénient réside au niveau de sa stabilité a cause du conditionnement
de la matrice globale, lié au choix des facteurs de pénalité [BAI 96]. En conséquence,
des faibles valeurs de ce facteurs impliquent des pénétrations importantes et des
résultats irréalistes [LEE 93], tandis que de tres grandes valeurs rigidifient le
probléeme et peuvent causer des divergences des calculs [MOT 92, JU 99].

Le principe de base de cette méthode consiste a augmenter l'énergie totale
du systeme par une fonction de pénalisation [COO 02] :

T (w) = TI(u) + 20" 0 (6.1)
Avec II(u) la fonctionnelle de I’énergie totale des corps en contact, u le vecteur de

déplacement, et o le facteur d’interpénétration nodale entre les modeles. Dans le cas
des applications présentées ci apres, une légere pénétration o des noeuds de contact
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dans le corps rigide est autorisée a 'instant de contact t..

Dans ce qui suit, nous traitons le contact entre les noeuds du patch 3D et une
couronne circulaire rigide fixe (6.2) représentant un stator d’une ligne d’arbre avec
la méthode de pénalité. Le contact est détecté a travers un jeu définit par la distance
entre la position du stator et celle de chacun des noeuds de contact. Dans la pratique,
la formulation équivalente du probleme est impactée par une force de contact Feontact
qui vient s’ajouter aux forces externes du modele avec contact, ainsi que par une
matrice de rigidité K ontact qui augmente la rigidité globale du méme modele.

6.2.2 Mise en équation

Nous allons présenter dans cette section les modifications nécessaires permettant
la prise en compte de la correction due au contact. Nous commencons par rappeler
I’écriture discrétisée correspondant au bi-modele couplé Arlequin dans la configura-
tion avec rotation d’ensemble :

M, UM + LA, = FH — N, U (6.2a)
M, U3 + LE, Ay = F3* — N3 U (6.2b)
L UM + ®,L,,U3 =0 (6.2¢)

La détection du contact et sa correction nécessitent la prise en compte d’un effort
de contact évalué a chaque instant permettant la reproduction du phénomene phy-
sique. Dans le cadre de cette approche multi-reperes, une fois le contact détecté, le
changement principal intervient au niveau de la matrice Mz, et des efforts extérieurs
F?d du modele concerné par le contact. Ces deux quantités sont notées Mg, et F?d,
et elles sont définies comme suit :

Mgd = K3d + Kcontact + ﬁ(cfid + ﬁMBd (63&)

F3 = F2 + Foontact (6.3b)

Le systeme matriciel global correspondant a (6.2) peut étre réécrit sous la forme
suivante :

- 4 - © =3d/c ]
Mg, o Lh,®!, ] [ U Y
N3g Mg, angdQan Ugd ng/c
’ ) = ‘ (6.4)
N3g Mg, L, ®!, U [ad/e
Mg Lig U [Fid
L i)m}LBd Liq 0 1 L A, i 0

Le développement de cette approche sous l'effet de la correction aboutit a des
systemes d’équation tres similaires a ceux obtenus dans le cadre sans contact présenté
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Résultats numériques

dans la section 5.4.2 du chapitre 5 en remplacant M, par M5, et F3¢ par ng/ ‘.

Cependant, la différence principale réside au niveau du calcul de I'opérateur de
condensation qui doit tenir compte de la rigidité de contact. En effet, nous avons
précédemment démontré que la construction de cet opérateur s’effectue a partir du
systeme suivant :

M|L][ U F
&1 o] - 15 ©)
Avec
U = Usl + Ual
=M"'F

U (6.6)
Ual = _YAm
Y =ML

La derniere ligne de (6.6) permet de calculer les quantités nécessaires pour le calcul
du probleme d’interface. L’écriture explicite correspondante est :

[ Mg, 17 [ L@,
Nza Mg, Y3 a3, @7,
= (6.7)
Ng Mg, Yo L@,
i M| LY, ] | Lig |

Il est possible de constater que la prise en compte du contact doit étre considérée
dans le calcul de Y. Il en résulte que dans ce cas de figure il est impératif d’intégrer
le calcul et la mise ajour de 'opérateur de condensation dans la boucle en temps de
I'algorithme d’intégration numérique (étape 1-bis du tableau (6.3)). Nous présentons
dans le tableau 6.2 la partie de ’algorithme d’intégration numérique concernée par
la détection du contact. L’algorithme général implémenté dans le cadre de cette
approche est développé dans le tableau (6.3) de 'annexe B.

6.3 Résultats numériques

La validation numérique et la pertinence de la méthode est mise en valeur a
travers deux application en régime dynamique non-linéaire.

La premiere partie concerne 1’étude d'un cas de contact entre le patch 3D
représentant une partie de la ligne d’arbre du rotor, et un stator. Cette étude
est réalisée dans le cadre du couplage multi-schémas / multi-échelles en temps
/ multi-reperes, et permet de valider ce formalisme global dans le cadre d'une
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(4) Mise a jour du probleme fin avec liaison :

o Projection des déplacements de R, (z,y, 2) vers Ry (zy,yy, 2f) :
(U?il>ﬁxe = @U;’ff_l
o Si contact :
o Correction et projection de la matrice de contact et des efforts correspondants :

Fid = F;gd + (I)t(Fcontact)

K3d = K3d + q)t(Kcontact>

Et passage a (1-bis)
o Si non contact :
Suite de la boucle et passage a (1)

(1-bis) Résolution du probleme condensé avec les nouvelles valeurs de K4 et Fsgy

Fin de la boucle principale

Tab. 6.2: Algorithme multi-schémas/multi-échelles en temps/multi-reperes - Cadre
Arlequin avec contact

application non linéaire pour une vitesse de rotation constante de 3000 tr/min.

La deuxieme section concerne l’étude du comportement du rotor lors d’une
montée en vitesse de type linéaire, suivie d’une stabilisation a 5000 tr/min. A
L’issue de ce travail, une étude avec un contact localisé au niveau de la premiere
vitesse critique sera présentée. Dans les deux cas de figure nous nous concentrons

™ |
- |

- |
= =
= =

- =

- =
= ||
(a) Zones de collage et zone libre contenant les (b) Couronne de noeuds de
noeuds de contact contact du maillage 3D

Fig. 6.3: Zoom sur le patch 3D

sur la couronne de noeuds présents au centre de la zone libre (figure 6.3). On note
que le patch 3D n’est pas tres fin en espace. Ce choix est induit par des contraintes
de temps de calcul et de mémoire CPU disponible pour une maquette Matlab. Ceci
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Résultats numériques

justifie et motive le développement de cette approche dans un code industriel tel
que CODE_ASTER.

6.3.1 Etude & vitesse nominale

Cette premiere application s’effectue pour un ratio m = 15 entre les échelles de
temps, et pour un couplage d'un schéma de Newmark dissipatif sur le modele 3D
ou vy, = 0.7 et B; = 0.36, avec un autre conservatif d’accélération moyenne sur la
modélisation poutre (7; = 0.5 et §; = 0.25).

La distribution générale des parametres du schéma de Newmark sur la poutre, le
patch 3D, et la zone de collage est décrite dans le tableau 4.3.2 du chapitre 4. Les
figures _§.4 et E.S tracent respectivement les déplacements dans le plan selon les
axes (Y') et (Z) d'un noeud de la couronne de contact (figure 6.3) en fonction du
temps. Dans ce cas de figure, nous faisons le choix de tenir compte de la présence
du contact a partir de 'instant ¢y = 0.25s dans le but de se placer dans le domaine
stabilisée. Dans ces deux graphiques nous représentons les déplacements nodaux
pour la configuration sans contact, ainsi que ceux pour la configuration qui tient
compte du contact. Nous remarquons qu’a partir de %, le contact est détecté
correctement et que les déplacements respectifs selon les axes (?) et (7) tiennent
compte de la présence d'un plafond de contact. La figure 6.6 montre l'orbite du
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c IRIRRIRIRIRIRIBIRIRIE IR IRIBINIRIRIN IR BRI R R I R IR IR
) AL T RUBIRIBRURI IR H‘y\\ IR IRIRIRIN RIRIRIR Y
1R R A L& MJ? HH‘M\ Hw]r A
505l | | SRR RRRRRRRRAN AARRRRRARARAY!
«© | ll
o
8 Instant d’établissement du contact
_1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

Temps (s)

Fig. 6.4: Déplacement nodal 3D selon I'axe Y avec/sans contact

méme noeud de la couronne utilisé pour tracer les figures 6.4 et 6.5. Dans ce graphe
il est possible de distinguer trois courbes : L’orbite du noeud dans une configuration
qui ne tient pas compte du contact, la méme orbite corrigée en présence du contact,
ainsi que lillustration du stator. Nous pouvons distinguer la différence entre la
trajectoire sans contact et celle qui tient compte de la correction des efforts de
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AR A AR AR LA

| — Déplacement nodal 3D sans contact | |
' Déplacement nodal 3D avec contact

TTTITTTTTTvTTIver

Instant d’établissement du contact
| | |

o
(&)
——
B———
—_—
B—

E—

Déplacement selon I'axe Z (m)
o
L

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
Temps (S)

Fig. 6.5: Déplacement nodal 3D selon l'axe Z avec/sans contact

contact. Il est par ailleurs possible de remarquer l'interpénétration autorisée entre
la trajectoire des noeuds de contact et la position du stator.

Cette application a vitesse stabilisée constitue une premiere validation de I'approche
globale multi-échelles / multi-schémas / multi-repéres.

Trajectoire avec contact
Trajectoire sans contact
Stator

Déplacement selon I'axe Z (m)

Fig. 6.6: Comparaison de la trajectoire d’un noeud avec et sans contact
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6.3.2 Etude d’un transitoire de vitesse

Dans ce qui suit nous appliquons l’exemple présenté ci dessus (section 6.3.1)
au nouveau formalisme général multi-modeles / multi-échelles / multi-schémas. Il
s’agit de la méme modélisation décrite dans la section 6.3.1 en ajoutant un palier
avec amortissement visqueux aux environs du patch 3D du rotor. Les coefficients du
palier sont définis comme suit :

K, =210°N.m™' ;K,,=510°Nm™' ;K,, =K, =0 (6.8)
Cyy = 410'N/m.s7! ;C., = 1.10*°N/m.s"' ;C,, =C,, =0 (6.9)
Le couplage multi-échelles en temps s’effectue pour AT = 20At. Le patch 3D
est intégré avec un schéma de Newmark dissipatif (y; = 0.6 et 8; = 0.3036), et

la modélisation poutre avec un schéma de Newmark conservatif d’accélération
moyenne (y; = 0.5 et f; = 0.25). Nous nous intéressons a présent par la détection

x107°
1.2 16000
1k Seuil de contact wnw .
y J\ \'W
Déplacement sans contact T - “
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o
(o]

‘ 72000
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N B
T T
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
—_—
—

Vitesse de rotation (tr/min)

o

Fig. 6.7: i = 5000t

du contact, la prise en compte des efforts de contact correspondants, ainsi que
par l'effet de ce phénomene sur les caractéristiques de la vitesse critique par
I'intermédiaire de I’approche décrite dans la section 6.3.1. Nous déterminons le seuil
de contact a 25% de l'amplitude maximale du déplacement dans la configuration
sans contact soit & 0,95.10e >m. On note que pour un instant ¢, olt un contact est
détecté, la prise en compte de I'effort de contact correspondant s’effectue a I'instant
grossier suivant t,, = to+ AT. Cette correction a posteriori permet de reproduire et
analyser le comportement de la ligne d’arbre quand des phénomenes non-linéaires
similaires prennent lieu.

La figure 6.7 montre I'amplitude de la montée linaire en vitesse de la ligne
d’arbre pendant 1 seconde de 0 tr/min a 5000 tr/min avant de stabiliser a 5000
tr/min :

iy, = 5000t (6.10)
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Fig. 6.8: w; = 5000t - Déplacement selon I'axe Y avec/sans contact
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Fig. 6.9: w; = 5000¢ - Déplacement selon l'axe Z avec/sans contact

Le post-traitement s’effectue au niveau des noeuds 3D situés sur la couronne définie
dans la figure 6.3. Nous pouvons constater qu’a l'instant ¢ = 0.78s un premier
contact est établit. A ce niveau, plusieurs remarques peuvent étre faites. En effet, en
comparant la solution observée au niveau du patch 3D avec la solution de référence
de poutre au méme noeud il est possible de constater une diminution de 'amplitude
globale des déplacements dans le plan (YOZ) ou la rotation a lieu. Cette correction
entraine une perte de contact aux instants suivants. Ensuite, l'effet de rotation
provoque un deuxieme contact a 'instant ¢ = 0.814s. Ce dernier est aussi pris en
compte et corrigé.

Une fois les amplitudes des déplacements ne dépassent plus le seuil de contact, il
est possible de remarquer que le comportement général du bi-modele Arlequin suit
I’allure de la réponse du modele sans contact.
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Déplacement selon I'axe Z (m)

Orbite avec contact

-1 -0.5 0 0.5 1
Déplacement selon I'axe Y (m) x10~°

Fig. 6.10: w; = 5000t - Orbite d’un noeud de contact du patch 3D

Les figures 6.8, 6.9 montrent respectivement les déplacements selon les axes
(}_/)), (7) Le jeu de contact définit a 25% de 'amplitude maximale est a l'origine
des décalages observés par rapport a la courbe de référence et montre la prise en
compte du contact.

Nous pouvons par ailleurs remarquer l'effet du premier contact a ¢ = 0.78s au
niveau des déplacements en (Y) dans figure 6.8, et celui du second contact en (Z) a
t = 0.814s dans la figure 6.9. Ces mémes constations sont visibles a travers la figure
6.10 qui trace la trajectoire au niveau d’un noeud de contact 3D. Ce graphique
permet de mieux visualiser la modification de I'orbite causée par le contact entre le

patch 3D et le stator.

Bilan

Dans ce chapitre nous avons validé le formalisme général autorisant un couplage
multi-modéles / multi-échelles / multi-schémas dans le cadre Arlequin. A partir
d’un cas test numérique et d’'une application semi-industrielle nous avons montré
I'efficacité de cette approche. Par I'intermédiaire de la non-linéarité de contact nous
avons montré la faisabilité et 'utilité d’une telle approche dans le cadre d'une analyse
avancée de machines tournantes. En se basant sur ces résultats encourageant, il est
important de viser I'implémentation de cette approche dans un code industriel dans
I'optique de réaliser des analyses avancées de machines tournantes tel que I’étude de
la propagation de fissures en 3D.
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Conclusion et perspectives

Conclusion

L’objectif de ce travail de these a été de développer une méthodologie de couplage
des modeles 1D poutre et 3D pour 'analyse dynamique des modélisations avancées
de machines tournantes. La contribution de la these s’appuie principalement sur
le couplage de modeles par décomposition de domaine avec recouvrement dans le
cadre Arlequin. Nous proposons un formalisme général de raccord multi-reperes /
multi-échelles / multi-schémas. Cette approche est basée sur le principe d’assurer
I’équilibre énergétique global des systemes couplés a travers une continuité a
I'interface par 'intermédiaire des déplacements.

La mise en place de la nouvelle approche d’intégration temporelle a eu lieu
suite a une étude bibliographique approfondie portant sur les différentes méthodes
existantes dans la littérature. D’un point de vue général, les approches actuelles
n’introduisent pas d’énergie a l'interface dans le sens de la méthode énergétique
[HUG 78a, HUG 78b] puisqu’elles proposent d’assurer la continuité a linterface a
travers les vitesses. Nous avons constaté que la méthode GCbis [MAH 10] est une
méthode multi-échelles en temps stable énergétiquement et propose un algorithme
d’intégration numérique assez efficace, puisque l'intégration numérique a lieu de
fagon indépendante sur chacun des sous-domaines couplés.

Nous avons présenté la formulation continue et discrétisée en dynamique du
cadre Arlequin dans le chapitre 2. Une partie importante a été consacrée aux
aspects de conservation de ’énergie dans le cadre Arlequin en dynamique. Nous
avons démontré a travers la formulation continue que cette approche est capable
de conserver I'énergie totale du systeme sans avoir besoin d’imposer des conditions
particulieres sur les multiplicateurs de Lagrange. Par la suite, nous avons prouvé
que dans le cadre discret, I'intégration numérique de deux sous-domaines avec deux
schémas de Newmark différents, induit un déséquilibre du bilan d’énergie global
du systeme. Cette démonstration détaillée de 1'aspect énergétique a l'interface est
la base des réflexions menées dans le chapitre 4, et reprises pour extension dans le
chapitre 5.
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Le chapitre 3 a porté sur l'extension de la méthode Arlequin aux applica-
tions machines tournantes. Dans de cadre de la mise en place d’une stratégie de
modélisation avancée de machines tournantes, des modeles tridimensionnels fins
en espaces sont couplés a des modélisations de structures minces de type poutre.
Ces couplages sont validés par l'intermédiaire d'un cas-test simple d’une poutre
encastrée-libre.

Par ailleurs, I'écriture de 'équilibre dans un modele volumique en configuration
tournante dans son propre référentiel implique l'introduction de la notion de
repere tournant. De plus, la formulation du méme probleme dans le cadre d’une
modélisation de poutre s’écrit naturellement dans le repere galiléen. Dans le but
de gérer correctement la coexistence de ses deux modélisations hétérogenes nous
avons développé un cadre théorique qui tient compte de I’évolution des quantités
cinématiques de chaque sous-domaine dans son propre repere d'une part, ainsi que
de I’écriture du raccord de maniere cohérente avec ’approche Arlequin tout en
respectant les spécificités évoquées ci-dessus d’autre part.

Les aspects énergétiques de l'approche Arlequin appliquée en régime dyna-
mique évoqués dans le chapitre 2 sont étudiés en détails dans le chapitre 4. Dans le
cadre d'un couplage multi-schémas / mono-échelle en temps, nous avons démontré
que l'existence de parametres d’intégration hétérogenes dans la zone de collage
sont a l'origine d’une introduction ou bien d'une dissipation d’énergie dans la zone
de recouvrement. Nous avons ainsi proposé une approche basée sur I'écriture d’un
schéma numérique commun dans la zone de collage. Il est construit a partir d'une
pondération de type partition de I'unité des parametres du schéma de Newmark
dans la zone de collage. A travers un collage en déplacement, cette méthode permet
d’assurer la continuité des quantités cinématiques dans la zone de collage, et
respecte les conditions de stabilité des sous-domaines couplés.

La deuxieme partie de ce chapitre a visé 'extension de l’approche multi-schémas
vers une approche générale autorisant un couplage multi-échelles / multi-schémas
dans le cadre Arlequin. L’étude du bilan d’énergie du schéma de Newmark dans une
configuration multi-échelles en temps nous a permis de démontrer que la condition
de continuité des vitesses a l'interface n’est pas suffisante pour assurer 1’équilibre
énergétique du modele couplé. L’approche proposée utilise les déplacements comme
quantité cinématique pour coller les deux modeles a l'interface. Ceci permet
d’assurer la stabilité de la démarche pour une grande plage de ratios entre les
pas de temps des échelles couplées, et garantit 1’équilibre du bilan énergétique
du systeme global. Dans la derniere partie de ce chapitre, il a été démontré a
travers une analyse de convergence que le formalisme proposé conserve les ordres de
précision théoriques des schémas couplés. La pertinence de ces deux contributions
est exemplifiée a travers des raccords 1D-1D, 2D-1D, et 3D-1D dans les cadres
mono-échelle / multi-schémas et multi-échelles / multi-schémas ou, par exemple,
des schémas de Newmark implicites sont couplés avec des schémas de Newmark
explicites et des échelles de temps hétérogenes.
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Le chapitre 5 est l’aboutissement des trois chapitres précédents. En effet,
I’approche générale d’intégration numérique multi-échelles en temps développée
dans le chapitre 4 est étendue au cadre des machines tournantes en régime
dynamique développé dans les chapitres 2 et 3. Les développements théoriques ont
permis de mettre en évidence la présence d’'un résidu numérique qui apparait a
cause de l'effet de rotation et du changement résultant de reperes entre les modeles
couplés. Nous avons prouvé par des développements théoriques et numériques que
ce résidu est le méme dans les approches mono-échelle et multi-échelles en temps,
et que sa valeur absolue tend vers zéro lorsque la valeur du pas de temps diminue.
La démarche globale est validée par I'intermédiaire de cas tests 3D-1D représentant
un transitoire de vitesse d’un rotor.

Le chapitre 6 est consacré a une application représentative des problématiques
machines tournantes ou nous étudions le contact entre un rotor et un stator lors
d’une montée en vitesse de ce dernier. La partie concernée par le contact est
modélisée par un maillage tridimensionnel quadratique, tandis que le reste du rotor
est modélisé a l'aide d’éléments de poutre de Timoshenko. Une échelle fine en
temps est associée au patch 3D afin de mieux gérer le contact, et une autre plus
grossiere est attribuée au reste du modele. Des développements particuliers ont été
nécessaires pour la mise en place du contact tout en tenant compte de la rotation
d’ensemble. Cette application type montre la faisabilité et la pertinence de cette
approche qui offre des résultats précis a des moindres cout numériques que les
méthodes préexistantes.

Perspectives

Les perspectives a l'issue de ce travail de recherche sont multiples. Différentes
voies complémentaires sont envisageables et quelques-unes sont déja en phase de
développement.

Du coté industriel, vue la complexité des systemes a étudier, l'industrialisa-
tion ne peut se faire qu’en intégrant les développements effectués dans cette these
au sein d’'un logiciel adapté tel que CODE_ASTER. La perspective industrielle
consistera a mettre a profit les résultats de 'approche générale développée pour une
analyse dynamique locale 3D d'un rotor fissuré. L’étude cible permettra d’évaluer
I’apport de la nouvelle méthode mixte en dynamique en 3D par rapport a la
méthode existante en quasi-statique et 1D (cas d’une fissure respirante). Cette
derniere permet de caractériser le comportement global de la ligne d’arbres mais ne
permet pas d’analyser localement la nocivité des fissures. Dans cette optique, les
développements nécessaires pour la prise en compte des matrices de gyroscopie sur
les modeles volumiques 3D dans CODE_ASTER sont déja effectués. Une deuxieme
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étape achevée a porté sur l'écriture et la vérification des opérateurs de couplage
élémentaires 1D-3D. En vue de la mise en place de la perspective industrielle, la
prochaine étape concerne le développement de la routine d’assemblage des matrices
rectangulaires de couplage élémentaires.

Du point de vue des perspectives théoriques et scientifiques, le résidu observé
avec rotation d’ensemble a été quantifié et mérite une réflexion complémentaire.
L’origine de l'erreur générée par ce résidu étant bien identifiée, il est possible
d’envisager une réflexion sur les vraies parades permettant d’annihiler 1’énergie
résiduelle correspondante. Actuellement, plusieurs pistes sont en cours d’exploration
telles que le développement d’un collage Arlequin moyenné en temps.

L’approche globale étant développée principalement pour coupler des schémas
de la famille de Newmark, elle permet sous réserve de quelques adaptations
mineures de coupler des schémas completement différents tels qu'un schéma de
Newmark avec un schéma HHT. De fagon globale, il est intéressant d’envisager
une extension supplémentaire de ce formalisme dans le but de coupler une grande
variété de schémas numériques totalement indépendants. Une étude préalable sur
la faisabilité de cette extension est alors nécessaire, car elle n’est pas évidente et
dépend principalement de la compatibilité entre les bilans d’énergie des différentes
méthodes d’'intégration numérique.

Une autre perspective pertinente concerne l'application du formalisme développé
dans le cadre d'un couplage implicite / explicite (section 4.5.3 du chapitre 4) a
un phénomene non linéaire local tel que le contact (chapitre 6). Cette stratégie
permet d’intégrer la zone d’'intérét avec un schéma explicite et des pas de temps
fins, tandis que le reste de la structure est intégré avec un schéma implicite
(dissipatif ou bien conservatif) et une discrétisation temporelle plus grossiere. A
travers cette application type, le formalisme global développé dans cette these
permet de combiner plusieurs avantages tels que la stabilité inconditionnelle du
systeme couplé, la conservation de 'énergie, la dissipation numérique controlée qui
permet d’annihiler les oscillations non physiques, un gain de temps de calcul, et
une solution riche et représentative du fait de la présence du modele 3D.
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Annexe A

Les différents résultats sont comparés avec un modele de référence validé a I'aide
d’'un cas test documenté dans [LAL 98] et présenté ci apres. Cet exemple est com-
posé d’'une ligne d’arbres horizontale de longueur L de section circulaire constante
en rotation autour de I'axe (x) et soumise a des conditions d’appui simple au ni-
veau de ses extrémités. La structure complete est modélisée par des éléments finis
de type poutre de Timoshenko a six degrés de liberté par noeud. Un disque est
placé aux 1/3 de la longueur L et le rotor est appuyé sur un palier élastique avec
amortissement visqueux au deux tiers de sa longueur. Le modele est soumis a un
effort de type balourd au niveau du disque. Il est caractérisé par une masse de 1074
kg , une distance a la fibre neutre de I’arbre de 0.15 m et un déphasage initial nul.
Nous observons le comportement de la structure lors d’'une montée en vitesse de
type linéaire du rotor suivie d’une stabilisation a 5000 tr/min. Les caractéristiques
géométriques résumant la mise en place de ce cas de référence sont illustrés dans la
figure 6.11. Nous effectuons la validation par rapport a trois lois linéaires de montée

L o

— -
- 2L/3

- L/3 =]
Y -
|/_
o
v |
z

™ C

p = - ] == X
C AN
Fig. 6.11: Rotor a un seul disque
en vitesse :

wy, = 416, 7t

wy, = 1250t (6.11)

wy; = 5000t
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Fig. 6.12: i, = 416, Tt

La figure 6.12 trace les valeurs des maximas d’amplitude pour le noeud correspon-
dant au disque, et ce pour la loi de montée en vitesse de rotation allant de 0 a
5000 tr/min durant 2s. Nous nous intéressons particulierement a I'instant pour le-
quel 'excentricité vibratoire atteint son maximum ainsi que ’amplitude maximale
correspondante. Dans le premier cas test (figure 6.12) le rotor subit une montée
en vitesse assez rapide puisqu’il atteint la vitesse de 5000 tr/min en 1s. Les deux
applications suivantes (figure 6.13 et 6.14) présentent des lois de montées en vi-
tesse qui s’étalent sur des intervalles de temps plus importantes ce qui permet aux
modeles de mieux s’exprimer et d’obtenir des résultats plus riches en informations.
La comparaison des résultats des figures 6.12, 6.13, et 6.14 avec ceux documentés
dans [LAL 98] montre une bonne concordance en terme d’allure globale des courbes,
ainsi qu’en terme de la localisation et 'amplitude des vitesses critiques. Cette partie
nous a permis de valider ce mono-modele poutre dans le but de l'utiliser comme
référence pour la partie qui suit.
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Annexe B

Boucle principale

(1) Résolution du probleme sans liaison :

1d _ . 1d. +1d 1d . :1d 1d . 3d 3d. +3d 3d. :3d +3d .
Uy, = up; Ughy =0y Uy = g uy, = ugt; ughy =gt ugr = ug’;

Boucle sur j € [0,m — 1]
rud o =ul? + ATul? + (3 — 5) AT2 rudt =t A 4 (5 - 3) Arta

m/sl 41781
pu}g/sl—uod + ( v) AT g pu?il/sl_ugd +~( N v) At ugd
um/sl =M, 1F117€Ll/§l ﬁ?Jrl/sl = M:;le?il sl
71#/51 = pum/sl + BAT 0 m/sl wi, =l +sAr Y,
wdy =rad +yATa Wy g =P g A

(2.0) Calcul de la matrice de projection : ®,,

(2.1) Calcul de l'opérateur de condensation :
H=1L,Y"+ &, Ly, Y B!

(2.2) Résolution du probleme d’interface :
Am = H*1 {leum/sl + @ L3dum/sl}

(3) Résolution du probleme avec liaison :

u(l);lal = O ué(/ial = O ué(/ial - 07 ug;lal = O ug(/ial = O ug;lal - 07
Boucle sur j € [0,m — 1]

P =+ AT+ (5 — 8) AT?ig! | Puly, =i+ Arad! + (5 - 0) At

u}g/al_u(] + ( ) ATu(l)d pug)il/al_ﬁgd + ( ) Atu?d
1g1d d _ 1p3d
y um/al _ M Frln/%l 34 u?-{-l/al M F3+1 al
urrlLéal = pum/al + ﬁAT m/al uj?J)rdl/al ]+1/al + ﬁAt j+1/al
um/al = pum/al + fyATum/al uj+1/al j+1/al + 7Atu]+1/al

(4) Mise a jour :
Boucle sur j € [0,m — 1]
l + Um/al U]-‘rl U]Jrl/sl + U]Jrl/al
Projection :
(UBd )ﬁxe _ CI)Ugd

J+1 J+1
Si contact :

K3 = K3q + i)t(I<contact)
F?d = F?d + (ﬁt(Fcontact)
Et passage a (1-bis)
Si non contact :
Suite de la boucle et passage a (1)
(1-bis) Résolution du probleme condensé avec Kzq = Kzg + @' (Keontact)
et F3d = F?d + (ﬁt(Fcontact)

Uld = yld

m/s

Fin de la boucle principale
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