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RESUME

Les rotors sont excités non seulement par le balourd tournant mais aussi par les différents mouvements de
leur support : turbocompresseurs de véhicules, turbomoteurs aéronautiques, pompes a vide portées en sont des
exemples industriels. Ainsi la conception de rotors robustes capables de bien fonctionner sous de telles
conditions (excitations extrémes) est nécessaire pour éviter des instabilités, source de défaillance catastrophique.
Le présent travail a pour objectif de prévoir le comportement dynamique d’un rotor embarqué monté sur des
paliers rigides ou élastiques hydrodynamiques et soumis a des excitations du support rigide.

Les énergies cinétique et de déformation ainsi que le travail virtuel des composants d’un rotor flexible
tournant sont calculés. Le modele proposé de rotor embarqué est basé sur les éléments finis de poutre de
TIMOSHENKQO. Il contient les effets relatifs a I'inertie de rotation des sections droites, a I'inertie gyroscopique,

a la déformation de cisaillement d’arbre et a la dissymétrie géométrique de I'arbre et/ou du disque rigide et
considére six types de mouvements déterministes (rotations et translations) du support. Suivant le type d’analyse
utilisé pour le palier, les forces de rappel hydrodynamiques agissant sur I'arbre et calculées avec I'équation de
REYNOLDS sont linéaires/non linéaires.

L'utilisation des équations de LAGRANGE fournit les équations différentielles linéaires/non linéaires du
mouvement du rotor embarqué en flexion par rapport au support mobile supposé rigide, qui représente un
systeme de coordonnées non inertiel. Les équations du mouvement contiennent des termes paramétriques
périodiques en raison de la dissymétrie géométrique du rotor et des termes paramétriques variables dans le temps
en raison des rotations du support. Ces termes paramétriques sont considérés comme des sources d’excitation
intérieure et conduisent a une instabilité dynamique latérale.

Dans les applications numériques proposées, trois configurations de rotor embarqué sont analysées. Tout
d'abord, un rotor symétrique monté sur des paliers rigides est soumis a un balourd combiné avec des
mouvements de rotation constante et de translation sinusoidale du support. Ensuite, un rotor avec une
dissymétrie géométrique du disque monté sur des paliers rigides est excité par I'effet de balourd et par des
mouvements combinés de rotation constante et de translation sinusoidale du support. Enfin, un rotor symétrique
monté sur des paliers hydrodynamiques est soumis au balourd et aux excitations sinusoidales de rotation ou de
translation du support.

Des méthodes et des approches quasi-analytiques et numériques, telles que la théorie de FLOQUET, le
schéma implicite d'intégration temporelle pas a pas de type NEWMARK, la méthode de shooting et la méthode
de la balance harmonique, sont employées pour traiter les équations différentielles du mouvement des systemes
rotor embarqué-palier, analyser leur comportement dynamique, étudier leur stabilité et calculer leurs réponses
forcées.

Pour les premiére et deuxieme configurations de rotor, le comportement dynamique est calculé en
discutant I'influence des mouvements du support sur les cartes de stabilité, les diagrammes de CAMPBELL, les
réponses en régime permanent et les orbites du rotor. Pour la troisieme configuration de rotor, l'influence de
mouvements sinusoidaux de rotation ou de translation du support, la précision du modele linéarisé de palier et
I'intérét du modele non linéaire pour un palier hydrodynamique sont examinés et discutés grace a des cartes de
stabilité, des orbites du rotor, des réponses dans le domaine temporel, des transformées de FOURIER rapides
(FFTs), des diagrammes de bifurcation ainsi que des sections de POINCARE.

LaMCoS INSA de Lyon [

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0087/these.pdf
© [M.Z. Dakel], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés
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ABSTRACT

Rotors are excited not only by the rotating mass unbalance but also by the different motions of their
support: vehicle turbochargers, aircraft turbo-engines, carried vacuum pumps, are different industrial
applications. Thus the design of robust rotors able to run well under such conditions (extreme excitations) and to
avoid catastrophic failure is required. The present work aims to predict the dynamic behavior of an on-board
rotor mounted on rigid or elastic hydrodynamic journal bearings and subjected to rigid support excitations.

The kinetic and strain energies as well as the virtual work of the rotating flexible rotor components are
computed. The proposed on-board rotor model is based on TIMOSHENKO beam finite elements. It includes the
effects relative to the rotary inertia, the gyroscopic inertia, the shear deformation of shaft as well as the
geometric asymmetry of shaft and/or rigid disk and considers six types of deterministic motions (rotations and
translations) of the support. Depending on the type of analysis used for the bearing, the restoring fluid film
forces acting on the shaft and computed with the REYNOLDS equation are linear/non-linear.

The use of LAGRANGE'’s equations yields the linear/non-linear differential equations of vibratory
motion of the on-board rotor in bending with respect to the moving rigid support which represents a non-inertial
reference frame. The equations of motion contain periodic parametric coefficients because of the geometric
asymmetry of the rotor and time-varying parametric coefficients because of the support rotations. These
parametric coefficients are considered as sources of internal excitation and can lead to lateral dynamic
instability.

In the proposed numerical application examples, three rotor configurations are studied. Firstly, a
symmetric rotor mounted on rigid bearings is subjected to rotating mass unbalance combined with constant
rotation and sinusoidal translation of the support. Secondly, a rotor with geometric asymmetry due to the disk
mounted on rigid bearings is excited by the mass unbalance effect and by the combination of a constant rotation
and a sinusoidal translation of the support. Thirdly, a symmetric rotor mounted on linearized/non-linear
hydrodynamic bearings is subjected to the excitation due to the mass unbalance and to the sinusoidal rotational
or translational excitations of the support.

Quasi-analytical and numerical methods and approaches, such as the FLOQUET theory, the implicit
NEWMARK time-step integration scheme, the shooting method and the harmonic balance method, are
employed to treat the differential equations of motion of the on-board rotor-bearing systems, to analyze their
dynamic behavior, to study their stability and to calculate their forced responses.

For the first and second rotor configurations, their dynamic behavior is investigated by discussing the
influence of the support motions on stability charts, CAMPBELL diagrams, steady-state responses and rotor
orbits. For the third rotor configuration, the influence of sinusoidal rotational or translational motions of the
support, the accuracy of the linear 8-coefficient bearing model and the interest of the non-linear model for a
hydrodynamic journal bearing are examined and discussed by means of stability charts, rotor orbits, time history
responses, fast FOURIER transforms (FFTs), bifurcation diagrams as well as POINCARE maps.

Keywords
Rotordynamics, asymmetric rotor, on-board rotor, finite element method, hydrodynamic journal bearing,

support motion, parametric excitation, lateral instability, non-linear dynamics, transient motion, shooting
method, harmonic balance method, bifurcation, chaos.
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INTRODUCTION GENERALE

Contexte

Les machines tournantes, telles que les pompes, les turbomachines, les moteurs
d’avions et les compresseurs, sont depuis de nombreuses années des éléments primordiaux
pour lindustrie moderne et divers domaines de la vie quotidienne. Les turbomachines
permettent d’assurer un échange d’énergie entre un rotor tournant a vitesse stabilisée et un
débit permanent de fluide. Dans les centrales électriques, les turboalternateurs ont pour but de
transformer I'énergie mécanique en énergie électrique. Dans de nombreuses applications
industrielles, les pompes assurent la circulation des fluides. La plupart des véhicules
comportent des machines tournantes : turboréacteur pour un avion, turbocompresseur pour
une automobile et turbine pour un bateau. La figufe. 1 présente quelques exemples de
systemes (automobile, bateau et turbomachine) possédant des machines tournantes.

Les machines tournantes peuvent présenter des problemes d’équilibrage (dus au
balourd), de contact rotor-stator et de fissuration, sources d’instabilité. Ainsi de hombreux
chercheurs se sont intéressés a I'étude de stabilité des rotors et de leurs réponses a des forces
extérieures. Alors que dans la littérature présentant ces études, le rotor d’'une machine
tournante est généralement supposé avoir un support fixe, il est souvent embarqué dans de
nombreuses applications industrielles. Par définition, le terme « rotor embarqué » signifie que
le support du rotor est en mouvement.

En résumé, le rotor d’'une machine tournante est excité non seulement par le balourd
mais aussi par les mouvements différents de son support. Donc la conception dynamique
robuste d’'une machine tournante nécessite la prise en compte des excitations imposées au
support.

Cette these de doctorat a été effectuée au sein du Laboratoire de Mécanique des
Contacts et des Structures (LaMCoS) de I'INSA de LYON dans le but de prévoir le
comportement dynamique en flexion d’'un rotor embarqué monté sur paliers rigides ou
flexibles hydrodynamiques, en présence de mouvements déterministes de rotation et/ou de
translation du support rigide sans/avec des non linéarités.

L’intérét pour la dynamique des rotors embarqués subissant des excitations
déterministes du support est récent, mais peu de travaux y sont consacrés. Les équations du
mouvement d’un rotor embarqué dissymeétrique sont différentes de celles d’un rotor classique
symétrique en présence d'un support fixe. Elles comportent des termes paramétriques
périodiques dus a la dissymétrie géomeétrique du rotor et des termes paramétriques variables
dans le temps dus aux rotations du support. Ces termes paramétriqgues sont considérés comme
des sources d’excitation intérieure et peuvent créer une instabilité dynamique latérale.
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Introduction générale

FIG. 1 : Exemples de systemes contenant des machitesrnantes

Les paliers hydrodynamiques jouent un role clé dans la conception des systéemes de
turbomachine. lls sont des composants importants de turbines, de compresseurs et de pompes.
Dans ce type de palier, le film de fluide permet de supporter les charges et d’atténuer les
frottements. Les forces hydrodynamiques dans les paliers sont des fonctions fortement non
linéaires des déplacements et des vitesses du centre géométrique de l'arbre et affectent
significativement le comportement dynamique du systeme de rotor, ce qui conduit a des
mouvements sous-harmoniques (multi-périodiques), quasi-périodiques et chaotiques du rotor.
En raison de ces phénoménes vibratoires complexes, les fabricants des turbomachines ont
commencé a tenir compte des non linéarités des paliers hydrodynamiques lors de la phase de
conception.

La prévision du comportement dynamique des systemes de rotor doit alors faire appel a
la théorie non linéaire. L'utilisation d’'un modele linéarisé de palier cause une perte complete
des informations sur les phénomeénes non linéaires, tels que des vibrations sous-harmoniques,
guasi-périodiques et chaotiques. Le critére de stabilité linéarisée de la position d’équilibre
statique suggere que le rotor ne doit pas fonctionner au-dessus de la valeur du seuil
d’instabilité. Cependant, le rotor peut étre stable pour des valeurs au-dela du seuil d’'instabilité
lorsque la non linéarité des paliers est considérée.

Structure du mémoire

Le mémoire est organisé en cing chapitres.

Le Chapitre | est consacré a une étude bibliographique la plogpléte possible sur la
modélisation, le comportement dynamique et les phénoménes observés des rotors classiques
et embarqués ainsi que des systémes paramétriques. Plus précisément, cette bibliographie
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porte sur les aspects phénoménologiques de la dgnardes rotors classiques en flexion, les
sources d’excitation extérieure d'un rotor, les systemes sous excitations paramétriques, les
rotors dissymétriques, les paliers hydrodynamiques, les rotors soumis a des excitations de
type sismique, aléatoire ou choc, a des mouvements sinusoidaux du support, I'effet de
flexibilité de la fondation ainsi que les modeles et les méthodes numeériques associees. Elle
constitue la base sur laquelle la modélisation du rotor embarqué, la mise en équations du
probleme et les outils sont développés dans le cadre de cette these.

Le Chapitre Il s’intéresse a la modélisation des différents comupssd’'un systéme
rotor embarqué-palier hydrodynamique non linéaire et a la détermination de leurs
caractéristiques ainsi que de leurs propriétés meécaniques. Il s’agit de calculer les énergies
cinétique et de déformation ainsi que le travail virtuel correspondant aux éléments de base
d’un rotor (disque rigide, arbre flexible, balourd concentré, palier élastique) en présence de
six mouvements différents (rotations et translations) du support rigide.

Le Chapitre Ill a pour but de mettre en place les équations diffielées non linéaires

du second ordre qui décrivent le mouvement d'un systéme rotor embarqué-palier
hydrodynamique. Deux méthodes d’approximation numérique sont proposees pour établir les
équations du mouvement. La premiere est la méthode de RAYLEIGH-RITZ qui permet de
diminuer tres largement la taille du systéme d’équations différentielles pour mettre en
évidence la phénoménologie de la dynamique d’un rotor embarqué en flexion. La deuxiéme
est la méthode des éléments finis qui donne une description plus compléte du systeme
d’équations du mouvement pour cibler les applications industrielles.

Dans le Chapitre IV, des outils et des méthodes numériques sont d@fnisprévoir le
comportement dynamique de systémes de rotor embarqué. Suivant I'analyse considérée pour
les paliers hydrodynamiques (linéarisés ou non lin€aires) et les mouvements de rotation et de
translation déterministes imposés par le support, trois types d’équations différentielles du
mouvement peuvent étre distingués : les équations différentielles sont linéaires et non
linéaires a coefficients constants ou périodiques. Les équations linéaires du mouvement a
coefficients constants sont traitées par des outils quasi-analytiques, les autres par des outils
numéeriques.

Le Chapitre V consiste a appliquer les outils et les méthodesénigoes exposés dans
le Chapitre IV pour I'étude de stabilité et le calcul de réponeesées du rotor embarqué
excité par des mouvements déterministes de rotation et/ou de translation du support. Dans les
exemples d’application numériques proposeés, trois configurations de rotor embarqué sont
étudiées. Premierement, un rotor symétrique monté sur des paliers rigides est soumis au
balourd combiné avec des mouvements de rotation constante et de translation sinusoidale du
support. Deuxiemement, un rotor avec une dissymétrie géométrique due au disque, monté sur
des paliers rigides, est excité par l'effet de balourd et par des mouvements de rotation
constante et de translation sinusoidale du support. Troisiemement, un rotor symétrique monté
sur des paliers hydrodynamiques linéarisés/non linéaires est soumis a I'excitation due au
balourd et aux excitations sinusoidales de rotation ou de translation du support. L'influence
des différents mouvements du support sur le comportement dynamique de ces configurations
de rotor est analysée grace a des cartes de stabilité, des diagrammes de CAMPBELL, des
réponses en régime permanent, des orbites du rotor, des réponses temporelles, des
transformées de FOURIER rapides (FFTs), des diagrammes de bifurcation et des sections de
POINCARE.
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.1 Aspects phénoménologiques de la dynamique des rotors classiques en
flexion

Les machines tournantes jouent un réle primordial dans de nombreuses applications industrielles dans le
domaine des transports, des énergies et des technologies de la santé. Les rotors (composés d’éléments tournant
autour d'un axe) représentent leur élément clé.

Afin d’améliorer les performances et notamment le rendement, le coefficient de sécurité, I'entrefer d'air
et le jeu initial entre le disque et le stator doivent étre réduits. Par conséquent, la prédiction du comportement
dynamique des composants des machines tournantes doit étre de plus en plus effectuée soigneusement. Dans ce
contexte, la littérature comprend de nombreux livres étudiant un grand nombre de phénomenes reliés a la
dynamique des systemes de rotor rigides/flexibles et symétriques/dissymétriques montés sur des paliers
élastiques linéaires/non linéaires dans le cas d'un support fixe, voir, par exBrixplg,L31], LALANNE et
FERRARIS [99], GENTA [66,67], YAMAMOTO et ISHIDA [159] , BACHSCHMID et al. [11].

Le rotor est habituellement représenté par des poutres droites de sections constantes. L'étude des
vibrations d’'une poutre est un sujet relativement classig@eANNE et al. [100] ainsi queTHOMAS et
LAVILLE [153] abordent ce type de problémes comme un probléemeidanique des milieux continus.

Les rotors sont d’abord congus et dimensionnés a partir de la résistance des matériaux, c'est-a-dire qu'il
faut déterminer le diamétre minimal de l'arbre pouvant supporter le couple nominal fourni par un moteur
électrique par exemple. La prévision du comportement dynamique en torsion est ensuite effectuée pour éviter le
fonctionnement dans une plage de vitesse contenant des vitesses critiques de rotation. En outre, s'il y a des
régimes transitoires, comme par exemple le cas d'un moteur électrique lors du démarrage ou lors d'un court-
circuit accidentel, le comportement transitoire doit étre calculé. Cette prévision fournit donc un diametre de
I'arbre supérieur au diamétre minimal calculé dans le cas statique. La dynamique des rotors en flexion est enfin a
prendre en considération et ses équations sont souvent établies avec les équations de LAGRANGE.

Pour appliquer les équations de LAGRANGE, il faut tout d’abord écrire les énergies cinétique et de
déformation des composants du rotor. Le calcul des énergies nécessite quelques hypotheses et simplifications
détaillées pat ALANNE et FERRARIS [99] telles que la prise en compte des effets d'ineléieotation des
sections (poutre de TIMOSHENKO) et des effets gyroscopiques dans le calcul de I'énergie cinétique.

Puis, il s'agit d'approximer le champ de déplacements soit par la méthode de RAYLEIGH-RITZ, soit par
celle des éléments finis. La méthode de RAYLEIGH-RITZ utilise des fonctions de déplacement
cinématiquement admissibles sur tout le domaine, alors que la méthode des éléments finis fait appel a des
fonctions de forme qui approchent le champ de déplacements sur des sous-domaines.

Pour un nombre significatif de cas, la complexité de la géométrie et les conditions aux limites non
classiques des rotors industriels requierent l'utilisation de la méthode des éléments finis. En utilisant des
fonctions de forme appropriées relatives aux poutres modélisant I'arbre du rotdfEv&@ON et McVAUGH
[120]), les énergies élémentaires cinétique et de détmmaont exprimées en fonction des vecteurs des
déplacements nodaux et des vitesses nodales correspondantes des éléments finis modélisant les composants du
rotor. Les forces généralisées sont déterminées en établissant le travail virtuel des forces extérieures au rotor.

Les équations différentielles classiques du mouvement vibratoire du rotor en flexion sont linéaires a
coefficients constants et s’écrivent alors sous la forme matricielle suivante :

[M]{e}+[cl{d} +[K]{a} ={F (1} (1.1)

ou:

. {6} , {5} et{5} sont les vecteurs contenant les degrés de liberté et leurs dérivées d'ordres 1 et 2,

. [M] est la matrice de masse incluant les caractéristiques massiques et inertielles des composants du
rotor,

. [C] est la matrice incluant les caractéristiques d’amortissement des paliers et de I'arbre ainsi que les
effets gyroscopiques causés par la rotation du rotor,

. [K] est la matrice de raideur incluant les caractéristiques des paliers et de la flexibilité de I'arbre,

. {F (t)} est le vecteur des forces extérieures appliquées au systeme de rotor.

Les phénomenes de base caractéristiques de la dynamique latérale des rotors classiques (dans le cas d'un
support fixe) sont la stabilité dynamique, les fréquences naturelles, le diagramme de CAMPBELL et les réponses
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aux effets des forces d’excitation extérieure (forces synchrones de balourd, forces asynchrones et forces
harmoniques de direction fixée dans I'espace), voir, par exempl&ANNE et FERRARIS [99].

La recherche des valeurs propres et des vecteurs propres est une étape primordiale en dynamique des
rotors classiques. Les valeurs propres contiennent les amortissements modaux ainsi que les fréquences naturelles
du rotor et les vecteurs propres décrivent les formes modales en flexion (modes propres). Afin d’effectuer cette
recherche, il faut étudier le rotor en mouvement libre, c’est-a-dire résoudre le systéme d’équations différentielles
linéaires homogénes du mouvement (1.1). La résolution consiste tout d’abord a transformer le systéme du second
ordre en un systéme du premier ordre, c’est-a-dire que le systeme est d’abord mis sous forme d'état. Il est ensuite
ramené a un probléeme aux valeurs propres de la matrice d’'état de taille double du systeme d’origine.

Les valeurs propres sont des couples de solutions complexes conjuguées et ont deux a deux le méme
module. Elles comportent les coefficients d’amortissement propres (parties réelles) et les fréquences naturelles
(parties imaginaires positives et négatives) du rotor et prennent la forme suivante :

A =a £j2mf avec | =J-1 (1.2)

. &M a =—£f““2ﬂfi/«/1—{iamz) est le i®™ facteur d’amortissement visqueux modal &t la i°™
fréquence naturelle.

Selon les configurations de systéme rotor-palier, il est possible d'obtenir des valeurs propres purement
réelles, ce qui correspond a des modes propres stables et non oscillants.

Le mouvement libre d'un rotor sous l'influence de conditions initiales peut augmenter indéfiniment avec
le temps, c'est-a-dire qu'il est asymptotiquement instable. L'instabilité dynamique latérale est détectée lors de la
recherche des solutions des équations du mouvement sans second membre, c’est-a-dire lors de la résolution d'un
probléeme aux valeurs propres dont la forme est donnée par I'équation (I.2). La condition impose que si au moins
un des termes réels est positif, le mouvement du rotor est instable.

Les fréquences naturellet du rotor dépendent de sa vitesse de rotafibbren raison de ses effets
gyroscopiques et des impédances des paliers qui dépendent égalem@nt Lde représentation def en
fonction de la vitesse de rotatioR du rotor (telle quef = f (Q)) est le diagramme de CAMPBELL. La

vitesse de rotation du rotor devient une vitesse critique si une intersection des courbes des fréquences naturelles
avec les droites représentant les fréquences d’excitation extérieure est trouvée et si I'amortissement est assez
faible. En d’autres termes, le diagramme de CAMPBELL permet généralement d’évaluer les vitesses critiques
potentielles, c’est-a-dire prévoir les possibles résonances des réponses. Cependant, dans la plupart des cas, les
vitesses critiques réelles de rotation ne correspondent pas exactement a lintersection d’'une courbe des
fréquences naturelles du rotor avec la droite de la fréquence d’excitation et ne sont déterminées qu’a partir des
maximums des réponses au balourd ou a une force asynchrone en régime stationnaire (a vitesse de rotation
stabilisée). Une vitesse de rotation est considérée comme critique si elle est reliée a un facteur de surtension
suffisant. Ce facteur est obtenu par le rapport de 'amplitude due a la résonance a la largeur de bande a -3 dB et
doit étre supérieur a 2,5 selon les normes de I’American Petroleum Institute (API) de I'édition de 1995. Par
ailleurs, lorsque le rotor a un amortissement important, I'amplitude maximale de la réponse au balourd
correspond habituellement a une fréquence supérieure a celle obtenue avec le diagramme de CAMPBELL.

Les effets gyroscopiques générent des modes propres (et donc des fréquences naturelles correspondantes)
appelés « modes a précession directe ou positive » orbitant dans le méme sens que |Qratatiotor et des
modes propres appelés « modes a précession inverse ou négative » orbitant dans le sens opposé a celui de la
rotation du rotor. Il est alors nécessaire de séparer, par leur précession, les deux modes propres qui ont le méme
type de forme modale (deux modes propres correspondant a la premiére flexion du rotor par exemple). Dans le
cas, par exemple, d’un rotor symétrique monté sur des paliers isotropes (symétriques), seuls les modes propres a
précession directe sont excitables par le balourd (au méme titre qu’'une poutre sollicitée horizontalement ne peut
pas vibrer verticalement). La détermination du sens de la précession est effectuée par le signe du produit
vectoriel des déplacements calculés a deux instants différents. Le sens de la précession peut varier tout au long
du rotor et notamment au franchissement des nceuds de vibration.

En dynamique des rotors classiques, les forces d’excitation extérieure sont le balourd, la force asynchrone
et la force harmonique fixée dans I'espace. L’excitation synchrone due au balourd est une force centrifuge
tournant a la méme vitesse de rotat@nque le rotor, tandis que la force asynchrone est une force harmonique
d’amplitude constante tournant a une vitesse différente de celle du rotor. Le calcul des réponses et des orbites du
rotor dues aux forces d’excitation extérieure ne nécessite pas de connaitre ses valeurs propres et ses vecteurs
propres et est réalisé en résolvant les équations completes du mouvement. Ces derniéres sont directement
résolues avec les vecteurs des forces extérieures de type sinusoidal en cherchant leurs solutions particulieres de
type périodique sous la forme suivante :
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{o} ={5°} cosQ, t +{55} sinQ, t (1.3)

. Q,, est la fréquence de la force extérieure.

Les réponses en régime permanent (a vitesse de rotation stabilisée) a I'effet de balourd et a celui d'une
force harmonique fixée dans I'espace représentent les amplitudes maximales des vibrations par rapport a la
fréquence de I'excitation. La direction de la précession (figtite. 1.1) de la réponse orbitale a une force
extérieure peut étre déterminée a I'aide du produit vectoriel entre les composantes horizontale et verticale du
déplacement obtenues pour deux temps différents.

Dans le cas de paliers isotropes, le comportement dynamique du rotor est symétrique, c'est-a-dire que ses
fréquences naturelles sont égales a 'arrét et son orbite due a une force synchrone de balourd est classiquement
circulaire et de précession directe. Pour un faible amortissement, la réponse stationnaire du rotor au balourd
montre des vitesses critiques relatives a l'intersection de la dfoit€/60 (Q en tr/min) de la fréquence du

balourd avec les courbes des fréquences naturelles de précession directe. D'autre part, l'influence des
dissymétries en raideur des paliers (c’'est-a-dire des paliers anisotropes) sur la dynamique des rotors en flexion
est bien documentée. Si les raideurs dans les deux directions transversales sont différentes, le comportement du
rotor est dissymétrique, c’est-a-dire que les modes propres du rotor dans les plans vertical et horizontal ont des
fréquences naturelles distinctes a l'arrét. Ensuite, la réponse orbitale au balourd devient elliptique au lieu de
circulaire. En cas d’'un faible amortissement et d’'une dissymétrie en raideur des paliers, des phénomenes de
dédoublement de résonance sont détectés, c’est-a-dire que les pics de la réponse au balourd représentant les
vitesses critiques correspondent a l'intersection de la drbiteQ/60 avec toutes les courbes des fréquences

naturelles du rotor. De plus, un mouvement de précession inverse du rotor est observé dans certaines plages de
vitesse de rotation.

Enfin, quel que soit le type de paliers (isotropes ou anisotropes), les pics de la réponse stationnaire due a
une force harmonique de direction fixée correspondent aux fréquences naturelles du rotor pour une vitesse de
rotation considérée et un faible amortissement.

(a) (b)

FIG. 1.1 : Précessions (a) directe et (b) inverse da réponse orbitale d'un rotor
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.2 Sources d’excitation extérieure d’'un rotor

En raison de la nature des excitations appliquées aux rotors, la plupart d’entre eux peuvent étre considérés
comme des rotors embarqués principalement affectés a la fois par le balourd et par les mouvements du support.
Des rotors de générateurs, de pompes, de compresseurs et de turbines a gaz installés dans les centrales de
production d’électricité, des turbines d’aéronefs et de navires, des générateurs électriques de locomotives ainsi
que des turbocompresseurs de véhicules sont des exemples de rotors sur un support mobile.

Le balourd inévitable et indésirable est d( a I'excentricité du centre de masse le long de I'axe du rotor.
Les sources des balourds sur le rotor sont multiples. Elles peuvent étre dues aux inhomogénéités de matériaux,
aux défauts de fabrication, a 'assemblage des piéces tournantes ou aux conditions de service. |l est connu qu’un
balourd installé sur le rotor génere, dans le cas d'un support fixe, des forces tournantes proportionnelles a sa
masse et au carré de la vitesse de rotation.

Autrement dit, un des problémes vibratoires rencontré dans les machines tournantes est di au balourd
initial qui génére un déplacement important a certaines vitesses de rotation du rotor appelées «vitesses
critiques ». Par conséquent, il semble indispensable de compenser ce balourd pour assurer un fonctionnement en
toute sécurité.

La résolution du probléme de balourd consiste ponctuellement a ramener le centre de masse sur I'axe de
rotation, mais la difficulté rencontrée est que la distribution du balourd initial tout au long du rotor est continue,
arbitraire et inconnue. Comme le balourd n’est pas ponctuel, il est difficile de réaliser un équilibrage parfait. Une
définition plus rigoureuse est alors que I'équilibrage du rotor est I'opération qui cherche a réduire le balourd, ce
qui conduit a la minimisation de I'influence du balourd sur les vibrations du rotor, mais ne peut pas conduire
généralement a une annulation compléte (voir, par exemfile,et al. [155] KANG et al. [90,91]
LEVECQUE et al. [107]).

Les méthodes les plus utilisées sont la méthode Imatiéquilibrage et la méthode des coefficients
d’influence. La premiére utilise la réduction modale du balourd continu initial et le rotor est équilibré a ses
vitesses critiques mode apres mode, c’'est-a-dire il faut calculer les balourds de correction équilibrant un mode
déterminé sans déséquilibrer les modes inférieurs et supérighigLKA [69] . Elle requiert une bonne
connaissance de la base modale du rotor (qui est considérée comme un inconvénient car la modélisation de la
machine tournante est habituellement complexe) et est souvent utilisée pour des rotors a grande vitesse ayant un
grand nombre de vitesses critiques de rotation dans leur plage de fonctionnement. La deuxiéme est une méthode
expérimentale. Elle est ainsi trés largement répandue et la plus utilisée a ce jour pour des rotors a faible vitesse
ayant un petit nombre de vitesses critiques dans leur plage de fonctionnement. D’'une maniére générale, la
méthode des coefficients d’influence a pour but d’obtenir un balourd résiduel faible devant un balourd introduit
(d’essai) ensuite celui connu (correcteur), qui servira de référence et sera introduit dans les modeéles de rotor pour
une comparaison adéquate entre calculs et mesures expérimentalédAMEIOUDH [112], KANG et al.

[86,87] LEVECQUE et al. [107]). Les plans d’équilibrage, les vitesses d’équilijgrat les points de mesure de
vibrations sont les parameétres nécessaires a cette méthode. Ces parametres sont sélectionnés en fonction du
comportement dynamique d'un rotor étudié pour une certaine plage de vitesse de fonctionnement. Les
hypothéses suivantes sont considérées pour appliquer ladite méthode :

> la relation entre les déplacements du rotor et les forces dues au balourd est linéaire car les
équations différentielles du mouvement sont de type linéaire,

> le balourd initial, qui cause le déséquilibre, est supposé constitué de balourds discrets dans les
plans d’équilibrage.

L'équilibrage d'un rotor nécessite souvent un certain nombre de plans dépendant de la plage de
fonctionnement et de la répartition du balourd initial. L’expérimentation montre que certains plans sont plus
efficaces que d’'autres pour un cas donné. Un coefficient d'influence est déterminé expérimentalement par une
procédure itérative, c'est-a-dire a partir de la mesure des déplacements avant et aprés I'addition de balourds
d’'essai dans les plans d'équilibrage. Il est défini comme le rapport vectoriel des amplitudes vibratoires d'un
point de mesure au balourd d’essai choisi et situé dans un plan d'équilibrage pour une certaine vitesse
d’équilibrage. Dans le cas ou le nombre de points de mesure est supérieur a celui de plans d’équilibrage, la
méthode des coefficients d'influence est utilisée en introduisant une technique de moindres carrés pour
minimiser la norme quadratique des déplacements résiduels. Elle peut également étre améliorée avec
I'optimisation du choix des plans d'équilibrage et avec la possibilité de pondérer les points de mesure
(MAHFOUDH [112]). L'inconvénient majeur est que ce type d'équild@anécessite un grand nombre de
démarrages-arréts pour caractériser la machine tournante.

Les rotors peuvent étre également soumis a des mouvements déterministes extérieurs fréquents de leur
support qui peuvent augmenter leurs vibrations en flexion et créer un comportement dynamique instable. Par
conséquent, un modéle dynamique de rotor, qui tient compte des excitations de multi-sources, est d’'un intérét
primordial au stade de conception afin de produire des machines tournantes aussi fiables que possible et d’'éviter
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une défaillance catastrophique au cours de la phase de fonctionnement. Depuis peu, des recherches ont été
consacrées a la conception et a la prévision du comportement dynamique de tels types de rotors.

Au début des années 200DJJCHEMIN et al. [47] calculent la réponse temporelle en utilisant la
méthode de RAYLEIGH-RITZ pour mettre en place les équations du mouvement d’un rotor embarqué soumis a
une vitesse angulaire du support qui augmente de maniére logarithmique jusqu’a atteindre la vitesse constante.
L'étude deLIN et MENG [109] est considérée comme une des premieres étudestpeua les rotors
embarqués dans des avions. Dans leur étude, ils prévoient I'influence des mouvements de translation a vitesse
constante et a accélération constante ainsi que de translation sinusoidale du support sur les réponses temporelles
d’'un rotor de type JEFFCOTT en présence de balourd.

1.3 Systémes sous excitations parametriques

Dans le domaine de génie mécanique, le comportement dynamique de plusieurs systemes linéaires est
gouverné par des équations différentielles avec des parameétres variables dans le temps, comme par exemple un
rotor géométriqguement dissymétrique, un arbre et une aube de rotor d’hélicoptére, un systeme a engrenages, etc.
Par conséquent, ce comportement comprend une instabilité paramétrique. Les conditions de fonctionnement du
systeme peuvent introduire des excitations paramétriques qui sont considérées comme des sources d’excitation
intérieure. Dans le cas d’excitations paramétriques déterministes de type périodique, les fréquences de ces

excitations peuvent générer différents types d’instabilité si elles sont proches d’une combinais®fi® dets
n°" fréquences naturelle§ du systéme, c’est-a-dir(efm * fn)/k (avecm, n=1,2,3..) ou le nombre entier

k définit 'ordre de l'instabilité.

Certaines études observent linstabilité des systéemes paramétriquement BXREHDZ et al. [16]
développent un banc d’essai expérimental permettant d’'observer les phénoménes de vibration latérale d’une tige
de forage causés par les couplages torsionnel-latéral et longitudinal-latéral. Comme montré dans leur travail, le
couple constant et la partie constante de la force de compression périodique diminue la fréquence latérale de la
tige considérée comme poutre encastrée-encastrée, tandis que celle de la force de traction périodique 'augmente.
De plus, l'influence de la force axiale est plus grande que celle du couple sur les fréquences naturelles latérales
et une excitation paramétrique ainsi que des régions d'instabilité latérale sont créées par la fréquence de la force
axiale. DUFOUR et BERLIOZ [50] accomplissent I'étude dBERLIOZ et al. [16] sur la dynamique d’'une
tige de forage. lls analysent les équations paramétriques variables dans le temps du mouvement du systeme et
prévoient la stabilité des poutres appuyée-appuyée, encastrée-appuyée et encastrée-encastrée sous des forces et
des couples axiaux périodiques en utilisant la méthode de RAYLEIGH-RITZ, la théorie de FLOQUET et
I'approche de-RIEDMANN [61] . Finalement, leurs essais expérimentaux permdgaerglidation des résultats
numériques.

Des systémes auto-paramétriques sont constitués de sous-systemes paramétriquement excités et couplés
de maniere non linéaire a des sous-systemes extérieurement excités. Quelques chercheurs se sont focalisés sur ce
type de systeme8ERLIOZ et al. [17] prévoient numériquement et expérimentalement @dgue6. 1.2) la
bifurcation de solutions des équations différentielles non linéaires du mouvement avec des parametres
périodiques pour un pendule embarqué. La stabilité et la bifurcation (de type doublement de période) des
solutions semi-triviales sont étudiées par une approximation trigpnométrique basée sur la méthode de la balance
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FIG. 1.2 : (a) Diagramme schématique et (b) photo dbanc d’essai présenté par BERLIOZ et al. [17]

10 INSA de Lyon LaMCoS

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0087/these.pdf
© [M.Z. Dakel], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



CHAPITRE | : Bibliographie et état de I'art

harmonique et le calcul symbolique de la matrice de transition d’'état de la théorie de FLOQUET basé sur
I'expansion polynomiale de CHEBYSHEV. Les équations du mouvement sont intégrées par la méthode de
RUNGE-KUTTA et des mouvements 1/2 sous-harmoniques, quasi-périodiques et chaotiques sont observés.
Enfin, la corrélation entre les résultats numériques et expérimentaux est bonne.

L’excitation paramétrique du systéme dynamique peut étre de nature aléatoire et sa stabilité est examinée
par des méthodes différentes de celles utilisées pour une excitation paramétrique périodique (déterministe).
SUBRAMANIAN et NARAYANAN [148] vérifient la stabilité d’un systéme gyroscopiqudeux degrés de
liberté sous des excitations paramétriques aléatoires en utilisant une approche analytique basée sur le moyennage
stochastique et appelée « stabilité des moments statistiques » de la réponse du kystehe.et SRI
NAMACHCHIVAYA [121] étudient la stabilité presque slre d'un systemesgpgpique (arbre tournant) a
deux degrés de liberté soumis a des excitations axiales aléatoires de type bruit blanc et bruit réel et déterminent
ses frontieres en appliquant une méthode basée sur le calcul du plus grand exposant de LYAPUNOV.

|.4 Rotors dissymétriques

Le terme « rotor dissymétrique » recouvre plusieurs phénomeénes différents. En effet, la dissymétrie peut
se trouver au niveau du disque, de I'arbre, du palier. Le disque considéré comme rigide peut posséder des inerties
de masse différentes selon ses axes principaux d’inertie, comme par exemple celui d’un vilebrequin. L'arbre
présente une dissymétrie géométrique s'il n'est pas de section circulaire sur toute sa longueur. C'est, par
exemple, le cas de certaines machines électriques qui posseédent des rainures ou des méplats pour permettre
I'enroulement des bobinages de l'inducteur. Ceci entraine principaleamendifférence d’inerties de section
suivant les axes principaux d’inertie de section de l'arbre. Le palier est dissymétrique ou encore anisotrope s'il a
des caractéristiques d’amortissement et de raideur différentes par rapport aux deux directions orthogonales
(horizontale et verticale). Les paliers a film d’huile, qui sont trés largement utilisés dans les applications
industrielles, présentent cette propriété.

Dans le cas ou la dissymétrie géométrigue du disque ou de l'arbre est présente, les équations du
mouvement en flexion d’un rotor en régime permanent sont des équations de type particulier. En effet, il y a au
moins une des matrices du systéme étudié qui posséde des termes périodiques fonctions du temps de période
T=r/Q (ouQ est la vitesse de rotation du rotor). Ces équations sont appelées « équations différentielles a

coefficients paramétriques périodiques ». Ces derniers peuvent étre des producteurs d’'une instabilité dynamique
latérale.

La dissymétrie due au disque, a l'arbre et/ou au palier est traitée dans certains B&MURA [65]
cherche des changements de repére basés sur I'utilisation de coordonnées complexes pour transformer le systeme
d’équations différentielles a coefficients périodiques en un systéme a coefficients constants et calculer la réponse
d’'un modeéle éléments finis de rotor dissymétrigBelILHEN [71] ainsi queGUILHEN et al. [72] notent que
les équations différentielles du mouvement sans coefficients paramétriques périodiques peuvent étre obtenues
soit dans le systeme de coordonnées inertiel, soit dans celui mobile avec le rotor. La stabilité dynamique du rotor
est étudiée en utilisant la théorie de FLOQUET et sa réponse au balourd est calculée avec le schéma de
NEWMARK.

KANG et al. [85] modélisent des systemes rotor-palier en employastéements finis de poutre de
TIMOSHENKO et en prenant en compte la dissymétrie du disque, de I'arbre et/ou du palier. lls montrent que les
vitesses critiques peuvent varier en fonction des différents angles entre les axes majeurs de disque et d’arbre, de
la dissymétrie de I'arbre ainsi que des caractéristiques du HEEY-SAYETTAT [15] étudie I'influence de
la dissymétrie de I'arbre et du tremblement de terre sur le comportement dynamique d’un rotor. Dans le cas d’'un
arbre dissymétrique, les équations du mouvement sont développées dans le repére galiléen (fixe dans I'espace) et
dans le repére tournant en utilisant les méthodes de RAYLEIGH-RITZ et des éléments finis. En employant la
théorie de FLOQUET pour la stabilité dynamique et la méthode de NEWMARK pour la réponse forcée, le
comportement d'un turboalternateur d'un porte-avions est prévu dans le cas d'une dissymétrie répartie
(bobinages) et d’'une dissymétrie locale (fissuf@NG et al. [88] expriment les équations du mouvement dans
le repére tournant pour un rotor avec une dissymétrie due au disque rigide, a I'arbre flexible et/ou aux paliers
linéaires anisotropes. lls présentent une méthode de matrice de transfert modifiée (modified transfer matrix
method) afin de déterminer les frontieres de transition entre les régions stables et instables en fonction de la
dissymétrie de I'arbre et des caractéristiques des pdlieEset LEE [104] développent une théorie efficace de
test modal dans le domaine complexe pour des systemes de rotor géométriquement dissymétrique dont les
équations du mouvement ont des termes périodiques variables dans le temps lorsqu’elles sont exprimées par
rapport au systéme de coordonnées stationnaire (inertiel). Leur idée clé est que I'utilisation de ce dernier est plus
sensible que celle du systéme de coordonnées tournant dans I'application de I'approche proposée puisque les
excitations imposées au rotor et ses réponses sont habituellement mesurées dans le systéme de coordonnées
stationnaire GRISIN [70] étudie les effets du couplage torsion-flexion et dessymétries géomeétriques sur le
comportement dynamique de pompes a vide constituées de deux rotors paralleles engrenés supportant des lobes
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(disques dissymétriques). Il calcule les réponses dynamiques des rotors en régimes permanent et transitoire (lors
d'une montée en vitesse de rotation) en employant des méthodes de résolution numérique pas a pas dans le
temps pour les équations du mouvement et identifie les zones d'instabilité grace a la théorie de FLOQUET.

ONCESCU et al. [123]généralisent une procédure de discrétisation paréidnode des éléments finis
pour les systemes rotor-palier afin d'inclure les effets de la dissymétrie de I'arbre et/ou du palier. lls donnent les
matrices correspondant a I'élément fini d’arbre dissymétrique et appliquent la méthode de matrice de transfert
temporelle (time-transfer matrix method) basée sur la théorie de FLOQUET pour les équations linéaires de
mouvement avec des coefficients périodiques, exprimées dans le repére inertiel. Comme montré dans leur étude,
la méthode indiquée est un moyen commode pour prévoir le comportement dynamique des systémes rotor
dissymétrique-paliedlNANDI et NEOGY [115] proposent une analyse efficace de stabilité posrndedéles
éléments finis de rotor dissymétrique basés sur la poutre de RAYLEIGH et vérifient si un rotor instable peut étre
stabilisé a l'aide d’un amortisseur visqueux isotropABUNCU et EVRAN [132] étudient la stabilité du
mouvement d’'une aube dissymétrique induit par une excitation paramétrique latérale en utilisant des éléments
finis de poutre de TIMOSHENKUO. lls discutent les effets du coefficient de cisaillement (coefficient de réduction
de section), de la variation de la longueur de poutre, de la vitesse de rotation et du couplage di a la distance entre
le centre de flexion et celui de gravité sur les régions d’instabilité dynamique.

Des études théoriques et expérimentales pour les résonances intérieures et isolées d'oscillations
paramétriques et forcées non linéaires d'un rotor dissymétrique avec des caractéristiques de raideur non linéaires
sont effectuées paBHIDA et al. [83]. Plus recemmenBbIDIER et al. [44] étudient, a I'aide de I'expansion en
chaos polynomial avec la méthode de la balance harmonique, les réponses dynamiques non linéaires d'un rotor
comportant plusieurs parametres incertains, dont la dissymétrie géométrique de I'arbre.

1.5 Paliers hydrodynamiques

La prévision du comportement dynamique d’'un systéme mécanique dépend de sa nature linéaire ou non
linéaire. Sa conception ou la mesure de phénoméne vibratoire sont de précieux indicateurs pour évaluer la
présence de non linéarités. Par exemple, le spectre fréquentiel d’'un systéme linéaire forcé montre des raies
correspondant aux fréquences de I'excitation, alors que celui d’un systéme non linéaire s’enrichit de sous- et sur-
harmoniques.

En raison de la complexité de I'analyse non linéaire en dynamique des rotors, il a été fréquemment choisi
de traiter des modeéles non linéaires simples. Par exe@pl®] et NOAH [27] publient des formulations
analytiques du probléme non linéaire qui proviennent de la méthode de la balance harmonique et justifient la
nature générale des réponses sur-harmoniques et sous-harmoniques d'un systeme dynamique simple de rotor
avec une non linéarité de type jeu de fonctionnement radial interne (défini comme I'entrefer entre le rotor et le
roulement) et un frottement dans les roulemenitédRICH utilise une intégration numérique d’'une formulation
différences finies pour montrer I'apparition de réponses sous-harmoniques d’ordrgs2]estéchaotiqueg53]
dans un systéme non linéaire de rotor JEFFCOTT a haute vitesse de rotation avec une non linéarité de type jeu
radial de roulementKIM et NOAH [94] analysent la bifurcation de réponse dynamique datorrde type
JEFFCOTT avec une non linéarité due au jeu radial de roulement (i.e., raideur linéaire par morceau). Au cours
du temps, les modéles non linéaires sont devenus plus développés. Par ékimpleNOAH [95] étendent
I’étude présentée daf#4] a un modéle éléments finis de rotor.

Dans de nombreuses applications d’ingénierie, le rotor est monté sur des paliers qui ne doivent pas étre
considérés comme des composants passifs, mais souvent comme des composants intervenant sur le
comportement vibratoire de la machine tournante, c’est-a-dire sur les vitesses critiques du rotor et sa stabilité
dynamique.

Les paliers hydrodynamiques sont couramment utilisés dans l'industrie et jouent un role clé dans la
conception de systémes de rotor car ils correspondent actuellement a une des bonnes solutions technologiques
afin d’améliorer la performance dynamique pour certains mécanismes qui sont rencontrés dans les moteurs
thermiques, les compresseurs, les turbomachines, les alternateurs, les réducteurs, etc. Les modéles de palier
hydrodynamique les plus simples sont constitués d’'un arbre de section circulaire qui tourne a l'intérieur d’un
alésage en présence d’huile lubrifiante.

Une prédiction précise des caractéristiques de vibrations des systémes rotor-palier doit étre faite et la
littérature est actuellement riche de travaux numériques et expérimentaux qui prévoient l'influence des
performances statiques et dynamiques des paliers hydrodynamiques sur le comportement dynamique des rotors.
De plus, ces performances sont prévues et rapportées dans la littérature a I'aide des formulations mathématiques
formellement établies. La contribution du palier est traitée et représentée comme des forces hydrodynamiques
extérieures exercées sur le rotor. Ces forces sont fortement des fonctions non linéaires des déplacements et des
vitesses du centre géométrique de I'arbre dans le palier. Si le rotor monté sur des paliers fluides est flexible et
modélisé, par exemple, avec la méthode des éléments finis, il est considéré comme un systeme dynamique a
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grand nombre de degrés de liberté avec des sous-structures non linéaires spatialement localisées. Alors que les
forces non linéaires du film de fluide agissent localement sur le systéme, la dynamique du rotor est
significativement affectée et entierement non linéaire.

HOLMES et al. [79] publient le premier article traitant le comportetnéynamique non périodique du
rotor dans les paliers courts hydrodynamiques non linéaires. lls concluent que des niveaux modérés du balourd et
des valeurs élevées de I'excentricité conduisent a une réponse non périodique pour une vitesse de rotation du
rotor au-dessus de la valeur du seuil d’instabilité produit par I'analyse de stabilité linédarHsEeSARI et
CHANG [93] montrent qu'il existe une région stable dans leleede jeu de palier court en dehors de laquelle
les conditions initiales pour le probléme dynamique transitoire non linéaire donnent une orbite instable méme si
le palier hydrodynamique doit étre stable selon I'analyse de stabilité linearseDE VORST et al. [156]
étudient un rotor flexible monté sur des paliers hydrodynamiques basés sur la théorie des paliers de longueur
finie. lls modélisent le rotor en utilisant la méthode des éléments finis et la méthode de synthése modale
(component mode synthesis method) qui décompose le systéme en un ensemble de sous-structures et réduit les
degrés de liberté en conservant ceux sur lesquels les non linéarités agissent. De plus, ils calculent les oscillations
auto-excitées (self-excited oscillations) et prévoient numériquement les réponses périodiques du rotor et leur
stabilité grace a la théorie de FLOQUEADILETTA et al. [1] dérivent les équations du mouvement d’un rotor
rigide sur des paliers courts fluides et les résolvent numériguement en employant la méthode de RUNGE-
KUTTA. lIs obtiennent des diagrammes de bifurcation et des réponses harmoniques, sous-harmoniques, quasi-
périodiques et chaotiques. Da1g, ces auteurs complétent leur travail présenté flHnst montrent que les
prédictions numériques et les données expérimentales s’accordent tré3dsgphénomenes dynamiques non
linéaires, tels que une bifurcation de type quasi-périodique et un phénomeéne de saut, sont ideztfEN @ar
et HASEBE [164] pour des systéemes de rotor flexible montés sumpdéers hydrodynamiques elliptiques et
modélisés avec la méthode des éléments finis basée sur la théorie des poutres de TIMOSHENKO.
[108] étudient un rotor de type JEFFCOTT supporté supdésrs infiniment longs a film d’huile afin d’obtenir
des orbites périodiques, leur période et leur stabilité a I'aide de la méthode de tir généralisée (generalized
shooting method).
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FIG. 1.3 : (a) Modéle d’un rotor rigide monté sur des paliers elliptiques hydrodynamiques non linéaires et
(b) diagramme de bifurcation en fonction de la vitesse de rotation [135]
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ZHAO et al. [162] prévoient la stabilité linéarisée et présentent comparaison entre des réponses
linéaires et non linéaires au balourd pour un systeme rotor flexible-palier hydrodynamique modélisé par la
méthode de masse localisée (lumped mass method) pour réduire les degrés de liberté. Plus rétertmaént,

[111] discrétisent un rotor flexible sur des paliers fegdnultiples en utilisant les éléments finis de poutre de
TIMOSHENKO. lls introduisent I'approche de contrainte variationnelle (variational constraint approach) et la
méthode des éléments finis isoparamétriques pour résoudre I'équation de REYNOLDS et calculer les forces du
film d’huile et leurs jacobiennes. Par ailleurs, ils présentent des orbites harmoniques et sous-harmoniques
(doublement de période du mouvement).

Des réponses harmoniques, sous-harmoniques, quasi-périodiques et chaotiques ainsi que leurs sections de
POINCARE sans/avec des diagrammes de bifurcation sont étudiées pour :

> un rotor rigide sur des paliers courts hydrodynamique8B&WN et al. [19],

un rotor flexible sur des paliers longs aiEN et YAU [24],

un modele éléments finis de rotor sur des paliers elliptiqueBHaNG et HASEBE [163],
un rotor flexible sur des paliers courts pakU et al. [160]etCHEN et YAU [25],

un rotor rigide sur des paliers elliptiques (figlié&. 1.3) parSHEN et al. [135]

YV V. V V V

un rotor rigide symétrique sur des paliers a patins oscillantsipat al. [110],
> un rotor rigide vertical supporté sur des paliers courts hydrodynamiquésipat al. [136]

Le comportement dynamique de réducteurs a engrenages sur des paliers hydrodynamiques est analysé
dans plusieurs étudesISHOR et GUPTA [98] utilisent des caractéristiques analytiques noralhes pour des
paliers longs hydrodynamiques et les introduisent dans un modele rotor rigide-palier avec un modéle simplifié
d’engrenages a dentures droitB&AGUET et VELEX [12] combinent un modéle éléments finis d’arbre basé
sur la théorie des poutres de TIMOSHENKO avec les non linéarités de I'engrenement et des paliers. Ces non
linéarités sont représentées par une raideur d’engrénement a dentures droites et des forces des paliers courts
hydrodynamiquesBAGUET et JACQUENOT [13] étendent I'étude présentée ddmg] pour inclure des
engrenages hélicoidaux ainsi que des paliers hydrodynamiques de longueur finie et analysent de maniére
paramétrique les orbites de I'arbre, les coefficients dynamiques de chargement de la denture ainsi que les forces
hydrodynamiques.

Certains travaux effectuent I'analyse dynamique non linéaire d'un rotor d'un turbocompresseur en
présence de paliers hydrodynamiques de points de vue numérique et expérimei@aliiet al. [68].

1.6 Rotors soumis a des excitations de type sismique, aléatoire ou choc

Plusieurs études se sont concentrées sur le comportement dynamique d’un rotor sous des excitations de
type sismique, aléatoire ou choc de son support.

SONI et SRINIVASAN [142] présentent I'analyse dynamique d'un rotor rigidentéosur des paliers
hydrodynamiques linéarisés et soumis a des excitations sismiques de rotation et de translation du support. Leur
travail montre bien l'intérét de la prise en compte de la rotation du support dans I'aSatysiévVASAN et
SONI [144] dérivent les équations du mouvement d'un systenwe-palier fluide excité par un tremblement de
terre et modélisé par la méthode des éléments finis basée sur une formulation de GALERKIN. lls étudient I'effet
de la vitesse de rotation, de la rotation du support ainsi que de la force et du couple axiaux sur la réponse
sismique du rotorSAMALI et al. [133] utilisent la simulation de MONTE CARLO pour simulégs
mouvements de tremblement de terre non stationnaires et pour déterminer les statistiques de la réponse des
machines tournantesiORI et KATO [80] examinent une réponse sismique d'un rotor de tfeFCOTT
supporté par des paliers a film de fluide et excité par une onde sismique et prévoient sa stabilité en calculant les
positions du disque et de I'arbre dans les paliers (en utilisant la méthode de RUNGE-KUTTA avec coefficients
de GILL). SUAREZ et al. [146]présentent (sans dérivation) les équations du nmered’'un modéle éléments
finis de rotor soumis a six composantes d’excitations du support et étudient sa réponse sismique. lls observent
que méme pour des entrées de rotation fortes, les termes paramétriques dans ces équations peuvent étre négligés
sans affecter la réponse du roBELEY-SAYETTAT [15] dérive les équations du mouvement d’un rotor dans
le cas d’'un mouvement du séisme pour un support rigide (mono-excitation) et un support flexible (multi-
excitation). Elle utilise une méthode spectrale avec des modes complexes pour résoudre les équations du
mouvementGAGANIS et al. [64] considérent que les coefficients des paliers nualires sont constants par
morceaux et modélisent les excitations dues au tremblement de terre comme un mouvement du support des
systéemes rotor-palier en utilisant les données du tremblement de terre d’'EL CENTRO. Dans leur travall, la
réponse et la variation des propriétés dynamiques des systémes de rotor discrétisés a I'aide de la méthode des
éléments finis sont prévueSHEN et ZHU [26] vérifient la faisabilité et la validité de certes stratégies du
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FIG. 1.4 : (a) Banc d’essai proposé par LEE et al.]J05] pour un rotor soumis a (b) un choc de type demi-
sinus généreé par un pot vibrant électromagnétique

contrdle actif des vibrations d’un rotor flexibleusol'excitation sismique non stationnaire d’'EL CENTRO afin
d’améliorer la performance dynamique robuste du rotor.

SUBBIAH et al. [147] obtiennent la densité spectrale de puissance (RE&Djplitude due a des
excitations aléatoires du support pour I'étude de la réponse du rotor en utilisant des méthodes d’analyse modale.
BACHELET et al. [7] développent une approche spectrale originale potedter sur le calcul de la densité
spectrale de puissance de réponse des rotors géométriquement symétriques et dissymétriques soumis a des
excitations aléatoires de translation du support. lls étudient aussi la stabilité d’un rotor symétrique dans le cas
d’'un mouvement de rotation aléatoire du support en calculant le plus grand exposant de LYAPUNOV et en le
comparant a zéro. Daij8], ils prévoient le comportement dynamique d’un rat@msymétrique soumis a une
excitation aléatoire de translation du support et appliquent la méthode spectrale itérative propd3¢@aians
approximer la réponse du rotor modélisé avec la méthode de RAYLEIGH-RITZ considérant seulement le
premier mode de flexion. lls discutent les résultats de I'approche spectrale a travers une comparaison avec les
résultats d'une simulation de MONTE CARLO. Ddg$, ils étendent I'étude présentée dé@@ls En d’autres
termes, ils utilisent quatre fonctions de déplacement (deux premiers modes de corps rigide et deux premiers
modes de flexion) pour appliquer la méthode de RAYLEIGH-RITZ a la modélisation du rotor et cherchent les
limites de I'approche spectrale itérative. Comme montré dans leur travail, ladite approche n’est pas applicable
aux équations du mouvement dont les coefficients paramétriques sont créés par la dissymétrie géométrique du
rotor. Dans[10], les auteurs complétent I'étude proposée dah®n ce qui concerne la rotation aléatoire du
support, c'est-a-dire qu’ils obtiennent la réponse forcée du rotor symétrique grace a la simulation de MONTE
CARLO car la méthode spectrale itérative n'est pas aussi applicable pour ce type d’excitation du support.

DUCHEMIN et al. [48] emploient la méthode de RAYLEIGH-RITZ afin d'étables équations
différentielles du mouvement en flexion d’un rotor excité par un choc angulaire de son support. lls comparent les
résultats numériques et expérimentaux pour mettre en valeur certains phénomenes de base, comme par exemple
I'effet de la vitesse et de l'accélération du mouvement du suppBH. et al. [105] proposent un modele
éléments finis de rotor basé sur la théorie des poutres de TIMOSHENKO en considérant une excitation de type
choc en translation du support et la méthode de NEWMARK basée sur la vitesse moyenne. lls se concentrent
aussi sur le comportement expérimental d’'un rotor (figui@. 1.4) sous cette excitation du support et le
comparent aux résultats numériques.

|.7 Effet de flexibilité de la fondation

Quelques travaux dans la littérature ont incorporé la flexibilité de la fondation dans la prédiction de la
dynamique des rotors. La modélisation de la fondation flexible est d’un intérét pratique puisque la disponibilité
d’'un modéle de fondation suffisamment précis est un atout important pour un fonctionnement et un équilibrage
efficaces.

L'effet de la fondation flexible sur le comportement dynamique des rotors est prévu de points de vue
théorique et expérimental, voir, par exem@&NELLO et BRENNAN [18]. KANG et al. [89] étudient
I'influence du support flexible (fondation) sur les caractéristiques dynamiques des rotors montés sur des paliers
linéaires en utilisant une modélisation de type éléments HIBVARDS et al. [51] vérifient de maniére
expérimentale une méthode qui identifie a la fois I'excitation et les paramétres du support flexible d’'un systeme
rotor-palier-fondation.
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FIG. 1.5 : Banc d’essai présenté par CAVALCA et al[21] pour un rotor monté sur des paliers
hydrodynamiques linéarisés et supporté par : (a) une fondation rigide, (b) une fondation flexible

FENG et HAHN [56] étudient la faisabilité d’identification des parareét modaux d’un carter rigide
avec un support flexible pour prévoir la réponse forcée du rotor au balourd. lls considerent que la procédure
suivie est pratiquement possible méme si aucunes études de sensibilité n'ont été effectuées afin de déterminer les
limites imposées par les positions supposées des axes principaux d'inertie duCéavter.CA et al. [21]
estiment expérimentalement (figuféG. 1.5) les paramétres modaux de la fondation via desbesulle réponse
en fréquence (frequency response functions (FRF)) et étudient I'effet de la fondation flexible sur les
caractéristiques dynamiques des systémes rotor-palier.

LEES et al. [106]parlent des techniques proposées dans la littérasgu’'a 2009 pour identifier un
modele fiable de fondation de la machine tournante et simuler la dynamique compléte de cette derniere. Par
ailleurs, ils discutent I'utilisation de ces modeles pour les défauts de détection et de quantifigeticet. al.
[76] établissent les équations du mouvement d’un rotec & rigidité élastique de son support. lls simulent le
comportement vibratoire du systéeme lors de la montée en vitesse et du passage de sa premiere vitesse critique de
rotation avec des conditions initiales différentes et discutent des analyses théoriques et expérimentales de la
vibration du rotor lors de « resonance capture » et de « pass-through ».

Les essais expérimentaux BENG et HAHN [57] complétent |le résultat présenté dEsy et montrent
gque méme avec des données d’entrée tronquées a deux chiffres significatifs, des identifications satisfaisantes
sont possibles pour une fondation flexible dans les machines tournaAtedl VA TUCKMANTEL et al.
[31] représentent la structure du support (fondatiooh dysteme tournant par des modes couplés et découplés
et testent les méthodes d'impédance mécanique (mechanical impedance) et de coordonnées mixtes (mixed
coordinates) pour calculer les réponses du systéme.

1.8 Rotors soumis a des mouvements sinusoidaux du support

A ce jour, peu de travaux dans la littérature s’intéressent a la prévision du comportement dynamique d’'un
rotor dans le cas d’'un mouvement harmonique de son support.

TAN et al. [152] développent les équations du mouvement d'une paandilever (encastrée-libre)
tournante attachée a un moyeu et soumise a une excitation du support en employant la théorie des poutres
d’'EULER-BERNOULLI et la méthode de RAYLEIGH-RITZ. lIs utilisent la méthode des échelles multiples
pour déterminer les régions d’instabilité et présentent des résultats numériques pour illustrer l'influence du
rapport du rayon du moyeu a la longueur de la poutre, de la vitesse de rotation stationnaire et de la fréquence de
I'excitation du support sur la stabilité dynamique du syst&eECHEMIN et al. [49] développent les équations
du mouvement en utilisant la méthode de RAYLEIGH-RITZ afin d’étudier les phénomenes de base d’'un modéle
simple de rotor sous une rotation sinusoidale du support (voir la figGre.6). lls appliquent la méthode des
échelles multiples pour observer la stabilité du mouvement du rotor et présentent des résultats expérimentaux
pour valider I'étude quasi-analytiguUeHATELET et al. [22] complétent le travail dBUCHEMIN et al. [49]
en ajoutant I'amortissement pour rétrécir les zones d’instabilité du rotor jusqu’a les faire dispariioe. et
al. [45] obtiennent deux équations couplées paramétriqguggescopiques du mouvement d’un rotor induit par
un mouvement de rotation harmonique du support en utilisant la méthode de RAYLEIGH-RITZ. lls décrivent
les orbites en utilisant deux méthodes de résolution des équations du mouvement (méthode de RUNGE-KUTTA
et méthode de formes normales). D'aprés leur travail, la comparaison entre des résultats numériques et
expérimentaux est assez satisfaisante.

EL-SAEIDY et STICHER [54] dérivent les équations du mouvement d’'un systerw r@ide-palier
linéaire/non linéaire soumis a un balourd tournant et a des excitations harmoniques du support selon ou autour de
directions latérales. Dans le cas de paliers linéaires, ils présentent des solutions analytiques et obtiennent les
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FIG. 1.6 : (a) Banc d’essai et (b) carte de stabilé pour un rotor soumis a une rotation sinusoidale du
support autour d’un axe horizontal [49]

réponses en fréquence (amplitude maximale des ihgatlu rotor par rapport a la fréquence de I'excitation du
support). Dans le cas d’'une non linéarité cubique de paliers, ils trouvent des résultats a travers un schéma
d’intégration temporelle et les discutent grace aux réponses temporelles, aux transformées de FOURIER rapides
(fast FOURIER transforms (FFTs)) et aux sections de POINCARE et al. [42]étudient le contrdle actif des
vibrations linéaires d’un rotor flexible excité par un balourd et un mouvement de rotation périodique du support.
lls effectuent le contrbéle avec une force électromagnétique fournie par un actionneur placé sur le stator dans un
plan approprié autour du rotor. Comme montré dans leur publication, une simulation numérique du systeme de
rotor flexible modélisé par des éléments finis de poutre de RAYLEIGH est effectuée et le contrdle actif est
fructueux pour éviter l'instabilité paramétrique latérale due a la rotation sinusoidale du support.

HAN et CHU [74] étudient la réponse dynamique linéaire d’'un systéober fissuré-palier sous des
rotations sinusoidales du support en utilisant un modele éléments finis basé sur la théorie des poutres d'EULER-
BERNOULLI. lls introduisent une méthode améliorée de la balance harmonique pour obtenir la réponse
stabilisée du systeme linéaire et discutent I'influence de diverses rotations du support, de I'amplitude et de la
fréquence des excitations du support ainsi que de la profondeur de la fissure sur le comportement dynamique du
rotor. Plus récemment, ces auteurs (J@B]) prévoient le comportement dynamique d’'un systemeators
couplés par des engrenages a dentures droites et soumis a des excitations de rotation sinusoidale du support. lls
montrent que lors d’'une rotation du support autour d'une des directions transversales, les amplitudes des
réponses pour cette direction sont lIégerement affectées. De plus, les fréquences des excitations du support et
leurs multiples sont trouvés dans les spectres de réponses du systéme de rotors.

1.9 Modéles et méthodes numeériques

1.9.1 Méthodes d’approximation numérique

Il s'agit d’employer certaines techniques d’approximation numérique lorsque le calcul d'une solution
analytigue d'un probléeme mécanique lié a des structures réelles est difficile ou impossible. Les simulations
numériques basées sur des méthodes d’approximation ont un formidable essor grace a la croissance de la
puissance des ordinateurs qui prennent de plus en plus d’importance dans les sciences et les recherches. En outre,
elles peuvent remplacer I'expérimentation car une fois bien maitrisées, elles sont moins chéres, plus rapides et
plus flexibles. Ensuite, elles permettent d’accéder a des informations difficlement mesurables ou de réaliser un
tres grand nombre d’'essais. Les méthodes d’approximation numérique sont utilisées dans la plupart des
domaines de la science, dont la dynamique des rotors, et il est donc trés important d’en avoir un apercu pour le
calcul approché des équations différentielles du mouvement de la structure dans la littérature.

Dans la méthode de masse localisée, la structure du rotor est discrétisée en un certain nombre d’éléments
et les déformations de chaque élément sont négligées. Par conséquent, une matrice de masse diagonale est créée
sans passer par l'intégration de la masse a travers les éléments déformés. Cette méthode est utilisée afin de
réduire le nombre de degrés de liberté du systeme de rotoZHAD et al. [162].

La méthode de RAYLEIGH-RITZ met en place un modele simple de structure d’un rotor déformable ou
non, possédant un nombre réduit de degrés de liberté, et définit les déplacements du rotor a I'aide du produit
entre des fonctions de déplacement et des variables du tempSUlaiHEN et al. [72], DUCHEMIN et al.
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[49], DRIOT et al. [45] et BACHELET et al. [8]. Elle permet d’examiner et de mettre en évidense le
phénomenes de base sur des exemples simples et de montrer I'influence principale des différents composants du
rotor sur son comportement dynamique.

La conception en utilisant un ordinateur ouvre les portes pour une technique appelée « méthode des
éléments finis » a appliquer a la modélisation des rotors et de nombreuses études contribuent a ce theme. La
percée véritable dans la modélisation d’un rotor par la méthode des éléments finis est préseatiEs@iret
McVAUGH [120] qui étudient un modéle appelé « poutre de RAYLEKsHrenant en compte l'inertie de
rotation des sections de l'arbre et les effets gyroscopiques dépendant de la vitesse de rotation du rotor. La
méthode des éléments finis donne une discrétisation et une description plus complétes du systeme a étudier grace
a un grand nombre de degrés de liberté. Elle est utilisée afin de prévoir le comportement dynamique des rotors
complexes et industriels dont les déplacements sont exprimés par des variables spatiales et temporelles séparées
comme pour la méthode de RAYLEIGH-RITZ. Ses formulations matricielles sont créées en intégrant les
fonctions de forme des éléments déformables. Méme si la modélisation en utilisant la méthode des éléments finis
peut rendre la formulation compliquée, elle est considérée comme référence pour valider les autres
approximations de discrétisation. Certaines variantes de la méthode des éléments finis existent, comme par
exemple la méthode basée sur la poutre soit de RAYLEIGH QMLESCU et al. [123] NANDI et NEOGY
[115], DAS et al. [42), soit ’'EULER-BERNOULLI (voirKIM et NOAH [95], VILLA et al. [157], DIDIER
et al. [44], HAN et CHU [74]), soit de TIMOSHENKO (voirNELSON [119], NEVZAT OZGUVEN et
LEVENT OZKAN [124], KANG et al. [85], CHEN et KU [23], ZHENG et HASEBE [163], BAGUET et
VELEX [12], LU et al. [111], SINOU [140], BAGUET et JACQUENOT [13]).

A la fin des années 1980, la méthode de modes assumés (assumed mode method (AMM)) identique a la
méthode d'expansion polynomiale généralisée (generalized polynomial expansion method (GPEM)) est
proposée paSHIAU et HWANG [137,138]. Ladite méthode décrit les déplacements en flexianrotor
tournant par une série de polyndmes. Elle peut étre appliquée aux systémes de rotor linéaires et non linéaires.
Les auteurs démontrent et valident son efficacité et la précision de ses résultats par comparaison avec la méthode
des éléments finis.

1.9.2 Analyse de stabilité des systemes paramétriques périodiques

Depuis le début de la deuxiéme moitié di"™@iécle, la stabilité dynamique de systémes d'équations
différentielles a coefficients paramétriques périodiques a été évaluée dans de nombreuses études. La littérature
est trés riche d’ouvrages et d’articles sur le sujet. A présent, la méthode du déterminant de HILL, la méthode de
perturbation et la théorie de FLOQUET sont les trois approches les plus fréquemment utilisées afin d’étudier la
stabilité du mouvement.

La méthode du déterminant de HILL est largement employée pour les systemes a petit nombre de degrés
de liberté et consiste a transformer le systeme d’équations différentielles homogénes en un systeme d’équations
algébriques de dimension infinie (a I'aide d’une solution sous forme de série de FOURIER) et a interpréter la
valeur de la partie réelle de la variable du polyndme produit lors du calcul du déterminant du systéme algébrique
rendu nul. Le principe de la méthode de perturbation est que si un systeme différentiel est différent d’'un autre
solvable seulement en ajoutant des termes de faible amplitude, alors leurs solutions sont supposées étre tres
proches. L’inconvénient est que cette méthode ne peut pas étre généralisée pour tous les systemes paramétriques.
Pour une description détaillée et compléte de ces deux méthodes, le lecteur peut consulter les ouvrages de
NAYFEH [117,118].

La majorité des travaux de recherche analysant la stabilité des machines tournantes avec des équations
différentielles a coefficients paramétriques périodiques et des non linéarités est basée sur I'emploi de la théorie
de FLOQUET. L'obstacle principal pour I'application de ladite méthode se trouve dans I'évaluation de la
matrice de transition d'état (matrice de monodromi&)lILHEN et al. [72] comparent alors trois méthodes
d'intégration temporelle (ADAMS MOULTON, RUNGE-KUTTA d'ordre 4 avec coefficients de GILL et
NEWMARK) afin de calculer la matrice de monodromie. Conformément a leur travail, I'utilisation de la
méthode de NEWMARK optimise la vitesse d’exécution et réduit le temps d’exécution d’un calcul sans impacter
la précision des résultats et la simplicité de mise en oseRIEDMANN et al. [62] proposent deux approches
numériques. La premiére approche est basée sur un schéma d'intégration temporelle de type trapézes développé
par HSU, c’'est-a-dire que la matrice d’état du systéme différentiel du mouvement est découpée sur une période
de I'excitation paramétrique en un nombre fini de sous-domaines sur lesquels elle est supposée étre constante.
Enfin, la matrice de monodromie est calculée grace au produit d’exponentielles de matrices obtenues par
intégration de la matrice d’'état sur chaque sous-domaine temporel. La deuxieme approche proposée est basée sur
un schéma d’intégration numérique de RUNGE-KUTTA d’ordre 4 a coefficients de GRIEDMANN [61]
donne une bonne révision des différentes techniques existantes dans la littérature jusqu’au début des années 1990
et teste certaines d’entre elles. |l montre que pour évaluer la matrice de monodromie, la méthode de HSU est plus
commode et plus concise que la méthode de RUNGE-KUTTA proposé¢s@ansHADER [92], FRULLA
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[63] et ONCESCU et al. [123]prévoient la stabilité du rotor en profitant desdés de=FRIEDMANN et al.
[62].

Méme si les méthodes d’intégration numérique sont considérées comme efficaces, elles nécessitent des
temps de calcul trés longs dans le cas de systemes a grand nombre de degrés de liberté (par exemple, des
modéles de type éléments finis). Pour cela, des auteurs cherchent d’autres moyens pour étudier la stabilité de tels
systemesFLOWERS et al. [59] proposent une approche combinant des résultatsiegrdaux et la théorie de
FLOQUET afin détudier la stabilité locale d’'un rotor monté sur des paliers non linéaires. Des sections de
POINCARE sont déduites a partir des données expérimentales et établies de maniére a déterminer les positions
d’équilibre pour le systeme de rotor non linéaire. Ces positions sont alors soumises a de petites perturbations et
la théorie de FLOQUET est appliquée aux équations différentielles du mouvement linéarisées autour des points
d’équilibre pour savoir si ces derniers sont stables ou RAICHAU et NIKISHKOV [14] proposent le
calcul de la plus grande des valeurs propres de la matrice de monodromie en employant I'algorithme
d’ARNOLDI sans calculer explicitement cette matridéANDI et NEOGY [115] décrivent le systéme
différentiel homogéne du mouvement sous forme d’état et suggérent d’exprimer sa solution sous forme d’'une
somme d’un nombre fini de fonctions trigopnométriques (cosinus et sinus). Les équations sont alors regroupées de
maniére a obtenir un probléme aux valeurs propres ou la matrice a inverser est diagonale.

1.9.3 Méthodes de résolution des eéquations du mouvement

Dans le domaine de la mécanique vibratoire, les équations en question sont celles du mouvement. Il s'agit
d’équations différentielles ordinaires temporelles du second ordre provenant de la semi-discrétisation via la
méthode des éléments finis par exemple. Pour la résolution des équations différentielles du mouvement et
I'analyse numérique des problémes linéaires et non linéaires de dynamique des rotors en flexion, le chercheur
peut distinguer les méthodes temporelles et les méthodes fréquentielles dans la littérature. Dans le cas
d’excitations extérieures périodiques, les méthodes fréquentielles permettent d’atteindre des régimes périodiques
(pour des systémes linéaires et non linéaires) ou quasi-périodiques (pour seulement des systémes non linéaires),
tandis que les méthodes temporelles permettent aussi d’atteindre des régimes chaotiques (pour seulement des
systémes non linéaires).

Les méthodes temporelles sont basées sur les schémas d’'intégration numérique pas a pas dans le temps.
Ces méthodes peuvent étre explicites et implicites. Dans le cas de méthodes explicites, I'expression des
grandeurs a l'instant actueHAt (ou At est le pas de temps) s'écrit en fonction des grandeurs calculées a
I'instant précédent , comme par exemple la méthode de RUNGE-KUTTA (M &ilONSARI et CHANG [93],
BROWN et al. [19], ADILETTA et al. [1] , CHEN et YAU [24,25], YAU et al. [160], ZHAO et al. [162],
SHEN et al. [135] LU et al. [110], SHI et al. [136). Dans le cas de méthodes implicites, I'expressien
certaines grandeurs a l'instant At est donnée en fonction des grandeurs aux instaetst + At , comme par
exemple la méthode de NEWMARK (vo#HENG et HASEBE [162,163] BAGUET et VELEX [12],
BAGUET et JACQUENOT [13]). L'inconvénient de la méthode de RUNGE-KUTTA estalje nécessite
d’écrire un systeme différentiel du second ordre sous forme d’état pour se ramener a un systeme différentiel du
premier ordre, doublant ainsi la taille des matrices et le nombre d’inconnues a calculer. En outre, les méthodes
explicites ou implicites sont nécessaires lorsque les réponses transitoires du rotor sont observées lors de la
montée en vitesse de rotation ou suite a un choc par exemple.

L'utilisation des schémas numériques nécessite des parameétres (par exemple, le pas de temps) qui
affectent fortement la précision des résultats calculés. Si les réponses stationnaires sont cherchées, les méthodes
temporelles sont généralement treés lourdes en termes de temps d’exécution d'un calcul et particulierement pour
des systemes dynamiques avec un faible amortissement parce que le calcul requiert un régime transitoire avant
d’atteindre le régime permanent.

Les méthodes d’intégration temporelle peuvent étre couplées avec certaines techniques afin de réduire le
temps de calcul lors de la recherche de réponses stationnaires périodiques et donc de faciliter la réalisation des
études paramétriques relatives aux réponses en fréquence d'un systéeme dynamique, comme par exemple la
méthode de tir (de shooting). Cette méthode est trés bien connue dans le domaine des mathématiques et son
emploi dans le domaine de la mécanique vibratoire est relativement récent. Elle consiste a résoudre
simultanément les équations différentielles du mouvement du systéme dynamique et le probléeme de valeurs aux
limites en deux points (two-point boundary-value problem) qui est une équation caractérisant la solution
périodique du systeme.

Certaines variantes de la méthode de shooting existent, comme par exemple une version sirhple (voir
et XU [108]), et une version combinée avec des techniques d#ngation, telles que la continuation
séquentielle ou la continuation par longueur d’arc, pour :

> approximer les orbites et les réponses dues a I'effet de balourd en fonction de la vitesse de rotation
du systéeme non linéaire de rotor rigide monté sur des amortisseurs squeeze-film et sur des paliers
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courts hydrodynamiques (vddBUNDARARAJAN et NOAH [149]) ou du rotor flexible discrétisé
grace a la méthode des éléments finis et monté sur des paliers courts fluides non linéaires (voir
SUNDARARAJAN et NOAH [150]),

> étudier la dynamique non linéaire de systémes discrets et d’une poutre cantilevEBEEDERS
et al. [125]),

> déterminer les réponses forcées non linéaires de poutres courbes isotropes et composites dont la
non linéarité provient des matrices de raideur dépendant du champ de déplacements (voir
IBRAHIM et al. [81]).

La méthode spectrale est considérée comme la plus ancienne mais également la moins réalisée des
méthodes fréquentielles. Cette méthode est employéalpevl et NELSON [3] afin de calculer la réponse
d'un rotor a la suite d’'une perte d’aube. Les auteurs utilisent une méthode spectrale issue de la théorie des chocs.
Cette méthode est considérée comme efficace mais reste linéaire : le comportement des paliers est considéré
comme linéaire et le contact possible entre le rotor et le stator n’est pas pris en E&RREIRA et SERPA
[58] proposent une méthode similaire mais cette foigpliguent a un systéeme de rotor non linéaire. Selon
I'hypothése faite dans leur article, la fréquence fondamentale a une importance prépondérante dans la réponse du
rotor et les harmoniques ont alors un effet du second ordre.

Comme pour la méthode de shooting, la recherche directe des solutions périodiques est couramment
effectuée grace a la méthode de la balance harmonique (HBM). Par ailleurs, cette derniére peut étre considérée
comme une méthode quasi-analytique parce que méme si elle peut complétement étre mise en ceuvre
numériquement, elle peut également étre améliorée par des développements analytiques. Ladite technique
consiste a décrire les solutions sous la forme d'une série de FOURIER contenant un certain nombre
d’harmoniques dans le cas d’'un systéeme dynamique non linéaire. Cependant, la solution périodique contient une
seule composante harmonique égale a la fréquence de I'excitation extérieure harmonique dans le cas d'un
systeme linéaire. Pour étre raisonnable et ne pas employer trop de composantes harmoniques, I'utilisation de la
méthode de la balance harmonique assume une certaine connaissance a priori du comportement dynamique du
systeme non linéaire et une expérience acquise par les expérimentations ou les simulations temporelles
préliminaires. Des perfectionnements sont proposés pour cette méthode afin de pouvoir prévoir des régimes
quasi-périodiques, ce qui peut étre rencontré, par exemple, quand diverses excitations extérieures périodiques de
périodes incommensurables sont simultanément appliquées au systeme dynamique.

Il'y a diverses variantes de la méthode de la balance harmonique dans la littérature, comme par exemple
une HBM simple pour étudier le comportement dynamique non linéaire d’'un systéme de rotor JEFFCOTT di
aux forces de contact frottant rotor-stator (VBiHU et ZHANG [28]), une HBM contenant un algorithme
d'alternating frequency/time (AFT) pour prévoir la réponse quasi-périodique d’un rotor de type JEFFCOTT aux
forces sinusoidales du balourd en présence d'une non linéarité due au jeu radial de roulemiéhil (8Dir
NOAH [96]) et pour prévoir les réponses non linéaires péyices au balourd et leur stabilité dans le cas d’'un
modele éléments finis de rotor flexible monté sur des roulements a billes engendrant des forces de rappel
fortement non linéaires dues au contact entre les billes et les bague¥IQoh et al. [157]), une HBM
associée a une technique d’AFT et appliquée avec la continuation par longueur d’'arc pour calculer la réponse
non linéaire périodique d’'un rotor entrant en contact avec le stator\(@ir GROLL et EWINS [158]) et
pour analyser la dynamique d’un rotor flexible modélisé par les éléments finis de poutres de TIMOSHENKO et
supporté par des roulements a billes avec une non linéarité de conta8ti{\M@u [140]).

Une autre variante de la HBM est la technique dite « de la balance harmonique incrémentale » qui est en
réalité équivalente a la méthode de balance harmonique standard alors qu’elle est |Iégérement plus compliquée a
mettre en ceuvre. Les premiers travaux liés a cette technique sont effectuds) parCHEUNG [101] ainsi
que LAU et al. [102]. Dans ladite technique, les termes non linéaires plus faciles a calculer parce que la
stratégie de NEWTON-RAPHSON est tout d'abord effectuée, ce qui linéarise les équations du mouvement.
LAU et al. [103] ainsi queKIM et CHOI [97] développent la méthode de la balance harmoniquépteul
(MHBM) afin de prévoir les vibrations non linéaires d'un rotor JEFFCOTT dans le cas d’'une non linéarité de
type jeu de roulement.

Comme autres méthodes fréquentielles, la méthode de collocation trigonométrique est trouvée dans la
littérature. NATARAJ et NELSON [116] combinent cette approche avec la technique de &satmodale en
vue d’analyser le mouvement périodique de grands systémes de rotor sur des paliers non linéaires a film de
fluide. ZHAO et al. [161] emploient ladite méthode afin de prévoir le compment dynamique et les
mouvements sous-harmoniques et quasi-périodiques d’'un rotor avec des paliers hydrodynamiques non linéaires.
Afin de traiter un systéme de rotor similaire, une approche hybride entre la méthode de la balance harmonique et
celle de collocation trigonométrique est proposéeSpaAU et al. [139].
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1.10 Apport et positionnement de la these

Un nombre important de travaux précédemment mentionnés traitent des systémes support-rotor excité.
Cependant, peu d'études se concentrent sur les rotors embarqués excités de maniére harmonique. De plus, ces
travaux se concentrent sur la construction de modéles simplifiés. L’adoption de ces modéles simplifiés facilite la
compréhension du comportement de tels systtmes dynamiques, mais elle est limitée dans les applications
pratiques et réduit la précision requise et 'adéquation satisfaisante entre les modeéles théoriques de rotor et ceux
réalistes sous les conditions de fonctionnement.

Les simplifications et les limitations les plus communes sont liées soit a la géométrie du rotor (par
exemple, le rotor de type JEFFCOTT, veiORI et KATO [80]), soit a l'utilisation de la méthode de
RAYLEIGH-RITZ au lieu de la méthode des éléments finis pour la discrétisation spatiale du modele de rotor
(voir, par exempleDRIOT et al. [45] et DUCHEMIN et al. [49]), soit aux rotors supportés par des paliers
élastiques avec des coefficients constants d’amortissement et de raideur (voir, par exéfpleal. [42] EL-

SAEIDY et STICHER [54] et HAN et CHU [74]), soit au type de mouvement du support (rotation ou
translation simple).

La présente étude surmonte les limitations précédentes et contribue a la construction d’'un modele
amélioré de rotor embarqué, c’est-a-dire qu’un rotor avec une dissymétrie géométrique due a I'arbre et/ou au
disque rigide est discrétisé en utilisant la méthode des éléments finis basée sur la théorie des poutres de
TIMOSHENKO, monté sur des paliers hydrodynamiques de forces extérieures calculées en utilisant I'équation
de REYNOLDS FRENE et al. [60), et excité par des mouvements déterministes casbdn support (trois
rotations et trois translations, voir la figuf&s. 1.7).

L'analyse des vibrations porte sur le comportement dynamique du rotor en flexion. Comme pour le
mouvement général de tout solide, les angles d’EULER sont ainsi employés pour décrire I'orientation de disque
ou d’'arbre par rapport au support rigide et mobile. L’hypothése de petits déplacements des points de la ligne
moyenne de I'arbre est prise en compte. Les énergies cinétique et de déformation ainsi que le travail virtuel des
différents composants du rotor flexible sont calculés. Des éléments finis de poutre de TIMOSHENKO contenant
les effets relatifs a l'inertie de rotation des sections droites, a l'inertie gyroscopique, a la déformation de
cisaillement d’arbre et a la dissymétrie géométrique du rotor sont considérés pour la modélisation dynamique du
rotor embarqué.

En utilisant la théorie des paliers courts afin d’obtenir les forces fluides a partir de I'équation de
REYNOLDS, deux modéles sont considérés pour le palier hydrodynamique :

> un modele linéarisé simplifié avec huit coefficients constants d’amortissement et de raideur,

> un modéele non linéaire ou le palier est traité comme des forces de restitution non linéaires agissant
sur l'arbre.

Les équations de LAGRANGE sont appliquées pour établir les équations différentielles linéaires/non
linéaires du mouvement vibratoire en flexion du rotor par rapport au support rigide qui représente un systeme de
référence non inertiel. Les équations du mouvement montrent des coefficients paramétriques périodiques dus a la
dissymétrie du rotor et des coefficients paramétriques variables dans le temps dus aux trois rotations du support.
Ces coefficients paramétriques sont considérés comme des sources d’excitation intérieure et peuvent créer une
instabilité dynamique latérale.

FIG. 1.7 : Six types de mouvements du support d’'unator

LaMCoS INSA de Lyon 21

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0087/these.pdf
© [M.Z. Dakel], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



CHAPITRE | : Bibliographie et état de l'art

Dans le cadre des travaux de recherche réalisés au cours de cette theése, trois configurations de rotor
flexible embarqué sont étudiées lors des mouvements de rotation et/ou de translation déterministes du support,
c'est-a-dire :

= Un rotor géométriquement symétrique sur des paliers rigides est excité par le balourd et par des

mouvements combinés de rotation constante et de translation sinusoidale de son support, voir
DAKEL et al. [33,41].

= Un rotor avec une dissymétrie géométrique due au disque et sur des paliers rigides est soumis a
I'effet de balourd et a une vitesse angulaire constante et une translation sinusoidale combinées du
support, voiDAKEL et al. [32,41].

= Un rotor géométriquement symétrique sur des paliers hydrodynamiques linéarisés/non linéaires est
soumis a I'excitation due au balourd et aux excitations sinusoidales de rotation et/ou de translation
du support, voiDAKEL et al. [34-40].

Des méthodes quasi-analytiques et numériques sont développées, optimisées et employées en vue de bien
pouvoir prévoir les comportements dynamiques linéaire et non linéaire des rotors embarqués soumis aux
excitations évoquées ci-dessus.

Finalement, I'analyse dynamique globale de ces configurations de rotor est effectuée grace a des cartes de
stabilité, des diagrammes de CAMPBELL, des réponses en régime permanent, des orbites du rotor, des réponses
temporelles, des transformées de FOURIER rapides (FFTs), des diagrammes de bifurcation et des sections de
POINCARE.
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CHAPITRE I

MODELISATION DES ROTORS EMBARQUES
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CHAPITRE Il : Modélisation des rotors embarqués

[1.1 Introduction

Depuis les 70 derniéres années, de nombreux travaux de recherche ont étudié la dynamique des machines
tournantes. Quelques études et ouvrages de référence peuvent étre cilédsANi [(54], RAO [131],
LALANNE et FERRARIS [99], GENTA [66,67], YAMAMOTO et ISHIDA [159] , BACHSCHMID et al.
[11]). Au cours du temps, la modélisation des rotolswts méthodes d’analyse dynamique ont progressé avec
les moyens de calcul.

Le but de ce chapitre est de donner les principales démarches permettant de modéliser un rotor dont le
support supposé indéformable est en mouvement déterministe connu. La modélisation conduit a I'établissement
des équations différentielles du mouvement du rotor nécessaires a la compréhension et a la prédiction de son
comportement dynamique.

D’une maniere générale, les composants de base du rotor sont les suivants (voir FGiglire) :
> le disque,

> I'arbre,

> le balourd,

> le palier,

> le support.

Le nombre de chacun des composants du rotor peut étre supérieur a 1. Cependant, dans le cadre de cette
these, le rotor contenant un seul arbre sera étudié. Ce type de rotors est appelé « monorotor ».

Le balourd est distribué de maniére continue et quelconque sur le rotor et provient des défauts de symétrie
qui peuvent avoir plusieurs origines. Une opération appelée « équilibrage de rotors » conduit & minimiser le
balourd installé sur le rotor mais ne peut pas complétement I'annuler. Les excitations prises en comptes sont
alors dues au balourd inévitable et aux mouvements imposés au support.

Les hypothéses suivantes sont retenues dans le cadre de ce travail :
> le disque est rigide,

> 'arbre est déformable et modélisé par des poutres droites homogénes, isotropes, élastiques
linéaires de sections constantes sollicitées en flexion dans deux directions orthogonales (directions
horizontale et verticale),

> le disque et/ou I'arbre peuvent étre dissymétriques,
> le balourd est modélisé par des masses concentrées (balourds discrets),
> les paliers supportant I'arbre sont flexibles et de type hydrodynamique non linéaire,
> le support du rotor est infiniment rigide et mobile,
> le rotor tourne a une vitesse constafite
Arbre
Disque :f"i /7 Palier
( ] E 1
-
/ Balourd
o
Support L ’ f
l
FIG. 1.1 : Composants mécaniques de base du rotor
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La prise en considération du mouvement du support peut modifier significativement la forme des
équations du mouvement d’un rotor en flexion par rapport a celles obtenues dans le cas d’'un support fixe. Afin
d’'entreprendre une modeélisation la plus simple possible, I'approche présent€8JPaiEMIN [46] est
adoptée. Il propose de modéliser un rotor a support mobile en considérant le mouvement du rotor par rapport au
support et celui du support par rapport au sol. Il s'agit d’étudier les déflexions transversales de la ligne moyenne
de I'arbre du rotor par rapport a un repére lié au support rigide.

Les deux effets secondaires de flexion suivants correspondant a la poutre de TIMOSHENKO sont a
prendre en compte lors de la modélisation de I'arbre du rotor :

> I'effet d’'inertie de rotation des sections droites introduit par RAYLEIGH,
> I'effet de cisaillement mis en évidence par TIMOSHENKO.

Ces deux considérations rendent le systéme étudié plus adapté a la réalité et permettent d’obtenir une
adéquation satisfaisante entre les résultats numériques et ceux expérimentaux.

Les démarches employées pour I'établissement des équations du mouvement sont inspirées de la théorie
décrite parLALANNE et FERRARIS [99] et présentées ci-apres. Tout d'abord, les syst@lme®férence
nécessaires a la description du mouvement d'un rotor embarqué sont définis et les vecteurs exprimant les
rotations entre ceux-ci sont calculés. Ensuite, le calcul des différentes énergies et du travail virtuel des
composants du rotor étudié est effectué comme suit :

> I'énergie cinétique d'un disque,

> les énergies cinétique et potentielle de déformation d'un élément d’arbre,
> I'énergie cinétique d'un balourd discret,

> le travail virtuel des forces extérieures dues a un palier.

De plus, une méthode numérique est choisie afin de décrire le mouvement d'un rotor embarqué en
fonction des coordonnées généralisées utilisées dans I'étude. C'est pourquoi deux principales approches sont
distinguées :

> la méthode de RAYLEIGH-RITZ utilisée dans un premier temps pour mettre en place un modéle

permettant de traiter des cas simples et d’étudier les phénoménes de base,

> la méthode des éléments finis utilisée dans un deuxiéme temps pour I'étude des systemes réels et
des applications industrielles.

Enfin, les équations différentielles du mouvement en flexion d'un rotor embarqué en régime permanent
(ceci est le cas d'un rotor lorsque sa vitesse de rotation est une constante) sont déduites des équations de
LAGRANGE appliquées par rapport aux coordonnées généralisées (aux degrés dedibeag3 la forme

suivante :

%[(‘%J-%&%:g (11.1)
ou :
. N, €stle nombre de degrés de liberté,
. i(l<i<n,) estle numéro du degré de liberté,
. T etU sont les énergies cinétique et potentielle,
. F, sont les forces extérieures correspondant,a
. le symbole « » désigne la dérivée par rapport au ternps

Des méthodes quasi-analytiques et numériques développées sont mises en place pour la résolution des
équations différentielles du mouvement.

L'étude du comportement dynamique d’un rotor embarqué s’effectue généralement avec les deux étapes
suivantes :

= La vérification de la stabilité du rotor en considérant certains parametres, comme par exemple la
géométrie du rotor, la présence de paliers amortis a comportement linéarisé ou de paliers a
comportement non linéaire.

= La détermination des fréquences naturelles, des vitesses critiques de rotation, de la réponse forcée
du rotor a des excitations extérieures (effet de balourd et/ou mouvement du support) de maniére a
donner les orbites décrites par les points situés sur la ligne moyenne de I'arbre déformé.
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CHAPITRE Il : Modélisation des rotors embarqués

[1.2 Définition et transformation des systemes de référence

Afin de pouvoir déterminer les positions et les énergies des composants du rotor, il faut définir des
systemes de référence qui simplifient I'étude. L'utilisation de plus d'un systéme de référence nécessite la
recherche des relations entre les différents systémes définis pour réaliser le changement de systéme de référence
(transformation des systémes de référence).

Remarque : les termes suivants remplacent le terme « systéanedfégrence » et donnent la méme
signification : « systéeme de coordonnées », « repére », « référentiel ».

Trois repéres cartésiens principaux présentés sur la figGrell.2 sont définis pour la prise en compte
de la mobilité du support du rotor lors de I'étude de la dynamique d’un rotor embarqué :

> R® (xg,yg ,zg) est le repére galiléen (fixe ou absolu) lié au sol,
> R(x,y,z) estle repére non inertiel lié au support rigide,
> R (x',y' ,z') est le repére local non inertiel (mobile avec le rotor lors de son fonctionnement) lié

au centre de masse du disque rigide ou au centre géométrique d'une section de I'arbre déformable.

Les pointsO?, O et O' représentent les origines des repdRés R et R respectivement.

Puisque le support du rotor est considéré comme rigide, il est modélisé uniquement par I'intermédiaire de
son référentielR. Les mouvements de rotation du support sont définis par les trois amgle8 et y
permettant de passer du repére galil&&nau repéreR . Les mouvements de translation du support sont définis
par les trois coordonnéeg, y3 et z3 du vecteur positiorﬂ% de l'origine O du repéreR exprimées dans le
repére galiléerR® .

A l'arrét, I'arbre du rotor n'est pas déformé et I'a®@y du référentiel attaché au suppd@ttest normal a

ses sections droites et coincide avec sa ligne moyenne (fibre neutre), c’est-a-dire que I'axe longitudinal de I'arbre
est Oy sur lequel le centre de masse du disque est situé. Dexiyset yOz sont des plans de symétrie du

disque et de l'arbre non déformé. Ain€ix, Oy et Oz du repereR sont des axes principaux d'inertie
correspondant aux moments principaux d’inertie du disque et de I'arbre.
Le rotor idéal, qui ne présente aucun balourd, tourne autour de@gxavec une vitesse constare

selon les hypothéses évoquées au paragraphe précédent. Par contre, le mouvement de rotation du rotor réel
s'effectue autour de I'ax®y' en raison des différentes déformées angulaires que I'arbre subit.

FIG. 1.2 : Définition des repéres utilisés pour lamodélisation du rotor embarqué
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CHAPITRE Il : Modélisation des rotors embarqués

Za 7
S \o'xc y
Ligne moyenne
[\ de l'arbre lors
| / du mouvement
X! |
o IW(y,t) cinit -
Y
| G
________ —
y

FIG. 1.3 : Déplacements en flexion du rotor exprimé& dans le repére lié au supporR

Dans le cas le plus général du rotor réel, ce deasesoumis a un mouvement en raison de sa rotation
et/ou de la mobilité de son support. Par conséquent, I'arbre devient déformé (sollicité en flexion dans I'espace) et
sa ligne moyenne ne reste pas confondue avec Oyxet devient une courbe.

Soit un point quelconqu€™ de la ligne moyenne de I'arbre non déformé de coordor(r(égso) dans
le repére lié au suppoR , c’est-a-dire qu'il représente le centre géométrique d’une section &pite I'arbre.
Il s’agit d’étudier ses déplacements en flexiofy,t) et w(y,t) respectivement suivant les axex et Oz du
repereR comme le montre la figurelG. 11.3.

Les déplacements latéraux dynamiquéy,t) et w(y,t) dépendent de la position du poi@t™ de la
fibre neutre de I'arbre non déformé selon I'axe longitudi@yl et du tempst, tandis que le déplacement
longitudinal v selon Oy est négligé, c'est-a-dire que la coordonnée suivant I'axe &yalest considérée
comme une constante temporelle par rapport au sugpaget seuls les mouvements de flexion de I'arbre par
rapport au support sont étudiés ici.

Lorsque le rotor est en mouvement, l'origi@® du référentiel localR se déplace du poin€™ au
centre géométriqu€ de I'arbre déformé comme présenté sur la figi@. 11.3. L’axe Oy' du référentielR

est normal & la section droi®, et les plans<O'y' et y'O'Z sont des plans de symétrie du disque et de I'arbre

déformé. Par conséquent, les ax®s, Oy' et OZ de R deviennent les axes principaux d’inertie du disque et
de l'arbre.

Notation : par la suite, afin de faciliter I'écriture des étjoas utilisées dans I'étude, les déplacements
u(yt) et w(y,t) seront abrégés par et w.

Remarque : puisque l'influence d’'une force axiale sur la flexide I'arbre est prise en compte avec la
matrice de raideur géomeétrique, seuls les déplacements dus a la flegibw sont considérés pour décrire le
mouvement du rotor.
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CHAPITRE Il : Modélisation des rotors embarqués

Comme il existe trois repéres pris en considération, deux changements de systeme de référence peuvent
étre exécutés par :

> la transformation du repére lié au suppBrten repére locaR' ,

> la transformation du repére galilé&i en repére lié au suppoR .

[1.2.1 Transformation du repére lié au support en repére local

En dynamique des rotors classiques, le passage du référentiel fixé au supmontéférentiel locaR
représenté sur la figufelG. 11.4 s'effectue par trois angles EULER , 6 et ¢ en faisant intervenir deux

référentiels intermédiaireR" (xil, y”,zil) et R® (xiZ,in,ziZ) .
Ces trois angles de rotation permettent de définir la rotation du rotor par rapport au support :

> une rotation d’un angley autour de I'axeO'z appelée « angle de précession » : le systéme de
référence R d’axes orthogonauxxyz est transformé en celuR: d’axes orthogonauxx:y"z"
défini tel que I'axe de coordonné@z coincide aved'z* (c’est-a-direO'z=0'z") et que l'axe
O'y" provient de lintersection du plagO'z avecxO'y,

> une rotation d’un angle? autour de I'axeQ'x" appelée « angle de nutation » : le systéme de
référenceR* d'axes x'y"z" est transformé en cellR? d’axes orthogonaux®y?z> défini tel
que l'axe de coordonnédd'x" coincide avedd'x? (c'est-a-direO'x* =0'x"2) et que I'axeO'z"
provient de l'intersection du plag'O'z avecZO'x',

> une rotation d’un angley autour de I'axeQ'y" appelée « angle de rotation propre » : le systéme
de référenceR: d’axes x2yz: est transformé en cellR d’axes orthogonaux'y'z défini tel
que I'axe de coordonnée&dy": coincide ave®'y' (c'est-a-direQ'yz =Q'y').

v

FIG. Il.4 : Passage du repere lié au supporR au repere localR' en utilisant deux repéres intermédiaires
R etR"
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CHAPITRE Il : Modélisation des rotors embarqués

= g —y’
(a) 1°" rotation y (b) 2°™ rotation @ (c) 3*™ rotation @
FIG. 1.5 : Angles d’'EULER pour le changement de regre

La figure FIG. II.5 montre des rotations simples autour des axes dansspace euclidien a deux
dimensions pour effectuer la transformation enReet R . Les relations de changement de repére sont

déterminées en décrivant les vecteurs unitaf«eg_'/ et z du repéreR en fonction des vecteurs unitaire;g,
? etZ du repéreR’ de la maniére suivante (VAGIRAN [154] et CRESPO DA SILVA [30]) :
. 1% rotation ¢ (figure FIG. 11.5(a))

)?=CO&//?‘£— sin//y‘f (1.2)
§/=sin(//;+ coswy‘f (1.3)
2=7 (11.4)

Les trois équations précédentes peuvent s'écrire sous la forme matricielle suivante :

—_

X cosy - siy X!
yb =|sing cosy y! (11.5)
P o o 1|7
R R
. 2°™ rotation @ (figure FIG. I1.5(b))
Xi = ¥ (11.6)
Vi =cosdy" — sirfz: (1.7)
7: =sin@y" + co¥z* (11.8)
alors :
Xl r1 o o
y't =[0 cosl -sirf|{y": (11.9)
2t 0 sind cod ||
R1 R2
. 3™ rotation @ (figure FIG. 11.5(c))
X2 =cos¢1?+ sirwg (11.10)
ye=y (I1.11)
7= —singaﬁ + cos;o? (1.112)
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CHAPITRE Il : Modélisation des rotors embarqués

L’ensemble des équations (11.10), (11.11) et (11.12) peut prendre la forme matricielle suivante :

|
|

XZ

cosp 0 sip
yel = 0 1 0 [y (11.13)
72 -sing 0 cosp||J
R? R

La relation entre les composantes d’'un vecteur quelco{w\z]}leexprimées dans le repeére lié au support

R et celles exprimées dans le repére IdRapeut alors se mettre sous la forme suivante :

- o
X cosy - siny 1 0 0 cog 0 sipl|X
yb =|sing cowy 0 co8 - sif 0 1 Oy (11.14)
7 0 0 1|0 sing co# |- sip O cagl| S
RI
c'est-a-dire :
{V}, = [Pf }{v} , (11.15)
avec :
cogy cogp— Siy S sip - s cOs aps @in  @Bin Bin @
[PRR‘]= sing cosp+ cogy sif si@  cgs cBs gin @n gos &in @ (I1.16)
—cosd sinp sin@ cosf cop
ou:
. [PRR‘] est la matrice de passage du repére lié au suppait repére locaR' dans un espace euclidien &

. . . . . . 17t . N
trois dimensions. Cette matrice est orthogonale. Autrement dit, son m&%&% est égale a sa
Z R T N N N o 4, .
transpose{ P ] ou le caractere & » sert a désigner la transposée d’'une matrice ou d’un vecteur.

La relation entre les composantes du vecl{el}r exprimées dans les deux dits repéres peut également
étre définie d’'une autre fagon comme suit :

(v}, =[P ] (v, =[05 Ve (1.17)

avec :
cosy cogp— Sy SiA sip s cgs- aps Ein @n—-  €0s ¢&i
[D; ] = —siny co¥ cosy co¥ sing (11.18)
cosy sinp+ siy si® cog s sp- cps €n @os  €os @as
ou:
. [I:I; ] est la matrice de rotation composée du r&Rompar rapport au support rigide .

Notation : la précession/ et la nutationd dépendent de I'abscisse d'un point quelconque de la ligne
moyenne de I'arbre non déformé selon I'a®g du référentielR et du tempg , tandis que la rotation propre
@ dépend uniqguement du tempsPour faciliter I'écriture des équations utilisées dans le cadre de ce travail, les
variablesy ett ne sont pas explicitement indiquées.

[1.2.2 Transformation du repére galiléen en repére lié au support
En définissant deux systémes de coordonnées intermédiRh’(axi3,yi3,zi3) et R“'(x“',y“',z“'), le

systeme de coordonnées lié au supd®riest relié au systeme de coordonnées galilB&na I'aide de trois
angles de rotatiomr , S et y comme illustré sur la figurglG. 11.6 .
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CHAPITRE Il : Modélisation des rotors embarqués

Ces trois rotations permettent de définir la rotation du support mobile par rapport au sol :

> une rotation d’'un anglexr autour de I'axeOz° : le systéme de référence d'axa$y?z® est
transformé en celui d’axes®y=z* défini tel que I'axeOz® coincide avecOZz® (c’est-a-dire
0z° = 0z°) et que l'axeOy* correspond & l'intersection entre les deux plg@z°® et x0y?,

> une rotation d’un anglgd autour de I'axeOx® : le systéme de référence d’axesyz* passe a
celui d’axesx" y“z* défini tel que I'axeOx* coincide avedx* (c’est-a-direOx® = Ox") et que
l'axe Oz* correspond a l'intersection du plag®z® avec zOx,

> une rotation d’'un angley autour de I'axeOy"“ : le systéme de référence d’axgsy“z* est
projeté en celui d’axesyz défini tel que 'axeOy* coincide ave®y (c'est-a-direOy"* = Oy).

De la méme maniére que précédemment, la relation entre les composantes projetées dans le repére fixe
R? et celles projetées dans le repére lié au sugpostexprime par :

M}, =[OF [V} (11.19)
avec :
cosa coy— simr Siff sip  sim cpsr a@s #n gin-  fos )Si
[DEQ ] = -sina cosB cosa cog3 sinf (11.20)
cosa siny+ siny sifB cog  sim si— cos g@n gos  Gos o
ou:
. [Dﬁg] est la matrice de rotation composée du suppdrt par rapport au soR® dans un espace

euclidien a trois dimensions.

Notation : les rotationsa, B et y dépendent du temps. Pour simplifier I'écriture des équations
utilisées dans le cadre de cette thése, la variaklet omise.

Zg:ZiABx °
a
-

p S

FIG. 11.6 : Passage du repére fixeR? au repére lié au supportR en utilisant deux repéres intermédiaireR’
etR"
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CHAPITRE Il : Modélisation des rotors embarqués

[1.3 Vecteur rotation instantanée

Le calcul des énergies des composants du rotor requiert I'établissement des vecteurs des vitesses
angulaires des systémes de coordonnées et des vecteurs position de leurs origines.

R
Le vecteur rotation instantanéex représente le vecteur de la vitesse angulaire du repéreRbgaar
rapport au repére fixé au supp®tet traduit la position d&® dansR. Il s’écrit alors par :

o =0% + gy +7 (I1.21)

Aprés avoir inséré les équations (I1.4), (11.6), (11.8), (11.10), (11.11) et (11.12) dans I'expression (11.21) pour

projeter cette derniére dans le repére IdRal les termes enx' , y' et Z sont regroupés de maniére a obtenir
I'expression suivante :

R

WR =(—(//cose sinp+ 6 coso)§+(¢/ siﬂ+¢)?+(¢/cos€ cogp+6 sirzp)? (11.22)

| | | . —R P A
Soient les composantes’ , o et «f du vecteur rotationur exprimées dans le repére loddl. Leur
expression est donnée par (VolkLANNE et FERRARIS [99]) :

o — cosf sinp+6 cop

—R | .

R =qa) o= Ysin+g (11.23)
af . (Y cosl cogp+8 sip o

—RY

Comme précédemment, le vecteur rotation instantan€éepermettant de passer du référentiel galiléen
R? a celui attaché au suppdr est exprimé dans le référentigl par :

o - cosp siny+ B coy
_RY
wr =@y = asingB+y (1.24)
| | dcosB coy+f3 siy ]
ou:
—RY
. W', o etaf sontles composantes du vecteur rotation instantaréaléfinies dans le référentiét .

| —RI - 7 Y TH
Soient les composantes;‘ , wy et wf du vecteurawr projetées dans le repére loddl. En utilisant
I'équation (11.17) exprimant la relation entre les repéRest R | il vient :

g 24 @
o = =[0% [{e’ (11.25)
o W)

o
Soit :
(a)XCOS//+a)y Sil’l/l) coso—((w‘ sigy — o’ cqs) sth+ o” c@% il
W = —(a)*singlj—wy cos//) cod+af siff (1.26)
((wxsinz//—a)y cos//) sirf + o coé) ccz;ss+(a)X cgs+ o’ w) T X

—RY
Enfin, le vecteur rotation instantané@: du rotor R par rapport au soR? exprimé dans le systéme de

—RY

—R
coordonnées locaR' représente la somme des deux vecteurs rotatioret wr=  présentés dans les équations
(11.23) et (11.26), c’est-a-dire :

g | e |
P VI A D S Y S (11.27)
af RI aé R\ 6()2 RI
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CHAPITRE Il : Modélisation des rotors embarqués

avec :

o =(6"+a/‘cosg//+wy sirw) coso—((w“ sigy — o’ cq&;) s'HHr(ngaf)cosH) sinp (11.28)
W’ =¢—(w‘ sing - &’ cos,//) co§+(¢/+af)sin6? (11.29)

o :((a)xsinz//—a)y cogy) sin’9+(z//+af)cose) cop+(0+w cog+w’ si) sp  (11.30)

II.4 Vecteur position de I'origine du repere lié au support

Les composantes du vecteur position abs@d® de I'origine O du repére lié au suppoR , exprimé
dans le repére galiléeR® , sont définies pax3, yd et z3. Il vient alors :

0’0 =1y
zcg) Rg

(11.31)

9
_ |0
9
(0]

En utilisant I'équation (11.19) exprimant la relation entre les rep&€®t R, le vecteur position absolue
0°0 exprimé dans le référentiel lié au suppBrts’écrit alors :

I RS X5
O0=1yot =[RE {8 (1.32)
%], 25 ) s
d'ou :
Xo :(xg cosa +yg sina) cosy—((xg sior —y3 cas) S+ 22 cﬂé $il (11.33)
Yo =-(x3sina - y3 cosr) cog+2z3 siff (11.34)
z, :(xg cosa + g sina) siry+((xg sim - y$ cos) Sii+ 22 cpﬂé P (11.35)
ou:
. X5, Yo €t Z, sontles composantes du vecteur position absof@ exprimées dans le référentiBl.

Dans ce qui suit, les équations sont présentées en fonction des composantes dxéabtaﬂoaf) et de

celles de translatio(lxo, yo,zo) du support ainsi que de leurs dérivées par rapport au temps.

—RI

Notation : les coordonnées), «’ et o’ du vecteur rotatiortor  ainsi que les coordonnées, y, et

z, du vecteur positionO’O sont variables fonctions du temps Pour simplifier I'écriture des équations
utilisées dans le cadre de ce travall, la varidbest omise.
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CHAPITRE Il : Modélisation des rotors embarqués

[I.5 Calcul des énergies et du travalil virtuel

A présent, il convient d'établir les expressions pour I'énergie cinétique d’un disque, les énergies cinétique
et de déformation d’'un élément d’arbre, I'énergie cinétique d’un balourd discret ainsi que le travail virtuel d'un
palier hydrodynamique dans le but de modéliser les composants du rotor embarqué et de déterminer leurs
caractéristiques.

Les énergies cinétique et de déformation sont calculées par un observateur localisé au sol et leurs termes
sont écrits par rapport au repere lié au suppRrt L'inertie de rotation des sections droites, linertie
gyroscopique, les déformations de cisaillement de I'arbre ainsi que la dissymétrie géométrique du disque et/ou
de l'arbre sont prises en considération.

[1.5.1Disque

D’aprés les hypothéses indiquéesRaragraphe 1.1, le disque est supposé rigide. Par conséquent, son
énergie cinétique est calculée et son énergie potentielle négligée.

Lors de la mobilité du rotor grace a sa rotation et/ou au mouvement de son support, I'Gfigihe
repére localR' li¢ au centre de masse du disque se déplace du 8ing celui C de la ligne moyenne de
l'arbre déformé. Les coordonnées de lorigi du repére localR lié au centre de masse du disque par
rapport au support sont exprimées dans le repéfégure FIG. 11.7) par :

0 Uy Uy
00, =OC™ +C™Q} =1y, ¢ +1 0+ =1y, (11.36)
0 R WoJr Wo  r
ou :
. u, etw, sontles coordonnées en mouvement transversal au centre de masse du disque.

La position de l'origine0, du repéreR par rapport au sol (position absolue) définie dans le repére fixé
au support mobileR est donnée par :

% Uy Uy +%
0°0, =0°0+00, =1{Yo 1 *1Ya{ =1Ya+Yo (11.37)

ZOR WdR Wd+ZOR

FIG. 11.7 : Coordonnées de I'origineO4 du repére localR' et d’un point quelconquePy du disque
exprimées dans le repére lié au support mobilg
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CHAPITRE Il : Modélisation des rotors embarqués

Considérons une masse élémentaing, du disque située au poif, dont les coordonnées par rapport
au repére locaR' sont exprimées par :

Xy
OlP, =1V, (11.38)
Z | 4

Donc le vecteur position du poif}, par rapport au soR® s'écrit :

0P, =0%0} +O,P, (11.39)

Le vecteur vitesse du poifi, par rapport au repére fix@® (vecteur vitesse absolue) est calculé par :

RY RY RY
-rR dO°P, do®0, . dO.P,
Vp, = = +
dt dt dt

(11.40)

L’énergie cinétiqueT, du disque peut maintenant étre déterminée par l'intégration de I'énergie cinétique
SRY

de la masse élémentaire considédég de vecteur vitesses, :

RY RY 2

1o (=R 1. | do°0, _ dO,P.
T, == dm, == 4 4 d .41
¢ ZJ%(Vde m Zjﬁh dt dt md (14D
soit :
1, [dooq " 2 1, [aop " 2 do°0] " do,p
== | == dm +=| | —49 dm, + e ——4d ( 11.42
T M e o+ e iR M a O (1l42)
ou:
. m, est la masse du disque.
Les trois termes de I'énergie cinétique du disque seront successivement calculés de la maniére suivante :
. 1* terme

Selon la formule de dérivation composée (formulB@&JR) reliant les taux de variation temporelle d’'un
vecteur par rapport a différents repéres (fixe et mobile), la dérivée temporelle du vecteur @3€¥jodu point
O, observé dans le repére fi®? s’écrit comme suit (voiHIBBELER [77]) :
R9 R Uy +%, W Uy +%
do*0, _do0), | —r _— | °
S = 4 00°0) =] Yo ¢ @ Oy e (1143)
Wd + ZO R a)z Wd + ZO R

R

Puisque la coordonnég, selon I'axe Oy du repére lié au suppoiR est considérée comme une
constante temporelle par rapport au support, sa dérivée temporelle par raBpestaulle. Le vecteur vitesse
de l'origine O} par rapport au référentiel fixB® projeté dans le référenti® est donc donné par :

R ud+xo+(Wd+Zo)a’y_(yd+yo)a’z UOL
=0 VoWt )@ (U rx)ef =Yy (11.44)
W+ 2o+ (Vg Yo ) 0~ (U + %)@ L i

Oy

do°0}
dt

R
ce qui conduit alors au calcul du premier terme de I'expression de I'énergie cinétique du disque décrite par
I'équation (11.42) :

R92

1p | do%C, ¢ (20 . . o .
E-[md - 4 m, =E.[mj(uéd +véd +W§',j)dm, :%(uéé +v§d +W02',j) (11.45)
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CHAPITRE Il : Modélisation des rotors embarqués

2é me

terme
En appliquant la formule de dérivation temporellardivecteur quelconque par rapport a un repére, la
dérivée du vecteu®, P, mesuré dans le référentiel fi®® s'écrit comme suit :

P o % Z,w - Yya,
d?;t% 99RO gR —an 00 =la) b Oyl = -(z;w;‘ -x;w;‘) (11.46)
| |
Gy e |y x|,
alors :
- RY 2
dO,P. ‘ 1\2 . )2 ! A%
o= (4 vt ) (de e ) (v -xe ) (1.47)

Aprés avoir développé I'équation (11.47) et regroupé les termes obtenus, il vient :

2

— R

dO,P. ‘
3| b)) )
2%, Yt @ ~2Y, 2,0 af —2%, 2,09 af
ce qui conduit au calcul de I'intégrale suivante :
ﬁRQZ
dO,P ‘ ‘
L drm=(fm,<v'f+zaz>dme)ws2+(Lh<x'f+zr>dmd)wf2+(fw<xf+vr>m)wf o0

-Z(I%XLyde)aﬁa%'- (J zddmd) (J xdzddmd)

En prenant en compte le fait que les a@x,, Oy, et O\z, sont les axes principaux d'inertie du

disque les produits d’inertie correspondant aux trois derniéres intégrales de I'équation (11.49) sont nuls. Le
deuxiéme terme de I'expression de I'énergie cinétique du disque donnée par I'équation (11.42) devient alors :

2

— LRY

1¢ | dOJP, L0 wo v vo . g

S| | dm, :E(|wa;;2+|ghag2+|nhw;2) (11.50)
ou:
. Ix , 1Y et 1. sontles moments d'inertie de masse du disque par rapport awOgXes O}y, et

0|z, du référentiel locaR .

. . ) ! | ~ N Lez . -z
Notation : comme les |nert|e$:h , Inyh et Ini sont égales a celles par rapport aux axes du référentiel lié

au supportR a I'arrét, leur écriture ainsi que I'écriture de toutes les inerties calculées par rapport au repeére local
R seront simplifiées en omettant le caractdrédans toute la suite du texte.

. H Lt H H 4
Remarque :si le disque est symétrique, il vient qqg =l -
3*™terme
Soit le troisieme terme de I'expression de I'énemjetique du disque calculé par :

RY RY RY RY RY
do°0,  dOP, d0°0! do P 4000 d{; ——.
995 gy, = d LI d —( oPd ) -0 (51
Ju at . T T J a T T J,, CiPuam, (11.51)

L'intégrale est nulle car I'origined), du repére locaR' est liée au centre de mas€e du disque qui
représente aussi son centre d'inertie.
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CHAPITRE Il : Modélisation des rotors embarqués

Apres calcul des trois termes trouves dans (11.42), I'énergie cinéfjguiel disque devient alors :
—_— 1 .2 2 .2 1 X | 2 y | 2 2 | 2
T"'Emd(”oﬁ"oﬁwos)*;('ww«? w1 @241 af?) (1.52)

Afin de distinguer les effets dus a I'inertie moyenne de masse du disque de ceux dus a l'inertie modélisant
la dissymétrie géométrique du disque, les notations suivantes sont alors utilisées :

o m
I == (1.53)
M = "l (11.54)
5 :
ce qui donne :
B R (11.55)
I =1 =1 (11.56)

Ainsi en présence d'une dissymétrie, les moments d’indz;fgieet Inzh sont différents et la contribution

IH H di A y HH 4 H 1 A H H Agr
de l'inertie I, aux deux quantités n’est pas nulle. En utilisant les équations (11.55) et (11.56), I'énergie cinétique

T, du disque s’écrit comme suit :

1 "
T, =70 () + 5 (178 (Yrt) # 16 () + 1A (36 1)) (1.57)

avec les fonctions, (y,,t), t,(yy.t), t;(yy.t) ett,(y,,t) définies par :

b (Yo t) =08, +V2 +WE (11.58)
t (Vo t) = * +af ? (11.59)
ty (Voo t) = ? (11.60)
ty(Vort) = * ~ e ? (11.61)

Le calcul de ces quatre fonctions est détaillé daasikexe Apour le cas ou I'abscisse est égalg a

Suivant les hypothéses évoquées darBaeagraphe 1.1, le rotor fonctionne a une vitesse de rotation
constanteQ . Donc la rotation proprep est remplacée pa@©t et sa dérivée(b par Q. Les déplacements
(ug,wy) et les rotationgy,,6,) ainsi que leurs dérivées par rapport au temps sont infiniment petits. Ainsi les

fonctions trigonométriques sont remplacées par leur développement en série de TAYLOR et les expressions
obtenues sont limitées a l'ordre 2.

L’expression finale de I'énergie cinétiquig du disque de centre de masse placé a I'abscisse arbitraire
y, suivant 'axeQy du référentiel lié au suppoR est alors :

Ty =Ty 4T+ Ty 0+ Ty, (1.62)
avec :
T = rT2"(><o+zowy (Yo + ¥a) &) + (Vo = 200 + %0t ) + (2 + (Yo + Ya) & =% )+ + i
+2(¥ + 200" = (Yo + Ya ) &) (Uy + Wy )+ 2(2 + (Yo + Vi) & = %) (v ~ Uy (11.63)
( -z, W+ xoa)z)(wda)x + udaf) + 2(UgWy = WyyUy ) 0’ + Wi +(ud2 +Wd2)wy2+ uf 2~ 2udwda)xaf)

T, :%(lﬂj + 67+ 20,00 = 20, - O, ) ' + 2,0 ~ (i~ 1) + (g + 67) 0P~ (67 -1) o (11.64)

20,00 + 2,00 - 6,07 ) o)
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CHAPITRE Il : Modélisation des rotors embarqués

T,,= %((Q + @) + i + 03P+ (Q+ o) (20,6, - (03 + 7)) - 2w - 6,07)) - Zz/ldedw‘af) (11.65)

Tos= _%(I/Idz _gdz - ngwx - 2(‘/’de + gd‘//d)a)y + 2,0 "'(‘//d2 _1)5‘)X2 _(‘//dz _6’(12)5‘))12_(Ha|2_]-)wz2
¥2p,6,00' 0 = 2(,00° + 6,07 ) ') cos Dt (166)

di

| . . .
—7”"(211/[,9[, + 2,0 + Ay, - 6,8,) 0 + 20,07 + 20,8, (w? - %) - (2 + 67 - 2) o
2(8,0 -y, ) )sin 2t
L’expression précédente de I'énergie cinétidyedu disque fait apparaitre les mémes termes classiques

que la dynamique des rotors en flexion dans le cas d’un support fixe :

= %(u§+w§) est I'expression classique de I'énergie cinétique due a la translation d'un corps

rigide de massen, dans un plan paralléle 20x .

mo

I .
= %((ﬂj +6?dz) correspond a I'énergie cinétique due a la rotation d’'un élément de moment d’inertie
I autour des axe®x et Oz.

y
= %QZ ne concerne pas les déplacements en flefignw, ) et donc n'a pas d'influence sur les

équations du mouvement. Il représente I'énergie cinétique du disque tournant a la vitesse constante
Q dans le cas ou les autres déplacements sont nuls.

= IéQz/Jde correspond a I'effet gyroscopique.
Ii 2 _ /2 di A i . ) . ) . L.
= —7(1,/4, -0, )cos At et -1, ¢,6,sin Xt représentent I'expression de I'énergie cinétique due

a la prise en compte de I'effet de la différence des inerties de masse du disque par rapport aux axes
Ox et Oz du repereR (effet de la dissymétrie géométrique du disque) et font apparaitre des
termes périodiques de période= 777Q dans les équations différentielles du mouvement.

Il est a remarquer une certaine symétrie des termes que I'expression de I'énergie cinétique du disque
contient. Cette symétrie est présentée comme suit :

=  Les déplacementgu,,w,) ainsi que les angles d’'EULERY,.6,) interviennent de maniére
équivalente. Ceci s’explique par la prise en compte du fait que Oyxelu repéreR représente
un axe de symétrie du disque.

= En outre, w* et & ont le méme effet sur les équations du mouvement, comme par exemple le

mo

I
terme%(w‘2 +af2) , tandis quew’ représentant la rotation autour de I'a®y du référentiel
R possede un role prépondérant. Le terffes (af(//d —afed) en est une parfaite illustration.
= Deux exceptions a cette symétrie sont a constater :

=) il manque le termelé(wy+§2)¢/d9d nécessaire pour correspondre au terme

Igh (wy +Q)z,//d9d . Cette dissymétrie se retrouve d'ailleurs pour un support fixe. Elle est
due au paramétrage et particulierement au choix des angles d’EULER.

=) Par ailleurs,& joue le méme réle queY dans le termelﬂ1 (wxz —a)“)wded sin 20t .
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CHAPITRE Il : Modélisation des rotors embarqués

[1.5.2 Arbre
D’'aprés les hypothéses présentéesPawagraphe 1.1, I'arbre est considéré comme flexible. Par
conséquent, il est caractérisé par son énergie cinétique et son énergie de déformation.

L’arbre est représenté par des poutres droites de sections droites supposées constantes et d'inerties de
section également supposées constantes.

11.5.2.1 Energie cinétique

Soit un élément d'arbre non déformé de longukuet de section droiteS, . Son centre géométrique
C'™ localisé sur la fibre neutre est de Coordonr(élay,o) dans le référentieR (figure FIG. 11.8).

Lors du mouvement du rotor, l'origin®' du repére localR lié au centre géométrique de I'élément

a

d’arbre se déplace du poir€™ a celui C de la fibre neutre de l'arbre déformé. L'énergie cinétique de
I'élément d’arbre peut étre obtenue en prenant un volume élémenigjrele trés petite longueudy . Ce

volume dV, peut étre considéré comme un disque d'épaisdgude sectionS, et de centre de masse situé au
point C de coordonnéeéu,y,w) dans le reper® (figureFIG. 11.9).

Y2

R S

A 4
<

la

FIG. 11.8 : Représentation d’'un élément d’arbre de gction droite constanteS,

ZAL

FIG. 11.9 : Coordonnées de I'origineO' du repéreR!' liée au centre géométriqueC d’un volume élémentaire
d’'arbre exprimées dans le repéréR
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CHAPITRE Il : Modélisation des rotors embarqués

La masse elémentairém, d’arbre et ses inerties €lémentaires de matsge, di; et di; exprimées

dans le référentiel locaR' sont alors données par :
dm, = p,dV, = p,S,dy (11.67)

diy = d.[ma(y'2 +2%)dm, = djv p.(y?+2%)av, = djv p,2%aV, = -[s. p,2'%dS,dy

(11.68)
=pa(ISa Z'ZdSa)dy=paléady
— 12 |2 — 12 |2 — 12 |2
di —dJ.ma(x +z )dma —djVapa(x +z )dVa —J'Sapa(x +z )dSady
| | (11.69)
— 2 2 — z X — X z
—pa(J'S‘x dSa+jSaz dSa)dy—pa(ISa +12)dy=p, (12 +12 )dy
z 12 |2 — 12 12 — 12 — 12
dif = djma(x +y'?)dm, = djvapa(x +y'?)av, = dJVapax dv, _jsapax ds,dy -
= pa(jsa X'zdSa)dy= pal & dy
ou:
. m,, o, etV, sont respectivement la masse, la masse volumique et le volume de I'élément d’arbre,
. |;a et I;a sont les moments d’inertie (moments quadratiques) de la surfaceQlatel'élément d’arbre
par rapport aux axe®x et Oz du référentiel lié a I'arbrdR
. |§a + I;a = Iga est le moment d'inertie polaire (moment quadratique polaire) de la surface Sy

rapport a son centre géométrique.

Remarque : puisque la valeur ddy est infiniment petite, I’intégraleijv 0.y'?dV, est négligeable dans

’ H X z
I'expression delg et lg .

L’énergie cinétique élémentairdT, de I'élément d’arbre est calculée en appliquant I'expression (11.57)
de I'énergie cinétique du disque au volume élémentitede longueurdy :

dT, :paTSa(ug, 2 )+%(pa|§aw“ dy+p, (12 +12 )@ 2dy+ p,1 2 o ) (11.71)

Lorsque I'élément d’arbre n’est pas symétrique (c’est—a-tﬁ‘aret I ;a ), il vient les quantités suivantes :

s +12
I == 5 S (11.72)
Bl I
g == 5 S (1.73)
ce qui donne :
X — | mo di
lg =lg *lg (11.74)
z _ymo _ pdi
lg =lg —lg (11.75)
ou:
. |gj et I;’; sont respectivement 'inertie moyenne de la section droite et celle caractérisant la dissymétrie

de I'arbre.

En introduisant les équations (11.74) et (I1.75) dans (11.71), I'énergie cinétique élémedmirele
I'élément d’arbre s’écrit sous la forme suivante :

dt, :p""TSatl(y.t)dw%(paIStz(y,t)dy+ 2012 (Y1) dy+ 1 ot (v ) o) (11.76)

Les fonctionst, (y,t) (pouri =1...4) sont calculées de maniére détaillée dafusriexe A
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CHAPITRE Il : Modélisation des rotors embarqués

L’intégration de I'équation (I1.76) sur I’intervallefyl,yz] (c’est-a-dire sur toute la longuedy de
I'élément d’arbre) donne I'énergie cinétiqiie :

_ paSa Y2 1 mo)’z moYz : Y2
T, —Tjtl(y,t)dy+§(palsa [t(yt)dy+ 20,12 [t (y t)dy+p,12 [t,(v.t)dy (11.77)
Y1 Y Y1 Y
avec :
=Y~V (1.78)
ou:
. y, et y, sont les abscisses des extrémités de I'élément d’arbre suiQiad repereR .

Remarque :si l'origine de I'axeOy est positionnée a une extrémité de I'arbre, il vient :

S 1 mola mo'a i'a
e R P PR L N OO
0 0 0

0
Le développement de I'équation (11.77) conduit & I'expression finale de I'’énergie cindtique
e T T 4T, (11.80)
avec :

Y2
Ta,lzpaTSaf((Xo+ZowV—(yo+y)af)2+(yo—zoaf+xoaf)2+(zo (Yo + ) =30 ) + 02+ WP

Y1

2(%o + 200 (Yo + ¥) & ) (U+ W' ) + 2( 26 + (Yo +y) &0 = %00 ) (WU (1.81)
—2(yo -z W' +xowz)(wwX +uwz)+ 2(uw - ) o’ +vvzw*2+(u2+w2)w“+u2af2—2uwwxaf)dy

a,

T, = 225 [ (67 200 - 2y~ p) o + s (7 Y+ 7+ 07) - (071 (1.82)

¥2ple o + 2 - 07) @' )dy

Tay3=pa|g:)y2((9+d)zHﬂzdz+ezaf2+(Q+wy)(2w9_(w2+92)wv—2(t//a)x—Qa)z))—ZI/Jwaa)z)dy (1.83)

N

T.. :—”32'gl yf(wz -0 - 200" - 2o+ Oy’ + 20 +(y? ~1) ? - (? - 07) ' *~ (67 -1) 2
Y1

¥20 o - 2(ya + eaf)wy) dycos 2t
(11.84)

Y
_2(9&’X —l//af)w”)dysin 20t

L'expression précédente de I'énergie cinétidije fait apparaitre les mémes termes classiques que la
dynamique des rotors en flexion dont le support n'est pas en mouvement :

Y2
= pa—S‘"J.(u2+v'v2)dy est I'expression de I'énergie cinétique d’'un élément de poutre d’EULER-
i

BERNOULLI en flexion.

[2° %2 .
= Pals, .[(gl/z +92)dy correspond a I'énergie cinétique due a I'effet secondaire d'inertie de rotation
Y1

des sections droites d’'un élément de poutre (poutre de TIMOSHENKO) introduit par RAYLEIGH.

= palg:’lan est une constante et sans influence sur les équations du mouvement et représente
I'énergie de rotation de I'élément d’arbre tournant a la vitesse consfantlans le cas ou les
autres déplacements sont nuls.
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CHAPITRE Il : Modélisation des rotors embarqués

Y2
= 20,1 g:’QJ'dey correspond a I'effet gyroscopique.

i

,0 |di Y2 . ) Y2 . ) 3 ] i ]

= —aTSa'[((//z —Hz)dycos Ot et -p,lg J'gl/desm 2t représentent I'expression de I'énergie
Y i

cinétigue due a la prise en compte de l'effet de la différence des inerties de la surfacg, plane
I'élément d’arbre suivant les axé€3x et Oz du repéereR (effet de la dissymétrie de I'arbre). Ces
termes montrent des coefficients périodiques de périoder/Q dans les équations du
mouvement.

En ce qui concerne la symétrie des termes qui constituent I'expression de I'énergie cinétique de I'élément
d’'arbre, les mémes remarques que pour le disque peuvent étre faites pour I'arbre.

11.5.2.2 Energie de déformation

Le mouvement de translation du support rigide pppaod au sol n'a pas d'influence sur I'énergie de
déformation de l'arbre car cette derniere ne dépend que des contraintes et donc de la déformée de I'arbre par
rapport au support.

Avant d’établir I'énergie de déformation de I'arbre, il convient de formaliser rigoureusement la relation
entre les angles d’'EULER et ceux de la théorie des poutres. Ensuite, il est alors possible d’exprimer les
déplacements latéraux et les rotations de section dans les repéres lié au support et tournant.

] Relation entre angles d’EULER et angles de la théorie des poutres

Il est nécessaire de prendre en compte certaingsxapations correspondant aux rotations des sections
droites de l'arbre lors du calcul de son énergie de déformation. Soit une sectionSdrditen élément d’arbre

non déformé. Ce dernier est représenté par un élément de poutre droite dans la configuration initiale non
déformée. La section droit§, est de centre géométriq@™ localisé a I'abscissg/ sur I'axe Oy du repére

R. Lors de la flexion de I'’élément d’arbre dans deux plans orthogonaux de I'espace, la Sea&trorientée
par rapport a la position initiale non déformée a l'aide des rotajiors 8 respectivement autour des ax@s

et O'x du repéreR comme vu sur la figur€IG. 11.10(a) et son centre géométrique devient représenté par le
point C de coordonnées(u,y,w) dans le référentielR. Le vecteur rotation instantanée du repeére local

fR'VZ(;g ;‘72‘:) lié au centre géométriqué par rapport au support projeté dans le repgerg'écrit :
0
—R
wrz =40 (11.85)
Y

D’autre part, en dynamique des rotors, les angles d’'EUYERG et ¢ sont utilisés avec deux reperes

R

intermédiairesR* et Rz de maniére a définir le vecteur rotation instantanée du repéreRbgadr rapport au
repére lié au supporR afin de faire apparaitre les termes dus a I'effet gyroscopique dans I'expressions de
I'énergie cinétique du disque et de I'arbre. A présent, seuls les deux angles d’'EBL&RG sont pris en

—R .
considération (figureFIG. 11.10(b)) et le vecteur rotation instantanées- du repére intermédiairdR” par
rapport au support exprimé dans le repBres’écrit alors :

é
e =10 (11.86)
7/

Rl
En utilisant I'équation (I1.5) exprimant la relation entre les rep&est R:, le précédent vecteur rotation
projeté dans le repére lié au suppBris’écrit alors :
cosy -siny é fcosy
—R .
wr2 =| sing  cosy =10 siy (11.87)
0 0 1| |y 17/}
R,

R
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CHAPITRE Il : Modélisation des rotors embarqués

En supposant que l'anglg est infiniment petit, c’est-a-direosyy ~ 1 et singg ~ ¢ , il vient :
0
—R .
wr: =16 (11.88)
Y

R
En négligeant le terméyy en raison de sa petite valeur, 'expression (11.85) est retrouvée :
0
—R
w2 =40 (11.89)
Y

R
L’'approximation précédente représente la premiére et concerne le vecteur rotation instantanée projeté
dans le repeére lié au suppd® en utilisant les angles 'EULER et 8 supposés petits. Elle conduit a la

coincidence entre les angles d’'EULER et ceux issus de la théorie des poutres lors de rotation de la section droite
de I'élément d’arbre en flexion dans I'espace, W0®GENIER [114].

a

VA 22 =

f

@)

(b)

>
y

X

Orientation de la section droiteS, de I'élément d’arbre en flexion dans I'espace grace aux :
(a) angles issus de la théorie des poutres, (b) deux angles d’'EULkRRt

FIG. 11.10 : Approximation conduisant a la coincidence entre les angles d’EULER et et ceux issus de
la théorie des poutres lors de rotation de la section droite Sa de I'élément d’arbre en flexion dans I'espace
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CHAPITRE Il : Modélisation des rotors embarqués

z
A
Py
| G

|z 5
) | Clnlt

x ——
Sa

FIG. 11.11 : Représentation d'un point arbitraire de la section droite d’un arbre non déformeé

Soit un point P, de la section droiteS, de I'élément d’'arbre non déformé (figuFéG. 11.11). Ses
coordonnées(x, z) sont exprimées dans un repére local lié au centre géométtifuede la sectionS, . A

I'arrét, ce repeére local correspond au repere lié au suppgiécédemment défini. En fait, il est obligatoire de
décrire les déformations et les contraintes du pBjndans ce repére lié & un élément non déformé. En revanche,

dans le cadre classique de la dynamique des rotors, I'élément d’arbre non déformé tourne d'gndsfigle
autour de son axe longitudin®'y. En conséquence, pour pouvoir décrire les déformations et les contraintes
lors de la rotation du rotor, il semble intéressant de définir un repere supplémentaire nommeé « repere tournant
R (x‘,y‘,z‘) » correspondant au repére local considéré et résultant de la transformation dirRrépkaile de
langle de rotation proprep autour de I'axeQ'y. Donc ce dernier coincide avec l'ax@'y' (c'est-a-dire
y=1y") ol le pointO' représente I'origine du référentiel tourndrit.
En effet, en dynamique des rotors, le repére intermédRlireest transformé en repére lodal par la
rotation propreg autour de 'axeQ'y": (c’est-a-dire que 'axeD'y"” coincide avec I'axeQ'y') (figure FIG.
1.12(a)) et non par I'anglep autour de I'axeQ'y comme indiqué précédemment lors de la définition du repére

tournant R . La rotation du repére locd® est approximée de la méme maniére que pour celle du risére
par rapport au repére lié au supp®tt (figure FIG. 11.12(b)). En considérant la premiére approximation, le

R
vecteur rotation instantanéer du repéreR par rapport au repeér® est donné par :

6 0

—R —R —R2 .

R =Rz +awr =10} +{@ (11.90)
7 0,

R

—R
En introduisant I'équation (11.15) dans (11.90), le vecteur rotatian projeté dansR est alors exprimé

par :
6 0 8- gsiny coY
an =10y +[PFigp =1 poosy cod (11.91)
N 0], ¢ +@sing

En supposant que les anglgset & sont infiniment petits, c’est-a-direosy ~ 1, sing ~¢ , cosfd~ 1
etsind~ @, il vient :

6~
o= 9 (1.92)
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CHAPITRE Il : Modélisation des rotors embarqués

En négligeant les terme@y et @& en raison de leur faible valeur devant la valeurgjd'expression
R
finale du vecteur rotatiowr est :
0
—R .
WR =3¢ (1.93)
Y

R

R
L’'approximation précédente, qui représente la deuxiéme, est relative au vecteur wkatmpjeté dans
le repéreR . Cette approximation conduit a la rotation d’un anglautour de I'axeQ'y pour orienter le repére

tournantR' vis-a-vis du repére lié au suppdrt, voir MOGENIER [114].

ZA

@)

0)
/ WI ~u ’
_____ —

(b)

Orientation de la section droiteS, de I'élément d’arbre en flexion dans I'espace grace aux :
(a) angles issus de la théorie des poutres, (b) angles d’'EULERA et @

FIG. 11.12 : Approximation conduisant a la coincidence entre les angles d’'EULERy, 6 et d et ceux issus
de la théorie des poutres lors de rotation de la section droit® de I'élément d’arbre en flexion dans
I'espace
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CHAPITRE Il : Modélisation des rotors embarqués

FIG. 11.13 : Relation entre les déplacements dans le reperes lié au supp&tet ceux dans le repére
tournant R'

] Relation entre déflexions latérales et rotations de section dans les différents repéres

Soient les composantas, v et w du déplacement au centre géométriqiede I'élément d'arbre
déformé respectivement suivant les ags', O'y' et O'z' du repére tournanR' ainsi que les rotationg' et
' autour des axe©'x' et O'Z' respectivement. Comme illustré sur la figlés. 11.13, le passage des

déplacementsu et w exprimés dans le repére lié au suppBrta ceuxu' et w exprimés dans le repére
tournant R correspond & une rotation géométrique d’'un angeQt autour de 'axeC™y dans un espace
euclidien & deux dimensions et s'écrit de la maniére suivante :

u' =ucosQt —w sinQt (11.94)
w = usinQt + wcoxt (11.95)

D’autre part, les relations entre les rotatigh®t ¢/ de la section droitS, autour des axe®'x et O'z

respectivement et celle® et ' autour des axe®'x' et O'z' respectivement ne sont jamais identifiables avec

la figureFIG. 11.13. Afin de les trouver, il convient de suivre une démarche permettant d’exprimer toute rotation
autour d'un vecteur arbitraire contenu dans un espace euclidien a trois dimensions en fonction d'une
combinaison de rotations élémentaires autour des axes du repéere défini dans cet espace. Le lecteur peut se référer
a l'ouvrage dANAND [4] ou une description détaillée de cette démarche est présentée.

Tout d’abord, il est supposé que la section dréiten’a tourné que d'un angle défini autour de l'axe

O'y' et que les déplacementsS, V' et w de son centr€ sont nuls. Cette section droite est alors incluse dans
un plan paralléle a celuOx .

Ensuite, dans une premiére étape, une seule rotation d’'un angle gosiifitour de I'axeO'z' est
appliquée a la section droite. Le vecteur unitaire normal a la section droite déformée accomplit alors une rotation

d'un angley! dans le planxO'y'. Les longueurs des ardd? M¥ , MYM? et MY M? délimités par les

extrémités des vecteurs unitairgs, f/ et Q sont données par :

MYMY = =M¥ MY (11.96)
MM =6=M*M"? (11.97)
MYM? =yt =M¥M? (1.98)

Aprés avoir illustré le triangleMM¥M? contenu dans un plan parallélez@x en figureFIG. 11.14(b),
langle (' peut étre exprimé en fonction des rotatighst ¢/ autour des axe©'x et O'z respectivement a

partir du calcul de la longueur du segmNh‘("M ¢ comme suit :
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CHAPITRE Il : Modélisation des rotors embarqués

MYM?=M*HY +HYM? (11.99)

avec .
MY HY = MY MY cosQt =y cot (1.100)
HYM? = M“"Msco{g—Qtj = GsinQt (1.101)

En reportant les équations (11.98), (11.100) et (11.101) dans (11.99), il vient :
W' =cosQt + 8 sint (1.102)

Enfin, dans une deuxiéme étape, apres I'avoir ramenée a la position correspondant a la rotation d'un angle
@ autour de I'axeQ'y', appliquons a la sectio®, une seule rotation d'un angle posiif autour de I'axe

O'x'. Le vecteur unitaire normal & la section droite déformée accomplit alors une rotation d’uff'adgtes le

plan XO'y'. Les longueurs des arcH?NY, NYN’ et N*N’ délimités par les extrémités des vecteurs

unitaires y' , f/ et fyvI sont données par :

NYNY = = NYN¥ (1.103)
NN’ =6=N*N’ (11.104)
NN?=6'= N/ N (1.105)

La valeur de l'angley est négative car lors de la rotation autour de I'@ke, le sens de la trajectoire

circulaire d’'un point de I’axeo‘g/v' est anti-trigonométrique.

En illustrant le triangIeNg‘N"’Ng contenu dans un plan parallelez®x sur la figureFIG. 11.15(b),
langle &' peut étre obtenu en fonction des angkest ¢ autour des axe®'x et O'z respectivement a partir

du calcul de la longueur du segmemng comme sulit :

NN =N?H? +HIN? (1.106)
avec .
NH® = N?NY cos(g—Qtj = —wco{’—;—mj = —ysinQt (1.107)
HYN? = NYN? cosQt = 8 coft (1.108)
En reportant les équations (11.105), (11.107) et (11.108) dans (I1.106), il vient :
&' = —ysinQt + 8 cot (11.109)

Ainsi les relations entre les rotatio(lé,(//) de la section droiteS, respectivement autour des ax@s
et O'z du repére lié au suppoR et ceIIes(H‘,gl/‘) respectivement autour des ax@s<' et O'Z' du repére
tournantR' peuvent s’écrire (VoiKANG et al. [85], RAFFA et VATTA [130], ONCESCU et al. [123) :

W' =y cosQt + 4 sindt (1.110)
&' = —ysinQt + 8 cot (1.111)
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CHAPITRE Il : Modélisation des rotors embarqués

ot A

LI

(@)

[ e

(b)

»
>

X

is

(a) Rotation de la section droite de I'élément d’arbre d’un angle' autour de I'axe O'Z
(b) lllustration du triangle créé par les rotations élémentaires autour des axes du repére lors
d’une rotation de la section droite de I'élément d’arbre d’un angley' autour de I'axe O'Z

FIG. 1.14 : Relation entre les rotationsé ety de la section droite autour des axe®x et Ozdu repére lié au
support R et la rotation ' autour de I'axe O'Z du repére tournant R'
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CHAPITRE Il : Modélisation des rotors embarqués

(@)

(b)

(a) Rotation de la section droite de I'élément d’arbre d’'un angl@' autour de I'axe O''
(b) lllustration du triangle créé par les rotations élémentaires autour des axes du repeRe lors
d’une rotation de la section droite de I'élément d’arbre d’un angle?" autour de I'axe O'x'

FIG. 1.15 : Relation entre les rotationsé ety de la section droite autour des axe®x et Ozdu repére lié au
support R et la rotation #" autour de 'axe O'x' du repére tournantR'
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CHAPITRE Il : Modélisation des rotors embarqués

= Calcul de I'énergie de déformation

Les relations entre les mouvements dans le référentiel attaché au sBppoiteux dans le référentiel
tournant R' étant calculées, il reste a présent a calculer I'énergie de déformation de I'élément d’'arbre qui a
comme expression, VORRZEMIENIECKI [129] , IMBERT [82], LALANNE et FERRARIS [99], GENTA
[67]:

u, =%Jva{€a}T{Ua} dv, (11.112)
ou :
. V, est le volume de I'élément d’arbre,
. {e,} et{o,} sontrespectivement les vecteurs des déformations et des contraintes évaluéesRay point
. le caracterel est le symbole matriciel de transposition.

Le champ de déplacemer{té/Pa} du point P, est décrit en fonction des coordonnées en mouvenient

V' et w du centre géométriqu€ de la section droiteS, respectivement par rapport aux ax@s', O'y' et
0'z', voir MOGENIER [114] :

U:;,a ut
{en}=1v t =V +xy' -2 (11.113)
w
PR R

Le champ de déformations du poiRt dansR' correspondant & la poutre de TIMOSHENKO est calculé
de la maniére suivante (VGRENTA [67]) :

t

e :&/_Pa_a_\/‘+xta_¢/‘_zt 08

oy . Y (1.114)
oou, oV t
26 :ay%+axia=%+ t (11.115)
OV, ow
27 =224 0 o +‘3Vyv' =sﬂyl-e‘ (1.116)

La déformation relative aux déflexions transversales dans les dire@bfiset O'zZ comporte des
termes linéaires et non linéaires (du second ordre) lorsque la non linéarité géométrique de la structure est

-4z 2 7 N . . z Ayt e z .
considérée. Dans cette étude, les termes non linéaires introduits dans la défogtiatetrsupposés petits sont
pris en compte. Le vecteur des déformations expriméesRapsut donc s’écrire sous la forme suivante :

o gt a8 1fou) 1fow )
YRR Y YR IF Y R Y
o oy oy ody: 2\ dy 2\ oy
t
{&) ={2e | = %w‘ (11.117)
Lt y
yz
2¢ R ow ot
ay'
Rl
ou:
. e représente la déformation normale longitudinale du pdintsuivant 'axe O'y' due a la
composition de I'effet de la traction longitudinale (ou de la compression longitudinale) dans la direction
O'y' ainsi que de celui des déflexions transversales de I'élément d’arbre dans les dir@ttioes
o'z
. 2"V et 2677 représentent les déformations du poiftdues au cisaillement transversal dans le plan
Z0'x' associé au cisaillement longitudinal dans les pigaz' et XO'y' respectivement.
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CHAPITRE Il : Modélisation des rotors embarqués

Dans le cas de la rotation du support autour des axes transversaux, une force longitudinale centrifuge
proportionnelle au carré des vitesses angulawe®t «* du support est créée. Elle est établie dahsrexe B
et rappelée ici par :

avt

Foe” :paTSB\((Ia-i-yl)2 )(a)xz—'-a)z ) a aayt

(1.118)
Suivant la théorie des poutres, les déformations normales transverSales ?* sont négligées (alors
guelles sont associées a la déformation longitudidle par le coefficient de POISSOMN, ) et la déformation

Lt . . Tz .
2£*% due au cisaillement transversal dans le p/ad'z' associé a celui dans le plaO'y' est nulle. Donc les

27

contraintes 0¥, o?? et ¢*? sont nulles. Sous I'hypothése mentionnée ci-dessus, la relation entre les
déformations et les contraintes élastiques s’exprime alors paM@RENIER [114]) :

o =g (1.119)
oV =Gk’ 26" (1.120)
0’ =Gk 2¢¥? (1.122)

Le vecteur des contraintes exprimées dans le référeRitiekt alors de la forme suivante :

i t t
E, 6_\/t_|rxtagl/t _Zti ou' + avv‘
iy oy oy oy 2lay) 2lay
a-yy
— Xyt — X aut t
{dg} =10 = Gk F+l,// (1.122)
a-ylzt
) G,k (avv‘ 9‘]
oy’
Rl
ou:
. E, et G, sont respectivement le module d’YOUNG et celui de cisaillement de I'arbre entre lesquels il
existe une relation donnée par :
G, =B (11.123)
2(1+v,)
. k* et k? sont respectivement les coefficients de réduction de section droite de I'élément d’arbre suivant

les axesO'x' et O'Z' du repéreR' (voir COWPER [29]).

Le terme de l'intégrale dans I'expression (11.112) de I'énergie de déformation de I'élément d’arbre est
alors calculé par :

t t t t 2
{e}T{a} =Ea[%+x‘%it_z“;—0 [gu J += [ZW] ] +Gk* [%ﬂ[/‘]
y y % y' y' y

2
+G A7 [ﬂ g j
oy

(11.124)

Notation : puisque I'axeQ'y' posséde une coincidence avec I'®g , la variabley' sera abrégée par
y pour simplifier I'écriture des équations dans toute la suite de ce mémaoire.

Suivant cette notation, I'équation (11.124) peut étre de la forme suivante :
t t t 2
{5} {0_} E 6V 0[,// _ Ztﬁ au + OWI +Ga/(: ai-{-(//t
6y 6y oy 2 6y ay oy

2
+G, k7 (% -6 J
oy

(11.125)
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CHAPITRE Il : Modélisation des rotors embarqués

En insérant (11.125) dans (11.112), il vient :

7J ‘+ Oy _ 98 1 (6uj+ [aw‘] +GHK;[M+¢1J
oy dy 2\ oy dy ay

(11.126)
2
+G K [6W‘ 6’] Jdva
oy
c'est-a-dire :
Y2 t t t 2
U =] e e L (au] [aw‘j +GaK:((al+wt]
2;7s oy oy ady 2\ oy oy oy
(n.127)
2
+G K, [aw‘ 6?1] st dy
alors :
Y2 t 2)?
—%m{%—“‘w"% 22 YT A e
Y Y Y Y Y (11.128)
>< Y2 Z Y2
”( dedy+ H( dedy
L’équation (11.128) se développe de la maniere suivante :
2
=N 12 0[// 12 Lel _ IIMLQI
S S (5] 2y o
Y2 t\* 4
e A3 w5
W (1.129)

S35 (2 o
S80S

En prenant en compte le fait que le repére tourr@ntd’axes x'y'Z' est celui des axes principaux
d’inertie de I'élément d’arbrde produit quadratique (produit d’inertie) et les moments statiques de la section

droite S, par rapport aux axe®'x' et O'zZ' s’annulent et les moments quadratiqtlu_é;set Ié; de la sectionS,

par rapport 20'x' et O'z' sont calculés tels que (vo#tiBBELER [78]) :

jsa XZdS, =0 (11.130)
Js,, Xds, =0 (11.131)
jsa Zds, =0 (1.132)
jsa x?dS, =12 (1.133)
jsa 22ds, = 1% (11.134)

. . . t t , N yrye . .,
Notation : comme les merues’.é et I;a sont égales a celles par rapport aux axes du référentiel lié au
supportR a l'arrét, leur écriture seront simplifi€es en omettant le caractere dans toute la suite du texte.

Remarque :la notation précédente est utilisée de maniére similaire pour les quarjtimf .
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CHAPITRE Il : Modélisation des rotors embarqués

Ainsi en introduisant les cing équations précédentes dans (11.129), il vient :
_ES, %( oVt Ealéa @' 2 Ea|§a %90 2
-2 (a—y] 2 ( 7y
Y2 t 2 Y2

LES .[ ou' 0\/\/t ‘2 ai ow dy+ E.S, J-av ou' avv‘ dy  (11.135)
8 ay 6y oy oy 2 oy ay ay

LGSt ou G,SK ifow Y
_—a—a a d 4+—a-aa a-a a 0(

2 -y[( oy e ] Y 2 J:[ oy j v

La premiére intégrale de I'équation (11.135) correspond a I'énergie de déformation due a la traction
longitudinale dans la directio®'y' et n'a donc pas d’influence sur les équations du mouvement prenant en

compte les déplacements en flexion seulement. Les termes de la quatriéme intégrale sont d'ordre 4 et donc
négligés. La cinquieme intégrale est relative a I'énergie potentielle géométrique correspondant au raidissement

centrifuge, c'est-a-dire au couplage entre la force de traction centrf{ecalculée a partir de I'équation
(11.118) et les termes non linéaires de la déformation dus aux déplacements transuersaw dans les
directionsO'x' et O'z'.

L'énergie de déformation de I'élément d’arbre devient alors :
Z Y, X Y, t \2 Y2 t\2 2
asaj asajaé’ dy+2[Foo| [QL) L[] gy
23 oy oy

LGSk %(du GSk%ow )
aaa d+ a gt
2 May w] T2 {["y jdy

(11.136)

Comme les expressions de I'énergie cinétique caractérisant le disque et I'arbre sont exprimées dans le
repere fixé au suppomR, I'expression de I'énergie de déformation de I'élément d’arbre sera écrite en fonction
des composantes et w du déplacement en flexion au centre géométriGuelLes équations (11.94), (11.95),

(11.110) et (11.111) permettent d’exprimer les dérivées des déplacements et des rotations de section droite dans le
repereR telles que :

t
U _ousat-M simt (1.137)
gy oy ay
MW U ginot+ Y cont (11.138)
dy oy ay
t
W _ Y ot +99 sino (11.139)
gy oy ay
)t
98 _ _9Y inot+28 cosat (11.140)
oy ay ay

En substituant les quatre derniéres équations dans (11.136), I'expression de I'énergie de déformation prend
la forme suivante :

_EIS Els % 2
2 Sﬂ ( cosQt + stﬂtj dy +—= j[ Y singt + ecoi)tj dy
oy AN oy
Yo 2 2
+£.[FOen @coth—a—W simt | + o SIer+a—W coft | |dy
23 oy oy ay oy
' ; (1.141)
LGSk %((au ow .
j Z+y |cosat—| —-6 |sinat | dy
2 5 \\oy oy
LGSk % ([ ow ’
—j Ty |sinat+| = -6 |comt | dy
2 Y ay ay
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CHAPITRE Il : Modélisation des rotors embarqués

En développant I’équation (11.241), il vient :

_EILY
2 Sﬂ f b co§Qt+ 20 sinzat+ 22299 oot simt dy
ay dy dy

|>< Y2
E Sﬂ j Si? Qt +| — 29\ cogot- 2490 oot simt dy
ay dy ay

Y2
+1J' [ cen @ co§Qt+ sin? Qt — ZQG—WCOSQI simt |dy
2)/1 ay a a

y oy
Y2
+1J‘|:°en [ uj sin Qt+[ W] codQt + ﬁa—w co®t sift (dy
2 ay dy oy ay
(S8 [

<

(11.142)

—+4// costh+(aW—9j SifQt - {+¢J(—HJCO@I sth]dy
oy oy

Y2 2
+GaKaSaJ‘ @H// sitot+l ™ _gl co2ot+ [/;+7 MW _ glcosat simat dy
2 dy oy oy

N

La dissymétrie de la section de I'élément d'arbre (c’est-a#djré «; ) conduit aux quantités suivantes :

Ky +K;
Kp®=—2—2 (11.143)
2
KL K
ki ="a Ta (11.144)
2
ce qui donne :
K=K+ (11.145)
K2 =K™ -k (1.146)
ou :
. k™ et kI sont respectivement le coefficient moyen de réduction de section et celui relatif a la

dissymétrie de la section de I'élément d’arbre.

Aprés avoir pris en compte les équations (11.74) et (11.75) permettant de séparer les termes liés aux effets
dus a l'inertie moyenne de section de ceux relatifs aux effets de I'inertie modélisant la dissymétrie de la section
de I'élément d’arbre et reporté les équations (11.118), (11.145) et (11.146) dans (11.142), I'expression finale de

I'énergie de déformatiok), peut ainsi s’exprimer par:
ou ow ’
+—-6| |d
(ay w] (ay ] J Y

e (2R ()

S R (CORE e
L
%f(mw&ﬂﬂ((z—;l {5 ot

2

(11.147)

La différence des inerties de la surface pla@)ede I'élément d’arbre dans les directions orthogonales
Ox et Oz du repéreR montre des termes périodiques de périoderz/Q dans les équations différentielles du
mouvement du rotor.

Remarque : dans le cas d'une poutre d’EULER-BERNOULLI, les effets de cisaillement sont négligés
(cest-a-dire2e*? = 2¢¥? = 0) et les relations entre les rotatiogis et @ supposées petites et les déplacements
u et w sont exprimées par :
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CHAPITRE Il : Modélisation des rotors embarqués

au

w=- Y (11.148)
aw
% (11.149)

En insérant les équations (11.148) et (11.149) dans (11.147), I'expression de I'énergie de déformation de
I'élément d’arbre modélisé par la poutre dEULER-BERNOULLI est obtenue par :

EaIS"a”VZH j [aayWU Ealg;yf(( ] (ayJJd)mosZ)t

% 0%u 0°w 0.S, % 2 ou ow
di a“a —\/2 2 2
+E,| 0y2 oy — dysin 20t +~2== n i((la+yl) y )[[_ayj [Oyj de(af +af )

(11.150)

11.5.3 Balourd

En général, le balourd est réparti de maniére continue et quelconque tout au long du rotor comme le
montre la figure=IG. 11.16. Il rend le centre de masse de I'ensemble du rotor non situé sur I'axe de rotation et
provient des défauts de symétrie. Les origines multiples de ces défauts sont les suivantes :

> les inhomogénéités de matériaux,

> la géométrie des piéces tournantes (défauts de fabrication),
> I'assemblage des pieces tournantes,

> les conditions de service.

Une procédure appelée « équilibrage de rotors » consiste a minimiser le balourd installé sur le rotor mais
ne conduit pas a son annulation compléte.

Le balourd est supposé composé de masses concentrées (balourds discrets) qui ne sont pas dans un méme
plan mais dans différents plans normaux a I'@se du repéreR contenant les sections droites de I'arbre non

déformé comme illustré en figufdG. 11.17. Ces masses sont supposées avoir le méme effet que le balourd
continu sur le comportement dynamique du rotor. L’énergie cinétique d’un balourd discret est calculée.

A l'arrét, la position de chaque masse supposée connue est définie par (fige®. 11.17) :
> la distancer, quila sépare du centre géométrigi@ de la section droite de I'arbre non déformé,
> l'angle initial 77, qu'elle fait avec I'axeOz du systéme de référenée,

> son abscissey, sur I'axe Oy restant une constante par rapport au support lors du mouvement du
rotor.

Remarque : puisque I'axe0'z' du repére tournanR' coincide avec 'axéDz du repére lié au support
R a l'arrét, le balourd discren, fait un angles, appelé « angle du balourd » av@tz' lors de la rotation du

rotor car le repér&R' tourne a la méme vitesse que le balourd.

ol /M :
IS\

FIG. 11.16 : Répartition continue et quelconque du balourd sur le rotor
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CHAPITRE Il : Modélisation des rotors embarqués

4
a
Yo >
Pb B 3
My .‘\7}%
q LAt [;

cinit 9’ > y

FIG. 11.17 : Modélisation du balourd par des masses concentrées

Soit une section droités, de I'arbre non déformé dont le centre géométrii¥ est de coordonnées
(O,yb,O) dans le référentieR . Lorsque le rotor est soumis a un mouvement en raison de sa rotation et/ou de la
mobilité de son support, I'arbre devient déformé et le centre géométrique de la sectiolsdestereprésenté
par le pointC localisé sur la fibre neutre. En supposant que le balourd disgrepsitionné au poin®, de la
section S, reste contenu dans le méme plan perpendiculaire aOgxgu’a 'arrét, ses coordonnées par rapport
au support (figuré&lG. 11.18) sont exprimées dans le repéRe par :

0 U, r, sin(Qt +7,) U, +1,sin(Qt +7,)
OR =OoC™ +C"™Ql +OlR ={y,} +{0 |} + 0 = Y, (11.151)
0, (W], [(mcos(Qt+r,)|, W, +r,cos(Qt+7,)],
ou:
. u, etw, sont les coordonnées en mouvement transversal au centre géomé€trapiéarbre contenant
le balourd.
Les coordonnées du balourd par rapport auRSokont projetées danR par :
X5 U, +1,sin(Qt +7,) U, + X%, +1,sin(Qt +7,)
O'R =0°0+0R =1y, + Yo = %+ Yo (11152)

Z ) (W +rco(Qt+r)] (W 7+, coq(Qt+,)]

En utilisant la formule de dérivation composée (formule de BOUR), la vitesse du balourd par rapport au
repéere fixeR? (vitesse absolue) exprimée daRsest alors calculée :

RY

R
w dO°R _dOR  —m
Vh = i +ar OO°R, (1.153)

Puisque la coordonnég selon I'axeOy est considérée comme une constante temporelle par rapport au
support, sa dérivée temporelle par rapport au repeesst nulle. Soit :
U, + %, +1,Qcos(Qt +77,) W U, + X%, +1, sin(Qt +7,)
—RY
Vp = Yo +iw' O Yo + Yo (1.154)
W, + 2, —r,Qsin(Qt+7,)] | &f W, +2, +1,c08(Qt+1,) |

R

ce qui conduit a :
U, +%, +erCOS(Qt +’7b)+(Wb Tt COS(Qt+’7b))wy _(yb + YO)(‘)Z
\725 =1 Yo (W, + 2 +1,c08(Qt +77,)) & +(u, + %, +1, SiN(Qt +7,)) & (1.155)
W, + 7, _erSin(Qt +’7b) +(Yb + 3/0)6‘)X _(ub R Sin(Qt +’7b))wy
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CHAPITRE Il : Modélisation des rotors embarqués

“Z

< ] init
4 ®C

FIG. 11.18 : Coordonnées du balourd discretm, positionné au pointP, exprimées dans le repér®

L’énergie cinétiqueT, du balourd discret s’écrit :

g 2
T, =%(V; j (11.156)

—RY

En remplagant le vectewr, par ses composantes données par I'équation (11.155) dans (11.156), il vient :

T :%((ub + %, +1,Qcos(Qt +17,) +(Wb +2, +1, cog(Qt +,7b))a)y =(yp + yO)wZ)Z
(Yo - (W, + 2 +1, cO8(Qt+77,)) & + (U, + %, +1, sin(Qt+77,)) o)’ (11.157)
2
+(Wb + 2, —r,Qsin(Qt+7,) + (¥, + Yo ) & _(ub R rbsin(Qt+/7b))a)y) )
Les termes de I'équation (11.157) sont regroupés de maniére a obtenir I'expression suivante :
2
T, =%t1(yb’t) +%((Q +a)y)2 +(a1X cos(Qt +77,) - & sin(Qt +/7b))2)
iy, (0, + % + (W + 20) @ =(¥, + Yo ) &) (@ + &) cos(Qt +7,) (11.158)
—(yo —(wW, +2,) & +(u, + xo)af)(af cos(Qt +/7b)—afsin(§2t+/7b))
~ (Vg + 2+ (¥ + Yo ) & ~ (U, + %) @) (Q+ @ )sin(Qt +1,))
myr,

2
équations du mouvement puisqu’il n'est pas fonction des coordonnées en mouwgneny, . De plus, la

massem, fait partie de la masse totale du rotor, déja comptabilisée. L’expression finale de I'énergie cinétique

Le terme

((Q+a)y)2+(—af cos(Qt+/7b)+afsin(Qt+/7b))2) a une contribution nulle dans les

T, du balourd s’écrit donc sous la forme suivante :

Ty =myn (U + % + (W, +2) @0 =(y, +¥o) &) (@ + @) co{Qt +17,)
—(yo —(w, +2,) & +(u, +xo)af)(w‘ cos(Qt +1,) - & sir(Qt+/7b)) (1.159)
—(v‘vb + 75+ (Y + Yo )@ = (U, +xo)a)y)(Q+a)y)sin(Qt+/7b))

Les forces extérieures obtenues par I'application des équations de LAGRANGE a I'énergie cinétique du
balourd contiennent des forces centripétes et centrifuges, des forces tangentielles sinusoidales et des forces
sinusoidales fixées dans I'espace par rapport au rdpémeest-a-dire qu’elles correspondent non seulement a
des forces synchrones (comme dans le cas de rotors classiques dont le support est fixe) mais aussi a des forces
asynchrones et des forces harmoniques de direction fixée. Ainsi en présence de rotations sinusoidales du support,
I'excitation due au balourd combinée avec les rotations du support est sinusoidale et possede non seulement une
fréquence égale a la vitesse de rotatidndu rotor mais aussi une combinaison de fréquences de la vitesse de
rotation du rotor et de la rotation du support.
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CHAPITRE Il : Modélisation des rotors embarqués

[1.5.4 Palier hydrodynamique

La figureFIG. I1.19 montre une représentation simple d'un palier circulaire hydrodynamique. Ce dernier
est également connu sous le nom « palier lisse ». Ce type de paliers est constitué d'un coussinet fixe contenant

un arbre tournant et un film d’huile séparant ces deux composants. Les fires O' représentent
respectivement le centre du palier et le centre géométrique de I'arbre. Le rayon, la longueur, le jeu radial et la
viscosité dynamique du palier sont respectivement |, j, =r,—r, et 4, (our, estle rayon de I'arbre).
Alors a une vitesse de rotation constaftedu rotor et pour une charge statique const&ijte(voir la
figure FIG. 11.19), le centre de I'arbréd' dans le palier ne coincide pas avec le ce@treu palier et occupe

une position d'équilibre statiqu€; définie par le vecteur des déplaceme[rtfg,} =<ug,wg>:e exprimé dans le
repére lié au supporR ou de maniére équivalente par l'intermédiaire du repéere polaire attaché au palier
R™ (ta,ra) , C'est-a-dire a la fois par I'excentricité statiqtﬁe: “{ 52}“ du centre géométrique de I'arbre dans le

palier et par I'angle de calage statiqp% entre la direction de la charyé et la ligne des centreS0'.

En régime dynamique, la distribution de pression du film de fluide dans le palier est gouvernée par
I'équation de REYNOLDS et son intégration sur le palier donne les forces hydrodynamiques extérieures

{Fp} :<F;‘,FpW>TR qui agissent sur l'arbre et qui sont projetées dans le repére cartésien lié au Bupfart

désignant la variation dynamique de la position du centre géométrique de I'arbre dans le palier en raison de la
variation dynamique des forces appliquées au rotor (c’est-a-dire le balourd, les forces du film d’huile et les
excitations du support), le vecteur des déplacements transversaux dynamiques du centre de I'arbre est défini par

T . . . , . .
{Jp} =<up,wp>R. Les coordonnées polaires dynamiques du centre de I'arbre dans le palier exprimées dans le

repére R (ta,ra) sont I'excentricité dynamique relative, (déplacement radial dynamique relatif) et 'angle
de calage dynamiqug, (voir la figureFIG. 11.19). Ces coordonnees et leurs dérivées par rapport au temps sont
exprimées ci-apres :

g =—+=X"P P (11.160)

tang :W" (1.161)

uu; +Ww
g o=—br o (11.162)
1o
_ UpW, “WoUy
22

Io€o

Py (1.163)

Dans le cadre de cette étude, la théorie des paliers courts est considérée (c’elsg/z‘a}piié/8 ou
d, =2r,). En assumant un écoulement isotherme et laminaire d'un fluide isovisqueux et incompressible, les

composantes dynamiques tangentielle et radiale des efforts hydrodynamiques dans le repére polaire attaché au
palier R™ peuvent étre analytiquement déduites de lintégration du champ de pression de fluide
hydrodynamique basé sur I'équation de REYNOLDS utilisant les conditions aux limites de GUMBEL qui
écartent la pression négative de l'intégral de la force. Les expressions de ces deux composantes polaires
dynamiques des forces fluides sont établies damnExe Cet rappelées ici par :

a _ Hp! s 3 T .
R = ;j%p (1_;5)2(EV1_8§ (Q_2¢p)+4‘9pj (1.164)
mrls 1 ) TE, (1+ 255)
P=-fPER S )22 (Q-2p, )+ ——1 (11.165)

Jl—sﬁ
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CHAPITRE Il : Modélisation des rotors embarqués

Akz
W,

Fp"

FIG. 11.19 : Diagramme schématique d’un palier circulaire hydrodynamique

Les coordonnées de la position statiqﬁé peuvent étre obtenues en rendant nulles les dérivées
temporelles de(gp,¢p) dans les équations (1.164) ainsi que (I1.165) et la magnitude de la somme vectorielle
pour les composante(sF;a, F;a) égale a la charge statiqWé . Ainsi I'’équation non linéaire obtenue est résolue
par une méthode itérative de NEWTON-RAPHSON (présentée danselke O et fournit I'excentricité
statique relativeeg et puis le déplacement radial statiqle% du centre de l'arbre dans le palier. Les

composantes du vecteur de la position d’équilibre stati{ﬁﬁe} et celles du vecteur des forces fluides

dynamiques[ Fp} exprimées danfk sont obtenues par un changement classique de repere Higurd.19)
donné comme suit :

{g}=-{o%T {g,} ) (11.166)

T |F®
— R
{F}=-[0%] {Fﬁa} (1.167)
RPO
ou:
. [Dgpoo] et [ng]sont les matrices de rotation du repére pol&fg par rapport au repér® dans les
cas statique et dynamique respectivement (vairiexe O.

Selon les équations (11.160)-(1.165) et (I1.167), les composantes du vecteur des forces fluides
dynamiques dépendent de maniére non linéaire des coordonnées polaires dynéa;iq%e)s et de leurs
dérivées temporelles. Donc elles sont des fonctions non linéaires du \.{eﬁ,t}ﬂdes déplacements dynamiques

P P

en flexion et du vecteur vitesz{eS'p} du centre de l'arbre, c’est—a—dil{d:p} ={Fp ({5}{5})} Puisque la

contribution de palier apparait comme des for{:lé;;} extérieures au rotor, leur travail virtuel doit étre établi
afin d’appliquer les équations de LAGRANGE :
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CHAPITRE Il : Modélisation des rotors embarqués

oW, :{ Fo ({JP} ’{Jp})}T 5{5;3} =Fjdu, +F'ow, (11.168)

Si les déplacements latéraux dynamiqt{eiﬁ} de la ligne moyenne de l'arbre dans le palier sont

supposés étre trés petits au voisinage de la position d’équilibre st{lﬂg}Jel’analyse linéaire d’'un palier
hydrodynamique est appliquée. Ce processus de linéarisation est basé sur un développement en série de
TAYLOR limité a l'ordre 1 des forces fluides dynamiqu[eEp ({Jp} {Jp})} du film d’huile au voisinage des

forces hydrodynamiques statiqu1§§p ({ 62} {0 )} comme suit :

{Fp ({s.) *{5p})} {Fo ({2} ()} T, J{ad,} -[x, J{as,} (11.169)

avec :
MHF _Cxx sz_
[Csz_ { ."} = ° (I1. 170)
o{4,} ¢
((s}a) * .
oF K> k<]
[kp]=—{ o =|* r (11.171)
o{s,} ko' ks
P {oghea) - -
(a5} ={a}-{2) (1.472)
{88} ={4,} (11.173)
ou:
. c, etk sont respectivement le coefficient d’amortissement et la raideur dans la di@tidn repére
lié au supportR,
. c, et kY sont respectivement le coefficient d'amortissement et la raideur de couplage produisant des

forces dans la directio®x sous I'effet d'un déplacement dans la directiomn,

a

FIG. 11.20 : Coefficients d’amortissement et de raideur du modeéle linéaire de palier
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CHAPITRE Il : Modélisation des rotors embarqués

. ¢, et kX sont respectivement le coefficient d'amortissement et la raideur de couplage produisant des
forces dans la directio@z sous I'effet d’'un déplacement dans la directiox,

. c; etk” sontrespectivement le coefficient d'amortissement et la raideur dans la di®ztion

Le vecteur{Fp ({52}{0})} des forces statiques du palier hydrodynamique est relié au vecteur des

déplacements statiqu%ég} et doit équilibrer la charge constamé induite par le poids du rotor. Les matrices

d’amortissement[cp] et de raideur[kp} du palier hydrodynamique linéarisé sont caractérisées par huit

coefficients (soient quatre coefficients pour chaque matrice), voir la fig@ell.20, et dépendent seulement
de la position statiquéég} . En effet, elles sont plus faciles a obtenir dans le repére pdirec’est-a-dire

[c?m} et [k;‘m] Pour cela, il est nécessaire d’exécuter une transformation entre les rBfferes R pour

produire les matricefc, | et[k, | de la maniére suivante :
[e,]=[05] [ ][O%] (11.174)
[k ]=[08.°T [k ][O8"] (11.175)

Les expressions des composantes des matrices d’amortissEnﬁgrﬂt et de raideur[kgm] sont

présentées danstihnexe C

Remarque : le palier est appelé «isotrope » ou « symétrique » si les termes diag(nﬁé,lmg‘) et

(k;x,kf) sont deux a deux égaux et si les termes extra-diago(tﬁﬁ)cf) et (k;zkf) sont deux a deux de

signes contraires. Fréquemment, dans le cas de palier hydrodynamique, les composantes diagonales des matrices
d’amortissement et de raideur ne sont pas identiques, c'est-&st#e; et k* # k.

[1.6 Conclusion

Ce chapitre concerne la modélisation des composants d’un rotor embarqué : disque rigide, arbre flexible,
balourd concentré et palier élastique. Les six mouvements du support rigide (trois rotations et trois translations),
I'inertie de rotation des sections droites, l'inertie gyroscopique, les déformations de cisaillement de I'arbre ainsi
que la dissymétrie géométrique du disque et/ou de l'arbre sont pris en compte. Les énergies cinétique et de
déformation ainsi que le travail virtuel sont établis pour un observateur lié au sol et sont exprimés par rapport au
repére lié au support mobile. Les effets de raidissement géométrique dus aux contraintes centrifuges dues a la
rotation du support sont considérés lors du calcul de I'énergie de déformation de I'arbre. La théorie des paliers
courts est choisie pour les paliers hydrodynamiques lisses. Le champ de pression du film de fluide dans le palier
est trouvé a partir de I'équation de REYNOLDS. Son intégration et I'utilisation des conditions aux limites de
GUMBEL conduisent aux forces hydrodynamiques qui sont des fonctions non linéaires du déplacement et de la
vitesse du centre géométrique de 'arbre. Lorsque les déplacements latéraux dynamiques de la ligne moyenne de
I'arbre dans le palier restent trés petits au voisinage de la position d’équilibre statique, il est possible
d’approximer le comportement des paliers a I'aide de matrices d’amortissement et de raideur.
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CHAPITRE Il

EQUATIONS DU MOUVEMENT
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CHAPITRE lll : Equations du mouvement

[11.1 Introduction

Il est difficile voire impossible de trouver des solutions analytiques d’un probléme mécanique relatif a des
structures déformables industrielles. Ce type de solutions ne peut étre recherché que pour des cas d'école, des
structures de géométrie trés simple, élaborées avec des matériaux homogenes et munies de liaisons bien définies,
etc.

Dans un premier temps, des modélisations rendant compte des comportements de base des différents
composants d’'un systeme industriel permettent d’analyser les phénomeénes engendrés.

Dans un deuxieme temps, des méthodes d’'approximation reliées a des techniques numériques sont
utilisées afin d’obtenir de maniere approchée les équations différentielles du mouvement et puis la solution du
probléeme mécanique. Ces méthodes sont fréquemment basées sur des formulations matricielles de I'élasticité et
exploitent le grand développement des logiciels de calcul sur I'ordinateur.

La mécanique des structures flexibles s'intéresse a la détermination des champs de déplacements, de
déformations et de contraintes. Dans ce contexte, les hypothéses suivantes sont retenues :

> les matériaux homogenes ont un comportement élastique linéaire,

> le chargement est appliqué de telle sorte que la relation entre le champ de déplacements et celui de
déformations est toujours linéaire et que les déformations restent petites,

> il existe un potentiel de déformation.

A partir des relations entre les différents champs, I'approche cinématique est adoptée grace a sa simplicité
de mise en ceuvre. Elle est la plus commune afin de construire les formulations matricielles de type cinématique
utilisées dans les logiciels de calcul. Dans cette approche, il s’agit de privilégier la connaissance des
déplacements et en déduire les déformations et les contraintes, c’est-a-dire que les relations sont exprimées en
fonction des déplacements qui sont les inconnues du probléme de la structure flexible.

Aprés avoir déterminé les différentes énergies et le travail virtuel des forces généralisées des composants
du rotor, il convient a présent de choisir une technique numérique basée sur des méthodes d’approximation afin
de décrire les déplacements dus a la flexion d’'un rotor embarqué par rapport au support en fonction des
coordonnées généralisées utilisées dans I'étude puisqu’il n’existe pas de solution analytique du probléme
considéré.

A partir de I'approche cinématique, deux méthodes d’approximation du champ de déplacements peuvent
étre employées afin d’établir les équations différentielles du mouvement vibratoire du rotor embarqué :

i Méthode de RAYLEIGH-RITZ : elle utilise peu de degrés de liberté pour écrire les équations du
mouvement. Cette méthode est généralement utile dans le cadre d’'une étude des phénoménes de
base.

g Méthode des éléments finis elle permet de décrire plus complétement le systeme étudié. Ladite
méthode est utile dans le cadre d'une étude et d’'une conception des systemes complexes et des
rotors industriels.

[11.2 Méthode de RAYLEIGH-RITZ

La méthode d'approximation appelée « RAYLEIGH-RITZ » consiste & remplacer le champ continu
inconnu par un nombre fini de coefficients inconnus. Elle permet de développer un modele simple afin
d'examiner les phénoménes souhaitables lorsque le support rigide est en mouvement. La troncature de
I'expansion de RAYLEIGH-RITZ aboutit a un champ de déplacements plus petit que la solution exacte. Donc le
modéle approché est plus rigide que le modéle exact. Le principe de la méthode de RAYLEIGH-RITZ est
brievement rappelé ci-apres.

[11.2.1 Mise en équation

La méthode de RAYLEIGH-RITZ conduit & définir les déplacementst w a un point quelconque de la
ligne moyenne de I'arbre en flexion suivant les aglset Oz respectivement dans le repeére lié au support
en utilisant des variables d’espace et du temps séparées, c’est-a-dire :
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CHAPITRE 1l : Equations du mouvement

ou :

o (1)
u=ifi"(y)qi“(t)=<f1"(y),---,fi"(y)'----fn‘j(y)> qi“f(t) =(t4(y){a" (0)} (1.1)

qﬁq:(t)

a (1)
W=§lfi"(Y)qiw(t)=<f1"(Y),---vfi"(Y)v---,fn‘j(y)> qi””i(t) =(f* (y)}{a" ()} (1n.2)

o, (1)

n, estle nombre de degrés de liberté utilises pour chaque déplacement dans les ddrotipOz ,

f (y) (pour i =1...n,) sont les fonctions de déplacement choisies, cinématiquement admissibles et
linéairement indépendantes,

q'(t) etq"(t) (pouri=1..n) sont les coordonnées généralisées indépendantes (degrés de liberté ou
coefficients inconnus).

Remarque : les fonctions de déplacement forment une base ifomelle, satisfont les conditions aux

limites et respectent la complétude : n'importe quelle fonction peut étre représentée en augmentant le nombre de
degrés de liberté.

Notation : par la suite, afin de faciliter I'écriture des étjoias utilisées dans I'étude, les coordonnées

dépendantes du tempg (t), " (t) et les fonctions spatiale§” (y) sont abrégées pay', g et f,°.

Les angles de précessign (rotation autour de I'ax®z) et de nutationd (rotation autour de I'ax€x)

sont petits et ils sont alors approximés (selon la poutre ’'EULER-BERNOULLI) par (Fd@rell.1) :

G
ou e ae g i\ | <df“>
p=-==-N g ==, g b= (=g (111.3)
ay gdy <dy dy dy /| . dy{}
O,
q].W
ol
g="_ nqﬁq% ﬁ...ﬁ...df—”“ q" =<id>{qw} (111.4)
dy Sdy dy dy dy dy
o,

L’expression de I'énergie de déformation nécessite les dérivées du second ordre des déplacements

w par rapport a la variablg . Les expressions de ces dérivées sont ;

%
u_ &dfd N A R i AR I RS
— = g = e L= . 1.5
ayZ ; dyZ ql < dy2 dy2 dy2 q dy2 {q } ( )
On,
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CHAPITRE Il : Equations du mouvement

Y

X
FIG. 11l.1 : Degrés de liberté d’'une poutre en flexon
q-LW
2w g2 fd o N AL I i A I BT TA
v Z q L - 2 )1q" == {a"} (111.6)
i= dy dy dy : dy
O,

[11.2.2 Equations du mouvement

Aprés avoir inséré les six derniéres équations dans les expressions des énergies et du travail virtuel
définies dans I€hapitre Il et calculé la somme des énergies cinétiques depasants du rotor embarqué, les
équations de LAGRANGE sont appliquées sous la forme donnée par I'équation (I1.1). Aprés calcul et prise en
compte du nombre de disques, de balourds discrets et de paliers que le rotor comporte, les équations
différentielles du mouvement de flexion d’un rotor embarqué sont écrites sous la forme matricielle suivante :

[, (e +[, (O] +[K, (O](ah ={F 0} +{F, ({d} {)} (1.7)

| [M, (t)]=[Mq, |+[ Mg, [cosDat+[ M3, | sin (111.8)
[C.(t)]=[CS. [Q+[Cr |Qcos Dt +[ C |Qsin 2t +[C§ra“;]w" (111.9)
(0)]=[Ke]+ [Ke%]coszzw[K“z sint+| K5, | +[ Ko |Qa
#l[ K o kame o o ke oo+ ([ |+ Kaoe ) o+ ke Jwresr
+( K:;;% @+ Ko 0w +[KEm ™ | +[KEo ™ [ +[ KL [o?  (1110)
+[K:;;&f%]afaf)coszm([K:;;%]ay+[Kj§;’%]9a)¥+[}<§f;;Sz]w*z
+[Kg [ [Kj;*;‘fﬂamf)smzzt
{F O} ={F} H{R O} H{Fow (O} H{Fsaw (O H{Fia (D} cos D +{F2 , (D) sin2at — (n1.12)
dou:
_ [Md,a,l] [0] . 61— _[Md,a,z:l [0] . s J— [0] [Md,a,Z:I
[Md,a]—[ (d [Mdya’l]],[Md,a]—[ (0] [Md,a,z]]'[Md’a}[['\ﬂda,z] " ](III.lZ)
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CHAPITRE 1l : Equations du mouvement

o, e, % )

gy

d,a,su,l

< el ™0 o e [O e

) |

vl |[Keawa] [0 ] L :_[[K:’m} [0] ]
[ [0 (K] - [e] 0] [K§uas]

oo |[Kaws] 10 ] roue [ (0] [K:MJ]
[ [0 K] ] [Kiws] 10|

Kia

ki = (ke ]-[[ o - [Kf(:]m]]
N e

oo [[Kiws] 101 ] rewweat | [Kaws] [0
(K& = [ (] 0 ] BISHeE [ . [K:MJ], (11.16)

worn_ | [0l [ ] [ evee [0]  [Kfaws]
[ ) o] [Kdam]] i) [[Kd wel [0 ]

- _[K:ES]M] [K[;lw&] ] [[Kd[olg [Ki';]w]],

s R S R
[kgawa]= [[Kfame] (o] ]

[0 [Kuas]

{r} =~{vitw, (11.18)

(I1.15)

{F, (1)} ={v} Q* cosat +{V;7} @*sinet (I11.19)
O} = (v} +{vey <} o H{wie} @ +{vi s} o oo} o’
+{V‘M ) ai‘af)coth #({wneor +{vew =} ow +{us < o (111.20)
v s} o +fvige) a)xaf)stt
{Fyan (O} = (V) (o + 22000 = 29067 + 2, (@ + wFa?) - ¥, (67 - @) =, (% + 07?))
Vit (2o + 2900 = 20 + o (0 + ) =3, (@ - ') 2, (@ + 0
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CHAPITRE lll : Equations du mouvement

—{vr M + war) H{vs & - ) -{vi @ + ')

Ve, o} -ww)-{v Hew + wew ) +H{v) }(Qw + war) (24
{Fone (O =W} (@ - 200 - o) +{vi} (& + 200 + ') (111.22)
{Fine (O ={Wo (@ -200 - ') +{Vis } (& + 200 + w0 (111.23)

Les expressions des composantes des matrices et des vecteurs de I'ensemble des équations (111.12)-
(111.23) sont données elnnexe D.

Remarque : les matrices et les vecteurs trouvés dans le sgstdidquations différentielles du
mouvement (I11.7) sont de taillezn, x 2n, et 2n, x1.

Il s’agit de présenter la définition des vecteurs et des matrices construisant les équations du mouvement
d’'un rotor embarqué établies en utilisant la méthode de RAYLEIGH-RITZ :

=N

|
)"

.
<qf,... o ATRT A TR ¢ A qxvq> est le vecteur des coordonnées généralisées.

[Md‘a , [Cga] et [KEJ sont les matrices classiques respectivement de masse, d'effet

a

gyroscopique et de raideur du rotor symétrique correspondant au cas d'un support fixe. Elles
présentent des termes constants dans les équations du mouvement quelle que soit la géométrie des
disques et de l'arbre.

[Mgfa], [Mj’fa] [Cdgf] [Cdg;ﬂ, [Kj“Z] et [K;“*SZ] sont les matrices respectivement de
masse, gyroscopique et de raideur dues a la dissymétrie géométrique du disque et/ou de I'arbre et
obtenues dans le cas ou le support du rotor est fixe. Chaque matrice est pondérée par une des
fonctions trigonométriqueos Xt et sin 2Qt, c'est-a-dire que des termes périodiques sont
produits dans le systéme différentiel du mouvement.

ci

d,a,su

], [K§aa] et [K§2, ] sont les matrices respectivement gyroscopique et de raideur de

'ensemble disque/arbre dues a la mobilit¢ du support rigide. Elles sont pondérées par des
fonctions correspondant aux différentes rotations du support. La forme des coefficients des
équations du mouvement correspondant a ces matrices dépend uniquement de la nature de la
rotation du support.

[K‘”? ] et [Kifw] sont les matrices de raideur dues a la dissymétrie géométrique du disque

d,a,su
et/ou de l'arbre et au mouvement du support rigide. Chacune d’entre elles est pondérée par le
produit entre une fonction décrivant les mouvements de rotation du support et une des fonctions
trigonométriquescos Xt et sin 20t . A partir de ces matrices, des termes périodiques provenant
de la géométrie du rotor sont rencontrés dans les équations du mouvement quelle que soit la nature
de la rotation du support.

{F(]f’;} est le vecteur du poids du rotor.

{Fb (t)} est le vecteur classique des forces dues au balourd dans le cas d’'un support fixe. Il est

proportionnel au carré de la vitesse de rotattdondu rotor et change périodiquement avec le
temps tel que la période est égale 277/Q .

{Fb,Su (t)} est le vecteur des forces dues au balourd et aux mouvements du support. Il dépend des

mobilités de rotation du support et des fonctions trigonométrigasQt et sinQt .

{Fd,a‘Su (t)} est le vecteur des forces dues aux mobilités de translation et de rotation du support.
Ses termes apparaissant dans les équations du mouvement dépendent uniquement des fonctions
relatives aux mouvements du support quelle que soit la géométrie du rotor.

{F(ffa‘Su (t)} et { h (t)} sont les vecteurs des forces dues a la dissymétrie géométrique du rotor

et aux mouvements de rotation du support. Chacun des vecteurs est pondéré par une des fonctions
trigonométriquescos Xt et sin 20t .
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CHAPITRE 1l : Equations du mouvement

[11.3 Méthode des éléments finis

Trouver les fonctions de déplacement valables sur tout le domaine étudié n’est possible que dans le cas de
rotors de géométrie pas complexe et munis de conditions aux limites simples. Pour cela, il s’agit de développer
et de mettre en place un systéme dont les équations différentielles du mouvement sont établies a I'aide de la
méthode des éléments finis afin d’avoir un modéle capable de traiter les machines tournantes réelles et les rotors
industriels. En fait, la méthode des éléments finis est largement utilisée dans le domaine de la mécanique des
structures et particulierement en dynamique des rotors, avec I'emploi de méthodes adaptées de résolution
numérique.

En ce qui concerne la modélisation des structures, la méthode des éléments finis est généralement
décomposée en trois étapes :

i Interpolation géométrique : le domaine étudié est divisé en domaines élémentaires de forme
géomeétrique simple appelés « éléments finis ». Cette discrétisation donnant le maillage doit étre
effectuée de maniere a approcher le mieux possible la géométrie et doit gérer le meilleur
compromis entre le nombre d’éléments et la précision souhaitée. Les éléments finis sont définis
par leur forme, le type de courbe ou de surface de la frontiere et le nombre de nceuds

géométriques.

g Approximation nodale : I'approximation de la solution est exprimée a n'importe quel point sur
chaque élément fini en fonction des coordonnées généralisées (degrés de liberté, variables nodales
ou déplacements nodaux) définies aux nceuds d’interpolation nodale qui ne sont pas forcément les
nceuds géométriques. Ces coordonnées permettent d’exprimer simplement la continuité de la
solution et les conditions d’équilibre entre les éléments.

i Méthode des déplacementsen prenant comme inconnues les déplacements, la formulation et la
résolution du probleme sont effectuées a deux niveaux (c’'est-a-dire la formulation élémentaire et
la formulation globale). Par conséquent, les matrices élémentaires des différents composants du
rotor et les vecteurs des forces nodales équivalentes sont déduits, leur assemblage est effectué, les
conditions de déplacements imposés nuls (conditions aux limites) sont prises en compte et la
forme générale des équations du mouvement en flexion d’'un rotor embarqué modélisé par les
éléments finis est exposée.

[11.3.1 Disque

Le disque est modélisé par un élément &di qui contient un noeud situé au centre de masse du disque
placé a l'abscissey, suivant I'axe Oy du référentiel attaché au suppd®t (figure FIG. 11l.2)). Ce nceud

correspond & celun de I'élément fini d’arbre non déformég, ou i est le numéro de I'élément fini d’arbre. Il
est associé a quatre degrés de liberté (variables nodales au nceud d’interpolation nodale) :

> deux translationsi}, et w, respectivement suivant les ax@g et Oz du référentielR ,

> deux rotationsg; et ], autour des direction®x et Oz respectivement.

Zp
Yd R
Wedni '/fedni
O >
Bajni y
Uedni
X
FIG. 1.2 : Variables nodales pour un élément finide disque
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CHAPITRE Il : Equations du mouvement

Le vecteur des déplacements nodéd&} de I'élément fini de disqued exprimé dans le référentiét
est de la forme suivante :

{an} = (w00 03), (111.24)

Notation : puisque le vecteu{égd} est fonction des variablegl,, w},, &y et ¢J , il dépend de

l'abscissey, suivant 'axeOy et du tempst . Pour simplifier I'écriture des équations utilisées dans ce travail,
les variablesy, ett sont omises.

En utilisant I'expression (11.62), I'énergie cinétique de I'élément fini de disglia’écrit comme suit :
Tat Tt T 0 H Ty a4 T (111.25)

T = lmd((xo+zoa)" (Yo +yd)af)2+(yo—zowx+x0af)2+(zo+(yo+yd)wx_x0wv)2+u:dz+v\@z
¥2(% + 20" = (Yo + V) &) (U + WA )+ 2( 2 + (Yo + Yy ) ' = %000’ ) (W —ulye’) (11.26)
=2(Yo = 20 + %0 ) (Whse" +UgeF) + 2(URWE — WAL ) + whlw? + (uy? + ) o'

Ul W - W' )

T = 100 (0757 28500 = 2 = i) + s = (i - Yoo (n.27)
Hynz+ 9;2)ay2—(e;2—1)af2+nge;mf+2(¢;af—e;af)ay)
T :%lgh ((Q+a)")2 YUYW+ 0+ (Q+ ) (206 - (wl + 037) @ - 2yl - B)e)) (11.28)
A
Toa =218 (g0 -an2 - 2600 - 2y + G )@ + et + (- Yo
o4 = 2 w( ed ed ed ( edYed mWa) Y (¢%1 @
(w7 - 07) ' - (637 1) o + 2L ' ~ 2( Y + Gy ) o cos Tt 11.29)

—%I;’L (2waty + 2 + 2wy - 6388) & + 26507 + 2360 (0 - )
-(w2? + 027 - 2) e - 2( Gy - @) ) sin Tt

L'application des équations de LAGRANGE a l'expression (111.25) conduit a obtenir les matrices
élémentaires et les vecteurs des forces nodales de cet élément fini :

%[a?%}]_[a?%}}w“ ()8} +[Cu (1) 2} +[ Ke () { O} ~{ s (1)} (111.30)

avec .
(1) ]=[ Mg [+#[MZ ]+[MZ Jcos Dt +[ Mg | sin &t (111.31)
[Ca(t)]=[cs]a+[ca™ |acosmt+[cg® |asin20t+| CEs o (111.32)
(0)]=[KaS o +[KGE Jaa' +[ KL | +[KgE | +[KSE w2
ki Jore
(ka2 = +[xa2 = Jow +[key = Jo kg = ]w"
+[K“’Z%Jaf2 [ e’””“ﬂ}a}‘aﬁ)cosmt (11:33)
+[ka@=]ar +[k52 = |ow +[kga * Jw? +[Kaa = |w”
+[Kg’;f“’zsz]w‘af)smmt
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CHAPITRE 1l : Equations du mouvement

{F (1)} ={Fu.a (O} +{F5 s (1)} cos D +{ 5, (1)} sin 20t (11.34)

(Fas (0} = {8} (%o + 2200 = 2900 + 2, (& + ') = yo (07 = ') =5, (@7 + 02))
w}(20+2yoaf 2Xoa)y+yo(af+wywz) Xo(dﬂ—afaf)—zo(af2+a)yz
(Vo @ + e ) +H{vi @7 - wiw’) -{v5 @ + @ar)
v @7 ~we) (v} (ew +w'w) +{vr ) (e + )

% )) (111.35)

{Fao () =—{Via} (@ —200 -war) +{vE s} (@7 + 20w + &) (111.36)
{Faa ) ={Vz} (@ —200 -war) +{viz} (@7 + 200 + o) (111.37)
d'ou :
m, 0 0 O 00 0 0 00 0 ©
-~ lom oo |00 0 Of oo o0 o0
Ma]=l o 0 o ofIME1=|0 o ™ 0 Mi]=o o 140
0 0 00 00 0 I 00 0 -Ig
- " " (111.38)
00 0 ©
00 0 ©
M31=lo 0 o -2
00 -8 0O
00 0 © 00 0 0
00 0 © 00 0 0
[Ca]=lo 0 0 -1z [l%*]=lo 0 o -ag
oo, 0 00 -25 0
0o o o 0 0 0 (111.39)
00 0 0 -2m, 0 0 0
[C*]=|0 0 —22 o 2=l 0 o o (1} -2)
oo o 27 o 0 IX-2ar 0
[0 m 0 0 00 0 O
el ™m0 0 Ol r waw1. |00 0 O
K25 0 0 o I (%527 =)0 o 1y o
0 0 IX-I™ 0 00 0 IX
0 0 0 0 ] -m, 0 0 0
- |0 -m, 0 0 4|0 -m o0 0
[KM] 0 0 0 0 '[Kii’;’y] 0 0 IL-I® 0 (111.40)
0 0 0 ~(1}-1m)] 0 0 O
-m, 0 0 0] 0Om 0 0
La1 | 0 0 0 o - . m 0 0 0
ke )= o ~(12,-1m) o (%27 )50 0 0 ayom
0 0 0| 0 0 Iy -1 0
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CHAPITRE Il : Equations du mouvement

00 0 O 00 O 0 000 O
00 0 O 00 O 0 000 O
e, e, | — e Qe ¢ | — ) . W, | =
[Kede ] 00 0 Ig ’[Ked'su ] 002y O '[Ked'w J 000 O
0019 o0 00 0 -2¢ 000 Iy
" ] 4y
00 0 O 00 0 O 00 0O O
, 00 0 O , 00 O O 00 0 O
[Ka2]=lg o 19 o [[KEL]= s o[58 ]=l0 0 o e
o 00 -2 0 n
o0 0 -Ig 00 0 O 00y O
00 0 O 0 0 © 0
00 0 O 00 O 0
|:Ker,a'>y,sz:|: g .|:Ker,Qa)y,sz:|: g
o 0013 0 L ww oo o -2
00 0 -I¢ 0 0 -24 0
A - " (I11.42)
00 0 O 00 O O 0 0 0
|:Ker,w"2,§:|: 0 O O O .|:Ker,wy2,52:|: 0 0 0 0 .[Kayﬁ#’%]: O 0 . 0
o 00 0 I8 | [ e 00 0 -Ig [ e 00-13 0
0012 0 00— 0 oo o -3
my 0 0 my
u 0 w rT]d . rrh O
{Vaah =1 o plVaal =1 g Vs = vey g vl =y (11.43)
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
(Vaa = m Vit =1 o vt =1 o vt =1, (I1.44)
My my
0 (Mg 4 0
0 0 0 0
0 0 0 0
{Vaah =16 plvazl =y o ezl =1 o lvaal =16 (111.45)
my my
0 I In 0
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CHAPITRE 1l : Equations du mouvement

111.3.2 Arbre

L’arbre est modélisé par des éléments finis de poutre basés sur la théorie des poutres de TIMOSHENKO
dont les hypothéses sont précisée€hapitre Il . Il est discrétisé em_ éléments finis appelés « éléments finis

d’arbre » et a ainsi_ +1 noeuds d’interpolation nodale.

Soit un élément fini d’arbre non déforned, (figure FIG. I11.3') qui comprend deux nceuds et n,, de
coordonnéesy. et y;* sur I'axe Oy . Cet élément est de masse volumigag , de section droiteS,, , de
longueurl,, , d'inerties de sectiorlg’: et |g; , de module d’'YOUNGE,, , de module de cisaillemel@,, , de
coefficient de POISSON,, ainsi que de coefficients de réduction de sectfth et K:; oui(lsisn,) estle
numéro de I'élément fini d'arbre.

Le vecteur des déplacements nod%d&} de I'élément fini d’arbreea, associé a huit degrés de liberté

et exprimé dans le repefe est donné par :

{on} =(un i 00 0wy w0 ), (111.46)

& e

Ce vecteur est séparé en deux vecteurs de déplacements correspondant aux mouvements mjegehceuds
n,, dans les plangOy et yOz, c’est-a-dire :

{on} =(us o ), (111.47)
{on} =(way o w4, (111.48)

Les déplacements en flexian, etw, du pointC'™ respectivement selon les ax®% et Oz du repére

R ainsi que les angles correspondants de nutatign et de précessiony,, autour de Ox et Oz

respectivement sont exprimés en fonction des vecteurs des déplacements{n@d}awt {d;*w} par :

un =(F2 (V) e} (1149
Ue =<@(§/)>{5;“} (111.50)
w, = (R (v){em) (1.51)
6 = (F2 ()}{ex) (52
Zlk _
y
Weainiu ni Weaini+1 Ni+1
\ J Yeai Yeai

Sea

° Nj+1

i 'y

di ) )
n n
ISeal 0eai i+1 Uea i+1

FIG. 11.3 : Variables nodales pour un élément finid’arbre
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CHAPITRE Il : Equations du mouvement

Pour chaque élément, I'approximation des déplacements est alors fonction des coordonnées d’'espace et
du temps. Les fonctions de forme (fonctions d’interpolation nodél%g (9)> <Fe‘é (§)> <FW(§/)> et

€3

<§(§/)> pour la dynamique sont celles de la statique méme si ce n’est pas toujours rigoureux. Ce choix permet

I'extension aisée de I'analyse statique a celle de la dynamique. Les vecteurs des fonctions de forme d’'un élément
fini de poutre de TIMOSHENKO en flexion dépendent de la variable adimensionreson I'axe Oy, sont

des fonctions polynomiales de degrés 3 et 2;/eBt contiennent les effets de cisaillement. Ces fonctions sont
données par (vVOIKELSON [119], CHEN et KU [23] etMOGENIER [114]) :

- —2 =3
1+¢; —¢; y—-3y +2y

-§|a9(2+¢;% ~(4+g2 )y+ 27)

ol o N |
(Fa (¥) 1+ % 9(% +39_2§2) (111.53)
2300 +(2-02)7-27)
6y(1-Y) T
X _ x \T, 22
<@(9)>:;x - (l+¢a E4+¢_a)y+3y ) (11.54)
' (1+¢ea ) —6y(1— y)
_Im§(2_¢:@ —39)
- 5 3 T
1+ P —Po Y3y +2y
o . %Ia§(2+¢; ~(4+z)y+ 2}2)
< ea(y)>_1+¢; §(¢; +3§_2§/z) (111.55)
[0+ (- )v-7)
-6y(1-y) T
z _ s\, 52
)ty ) s
e (1+¢ea ) 6y(1— y)
I, ¥(2- 2 - 3y)
avec :
12E_ I
= S
P -m (111.57)
12E_ 12
= S
P -m (111.58)
y =)= (11.59)
€3
ou:
. ¢; et ¢; sont les coefficients de cisaillement de I'élément fini d’arEedans les plansOy et yOz
respectivement.
74 INSA de Lyon LaMCoS

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0087/these.pdf
© [M.Z. Dakel], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



CHAPITRE 1l : Equations du mouvement

Les matrices et vecteurs élémentaires d’'un élément fini d’arbre sont obtenus a partir de ses énergies
cinétique et de déformation. La substitution des déplacements en fl@gqrwea) et des angles de rotation

((//ea 0 ) dans les expressions (11.80) et (11.147) donne les expressions des énergies cinétique et de déformation

d’'un élément fini d’arbre. Apres avoir intégré ces derniéres sur toute la longueur de I'élément fini i;arbre
les équations de LAGRANGE sont appliquées de maniéere a obtenir le systéme d’équations suivant :

%[a?z}}[a?z}]{m}:[Ma(tn{ef;}q% (0)f8n} +[Ka () en} {7 (0} an60)

e
avec :
[Mq, (t)]=[ME ]+[MZ ]+[M2 Jcos Dt +[ M2 | sin 2 (I11.61)
[C. (] =[cg Ja+[cg* |acosmt+[cg® Jasin 2ot +[ c | (111.62)
[Kea (t)} =[K; J+[K;°2Jcosmt+[K;ﬂ sin Dt
HKas o +[Ka% Jaw +([K;'gz}+[|<;?;"z])af2+[K;{;ﬁ2]d2
(ke Jo [z ot [ ka2 Jwre
+([kaae o+ ka2 = Jow «[Kge = Jw? +[ kG2 o (111.63)
+[K;§J “?]af2+[K;'g“’z'°?]wxaf)cosZIt
+([ka@=]ar +[kg% = |ow +[ kg™ o +[ ka2 = |
+[ K97 |wrer Jsin 20t
{Fa (O} ={Fa o (O} +{Fo o (t)} cos A +{F2 _, (1)} sin 20t (111.64)
dou :
[M& 17 008 [Ma i [MZ = 21 2 [May 2 [5[ M2 |7 00 18 [Man o] (111.65)
(M2 ]= 18, [ ]
[C |20 12 [Mas ][ €27 |2 204 1€, Mo |3 [C27 | = 20018, [Mag s . (11.66)
[C:;g]zzfoe@sea [Mao]
(K& JZEal @ [Ma s [i[Ke? [ Eald [Ma s |5 [KEZ ] EL1E [Ma s ] (111.67)
[K;'g}_peasea [Ma o] =P 1T [Ma, 4][K;&MJ_2'0%|§ [Ma
(K24 )= 0 S [Maso P M]3 [ K2% ] = (0 S [Mar ]~ 212 [Ma )
(K89 ]2 P Sy [May ] 127 [Mag 1] [KED = S (Mg ] - 12 [M ], O
, , S, (12 —yr? SIA S
[ = ]= Lo ey g paSerlpy g paap
[K;'gv%]:—pealg; [Ma,4]i[K;'f;“’y’°zJ=2pea|§; [Ma,sJ?[K;’gz'ﬂ=‘ﬂe&|i |:Mea1-,11:|’ (11.63)
[K;gzv%J = o, Ig;‘_ [MeasJ ; [K;gzv%] = P, Ig; |:Mea,l3:|;|:K;'ng'%:| =P, Ig;_ |:Mea1,4:|
[K;zjsz] = Pes lg; [MSMJ ; [K;&d'ﬂzz'oea lg; [Mewl];[K;'ﬁzyﬂ = Pe, lg; [Me& ,4]' (11.70)
(ka2 = patd, [Ma Ji[KGE7 ™ J= 0015, [Ma ] |
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CHAPITRE Il : Equations du mouvement

eq,su %0,

{F (t)}— pas{ 1}(xo+220a)y 2yoaf+zo(aﬂ+afaf) yo(df—afa)y)—&(a)y%afz))

,oeasea{vea2}(zo+2yoaiX 2xoa)"+yo(a)x+w"af) xo(w"—w“wz)—zo(ai‘z+wyz)) 7D
_peasea{vea3}(d+wywz)+pea ea{ 4}(df_da)y)
PV & Ve o} (@0 = 2007 ~ @' ) + o 1T {Vyg o} (7 +200 + /')

o () =- (p 12 {Voy o} (& -2007 -0'ef )+ p 1 {vﬁye}(ahzgzmuamv)) (111.72)

{F;{w ()} =-pa 1S, {vm} (@ ~200 ~ @)+ pa1 ¢ (Vi o} (07 +2Q00 +w/a?)  (1173)
Les expressions des matrices et des vecteurs vues dans I'ensemble des équations (I11.65)-(111.73) sont
données eAnnexe E
111.3.3 Balourd

Un balourd discret est modélisé a I'aide d'un élément fini comportant un noeud positionné au centre
géométrique de I'arbre non déformé localisé & I'abscigssuivant 'axeOy et ayant quatre degrés de liberté :

deux déplacements] , wj et deux rotation®} , ¢/J .

Le vecteur des déplacements nod{ldg} de I'élément fini de balourd a la forme suivante :

{5_;}:(11;,\,\,;,0;,(//;); (I1.74)

En utilisant I'expression (11.159), I'énergie cinétique de I'élément fini de balebrd’exprime comme
suit :

T, =morb((u;‘b + X%, +(WQb +zo)a)y—(yb +yo)af)(Q+wV)cos(Qt+/7b)
(Yo = (W + 20 )@ + (U} + x5 ) o ) (e cos(Qt +77,) - & sin(Qt +7,)) (I11.75)
(W + 2 + (¥, + Yo ) @ = (u +xo)wV)(Q+wV)sin(Qt+/7b))

L'application des équations de LAGRANGE a l'expression de I'énergie cinétique (111.75) pour un
élément fini de balourd discret, qui fait un angjeavec I'axeOz a l'instantt =0 (& I'arrét), donne :

%[0?%}]_[6?%}] =={Fo ()} ~{ Fanas (1)} (111.76)

Ainsi les vecteurs des forces élémentaires correspondantes (trouvés dans le second membre du systeme
d’équations du mouvement) sont définis comme suit :

{Fs (1)} ={vg} @ cosaat +{vz} Q°sint (I.77)

{Feb,Su (t)} = ({Vez’;fl} o’ +{V£";y’°1} Qw’ +{V$;’°l} W +{V£V;,cl} " +{V£;°l} W
+{V£’,X§f'°l} a;xwz)coth +({V£y§} @ +{V£ﬁva} 0w +{Ve‘l;’f;51} W2 (111.78)

H{virf ot dviis) et +{ves s} war Jsinat

avec :
sing, cos,
_ cosp, | _ —sinz,
{Vaf=mr " P {VatEmny T (111.79)
0 0
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CHAPITRE 1l : Equations du mouvement

—Cos7, sinsg,
" sing, " cos,
ol — . &5 | =
{Veb,su } myr, 0 ; {Veb,m } myr, 0 (111.80)
0 0
sinz, cos7,
wal cos7}, ) sl - -sing
{Veff,su q} =My ot {Vei,’,‘;y Si} =2mp,e b (111.81)
0 0
0 0
2 cosy 2 -sinz,
{Veﬁ’;'q} =MbYy ot {V;;’;ﬁ} =MLY, ° (11.82)
0 0
sing, cos7,
2 cosy 2 -sinzg,
{Veﬁfyw'q} =MbY ot {V;,’,;’Sl} =MLY, ° (11.83)
0 0
sing, cos,
{Ve’é’zz'q} =My, ° ; {V;’ZZ'SL} =myr, 0 (11.84)
,su 0 ,su 0
0 0
~cos, sin,
g = peL7% R A —Cos7p,
{Veb,su } rn)rb O ’ {Veb,su } rTLrb O (”|85)
0 0

111.3.4 Palier

Le palier est modélisé en utilisant un élément fini avec un seul nceud positionné au centre de la section de
I'arbre non déformé. Cet élément a quatre degrés de liberté : deux déplacefnents et deux rotations} ,

We-

Le vecteur des déplacements nod{ldg} de I'élément fini de palier est de la forme suivante :

{an} =(uy w0 03), (111.86)

Compte tenu de I'expression (11.168), le vecteur des forces nodales non linéaires de I'élément fini de
palier est donné par :

{F.} :{Fep ({5;} {0?;3})} = ng’v (111.87)

R

[11.3.5 Equations du mouvement

Les matrices élémentaires et les vecteurs des forces nodales sont assemblés de maniére appropriée. En
raison de la présence de paliers hydrodynamiques, les conditions aux limites n’existent pas. Par conséquent, il
n'y a ni de lignes, ni de colonnes dans les matrices et les vecteurs assemblés a éliminer. Ainsi les matrices et les
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CHAPITRE Il : Equations du mouvement

vecteurs globaux sont respectivement de dimensmnen, et n, x1 ou n, = 4(nea +1) est le nombre total de
degrés de liberté.

Les équations différentielles non linéaires du second ordre décrivant le comportement dynamique du
systeme rotor embarqué-palier en flexion sont écrites par rapport au repére non inertiel connecté au support
rigide R sous la forme matricielle suivante :

(M, ()8} +[c ()8} +[ ))&} ={F (1)} +{Fp ({a} ,{5;})} (111.88)

ou:

. [M, (t)]. [C ()] et[K,(t)] sont respectivement les matrices globales de masse, d’amortissement et
de raideur avec des termes paramétriques périodiques et variables dans le temps dus a la dissymétrie
géomeétrique du rotor tournant et aux rotations de son support rigide,

. {d’r} , {d} et{d} sont respectivement les vecteurs accélération, vitesse et déplacement globaux adaptés
a la connectivité des éléments finis,

. {Fr (t)} est le vecteur global des forces extérieures linéaires contenant les excitations dues a l'effet de
balourd ainsi gu’aux mouvements de rotation et de translation du support,

. {Fp ({Jr} {5,})} est le vecteur des forces extérieures non linéaires du palier hydrodynamique qui est
contraire au mouvement du rotor.

Les matrices| M, (t)], [C, (t)] et[K, (t)] mentionnées dans I'équation (111.88) sont définies comme

suit :

[M, (t)]=[Mq, J+[ Mg, [cos D+ M3, | sin (111.89)
[C.(t)]=[cs.]o+[cee Jacos Dt +[ ez |asin 2t +| C5s, | (111.90)

t)]=[ K J+[ K Jcos Dt +[ K= | sin Bt
K5 o +[ koo Jow + ([ ke [ keee e +[ ke |w

d,a,su d,a,su d,a,su d,a,su

#{[ Kl |+ kane o + [ |
H[Keo | +[ Koo = |awy + [ ke o +[ ki |w” (11.92)

d,a,su

{[Kezz Jor o[+ Jow o[k oo kil o

([
([
+[Ke ‘f%]afz [Keere e et |cosmt
(
[

+| K@ SZ]afxa)z)sm 0t

d,a,su

Les indices «d », «a » et «su » se référent au disque, a I'arbre ainsi qu’au support respectivement et
expriment la contribution aux phénoménes représentés par la matrice correspondante. Les exposaets «

«'s, » désignent la dissymétrie géométrique du rotor exprimée en termes de fonctions trigopnométriques
variables dans le tempsos )t et sin 20t . L'exposant «g » représente I'effet gyroscopique du rotore «

I'élasticité de I'arbre correspondant aux déformations de flexion et de cisaillementy des effets de rotation
dus aux mouvements de rotation du support (ces effets proviennent des énergies cinétiques du disque et de
l'arbre) et «erg » les effets de raidissement géométrique correspondant aux contraintes centrifuges dues aux

rotations du support (ces effets proviennent de I'énergie de déformation de I'arbre).

Le vecteur{F, (t)} indiqué dans I'équation (111.88) est exprimé par :

{r (O} ={R} +H{R (O} +{Fou (O} H{Faa (O} H{F2a (O} cos DA H{FS , (1)} sin 20t (111.92)

avec :

{F) =~{vlw, (Ill. 93)
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CHAPITRE 1l : Equations du mouvement

{F (1)} ={v} @* cosat +{v;} @ sinat (111.94)
{Fb,su (t)} = ({Vb‘,;;qu} @’ +{Vb?;:)y'cl} Qw’ +{be‘§‘cl} W +{Vb§~%} w2 +{Vbcy«;2,cl} W2
+{Vb’j;"’z'°1} afaf)coth +({Vb"’;sl} @& +{vb?§yvsl} Qw +{Vb'f§j'sl} W (111.95)

_,_{V;;z,ﬁ} W2 +{be;2vsi} W +{be;“’1'51} afaf)sith

&
:
|
I
S
=
+
N
N
S
2
8.
+
N
S
+
g,
- S
6<
)
g
=
3
%
+
8,

afmw) {vr 7 -we)- {daw}(w“+a)Vaf)
vw } i —w'w ) -{v¥ How +wew ) +H{v) }How + wer)

d,a,su d,a,su

{Fre o (O} == {vie N @ - 2007 - w'er) +{viis } (67 + 200 + o) (111.97)

d,a,su

{Fro ) =W @ —200 -0 ar) +{vie} (@7 + 20w + ') (111.98)

d,a,su d,a,su

Les vecteur{V,} , {V, ..} et{V.

d,a,su

} des chargements et leurs vecteurs correspon@lBgits {F,.,} et

{Fd,a‘su} des forces sont associés respectivement au balourd, a la force d'inertie due aux différents mouvements

(trois rotations et trois translations) du support et a celle due au couplage entre ces deux phénomeénes. Les
exposants «, » et «s » signifient les composantes de la force due au balourd exprimées en termes de

fonctions trigonométriques variables dans le teropsQt et sinQt . Les exposants, w, ¢ et 8 désignent la
direction des composantes de la force d’action associée aux mouvements du support.

l1l.4 Configurations rencontrées

La complexité des équations non linéaires du mouvement en flexion d'un rotor embarqué (111.88)
correspond non seulement a la non linéarité des paliers hydrodynamiques mais aussi a la dissymétrie
géométrique des composants du rotor et a la nature du mouvement du support (mouvements en translation et/ou
rotation, mouvements déterministes ou aléatoires).

Dans le cadre des travaux de recherche réalisés au cours de cette thése, trois types de systemes
d’équations du mouvement sont étudiés lors des mouvements de rotation et/ou de translation déterministes du
support :

= Un systeme d’équations différentielles linéaires du mouvement a coefficients constants est obtenu
lorsque le rotor est monté sur des paliers rigides, le disque et I'arbre sont symétriques et le support
du rotor est animé d’une rotation constante avec une translation sinusoidale.

= Un systéme d’équations différentielles linéaires du mouvement a coefficients périodiques est établi
lorsque le rotor est monté sur des paliers rigides, la section du disque et/ou de l'arbre est
dissymétrique et le support est soumis a une vitesse angulaire constante combinée avec des
mouvements de translation sinusoidale.

= Un systeme d’équations différentielles linéarisées/non linéaires du mouvement a coefficients
périodiques est trouvé lorsque le rotor est monté sur des paliers hydrodynamiques, ses composants
sont symétriques et le support est en mouvements de rotation sinusoidale et/ou de translation
sinusoidale.
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CHAPITRE IV

OUTILS ET METHODES NUMERIQUES POUR

L’ANALYSE DU COMPORTEMENT
DYNAMIQUE
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CHAPITRE IV : Outils et méthodes numériques pour I'analyse du comportement
dynamique

V.1 Introduction

Au Chapitre Il , le calcul des énergies cinétique et de déformationsi que du travail virtuel est présenté
en vue de modéliser les composants d'un rotor embarqué et de déterminer leurs caractéristiques. De plus, dans
I’Annexe C les caractéristiques statiques et dynamiques a@éesphydrodynamiques sont définies et le calcul
des forces hydrodynamiques linéaires et non linéaires est effecti&hdmtre 11l a permis d'expliciter les
équations du mouvement de I'ensemble rotor embarqué-palier non linéaire ainsi que les excitations dues au
balourd et aux mouvements de rotation et de translation du support. A présent, il reste a définir des outils
d'analyse pour prévoir le comportement dynamique de différentes configurations de rotor embarqué dont le
support est soumis a divers mouvements.

Comme on I'a vu dans IEhapitre 11l , les équations du mouvement du rotor embarquéerordnt des
termes paramétriques périodiques dus a la dissymétrie géométrique de certains composants du rotor (disque et
arbre) et des termes paramétriques variables dans le temps dus aux mouvements de rotation du support. Ces
termes paramétriques sont considérés comme des sources d'excitation intérieure et peuvent conduire a une
instabilité dynamique latérale. Pour cette raison, la stabilité du mouvement du rotor doit étre observée avant tout
calcul de réponses forcées et d'orbites.

Les méthodes de I'analyse de stabilité dépendent des types des termes paramétriques dans les équations
du mouvement du rotor. Dans le cadre de ce travail, seules les excitations, qui créent des termes paramétriques
périodiques, sont considérées. La stabilité des équations différentielles a coefficients périodiques a été
extrémement étudiée dans la littérature. Il est, bien sdr, difficile de citer tous les travaux sur ce sujet et de
présenter une description détaillée des méthodes de l'analyse de stabilité trouvées dans la bibliographie. En
résumé, la méthode du déterminant de HILL, la méthode de perturbation et la théorie de FLOQUET sont
actuellement les approches les plus couramment employées. C'est la théorie de FLOQUET qui est
incontestablement la plus utilisée dans le domaine de la dynamique des rotors. Elle est donc appliquée dans le
cadre de cette these.

Une fois la stabilité linéarisée du rotor garantie, il faut résoudre le systéme d’équations différentielles du
mouvement afin d’obtenir les réponses forcées et les orbites en régime dynamique sous les effets de balourd et
de mouvements de rotation et de translation du support. Dans le cadre de cette étude, le rotor est soumis a des
mouvements déterministes de son support. Les méthodes du calcul de réponses dynamiques sont choisies en
fonction de la nature des équations du mouvement qui change selon la géométrie des composants tournants
(disque et arbre) du rotor, le type d'analyse de palier (analyse linéaire ou non linéaire) et les types de
mouvements du support (rotation et/ou translation).

Ainsi les équations différentielles linéaires du mouvement a coefficients constants sont résolues avec des
méthodes quasi-analytiques, tandis que les équations linéaires a coefficients paramétriques ou non linéaires sont
résolues avec des méthodes numériques.

IV.2 Analyse dynamique linéaire
Les équations du mouvement du rotor embarqué sont linéaires si I’hypothése du modeéle linéarisé de
palier hydrodynamique est supposée étre validée, c'est-a-dire que le \{ei;:}eules déplacements dynamiques

du rotor reste petit au voisinage de la position d’équilibre sta{idﬁ}e.

Dans ce cas, I'analyse dynamique linéaire permet de calculer les matrices d’amortissement et de raideur
d'un palier fluide pour un point de fonctionnement, c'est-a-dire qu’'un développement en série de TAYLOR
limité a l'ordre 1 des forces dynamique[st ({Jr} {5})} du film dhuile au voisinage des forces

r

hydrodynamiques statiques est construit par I'expression suivante :

{Fp ({23 {5})} ={F,({s7} {0 )} -[c, {ad} -[x, {as) (IV.1)

avec .
{85} ={a}-{a} (IV.2)
{88} ={3]} (IV.3)
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Le vecteur {Fp({d}{d})} des forces hydrodynamiques contient donc une partie statique

r r

{Fp ({5:’} {0})} qui équilibre le poids du rotor (voir lBaragraphe C.2.2de I'’Annexe O), et des matrices

globales d’amortissemenﬁcp} et de raideur[Kp} obtenues par l'assemblage des matrices élémentaires

détaillées dans IParagraphe C.3.3de I'’Annexe C. Ces deux matrices sont conservées constanteaudang
de la simulation dynamique linéaire.

En substituant I'équation (IV.1) dans (111.88), les équations différentielles du second ordre décrivant le
mouvement du systeme rotor embarqué-paliey degrés de liberté deviennent linéaires comme suit :

[, (O3} + ([ 0]+ [, )8} (K, 01+, ) ={F (0} +{F ({27} £ ) + [, ) v

IV.2.1 Systéeme d’équations différentielles a coefficients constants

Lorsque le rotor est symétrique et soumis a des mouvements combinés de rotation constante et de
translation sinusoidale (mouvementstgle A) du support, les termes paramétriques disparaissent des équations
du mouvement dans lesquelles toutes les matrices deviennent constantes, c’est-a-dire :

[Mr]{a}}+([cr]+[cp]){5'r}+([Kr]+[Kp]){o:}:{Fr(t)}+{|:p({5f},{o})}+[Kp]{5r0} (IV.5)

Des solutions quasi-analytiques pour les équations précédentes sont présentées et le comportement
dynamique du rotor embarqué est analysé grace a des diagrammes de CAMPBELL et a des réponses aux forces
d’excitation extérieure.

IV.2.1.1 Stabilité et fréquences naturelles

Tout d’abord, le rotor est étudié en mouvement libkes’agit alors de traiter le systéme différentiel
homogene (sans second membre) du mouvement d'un rotor embarqué qui tourne a une vitesse de rotation
constanteQ , soit :

M {8} +(c]+[c, {3} +(Ix ]+, ]}{a} ={a (IV.6)

Pour ajuster la taille du systéme a celle du vecteur d’état, I'expression suivante est associée a I'équation
(IV.6) :

M {8} +[m, {5} ={a (IV.7)
ce qui donne :
-[m] o [{e},[ [ M1 T[{a}
[c]+[c,]  m/] ]{5;} [[Kr]{xp] (0] H}-M (v.8)

En posant les notations suivantes :

[o-Im] [0]

[“]‘l[cwcp] [v.] ] (V-9
R [M,]

[Az]_[[Kr]{Kp] (0] ] (IV.10)

s

{x.} =ﬁji} (Iv.11)

On obtient un systeme différentiel linéaire du premier ord2a adegrés de liberte :

[Al{X}+[Al{X}={d (IV.12)
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soit :
{x}=-[AI"[A){ X} =[Al{x} (IV.13)
[A]=-[A]"[A]
_ -[m,]" [0] [ [0] [M,] ] (IV.14)
M7 ([c]+[c,)) [M.]" []+[K.] 9]
alors :
[Al= [0] ] ] (IV.15)
_[Mr]_l([Kr]-'-[Kp:D _[Mr]_l([cr]+[cp:|) .
. | [1] représente la matrice identité de dimensiopsn, .

La solution représentée par le vecteur d’e{tl(t;} de dimension2n, x1 est cherchée sous la forme
classique suivante :

{x.}={x7}e (IV.16)
et sa dérivée par rapport au temps est :
{x}=2{x}e" (IV.17)
En remplacant les vecteu{'s(r} et{)'(r} par leurs expressions dans (1V.13), il vient :
A{xe}er =[A]{ X} e (IV.18)
Enfin, le systeme (IV.18) devient :
A{xe}=[A){x?} (IV.19)
D’aprés I'équation (IV.19),4, et {Xf} sont les solutions d'un probleme de recherche de valeurs

propres.[A] est la matrice d'état de dimensios, x 2n,, ce qui conduit a trouve2n, valeurs propresl! et

vecteurs propre%Xf"i} qui sont des paires de quantités complexes deux a deux conjuguées.

La stabilité du rotor peut étre examinée a l'aide des valeurs prdprés systeme homogene d’équations
différentielles du mouvement (IV.13). Le critere stipule que si le signe de la partie réelle d’'une de ces valeurs
propres est positif, les déplacements dynamiques sont amplifiés de maniére continue avec le temps et le rotor est
alors instable.

Les valeurs absolues des parties imaginaires des valeurs pApiled’équation (1V.13) représentent les
pulsationse du systeme, donc il y a, pulsations. Elles dépendent de la vitesse de rota¥odu rotor en
raison de la présence des paliers hydrodynamiques (étant aussi foncfoheatfou des effets gyroscopiques.
L’évolution de aw en fonction de la vitesse de rotatiéh (telle quew =w (Q)) est appelée « diagramme de

CAMPBELL ». En général, ce dernier représente aussi I'évolution des fréquences natjrelles/277 en

fonction de la vitesse de rotation. Dans ce qui suit, les quarditést f sont indifféeremment appelées
« fréquences ». Compte tenu des symboles utilisés, il est facile de savoir de quelle unité il s’agit.

La vitesse de rotation du rotor devient une vitesse critique s'il y a une intersection des courbes du
diagramme de CAMPBELL avec les droites des fréquences d’excitation extérieure et si I'amortissement est
assez faible. En général, le diagramme de CAMPBELL permet de montrer de fagon approchée les vitesses
critiques potentielles, c’est-a-dire prédire les possibles résonances des réponses dynamiques. Cependant, dans la
plupart des cas, les vitesses critiques réelles ne sont déterminées qu’'a partir des réponses au balourd ou a une
force asynchrone en régime permanent.
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IV.2.1.2 Réponses aux forces d’excitation extérieure

En présence du balourd et des mouvementypie A du support, le second membre des équations du
mouvement du rotor comprend seulement des forces fonctions de cosinus et de sinus ainsi que des forces
constantes. L’excitation due au balourd a une fréquence égale a la vitesse de tatiorotor, tandis que
celle due a la translation du support a une fréquéhge

Puisque les réponses en régime permanent sont cherchées, seule la solution particuliere des équations
complétes du mouvement est considérée. En raison de la forme des vecteurs des forces extérieures dans le
second membre et par principe de superposition, cette solution adopte la forme suivante :

{5} ={5§} coth+{5bS} sier+{5°} cont+{JjJ} si@sut+{5;} (IV.20)

r su

{dlf} , {5;} , {5°} , {55} et {50} sont des vecteurs des amplitudes inconnues des déplacements du

su su su

rotor dus au balourd (indick ) et au mouvement du support (indise). Le calcul de ces vecteurs est détaillé
ci-apres.

] Réponse au balourd

Si le rotor est excité par le balourd combiné a wtation constante de son support, les équations
différentielles du mouvement de flexion s’écrivent sous la forme :

.38} +([e.1+ [, {8} (1K DK, o) =7} {Fectoosnn

(IV.21)

+({ Fbs} +{ besu} )sith
Les solutions particulieres des équations du mouvement avec second membre sont de la forme :
{6} ={&5} cosat +{ &} sint (IV.22)

Les dérivées du premier ordre et du second ordre du ve{czfgwdes déplacements dynamiques du rotor
par rapport au temps représentent les vecteurs vitesse et accélération et s’écrivent comme suit :

{8} =-a{g}sinat+o{s} cont (IV.23)
{ }——QZ{ }coth Qz{ }stt (IV.24)

En remplacant les vecteu{'§ {5} { 'r} par leurs expressions dans (IV.21), il vient :

[M, ](—QZ{JC}COSQt QZ{Jj}stt) ([C] [C, ])( of g} sinat+0o{ g} coi)t)

(1K 14K, () coson ) )= (1) { st {6} +{ i inen

(IV.25)

(-Im.Jo{ &} (1 1+ c, )l e} + (1] 4K, &} cosr
+(-m Jox{a} - ([c]+[e, T of o ([ ][k, o Jsinex (1V.26)
= ({ o)+ besu})coth +({ )+ Fb,su})SIth

Aprés regroupement et identification des termes en cosinus et sinus des deux membres, on obtient :

([« 140K, J-Im ]2 e} + (e +[c, ])of &) ={R) +{R) (v.27)
~([c1+[c,])of{a} + (K I+[K,]-Im]e?){ &} ={R} +{Fs.} (IV.28)

Le systeme d'équations (IV.27) et (IV.28) peut étre mis sous la forme matricielle suivante :
K K, |-[M, ]Q? C C, |Q N ¢ ¢
<]k, ]-me* (ie]+[c,) {{ }} {{as} +{Fbj}} o)
{2} [{F}+{F.)

-(cl+[c])e  [K]+[K,]-[m.]e’
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Les vecteur{ 5,;} et {Jbs} sont obtenus en résolvant le systeme2de équations algébriques linéaires a

2n, inconnues (IV.29). Enfin, cette procédure de résolution peut étre appelée « version linéaire de la méthode
de la balance harmonique ».

= Réponse aux forces harmoniques

Si le rotor est excité par des mouvementgyi® A de son support, les équations du mouvement sont
définies par :

M (&} +(lc]+[c. {8} +([x1+[K, )f o} ={Fsoa} cosut H{Fi o} sinQyt  (v.30)

Comme montré dans le paragraphe précédent, la solution de ces équations différentielles peut prendre la
forme :

[+, ]-m]es (lel+[c])e.  |[{a}] _[{Fo.)

5; _
(el e, e, [KI+[K,]-m ez [[{a)]  [{Fa) (IV.31)

= Réponse aux forces constantes

La rotation constante du support peut engendrefatess constantes dans les équations du mouvement
par rapport au repeére lié au suppBrt Dans ce cas, les équations du mouvement sont exprimées par :

[ 8} +([e+Te, {8} +{[ 1K, )b ={Fz..) v.32

Comme le vecteu{FdO,a‘m} est constant, la solution particuliére de I'équation (1V.32) est de la forme :

(&) =([<1+[, ]) {Foua} (IV.33)

Remarque : il est conclu que I'équation (1V.29) est utiliséeup calculer la réponse du rotor au balourd,
que I'équation (IV.31) est employée pour observer la réponse fréquentielle du rotor a la translation du support et
que I'équation (IV.20) permet d'illustrer les orbites en régime stationnaire des points situés le long de la ligne
moyenne de I'arbre.

IV.2.2 Systeme d’équations différentielles a coefficients paramétriques

Lorsque le rotor est dissymétrique et soumis a des mouvemetysedd du support ou symétrique et
soumis a des mouvements de rotation sinusoidale du support, les équations du mouvement comprennent des
termes paramétriques périodiques (dans le temps) et sont présentées par I'équation (1V.4).

Le comportement dynamique du rotor est examiné par la théorie de FLOQUET pour évaluer sa stabilité
dynamique latérale et par des méthodes d'intégration numérique pas a pas dans le temps pour prédire ses
réponses forcées dans le domaine temporel et ses orbites en régime permanent.

IV.2.2.1 Analyse de stabilité dynamique

La majorité des études et des recherches, qui pater’analyse de stabilité des rotors décrits par des
équations différentielles a coefficients périodiques, est basée sur I'utilisation de la théorie de FLOQUET. Plus
précisément, la détermination de la matrice dite « de monodromie » (ou « de transition d’état ») durant une seule
période 7., de I'excitation paramétrique et 'analyse de ses valeurs propres permettent d'identifier les zones
d’instabilité, voirEVAN-IWANOWSKI [55] , FRIEDMANN [61] , DUFOUR et BERLIOZ [50], BERLIOZ

et al. [17], JEDRZEJEWSKI [84], BACHELET [6] ainsi queDAKEL et al. [41]. Une description détaillée de
cette approche et toutes les clefs pour sa mise en ceuvre sont présentées ci-apres.

Tout d’'abord, I'application de la théorie de FLOQUET requiert un systeme différentiel homogene
représenté sous forme d’état, c’'est-a-dire que les équations différentielles linéaires (IV.4) du rotor deviennent
sans second membre et doivent étre transformées en un systéme du premier ordre défini par :

{x}=[Al{x} (IV.34)
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Le vecteur d'état{ X,} et la matrice d’éta{A] sont similaires & ceux présentés dans les équations
(IV.11) et (IV.15). Cependant, les matrices constituant la matrice c{’é@tsont périodiques de périodg,

c'est-a-dire qug A | est ausst,, -périodique :
[A()]=]A(t+7,)] (IV.35)

Le systeme différentiel (IV.34) a un maximum @a; solutions linéaires indépendantes. Une matrice

carrée[¢r] de dimensions2n, x2n, appelée « matrice fondamentale », dont les colonnes représentent des
solutions indépendantes de ce systéme, peut alors étre définie par :

[¢.]1=[All¢] (IV.36)
Elle est reliée au vecteur d’état du rotor et aux conditions init{a)raio)} du systéme (1V.34) par :
{X.}=[¢.){X (o)} (IV.37)

Puisque le systéme (IV.34) est linéaire, deux matrices fondamentl{a:}ﬁ:[gﬁr(t)} et

[¢2} =[¢, (t+rep)] peuvent étre reliées entre elles par I'intermédiaire d’'une matrice non singulieére constante

r

[©,] comme suit :
[¢7]=[¢'][0.] (IV.38)
alors :
(4 (t+7,) =2 (1)][@] (IV.39)
Ensuite, la théorie de FLOQUET précise que[¢i (t)] est une matrice fondamentale du systeme
différentiel (IV.34), la matrice[¢r (t+rep)] l'est aussi. De plus, elle indique que pour la matfige(t)], i
existe une matrice non singulierg, —périodique[l’r (t)} et une matrice constanEEPr] telles que :
[4.(®)]=[T. (t)]e"" (IV.40)
avec :
[r (©)]=[r, (t+7,)] (IV.41)

En notant la périodicité des matriceg, (t) | et [T, ()], I'équation (IV.40) est réécrite :

[0, (t+7,)]=[r, (t+7,)]8" =) = [ (1)) =g, ()% (IV.42)
En combinant les équations (IV.39) et (IV.42), la matfi@e] est reliée ¥ | comme suit :
[0,]="T= =[g, (t)]‘l[qﬁr (t+74)] (IV.43)

En appliquant I'équation (1V.43) a l'instant=0 et en considérant les conditions initia[qéi (0)} =[I]

(ou [1] est la matrice identité) déduites de I'équation (IV.37), la maf@d devient la matrice fondamentale
du systeme (1V.34) résolu sur une seule péringede I'excitation parametrique :

CIECRAE (4, ()] (IV.44)

La matrice [¢r (repﬂ est appelée « matrice de monodromie » et peut étre déduite de la dérivation de

I'équation (1V.37) par rapport au vecte{:)(r (O)} des conditions initiales, c’est-a-dire :
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%% =2 (r)]= [: el (Iv.45)

ou :

0{d
[®]= _ofa) (IV.46)
o(x. (o)
La stabilité du systéme (IV.34) est évaluée par les valeurs prgprégites « exposants de FLOQUET »)
de la matrice[LIJr] . Ces derniéres sont reliées aux valeurs propfe@ites « multiplicateurs caractéristiques de

FLOQUET) de la matrice de monodronﬁq&r (repﬂ par :

Al =gl (IV.47)

Les valeurs propreg, sont habituellement des quantités complexes données par :
o :i(ln ||/1,' ||+ j arg/L‘) avec j=+/-: (1V.48)
T,
ep

Enfin, la stabilité du rotor est discutée en fonction du signe de la partie réefie dela théorie de
FLOQUET affirme que :

> si toutes les parties réelles des exposants de FLOQUET sont négatives et donc tous les modules
des multiplicateurs caractéristiques de FLOQUET a l'instant,, sont inférieurs a 1, le systeme

est asymptotiquement stable,

> si au moins un des modules des multiplicateurs de FLOQUET est plus grand que 1, le systéme est
instable.

Ainsi pour déterminer si le rotor est stable ou non, il suffit de chercher les valeurs propres de la matrice de
monodromie produite par des conditions initiaﬂ%(o)] = [I] comme annoncé précédemment.

Pour calculer cette matrice, le systéme d'équations (1V.34) du rotor est intégré sur une seulerpériode

de I'excitation paramétrique en utilisant une méthode d'intégration temporelle pas a pas (soit la méthode de
RUNGE-KUTTA, soit celle de NEWMARK présentées dansfasexes FetG).

Lorsque le schéma de RUNGE-KUTTA est considéré, les conditions initiales suivantes au temps
t =0 sont données :

{xi(0}=(0,0,...1.. 0 (IV.49)
ou:
. seule lai®™ composante n’est pas nulle et est égale a 1.
Pour chaque intégration, le vecte{m{ri (rep )} est obtenu. Il représente la solution de I'équation (IV.34) a
la fin d’'une périoder,, et la i*™ colonne de la matrice de monodronﬁgﬁr (rep)]. 2n, intégrations sont

nécessaires afin de fournir la matrice de monodromie au témpg (ou n, est le nombre total de degrés de
liberté des équations du mouvement (1V.4)), c’'est-a-dire :

(¢ (za)] = [{ X! (] A X2 (2 )} X0 (20 ) o {5 (10 )} (IV.50)

Lorsque le schéma de NEWMARK est considéré, les conditions initiales suivantes sont choisies :

_|[*.(0)]
[¢.(0)]= [[ 5, (0)}] (IV.51)
(@ ()]=[[1] [9] s [ (9]=[[d [1]] (IV.52)
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Les matrices[CDr], [Cbr} et [C'br} de dimensionsn, x2n, sont calculées respectivement de la méme
maniere que pour les vectet{r&} , {d’r} et {d’r} dans l'algorithme de NEWMARK (voir Rnnexe G). Donc

une seule résolution sur une périogg est nécessaire pour construire la matrice de monodr[om(erep)].

Remarque : le schéma explicite de RUNGE-KUTTA est plus semsibla discrétisation temporelle que
le schéma implicite de NEWMARK qui est inconditionnellement stable grace aux valeurs des paramétres
&, =12 et & =1/4. Donc la méthode explicite nécessite des pas de temps plus petits afin d’assurer sa stabilité
numérique, ce qui peut augmenter de maniére importante le temps de calcul méme si cela présente I'avantage
d’'une meilleure précision. Comme indiqué paELETAN [126] et PELETAN et al. [127], la matrice de
monodromie peut étre calculée de maniére trés efficace en utilisant la version linéaire de l'algorithme de
NEWMARK qui est considérée comme le meilleur compromis entre temps de calcul, précision des résultats et
simplicité de mise en ceuvre, surtout pour des systemes de grande taille.

IV.2.2.2 Réponses forcées et orbites

Le mouvement dynamique transitoire des nceuds du estoobtenu en résolvant les équations linéaires
du mouvement (IV.4) a l'aide de l'algorithme implicite d’intégration temporelle de NEWMARK basé sur
I'accélération moyenne (correspondant au jeu de paramgtrelf 2 et &, =1/4) et présenté dansihnexe G

Le vecteur{é,o} des déplacements de la position d’équilibre statiq:@eest utilisé pour initialiser le

probléeme dynamique transitoire. Le temps d'intégration final est sélectionné de telle sorte que les effets
transitoires ont disparu et le régime permanent est atteint.

Enfin, dans le cas d’'un palier hydrodynamique linéarisé, il est nécessaire d’établir précisément sa limite
de validité en confrontant les résultats obtenus a ceux du modéle non linéaire de palier.
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CHAPITRE IV : Outils et méthodes numériques pour I'analyse du comportement
dynamique

IV.3 Analyse dynamique non linéaire

Les équations différentielles non linéaires du mouvement de I'ensemble rotor embarqué-palier
hydrodynamique sont établies @hapitre Il et rappelées ici comme suit :

(M, ()8} +[c. ()} +[x ))&} ={F (1)} +{Fp (ta ,{5;})} (IV.53)

Ces équations sont non linéaires a cause des paliers hydrodynamiques (composants locaux) méme si ces
derniers ne concernent pas tous les degrés de liberté du rotor. Dans ce qui suit, le traitement des équations est
bien détaillé.

Les problémes dynamiques non linéaires sont lourds a traiter parce qu'il n’y a pas de méthode universelle
capable de les résoudre. Les méthodes utilisées sont fonction de nombreux paramétres, comme par exemple la
nature du probleme et le type de solution recherchée (transitoire, périodique, aléatoire, etc.). Le type de non
linéarité rencontrée est aussi un élément important. Certaines méthodes sont employées pour pouvoir traiter des
non linéarités dites « faibles » (par exemple, la non linéarité géométrique), c’est-a-dire la non linéarité dans
laquelle il nexiste pas de variation accidentelle dans la dérivée premiére de sa fonction caractéristique. Par
ailleurs, d'autres méthodes peuvent fonctionner plus facilement avec des non linéarités dites « fortes » (par
exemple, celle associée au contact en présence de jeu radial de roulement). Dans le cadre de cette thése, on
s'intéresse aux paliers fluides non linéaires qui appartiennent a cette seconde catégorie.

Les méthodes temporelles sont classiquement utilisées afin d'intégrer le systéme d’équations
différentielles non linéaires du second ordre dépendant du temps. Elles consistent a construire une solution
approximée pas a pas dans le temps et leurs grands avantages sont leur capacité a traiter tous les types de
problémes non linéaires et leur simplicité de mise en ceuvre.

Parmi les méthodes temporelles, le chercheur peut distinguer les schémas explicites d’'intégration (comme
par exemple la méthode de RUNGE-KUTTA) et ceux implicites (comme par exemple la méthode de
NEWMARK). Pour la méthode explicite de RUNGE-KUTTA, les équations différentielles du second ordre, qui
décrivent le mouvement du systéme, doivent d’'abord étre transformées en équations du premier ordre, c'est-a-
dire qu’elles sont mises sous forme d’état. Par contre, les vecteurs déplacement et vitesse a l'instant actuel sont
simplement déterminés en fonction de ceux calculés a linstant précédent. Pour la méthode implicite de
NEWMARK, les vecteurs déplacement et vitesse a l'instant actuel sont obtenus en fonction des quantité aux
instants actuel et précédent. La méthode de RUNGE-KUTTA présente les inconvénients de requérir un systeme
différentiel sous forme d’état, qui double la taille des matrices ainsi que le nombre d’inconnues a calculer, et des
pas de temps assez faibles pour des questions de stabilité numérique. C’est pourquoi, on préfere résoudre les
équations non linéaires du mouvement du rotor en combinant une procédure itérative de NEWTON-RAPHSON
et le schéma implicite d’intégration pas a pas dans le temps de type NEWMARK.

Si un systéme linéaire subit une excitation extérieure harmonique, sa réponse est aussi harmonique et de
méme période que I'excitation une fois le régime permanent établi. Cette constatation fondée sur la théorie des
équations différentielles linéaires n’est pas toujours vérifiée pour des systemes non linéaires, c'est-a-dire que
dans certains cas, des réponses quasi-périodiques ou encore chaotiques sont également observées. Cependant, il
est légitime de supposer que les réponses de tels systémes sont périodiques de périodes multiples de la période
de I'excitation. L'utilisation de l'intégration temporelle pour la recherche de la solution périodique est toujours
réalisable. Mais le calcul a mener, qui nécessite une phase transitoire particulierement longue jusqu’au régime
permanent périodique pour des systémes peu amortis, peut étre trés colteux en temps d’exécution.

Pour cela, dans le cas ou les solutions recherchées sont de type périodique, les méthodes de shooting et de
la balance harmonique peuvent étre utilisées en vue de diminuer le temps de calcul méme si elles sont
habituellement employées pour des problémes ou la non linéarité est faible et ont tendance a moins bien
converger. La méthode de shooting utilisée pour la résolution de problémes de valeurs aux limites (boundary-
value problems) consiste a rechercher directement une condition initiale qui correspond a une solution
périodique. L'intégration temporelle sur une seule période de la réponse a partir de cette condition initiale
conduit directement au régime permanent. Dans le cas de la méthode de la balance harmonique, la solution
périodique des équations du mouvement peut étre correctement approximée en la décomposant en série de
FOURIER tronquée. La validation de cette hypothese dépend fortement de I'ordre de troncature. Autrement dit,
plus le nombre de termes dans la série de FOURIER est important, plus la solution approximée est exacte.

L'analyse de stabilité des solutions périodiques est une étape supplémentaire indispensable, qui doit
suivre le calcul des orbites stationnaires, afin de ne prendre en compte que les solutions stables (c’est-a-dire
celles physiquement observables). Il convient d’'indiquer que cette étape n’est pas habituellement requise lors des
simulations par intégration temporelle puisque les orbites périodiques déterminées sont intrinséquement stables.
Pour I'analyse de stabilité des solutions, la théorie de FLOQUET est employée.
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CHAPITRE IV : Outils et méthodes numériques pour I'analyse du comportement
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Les problémes non linéaires, quant a eux, montrent fréquemment des phénomeénes particuliers tels que
des sauts de réponse et des doublements de période des solutions. Donc il est intéressant d’utiliser des stratégies
de continuation couplées aux méthodes de calcul d’orbites stationnaires. Pour suivre la solution lorsqu’elle varie
en fonction d’'un paramétre (comme par exemple la fréquence de I'excitation), les techniques de continuation
séquentielle et de continuation par longueur d’arc seront expliquées a la suite de la présentation des méthodes de
calcul citées ci-dessus.

IV.3.1 Régime transitoire

Pour des grandes forces du palier hydrodynamique et ainsi des grands déplacements du rotor, I'analyse
dynamique linéaire n’est plus valide. Dans ce cas, I'analyse non linéaire est considérée pour les paliers. Résoudre
le probléme dynamique non linéaire complet fournit la réponse dynamique du rotor et nécessite la résolution
simultanée des équations du mouvement (IV.53) de I'ensemble rotor-palier et des équations (11.160)-(11.167)
calculant les forces hydrodynamiques non linéaires des paliers obtenues par I'équation de REYNOLDS en
régime dynamique. En conséquence, l'analyse utilise un algorithme complexe de résolution combinant la
procédure incrémentale itérative de NEWTON-RAPHSON avec le schéma d'intégration temporelle de
NEWMARK, voir, par exempleBAGUET et VELEX [12], BAGUET et JACQUENOT [13] ainsi que
DAKEL et al. [38].

Les équations du mouvement (1V.53) sont discrétisées de telle sorte qu'a l'ipstébki<n, +1 ol
n, estle nombre de pas de temps) elles s’expriment comme suit :

I, () () TG (L + 1K, (L) =(F b +{R (@ a) ) vesa

L'équation précédente est non linéaire en raison des forces hydrodynar{ﬁ;)t}!egui dépendent du
déplacement et de la vitesse du rotor. Elle peut donner la forme résiduelle suivante :

{o (o)} =M. (ca) &Y +c ) o+ () o)
~{F (R (@) (o) =19

Afin de résoudre I'équation (IV.55) du vecteur résid{ﬁl ({Ojl} )} qui est fonction des déplacements

(IV.55)

dynamiques, les vecteurs vitesse et déplacement des noeuds du rotor entre leg ilestapts t, + At (ou At
est le pas de temps) sont approximés par les formules générales suivantes du schéma implicite de NEWMARK :

() (&) »au(d}+1-£){3)) vs6)
2
{a7) :{aj}+At{a'j}+(A;) (26.{8} +(1-22,{8}) (IV.57)
ou :
. les paramétrest, =1/2 et &, =1/4 définissent un schéma correspondant a une accélération moyenne

constante sans toutefois assurer une stabilité numérique inconditionnelle comme c’était le cas pour le
probléme linéaire.

Remarque : il faut effectuer une intégration temporelle avecpas de temps suffisamment faible pour
gue l'indépendance entre les résultats obtenus et la valeur du pas de temps utilisé soit vérifiée et que le calcul
n'explose pas.

Puisque I'équation (IV.55) est non linéaire, une stratégie itérative basée sur la méthode de NEWTON-
RAPHSON est utilisée pour traiter la non linéarité due au probléme de lubrification hydrodynamique des paliers,

c'est-a-dire que le vecteur déplacem%d”} est cherché comme limite d'une suite de vecteurs dont les

éléments{ldr”l},...,{ "5:*1} { '“15:*1},... sont consécutivement corrigés, tandis que les vecteurs vitesse et
accélération sont concernés par la prédiction.
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En effectuant ainsi un développement en série de TAYLOR de I'équation (IV.55) au voisinage du dernier
vecteur calculd: "5:*1} il vient :

{Gr ({ k+15ri+1})} :{Gr ({ ka—:ﬂ})} +%%({k ﬂ}){Aa-rNL}
{20} (o 9" |
9" {as"} . {q (IV.58)
+% : : : 5 d{;ﬂl} [;j{{;il}} ] {AdNL}
@ e {gT | e
{97 {97 {as)

La linéarisation cohérente de I'équation (IV.55) est appliquée en limitant la série de TAYLOR a l'ordre 1
comme suit :

(o (et} =la Cat) 5
d’'ou l'algorithme itératif de NEWTON-RAPHSON :

(o2 o} ={ (a}) oo

{ag"} ={0} (IV.59)

avec :

(a0} ={r) {1 v
ou:
. {AdNL} est l'incrément itératif du vecteur déplacement,

. k est l'itération de NEWTON-RAPHSON.

La matrice jacobienn{\]r”ﬂ est fonction du vecteu{d,‘*l} des déplacements dynamiques du rotor a

I'itération k. Compte tenu des dépendances des différents termes, elle est donnée par :

[ (1)) = S
N M

=[M, (tiﬂ)J%*[q (ti”ﬂ%{& () j{{;ﬁ} (ERICE)

(IV.62)

En utilisant les approximations (1V.56) et (IV.57) du schéma de NEWMARK, les dérivées des vecteurs
accélération et vitesse par rapport au vecteur déplacement sont déduites :

a7} afs)
d{dwl} fz(At)Z[ ] {51+1} {At[ ] (IV.63)

La dérivée des forces hydrodynamiques non linéaires dans la matrice jacobienne de I'équation (1V.62)
dépend a la fois des vecteurs déplacement et vit(a{é‘&é*l} { I<é’r‘”}). Elle est aussi mise a jour a chaque

itération k et exprimée dans ce qui suit :

ST < B
1 }({Wl}v{*ﬁ*l}) 9 }({W }ea) 14 }({kﬂl}v{“f‘fé”}) o7}
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dynamique
avec :
,Hﬂ -
4
o
4r-2)
% K 4
0up1 6Wpl
LA
ou, ow,
0 0 00
Lo 0 o0 0
4
o{F,} ) (p;m !
o3) g
[oFy  oFy
aupj OWpl
oF)  OFy
ou, ow,
0 o0
Lo o
4
s
4ra=n”)
[0] (IV.65)
L ey
4ng, +1)
_Eﬂ -
4
4
LT
u, oW,
wyoR
ou, ovi,
0 0 00
L0 0 0 0
4
ofF -
a{{ ;}} ] vy
[oFy  oFy
ou, ow,
o) oFy
ou, oW,
0 o0
0o o
4
o)
[0] (IV.66)
L 4

4(ng;+1)

Les dérivées partielles des forces hydrodynamiques non Iinééﬁg}s par rapport au vecteur

déplacement dynamiqu@r} et au vecteur vitess%ér} sont calculées de maniére numérique par différences

finies. De plus, il est suffisant de ne perturber que les déplacements transwersawx, du rotor ainsi que les

vitesses correspondante'lgj et \ivpj aux noeudsn,a,...,n,PJ des paliers hydrodynamiques, c’est-a-dire les degrés

de liberté vraiment utiles pour réaliser les différentiations numériques.
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Pour le palier situé au noeuﬂ_’l , les dérivées des composante$s et F)' du vecteur des forces fluides
] ]

dynamiques par rapportu‘apj et w, sont données par :

" u + L )_ u( L )
ani _Fpl (upl Jup,ij,up],ij ij u, W, U, W,

(IV.67)
6upl ou,
aF;:I _ F;’:’ (upl +5up,WpJ ,L]pl ,V.ij )_ FF;,JV (upl prJ 1up, !ij ) (lV 68)
aupl ou,
OFy _ Fy (uy g + 0wy, )= Fy (u, w0, b, ) (IV.69)
aij ow, |
aFr\;:l — FF\’IJV (upj ’ij +5wp’upj ’WPJ )_ F;Jv (upi !ij ,uPi ’WpJ ) (IV 70)
aij pr |

Les dérivées des composanﬂé§ et F;J” du vecteur des forces fluides dynamiques par rappdgét
\ivpi peuvent s'exprimer par :

u u T30 W )_ u( . ., )
ani _Fpl (up],ij,upl Jup,ij ij U, W, U, W,

. . (IV.71)
6upl ou,

aFF‘JI:I — FF"I:I (upj !ij ’upj + JUP ’WPJ ) B FF\;JV (upi !ij ,Upi ’WPJ ) (IV 72)
ou, o

oF, _ F (up; W, Uy W +5WP)_ Fo (upi Wo, Uy, Wy ) (IV.73)
ow, oW, |
oFy _Fy (1w, 0, b, + 00, )= F w0, i, ) (IV.74)
ow, oW, |

Afin d’obtenir des résultats satisfaisants, les incrémeafmg, pr, Jup et O'\ivp traduisant la

perturbation doivent étre les plus petits possible et faibles devant I'unité mais suffisamment grands pour que les
variations des forces fluides dépassent la précision numérique de l'algorithme. Apres certains essais, les
perturbationsdu, et dw, des déplacements sont choisies égales ariQquasiment égales a 1x1@n

valeur relative par rapport au jeu radial du palier hydrodynamique), tandis quedgllet ow, des vitesses

sont choisies égales & 1X10/s.

En substituant les équations (IV.63) et (IV.64) dans (IV.62), I'expression finale de la matrice jacobienne
[3*] devient alors :

d{d‘ } (k5:+1)
= {2 (2[)2 I:Mr (ti+1) +%[Cr (ti+1):| +|:Kr (ti+1):| (|V75)
- 6{ Fp} & 6{5}}
a{é? } (Fa) f<a0) &0t a{o: } )
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CHAPITRE IV : Outils et méthodes numériques pour I'analyse du comportement
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Initialisation de 'algorithme avec les conditions initiales
{a}={a (0} : {4}={9.
| {8} =[m. (001" ({7 (0) +{F ({o) {83} L. (9 8} [k (0){4})
¥

Incrément de temps,, =t, +At

v

(Initialisation d'itérations de correction (approximations de NEWMAh?K)
Pas prédicteur :

(ar}={a) + {ary={a)eafs) ; (o} ={a)rafs)+ {8}

. J/

v

Evaluation des forces hydrodynamiqL{ng ({ 15+ { 1a'j+1})}

v

J

2

( Evaluation du vecteur résiduel A
« {6 () =, ()8 [0 )80} + [k )
S {F @ -{R (o) {67})
Q.
= \_ J/
(]
8 ¥ . Y
§ <§( Evaluation de la matrice Jacob|en[1gm (o)) P!
0>
o )
§ g ( Evaluation de l'incrément de correction )
>3 [ (e faat ={e. (5}
3g \ J
58 v
< ' ) . N N\
o Correction des vecteurs dynamiques a l'itération de
§ NEWTON-RAPHSONK
8 {k+5r| } :{kdm} +{Ad—rNL} : {k+15|+1} {k5|+1} {51 { a—NL}

ketxiet] [ K giel 1 NL
9 { 5: }_{ 5; } {2(At)2{A5r } )

v

Evaluation des forces hydrodynamiqt{efg ({ kg kg )}

v

Evaluation du vecteur résidu%‘sr ({ kg )}

NOSHdV4d-NOLM3N sp
1011981109 €| Inod ainalgiul ajonog

Test de convergence
k+15|+1

r |+1

Oui

FIG. IV.1 : Algorithme utilisé pour I'analyse transitoire non linéaire d’un rotor embarqué monté sur des
paliers hydrodynamiques
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CHAPITRE IV : Outils et méthodes numériques pour I'analyse du comportement
dynamique

L'algorithme de la procédure itérative de NEWTON-RAPHSON combinée au schéma d’intégration
temporelle de NEWMARK est présenté sur la figii€. 1V.1. Comme noté, deux boucles sont placées a
I'intérieur de cet algorithme pour intégrer les équations différentielles du mouvement du rotor et pour assurer la
convergence des déplacements aux paliers hydrodynamiques.

Le vecteur des déplacements dynamiques initiaux est pris égal aux coordonnées de la position d’équilibre
statique{d,"} (ou égal a d’'autres vecteurs définis par l'utilisateur) et le vecteur vitesse initiale est fixé a zéro.

Lorsque le vecteur résidue[IGr ({ "5:*1})} est calculé par I'équation (IV.55), un nouvel incrément de

déplacemen{AJ,”L} est produit par I'équation (IV.60) et donc les vecteurs déplacement, vitesse et accélération
sont mis a jour comme montré en figli&. 1V.1.

Si le résidu reIatifH{Gr ({ k“d‘”})}”/”{ F (ti+1)}|| est inférieur & un critére de convergenc fixé a

1x10° une solution convergée est atteinte et I'algorithme passe au pas de temps suivant pour le schéma de
NEWMARK. Sinon, les forces non linéaires du palier hydrodynamique sont réévaluées et une nouvelle itération
de NEWTON-RAPHSON débute.

Cet algorithme proposé est programmé dans I'environnement MATLAB afin de pouvoir effectuer la
résolution multi-itérative comme présentée sur la figufe. IV.1.

Remarque : afin d'atteindre la réponse dynamique stabilisée régime périodique, le schéma
d’'intégration numérique de NEWMARK doit étre utilisé sur un grand nombre de périodes temporelles dans le
cas d'une excitation extérieure harmonique du systéme. Cela nécessite un énorme temps de calcul surtout
lorsque le schéma évoqué est répété pour un grand nombre de fréquences fondamentales d’excitations
extérieures (voir la figur€lG. 1V.2). Le temps de calcul peut étre réduit en cherctiaattement la solution
périodique grace aux méthodes de shooting et de la balance harmonique qui sont discutées dans le paragraphe
suivant.

2.45 246 247 2.48 249 2.5

(b) o

FIG. IV.2 : (a) Calcul du mouvement dynamique transioire, (b) Réponse stabilisée en régime périodique
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IV.3.2 Calcul direct de la solution périodique

IV.3.2.1 Méthode de tir (de shooting)

Puisque le régime stationnaire périodique est allalés I'analyse dynamique, la méthode de shooting
peut étre employée, voir, par exemplelENG et HASEBE [163], DEMAILLY [43] , ASSIS RODRIGUES
[5], LI et XU [108], PEETERS et al. [125]ainsi quelBRAHIM et al. [81] . Le principe de cette méthode
consiste a corriger une solution initiale de facon a ce qu’elle corresponde a une solution périodique. Pour cela, le
probléme de valeurs aux limites en deux points suivant défini par la condition de périodicité est considéré :

{H ([ @b ={x ({x O} t=2 )} {x (0} ={0 (IV.76)

avec .

"

{x} =ﬁji} (IV.77)

ou :

7, estla période minimale de la réponse dynamique du rotor.

La dépendance de la réponse du systeme a la période fondameptales forces d’excitation
harmonique est supposée, c'est-a-dire= jr, (avec j=1,2,3..). Des multiples entiers de la période
fondamentaler,, sont utilisés pour calculer des réponses sous-harmoniques du rotor qui surviennent, par

exemple, aprés une bifurcation de type doublement de période. En pratique, afin de trouver la période minimale
7, de la réponse du rotor, I'algorithme de shooting est tout d’abord exécuté, aveg (réponse harmonique)

et s’il n'y a pas de convergence obtenue selon un test darrét des itérations, il est alors exécuté avec
1, =2r,,7, = X, ,... Successivement (réponse sous-harmonique).

Le vecteur d’éta{ Xr} dans I'équation (1V.77) représente la solution de I'équation (1V.53) a la fin d’'une

périoder, pour une solution initiale approximée(r (O)} . Ce vecteur est obtenu avec la version non linéaire du

schéma d'intégration temporelle de NEWMARK sur une seule péripdevoir le Paragraphe 1V.3.1 et la

figure FIG. IV.1). Une linéarisation appropriée de I'équation (IV.76) est appliguée en construisant un
développement en série de TAYLOR du premier ordre de cette équation, puis des corrections itératives sont
réalisées par la méthode de NEWTON-RAPHSON. Il vient :

{H ({2 @ ) ={ (% @) 7 )} +% {ax=} ={0) (1V.78)
A o) )

alors :
(35 ({x @) ) [fax} ={H, ({*%. (0} . )} (IV.79)
avec :
{ax}={*%, (0} -{*x. (0} (IV.80)
ou:
. {Axf“} est 'incrément itératif du vecteur d’'état du rotor,

. k est l'itération de NEWTON-RAPHSON.
La matrice jacobienn{\]f“] est fonction du vecteur d’état initiélxr (O)} a litération k. Elle est

donnée en dérivant 'équation (IV.76) par rappofo@ (0)} :

st ([ & __o{H} __o{x}
J; X (0).T, | |= 7 = -1 (Iv.81)
[ ({ ( )} 4 )J 6{ X, (O)} (%)) G{Xr (0)} (%) [ ]
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En utilisant I'équation (IV.45) d@aragraphe 1V.2.2.], il vient ;

[ (r J]
({*x )} =) [¢( [[CD T':|

o{g}
o{x, (0)}
Ainsi lorsque les équations du mouvement du rotor sont traitées par la méthode de shooting, la matrice de
monodromie[¢, (rr )] est un sous-produit de procédure de résolution.

o{X,}

o{x. (0)}

(IV.82)

ou :

=[] (Iv.83)

Pour faire apparaitre les matric¢sb, (7,)] et [d)r(r,)} nécessaires au calcul de la matrice de

monodromie, I'équation (1V.53) est dérivée par rapport au ve({wp(o)} des conditions initiales :

L}] % Ol 55
{})

" .
:6{Fp({5r}'{5}}} 0{3) J { ({d} _[ o) ] (IV.84)
o{a} a{x, (o)} (3]
soit :
P a{Fp} ; O{Fp} B
- (t)}[qu}r[[cr wl- o3} J[CDFJJ{[K' (t)J_WJ[q’r] =[0] (IV.85)
dzcEtTr] =[o] —]=[¢,] (IV.86)

L’équation (IV.85) est un systéme d'équations différentielles linéaires. Son intégration temporelle pas a
pas det=0 at=z, fournit les matriced ®, (7,)] et [®, (z,)] de dimensionsn, x2n,, qui composent la
matrice de monodromiE¢r (rr )] . Pour cela, la version linéaire de I'algorithme de NEWMARK (vdinhexe

G) est utilisée sur une seule périofjede la réponse du rotor, avec comme conditions initiales :

r

_o{5 (o)} _ 6{2(3{ Z%;ES)} =11 [9] (IV.87)
{o(
(

(
(o} of3
(O} ofs

et le vecteuf X,} sont calculés simultanément.

} =[[0] [']] (IV.88)

of
ol
o{g,
Il faut citer le fait que les matricds, | et [ &, |

L’algorithme de la méthode de shooting résolvant simultanément les équations (1V.53) et (IV.76) est
résumé sur la figur&lG. 1V.3. La solution initiale approximé{alxr (O)} est prise égale a un vecteur d'état

défini par I'utilisateur. Lorsque le vecteur résidL{eHr ({ “X, (O)} T, )} est calculé par I'équation (1V.76), un
nouvel incrément{AXf”} du vecteur d'état est produit par I'équation (IV.79) et ainsi la solution initiale

approximée{ KX (0)} est corrigée et mise a jour.

Une tolérance de convergence du caletil, a laquelle la valeur 1xT0est attribuée, porte sur la norme
du vecteur résiduel et sur celle du vecteur détat a linstamtr,, cest-a-dire si le rapport
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H{Hr({er (O)} T, )}H/H{ X, ({er (O)} t=r )}H est inférieur & la tolérance™ , une solution convergée est

obtenue et l'algorithme est terminé. Sinon, le vecteur d’{é)ﬁt({er (O)} t=r, )} est recalculé grace au

schéma d'intégration de NEWMARK sur une seule périafdeet une nouvelle correction itérative de
NEWTON-RAPHSON commence.

Enfin, la solution périodique en utilisant la méthode de shooting est généralement obtenue en quelques
itérations de NEWTON-RAPHSON seulement, illustrées sur la figlee V.4 .

Mise a jour de la période de la réponse du rotor
j=i+1 ;1 =1,

v

( e - - ) . - - .y .
Initialisation de 'algorithme avec une solution initiale approximg¢e

\ 2

{*x.(0)
4 l '
Calcul du vecteur d’éta{tx, ({er (O} t=1, )} avec l'algorithme en|
figure FIG. IV.1 N

v

Evaluation du vecteur résidu{alHr ({ “X, (0)} .z, )}

v

Calcul de la matrice de monodroniig, (z,) ] :[[Zr ET,;ﬂ

e i N )
Evaluation de la matrice jacobienne > 2

o

[3% ({*x (@)} 7.)|=[#.(z.)]-[1] gg

\ J = o
T 25

( Incrément de NEWTON-RAPHSON 1 £ g
U =

(97 (%, @) ) Jfax=) ={w, ({0} =} 23

\ T ) 95
f Correction du vecteur de la solution initiale a l'itération de ) &

NEWTON-RAPHSONk : {*x, (0)} ={*X, (0)} +{ax}

Itérationsc |

Oui

Non

Test de convergence

[ ((x 7 /< () o)}

‘sss“

Fin de I'algorithme

FIG. IV.3 : Algorithme de la méthode de shooting utilisé pour I'analyse dynamique non linéaire d'un
rotor embarqué
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-0.5 T T -0.5 T T T T
. Itération 1 e Itération 2 2X,(0)}
= -0.7f 1 R -0.7
3 s {*X(0)} 3 s
-0'9\‘ _0'9\
-6.5 0:3 0.1 -0.1 -0:3 -0:5 -0:7 -0.9 -(1.5 0:3 0.1 -0.1 -013 -015 -017 -0.9
u/j, ulj,

g 1t€ration 3 3%, (0)}
,\:.,-0.7
; -0.8F
-0.9\
-(1.5 0:3 0.1 -0.1 -013 -015 -017 -0.9

/i
u_[p

FIG. IV.4 : Principe de fonctionnement de la méthode de shooting

La méthode de shooting converge non seulement vers des solutions stables mais aussi vers celles
instables. Cependant, seules les solutions stables peuvent étre expérimentalement obtenues. La solution instable
vérifie les équations du mouvement mais n’est pas physiquement observable parce qu’elle n'est associée a aucun
bassin d’attraction. Autrement dit, tout mouvement initialisé avec des conditions initiales arbitraires s'éloigne de
cet état périodique instable afin de se stabiliser sur un autre état d'équilibre stable qui n'est pas forcément
périodique. C'est pourquoi, aprés avoir obtenu la solution périodique, sa stabilité peut étre vérifiée en appliquant
la théorie de FLOQUET, c'est-a-dire en calculant les valeurs propres (multiplicateurs caractéristiques de

FLOQUET) de la matrice de monodronjig, (7, ) ] .

La solution est asymptotiquement stable si chaque multiplicateur de FLOQUET reste a l'intérieur du
cercle unité dans le plan complexe. Lorsqu’au moins un des multiplicateurs quitte le cercle, la solution
périodique perd sa stabilité et une bifurcation apparait, voir la fig@elV.5. Pratiquement, les bifurcations de
type point selle (qui cause un phénomene de saut dans la réponse forcée périodique) ou doublement de période
surviennent si un multiplicateur part a travers +1 ou -1 respectivement, tandis que la bifurcation de type HOPF
secondaire (qui conduit & une solution quasi-périodique et fait disparaitre celle périodique) survient si deux
multiplicateurs conjugués quittent transversalement le cercle comme montré sur l&fRgui€.5, voir, par
exemple ZHENG et HASEBE [163], DEMAILLY [43] etASSIS RODRIGUES [5]

(a,b)

(-1,0) (1,0)

Re

(a-b)

FIG. IV.5 : Types de sortie des multiplicateurs de FLOQUET a travers le cercle unité
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IV.3.2.2 Méthode de la balance harmonique

Conformément aux types d’excitations appliquées au rotor embarqué dans le cadre de cette étude, les
équations du mouvement (IV.53) contiennent des termes paramétriques périodiques dans le temps et peuvent
alors s'écrire par :

(M, {8} +[C.){8)} +([K..]+[K. . Jeosnat){ 8} ={F. (1)} +{|:p ({5} {5})} (IV.89)

ou:
. w, estla frégquence fondamentale de I'excitation extéri{aﬁrét)} du rotor,
. n est un nombre entier positif connu reliant la fréquence du coefficient paramétrique périodique a celle

fondamentalew,, .

Les équations du mouvement (1V.89) peuvent s’exprimer sous la forme résiduelle suivante :
(R ({a}.0} =[M. )8} +[C 18} +([K..J+[K.. Jeosnat}{ 5} ~{F. (0} -{F, ({8} {8} )} =(9} ov.0)

Il s’agit alors de traiter I'équation (1V.90) du vecteur résiduel d’équili{ﬁe({d},t)} . Si le vecteur

{Fr (t)} des forces extérieures du rotor est harmonique de péripde277/c), , alors la réponse du rotor en

régime stationnaire est supposée étre périodique de péricd@r/ew (ol w est la fréquence minimale du

contenu fréquentiel de la réponse du rotor) et la dépendance du rotor a la fréquence fondamewetstie
supposée telle quey, = ja (avec j=1,2,3..). Comme précédemment, des multiples entiersafesont

utilisés afin de chercher des réponses sous-harmoniques. La méthode de la balance harmonique est d’abord mise
en ceuvre aveey, =« (réponse harmonique) et s'il n’existe pas de convergence vers la solution de 'équation
(IV.90), elle est alors mise en ceuvre avec=2w ,w, = 3w ,... consécutivement (réponse sous-harmonique).

Ces hypotheses permettent I'écriture des déplacements dynamiques inconnus du rotor sous forme d’une série de
FOURIER tronquée (VOiDEMAILLY [43] , ASSIS RODRIGUES [5] SARROUY et SINOU [134] et

PELETAN [126]) :

{5} :{a:b} +i{afm} cosrreri{af“} sinmat (IV.91)

m=1 m=1

et permettent également I'écriture {E} sous la forme suivante de décomposition de fonctions sinusoidales :

M ™
{F} ={Fr“?} +Z{ F,°m} cosmw,t+2{ Fﬁ} sinmat (IV.92)

m=1 m=1
ou:
. n, est le nombre d’harmoniques retenu dans la décomposition, qui doit étre suffisamment élevé pour

approcher correctement la solution cherchée,

. {a:b} , {afm} et{af"} sont les coefficients de FOURIER inconnus des déplacements du rotor,
. {F,*b} , {Ffm} et{ Fﬁ"} sont les coefficients de FOURIER connus des forces extérieures.

Les dérivées temporelles du premier ordre et du second ordre du v{:d;?wdes déplacements
dynamiques conduisent aux vecteurs vitesse et accélération comme suit :

{d’r} :—im{aﬁ}sianim{aﬁ} cosmawt (IV.93)
(8} = -2:(mq (e commat - 3 (mey ) {a psimmeat (V.92

Puisque la réponse du systéme est considérée comme périodique, il est raisonnable de supposer que les

r

forces non Iinéaires{Fp ({b’r}{d})} des paliers hydrodynamiques en régime stationnaire sont également

périodiques et peuvent s’écrire sous forme d’une série de FOURIER :
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{F}={F"} +Z{ For} cosmagt +Z{ F} sinmat (IV.95)
m=1 m=1
ou:
. {Fp“)} , {F;m} et{ FF?"} sont les coefficients de FOURIER inconnus des forces non linéaires des paliers.

En introduisant les équations (IV.91)-(1V.95) dans I'expression (IV.90) du résidu d'éqL{iIFb}e il
vient alors :

M

(R} =[5 eosman 35 o s o

M

+[C,](—§ima)r {afm}sinmwrt +§1ma)r {af*"} cosma),tj
+(|:Kr,1:| +[ K, , |cosn( Ja)rt))({ a,“’} + m:1{ afm} cosmat + %{ af*"} sin ma)rtj (IV.96)
(R} S comat s e simen|

m=1 m=1
-({F2 ) B pfoosmacs e s (9
m=1 m=1

ce qui, aprés calculs trigonométriques sur les termes paramétriques, peut se réécrire :

M

(R} =[] 35{ma{a} oosmat -3 {ama |

+[C,][—§:mw, {af'"}sinma)rt +ima)r {af“} cosmw,tj
m=1 m=1

+[Kryl]({a:b}+nzh{af"}cosrm)rt+%{af"}sinmtj

+[KFY2}[{3§3} cosn( jat) +%g{aﬁ} (cos(m+ nj)wt +cos(m—nj)a)rt) (IV.97)
23 (e o) atrsin(m-n) )

_[{ Frfb} + r:il{ Frcm} cosmat +§:1{ Frs'"} sinmwptj

~({F2 ) B} cosmat« Sy sinman |=(g

La procédure dite « de GALERKIN » supprime la dépendance en temps en annulant I'équation (IV.97) en
moyenne temporelle pondérée et permet de chercher une solution approchée de cette équation dans la base des
fonctions trigopnométriqgues de FOURIERcoswt ,sinyt ... ,cos,wmt ,simat. La propriété essentielle de
cette procédure est que les fonctions de FOURtE&nwt et sinmawt (m allant de 1 &n,) sont orthogonales
entre elles selon le produit scalaire suivant :

T,

(coska;rt,coi;a),t):EJL cokte comtdt =4, (IvV.98)
ro
(sinkayt sinagt) 2 [ sirkate sittdt = 3, (IV.99)
Z-I' 0 Y
(coskat ,sid@t)zj cokwte sihwtdt = (IV.100)
Z-r 0
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d'ou :
o, =1 si k=1 ; 0 sinor (Iv.101)
Le vecteur résiduel d’équilibr{aR} est projeté sur chaque fonction trigonométrique de FOURIER afin

d’'obtenir les coefficients de FOURIE{%,”D} , {afm} et{af*"} . De plus, ce vecteur résiduel doit étre orthogonal
a chacune des fonctions de FOURIER. Tous calculs effectues, il vient :

(TR C I EO B 1 B B G B (3 B R AT
T_ZrI{R'}ocoswrtdt:{q - ([K”}[M']af){@q}%[Kfvz]{ar%m}+%[Kr,2}{aﬁl ”} (IV.103)
e Jafar) [} (i) =10

T,

ZIR}sinaat={d = -[Clafarbe([K,.J-[M]ef){a} + 5K Ha]

- : (IV.104)
LN G R G
%}{R}.cosmtdﬁ{c} = ([Kr,lJ_[Mr](rTm)z){@cm}+%[K,V2]{af'"*"i}
. (IV.105)

20, Ja )+l Ima {a) (] ~{r} =(0

S NN

;[{ R}ssinmutdt ={¢ = -[C|mw {afm} +([Kryl}_[Mr](m)2){af‘"} +%[Kh2}{a§m}

ssian(m-n)3[ k.. }fa} -{F} {7} =(0

Cette procédure de GALERKIN appelée également « balance harmonique » ou encore « équilibrage des
termes harmoniques » conduit a I'écriture du systeme d'équations algébriques (IV.102)-(IV.106) sous la forme
matricielle suivante :

(R({o) @) =(Za(@)]+ [z @} -{F @} -{R (o))} =0 ovaon

(IV.106)

avec :
_[Zr"i] B}
(28] [0]
(23]
[Z,.(@)]= (1V.108)
2]
[0] '

[2y]
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(0] 2]
2] (20
[Z,,(w)]= (28] (IV.109)
2] 2]
i [0
(o} {F") {F")
{or) {F'} {F)
e U5 I (S
(6}=1 : | F@)={ : | ; {Fp({ })}= : (IV.110)
(o] () (e}
(o) ="} =}
et:
[zh]=[K..] : [z}z]z{[};éf}} ; [zﬁ;]z[%[mz] [0]} (IV.111)
[Zﬂzl[Kr,J—[Mr](m)z [c]ma ]
N [elmg K- [M ] (ma )’
- %[K,,z] [0] (2] %[K,YZ] [0] (V.112)
Sl semen)dka]) | I (K]
{or}={ar} : {%}Zﬁ;i} : {F“ﬂ}:ﬁiii} : {Fg‘"}:ﬁigi} (IV.113)
. | {5}} représente le vecteur des coefficients de FOURIER inconnus des déplacements du rotor,
. {lf,} et {lfp} sont respectivement le vecteur des coefficients de FOURIER des forces extérieures

linéaires du rotor et celui des forces hydrodynamiques non linéaires des paliers.

Le systéeme algébrique (1V.107) de dimens(<2|mh +1) n, représente les équations du mouvement dans le

domaine fréquentiel et remplace le systeme d’équations différentielles non linéaires (IV.90) du comportement
dynamique du rotor. Méme si ce systeme algébrique est de taille plus importante que le systeme différentiel du
mouvement, le temps d’exécution d'un calcul peut étre considérablement réduit par rapport aux méthodes dans
le domaine temporel car la dépendance en temps et donc la boucle sur les pas de temps ont disparu.

Puisque le vecteuflfp} des coefficients de FOURIER des forces hydrodynamiques dépend de maniére

non linéaire du vectet{ré’,} des coefficients de FOURIER des déplacements dynamiques du rotor, les équations

du mouvement dans le domaine fréquentiel sont aussi non linéaires. Afin de traiter cette non linéarité, une
technique itérative basée sur I'algorithme de NEWTON-RAPHSON est employée, c’est-a-dire que I'équation
(IV.107) est linéarisée a I'aide d'un développement en série de TAYLOR limité a I'ordre 1 de fagon a obtenir
I’équation de correction itérative :
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{85} ={q} (IV.114)

alors :
[JrBH ({*a}.@ )]{A‘i} = ‘{R ({*a}.« )} (IV.115)
avec :
{po}={*5}-{"a} (IV.116)
ou :
. {Aci} est incrément itératif du vecteur des coefficients de FOURIER des déplacements du rotor,

. k est l'itération de NEWTON-RAPHSON.

Suivant les équation (IV.107) et (IV.115), il faut calculer les coefficients de FOURIER des forces non
linéaires en fonction des coefficients de FOURIER des déplacements pour étre capable d’évaluer le vecteur

résidueI{R} a chaque itération de NEWTON-RAPHSON. Le calcul{dfg} peut étre effectué de facon

analytique lorsque la relation entre les deux grand%&% et {pr} est connue. Toutefois, la formule

analytique, qui relie les forces non linéaires aux déplacements, est bien connue dans I'espace temporel alors
gu’elle reste inconnue dans I'espace fréquentiel. Des développements mathématiques dans cet espace sont donc
nécessaires. Ces développements peuvent étre trés lourds et pénibles si le type de non linéarité est complexe ou
peuvent étre compliqués si le nombre d’harmoniques retenues est élevé. C’est, par exemple, déja le cas pour
I'oscillateur de type DUFFING dans lequel la non linéarité est une force proportionnelle au cube du déplacement
de la masse du systeme.

Dans cette étude, les forces non linéaires sont dues aux paliers hydrodynamiques et obtenues en résolvant
I'équation de REYNOLDS définie dans le domaine temporel. Habituellement, elles dépendent de maniére non
analytique des déplacements et des vitesses du rotor et il est donc impossible d’obtenir leur expression
analytique dans le domaine fréquentiel. Dans ce cas de figure, on utilise la méthode d’AFT (alternating

frequency/time) qui exploite la facilité de calcul des forces non Iinéz%iFg#{J,},{ci})} dans le domaine

temporel, voirCAMERON et GRIFFIN [20] . A chaque itération de 'algorithme de NEWTON-RAPHSON, la
grandeur utile{ci} est basculée dans I'espace temporel par transformée de FOURIER discréete inverse (IDFT)

pour obtenir les déplacemen{@r} et les vitessei{é'r} du rotor en plusieurs instants et donc les forces non
Iinéaires{Fp} en ces mémes instants. Ensuite, ces forces échantillonnées sont rebasculées dans I'espace

fréquentiel par transformée de FOURIER discréte directe (DFT) pour obtenir les éléments du {\J%pc}teur

(figure FIG. 1V.6). La méthode d’AFT est beaucoup plus générique que le calcul analytique parce qu’elle
permet de traiter n'importe quelle nature de non linéarité. Cependant, elle est plus colteuse en temps de calcul
gu'une formule analytique a cause des nombreux allers-retours entre les domaines temporel et fréquentiel.
D’'autre part, le co(it en termes de temps de calcul peut étre réduit en utilisant les commandes existantes dans
I'environnement MATLAB qui calculent les transformées de FOURIER rapides (FFTs). La périedt alors
discrétisée avec un nombre de pas de temps égal a une puissance de 2. La valeur de pas de discrétisation
temporelle dépend principalement de I'harmonique la plus élevée retenue dans le développement en série de
FOURIER, c’est-a-dire plus le nombre d’harmoniques est important, plus le pas d'échantillonnage temporel est
petit. En général, un nombre de pas de temps par période égal & e2fifofavec n, le nombre maximal
d’harmoniques dans la solution) donne de bons résultats et assure d’éviter une distorsion de repliement créée
lorsque le signal a étudier comprend des fréquences supérieures a la fréquence de NYQUIST (a la moitié de la
fréquence d'échantillonnage).

La matrice jacobienne[J,B”] est fonction du vecteur{é’,} des coefficients de FOURIER des

déplacements a l'itération de NEWTON-RAPHSQ@N Elle est exprimée par :
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(IV.117)

o{F)

La matrice 0{ ~} , qui définit les variations des coefficients de FOURIER des forces hydrodynamiques
r

Qp|_Th

non linéaires sous l'influence des coefficients de FOURIER des déplacements, est donnée par :

o{F) {a{ﬁp} ofF}  off)  ofF) ]

ofa} oo} ofef o2} T ofah] o
avec .
ofF} _ofR} . ofF) [6{&} a{ﬁp}]
= ; = IV.119
ot} “of@} T oo} [ofa} of) o
et:
15 0{F)}
7, = «Adt
of 1) (R abe
a{a® 27 27 a{Fp}.
a{{thé T—rl{Fp}-cosa),tdt 7 £ o{a") cosatdt
) 6{2.37“3} TE].{ Fp}-sinwrtdt TEI:{{;:;}}-sin@tdt
ofF,} N A 7 ; =FFT[ {F"}J (IV.120)
ofary |o{RY} | oat}] . ofr) ofa}
a{a:o} T_r-!;{ Fp}-COSka)rtdt TEJ. a{a;} «coska tdt
: ro
: - _ r
G{F:““} T—rl{ Fp}.smka),tdt E.If.a{F:]} sinkatelt
o{] woot)
Déplacements
{ a-r } du rotor { d }
FFT
! Calculer les
Résoudre | forces non
dans le : linéaires
domaine | dans le
fréauentiel | domaine
. temnorel
‘ = | FFT
{F } ~—— {F }
p p
Forces non linéaires
des paliers fluide:
FIG. IV.6 : Schéma de fonctionnement de la méthode d’AFT
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o) Ltepae | | 7 lofa]
7, 2 0iF
6{{3,‘;}} %j{Fp}.coswrtdt ,_,([ 6% a;i scosqtdt
ofF! X f
a{‘:"f} T—Zr;[{Fp}.sina)rtdt Ega{F”} sinatdt

(o]
——
Th
hel
-
1l
1
(o)
|
~N
QU
——
£,
—
1l
T
N
—
VN
(o]
——
T
el
S
~—

(<5}
——
£,
—
(<3}
——
M -
=
N
<5}
——
£,
——
|

o ?f } TE ! {F.}scoskaytat TE{ o[t] «coskaytdt
: 2 T, ) .
o{F) ,—rg {F,}esinkaytdt Tg [ Z% F:i -sinkaytdt
v oo}
1% 6{ Fp}

L0 = dt
o(r2) 21{F o i )
a{af} 2™ 2] NF «coswtdt
o(52] T—r‘([{Fp}-coswrtdt r !a{af}
ofa’} %}{Fp}-sinwrtdt %IG{F”} sinatdt

) ro

{F,

o{a? }J (IV.121)

(3]
——
T
el
S
1
I
(o]
|
(o]
——
£,
L]
1
T
-
—
TN
(o)
S

a{é’a} T—%I{Fp}-coska)rtdt TEJ?E;P{ «coskaytdt
a{F;’“} T—Zr;[{Fp}.sinka)rtdt 3].6{ F:} sinkegtdt
6{375} I Oa{aT}:
d'ou :
o{F,} _o{F} ofa}  ofF,} o{d}
ofa"} :{{i}} ofar} o3} ofal} (IV.122)
~o(a)
ofF,} _o{F} o{g}  or} o{d}
ofar} ~ofa} ofar} "ofa) of«]
_o{r} o{F} . o
= 2(3) codat - a{d} la sinlat
o(r) _ofe) ota) o{F) o(4) o
ofar} ~o{a) ofar] " of3} ofa}
I L B LY
= 23} sinlat + a{o:} lay coslwt
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ou :

of{F} , o{F)
o{a} ~ o{d}

au déplacement et a la vitesse.

sont les dérivées, dans le domaine temporel, des forces hydrodynamiques par rapport

0{F
D’aprés les équations (1V.118)-(1V.123), les composantes de la maai%% peuvent étre calculées de

facon quasi-analytique de telle sorte que les dérivées des forces non linéaires par rapport aux déplacements sont
évaluées dans I'espace temporel puis elles sont ramenées dans I'espace fréquentiel par transformée de FOURIER
rapide. Cette technique est toujours valable. Cependant, elle requiert des efforts considérables de développement
théorique et de programmation.

L’algorithme de la méthode de la balance harmonique, qui résout dans le domaine fréquentiel I'équation
(IV.107), est récapitulé dans la figuFéG. IV.7. La solution initiale approché{elci} est choisie égale a un

vecteur défini par I'utilisateur. Lorsque le vecteur résio{uél({ "5}} a)r)} est calculé par I'équation (1V.107),

un nouvel incrément{Aé’r} du vecteur des coefficients de FOURIER des déplacements est produit par

I'‘équation (IV.115) et ainsi la solution initiale approcr{é‘élé',} est mise a jour.

Une tolérance de convergence du calefil égale a la valeur 1xf0est associée a la norme de la
variation des inconnues entre deux itérations et a celle de la solution initiale approchée. Autrement dit, si le

rapport”{Aé’,}H/”{ '“15}}“ est inférieur & la tolérance®™ , une solution convergée est atteinte et I'algorithme est

terminé. Sinon, les forces non linéaires du palier hydrodynamique et leurs dérivées par rapport aux déplacements
du rotor dans le domaine fréquentiel sont réévaluées et une nouvelle itération de NEWTON-RAPHSON
commence.

En raison de la nature de non linéarité du probleme traité dans ce travail, la procédure de NEWTON-
RAPHSON n’a aucune garantie de convergence. Si la solution initiale approchée est trés éloignée de la solution
correcte de I'équation (1V.90), les itérations de NEWTON-RAPHSON ne peuvent pas converger et un contact
entre le rotor et le palier survient. Dans ce cas, I'algorithme de la méthode de la balance harmonique est arrété.
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Diminution de la fréquence minimale du contenu fréquentiel dg
réponse du rotof = j+1 ; w, = jw

v

Initialisation de I'algorithme avec une solution initiale approchg e
{13}
\ 7

v

Calcul du vecteur des coefficients de FOURIER des forces]
hydrodynamiques non linéair¢s,} par méthode o’AFT <

v

Calcul du vecteur résiduel d'équnib{@ ({+5) a))} , voir (IV.107)

v

Evaluation de la matrice jacobienﬁef‘H ({ 5} wr” , voir (IV.117)

v

Calcul de I'incrément de correction de NEWTON-RAPHSON|

(378} ) {28} ={R ({5} )}

. J

v

Correction du vecteur des coefficients de FOURIER des déplacément
a l'tération de NEWTON-RAPHSON : {5} ={*5} +{a5]}

Itérationsc &

Oui

a

A\ 4

"NOSHdVY-NOLM3N
ap uonoa.09 el unod ajonog

Test de convergence

Haal/f -} <=

Fin de I'algorithme

FIG. IV.7 : Algorithme de la méthode de la balance harmonique pour I'analyse dynamique non linéaire
d’un rotor embarqué
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IV.3.3 Section de POINCARE

Un systéme dynamique est dit « non autonome » lorsqu’il existe une dépendance explicite au temps dans
ses équations différentielles caractéristiques.

Vers 'année 1900, POINCARE a introduit une nouvelle fagon d’étudier le mouvement des systémes
dynamiques non autonomes (plus précisément le probleme de trois corps). Il a considéré une étude qualitative au
lieu d'une étude quantitative classique, c’est-a-dire que la position du corps mobile est cherchée a certains
instants au lieu de chaque instant.

Un espace de deux dimensions perpendiculaire (transversal) au flot du systtme dynamique donné est
défini et appelé « section de POINCARE ». En fait, un point sur la section de POINCARE est désigné comme le
point de retour de la trajectoire a intervalle de temps constant égal a la pgfiodie I'excitation extérieure

harmonique du systéme. La section de POINCARE est semblable & I'espace des phases, a la difference que
I'espace des phases est continu dans le temps alors que la section de POINCARE reléve un point toutes les
périodes.

Pour une réponse périodique d’'un systéme forcé non linéaire de périodgale a j7, (avec
j=1,2,3..), les sections de POINCARE sont un groupe de points éggux.a figureFIG. IV.8 présente les
sections pour des mouvements périodiques de type harmoriquepériodique) et sous-harmoniquéry(, -

périodique). Les sections de POINCARE d’une réponse quasi-périodique montrent une courbe fermée. Enfin,
L'apparition de la quasi-périodicité laisse augurer d’'un régime chaotique possible lors d’'un changement de
paramétres du systéme non linéaire et les sections de POINCARE pour un mouvement chaotique du systéme
exposent une courbe fractale.

IV.3.4 Diagramme de bifurcation

Pour les systemes dynamiques non linéaires, il existe plusieurs types de solutions des équations du
mouvement. En général, le comportement dynamique de ces systéemes dépend d’'un jeu de parametres dits « de
bifurcation ou de contrdle ».

Une bifurcation se produit si un petit changement quantitatif des parametres de contréle peut induire un
changement qualitatif de la solution et donc du comportement. Ainsi les diagrammes de bifurcation sont étudiés
dans un espace solution-parametre de contrble et générés avec un pas constant de parametre. Les solutions
représentées sur ces diagrammes sont habituellement les sections de POINCARE.

Par exemple, pour un rotor classique non linéaire, la vitesse de rotation du rotor est souvent le paramétre
de contréle le plus employé dans le diagramme de bifurcation.

—

1=Tex, 2Tex, 3Tex...

il

t=2T@(, 4T@(, 6Tex. e

=Tex, 3@

FIG. IV.8 : Sections de POINCARE pour des mouvements périodiques
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IV.3.5 Stratégies de continuation

Les méthodes présentées dan®deagraphe 1V.3.2 permettent de calculer les solutions non linéaires
périodiques du systéeme pour un jeu de paramétres fixé. Mais une étude dynamique ne se limite pas
nécessairement a un seul calcul. En dynamique des rotors, il est souvent intéressant d’étudier I'évolution de la
réponse non linéaire en régime périodique en fonction d’'un des parameétres du systeme. Afin d’effectuer cette
étude paramétrique, il convient de coupler une méthode de calcul direct de la solution périodique a une stratégie
de continuation dont le but est le tracé des courbes de réponse.

IV.3.5.1 Continuation séquentielle

L'opération la plus simple afin d’évaluer la réponse d'un systeme dynamique a des forces d’excitation
extérieure en fonction d’'un paramétre de continuatignconsiste & exécuter une continuation séquentielle de
telle sorte que la valeur du paraméfpg augmente ou diminue de maniére graduelle. Dés que la réponse du
systéme converge vers une solution périodique pour une certaine valeur du pagmeteparamétre change

Iégérement et une nouvelle recherche d’'une solution périodique a I'aide de la procédure itérative de NEWTON-
RAPHSON est entreprise avec comme conditions initiales la solution correspondant au pas précédent. Il vient
alors :

i+ Ps = Py T AR (IvV.124)
{ix (0} ={;x} (IV.125)
ou :
. {,X,} estla solution convergée obtenue pour la val@yr.

Une représentation schématique de la technique de continuation séquentielle est montrée sur la figure
FIG. IV.9. L'avantage essentiel de cette procédure de continuation est sa simplicité de mise en ceuvre et de
programmation dans I'environnement MATLAB. Toutefois, cette technique ne permet pas de continuer la
courbe de réponse au passage des points limites. En d’autres termes, des phénoménes de saut de réponse peuvent
se produire et il manque ainsi une partie de la courbe compléte de réponse (voir RIGglive9 ).

{Xr}“
...’.
.......... Point
Y limite
Prédiction 4
initiale :
*
...... ¥
" 1D ) o
Solution Prédiction
initiale
Poi
FIG. IV.9 : Procédure de continuation séquentielle
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IVV.3.5.2 Continuation par longueur d’'arc

Le systeme dynamique non linéaire a couramment la possibilité de produire plus d’'une réponse (solutions
coexistantes) pour la valeur considérée du paramétre de continygtioBomme annoncé dans le paragraphe

précédent, la technique de continuation séquentielle ne peut présenter qu'une seule solution périodique par
valeur de paramétr@, . Pour remédier au probléeme de passage des points limites et ainsi obtenir la totalité de la

courbe de réponse, il est préférable d'utiliser une autre technique plus robuste appelée « continuation par
longueur d’arc ». La figuré-IG. IV.10 donne une vue générale de cette technique et montre deux étapes
principales :

> pas prédicteur tangent,
> corrections itératives orthogonales a la direction tangente.

Une illustration détaillée de ces étapes est présentée sur laFighréV.11. Soit un point, P sur la

.
courbe de réponse de coordonnées conré@ge)ﬁr (O)}T i pbi> , voir la figureFIG. IV.11. Le prochain point

T
.., P situé sur cette courbe est de coordonnées incor<r{ug9(r (O)}T -~ pbi> et cherché a l'aide des deux
étapes de la continuation par longueur d’arc.

Le pas prédicteur consiste a estimer une solution approchée pour la valeur suivante du parpgéire
est de longueur fixé&s® et effectué selon la direction tangente a la courbe de réponse. Afin de calculer le

vecteur tangent,,VT** tel que :

. ) Axla
VT = { D } (IV.126)
i+1Apkl;1

une approximation linéaire est faite (conformément a I'hypothése des petites variations) en construisant un
développement en série de TAYLOR limité a I'ordre 1 de I'équation de périodicité (1V.76), dans le cas de la

T
méthode de shooting, au voisinage de la solution précédente (ce{ﬁn)ﬂe{O)}T i pbi> comme suit :

(A (ix @ mdn = ([ x 0 7. pu ) % { .ox7)
o }r (fix (@71 1 p) (IV.127)
al ) =
sl x, 01 ) Lt ={0

Le vecteur résidue{Hr ({ixr (0)} T,y By )} est annulé car il vérifie I'équation (IV.76), qui traduit le

probléme de valeurs aux limites en deux points, pour la valeur précédente du parpméireient :

[ ({ % ()} 72 s py ) J{1adx} =02 (%, (O} 7, s )} (.00 (Iv.128)

avec :
H,}
3 X (O} 7.y py) |2 {H, (IV.129)
[ b ] o{ X, (0)} (@ n)
o{H,}
32 ({ix (O} 7,4 py ) = (IV.130)
{ Py ( bi )} apb| ({‘X,(O)},T, “ g,i)
Afin d’assurer I'unicité de la solution, le vecteur tangent est normé :
T =X} {axe) + (. ope) =1 (IV.131)

L’équation (IV.131) n’étant pas linéaire, la solution du systéeme d’équations (IV.128) et (IV.131) est
cherchée de la maniére suivante :
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En posant les notations suivantes :
Py =’ {i+1AXrla} :{i+lA)2:a} a’ (IV.132)
En introduisant I'équation (IV.132) dans (IV.131), il vient alors :
{ianxe} [ axe) () +(a) =1 (IV.133)

soit :

(IV.134)

{xr}l

»

Pas

Prédiction
initiale
4

Solution
initiale

A 4

Poi

FIG. IV.10 : Procédure de continuation par longueur d’arc

{xr}‘

»

Q..
Corrections

e
.
‘e

4 {1i+1Xr(O)} K
C o aps A {XO)

Ppi .

{i+1X:(0)}
i+1Pbi

Pas K1
prédicteur

t.
i+1AS

{iX:(0)}
iPoi

Poi
FIG. IV.11 : Graphique détaillé pour un couple d’étapes principales de la procédure de continuation par
longueur d’'arc
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Le signe de la variabl@® est choisi de fagcon a conserver le méme sens de parcours. Pour cela, on
impose que deux vecteurs tangentiels consécutifs aient un produit scalaire positif :

(iVTrLA) HlVTLA >0 (IV.135)
soit :
) Axla
<{ Ax7} iApfj‘>{{ i 1}} >0 (IV.136)
i+1Apbi
Compte tenu de (IV.132), I'équation précédente devient :
{iax}{ A% o + apia > (IV.137)
ce qui conduit a la relation suivante :
sign(a®) = sigr({ AxE %)+ iAp;?) (IV.138)

En substituant (IV.132) dans I'équation (1V.128), cette derniére devient :

(% O %) =32 (X 0 1 ) (139

Deées que le vecteur tangentiel normé est évalué avec les équations (IV.139), (IV.134) et (1V.132), la
solution approchée grace au pas prédicteur est obtenue a partir de la solution convergée précédente
correspondant & la valeur de paramétre de continugipnc’est-a-dire :

{{.JX (o)}}: {{ixr (o)}}%w)iﬂ@: {{ixr (o)}}+(iﬂm;a){{mﬂxgj}} (v.140)

i+1 Py i Pui i Pui 1418y
ou:
. As? est la longueur du pas tangent.

En général, la solution approchée (équation (1V.140)) ne vérifie pas I'’équation (IV.76) du probléme de
valeurs aux limites défini par la condition de périodicité. Des corrections de cette solution approchée sont ainsi

effectuées dans la direction orthogonale au vecteur tangefit" afin de 'améliorer et de se ramener sur la

courbe de réponse. Pour cela, une linéarisation cohésive de I'équation (IV.76) est appliquée en effectuant un
développement en série de TAYLOR du premier ordre de cette équation et des corrections a I'aide de la méthode
itérative de NEWTON-RAPHSON peuvent étre calculées :

{Hr ({ kly (0)} T, p, )} _{Hr ({ X (0)} Ay )} a{a){(H(rg)} {i+1AXrSH}
" } ({vxc @} to) (IV.141)
+Tbi ({1 (0} 7 ) Lt )=
soit :
[3?4 ({ X, (0)} Tovion Py )J{iﬂAXrSH} +{J i ({ X, (0)} Py )} (1at0) (Iv.142)
(i (2% ) )
dou:
<[JSH ({ulix (0)} e -i+l:<Lpbi):| ’{‘]Pm ({'*lix (0)} o Wlipb )}>{{It1AAXF;m }} (IV.143)
{5, 0} )
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La solution corrigée a l'itération de NEWTON-RAPHSONs’écrit alors :

{{ X, (O)}} = {{ 2%, (O)}} + {{ ”lAX“SH}} (IV.144)

Py o1 Py 10Dy

De plus, une condition d'orthogonalité des corrections par rapport au vecteur tangewief
permettant d’atteindre la courbe de réponse doit étre ajoutée au systeme (IV.143) comme suit :

(i+lm)T.i+1W =0 (IV.145)
c’est-a-dire :
({atx}" Apé?}{{ X }} =0 (IV.146)
i+1Apbi
Le systeme a résoudre devient :
|:‘]rs—1 ({ i+|IXr (0)} ’Tr 'i+li pbi ):| {me ({ i+l:EXr (O)} ’Tr 'i+|; pbi )} {{ i+1Axrs—|}}
{Laaxsy o 0,

:{—{Hr({iéxr <o>},rmépu)}}

0

(IV.147)

D’aprés I'équation (IV.147), le processus de continuation par longueur d'arc possede une inconnue
supplémentaire par rapport au systeme (1V.79) associé a la méthode de shootingP@uaigiephe 1Vv.3.2.7).

Pour chaque itération de NEWTON-RAPHSON la correction porte SL{rXr (O)} et p, . De la méme maniere

qgue pour la méthode de shooting sans continuation, Il'itération est arrétée lorsqu’une solution convergée est
atteinte suivant un critére d’arrét des itératies .

Dans le but d'augmenter la robustesse du programme développé sous MATLAB, la valeur du pas de
continuationAs® (voir I'équation (1V.140)) est adaptée et mise a jour tout au long de I'étude paramétrique en
fonction de la difficulté de convergence de la stratégie de NEWTON-RAPHSON.

Dans les zones ou un plus grand nombre d'itérations est nécessaire pour converger (par exemple, dans
une zone ou la réponse varie significativement aggg, la valeur deAs® est réduite afin de s'assurer que le
nombre d’itérations nécessaire a la convergence diminue pour le pas suivant. Au contraire, le pas de continuation
As? est augmenté lorsque la convergence est aisée.

D’une maniére générale, pour limiter le codt de calcul, il est préférable que la procédure de NEWTON-
RAPHSON converge en cing ou six itérations maximum. Par contre, lorsque I'algorithme de NEWTON-

RAPHSON converge en deux ou trois itérations seulement, il est possible d’augmenter la vaAguaéia de

décrire la courbe de réponse plus rapidement et d'éviter alors une discrétisation inutilement trop fine de cette
derniére. Ainsi une fois la solution atteinte, la longués® du pas tangent est modifiée avec la formule
suivante :

Ther Mo

DSt = At x2 (Iv.148)
ou :
. n. estle nombre d'itérations de NEWTON-RAPHSON au point

. n,, estle nombre ciblé d'itérations de NEWTON-RAPHSON.

Typiquement, le nombre d'itérationg, est cherche tel qu'il est compris entre 2 et 3. SEIBhETAN
[126], la meilleure valeur de,, = 2,7 permet d'assurer la robustesse et I'efficacité de I'algorithme.
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Pour résumer, la procédure pour effectuer les étapes de la continuation par longueur d’arc se déroule de la
maniére suivante :

(1) Résoudre I'équation (1V.139) afin d’obtel{ir+lA)2}a} .
(2) Déduire la valeur de la variab&® de I'équation (1V.134).

(3) Déduire,,,Ap% et{,.,AX"} de I'équation (IV.132).

(4) Construire le vecteur tangentj “ selon I'équation (IV.126).
|

r

(5) Faire la prédiction dei[i+1lxr (O)} et de .,Jp, & partir de la derniére solution convergée (voir
I'équation (1V.140)).

(6) Calculer les incréments de correct{quX,s*} et ,,Ap, avec I'’équation (IV.147).

(7) Effectuer la correction de la solution a 'aide de I'équation (1V.144).

@ comparef{, {5, (0} ...5n.

{H‘{Xr (O)}H au critére d’arrét des calcuis™ .
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CHAPITRE V

MISE EN EVIDENCE DES PHENOMENES
PROPRES AUX ROTORS EMBARQUES
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CHAPITRE V : Mise en évidence des phénomenes propres aux rotors embarqués

V.1 Introduction

Les outils et les méthodes numériques exposés daBbkdpitre IV pour I'analyse du comportement
dynamique, I'étude de stabilité et le calcul de réponses forcées sont appliqués dans ce chapitre aux équations
différentielles du mouvement du rotor embarqué excité par des mouvements déterministes de rotation et/ou de
translation du support.

Dans un premier temps, le modéle éléments finis de rotor basé sur la théorie des poutres de
TIMOSHENKO et correspondant a un support fixe est validé par des comparaisons avec des résultats
expérimentaux réalisés sur un banc d’essai lors d'un stage qui a eu lieu au LaMCoS de I'INSA de LYON (voir
PINAY [128]). Il est de plus validé par rapport 8 ROTORINSA esii un logiciel de dynamique des rotors en
flexion développé au LaMCoS. Dans un deuxieme temps, des cas d’application sont présentés afin de montrer
les phénoménes spécifiques aux rotors embarqués. Dans les exemples d'application numériques proposés, trois
configurations de rotor embarqué sont étudiées :

= Un rotor symétrigue monté sur degpaliers rigides est soumis atalourd combiné avec des
mouvements deptation constante et de translation sinusoidale du suppartoir DAKEL et al.
[33,41] Les équations différentielles du mouvement $imaires a coefficients constantElles
sont résolues par des méthodes quasi-analytiques afin de rechercher les fréquences naturelles du
rotor et de calculer ses réponses au balourd et a la translation du support en régime permanent
ainsi que ses orbites stabilisées.

= Un rotor avec undissymétrie géométrique due au disque monté surgddiers rigides est excité
par I'effet debalourd et par des mouvements deation constante et de translation sinusoidale
du support, voir DAKEL et al. [32,41]. Les équations du mouvement sdiméaires a
coefficients paramétrigues périodiguesjui peuvent créer une instabilité dynamique latérale. Le
comportement dynamique du rotor est examiné a travers la théorie de FLOQUET (pour évaluer sa
stabilité dynamique) et le schéma implicite d'intégration temporelle pas a pas de type
NEWMARK basé sur I'accélération moyenne (pour prédire ses orbites en régime stationnaire).

= Un rotor symétrigue monté sur de@aliers_hydrodynamigues est soumis atalourd et aux
excitations sinusoidales de rotation ou de translation du suppgrvoir DAKEL et al. [34-40].
Les équations différentielles obtenues du mouvement rsamtlinéaires soit avecdes termes
constantsdus a la translation du support, sailec des termes paramétriques périodigues dans
le tempsdus a la rotation du support. En considérant le modéle linéarisé de palier, la stabilité du
rotor est vérifiée par la théorie de FLOQUET. Ensuite, les équations linéarisées du mouvement
sont résolues avec l'algorithme implicite d’intégration temporelle de NEWMARK pour calculer
les réponses du rotor et obtenir ses orbites. Lorsque les paliers hydrodynamiques non linéaires sont
considérés, il est nécessaire de combiner la procédure itérative de NEWTON-RAPHSON avec le
schéma d'intégration de NEWMARK, ce qui augmente significativement le temps de calcul. 1l est
donc avantageux d’utiliser le modéle linéarisé, mais cela nécessite d'établir précisément sa limite
de validité en confrontant les résultats a ceux du modele non linéaire. En outre, dans le cas ou les
excitations sinusoidales du support conduisent a des réponses périodiques (harmoniques et sous-
harmoniques) du rotor, les méthodes efficaces de shooting et de la balance harmonique sont
employées pour résoudre les équations non linéaires du mouvement. Des comparaisons entre ces
deux méthodes sont effectuées pour examiner leur intérét en dynamique des rotors embarqués. La
stabilité des solutions non linéaires périodiques peut étre déterminée en utilisant la théorie de
FLOQUET. Enfin, une étude paramétrique est réalisée afin de calculer les réponses périodiques
non linéaires en fonction des fréquences des mouvements sinusoidaux du support.

V.2 Rotor symétrique sur paliers rigides

V.2.1Configuration et données

La figure FIG. V.1 et le tableauTAB. V.1 présentent les composants et les caractéristiquestdr
embarqué symétrique. L'origin® du repére lié au suppoR coincide avec I'extrémité de I'arbre positionnée
au centre du palier # 1.

L’arbre symétrique est modélisé par 12 éléments finis identiques de poutre de TIMOSHENKO. Le disque
symétrique est localisé au nceud 5. Les paliers courts rigides # 1 et # 2 générent un rotor en appui aux deux
extrémités et sont localisés aux nceuds 1 et 13. Ainsi les degrés de liberté correspondants sont annulés. Le
balourd est placé dans le plan du disque. La relation calculant le coefficient de réduction de section de I'arbre
circulaire peut étre trouvée dans le travaild@WPER [29] et est donnée par :
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CHAPITRE V : Mise en évidence des phénomenes propres aux rotors embarqués

z

. 6(v, +1)

K, =K;
6v,+7

a

(V.1)

Le rotor fonctionne a une vitesse de rotation const&ntéen tr/min ou rpm) et est soumis a I'excitation
due au balourd ainsi qu'a des mouvements combinés de rotation constante et de translation sinusoidale du

support : la rotation constante autour de I'ae (ou de I'axeOy ) est donnée paw* (ou «’), tandis que la
translation sinusoidale selon I'ax@ est exprimée pag, = Z,sinQ’t . Les équations du mouvement dues a la
rotation & du support sont présentées dans I'équation (V.2) et celles duesglans I'équation (V.5) :

N ORCACE R EO BRI Y

{ }coth+{ } stt+{Fb°sul} coth+{Fbssul} sinQt V.2)
{cha Sul} cosQ t+{ Foa SJl} sinQ t+{ Fdoam}
ou :
{7} ={v"ﬂ} : {F;} =(wher ; {Feaf={wietet (R ={wie)e v
{cha sul} = ; {Fdsa sul} {dea su} O(QZZ +CJ(2) ; {Fdoa su} {dezgsu} Qa}( (V4)
(M. ){8}+([c2 n+[c::g:} 8} +([ke]+[Koow Jow +[ ke w2 )(a) s
:{Fb“} coth+{ } SII’Q'[+{F;SJ2} coth+{ Fbsw} stt+{FdaSJ2} cosQ’t +{Fdsasu2}sinQZt
ou :
{Fescd =V =} oo +{vi =} {Fr) ={wee s} aw +{ve =} o (V.6)
{chasjz} - Z{Vduasu} Zonwy v {FdSaSJZ} {deas.l} O(sz+a)y2) (V7)

Afin de montrer les phénoménes de base survenant en dynamique des rotors avec les mouvements du
support et de les comparer a ceux relatifs au cas d'un support fixe, I'analyse du comportement dynamique en
régime permanent est effectuée grace a des digrammes de CAMPBELL, des réponses au balourd, des réponses a
I'excitation de translation sinusoidale du support et des orbites du rotor.

Par ailleurs, les équations du mouvement (V.2) et (V.5) du rotor embarqué sont affectées de maniere
paramétrique (partie gauche des équations) par les rotations du support, tandis que les translations du support ont
seulement une influence sur le vecteur des forces extérieures (second membre). Le comportement dynamique est
entierement analysé en fonction de la rotation du support.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
*—0—0—0—0—0—0—0—0—0—0—0—0

Z — L
Z0=Z0SIinQt
#1 fd ra 42
O \ 4
| [
Ay )
o* 1) Mol Q
X ‘
> < S

.
‘&
«

FIG. V.1 : Configuration de rotor embarqué symétrique
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CHAPITRE V : Mise en évidence des phénomenes propres aux rotors embarqués

Masse volumique du matériau du disque pe= 7800 kg/m
Rayon du disque r0,15m
Epaisseur du disque €=0,03 m
Position du disque y¢=0,4/3 m
Masse volumique du matériau de I'arbre pa=7800 kg/m
Rayon de I'arbre re=0,01 m
Longueur de l'arbre 1,=0,4 m
Module d’YOUNG de I'arbre E.=2x10" N/m?
Coefficient de POISSON de I'arbre v4=0,3
Coefficient de réduction de section de I'arbre Ka= K3 =0,8864[29]
Balourd et sa phase myr,=150 g mmy;,=0°

TAB. V.1 : Caractéristiques essentielles du rotor symétrique

V.2.2Diagrammes de CAMPBELL

Dans le cas d’'un rotor symétrique soumis a une rotation constante du support, les équations linéaires du
mouvement (V.2) et (V.5) ont toujours des coefficients constants. Il faut mentionner qu’un support fixe ou qu'un
support tournant autour de I'ax@y laissent le systéme isotrope, tandis que la rotation du support autour de
'axe Ox rend le systéme anisotrope. De plus, le signe des composantes des matrices d’amortissement et de
raideur dépend de la direction de la rotation du support autoQy deais pas de celle de la rotation du support
autour deOx. Dans le cas d’une direction positive (sens anti-horaire) de la rotation du support au@uetde
de n’'importe quelle direction autour d®x, les matrices symétriques de raideur peuvent perdre leur
caractéristique définie positive en raison de la présence de termes diagonaux négatifs contenant la vitesse

angulaire @ ou «”. Ainsi une instabilité dynamique du rotor peut survenir. Dans I'application présentée,
puisque les valeurs propres du systeme sous forme d'état (IV.13) sans second membre sont des quantités
purement imaginaires quelle que soit la vitesse angulaire constante des rotations du support dans la zone

d'intérét o ou o’ D[O; 10 Hz], le rotor embarqué est stable pour toutes les formes modales considérées

incluses dans sa plage de vitesse de fonctionneméﬁﬂ; 6000 ty mir] .

Les fréquences naturelle§ déduites de ces valeurs propres dépendent de la vitesse de r@tatan
rotor et de la vitesse angulaire des rotations du support autour sOit ,d&oit de Oy . Elles sont représentées
par des diagrammes de CAMPBELL tracés sur la figl V.2 pour le rotor soumis a la vitesse angulaire soit
', soit «”. Lorsque le support du rotor est fixav{=«’ =0), le systeme est isotrope et donc le

comportement dynamique du rotor est symétrique, c’est-a-dire que les fréquences naturelles de chaque paire des
modes de précessions inverse et directe sont égales a lI'arréd ). Méme si les fréquences naturelles ne

changent pas fortement, la rotatiasf du support casse la symétrie du comportement du rotor, voir la figure
FIG. V.2(a). Puisque les matrices correspondantes de raideur sont symétriques avec des termes anisotropes et

gu’il n'existe pas de matrice d’amortissement associé# dle zoom montre que les fréquence naturelles de la
premiére paire des modes de précessions inverse et directe a I'arrét ne sont pas égales, ce qui correspond bien a

un comportement non symétrique du rotor. Les effets de rotation diisdminuent les fréquences naturelles,

tandis que les effets de raidissement géométrique associés aux contraintes centrifuges retativies a
augmentent, ces derniers étant prédominants.

Contrairement au cas précédent, la sollicitation due & la rotation du support au@yrrdapporte pas

de dissymétrie du comportement dynamique du rotor (parce que les matrices correspondantes sont symétriques
et anti-symétriques avec des termes isotropes) mais décale et change les fréquences naturelles (en raison de
termes additionnels dans les matrices d’amortissement et de raideur du rotor), voir l&Ifiguxve2(c). La

matrice d’amortissement associéec® rend les paires des modes de précessions inverse et directe a l'arrét

inégales et inversées par rapport aux cas d'un support fixe ev‘dePour une certaine valeur de,
'augmentation de la vitesse de rotatiéh du rotor réduit les fréquences de précession inverse et accroit les

fréquences de précession directe. Pour une certaine valgur, ieugmentation de la vitesse angulaig# du
support accroit les fréquences de précession inverse et diminue les fréquences de précession directe.

Le tableauTAB. V.2 introduit des comparaisons entre les quatre premiéres fréquences natfjrelles
rotor relatives & la rotation du support autour soitQie soit de Oy . On constate que pour n'importe quelle
vitesse angulaire du supporty a une influence plus grande qu# sur les fréquences naturelles, c’est-a-dire
gue les fréquences du rotor correspondant a la rotation du support autour deyl’axt plus différentes par
rapport a celles obtenues quand le support est fixe.
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CHAPITRE V : Mise en évidence des phénomenes propres aux rotors embarqués

100
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FIG. V.2 : Diagrammes de CAMPBELL pour les trois premiéres fréquences naturelles du rotor soumis a
la vitesse angulaire du support : (ap*, ou (c)w’, avec les valeurs 0 (courbes en trait plein), 5 Hz (trait
discontinu), 10 Hz (trait pointillé), (b) Zoom sur l'intersection de la fréquence du premier mode de
précession directe avec la vitesse de rotation du rotor (c’est-a-dire la droite de la fréquence du balourd)

V.2.3Influence des excitations du support sur les courbes de réponse

V.2.3.1 Réponses au balourd en présence de la rotation constante du support

La réponse du rotor due a l'effet de balourd (amplitudes maximales des déplacements en fonction de la
vitesse de rotatioQ du rotor) peut étre reliée aux mouvements de rotation constante du support, voir les
équations (V.2)-(V.7). La figur€lG. V.3 présente les réponses au balourd au milieu de I'arbre (c’est-a-dire le

nceud 7) du rotor excité soit par, soit para’ .

Dans la plage de vitesse de fonctionnem@fﬂ[o; 6000 ty mir], le rotor posséde une seule vitesse
critique principale de rotation (un seul gik) lorsque le support est fixe. Il posséde un seul pic dans le cas de la
rotation &’ du support (en raison du systéme isotrope), voir la figl®e V.3(b), mais trois pics (, I, Il)
dans le cas dev* (en raison du systéeme anisotrope), voir la figdar€. V.3(a). Ces pics correspondent a
l'intersection de la droitef =Q/60 (Q en tr/min) de la fréquence du balourd avec les fréquences naturelles du
rotor (voir la figureFIG. V.2), c’est-a-dire I'intersection avec les fréquences des premier et deuxieme modes de
précession inversel (, 111') et du premier mode de précession diredte) (pour «* et l'intersection avec les
fréquences du premier mode de précession directe @duiLes réponses confirment que le rotor garde un
comportement dynamique symétriqgue dans le cas de la rotation du support autour deyl'arais a un

comportement non symétriqgue dans le cas de la rotation du support aut@x demme expliqué dans le
Paragraphe V.2.2et présenté en figufedG. V.2.

Pour des valeurs croissantes dg, la vitesse critique principalell() augmente légérement comme
montré par les pointsA, B, C) sur la figureFIG. V.2(b) et les amplitudes des pics additionnels (l11 )
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CHAPITRE V : Mise en évidence des phénomenes propres aux rotors embarqués

deviennent de plus en plus grandes. Comme montré par les pain® ( C) en figureFIG. V.2(c), la position

de la vitesse critique de rotation est décalée vers les basses valeurs lorsque la vitesse @hguigimente car

les modes de précessions inverse et directe a I'axét() sont inversés. Il est aussi observé que méme si le

rotor est a I'arrét, les amplitudes de la réponse a I'effet de balourd ne sont pas nulles en raison de la présence de
la rotation du support autour soit @, soit deOy . En outre, ces amplitudes a 'arrét deviennent plus grandes

X

y

Q f, Support |C_|UZ ﬁz
tr/min Hz fixe 3 0 3 0
f, 4493 4496 4504 49,42 53,88
0 f,° 4493 45,19 4593 40,42 35,88
f) 123,79 123,80 123,84 124,49 125,42
f,° 123,79 123,88 124,15 123,32 123,09
f 4228 42,40 42,73 46,65 50,99
1500 f,° 47,02 47,17 47,66 42,40 37,76
f, 104,64 104,70 104,90 106,48 108,54
f,° 148,73 148,77 148,90 149,40 150,27
f 39,07 39,18 39,48 43,36 47,63
3000 f,° 48,62 48,78 49,27 43,92 39,20
f, 90,93 91,02 91,27 93,76 96,75
f,° 179,05 179,08 179,18 180,69 182,49
f 3553 3562 35,86 39,79 44,04
4500 f,° 49,86 50,02 50,51 45,10 40,32
f) 81,66 81,76 82,07 8522 88,89
f,° 213,80 213,83 213,92 216,20 218,73
f 31,96 32,03 32,23 36,26 40,56
6000 f,° 50,82 50,99 51,48 46,02 41,20
f) 7555 75,67 76,03 79,60 83,72
f,° 251,95 251,97 252,05 254,91 257,97

TAB. V.2 : Fréquences naturelles en fonction de la vitesse de rotation du rotor et des rotations constantes
du support (I etD représentent les modes de précessions inverse et directe respectivement)

107
E .
249°)
£
< 3

1

10 -

6000 )
10 . : :
0 1500 3000 4500 6000
(@) o (Ho) Q (rpm) Q (rpm)

10’2
E . 1
PR
g
210°,

E ]
< 3

10" 3

1 i " 6000 ]

5 ; oy 50 $ , , .
1500 10 0 1500 3000 4500 6000
(b) o’ (Hz) Q (rpm) Q (rpm)

FIG. V.3 : Réponses du rotor au balourd dans le cas de la rotation constante du support autour de :

(a) 'axe Ox, ou (b) 'axe Oy, pour des valeurs : 0 (courbe bleue), 5 Hz (courbe verte), 10 Hz (courbe rouge)
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CHAPITRE V : Mise en évidence des phénomenes propres aux rotors embarqués

lorsque la vitesse angulaire de la rotation du support augmente, voir le taBlBal/.3. Aux vitesses de
rotation les plus élevées du rotor, les amplitudes correspondantes de la réponse atteignent des valeurs limites

égales a 12,431xFm pour " et a 11,512xI10m pour o’ .

V.2.3.2 Réponses a I'excitation de translation du support en présence de sa rotation constante

Sous des mouvements combinés du support, la réponse du rotor aux excitations de translation sinusoidale
du support varie en fonction de la valeur de la rotation constante du support, voir les équations (V.2)-(V.7). La
figure FIG. V.4 présente I'évolution des réponses en fréquence au milieu de l'arbre (nceud 7) du rotor
fonctionnant a une vitesse de rotati@=1500 ty min (=25 Hz) et excité par une translation sinusoidale du

support d’amplitudeZ, =1x10° m dans la directionOz. La fréquence de la translation du support est
contenue dans la zone d'inté@f 0[0; 200 H7 .

En présence de la vitesse angulait® ou «’, les réponses présentent toujours quatre fréquences
critiques (quatre pics) correspondant aux fréquences naturelles du r&or 1500 ty min, voir aussi les
diagrammes de CAMPBELL tracés sur la fighit&. V.2 et présentés dans le tableéaB. V.2. Dans le cas de
valeurs croissantes de’, le pic relatif a la troisieme fréquence naturelle et produit par la translation sinusoidale
du support selorDz devient de plus en plus petit, voir la figutss. V.4(b). C'est parce que I'équation (V.5)
présente un terme négatif en cosinus contenant la fréquehake la translation du support. Enfin, il est noté
gue les zones de fonctionnement des réponses fréquentielles le long d@¥'aeechangent généralement pas
avec la vitesse angulai@” , tandis qu’elles peuvent changer significativement avéc
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FIG. V.4 : Réponses du rotor a la translation sinusoidale du support pour une vitesse de rotation
Q=1500 tr/min et la rotation constante du support autour de : (a) I'ax®x, ou (b) I'axe Oy, pour des
valeurs : 0 (courbe bleue), 5 Hz (courbe verte), 10 Hz (courbe rouge)

" Amplitude o’ Amplitude
Hz m Hz m

5 0,107x10° 5 0,109x1CP
10 0,428x1(P 10 0,449x10°

TAB. V.3 : Amplitudes des réponses du rotor au balourd a I'arrét 2=0) pour la vitesse angulaire
soit @”, soitw’
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CHAPITRE V : Mise en évidence des phénomenes propres aux rotors embarqués

V.2.4Influence des excitations du support sur les orbites

Dans ce paragraphe, les orbites du rotor symétrique soumis successivement a une translation, a une
rotation et a des mouvements combinés de rotation et de translation du support sont calculées avec la méthode
des éléments finis. Pour des raisons de validation, une comparaison est effectuée avec les résultats obtenus par la
méthode de RAYLEIGH-RITZ décrite dans le travail ldCHEMIN [46] (dans le cas de translation pure du
support) et étendue dans cette thése pour prendre en compte une rotation pure et des mouvements combinés du
support. Le modele de type éléments finis comporte 48 degrés de liberté, tandis que la méthode de RAYLEIGH-
RITZ utilise une seule fonction trigonométrique classique comme fonction de déplacement, c’est-a-dire deux
coordonnées généralisées :

u:sin(lﬂ)q“ ; w:sin(lﬂJqW (vV.8)

a a

V.2.4.1 Translation pure du support et validation par rapport a la méthode de RAYLEIGH-RITZ

Les orbites représentées sur la figlés. V.5 sont produites au milieu du rotor présenté dans le
Paragraphe V.2.1et soumis a un balourdr(r, =159 mm et 77, =0") et & une translation sinusoidale du

support Z, =0,1m et Q* =2Hz) pour une vitesse de rotation consta?e= 20000 tf min. Les orbites
obtenues par I'approche de RAYLEIGH-RITZ développée ici et celBUWEHEMIN [46] sont tracées sur la

figure FIG. V.5(a) et aucune déviation ne peut étre observable, ce qui valide notre modélisation des mouvements
de translation du support. Ces orbites vont également permettre de valider notre modéle éléments finis. L'orbite
obtenue avec ce dernier est tracée sur la figlee V.5(b). Elle est qualitativement similaire a celle de la figure

FIG. V.5(a) et présente de trés petits écarts d’amplitude : I'écart maximum d’amplitude ©xloest

&, =4,23% et celui selonOz est ¢, =—0,58%. En conclusion, les modéles RAYLEIGH-RITZ et éléments

finis développés dans cette étude sont validés par rapport au modéle RAYLEIGH-RITZ développé par
DUCHEMIN [46] .

V.2.4.2 Rotation pure o (ou @”) du support

La figure FIG. V.6(a) montre I'orbite classique au milieu du rotor (hceud 7) due au balourd pour une
vitesse de rotation constan€=1500 ty min (=25 Hz=la fréquence du balourd) et un support fixe. Puisque les

matrices du systéme de rotor sont soit symétriques, soit anti-symétriques avec des composantes diagonales et
croisées isotropes, le comportement dynamique est symétrique et I'orbite est circulaire et harmonique de période
égale a I'inverse de la fréquen€e du balourd. Le centre de I'orbite coincide avec le p@incentre du palier)

parce que les paliers sont rigides et I'amplitude du mouvement du rotor vaut 3;628xdans les deux
directionsOx et Oz. Les figures-IG. V.6(b) et FIG. V.6(c) comparent les orbites dues au balourd en régime
permanent dans le cas d'une rotation pure du support autour s@ik deoit de Oy, voir la solution dans

I'équation (1V.20).
Pour la vitesse angulaire” =5 Hz du support (figuré=1G. V.6(b)), la trajectoire illustrée par I'orbite

oscille autour d’'une position statiqué,, due au vecteur constalﬁFdovavw} :—{Vy“’ }Qw‘ de la force de

d,a,su
CORIOLIS agissant dans la directigdx, voir I'équation (V.2). Le déplacement donnant la position statique

C,, est calculé en utilisant I'equation (IV.33) et sa coordonnée sui@anest approximativement égale a

3,2x10° m. Cette coordonnée est trés grande par rapport a 'amplitude de I'orbite, ce qui explique I'utilisation du
point C, comme origine. Par ailleurs, I'orbite périodique est une ellipse en raison du comportement dynamique

non symétrique du rotor et ses axes orthogonaux, qui définissent les amplitudes des vibrations en flexion du
milieu de l'arbre suivantOx et Oz, mesurent 3,554x10m et 3,784x18 m respectivement et sont donc
Iégérement différents.

Pour la vitesse angulair®” =5 Hz du support (figuré&1G. V.6(c)), il n’y a pas de telle position statique

et le centre de l'orbite reste au cenite du palier. L'orbite périodique garde une forme circulaire car le
comportement dynamique symétrique du rotor n'est jamais cassé, tandis que son rayon, qui représente les
amplitudes de la vibration selo@x et Oz, devient plus grand que celui obtenu pour un support fixe (figure

FIG. V.6(a)) car I'excitation due au balourd augmente de maniére plus importante que la matrice de raideur du
rotor. Enfin, ce rayon est égal a 6,183%1@ au milieu de I'arbre, c’est-a-dire que I'amplitude s’accroit d’'un
facteur d’environ 1,7 dans les deux directions transversales.
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CHAPITRE V : Mise en évidence des phénomenes propres aux rotors embarqués
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FIG. V.5 : Orbites au milieu du rotor fonctionnant a =20000 tr/min et soumis a une translation
sinusoidale du support aveZ,=0,1 m etQ*=2 Hz en utilisant : (a) la méthode de RAYLEIGH-RITZ,
(b) la méthode des éléments finis
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FIG. V.6 : Orbites dues au balourd au milieu du rotor fonctionnant a2=1500 tr/min et soumis a trois
valeurs de rotation du support : (2)e*=w’=0 (support fixe), (b)w*=5 Hz, ®’=0, (c)»*=0, ®’=5 Hz

Les orbites dues au balourd et obtenues avec les méthodes de RAYLEIGH-RITZ et des éléments finis
sont qualitativement similaires et présentent quantitativement de trés faibles écarts d’amplitude selon les axes
Ox etOz: ¢, =¢,=-5,75%.

V.2.4.3 Combinaison de translationzo=Z,sinQ et de rotation ™ (ou @) du support

Parce que les équations différentielles décrivant le mouvement du rotor sont linéaires (voir les équations
(V.2) et (V.5)), les orbites du rotor contiennent la réponse au balourd superposée a celle due aux mouvements de
rotation et de translation du support. Ainsi les caractéristiques (forme et taille) de I'orbite dépendent de ces deux
types d’excitations. En outre, les orbites en régime permanent sont harmoniques car les excitations extérieures
dues a la fois au balourd et a la translation du support sont sinusoidales et commensurables. La période des

orbites est égale a I'inverse du plus grand commun diviseur pour la frégQedcebalourd et la fréquend@®
de la translation du support.

Les figuresFIG. V.7-FIG. V.9 présentent les orbites au milieu de I'arbre pour une vitesse de rotation
constanteQ =1500 ty min (=25 Hz) et différents cas de mouvements combinés de rotation et de translation du
support.

Sur la figure FIG. V.7, la translation du support est maintenue constaig =1x10° m et

Q? =200 Hz), tandis que la rotation du support varig*(ou «’ =5 Hz et 10 Hz). En raison de la translation
sinusoidale du support, des orbites plus complexes apparaissent au lieu du cercle ou de I'ellipse classiques.
Comme montré précédemment lorsque le rotor est soumis a la vitesse angb)aée orbites du rotor oscillent

autour d’'une position statiqu€,,. Les coordonnees suiva@x des deplacements correspondant a la position
statique sont calculées en utilisant I'équation (IV.33) et augmentent @ve&lles sont approximativement
3,2x10° m pour w* =5Hz et 6,3x10° m pour w* =10 Hz. Le tracé adopte la position statiq@, comme

origine. Les amplitudes des orbites restent quasiment les mémes pour des valeurs croisa&ntesrdgue le
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CHAPITRE V : Mise en évidence des phénomenes propres aux rotors embarqués

rotor est excité par la vitesse angulaig, le tracé adopte le cent@ du palier comme origine. Les amplitudes
des orbites augmentent pour des valeurs croissanteg gmrce que 'excitation due au balourd augmente de
maniére plus importante que la matrice de raideur du rotor.

Sur la figureFIG. V.8, la rotation du support et I'amplitude de la translation sinusoidale du support sont
maintenues constantess{ ou «’ =5Hz et Z, =1x10° m), tandis que la fréquence de cette derniére varie

(Q* =100 Hz et 120 H.). La fréquence de I'excitation sinusoidale du support change beaucoup la forme des

orbites, tandis qu’elle modifie Iégérement leurs amplitudes (par rapport a celles montrées dA@Egie).
Comme annoncé précédemment, la période des orbites est égale a I'inverse du plus grand commun diviseur de la

fréquenceQ =25 Hz du balourd et de la fréquend®” de la translation du support. Po* =100 Hz, une
période de l'orbite du haut correspond a une période de I'excitation due au balourd et a quatre périodes de la
translation du support, tandis que dans le ca®6& 120 Hz, une période de I'orbite du bas correspond a cing

périodes de I'excitation du balourd et a 24 périodes de la translation du support. Il faut noter que pour des
fréquences de la translation du support différentes de la fréquence du balourd, les formes des orbites deviennent
plus compliqguées que celles obtenues lorsque le support est soumis a une rotation pure, voir |€$Gigures
V.6(b) et FIG. V.6(c).

Sur la figureFIG. V.9, la rotation du support et la fréquence de la translation du support sont maintenues
constantes @ ou @’ =5Hz et Q”=200Hz), tandis que I'amplitude de cette derniere varie

(Z, =5x10° metlx 10 rn). L'augmentation des amplitudes rend les orbites beaucoup plus larges et plus

compliquées, particulierement par rapport aux orbites dues au balourd pour un support excité par une rotation
pure, voir la figureFIG. V.6. La translation du support a une grande influence sur les amplitudes des orbites
selonOz mais une légére influence sur les amplitudes s€on

Les orbites montrées sur la figuféG. V.10 et obtenues avec les méthodes de RAYLEIGH-RITZ et des
éléments finis sont qualitativement similaires mais quantitativement légerement différentes. Les écarts

d’amplitude selon les axe®x et Oz sont g, =-6,27% et ¢, =0,04% pour o ainsi queg, =-8,18% et
&, =—4,03% pour «’. L'écart de coordonnee de la position statiquesgst —5,96%.
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FIG. V.7 : Influence de la vitesse angulaire™ et »’ du support. Orbites au milieu du rotor tournant a
Q=1500 tr/min (=25 Hz) et soumis a une translation du supportzo=ZsinQ’
avecZo=1x10°m et Q=200 Hz
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CHAPITRE V : Mise en évidence des phénomenes propres aux rotors embarqués

Vitesse angulaire de la rotation du support
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FIG. V.8 : Influence de la fréquenceQ?’ de la translation du support : zo=ZosinQ’ avecZo=1x10°m.
Orbites au milieu du rotor tournant & 2=1500 tr/min et soumis & deux vitesses angulaires du support :
®*=5 Hz ouw’=5 Hz
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FIG. V.9 : Influence de I'amplitude Zo, de la translation du support : Zzo=ZsinQ’ avecQ=200 Hz.
Orbites au milieu du rotor tournant & 2=1500 tr/min et soumis & deux vitesses angulaires du support :
®*=5 Hz ouw’=5 Hz
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CHAPITRE V : Mise en évidence des phénomenes propres aux rotors embarqués
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FIG. V.10 : Comparaison d’orbites obtenues par les méthodes de RAYLEIGH-RITZ et des €léments finis
au milieu du rotor tournant a 2=1500 tr/min et soumis & une translation du support zo=ZsinQ’ avec
Zo=1x10°m et Q?=120 Hz, combinée & deux vitesses angulaires du suppot#*=5 Hz ouw’=5 Hz

V.3 Rotor dissymétrique sur paliers rigides

V.3.1Configuration et données

La description du rotor dissymétrique est similaire a celle daRsiegraphe V.2.1 Seul le disque est
modifié : il est dissymétrique et ses propriétés géométriques changent. La forme du disque présentée sur la figure
FIG. V.11 est définie en fonction de I'anglg, entre le méplat et 'ax€™x du repéreR. Les données du

rotor sont les mémes que celles reportées dans le tabié&au/. 1.

Le rotor est soumis aux mémes excitations que celles indiquées darsdgaphe V.2 Les équations
du mouvement (111.88) sont réécrites dans I'équation (V.9) pour le rotor dissymétrique soumis a la tgtation
du support, et dans I'’équation (V.11) pour le rotor soumis a la rotation

([M . J*[Mg, Jcost+[ My, ] sm22t){ } ([Cj"a] [Cs. ]a+[Ciz |Qcos Tt
+[css }Qsmmt){ '} + ([K} ([Kfa“;} [Kjg’;f ])afz [Kfa";“ﬂdzcosmt

(V.9)
[Kja“g %]a)xzsm Z)t){é'} { }coth+{F } S|th+{Fb°5ul} coth+{Fbsu1} sinQt
{FdCaml}cosQZH{ dawl}stzH{Fd"aw} {cham}coszzﬁ{Fjam}sinZzt

ou:
{Froas =2V} Qw ¢ {FLud =2{Vin ) Quw (V.10)
([Md’a] [Mg, Jcos D+ Mg, | stt){ } ([C . J*[Cs. o+ Ciz |Qcos Dt
CIZ |Qsin 20t +| CS2 | {6, K KE2 Q) +| KE2) |
oot o[ o} i Jowr [ "
([Kf;’;’y%}Qw" +[K§fa“; “?]wyz)cosZIH([Kfa";’yﬂwa + Kja“i & )sm Z)t)
{ }coth+{ }S|th+{Fb°suz} co§2t+{ bw}stH{F;am}cosQZt+{ jawz}stzt
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CHAPITRE V : Mise en évidence des phénomenes propres aux rotors embarqués

L’arbre est discrétisé en 12 éléments finis identique de poutre de TIMOSHENKO. Le disque ainsi que les
paliers courts rigides # 1 et # 2 sont localisés aux noeuds 5, 1 et 13 respectivement, voirH&EFigire Ainsi
les degrés de liberté des nceuds des paliers sont éliminés.

A cause de la dissymétrie, les équations différentielles linéaires du mouvement (V.9) et (V.11)
contiennent des termes paramétriques périodiques dans le temps, de pgrtodm. Elles sont résolues
numeériquement par les méthodes d'intégration temporelle de RUNGE-KUTTA et de NEWMARK afin de
prévoir le comportement dynamique en régime permanent. Pour les méthodes temporelles, il est nécessaire
d’introduire de I'amortissement (qui peut étre de type structurel) pour surmonter le régime transitoire lors du
calcul des réponses dynamiques. L’amortissement proportionnel de RAYLEIGH
[Ci.]=a™[M,, ]+ B7[KS] des parties tournantes (disque et arbre) est alors pris en compBRESRS
et JENSEN [143) et ses coefficients correspondants estimés pour un facteur d’amortissement modal
&% =0,03 sont donnés par™ =12,43 et S =5,66x 10°.

L’'analyse dynamique est effectuée grace a des cartes de stabilité, des orbites du rotor et des transformées
de FOURIER rapides (FFTs).

De plus, les équations du mouvement du rotor dissymétrique embarqué montrent que les rotations du
support ont une influence paramétrique sur ces équations, tandis que les translations du support ont seulement
une influence sur le vecteur des forces extérieures. C'est pourquoi, dans ce qui suit, le comportement est
complétement évalué en fonction de la rotation du support.

V.3.2Cartes de stabilité

L'instabilité provenant de I'excitation paramétrique causée par la dissymétrie géométrique du rotor peut
étre reliée aux rotations du support, voir les équations (V.9) et (V.11). Pour une certaine vitesse angulaire du
support, deux facteurs affectent les excitations paramétriques générées dans le rotor : la vitesse d& rhiation

rotor et le moment d’inertidr‘,‘L . Ce dernier dépend de l'angl® décrivant la dissymétrie géométrique du

disque (figureFIG. V.11). L'analyse de stabilité du rotor couvre alors les deux param&resnsi que et

Idi
My
utilise 7, =/Q comme période de I'excitation paramétrique intérieure du systéeme en vue d'appliquer la
théorie de FLOQUET. Les cartes de stabilité du rotor montrées sur les fig@e¥.12 et FIG. V.13 sont
établies pour linstabilité principale (résonance primaire) aveg, =5 et AQ=5tr/min. Les zones

d’instabilité sont délimitées par des courbes de transition.

L’augmentation de la vitesse angulaitg du support ne change quasiment pas la taille des zones
d’instabilité et les décale Iégérement vers les basses vitesses de rOtafimir la figureFIG. V.12). Pour les

valeurs considérées de I'angl, le rotor embarqué peut devenir instable pmm[zgao; 3715t mi|]| dans le
cas ou w' =5Hz et pour QD[2965; 3700 tt mi|]1 dans le cas olw' =10Hz. De la méme maniére,

'augmentation dew’ ne change pas lataille des zones d'instabilité mais cette fois, leurs limites sont plus

N\ g //
o/ |
~y
X \ Clnlt

FIG. V.11 : Géométrie du disque dissymétrique

A
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CHAPITRE V : Mise en évidence des phénomenes propres aux rotors embarqués

nettement décalées vers les basses vitesses de rofatigmoir la figure FIG. V.13). Pour les valeurs
considérées dé,, le rotor embarqué peut étre instable pmm[2690; 3420 it mir]1 dans le cas ow’ =5Hz

et pour Q 0[2390; 3120 tf mif dans le cas ow’ =10 Hz.

La carte de stabilité tracée sur la fighi&. V.14(a) est prédite avec la méthode de RAYLEIGH-RITZ.
La figure FIG. V.14(b) compare les frontiéres des régions d'instabilité primaire calculées par les approches de
RAYLEIGH-RITZ et des éléments finis. Comme le montre cette figure, les frontieres prévues par la méthode de
RAYLEIGH-RITZ sont décalées de 4% a 7% vers les hautes vitesses de rotation du rotor par rapport a celles
obtenues par la méthode des éléments finis et la région d'instabilité correspondante est Iégerement plus large.

@)
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¥so

3050 3150 3250 3350 3450 3550 3650 3750 3850 3950 4050
Q (rpm)

(b)
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FIG. V.12 : Cartes de stabilité du rotor dues a deux vitesses angulaires de la rotation du support :
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FIG. V.13 : Cartes de stabilité du rotor dues a deux vitesses angulaires de la rotation du support :
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FIG. V.14 : (a) Carte de stabilité du rotor dues a une vitesse angulaire’=5 Hz du support en utilisant la
méthode de RAYLEIGH-RITZ, (b) Ecarts de débuts et de fins des zones d’instabilité
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CHAPITRE V : Mise en évidence des phénomenes propres aux rotors embarqués

V.3.3Réponses orbitales du rotor

V.3.3.1 Rotation pure »* (ou @”) du support

La figure FIG. V.15(a) représente I'orbite due au balourd au milieu du rotor (nceud 7) pour un angle de
dissymétrie §, =45 du disque, Q =1500 ty min (=25 Hz) et un support fixe (c’est-a-dir@ =’ =0).
L’orbite prédite est circulaire mais légerement plus petite que celle du rotor symétrique parce que la masse et les
moments d’inertie du rotor sont réduits.

L'orbite prédite correspondant a la vitesse angulaife=5Hz du support est aussi légerement plus

petite, voir la figureFIG. V.15(c). Inversement, I'orbite prévue correspondanya=5 Hz est beaucoup plus

grande que celle du rotor symétrique en raison de forces extérieures élevées comme expliqué dans le paragraphe
suivant, voir la figuré=1G. V.15(b).

V.3.3.2 Combinaison de translationzo=Z,sinQ et de rotation ™ (ou @) du support

Puisque les équations du mouvement du rotor dissymétrique sont linéaires avec des coefficients
paramétriques périodiques (voir les équations (V.9) et (V.11)), la réponse stationnaire au balourd est superposée
a la réponse stationnaire aux excitations du support. Donc les caractéristiques des orbites sont reliées aux deux
excitations a la fois.

La figure FIG. V.16 présente les orbites et leurs FFTs au milieu du rotor dissymétrique (nceud 7) pour
6, =45, Q =1500 tf min (=25 Hz) et des excitations combinées de rotation et de translation du support. Sur
cette figure, la rotation du support et 'amplitude de la translation sinusoidale du support sont maintenues
constantes ¢ ou «’ =5Hz et Z,=1x10° m), tandis que la fréquence de cette derniére varie

(Q7 =100 Hz, 120 Hz et 200 H).

Lorsque le rotor est excité par la vitesse angulaite=5 Hz du support, les orbites stabilisées au milieu
de l'arbre sont elliptiques et les amplitudes des déplacements sont globalement les mémes que celles montrées

dans leParagraphe V.3.3.1(rotation pure du support) quelle que soit la valeur de la fréquéicele la
translation du support. Les FFTs comportent une seule composante fréquentielle E)Bie=22X) en raison

de la présence de&/ dans les termes ecos X2t et sin 20t produits par la dissymétrie géométrique du rotor,
qui sont dominants par rapport aux autres termes des forces extérieures, voir I'équation (V.9).

Lorsque le rotor est excité par la vitesse angulaite=5Hz du support, la fréquence de la translation

sinusoidale du support a une influence limitée sur les amplitudes des orbites. Par ailleurs, les orbites stabilisées
ont des formes plus complexes que celles obtenues pour le rotor symétrique (voir laFfigure.8)
puisqu’elles impliquent des composantes fréquentielles dues a I'excitation du balourd (25 Hz), a la translation
sinusoidale du support (100 Hz, 120 Hz et 200 Hz) et a des combinaisons de fréquences des deux excitations
comme montré dans les FFTs de la figul®. V.16.

gX 10° gX 10° gX 10°
6| 6| 6|
4 4 4
E f E f E f
2 2 2
2 2 2
4 -4 4
6 -6 6
8 6 4 2 0 2 4 -6 -8 “8 6 4 2 0 2 4 -6 -8 “8 6 4 2 0 2 4 -6 -8
@) u@m 10° (b) “m 10t (o) hme e

FIG. V.15 : Orbites du rotor dissymétrique tournant & Q2=1500 tr/min et soumis au balourd et & trois
valeurs de rotation du support : (2)e*=w’=0 (support fixe), (b)w*=5 Hz, ®’=0, (c)»*=0, ®’=5 Hz
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CHAPITRE V : Mise en évidence des phénomenes propres aux rotors embarqués
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FIG. V.16 : Influence de la fréquenceQ? de la translation du support : Zo=ZosinQ% avecZo=1x10°m
Orbites du rotor dissymétrique tournant a 2=1500 tr/min et soumis a deux vitesses angulaires du
support : @*=5 Hz ouw’=5 Hz
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CHAPITRE V : Mise en évidence des phénomenes propres aux rotors embarqués

Les orbites illustrées sur la figuFéG. V.17 et obtenues par les méthodes de RAYLEIGH-RITZ et des
éléments finis ont la méme forme mais sont quantitativement différentes. Les écarts d’amplitude selon les axes
Ox et Oz sont &, =-36,74% et &, =-36,96% pour «* ainsi que&, =-5,26% et &, =3,36% pour &’ .

L'écart de coordonnée de la position statique gst=-6,98%. Les écarts observés sont dus au fait que
'expansion de RAYLEIGH-RITZ est uniquement basée sur deux coordonnées généralisées, tandis que

'implémentation des éléments finis est construite a I'aide de 48 degrés de liberté, c’est-a-dire que le modéle
éléments finis est plus flexible car il utilise plus de degrés de liberté que celui de RAYLEIGH-RITZ.

Vitesse angulaire de la rotation du support
wX:5 Hz (I)y:5 Hz
-3

3
x10 12X 10

0.8,

w (m)
=

RAYLEIGH-RITZ

8 6 4 2 0 2 4 6 8 147708 04 0 04 08 12
u (m) x10° u (m) x10°
3

3
x10 12X 10

0.8,

Eléments finis
w (m)
=]

-6

{6 4 2 02 468 112708 04 0 04 08 12
u (m) x10° u (m) x10°
FIG. V.17 : Comparaison d’'orbites obtenues par les méthodes de RAYLEIGH-RITZ et des éléments finis
au milieu du rotor dissymétrique tournant a Q=1500 tr/min et soumis & une translation du support :
20=Z0SinQ’t avecZo=1x10°m et Q=100 Hz, combinée a deux vitesses angulaires du support :

®*=5 Hz ouw’=5 Hz
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CHAPITRE V : Mise en évidence des phénomenes propres aux rotors embarqués

V.4 Rotor symeétrique sur paliers hydrodynamiques

V.4.1Description du rotor étudié

Le systeme rotor embarqué symétrique-palier court hydrodynamique est représenté sur Rdigure
V.18. L'origine O du repére attaché au supp®&tcoincide avec I'extrémité de I'arbre positionnée au centre du
palier # 1.

L'arbre symétrique est modélisé avec huit éléments finis identiques de poutre de TIMOSHENKO, c'est-
a-dire que le nombre total de degres de liberténgst36. Le disque symetrique, sur lequel est placé le balourd,

est localisé au nceud 5. Les paliers courts hydrodynamiques # 1 et # 2 sont localisés aux nceuds 1 et 9
respectivement, c'est-a-dire que les degrés de liberté non linéaires localisés correspondants sont 1-4 et 33-36.
Les caractéristiques des matériaux et les propriétés géométriques du rotor et des paliers sont énumérées dans les
tableauxTAB. V.4 et TAB. V.5.

Le rotor est soumis a une excitation de type balourd tournant combinée a des mouvements de rotation
sinusoidale ou de translation sinusoidale du support: la rotation autour de (baxest donnée par
o' =w?cosQt en rad/s, tandis que la translation suivant I'@©@ est exprimée pag, = Z,cosQ’t en m.
Ce rotor fonctionne a une vitesse de rotation const@el 200 ty min (=20 Hz=la fréquence du balourd) et

ses quatre premieres fréquences naturelles pour la vitesse de rotation considérée et un support fixe dans le cas de
paliers linéarisés sont 33,6 Hz, 52,7 Hz, 524,8 Hz et 1573 Hz. Les coordonnées relatives de la position

d’équilibre statiquecg du centre géométrique de l'arbre dans les paliers a film d’huile sont données par

{52}/jp =(—0,29,— 033; ou de maniére équivalente pe&/jp =0,93. Les matrices d’amortissement et de

raideur du modele linéarisé de palier obtenues avec les données du Takifeadi.5 sont exprimées comme
suit :

[Cp]z 3,50x 16 1,0% 1@}Ns/m ; [kaz{lﬁoxm 1,3% 1’6} N/m V.12)

1,08x10 7,5% 10 6,30x10 1,94 10

Les équations du mouvement du rotor (voir les équations (111.88)-(111.98)) montrent que les mouvements
de rotation du support ont une influence paramétrique sur les matrices du systéme, tandis que les mouvements de
translation du support ont une influence sur les forces extérieures uniquement. En raison de la complexité du
mouvement du rotor, I'analyse dynamique compléte est effectuée grace a des cartes de stabilité, des orbites, des

Yp.# 2 ‘
Yd & :
Z 2
Zo=ZoCo1 fy
la
#1 v #H2
O y ...-*u-. .;‘.
0
X L d Mply
o =w*?cox*t &

FIG. V.18 : Représentation schématique du rotor embarqué sur paliers hydrodynamiques
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CHAPITRE V : Mise en évidence des phénomenes propres aux rotors embarqués

Densité des matériaux du disque et de I'arbre pa=p-=7800 kg/m
Rayon, épaisseur et position du disque r«=0,15 m,e=0,03 m,ys=0,2 m
Rayon et longueur de I'arbre re=0,04 m|,=0,4 m
Module d’YOUNG et coefficient de POISSON de larbre  E,=2x10" N/n, v,;=0,3
Coefficient de réduction de section de I'arbre ks = K, =0,8864[29]
Phase du balourd 7,=0°

TAB. V.4 : Caractéristiques principales du rotor embarqué

Rayon et longueur des paliers r,=0,04 m|,=0,01 m
Positions des paliers You =0 M,yp%~0,4 m
Jeu radial des paliers jp:2><104 m
Viscosité dynamique du film d’huile 1,=288x10" Pa s

TAB. V.5 : Caractéristiques principales des paliers courts hydrodynamiques

réponses temporelles, des transformées de FOURIER rapides (FFTs), des diagrammes de bifurcation et des
sections de POINCARE.

V.4.2R0le des modeles de palier hydrodynamique dans I'analyse de stabilité

V.4.2.1 Modéle linéarisé

Dans ce paragraphe, les forces hydrodynamiques sont linéarisées a I'aide des matrices d’amortissement et
de raideur, voir I'équation (V.12). Par conséquent, les équations du mouvement sont linéaires (voir I'équation
(IV.4)) et la stabilité dynamique du rotor embarqué est examinée a l'aide de la théorie de FLOQUET.
L’instabilité du rotor provient des excitations paramétriques dues a la rotation sinusoidale du support, voir les
équations (111.89)-(111.91). Pour une certaine vitesse de rota@orlu rotor, deux facteurs ont un effet sur les

excitations paramétriques engendrées dans le rotor symétrique : 'ampliticiu support et sa fréquen€’.
L’'analyse de stabilité porte donc sur ces deux parametres et mggli*e,‘eT/QX comme la période de I'excitation
paramétrique intérieure du systéme.

Les figuresFIG. V.19(a) et FIG. V.19(b) comparent les cartes de stabilité obtenues dans le cas des
paliers courts rigides (pour lesquels les quatre premiéres fréquences naturelles dQretb2G0 ty min sont

552,8 Hz, 553,1 Hz, 1608 Hz et 1642,7 Hz) et des paliers courts hydrodynamiques respectivement. La fréquence
de la rotation du support est contenue dans la zone d'ilmﬁfr@t[o; 2000 Hz] et les calculs sont effectués avec

AQ* =1Hz et A(w‘*a/Qx) =0,05rad. On remarque que la taille des zones d'instabilité augmente pour des
valeurs croissantes de?/Q* . Par exemple, dans le cas ai?/Q* = 0,5 rad, le rotor embarqué monté sur
des paliers rigides peut étre instable p&r[508;536 H3 et Q* 0[1507; 2000 H (figure FIG. V.19(a)),

tandis que le rotor monté sur des paliers flexibles peut étre instable(b‘(ﬁll[370; 2000 H# (figure FIG.

V.19(b)). C’est-a-dire que la région d’instabilité due aux paliers hydrodynamiques linéarisés est plus grande que
celle due aux paliers rigides a cause de la présence de I'amortissement et de la raideur dans les paliers fluides.
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0.45) - [ R — 0.45+ \
0.4 -, . - - 0.4F
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299 e - =035 \
é 0.3 A | 4 . g 0.3+ \
" = " =
o 0.25¢ . - o 0.25¢
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ol . etroites - ] ot Ae o
005 . . 005 .
" w0 w0 ow nw B T 200 " w0 w0 ow nw B T 200
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FIG. V.19 : Cartes de stabilité du rotor tournant aQ2=1200 tr/min, soumis a des rotations sinusoidales du
support et monté sur : (a) paliers rigides, (b) paliers hydrodynamiques
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CHAPITRE V : Mise en évidence des phénomenes propres aux rotors embarqués

V.4.2.2 Modéle non linéaire

Conformément a I'analyse de stabilité dans le cas de paliers hydrodynamiques linéarisés, n'importe quel
point de fonctionnement en dessous de la courbe de transition entre les zones stable et instable est considéré
comme stable. C’est-a-dire que I'analyse dynamique transitoire des équations linéaires du mouvement du rotor
(voir I'équation (1V.4)) sans des forces extérieures sauf le poids du rotor doit conduire a la position d’équilibre

statiqueCS du centre de I'arbre dans les paliers pour n'importe quelles conditions initiales.

Contrairement au cas précédent, en raison des paliers non linéaires, les conditions initiales choisies pour
I'analyse transitoire des équations non linéaires du mouvement (111.88) avec seulement le poids du rotor comme
forces extérieures peuvent conduire a une réponse instable au lieu de la position statique. Ce phénoméne est une
forme d'instabilité survenant dans les paliers hydrodynamiques et appelé « self-excited vibrations », voir
KHONSARI et CHANG [93].

La figure FIG. V.20 présente le déplacement radial dynamique relatif au palier # 2 (c'est-a-dire le nceud
9) en présence d'un modele non linéaire de palier hydrodynamique et d’une rotation sinusoidale du support de

fréquence Q* =500 Hz. Le déplacement dynamique dans le domaine temporel correspondant auApoint
(figure FIG. V.19(b)) avec les conditions initialez{ég}/ij (voir la figure FIG. V.20(a)) converge
progressivement vers un point stable correspondant a la position sté]ﬁqueais devient instable avec les

conditions initiales—{ég}/ij (voir la figure FIG. V.20(b)). Dans le second cas de conditions initiales, le

phénomene « self-excited vibrations » apparait. De plus, un contact entre le rotor et le coussinet du palier
survient a l'instant = 0,012 s et le calcul dynamique transitoire est arrété.

V.4.3Comparaisons de modéeles linéaire et non linéaire de palier hydrodynamique

V.4.3.1 Influence du balourd

Toutes les orbites présentées par la suite sont adimensionnées par rapport au j¢y dedigdaliers et
sont ainsi tracées a l'intérieur du cercle unité (courbes rouges).

Dans ce paragraphe, la simulation dynamique est effectuée afin de présenter une comparaison entre les
orbites du rotor obtenues avec des modeéles linéarisé et non linéaire de palier hydrodynamique et dues a trois
valeurs différentes de balourd. Puisque les paliers sont identiques et que le disque est positionné au milieu de
I'arbre (c’'est-a-dire le nceud 5), les orbites aux deux paliers (nceuds 1 et 9) sont identiques dans le cas d’'un
support fixe. Ces orbites illustrées sur la figii€. V.21 montrent le mouvement transitoire (calculé par le

schéma de NEWMARK) du centre géométrique de I'arbre dans les paliers a partir de la position @ﬁatique

(courbes vertes) jusqu’a la solution harmonique stationnaire (courbes bleues) de péégde a l'inverse de

la fréquenceQ du balourd. Les orbites non linéaires périodiques tracées sur lafilgerd/.21 sont, quant a

elles, obtenues par la méthode de shooting. Comme prévu, elles coincident parfaitement avec le mouvement
périodique stationnaire obtenu par l'intégration temporelle transitoire et valident ainsi I'implémentation de
shooting.
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FIG. V.20 : Réponses temporelles non linéaires relatives du rotor au palier # 2 correspondant au point
en figure FIG. V.19 avec deux conditions initiales différentes
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CHAPITRE V : Mise en évidence des phénomenes propres aux rotors embarqués

Modele linéaire de palier Modéle non linéaire de palier
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FIG. V.21 : Comparaison d’orbites linéaires et non linéaires du rotor aux deux paliers pour trois valeurs
différentes de balourd :myr,= (a) 750 g mm, (b) 1500 g mm, (c) 7500 g mm

Pour un balourd faiblerfyr, =750 g mm), les orbites linéaire et non linéaire du rotor ont des évolutions

treés similaires, voir la figuré&lG. V.21(a). Par contre, plus le balourd augmente, plus le modeéle linéaire de
palier est proche de sa limite de validité. Selon la figu. V.21(b), le balourd choisi ffr, =1500 g mm)

correspond a la limite de validité du modeéle linéaire et est ainsi utilisé dans les paragraphes suivants. Pour un
balourd plus importantrf,r, = 7500 g mm), le déplacement dynamique du rotor devient beaucoup plus grand et

ne reste plus au voisinage de la position statique et les orbites linéaire et non linéaire montrées su¥lla.figure
V.21(c) sont alors tres différentes. En conséquence, I'hypothése de coefficients constants d’amortissement et de
raideur des paliers hydrodynamiques n’est plus validée et le modéle linéarisé de palier donne des résultats
incorrects.

La figure FIG. V.22 compare les méthodes de shooting et de la balance harmonique a travers I'écart
relatif moyen de déplacement radial du rotor et le temps de calcul relatif, dont les évolutions sont présentées en
fonction du nombre d’harmoniques, retenues dans la méthode de la balance harmonique. Les résultats de la

méthode de shooting servent de référence. Comme prévu, la méthode de la balance harmonique fournit de bons
résultats : les écarts de déplacement sont trés petits (moins de 0,05%) lorsque le nombre d’harmoagjues

supérieur a 4 et un gain en temps de calcul est important (environ 85%).

V.4.3.2 Influence de la fréquence du mouvement du support

Les figuresFIG. V.23 et FIG. V.24 montrent une comparaison entre des orbites linéaires et non linéaires
(obtenues par l'intégration temporelle transitoire de NEWMARK avec les conditions ini{tﬁg}aﬁjp et par

l'algorithme de shooting) du rotor au palier # 2 (nceud 9) en présence de I'excitation due au balourd
(m,r, =1500 g mrr) et des mouvements de rotation sinusoidale ou de translation sinusoidale du support. Sur la

figure FIG. V.23, 'amplitude de la rotation du support est maintenue constawité £1x107 rad <), tandis
que sa fréquence vari€( =80 Hz, 120 Hz et 200 H). Sur la figureFIG. V.24, 'amplitude de la translation du
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CHAPITRE V : Mise en évidence des phénomenes propres aux rotors embarqués

support est maintenue  constante Z,(=1x10° m), tandis que sa fréquence varie
(Q?* =80 Hz, 120 Hz et 200 H).

Contrairement a®aragraphe V.4.3.1 en raison des accélérations normale et tangentielle de la rotation
sinusoidale du support, les orbites au niveau des paliers # 1 et # 2 ne sont plus identiques. On se focalise sur le
palier # 2 qui est le plus affecté par la rotation du support. Puisque les excitations dues au balourd et aux
mouvements du support sont sinusoidales et commensurables, I'excitation extérieure du rotor étudié est
harmonique de période, égale a l'inverse du plus grand commun diviseur pour la fréqu@nde balourd et

la fréquenceQ” ou Q* du mouvement du support.
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FIG. V.22 : Performance de la méthode de la balance harmonique par rapport a la méthode de shooting
pour le calcul des réponses non linéaires du rotor au balounah,r,=1500 g mm
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FIG. V.23 : Comparaison d’orbites linéaires et non linéaires du rotor au palier # 2 pour trois fréquences
différentes de rotations sinusoidales du supporte*=ew**co2*t avecw**=1x10? rad/s et
Q= (a) 80 Hz, (b) 120 Hz, (c) 200 Hz
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CHAPITRE V : Mise en évidence des phénomenes propres aux rotors embarqués
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FIG. V.24 : Comparaison d’orbites linéaires et non linéaires du rotor au palier # 2 pour trois fréquences
différentes de translations sinusoidales du supportzo=Zoco$t avecZo=1x10° m et
Q= (a) 80 Hz, (b) 120 Hz, (c) 200 Hz
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FIG. V.25 : Réponses (a) linéaire et (b) non linéaire du rotor et leurs FFTs au palier # 2 dans le cas d’'une
rotation sinusoidale du support :w*=e**cos2’t avecw™*=1x10? rad/s etQ*=200 Hz
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CHAPITRE V : Mise en évidence des phénomenes propres aux rotors embarqués
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FIG. V.26 : Réponses (a) linéaire et (b) non linéaire du rotor et leurs FFTs au palier # 2 dans le cas d’'une
translation sinusoidale du support :zo=Zoco$2t avecZo=1x10° m et Q=200 Hz

Par exemple, une période de la premiére excitation extérieure du rotor embarqué correspond a une seule
période de I'excitation du balourdX=20 Hz) et a quatre périodes du mouvement du support gBurou
Q? =80 Hz. En outre, les orbites linéaires et non linéaires du rotor en figufasV.23 et FIG. V.24 sont
harmoniques de périodes, et r, , égales ar,,. Comme prévu lorsque I'amplitude des mouvements du
support est petite, la forme des orbites linéaires et non linéaires en figfre¥.23 et FIG. V.24 change
beaucoup avec la fréquence et devient plus compliquée, tandis que leurs amplitudes sont Iégérement modifiées
par rapport aux orbites vues sur la figat&. V.21(b) correspondant au support fixe. Enfin, les orbites linéaires
et non linéaires sont assez similaires, c’est-a-dire que le mouvement dynamique du rotor reste proche de la
position d'équilibre statiquecg et le modéle linéaire de palier hydrodynamique peut encore étre considéré
comme acceptable.

Les réponses temporelles linéaires et non lin€aires relatives dans la dif@ztidm rotor au palier # 2
dues a I'effet de balourd et aux excitations sinusoidales de rotation ou de translation du support sont montrées
sur les figures=IG. V.25 et FIG. V.26. Elles confirment les résultats observés sur les fighl®s V.23(c) et
FIG. V.24(c), c'est-a-dire que ces réponses présentent des évolutions similaires et leurs périoges,

r,nl

sont égales a la périodg, de I'excitation extérieure du rotor. Par contre, les FFTs de la réponse linéaire (voir

les figuresFIG. V.25(a) et FIG. V.26(a)) comportent deux composantes fréquentielles dues au balourd (20 Hz)

et aux mouvements du support (200 Hz), tandis que les FFTs de la réponse non linéaire (voir léd@gures
V.25(b) etFIG. V.26(b)) comportent des composantes fréquentielles additionnelles (sur-harmoniques). Les pics
de ces fréquences additionnelles sont relativement petits par rapport a ceux de 20 Hz et de 200 Hz, ce qui valide

I'hypothése de petits déplacements du rotor au voisinage de la position sfa;ﬁque

Les figuresFIG. V.27 et FIG. V.28 montrent des comparaisons entre les méthodes de shooting et de la
balance harmonique lorsque le support est excité par des mouvements de rotation et de translation d’amplitudes
faibles (w** =1x107 rag < et Z, =1x10° m) et de fréquencesQ* ou Q* =80 Hz et 200 H)). Comme
annonceé précédemment, les résultats de la méthode de shooting servent de référence. La méthode de la balance
harmonique prouve son efficacité pour les excitations du support de faibles amplitudes car elle présente des
petits écarts de déplacement (moins de 0,2% (figbi€s V.27(a) et FIG. V.28(a)) et 2% (figuresFIG.

V.27(b) etFIG. V.28(b)) pour des nombres d’harmoniquegs supérieurs a 9 et 12 respectivement) et permet un
gain en temps de calcul correspondant a environ 40%-65%.
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CHAPITRE V : Mise en évidence des phénomenes propres aux rotors embarqués
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FIG. V.27 : Performance de la méthode de la balance harmonique par rapport a la méthode de shooting
pour le calcul des réponses non linéaires du rotor au palier # 2 en présence de deux fréquences différentes
de rotations sinusoidales du support *=e*?cog2*t avecw*?=1x107 rad/s etQ*= (a) 80 Hz, (b) 200 Hz
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FIG. V.28 : Performance de la méthode de la balance harmonique par rapport a la méthode de shooting
pour le calcul des réponses non linéaires du rotor au palier # 2 en présence de deux fréquences différentes
de translations sinusoidales du supportzo=Zocos2t avecZo=1x10° m et Q’= (a) 80 Hz, (b) 200 Hz
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CHAPITRE V : Mise en évidence des phénomenes propres aux rotors embarqués

V.4.3.3 Influence de I'amplitude du mouvement du support

Les figuresFIG. V.29 et FIG. V.30 permettent une comparaison entre des orbites linéaires et non
linéaires (obtenues par le schéma transitoire de NEWMARK avec les conditions in{tﬁ}g‘sjp et par
I'algorithme de shooting) du rotor au palier # 2 localisé au nceud 9 pour l'excitation du balourd
(myr, =1500 g mm) et les mouvements de rotation sinusoidale ou de translation sinusoidale du support. Sur la
figure FIG. V.29, la fréquence de la rotation du support est maintenue consfahte80 Hz), tandis que son
amplitude varie (** =8x107 rad set1® I8 rdd). Sur la figureFIG. V.30, la fréquence de la translation
du support est maintenue constar@ ¢ 80 Hz), tandis que son amplitude varig=3x10° met5 10 n).

Comme expliqué précédemment, les excitations dues au balourd et aux mouvements du support sont
sinusoidales et commensurables. Ainsi I'excitation extérieure du rotor est harmonique de périegide a

l'inverse du plus grand commun diviseur de la fréqueficedu balourd et de la fréquend®* ou Q? du
mouvement du support. Dans le caswftl =8x107 rad < et Z, =3x10° m (voir les figuresFIG. V.29(a) et

FIG. V.30(a)), les orbites linéaires et non linéaires sont harmoniques de périgdesr, , €gales a la période

I, mais elles ne sont pas similaires. Cela implique que I'hypothése de faibles déplacements du rotor au
voisinage de la position d'équilibre statiqL(Iﬁ n'est plus vérifiée et que le domaine de validité du modéle
linéarisé de palier est plus affecté par I'amplitude que par la fréquence du mouvement du support. Pour des
amplitudes plus larges des mouvements du sup@dft=12x107 rad ¢ et Z, =5x10° m, le modéle non

linéaire de palier hydrodynamique présente une orbite trés complexe avec un changement de régime dynamique,
c'est-a-dire qu’il y a apparition d'une bifurcation qui correspond a un doublement de période de I'orbite avec
I, =21, (voir les figures~IG. V.29(b) etFIG. V.30(b)). Il peut étre noté que ce doublement de période de

I'orbite est également obtenu lorsque l'algorithme d'intégration temporelle transitoire est utilisé comme
procédure de vérification. Enfin, comme prévu, le modéle linéaire de palier n'est pas capable de reproduire ce
doublement de période, c’est-a-dire que le mouvement linéaire du rototmesgpériodique.

Les figuresFIG. V.31 et FIG. V.32 illustrent les réponses temporelles linéaires et non linéaires
adimensionnées suivant I'aXez du centre géométrique de I'arbre dans le palier # 2 pour I'effet de balourd et
les excitations sinusoidales de rotation ou de translation du support. Elles vérifient les résultats observés sur les
figuresFIG. V.29(b) etFIG. V.30(b), c’'est-a-dire que la réponse non linéaire 25t -périodique parce que sa

périoder, , est deux fois plus grande que cetlg de la réponse linéaire. En outre, les FFTs de la réponse

linéaire (figuresFIG. V.31(a) et FIG. V.32(a)) montrent deux composantes fréquentielles seulement, dues au
balourd (20 Hz) et aux mouvements du support (80 Hz), tandis que les FFTs de la réponse non linéaire (figures
FIG. V.31(b) etFIG. V.32(b)) mettent en évidence beaucoup plus de composantes fréquentielles et contiennent
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FIG. V.29 : Comparaison d’orbites linéaires et non linéaires du rotor au palier # 2 pour deux amplitudes
différentes de rotations sinusoidales du supporte”=e*?cos2*t avecQ*=80 Hz et
™= (a) 8x10% rad/s, (b) 12x1C rad/s
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FIG. V.30 : Comparaison d’orbites linéaires et non linéaires du rotor au palier # 2 pour deux amplitudes
différentes de translations sinusoidales du supportzo=Z,cos’ avecQ’=80 Hz et
Zo= (a) 3x10° m, (b) 5x10° m
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FIG. V.31 : Réponses (a) linéaire et (b) non linéaire du rotor et leurs FFTs au palier # 2 dans le cas d’'une
rotation sinusoidale du support :w*=e*?cos2’t avecw™*=12x10” rad/s etQ*=80 Hz

des harmoniques, sous-harmoniques et sur-harmoniques relatives au doublement de période du mouvement du
rotor.

La figureFIG. V.33 présente les orbites linéaire et non linéaire du rotor dans le palier # 1 (nceud 1) dues
au balourd n,r, =1500 g mi) combiné & la rotation sinusoidales/{* =12x10” rad ¢« et Q* =80 Hz) du
support. Cette figure confirme que les orbites aux deux paliers hydrodynamiques sont trés différentes (voir la
figure FIG. V.29(b)) dans le cas de la rotation du support en raison de ses accélérations normale et tangentielle.
Sur la figureFIG. V.33(b), il peut étre noté que I'orbite non linéaire dans le palier # 1 est agsspériodique.

Ce qui démontre les couplages non linéaires entre les degrés de liberté localisés des paliers hydrodynamiques a
travers l'arbre.
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FIG. V.32 : Réponses (a) linéaire et (b) non linéaire du rotor et leurs FFTs au palier # 2 dans le cas d’'une
translation sinusoidale du support :zo=Zoco2t avecZ,=5%10° m et Q=80 Hz
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FIG. V.33 : Orbites (a) linéaire et (b) non linéaire du rotor au palier # 1 en présence d’une rotation
sinusoidale du support w*=w*?cof2*t avecw**=12x10° rad/s etQ*=80 Hz
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FIG. V.34 : Performance de la méthode de la balance harmonique par rapport a la méthode de shooting
pour le calcul des réponses non linéaires du rotor au palier # 2 en présence d’une rotation sinusoidale du

support : w*=e**cod’t avecQ*=80 Hz etw**=8x10? rad/s

Les comparaisons des méthodes de shooting et de la balance harmonique présentées surR&S.figures

V.34 et FIG.

V.35 correspondent a des mouvements de rotation et de translation du support d’amplitudes

(w* =8x107 rag < et Z, =3x10° m) et de fréquences@* ou Q* =80 Hz). L'écart de déplacement
devient de plus en plus petit et se stabilise autour des valeurs de moins de 2% lorsque le nhombre d’harmoniques

est supérieur

a 12. Le gain en temps de calcul reste bon (environ 30%-50%). Pour des amplitudes plus grandes
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FIG. V.35 : Performance de la méthode de la balance harmonique par rapport a la méthode de shooting
pour le calcul des réponses non linéaires du rotor au palier # 2 en présence d’'une translation sinusoidale
du support : Zo=Zocox2’t avecQ’=80 Hz etZ,=3%10° m

des mouvements du support, la méthode de la balance harmonique n’est pas capable de reproduire les réponses
correspondantes a cause du contact entre le coussinet du palier et I'arbre (excentricité dynamique relative du
centre de l'arbre dans le palierg, =ep/jp21). Les formules analytiques des forces hydrodynamiques

présentent une singularité et ne sont plus valides et le calcul est alors arrété. Une solution pourrait consister a
imposer une condition de non conta&t, €1). Toutefois, cela engendrerait beaucoup de développements

supplémentaires et trés certainement un accroissement du co(t de calcul qui rendraient la méthode de la balance
harmonique beaucoup moins intéressante. C’est pourquoi, on lui préférera la méthode de shooting pour le calcul
d’orbites non linéaires périodiques correspondant aux mouvements du support de grande amplitude.

V.4.4Route vers le chaos dans le systeme rotor-palier hydrodynamique non linéaire

V.4.4.1 Diagrammes de bifurcation

La réponse d'un systéme linéaire de rotor a une excitation extérieure harmonique de périeste
harmonique de méme période, c'est-a-dite=r, , tandis que la réponse correspondante d'un systéme non

linéaire de rotor peut étre non périodique ou peut avoir une période différente en raison de bifurcations comme
on I'a vu dans leParagraphe V.4.3.3 De tels changements de régime dynamique non linéaire du systeme
peuvent étre prévus grace a des diagrammes de bifurcation de réponse.

Les figuresFIG. V.36 et FIG. V.37 présentent les diagrammes de bifurcation du rotor au palier # 2
(nceud 9) pour I'effet de balourdn(r, =1500 g mir) et les mouvements de rotation sinusoidale ou de translation
sinusoidale du support de fréquer@é ou Q* =80 Hz. Pour chaque diagramme, les amplitudés ou Z,

des mouvements du support sont utilisées comme paramétres de bifurcation (parametres de contréle) pour
fournir des informations essentielles sur les sections de POINCARE. Les pas utilisés pour les paramétres de

controle w** et Z, sont Aw** =0,05x10° rad/c et AZ, =0,05x 10° m respectivement. La période de
I'excitation extérieure harmonique du rotor asf=1/20s= 0,05+ qui correspond a l'inverse du plus grand
commun diviseur de la fréquen&e =20 Hz du balourd et de la fréquen€®* ou Q* =80 Hz du mouvement

du support. L’algorithme de shooting est d’abord exécuté ayeer, puis avecr, =2r, .7, =3, ,...
consécutivement et limité aver, =167,,. Si la méthode de shooting n'arrive pas a trouver une solution

périodique, alors I'algorithme bascule vers une méthode d’'intégration temporelle transitoire compléte qui permet
le calcul des mouvements quasi-périodiques et chaotiques. La combinaison de la méthode de shooting et de
I'intégration temporelle compléte permet d’accélérer significativement le calcul des diagrammes de bifurcation.
Les simulations numériques transitoires sont effectuées avec 1000 tours du rotor (c’ediod@tfg et 512

pas de temps par périodg, . Les informations des 500 premiers tours ne sont pas utilisées sur les diagrammes
de bifurcation afin d’exclure le régime transitoire. Les conditions initiales pour les simulations dynamiques
transitoires non linéaires sont choisies égal{:égz}/jp . Pour chaque valeur d&* ou deZ,, une section de
POINCARE est obtenue en relevant les déplacements pour les instants correspondant aux multiples de la période
I, , c'est-a-diret = kr,, etk D[501; 100(}. Les amplitudes des déplacemen,tsr}p selonOx de ces sections de
POINCARE sont ensuite reportées sur les diagrammes de bifurcation. Les tabléauX.6 et TAB. V.7

LaMCoS INSA de Lyon 145

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0087/these.pdf
© [M.Z. Dakel], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



CHAPITRE V : Mise en évidence des phénomenes propres aux rotors embarqués

présentent un récapitulatif des différents régimes dynamiques observés sur les diagrammes de bifurcation du
systéme rotor embarqué-palier excité par les mouvements de rotation sinusoidale ou de translation sinusoidale de
son support en fonction des parametres de contrdle.

Afin de visualiser des bifurcations de type doublement de période qui conduisent a des réponses quasi-
périodiques et au chaos, un zoom du diagramme de bifurcation de laHiGuré.37 est reproduit sur la figure
FIG. V.38 pour la zone d'intéré, D[4,5x 10° ;5,5 10 rﬂ Cette fois, le pas utilisé pour le parametre de

bifurcation Z, est 0,01x10 m. Cette grille plus fine permet une meilleure observation des changements de
régime dynamique non linéaire par rapport a la figufé. V.37 pour la méme zone d'intérét. Par exemple, le
mouvement du rotor montre des orbitelr, -périodique et 57, -périodique (sous-harmoniques) pour

Z,=5,17x10° met5,28 10 1respectivement.

La stabilité de certaines solutions non linéaires périodiques obtenues er-figuné.38 est prévue en
utilisant la théorie de FLOQUET. La matrice de monodromie est calculée & la fin d'une seule périedia

réponse du rotor et ses multiplicateurs de FLOQUET correspondants sont présentés surHaHiguréd a
I'intérieur du cercle unité dans le plan complexe. La solution est stable au/Aaiet la figureFIG. V.38 ou

Z,=4,95<10° m avecr, =1, (voir la figure FIG. V.39(a)) et aussi au poinC ol Z, =5x10° m avec
1, =2r, (voir la figureFIG. V.39(c)), tandis qu’elle est instable et une bifurcation de doublement de période

survient au pointB ol Z,=4,96x10° m avec r, =71, (voir la figure FIG. V.39(b)) car un des

multiplicateurs de FLOQUET traverse le cercle par la partie négative de I'axe réel a -1. Ce résultat peut étre
vérifié avec I'orbite du rotor au palier # 2 qui dsf, -périodique (voir la figuré=IG. V.40(a)) pour le pointA

et devient2r,, -périodique (voir la figuré&IG. V.40(b)) pour le pointC .

04— , . | | 5 | )
e ,
0.28 L | | II
2 |
E : 1% SRR :._ “ .
03 T e i |11 oy
. _' it
-
035001 0038 005 007 009 011 013
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FIG. V.36 : Diagramme de bifurcation du rotor au palier # 2 pour une rotation sinusoidale du support :
o*=0*%coN’t avecQ*=80 Hz
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FIG. V.37 : Diagramme de bifurcation du rotor au palier # 2 pour une translation sinusoidale du support :
Zo=Zocot avecQ=80 Hz
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CHAPITRE V : Mise en évidence des phénomenes propres aux rotors embarqués

Type du mouvement du rotor Amplitude de la rotation du sup@8rf10* rad/s)
1z -périodique [1-11,7]
2t-périodique [11,75-12,05], [12,4 - 12,8]
Az, -périodic [12,1], [12,85]
Quasi-périodique [12,15-12,35],[12,9 - 13]
TAB. V.6 : Types de mouvement identifiés sur le diagramme de bifurcation d( a la rotation sinusoidale du
support
Type du mouvement du rotor Amplitude de la translation du suﬁ@c(ﬂt()s m)
lz-périodique [1-4,95], 5,35 -6,3], [6,55 - 6,7]

[5-5,1],[6,35 - 6,4], [6,75], [7,65 - 7,8],

2te-périodique [7.9 - 8,3], [8.4 - 8.5]

4r-périodique [8,55 - 8,7]
8r-périodique [8,75], [9,45]
16z,-périodique [8,8]

[5,15 - 5,3], [6,45 - 6,5], [6,8], [7,5], [7,6],

Quasi-périodique [8,35], [8.85 - 9.4], [9.5 - 9,55], [9.65 - 9,95]

Chaotique [6,85 - 7,45], [7,55], [7,85], [9,6], [10]
TAB. V.7 : Types de mouvement identifiés sur le diagramme de bifurcation dd & la translation sinusoidale
du support
-0.15
-0.% 7
S| ||| _
; -0.25 |‘|
A" pl
-0.3 7
B T T ol -I|| “lil
-0.38 :

45 46 47 48 49 5 51 52 53 54 55
Z5(m) x 10°

FIG. V.38 : Zoom sur le diagramme de bifurcation en figure FIG. V.37 pour la zone d’'intérét
Z,0[4,5¢10° ;5,5 10 nj

-0.5]

(@) (b) (©)

FIG. V.39 : Valeurs propres de la matrice de monodromie correspondant aux poins, B et C en figure
FIG. V.38 associés aZo= (a) 4,95x1F m, (b) 4,96x10 m, (c) 5x10° m, respectivement
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CHAPITRE V : Mise en évidence des phénomenes propres aux rotors embarqués
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FIG. V.40 : Orbites non linéaires du rotor au palier # 2 obtenues avec la méthode de shooting pour les
points : (a) A, et (b) C de la figure FIG. V.38

V.4.4.2 Réponses sous-harmoniques, quasi-périodiques et chaotiques
Dans ce paragraphe, quelques orbites du rotor et leurs sections projetées de POINCARE au palier # 2
(nceud 9) correspondant a des valeurs d'intérét des paramétres de canfréder Z, des diagrammes de

bifurcation en figures=IG. V.36 et FIG. V.37 sont présentées. Les coordonnées relat{\zﬁs}/jp de la

position statique du centre de l'arbre dans les paliers sont utilisées comme des conditions initiales pour les
calculs dynamiques transitoires. Les sections de POINCARE sont produites en considérant des intersections
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FIG. V.41 : Orbites et sections de POINCARE du rotor au palier # 2 dues a des rotations sinusoidales du
support : @*=e**cod’t avecQ*=80 Hz etw**= (a) 12,1x10 rad/s, (b) 12,15x18G rad/s, (c) 13x1C rad/s
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FIG. V.42 : Orbites et sections de POINCARE du rotor au palier # 2 dues a des translations sinusoidales
du support : zo=Zocoxt avecQ’=80 Hz etZy= (a) 7,3x10 m, (b) 8,6x10° m, (c) 9,5x1F m

successives des déplacements dynamiques relatifs du rotor avec les instants associés aux multiples de la période
7., = 0,05 s de I'excitation extérieure harmonique du rotor en débutart 801, pour s'affranchir du régime

transitoire.

Lorsque les amplitudegs® de la rotation du support sont successivement égales a 12,txd3
(figure FIG. V.41(a)), 12,15x1C rad/s (figureFIG. V.41(b)) et 13x1C rad/s (figureFIG. V.41(c)), les orbites
du rotor et les sections de POINCARE associées mettent en évidence un mouvement sous-harfmgnique (

périodique) et des mouvements quasi-périodiques respectivement.

Lorsque les amplitudeZ, de la translation du support sont successivement égales a’7 Bx(ure
FIG. V.42(a)), 8,6x10° m (figure FIG. V.42(b)) et 9,5x10 m (figure FIG. V.42(c)), les orbites du rotor
montrent un mouvement chaotique (les points des sections de POINCARE sont irrégulierement distribués), un
mouvement sous-harmoniqudr(, -périodique) et un mouvement quasi-périodique (les points des sections de
POINCARE forment une courbe fermée) respectivement.

V.4.4.3 Sensibilité aux conditions initiales

Un trés petit changement dans les conditions initiales pour un systéme non linéaire de rotor peut produire
un changement important dans sa trajectoire dynamique. Ce phénomene est appelé « sensibilité aux conditions
initiales » et représente une des caractéristiques principales par lesquelles un systeme non linéaire peut étre
défini. Il est démontré sur les figurB&5. V.43 etFIG. V.44 qui fournissent les orbites du rotor et leurs sections
de POINCARE au palier # 2 (nceud 9) produites grace a différentes conditions initiales pour le mouvement
dynamique transitoire.
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FIG. V.43 : Influence des conditions initiales sur les orbites du rotor en présence d’'un balourd
(myr;=1500 g mm) et de rotations sinusoidales du supports*=w*?cos*t avecw**=12x10? rad/s et
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FIG. V.44 : Influence des conditions initiales sur les orbites du rotor en présence d’un balourd
(mpr,=1500 g mm) et de translations sinusoidales du supports=Zoco€2t avecZo=5,2x10° m et

0*=80 Hz
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CHAPITRE V : Mise en évidence des phénomenes propres aux rotors embarqués

Sur la figure FIG. V.43, le support du rotor est excité par une rotation sinusoidale d’amplitude
w*® =12x10° rad ¢« et de fréquenceQ* =80 Hz. L’orbite du rotor correspond & un mouvement Sous-

harmonique @r,, -périodique), voir la figureFIG. V.43(a), quand les conditions initiales sont égales aux
coordonnées adimensionnées de la position d'équilibre stal{idﬁl}a/jp =(—0,29,—0,8$;, tandis qu’'elle
correspond a un mouvement harmoniqle, ¢(périodique), voir la figuré=1G. V.43(b), quand les conditions

initiales sont légérement modifiées et choisies égales aux coordonnées adimenéi@r%eso,Q;lL.

Sur la figureFIG. V.44, le support du rotor est excité par une translation sinusoidale d'amplitude
Z, =5,2x10° m et de fréquenced” =80 Hz. L'orbite du rotor représente un mouvement quasi-périodique,
voir la figure FIG. V.44(a), quand les conditions initiales sont égales aux coordonnées adimensionnées

{52}/jp =(—0,29,— 0,832, tandis qu’elle représente un mouvement sous-harmon#éyye§ériodique), voir la
figure FIG. V.44(b), quand les conditions initiales sont choisies égales aux coordonnées adimensionnées
(-0,26-0,87. .

V.4.5Réponses stationnaires périodiques aux excitations sinusoidales du support

Il s’agit de quantifier I'effet des mouvements sinusoidaux du support sur les réponses latérales du rotor et
en particulier au niveau du palier # 2. Comme seules les solutions périodiques sont cherchées, il convient
d’'éviter la combinaison des sollicitations du balourd et du support de fréquences différentes et non
commensurables. Ainsi seuls les mouvements du support sont pris en compte : soit rotation autouae I'axe
soit translation selo®z. La méthode de shooting est ici utilisée.
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FIG. V.45 : Réponses adimensionnées du rotor au palier # 2 pour la rotation sinusoidale du support :
o =w**coxt avecw™*=1x107 rad/s (courbe bleue), 8x18 rad/s (courbe verte) et 12x18 rad/s (courbe
rouge)
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FIG. V.46 : Réponses adimensionnées du rotor au palier # 2 pour la translation sinusoidale du support :
Zo=Zocox2’t avecZo=1x10° m (courbe bleue), 3x18 m (courbe verte) et 5x18 m (courbe rouge)
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CHAPITRE V : Mise en évidence des phénomenes propres aux rotors embarqués

Les figuresFIG. V.45 et FIG. V.46 montrent les réponses périodiques non linéaires du rotor tournant a
Q =1200 ty min en présence d’excitations sinusoidales du support seulement. Les évolutions des réponses sont

présentées en fonction des fréquences pour trois amplitudes des mouvements de rotation et de translation du
support.

Malgré une excitation dans le plagOz, le rotor répond aussi dans le pla®y. Les paliers
hydrodynamiques et I'effet de CORIOLIS en sont la cause.

Comme prévu, pour une valeur donnée de la fréquence du mouvement du support, les amplitudes des
réponses du rotor augmentent pour des valeurs croissantes des amplitudes du mouvement du support.

Pour une valeur donnée de I'amplitude du mouvement du support, la rotation du support donne une forme
classique de réponse, tandis que sa translation augmente les amplitudes des réponses pour les fréquences les plus
élevées.

V.5 Conclusion

Dans ce chapitre, trois configurations différentes de rotor embarqué sont étudiées. Elles dépendent de la
géométrie du rotor, du type de paliers considérés et de la nature des excitations du support. Elles ont permis de
mettre en ceuvre les outils et les méthodes numériques présebtéspitue |V .

Dans le cas ou le rotor symétrique est monté sur paliers rigides et soumis au balourd et aux excitations
combinées de rotation constante et de translation sinusoidale du support, les équations du mouvement sont
toujours des équations différentielles linéaires a coefficients constants. Une instabilité dynamique latérale peut
survenir a cause de la présence de termes diagonaux négatifs incluant les vitesses angulaires du support dans les
matrices de raideur symétriques du rotor qui peuvent perdre leur caractéristique définie positive. Il est montré
gue les rotations du support changent non seulement les fréquences naturelles du rotor mais aussi peuvent casser
la symétrie du comportement dynamique dans le cas de la rotation autour d'un axe transversal. La translation
sinusoidale du support n'affecte pas les fréquences naturelles du rotor. Elle a seulement un effet sur les
amplitudes des réponses correspondantes ainsi que sur les caractéristiques des orbites du rotor.

Dans le cas ou le rotor dissymétrique est monté sur paliers rigides et soumis au balourd et aux
mouvements combinés de rotation constante et de translation sinusoidale du support, les équations linéaires du
mouvement font apparaitre des termes paramétriques périodiques (dans le temps) en raison de la dissymétrie
géomeétrique du rotor. Des régions d'instabilité peuvent survenir a cause de ces coefficients paramétriques et
leurs tailles ne peuvent pas étre associées aux rotations du support. D'autre part, les rotations du support décalent
les régions d'instabilité vers les vitesses de rotation plus faibles du rotor. La translation sinusoidale du support
n'a pas d’effet sur les régions d'instabilité du rotor, mais elle affecte seulement les caractéristiques des orbites du
rotor.

Les calculs relatifs a la méthode des éléments finis pour les deux configurations précédentes de rotor sont
validés par rapport a I'expansion de RAYLEIGH-RITZ. L’emploi de la méthode des éléments finis est judicieux
car cette méthode est plus précise et plus efficace. Elle peut donc étre utilisée pour la modélisation de machines
tournantes industrielles en présence d’excitations du support.

Dans le cas ou le rotor symétrique est monté sur paliers hydrodynamiques linéarisés/non linéaires et
soumis au balourd et aux excitations sinusoidales de rotation ou de translation du support, les équations
différentielles obtenues du mouvement sont linéaires/non linéaires avec des termes paramétriques périodiques
dans le temps dus a la rotation du support. Quand le rotor est excité par une rotation sinusoidale du support, il est
montré qu’une instabilité dynamique du rotor survient a cause des coefficients paramétriques variables dans le
temps inclus dans les équations linéarisées du mouvement et que les paliers hydrodynamiques linéarisés ont une
influence plus grande que les paliers rigides sur la taille des régions d’instabilité du rotor. Il est noté que les
caractéristiques des orbites du rotor sont significativement affectées par la fréquence et I'amplitude des
mouvements du support. Comme prévu, le modeéle linéarisé de palier conduit a des résultats relativement précis
uniquement pour de petites amplitudes des mouvements du support. Aussi, ce modéle simplifié de palier ne peut
pas produire des phénoménes non linéaires et ne permet pas de prévoir le changement de régime dynamique tel
que le doublement de période du mouvement et la transition vers le chaos. Par contre, ces phénoménes sont
observés grace a des diagrammes de bifurcation de réponses dynamiques du rotor quand le modele non linéaire
de palier est pris en considération. Il est observé que suivant les amplitudes des mouvements sinusoidaux du
support, le systeme de rotor non linéaire peut présenter des mouvements sous-harmoniques, quasi-périodiques et
chaotiques. De plus, il est démontré que des conditions initiales différentes pour le mouvement dynamique
transitoire non linéaire peuvent aboutir a des réponses différentes du rotor en présence de mouvements du
support. Enfin, I'étude paramétrique effectuée pour calculer les réponses périodiques non linéaires du rotor en
fonction des fréquences des excitations sinusoidales du support montre que la translation du support a une
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CHAPITRE V : Mise en évidence des phénomenes propres aux rotors embarqués

influence supérieure a celle de la rotation sur les amplitudes des réponses notamment aux fréquences d’excitation
les plus élevées.

Le tableau TAB. V.8 présente un récapitulatif des différents résultats obtenus grace aux trois
configurations de rotor embarqué proposées dans cette these.

Configuration 1 Configuration 2 Configuration 3
Rotor Symétrique Dissymétrique Symétrique
Paliers Rigides Rigides Hydrodynamiques
linéarisés ou non linéairgs
Rotation du support Constante Constante Sinusoidale
Translation du support Sinusoidale Sinusoidale Sinusoidale
Type d’équations du Linéaires a coefficients| Linéaires a coefficients Non linéaires a
mouvement constants périodiques dans le temppscoefficients constants ol
périodiques
Effet de la rotation 1- Instabilité latérale 1- Instabilité latérale 1- Instabilité latérale
possible possible possible

2- Change les fréquences2- Ne change pas la taille 2- Les zones d'instabilite
naturelles du rotor des zones d'instabilité | correspondantes sont pllis
grandes que celles duep
3- Décale ces zones vels  aux paliers rigides
les vitesses de rotation
plus faibles du rotor 3- Sa fréquence et son
amplitude affectent les
caractéristiques des
orbites non linéaires

4- Des valeurs croissantgs
de son amplitude
conduisent a un
changement de régime
dynamique non linéaire
(bifurcation)
correspondant a des
réponses sous-
harmoniques et quasi-
périodiques

Effet de la translation 1- N'affecte pas les| 1- N'a pas d’effet sur les 1- N'affecte pas la
fréquences naturelles zones d'instabilité stabilité latérale
2- Affecte les amplitudes 2- Affecte les 2- Sa fréquence et son
des réponses et les caractéristiques des amplitude affectent les
caractéristiques des orbites caractéristiques des
orbites orbites non linéaires

3- Des valeurs croissantgs
de son amplitude
conduisent & un
changement de régime
dynamique non linéaire
(bifurcation)
correspondant a des
réponses sous-
harmoniques, quasi-
périodiques et chaotiquds
TAB. V.8 : Description des configurations étudiées de rotor embarqué et phénoménes observés dus aux
mouvements de rotation et de translation du support
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CONCLUSION GENERALE ET PERSPECTIVES

Bilan des travaux de recherche

Le calcul des énergies cinétique et de déformation ainsi que du travail virtuel pour les
différents composants mécaniques d'un systéeme rotor flexible embarqué-palier
hydrodynamique non linéaire est effectué.

Afin de prévoir et d'analyser analytiquement et numériquement le réle des mouvements
de rotation constante ou sinusoidale et/ou de translation sinusoidale du support dans le
comportement dynamique du rotor embarqué, un modele basé sur des éléments finis de poutre
de TIMOSHENKO est présenté dans le cadre de cette thése. Ce modéle contient les effets
correspondant a l'inertie de rotation des sections droites, a l'inertie gyroscopique, a la
déformation de cisaillement d’arbre et a la dissymétrie géométrique de I'arbre et/ou du disque
rigide ainsi que six types d’excitations déterministes connues (trois rotations et trois
translations) du support rigide. De plus, les effets de rotation et les effets de raidissement
géometrique associés aux contraintes centrifuges causées par les rotations du support sont pris
en considération.

La dérivation des équations du mouvement montre que les mouvements de rotation du
support apportent non seulement une contribution paramétrique aux matrices d’amortissement
et de raideur du rotor mais aussi des vecteurs supplémentaires des forces extérieures, tandis
que les mouvements de translation du support modifient seulement les vecteurs des forces
extérieures.

L’écriture des équations différentielles du mouvement d’'un rotor embarqué soumis a
des mouvements déterministes de rotation et de translation du support rigide permet de définir
trois configurations de rotor embarqué et donc de distinguer trois catégories d’équations
différentielles linéaires et non linéaires a coefficients constants et périodiques dans le temps.

La premiére configuration concerne un rotor géométriquement symeétrique monté sur
des paliers rigides et excité par le balourd et par des mouvements combinés de rotation
constante et de translation sinusoidale du support. Dans ce cas, les équations du mouvement
sont toujours des équations différentielles ordinaires a coefficients constants. Elles sont
résolues a I'aide de méthodes quasi-analytiques pour déterminer les fréquences naturelles du
rotor en fonction de sa vitesse de rotation et obtenir ses réponses au balourd et a la translation
du support en régime permanent ainsi que ses orbites stabilisées.

Une instabilité dynamique peut survenir dans le rotor en raison de la présence de termes
diagonaux négatifs contenant les vitesses angulaires du support dans les matrices de raideur
symétriques du rotor qui peuvent perdre leur caractéristique définie positive. Il est montré que
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les rotations du support changent non seulemeritdgaences naturelles du rotor mais aussi
peuvent casser la symétrie du comportement dynamique dans le cas de la rotation autour d’'un
axe transversal. La translation sinusoidale du support ne change pas les fréquences naturelles
du rotor. Elle a seulement une influence sur les amplitudes des réponses correspondantes ainsi
que sur la taille et la forme des orbites du rotor.

bY

La deuxieme configuration correspond a un rotor sur paliers rigides avec une
dissymétrie géométrique due au disque, soumis a l'effet de balourd et a une vitesse angulaire
constante et une translation sinusoidale combinées du support. Dans ce cas, la dissymétrie du
rotor introduit des termes paramétriques périodiques (dans le temps) dans les équations
linéaires du mouvement. L'analyse dynamique du rotor est effectuée grace a la théorie de
FLOQUET (afin d’étudier sa stabilité dynamique) et au schéma implicite d’intégration
temporelle pas a pas de type NEWMARK basé sur I'accélération moyenne (afin de prévoir
ses orbites en régime stationnaire).

Des régions d'instabilité peuvent survenir a cause des coefficients paramétriques et
leurs tailles ne peuvent pas étre reliees aux rotations du support. D’autre part, les rotations du
support décalent les régions d’instabilité vers les vitesses de rotation plus faibles du rotor. La
translation sinusoidale du support n’a pas d’influence sur les régions d’instabilité du rotor,
mais seulement une influence sur la taille et la forme des orbites du rotor.

Les calculs associés a la méthode des éléments finis pour les deux configurations
précédentes de rotor sont validés par rapport a la formulation de type RAYLEIGH-RITZ.
L'utilisation de la méthode des éléments finis est raisonnable et utile parce que cette méthode
est plus précise et plus fiable. Elle peut alors étre employée pour la modélisation de machines
tournantes industrielles en présence de mouvements du support.

La troisiéme configuration représente un rotor géométriqguement symétrigue monté sur
des paliers hydrodynamiques et excité par le balourd et par les mouvements sinusoidaux de
rotation ou de translation du support. Les équations différentielles obtenues du mouvement
sont non linéaires avec des termes paramétriques périodiques dans le temps dus a la rotation
du support. En considérant le modele linéarisé de palier, la stabilité dynamique du rotor est
évaluée a travers la théorie de FLOQUET. Ensuite, les équations linéarisées du mouvement
sont résolues par lalgorithme implicite d’intégration temporelle de NEWMARK afin
d’approximer les réponses forcées du rotor et de décrire ses orbites stabilisées. Lorsque les
paliers hydrodynamiques non linéaires sont considérés, un algorithme robuste combinant la
procédure incrémentale itérative de NEWTON-RAPHSON avec le schéma d’intégration
temporelle de NEWMARK est utilisé pour obtenir le mouvement dynamique transitoire non
linéaire du rotor embarqué, ce qui augmente considérablement le temps d’exécution d’'un
calcul. Il est alors avantageux d'utiliser le modéle linéarisé, mais cela nécessite d'établir
précisément sa limite de validité. Ainsi une comparaison entre les systemes linéaire et non
linéaire est effectuée pour évaluer la gamme de validité du modéle linéarisé de palier. Par
ailleurs, dans le cas ou les excitations sinusoidales du support conduisent a des réponses non
linéaires périodiques (harmoniques et sous-harmoniques) du rotor, des méthodes optimisées
de shooting et de la balance harmonique sont utilisées afin de résoudre les équations non
linéaires du mouvement. Ces deux méthodes sont comparées afin d’examiner leur intérét en
dynamique des rotors embarqués.

Lorsque le rotor est excité par une rotation sinusoidale du support, il est montré qu’une
instabilité dynamique du rotor peut survenir en raison des coefficients paramétriques variables
dans le temps inclus dans les équations linéarisées du mouvement et que les paliers
hydrodynamiques linéarisés ont une influence plus grande que les paliers rigides sur la taille
des régions d’instabilité du rotor.
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I est notté que la forme et lI'amplitude des orbites du rotor peuvent étre
significativement affectées par la fréquence et I'amplitude des mouvements du support.
Comme prévu, le modéle linéarisé de palier donne des résultats relativement précis
uniguement pour de petites amplitudes des mouvements du support. Aussi, ce modele
simplifié de palier ne peut pas produire des phénomeénes non linéaires et ne permet pas de
prévoir le changement de régime dynamique tel que le doublement de période du mouvement
et la transition vers le chaos. Inversement, ces phénomenes sont observés grace a des
diagrammes de bifurcation de réponses dynamiques du rotor lorsque le modéle non linéaire de
palier est considére.

La robustesse de l'algorithme de shooting est validée par rapport a I'algorithme
d’intégration temporelle transitoire de NEWMARK. Les solutions non linéaires périodiques
stables et instables sont bien discriminées en employant la théorie de FLOQUET. Pour les
excitations du support de faibles amplitudes, la méthode de la balance harmonique prouve son
efficacité par rapport a la meéthode de shooting car elle présente des petits écarts de
déplacement et permet un gain important en temps de calcul. Pour des grandes amplitudes des
mouvements du support, la méthode de la balance harmonique n’est pas capable de reproduire
les réponses correspondantes a cause du contact entre le coussinet du palier et I'arbre. Les
formules analytiques des forces hydrodynamiques présentent une singularité et ne sont plus
valides et le calcul est alors arrété.

Il est observé que selon les amplitudes des mouvements sinusoidaux du support, le
systeme de rotor non linéaire peut montrer des mouvements sous-harmoniques, quasi-
périodiques et chaotiques. Il est demontré que des conditions initiales différentes pour le
mouvement dynamique transitoire non linéaire conduisent a des réponses différentes du rotor
en présence de mouvements du support.

Enfin, I'étude paramétrique effectuée pour obtenir les réponses périodiques non
linéaires du rotor en fonction des frequences des mouvements sinusoidaux du support montre
gue l'influence de la translation est plus importante que celle de la rotation sur les amplitudes
des réponses notamment pour les fréquences les plus élevées.

Les travaux de recherche réalisés durant cette these ont donné lieu a deux articles
publiés dans Journal of Sound and Vibratjd8] et Journal of Vibration and Contr{d1]
ainsi qu'a des conférences nationales [32,34,3&B®iternationaleg33,35,36,40]

Perspectives

A la lumiere de ces travaux de recherche, plusieurs perspectives peuvent étre proposees.

Les résultats numériques obtenus dans le cadre de cette these doivent étre validés grace
au projet lyonnais Equipex PHARE (Plate-forme macHines tournantes pour la mAitrise des
Risques Environnementaux) qui sera bient6t installé au sein du LaMCoS de I'INSA de
LYON. Grace au projet PHARE, les projets de recherche originaux visent des applications
dans :

I'avionique (réacteurs d’avion),
la conception et I'équipement de centrales électriques,

la compréhension des phénoménes d'instabilité d’interaction (couplage fluide-
structure ou structure-structure) et d’excitation (sismique par exemple).

Pour les rotors montés sur des paliers hydrodynamiques, la charge est considérée
comme constante méme si le support est mobile. Cette charge est créée non seulement par le
poids du rotor mais aussi par I'accélération du mouvement du support. Dans le futur, il serait
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intéressant de travailler avec une charge variastes de temps et de faire les modifications
nécessaires a I'’équation de REYNOLDS et aux équations du mouvement du systéme rotor
embarqué-palier hydrodynamique.

Les paliers courts hydrodynamiques sont considérés dans cette étude. En effet, des
modeles de paliers courts ou longs sont communément utilisés en dynamique non linéaire des
rotors pour atteindre analytiquement des forces hydrodynamiques approchées des paliers.
Néanmoins, afin de traiter des rotors avec des paliers de longueur finie, la résolution de
I'équation de REYNOLDS, qui conduit aux forces fluides non linéaires, nécessite I'emploi de
méthodes numériques, comme par exemple les méthodes des éléments finis, des différences
finies, multigrille ou hybride. Cependant, le temps de calcul pourrait considérablement
augmenter.

Les paliers magnétiques actifs fournissent des forces de restitution calées sur les
fréquences du rotor. Il conviendrait d’analyser, en détail, leur comportement en présence de
source d’excitation multi-fréquentielle due au balourd et aux mouvements du support.

L'effet de balourd sur les vibrations transversales d'un rotor est minimisé avec
I'équilibrage dynamique utilisant, par exemple, la méthode des coefficients d’influence.
Cependant, en présence d'un mouvement du support, les vibrations peuvent aussi étre
réduites. Pour cela, dans le futur, il s’agirait de tester des rotations et des translations du
support, qui ont la méme fréquence que le balourd, et de vérifier si le rotor est bien équilibré
sans faire appel a une méthode d’équilibrage.

Le probleme traité dans cette thése est de type déterministe. Une méthodologie prenant
en compte des incertitudes sur les parametres du systéme rotor embarqué-palier
hydrodynamique non linéaire peut étre développée pour une conception plus robuste d'un tel
systéme. Il s’agirait, par exemple, de traiter des équations différentielles avec coefficients
stochastiques (aléatoires) contenant les parametres incertains et d'utiliser des méthodes
d’expansion en chaos polynomial. Les résultats de I'analyse aléatoire du comportement
dynamique obtenus par ladite expansion peuvent étre validés par comparaison avec ceux de la
simulation de MONTE CARLO qui est considérée comme méthode de référence parce qu’elle
permet une analyse numeérique directe sans complexification et fournit des résultats précis
méme si elle est colteuse en temps de calcul par rapport a un probléme déterministe.

La these traite I'influence de la mobilité du support infiniment rigide. Dans la pratique,
comme le socle de la machine tournante peut étre flexible, il conviendrait de le coupler a la
dynamique du rotor.
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ANNEXE A

CALCUL DESFONCTIONSt,, t,, t; ET t, DU
CHAPITRE I

A.1 Calcul delafonction ty=t;(y,t)
t =0 V2 W (A.1)

= (05 + (W 2,) @ =(Y+Yo) &) +(Yo (W 2o) @+ (u+ %) o)

. (A.2)
+(v'v+2o+(y+ yo)w‘—(u+xo)a)y)
= ((% + 200 — (Yo +y) &) U+ weo' ) +((Y - 200 + %0 ) ~Wes +uar )’ .
#((20+ (Yo + ¥) & = %0 ) +Vr-ue )’
t, = (% + 20 =(Yo +¥) &) +02 + WP’ 2+2(%, + 20" =(Y, + y) & )
+2(>’<O + 2,00’ = (Yo +y)a)z)wwy + 2w’ +(yo -z, +><Oaf)2
WP + U = 2( Yo = 2o @ + %o )W + 2( Y, = 2o + X0 ) ua? (A.4)

22U +(?o+(yo+y)(d‘—Xoa)")2+v'v2 +Ulw'?
+2(2o +(yo+y)a)x—xom”)v'v—Z(zo +(yo+y)w‘—xoa)y)ua)"—2\ivuwy
t = (% + 20 = (Yo + V) &) + (Vo — 200 + (%) @) + (2 + (Yo + ) & ~%o00")’
+L]2+v'\/2+2(>'<0+zoa)"—(yo+y)af)(u+wa)")+2(2O +(yo+y)af—xoa)y)(\iv—ua)") (A.5)
‘2(3"0 -z, +xoa)z)(ww‘ —ua}z)+2(uw—v'vu)a)y +v\/2a)”+(u2+w2)a)"2+u2a)Z = 2uww' o’

A.2 Calcul delafonction t=ty(y,t)

t,= a2+ ? (A.6)
t, :((9+dcos//+a)y sir(//) coao—((w‘ sigy — o’ cq&) sﬁH-(t/Haf)cosH) sinfp))2
, (A7)
+(((a)X sing -’ cosz//) sir9+(z/1+af)cos€) co$o+(9+ai‘ coy + o’ sim) sip)
t,=(0+w o+ siy) ~((« simp- cop) sil+(y+ar)coss) (A8)
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ANNEXE A

Les angles de précessign et de nutationd ainsi que leurs dérivées temporelles sont infiniment petits.
Les fonctions trigonométriques des petits anglest 8 sont remplacées par leur développement en série de
TAYLOR et les expressions obtenues sont limitées a 'ordre 2, c’est-a-dire :

cosy =~ 1—%2 (A.9)
cosf ~ 1—6?—22 (A.10)
sing =y +o(y®)~y (A.11)
sind~ 6 (A.12)
Il vient :
(. W P 6?
_(9+af[ —7] J Hdw—a}y(l—7n9+(z/j+d)( 2]] (A.13)
=[9+af %afﬂ//a)yj (weaf ewu"” - ‘/’gz 822@2] (A.14)

En supprimant les termes comprenant des infiniment petits supérieurs a 2, il vient ;

=(9+w‘—w—22a)x +¢/wv] +(¢eaf—9ay+af+¢—‘9—22af] (A.15)

4
t, =6+ +%w‘2 PP~ P 2 + 206 ~ P — PG+ 2006 + 0w

+0W? + WY A a)” 208w’ + Y0 o + Yl - YW - 200 o - 2PBe’ (A.16)
+0w o + S —ezafz Yo
En ne conservant que les termes contenant des infiniment petits d’ordres 0, 1 et 2, il vient :

t, :41/2+8'2+29wx—2(z//9—9'z//)wy +2par - (7 - + (g ? +6%) '~ (67-1) o ?

(A.17)
+2b0'aF +2(pe - O ) o
A.3 Calcul delafonction tz=ts(y,t)
t,=w'? (A.18)
t, =(¢—(afsin¢/—wy cosw) co§+(¢/+af)sin6?)2 (A.19)

La dérivée temporelle de la rotation propge est remplacée par la constan. Les fonctions
trigonométriques des petits anglgs et 8 sont remplacées par leur développement en série de TAYLOR en
limitant les expressions obtenues a l'ordre 2 :

2

tsz(Q—(dw—aﬂ[l—‘/’—;Ml ‘922] (@ +a?) ] (A.20)

2 2 2p2 2
:(Q—waf+a)y—%a)y+w§ w-Z a)v+‘/“9 a)"+¢/0+9afj (A.21)
En négligeant les termes comportant des infiniment petits supérieurs a 2, il vient :
2 02 2
=[(Q+w")—(z//af—9af) [(//9— aﬁ’——w"D (A.22)
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2 2 2
ts:(Q+aﬂ)2+(waf—9wz)2+(¢0—%a)y —%w"j -2(Q+ ')y -6er)
(A.23)
V-2 i3 |- 2y - 607\ po-Y- v - &
2(Q+ )| Y-~ -—' |- - W
( ) v 2 2 v 2 2
Les termes contenant des infiniment petits supérieurs a 2 sont supprimes :

t=(Q+) + @t ® + 0%+ (Q+ 0 ) (20~ (07 +67) o - 2(ye - 67 )) - 2po'sd  (A.24)

A.4 Calcul delafonction t;=t4(y,t)

NPT (A.25)

=((6+ W' si -((@" sig -’ {3+ o) cosd) sirg)|

t (( + o' cosyy + sm/l) cow (( Sigy cqéz) S (l/’+ )CO )Slrw))z (A.26)
—(((wxsin(//—wy cosy) sin9+(1//+af)c050) co$o+(9+ai‘ cog + o’ SM) Siﬂ)
t4=((9+a)*c031//+wy Sm/,)z—((d siy -’ cog) siﬁ+(<//+“’z)cose)2) cos® (A.27)

—2(9+a)x cosy +w’ sin//)((w‘ sigy — o’ co$) siﬁ+(<,[/+af)cosﬁ) sin 2

La rotation propreg est remplacée pa®t . Les fonctions trigonométriques des petits anglest &

sont remplacées par leur développement en série de TAYLOR en limitant les expressions obtenues a 'ordre 2,
c'est-a-dire :

R e e A e

(A.28)
2 2 2
_2(9+a)x(1—%)+wyl//][(w‘z//—M(l—%ne+(¢+d)(1—%]] sin Xt
) wz 2 ‘//29 62 (//92 2
t, = (0+w‘ —af7+wywj —(afwe—wve—wv > +aof +¢/—af7— > ] cos Xt
(A.29)
2 2 2 2
—2(6’+wX —wx7+a)y¢lj(af¢/9—wye—wy ['//29+a)Z +¢/—af%—¢/§ jsin 0t
En supprimant les termes comprenant des infiniment petits supérieurs a 2, il vient ;
) wz 2 62 2
t, = [9+af —7af +¢/wVJ —((//Haf -0 +of +¢/—7af] cos Dt
(A.30)
- Y? & .
—2[0+aﬁ —7w“ +(//a)yj(¢/9af -6+ +Y ——Zaf]sm 20t
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4
—6P0? - WP — 2+ 2P0 — 2P0 T — PO + Y OF + 200 oF + Y8 - 62 oF

—%afz - 2Pt +8°wf? +¢/6?zafjcos Ot

4
t, = (92 + @+ P~ e @ + 200~ )~ + 26 -6

2 3 2 2 2
—2((//90}2 — 00 + W' + e —%afaf —%9@2 +%9amv —w_za}(af __‘/’4‘; o

wZeZ

+
4

2
W'l + PPl ey —yYlw’? + o’ of + ey —%w"cf + Oyl — 06cy + Ot

02
+z/19—%wz]sin 0t

En ne gardant que les termes comportant des infiniment petits d’ordres 0, 1 et 2, il vient : o
t, = —(¢/2 - 62— 200 - 2(6+ ) & + 207y +(y? ~1) w2 - (97 - 6%) @' 2~ (62~ 1) o ?
+2)60) oF — Z(ww“ + Haf)a)y)cos <Ot
_(24/,9+ e + 2(¢¢/—99)a)v + 2007 + 28 ? - ?) - (@? +6° - 2) w'ed (A32)
~2( e - et )’ ) sin 2t
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ANNEXE B

EFFETS CENTRIFUGES DUS A LA ROTATION

Lorsqu’une structure tourne autour d'un axe, des forces centrifuges (réactions centripétes) sont créées en
raison de 'accélération normale et causent des contraintes dans le matériau soumis a la traction.

Soit une poutre de masse par unité de volynede section constants, , de longueud, et d’abscisses
y, et y, tournant a la vitesse angulaieg autour de I'axeOx, voir la figureFIG. B.1. Un élément d’abscisses

y et y, est isolé pour faire apparaitre les réactions centripétes internes égales et opposées aux forces
centrifuges. Sa masse s’exprime par :

my = 0,8, (.= (y-%)) =25 (. + ¥ - Y) (B.1)

L’abscisse de son centre de maSseselon I'axe longitudinaDy est :

am(y=%)) _(l+w+y)

= B.2
Ye =Y 2 2 (B.2)
La deuxiéme loi de NEWTON est appliqguée a I'élément isolé selon la dire@tigrvoir la figureFIG.
B.1:
FY=ma (B.3)
: Y2 &
: o~ . :
0
/ n — | | _— [ | _— | | _— [ | _— | | _— [ | q- | | —_— n _— | | I > (a)
x Y
E :
> y :
.l L ‘
C
< —Q (b)
Fcen N
Mga
FIG. B.1: (a) Poutre tournant autour de I'axeOx, (b) Diagramme du corps libre
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L’accélération selon I'ax@®y est normale, ce qui donne :

Fcenzn,han =me.><0f2yc

| +y + (B.4)
= o8 1+ y -y 5 Z y)
soit :
cen aSa
F = '02 ((|a+y1)2_y2)d2 (BS)
Les contraintes normales longitudinales engendrées dans le matériau sont calculées par :
F* P. 2 2 2
W — — Fa -
. (%) -y (B.6)
Les déformations longitudinales sont alors données par :
vy cen
woOV_0o” _F (B.7)
oy E, ES
alors :
Fr =g, ©8)
oy
ou:
. E, estle module d’'YOUNG de la poultre,
. v est le déplacement longitudinal suivant I'aQg .
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ANNEXE C

CARACTERISTIQUES STATIQUES ET
DYNAMIQUES DES PALIERS
HYDRODYNAMIQUES

La présente annexe a pour objectif d'exposer les équations de base qui gouvernent les comportements
statique et dynamique des paliers circulaires hydrodynamiques. Les autres géométries de paliers fluides peuvent
étre traitées de maniére trés similaire. Le calcul du champ de pression dans le film hydrodynamique passe par la
résolution de I'équation de REYNOLDS et demande le plus fréquemment I'emploi des méthodes numériques
(éléments finis ou différences finies). Cependant, les paliers courts considérés ici rendent possible l'intégration
analytique de I'équation de REYNOLDS. Ce traitement analytique, qui conduit aux forces hydrodynamiques du
palier, sert a minimiser de maniére important le temps de calcul pour la simulation des rotors embarqués
exigeant normalement des temps de calcul longs.

C.1 Palier en régime laminaire

C.1.1Description de base, principes et hypothéses

La figureFIG. C.1 montre une représentation simple d’'un palier caicalhydrodynamique. Ce dernier
également connu sous le nom « palier lisse » est constitué d’'un coussinet fixe (en bronze ou en acier) contenant

un arbre tournant (généralement en acier) et un film d’huile séparant ces deux composants. LEs golits
représentent respectivement le centre du palier et le centre géométrique de I'arbre. Le rayon et la longueur du
palier sont respectivememf et | . En général, un palier lisse est schematisé par deux cercles de rayons voisins

et la connaissance des caractéristiques précédentes permet de définir trois grandeurs :

> le jeu radial du palierj, =r, —r, (our, estle rayon de l'arbre),
> le rapportjp/rp dit « jeu relatif » (de l'ordre de 1),
> le rapportlp/dp de la longueur au diametre du palier @g=2r, ).

La figure FIG. C.1 présente aussi les trois phases observées lora d@sk en route d’'un palier
hydrodynamique sous une charge statiddiecréée par le poids du rotor (ensemble disque/arbre).

A l'arrét, voir la figureFIG. C.1(a), le coussinet et I'arbre sont en contact. La gériéescommune entre
eux est opposée a la chage appliquée par le rotor et la distan@®' entre les centres du palier et de I'arbre

est égale au jeu radigl, .

Au démarrage (figur&lG. C.1(b)), I'arbre roule en glissant a I'intérieur du cousti Dans ce cas, le
régime de lubrification est dit « mixte » parce que le film lubrifiant est entrainé dans I'espace convergent
constitué a la fois par le coussinet et par I'arbre.

Deés que la vitesse de rotation du rotor devient stabilisée et suffisante, un champ de pression de fluide
dans le palier hydrodynamique est généré et opposé a la cWardéigure FIG. C.1(c)). Le régime de
lubrification correspondant & cette configuration est appelé « régime hydrodynamique établi ».
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(@) (b) (©)

FIG. C.1 : Vue schématique d’'un palier hydrodynamiqe et phases rencontrées lors de sa mise en route

Alors a une vitesse de rotation constaftedu rotor et pour une charge statique const&ijte(voir la
figure FIG. C.2), le centre de I'arbr®' dans le palier ne coincide pas avec le ceBirdu palier et occupe une
position d'équilibre statiquecg définie par le vecteur des déplacemefﬁ} =<ug,wg>:e exprimé dans le
repére lié au suppoR (Chapitre II') ou de maniéere équivalente par I'intermédiaire epere polaire attaché au
palier R™ (ta,ra), c'est-a-dire a la fois par I'excentricité statiqe&=“{ 52}” du centre géométrique de l'arbre

dans le palier et par I'angle de calage stati¢ﬁ1&entre la direction de la charyé et la ligne des centre0'.

Lorsque le rotor est soumis a des efforts extérieurs dynamiques dépendant du temps, le centre
géométrique de I'arbre décrit une trajectoire orbitale située a l'intérieur d’'un cercle dont le rayon est égal au jeu
radial j, du palier.

Le comportement du fluide, qui sépare I'arbre tournant du coussinet fixe, est maitrisé par les équations de
NAVIER-STOKES. La résolution de ces équations est un probleme assez lourd. Compte tenu d’'un certain
nombre d’hypothéses, elles peuvent étre réduites a une équation appelée « équation de REYNOLDS » qui lie le
champ de pression de fluide lubrifiant aux caractéristiques du palier ainsi qu'aux déplacements et vitesses du
centre de I'arbre dans le palier.

Dans le cadre de cette étude, le régime hydrodynamique établi est pris en compte et les hypothéses
suivantes sont retenues :

> le milieu est continu et la zone de rupture est considérée comme un mélange homogéne de fluide
et de gaz,
> le fluide est newtonien, isovisqueux (viscosité ne varie pas suivant I'épaisseur du film de fluide) et

incompressible,

I'écoulement du fluide a travers le palier est isotherme, laminaire et permanent,
la courbure du contact (du film de fluide) est négligée,

il nexiste pas de glissement entre le fluide et les parois (surfaces) du contact,

YV V VYV VY

I'épaisseur du film d’huile mesurée dans la direction radiale est toujours trés faible devant les
autres dimensions du contact,

Y

les forces massiques extérieures sont négligeables,

> les forces d'inertie sont négligeables devant les forces de viscosité et ne varient pas selon
I'épaisseur du contact.

La procédure de calcul des performances statique et dynamique d'un palier a film de fluide peut se
dérouler en