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Résumé 

 

 

La détection et le diagnostic des défauts d’engrenages ont été traditionnellement basés 
sur l'analyse des signaux vibratoires et acoustiques. Mais, ces méthodes peuvent être 
coûteuses suite aux difficultés techniques de mise en œuvre de capteurs sur des pièces en 
rotation. Dans ces travaux de thèse, une méthode originale de détection de défauts locaux 
dans des engrenages entraînés par des moteurs électriques est proposée en se basant sur le 
suivi des courants statoriques. Le système électromécanique est simulé numériquement en 
combinant un modèle électrique dynamique de moteurs asynchrones (modèle de Kron et 
modèle des réseaux de perméances) et un modèle mécanique dynamique d’engrenages droits 
et hélicoïdaux incluant les arbres et les paliers. Certains défauts classiques du moteur 
(excentricité du rotor) et des défauts d'engrenages (écaillages sur les flancs actifs de dentures) 
sont considérés et une technique itérative de résolution est présentée qui permet de résoudre le 
problème électromécanique couplé. De nombreux résultats sont présentés qui illustrent la 
possibilité et la sensibilité de détection de défauts d’engrenages par mesure de courants 
électriques sur le moteur. Sur la base de ces simulations, il est conclu que l’analyse de la 
signature des courants du moteur apparaît comme une méthode suffisamment précise pour 
détecter et surveiller les défauts locaux d’engrenage comme les écaillages. 

 

Mots clés : 
Défaut d’engrenage, écaillage, diagnostique, surveillance, moteur électrique, analyse 

des courants, modélisation, simulation. 
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Abstract 

 

 

The fault diagnosis in geared transmissions has been traditionally based on vibration 
monitoring but the implementation of sensors can be expensive and, in some applications, 
present technical difficulties. In this thesis, an original way of detecting faulty gears driven by 
electrical motors is proposed based on the monitoring of the motor currents. The 
corresponding electromechanical coupled system is numerically simulated by combining i) an 
electrical dynamic model of asynchronous motors (Kron’s model and permeance network 
model) and ii) a mechanical dynamic model of spur and helical gears (3D lumped parameter 
model) including the shafts and bearings. Some classic motor defects (rotor eccentricity) and 
gear faults (tooth spalls) are considered and an iterative solution technique is presented which 
makes it possible to solve the coupled electromechanical problem. A number of results are 
presented, which illustrate the possibility of tooth fault detection by stator current 
measurements with regard to the position and dimensions of the defect. Based on these 
simulations, it is concluded that motor current signature analysis can be a viable tool for the 
detection of localized gear faults such as tooth pitting. 

 

Keywords 
Gear fault diagnosis, pitting, monitoring, electric motor, motor current signature 

analysis, modeling, simulation. 
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Principales notations 
 

Modèle de Kron 

0/dq abcT    : Transformation orthonormée de Kron. 

rω    : Vitesse « électrique » de rotation du rotor. 

eω    : Vitesse électrique du champs tournant (pulsation des courants statoriques). 

mω    : Vitesse mécanique du rotor. 

slω    : Vitesse du repère dq par rapport au rotor. 

sω    : Vitesse du repère dq par rapport au stator. 

sR , rR    : Résistance d’une phase statorique et rotorique. 

asL , arL   : Inductance propre d’une phase du stator et du rotor. 

asM , arM   : Inductance mutuelle entre deux phases du stator et du rotor. 

rsM    : Maximum de l’inductance mutuelle entre une phase du stator du rotor. 

sL , rL    : Inductance propre cyclique du stator et du rotor. 

mL    : Inductance mutuelle cyclique entre stator et rotor. 

kv    : Tension aux bornes de l’enroulement k . 

ki    : Courants parcourant l’enroulement k . 

kΨ    : Flux traversant l’enroulement k . 

g    : Glissement. 

p    : Nombre de paires de pôles. 

( )X t    : Vecteur d’état du modèle de Kron. 

( )emC t    : Couple électromagnétique instantané. 

 
Modèle de réseau de perméances 

0µ    : Perméabilité de l’air. 

rµ    : Perméabilité relative du matériau. 

dsn , drn   : Nombre de dents du stator et du rotor. 

nn    : Nombre de nœuds total du réseau. 

bentn    : Nombre total de branches dans l’entrefer. 

bn    : Nombre de branches total du réseau. 

,cs iP , ,cr jP   : Perméance d’un élément du culasse entre les dents statoriques et rotoriques. 

f ,s iP , fr, jP   : Perméance de fuite reliant les pieds de dents statoriques et rotoriques. 
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,ds iF    : Source de force magnétomotrice correspondante à la i ème dent du stator. 

,dr jF    : Source de force magnétomotrice correspondante à la j ème dent du rotor. 

cn    : Nombre de conducteurs par encoche. 

,es iI    : Courant parcourant l’encoche i . 

mL    : Longueur active de la machine suivant son axe. 

e    : Épaisseur de l’entrefer. 

,i jP    : Perméance entre un couple de dent i  et j . 

maxP    : Perméance maximale d’entrefer. 

dsL , drL   : Largeur d’une dent stator et rotor. 

sso , rro   : Ouverture d’une encoche statorique et rotorique. 

siD    : Diamètre intérieur du stator. 

reD    : Diamètre extérieur du rotor. 

agD    : Diamètre moyen d’entrefer. 

β    : Angle d’inclinaison des barres rotoriques. 

sR    : Résistance d’une phase statorique. 

bR    : Résistance d’une barre rotorique. 

aR    : Résistance d’une portion d’anneau rotorique. 

fsL    : Inductance de fuite d’une phase statorique. 

fbL    : Inductance de fuite d’une barre rotorique. 

faL    : Inductance de fuite d’une portion d’anneau rotorique. 

{ }sV    : Vecteur des tensions d’alimentation triphasé du stator. 

,ds iφ    : Flux capté par la dent i  du stator. 

,sp iφ    : Flux capté par la spire i . 

y    : Pas de bobinage. 

spn    : Nombre de spires par phase. 

,br kI , ,ar kJ   : Courant parcourant la barre rotorique k  et la portion d’anneau k  

{ }brI    : Courants parcourant les barres rotoriques. 

{ }arJ    : Courants parcourant les portions d’anneaux de court-circuit rotoriques. 

[ ]TL    : Matrice des inductances de fuites statoriques et rotoriques. 

[ ]TR    : Matrice des résistances statoriques et rotoriques. 

{ }srI    : Courants parcourant les phases statoriques et rotoriques. 

{ }srφ    : Flux captés par les phases statoriques et rotoriques. 
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{ }TV    : Tensions d’alimentation. 

[ ]A    : Matrice d’incidence réduite. 

[ ]Y    : Matrice d’admittance. 

[ ]busY    : Matrice de transfert. 

{ }busE    : Vecteur des tensions nodales. 

{ }busI    : Vecteur des courants injectés aux nœuds du réseau. 

{ }busφ    : Vecteur des flux magnétiques injectés aux nœuds du réseau. 

dsP , drP   : Perméance d’une dent statorique et rotorique. 

{ }dsF , { }drF   : Vecteur des forces magnétomotrices des dents statoriques et rotoriques. 

{ }esI    : Courants traversant les encoches statoriques. 

{ }sI    : Courants traversant les phases statoriques. 

[ ]abcS    : Matrice reliant les courants de phases aux courants d’encoches. 

phn    : Nombre de phases statoriques. 

{ }sφ    : Flux captés par les phases statoriques. 

{ }brI    : Courants parcourant les barres rotoriques. 

{ }brφ    : Flux magnétiques dans toutes les branches du réseau de perméances. 

{ }csφ , { }crφ   : Flux magnétiques dans les branches du culasse statorique et rotorique. 

{ }dsφ , { }drφ   : Flux magnétiques dans les dents statoriques et rotoriques. 

{ }fsφ , { }frφ   : Flux magnétiques de fuite dans les branches statoriques et rotoriques. 

{ }entφ    : Flux magnétiques dans les branches d’entrefer. 

( )re θ    : Excentricité statique du rotor. 

 
Modèle masses/ressorts de l’engrenage (36 ddls) 

1Z    : Nombre de dents du pignon. 

2Z    : Nombre de dents de la roue. 

1bR    : Rayon de base du pignon. 

2bR    : Rayon de base de la roue. 

2pI    : Moment d’inertie polaire de l’ensemble de sortie (arbre + roue). 

bβ    : Angle d'hélice de base. 

pα    : Angle de pression. 

b    : Largeur de la dent. 
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( )2 tΩ    : Vitesse de rotation de la roue. 

1Ω    : Vitesse de rotation du pignon. 

( )*e M   : Maximum des écarts normaux. 

( )i je M   : Écart normal total d’un point i jM . 

( )rC t    : Couple résistant. 

i jM    : Centre de la cellule i j  (ligne de contact i  et segment j ). 

( )i jk M   : Raideur élémentaire au point i jM . 

( )i jMδ   : Rapprochement au point i jM . 

( )i je Mδ   : Écart normal relatif au point i jM . 

( )i jM∆   : Écrasement normal au point i jM . 

( )i jV M   : Vecteur de structure représentant la géométrie de l’engrenage. 

skθ    : Rigidité en torsion. 

kθ    : Degré de liberté de torsion du nœud k . 

ku    : Degré de liberté de traction compression du nœud k . 

, , ,k k k kv w φ ψ   : Degrés de liberté de flexion du nœud k . 

bδ    : Déplacements dus à la flexion de la dent d’engrenage. 

fwδ    : Déflexion due aux corps d’engrenage. 
WB
cδ    : Déflexion normale due contact (Weber Banaschek). 
c
Lδ    : Déflexion due au contact (Lundberg). 

E , ν    : Module de Young et coefficient de Poisson. 

[ ]EM    : Matrice masse de l’élément engrenage. 

{ }EY    : Degrés de liberté (DDLs) de l’élément engrenage. 

{ }2/EF    : Excitations causées par une cinématique perturbée par les défauts. 

[ ]EK    : Matrice de rigidité de l’élément engrenage. 

{ }1/EF    : Vecteur des efforts dus aux écarts. 

{ }AY    : Vecteur des coordonnées généralisées des nœuds liés à l’élément arbre. 

[ ]AM    : Matrice masse de l’élément arbre. 

[ ]AK    : Matrice de rigidité de l’élément arbre. 

{ }2/ AF    : Excitations causées par une cinématique perturbée par les défauts. 

FI    : Inertie polaire du frein. 
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pK      : Matrice des raideurs additionnelles représentatives des paliers. 

{ }Y    : Vecteur des degrés de liberté du système mécanique. 

[ ]M    : Matrice masse totale. 

[ ]C    : Matrice amortissement visqueux équivalent. 

{ }( ),K t Y     : Matrice raideur totale. 

( ){ }0F t   : Vecteur des forces extérieurs. 

{ }( ){ }1 ,eF t Y   : Excitations introduisant l’effet des écarts. 

( ){ }2eF t   : Excitations introduisant la cinématique perturbée par les écarts. 

Cφ      : Matrice d’amortissement dans la base modale. 

Mφ      : Matrice masse modale. 

Kφ      : Matrice de rigidité modale. 

mt    : Période d’engrènement. 

 
Fréquences 
fs    : Fréquence d'alimentation électrique. 

fmesh    : Fréquence d’engrènement. 

fsh    : Fréquence principale de passages des encoches rotoriques. 

fGmesh    : Fréquences liées à la fréquence d’engrènement. 

fr    : Fréquence de rotation du pignon. 

fecc    : Fréquence liée au défaut d’excentricité.  

fGr    : Fréquences liées à la fréquence de rotation du pignon. 
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Les systèmes électromécaniques tels que les transmissions mécaniques par engrenages 
entraînées par des moteurs à induction sont fréquemment intégrés dans les équipements 
disponibles dans le commerce et couramment utilisés dans un certain nombre d'applications 
industrielles. Ces systèmes offrent plusieurs avantages en raison de leur robustesse, leur ratio 
puissance fournie / poids (compacité), leur coût réduit et leur degré élevé de fiabilité. 
Toutefois, en raison du rôle critique de la transmission mécanique, les défaillances 
d’engrenages peuvent réduire l'efficacité de ces systèmes et même conduire à des arrêts de 
production dans certaines applications. Par conséquent, le diagnostic et la détection précoce 
des défauts d’engrenages semblent cruciaux afin d'optimiser la maintenance préventive et 
réduire l'impact financier de ces défauts en particulier dans le cas des applications de fortes 
puissances. 

Dans ce contexte, un certain nombre de techniques et d'outils tels que l'analyse des 
signaux vibratoires [1], [2] et sonores [3] – [5] ont été traditionnellement utilisés pour 
surveiller et diagnostiquer les défauts d’engrenages. Cependant, plusieurs inconvénients sont 
associés à ces techniques tels que : a) le bruit de fond constaté dans les signaux générés par 
des excitations externes, b) les mesures invasives susceptibles d’influer sur le comportement 
du système et sa réponse, c) la sensibilité de la mesure à la position des capteurs, d) le coût 
élevé des capteurs de haute précision et e) dans certaines applications, les difficultés 
techniques de mise en œuvre des capteurs sur des pièces en rotation et / ou dans des 
environnements hostiles (températures élevées, espace d’accès limité, etc…). 

Bien que la surveillance des engrenages par analyse de signaux vibratoires soit encore 
largement utilisée, des travaux de recherche récents se sont orientés vers la détection de 
défauts mécaniques (sur roulements, engrenages) par des techniques non intrusives telles que 
l'analyse des signaux des courants du moteur électrique (MCSA : motor current signal 
analysis). Elle apparaît comme une alternative de détection intéressante et simple pour la 
surveillance des systèmes électro-mécaniques [6] – [15]. Cette méthode assure des 
performances techniques intéressantes et entraîne une réduction des coûts d’instrumentation.  

Plusieurs techniques basées sur l'analyse des signaux électriques du moteur semblent 
être prometteuses. L’analyse des courants statoriques est maintenant largement utilisée pour la 
détection des défauts des roulements (défauts locaux et excentricité de l’axe de rotation). 
Dans ce cas, la méthode est basée sur le calcul des paramètres caractéristiques et sensibles aux 
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défauts qui sont extraits à partir des courants statoriques dans les domaines temporel ou 
fréquentiel [7] – [9]. D’autres contributions récentes ont démontré, d’un point de vue 
analytique et expérimental, l'influence des défauts d’engrenages sur la signature des courants 
statoriques dans les machines à induction [10] – [14]. Les auteurs ont prouvé que l’analyse de 
la signature du courant statorique est suffisamment précise pour fournir des informations 
pertinentes sur les défauts d’engrenages. La même méthode a été appliquée avec succès pour 
la détection des défauts sur des transmissions d’engrenages (roue et vis sans fin) entraînées 
par un moteur DC à aimant permanent sans balais (BLDC) [15]. 

Dans la continuité de cette approche, les auteurs ont proposé dans [16] une version 
simplifiée de modèle électro-mécanique, basée sur un modèle dq pour le moteur asynchrone 
et un modèle dynamique torsionnel d'un système d’engrenages droits ou hélicoïdaux. 
Cependant, le modèle dq n’est pas assez précis pour tenir compte des effets d’encoches 
statoriques et rotoriques, des variations de l’épaisseur de l’entrefer, de l'excentricité du rotor, 
des variations des inductances statoriques et rotoriques avec la saturation du circuit 
magnétique, etc., ce qui peuvent perturber l’ensemble de la simulation et la détection des 
défauts d’engrenages. Par ailleurs, le modèle torsionnel d’engrenage employé est restrictif et 
ne permet pas de simuler les effets de flexion qui peuvent être influents sur le couplage entre 
les parties mécanique et électrique. 

Dans [17], les auteurs ont proposé une nouvelle formulation analytique plus détaillée 
pour simuler un système électro-mécanique composé d’un moteur asynchrone et d’un train 
simple étage à engrenages droits ou hélicoïdaux, des arbres et des paliers. Dans cette étude, le 
système mécanique est caractérisé par un modèle tridimensionnel permettant de considérer les 
degrés de liberté de torsion, flexion et traction/compression. Il est démontré que le modèle 
électro-mécanique dynamique global peut être décrit par un unique système différentiel non 
linéaire dans lequel le vecteur d'état contient à la fois les inconnues électriques (courants et 
flux magnétiques) et mécaniques (déplacements et vitesses). Une analyse paramétrique a été 
présentée pour illustrer la faisabilité et l'intérêt de la détection précoce des défauts locaux sur 
les dents d’engrenages basée sur l'analyse des signaux électriques. 

En ce qui concerne le sous-système électrique, plusieurs modèles sophistiqués de 
machines à induction peuvent être trouvés dans la littérature tels que le modèle des 
inductances couplées [18] et le modèle de réseaux de perméances [19]. Toutefois, la 
simulation de la saturation du circuit magnétique n'est pas aisée en utilisant l’approche des 
inductances couplées et la détermination des paramètres de ce modèle est plus délicate. Dans 
la perspective d’analyser les couplages entre les défauts réels d’engrenages à un stade précoce 
de développement (petites fissures et écailles) et les défauts électriques dans la machine à 
induction, une modélisation plus fine et réaliste de ce type de machines semble être 
nécessaire. Dans [20], les auteurs ont proposé un modèle électromécanique 3D très 
sophistiqué et détaillé afin de considérer l’ensemble de ces phénomènes. Le moteur 
asynchrone est caractérisé par un réseau de perméances qui consiste à discrétiser la machine à 
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induction en tubes magnétiques homogènes avec des sections constantes. Chaque tube de flux 
est une enveloppe imaginaire, fermée et parallèle à la direction des lignes d'induction dont la 
section est assez petite pour que la variation du champ magnétique (B) dans le tube puisse être 
négligée. Chaque tube est caractérisé par sa perméabilité et sa force magnétomotrice. 
Contrairement au modèle d’inductances couplées, les réseaux de perméances permettent de 
considérer tous les défauts qui peuvent exister dans une machine à induction en incluant la 
saturation du circuit magnétique et offre une représentation plus détaillée de l'état magnétique 
de la machine. Cette approche est aussi plus souple parce que la présence de défauts tels que 
l’excentricité statique et/ou dynamique, les variations d’entrefer, etc. peut être simulée 
facilement. Il est démontré que les modèles magnétiques, électriques et mécaniques couplés 
peuvent être décrit par des systèmes différentiels non linéaires. Un certain nombre de résultats 
numériques sont présentés dans [20] illustrant les interactions entre les sous-systèmes 
électromagnétiques et mécaniques et prouvant la possibilité de détection de défauts 
électriques et mécaniques par l’analyse des signatures des courants électriques en déterminant 
les fréquences caractéristiques de chaque type de défaut. 

L’organisation en trois chapitres retenue pour la présentation de ce manuscrit traduit la 
démarche suivie pendant les travaux de cette thèse. Le premier chapitre est consacré à une 
étude bibliographique portant sur la présentation des défaillances qui peuvent se produire dans 
un système électromécanique. Les différentes techniques de détection des défauts 
d’engrenages et des différents modèles dynamiques de machines électriques et de 
transmissions par engrenages sont ensuite introduites. Les modèles retenus pour le moteur 
asynchrone sont le modèle dq de Kron et le modèle des réseaux de perméances. D’autre part, 
pour l’engrenage, le modèle choisi est à paramètres concentrés avec des raideurs de liaison 
distribuées. 

Le deuxième chapitre traite de la modélisation dynamique de systèmes 
électromécaniques composés d’un moteur asynchrone à cage et d’un train simple étage de 
transmission par engrenages. Dans un premier temps, ce système est caractérisé par un 
modèle analytique tridimensionnel en couplant le modèle dq de Kron pour le moteur 
asynchrone et un modèle masses ressorts pour l’engrenage. Le modèle électrique est élaboré 
en transformant la machine à induction triphasée en une machine biphasée équivalente avec 
des enroulements fictifs. Le modèle mécanique, quant à lui, est basé sur la théorie des petits 
déplacements superposés aux mouvements des corps rigides. Le comportement dynamique de 
ce système électromécanique est décrit par un système différentiel non linéaire unique résolu 
en couplant un schéma d’intégration pas à pas dans le temps de Newmark et un algorithme de 
contact unilatéral qui contrôle le chargement sur les flancs de dentures. La connaissance des 
interactions des composantes électriques et mécaniques nécessite la modélisation de 
comportements physiques qui ne sont pas pris en compte par le modèle précédent. Dans cet 
objectif, la machine à induction a été ensuite caractérisée par un modèle de réseaux de 
perméances consistant à décrire la machine par un ensemble de circuits magnétiques en se 
basant sur la discrétisation du domaine étudié en tubes de flux. Ce modèle permet de 
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considérer la géométrie de la machine, l’encochage, la variation des inductances propres et 
mutuelles avec la saturation, etc. Les équations décrivant le comportement électromagnétique 
de la machine sont développées en couplant les équations de chaque sous élément. La 
machine à induction est ainsi caractérisée par un système différentiel non linéaire du premier 
ordre qui est résolu par un schéma d’intégration pas à pas dans le temps de Newmark. Les 
couplages entre les modèles électriques et mécaniques sont assurés en respectant les 
entrées/sorties de chaque sous-système. 

Le troisième chapitre présente une étude expérimentale réalisée sur un banc d’essais 
d’engrenages en boucle mécanique fermée (FZG) afin de provoquer un écaillage réel sur des 
engrenages neufs. Des mesures d’erreurs de transmission sous charge ont été réalisées à l’aide 
de codeurs optiques à haute résolution avant et après l’apparition de l’écaillage pour plusieurs 
chargements et vitesses de rotation et ont été confrontées aux résultats de simulations 
numériques. Ensuite, ce chapitre présente la simulation de défauts d’écaillage sur une dent du 
pignon et les différents résultats numériques montrant l’influence de ce défaut sur la signature 
des courants statoriques du moteur électrique et sur le comportement dynamique de 
l’engrenage. Une étude paramétrique a été conduite afin de déterminer les zones de sensibilité 
maximale de détection sur les flancs actifs de dentures. Une étude spectrale des courants 
statoriques a permis de différencier les fréquences caractéristiques de chaque type de défaut et 
son origine (défaut du moteur (excentricité du rotor) ou défaut de l’engrenage (écaillage)). 
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Chapitre I : Etude bibliographique 
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I.1. Introduction 

Les transmissions mécaniques par engrenages entraînées par les moteurs à induction 
sont couramment utilisées dans plusieurs applications industrielles. Ces systèmes 
électromécaniques offrent plusieurs avantages en raison de leur robustesse, leur compacité, 
leur coût réduit et leur haut degré de fiabilité. Cependant, dans certains cas, quelques 
défaillances peuvent être rencontrées entraînant une réduction de l'efficacité de ces systèmes 
électromécaniques. 

Dans ce chapitre, une étude bibliographique sera présentée portant sur l’énumération 
des défaillances dans les convertisseurs électromécaniques, la présentation des différentes 
techniques de détection des défauts d’engrenages et la synthèse des différents modèles 
dynamiques de machines électriques et de transmissions par engrenages. Les modèles retenus 
pour le moteur asynchrone (modèle dq de Kron et le modèle des réseaux de perméances) et 
pour l’engrenage (modèle à paramètres concentrés avec des raideurs de liaison distribuées) 
seront détaillés. Les bases théoriques permettant d’étudier leur comportement dynamique 
couplé et les phénomènes qui le conditionnent tels que la présence des défauts d’écaillage, 
seront établis. 

I.2. Défaillances des systèmes électromécaniques 

I.2.1. Défaillances électriques du moteur asynchrone à cage d’écureuil 

Les défaillances électriques dans les machines à induction peuvent être liées à plusieurs 
causes qui sont classées en trois classes [21] : 

• les générateurs de pannes ou initiateurs de défauts : survoltage d’alimentation, 
surchauffe du moteur, défaut électrique (court-circuit), problème d’isolation 
électrique, moteur bloqué, défauts mécaniques, etc. 

• les amplificateurs de défauts : surcharge fréquente, température ambiante élevée, 
environnement humide, tension et fréquence d’alimentation anormales, vibrations 
mécaniques, mauvais lubrification et graissage, échauffement permanent (mauvaise 
ventilation), vieillissement, etc. 

• les défauts de fabrication et les erreurs humaines : mauvais dimensionnement de la 
machine, composants défectueux, protections inadaptées, etc. 

En se basant sur l’étude statistique effectuée par une compagnie d’assurance allemande 
de systèmes industriels en 1988 [22] sur les différentes défaillances possibles des machines 
asynchrones de moyenne puissance (de 50 kW à 200kW), deux principaux emplacements des 
défauts ont été dégagés qui sont le stator (60 %) et le rotor (22 %). Cette étude a montré 
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également que le pourcentage des défauts au stator a diminué de 78 % à 60 % entre 1973 et 
1988, alors que le pourcentage des défauts au rotor a augmenté de 12 % à 22 % dans la même 
période. Ceci montre que les défauts électriques représentent toujours les principales 
défaillances dans ce type de machines. 

Dans le cas des machines à grandes puissances et à tensions d’alimentation élevées, 
l’étude présentée dans [21] montre que les défauts les plus fréquents se situent au niveau des 
roulements (41 %) et que les défauts au stator et au rotor ne représentent que 12 % et 8 % 
respectivement. Ceci est dû aux contraintes mécaniques élevées appliquées aux éléments de la 
machine (arbres, roulements) par l’intermédiaire du couple électromagnétique important 
généré par cette catégorie de machines. 

Ces statistiques donnent certainement des informations sur les différents défauts 
possibles avec leurs proportions d’existence dans les machines asynchrones. Mais, la 
proportion des défauts peut changer en fonction du type des machines, du type 
d’alimentations, et/ou de l’environnement de fonctionnement. 

I.2.1.1. Défauts au stator 

Le stator représente la partie fixe d’une machine à induction. Il est constitué d’un 
enroulement de conducteurs isolés, bobinés et répartis dans toutes les encoches (Figure I-1). 
Ce bobinage peut être décomposé en deux parties selon leurs rôles : i) les conducteurs dans 
les encoches permettent de créer le champ magnétique tournant dans l’entrefer et contribuent 
à la conversion électromagnétique et ii) les têtes de bobines permettent l’organisation de la 
circulation des courants entre les différents conducteurs mais ne participent pas à la 
conversion électromagnétique. 

 

Figure I-1 : Stator d’une machine asynchrone 

a) La cause : dégradation de l’isolation d’enroulements 

L'apparition d'un défaut au niveau du stator d’une machine asynchrone est 
principalement due à un problème : 
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• thermique : l’étude [23] montre que la durée de vie de l’isolant diminue 
considérablement lorsque la température de l’enroulement dépasse la température 
de fonctionnement nominale. Cette élévation de la température peut être due à une 
surcharge (ce qui induit une élévation des courants statoriques et rotoriques) ou à 
une mauvaise ventilation, les différentes pertes dans la machine (Joule, fer, 
mécanique,…), etc.  

• électrique : cette cause représente la dégradation du matériau diélectrique assurant 
l’isolation des enroulements par une tension supérieure à la valeur nominale ou des 
variations (augmentation excessive) brutales et instantanées de cette tension. 

• mécanique : les vibrations de la structure peut entraîner la détérioration des isolants 
par érosion et abrasion. 

• environnemental : la détérioration de la qualité de l’isolation peut être réalisée par la 
présence d’humidité ou de produits chimiques dans l’air ambiant. En effet, le 
fonctionnement du matériau d’isolation dans un environnement sévère de travail 
représente la cause la plus courante de vieillissement de l’isolant. 

Cependant, d’autres phénomènes peuvent se manifester comme causes de la dégradation 
des isolants tels que la détérioration dès la fabrication (méthode de mise œuvre inadaptée, 
défaut de fabrication, …) et le vieillissement naturel. 

Dans ce cas, l’isolant n’assure plus sa fonction et un court-circuit apparaît dans les 
enroulements concernés.  

b) Les conséquences  

Les défauts statoriques les plus récurrents sont le court-circuit entre spires, le court-
circuit entre phases, le court-circuit phase/bâti (Figure I-2) [24]. A un état précoce, ces défauts 
n’affectent souvent pas le fonctionnement normal de la machine. Toutefois, ils évoluent au 
cours du temps et peuvent donc se transformer en défaillance sévère et grave. La détection des 
courts-circuits pendant le fonctionnement du moteur permettrait de réduire la propagation des 
défaillances et de minimiser les coûts de réparation et de temps d’arrêt du moteur. Ce type de 
défauts peut être détecté par analyse spectrale des courants statoriques absorbés par la 
machine.  
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Figure I-2 : Représentation schématique des différents courts-circuits au stator 

b1) Court-circuit entre spires 

Un court-circuit entre spires de la même phase est un défaut très fréquent dans le stator. 
Il est dû essentiellement à la dégradation de l’isolation dans un ou plusieurs endroits de 
l’enroulement concerné. Les études [6] et [24] montrent qu’en présence d’un court-circuit 
entre spires de la même phase, le moteur peut continuer à fonctionner. Cependant, ce défaut 
provoque : 

• une augmentation des courants statoriques de la phase affectée. 

• une légère variation de l’amplitude sur les autres phases. 

• une modification du facteur de puissance. 

• une amplification des courants dans le circuit rotorique. 

• une augmentation de la température dans l’enroulement, ce qui peut provoquer la 
dégradation accélérée des isolants et l’apparition d’un 2ème court-circuit. 

• une augmentation des oscillations du couple électromagnétique en gardant une 
valeur moyenne sensiblement identique à celle sans défaut. 

b2) Court-circuit entre phases 

Un court-circuit entre phases représente le défaut statorique le plus nuisible en 
provoquant l’arrêt instantané du moteur. Ce type de défaut peut être constaté en tout point du 
bobinage, mais il possède des conséquences variables selon sa localisation. En effet, la 
présence d’un court-circuit entre phases proche de l’alimentation du moteur entraîne 
l’élévation des courants statoriques qui conduit à la fusion des conducteurs d’alimentation 
et/ou à la disjonction par les protections. D’autre part, un court-circuit proche du neutre entre 
deux phases engendre l’arrêt instantané du moteur sans provoquer la fusion des conducteurs. 

b3) Court-circuit entre phase/bâti 

/phase Bâti

entre spires

entre phases
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Les courts-circuits au stator peuvent aussi apparaître entre une phase et la carcasse 
métallique de la machine (bâti). Ce défaut n’a pas de conséquences du point de vue matériel 
parce que le potentiel pris par le bâti dans le cas d’un court-circuit avec l’enroulement est 
généralement un potentiel flottant et d’autre part, le bâti est souvent relié à la masse pour des 
raisons de liaisons mécaniques. 

Cependant, ce type de défaut peut être très dangereux pour la sécurité des utilisateurs de 
la machine. Ceci impose aux installateurs de mettre en place des dispositifs de protection 
(disjoncteurs différentiels). 

En présence de cette défaillance, la résistance et l’inductance de la phase concernée 
diminuent. Ce qui induit l’augmentation du courant circulant dans cette phase et l’élévation de 
la température pouvant engendrer des nouveaux problèmes d’isolation dans l’enroulement. 
D’autre part, ce défaut génère une composante homopolaire qui déséquilibre le système 
triphasé de la machine et entraîne l’apparition d’un couple pulsatoire (sources de vibrations 
mécaniques). Ce type de défaillance pourrait être détecté par une simple mesure du courant de 
fuite. 

I.2.1.2. Défauts au rotor 

Dans une machine asynchrone à cage d’écureuil, le rotor est composé d’un circuit 
électrique et d’un autre magnétique. Le circuit électrique représente physiquement la cage du 
rotor qui est constituée d’un ensemble de barres régulièrement réparties et liées par deux 
anneaux de court-circuit. Ces anneaux permettent la circulation des courants entre les 
différentes barres rotoriques. Cependant, le circuit magnétique est constitué de disques en 
tôles encochées empilés sur l’arbre de la machine. Les barres de la cage sont réalisées 
généralement en cuivre et frettées sur les tôles du rotor pour les machines de forte puissance. 
Elles peuvent être réalisées en aluminium coulé dans les encoches du rotor pour les machines 
de faible et de moyenne puissance. 

 

Figure I-3 : Représentation de la cage du rotor d’une machine asynchrone 

−
Anneaux de

court circuit

Barres du rotor sièges
des courants induits
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Les moteurs à cage d’écureuil constituent le plus grand nombre des moteurs 
asynchrones utilisés actuellement à cause de leur robustesse élevée et leur prix réduit. Mais, 
après un certain temps de fonctionnement ou un accident, les rotors à cage peuvent présenter 
des défaillances dues en particulier aux problèmes suivants : 

• Défaut de déverminage (bulles lors de l’injection de l’aluminium dans les encoches 

• thermique (surcharge,…) 

• électromagnétique (force en B2(t),…) 

• résiduel (déformation,…) 

• dynamique (arbre de transmission,…) 

• mécanique (roulement,…) 

• environnemental (agression par des produits chimiques, humidité, …) 

Les défauts rotoriques les plus fréquents et provoqués par une des causes présentées 
précédemment peuvent être définis comme suit : 

a) Rupture de barres 

La rupture ou la casse de barres rotoriques représente le défaut le plus courant au rotor. 
Ce défaut peut se manifester au niveau de l’encoche ou au niveau de la liaison avec les 
anneaux de court-circuit. La détérioration de barres rotoriques diminue la valeur moyenne du 
couple électromagnétique et augmente l’amplitude des oscillations. Ce qui provoque des 
oscillations de la vitesse de rotation et donc, des vibrations mécaniques [25]. Ce 
fonctionnement anormal de la machine peut engendrer d’autres défauts soit dans le rotor soit 
dans le stator. L’effet de la casse croît considérablement avec l’augmentation du nombre des 
barres cassées [26]. 

b) Rupture d’une portion d’anneau de court-circuit 

Les portions d’anneaux de court-circuit peuvent être cassées suite une détérioration des 
conditions de fonctionnement (température, humidité, …) ou une surcharge de couple 
(courant d’anneaux plus élevé). De plus, la rupture de portion d’anneau peut être due aux 
dilatations différentielles entre les barres et les anneaux ou à des défauts de fabrication ou le 
mauvais dimensionnement des anneaux. 

La présence d’un défaut de rupture ou de casse d’une portion d’anneau de court-circuit 
crée un déséquilibre dans la répartition des courants dans les barres rotoriques [25]. Ceci 
implique une modulation d’amplitude sur les courants statoriques similaire à celui provoqué 
par la casse de barres. Il est par conséquent difficile de distinguer  la rupture d’une portion 
d’anneau de celle des barres rotoriques [27]. 
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c) Excentricité statique et dynamique 

Dans une machine électrique à induction, l’axe du rotor n’est jamais parfaitement aligné 
à celui du stator. Ce décalage entre les deux axes est appelé excentricité. Il peut être est dû à 
défaut de montage (positionnement incorrect des paliers), à un défaut roulement (usure), à un 
défaut de charge, ou à un défaut de fabrication (usinage). 

Cette excentricité représente une source de forces radiales, de vibrations et du bruit dans 
la machine. En effet, l’augmentation de l’excentricité dans l’entrefer donne naissance à des 
forces d’attraction magnétique provoquant des frottements entre le stator et le rotor et un 
déséquilibre de la machine.  D’autre part, ce défaut d’excentricité, par l’intermédiaire des 
forces électromagnétiques, agit sur le circuit magnétique statorique et ses enroulements, ce 
qui peut engendrer une dégradation de son isolation en dépassant certaines limites. En 
conclusion, ce défaut modifie considérablement le comportement magnétique et mécanique de 
la machine [28], [29]. 

Trois cas d'excentricité sont généralement distingués : 

• l'excentricité statique (Figure I-4.a): le rotor est déplacé du centre de l'alésage stator 
mais tourne toujours autour de son axe. 

• l'excentricité dynamique (Figure I-4.b): le rotor est positionné au centre de l'alésage 
mais ne tourne plus autour de son axe. 

• l'excentricité mixte : associant les deux cas précédemment cités. 

 

Figure I-4 : Modélisation schématique de l’excentricité a) statique et b) dynamique 

I.2.2. Défaillances mécaniques 

Les principaux défauts mécaniques qui peuvent exister dans un système 
électromécanique sont les défauts de roulements et d’engrenages. Plusieurs causes peuvent 
être l’origine de la présence des avaries et des défaillances plus ou moins graves par rapport 
au fonctionnement sain du système mécanique. Parmi ces causes, on peut citer les défauts de 
fabrication, de montage et de fatigue. Dans cette étude, on va s’intéresser aux défauts de 
roulements et d’engrenages qui apparaissent par fatigue au cours du fonctionnement du 
système. 

( )a ( )b
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I.2.2.1. Défauts de roulements 

Dans un système électromécanique, plusieurs roulements sont installés dans la partie 
motrice (moteur à induction) et dans la partie de transmission de puissance mécanique. Ils 
servent à maintenir l’arbre du rotor de la machine et l’arbre de transmission afin de les guider 
en rotation. 

Les principales causes de la détérioration prématurée d'un roulement sont : 

• La mauvaise lubrification (quantité et/ou lubrifiant inadapté, etc…) pouvant être 
l’origine de certains défauts tels que le grippage, la rupture des bagues par 
contraintes thermiques, la détérioration des cages et l’écaillage ... 

• L’environnement (pollution par l’entrée de liquide ou de particules solides, passage 
de courant électrique …) qui peut être la cause de l’usure, de la corrosion, des 
cratères, des empreintes et des cannelures dues au passage d’un courant 
électrique… 

• Le montage incorrect (montage brutal, mauvais ajustement et jeux, défauts de 
réglage, serrage excessif, etc…). Ceci peut engendrer des empreintes sur les corps 
roulants par déformation plastique, certaines détériorations de cages et de la 
corrosion liée au contact … 

• L’utilisation du roulement dans des conditions de fonctionnement mal adaptées 
(charges, vitesse) peut provoquer l’écaillage, le grippage et la détérioration des 
cages. 

• La fatigue de contact qui produit des défauts de fissures et d’écaillage. 

 

Les principales avaries provoquées par ces causes sont détaillées ci-dessous [30] : 

• Usure abrasive : elle est définie comme étant l’usure par enlèvement progressif de 
la matière en surface. Elle est généralement liée à des roulements mal lubrifiés. 

• Usure adhésive : cette avarie est produite lors du grippage entre deux surfaces 
frottantes, ce qui entraîne des rayures et des arrachements dans l’une des surfaces et 
donc un transfert de matière entre les surfaces frottantes. Des soudures localisées 
entre des aspérités de surfaces peuvent aussi exister. 

• Empreintes : c’est un défaut de surface qui est dû à une déformation plastique sous 
l’effet de la charge appliquée au contact. 

• Déséquilibre thermique : il peut être lié au dégagement excessif de la chaleur des 
surfaces en contact lorsque la chaleur n’est pas dissipée en continu ou le lubrifiant 
est inadapté. Ce qui entraîne la réduction de la dureté des matériaux en contact. 
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• Ecaillages : cette avarie est liée aux contraintes élevées de compression et de 
cisaillement entre les matériaux en contact et elle se manifeste par l’apparition de 
fissures qui croissent lentement jusqu’à l’arrachement d’une écaille. 

Dans le cas des roulements convenablement entretenus, toutes les causes de 
détérioration des roulements disparaissent sauf l'usure par fatigue qui conduit à l’écaillage. Ce 
défaut apparaît même dans les conditions de fonctionnement idéales et il limite la durée de vie 
des roulements. En effet, le principe de construction des roulements conduit à une 
transmission de très fortes charges entre les deux bagues au niveau des contacts avec les 
éléments roulants. Ceci induit des contraintes de compression maximales en surface et des 
contraintes de cisaillement maximales en sous couche. Ces contraintes sont élevées et 
présentent un caractère cyclique dû à la rotation relative entre les bagues et les éléments 
roulants des roulements. La combinaison de ces facteurs entraîne, après un certain temps plus 
ou moins long de fonctionnement du roulement, des fissurations par fatigue du métal qui se 
propagent en surface et provoquent ensuite l’écaillage. 

I.2.2.2. Défauts d’engrenages 

Les défauts d’engrenages les plus rencontrés peuvent être classés en deux groupes 
d’avaries selon leur caractère réparti ou localisé sur la surface de la denture. 

a) Défauts répartis 

• Usure abrasive : cette usure est liée à la présence des particules abrasives dans le 
lubrifiant et elle est due à l’enlèvement de matière lors d’un glissement important 
entre les deux surfaces frottantes. Ce phénomène peut être accentué lorsque le 
lubrifiant contient des substances corrosives. Cependant, le durcissement superficiel 
de la denture d’engrenage ralenti l’apparition et la progression de cette usure. 

• Piqûres (ou pitting) : c’est une avarie répartie sur toute la surface de la denture 
(Figure I-5), elle s’agit d’un ensemble de trous qui ne dépassent pas 0,3 à 0,5 mm 
de profondeur. Cette avarie se trouve sur toutes les dents et en particulier au niveau 
du cercle primitif parce que ce phénomène ne se produit que si le mouvement de 
roulement est plus important que le mouvement de glissement. Les piqûres 
apparaissent donc à l’endroit où la charge est maximale et elles peuvent être suite à 
un défaut d'alignement ou aux déformations anormales des pièces. La présence de 
quelques piqûres ne présente pas un risque immédiat et souvent le phénomène peut 
être ralenti par le changement d’un lubrifiant plus adapté (de viscosité plus 
importante). 
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Figure I-5 : Pittings évolutifs sur une roue chevron [31] 

• Grippage généralisé : Le grippage est une avarie liée au contact entre les surfaces 
métalliques des dents lors de l'engrènement en entraînant un arrachement de 
matière. Le grippage apparaît lorsque le film lubrifiant entre les dents est inadéquat. 
Ce défaut produit des modifications de l’état de surface de toutes les dents tels que 
le changement de coloration, les fines rayures et les ondulations de surface pour un 
engrenage durci et la destruction de toutes les surfaces pour un engrenage non traité 
ou insuffisamment traité. Après l’apparition de cette avarie, le couple d’engrenage 
génère plus de vibrations et le facteur de frottement augmente et devient irrégulier. 

 

Figure I-6 : Grippage couvrant l'ensemble des dentures [31] 

b) Défauts localisés 

• Ecaillage : c’est une avarie qui commence toujours par une fissure à l'intérieur du 
métal à cause de la contrainte de cisaillement maximale appliquée en sous couche. 
Ensuite, la fissure se propage jusqu’à atteindre la surface de la denture en libérant 
des fragments de métal en plaques plus ou moins irréguliers aux dépens de l’état de 
la surface de la dent. Les zones écaillées représentent des surfaces irrégulières et des 
profondeurs variables qui suivent une pente plus ou moins douce de la périphérie 
vers l’intérieur de l’écaille. Cette avarie est beaucoup plus courante sur des dentures 
traitées superficiellement (couche superficielle durcie par cémentation ou trempe) 
que sur celles qui sont traitées à cœur. L’écaillage est un défaut dangereux parce 
qu’il peut provoquer rapidement la rupture de la dent défectueuse à cause de la 
propagation de la fissure dans toutes les directions à l’intérieur de la dent en même 
temps que sa migration vers la surface (diminution de la résistance de la dent aux 
efforts de flexion). 
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Figure I-7 : Ecaillage par fatigue [31] 

• Fissures : ce défaut se forme souvent au pied de dent. C'est-à-dire à l’endroit de la 
concentration maximale de contrainte due à la sollicitation en flexion. La présence 
de ce type de fissures fragilise la dent défectueuse et diminue sa résistance à la 
rupture. Ce phénomène peut être accentué par la présence d’une écaille à cet endroit 
critique de la dent. En plus de la fatigue due à la sollicitation en flexion, d’autres 
causes de fissures peuvent se manifester tels que les défauts de fabrication (état des 
surfaces, criques de rectification) et les criques d'origine thermique. 

 

Figure I-8 : Fissure en pied de dent 

• Dents cassées : dans un système de transmission par engrenage, le défaut de rupture 
des dents est lié à deux phénomènes classiques qui sont : i) les chocs dus aux 
surcharges et ii) la fatigue due aux charges cycliques de flexion (Figure I-9). En 
effet, les chocs de surcharges peuvent résulter de certains chocs de torsion dans le 
système d’entraînement qui sont souvent associés à la défaillance de la charge 
entraînée par la boîte de transmission. Dans ce cas, les surfaces fracturées montrent 
une seule zone de rupture avec aucun signe de fatigue. Généralement une ou deux 
dents sont touchées et les autres sont en bon état et ne présentant aucun signe de 
fissures. Des effets similaires peuvent également survenir si un corps étranger 
pénètre dans l’engrènement. D’autre part, la rupture des dents peut également 
provenir de défaillances par fatigue sous les charges cycliques de flexion appliquées 
aux dents, ce qui représente un des critères principaux utilisés dans la conception 
des engrenages. Ce défaut commence par une fissure qui est généralement au pied 
de la dent et évolue à travers la base de la dent jusqu'à la rupture complète de la dent 
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du corps d’engrenage. Dans ce cas, les dents adjacentes à celle cassée montrent 
souvent des fissures à un stade précoce de développement. 

 

Figure I-9 : Dent cassée due à aux fissures en pied de dent résultant de la fatigue liée aux 
charges cycliques de flexion 

• Grippage localisé : ce défaut correspond à des arrachements de matière dans une 
partie de la zone de contact entre les surfaces frottantes. Il peut être dû à la 
formation d’une micro-soudure immédiatement cisaillée suite à une surcharge 
locale et brutale, à un défaut d’alignement des dentures et/ou à un défaut de 
lubrification (rupture du film d’huile). Ce type de défaut peut être ralenti ou même 
stoppé par l’utilisation d’une graisse de rodage appropriée. 

 

Figure I-10 : Grippage localisé sur les têtes de dent [31] 

I.3. Techniques de détection des défauts d’engrenage 

L’apparition des défauts d’engrenage dans un système mécanique est un phénomène 
inévitable. Cependant, plusieurs études ont été faites afin de réduire la présence de ces 
défauts, d’augmenter le temps de fonctionnement de l’engrenage en état sain et d’améliorer 
les performances des trains d’engrenage. Ces études nécessitent la connaissance des 
caractéristiques des défauts qui peuvent être collectées par plusieurs techniques de détection. 

I.3.1. Analyse des signaux vibratoires 

L’analyse des signaux vibratoires des réducteurs représente la technique la plus 
répandue de détection de défauts et d’avaries de contact des engrenages. Elle est réalisée par 
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l’analyse des signaux recueillis sur le système en fonctionnement à l’aide des capteurs 
facilement positionnables (accéléromètres, codeurs optiques). Le traitement des signaux 
mesurés diffère d’un cas à l’autre en fonction des résultats d’analyses souhaités. En effet, 
certains problèmes de détection de défauts nécessitent simplement l'analyse par la transformée 
de Fourier. Cependant, d’autres cas demandent une analyse plus fine à l’aide des outils de 
traitement de signal très sophistiqués qui aident à identifier les éléments défectueux par 
recherche des fréquences caractéristiques des défauts (apparition des nouveaux pics ou 
augmentation de l’amplitude à des fréquences déjà existantes) [32]. 

I.3.1.1. Analyse spectrale des signaux vibratoires 

L’analyse spectrale est l'outil majeur pour l'étude et l’analyse des signaux vibratoires. 
Ces signaux mesurés sont très riches en harmoniques et très bruités. La transformée de 
Fourrier classique ne permet pas d’exploiter facilement les signaux mesurés. Il est nécessaire 
d’avoir des méthodes plus précises d’analyses spectrales dites de haute résolution. On peut 
citer par exemple la méthode de Capon, la méthode de Lagunas et la méthode du maximum 
d'entropie (spectre autorégressif) [1], [32]. Ces méthodes donnent une bonne approximation 
des spectres estimés même avec un nombre d'échantillons relativement réduit. Ce sont des 
méthodes d'analyse par banc de filtres. Elles sont précises au niveau de la résolution 
fréquentielle et de l'estimation de l'amplitude, donc, elles peuvent mettre en évidence des 
détails qui échappent aux méthodes classiques d'analyse de Fourier. 

a) Transformée de Fourier 

La transformée de Fourier est une opération mathématique qui décompose un signal 
temporel en ses fréquences constituantes. La transformée de Fourier d’un signal temporel 

( )x t  est définie par : 

 ( ) ( ) 2 if tX f x t e dtπ∞ −

−∞
= ∫  (I.1) 

En supposant que ce signal est à énergie finie, il possède une transformée de Fourier 
discrète définie par : 

 ( ) ( ) 2 ikf

k
X f x k e π

∞
−

=−∞

= ∑  (I.2) 

 

La transformée de Fourier représente l’outil de base pour l’analyse spectrale. Ses 
propriétés sont parfaitement connues. Elle est appliquée en premier temps au cas de signaux 
déterministes continus. Ensuite, la théorie a été étendue à des processus aléatoires 
stationnaires, échantillonnés. Enfin, des algorithmes rapides du calcul de la transformée de 
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Fourier ont été élaborés rendant cette méthode particulièrement intéressante et utilisée dans 
plusieurs applications. Ses avantages tiennent à sa robustesse et à sa résistance au bruit. 

Cependant, la méthode de la transformée de Fourier possède quelques inconvénients liés 
à la résolution en 1/N (donc faible lorsque peu de points sont disponibles, N est le nombre de 
points) et le fait que les estimateurs de la DSP sont non consistants (par contre l’estimation de 
la position des raies est consistante). Des méthodes plus sophistiquées et plus efficaces 
semblent nécessaires dans certaines applications. 

b) Méthode de Capon 

La méthode de Capon consiste à estimer la densité spectrale de puissance d’un signal à 
chaque fréquence. Pour présenter la méthode, le signal ( )x n  est filtré pour obtenir un signal 

( )y n  : 

 ( ) ( )
0

p

k
k

y n a x n k
=

= − ⋅ −∑  (I.3) 

Etant défini dans [32], les coefficients ka  du filtre d’ordre p  sont optimisés afin de 

recueillir sans distorsion la contribution du signal à la fréquence voulue if  et de minimiser la 

contribution des autres fréquences. Donc, si le signal contient une composante à la fréquence 

if , elle sera réhaussée par rapport au reste des fréquences. 

Les coefficients ka  doivent vérifier donc la contrainte linéaire suivante : 
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En respectant la contrainte (I.4), les coefficients ka  doivent minimiser l’énergie en 

sortie du filtre qui s’écrit TH R Hi i  avec R , la matrice d’autocorrélation du signal, définie 

positive et hermitienne où ijR E n n i jx x + − =   . 

Donc, la densité spectrale de puissance en sortie du filtre est prise comme ”estimateur 
spectral” : 

 ( ) H -1

1P
E R Ei

i i

f ≈  (I.5) 
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Cette méthode d'estimation spectrale approxime donc la densité spectrale à la fréquence 
étudiée par l'énergie en sortie d'un filtre qui contient sa contribution à cette fréquence 
(l'énergie est constante lorsqu’il s’agit d'une sinusoïde pure à cette fréquence). Mais, cette 
sortie contient aussi une erreur résiduelle due à la contribution des autres fréquences. Cette 
erreur est d'autant plus faible que l'ordre du filtre est élevé. 

c) Méthode de Lagunas 

D’après [32], la méthode de Lagunas consiste à réaliser l'analyse spectrale d’un signal 
avec le même banc de filtres que celui de la méthode de Capon. Soit : 

 
-1

H -1

R EH
E R E

i
i

i i

=  (I.6) 

Toutefois, la différence est que la densité spectrale du signal à la fréquence étudiée n'est 
plus approximée. Elle introduit une hypothèse supplémentaire (par rapport à la méthode de 
Capon) qui consiste à considérer que la densité spectrale est plate (varie peu) autour de la 
fréquence étudiée. 

Donc, d’après [32], l’expression de la densité spectrale de puissance du signal est 
donnée par : 

 ( )
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E R EP
E R E

i i
i

i i

f =  (I.7) 

Contrairement à la méthode de Capon qui consiste à mesurer l’énergie, la méthode de 
Lagunas est une mesure de puissance du signal à chaque fréquence. En vérifiant les 
hypothèses admises pour cette méthode, elle offre une excellente résolution en fréquence et en 
amplitude. Comme la méthode précédente, la résolution est d'autant meilleure que l'ordre du 
filtre est élevé. En outre, il est à signaler que, dans cette méthode, le filtre estimé est adapté au 
signal fréquence par fréquence, contrairement à l'analyse de Fourier classique où le filtre est 
indépendant du signal. 

d) Spectre autorégressif 

Depuis le début des années 1980, plusieurs modèles ont été introduits dans la 
surveillance des machines, principalement dans le diagnostic des dysfonctionnements des 
équipements des processus de fabrication et de transformation. Un certain nombre de 
méthodes paramétriques sont disponibles pour la détection des défaillances des systèmes 
mécaniques. D’après [1] et [32], la méthode de modélisation autorégressive est une méthode 
efficace de détection et de diagnostic des défauts d’engrenage. 

La modélisation autorégressive réalise une estimation spectrale de haute résolution 
(meilleure résolution fréquentielle). Cette méthode consiste en une modélisation paramétrique 
avec une fonction de transfert rationnelle pour l'estimation spectrale de puissance des signaux 
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temporels. La modélisation autorégressive est adaptée pour représenter des spectres avec des 
pics pointus, ce qui est le cas des signaux vibratoires issus du fonctionnement des engrenages. 
Elle est aussi particulièrement utile pour la modélisation des données sinusoïdales. En outre, 
l'estimation des paramètres du modèle autorégressif est souvent liée à la résolution d'équations 
linéaires qui sont relativement faciles à résoudre. 

La modélisation autorégressive consiste à associer à la séquence de signal nx , 

0...n N= , un jeu de paramètres ka  (I.8). Ce modèle est exprimé par une régression linéaire 

(d'où le nom ''autorégression'') et un terme d'erreur. 

 
1

p

n k n k n
k

x a x e−
=

= − ⋅ +∑  (I.8) 

avec p  est l’ordre du modèle, ka  sont les coefficients autorégressifs et ne  est une série 

de bruit blanc gaussien de moyenne nulle et de variance 2σ . Il peut être démontré que la 
variance 2σ  du bruit représente la puissance de l'erreur d'approximation. 

Si on considère l'équation (I.8) comme un système linéaire où ne  est l'entrée et nx  est la 

sortie, la fonction de transfert rationnelle du système sera [1] : 

 ( ) ( )
1

1 1

1
p

k
k

k

H z
A z a z−

=

= =
+ ⋅∑

 (I.9) 

Cela constitue un modèle autorégressif (AR) ou un modèle à plusieurs pôles d'ordre p. 
Le modèle est généralement noté comme un AR(p). La résolution de l'estimateur de densité 
spectrale autorégressive est meilleure lorsque l'ordre p du modèle choisi est élevé. 

La densité spectrale de puissance (DSP) du signal temporel nx  est exprimée par [1] : 

 ( )
( )

2

, 2x ARP f
A f
σ

=  (I.10) 

avec 2σ  est la variance du bruit et ( ) 2
A f  représente la DSP des coefficients 

autorégressifs ka . Ces coefficients sont estimés à partir des équations de Yule-Walker, par 

l’algorithme de Levinson-Durbin [33] (il y a une correspondance directe entre ces coefficients 
et la fonction de covariance (et donc d'autocorrélation)). 

La résolution en fréquence de cet estimateur dépend essentiellement du rapport 
signal/bruit. Cependant, cet estimateur est très performant dans le cas d'enregistrements 
courts, avec un rapport signal/bruit satisfaisant (> 5 dB) [32]. Cette méthode est efficace dans 
le cas des signaux riches en harmoniques. Par contre l'estimation de l'amplitude est affectée 
d'un biais qui représente le principal inconvénient de la densité spectrale autorégressive. 
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I.3.1.2. Analyse cepstrale synchrone 

Le cepstre est un opérateur non-linéaire d’analyse des signaux vibratoires. Il est 
initialement utilisé dans la détection des échos et introduit plus tard dans la surveillance 
vibratoire des machines tournantes. Sa définition mathématique est [34] : 

 ( )1s TF Ln S v−  =    (I.11) 

avec ( )S v  est la Transformée de Fourier du signal ( )s t . 

Le cepstre d'énergie d'un signal est très sensible aux motifs répétitifs tels que ceux 
générés par des avaries de contact locales de denture. Cet opérateur transforme le produit de 
convolution en addition. Seule sa composante d'ordre zéro (premier échantillon) dépend de  
l'amplitude du signal d'origine. Il est démontré dans [35] que le cepstre d’énergie des signaux 
d’accélérations mesurés au cours de fonctionnement d’un couple d’engrenage peut être une 
technique de diagnostic et de surveillance efficace et simple à interpréter. En effet, la 
détection du défaut d’engrenage est effectuée en comparant le cepstre des signaux obtenus 
sous échantillonnage angulaire de l’accélération d’un train à engrenage sans et avec défaut. 
Les propriétés établies dans [35] suggèrent que les défauts locaux de dentures pourraient être 
efficacement détectés par l'analyse des évolutions des deux premiers pics cepstraux liés à 
chaque partie tournante (pignon/roue). 

L’étude expérimentale et théorique réalisée dans [34] montre que l’analyse cepstrale est 
un outil efficace de détection des défauts locaux d’engrenage à partir des signatures 
vibratoires. La Figure I-11 montre l’apparition de deux minimums dans la courbe de la M.C.I 
(moving spectrum integral : Le principe est basé sur l'évaluation du cepstre intégral de 
puissance en utilisant une fenêtre rectangulaire normalisée décalée dans le temps le long de la 
totalité du signal d'accélération)  des accélérations mesurées après 11 jours de fonctionnement 
qui sont dus à la présence de deux défauts sur deux dents différentes de l’engrenage, alors que 
la détection sur les mesures d'accélérations semble incertaine. Cette observation a été validée 
par l'inspection visuelle du pignon et qui a révélé un grand écaillage sur la dent 16 du pignon 
et un défaut moins marqué sur la dent 2. Ce qui justifie la différence des amplitudes des 
minimums observés. 
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Figure I-11 : Signal temporel et son MCI (moving cepstrum integral) des accélérations 
mesurées après 11 jours de fonctionnement d’un couple d’engrenages à denture droite  [34]. 

I.3.1.3. Décomposition en ondelettes (wavelet) 

La transformée en ondelettes est utilisé pour diviser une fonction temporelle en 
ondelettes. On distingue deux types de transformées en ondelettes : continue (CWT) et 
discrète (DWT). La transformée en ondelettes continue (CWT) considère les facteurs de 
dilatation et de translation et elle est donnée par l’équation (I.12). Contrairement à la 
transformée de Fourier, la transformée en ondelettes continues possède la capacité de 
construire une représentation temps-fréquence d'un signal en offrant la localisation facile en 
temps et en fréquence. 

 ( ) ( )1, t bCWT a b f t dt
aa

ψ
+∞ ∗

−∞

− =  
 ∫  (I.12) 

avec a  est le facteur de dilatation ou l’indice d'échelle donné par 2 j  (il est inversement 
proportionnel à la fréquence) et b  est le facteur de translation de données donné par 2 j k . 

( )tψ  est une fonction continue en temps et en fréquence (ondelette mère) et ( )tψ ∗  désigne le 

complexe conjugué de ( )tψ . Les coefficients de CWT sont de nature complexes définis avec 

un module et une phase. Par conséquent, le carré du module de ces coefficients est nécessaire 
afin de représenter le niveau d'énergie possédé par un signal. Une telle représentation est 
connue sous le nom de scalogramme. 

Dans le cas d’un ensemble discret d’ondelettes (DWT), le signal est décomposé en deux 
bandes de fréquences. La bande basse fréquence est connue comme étant le niveau 
approximatif (A) et la bande haute fréquence est connue comme le niveau de détail (D). Pour 
une DWT multi-résolution, une arborescence peut être formée, où le signal est décomposé en 
un certain nombre de niveaux de détails avec un seul niveau approximatif. La Figure I-12 est 
un exemple d'une telle décomposition et l’équation (I.13) la réalise : 

Position angulaire du pignon (°) Position angulaire du pignon (°) 

MCI A 

minimums 
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−

=

= +∑∑ ∑  (I.13) 

avec ( )Jf t  désigne le signal, la première et deuxième parties de l’équation indiquent 

respectivement les niveaux de détails et approximatifs, j  et k  signifient respectivement 

l’échelle et la translation (position) de données ; ( )tψ  et ( )tφ  sont respectivement les 

fonctions d’ondelettes et d'échelle; γ  et λ  sont les coefficients respectifs de ces fonctions. Le 
nombre maximum des niveaux de décomposition dépend essentiellement du nombre de points 
de données prises. 

Les fonctions ( )tψ  et ( )tφ  sont données par : 

 ( ) ( ), 2 2j j
j k t t kψ ψ= −  (I.14) 

 ( ),

11 pour
2 2

0 autrement

j j
j k

k kt
tφ

+ ≤ <= 


 (I.15) 

 

 

Figure I-12 : Arborescence de décomposition en ondelettes (DWT) de signaux stables entre 0 
et 2 kHz 

La décomposition en ondelettes des signaux a été utilisée dans plusieurs travaux de 
recherche [36], [37] pour analyser les signaux vibratoires issus des transmissions à engrenages 
en présence de défauts. Ces études montrent la capacité de détection et de suivi des défauts 
d’engrenage tels que la fissure en pied de dent et les avaries de contact à l’aide de la 
décomposition en ondelettes des signaux vibratoires. En effet, dans [36], les auteurs ont 
montré que la technique basée sur la transformée en ondelettes continue semble très efficace 
dans la détection des fissures en cours de développement qui sont dues à la fatigue de contact 
entre les dents d’engrenage. L’analyse simultanée des cartes de l’amplitude et de la phase des 
ondelettes offre des informations très détaillées sur les conditions d’engrènement du couple 
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d’engrenage. En particulier, la carte de la phase de l’ondelette montre également des 
caractéristiques liées à la présence des dents endommagées. Les auteurs ont également 
introduit des représentations polaires qui sont plus intuitives par rapport aux projections 
rectangulaires et peuvent être utilisée pour aider à localiser l'emplacement exact d'un des 
défauts locaux dans l’engrenage (Figure I-13). 

 

Figure I-13 : Représentation polaire de l’amplitude (à gauche) et de la phase (à droite) de la 
transformée en ondelettes de la moyenne temporelle synchrone du  signal vibratoire d’un 

engrenage avec une dent fissurée [36]. 

D’autre part, dans [37], les auteurs ont montré que les fréquences caractéristiques et les 
échelles associées à l’engrènement et aux défauts d’engrenage sont différents et peuvent être 
facilement identifiées en utilisant le spectre de la transformée en ondelettes continue. En 
comparant les différents tracés de contours (les isolignes joignant les points de valeurs égales 
sur une carte) du spectre de la transformée en ondelettes des différents cas de signaux 
vibratoires de l’engrenage, la présence d’un défaut montre une périodicité évidente (Figure 
I-14 (c)), ce qui n’est pas le cas pour les signaux vibratoires d’engrènement (sans défaut ou 
faible avancement du défaut). 
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Figure I-14 : Tracés de contours du spectre de la transformée en ondelettes : (a) sans défaut 
d’engrenage (b) 50% d'avancement du défaut ; (c) 100% d'avancement du défaut [37]. 

I.3.1.4. Représentations temps-fréquence 

Dans le traitement du signal, l'analyse temps-fréquence comprend des techniques qui 
étudient simultanément un signal dans les domaines temporels et fréquentiels en utilisant les 
différentes représentations temps-fréquence. La motivation pratique l’étude temps-fréquence 
est que l'analyse par la transformée de Fourier classique suppose que les signaux sont infinis 
dans le temps ou périodiques, tandis que la majorité des signaux en pratique sont de courte 
durée et changent considérablement au cours de cette durée. 

Cet outil offre la possibilité d’analyse 2D d’un signal à travers une de plusieurs 
transformations connues tels que la transformée de Fourier à court terme (TFCT) [38], la 
transformée en ondelettes et la transformée de Wigner Ville (TWV) [3], [38]. 

a) Transformée de Fourier à court terme (TFCT) 

La transformée de Fourier à court terme (TFCT), connue également par la transformée 
de Fourier à fenêtre glissante (en anglais, Short-Time Fourier Transform (STFT)), est un 
développement qui étend la technique de Transformée de Fourier standard pour gérer des 
données non-stationnaires [38]. Les transformées de Fourier sont appliqués à des fenêtres 
courtes de données représentées dans le domaine temporel. Ces fenêtres sont déplacées le 
long du jeu de données et peuvent se chevaucher. 
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Ceci transforme les données 1D en des données 2D : une dimension pour les fréquences 
et une seconde dimension pour l'emplacement des fenêtres dans les données. La TFCT fournit 
des informations pour une bande de fréquence fixe et une résolution temporelle qui dépend de 
la fenêtre. Un événement impulsif apparaît dans une TFCT lors d’une augmentation des 
niveaux à toutes les fréquences au moment de l'impulsion. Une des limitations de cette 
méthode est due au fait que les composantes du signal ayant une faible correspondance avec 
la résolution fréquentielle et temporelle seront masquées. 

Étant donné un intervalle de temps 0T > , soit ( )g u  une fonction (fenêtre) qui s'annule 

en dehors de l'intervalle 0T u− ≤ ≤ . La transformée de Fourier à court terme (TFCT) d'une 
fonction ( )f u  est définie par [38]: 

 ( ) ( ) ( ) 2, i uF t g u t f u e duπ ωω
∞ −

−∞
= −∫  (I.16) 

avec ( )g u  est le complexe conjugué de la fonction ( )g u  (appelée fenêtre) et t  est le 

paramètre de localisation temporelle de la fenêtre g . 

La série des spectres ainsi constituée représente une forme de transformée temps 
fréquence du signal appelé spectrogramme. 

Selon [38], la Figure I-15 montre l'amplitude de la TFCT pour 4 enregistrements de 
données sélectionnées. Le décalage temporel dans la TFCT varie le long de l'axe horizontal au 
cours d'un tour du pignon. L'axe vertical couvre une plage de fréquences en considérant que 
les basses fréquences sont en haut de l'axe et les hautes fréquences sont en bas de l’axe. Au 
début du test (enregistrement 27), le spectrogramme montre une bande noire aux indices 3 et 
4 (ces indices correspondent à la fréquence d’engrènement qui est définie par le produit du 
nombre de dents et la fréquence de rotation du pignon). Puis, pour l’enregistrement 127, 
l'amplitude de l’harmonique liée à l’engrènement devient plus variable et la composante de la 
fréquence d’engrènement ne contient plus la plus grande amplitude. Pour le reste des 
enregistrements (240 et 449), les niveaux d’amplitudes les plus élevés se produisent dans le 
domaine des basses fréquences. 
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Figure I-15 : Transformée de Fourier à court terme de la moyenne synchrone en temps pour 
une rotation du pignon ; les numéros d'enregistrement des données : 27, 127, 240, 449 [38]. 

b) Transformée de Wigner Ville (TWV) 

La transformée de Wigner Ville (TWV) est une transformation non linéaire qui associe 
des données 1D en 2D : une dimension pour les fréquences et une seconde dimension pour le 
temps. Cette méthode fournit une décomposition temps fréquence sans aucune restriction sur 
les résolutions temporelles et fréquentielles. Elle est adaptée à l’analyse des signaux non 
stationnaires puisque qu’elle ne nécessite pas d’hypothèses sur le signal d’origine. La 
transformée de Wigner Ville possède des unités de puissance de signal et non pas d'amplitude. 
Les informations sur la phase ne sont plus disponibles. 

Etant donné une fonction ( )f u , la transformée de Wigner Ville est définie par [38]: 

 ( ) 1,
2 2 2

i uu uW t f t f t e duωω
π

∞ −

−∞

   = − +   
   ∫  (I.17) 

avec ( )f u  est le complexe conjugué de ( )f u . 

Cette transformation peut être interprétée comme la densité spectrale de puissance 
instantanée du signal. Cependant les phénomènes d'interférence et chevauchement entre 
temps et fréquence tendent à réduire la lisibilité de cette représentation. Ce qui implique que 
l’interprétation devient dans ce cas presque impossible. Plusieurs solutions ont été proposées 
dans la littérature. Parmi lesquelles, on peut citer l’utilisation d’un noyau de lissage (fonction 
à deux variables) afin d’adoucir localement la rigueur de la résolution. 

Selon [3], la Figure I-16 montre les transformées de Wigner Ville lissées du signal 
vibratoire enregistré sur plus de 3 tours du pignon d’un train à engrenage. Les effets des 
défauts sont nettement reconnaissables. La présence des tâches d’énergie en dehors de la 
fréquence fondamentale d’engrènement montre l’existence d’un défaut. Si ces tâches sont 
plus larges et plus intense, le défaut est donc plus sévère. L’enregistrement du signal 
vibratoire sur 3 tours du pignon permet de détecter un événement périodique lié à la rotation 
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du pignon. Cet impact se répète toujours à la même position angulaire du pignon. Cela est dû 
à l'impulsion créée par la dent défectueuse à chaque fois qu’elle entre en contact. 

 

Figure I-16 : Transformée de Wigner Ville lissée du signal vibratoire pour plus de 3 tour du 
pignon : (a) état normal (sans défaut); (b) un défaut à 60%; (c) enlèvement d’une dent [3]. 

I.3.2. Analyse des lubrifiants 

Le lubrifiant représente l’élément primordial qui intervient dans le fonctionnement des 
organes (moteurs, boites de transmission, roulements) et des équipements industriels. Le 
choix et la mise en œuvre du lubrifiant définissent sa fiabilité, sa tenue mécanique et sa 
longévité. 

L’état du lubrifiant reflète l'état du système dans lequel il circule et offre une meilleure 
connaissance de la machine. En effet, l’analyse du lubrifiant renseigne sur a) l’état du fluide 
(adaptation au système, adaptation de l’espacement de vidange, niveau de performance), b) 
l’état de la pollution et de contamination du fluide par des liquides, des solides et/ou des 
produits de décomposition) et l’état d’usure (normale, dangereuse ou accidentelle). 

L’analyse de lubrifiant constitue donc un moyen efficace de surveillance des réducteurs 
à engrenages basé sur le suivi régulier des différentes caractéristiques du fluide telles que la 
viscosité, l'acidité, la présence de particules métalliques, la taille des particules, etc… assuré 
par analyses physico-chimique et le contrôle du taux de contamination (chromatographie, 
photométrie, spectrométrie…). Toutefois, la détection de défauts d’engrenages par analyse de 
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lubrifiant ne peut pas être efficace dans le cas des avaries à évolution rapide et vient 
fréquemment en complément des analyses vibratoires pour confirmer des hypothèses. 

I.3.3. Analyse des signaux acoustiques 

L’analyse des signaux vibratoires a été largement utilisée dans le diagnostic des 
transmissions à engrenages. Ceci peut être dû à une meilleure compréhension des mécanismes 
de vibrations des engrenages. En outre, tout changement dans le signal de vibration peut être 
facilement attribué aux caractéristiques dynamiques de l’engrenage et de son défaut. 

Les transmissions mécaniques à engrenages génèrent des vibrations et du bruit lors du 
fonctionnement normal. La présence des défauts et des écarts de forme dans l’engrenage peut 
être une source d’excitation de ces phénomènes. Il est démontré dans [3] et [4] que les défauts 
locaux d’engrenage ont un impact direct sur les signaux sonores. Les impulsions dues au 
défaut sont observées dans les signaux acoustiques à chaque tour du pignon. En présence de 
plus en plus de défauts locaux, les signaux acoustiques de l’engrenage ont des caractéristiques 
non-stationnaires.  

Dans l'analyse en ondelettes d'un signal acoustique [4], la phase et l'amplitude de 
l'ondelette du fonctionnement normal montrent clairement la fréquence fondamentale 
d’engrènement. En outre, l'amplitude de l'ondelette révèle que l'énergie du signal est presque 
également répartie sur les fréquences fondamentales d’engrènement. D'autre part, en présence 
de défaut, la phase et l'amplitude indiquent clairement deux signes de défauts sur les signaux : 
a) le premier est l'apparition des activités à basse fréquence en dehors de la région de 
fréquence fondamentale d’engrènement et b) le deuxième signe est la concentration de 
l'énergie du signal sur la seconde moitié de la distribution des amplitudes des ondelettes. Ces 
signes de présence de défaut sont d’autant plus identifiables que les défauts sont plus graves et 
plus accentués. 

L’étude expérimentale présentée dans [5] montre que, pendant toute la durée des tests, il 
y a deux principaux processus affectant la génération des émissions acoustiques. 
Premièrement, le processus d'usure qui provoque un lissage de la rugosité de surface des dents 
d’engrenage entraîne une diminution conséquente du niveau des émissions acoustiques. 
Deuxièmement, après un certain temps de fonctionnement, l’apparition puis la progression et 
le développement des avaries de contact augmente la rugosité de surface et donc les niveaux 
des émissions acoustiques. La même étude [5] montre qu’au début des tests expérimentaux, 
les émissions acoustiques sont également influencées par la température du film d'huile et les 
caractéristiques dynamiques du banc d'essai. L'augmentation de la température d’huile 
entraîne une réduction de l'épaisseur du film d'huile, ce qui favorise les contacts métal à métal 
en augmentant les niveaux sonores. En outre, les auteurs postulent que les facteurs qui 
déterminent le niveau de déclenchement des émissions acoustiques sont la rugosité de surface 
des dents d'engrenage, l'assemblage des engrenages et des paliers, et la température d'huile. 
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I.3.4. Analyse des signaux des courants statoriques 

L'analyse de la signature des courants statoriques a été traditionnellement utilisée pour 
surveiller les moteurs à induction et ses roulements. Cette méthode a été utilisée comme une 
technique d’essai et d'analyse afin d’améliorer l'évaluation de l’usure des paliers durant le 
fonctionnement des moteurs installés dans des endroits inaccessibles. Plusieurs études ont 
montré que l'analyse des signaux des courants statoriques peut être capable de détecter, de 
différencier, et suivre l’état d’avancement des anomalies tels que les défauts des dents 
d’engrenage dans le cas d’une transmission roue et vis sans fin [15]. 

Cette méthode représente un moyen très sensible, sélectif et rentable pour la 
surveillance à distance d'une grande variété de machines industrielles lourdes. En effet, 
l'analyse des signaux des courants statoriques : 

• fournit la capacité de surveillance non intrusive sur un site distant à l’équipement de 
mesure. 

• fournit des informations de diagnostic comparable à l'instrumentation déjà présente 
pour le contrôle. 

• offre une grande sensibilité à une variété d’anomalies mécaniques affectant les 
installations opérationnelles. 

• propose des moyens pour séparer une forme d’anomalie d'une autre. 

• peut être réalisée rapidement par un personnel relativement peu qualifié en utilisant 
des équipements peu coûteux. 

• est également applicable à des machines (AC et DC) de grande puissance. 

L’analyse de la signature des courants statoriques (notée MCSA) est basée sur la 
détection des petites variations temporelles de la charge du moteur électrique générées au sein 
du système mécanique et impactant les signaux de courant électriques qui circulent le long du 
câble d'alimentation du moteur. Ces signaux, bien qu’ils soient petits par rapport au courant 
moyen absorbé par le moteur, peuvent être extraits de manière fiable et non intrusive et traités 
afin de fournir des indicateurs des signatures du moteur. La tendance de ces signatures peut 
être déterminée au cours du temps pour donner des informations concernant le moteur et la 
charge entraînée. Les signaux de courant peuvent être analysés dans le domaine temporel ou 
dans le domaine fréquentiel. 

L’analyse des courants statoriques est maintenant largement utilisée pour détecter les 
défauts des roulements [7]-[9]. En outre, l’analyse spectrale de la signature des courants 
statoriques en présence des défauts dans le moteur à induction (tels que la rupture des barres 
rotoriques ou l’excentricité entre le rotor et le stator) montre des bandes de fréquences très 
proches de la fréquence d’alimentation du moteur [26]-[29]. 
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Dans d’autres contributions récentes, l'influence des défauts d’engrenage sur la 
signature des courants statoriques dans les machines à induction a été étudiée analytiquement 
et expérimentalement [10]-[13]. La méthode MCSA a été appliquée avec succès à la détection 
des défauts d’engrenage sur un système de transmission roue et vis sans fin entraîné par un 
moteur à aimant permanent (BLDC). Il a donc été prouvé que la MCSA est suffisamment 
précise pour fournir des informations pertinentes sur les défauts d’engrenage. 

L’analyse de la signature des courants statoriques peut être donc réalisée à l’aide de 
plusieurs techniques telles que la représentation dans le repère dq, l’analyse spectrale et la 
décomposition en ondelettes. 

I.3.4.1. Projection dans le repère dq 

Une représentation bidimensionnelle peut être utilisée pour décrire les phénomènes 
engendrés par la présence de défauts électriques et mécaniques dans un moteur triphasé à 
induction. Cette méthode est basée sur une « démodulation » du courant statorique conduisant 
à une exploitation des résultats plus aisée. 

Dans un moteur triphasé à induction, le courant statorique comporte trois composantes 
(a, b, c). En appliquant la transformation (I.18) sur les composantes principales du courant 
( aI , bI , cI ), on obtient les composantes sDI  et sQI  du courant définies dans le repère (sD,sQ) 

immobile par rapport au stator [39]. 

 

2 1 1
3 6 6

1 1
2 2

sD a b c

sQ b c

I I I I

I I I


= − −


 = −

 (I.18) 

En appliquant la transformation de Park au système (sD,sQ) et en considérant les axes D 
et Q immobiles par rapport au rotor, les composantes DI  et QI  sont obtenues par [39]: 

 
cos sin
sin cos

sDD r r

Q sQr r

II
I I

θ θ
θ θ

    
=     −    

 (I.19) 

avec rθ  représente l’angle instantané de rotation du rotor par rapport au stator (Figure I-17). 

Cette figure résume les transformations déjà mentionnées où sI  est le vecteur du courant 

statorique qui tourne à la fréquence angulaire sΩ . 
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Figure I-17 : Représentation des axes (sD,sQ) et (D,Q) 

Cette méthode a été utilisée avec succès dans plusieurs travaux de recherche ([39], [40]) 
afin de surveiller et détecter les défauts de roulement dans les moteurs à induction. Cette 
approche est basée sur l’analyse des composantes de Park des courants statoriques par le plan 
de phase. Les auteurs ont montré que cet outil peut détecter la présence d’un défaut dans la 
machine mais il ne donne pas des informations précises sur l’état ou la sévérité de la 
défaillance détectée. 

Dans la continuité de cette approche, l’analyse des composantes de Park des courants 
statoriques peut être utilisée pour la surveillance des défauts d’engrenages dans les 
transmissions entraînées par des moteurs électriques. 

I.3.4.2. Analyse spectrale des courants statoriques 

Les signaux de courant moteur peuvent être obtenus à partir des sorties des capteurs de 
courant qui sont placées d’une manière non intrusive sur l'un des fils d'alimentation. Ces 
signaux sont ensuite analysés afin de présenter les indicateurs de défauts à détecter. Le 
processus de la MCSA par analyse spectrale est décrit dans la Figure I-18. 

 

Figure I-18 : Processus de la MCSA par analyse spectrale 

Les signaux des courants statoriques peuvent être étudiés à l’aide des différentes 
analyses spectrales définies dans le paragraphe I.3.1.1. Plusieurs études récentes ont utilisé 
cette méthode afin de surveiller et détecter des défauts d’engrenage. Dans [10] et [11], les 
auteurs ont proposé une approche de modélisation d’un système électromécanique composé 
d’un moteur à induction et d’une transmission à engrenage simple étage. Le moteur a été 
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caractérisé par un modèle classique d’une machine à induction triphasée à rotor bobiné. Le 
moteur est représenté par un modèle de transformateur tournant avec des inductances 
statoriques, rotoriques, et mutuelles. D’autre part, le réducteur est représenté par un modèle 
dynamique simple à deux degrés de liberté de torsion. Cette approche de modélisation permet 
de caractériser la zone de contact entre le pignon et la roue. Les liaisons du réducteur avec le 
moteur et la charge sont considérées rigides. Ce modèle électromécanique global a été 
proposé dans [11] pour de découvrir l’effet des fréquences liées au couple d’engrenage et 
induites dans le spectre du courant statorique. Les résultats numériques et expérimentaux 
obtenus avec cette approche montrent que l’analyse des signaux des courants statoriques 
(MCSA) semble suffisante pour être utilisée comme méthode de détermination des 
informations fréquentielles concernant l’engrenage. D’après les auteurs, cette approche peut 
être utilisée pour la conception des systèmes de suivi permanent des machines à induction qui 
entraînent des chaînes industrielles de fabrication dans lesquelles les transmissions par 
engrenage représentent les éléments mécaniques les plus critiques. Les travaux [10] et [11] se 
sont toutefois limités à observer expérimentalement les fréquences de rotation et 
d’engrènement dans le spectre du courant statorique sans présenter aucun développement 
théorique. 

Dans la continuité de cette approche, les auteurs ont développé dans [12] une étude 
théorique sur un train d’engrenage entraîné par une machine à induction en se basant sur 
l'observation du spectre du couple électromagnétique transmis par le moteur et des signaux de 
vibrations. Il est démontré que des fréquences liées aux fréquences de rotation et 
d’engrènement s’ajoutent dans la signature de couple à cause de la vibration de torsion induite 
par l'erreur de transmission aux niveaux du pignon et de la roue et de la variation de raideur 
d’engrènement lors de l’évolution du contact entre les dents [12]. Cette formulation théorique 
du couple conduit à une modulation multi-composante de la phase du courant du stator, qui 
dépend des caractéristiques de l’engrenage entraîné et du type d’alimentation du moteur 
(réseau électrique ou onduleur). 

I.3.4.3. Décomposition en ondelettes (wavelet transform),  

Les éléments théoriques à la base des transformées en ondelettes d’un signal ont été 
présentés dans le paragraphe I.3.1.3. La méthode proposée a été utilisée dans plusieurs 
travaux de recherche afin d’analyser les signaux des courants statoriques pour surveiller et 
détecter les défauts qui peuvent se produire dans un système électromécanique. Cette méthode 
a été utilisée dans les deux cas de défauts (défauts électriques [41] et défauts mécaniques 
[42]). 
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I.4. Méthodes de modélisation des systèmes électromagnétiques (machines 

asynchrones à cage d’écureuil) 

La modélisation des systèmes électromagnétiques représente une étape cruciale dans la 
mise en œuvre des méthodes de diagnostic des machines électriques à induction. Il s’agit de 
définir des modèles permettant d’analyser les interactions mécaniques/électriques, de 
déterminer les indicateurs de défauts mécaniques construits à partir des grandeurs électriques. 
Ces modèles peuvent être analytiques ou numériques. En effet, les méthodes analytiques sont 
basées sur l’établissement des équations analytiques permettant de décrire le comportement 
électrique statique ou dynamique d’une machine en régime permanent ou transitoire. D’autre 
part, les méthodes numériques sont basées sur des équations non linéaires à dérivées partielles 
et à coefficients variables au cours du temps. La mise en œuvre de ces méthodes est complexe 
mais elles sont très précises car elles permettent de considérer de nombreux phénomènes 
physiques dans la machine. Chacune de ces méthodes (analytiques ou numériques) présente 
des avantages et des inconvénients et le choix dépend de la précision des résultats souhaités. 

I.4.1. Méthodes analytiques 

Les méthodes analytiques de modélisation des systèmes électromagnétiques sont 
développées à partir des équations symboliques décrivant le phénomène physique du 
fonctionnement macroscopique du système. Ces équations sont mises en œuvre en se basant 
sur des hypothèses simplificatrices sur certaines propriétés physiques et géométriques de la 
machine parmi lesquelles [43]: 

• La saturation est négligée, il en résulte que les inductances propres et mutuelles sont 
indépendantes des courants qui circulent dans les différents enroulements. 

• L’hystérésis et les courants de Foucault dans les parties magnétiques sont négligés 
parce que le circuit magnétique est supposé parfaitement feuilleté. 

• Les forces magnétomotrices sont réparties sinusoïdalement dans l’entrefer de la 
machine. La distribution discrète des enroulements est négligée et les encoches sont 
supposées inexistantes. 

• Les effets thermiques dans la machine sont négligés. 

I.4.1.1. Schéma équivalent monophasé 

Une machine asynchrone peut être modélisée par un schéma équivalent monophasé afin 
d’étudier son comportement en régime permanent. Les trois phases de la machine sont 
considérées parfaitement équilibrées et leurs système d’alimentation (en tension ou en 
courant) est purement sinusoïdal équilibré de sorte que le schéma équivalent monophasé soit 
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identique pour chaque phase. La Figure I-19 montre le schéma équivalent général d’une 
machine asynchrone. 

 

Figure I-19 : Schéma équivalent général 

avec : 

- sR  :  Résistance d’une phase statorique. 

- rR  :  Résistance d’une phase rotorique. 

- csL  :  Inductance cyclique statorique. 

- crL  : Inductance cyclique rotorique. 

- srM  :  Mutuelle cyclique entre stator et rotor. 

- g  :   Glissement. 

- σ  :  Coefficient de dispersion. 

- sI  :  Courant d’une phase statorique. 

- rI  :  Courant d’une phase rotorique. 

Les grandeurs rotoriques d’une machine asynchrone évoluent à une fréquence différente 
de celle des grandeurs statoriques. La fréquence statorique est donnée par le champ 
magnétique statorique imposé par la tension d’alimentation. Le glissement, défini par l’écart 
entre la vitesse de rotation et la vitesse du synchronisme, caractérise la relation entre ces deux 
fréquences. La Figure I-20 montre le schéma équivalent usuel ramené au stator d’une machine 
asynchrone alimentée en tension. On notera par '

rI  le courant rotorique ramené au stator. 

sI sR

sV rR
gcsL

rI

crL

srM
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Figure I-20 : Schéma équivalent usuel ramené au stator 

L’identification des différents paramètres du schéma équivalent d’une machine 
asynchrone quelconque se fait en réalisant trois essais : a) un essai en continu sur une phase 
de la machine pour mesurer la résistance statorique sR , b) un essai à vide (c'est-à-dire à la 

vitesse du synchronisme ( 0g = )) pour déterminer l’inductance csL  lorsque la machine est 

alimentée sous tension nominale et, enfin, c) un essai à rotor bloqué afin de déterminer la 
résistance rotorique rR  et les inductances de fuites statoriques et rotoriques ramenées au 

stator. Suite au développement des lois de commande de la machine asynchrone et selon la 
nature du système de régulation, d’autres schémas équivalents peuvent être utilisés pour 
modéliser la machine asynchrone afin de réguler le flux d’entrefer (Figure I-21) ou le flux 
rotorique (Figure I-22). 

 

Figure I-21 : Schéma équivalent utilisé pour réguler le flux d’entrefer 

 

Figure I-22 : Schéma équivalent utilisé pour réguler le flux rotorique 
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I.4.1.2. Modèles par transformation dq (triphasé/diphasé) 

Le but de la théorie générale de la modélisation des machines électriques est de donner 
un modèle mathématique des machines électriques conventionnelles permettant de les étudier 
dans leur ensemble en régime permanent ou transitoire. Une machine asynchrone triphasée 
bipolaire est constituée d’un inducteur fixe appelé stator et d’un induit tournant appelé rotor 
munis chacun d’un enroulement triphasé (l’enroulement rotorique fictif représente la cage 
d’écureuil constituée par des barres conductrices court-circuitées par deux anneaux aux 
extrémités). 

Vas
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V
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Figure I-23 : Représentation schématique des axes magnétiques de la machine asynchrone 

La Figure I-23 montre une représentation schématique d’une machine asynchrone [43]. 
Les trois enroulements de phase statorique sa , sb  et sc  sont représentés schématiquement par 

leurs axes magnétiques respectifs, ainsi que les trois enroulements du rotor ra , rb  et rc . Deux 

axes perpendiculaires d  (direct) et q  (en quadrature) sont également représentés définissant 
un nouveau repère orthonormé dans lequel les équations électriques et magnétiques de la 
machine asynchrone vont être exprimées plus simplement grâce à une transformation en 
fonction des angles entre les différents axes de la machine. Ce changement de variables peut 
être interprété comme la substitution des enroulements réels par des enroulements fictifs ( sd , 

sq , 0s , rd , rq  et 0r ) dont les axes magnétiques sont liés aux axes d , q  et 0 , mais dont les 

conducteurs restent liés aux armatures qui les supportent [43], [44]. Les composantes 
d’indice 0 , dites homopolaires, n’interviennent pas à condition que l’alimentation du stator 
soit symétrique et que le rotor ne subisse pas d’effet de dissymétrie. La matrice qui assure 
cette transformation est donnée par l’équation (I.20) : 

sθ

slθ

rθ

0
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 (I.20) 

avec θ , la position angulaire relative du rotor par rapport au stator, donc la vitesse 
« électrique » de rotation du rotor est : 

 s r
r

d dd
dt dt dt

θ θθω = = −  (I.21) 

Le repère 0dq  est défini par le choix de sa vitesse de rotation du repère. Selon la nature 
du problème à étudier [43], le repère 0dq  peut être a) un référentiel fixe lié au stator (modèle 
de Clark) afin d’étudier des variations importantes de la vitesse de rotation, associée ou non à 
des variations de  fréquence d'alimentation électrique, b) un référentiel tournant à la vitesse de 
rotation du rotor (modèle de Park) permettant d'analyser les régimes transitoires de la machine 
asynchrone dans le cas où la vitesse de rotation est considérée constante, citons par exemple, 
l’étude des contraintes induites d’un court-circuit et, enfin, c) un référentiel synchrone 
(modèle de Kron : le repère 0dq  est en rotation synchrone avec le champ magnétique 
tournant) pour étudier la réponse du moteur à induction à des faibles perturbations autour d’un 
régime donné ou pour réaliser le contrôle vectoriel des machines à courant alternatif. Ce 
dernier est particulièrement avantageux [16] et il va être choisi en raison de sa capacité à 
éliminer la porteuse sinusoïdale des signaux des courants, tensions et flux, lorsque la 
fréquence d’alimentation électrique est constante. Ceci simplifie considérablement la 
résolution des équations magnétiques et électriques. 

I.4.2. Méthodes semi-analytiques 

Les méthodes précédentes ne permettent pas de prendre en compte de nombreux 
phénomènes tels que la saturation, les harmoniques d’encoches… Pour étudier les défauts des 
machines, il est nécessaire de construire des modèles plus précis sans être trop lourds 
numériquement. Nous les qualifierons de méthodes semi-analytiques. 

Il existe plusieurs méthodes semi-analytiques de modélisation des machines électriques 
avec des niveaux de complexités différents : i) le modèle aux inductances couplées qui 
modélisent les différents couplages électromagnétiques par des inductances et mutuelles 
éventuellement non linéaires et ii) le modèle par réseaux de perméances (ou encore appelé 
schéma magnétique équivalent) qui permet d’étudier les machines électriques en régime 
dynamique et non linéaire en tenant compte simultanément du mouvement du rotor, du 
phénomène de la saturation et des défauts géométriques et électriques. 
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I.4.2.1. Méthodes aux inductances couplées 

La modélisation de la machine asynchrone par la méthode des inductances couplées est 
basée sur une formulation semi-analytique de son comportement électromagnétique. La 
machine est représentée à partir de résistances, inductances propres et mutuelles. Les 
inductances sont déterminées à partir des fonctions de bobinages ([18], [25] et [45]). Elles 
varient en fonction de la position angulaire du rotor. En outre, ce modèle peut considérer les 
différents types de bobinages et de connections (imbriqués, concentriques) avec une ou 
plusieurs couches. Cette méthode permet donc une représentation satisfaisante de la 
répartition géométrique des différents bobinages de la machine tout au long de l’entrefer et 
offre une grande souplesse de modélisation. 

L’écriture du modèle de la machine asynchrone par cette approche (inductances 
magnétiquement couplées) est basée sur les hypothèses principales suivantes, [25] : 

- le fer (les tôles) est de perméabilité infinie (Cette hypothèse peut cependant être 
partiellement contournée par l’introduction d’un coefficient de saturation dans l’expression 
de l’induction d’entrefer permettant la prise en compte de la chute de tension magnétique 
(f.m.m.) dans le fer). 

- l’entrefer est considéré uniforme. 

- les m  enroulements statoriques sont identiques. 

- les n  barres du rotor sont uniformément réparties. 

- les courants de Foucault, le frottement et les pertes par ventilation sont négligés. 

- les barres de rotor sont isolées (les courants inter-barres sont négligeables). 

En générale, en considérant une machine asynchrone à cage d’écureuil avec m - n  
enroulements ( m  au stator et n  au rotor), le système d’équations décrivant son comportement 
électromagnétique est donné par, ([18], [25] et [45]) : 

 { } [ ]{ } { }s s s s
dV R I
dt

= + Ψ  (I.22) 

 { } [ ]{ } { }r r r r
dV R I
dt

= + Ψ  (I.23) 

 { } [ ]{ } [ ]{ }s ss s sr rL I L IΨ = +  (I.24) 

 { } [ ] { } [ ]{ }T
r sr s rr rL I L IΨ = +  (I.25) 

avec : 

- les indices s  et r  désignent respectivement le stator et le rotor. 

- { } { }1 2
T

s s s smI i i i=   : vecteur des courants parcourant les phases statoriques. 
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- { } { }1 2
T

r r r rnI i i i=   : vecteur des courants parcourant les phases rotoriques. 

- { }sΨ  : vecteur des flux captés par les phases du stator. 

- { }rΨ : vecteur des flux captés par les phases du rotor. 

- { } { }1 2
T

s s s smV v v v=   : vecteur de l’alimentation des phases statoriques. 

- { } { }0 0 0 T
r nV =   dans le cas d’une machine asynchrone à cage. 

Avec cette formulation, les courants parcourant les m  phases statoriques et les n  
phases rotoriques sont considérés indépendants. 

Le couple électromagnétique emT  fourni par la machine asynchrone est donné par : 

 { } [ ] { }T sr
em s r

d L
T I I

dθ
= ⋅ ⋅  (I.26) 

avec p  est le nombre de paire de pôle et θ  est l’angle mécanique du rotor. 

Le calcul de toutes les inductances propres et mutuelles de la machine (éléments des 
matrices d'inductances dans (I.24) et (I.25)) peut être réalisé à partir des fonctions de 
bobinages. En supposant que l’entrefer est constant et le fer est infiniment perméable 
(empêchant donc la prise en compte de la saturation), l'expression générale de l’inductance 
mutuelle entre deux circuits i  et j  est donnée par l'équation suivante, [45] : 

 ( ) ( ) ( )
2

0

0

, ,ij i j
rlL N N d

g

πµθ ϕ θ ϕ θ ϕ= ∫  (I.27) 

avec θ  est la position angulaire du rotor par rapport au stator, ϕ  est la position 

angulaire particulière le long de la surface intérieure du stator, l  est la longueur de 
l'empilement, r  est le rayon moyen de l'entrefer et g  est la longueur effective de l'entrefer. 

( ),iN ϕ θ  et ( ),jN ϕ θ  sont respectivement les fonctions de bobinages des circuits i  et j . 

Lorsque i j= , l’équation (I.27) donne l’inductance propre du circuit i . 

La fonction de bobinage d’une phase stator est la somme des fonctions de bobinage de 
tous les enroulements qui constituent la phase. La fonction de bobinage d’un enroulement k  
est donnée par, [45] : 

 ( )
( )

( )
1 2

1 2

/ 2

/ 2
k k k k k

k
k k k k

w w si
N

w si ou

α π θ θ θ
θ

α π θ θ θ θ

− ≤ ≤= 
− < >

 (I.28) 

avec kα  est le pas du bobinage, 2 1k k kα θ θ= − , et kw  est le nombre de spires de 

l’enroulement k . La Figure I-24 présente la fonction décrite par (I.28) et ses différents 
paramètres. 
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Figure I-24 : Fonction de bobinage de l’enroulement k  

D’après [45], lorsque l’effet de l’augmentation linéaire de la force magnétomotrice 
(FMM) à travers l’encoche est pris en compte, la fonction bobinage de l’enroulement k  est 
représentée dans la Figure I-25. 

 

Figure I-25 : Fonction de bobinage de l’enroulement k  en incluant l’effet  de l’augmentation 
linéaire de la FMM à travers l’encoche 

A partir de la Figure I-25, l'expression de la fonction de bobinage est donnée par : 

 ( )

( ) ( )1 1 1

1 2

2
2 2

1 2

2
2 2 2

1
2 2 2

11
2 2 2 2

2 2 2

k
k k k k

k
k k k

k
k k

k k k

k
k k k

w si

w si
N

w si

w si ou

δ δπ θ θ δ π α θ θ θ
πδ

α δ δθ θ θ
π

θ
α θ θ δ δθ θ θ
π δ

α δ δθ θ θ θ
π

 − + − − ≤ ≤ +  


  − + ≤ ≤ −   = 
 −   − + − − ≤ ≤ +     

− < − > +

 (I.29) 

avec δ  est la largeur de l’ouverture de l’encoche. 

D’autres formulations ont été proposées dans [45] pour considérer l’inclinaison des 
barres rotoriques. 

I.4.2.2. Modèles de réseaux de perméances 

La représentation des systèmes électromagnétiques par réseau de perméance est basée 
sur une discrétisation du domaine étudié en tubes de flux. Chaque tube est défini par 
l'ensemble des lignes d'induction s'appuyant sur un contour fermé C  (Figure I-26) et 
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caractérisé par sa perméance P  qui dépend principalement de sa géométrie et des 
caractéristiques magnétiques de son matériau [19], [46]. 

 

Figure I-26 : Tube de flux 

En définissant la réluctance R  du tube de flux comme étant l’inverse de sa perméance 
P , on obtient l’équation (I.30) : 

 1 B
AB

tA

dl
S

ε
µ φ

= = =∫R
P

 (I.30) 

avec : 

- 0 rµ µ µ=  la perméabilité absolue du tube de flux considérée uniforme dans son domaine. 

- tS  : la section du tube de flux. 

- φ  : le flux traversant le tube. 

- ABε  : la différence de potentielle magnétique aux bornes A et B du tube de flux. 

En notant tL  la longueur du tube de flux, la perméance caractérisant le tube de flux est 

donnée par :  

 0 r t

t

S
L

µ µ
=P  (I.31) 

La Figure I-27 montre un nombre cn  de conducteurs parcourus par un courant I  et 

entourés par un tube de flux. D’après les lois de l’électromagnétisme, ces courants créent une 
force magnétomotrice dans le tube considéré. En se basant sur le théorème d’Ampère, la 
circulation du champ magnétique H  le long d’un contour fermé (tube de flux dans ce cas) est 
égale à la somme algébrique des courants traversant la surface s’appuyant sur ce contour. 
Ainsi, on obtient : 

 cH dl n I=∫  (I.32) 

A

B

tS

C
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Figure I-27 : Tube de flux entourant un conducteur 

La machine à induction peut être modélisée à l’aide des réseaux de perméances (schéma 
magnétique équivalent) en se basant sur certaines hypothèses. Elles consistent à négliger le 
phénomène des courants de Foucault et les effets d’extrémités des machines tels que les têtes 
de bobines. 

Par analogie aux circuits électriques, les éléments du circuit magnétique équivalent 
d’une machine à induction peuvent être classés en deux groupes : 

• les éléments actifs (sources : forces magnétomotrices). 

• les éléments passifs (perméances). Dans un circuit magnétique d’une machine à 
induction, trois types de perméances peuvent exister : a) les perméances constantes 
qui sont caractérisées par une géométrie et une perméabilité constantes pendant le 
fonctionnement du système électromagnétique (par exemple, les perméances de 
fuites des pieds d’encoches et les perméances des dents lorsqu’elles sont 
insaturées), b) les perméances saturables (non linéaire intrinsèque) modélisant les 
éléments ferromagnétiques de la machine dans le cas où le champs d’induction 
magnétique B  n’est plus proportionnel au champ magnétique H , et c) les 
perméances variables (non linéaire paramétrique) modélisant les perméances des 
tubes de flux dont la géométrie est variable (par exemple, les dimensions des tubes 
de flux caractérisant les liaisons entre les différents dents d’une part et d’autre de 
l’entrefer dépendent de la position angulaire instantanée relative entre le rotor et le 
stator au cours de la rotation de la machine). 

La modélisation des machines électriques par réseaux de perméances a été utilisée avec 
succès pour étudier leur fonctionnement en régime transitoire et permanent ([19], [46]–[50]. 
En effet, V. Ostovic [19] a présenté des travaux sur les machines à induction en tenant compte 
du phénomène de la saturation des armatures et du mouvement du rotor. Dans [49], C. 
Delforge a présenté la modélisation d’une machine asynchrone par réseaux de perméances et 
de sa commande vectorielle afin de contrôler et réguler le flux magnétique rotorique. Puis, 
cette méthode de modélisation a été utilisée dans [50] pour étudier l’effet des défauts 
statoriques et rotoriques des machines asynchrones à cage d’écureuil.  

cn I
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I.4.3. Méthodes numériques par éléments finis 

Les méthodes numériques de modélisation des systèmes électromagnétiques ont été 
développées grâce au développement des outils informatiques. Elles permettent d’étudier 
leurs fonctionnements macroscopiques en donnant des résultats globaux (tensions et courants) 
et locaux (flux et potentiels à l’intérieur de la machine) très précis. Ce qui permet d’agir sur la 
conception, de valider le dimensionnement et d’améliorer les performances des machines 
électriques. D’autre part, les méthodes numériques sont basées sur des équations non linéaires 
à dérivées partielles et à coefficients variables au cours du temps. 

La méthode des éléments finis consiste à discrétiser spatialement la machine électrique 
à étudier. Selon la complexité du modèle et la précision des résultats souhaités, cette 
discrétisation peut être en 2D ou en 3D. Cette méthode permet d’étudier la répartition du flux 
magnétique à l’intérieur de la machine en tenant compte des phénomènes de saturation du 
matériau. Cette méthode est basée sur les équations de Maxwell associées aux relations entre 
le champ d’induction et le champ magnétique (I.36) et entre les courants de conduction et le 
champ électrique (I.37). 

 ( )div 0B =


 (I.33) 

 ( )rot BE
t

∂
= −

∂






 (I.34) 

 ( )rot DH J
t

∂
= +

∂




 

 (I.35) 

 0 rB Hµ µ= ⋅ ⋅
 

 (I.36) 

 J Eσ= ⋅
 

 (I.37) 

avec : 

- H


 :  Champ magnétique. 

- E


 :  Champ électrique. 

- B


 :  Champ d’induction magnétique. 

- D


 :  Champ d’induction électrique. 

- J


 :  Courants de conduction. 

- 0µ  :  Perméabilité de l’air. 

- rµ  :  Perméabilité relative du matériau, elle dépend de la nature et de la saturation du 

matériau. 
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- σ  :  Conductivité électrique du matériau. 

Dans les cas des machines électriques à champ magnétique tournant, l’approximation 
des états quasi-stationnaires peut être utilisée en négligeant les courants de déplacement 

D
t

 ∂
 ∂ 



 par rapport aux courants de conduction ( )J


. D’où, l’équation (I.35) devient : 

 ( )rot H J=


 

 (I.38) 

Le comportement électromagnétique des machines électriques peut être étudié en 
résolvant l’équation bidimensionnelle (I.39), en négligeant les effets de bord. 

 ( )
0 0

1 1 grad
r r

A A A V
x x y y t

σ σ
µ µ µ µ

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ − =   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

 (I.39) 

avec A  est la composante normale au plan d’étude de A


 qui représente le potentiel 

vecteur tel que ( )rotB A=




 et ( )div 0A =


, et V  est un potentiel scalaire électrique. 

L’équation (I.39) est ensuite discrétisée sur chaque élément du maillage en construisant 
les différentes matrices élémentaires. Après assemblage de ces matrices, le système matriciel 
obtenu est un système non linéaire d’équations différentielles résolu par une procédure 
itérative (Newton-Raphson) [51] combinée avec un algorithme de résolution temporelle tel 
que l’algorithme implicite d’Euler. On obtient ainsi la valeur du potentiel vecteur en tout point 
du maillage. 

Dans cette méthode, le mouvement du rotor est intégré dans les équations magnétiques 
lors de la modélisation de l’entrefer. Le stator et le rotor sont liés par des modèles tels que la 
bande de roulement [52] et le macro-élément [53]. 

Malgré la simplification de l’étude en bidimensionnel, la méthode des éléments finis 
demande des délais de résolution excessifs surtout dans les cas où les fréquences des 
phénomènes induits au rotor sont assez basses, donc, il faut atteindre des temps de simulation 
très importants pour arriver au régime permanent de la machine. 

I.4.4. Avantages et inconvénient de chaque méthode (Synthèse) 

Le Tableau I-1 résume les avantages et les inconvénients des modèles définis 
précédemment. Il en ressort principalement que les différents modèles sont complémentaires 
pour le dimensionnement et la compréhension des dispositifs électromagnétiques. Certains 
modèles (modèle d-q) à résolution extrêmement rapide sont utilisés pour les premières étapes 
de pré-dimensionnement et d’exploitation en ligne alors que les autres modèles (modèle aux 
inductances couplées, modèle par réseau de perméances, modèle par éléments finis) 
permettent de mieux prendre en compte les phénomènes mis en jeux. 
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Ces trois derniers modèles sont basés sur la connaissance de la géométrie exacte de la 
machine à étudier et permettent de donner des résultats locaux et globaux très satisfaisantes. 
Cependant la modélisation des machines électriques par réseau de perméances offre un gain 
énorme en termes de temps de calcul par rapport à la modélisation par éléments finis. 

Méthode Avantages Inconvénients 

Schéma 
équivalent 
monophasé 

- modèle très simple 
- résolution extrêmement rapide 
- identification facile des 
paramètres 

- régime permanent uniquement 

Modèle d-q 

- simple 
- résolution extrêmement rapide 
- modèle simplifié prenant en 
compte la saturation 

- néglige les harmoniques d’espace 
- hypothèses très restrictives 

Modèle 
inductances 

couplées 

- calcul précis 
- résolution rapide 

- Détermination des paramètres assez 
complexe 
- Prise en compte de la saturation 
assez complexe 

Réseaux de 
perméances 

- calcul précis 
- résolution rapide 
- prise en compte possible de la 
saturation 

- nécessité de connaître la géométrie 

Eléments finis 
- calcul très précis 
- prise en compte possible de la 
saturation 

- nécessité de connaître la géométrie 
- résolution lente 
- calcul complexe des inductances et 
des mutuelles 

Tableau I-1 : Comparaison des modèles des machines à induction 

I.5. Présentation des différents types des modèles des boites à engrenages 

Le but de ce paragraphe est de montrer les différents modèles des systèmes à 
engrenages rencontrés dans la littérature. 

I.5.1. Modélisation statique 

L’étude du comportement mécanique des engrenages est très ancienne [54]. En 1955, 
Weber et Banaschek [55] ont utilisé la théorie de l'élasticité afin d’exprimer la déflexion sous 
charge des dents en fonction de la géométrie de l’engrenage en décomposant cette 
déformation totale en trois principales contributions : a) la déformation due à la flexion de la 
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dent, b) la déformation due à la contribution du corps d’engrenage et c) la déformation de 
contact entre le couple de dents. En se basant sur la comparaison des résultats expérimentaux 
et analytiques pour différents angles de pression, rapports de réduction, nombres de dents, et 
différentes positions de la charge, une formulation pour l’évaluation des déflexions et 
contraintes pour des engrenages à dentures droites est présentée dans [56]. D’autres travaux 
de recherche ont été consacrés à l’utilisation de la méthode des éléments finis pour l’ensemble 
de l’engrenage, y compris la zone de contact entre les dents, afin de calculer la rigidité des 
dents [57]. Des formules approchées comme celles présentées dans la norme ISO-6336 [58] 
ou DIN-3990 [59] permettent d’estimer rapidement la raideur d’engrènement. Elles reposent 
sur des formules de régression établies sur la base des résultats analytiques de Weber et 
Banaschek [55]. Des formulations similaires ont été également proposées dans le cadre de la 
norme américaine AGMA  [60]. 

I.5.2. Modélisation dynamique 

Le comportement dynamique des engrenages a été abondamment étudié au cours des 30 
dernières années. Les modèles torsionnels initiaux à un seul degré de liberté ont 
progressivement évolués vers des représentations tridimensionnelles intégrant les couplages 
entre les différents degrés de liberté du système (torsion, flexion, traction et compression). La 
classification traditionnelle de ces modèles dynamiques est basée essentiellement sur la nature 
du comportement dynamique de l’engrenage (linéaire ou non-linéaire) et sur la description 
des conditions de contact lors de l’engrènement. 

I.5.2.1. Modèles linéaires à raideur d’engrènement constante 

Les modèles dynamiques d’engrenages sont considérés linéaires lorsque la contribution 
de la non linéarité hertzienne due aux conditions de contact ainsi que les éventuelles pertes de 
contact en cours de mouvement sont négligées. Certains modèles linéaires supposent en outre 
que la raideur d’engrènement est indépendante de la vitesse de rotation et que ses variations 
temporelles sont négligeables. Dans ces conditions, les équations du mouvement sont des 
équations différentielles à coefficients constants classiques et permettent d’accéder à des 
fréquences naturelles et modes propres de la transmission. Ce type d’approche est 
particulièrement adapté aux engrenages possédant un rapport de conduite élevé dont les 
variations de longueur de contact avec le temps sont très faibles.  

Sener et Özgüven [61] utilisent le modèle linéaire présenté sur la Figure I-28 pour 
étudier le comportement dynamique d’un système d’engrenages en tenant compte de son 
environnement (les arbres portant les engrenages et deux inerties représentant le moteur et la 
charge). Dans ce modèle, les excitations naturelles dues à l’engrènement sont introduites via 
la notion d’erreur de transmission tout en supposant que la raideur d’engrènement est 
constante. Dans ces conditions, le système différentiel est à coefficients constants et sa 
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résolution est relativement aisée. Il est conclu que le calcul des facteurs dynamiques, en 
utilisant ce modèle linéaire afin d'inclure les effets des arbres, est une très bonne alternative 
aux modèles plus sophistiqués beaucoup plus coûteux à utiliser. 

 

Figure I-28 : Modèle linéaire de Sener et Özgüven [61] 

I.5.2.2. Modèles linéaires à raideur d’engrènement variable (périodique) 

Dans cette catégorie, les hypothèses précédentes conduisant à un modèle linéaire sont 
maintenues, mais la raideur d’engrènement est considérée variable. Le système d’engrenages 
est alors caractérisé par des équations différentielles à coefficients périodiques dont la période 

mt  est la période d’engrènement définie en fonction de la fréquence de rotation rf  et du 

nombre de dents du pignon 1Z  par : 

 
1

1
m

r

t
Z f

=  (I.40) 

Ce type de modèle a été utilisé dans [62] pour étudier l’effet de corrections de profil de 
denture sur l’erreur de transmission statique et le chargement dynamique sur les flancs des 
dents d’un engrenage droit. Le modèle dynamique d’engrenages droits, représenté Figure 
I-29, est un modèle torsionnel à quatre degrés de libertés. Les raideurs et les moments 
d’inerties des différentes composantes du système sont obtenus à partir des principes 
fondamentaux de la mécanique des matériaux. Les équations de mouvement contiennent des 
termes d’excitations dues aux variations périodiques de la raideur d’engrènement et à la 
présence d’erreurs de profils. Ces équations sont linéarisées en décomposant la période 
d’engrènement en petits intervalles. Des corrections de profil linéaires ou paraboliques ont été 
introduites dans le modèle afin de comparer et discuter l’influence individuelle de chaque 
correction sur le chargement dynamique sur l’engrenage. 
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(a) : système simple de transmission par engrenage 

 

(b) : modèle symbolique 

Figure I-29 : Modèle linéaire à excitations internes périodique [62]  

I.5.2.3. Modèles non linéaires à raideur d’engrènement variable 

Les modèles dynamiques non linéaires à raideur d’engrènement variable représentent 
les modèles d’engrenages les plus sophistiqués, pouvant tenir compte de plusieurs 
phénomènes qui peuvent se produire lors du fonctionnement, notamment à l’approche des 
fréquences critiques et à la présence des défauts de géométrie ou de montage, etc.… comme 
les pertes de contact entre dents et des déplacements dépendant de la rigidité d’engrènement. 
Küçükay [63] a proposé une introduction claire à la modélisation dynamique des systèmes à 
engrenages et a montré l'importance de définir clairement le but du modèle, la gamme de 
fréquences d'intérêt et surtout les sources d'excitations considérées. Les équations du 
mouvement ont été obtenues d'une façon générale en utilisant des vecteurs de structure qui 
contiennent des informations sur le couplage géométrique entre les nœuds. En outre, l’auteur 
donne une brève introduction qualitative pour l’interprétation da la réponse dynamique d'un 
système non-linéaire et l'analyse de sa stabilité. Velex et Maatar [64] ont proposé un modèle 
dynamique non linéaire d’engrenages cylindriques à denture droite ou hélicoïdale. Le pignon 
et la roue sont assimilés à des cylindres rigides reliés à des arbres flexibles. Le contact entre 
les dents est supposé linéique et se fait exclusivement dans le plan d’action. Les lignes de 
contact sont discrétisées en plusieurs segments (Figure I-30) de sorte que l'élasticité des dents 
est simulée par une distribution de raideurs élémentaires indépendantes représentatives des 
segments en contact.  A chaque pas de temps, la somme de ces raideurs élémentaires donne la 
raideur d’engrènement totale instantanée et cette discrétisation permet d’introduire d’une 
manière simple les défauts et les écarts de forme dans la variation temporelle de la raideur 
d’engrènement globale. Les équations du mouvement ont été mises en place en utilisant les 
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équations de Lagrange et en écrivant les énergies cinétiques et potentielles de chaque élément 
du système mécanique global (couple d’engrenage, arbres, paliers ...) [65]. 

 

Figure I-30 : Modèle masses-ressorts d’un engrenage [64] 

Dans [66] et [67], Ajmi et Velex ont étendu ce modèle afin d’étudier les engrenages 
cylindriques à denture larges [68] et considérer les distorsions des corps d’engrenages en 
ajoutant des éléments finis d’arbre pour les corps et des fondations élastiques pour les 
rigidités de dentures (Figure I-31). 
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Figure I-31 : Modèle de la structure élastique de la dent [68] 

I.6. Modélisation masses ressorts d’un engrenage 

La modélisation du comportement dynamique d’un engrenage cylindrique à dentures 
droites ou hélicoïdales en présence de défauts de forme et/ou de montage nécessite de définir 
un état de référence à partir duquel sont définis les degrés de liberté du système.  Dans ce qui 
suit, l’état de référence d’un système d’engrenages sera défini par les mouvements de corps 
rigides dont il convient au préalable de caractériser la cinématique et la dynamique de 
fonctionnement. Dans un deuxième temps, les degrés de liberté seront introduits comme les 
déplacements élastiques généralisés se superposant aux déplacements de corps rigides. 

I.6.1. Etat de référence 

En se basant sur les travaux réalisés dans [64], [68] et [69], l’état de référence est défini 
à partir des mouvements des corps rigides tout en tenant compte de la présence des défauts 
géométriques. Les mouvements de corps rigides contribuent aux équations du mouvement par 
des efforts d’inertie causés par une cinématique de corps rigides perturbée par les défauts 
géométriques, alors que les déplacements élastiques contribuent par des efforts qui dérivent 
d'une énergie potentielle de déformation. 
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I.6.1.1. Géométrie des engrenages rigides 

a) Ecarts de forme 

Les écarts de forme sont des écarts qui proviennent essentiellement du processus de 
fabrication (taillage, traitement thermique et/ou rectification). On distingue généralement trois 
types d’erreurs [70] : 

• Les erreurs de profil : écarts entre le profil réel et le profil idéal (Figure I-32.a). 

• Les erreurs de distorsion : écarts entre la trace du flanc réel et la trace du flanc 
théorique selon la largeur de la denture (sens de l’hélice pour un engrenage 
hélicoïdale) (Figure I-32.b). 

• Les erreurs de division : l’erreur de pas cumulée est la différence algébrique entre la 
longueur mesurée et la longueur théorique de l’arc de cercle de contrôle compris 
entre deux profils homologues (Figure I-32.c). 

 
 

(a) : erreurs de profil (b) : erreurs de distorsion 

 

(c) : erreur de division 

Figure I-32 : Erreurs géométriques [70] 

Les écarts de forme peuvent également provenir de modifications volontaires sur la 
géométrie des dents. Ces modifications, appelées corrections de forme, ont pour but 
d’améliorer la distribution de la charge sur les flancs de denture et éventuellement le 
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comportement vibratoire de la transmission [65], [71]. Les corrections de forme se 
décomposent en : a) les corrections de profil (enlèvement de la matière au sommet et/ou au 
pied de la dent) et b) les corrections longitudinales (bombé ou modification linéaire selon la 
largeur de la dent (sens de l’hélice pour un engrenage hélicoïdale)), (Figure I-33). 

 

 

(a) : correction de profil [64] (b) : correction longitudinale (bombé)  

Figure I-33 : Corrections de forme 

Afin de simuler les écarts de forme sur les dentures (erreurs et/ou corrections de forme), 
les flancs actifs sont discrétisés en surfaces élémentaires appelées cellules. Le centre de 
chacune des cellules correspond à un point ijM  auquel est associé un écart de forme normal 

au flanc de denture (Figure I-34). Cet écart est défini par la mesure algébrique de la distance, 
suivant la normale extérieure au profil (pignon ou roue), entre le point réel et le point 
théorique d’une denture parfaite. Par hypothèse, les écarts de forme sont suffisamment faibles 
devant les dimensions caractéristiques de l’engrenage, pour ne pas affecter les directions des 
normales extérieures aux profils. 

Pour chaque point ijM  commun aux deux profils conjugués (pignon et roue), l’écart 

normal total est la somme algébrique des écarts associés à la dent du pignon (noté 

par : ( )1 ije M ) et à celle de la roue (noté par : ( )2 ije M ). Donc, on a : 

 ( ) ( ) ( )1 2ij ij ije M e M e M= +  (I.41) 

La Figure I-34 montre une cellule de discrétisation du flanc actif d’une dent : 

P c 

L c 
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Figure I-34 : Discrétisation du flanc actif d'une dent 

b) Ecarts de montage : 

Les contacts entre dentures sont très sensibles aux erreurs de montage. Le moindre 
changement peut conduire à des comportements cinématiques et dynamiques complètement 
différents. Les principaux défauts de montage sont : i) les désalignements des axes de rotation 
et ii) les défauts d’excentricité du pignon et de la roue. Les paramètres de ces défauts sont 
donnés dans la Figure I-35. 
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Figure I-35 : Paramètres d’excentricité et de désalignement 

• Défauts d’alignement 

L'imprécision de l'alignement des engrenages lors du montage dans les boites de 
transmission est inévitable. D’après [64] et [65], l’écart de montage dû à un défaut 
d’alignement peut s’exprimer sous la forme de l’équation (I.42) en modélisant les 

désalignements par des déplacements infinitésimaux φ∗  et ψ ∗  autour des axes S


 et T


 

(Figure I-35). 
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 (I.42) 

avec : 

- αt  : angle de pression apparent (Figure I-35). 

- βb  : angle d'hélice de base (Figure I-36). 

- 1bR  : rayon de base du pignon. 

- 2bR  : rayon de base de la roue. 

- i   : indice lié à la ligne de contact. 

- ijη  : abscisse du point i jM  sur l’axe ( , )ic η  (Figure I-36). 

- 1il  et 2il  : distances définies dans la Figure I-36. 
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Figure I-36 : Paramètres géométriques dans le plan d’action 

• Défauts d’excentricité 

Lors du montage et/ou suite à un défaut de fabrication, les mobiles peuvent présenter 
des défauts d’excentricité qui représentent le décalage entre l’axe de rotation et l’axe d’inertie 
polaire de l’engrenage. D’après [64] et [65], l’écart normal résultant dû à un défaut 
d’excentricité s’écrit indépendamment de la position du point i jM  sur le plan d’action sous la 

forme : 

 [ ]1 1 1 2 2 2( ) cos( ) sin( ) sin( )x i j b t te M t tβ ε α λ ε α λ= Ω + − − Ω + −  (I.43) 

avec : 

- 1ε  et 2ε , les distances entre le centre d’inertie et le centre de rotation du pignon et de la 

roue respectivement (Figure I-35). 

- 1λ  et 2λ , les phases initiales (à t = 0) sur le pignon et la roue respectivement (Figure I-35). 

c) Ecarts relatifs 

Dans les conditions de corps rigides, le(s) point(s) de contact *M correspond (ent) au(x) 

point(s) avec l’écart normal ( )*e M maximum, (Figure I-37). L’écart normal total d’un point 

i jM  est noté ( )i je M  et il est défini par l’addition de tous les écarts de forme et de montage 

mentionnés dans les paragraphes précédents, (Figure I-37). 

1n

η

ijM

X


Z


1T 1'T 2T2'T

Plan d'action

ijη

1il 2il

bβ
ic

ligne de contact i

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2012ISAL0041/these.pdf 
© [N. Feki], [2012], INSA de Lyon, tous droits réservés



Chapitre I : Etude bibliographique 

 71 

 

Figure I-37 : Point de contact dans les conditions des corps rigides 

L’écart normal relatif eδ  associé à un point i jM  est défini, à chaque instant, comme la 

différence entre l’écart normal en ce point et l’écart normal maximum au point *M  (point de 
contact). Il vient : 

 ( ) ( ) ( )*
i j i je M e M e Mδ = −  (I.44) 

I.6.1.2. Cinématique des corps rigides 

En se basant sur les propriétés de la cinématique des engrenages et en particulier sur la 
condition de non interpénétration entre deux solides en contact au point *M , les vitesses de 
rotation des deux roues dentées sont liées par la relation : 

 ( )2 *
1 1 0V M n⋅ =


  (I.45) 

avec : 

- ( )2 *
1V M


 : vitesse du corps 2 (roue) par rapport au corps 1 (pignon) au point *M  (Figure 

I-37). 

- 1n  : la normale au profil de la dent du pignon (Figure I-37). 

 

Qui, d’après [65] et [66], conduit à la condition cinématique suivante : 

( )i je M
( )*e M

*M

⊕
1n


( )i je Mδ
i jM

1 

2 

Ligne théorique de contact 

1 : pignon avec défauts 
2 : roue sans défaut 
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 ( ) ( )*
1

2 1
2 2 cos

b

b b b

e MRt
R R β

Ω = − Ω −


 (I.46) 

avec : 

- 1bR  : rayon de base du pignon. 

- 2bR  : rayon de base de la roue. 

- 1Ω  : vitesse de rotation du pignon. 

- βb  : angle d'hélice de base. 

- ( )*e M  : la dérivée par rapport au temps de ( )*e M . 

En supposant que la vitesse de rotation du pignon est imposée constante par le moteur, 
le second terme de l’équation (I.46) montre l’effet des écarts géométriques sur la cinématique 
des engrenages rigides et représente l’erreur cinématique du système (erreur de transmission 
sans charge). 

I.6.1.3. Dynamique des corps rigides 

Le théorème de l’énergie cinétique s’écrit: 

 
( )0

0 0

R
syst R R

ext int

d T
P P

dt
= +  (I.47) 

avec : 

- 0R
systT  : énergie cinétique galiléenne totale du système. 

- 0R
extP  : puissance des efforts extérieurs appliqués au système. 

- 0R
intP  : puissance des efforts intérieurs (de liaisons) du système. 

- 0R  : repère galiléen fixe. 

et conduit au couple résistant d’un système d’engrenage avec écarts géométriques 
suivant en supposant que la vitesse et le couple d’entrée sont constants ([65] et [66]) : 

  

 ( ) ( ) ( )1
2 2

2
r m pC t C I t

t
Ω

= − + ⋅Ω
Ω

  (I.48) 

avec : 

- mC  : couple moteur. 
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- ( )rC t  : couple résistant. 

- 2pI  : moment d’inertie polaire de l’ensemble de sortie (arbre + roue). 

- ( )2 tΩ  : la dérivée par rapport au temps de ( )2 tΩ . 

En substituant l’équation (I.46) dans l’équation(I.48), on obtient le couple résistant en 
fonction des écarts géométriques : 

 ( ) ( )
( )*

1
2

2 2 cosr m p
b b

e M
C t C I

t R β
Ω

= − −
Ω



 (I.49) 

I.6.2. Modélisation des corps déformables 

I.6.2.1. Modèle d’engrenage 

La Figure I-38 montre la modélisation masses-ressorts d’un engrenage cylindrique à 
denture droite ou hélicoïdale. C’est un modèle à paramètres concentrés dans lequel les 
engrenages sont assimilés à des cylindres rigides et la liaison élastique entre le couple 
d’engrenage est modélisée par une série de raideurs. Ce modèle permet de décrire d’une façon 
globale le comportement dynamique de l’engrenage et de tenir en compte des écarts de forme 
et de montage et des variations de la raideur d’engrènement en fonction du temps et du 
chargement. 
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Figure I-38 : Modèle d’un engrenage 

I.6.2.2. Déflexion au point de contact 

Comme illustré sur la Figure I-38, six degrés de liberté de torsion, de flexion et de 
traction-compression sont attribués à chaque roue de l’engrenage. Ces degrés de liberté 
infinitésimaux (3 translations et 3 rotations) sont superposés à l’état de référence du système 
d’engrenage et peuvent être caractérisés par des torseurs dont les coordonnées sont exprimées 

dans un repère fixe ( ), ,R S T Z
  

 lié au couple d’engrenage. Il vient alors: 

 ( )
( )R

k k k k k
k R

k k k k

U O v S w T u Z

S T Z
τ

ω φ ψ θ

 = + +


= + +

  

  



 (I.50) 

avec : 

- 1k =  pour le pignon. 

- 2k =  pour la roue. 

- kv , kw  et ku  sont les 3 translations. 
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- kφ , kψ  et kθ  sont les 3 rotations. 

 

En tenant compte des écarts initiaux (due par exemple aux modifications des dents et/ou 
aux erreurs), l’écrasement normal au point ( i jM ) appartenant à la zone de contact potentiel 

des deux engrenages est donné par : 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2
R R

i j i j i j i jM U M n U M n e Mδ∆ = + +
 

   (I.51) 

En utilisant la formule du transport du moment d’un torseur, on obtient : 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2
R R R R

i j i j i j i jM U O n O M n U O n O M n e Mω ω δ∆ = + ∧ + + ∧ +
 

 

      (I.52) 

Sachant que 2 1n n=−
  , il vient finalement : 
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 (I.53) 

où, 

 ( ) ( ){ } { } ( )T

i j i j i jM V M q e Mδ∆ = ⋅ +  (I.54) 

avec ( ){ }i jV M , le vecteur de structure qui représente la géométrie de l’engrenage et { }q , le 

vecteur des degrés de liberté du couple pignon-roue. 
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Finalement, l’écrasement normal au point i jM  est : 

 ( ) ( ) ( )i j i j i jM M e Mδ δ∆ = +  (I.56) 

avec ( )i jMδ  et ( )i je Mδ  sont respectivement le rapprochement et l’écart normal relatif au 

point i jM , où ( ) ( ){ } { }
T

i j i jM V M qδ = ⋅ . 

I.6.2.3. Formulation des conditions de contact 

Pour tout point à l’intérieur de la fenêtre d’engrènement, la condition de contact est 
déduite de (I.56), sous la forme: 

• ( ) 0i jM∆ >                     contact au point i jM . 

• ( ) 0i jM∆ ≤                     perte de contact au point i jM . 

Dans l’élaboration du code de calcul, la zone de contact est discrétisée en plusieurs 
segments élémentaires (Figure I-34). D’où, la nécessité de développer un algorithme de 
contact unilatéral [65], [66] traitant ces conditions pour tous points de discrétisation. 

I.6.2.4. Raideur d’engrènement globale 

Lors de l’engrènement, plusieurs couples de dents peuvent être en contact (c'est-à-dire 
plusieurs lignes de contact dans le plan d’action en fonction du rapport de conduite total). La 
Figure I-39 montre une ligne de contact i  discrétisée en plusieurs segments. Le point i jM  

représente le centre de la cellule i j  (ligne i  et segment j ) à laquelle est associée une raideur 

élémentaire i jk . 

 

Figure I-39 : Discrétisation d’une ligne de contact 
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La liaison entre les lignes de contact du couple pignon-roue est donc modélisée par 
l’association en parallèle des raideurs élémentaires ([65], [66] et [72]). La raideur 
d’engrènement globale instantanée est donc la somme, à chaque instant, de toutes les raideurs 
élémentaires présentes dans la fenêtre d’engrènement et s’exprime : 

 ( ) i j
i j

k t k=∑∑  (I.57) 

avec :  

- i  : indice d’une ligne de contact. 

- j  : indice du segment de discrétisation de la ligne de contact. 

- i jk  : raideur élémentaire. (la méthode de calcul de cette raideur est expliquée dans le 

chapitre suivant) 

 

La raideur d’engrènement globale est variable en fonction du temps, elle dépend 
également du chargement et des écarts géométriques et constitue une source d’excitation 
importante pour le système [72]. 

I.7. Conclusion 

Ce chapitre a été consacré à établir les bases théoriques permettant de modéliser un 
système électromécanique composé d’un train à engrenages entraîné par un moteur 
asynchrone. Les différents types de modélisation de chaque sous-système ont été présentés 
afin de choisir les modèles les plus adaptés à l’application qui consiste à analyser, détecter et 
surveiller des défauts d’engrenages par mesure des courants statoriques. En outre, les 
défaillances des systèmes électromécaniques, les différentes techniques ainsi que les outils de 
détection et de surveillance ont été présentés.  

Dans la suite de ce mémoire et en se basant sur l’étude bibliographique, les modèles 
retenus pour le moteur asynchrone seront le modèle dq de Kron et le modèle de réseaux de 
perméances. En ce qui concerne la transmission mécanique, une modélisation 
tridimensionnelle caractérisant l’engrenage (modèle à paramètres concentrés) avec déviations 
de forme et avaries de surface, les arbres et les paliers sera utilisée. 
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II.1. Introduction 

Ce chapitre sera consacré à la modélisation du comportement électrique et dynamique 
d’un système électromécanique. Il sera composé de deux grandes parties selon le modèle 
électrique choisi et le type de couplage entre les deux sous-systèmes. 

Dans un premier temps, le moteur asynchrone sera caractérisé par le modèle dq de Kron 
qui consiste à ramener une machine triphasée en une machine biphasée équivalente. En ce qui 
concerne le modèle mécanique, les engrenages seront assimilés à deux cylindres rigides liés 
par une série de raideurs non linéaires et variables dans le temps, les arbres seront modélisés 
par des éléments poutres de Timoshenko et les paliers seront introduits par des raideurs 
localisées. On montrera que le modèle électromécanique global peut être caractérisé par un 
système d'équations non linéaires unique couplant les équations électriques et mécaniques. 
Ces équations seront résolues par une méthode combinant un schéma d’intégration pas à pas 
dans le temps et un algorithme de contact normal permettant de déterminer les distributions de 
charges instantanées sur les flancs de dentures. Dans un deuxième temps, un modèle plus 
sophistiqué et plus fin de moteur asynchrone sera établi afin de tenir compte de plusieurs 
phénomènes en présence de défauts tels que la variation de l’épaisseur de l’entrefer et la 
variation des inductances propres et mutuelles. La machine à induction sera caractérisée par le 
modèle des réseaux de perméances permettant de décrire son comportement 
électromagnétique. La mise en équations de ce modèle sera développée à partir du couplage 
des équations magnétiques et électriques. Le couplage entre les différents modèles électriques 
et mécaniques sera assuré en respectant les entrées/sorties de chaque sous-système. 

Les modèles électromécaniques seront développés dans le but de construire des 
indicateurs de surveillance en ligne (modèle de Kron + modèle 3D d’engrenage) et d’étudier 
les interactions électrique/mécanique (modèle de réseaux de perméances + modèle 3D 
d’engrenage). 

II.2. Modèle électrique de Kron 

II.2.1. Description 

La modélisation des machines électriques conventionnelles est basée sur la mise en 
équations mathématiques de leurs comportements électromagnétiques permettant de les 
étudier en régime permanent ou transitoire. En particulier, une machine asynchrone à cage 
peut être caractérisée par le modèle de Kron en ramenant une machine triphasée en une 
machine biphasée équivalente. Ce modèle sert en outre à simuler son comportement 
dynamique. 
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La machine asynchrone triphasée bipolaire représentée dans la Figure II-1 est constituée 
d’un inducteur fixe appelé stator et d’un induit tournant appelé rotor munis chacun d’un 
enroulement triphasé. Les enroulements rotoriques sont fictifs et représentent la cage 
d’écureuil constituée par des barres conductrices court-circuitées par deux anneaux aux 
extrémités. 

 

Figure II-1 : Différents axes magnétiques de la machine asynchrone 

Les trois enroulements de phase du stator sa , sb  et sc  sont représentés 

schématiquement sur leurs axes magnétiques respectifs, ainsi que les trois enroulements fictifs 
du rotor ra , rb  et rc . On représente également deux axes perpendiculaires d  (direct) et q  (en 

quadrature) qui définissent un nouveau repère orthonormé dans lequel les équations 
électriques et magnétiques de la machine asynchrone vont être exprimées plus simplement 
grâce à un changement de variables appelé transformation de Kron. 

II.2.2. Hypothèses 

Pour simplifier les développements théoriques des équations décrivant le comportement 
électromagnétique d’une machine asynchrone à cage, il est nécessaire de faire les hypothèses 
suivantes : 

• La saturation est négligée, il en résulte que les inductances propres et mutuelles sont 
indépendantes des courants qui circulent dans les différents enroulements. 

• On ne tient pas compte de l’hystérésis et des courants de Foucault dans les parties 
magnétiques parce qu’on suppose que le circuit magnétique est parfaitement 
feuilleté. 
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• Les encoches sont supposées infiniment minces. 

• Les forces magnétomotrices sont réparties sinusoïdalement dans l’entrefer (supposé 
uniforme) de la machine, il y a symétrie par rapport à l’axe magnétique des 
enroulements. Les inductances propres du stator et du rotor peuvent être considérées 
comme constantes et les inductances mutuelles entre les enroulements (stator-stator, 
stator-rotor et rotor-rotor) peuvent être décrites par des fonctions sinusoïdales en se 
basant sur les angles électriques (angle électrique = nombre de paires de pôles x 
angle mécanique) entre les différents axes magnétiques. 

II.2.3. Equations électriques 

En se basant sur ces hypothèses, les six enroulements représentés dans la Figure II-1 
obéissent aux équations électriques (II.1) et (II.2) écrites dans le repère abc . Ces équations 
décrivent le comportement électrique d'une machine à induction triphasée et permettent de 
l’étudier en régime transitoire et permanent. 

 

as
as s as

bs
bs s bs

cs
cs s cs

dv R i
dt

dv R i
dt

dv R i
dt

Ψ = +


Ψ = +


Ψ
= +

 (II.1) 

 

ar
ar r ar

br
br r br

cr
cr r cr

dv R i
dt

dv R i
dt

dv R i
dt

Ψ = +


Ψ = +


Ψ
= +

 (II.2) 

avec : 

- kv  : Tension aux bornes de l’enroulement k . 

- asi  : Courants parcourant l’enroulement k . 

- kΨ  : Flux traversant l’enroulement k . 

- sR  : Résistance d’une phase du stator. 

- rR  : Résistance d’une phase du rotor. 

Dans le cas d’une machine asynchrone, le rotor est en court-circuit. On a donc : 

 0ar br crv v v= = =  (II.3) 
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II.2.4. Equations magnétiques 

Compte tenu des hypothèses définies précédemment (paragraphe II.2.2), les équations 
reliant les flux magnétiques et les courants parcourant les différents enroulements s’écrivent 
sous la forme matricielle suivante : 

 

2 2cos cos cos
3 3

2 2cos cos cos
3 3

2 2cos cos cos
3 3

as
as as as rs rs rs

bs
as

cs
bs as as as rs rs rs

a
cs

as as as rs rs rs

i
L M M M M M i

i
M L M M M M

i

M M L M M M

π πθ θ θ

π πθ θ θ

π πθ θ θ

    + −        Ψ 
      Ψ = − +      

      Ψ      + −    
    



r

br

cr

i
i

 
 
 
  
 
 
 
 
  

(II.4) 

 

2 2cos cos cos
3 3

2 2cos cos cos
3 3

2 2cos cos cos
3 3

as
rs rs rs ar ar ar

bs
ar

cs
br rs rs rs ar ar ar

a
cr

rs rs rs ar ar ar

i
M M M L M M i

i
M M M M L M

i

M M M M M L

π πθ θ θ

π πθ θ θ

π πθ θ θ

    − +        Ψ 
      Ψ = + −      

      Ψ      − +    
    



r

br

cr

i
i

 
 
 
  
 
 
 
 
  

(II.5) 

avec : 

- asL  : Inductance propre d’une phase du stator. 

- asM  : Inductance mutuelle entre deux phases du stator. 

- arL  : Inductance propre d’une phase du rotor. 

- arM  : Inductance mutuelle entre deux phases du rotor. 

- rsM  : Maximum de l’inductance mutuelle entre une phase du stator et une phase du  

 rotor (atteint lorsque leurs axes magnétiques sont alignés). 

II.2.5. Choix de la transformation de Kron 

Le choix du repère 0dq  dépend essentiellement de la nature du problème à étudier. 
Comme explicité au paragraphe I.4.1.2, ce repère peut être lié au stator, au rotor ou au champ 
tournant. Ce dernier choix (repère 0dq  lié au champ tournant appelé également repère 
synchrone) est particulièrement avantageux parce qu’aucune des grandeurs d’axes (courants, 
tensions, flux) ne comporte désormais de porteuse sinusoïdale, ce qui simplifie 
considérablement la conduite des calculs [16], [17]. En outre, ce repère peut être utile pour 
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étudier la réponse du moteur asynchrone à de petites perturbations autour d’un régime donné, 
ce qui est le cas de notre étude. 

Par ailleurs, afin de minimiser le nombre d’équations à traiter, la machine à étudier est 
représentée par une machine biphasée équivalente. Ce passage est assuré par la transformation 
de Kron qui consiste à appliquer aux courants, tensions et flux, un changement de variables 
faisant intervenir l’angle entre les axes des enroulements a , b  et c  et les axes d , q  et 0 . Ce 
changement de variables peut être interprété comme la substitution des enroulements réels par 
des enroulements fictifs ( ds , qs , 0s , dr , qr  et 0r ) dont les axes magnétiques sont liés aux 
axes d , q  et 0 , mais dont les conducteurs restent liés aux armatures qui les supportent. 

La matrice qui assure cette transformation orthonormée est donnée par l’équation (II.6) : 

 0/

2 2cos cos( ) cos( )
3 3

2 2 2sin sin( ) sin( )
3 3 3

1 1 1
2 2 2

dq abcT

π πθ θ θ

π πθ θ θ

 − + 
 
 = − − − − + 
 
 
  

 (II.6) 

En outre, cette transformation se traduit par les relations suivantes : 

 s
e

d
dt
θ ω=  (II.7) 

 sl
sl e m e

d g
dt
θ ω ω ω ω= = − =  (II.8) 

avec : 

- eω   : Vitesse électrique du champs tournant (pulsation des courants statoriques). 

- mω  : Vitesse mécanique du rotor. 

- slω  : Vitesse du repère dq par rapport au rotor 

- sω   : Vitesse du repère dq par rapport au stator 

- g   : Glissement tel que e m

e

pg ω ω
ω
−

= . 

- p   : Nombre de paires de pôles. 

II.2.6. Equations électriques et magnétiques après transformation de Kron 

On applique le changement de variables défini par l’équation (II.6) aux grandeurs du 
stator (indice s ) et du rotor (indice r ). Les composantes d’indice 0 , dites homopolaires, 
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n’interviennent pas à condition que l’alimentation du stator soit équilibrée ou que le point 
neutre ne soit pas sorti ( 0a b ci i i+ + = ) et que le rotor ne subisse pas d’effet de dissymétrie, ce 

qui est le cas dans cette étude. On obtient ainsi les équations (II.9) et (II.10) écrites dans le 
repère dq  choisi lié au champ tournant. 

 
0 0

0 0
ds ds ds dss e

qs qs qs qss e

v iR d
v iR dt

ω
ω

Ψ Ψ−          
= + +          Ψ Ψ          

 (II.9) 

avec : ds s m ds

dr m r dr

L L i
L L i

Ψ     
=    Ψ     

 

 
00

00
dr dr dr drslr

qr qr qr qrslr

v iR d
v iR dt

ω
ω

Ψ Ψ−         
= + +          Ψ Ψ          

 (II.10) 

avec : qs qss m

qr qrm r

iL L
iL L

Ψ    
=    Ψ     

 

En posant : 

- s as asL L M= −  : Inductance propre cyclique du stator. 

- r ar arL L M= −  : Inductance propre cyclique du rotor. 

- 3
2m rsL M=  : Inductance mutuelle cyclique entre stator et rotor. 

II.2.7. Ecriture des équations d’état 

A partir des équations (II.9) et (II.10) écrites dans le repère dq , le comportement 
électromagnétique de la machine asynchrone peut être décrit dans une représentation 
matricielle d’état unique en choisissant un vecteur d’état ( )X t  composé des courants 

parcourant les enroulements fictifs du stator et des flux magnétiques traversant les 
enroulements fictifs du rotor. 

 ( ) { }T

ds qs dr qrX t i i= Ψ Ψ  (II.11) 

Le modèle électrique de la machine asynchrone est donné par l’équation matricielle 
différentielle (II.12) : 

 ( ){ } [ ] ( ){ } [ ] ( ){ }d X t A X t B U t
dt

= +  (II.12) 
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avec : [ ]

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1
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, 
2

1 m

s r

L
L L

σ = − , s
s

s

LT
R

=  et r
r

r

LT
R

= . 

II.2.8. Calcul du couple électromagnétique 

La machine asynchrone est alimentée au stator par une source de tensions triphasée et 
les enroulements du rotor sont court-circuités. D’après les équations (II.4) et (II.5), la création 
du couple électromagnétique est due essentiellement aux inductances mutuelles entre les 
enroulements de l’inducteur (stator) et de l’induit (rotor). En écrivant le bilan des puissances 
(variation par unité de temps de l’énergie magnétique emmagasinée, puissance mécanique et 
pertes Joules), on déduit, en fonction des différents paramètres électriques et magnétiques, 
l’expression du couple électromagnétique emC  d’une machine asynchrone multipolaire [17], 

[43]. 

 ( )m
em dr qs qr ds

r

pLC i i
L

= Ψ −Ψ  (II.13) 

avec p  est le nombre de paires de pôles de la machine. 

La résolution du système d’état (II.12) permet de déterminer les courants et les flux 
magnétiques et par suite déduire le couple électromagnétique instantané transmis par le 
moteur à la boite de transmission par engrenage. 

II.3. Mise en équation du modèle mécanique 

L’objectif de cette partie est d’élaborer des outils numériques permettant de modéliser le 
comportement dynamique d’une transmission à engrenages droits ou hélicoïdaux. Dans la 
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littérature, les modèles dynamiques d’engrenages les plus rencontrés sont à paramètres 
concentrés [65], [72]. Les corps du couple d’engrenages sont caractérisés par des cylindres 
rigides et la liaison entre les dents en contact est modélisée par des raideurs distribuées. Les 
équations de mouvement du modèle sont par la suite obtenues à partir des équations de 
Lagrange en s’appuyant sur le formalisme des torseurs de déplacements infinitésimaux définis 
à partir des mouvements des corps rigides. Ce modèle permet donc d’analyser l’état perturbé 
de l’engrenage par rapport à un état de référence déjà connue. 

II.3.1. Hypothèses 

Dans cette étude, les hypothèses suivantes sont retenues : 

• les contacts entre profils adjacents se font exclusivement dans le plan d’action 
théorique. 

• le contact entre chaque couple de dents est supposé linéique. 

• le plan d’action et les normales aux profils, sont supposés non affectés par les écarts 
géométriques et par les déformations du réducteur. 

• les déplacements généralisés sont supposés faibles (hypothèse de petites translations 
et rotations). 

• l’amortissement est supposé visqueux. 

II.3.2. Description du modèle 

Le modèle masses ressorts d’un engrenage cylindrique à denture droite ou hélicoïdale 
est représenté dans la Figure II-2. Il est composé de cinq éléments de base : 

• 1er élément : les arbres d'entrée (côté moteur) et de sortie (côté charge) sont simulés 
par éléments finis de poutres classiques à deux nœuds (poutre de Timoshenko) [65]. 
Chaque arbre comporte deux sous éléments d’une part et d’autre de l’engrenage. 
Quatre éléments de type poutre ont été obtenus répartis entre les différents nœuds 
du système mécanique global. 

• 2ème élément : le couple d’engrenage (pignon et roue) est caractérisé par un élément 
spécifique (modèle à paramètres concentrés) [65]. Cet élément est représenté par 
des masses et des ressorts entre les nœuds 2 et 5. 

• 3ème élément : les paliers (roulements) sont représentés par des raideurs 
additionnelles placées au niveau des nœuds 1, 3, 4 et 6. 

• 4ème élément : le moteur est modélisé par son inertie et impose un couple 
électromagnétique, décrit dans (II.13), à un nœud de l'arbre d’entrée (arbre du 
pignon). 
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• 5ème élément : la charge est assimilée, pour des raisons de simplicité, à un élément 
de rigidité en torsion skθ  placé à un nœud de l'arbre de sortie (arbre de la roue). 

 

Figure II-2 : Modèle global : Modèle dynamique global 3D d’un système à engrenage 

Le modèle du système d’engrenage comporte six nœuds et à chaque nœud est associé 
six degrés de liberté de torsion ( kθ ), de flexion ( , , ,k k k kv w φ ψ ) et de traction compression ( ku ) 

avec { }1,2,3,4,5,6k∈  (Figure II-2). Le comportement dynamique de ce système est donc 

représenté par 36 degrés de liberté (DDL) qui correspondent aux à déplacements élastiques 
infinitésimaux superposées aux mouvements des corps rigides. Les degrés de liberté du 
couple d’engrenage (pignon/roue) sont représentés dans la Figure II-3. 

 

Figure II-3 : Degrés de liberté de l’élément engrenage (pignon et roue) 
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Selon [64] et [65], le pignon et la roue sont assimilés à des cylindres rigides reliés aux 
arbres flexibles. L'élasticité des dents est simulée par une distribution de raideurs élémentaires 
indépendantes le long des lignes théoriques de contact dans le plan d’action (fondation 
élastique de Wrinckler) comme illustré dans la Figure II-4. Au cours de la rotation du couple 
d’engrenage, les lignes de contact de déplacent sur le plan d’action avec la vitesse 1 1bV R= ⋅Ω  

avec 1bR  est le rayon de base du pignon et 1Ω  est la vitesse de rotation du pignon en rad/s (qui 

est supposé être l’organe menant). Chacune de ces lignes correspond à un couple de dents en 
contact. Elle est discrétisée en plusieurs segments (le nombre de segments est défini par la 
finesse de calcul voulu et par la dimension de la largeur de l’engrenage) et à chaque segment 

est associé une raideur élémentaire par unité de longueur ( )i jk M  (ligne i , segment j ). 

 

Figure II-4 : Modélisation de la raideur d’engrènement dans le plan d’action 

II.3.3. Caractérisation de la raideur de contact 

La déformée totale d’un couple de dents résulte de la contribution de plusieurs 
déplacements qui sont superposés [72] à savoir :  

• La déformée de fondation fwδ  

• la déformée de flexion de dent bδ  

• et enfin, la déformée de contact ou hertzienne cδ  

Ces trois grandeurs sont définies dans les alinéas suivants. 

Ligne de contact théorique 

( )*e M

( )i je M
X


1 1bV R= Ω

bβ

Z
 Surface de contact réelle 
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On en déduit la raideur équivalente qui est donnée par la formule suivante : 

 
( )1 fw b c

éqk F
δ δ δ∂ + +

=
∂

 (II.14) 

avec F  est l’effort appliqué. 
 

Chaque raideur élémentaire dépend du temps et de la position relative à l’engrènement 
des dents pendant la rotation de l’engrenage. Pour calculer cette raideur, les résultats de 
Weber et Banaschek [55] pour la flexion des dents et les déplacements de la base ont été 
employées tandis que les déflexions au contact ont été introduites par la formule Lundberg 
pour des demi-espaces élastiques [73]. 

II.3.3.1. Formules de Weber et Banascheck 

a) Déplacement dû à la flexion d’une dent 

Les déformations dues à la flexion des dents ont été calculées en considérant la dent 
d’engrenage comme étant une poutre de section variable encastrée au niveau du corps 
d’engrenage et libre de l’autre côté. En écrivant l’égalité entre le travail de l’effort extérieur et 
l’énergie de déformation de la dent en flexion, Weber et Banaschek [55] ont obtenu: 

 ( ) ( )
( )

( )( ) ( )

2
2 2

30 0

1 1cos 10.92 3.1 1 0.294w wu uw
b p p

u yF dy tg dy
b E d yd y

δ α α
 −

= + + 
  

∫ ∫  (II.15) 

avec : 

- F  : Force appliquée sur la dent. 

- b  : largeur de la dent. 

- E  : module de Young. 

- pα  : angle de pression. 

Les autres paramètres sont définis dans la Figure II-5. 
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Figure II-5 : Paramètres pour la formule de Weber Banaschek [55] 

Les fonctions à intégrer dans l’équation (II.15) ne possèdant pas de solutions 
analytiques, les formules de quadratures suivantes ont été proposées par [56] : 

 

( )
( )

( )

2

2 2
3 3 30

1 1

0
1 1

1 1 1 1
2 3

1 1 1 1
2

j

j

Nu j
j j k k k

k k kj

Nu

k
kj k k

u y
dy u u h h h

d dd y

dy h
d y d d

= +

= +

 −    = − + +     

  

= +  
 

∑∫

∑∫
 (II.16) 

avec N , le nombre de segments de discrétisation entre l’encastrement et l’intersection entre 
la ligne moyenne d’une dent et la ligne d’application de la force F . Les autres paramètres 
sont définis dans la Figure II-6. 

 

Figure II-6 : Paramètres pour l’intégration numérique [56] 
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b) Déplacement dû à la contribution du corps d’engrenage (liaison dent/jante) 

Pour la contribution du corps d’engrenage, la dent est supposée rigide et le corps de 
roue est modélisé par un demi-plan élastique sur lequel sont appliquées des distributions de 
contraintes normales (dues aux moments de flexion et à l’effort de compression) et 
tangentielles (cisaillement). 

 

 

Figure II-7 : Distributions de contraintes sur le corps d’engrenage 

En supposant que la distribution des contraintes normales est linéaire et que les 
contraintes de cisaillement au pied de dent sont constantes, une estimation du déplacement 
dans la direction de la charge appliquée sur la dent est donnée dans l’équation (II.17) en 
superposant les trois phénomènes décrit dans la Figure II-7 et en utilisant les formules 
classiques de l’élasticité bidimensionnelle. 

 ( ) ( )( )
2

2 21 cos 1w w
fw p p

fw fw

u uF L M P Q tg
b E S S

δ α α
    
 = + + + ⋅           

 (II.17) 

avec : 
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- fwS  : épaisseur de la dents au niveau de la section critique selon Weber [55] (Figure II-5). 

- L , M , P  et Q  : constantes qui diffèrent légèrement selon les auteurs, comme l'indique  le 
tableau suivant. 

 L  M  P  Q  
Weber [55] – Attia [74] 5,2 1 1,4 0.294 — 0,32 

Cornell* [56] 5,306 
1,4 (contrainte plane) 

1,14 (déformation plane) 
1,534 0,32 

Tableau II-1 : constantes de l’équation (II.17) pour ν = 0,3  

* E  pour contrainte plane et ( )2/ 1E ν−  déformation plane 

c) Déplacement dû au contact entre les dents 

D’après Weber et Banaschek [55], le contact entre deux dents du pignon et de la roue 
peut être assimilé à deux massifs élastiques semi-infinis soumis chacun une distribution 
hertzienne de pressions normales (Figure II-8). En utilisant la théorie de Hertz 2D pour deux 
cylindres en contact et en prenant la ligne centrale de la dent comme étant une référence pour 
les déplacements, la déflexion normale entre les parties en contact est donnée par l’équation 
(II.18) :  

 
( )

2
1 2214 ln

2 1
WB
c

H

k kF
b E a

ν νδ
π ν

 −
= −  − 

 (II.18) 

avec : 

- F  : Force appliquée sur la dent. 

- b  : largeur de la dent. 

- E  : module de Young. 

- ν  : coefficient de Poisson. 

- 1k , 2k  : les distances entre le point de contact et la ligne médiane de la dent (l’indice 1 

pour le pignon et l’indice 2 pour la roue), (Figure II-5). 

- 
218H eq

Wa
b E

νρ
π
−

=  : demi largeur de contact hertzien (Figure II-8). 

- 1 2

1 2
eq

ρ ρρ
ρ ρ

=
+

 : rayon de courbure équivalent au point de contact considéré. 

- 1ρ , 2ρ  : rayons de courbure (Figure II-5). 
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Figure II-8 : Distribution de pression hertzienne 

D’autres formules sont largement utilisées pour le calcul de la déflexion de contact entre 
les dents d’engrenage tels que la formule analytique tridimensionnelle de Lundberg [73] et la 
formule semi empirique développée par Palmgren pour les rouleaux cylindriques [56]. 

II.3.3.2. Formule de Lundberg 

Lundberg [73] suppose que la pression de contact est uniforme sur la largeur de contact 
b  et semi elliptique selon la direction transverse (Figure II-9). Ce chargement est appliqué en 
supposant que la dent est un demi-espace élastique semi-infini. D’après [66] et [73], 
l’expression de la déflexion de contact c

Lδ  au centre de la zone chargée est donnée par 

l’équation (II.19) en conservant les notations de l’équation (II.18). 

 
21 14 ln 2 ln

2
c
L

H

F b
b E a

νδ
π

 −
= + + 

 
 (II.19) 

La formulation de Lundberg est donc tridimensionnelle parce qu’elle fait intervenir la 
largeur de contact b  indépendamment du rapport /F b  contrairement à l’équation (II.18) de 
Weber Banaschek. 

 

Figure II-9 : Demi-espace élastique et chargement pour la formule de Lundberg 

y

x

0

( )p x

HaHa−

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2012ISAL0041/these.pdf 
© [N. Feki], [2012], INSA de Lyon, tous droits réservés



Chapitre II : Modélisation électromécanique des transmissions par engrenages entraînées par 
un moteur asynchrone 

 94 

II.3.4. Modèle dynamique : Equations de mouvement 

Les équations de mouvement sont développées à partir des équations de Lagrange : 

 
i i i i i

d T T D U W
dt y y y y y
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

− + + = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

 (II.20) 

avec : 

- T  : énergie cinétique du système. 

- U  : énergie potentielle de déformation du système. 

- D  : fonction de dissipation. (exemple : forces de frottement visqueux) 

- W  : travail virtuel des forces extérieures généralisées. 

- iy  : coordonnées généralisées du système 1,2, ... 36i = . Soit, { } { }1 2 36, , ... , TY y y y= . 

Le système global est obtenu par l’assemblage des systèmes élémentaires. En effet, 
chaque énergie du système total représente la somme des énergies de ces éléments. Dans la 
suite, on étudiera chaque sous système isolé puis on effectuera l’assemblage afin d’obtenir les 
équations de mouvement du système mécanique global. 

II.3.4.1. Elément d’engrenage 

On admet que l’indice E  représente l’élément d’engrenage et k  représente le nœud de 
l’engrenage ( 2k =  pour le nœud lié au pignon et 5k =  pour le nœud lié à la roue) (Figure 
II-3). 

a) Energie cinétique 

En négligeant les effets centrifuges et gyroscopiques, l’énergie cinétique de l’élément 
d’engrenage s’écrit sous la forme suivante : 

 ( )( ) ( )0 0 0
21 1

2 2
TR R R

E k k k k kk
k

T M V G I = + Ω Ω 
 

∑
  

 ; 2,5k =  (II.21) 

avec : 

- ( )0 2 , , ,R O S T Z
  

 : repère fixe lié au pignon. 

- kG  : centre d’inertie de l’engrenage k . 

- kM  : masse de l’engrenage k . 

- kΩ  : vitesse de rotation de l’engrenage k . 

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2012ISAL0041/these.pdf 
© [N. Feki], [2012], INSA de Lyon, tous droits réservés



Chapitre II : Modélisation électromécanique des transmissions par engrenages entraînées par 
un moteur asynchrone 

 95 

- 
k

I  : tenseur d’inertie de l’engrenage k . 

Sachant qu’on a : 

 
( ) ( )0

0

( )

( )

R
k k k Sk k Tk k

R
k k k k k

V G v C S w C T u Z

S T Zφ ψ θ

 = + + + +

Ω = + + +Ω

  

  

  

 



 ; 2 5k ou=  (II.22) 

avec : 

- 

( )
( )

( )
( )

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

5 5 5 5 50

5 5 5 5 50

sin

cos

sin

cos

S

T

t

S

t

T

C t

C t

C dt

C dt

ε λ

ε λ

ε λ

ε λ

= − Ω Ω −


= Ω Ω −

 = − Ω Ω −



= Ω Ω −


∫

∫

 : expressions de l’excentricité plane des engrenages en 

négligeant les effets centrifuges et gyroscopiques (voir Figure I-35) [65]. 

Et le tenseur d’inertie d’un cylindre : 

 
0 0

0 0
0 0

k

kk

pk

I
I I

I

 
 

=  
 
 

 ; 2,5k =  (II.23) 

avec : 

- pkI  : inertie polaire de l’engrenage k  par rapport à l’axe de rotation Z


. 

- kI  : inertie de masse de l’engrenage k  par rapport à un axe perpendiculaire à l’axe de 

rotation ( S


 et T


). 

Donc, on obtient pour 2k =  et 5  : 

 ( ) ( )( ) ( )( )2 2 2 2 2 2

2,5

1 1 ( )
2 2E k k Sk k Tk k k k k pk k k

k
T M v C w C u I Iφ ψ θ

=

 = + + + + + + + +Ω 
 

∑  

   (II.24) 

En appliquant les équations de Lagrange et en supposant que la vitesse de rotation 1Ω  

est constante, on obtient : 

 [ ]{ } { }2/
E E

E Ei E
Ei Ei

T Td M Y F
dt y y
 ∂ ∂

− = + ∂ ∂ 




 (II.25) 

avec : 

- [ ] ( )2 2 2 2 2 2 5 5 5 5 5 512 12
, , , , , , , , , , ,E p pM diag M M M I I I M M M I I I

×
 =    : matrice masse de 

l’élément d’engrenage. 
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- { } { } { }2 2 2 2 2 2 5 5 5 5 5 512 1
, , , , , , , , , , , T

E EiY y v w u v w uφ ψ θ φ ψ θ
×
= =  : degrés de liberté (DDLs) de 

l’élément d’engrenage. 

- { } { }2/ 2 2 2 2 5 5 5 5 2 512 1
, ,0,0,0,0, , ,0,0,0,

T

E S T S T pF M C M C M C M C I
×
= Ω      : vecteurs des 

excitations causées par une cinématique perturbée par l’excentricité de l’élément 
d’engrenage. 

b) Energie de déformation 

Pour calculer l’énergie de déformation associée à un couple d’engrenage, les lignes de 
contact ont été discrétisées en plusieurs segments. On appelle ijM  le point de contact 

correspondant au centre du jème segment de la ième ligne de contact et ijn  est la normale 

sortante par rapport au flanc actif du pignon en ce point. 

 

Figure II-10 : Discrétisation du flanc actif d'une dent 

En se basant sur ce qui était développé dans le paragraphe I.6.2.2, on rappelle que, pour 
chaque élément de discrétisation, le vecteur structure en tout point ijM  est donné par : 

 ( ) 1

2

ij

ij ij
ij

ij

ij ij

n

O M n
V M

n

O M n

 
 

∧ 
=  − 
 − ∧ 













 (II.26) 

D’après [64], l’énergie de déformation associée à l’élément i j  s’écrit sous la forme : 

 ( )221 1
2 2ij ij ij ij ij iju k k eδ δ= ∆ = +  (II.27) 

avec : 

- ijk  est la raideur en cet l’élément i j . 

1n

v

η
ijM

ligne de contact i
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- ij∆  est l’écrasement à cet élément : ij ij ijeδ δ∆ = + . 

- ijδ  est le rapprochement au point ijM . 

- ijeδ  écart normal au point ijM . 

 

En se basant sur les équations (I.54) et (II.27), on obtient : 

 { } ( ){ } ( ){ }{ } ( ){ } { } 21 1
2 2

T TT
ij ij E ij ij E ij ij ij E ij iju k Y V M V M Y k e V M Y k eδ δ= + +  (II.28) 

L’énergie de déformation totale pour l’élément engrenage est donnée par : 

 
1 1

l sN N

E ij
i j

U u
= =

=∑∑  (II.29) 

avec lN  et sN  sont respectivement les nombres instantanés de lignes et de segments dans la 

fenêtre d’engrènement. 

Donc,  

 

{ } ( ){ } ( ){ }( ) { }

( ){ }( ) { } ( )

1 1

2

1 1 1 1

1
2

1       
2

l s

l s l s

N N TT
E E ij ij ij E

i j

TN N N N

ij ij ij E ij ij
i j i j

U Y k V M V M Y

k e V M Y k eδ δ

= =

= = = =

 
=  

 

 
+ + 
 

∑∑

∑∑ ∑∑
 (II.30) 

En appliquant les équations de Lagrange, on obtient : 

 { }( ) { } { }( ){ }1/, ,E
E E E E E

E i

U K t Y Y F t Y
y

∂  = + ∂
 (II.31) 

avec : 

- { }( ) ( ){ } ( ){ }( )12 12
1 1

,
l sN N T

E E ij ij ij
i j

K t Y k V M V M
×

= =

 
  =   

 
∑∑  représente la matrice de rigidité de 

l’élément engrenage qui dépend du temps et du vecteur structure (I.55). 

- { }( ){ } ( ){ }( )1/ 12 1
1 1

,
l sN N

E E ij ij ij
i j

F t Y k e V Mδ
×

= =

=∑∑  représente le vecteur des efforts dus aux 

écarts. 

II.3.4.2. Elément arbre 

Le système d’engrenage étudié comporte deux arbres d’entrée et de sortie (Figure II-2). 
Dans ce paragraphe, ces arbres sont modélisés par des éléments finis classiques de type poutre 
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de Timoshenko à deux nœuds. La répartition des différents nœuds du système impose la 
décomposition des arbres en quatre éléments à deux nœuds chacun et à six degrés de liberté 
par nœud. 

La Figure II-11 montre le modèle élément fini entre deux nœuds quelconques (1 et 2) 
d’un arbre de section circulaire S  et de longueur L . Les différents degrés de liberté de chaque 
nœud sont aussi représentés dans un repère fixe lié à l’arbre. 

 

Figure II-11 : Modèle élément fini de l'arbre 

Le modèle du système global comporte quatre éléments d’arbre. Donc, on calcule 
l’énergie cinétique et celle de déformation pour un élément d’arbre dans le cas général. Et 
ceci sera applicable pour les quatre éléments en modifiant les indices des nœuds et les 
dimensions caractéristiques de chaque élément d’arbre. 

On note que le calcul des énergies et des matrices de masse et de rigidité est détaillé 
dans l’annexe A. 

a) Energie cinétique 

En négligeant les effets centrifuges et gyroscopiques, l’expression de l’énergie cinétique 
de l’élément arbre s’écrit : 

 ( ) ( ) ( )22 2 2 2 2
00 0 0

1 1 1
2 2 2

L L L

A xT S v w u dz I dz I dzρ θ φ ψ= + + + +Ω + +∫ ∫ ∫ 

    (II.32) 

avec : 

- ρ  : masse volumique. 

- S  : section de l’arbre. 

- L  : longueur de l’arbre. 

- xI  : inertie de masse de l’arbre, par unité de longueur, par rapport à l’un des axes X


 ou Y


. 
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- 0I  : inertie polaire de l’arbre par rapport à l’axe de rotation Z


. 

En appliquant les équations de Lagrange, on trouve : 

 [ ]{ } { }2/
A A

A A A
Ai Ai

T Td M Y F
dt y y
 ∂ ∂

− = +  ∂ ∂ 




 (II.33) 

avec :  

- [ ]12 12AM
×

 représente la matrice masse de l’élément arbre (voir annexe A). 

- { } { }1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 212 1
, , , , , , , , , , , T

AY v w u v w uφ ψ θ φ ψ θ
×
=  représente le vecteur des coordonnées 

généralisées des nœuds liés à l’élément arbre. 

- 
{ } { }

{ }

2/ 12 1

0 0
2/ 212 1

0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0                            si  est un arbre d'entrée

0,0,0,0,0, ,0,0,0,0,0,       si  est un arbre de sortie
2 2

A

h h h h
A F

F A

I L I LF I A

×

×

 =

  = Ω + 

 


 

où : h  représente l’indice de l’arbre de sortie. 

  hL  est la longueur de l’arbre correspondante. 

  0hI  est l’inertie polaire de l’arbre correspondante. 

FI  est l’inertie polaire du frein. 

b) Energie de déformation 

L’énergie de déformation de l’élément arbre s’écrit sous la forme suivante : 

 
2 22 2 2 2

2 20 0 0

1 1 1. . . . . .
2 2 2

L L L

A A
u v wU E S dz G J dz E I dz
z z z z

θ     ∂ ∂ ∂ ∂     = + + +        ∂ ∂ ∂ ∂        
∫ ∫ ∫  (II.34) 

avec : 

- E  : module de Young. 

- G  : module de cisaillement. 

- AI  : moment d’inertie de l’arbre par rapport à l’un des axes X


 ou Y


. 

- J  : moment d’inertie polaire de l’arbre.  

En appliquant les équations de Lagrange, on trouve : 

 [ ]{ }A
A A

Ai

U K q
q
∂

=
∂

 (II.35) 
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avec [ ]AK  représente la matrice de rigidité de l’élément arbre (voir annexe A). 

II.3.4.3. Paliers (raideurs additionnelles) 

Pour représenter les paliers, des raideurs additionnelles ont été ajoutées aux différents 
nœuds des paliers. L’énergie de déformation associée aux raideurs placées à un nœud 
quelconque k  s’écrit comme suit : 

 { } { }1
2

T
P k p kU Y K Y =    (II.36) 

avec : 

- ( ), , , , ,0
k k k k kp v w uK diag k k k k kφ ψ

   =     

- { } { }, , , , , T
k k k k k k kY v w u φ ψ θ=  

II.3.4.4. Moteur, charge (Travail virtuel des forces extérieures) 

Dans cette étude, les charges extérieures se réduisent à l’application d’un couple moteur 
au niveau du nœud 1 ou 3 de l’arbre d’entrée et d’un couple résistant au niveau du nœud 4 ou 
6 de l’arbre de sortie. Le travail virtuel des forces extérieures est donné par : 

 ( ) ( )em e r sW C t C tδ δθ δθ= +  (II.37) 

avec : 

- ( )emC t  est donné par l’équation (II.13). 

- ( )rC t  est donné par l’équation (I.49). 

 

En appliquant les équations de Lagrange, on obtient : 

 ( ){ }0
i

W F t
y

∂
=

∂
 (II.38) 

Lorsque le moteur et le frein sont respectivement aux niveaux des nœuds 1 et 6, on a : 

- ( ){ } ( ) ( ){ }0 0,0,...,0, ,0,0,...,0,
T

em rF t C t C t=  avec 0, 0iF =  pour 1, 2,...,36i =  sauf 18 et 36 

représentant les degrés de liberté de torsion des nœuds 1 et 6 ; ( )0, 18 emF C t=  ; 

( )0, 36 rF C t= . 

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2012ISAL0041/these.pdf 
© [N. Feki], [2012], INSA de Lyon, tous droits réservés



Chapitre II : Modélisation électromécanique des transmissions par engrenages entraînées par 
un moteur asynchrone 

 101 

II.3.4.5. Assemblage des sous-systèmes 

En assemblant les vecteurs des degrés de liberté de chaque élément, on obtient un 
vecteur à 36 composantes représentant les déplacements infinitésimaux du système global. 
Soit : 

 
{ } 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3 336 1

1 4 4 4 4 4 5 5 5 5 5 5 6 6 6 6 6 6

{ , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , , , , , , }T

Y v w u v w u v w u

v w u v w u v w u

φ ψ θ φ ψ θ φ ψ θ

φ ψ θ φ ψ θ φ ψ θ
×
=

 (II.39) 

L’assemblage des matrices raideurs élémentaires conduit à une matrice raideur globale 
(36x36) non linéaire et dépendante du temps et des coordonnées généralisées du système. 

 { }( ) { }( ) , ,36 36
, , ; ;E E A h p kK t Y Assemblage K t Y K K

×
        =          (II.40) 

avec : 

- h  : indice des différents éléments d’arbres 1, 2,3, 4h = . 

- k  : indice des différents nœuds des paliers 1, 2,...,6k = . 

L’assemblage des matrices masses élémentaires conduit à une matrice masse totale : 

 [ ] [ ] ,36 36
;E A hM Assemblage M M

×
  =     (II.41) 

L’assemblage des vecteurs des excitations causées par une cinématique perturbée par 
les erreurs géométriques conduit à : 

 ( ){ } { } { }{ }2 2/ 2/36 1
;e E AF t Assemblage F F

×
=  (II.42) 

L’extension du vecteur des excitations supplémentaires créé par les écarts géométriques 
à la dimension totale du système conduit à : 

 { }( ){ } { }1 1/36 1
,e EF t Y F

×
=  (II.43) 

II.3.4.6. Introduction de l’amortissement 

Afin d’obtenir des réponses bornées et réalistes des déplacements, vitesses et 
accélérations, il est nécessaire de tenir compte des termes dissipatifs intervenant dans le 
mouvement des systèmes à engrenages. Cependant, il n’existe pas des moyens directs pour 
définir les répartitions d’énergie dissipée par frottement entre les dents, dans les 
accouplements et les paliers, et par écrasement du film d’huile (engrenage lubrifié). En outre, 
les propriétés dissipatives des matériaux ne sont pas suffisamment définies pour donner une 
estimation exacte de l’énergie dissipée. 

En conséquence, l’amortissement d’un système d’engrenage est généralement introduit 
d’une manière globale et approximative dans les équations de mouvement. Il existe plusieurs 
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méthodes permettant d’obtenir la matrice d’amortissement globale [72]. L'approche la plus 
privilégiée est l'approche modale ou pseudo modale (prise en compte d’un certain nombre de 
fréquence propre), qui conduit à une représentation d'état du système. Elle repose sur 
l'hypothèse que le système est peu dissipatif, ce qui est généralement vrai pour la plupart des 
matériaux utilisés en construction mécanique (métaux divers, composites carbones, etc...). 
Cette méthode consiste à définir l’amortissement dans une base modale en tenant compte des 
raideurs et masses modales et à projeter le système d’équations de cette base dans la base 
physique. Par analogie avec un système à un seul degré de liberté, l’amortissement visqueux 
équivalent est introduit dans la base modale ou pseudo-modale sous la forme : 

 ( )2 i i iC diag k mφ φ φ φε   =     (II.44) 

avec : 

- iφε  : le facteur d’amortissement modal relatif au ième mode. 

- ikφ  : la composante correspondante au ième mode de la matrice raideur modale construite à 

partir de la matrice raideur d’engrènement moyenne ( moyK   ) dans le temps et dans 

l’espace de { }( ),K t Y   . Soit, ( ) { } { }T
i i moy iK diag k Kφ φ     = = Φ Φ      avec 

{ }iΦ  est le vecteur propre du ième mode. 

- imφ  : la composante correspondante au ième mode de la matrice masse totale [ ]M . Soit, 

( ) { } [ ]{ }T
i i iM diag m Mφ φ   = = Φ Φ    . 

 

En construisant la matrice [ ]Φ  à partir des vecteurs propres { }iΦ , la matrice 

d’amortissement modale peut être écrite dans la base modale comme suit : 

 [ ] [ ][ ]TC Cφ  = Φ Φ   (II.45) 

Dans la base physique, on a : 

 [ ] [ ] [ ] 1TC Cφ
− − = Φ Φ   (II.46) 

Et, on a : 

 [ ] [ ] [ ]11 TM Mφ

−−  Φ = Φ   (II.47) 

 [ ] [ ][ ] 1T M Mφ

−−  Φ = Φ    (II.48) 

En reportant les équations (II.47) et (II.48) dans l’équation (II.46), on obtient la matrice 
amortissement visqueux équivalent dans la base physique : 

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2012ISAL0041/these.pdf 
© [N. Feki], [2012], INSA de Lyon, tous droits réservés



Chapitre II : Modélisation électromécanique des transmissions par engrenages entraînées par 
un moteur asynchrone 

 103 

 [ ] [ ][ ]( ) [ ] [ ]( )1 1 TC M M C M Mφ φ φ

− −
     = Φ Φ       (II.49) 

représentative de la dissipation d’énergie sur un nombre quelconque de modes propres. 
Le choix de ces modes dépend en particulier de la largeur de la bande de fréquences à étudier. 

La puissance de dissipation du système est donnée par la formule suivante : 

 { } [ ]{ }1
2

T
D Y C Y=    (II.50) 

En appliquant les équations de Lagrange, on obtient : 

 [ ]{ }
i

D C Y
y

 ∂
= ∂ 





 (II.51) 

II.3.4.7. Equations de mouvement 

Les équations de mouvement du système global s’écrivent : 

 [ ]{ } [ ]{ } { }( ) { } ( ){ } { }( ){ } ( ){ }0 1 2, ,e eM Y C Y K t Y Y F t F t Y F t + + = + + 
   (II.52) 

avec : 

- 
{ } 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3 3

4 4 4 4 4 4 5 5 5 5 5 5 6 6 6 6 6 6

{ , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , , , , , , }T

Y v w u v w u v w u

v w u v w u v w u

φ ψ θ φ ψ θ φ ψ θ

φ ψ θ φ ψ θ φ ψ θ

=
 : vecteur des 

degrés de liberté. 

- [ ]M  : matrice masse totale (II.41). 

- [ ]C  : matrice amortissement visqueux équivalente (II.49). 

- { }( ),K t Y    : matrice raideur totale non linéaire et dépendante du temps et des 

coordonnées généralisées du système (II.40). 

- ( ){ }0F t  : vecteur des forces extérieures (II.38). 

- { }( ){ }1 ,eF t Y  : vecteur d’excitation supplémentaire introduisant l’effet des écarts (II.43). 

- ( ){ }2eF t  : vecteur d’excitation supplémentaire introduisant l’effet de la cinématique 

perturbée par les écarts (II.42). 
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II.4. Couplage électromécanique global 

II.4.1. Principe 

Il s’agit de coupler le modèle électrique des machines asynchrones avec le modèle 
mécanique d’un engrenage droit ou hélicoïdal afin d’obtenir un modèle électromécanique 
dynamique global. L’objectif principal du couplage électromécanique est de montrer la 
capacité de détection et de surveillance des défauts d’engrenages tels que les avaries de 
contact par l’analyse des courants captés à partir du moteur électrique. 

Dans cette étude, le moteur est considéré directement lié à l’engrenage afin de décrire le 
système électromécanique couplé avec un système unique d’équations différentielles en 
combinant les équations électriques et mécaniques. La résolution de ce système combiné 
permet de prendre en compte de la variation instantanée de toutes les variables d’états sans 
utiliser un algorithme de convergence ou de prédiction/correction. 

Pour réaliser ce couplage, il s’agit de grouper, dans un même vecteur d’état, les 
grandeurs électriques (courants et flux magnétiques) et les grandeurs mécaniques 
(déplacements, vitesses et accélérations). Le moteur asynchrone est décrit par un système 
différentiel du premier ordre (II.11) alors que le comportement dynamique de l’engrenage est 
caractérisé par un système différentiel du second ordre (II.52). L’augmentation de la taille du 
système différentielle décrivant la partie mécanique permet d’obtenir un système de premier 
ordre permettant ainsi l’assemblage des deux systèmes d’équations. On introduit alors le 
vecteur d’état étendu : 

 ( ){ } ( ) ( ) ( ){ }T
Z t X t Y t Y t=   (II.53) 

avec  

- ( )X t  : vecteur des variables d’états électriques définies dans (II.11). 

- ( )Y t  : vecteur des degrés de liberté du système mécanique (déplacements infinitésimaux) 

défini dans (II.52). 

- ( )Y t  : la dérivée par rapport au temps de ( )Y t . 

II.4.2. Mise en équation 

Le couplage entre les systèmes électrique et mécanique est assuré par la prise en 
considération des variations de la vitesse instantanée de rotation du pignon qui sont 
introduites dans l’équation (II.12). D’autre part, en tenant compte de la relation (II.13) entre le 
couple électromagnétique et les variables d’états électriques (courants et flux magnétiques), le 
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vecteur ( ){ }0F t  de l’équation (II.52) est réécrit sous une forme matricielle et ensuite introduit 

dans la matrice globale qui regroupe toutes les matrices des systèmes électrique et mécanique. 

Le modèle numérique électromécanique global développé s’écrit donc sous une forme 
condensée : 

 ( ){ } ( ) ( ){ } ( ){ },Z t A t Z Z t B t= +    (II.54) 

En détaillant l’équation (II.54), on obtient l’équation (II.55) : 
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(II.55) 

avec : 

- { }1 6 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3 3

4 4 4 4 4 4 5 5 5 5 5 5 6 6 6 6 6 6

{ , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , , , , , , }

T

T

v v w u v w u v w u

v w u v w u v w u

θ φ ψ θ φ ψ θ φ ψ θ

φ ψ θ φ ψ θ φ ψ θ

= 

 

- 11 22
1 1 1

s r

a a
T T

σ
σ σ

 −
= = − + 

 
 

- 12 34 1a a= =  ; 21 43 1a a= = −  

- 13 24
1 1

m r

a a
L T

σ
σ
−

= =  

- 14 23
1 1

m

a a
L

σ
σ
−

= − =  

- 31 42
m

r

La a
T

= =  

- 32 41 0a a= =  

1M K−−1

0 0

0 0

0 0

−

 
 
 
 −
 
 
 
 
  




 

qs dsi iLmp M
Lr

1M C−−
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- 33 44
1

r

a a
T

= = −  

II.4.3. Résolution  

Le système d’équations différentielles a été résolu de façon itérative en combinant le 
schéma implicite de Newmark avec un algorithme de contact normal unilatéral [65], [66] 
(Figure II-12) afin de simuler l’interdépendance entre les équations électriques, les équations 
de mouvement et les conditions de contact entre les dents. 

Le couplage entre les systèmes électrique et mécanique est assuré par le retour 
instantané des variables d’états électrique et mécanique. La forme analytique et explicite de la 
dépendance entre les raideurs de contact entre les dents, les variables d’état et les écarts 
géométriques (y compris les défauts) est inconnue et la propagation de l’effet du défaut vers 
les variables d’état électriques est donc inconnue analytiquement. Il est donc nécessaire 
d’introduire les conditions de contact normal dans le processus d’intégration pas à pas dans le 
temps [65] afin de  tenir compte des écarts géométriques. Ceci est assuré par un algorithme 
vérifiant, à chaque instant, qu’il y a effectivement écrasement pour chaque segment de la 
ligne de contact et qu’il n’y a pas interpénétration à l’extérieur de la longueur de contact 
potentielle (Figure II-12). 
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Figure II-12 : Algorithme de résolution globale 

Données électriques du moteur asynchrone 
Données géométriques du réducteur 

Ecarts dus aux erreurs de forme et défauts 

Conditions initiales par la résolution 
statique : ( )0 statY Y=  et ( )0 (0) 0Y Y= =   

Caractérisation de l’état de référence 
(Mouvement des corps rigides) 

Calcul de la raideur de contact 

Intégration pas à pas dans le temps par 
Newmark 

Calcul de la charge dynamique d ijF  et 
de l’écrasement ij∆  

Existe-t-il un point 
ijM  tel que 0d ijF <  ? 

Détermination de la longueur de contact 
potentielle cL  

Existe-t-il un point 
ij cM L∉ avec 0ij∆ >  

 

t t t= + ∆  

Sortie des résultats 

0ijk =  

Oui 

0ijk ≠  

Assemblage des matrices électriques et 
mécaniques ( )( ),A t Z t    

( )Z t t+ ∆  
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II.5. Mise en équation du modèle magnétique/électrique par réseau de 

perméances d’une machine asynchrone à cage 

Une machine à induction peut être modélisée par le modèle à inductances couplées 
reposant sur la détermination analytique des inductances propres statoriques et rotoriques 
ainsi que sur les inductances mutuelles entre les mailles stator-stator, stator-rotor et rotor-
rotor. Ce modèle semble suffisant pour étudier l’effet de la présence des défauts rotoriques sur 
le comportement de la machine mais il ne peut pas tenir compte de façon simple du 
phénomène de saturation des circuits magnétiques et la détermination de ses paramètres peut 
s’avérer assez complexe. 

Le modèle par réseaux de perméances est une alternative permettant de modéliser tous 
les défauts qui peuvent exister dans la machine en incluant la saturation des circuits 
magnétiques. Un tel modèle est également susceptible d’évoluer relativement aisément afin 
d’intégrer d’autres effets ou paramètres comme la saturation, les excentricités dynamiques, 
une représentation plus fine de l’état magnétique de la machine, d’autres défauts etc… 

II.5.1. Principe 

L’ensemble de la machine est discrétisé en tubes magnétiques homogènes supposés de 
section droite constante. Un tube de flux est un tube imaginaire parallèle à la direction des 
lignes d'induction et défini par l'ensemble des lignes traversant un contour fermé C  (voir 
Figure II-13). La section du tube de flux est choisie suffisamment petite pour que les 
variations du champ magnétique (B) passant à travers ce tube puissent être négligées. Chaque 
tube est donc caractérisé par sa perméance P  et sa force magnétomotrice (dans le cas d’un 
élément actif). 

 

Figure II-13 : Tube de flux 

En se basant sur : 

 0 r t

t

S
L

µ µ
=P  (II.56) 

A

B

tS

C
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avec 0µ  est la perméabilité absolue de l’air, rµ  est la perméabilité relative du fer, tS  est la 

section du tube de flux et tL  est la longueur du tube de flux. 

II.5.2. Equations magnétiques 

II.5.2.1. Construction du réseau de perméances 

La Figure II-14 montre une vue axiale de la machine asynchrone à cage d’écureuil à 
étudier. C’est une machine triphasée bipolaire composée de 24 encoches statoriques et 30 
encoches rotoriques. Les conducteurs entrants et sortants sont régulièrement alternés par 
paquets (par 4 sur la Figure II-14). Les trois phases indépendantes sont ainsi construites avec 
des conducteurs peuvant être considérés comme étant bobinés diamétralement. La répartition 
instantanée du courant de chaque phase évolue sinusoïdalement. 

 

Figure II-14 : Vue axiale d’une machine asynchrone 

La Figure II-15 montre une partie du circuit magnétique équivalent d’une machine à 
induction. Seules trois dents statoriques et rotoriques sont représentées dans ce schéma par 
des branches verticales. Pour modéliser les autres éléments de la machine, la culasse est 
discrétisée en tubes de flux entre deux dents adjacentes du stator ou du rotor. Chaque tube de 
flux élémentaire de la culasse est caractérisé par sa perméance ( ,cs iP  pour un élément entre les 

dents statoriques 1i −  et i  ; et ,cr jP  pour un élément entre les dents rotoriques 1j −  et j ) et 

représenté dans le réseau par une branche horizontale (Figure II-15). En outre, pour 
caractériser convenablement la machine à induction, il faudra tenir compte de la présence des 
trajets secondaires des lignes d’induction dans l’air entre les dents adjacentes. On considère 

Culasse rotor 

Entrefer 

Culasse stator 

Encoche stator Encoche rotor 

Dent stator 

Dent rotor 
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ainsi des tubes de flux à l’ouverture des encoches dans le modèle pour canaliser les lignes 
d’induction secondaires et on introduit les perméances de fuites correspondantes dans le 
réseau magnétique par des branches horizontales liant les nœuds des pieds des dents 
adjacentes au stator ou au rotor (soient f ,s iP  la perméance du tube de flux de fuite reliant les 

pieds de dents statoriques  1i −  et i  ; et fr, jP  la perméance du tube de flux de fuite reliant les 

pieds de dents rotoriques 1j −  et j ). 

Les indices i  et j  représentés dans la Figure II-15 varient respectivement de 1 jusqu’à 

dsn  et de 1 jusqu’à drn  dans le cas d’une machine à une paire de poles, avec dsn , le nombre de 

dents statoriques et drn , le nombre de dents rotoriques. 

 

Figure II-15 : Une partie du circuit magnétique équivalent d’une machine à induction  

Le réseau de perméance complet de la machine asynchrone étudiée est donc composé de 

nn  nœuds répartis sur quatre niveaux. On a dsn  nœuds au niveau de la culasse statorique, dsn  

nœuds au niveau des têtes des dents statoriques, drn  nœuds au niveau des têtes des dents 

rotoriques et drn  nœuds au niveau de la culasse rotorique. Le nombre total des nœuds dans le 

réseau est : 

   

   

   

   

  

  

  

  

   

   

   

   

   

      

Culasse stator 

Dents stator 

Entrefer 

Dents rotor 

Culasse rotor 
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stator 
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dent stator 

(j-1) ème dent 
rotor 

j ème dent 
rotor 

(j+1) ème 
dent rotor 

rotorV R= Ω

1, 1i jP− − ,i jP 1, 1i jP+ +

1,i jP−1, 2i jP− −

, 1i jP −

, 1i jP +

1,i jP+

1, 2i jP+ +

,cs iφ , 1cs iφ +

,ds iφ , 1ds iφ +, 1ds iφ − ,ds iP , 1ds iP +, 1ds iP −
,cs iP , 1cs iP +

,ds iF , 1ds iF +, 1ds iF −
f ,s iφ f , 1s iφ +

f ,s iP f , 1s iP +

,dr jF , 1dr jF +, 1dr jF −
,cr jφ , 1cr jφ +
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 2 2n ds drn n n= +  (II.57) 

A chacun de ces nœuds est associé un potentiel magnétique. Par analogie avec les 
circuits électriques, il faut définir un nœud de référence auquel le potentiel magnétique est 
nul. Dans le cas de cette étude, le nœud de référence choisi est le dernier nœud au niveau de la 
culasse rotorique. Puisque les nœuds du réseau sont numérotés de gauche à droite dans un 
même niveau puis du haut en bas pour passer d’un niveau à un autre, le numéro du nœud de 
référence est donc 2 2ds drn n+ . 

Les nœuds du réseau sont liés par des branches actives ou passives. Les branches 
verticales représentant les dents statoriques et rotoriques sont des branches actives. Chacune 
d’elles est représentée par une perméance caractérisant le tube de flux qui canalise les lignes 
d’induction passant à travers la dent correspondante au stator ou au rotor. Cette perméance est 
en série avec une source de force magnétomotrice induite du courant qui parcoure les 
conducteurs passant dans les encoches. On notera par la suite ,ds iF  la source de force 

magnétomotrice correspondante à la i ème dent du stator et ,dr jF  la source de force 

magnétomotrice correspondante à la j ème dent du rotor. 

En considérant la cellule élémentaire statorique du réseau de perméances (Figure II-16) 
et en se basant sur les lois magnétiques et électriques classiques, la relation liant les sources 
de forces magnétomotrices induites dans les dents i  et 1i +  du stator au courant passant à 
travers l’encoche i  est: 

 , , 1 ,ds i ds i c es iF F n I+− = −  (II.58) 

avec cn , le nombre de conducteurs par encoche et ,es iI , le courant parcourant l’encoche i . 

 

Figure II-16 : Cellule élémentaire statorique du réseau perméance 

Toutes les autres branches du réseau sont passives et sont modélisées par des 
perméances caractérisant les tubes de flux correspondant dans le fer ou dans l’air. Toutes les 
perméances du réseau sont calculées en se basant sur l’équation (II.56). 

,c es in I⋅

,ds iP , 1ds iP +

, 1cs iP +

,ds iF , 1ds iF +

f , 1s iP +
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L’entrefer représente la partie la plus importante dans un moteur asynchrone parce qu’il 
est le siège de la génération du couple électromagnétique. Les lignes de champ traversant 
l’entrefer sont canalisées dans des tubes de flux reliant les dents du stator à celles du rotor. 
Chacun de ces tubes est caractérisé par une perméance unique. Par exemple, ,i jP  représente la 

perméance du tube de flux qui relie la i ème dent du stator à la j ème dent du rotor (voir Figure 
II-15). 

Sachant qu’on a dsn  et drn  dents au stator et au rotor, on peut donc avoir ds drn n⋅  

perméances caractérisant les tubes de flux dans l’entrefer. Toutefois, la majorité de ces 
perméances sont nulles parce qu’à chaque position angulaire donnée du rotor, une dent du 
stator peut être en vis-à-vis qu’avec un nombre très limité de dents rotoriques et vice versa. 
On définit ainsi le nombre total de branches dans l’entrefer, noté bentn , représentant seulement 

les branches qui caractérisent les tubes de flux entre les dents réellement en vis-à-vis. Ce 
nombre est variable et il sera réactualisé à chaque position du rotor. Cette hypothèse diminue 
considérablement le nombre de branches dans l’entrefer, et par suite, réduit la taille des 
matrices qui décrivent la topologie du réseau, le sens des flux et les perméances des tubes de 
flux ainsi que les vecteurs représentant les flux passants par les branches de réseau et les 
différences de potentiels magnétiques entre les nœuds adjacents. 

Dans la continuité de cette approche, le nombre de branches total du réseau de 
perméance varie d’une position angulaire du rotor à une autre. Cette variation est due au 
changement de la position des dents du rotor par rapport à celles du stator au niveau de 
l’entrefer. On définit ainsi le nombre de branches total bn  dans le réseau : 

 3 3b ds dr bentn n n n= + +  (II.59) 

avec bentn  est le nombre de branches total dans l’entrefer (variable). Dans notre cas d’étude, le 

nombre de branches total dans l’entrefer varie entre 96 et 102 pour un angle d’inclinaison des 
barres rotoriques de 10 degrés. 

II.5.2.2. Modèle de l’entrefer 

On considère un couple de dents quelconque (la i ème dent du stator et la j ème dent du 

rotor) et on désigne par ,i jP  la perméance qui caractérise le tube de flux entre ces deux dents. 

La Figure II-17 montre l’évolution du tube de flux pour différentes positions angulaires du 
rotor. Au cours du mouvement du rotor, la section du tube de flux varie d’une valeur 
maximale (position 1) à une valeur nulle (position 5). 

Du coté de l’entrefer, les largeurs des dents statoriques et rotoriques ne sont jamais 
égales. La section du tube de flux reste donc constante sur un intervalle de positions 
angulaires du rotor et la perméance ,i jP  est constante et maximale quelque soit la position 

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2012ISAL0041/these.pdf 
© [N. Feki], [2012], INSA de Lyon, tous droits réservés



Chapitre II : Modélisation électromécanique des transmissions par engrenages entraînées par 
un moteur asynchrone 

 113 

relative entre les deux dents i  et j  dans cet intervalle. La première position représentée dans 

la Figure II-17 correspond à une perméance maximale maxP  dont l’expression est donnée par 

l’équation (II.60) : 

 0 min
max

m dL LP
e

µ
=  (II.60) 

avec 0µ , la perméabilité absolue de l’air, mL , la longueur active de la machine suivant son 

axe, ( )min min ,d ds drL L L= , dsL  largeur d’une dent stator, drL  largeur d’une dent rotor et e  est 

l’épaisseur de l’entrefer. 

L’équation (II.60) n’est valable que dans le cas où les dents statoriques et rotoriques ne 
sont pas inclinées et l’épaisseur de l’entrefer e  est constante (c'est-à-dire en l’absence 
d’excentricité sur le rotor). Pour les autres cas, la perméance maximale maxP  sera recalculée 

comme explicité plus loin dans les paragraphes II.5.2.3 et II.5.2.4. 

Au cours de la rotation du rotor dans le sens de la vitesse représenté dans la Figure 
II-17, la section du tube de flux diminue progressivement de la position 2 à la position 4 pour 
devenir nulle à la position 5. Dans ce cas, les deux dents ne sont plus en vis-à-vis, le tube de 
flux disparaît et la perméance ,i jP  devient nulle. 

  

Position 1 : 10 tθ θ≤ ≤  Position 2 : 1t tθ θ θ≤ ≤  

 

   

Position 3 : 1t tθ θ θ≤ ≤  Position 4 : 1t tθ θ θ≤ ≤  Position 5 : 2t tθ θ π θ≤ ≤ −  

Figure II-17 : Evolution du tube de flux en fonction de la position angulaire du rotor  
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Pour suivre l’évolution du tube de flux dans l’entrefer, un tour du rotor est divisé en 
plusieurs intervalles angulaires en fonction de la variation de la perméance dans ces 
intervalles. La perméance ,i jP  entre un couple de dent i  et j  quelconque est donc définie par 

l’équation (II.61) sur 4 intervalles angulaires répartis sur un tour du rotor : 

 ( )

max 1 1

1

1
max 1

,
1

1
max 1

0 2 2

1 cos

2
21 cos

2 2
2

0 2

t t

t

t t
t t

i j
t

t t
t t

t t

P si et

P si
P

P si

si

θ θ π θ θ π
θ θπ
θ θ θ θ θ

θ
θ π θπ
θ θ π θ θ π θ

θ θ π θ

≤ ≤ − ≤ ≤
 − +

− ≤ ≤=  − + +
 −

− ≤ ≤ −


≤ ≤ −

 (II.61) 

avec ds dr ss rr
t

ag

L L o o
D

θ + + +
= , 1

ds dr
t

ag

L L
D

θ
−

=  et 
2

si re
ag

D DD +
=  

Cette fonction est de période 2π  de sorte que: 

 ( ) ( ), ,2i j i jP Pθ π θ+ =  (II.62) 

La Figure II-18 montre les différentes dimensions des encoches, des dents statoriques et 
rotoriques nécessaires pour dimensionner les tubes de flux entre les dents dans l’entrefer et 
par la suite calculer les perméances correspondantes. 

 

Figure II-18 : Dimensions des encoches et des dents du côté de l’entrefer 

D’après la Figure II-18, on définit les paramètres suivants : 

- dsL  : Largeur d’une dent statorique du côté de l’entrefer. 

- drL  : Largeur d’une dent rotorique du côté de l’entrefer. 

- sso  : Ouverture d’une encoche statorique. 

siD agDreD

dsL

drL

sso

rro
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- rro  : Ouverture d’une encoche rotorique. 

- siD  : Diamètre intérieur du stator. 

- reD  : Diamètre extérieur du rotor. 

- agD  : Diamètre moyen d’entrefer. 

La fonction ( ),i jP θ , définie dans l’équation (II.61), est tracée dans la Figure II-19 en 

précisant les différentes positions angulaires présentées dans la Figure II-17 (positions 1 à 5). 
L’axe des abscisses (positions angulaires du rotor par rapport au stator) montre les différents 
intervalles angulaires pris en compte pour définir la fonction ( ),i jP θ . La Figure II-19 illustre 

la périodicité de l’évolution de la perméance d’entrefer d’un couple de dents du stator et du 
rotor. 

 

Figure II-19 : Perméance d’entrefer entre deux dents quelconque du stator et du rotor 

II.5.2.3. Influence de l’inclinaison des barres 

Lorsque les barres rotoriques sont inclinées, les tubes de flux dans l’entrefer ne sont 
plus rectangulaires et les perméances caractérisant ces tubes sont modifiées. Les différents 
paramètres maxP , tθ  et 1tθ  de la fonction des perméances d’entrefer (II.61) sont recalculés en 

respectant l’angle d’inclinaison des barres rotoriques β . Trois différentes combinaisons des 
dents statoriques et rotoriques sont possibles selon l’angle β  comme représenté sur la Figure 
II-20 ci-dessous. 
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Cas a Cas b Cas c 

Figure II-20 : Différents cas d’inclinaison des barres rotoriques 

Le paramètre tθ  reste contant pour toutes les combinaisons indépendamment de l’angle 

β  et s’exprime: 

 tands dr ss rr m
t

ag

L L o o L
D

βθ + + + +
=  (II.63) 

Les paramètres maxP  et 1tθ  sont modifiés et, selon les cas détaillés dans la Figure II-20, 

on obtient : 

Cas a : 

Dans ce cas, l’inclinaison est suffisamment petite pour que la totalité de la dent 
rotorique se situe en vis-à-vis de la dent statorique, il vient alors selon [19]: 

 0 tan ds dr

m

L L
L

β −
≤ ≤  (II.64) 

 ( )
1

tands dr m
t

ag

L L L
D

β
θ

− −
=  (II.65) 

 0
max

m drL LP
e

µ
=  (II.66) 

Cas b : 

La dent rotorique ne peut pas se trouver totalement en vis-à-vis de la dent statorique et 
des développements supplémentaires sont nécessaires en raison de la dépendance plus 
complexe entre la surface commune des deux dents et l’angle d’inclinaison β . Il en résulte 
selon [19] : 

drL

dsL

mL

β β

dsL

drL

mL

β

dsL

drL

mL
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 tands dr ds dr

m m

L L L L
L L

β− +
≤ ≤  (II.67) 

 1 0tθ =  (II.68) 

 ( )22
0

max
tan

2 4 4 tan
ds drds dr m

m

L LL L LP L
e
µ β

β

 −+
= − − 

 
 

 (II.69) 

Cas c : 

Dans ce cas, la dent rotorique n’est pas totalement en vis-à-vis de la dent statorique. La 
surface commune entre les deux dents est plus petite par rapport aux deux cas précédents (a et 
b). D’après [19], on a : 

 tan ds dr

m

L L
L

β +
≥  (II.70) 

 1
tanm ds dr

t
ag

L L L
D
βθ − −

=  (II.71) 

 0
max tan

ds drL LP
e
µ

β
=  (II.72) 

Les trois cas précédents s’appliquent également lorsque la largeur des dents statoriques 
est inférieure à celle des dents rotoriques. Dans ce cas, il convient d’utiliser les équations 
développées précédemment (de (II.67) à (II.72)) en permutant les indices des largeurs des 
dents entre le rotor et le stator. 

La Figure II-21 montre l’effet de l’angle d’inclinaison des barres rotoriques sur la 
fonction de perméance d’entrefer. 

 

Figure II-21 : Variation de la fonction de perméance d’entrefer en fonction de l’angle 
d’inclinaison des barres rotoriques 

Angle d’inclinaison = 0,01° 

Angle d’inclinaison = 3° 

Angle d’inclinaison = 7,5° 

Angle d’inclinaison = 10° 

Angle d’inclinaison = 15° 

,i jP

θ
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Dans la Figure II-21, les courbes représentant les fonctions de perméance d’entrefer ont 
tendance à être plates et larges avec des valeurs maximales faibles pour les grands angles 
d’inclinaison. En effet, l’augmentation de l’angle d’inclinaison entraîne un intervalle de 
recouvrement plus grand et une diminution de la valeur maximale de la fonction de 
perméance d’entrefer. L’inclinaison entraîne donc une diminution des harmoniques 
d’encoches et par conséquence, de couple électromagnétique généré par la machine. 

II.5.2.4. Modèle de l’excentricité du rotor 

Dans une machine électrique à induction, l’axe du rotor n’est jamais parfaitement aligné 
à celui du stator. Cette excentricité représente une source de forces radiales, de vibrations et 
du bruit dans la machine. Les variations de l’épaisseur d'entrefer conduit à une distorsion des 
tubes de flux d’entrefer, à des fluctuations de la densité du flux traversant l’entrefer et à une 
modification des spectres des courants statoriques.  

Selon [19], l’épaisseur de l’entrefer dépend de la position angulaire relative du rotor et 
peut être approximée par : 

 ( ) ( )cosre eθ ε θ ϕ= − −  (II.73) 

avec ε  et ϕ  représentent respectivement l’amplitude et la phase de l’excentricité statique. 
Ces paramètres seront définis ultérieurement en tenant compte du couplage électromécanique 
avec la présence des défauts d’engrenages. 

Dans ce mémoire, seule l’excentricité statique a été prise en compte dans la 
modélisation des défauts du moteur. Elle est introduite par rapport au comportement 
dynamique du train d’engrenage mené par le moteur dans le cas d’engrenages sains et 
défectueux. Des extensions du modèle sont possibles afin de considérer et d’étudier 
l’excentricité dynamique en découpant la machine à induction en plusieurs éléments le long 
de son axe. 

II.5.2.5. Mise en équations 

Par analogie avec les circuits électriques, le circuit magnétique équivalent de la machine 
asynchrone est mis en équations pour pouvoir résoudre son comportement magnétique. Le 
réseau peut être décrit par un modèle mathématique tenant compte des caractéristiques de ses 
composants et des relations d’interconnexion entre ces différents constituants. Le réseau de 
perméances est donc représenté de manière systématique par un ensemble de matrices qui 
facilitent la résolution mathématique et informatique du modèle. Les trois matrices qui 
décrivent le réseau de perméances sont la matrice d’incidence, la matrice d’admittance et la 
matrice de transfert. 
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a) Matrice d’incidence 

C’est la matrice qui décrit les interconnexions entre les différents composants du réseau 
de perméances. Les termes de cette matrice sont 1, 0 et -1. Ils représentent le lien entre les 

branches et les nœuds du réseau en précisant l’orientation des flux. Soit [ ]' i jA a =   , la 

matrice d’incidence du réseau dont la dimension est égale à n bn n×  où nn  et bn  sont 

respectivement le nombre de nœuds et le nombre de branche du réseau, cette matrice est 
définie comme suit [75]: 

 [ ]
1,1 1,

,1 ,

'
b

n b

n n b

n

n n

n n n

a a

A
a a

×

 
 

=  
 
 



  



 (II.74) 

avec : 

- 1i ja =  si la j ème arête est incidente au sommet i  et s’éloignant du sommet. 

- 1i ja = −  si la j ème arête est incidente au sommet i  et orienté vers le sommet. 

- 0i ja =  si la j ème arête n’est pas incidente au sommet i . 

Lors de la construction de cette matrice, la propriété suivante doit être satisfaite. 

 
1

0
bn

ij
j

a
=

=∑  (II.75) 

Dans le cas cette étude, le nœud, numéro 2 2ds drn n+  (dernier nœud au niveau de la 

culasse rotorique), a été choisi comme étant nœud de référence. Il s’agit donc de définir une 
matrice d’incidence réduite [ ]A  en éliminant la dernière ligne la matrice d’incidence [ ]'A . La 

dimension de cette matrice réduite est ( )1n bn n− × . 

b) Matrice d’admittance 

La matrice d’admittance, notée [ ]Y , est une matrice diagonale de dimension b bn n× . 

Elle se compose de toutes les perméances des branches du réseau et s’écrit: 

 [ ]
1 0

0
b b

b

n n

n

P
Y

P
×

 
 

=  
  
 

  (II.76) 

avec kP  est la perméance de la branche k  où k  varie de 1 jusqu’à bn . Les perméances 

sont directement calculées à partir des caractéristiques magnétiques et géométriques. 
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c) Matrice de transfert 

Pour décrire le comportement électromagnétique, on introduit : 

• la matrice de transfert, notée [ ]busY , qui relie le vecteur { }busE  formé par l’ensemble 

des tensions nodales et le vecteur { }busI  formé par l’ensemble des courants injectés 

aux nœuds du réseau,  

•  le vecteur { }busφ , analogue au vecteur { }busI , représentant l’ensemble des flux 

magnétiques injectés aux nœuds du réseau de perméances.  

On a donc la relation : 

 { } [ ]{ }bus bus busY Eφ =  (II.77) 

La matrice de transfert [ ]busY , encore appelée matrice d’admittance nodale, est une 

matrice carrée de dimension ( ) ( )1 1n nn n− × −  et elle est définie comme suit : 

 [ ]( ) ( ) [ ][ ][ ]1 1n n

T
bus n n

Y A Y A
− × −

=  (II.78) 

d) Calcul des forces magnétomotrices 

La modélisation électromagnétique des machines à induction nécessite la prise en 
considération, dans le schéma magnétique équivalent, des courants circulant dans les 
encoches statoriques ainsi que ceux induits dans les barres rotoriques. La distribution des 
densités de courant est considérée uniforme. 

En se basant sur l’équation (II.58) développée précédemment, la relation matricielle 
reliant les forces magnétomotrices aux courants de phase traversant les encoches est donnée 
par : 

 [ ] { } { }1 1ds dsds ds
as ds c esn nn n

E F n I
× ××
=  (II.79) 

où { }esI  est le vecteur formé par les courants parcourant les encoches statoriques, { }dsF  

est le vecteur formé par les forces magnétomotrices induites dans les dents statoriques et  

[ ]

1 1 0 0
0 1

0
0 1
1 0 0 1

ds ds
as n n

E
×

− 
 
 
 

=  
 
 −
 
− 

 

  

     

   

 

 

. 

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2012ISAL0041/these.pdf 
© [N. Feki], [2012], INSA de Lyon, tous droits réservés



Chapitre II : Modélisation électromécanique des transmissions par engrenages entraînées par 
un moteur asynchrone 

 121 

Pour la résolution, et compte tenu que nous alimentons la machine par un régime de 
tensions équilibrées triphasées sinusoïdales, nous avons imposé que la somme des forces 
magnétomotrices est nulle. 

 ,
1

0
dsn

ds i
i

F
=

=∑  (II.80) 

Dans ce cas, la somme des courants parcourant les encoches statoriques est nulle. 

L’apparition de sources de forces magnétomotrices dans le circuit magnétique rotorique 
est due essentiellement aux courants parcourant les barres et les anneaux de la cage. La 
relation (II.81) décrit les équations de passage entre les courants dans les barres et les forces 
magnétomotrices induites dans les dents. Ce modèle de calcul des forces magnétomotrices est 
similaire à celui du stator (II.79). 

 [ ] { } { }1 1dr drdr dr
ar dr brn nn n

E F I
× ××
=  (II.81) 

avec 

- { }brI , le vecteur formé par les courants parcourant les barres rotoriques,  

- { }drF , le vecteur formé par les forces magnétomotrices induites dans les dents rotoriques  

- [ ]arE  est une matrice, de dimension dr drn n× , formée de la même façon que [ ]asE . 

e) Construction directe du vecteur { }busφ  

En parcourant toutes les branches du réseau, on construit { }busφ  en ajoutant les 

contributions de chaque ligne lorsqu’un générateur est rencontré. Dans le cas de la Figure 
II-22, le vecteur { }busφ  peut être écrit sous la forme suivante [76] : 

 { }
ligne 
ligne 

ds ds ds
bus

ds ds ds

P F i
P F j

φ
Φ − ⋅ 

=  −Φ + ⋅ 
 (II.82) 

 

Figure II-22 : Exemple de branche d’un réseau entre les nœuds i  et j  dans le cas d’une 
branche active 

dsPdsF
i j

dsΦ
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On construit ainsi le vecteur des flux magnétiques injectés aux nœuds du réseau de 
perméance de la machine étudiée. On obtient ainsi le vecteur suivant des flux nodaux 
composé de ( )1nn −  éléments (le nombre d’éléments est ( )1nn −  parce que nous travaillons 

avec la matrice incidence réduite) : 

 { }( )

{ }
{ }

{ }
{ }( )

1

1

1 1
1

1 1

ds

ds

n

dr

dr

ds ds n

ds ds n
bus n

dr dr n

dr dr n

P F

P F

P F

P F

φ

×

×

− ×
×

− ×

⋅ 
 
− ⋅  =  

⋅ 
 − ⋅  

 (II.83) 

où dsP  et drP  sont respectivement les perméances d’une dent statorique et rotorique, 

elles sont identiques pour toutes les dents du stator ou du rotor ; { }dsF  et { }drF  sont 

respectivement les vecteurs formés par l’ensemble des forces magnétomotrices des dents 
statoriques et rotoriques. 

f) Calcul des flux traversant toutes les branches du réseau 

Le vecteur { }brφ  est formé des flux magnétiques parcourant toutes les branches du 

réseau de perméances. Il est composé de bn  éléments et il est défini par : 

 { }
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{ }
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f 1

1 1
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cs n

ds n

s n

br entn n

r n

dr n

cr n n

φ

φ

φ

φ φ

φ

φ

φ

×

×

×

× ×

×

×

× ×

 
 
 
 
 
  =  
 
 
 
 
 
  

 (II.84) 

où { }csφ  et { }crφ  sont respectivement les vecteurs des flux magnétiques traversant les 

branches du culasse statorique et rotorique ; { }dsφ  et { }drφ , les vecteurs des flux magnétiques 

traversant les dents statoriques et rotoriques ; { }fsφ  et { }frφ , les vecteurs des flux magnétiques 

traversant les branches de fuite statoriques et rotoriques  et, enfin, { }entφ , le vecteur des flux 

magnétiques traversant les branches d’entrefer. 

En appliquant les lois classiques des circuits électriques sur le réseau magnétique, on 
obtient la relation suivante : 

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2012ISAL0041/these.pdf 
© [N. Feki], [2012], INSA de Lyon, tous droits réservés



Chapitre II : Modélisation électromécanique des transmissions par engrenages entraînées par 
un moteur asynchrone 

 123 

 { } [ ] { }

{ }
{ }

{ }
{ }
{ }

{ }
{ }

1

1

1

1 11

1

1

1 1

0

0

0

0

0

ds

ds

ds

b bentb b b

dr

dr

dr
b

n

ds ds n

n

br magn nn n n

n

dr dr n

n n

P F

Y V

P F

φ

×

×

×

× ×× ×

×

×

× ×

 
 
 
 
 
  = −  
 
 
 
 
 
  

 (II.85) 

où { }magV  est le vecteur des différences de potentiels magnétiques dans toutes les 

branches du réseau de perméances et il est composé de bn  éléments. Ce vecteur s’écrit en 

fonction du vecteur des potentiels magnétiques nodaux sous la forme matricielle suivante : 

 { } [ ] ( ) { }( )1 111 nb nb

T
mag bus nn nn

V A E
− ×× −×

=  (II.86) 

avec [ ] ( )1b n

T

n n
A

× −
, la matrice transposée de la matrice d’incidence réduite. 

Il vient alors: 

 { } [ ] [ ] ( ) { }( ) [ ] ( )

{ }
{ }

1

1 1 11
1

ds

b nb b b n b ds dr

dr

ds nT
br busn nn n n n n n n

dr n

F
Y A E D

F
φ

×

× − ×× × − × +
×

  = −  
  

 (II.87) 

avec : [ ] ( )

[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]

0 0

0

0 0

0 0

0 0

0

0 0

ds ds ds dr

ds ds ds dr

ds ds ds dr

bent ds bent drb ds dr

dr ds dr dr

dr ds dr dr

dr ds dr dr

n n n n

ds n n n n

n n n n

n n n nn n n

n n n n

drn n n n

n n n n

P

D

P

× ×

× ×

× ×

× ×× +

× ×

× ×

× ×

 
 
 
 
 
 

=  
 
 
 
 
 
 

 

avec [ ]dsP  et [ ]drP , des matrices diagonales composées par les perméances des dents 

statoriques et rotoriques. 

Sachant que : 

 { }( ) [ ] { }( )
1

1 1 1 1n n
bus bus busn n

E Y φ−

− × − ×
=  (II.88) 

on obtient: 
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 { } [ ] [ ] ( ) [ ]( ) ( ) { }( ) [ ] ( )

{ }
{ }

11

1 1 11 1 1
1

ds

b nb b b n n n b ds dr

dr

ds nT
br bus busn nn n n n n n n n n

dr n

F
Y A Y D

F
φ φ

×−

× − ×× × − − × − × +
×

  = −  
  

 (II.89) 

 

{ } [ ] [ ] ( ) [ ]( ) ( ) [ ]( ) ( )

{ }
{ }

[ ] ( )

{ }
{ }

1 11

1 1 1 1 1
1 1

ds ds

b b b b n n n n ds dr b ds dr

dr dr

ds dsn nT
br busn n n n n n n n n n n n n

dr drn n

F F
Y A Y H D

F F
φ

× ×−

× × × − − × − − × + × +
× ×

      = −   
      

(II.90) 

avec : [ ]( ) ( )

[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ]( ) [ ]( )

1

1 1

0

0

0

0

ds ds ds dr

ds ds ds dr

n ds dr

dr ds dr dr

dr ds dr dr

ds n n n n

ds n n n n

n n n
drn n n n

drn n n n

P

P
H

P

P

× ×

× ×

− × +
× ×

− × − ×

 
 
− 

 =
 
 

−  

 

Finalement, la relation entre le vecteur des flux magnétiques parcourant toutes les 
branches du réseau de perméances et le vecteur des forces magnétomotrices est donnée par : 

 { } [ ] ( )

{ }
{ }

1

1
1

ds

b b ds dr

dr

ds n
br n n n n

dr n

F
XX

F
φ

×

× × +
×

  =  
  

 (II.91) 

avec [ ] ( ) [ ] [ ] ( ) [ ]( ) ( ) [ ]( ) ( ) [ ] ( )
1

1 1 1 1b ds dr b b b n n n n ds dr b ds dr

T
busn n n n n n n n n n n n n n n

XX Y A Y H D−

× + × × − − × − − × + × +
 = −   

II.5.3. Equations électriques 

II.5.3.1. Equations statoriques 

La relation entre les courants dans les encoches et les courants de phase est donnée par 
l’équation suivante : 

 { } [ ] { }1 1ds phds ph
es abc sn nn n

I S I
× ××
=  (II.92) 

où { } 1ds
es n

I
×

 est le vecteur des courants traversant les encoches statoriques, { } 1ph
s n

I
×

 est 

le vecteur des courants traversant les phases statoriques, [ ]abcS  est une matrice de dimension 

ds phn n×  qui relie les courants de phases aux courants d’encoches et 3phn =  est le nombre de 

phases statoriques. 

Nous rappelons que le moteur asynchrone est connecté à une source triphasé ( 3phn = ) 

de tensions sinusoïdales équilibrées (on suppose que les tensions appliquées aux phases de la 
machine sont à somme nulle), l’équation décrivant son comportement électrique s’écrit sous 
la forme matricielle de l'équation (II.93) : 
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 [ ] { } [ ] { } { } { }f 1 1 1 1ph ph ph phph ph ph ph
s s s s s sn n n nn n n n

d dL I R I V
dt dt

φ
× × × ×× ×
+ = −  (II.93) 

avec :  

- [ ]
f

f f

f

0 0
0 0
0 0

ph ph

s

s sn n

s

L
L L

L
×

 
 =  
  

 avec fsL ,  l’inductance de fuite d’une phase statorique. 

- [ ]
0 0

0 0
0 0

ph ph

s

s sn n

s

R
R R

R
×

 
 =  
  

 avec sR , la résistance d’une phase statorique. 

- { } 1ph
s n

V
×

 : vecteur des tensions d’alimentation triphasée du stator. 

- { } 1ph
s n
φ

×
 : vecteur des flux embrassés par les phases statoriques. 

- { }s
d
dt

φ  : vecteur des forces électromotrices induites dans les phases du stator. 

Dans le cas où le moteur asynchrone serait connecté à un onduleur de tension connecté 
à une source continue, la somme des tensions appliquées aux phases de la machine n'est pas 
nulle. Nous devrions ajouter d'autres étapes après l'équation (II.93) : a) écrire les équations de 
tension en d-q (ou en alpha-beta) en appliquant les transformation de Park (ou de Concordia) 
et de forcer la composante homopolaire (ih) à zéro, b) résoudre ces équations de tension dans 
le nouveau repère d-q (ou alpha-beta) pour obtenir id et iq (ou ialpha et ibeta), c) et enfin, 
déterminer les courants des phases avec la transformation adéquate en connaissant ih=0. 

Les forces électromotrices induites aux bornes des enroulements statoriques sont 
calculées à partir des flux magnétiques passant à travers les dents statoriques situées à 
l’intérieur d’une surface s’appuyant sur cet enroulement. La Figure II-23 montre les différents 
types de flux rencontrés dans le stator. 

 

Figure II-23 : Flux dans les dents et dans la première spire 

En se basant sur l’exemple présenté dans la Figure II-23, le flux traversant la première 
spire peut être exprimé en fonction des flux dans les dents en utilisant l’équation suivante : 

,2dsφ , 1ds yφ − ,ds yφ,1spφ
,1dsφ
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 ,1 ,
1

y

sp ds i
i

φ φ
=

=∑  (II.94) 

où ,1spφ  est le flux capté par la première spire, ,ds iφ  est le flux capté par la dent i  du 

stator et y  est le pas de bobinage. 

La force électromotrice induite d’une phase statorique est donnée par : 

 ,
,1

1

spn
sp i

s c
i

d
E n

dt
φ

=

= ∑  (II.95) 

avec ,1sE , la force électromotrice induite de la première phase statorique, ,sp iφ , le flux 

capté par la spire i  et spn , le nombre de spires par phase. 

II.5.3.2. Equations rotoriques 

Dans une machine asynchrone à cage d’écureuil, le circuit électrique représente 
physiquement la cage du rotor qui est composée d’un ensemble de barres régulièrement 
réparties et liées par deux anneaux de court-circuit (Figure I-3). Lors du fonctionnement de la 
machine, les barres rotorique sont le siège de forces électromotrices induites obéissant à la loi 
Lenz et les anneaux de court-circuit permettent la circulation des courants entre les différentes 
barres rotoriques. Dans cette partie, le modèle électromagnétique de la machine asynchrone 
va prendre en compte les phénomènes décrits précédemment. 

Les mailles rotoriques sont définies en considérant les deux barres rotoriques adjacentes 
et les portions d’anneaux de court-circuits correspondantes (Figure II-24). 

 

Figure II-24 : Définition des mailles rotoriques [49] 

En se basant sur le schéma de la Figure II-24 et en appliquant la loi des nœuds classique 
aux phases rotoriques, on obtient l’équation (II.96) pour un nœud quelconque : 

 , , , 1br k ar k ar kI J J −= −  (II.96) 

où ,br kI  et ,ar kJ  sont respectivement les courants parcourant la barre rotorique k  et la 

portion d’anneau k . 

, 1br kI +, 1br kI − ,br kI

,ar kJ, 1ar kJ −

,ar kJ, 1ar kJ −
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D’autre part, pour chaque anneau de court-circuit, la condition (II.97) ci-dessous doit 
être respectée lors de la résolution du système d’équations qui décrit la machine asynchrone, 
soit : 

 ,
1

0
drn

ar k
k

J
=

=∑  (II.97) 

L’équation (II.96) peut être généralisée et écrite sous la forme matricielle (II.98) liant le 
vecteur des courants parcourant les barres rotoriques { }brI  au vecteur des courants parcourant 

les portions d’anneaux de court-circuit rotoriques { }arJ . Chacun de ces deux vecteurs est 

composé de drn  éléments. 

 { } [ ] { }1 1dr drdr dr
br br arn nn n

I E J
× ××
=  (II.98) 

avec : [ ]

1 0 0 1
1 1 0

0

0
0 0 1 1

dr dr
br n n

E
×

− 
 − 
 

=  
 
 
 

− 

 



   

    

  

 

 

Lors du fonctionnement de la machine asynchrone, le passage des flux magnétiques 
entre les différentes dents du stator et du rotor donne naissance à des forces électromotrices 
induites dans les barres rotoriques. En appliquant la loi de Lenz pour un flux capté par la 
phase k  (Figure II-25), on obtient la relation entre le flux capté par une phase rotorique ( kφ ) 

et les forces électromotrices induites dans les barres rotoriques ( ke  et 1ke + ). 

 1
k

k k
de e
dt
φ

+− =  (II.99) 

 

Figure II-25 : Forces électromotrices induites dans les barres rotoriques [49] 

On généralise l’équation (II.99) dans toutes les mailles du rotor conduisant au système 
matriciel : 

ke 1ke + kφ
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1 11 1 0 0
0 1

0
0 1
1 0 0 1

dr drn n

e

d
dt

e

φ

φ

   −                    =    
    
    −
    

−        

 

 

  

 

     

     

 

 

 

 (II.100) 

À partir du système (II.100), on obtient ( )1drn −  équations indépendantes et pour 

pouvoir calculer les forces électromotrices induites, on introduit l’hypothèse suivante : 

 
1

0
drn

k
k

e
=

=∑  (II.101) 

La Figure II-26 montre la modélisation de la cage rotorique d’une machine asynchrone. 
Dans ce modèle, on a introduit l’aspect résistif du rotor (résistances des barres et celles des 
portions d’anneaux) qui est ajouté aux sources de forces électromotrices induites dans les 
barres. La cage rotorique est donc modélisée par un système polyphasé comprenant les 
différentes résistances déjà décrites et des inductances de fuite des barres et des portions 
d’anneaux de court-circuit. 

 

Figure II-26 : Circuits électriques du rotor à cage d'écureuil 

Soient, 

- fbL  : Inductance de fuite d’une barre rotorique. 

- faL  : Inductance de fuite d’une portion d’anneau rotorique. 

- bR  : Résistance d’une barre rotorique. 

- aR  : Résistance d’une portion d’anneau rotorique. 
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, 1r kI +
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Figure II-27 : Maille k  du rotor 

En appliquant la loi des mailles classique sur la maille k  (Figure II-27), on obtient : 

 

, , , , 1
f , f , f , 1 f , 10 ar k br k ar k br k
a a ar k b b br k k a a ar k k b b br k

dJ dI dJ dI
L R J L R I e L R J e L R I

dt dt dt dt
+

+ += + + + + + + − − − (II.102) 

 ( ) ( ), , 1 ,
f , 1 f , 1 ,0 2 2ar k br k br k
a a ar k k k b b br k br k

dJ dI dI
L R J e e L R I I

dt dt dt
+

+ +

 
= + + − − − − − 

 
 (II.103) 

En substituant les équations (II.96) et (II.99) dans l’équation (II.103), on obtient : 

 ( ) ( ),
f , f , 1 , 1 , 1 , 10 2 2ar k k
a a ar k b ar k ar k b ar k ar k

dJ d dL R J L J J R J J
dt dt dt

φ
+ − + −= + + − − − −  (II.104) 

En généralisant la relation (II.104) sur toutes les mailles du rotor, il vient: 

 { } { } { }1 1 1dr dr drdr dr dr dr
Cage ar Cage ar drn n nn n n n

d dL J R J
dt dt

φ
× × ×× ×

   + = −     (II.105) 

avec { }drφ , le vecteur composé par drn  éléments et formé par les flux magnétiques 

traversant les dents du rotor ; 

f f f f

f f f f

f

f

f f f f

2 2 0 0
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0
0

0
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L L L L
L L L L

L
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L
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+ − − 
 − + − 
 −
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 −
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bR bR
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fbLfbL
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et 
2 2 0 0

2 2 0
0

0
0

0 0 2 2

dr dr

a b b b

b a b b

b
Cage n n

b

b b a b

R R R R
R R R R

R
R

R
R R R R

×

+ − − 
 − + − 
 −

  =   
 
 −
 

− − +  



 

   

    

   



 

II.5.3.3. Assemblage des équations électriques statoriques et rotoriques 

A partir des équations électriques statoriques (II.93) et rotoriques (II.105), on construit, 
par assemblage de matrices, une équation matricielle globale décrivant le comportement 
électrique d’une machine asynchrone à cage sous la forme: 

 
[ ]

[ ]
[ ] [ ]
[ ]

{ }
{ }

{ }
{ }

{ }
{ }

f 0 0

0 00

s s s s ss

ar Cage ar drCage

L R I VId d
Jdt dtR JL

φ

φ

                    + = −                              
 (II.106) 

soit, sous forme condensée: 

 [ ] { } [ ]{ } { } { }T sr T sr sr T
d dL I R I V
dt dt

φ+ + =  (II.107) 

avec : 

- [ ]TL  et [ ]TR , respectivement, les matrices des inductances de fuites et des résistances 

statoriques et rotoriques de dimension ( ) ( )ph dr ph drn n n n+ × + . 

- { }srI , le vecteur de dimension ( ) 1ph drn n+ ×  formé par les courants parcourant les phases 

statoriques et rotoriques. 

- { }srφ , le vecteur de dimension ( ) 1ph drn n+ ×  formé par les flux captés par les phases 

statoriques et rotoriques. 

- { }TV , le vecteur de dimension ( ) 1ph drn n+ ×  formé par les tensions d’alimentation des 

phases statoriques  (il est nul ailleurs). 

II.5.4. Couplage électromagnétique 

Suivant [19], la relation entre les flux captés par les phases statoriques { } 1ph
s n
φ

×
 et ceux 

captés par les dents { } 1ds
st n
φ

×
 dépendent de plusieurs paramètres tels que : a) le nombre 

d’encoches, b) le type d’enroulement, c) le nombre de spires par enroulements, d) la méthode 
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de connexion des enroulements, e) le nombre de couche d’enroulements, etc. Pour des 
enroulements distribué à une seule couche, il vient [19]: 

 { } [ ] { }1 1ph dsph ds
s stn nn n

wwφ φ
× ××
=  (II.108) 

En assemblant les relations entre les flux captés par les phases et les dents statoriques et 
rotoriques, on obtient : 

 { }( ) [ ]( ) { }1 1ph dr bph dr b
sr brn n nn n n

Gφ φ
+ × ×+ ×

=  (II.109) 

avec : [ ]( )

[ ] [ ] [ ] ( )

[ ] ( ) [ ] [ ]
( )

2*

2*

0 0

0 0
ph ds ph ds ph b ds

ph dr b

dr b dr dr dr dr dr
ph dr b

n n n n n n n

n n n
n n n n n n n n n n

ww
G

I
× × × −

+ ×
× − × ×

+ ×

 
 =
 
 

 

où [ ]
dr drn n

I
×

 est la matrice identité de dimension dr drn n× . 

À partir des équations (II.79), (II.81) et (II.92), on a : 

 
{ }
{ }

[ ]( ) ( ) { }( )
1

1
1

ds

ph drds dr ph dr

dr

ds n
sr n nn n n n

dr n

F
ZZ I

F
×

+ ×+ × +
×

   = 
  

 (II.110) 

avec : [ ]( ) ( )

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]
( ) ( )

1

1

0

0
ds ds ds ph

ds dr ph dr

dr dr dr dr
ds dr ph dr

c as abcn n n n

n n n n

ar brn n n n n n n n

n E S
ZZ

E E

−

× ×

+ × + −

× × + × +

 
 =
 
  

 

En combinant les équations (II.91), (II.109) et (II.110), la relation entre les flux captés 
par les phases et les courants parcourant les phases est obtenue par : 

 { }( ) ( ) ( ) ( ) { }( )1 1ph dr ph drph dr ph dr
sr srn n n nn n n n

GXZ t Iφ
+ × + ×+ × +

=     (II.111) 

avec ( ) ( ) ( ) [ ]( ) [ ] ( ) [ ]( ) ( )ph dr b b ds dr ds dr ph drph dr ph dr n n n n n n n n n nn n n n
GXZ t G XX ZZ

+ × × + + × ++ × +
 =     

 

Il peut être noté que la matrice de transformation dépend de la position angulaire 
relative du rotor par rapport au stator et par conséquent du temps. 

 
{ } ( ) { }

[ ] { } [ ]{ } { } { }

sr sr

T sr T sr sr T

GXZ t I

d dL I R I V
dt dt

φ

φ

 =   


+ + =


 (II.112) 

Enfin, la machine asynchrone est modélisée par une équation différentielle matricielle 
unique combinant à la fois les équations magnétiques et électriques sous la forme : 

 [ ] ( ) { } [ ] ( ) { } { }T sr T sr T
d dL GXZ t I R GXZ t I V
dt dt

  + + + =          
 (II.113) 
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II.5.5. Calcul du couple électromagnétique 

Afin de pouvoir coupler les équations électriques, magnétiques aux équations 
mécaniques, il faut exprimer le couple électromagnétique en fonction des paramètres 
magnétiques de la machine. Le couple électromagnétique est calculé en se basant sur la 
formulation de Maxwell qui consiste à dériver l'énergie magnétique par rapport au 
déplacement de la partie mobile. Spécifiquement pour les machines électriques, le couple est 
calculée en évaluant la variation nette dans l'énergie stockée et fournie due à la rotation 
progressive du rotor si les flux restent constants au cours de cette variation. 

Le couple électromagnétique emC  s’écrit donc en fonction de l’énergie magnétique sous 

la forme suivante : 

 mag
em

i cte

W
C

θ
=

∂
= −

∂
 (II.114) 

où magW  est l’énergie magnétique  

En supposant que les perméance d’entrefer ne dépend que de la position angulaire 
relative entre le rotor et le stator θ , le couple électromagnétique s’écrit : 

 21
2

ds drn n
ij

em ij
i j

dP
C

d
ε

θ
= ∑∑  avec ij

ij
ijP
φ

ε =  (II.115) 

où ijε  est la différence de potentiel magnétique dans la branche de l’entrefer entre les 

nœuds i  et j . 

II.6. Couplage électromécanique 

II.6.1. Présentation globale des deux sous-systèmes 

Le couplage électromécanique consiste à résoudre itérativement les équations 
magnétiques, électriques et mécaniques tout en respectant les entrées et les sorties de chaque 
sous-système. Ceci est un couplage faible contrairement au modèle précédent. La Figure II-28 
représente la démarche suivie pour le couplage des modèles électromagnétique du moteur 
asynchrone et mécanique de la transmission par engrenages. Les différentes entrées/sorties de 
chaque sous-système sont détaillées dans ce schéma (Figure II-28). 

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2012ISAL0041/these.pdf 
© [N. Feki], [2012], INSA de Lyon, tous droits réservés



Chapitre II : Modélisation électromécanique des transmissions par engrenages entraînées par 
un moteur asynchrone 

 133 

 

Figure II-28 : Schéma de couplage électromécanique global 

avec : 

- , ,a b cV  : Tension d’alimentation triphasée. 

- ( )tθ  : Position angulaire relative entre le rotor et le stator. 

- ( )e t  : Excentricité statique du rotor. 

- ( )emC t  : Couple électromagnétique instantané. 

- ( )tΩ  : Vitesse de rotation instantanée. 

II.6.2. Mise en équation du couplage 

Afin de prendre en compte l'effet des défauts du moteur et d’engrenage, la position 
angulaire relative du rotor, le couple électromagnétique, l’amplitude ε  et la phase ϕ  de 
l’excentricité statique du rotor définies dans (II.73) sont mis à jour, à chaque pas de temps, en 
respectant les variations temporelles du champ de déplacements de l’engrenage (les degrés de 
libertés du nœud lié au moteur donnés par le modèle mécanqiue 3D), à savoir : 

 

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

1

2 2
1 1

1
1 1tan /

t t

t v t w t

t w t v t

θ θ θ

ε

ϕ −

= +
 = +


=

 (II.116) 

avec 1θ , 1v  et 1w , les degrés de libertés de torsion et de flexion au nœud 1 (Figure II-2). 

aV bV cV ( )tθ

 Modèle électrique 
Modèle des réseaux de 

Perméances 

 Modèle mécanique 
Modèle dynamique 3D 

d’un réducteur 

( )tΩ( )emC t

Chargement
sur la denture

( )e t

Champ de
déplacements
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En retour, les matrices du système global sont également mises à jour en introduisant, à 
chaque pas de temps, les petites variations de la position angulaire relative du rotor et de 
l’épaisseur de l'entrefer (Figure II-28). 

II.6.3. Résolution électromagnétique 

La Figure II-29 détaille l’algorithme de résolution de la partie électromagnétique qui 
caractérise le comportement électrique et magnétique d’un moteur asynchrone à cage. Il s’agit 
d’assembler les équations magnétiques et électriques de la machine et de résoudre 
simultanément les deux phénomènes afin d’aboutir au couple électromagnétique transmis par 
le moteur au système d’engrenage. 

 

Figure II-29 : Algorithme de résolution de la partie électromagnétique 

Conditions initiales : 
Courants, flux magnétiques 

Calcul des forces magnétomotrices 

Construction des réseaux de perméances 
Matrice d’incidence (Topologie) 

Matrice admittance 
Matrice de transfert 

Calcul des forces électromotrices 

Construction des matrices des équations 
électriques : 

Prise en compte du schéma du bobinage 
Matrices des inductances de fuites 

Assemblage des équations et Couplage 
électromagnétique 

Résolution temporelle 
Intégration pas à pas dans le temps par 

le schéma de Newmark 

t t t= + ∆  

Sortie des résultats 

Calcul du couple électromagnétique 
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II.6.4. Résolution mécanique 

La Figure II-30 explicite l’algorithme de résolution de la partie mécanique. Dans cette 
étape, la condition de contact et l’équilibre dynamique du système ont été résolus 
simultanément en couplant l’algorithme de contact unilatéral avec le schéma d’intégration pas 
à pas dans le temps de Newmark. 

La charge dynamique d ijF  est calculée par la formule suivante : 

 d ij ij ijF k= ∆  (II.117) 

avec ijk  et ij∆  sont respectivement la raideur et l’écrasement d’un segment ij . 
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Figure II-30 : Algorithme de résolution de la partie mécanique 

Comme indiqué précédemment, l'ensemble du système couplé est résolu par un schéma 
implicite de Newmark d'intégration pas à pas dans le temps qui, en utilisant un PC standard 

Données géométriques du réducteur 
Défauts et écarts de forme 

Conditions initiales par la résolution 
statique : ( )0 statY Y=  et ( )0 (0) 0Y Y= =   

Caractérisation de l’état de référence 
(Corps rigides) 

Calcul de la raideur de contact 

Intégration pas à pas dans le temps par 
Newmark 

Calcul de la charge dynamique d ijF  et 
de l’écrasement ij∆  

Existe-t-il un point 
ijM  tel que 0d ijF <  ? 

Détermination de la longueur de contact 
potentielle cL  

Existe-t-il un point 
ij cM L∉ avec 0ij∆ >  

 

t t t= + ∆  

Sortie des résultats 

0ijk =  

Oui 

0ijk ≠  
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(processeur 3GHz  et RAM 1Go), conduit à un temps de calcul d'environ cinq heures pour 
simuler une seconde de fonctionnement d’un groupe moteur / réducteur à engrenages. 

II.7. Conclusion 

Dans ce chapitre, deux modèles électromécaniques d’une transmission par engrenages 
entraînée par un moteur asynchrone ont été développés. Ces modèles permettent de simuler 
l’interdépendance entre les sous-systèmes électrique et mécanique. La méthodologie du 
premier modèle repose sur une approche intégrée conduisant à une formulation analytique 
tridimensionnelle décrivant le comportement dynamique, vibratoire et électrique du système 
électromécanique. Cette formulation est basée sur un ensemble unique d’équations non 
linéaires. La résolution de ces équations est réalisée en couplant le schéma d’intégration pas à 
pas dans le temps de Newmark et un algorithme de contact unilatéral (simulation des 
conditions de contact sur les dents d’engrenage). Le second modèle a été développé en 
couplant un modèle électromagnétique basé sur la théorie des réseaux de perméances et le 
modèle mécanique de l’engrenage et en respectant les entrées/sorties de chaque sous-système. 
Ce dernier modèle électromagnétique et mécanique permet de considérer plusieurs 
phénomènes négligés dans le premier modèle tels que la variation de l’épaisseur de l’entrefer 
et la variation des inductances propres et mutuelles au cours du fonctionnement du moteur 
asynchrone. La méthodologie dans ce cas est de résoudre les équations de chaque sous-
système et itérer entre les deux algorithmes de résolution. 
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III.1. Introduction 

Dans ce chapitre, une étude expérimentale sera réalisée sur un banc d’engrenages en 
boucle mécanique fermée (FZG) en testant un engrenage neuf jusqu’à l’apparition d’un défaut 
d’écaillage. Une étude spectrale des signaux de l’erreur de transmission mesurée et simulée 
servira de base de validation pour le modèle mécanique. Enfin, l’influence d’écaillages sur les 
signaux de l’erreur de transmission pour différents niveaux de chargement et vitesses de 
rotation, sera étudiée. 

Les résultats de simulations issus des modèles développés dans le chapitre précédent 
seront présentés. Il s’agit, en particulier, de montrer l’influence d’un défaut d’écaillage sur 
une dent du pignon sur la signature des courants statoriques du moteur électrique et sur le 
comportement dynamique de l’engrenage (raideur d’engrènement, distribution des charges 
instantanées sur les dents,…). Une étude paramétrique sera réalisée en changeant les 
dimensions du défaut et sa localisation sur le flanc actif de la dent afin de déterminer 
d’éventuelles zones de sensibilité maximale de détection. 

Finalement, à partir du modèle de réseaux de perméances couplé avec le modèle 
dynamique 3D d’engrenage, une étude spectrale des courants statoriques sera réalisée pour 
visualiser l’effet des défauts électriques (excentricité du moteur) et/ou mécaniques (écaillage) 
sur ces courants. On montrera qu’il est possible de distinguer l’influence de ces deux types de 
défauts d’origines différentes.  

III.2. Validation expérimentale 

III.2.1. Description de la machine FZG 

Ce banc d’essai d’engrenages en boucle mécanique fermée a été développé à l'institut 
technique de l'étude des engrenages et des mécanismes d'entraînement (FZG : 
Forschungsstelle für Zahnräder und Getriebebau) de l'Université technique de Munich. Il 
s’agit d’un ensemble électromécanique composé d’un moteur asynchrone avec un variateur de 
vitesse et de plusieurs engrenages formant une boucle mécanique fermée (Figure III-1 et 
Figure III-2). Le moteur électrique applique un couple électromagnétique sur l’arbre principal 
et impose les vitesses de rotation des différents composants du mécanisme. Un dispositif 
assimilable à un accouplement en rotation est monté sur l’arbre secondaire permettant 
d’appliquer un couple résistant par l’intermédiaire d’un levier et de masses. Ce dispositif 
entraîne la torsion de l’arbre secondaire et maintient le couple résistant constant pendant le 
fonctionnement du banc à l’aide d’une goupille de verrouillage. 

Cette machine est destinée à tester les transmissions de puissances par engrenages. Avec 
la boucle fermée, le système mécanique peut atteindre des charges importantes permettant 
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d’étudier l’endommagement des dents d’engrenage et l’apparition des défauts tels que les 
écailles tout en ne nécessitant que de faibles puissances électriques au niveau du moteur. 

 

Figure III-1 : Schéma de la machine FZG [77] 

 

Figure III-2 : Projection plane de la machine FZG 

1 : Pignon d’essai 5 : Goupille de verrouillage 
2 : Roue d’essai 6 : Levier de la charge 
3 : Engrenage esclave 7 : Couplemètre 
4 : Embrayage de charge 8 : Capteur de température 
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Le Tableau III-1 montre les différentes caractéristiques géométriques de l’engrenage 
d’essai dans le cas d’une denture de type C [77]. 

Caractéristiques Symbole unité Valeur 

Entraxe a  mm 91.5 

Largeur des dents b  mm 14 

Module nm  mm 4.5 

Nombre de dents 
Pignon 

1Z  - 16 

Roue 
2Z  - 24 

Diamètre primitif 
Pignon 

1wD  mm 73.2 

Roue 
2wD  mm 109.8 

Diamètre de base 
Pignon 

1bD  mm 67.66 

Roue 
2bD  mm 101.49 

Coefficient de 
déport 

Pignon 
1x  - 0.1817 

Roue 
2x  - 0.1715 

Angle de pression α  ° 20 

Angle d’hélice bβ  ° 0 

Tableau III-1 : Principales caractéristiques géométriques de l’engrenage d’essai [77] 

 

Le Tableau III-2 illustre les différents niveaux de chargement en plaçant les masses à 
une longueur de 0,5m à l’extrémité du levier n°6 (Figure III-1).  

Niveau de chargement 
(Ch) 

Couple résistant 
(N.m) (l=0.5m) 

Couple moteur 
(N.m) 

4 60,75 91,125 
5 94,10 141,15 
6 135,30 202,95 
7 183,35 275,02 
8 239,25 358,87 
9 302,00 453,00 
10 372,70 559,05 

Tableau III-2 : Niveaux de chargement 
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III.2.2. Forme de l’écaille 

Afin d’étudier le comportement vibratoire d’un engrenage cylindrique en présence 
d’écaillage, un engrenage a été sollicité en fatigue afin de produire un défaut d’écaillage 
‘naturel’. Les conditions d’essai sont similaires à celles de [78] et ont pour objectif de 
conduire à un écaillage pour un essai rapide (short duration pitting test). Il s’agit d’appliquer 
sur la machine FZG des niveaux de chargement très importants (charge 9 et 10 (Tableau 
III-2)) à une vitesse de rotation constante en contrôlant la température d’huile dans la boite à 
engrenage (température constante égale à 90 ± 3 °C [78]). Le couple appliqué sur l’arbre 
secondaire entraîne une distribution d’efforts sur la surface de contact des dents lors de 
l’engrènement se traduisant par une pression locale de Hertz sur les dents de l’engrenage 
(exemple : la charge 9 correspond à une contrainte locale de Hertz maximale de 2069 N/mm² 
[78]). Ce type d’essai est essentiellement utilisé pour déterminer l'influence des lubrifiants sur 
la résistance aux écaillages et les classifier selon leur capacité de supporter les charges en 
respectant leur résistance à l’écaillage. 

Dans ces conditions, l’essai a été mené en refroidissant la boite d’engrenages testés afin 
de permettre une utilisation quasi-continue de la machine FZG. Une écaille localisée sur une 
seule dent du pignon est apparue après 13 millions de cycles. La Figure III-3 montre la forme 
de l’écaille obtenue sur la denture FZG de type C. 

 

Figure III-3 : Forme de l’écaille obtenue sur la denture FZG de type C  

Les dimensions de l’écaille réelle obtenue sont mesurées et tracées en 3D sur la Figure 
III-4 (t/Tm correspond à la direction du profil de dent, Largeur : largeur de la dent et 
Profondeur : profondeur de l’écaille dans le sens de l’enlèvement de matière). La forme du 
défaut est triangulaire sur la surface du flanc de la dent. Sa profondeur évolue d’une façon 
quasi-continue en suivant une forme spline avec des pentes différentes dans les sens de profil 
et de la largeur de la dent. La profondeur maximale de défaut est d’environ 380 µm. 

Afin de comparer les résultats numériques et expérimentaux, l’écaille (Figure III-5) est 
simulée en se basant sur la forme et des dimensions obtenues expérimentalement. 
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Figure III-4 : Défaut d’écaillage réel obtenu sur la denture FZG de type C  

 

 

Figure III-5 : Défaut d’écaillage simulé sur la denture FZG de type C  
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III.2.3. Erreur de transmission (ET) 

III.2.3.1. Définition de l’ET 

L’erreur de transmission (ET) représente une image du comportement dynamique 
vibratoire et acoustique d'un réducteur. Elle est définie comme l’écart entre la position de la 
roue menée et celle donnée par le pignon par rapport à la position qu’elle devrait occuper si 
les engrenages étaient rigides et géométriquement parfaits. Elle représente donc la différence 
de positions angulaires des engrenages réels et parfaits, c'est-à-dire l’écart entre la position 
réelle et la position théorique (engrenages parfaits : engrenages indéformables avec 
géométries idéales). 

En se basant sur le mouvement des corps rigides comme état de référence [64], la 
dérivée par rapport au temps de l’erreur de transmission sans charge (ETSC) projetée comme 
une distance dans le plan d’action est donnée par [79]: 

 ( ) 1 1 2 2b b
d ETSC R R
dt

= Ω + Ω  (II.118) 

où 1bR  et 2bR  représentent respectivement les rayons de base du pignon et de la roue ; 

1Ω  et 2Ω  les vitesses angulaires des mouvements des corps rigides du pignon et de la roue. 

Lorsque la charge transmise est nulle, les déformations sont négligeables. L'erreur de 
transmission sans charge correspond donc aux déviations de position causées uniquement par 
les écarts géométriques ou de montage tels que les excentricités ou les erreurs de pas 
cumulées. 

D’autre part, pour l’état déformé, l’erreur de transmission (ET) sous charge projetée 
dans le plan d’action théorique est donnée par [79]: 

 1 1 1 2 2 2
0 0

t t

b bET R d R dζ θ ζ θ
   

= Ω + + Ω +   
   
∫ ∫  (II.119) 

avec ζ  est la variable d’intégration temporelle, 1θ  et 2θ  sont respectivement les degrés 

de libertés de torsion définies par rapport aux rotations des corps rigides. 

On obtient finalement : 

 1 1 2 2b bET R R ETSCθ θ= + +  (II.120) 

III.2.3.2. Dispositif et principe de la mesure de l’ET 

D’un point de vue expérimental, l’ET peut être déterminée par des systèmes à base 
d’accéléromètres ou par des codeurs optiques à haute résolution. Dans notre cas, L’erreur de 
transmission est calculée en traitant les données enregistrées par un système de codeurs 
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optiques qui mesure la différence de rotation instantanée entre deux codeurs monté sur chacun 
des deux arbres du système d’engrenage. La Figure III-6 montre les positions des codeurs 
optiques utilisés pour cette application. 

 

Figure III-6 : Dispositif de mesure de l’ET avec les codeurs optiques sur la machine FZG 

Les codeurs optiques sont fabriqués et montés de façon à être très proches de 
l’engrenage, ce qui rend la mesure de l’erreur de transmission plus représentative du 
comportement des roues dentées. Le principe de cette mesure repose sur le comptage du 
nombre d’impulsions délivrées par une horloge à très haute fréquence (80 MHz dans notre 
cas) entre deux fronts montants du signal donné par le codeur optique. En ayant une référence 
commune (même horloge et même compteur), le comptage s’effectue en simultané sur les 
deux voies (codeurs pignon et roue), ce qui permet de mesurer l’écart simultané entre les deux 
voies à partir d’une référence temporelle très stable. La Figure III-7 montre la reconstruction 
de la loi d’évolution des positions de la roue et du pignon en fonction du temps à une cadence 
imposée par le nombre de raies sur chaque codeur (pour notre cas, les codeurs sont dotés de 
2500 raies par tours). 

 

Figure III-7 : Evolutions des positions de la roue et du pignon en fonction du temps  
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III.2.3.3. Comparaison des spectres 

Les Figure III-8 -- Figure III-11 montrent les spectres des signaux expérimentaux et 
théoriques (simulés) de l’erreur de transmission d’un train d’engrenage avec et sans écaillage. 
Les signaux d’erreur de transmission sont obtenus pour une vitesse de rotation de 30 Hz sur 
l’arbre d’entrée et sous le niveau de chargement n°7 (défini au Tableau III-2). Les valeurs des 
amplitudes des spectres sont adimensionnées par rapport aux valeurs maximales de l’erreur de 
transmission dans chaque cas. Tous les spectres présentés ont été calculés en utilisant une 
fenêtre de Blackman afin d'obtenir des pics étroits et distinctifs. 

En comparant les spectres des signaux expérimentaux et théoriques, on note une 
analogie certaine entre les spectres de signaux obtenus, avec ou sans écaillage, pour les 
mêmes conditions de fonctionnement. Dans tous les cas, on remarque la présence de pics avec 
des amplitudes différentes jusqu’à la septième harmonique de la fréquence d’engrènement 
avec un maximum d’amplitude pour l’harmonique 5 pour l’ensemble des spectres. Selon les 
résultats de simulation, cette fréquence critique correspond à une coincidence avec une 
fréquence propre du système ayant une contribution énergétique très importante sur l’élément 
engrenage (84,19 %). 

D’après [80], la surveillance des défauts par indicateurs spectraux s’effectue par une 
comparaison de l’image spectrale d’un signal par rapport à un gabarit défini à partir de la 
même image spectrale élaborée lors de la mise en service de l’équipement. L’image spectrale 
est une représentation spectrale du signal sur une bande de fréquence. 

En présence d’écaillage, les images spectrales des signaux simulés et expérimentaux 
présentent des bandes latérales entre les différentes harmoniques liées à la fréquence 
d’engrènement et principalement au voisinage de la cinquième harmonique. Ces bandes 
disparaîssent dans les cas des spectres obtenus pour des engrenages sans écaillage qui sont 
constitués, uniquement, des harmoniques correspondant à la fréquence d’engrènement et ses 
multiples. 

Par exemple, entre les harmoniques 4 et 5 ou 5 et 6, 16 pics se manifestent dans les 
spectres de l’ET des engrenages avec écaillage (Figure III-9 et Figure III-11). Ces pics sont 
espacés par la fréquence de rotation du pignon et leur nombre correspond au nombre de dents 
du pignon. Ceci explique qu’en présence de défaut, les fréquences de modulation du signal de 
l’erreur de transmission d’un train à engrenages correspondent à la fréquence de rotation de la 
roue défectueuse (pignon dans notre cas). Dans ces conditions, le spectre du signal vibratoire 
s’enrichit donc de bandes latérales autour des harmoniques de la fréquence d’engrènement. 

La dissymétrie de la distribution des bandes latérales indique une modulation, à la fois, 
en amplitude et en fréquence. Les principales raisons de cette dissymétrie sont : a) les effets 
dynamiques dûs au voisinage des bandes latérales de ce système à la zone de résonance 
(fréquence propre) [81], [82] et b) l’effet de la fréquence porteuse de rotation du pignon sur la 
modulation des bandes latérales [81]. 
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Figure III-8 : Spectre de l’ET expérimentale sans écaillage 

 

Figure III-9 : Spectre de l’ET expérimentale avec écaillage 

 

Figure III-10 : Spectre de l’ET simulée sans écaillage 
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Figure III-11 : Spectre de l’ET simulée avec écaillage 

III.2.3.4. Influence de la présence de l’écaillage 

D’après [83], l’évaluation de l’énergie dans les bandes latérales autour des harmoniques 
de la fréquence d’engrènement est très sensible aux effets de transmission. Cet indicateur est 
appelé modulation harmonique [83]. 

La Figure III-12 montre la moyenne de l’énergie sur la bande de fréquence [4Feng, 6Feng] 
des spectres des signaux théoriques et expérimentaux, avec et sans écaillage pour différents 
niveaux de chargement.  
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Figure III-12 : Moyenne de l’énergie sur la bande de fréquence [4Feng, 6Feng] des spectres 
des signaux théoriques et expérimentaux avec et sans écaillage 

La moyenne de l’énergie dans la bande de fréquence considérée en présence d’écaillage 
est supérieure à celle sans défaut pour tous les niveaux de chargement. Ceci est constaté dans 
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les cas des signaux théoriques et expérimentaux. La présence de défaut entraîne donc une 
augmentation des amplitudes des pics liés à la fréquence de rotation du pignon qui correspond 
à la fréquence de passage de la dent défectueuse en contact. La moyenne de l’énergie sur une 
bande de fréquence peut donc être un indicateur spectral fiable pour la détection des avaries 
de contact dans les engrenages. D’autre part, la moyenne de l’énergie croît sensiblement 
lorsque le niveau de chargement augmente pour tous les cas de spectres (sans et avec défaut, 
théorique et expérimental).  

III.2.3.5. Influence de la charge 

En surveillance, les mesures et le processus de détection de défauts doivent être 
effectués dans les mêmes conditions de fonctionnement (vitesse et charge constantes). Dans la 
plupart des applications industrielles, la vitesse de fonctionnement est généralement 
constante, mais les conditions de chargement peuvent fréquemment varier. D’après [84], la 
variation des conditions dynamiques de fonctionnement modifie les caractériques 
d’engrènement (raideur d’engrènement, déflections des dents, …) et par conséquent l’erreur 
de transmission qui reflète les erreurs géométriques de l’engrenage mais également les 
déformations au niveau de l’engrènement. 

La Figure III-13 montre les amplitudes des pics des spectres des signaux théoriques et 
expérimentaux avec et sans écaillage aux fréquences de rotation de la roue (Fr) et du pignon  
(Fp) (Figure III-13.a et b) et aux fréquences d’engrènement (Feng) et son multiple de 5 (5*Feng) 
(Figure III-13.c et d). 

Les amplitudes des spectres obtenus à partir des signaux de l’erreur de transmission sont 
modifiées en fonction du niveau de chargement. Pour un chargement croissant, les amplitudes 
des pics liées aux fréquences de rotation du pignon et de la roue diminuent (Figure III-13.a et 
b) alors que les amplitudes des pics liées aux fréquences d’engrènement et de son multiple de 
5 augmentent (Figure III-13.c et d). Cette constatation est valable pour les signaux sans et 
avec écaillage. Cette observation illustre le fait que, lorsque le niveau de chargement 
augmente, le pourcentage d’énergie de déformation stocké dans les dentures augmente ce qui 
se traduit par des pics associés à l’engrènement présentant des amplitudes plus élevées. 
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Figure III-13 : Amplitudes des pics des spectres des signaux théoriques et expérimentaux 
avec et sans écaillage aux fréquences de rotation de la roue (Fr) et du pignon (Fp) (a et b) et 

aux fréquences d’engrènement (Feng) et son multiple de 5 (5*Feng) (c et d) 

d) expérimental 

c) simulation 

b) expérimental 

a) simulation 
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III.2.3.6. Influence de la vitesse de rotation 

La Figure III-14 montre les spectres des signaux expérimentaux de l’erreur de 
transmission d’un train d’engrenage en présence d’une écaille au pignon pour différentes 
vitesses de rotation de l’arbre d’entrée. Les signaux de l’erreur de transmission sont obtenus 
en tournant l’engrenage sous le  niveau de chargement n°7 (Tableau III-2). 

 

 

 

Figure III-14 : Spectres des signaux expérimentaux de l’erreur de transmission en présence 
d’écaillage pour différentes vitesses de rotation a) 20 Hz, b) 30 Hz et c) 50 Hz 

a) 20 Hz

b) 30 Hz

c) 50 Hz
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Dans tous les cas, on remarque la présence de pics avec des amplitudes différentes à la 
fréquence d’engrènement et ses multiples. Cependant, le nombre d’harmoniques diminue 
lorsque la vitesse de rotation augmente et, à une vitesse faible, l’effet de l’engrènement est 
partagé sur plusieurs harmoniques tandis qu’à 50 Hz, il est principalement concentré au 
niveau de la fréquence critique (3ème harmonique). 

En conclusion sur ces comparaisons entre résultats expérimentaux et numériques, on 
note un bon accord qualitatif au niveau des spectres de réponses pour une large gamme de 
charges et de vitesses de rotation. Ce constat valide largement le modèle d’écaillage mis en 
œuvre et permet d’étendre les simulations aux systèmes électromécaniques couplés avec 
confiance. 

III.3. Couplage du modèle de Kron avec le modèle d’engrenages 

Tous les résultats présentés dans cette partie concernent un système électromécanique 
comprenant un moteur asynchrone triphasé (15 kW, 60 Hz, 460V, connecté en étoile, 4 pôles 
et 1775 tr/min) et un engrenage dont les caractéristiques sont détaillées dans les Tableau III-3 
et Tableau III-4. 

sR  (Ω) 0,2761 

sL  (H) 0,002191 

 rR  (Ω) 0,1645 

rL  (H) 0,002191 

mL (H) 0.07614 

Tableau III-3 : Caractéristiques électrique du moteur asynchrone 

 

 Pignon Roue 
Module (mm) 4 
Nombre de dents Z 21 31 
Angle de pression α  (deg) 20 
Angle d’hélice β  (deg) 20 
Largeur (mm) 10 

Tableau III-4 : Caractéristiques géométriques de l'engrenage 

Tous les constituants du réducteur sont en acier de module d’Young 112,1 10 PaE = ⋅ , 

de coefficient de Poisson 0,3ν =  et de masse volumique 3  7800 kg / mρ = . 
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III.3.1. Présentation du défaut d’écaillage 

Afin d'analyser la contribution des défauts locaux des dentures d’engrenage sur les 
signaux électriques, un seul écaillage a été simulé sur la dent n°12 du pignon dont les 
dimensions sont données dans la Figure III-15. La valeur de la profondeur de défaut est 
définie dans le sens de l’enlèvement de la matière de la dent. Elle caractérise l’écart normal 
relatif équivalent de chaque segment ij  des lignes de contact passant par la zone défectueuse 
de la dent (Figure II-10) et joue un rôle très important dans les conditions de contact. 

   

Figure III-15 : Forme et dimensions du défaut 

Dans ce manuscrit, les formes des défauts sont assimilées à des trous de largeurs 
constantes (sens de la largeur de la dent (b ) et sens du profil ( a )) alors que leurs profondeurs 
sont approchées à l'aide de fonctions de Bézier (pour éviter les discontinuités au passage du 
défaut de la dent). La forme de défaut dans la direction du profil (fonction de Bézier, ( )eB t ) a 

été déduite des travaux réalisés dans [85] et [86]. 

Selon [34], [64], les défauts locaux tels que les écailles sont modélisés par une 
distribution d’écarts normaux dans les deux directions du plan d’action (largeur et profil de la 
dent). La fonction résultante de l’écaillage dépend essentiellement de la coordonnée axiale 
(largeur) et de la variable temps dans le but de simuler la profondeur du défaut dans la 
direction du profil (Figure III-16). Lors de la simulation du contact entre les dents, la 
distribution des écarts normaux est mise à jour à chaque pas de temps. La fonction i jΠ  

définit la position du défaut sur le plan d’action, elle est égale à 1 lorsque la ligne de contact 
passe par sur l’écaillage et 0 sur tout le reste du plan d’action. 
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Figure III-16 : Simulation de passage du défaut lors de l’engrènement 

III.3.2. Influence des défauts locaux sur les caractéristiques mécanique 
d’engrenage 

III.3.2.1. Effet du défaut d’écaillage sur la raideur d’engrènement globale 

La Figure III-17 illustre les variations de la raideur d’engrènement global en fonction du 
temps pour différents cas de profondeur de défaut (les autres dimensions du défaut sont 
maintenues constantes). Cette raideur résultante est obtenue en additionnant, à chaque pas de 

temps, toutes les raideurs élémentaires ( )i jk M  actives le long des lignes de contact déduites 

après la résolution simultanée des équations du mouvement et des conditions de contact 
normales. En effet, au cours de la résolution des équations de mouvement et en présence des 
défauts d’engrenage, un algorithme de contact unilatéral a été mis en place pour vérifier à 
chaque instant les conditions de contact entre les dents [64]. Il s’agit de calculer le 

rapprochement ( )i jMδ  à chaque segment et à chaque instant en fonction des paramètres 

géométriques et ceux de fonctionnement de l’engrenage (vitesse de rotation, chargement, …) 

et de le comparer par rapport à l’écart normal relatif ( )i je Mδ  défini à partir de l’ensemble 

des défauts présents sur le couple de dents (voir paragraphe I.6.2.3). 

Dans le cas du fonctionnement sain (sans présence de défaut (Figure III-17.a)), la 
raideur d’engrènement globale évolue normalement pour un engrenage hélicoïdal entre une 
valeur maximale qui correspond au nombre maximum de segments en contact (2 paires de 
dents en contact) et une valeur minimale qui correspond au nombre minimum de segments en 
contact (1 paire de dents en contact). La descente dans la courbe définie la sortie progressive 

1 1bV R= Ω

V V

tc
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Z


b

a
( )eB t
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d’un couple de dent de la fenêtre d’engrènement et la montée correspond à l’entrée 
progressive d’un nouveau couple de dent en contact. 

En présence de défaut (Figure III-17.b et Figure III-17.c), des perturbations apparaissent 
sur l’évolution temporelle de la raideur d’engrènement globale aux moments du passage de la 
dent défectueuse (dent n°12) dans la zone de contact. En particulier, il peut être observé dans 
la Figure III-17.b que, lorsque le défaut entre dans l’engrènement, le contact entre les dents 
peut être partiellement perdu conduisant à une réduction locale de la raideur d’engrènement. 
Pour l’écaillage le plus profond (50 µm, Figure III-17.c), la raideur d’engrènement chute 
instantanément à zéro indiquant une perte de contact totale et instantanée. 

On peut donc déduire que, selon la profondeur de défaut, deux types différents de 
réponses dynamiques sont attendus allant des perturbations très limitées pour des écailles 
superficielles à des pertes totales de contact et des chocs entre les dents lorsqu’une partie 
importante de la dent est endommagée. 
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(a) : sans défaut 

  

(b) : défaut de profondeur 20µm (c) : défaut de profondeur 50µm 

Figure III-17 : Effet de la profondeur du défaut sur la raideur d’engrènement global 
(Raideur d’engrènement en fonction du temps adimensionné par rapport à la période 

d’engrènement) 

III.3.2.2. Effet du défaut d’écaillage sur la distribution des charges 
instantanées sur la denture 

La Figure III-18 montre les distributions de charges instantanées sur la denture 
défectueuse pour différents cas de profondeur de défaut (les autres dimensions du défaut sont 
maintenues constantes). Pour l'engrenage sain (Figure III-18.a), une variation lisse typique, 
correspondant au fonctionnement des engrenages hélicoïdaux, a été trouvée avec une force 
maximale par unité de longueur de contact de 205 N/mm lorsqu'une seule paire de dents est 
en contact. L'introduction d’un défaut d'écaillage avec des profondeurs différentes (Figure 
III-18.b et Figure III-18.c) entraîne des fluctuations de chargement dans le sens du profil de la 
denture. L’amplitude de la force maximale par unité de longueur de contact devient plus 
élevée et localisée avec des pics très aigus. 
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Les amplifications localisées du chargement apportées par ce genre de défauts 
superficiels peuvent étendre la présente écaille ou générer d’autres défauts tels que les fissures 
ou même des ruptures de dents lorsque les limites de résistance du matériau sont dépassées. 

 

(a) : sans défaut 

 

(b) : défaut de profondeur 10µm 

 

(c) : défaut de profondeur 20µm 

Figure III-18 : Effet de la profondeur du défaut sur la distribution des charges instantanées 
sur la denture 
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III.3.3. Influence de défauts d’écaillage sur les signaux des courants statoriques 

III.3.3.1. Influence de défauts sur les grandeurs triphasées 

La Figure III-19 montre le signal de la phase 1 du courant du stator. L’impact du défaut 
sur les courants n’apparait pas de manière manifeste sur le courant de phase. Cette 
observation souligne l'intérêt de l’utilisation des méthodes plus efficaces de traitement de 
signal afin de dégager l’effet du défaut d’engrenage sur la signature des courants du moteur 
asynchrone. 

 

Figure III-19 : Signal de la phase 1 des courants triphasés statoriques 

III.3.3.2. Influence sur les transformées dq dans un référentiel de Kron 

La Figure III-20 montre l’évolution du courant statorique présenté sur l’axe d du 
référentiel synchrone de Kron en fonction du temps adimensionné par rapport à la période 
d’engrènement et en présence d'une écaille de 20 µm de profondeur appliquée sur une dent  
du pignon. Contrairement aux courants triphasés, l’impact du défaut apparaît clairement. Cela 
est du à l’élimination de la composante fondamentale (fréquence d’alimentation du moteur). 

Dans ce signal, on peut observer que l’écaillage de la dent produit un pic à chaque tour 
du pignon. La récurrence périodique des pics dus au défaut, est clairement visible et de 
période 1 mZ t⋅ , sachant que 1Z  est le nombre de dents du pignon et mt  est la période 

d’engrènement. 
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Figure III-20 : Signal du courant statorique présenté sur l’axe d du référentiel de Kron 

Les vues agrandies dans la Figure III-21 montrent l’évolution du courant statorique 
présenté sur l’axe d du référentiel synchrone de Kron en fonction du temps adimensionné par 
rapport à la période d’engrènement Kron pour différentes profondeurs maximales de défauts. 
Elles indiquent qu'un défaut plus profond amplifie les amplitudes des pics mais ne modifie 
pas la périodicité ni le contenu fréquentiel. 

 

Figure III-21 : Zoom sur le signal du courant statorique présenté sur l’axe d du référentiel 
synchrone de Kron pour différentes profondeurs maximales de défauts 
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III.3.4. Sensibilité de détection 

Afin d'évaluer la sensibilité de détection du défaut d’écaillage, les simulations ont été 
étendues à des défauts de plusieurs dimensions à différentes positions sur le flanc actif de la 
dent. Un indicateur de détection (ID) est défini par la mesure de la distance crête à crête 
normalisée entre les amplitudes maximales et minimales des pics engendrés par le défaut sur 
les signaux des courants statoriques dans le système de Kron. La première série de résultats 
concerne un défaut de dimensions constantes localisé à différentes positions sur le flanc actif 
de la dent du pignon (Figure III-22). Les dimensions de l’écaille considérées dans cette étude 
sont : 

- a / hauteur de la dent = 15 % 

- b / largeur de la dent = 25 % 

- c = 20 µm 

Les grandeurs a , b  et c  sont définies dans Figure III-15. 

 

Figure III-22 : Flanc actif d’une dent 

La Figure III-23 montre les niveaux de l’ID par rapport à la position du centre du défaut 
sur la largeur et la hauteur de la surface active de la dent. Les dimensions du défaut sont 
supposées constantes. Il peut être observé que la sensibilité de détection est maximale quand 
l’écaille est située sur une partie de la surface de la dent (la bande blanche sur la Figure 
III-23) qui correspond à la zone où le contact s’effectue entre une seule paire de dents. La 
détection semble beaucoup plus difficile lorsque la surface endommagée se trouve dans la 
zone où le contact est assuré par deux paires de dents, ce qui suggère que son influence sur la 
dynamique du système est en partie masquée par le contact des autres dents non défectueuses. 

Du point de vue pratique, cette zone de détection privilégiée correspond également à la 
partie du flanc actif des dents où le chargement est maximal et les défauts de surface tels que 
les écailles sont susceptibles d'apparaître. 
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Figure III-23 : Carte de la sensibilité de détection des défauts sur la denture 

Dans une deuxième phase, on se propose d’étudier l’effet de la variation des dimensions 
du défaut sur la sensibilité de détection ( a , b  et c  représentent respectivement la longueur 
dans le sens du profil de la dent, la largeur et la profondeur maximale du défaut (Figure 
III-15)). La position du centre du défaut est maintenue constante dans la zone où le niveau de 
l’indicateur de détection est maximal tel que défini dans la Figure III-23 (coordonnées: 0,5 ; 
0,42). 

Les résultats sont synthétisés dans les tracés de contours de la Figure III-24 (un tracé de 
contours par profondeur maximale de défaut). D’une manière générale, il peut être observé 
que la sensibilité de détection augmente pour un défaut plus grand et/ou plus profond. 
Cependant, il est à remarquer qu'un défaut couvrant toute la largeur de la dent ne correspond 
pas à une sensibilité de détection maximale même si un défaut de plus de 80% de la largeur 
totale apparait comme plus visible indépendamment de la profondeur du défaut. 
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Figure III-24 : Influence de la taille de défaut sur la sensibilité de détection 

III.3.5. Détection des défauts basée sur l’analyse des courants statoriques 
triphasés 

III.3.5.1. Analyse spectrale 

Bien qu'aucune modification évidente dans le signal temporel du courant de phase ne 
puisse être constatée Figure III-19, le contenu spectral est modifié dans les domaines des 
hautes et basses fréquences, comme illustré sur la Figure III-25. Cette figure représente les 
spectres des signaux des courants de phase statorique obtenus dans le cas d’un engrenage sain 
(en vert) et d’un engrenage avec une écaille de 20 µm de profondeur maximale appliquée sur 
le flanc actif d’une seule dent du pignon (en bleu). 

Les spectres des signaux des courants statoriques de la Figure III-25 sont obtenus en 
utilisant une fenêtre de Blackman et en transformant ses amplitudes dans une échelle 
logarithmique afin de visualiser les contributions des perturbations de faibles amplitudes telles 
que celles attendues suite à la présence de l’écaillage (défauts très petits et localisés). 

Dans le cas d’un engrenage sans défaut, le spectre du signal du courant de phase 
statorique présente des pics à la fréquence fondamentale de la tension d’alimentation 
( f 60 Hzs = ) et à la fréquence d’engrènement ( f 621.66 Hzmesh = ) et ses harmoniques 

modulées par la fréquence fs  (par exemple : 561.66 Hz , 681.66 Hz , 1183.3 Hz  et 

1303.3 Hz ) (voir Figure III-25). En général, ces fréquences liées à la fréquence 
d’engrènement correspondent à : 
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 f f fGmesh s meshn= ±  avec 1,2,3,...n =  (III.1) 

D’autre part, le spectre du signal du courant en présence de défaut d’engrenage conserve 
le même contenu fréquentiel mentionné ci-dessus et présente d’autres pics additionnels 
correspondant à la fréquence de rotation du pignon ( f 29.603 Hzr = ) et ses multiples modulés 

par la fréquence de la tension d’alimentation fs . Par exemple, la vue agrandie de la partie 

cadrée de la Figure III-25 révèle deux pics à 176.82 Hz  ( f 8fs r− ) et à 178.41 Hz  ( f 4fs r+ ) 

autour de la fréquence 177.62 Hz  qui correspond à un multiple de 6 de la fréquence de 

rotation fr . De manière plus générale, ces fréquences liées à la fréquence de rotation du 

pignon correspondent à : 

 f f fGr s rm= ±  avec 1,2,3,...m =  (III.2) 

D’autres fréquences peuvent co-exister sur le spectre des courants de phase statorique. 
Elles sont liées aux fréquences de rotation et d’engrènement et sont identifiées par : 

 f f f fGrmesh s r meshm n= ± ±  avec , 1, 2,3,...m n =  (III.3) 

Toutes les fréquences mentionnées précédemment et extraites à partir de la Figure III-25 
correspondent aux combinaisons de fréquences obtenues analytiquement dans [12] par la 
décomposition du signal du courant réel en plusieurs signaux modulés avec une seule 
composante de phase chacun. 

 

Figure III-25 : Spectres des signaux des courants de la phase 1 statorique (avec et sans 
défaut d’engrenage) 
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III.3.5.2. Transformée en ondelettes 

La Figure III-26 montre la transformée continue en ondelettes du signal du courant de la 
phase 1 statorique en utilisant l’ondelette de Morlet dans laquelle les valeurs d’échelles 
représentent la mesure à laquelle l'ondelette mère est comprimée ou étirée. En effet, les 
valeurs d’échelle faibles compriment les ondelettes et offrent une meilleure corrélation avec 
les hautes fréquences tandis que les valeurs d’échelle élevées étirent les ondelettes et offrent 
une meilleure corrélation avec le contenu en basses fréquences du signal. 

En comparant les cartes de la transformée en ondelettes pour un engrenage sans défaut 
(Figure III-26.a) et un autre avec une écaille de 10 µm de profondeur maximale localisée sur 
une dent de pignon (Figure III-26.b), la présence du défaut est clairement identifiée dans les 
domaines de basses et hautes fréquences (valeurs d’échelle élevées et faibles respectivement). 
Plusieurs pics et tâches apparaissent lorsque la dent défectueuse entre en contact et il est 
vérifié que l’intervalle de temps entre deux pics ou deux tâches correspond à la période de 
rotation du pignon (roue portant le défaut). 

La transformée en ondelettes de Morlet se présente donc comme une méthode de 
détection plus sensible que la transformée de Fourier. 
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(a) : sans défaut 

 

(b) : défaut de profondeur 10 µm 

Figure III-26 : Transformée en ondelette de Morlet du courant de phase statorique 
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III.4. Résultats du couplage du modèle de Perméances avec le modèle 3D 

d’engrenage 

Tous les résultats présentés dans cette partie concernent un système électromécanique 
comprenant un moteur asynchrone triphasé (50 kW, 50 Hz, 400V, connecté en étoile, 2 pôles 
et 2900 tr/min) et un engrenage dont les caractéristiques sont détaillées dans les Tableau III-5 
et Tableau III-6. 

Paramètres Stator Rotor 

Nombre d’encoches 24 30 
Résistance du stator (Ω) 0.051  
Inductance de fuite statorique (mH) 3.023  
Résistance d’une portion d’anneau (µΩ)  2.011 
Résistance d’une barre du rotor (µΩ)  2.213 
Inductance de fuite d’une portion d’anneau (µH)  0.0201 
Inductance de fuite d’une barre du rotor (µH)  0.6213 
Perméance d’une dent (H) 2.984 10-4 3.174 10-4 
Perméance d’une portion de la culasse (H) 6.617 10-4 2.035 10-3 
Perméance maximale de l’entrefer maxP  (H) 5.4 10-6 

Tableau III-5 : Données du moteur asynchrone 

 

 Pignon Roue 
Module (mm) 4 
Nombre de dents Z 21 31 
Angle de pression α  (deg) 20 
Angle d’hélice β  (deg) 20 
Largeur (mm) 20 

Tableau III-6 : Caractéristiques géométriques de l'engrenage 

III.4.1. Détection des défauts d’engrenage et du moteur 

La Figure III-27 illustre les variations temporelles des signaux des courants statoriques 
obtenus par le modèle de réseau de perméances et le modèle de Kron qui sont tout les deux 
couplés au modèle dynamique d’engrenage cylindrique. Des petites perturbations dues à 
l’effet de passage des encoches statoriques et rotoriques peuvent être remarquées, ce qui n'est 
pas pris en compte dans le modèle de Kron. Cependant, la présence du défaut d’engrenage 
n'est pas visible sur les signaux temporels des courants statoriques. Des analyses plus 
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sophistiquées sont donc nécessaires pour détecter et analyser les conséquences possibles des 
défauts des engrenages et des moteurs asynchrones sur les courants statoriques. 

 

Figure III-27 : Signaux des courants de la phase 1 statorique avec la présence d'un défaut 
d’engrenage 

III.4.1.1. Projection dans le repère dq 

Les courants triphasés du stator d'une machine asynchrone peuvent être exprimés dans 
le repère dq qui est choisi, dans cette étude, en synchronisme avec le champ magnétique 
tournant afin d'éliminer la porteuse sinusoïdale des signaux des courants pour une fréquence 
d’alimentation constante. On obtient: 
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avec 2 fs tθ π= ⋅ , fs  est la fréquence des tensions d’alimentation du moteur et t  est 

l’incrément de temps de la simulation. 

La Figure III-28 montre le courant du stator projeté sur l'axe magnétique d du repère 
synchrone de Kron en fonction du temps adimensionné par rapport à la période 
d’engrènement dans les conditions suivantes : a) la présence d'une écaille sur le flanc d’une 
seule dent et la solution est calculée par le modèle dq présenté dans [17], b) le moteur et 
l’engrenage sont sains, c) un écaillage 90 µm de profondeur maximale sur une seule dent du 
pignon, et d) la combinaison de deux défauts de natures différentes : l’excentricité du rotor au 
niveau du moteur et une écaille sur une seule dent de l’engrenage (les cas b, c et d sont 
calculées par le modèle de réseau perméances). 
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Contrairement à ce qui est montré sur les courants de phase dans la Figure III-27, un pic 
apparaît clairement à chaque rotation du pignon à cause de la présence d’une écaille sur le 
flanc d’une dent (Figure III-28.a et Figure III-28.b). Ces pics sont régulièrement répétés 
lorsque la dent défectueuse (n° 12) entre en contact (la période est 1 mZ t⋅  avec 1Z  est le 

nombre de dents du pignon et mt  est la période d’engrènement). 

D’autre part, on peut observer que le courant statorique di  projeté sur l’axe d, déduit de 

la modélisation du réseau de perméances (Figure III-28.b—d), est perturbé par le passage des 
encoches de la machine, ce qui n’est pas pris en compte dans le modèle de Kron (Figure 
III-28.a). L'excentricité du rotor du moteur se manifeste dans la Figure III-28.d par l'ajout 
d'une ondulation de la totalité du signal présenté dans la Figure III-28.c. Cette ondulation est 
de période identique à celle de la rotation du pignon et du rotor ( 1 mZ t⋅ ). 

 

Figure III-28 : Signal du courant du stator (sur l'axe d du repère synchrone) a) présence 
d'une écaille sur une dent du pignon (modèle de Kron), b) moteur et engrenage sains, c) 

présence d'une écaille sur une dent du pignon, et d) combinaison de deux défauts : 
excentricité du rotor au niveau du moteur et une écaille sur une dent de l’engrenage (cas b,c 

et d : modèle par réseau de perméances) 

 

Bien que cette méthode semble adaptée à la détection des défauts locaux des dents 
d’engrenage, sa sensibilité peut être réduite pour des petits défauts à cause des ondulations 
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provoquées par le passage des encoches statoriques et rotoriques de la machine asynchrone 
même en éliminant la fréquence d'alimentation électrique du signal. Par conséquent, une 
analyse spectrale plus sophistiquée des signaux des courants statoriques est nécessaire afin de 
surveiller et de détecter les défauts d’engrenage à petite échelle. 

III.4.1.2. Analyse spectrale 

L’objectif de cette section est d’étudier l'influence des défauts d’engrenage et du moteur 
électrique sur les signaux des courants statoriques en utilisant l’analyse spectrale. 
Physiquement, les défaillances du système d’engrenage conduit d’une part à la variation de la 
vitesse angulaire instantanée du rotor et d’autre part à la modification de l’épaisseur de 
l’entrefer du moteur (c'est-à-dire la variation de l'excentricité du rotor). Il est donc crucial 
d'étudier la possibilité de détecter et de séparer ces deux contributions différentes. 

Les Figure III-29 -- Figure III-32 montrent les spectres des signaux des courants 
statoriques déterminés à partir du modèle du réseau de perméances couplé avec le modèle 
dynamique 3D des engrenages cylindriques dans le cas de : i) un moteur et un engrenage 
sains, ii) un moteur avec une excentricité du rotor, iii) un engrenage avec une écaille de 50 
µm de profondeur maximale localisée sur le flanc de la dent et, iv) une combinaison des deux 
défauts (excentricité du rotor au niveau du moteur et une écaille au niveau d’une dent 
d’engrenage). Tous les spectres présentés ont été calculés en utilisant la fenêtre de Blackman 
afin de réduire les ondulations des lobes secondaires et d'obtenir des pics étroits et distinctifs. 
Les amplitudes du spectre ont été représentées sur une échelle logarithmique pour mettre en 
évidence les contributions des perturbations de faibles amplitudes dues aux défauts du moteur 
et/ou de l’engrenage. 

 

 

Figure III-29 : Spectre du signal du courant statorique pour un moteur et un engrenage sains 
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Figure III-30 : Spectre du signal du courant statorique pour un moteur avec excentricité du 
rotor seulement 

 

 

Figure III-31 : Spectre du signal du courant statorique pour un engrenage avec une écaille 
sur une seule dent du pignon (50 µm de profondeur maximale) 

 

Figure III-32 : Spectre du signal du courant statorique pour un moteur défectueux 
(excentricité du rotor) et un engrenage avec une écaille (50 µm de profondeur maximale) 
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Dans tous les cas, les spectres des signaux des courants du stator présentent des pics à la 
fréquence d'alimentation électrique ( f 50 s Hz= ), à la fréquence d’engrènement 

( f  1010.94mesh Hz= ) modulée par fs  (c'est-à-dire : 960.94 Hz  et 1060.94 Hz ), et à la 

fréquence principale de passages des encoches rotoriques fsh  (c'est-à-dire : 1394.2 Hz  et 

1494.2 Hz ). (Voir Tableau III-7). 

Les fréquences identifiées précédemment peuvent être exprimées sous formes générales 
similaires aux expressions proposées dans [12] pour l’équation (III.5) et dans [87] pour 
l’équation (III.6). On a donc :  

 f f fGmesh s meshn= ±  avec 1,2,3,...n =  (III.5) 

où 1f  fmesh rZ= ⋅ , 1Z  et fr  sont respectivement le nombre de dents et la fréquence de rotation 

du pignon. 

 ( )1
f f 1 r

sh s

k n g
p

⋅ ⋅ − 
= ± 

 
 avec 1,2,3,...k =  (III.6) 

où rn  est le nombre des encoches rotoriques, g  est le glissement et p  est le nombre de paire 

de pôle (dans cette étude, on a : 0.037g =  et 1p = ). 

 

Fréquences (Hz) 
Sans 

défaut 
Excentricité du 

rotor 
Ecaillage 

d’engrenage 
Combinaison des 

deux défauts 
960,94 ( n =1; éq. (III.5)) 0,0613 0,0615 0,0573 0,0570 
1060,94 ( n =1; éq. (III.5)) 0,0609 0,0611 0,0570 0,0565 
1394,2 ( k =1; éq. (III.6)) 0,6189 0,6189 0,6208 0,6205 
1494,2 ( k =1; éq. (III.6)) 0,6424 0,6424 0,6442 0,6438 

Tableau III-7 : Identification des fréquences et amplitudes 

Dans le cas de systèmes (moteur et/ou engrenage) défectueux, en comparant les spectres 
des courants en présence de défauts (Figure III-30 -- Figure III-32) par rapport au spectre du 
courant statorique d’un système électromécanique sain (Figure III-29), des pics 
supplémentaires liés à la fréquence de rotation du pignon fr  modulée par la fréquence 

d’alimentation du stator fs  peuvent être repérés. 

Les vues zoomées de ces figures révèlent des pics à des fréquences et des amplitudes 
différentes et distinctives montrant ainsi que les fréquences spécifiques à chaque type de 
défaut peuvent être identifiées (Figure III-30 et Figure III-31). Par exemple, les fréquences 
données dans le Tableau III-8 correspondent à ceux associés à l'excentricité statique du 
moteur : 
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 f f fecc r sh g= ±  avec 1,2,3,...h =  (III.7) 

Et les fréquences du Tableau III-9, caractéristiques d’un défaut d’écaillage dans 
l’engrenage, peuvent être exprimées sous forme générale similaire à ce qui était développée 
dans [12] : 

 f f fGr s rm= ±  avec 1,2,3,...m =  (III.8) 

Pour certaines combinaisons de m  et h , les fréquences caractéristiques de chaque type 
de défaut peuvent coïncider, mais leurs amplitudes correspondantes sont différentes. En 
conséquence, les harmoniques du spectre peuvent encore être distinguées afin de détecter les 
défauts réels des systèmes électromécaniques. Du point de vue physique, ces pics 
supplémentaires liés à la fréquence de rotation du pignon modulée par la fréquence 
d'alimentation du stator sont causés par l'excentricité d’entrefer (variation instantanée de 
l’épaisseur de l’entrefer) et l'asymétrie dans les enroulements résultante de l'apparition d’un 
défaut mécanique. 

 

Fréquences (Hz) 
h 

(éq. (III.7)) 
Sans 

défaut 
Excentricité 

du rotor 
Ecaillage 

d’engrenage 
Combinaison des 

deux défauts 
1009,08 21 Pas de pic 0,0211 0,0067 0,0228 
1012,8 21 Pas de pic 0,0204 0,0056 0,0198 
1442,34 30 Pas de pic 0,0100 0,0016 0,0078 
1446,06 30 Pas de pic 0,0111 0,0024 0,0131 

Tableau III-8 : Identification des fréquences et amplitudes 

 

Fréquences 
(Hz) 

m 
(éq. (III.8)) 

Sans 
défaut 

Excentricité 
du rotor 

Ecaillage 
d’engrenage 

Combinaison des 
deux défauts 

964,66 19 Pas de pic 0,000357 0,0051 0,0053 
1057,22 23 Pas de pic 0,000301 0,0068 0,0075 
1397,92 28 Pas de pic Pas de pic 0,0031 0,0027 
1490,48 32 Pas de pic Pas de pic 0,0015 0,0012 

Tableau III-9 : Identification des fréquences et amplitudes 

Le Tableau III-10 illustre le niveau de l'impact des défauts sur les différentes fréquences 
caractéristiques du système électromécanique utilisées pour la détection des défaillances. Le 
niveau est estimé à partir de la comparaison entre les différentes amplitudes des fréquences 
correspondantes extraites des spectres des courants de phase statorique. Selon ce tableau, les 
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fréquences qui sont liés aux défauts d’engrenage ou du moteur peuvent être distinguées et 
clairement identifiées. 

 

 fsh  fGmesh  fecc  fGr  

Sans défaut - - - - - - - - 
Excentricité du rotor - - - - + + + - 

Ecaillage d’engrenage - - - - + - + + 
Combinaison des deux 

défauts 
- - - - + + + + 

Tableau III-10 : Impact du défaut sur la fréquence de détection 

+ + : impact du défaut élevé sur la détection 

+ - : impact du défaut faible sur la détection 

- - : pas d’impact sur la détection 

III.5. Conclusion 

Ce chapitre a été consacré à la validation expérimentale du modèle mécanique de la 
transmission par engrenages et à la présentation des différents résultats obtenus à partir des 
simulations des deux modèles électromécaniques globaux développés dans le chapitre II.  

En se basant sur les mesures expérimentales et les simulations numériques de l’erreur de 
transmission, on montre un bon accord entre les images spectrales des signaux expérimentaux 
et théoriques ce qui valide le modèle mécanique de dentures écaillées. La présence d’un 
défaut au niveau du pignon a été remarquée par une modification spectrale autour des 
harmoniques principales en comparant les spectres de l’erreur de transmission avec ou sans 
écaillage. De plus, l’effet de l’engrènement s’intensifie pour des niveaux de chargement plus 
élevés. 

Sur la base des résultats des simulations numériques des modèles électromécaniques, on 
peut conclure que : 

- les sous-systèmes mécaniques et électriques sont dynamiquement reliés. 

- l’effet de la présence d’un défaut local d’écaillage sur la signature des courants statoriques 
du moteur est difficilement lisible sur un enregistrement temporel des courants de phase. 

- l’analyse spectrale ou la transformée en ondelettes de la signature des courants permettent 
la surveillance et la détection à distance de ce type de défaut. La détection par mesures non 
intrusives des courants semble donc être réalisable. 
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- l’écaillage sur les dents d’engrenage est plus facilement détecté lorsqu'il est situé dans la 
zone de contact d’une seule paire de dents. 

- le deuxième modèle proposé peut tenir compte simultanément des défauts du moteur 
électrique et du réducteur à engrenage. 

- l’analyse de la signature des courants du moteur (MCSA) apparaît comme une méthode 
suffisamment précise pour distinguer entre les fréquences liées aux défauts électriques et 
celles liées aux défauts d’engrenage. 
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Conclusion générale 
 

 

Dans ce manuscrit, deux modèles électromécaniques originaux d’un train à engrenage 
entraîné par un moteur asynchrone ont été présentés. Ils permettent de simuler les interactions 
dynamiques entre les vibrations mécaniques générées par les engrenages avec ou sans défauts 
et les courants électriques sur les machines motrices.  

Le premier modèle consiste à caractériser le système électromécanique par un modèle 
analytique tridimensionnel effectuant un couplage fort entre le modèle dq de Kron pour le 
moteur asynchrone et un modèle de type masses-ressorts pour l’engrenage (modèle à 
paramètres concentrés avec des raideurs de liaison distribuées). La méthodologie repose sur 
une approche intégrée qui conduit à un ensemble unique d'équations d'état non linéaires 
représentatives des interactions électromécaniques. Ces équations sont résolues par une 
méthode couplant le schéma d’intégration pas à pas dans le temps de Newmark et un 
algorithme de contact unilatéral qui vérifie les conditions de contact normal entre les dentures. 
Sur la base des résultats de simulation, il a été démontré que la présence de défauts localisés 
sur les dents (écaillage, …) a une influence limitée sur la variation temporelle des courants 
statoriques du moteur. Cependant, la détection à distance de ces défauts par surveillance des 
courants statoriques semble envisageable à l’aide d’analyses plus sophistiquées des signaux 
des courants telles que l’analyse spectrale ou la transformée en ondelettes. Cette méthode 
offre l’avantage d'une mise en œuvre plus facile que les mesures de vibration in-situ (en 
particulier lorsque les capteurs sont fixés à des parties tournantes ou dans des environnements 
hostiles). Le modèle proposé peut aussi être utile pour des analyses de sensibilité 
approfondies et pour tester une variété de techniques de surveillance. Enfin, il a été montré 
que l’écaillage sur les dents d’engrenage est plus facilement détecté lorsqu'il est situé dans la 
zone de contact d’une seule paire de dents, qui, par ailleurs, correspond à la zone où l’écaille a 
plus de chance de se produire. 

D’autre part, afin d’obtenir un modèle plus représentatif du fonctionnement réel de la 
machine, le moteur asynchrone a été caractérisé par un modèle de réseaux de perméances 
permettant de considérer de manière fine la géométrie de la machine, l’encochage, la variation 
de l’épaisseur de l’entrefer, l’excentricité, la variation des inductances propres et mutuelles 
avec la saturation, etc. ... Le comportement électromagnétique de la machine est décrit par un 
système d’équations différentielles non linéaires et le couplage entre les modèles électriques 
(moteur asynchrone) et mécaniques (engrenages, arbres et paliers) est assuré en respectant les 
entrées/sorties de chaque sous-système. Ce modèle électromécanique étendu est mis en place 
pour permettre la mise au point de méthodes de détection et de surveillance des défauts 
d’engrenage par mesures électriques à distance, dans un environnement plus réaliste. 
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Contrairement aux approches classiques de la littérature, le modèle proposé peut 
simultanément tenir compte des défauts du moteur électrique et du réducteur à engrenage avec 
l’influence de l’encochage de la machine. En se basant sur de nombreuses simulations 
numériques, les résultats obtenus en termes de courants statoriques montrent que les sous-
systèmes mécaniques et électriques sont dynamiquement reliés. Ce modèle a permis d’étudier 
l’interdépendance entre les deux sous-systèmes et d’avoir une analyse fine sur la présence des 
défauts. Il a également été montré que la détection des défauts locaux d’engrenage par des 
mesures non intrusives des courants semble être réalisable. En outre, l’analyse de la signature 
des courants du moteur (MCSA) apparaît comme une méthode suffisamment précise pour 
différencier entre les défauts d’excentricité du moteur électrique et les défauts locaux 
d’engrenage (écaillage sur une dent). 

Finalement, une étude expérimentale a été réalisée sur la machine FZG afin de 
provoquer un écaillage sur un train à engrenage sain. En se basant sur les mesures de l’erreur 
de transmission et les simulations du modèle mécanique (engrenages, arbres et paliers), un 
bon accord est noté entre les spectres des signaux expérimentaux et théoriques obtenus dans 
les mêmes conditions de fonctionnement (avec ou sans écaillage). En comparant les 
représentations spectrales des signaux avec et sans défaut, une modification spectrale a été 
constatée, montrant la présence d’un défaut au niveau du pignon. En outre, les amplitudes des 
spectres obtenus à partir des signaux de l’erreur de transmission sont modifiées pour des 
niveaux de chargement différents. La répartition des amplitudes des pics est donc différente 
d’une fréquence à une autre et d’un chargement à un autre selon le pourcentage énergétique 
d’un phénomène par rapport à l’énergie total du système. 

En termes de perspectives, il est important d’effectuer des études expérimentales 
montrant la faisabilité de détection et de surveillance des avaries de contact (écaillage) au 
niveau de l’engrenage par mesure et analyse de la signature des courants du moteur. Un banc 
moteur est en cours de réalisation à cet effet. Pour ce qui relève de la simulation, le modèle de 
réseaux de perméances pourra être modifié pour permettre de considérer le bobinage 
multicouche et la prise en compte de la saturation en rendant les perméances saturables. 
Enfin, à partir des modèles électromécaniques déjà développés, l’effet des défauts électriques 
sur l’oscillation du couple électromagnétique transmis et, par suite, sur la transmission 
mécanique par engrenages pourra être étudié. 
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Annexe A : Matrices de rigidité et de masse 
de l’élément arbre 

 

La figure A.1 présente l'élément d'arbre standard (type poutre) à deux noeuds et six 
degrés de liberté par noeud utilisé pour discrétiser les arbres de transmission de l’engrenage 
étudié. 

 
Figure A.1 : Eléments finis d'arbre. Description des degrés de liberté. 

Les fonctions d'approximation qui permettent de définir les déplacements en tout point 
sont données par [65], [66]: 

 ( ) ( ){ }1 2, Tu z N z u u=  (A.1) 

 ( ) ( ){ }1 2, Tz N zθ θ θ=  (A.2) 

 ( ) ( ){ }1 1 2 2, , , Tv z M z v vψ ψ=  (A.3) 

 ( ) ( ){ }1 1 2 2, , , Tw z R z w wφ φ=  (A.4) 

 ( ) wz
z

φ ∂
= −

∂
 (A.5) 

 ( ) vz
z

ψ ∂
=
∂

 (A.6) 

avec : 

- ( ) 1 ,z zN z
L L

 = − 
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- ( )
2 3 2 3 2 3 2 3

2 3 2 2 3 2

3 2 2 3 21 , , ,z z z z z z z zR z z
L L L L L L L L

 
= − + − + − − − 
 

 

- ( )
2 3 2 3 2 3 2 3

2 3 2 2 3 2

3 2 2 3 21 , , ,z z z z z z z zM z z
L L L L L L L L

 
= − + − + − − + 
 

 

A.1. Matrice de rigidité  

L’énergie de déformation d'un élément de poutre en flexion, traction-compression et 
torsion est donnée par : 

 
2 22 2 2 2

2 20 0 0

énergie due à énergie due à énergie due à la flexionla traction-compression la torsion

1 1 1
2 2 2

L L L

A
u v wU E S dz G J dz E I dz
z z z z

θ     ∂ ∂ ∂ ∂     = + + +        ∂ ∂ ∂ ∂        
∫ ∫ ∫

 

 

 (A.7) 

avec : 

- 
4 4
ext int

64A
D DI π −

=  

- 2 AJ I= ⋅  

L'introduction des fonctions d'interpolation permet de calculer U  en fonction des 
déplacements aux noeuds et d'en déduire la matrice de rigidité [ ]K  qui s'exprime, dans le 

repère ( , , , )R S X Y Z
  

, par : 
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avec : { } { }1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2, , , , , , , , , , , Tq v w u v w uφ ψ θ φ ψ θ= . 

Cette matrice est valable que lorsqu’on a la longueur de la poutre est grande par rapport 
aux deux autres dimensions. Donc, pour tenir compte des effets du cisaillement sur la 
déformée de flexion, on introduit un paramètre, noté par Ap , dans la formulation de l’énergie 

de déformation. Et par la suite on obtient la nouvelle matrice de rigidité [ ]K  qui s'exprime, 

dans le repère ( , , , )R S X Y Z
  

, par : 

[ ]AK =
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[ ]

3 2
2 3

3 2 2
3

3

2

3 2

3 2

12 66 120 0 0 0 0 00 0
12 6 6120 0 0 00 0 0

0 0 0 00 0 0 0
60 0 0 0 0 0

60 0 0 0 0

0 0 0 0 0

12 60 0 0 0

12 60 0 0

0 0 0

0 0

0

A

a aa a
L LL L

a a aa
L L LL

ES ES
L L

ab a c a
LL L

b a a c a
L L L

GJ GJ
L LK

a a
L L

a a
L L

ES
L

sym b a
L

b a
L

GJ
L


 −

 − −−

 −

 ⋅ ⋅


 ⋅ ⋅

−




= 
 −







 ⋅



⋅



































 
 
 

 

 

avec : 
1

AE Ia
Ap

=
+

, 4b Ap= + , 2c Ap= −  et 2

12 AE IAp
G S L

=  

A.2. Matrice de masse  

L’énergie cinétique d'un élément de poutre en flexion, traction-compression et torsion 
est donnée par : 

 ( ) ( )2 2 2 2 2 2
00 0 0

1 1 1
2 2 2

L L L

xT S v w u dz I dz I dzρ θ φ ψ= + + + + +∫ ∫ ∫ 

    (A.8) 

avec : 

- x AI L Iρ= ⋅ ⋅  

- 0I L Jρ= ⋅ ⋅  
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L'introduction des fonctions d'interpolation permet de calculer T  en fonction des 
déplacements aux noeuds et d'en déduire la matrice de rigidité [ ]M  qui s'exprime, dans le 

repère ( , , , )R S X Y Z
  

, par : 

[ ]

1,1 1,7

2,2 2,112,5 2,8

3,3 3,4 3,9 3,10

4,4 4,9 4,10

5,5 5,8 5,11

6,6 6,12

7,7

8,8 8,11

9,9 9,10

10,10

11,11

12,12

0 0 0 0 0 0 00 0 0
0 0 0 0 00 0

0 00 0 0 0
0 00 0 0 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
0 0 0

0 0
0 0

0

M M
M MM M

M M M M
M M M

M M M
M M

M
M

M M
M Msym

M
M

M

 
 
 
 
 
 




= 








 














 

 

avec :  

- { } { }1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2, , , , , , , , , , ,
T

q u v w u v wφ ψ θ φ ψ θ=    

         

- 1,1 1,7 7,7 3
SLM M M ρ

= = =  

- 2,2
156 36
420 30

IxM SL
L

ρ= +  

- 2
2,5

22 3
420 30

M SL Ixρ= +  

- 2,8
54 36
420 30

IxM SL
L

ρ= −  

- 2
2,11

13 3
420 30

M SL Ixρ= − +  

- 3
5,5

4 4
420 30

M SL Ix Lρ= +  

- 2
5,8

13 3
420 30

M SL Ixρ= −  

- 3
5,11

3 1
420 30

M SL Ix Lρ= − −  
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- 8,8
156 36
420 30

IxM SL
L

ρ= +  

- 2
8,11

22 3
420 30

M SL Ixρ= − −  

- 3
11,11

4 4
420 30

M SL Ix Lρ= +  

- 3,3
156 36
420 30

IxM SL
L

ρ= +  

- 2
3,4

22 3
420 30

M SL Ixρ= − −  

- 3,9
54 36
420 30

IxM SL
L

ρ= −  

- 2
3,10

13 3
420 30

M SL Ixρ= −  

- 3
4,4

4 4
420 30

M SL Ix Lρ= +  

- 2
4,9

13 3
420 30

M SL Ixρ= − +  

- 3
4,10

3 1
420 30

M SL Ix Lρ= − −  

- 9,9
156 36
420 30

IxM SL
L

ρ= +  

- 2
9,10

22 3
420 30

M SL Ixρ= +  

- 3
10,10

4 4
420 30

M SL Ix Lρ= +  

- 0
6,6 6,12 12,12 3

I LM M M= = =  
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Annexe B : Matrice de passage entre les flux 
captés par les phases et les dents statoriques 

 

La figure B.1 montre le schéma de bobinage étudié. C’est un schéma en sections à pas 
de bobinage diamétrale. 

 
Figure B.1 : Schéma de bobinage diamétral en sections 
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Suivant [19], la relation entre les flux captés par les phases statoriques { }sφ  et ceux 

captés par les dents { }dsφ  est donnée par : 

 { } [ ] { }1 1ph dsph ds
s dsn nn n

wwφ φ
× ××
=  (B.1) 

 { } { }1 1
2 2

es esph dsph es
n n n ns pf cf dsn nn n n

M Mφ φ
× ×× ×

   =      (B.2) 

avec : 

- phn  : nombre de phases du stator. 

- dsn  : nombre de dents du stator. 

- 24esn =  : nombre d’encoches du stator. 

- 1n =  : nombre de couches. 

- cfM    : matrice de passage des flux dans les dents aux flux dans les spires. 

- pfM    : matrice de passage des flux dans les spires aux flux dans les phases. 

B.1. Matrice de passage des flux dans les dents aux flux dans les spires 

La relation entre les flux dans les spires { }spφ  et les flux dans les dents { }dsφ  est donnée 

par : 

 { } { } 1
22

eses dses
n nn n cf ds nn nsp M φφ

××
 =    (B.3) 

La figure B.2 montre les différents types de flux rencontrés dans le stator. 

 
Figure B.2 : Flux dans les dents et dans la première spire 

Pour une machine simple couche avec un bobinage en sections, la matrice cfM    est 

construit de la manière suivante : 

,2dsφ , 1ds yφ − ,ds yφ,1spφ
,1dsφ
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,1 1,2 1,

2,1 ,2 2,

,1 ,2 ,

cf r

cf r
cf

r r cf r

M C C
C M C

M

C C M

 
 
   =   
 
  









 (B.4) 

avec :  

- r  : nombre de groupe de spires. 

- ,i jC  est une matrice nulle si le groupe de spire est orienté positivement et elle est construite 

par des 1 si le groupe de spire est orienté négativement ( i j≠ , 1, 2, ,i r=   et 

1, 2, ,j r=  ). 

- ,cf iM  est construit pour chaque groupe de spires i , 1, 2, ,i r=   : 

 

( )

( ) ( ) ( )

,

1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 / 3
0 1 1 1 1 1 1 0 0

0 0 0 1 1 1 1 1 0 / 3
1 1 / 3 2 1 / 3 4 / 3 2 1 / 3

cf i

Spire
i y

M

i y
Dent i y y i y y i y

+ − 
 
 =
 
 
 
+ − + − + −

  

  

  


  

 (B.5) 

avec y  est la pas de bobinage. 

Dans le cas où le groupe de spires ( i ) est orienté positivement, on remplace, dans la 
matrice ,cf iM , les 1 par 0 et contrairement. 

Pour le cas de la figure B.1, toutes les bobines sont orientées positivement. On obtient 

ainsi la matrice de passage cfM    définie ci-dessous : 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0

cfM  = 

1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 (B.6) 
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B.2. Matrice de passage des flux dans les spires aux flux dans les phases 

La relation entre les flux dans les phases { }sφ  et les flux dans les spires { }spφ  est 

donnée par : 

 { } { }1
2 2

es esph ph
n n n ns pfn n spMφ φ

× ×
 =    (B.7) 

avec pfM    est construit par, pour une machine simple couche avec un bobinage en sections : 

 

,1 ,2 , /3

, /3 1

, /2

0 0 1
0 0 0 0 2

0 0 0 0

1 / 3 / 2
ph

c c c y

c y
pf

c kn r ph

ph

phase
w w w

w
M

w n

Spire y kn r

+

 
 
   =   
 
  

  

 

  


 

 (B.8) 

Dans le cas de la figure B.1, la matrice de passage des flux dans les spires aux flux dans 
les phases est donnée donc par : 

,1 ,2 ,3 ,4

,5 ,6 ,7 ,8

,9 ,10 ,11 ,12

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

c c c c

pf c c c c

c c c c

w w w w
M w w w w

w w w w

 
   =   
  

(B.9) 

avec : ,1c csw n= , csn  nombre de conducteurs par spire (par enroulement). Sachant que, le 

nombre des groupes des spires est égale à 3 et le pas de bobinage est égale à 12. 
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Annexe C : Mémento 
 

 

C.1. Moteur asynchrone triphasé - mémento à l’usage des mécaniciens 

La figure C.1 montre une vue éclatée d’un moteur asynchrone à rotor à cage.  

 
Figure C.1 : Vue éclatée d’un moteur asynchrone à rotor à cage 

C.1.1.  Définitions 

• Stator : il représente la partie fixe du moteur asynchrone. Il est constitué d’un 
circuit magnétique, d’un enroulement de conducteurs isolés, bobinés et répartis dans 
toutes les encoches du circuit magnétique. Ce bobinage est composé : i) des 
conducteurs situés dans les encoches, qui, reparties dans trois bobines déphasées 
spatialement de 2π/3 et alimentés par trois courants déphasés temporellement de 
2π/3 permettent de créer le champ magnétique tournant dans l’entrefer et 
contribuent à la conversion électromagnétique et ii) des têtes de bobines, qui 
permettent l’organisation de la circulation des courants entre les différents 
conducteurs mais ne participent pas à la conversion électromagnétique. 

• Rotor : il est composé de conducteurs et d’un circuit magnétique. Le circuit 
électrique est en général une cage constituée d’un ensemble de barres régulièrement 
réparties et liées par deux anneaux de court-circuit. Ces anneaux permettent la 
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circulation des courants entre les différentes barres rotoriques. Le circuit 
magnétique est constitué de disques en tôles encochées empilés sur l’arbre de la 
machine. 

• Entrefer : c’est l’espace entre le stator et le rotor. 

• Champ tournant : les courants alternatifs dans le stator créent un champ 
magnétique tournant à la vitesse de synchronisme :  

 s
fn
p

=  (C.1) 

avec : 

- sn  : vitesse synchrone de rotation du champ tournant. 

- f  : fréquence des courants alternatifs. 

- p  : nombre de paires de pôles (vitesse mécanique en angle électrique = p  * vitesse 
mécanique en angle mécanique). 

• Glissement : il représente la différence entre les vitesses du champ tournant et du 
rotor. Il tourne à la vitesse électrique  n  plus petite que la vitesse de synchronisme 

sn . Le glissement g  dépend essentiellement de la charge et il est donnée par : 

 s

s

n ng
n
−

=  (C.2) 

C.1.2.  Caractéristiques 

La figure C.2 montre la caractéristique mécanique du moteur asynchrone. Elle 
représente la variation du couple utile en fonction de la vitesse de rotation du rotor. L’axe des 
vitesses (en n) et l’axe des glissements (en g) sont inversés. 

 
Figure C.2 : Caractéristique mécanique Tu = f (n) 

g

nT     : Couple nominal du moteur 
: Couple de démarrage du 

moteur 
: Zone de fonctionnement du 

moteur 
: La zone de fonctionnement 

peut être modélisée par une 
droite 
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A partir de la figure C.2, on constate : 

- un fort couple de démarrage. Le moteur peut donc démarrer en charge mais avec un 
courant important. 

- une zone presque linéaire correspondante à la zone de fonctionnement du moteur. Cette 
partie de la courbe est très verticale et quelle que soit la charge, la vitesse de rotation varie 
très peu (n ≈ nS). 

- qu'au voisinage du point de fonctionnement nominal, le couple utile est proportionnel au 
glissement. 

- à vide g = 0  et Sn n= . 

C.1.3.  Bilan des puissances 

La figure C.3 montre les différentes puissances dans un moteur asynchrone. 

 
Figure C.3 : Bilan des puissances 

Avec : 

- aP   : Puissance électrique absorbée. 

- trP   : Puissance transmise : c’est la puissance que reçoit le rotor. 

- MP   : Puissance mécanique totale. 

- uP   : Puissance utile. 

- jsp  et jrp  : Pertes par effet joule au stator et au rotor. 

- fsp  et frp  : Pertes fer au stator et au rotor. 

- mp   : Pertes mécanique au rotor. 

Le champ magnétique  tournent à la vitesse SΩ  (en rd/s), alors que le rotor ne tourne 

qu’à la vitesse électrique Ω . Le couple électromagnétique résultant de moment emT  est donné 

par : 
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 tr
em

S

PT =
Ω

 (C.3) 

Le couple électromagnétique de moment emT  entraîne le rotor à la vitesse électrique Ω . 

Il lui communique donc la puissance mécanique totale MP . 

 M emP T= Ω  (C.4) 

 (1 )M em tr tr
S

P T P P gΩ
= Ω = = −

Ω
 (C.5) 

Cette puissance comprend la puissance utile et les pertes mécaniques. 

C.1.4.  Point de fonctionnement du moteur en charge 

Le point de fonctionnement est le point d’intersection des caractéristiques T = f (n) du 
moteur et de la charge (Figure C.4). La courbe du couple résistant dépend de la charge. 

Soient, 

- nT  : couple nominal du moteur. 

- uT  : couple utile du moteur. 

- rT  : couple résistant de la charge. 

 
Figure C.4 : Caractéristiques du moteur et de la charge 
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C.2. Engrenages cylindriques à axes parallèles - mémento à l’usage des 

électriciens 

La figure C.5 montre un couple d’engrenage cylindrique à denture droite. 

 
Figure C.5 : Couple d’engrenages 

C.2.1.  Définitions des paramètres géométriques 

 
Figure C.6 : Roue d’engrenage 

• Cylindre primitif de fonctionnement : cylindre décrit par l’axe instantané de 
rotation du mouvement relatif de la roue conjuguée par rapport à la roue considérée. 
La section droite du cylindre primitif donne le cercle primitif de diamètre d . 

• Cylindre de tête : cylindre enveloppe du sommet des dents. La section droite du 
cylindre de tête donne le cercle de tête de diamètre ad . 

• Cylindre de pied : cylindre enveloppe du fond des dents. La section droite du 
cylindre de pied donne le cercle de pied de diamètre fd . 

• Flanc : portion de surface d’une dent comprise entre le cylindre de tête et le 
cylindre de pied. 
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• Profil : il s'agit de la forme, dans une section droite, du flanc d’une dent. 

• Développante du cercle : c’est une courbe plane développante, c'est-à-dire que ses 
normales sont les tangentes du cercle de base (Cb) (Figure C.6). Cette courbe est 
définie par l’ensemble des points M, tels que : ( )TM arc TP= , (Figure C.6). Les 

dents des engrenages droits ont un profil en segment de développantes de cercle, ce 
qui assure un rapport de vitesse constant et une transmission d'énergie optimum 
entre les engrenages. 

 
Figure C.6 : Profil en développante de cercle 

• Largeur de denture b  : largeur de la partie dentée d’une roue mesurée suivant une 
génératrice du cylindre primitif. 

• Pas : longueur d’un arc de cercle primitif compris entre deux profils consécutifs. 

• Module : c’est un paramètre dimensionnel générateur relatif à la périodicité des 
dents donc à leur taille. La relation la plus importante pour une roue dentée est la 
suivante : 

 D m Z= ⋅   (C.6) 

avec : 

- D  : diamètre primitif de la roue. 

- m  : module. 

- Z  : nombre de dents. 

C.2.2.  Définition des paramètres de fonctionnement 

La figure C.7 montre la ligne d’action d’un engrenage cylindrique à denture droite ou 
hélicoïdale. Les notations de la figure C.7 sont définie comme suit : 

- 1bC  : Cercle de base du pignon. 

- 2bC  : Cercle de base de la roue. 

- 1T  : Point d’intersection entre la ligne d’action et le cercle de base du pignon. 

- 2T  : Point d’intersection entre la ligne d’action et le cercle de base de la roue. 
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- M  : Point de contact. 

 
Figure C.7 : Ligne d’action 

• Ligne d’action : c’est la tangente commune aux deux cercles de base du pignon et 
de la roue (Figure C.7). En outre, elle est la normale commune aux deux profils de 
dents conjuguées, en leur point de contact. Cette ligne est fixe pour les engrenages à 
développante de cercle. 

• Angle de pression : angle de la ligne d’action avec la tangente aux cercles primitifs 
( pα  = 20° pour une denture normalisée). 

• Plan d’action : c’est le plan tangent commun aux deux cylindres de base du pignon 
et de la roue (Figure C.8.a). Le contact entre les dents s’effectue exclusivement dans 
le plan d’action et décrit une droite inclinée d’un angle bβ  correspondante à l’angle 

d’hélice de base. Les lignes de contact sont équidistantes avec une distance égale au 
pas de base ( baP ). Pendant l’engrènement, la progression des lignes de contact se 

fait à la vitesse V  dans le sens de X


 (Figure C.8.b). La limitation de la partie 
active de la dent entraîne une diminution de la longueur de la ligne d’action 1 2TT . Ce 
segment utile est dénommé longueur de conduite apparente. Il est représenté par 

' '
1 2T T  (Figure C.8.b) avec '

1T  et '
2T  sont respectivement les points sur la ligne d’action 

du début et de la fin d’engrènement. 
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Figure C.8 : Plan d’action d’un engrenage à denture hélicoïdale  

• Rapport de conduite : il est défini comme le rapport entre la longueur de ' '
1 2T T  et le 

pas de base apparent baP . Le rapport de conduite αε  est donné par : 

 
' '

1 2

ba

T T
Pαε =   (C.7) 

• Période d’engrènement engT  : elle est définie par : 

 
1 1

ba
eng

b

PT
R

=
Ω

  (C.8) 

avec 1bR  et 1Ω  sont respectivement le rayon de base et la vitesse de rotation du pignon. 

• Fréquence d’engrènement engf  : elle est définie par : 

 1 1 2 2eng r rf Z f Z f= =   (C.8) 

avec 1Z  et 1rf  sont respectivement le nombre de dents et la fréquence de rotation du 

pignon (de même pour la roue ( 2Z  et 2rf )). 

X


Z


Z


pα

Plan d'action

t


t


s

Roue

Pignon

( )a

X


Z


1T 1'T 2T2'T

Plan d'action

bβ
ligne de contact

Zone réelle de contact

( )b

baP

1 1bV R= Ω
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