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Résumé

Le recours aux simulations numériques prend une part de plusen plus importante dans
le développement de produits industriels. De nouveaux modèles faisant intervenir des
comportements de plus en plus sophistiqués ont été développés au cours de ces dernières
années afin de calculer le plus fidèlement possible la réponsedes structures en dynamique
non-linéaire.

D’un point de vue numérique, l’utilisation de ces modèles fait intervenir de nouvelles
variables et nécessite l’emploi de solveurs non-linéairesitératifs. Afin d’assurer la pré-
cision du calcul réalisé, la solution est couramment construite sur des maillages faisant
intervenir de nombreux degrés de liberté tant en espace qu’en temps. De telles simulations
conduisent alors rapidement à des temps de calcul prohibitifs.

La méthode présentée dans ce mémoire est développée afin de permettre l’aboutisse-
ment de telles simulations en des temps de calcul acceptables. Au moyen d’indicateurs
d’erreur, les zones où la discrétisation spatiale est insuffisante sont déterminées. En raf-
finant localement le maillage, la solution est calculée de manière plus précise jusqu’à
atteindre la précision requise par l’utilisateur. La résolution du problème s’appuie sur une
stratégie multigrille non-linéaire localisée et fait intervenir des maillages hiérarchiques de
raffinement différents.

La stratégie ainsi construite est indépendante de l’utilisateur. Celui-ci n’intervient que
pour définir le modèle de calcul et la précision requise. Le maillage spatial est construit à
chaque instant de manière automatique et permet de concentrer l’effort de calcul dans les
zones les plus sollicitées.

M OTS CLÉS: dynamique non-linéaire, plasticité, méthode des élémentsfinis, mé-
thodes multigrilles, adaptation de maillage, raffinement de maillage
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Introduction

0.1 Motivations

De nos jours, le développement de produits industriels nécessite des campagnes d’es-
sais complexes permettant d’assurer la fiabilité et la robustesse des structures conçues.
Toutefois, leur coût peut parfois être très important, comme par exemple pour l’étude des
problèmes de crash qui conduisent à la ruine du prototype. Deplus il est parfois difficile
de mettre en oeuvre des moyens permettant la mesure d’informations locales précises.

Aussi, lamodélisation des structuresdans le processus de conception prend-elle une
part grandissante afin de compléter ces campagnes d’essais et permettre la prédiction du
comportement des structures sous sollicitations extrêmes. Ces modélisations permettent
d’optimiser les prototypes en amont des phases d’essais mais également de quantifier, a
posteriori des essais, les phénomènes difficilement observables expérimentalement.

Néanmoins, cette confiance grandissante à l’égard de la modélisation n’est possible
que grâce à la construction de modèles de plus en plus sophistiqués. Afin d’augmenter la
fiabilité des résultatsobtenus par de tels modèles, l’exigence à leur égard a considérable-
ment augmenté.

La première conséquenceest que ces modèles se sont fortement complexifiés. La mo-
délisation des phénomènes non-linéaires et la prise en compte des phénomènes transi-
toires sont devenues essentielles afin de déterminer de manière réaliste la réponse des
structures à des sollicitations données.

La seconde conséquenceest qu’il est devenu nécessaire d’assurer la qualité du résul-
tat calculé. Etant donné qu’un modèle n’est bien sûr qu’une représentation limitée de la
réalité, il est nécessaire de maîtriser toutes les sources d’erreur et de vérifier la précision
de la solution au cours du calcul.

La modélisation est en général effectuée dans la théorie desmilieux continus et abou-
tit à un système d’équations aux dérivées partielles. En dynamique non-linéaire, il n’est
malheureusement pas possible, en général, d’obtenir la solution analytique du problème
de référence continu. Aussi, afin d’obtenir une estimation de cette solution exacte, on re-
court couramment à des simulations numériques s’appuyant sur une discrétisation spatiale
et temporelle du problème de référence.

Depuis les années 1970, laméthode des éléments finis(cf. figure 1) a été largement
utilisée en mécanique non-linéaire des structures pour discrétiser l’espace. Sa robustesse
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et ses facilités d’implémentation en font un outil indispensable pour traiter une grande
variété de problèmes. La discrétisation temporelle, dédiée à la modélisation des phéno-
mènes de dynamique rapide, se traduit par une approche incrémentale pour intégrer sur le
temps les équations différentielles relatives au système discrétisé par éléments finis. Bien
que des schémas plus performants aient étés développés ces dernières années, leschéma
de Newmark[NEW 59] reste très utilisé.

FIG . 1: Maillage élément fini d’un avion (source : Dassault Aviation)

Aux erreurs de modélisationviennent donc s’ajouter deserreurs de discrétisation. Or
il est difficile de déterminer, a priori, les discrétisations spatiale et temporelle adéquates
permettant d’assurer la précision de la solution de ces problèmes discrétisés. Bien sûr,
l’utilisation d’un maillage fin en espace et en temps permet de s’approcher de la solution
du problème continu. Néanmoins, la finesse de la discrétisation est limitée par les capaci-
tés informatiques et l’utilisation de maillages trop fins sefait au détriment du temps CPU
et de l’allocation mémoire. D’autre part, des calculs sur des maillages trop grossiers, in-
adaptés, peuvent mener au développement de structures inappropriées tant la solution est
perturbée par l’erreur de discrétisation.

Qui plus est il est indispensable de s’assurer de la répétabilité des résultats en fonc-
tion d’une variation des paramètres d’entrée du modèle. En effet, en non-linéaire, ces
paramètres sont parfois méconnus et une faible perturbation de ceux-ci peut avoir d’im-
portantes conséquences sur la solution obtenue en fin de simulation. Il est donc parfois
nécessaire d’effectuer un nombre important de calculs ce qui interdit l’utilisation de mo-
dèles trop coûteux en terme de temps CPU.

Aussi, malgré la croissance exponentielle des moyens de calculs (cf. figure 2), qui
double tous les deux ans suivant les conjectures réévaluéesde Moore [MOO 98], les ca-
pacités informatiques restent aujourd’hui insuffisantes pour supporter la charge croissante
due à de telles modélisations. Le développement de nouvelles stratégies de calcul est donc
un axe de recherche important en dynamique non-linéaire desstructures, tant au niveau de
l’adaptation de maillage que dans le développement de nouveaux solveurs performants.
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Motivations

FIG . 2: Evolution de la puissance de calcul [MEU 08]. En rouge : performance au rang
500, en bleu : performance au rang 1, en vert : performance cumulée des 500 premiers

calculateurs

En dynamique non-linéaire, il est possible d’adapter l’échelle significative de discré-
tisation en espace et en temps, inconnue a priori, en fonction des phénomènes physiques
localisés observés. Si on s’intéresse, par exemple, au crash d’un avion, les phénomènes
observés à l’avant et à l’arrière de celui-ci ne doivent pas être calculés avec la même
échelle. En effet, l’échelle de temps représentative de l’impact sur le nez (hautes fré-
quences) est très inférieure à celle des vibrations qui en résultent en queue (basses fré-
quences). De même, si le nez subit des déformations spatiales importantes, la queue de
l’avion est très peu sollicitée.

Aussi, le développement de stratégies adaptées au caractère multi-échelle de ces si-
mulations a connu un essor important ces dernières années. Les chercheurs se sont inté-
ressés à des outils de calcul permettant de prendre en compteles spécificités d’échelle,
en espace et en temps, de manière à coupler des discrétisations précises (pour les détails
géométriques, les singularités, ...) à des discrétisations grossières (zones peu sollicitées
dynamiquement, ...).

L’idée la plus naturelle est d’utiliser des méthodes dites d’adaptation de maillage.
Les premières approches proposées dans ce domaine ont été développées afin de traiter
l’adaptativité en espace [BAB 78] [LAD 01] [ZIE 87]. L’erreur de discrétisation spatiale
est évaluée sur un premier calcul grossier et le résultat estexploité afin de déterminer les
paramètres de discrétisation spatiale (degré des fonctions de forme, nombre de degrés de
liberté) qui permettraient de minimiser cette erreur. Ces méthodes sont à la base de nom-
breux travaux mais ne traitent pas en général l’adaptativité en temps. D’autres démarches
ont été proposées pour l’évaluation de l’erreur temporelle[NOE 02] [LAD 03] .

Une autre idée consiste à utiliser des méthodes dites de décomposition de domaine.
Celles-ci permettent d’adopter des discrétisations tant spatiales que temporelles diffé-
rentes suivant le sous-domaine considéré [FAR 91] [PRA 04] [MAH 09]. Elles sont ef-
ficaces et naturellement parallélisables, mais obligent l’utilisateur à définir les différents
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domaines en entrée du calcul.
Enfin, une autre série de travaux propose de développer des méthodes locales tant en

espace qu’en temps. L’adaptation locale des discrétisations spatiales et temporelles est
présentée dans [CAS 09], [THI 09] en utilisant une formulation de Galerkin discontinue.
Les travaux de Cavin [CAV 05b] permettent de mettre en place l’adaptabilité en espace et
en temps tout en conservant une formulation classique du problème. Pour finir, une straté-
gie multiéchelle d’homogénéisation en espace et en temps est présentée dans [LAD 09].
L’ensemble de ces méthodes permet de réduire de manière significative le temps de calcul
nécessaire à la modélisation des phénomènes dynamiques.

0.2 Problématiques

Nous sommes donc confrontés à la problématique suivante : les champs calculés se-
ront précis si la discrétisation est fine et présente un nombre de degrés de liberté en es-
pace et en temps important, mais la simulation sera trop coûteuse en terme de temps CPU
et d’occupation mémoire. Comment définir le maillage spatio-temporel idéal permettant
d’assurer une précision donnée de la solution ? Comment définir de manière automatique
les zones où le maillage spatio-temporel doit être fin et celles où il doit être grossier ?

Dans sa thèse, Pauline Cavin [CAV 06] donne des premiers éléments de réponse dans
le cas de la dynamique transitoire linéaire. L’originalitéde l’approche qui sert de base à
ses travaux consiste à utiliser des méthodes éprouvées en espace et en temps (méthode des
éléments finis, schéma de Newmark) disponibles dans la majorité des codes de calcul EF.
Le point clé de la stratégie repose sur une gestion des données espace-temps (cf. figure
3) : les dimensions spatiales et temporelles sont traitées conjointement et les raffinements
de maillage en espace et en temps ont lieu simultanément sur le domaine espace-temps
complet de simulation. L’erreur de discrétisation en espace et en temps est évaluée en uti-
lisant des indicateurs d’erreur éventuellement espace-temps. En adoptant des conditions
limites adéquates, Cavin montre que la stratégie présentéedans son mémoire est stable et
ne dissipe pas d’énergie aux interfaces espace-temps des zones raffinées [CAV 05b].

FIG . 3: Gestion espace-temps : Représentation de l’élément espacetempsΩtmei relatif à
l’élément finiei et au tempstm

4



Objectifs

L’objectif, ici, est d’adapter la méthode de raffinement automatique multi-échelle
espace-temps à la modélisation des structures en dynamiquetransitoire non-linéaire. D’un
point de vue numérique, ce problème peut être traité en troisphases. La première concerne
le développement d’indicateurs d’erreur non-linéaires permettant d’assurer la précision de
la solution calculée. La seconde consiste à construire le maillage en espace en adaptant
localement ses dimensions caractéristiques selon les gradients des champs physiques dans
la structure (déformations, énergies, ...). Enfin, la dernière phase consiste à lier le raffi-
nement de maillage en temps au raffinement de maillage en espace. Cette dernière étape
n’est pas abordée dans ce mémoire.

En dynamique non-linéaire, un certain nombre de problématiques apparaissent. La
solution localisée sur un maillage fin peut influencer la solution sur les maillages gros-
siers à l’échelle de la structure. L’opération de remaillage peut également introduire des
problèmes liés à la conservation de l’énergie. Les conditions d’interfaces en espace et en
temps doivent minimiser les phénomènes de dissipation numérique... Ces problématiques
constituent les lignes directrices du travail présenté. Enparallèle de cette adaptation de
maillage, il est nécessaire de définir un solveur performantafin de réduire le temps utilisé
pour calculer la solution non-linéaire et rester dans des grandeurs acceptables pour une
utilisation à l’échelle industrielle.

0.3 Objectifs

Ce mémoire présente la méthode de raffinement de maillage et de résolution éléments
finis développée en dynamique transitoire pour des non-linéarités matérielles. Il s’agit de
développer une stratégie éléments finis permettant d’optimiser la discrétisation spatiale
de manière à assurer la précision du vecteur d’état. Cela se traduit par :

1. Le développement d’indicateur d’erreurs dédiés et peu coûteux numériquement afin
d’évaluer la précision de la solution au cours du calcul. On utilisera les propriétés de
convergence des méthodes numériques utilisées pour quantifier cette erreur.

2. La mise au point d’une stratégie de raffinement de maillagepermettant d’affiner la
discrétisation dans les zones ou la précision requise est insuffisante. Une méthode de
sous-découpage hiérarchique sera utilisée.

3. La construction d’un solveur éléments finis permettant lareprise du calcul de manière
quasi-optimale au cours du raffinement. Les stratégies multigrilles répondent à cette at-
tente par leur caractère multi-échelle.

4. La formulation d’opérateurs de changement d’échelle permettant le transfert d’infor-
mation entre les maillages. On s’appuiera ici sur les fonctions de forme éléments finis qui
permettent d’obtenir des opérateurs performants à moindrecoût.

L’objectif, à terme, est d’obtenir une stratégie de résolution multi-échelle permettant
de prendre en compte les spécificités d’échelle en espace de manière locale sur la structure
et sur l’intervalle de temps. Cette stratégie s’inspire desméthodes multi-grilles et des
méthodes de décomposition de domaine.
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0.4 Aperçu de la thèse

Le plan de ce mémoire va découler de ces objectifs et présentera, après une description
du problème et un bref état de l’art, les développements numériques apportés. Ce mémoire
de thèse est divisé en 4 chapitres et organisé comme suit :

Dans le premier chapitre, nous allons exposer le cadre de la recherche. On commen-
cera par introduire les différentes notations afin d’exprimer le système d’équations régis-
sant le comportement non-linéaire des structures dans le cadre de la théorie des milieux
continus. Par la suite, on introduira les méthodes de discrétisation en espace et en temps
afin de présenter la formulation semi-discrète en espace ainsi que la formulation discréti-
sée pour l’utilisation de schémas d’intégration de Newmark. On donnera dans la dernière
section du chapitre le système d’équations discrétisé finalqui fait l’objet de cette étude.

Le chapitre 2 présentera une synthèse des travaux dédiés à larésolution de ce pro-
blème. On exposera dans un premier temps une étude bibliographique sur l’estimation de
l’erreur, en espace et en temps, qui est la clé de voûte des méthodes adaptatives. Un certain
nombre de stratégies d’adaptation de maillage en espace, entemps et espace-temps seront
brièvement recensées. En parallèle de la présentation de ces méthodes adaptatives, on rap-
pellera les travaux qui ont été proposés dans le cadre des méthodes de décomposition de
domaine. Suivra un aperçu des méthodes d’interpolation entre maillages, très utiles tant
pour les méthodes adaptatives que pour les stratégies multigrilles. Enfin, le dernier pa-
ragraphe de ce chapitre présentera les deux stratégies multigrilles dédiées à la résolution
non-linéaire, à savoir le "Full Approximation Scheme" et le"Newton-Multigrid".

Nous expliquerons dans le chapitre 3 la construction de notre méthode de raffinement
automatique. La première section introduira le principe général de fonctionnement de
la stratégie en s’appuyant sur la présentation des outils numériques utilisés. La mise en
équation du solveur multigrille non-linéaire localisé, dédié à la modélisation des compor-
tements élasto-plastiques, sera présentée dans une seconde partie. On donnera également
dans cette section des précisions sur la mise en oeuvre de la stratégie de raffinement
automatique. Enfin, la dernière partie de ce chapitre sera dédiée à la présentation de l’al-
gorithme de résolution et à l’implantation numérique de la méthode sous Castem 2000.

Le quatrième chapitre illustrera les performances des développements proposés. On
commencera par présenter le comportement des indicateurs d’erreurs développés en terme
d’ordre de convergence et de précision requise. On montrerapar la suite que le raffine-
ment automatique de maillage a lieu dans les zones en adéquation avec les phénomènes
physiques subis par la structure. L’influence de l’utilisateur sur notre stratégie sera étudiée
en observant le comportement de celle-ci en fonction du maillage initial, de l’indicateur
d’erreur et de la précision requise. Enfin, on montrera que lastratégie développée permet
d’obtenir la précision requise par l’utilisateur à chaque pas de temps à moindre coût.

Enfin la dernière partie de ce document présentera un bilan des développements nu-
mériques apportés ainsi que les conclusions et perspectives numériques de nos travaux.

6



Chapitre 1

Positionnement de la recherche

Ce premier chapitre présente le problème traité dans la suite
de ce mémoire. Nous introduisons la formulation générale du
problème de référence non-linéaire. Puis, nous décrivons les

méthodes de discrétisation permettant le traitement
numérique du problème.
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1. Positionnement de la recherche

1.1 Problème de référence continu

La formulation numérique du problème de dynamique s’appuiesur un système
d’équations aux dérivées partielles issu de la théorie des milieux continus. Ce système
d’équations fait apparaître la cinématique de la structure, son équilibre sous chargement
et la relation de comportement liant les quantités primalesaux quantités duales. Les ou-
vrages [GER 97b], [BAŞ 00], [BES 01] présentent en détail laformulation complète du
problème, brièvement rappelée ici.

On s’intéresse à l’évolution d’une structure occupant le domaineΩ(t), de frontièreΓ
sur l’intervalle de tempsI = [T0,Tf ]. Cette structure est soumise à une force de volume
b(t), à une densité surfacique d’effortFd(t) sur la partieΓF(t) de sa frontière, et à un
déplacement imposéud(t) sur la partieΓU(t) de la frontière (cf. figure 1.1).

FIG . 1.1:Problème de référence continu

En dynamique non-linéaire, le principe de l’état local [LEM88] postule que l’état
thermodynamique en un point ne dépend pas du voisinage et estuniquement calculé en
utilisant des variables internes définies en ce même point etau même instant. Cette hypo-
thèse permet l’écriture de modèles de comportement simplifiés où l’état de la structure est
décrit par un ensemble de variables qui dépendent des coordonnées matériellesx ∈ Ω(t)
et du tempst ∈ I .

Les quantités cinématiques que sont le champ de déplacementu(x, t), le champ de
vitesseu̇(x, t) et le champ d’accélération̈u(x, t) régissent le mouvement de la structure.
L’état du matériau est décrit par le champ de contraintes de Cauchyσ (x, t) et un ensemble
de variables internesνi (x, t) permettant la description des phénomènes non-linéaires.

On noteU l’espace des champs de déplacement cinématiquement admissibles, c’est-
à-dire vérifiant les conditions limites et suffisamment continus pour être dérivable. Le
champ de contrainte est recherché dans un espaceD de champs tensorielsC1.

Le vecteur d’état complet en dynamique non-linéaire est notéS (x, t) :

S (x, t) =
(
u(x, t) , u̇(x, t) , ü(x, t) ,σ (x, t) ,νi (x, t)

)
(1.1)
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Problème de référence continu

1.1.1 Cinématique du mouvement

La configuration d’origine (souvent non-déformée) à l’instant t = T0, notéeΩ0, est
supposée connue. On noteΩ(t) la configuration matérielle courante. On adopte les
conventions classiques où les lettres majuscules décrivent les champs en coordonnées
Lagrangiennes (non déformées), et les lettres minuscules les champs en coordonnées Eu-
lériennes (courantes).

On noteX le vecteur position surΩ0 et x(t) le vecteur position surΩ(t). Le mou-
vement de tout point du domaine est décrit par l’intermédiaire d’une fonctionΦ(X, t)
permettant de passer de la configuration d’origineΩ0 à la configuration déforméeΩ(t) :

Φ(X, t) : Ω0 → Ω (1.2)

X → x = Φ(X, t)

On noteΦ−1 la fonction inverse, telle queX = Φ−1(x, t). Le déplacement d’un point
dans la configuration courante est donnée par la différence entre sa position déformée et
sa position d’origine :

U(X, t) = x−X = Φ(X, t)−X = x−Φ−1(x, t) = u(x, t) (1.3)

La figure 1.2 illustre les différentes notations utilisées.

FIG . 1.2:Description de la configuration du système à l’instantt

Dans le cadre de la dynamique des milieux continus, les vitesses et les accélérations
sont définies de manière classique comme les dérivées premières et secondes du déplace-
ment par rapport au temps.

U̇(X, t) =
∂U(X, t)

∂t
et Ü(X, t) =

∂U̇(X, t)
∂t

(1.4)

u̇(x, t) =
Du(x, t)

Dt
et ü(x, t) =

Du̇(x, t)
Dt

(1.5)
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1. Positionnement de la recherche

Où D désigne la dérivée particulaire définie comme :

D
Dt

=
∂
∂t

+(u̇(x, t) ·∇x) (1.6)

Afin de décrire le comportement du matériau, il est nécessaire de caractériser la dé-
formation du milieu. On introduit l’opérateur gradientF qui permet de transformer un
vecteur dans la configuration d’origine en son équivalent dans la configuration déformée :

F(X, t) =
∂Φ(X, t)

∂X
=

∂x
∂X

(1.7)

La dépendance explicite des champs et opérateurs à l’espaceet au temps ne sera plus
exprimée par la suite afin d’alléger les notations.

En utilisant l’opérateur gradient, différentes mesures dedéformation sont alors pos-
sibles. Pour plus d’informations on pourra se référer à [BA¸S 00]. En mécanique des struc-
tures, pour une description Lagrangienne de la cinématique, on utilise souvent l’opérateur
de déformation de Green-Lagrange :

E =
1
2

(

FTF− I
d

)

(1.8)

Si le champ de déplacement et les déformations restent faibles vis-à-vis des dimen-
sions de la structure(hypothèse des petites perturbations) il est possible de confondre la
configuration initialeΩ0 et la configuration déforméeΩ(t). Le tenseur de Green-Lagrange
linéarisé au premier ordre, notéε est suffisant pour caractériser les déformations :

ε =
1
2

[(
∂U
∂X

)

+

(
∂U
∂X

)T
]

(1.9)

Ce nouveau tenseur est la partie symétrique du gradient de déplacements. Sous cette
hypothèse, le tenseur de déformation de Green-Lagrange estdit linéarisé et est défini par :

ε = (∇xu)sym (1.10)

1.1.2 Relation d’équilibre

On considère une structure constituée d’un matériau homogène, isotrope, de densité
volumiqueρ. Le milieu matériel est dit en équilibre lorsque les forces cinétiques équi-
librent les forces internes et les forces externes pour toute régionΩe(t) de frontièreΓe(t)
du solide à un instant donné.

Les forces d’inertie sont exprimées classiquement sous la formeρü. Sur une surface
de normalen, les forces internestn sont calculées en utilisant le champ tensoriel des
contraintes et sont données par la formule de Cauchy :

tn = σ n (1.11)
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Problème de référence continu

L’équilibre est alors formulé de la manière suivante :
Z

Γe(t)
tndS=

Z

Ωe(t)
ρü−b dΩ (1.12)

En utilisant l’équation (1.11) et le théorème de Green-Ostrogradski :
Z

Γe(t)

(
−ρü+b+divx(σ)

)
dΩ = 0 (1.13)

Cette équation d’équilibre devant être vérifiée quel que soit le sous-domaine consi-
déré, l’équilibre peut être écrit localement en tout point du domaineΩ(t) sous la forme :

−ρü+b+divx(σ) = 0 ∀x ∈ Ω(t) (1.14)

Il est difficile de trouver de manière systématique la solution de cette équation. Pour
permettre la recherche de solutions approchées par des stratégies de résolution numé-
riques, l’équation d’équilibre (1.14) est écrite sous forme faible. On considère un champ
de déplacementu∗, appelé déplacement virtuel, cinématiquement admissibleet vérifiant
des conditions aux limites nulles sur la frontièreΓU(t). Le champu∗ est tel que :

u∗ ∈ U0 = {u ∈ U | u = 0 ∀ x ∈ ΓU (t)} (1.15)

La formulation faible est obtenue en pré-multipliant l’équation (1.14) par cette fonc-
tion test puis en intégrant sur le domaine dans la configuration courante en intégrant par
ailleurs les conditions limites de Neumann :

Z

Ω(t)
u∗ (−ρü+divx

(
σ
)
+b
)

dΩ+
Z

ΓF (t)
u∗ (tn−Fd)dS= 0 (1.16)

En utilisant la formule d’intégration par partie, le théorème de la divergence et la
symétrie du tenseur des contraintes, il vient :

Z

Ω(t)
u∗ρüdΩ+

Z

Ω(t)
σ : (∇xu∗)symdΩ−

Z

Ω(t)
u∗bdΩ−

Z

ΓF

u∗FddS= 0 (1.17)

Cette formulation est appelée principe des travaux virtuels et traduit l’équilibre de la
structure ainsi que les conditions limites en effort.

Remarque : D’autres expressions du tenseur des contraintes peuvent être envisagées
suivant la description cinématique utilisée. En formulation Lagrangienne par exemple, on
utilise couramment le second torseur de Piola-KirshoffΠ. L’équilibre est alors écrit dans
la configuration d’origineΩ0 suivant l’équation (1.18) :

−ρ0Ü+B+divX(Π) = 0 (1.18)

Avecρ0 = ρ det(F) la densité initiale etB = b det(F) la force volumique équivalente
dans la configuration d’origineΩ0. Le développement complet des formulations faibles
associées aux équations d’équilibre en description Lagrangienne, Eulérienne ou Lagran-
gienne actualisée peuvent être trouvées dans [BEL 00].
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1.1.3 Relation de comportement

Les équations présentées dans les sections 1.1.1 et 1.1.2 traduisent l’admissibilité ci-
nématique et l’admissibilité statique du vecteur d’état. Leur construction est basée sur des
considérations géométriques et mécaniques qui rendent cesrelations exactes.

Néanmoins, ces équations ne suffisent pas à la résolution du problème et une relation,
dite de comportement, est nécessaire afin de lier les quantités primales et les quantités
duales entre elles. Ces relations mathématiques traduisent les observations expérimen-
tales et constituent une approximation du comportement réel du matériau. Elles tentent
de rendre compte de la physique des phénomènes observés et sont en général construites
dans le cadre de la méthode de l’état local [LEM 88].

En mécanique des milieux continus et en absence de phénomènedissipatifs, l’état
matériel est défini par la déformation totaleε et la températureT (variables dites obser-
vables). Les relations de comportement sont alors exprimées en postulant l’existence d’un
potentiel thermodynamiqueψe permettant de décrire l’état du milieu.

ψe = ψe
(
ε,T
)

(1.19)

Les relations de comportement qui traduisent le lien entre contraintes et déformations
et le lien entre entropie et température sont alors exprimées comme :

σ = ρ
∂ψe

∂ε
et s= −∂ψe

∂T
(1.20)

Pour les phénomènes dissipatifs, l’histoire du matériau à l’instant t est traduite par
l’utilisation de modèles à variables internes. C’est le nombre de variables utilisées et leur
pertinence qui définit la finesse du modèle de comportement. Celles-ci peuvent indiffé-
remment être scalaires ou tensorielles et permettent de modéliser la phénoménologie du
comportement dissipatif.

Une manière d’astreindre ces modèles dissipatifs à respecter le second principe de
la thermodynamique est de postuler l’existence d’un pseudo-potentiel de dissipationψp

[RIC 71] qui vient s’ajouter au potentielψe :

ψ = ψe+ψp (1.21)

La formulation des lois de comportement est alors obtenue par dérivation du pseudo-
potentiel de dissipation. Si on associe les forces thermodynamiquesαi aux variables in-
ternesνi , le comportement est donné par :

αi =
∂ψp

∂νi
(1.22)

La section 1.2.2 présente un exemple de relation de comportement dissipative (maté-
riau élastoplastique à écrouissage isotrope et cinématique).
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Problème de référence continu

1.1.4 Conditions limites et conditions initiales

Etant donné que le système d’équations aux dérivées partielles est du second ordre en
temps, deux conditions initiales sont prescrites sur l’ensemble de la structure. Elles sont
en général exprimées en terme de déplacements et de vitessesà l’instant initial :

u(x,0) = u0(x) ∀x ∈ Ω (1.23)

Du(x, t)
Dt

∣
∣
∣
∣
t=0

= v0(x) ∀x ∈ Ω (1.24)

Le système d’équations est complété par la définition des conditions limites de Neu-
mann et de Dirichlet. Des effortsFd(t) et des déplacementsud(t) sont respectivement
imposés sur les frontièresΓF(t) et ΓU (t) de la structure (cf figure 1.1).

Ces frontières sont telles que :

Γu(t)∪Γ f (t) = Γ (1.25)

Γu(t)∩Γ f (t) = φ (1.26)

Les conditions aux limites sont données par :

tn = Fd ∀x ∈ ΓF(t) (1.27)

u = ud ∀x ∈ ΓF(t) (1.28)

1.1.5 Bilan

Sous l’hypothèse d’une transformation isotherme, la résolution d’un problème de dy-
namique non-linéaire consiste donc à chercher le vecteur d’étatS(x, t), défini par l’équa-
tion (1.1), en tout point du domaineΩ(t) et à tout instant de l’intervalle temporelI .

Le système d’équations continues que doit vérifier ce vecteur d’état est présenté table
1.1. L’admissibilité cinématique du vecteur d’état est donnée par les conditions limites et
la régularité du champ de déplacement. L’admissibilité dynamique est induite par le res-
pect de la relation d’équilibre et des conditions limites. Enfin, la relation de comportement
traduit l’admissibilité matérielle.

Remarque : Cette formulation est présentée dans le cas général et permet de modé-
liser de nombreuses non-linéarités. Dans le cas des non-linéarités géométriques, où les
déformations sont trop importantes pour écrire le problèmedans la configuration initiale,
le système d’équations doit être ré-écrit dans la configuration courante.

13
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TAB. 1.1:Formulation du problème de référence continu

- Conditions limites.

u(x, t) = ud ∀(x, t) ∈ Γu(t)× I (1.29)

tn(x, t) = Fd ∀(x, t) ∈ Γ f (t)× I (1.30)

- Conditions initiales

u(x,0) = u0(x) et
Du(x, t)

Dt

∣
∣
∣
∣
t=0

= v0(x) ∀x ∈ Ω0 (1.31)

- Equation d’équilibre

∀(x, t) ∈ Ω(t)× I
Z

Ω(t)
u∗ρüdΩ+

Z

Ω(t)
σ : (∇xu∗)symdΩ−

Z

Ω(t)
u∗bdΩ−

Z

Γ f (t)
u∗FddS= 0(1.32)

- Relation de comportement

σ(x, t) = σ

(

u(x, t),νi(x, t),
Du(x, t)

Dt
, ...

)

(1.33)

1.2 Modélisation des phénomènes non linéaires

Les non-linéarités sont généralement classées en trois catégories en absence de phé-
nomènes thermiques (rayonnement, changement de phases, ...).

Une non-linéarité est ditematériellelorsque la relation liant la contrainte à la déforma-
tion est non-linéaire. La contrainte dépend alors des variables internes traduisant l’histoire
du point matériel. C’est le cas des comportements plastiques et visco-élastiques.

Elle est ditegéométriquesi la relation liant les déformations aux déplacements est
non-linéaire et fait intervenir les termes d’ordre 2. Les champs tensoriels sont alors dé-
crits sous l’hypothèse des grandes transformations (grands déplacements et/ou grandes
rotations).

Enfin, les non linéaritésd’interfacessont traduites par les conditions limites et sont
généralement très localisées. Elles apparaissent en raison des modifications des zones
d’application des conditions limites comme par exemple dans le cas de chocs, de contacts
unilatéraux ou de contacts frottants.

On présente ici le cadre d’étude général associé à chacune deces non-linéarités, mais
seul le premier type de non-linéarités sera traité dans la suite de nos travaux.
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Modélisation des phénomènes non linéaires

1.2.1 Non linéarités géométriques

Dans cette section on s’intéresse aux problèmes où la mise encharge fait subir à la
structure des déformations et/ou des déplacements non négligeables au cours du temps.
L’utilisation du tenseur des déformations linéarisé, qui suppose que les déformations res-
tent infinitésimales et que les rotations restent de faible amplitude, n’est plus utilisable car
les termes du second ordre ne sont plus négligeables. Ces non-linéarité apparaissent par
exemple lors de la modélisation de mise en forme de matériaux(cf. figure 1.3).

FIG . 1.3:Exemple de non-linéarité géométrique : profilage métallique (source : Enginee-
ring Research AB)

Pour plus d’information sur la modélisation et le calcul desstructures en grandes
transformations, on pourra se reporter à [BEL 00]. La théorie présentée ici s’appuie sur
les lois de comportement en taux [LAD 96].

Le système d’équations décrit table 1.1 doit alors être écrit sur la configuration cou-
ranteΩ(t) plutôt que sur la configuration d’origineΩ0. On parle de variable objective
lorsque la valeur de la variable (qu’elle soit scalaire, vectorielle ou tensorielle) ne dé-
pend pas du référentiel d’observation. Alors que la contrainte de Cauchy et les variables
internes sont objectives, le tenseur de Green-Lagrange ne l’est pas.

La théorie en taux propose de s’appuyer sur des déformationset des contraintes objec-
tives. Elle cherche à utiliser, sans modification, les modèles mathématiques utilisés pour
la formulation proposée table 1.1. La configuration courante Ω(t) étant une inconnue du
problème, on reporte le système d’équations dans la configuration initialeΩ0. Les équa-
tions sont réécrites en utilisant le taux de déformationΣ̇ et une contrainteC telle que la
puissance virtuelle des forces internes soit donnée par :

Pi∗ = −
Z

Ω0

Tr
(

C : Σ̇
∗)

dΩ (1.34)

On introduit l’opérateur de rotationR tel queṘ RT = (Ḟ F−1)s̄ et R
∣
∣
t=0

= I
d
. Le

taux de déformation et la contrainte conjuguée sont définis en utilisant la contrainte de
Cauchyσ, la partie symétrique du taux de déformationD et le jacobien de la transforma-
tion J = detF :

Σ̇ = RTD R (1.35)

C = RTσ R J (1.36)
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L’équation d’équilibre peut être exprimée dans la configuration initiale Ω0 sous la
forme du principe des puissances virtuelles présenté équation 1.37. Les forces externes
sont alors rapportées dans la configuration initiale et notéesF0d et b0. Le vecteur d’état
en description LagrangiennēS est cherché comme la solution de :

∀(X, t) ∈ Ω0× I ∀U ∈ ŪO
Z

Ω0

U̇∗ρÜdΩ+

Z

Ω0

(

C : Σ̇
∗)

dΩ−
Z

Ω0

U̇∗b0dΩ−
Z

dΩ0F
U̇∗F0ddS= 0 (1.37)

Où ŪO représente l’ensemble des champs cinématiquement admissibles à 0 en confi-
guration Lagrangienne.

La difficulté de l’approche en grandes déformations vient dufait que la position cou-
rante est inconnue, ce qui oblige à se référer à la configuration initiale non-déformée
(formulation Lagrangienne totale). En dynamique, la position aux instants précédents est
connue. Il est donc possible de se référer à ces positions comme état initial.

1.2.2 Non linéarités de comportement

Dans cette section, on s’intéresse aux non-linéarités introduites par la relation de com-
portement. Elles apparaissent lorsque l’équation liant lacontrainte à la déformation n’est
plus linéaire, comme par exemple lors de la modélisation desdéformations irréversibles
liées à un comportement plastique du matériau (cf. figure 1.4).

FIG . 1.4:Exemple de non-linéarité de comportement : déformation plastique d’une jante
de voiture (source : CAELinux)

Pour un vision plus complète des modèles de comportement non-linéaires, le lecteur
pourra se reporter aux ouvrages [LAD 96] et [LEM 88]. On présente ici un modèle élas-
toplastique écrouissable sous l’hypothèse des petites perturbations.
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Modélisation des phénomènes non linéaires

Les contributions élastiques et plastiques sont en généraldécouplées dans le tenseur
des déformations. On partitionne alors la déformation totale ε en une déformation élas-
tiqueε

e
et une déformation plastiqueε

p
:

ε = ε
e
+ε

p
(1.38)

L’état thermodynamique du matériau est défini par la déformation plastique ainsi que
par deux variables supplémentaires qui traduisent la déformation du convexe d’élasticité :

– La variable tensorielleα traduit l’écrouissage cinématique du matériau. Elle décrit
la position du centre du convexe d’élasticité.

– La variable scalairep traduit l’écrouissage isotrope du matériau. Elle correspond à
la déformation plastique cumulée et décrit le rayon du convexe d’élasticité.

Le potentiel thermodynamique est alors défini par :

ρψ
(
εe, p,α

)
=

1
2

Tr

[

εe K εe
]

︸ ︷︷ ︸

Potentiel élastiqueψe

+
1
2
·dpTr

[
α α

]
+ l (p)

︸ ︷︷ ︸

Potentiel plastiqueψp

(1.39)

A ces deux variables internesα et p, on associe respectivement deux variables forces
thermodynamiquesY et Z telles que :

Z = ρ
∂ψ
∂p

et Y = ρ
∂ψ
∂α

(1.40)

Etant donné l’hypothèse de partition du tenseur des déformations (1.38), les
contraintes sont données par :

σ = ρ
∂ψe

∂ε
e

(1.41)

On définit une fonction seuilf qui décrit le domaine élastique. Celle-ci est exprimée
à l’aide du tenseur déviatorique des contraintesσ

D
et de la contrainte de retourY :

f
(
σ, p,Y

)
= fy

(

σ
D
−Y

)

− fp(p) (1.42)

Le comportement matériau dépend de la position du vecteur contrainte dans l’espace
des contraintes. Le domaine élastique y est représenté par un volume, appelé convexe
d’élasticité (cf. figure 1.5) dont la frontière a pour équation f = 0. σ0 et σY représentent
respectivement la limite d’élasticité initiale et courante du matériau.

La description de la plasticité impose que l’état de contrainte ne peut sortir de ce
convexe d’élasticité. De plus, aucun écoulement plastiquene peut se produire pendant la
décharge du matériau. On en déduit les conditions suivantes:

f < 0 : comportement élastique (1.43)

f = 0 et d f = 0 : comportement plastique (1.44)

f = 0 et d f < 0 : décharge élastique (1.45)
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FIG . 1.5:Définition du domaine d’élasticité en fonction des deux variables internes

On définit alors un paramètre d’évolution plastiqueλ̇ vérifiant une condition de Kuhn-
Tucker et tel que :

{
f < 0 ⇒ λ̇ = 0
λ̇ > 0 ⇒ f = 0

avec λ̇ f = 0 (1.46)

Finalement, les lois d’écoulement sont données par :

ε̇p = λ̇
∂ f
∂σ

(1.47)

α̇ = −λ̇
∂ f
∂Y

(1.48)

ṗ = −λ̇
∂ f
∂Z

(1.49)

La description de la phénoménologie du comportement par desvariables internes pré-
sente un cadre général d’étude permettant de décrire de nombreuses relations de com-
portement. Ainsi, même si dans la suite de cette étude un comportement élastoplastique
écrouissable est adopté, le formalisme de la présentation reste théoriquement inchangé
pour des comportements plus complexes.

1.2.3 Non linéarités d’interface

Dans le cas de la modélisation d’assemblages mécaniques, des non linéarités d’inter-
face peuvent apparaître. Ces phénomènes non-linéaires sont induits par exemple par des
phénomènes de frottements et/ou de décollement entre deux solides (cf. figure 1.6). Les
non-linéarités sont alors traduites en raison de l’évolution des conditions aux limites avec
le chargement et de l’évolution de la zone de contact entre les structures.
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Discrétisation du problème

Les formulations continues et éléments finis du problème de contact, ainsi que les al-
gorithmes utilisés pour les résoudre, sont présentées en détail dans [LAU 03] et [WRI 06].
Une relation de comportement peut être utilisée à l’interface afin de relier les quantités
duales entre elle (comme par exemple pour les lois de frottement de Coulomb).

Ce type de non linéarités est très localisé si le problème estlinéaire par ailleurs. Le
système d’équations présenté précédemment reste inchangédans son formalisme d’écri-
ture et les conditions limites sont alors potentiellement appliquées, à défaut d’être perma-
nentes, sur une géométrie potentiellement variable au cours du calcul.

Le problème est résolu, par exemple, en rendant stationnaire une formulation varia-
tionnelle associée à la fonctionnelle d’équilibre (1.17) sous contrainte afin de vérifier ces
conditions d’interface comme dans le cas de liaisons permanentes sur la structure. On
utilise dans ce cas des méthodes classiques de minimisationsous contraintes telles que la
méthode de pénalité ou la méthode des multiplicateurs de Lagrange [BEL 00].

FIG . 1.6: Exemple de non-linéarité d’interface : Contact frottant entre deux corps
(source : Duke University)

Les conditions limites sont régies par une condition d’impénétrabilité à l’interface.
Les forces de contact sont alors calculées en utilisant la méthode de pénalité ou des ap-
proches de type Lagrangien augmenté [SIM 92]. Néanmoins, ces approches sont com-
plexes d’utilisation car il est difficile d’identifier la valeur des coefficients de pénalité.
Plus récemment, une amélioration appelée méthode du Lagrangien augmenté adapté a été
proposée [BUS 09], [BUS 10]. Par cette approche, le coefficient de pénalité utilisé évolue
au cours du calcul en fonction des pénétrations détectées, ce qui permet d’améliorer la
vitesse de convergence du calcul.

1.3 Discrétisation du problème

Le principe des puissances virtuelles (1.17) est exprimé enutilisant des champs conti-
nus en espace et en temps. Les espacesU et D sont des espaces de dimensions infinies
et il est en général impossible de déterminer la solution exacte du modèle. Le problème
de référence continu est donc approché par un problème discrétisé en espace et en temps
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dans des espaces de dimensions finiesUn et Dn. On adopte pour ce faire une formulation
éléments finis en espace et une prise en compte de la dimensiontemporelle par un schéma
d’intégration numérique.

1.3.1 Discrétisation en espace - Méthode des éléments finis

En mécanique des structures, la méthode des éléments finis [SZA 91] [BAT 92]
[ZIE 05] est la méthode de discrétisation spatiale la plus utilisée. Le domaine continu
Ω(t) est approché par un ensemble d’éléments, appelés éléments finis, afin de former un
maillageM (t) (cf. figure 1.7) de frontière∂M . Cette frontière est décomposée en∂M U
et∂MF selon la condition limite imposée sur le bord du domaine.

Le modèle discrétisé en espace ainsi formé contientméléments etn noeuds.

FIG . 1.7:Discrétisation d’une structure

On notera sur la figure 1.7 qu’un champ continua est notéa sous forme discrétisée.
Par analogie, un tenseura sera quant à lui notéa sous forme discrétisée.

Des fonctions d’interpolation géométriques et des fonctions d’interpolation des va-
riables sont associées à chacun des noeuds de la géométrie. On se limitera ici à l’utili-
sation d’éléments isoparamétriques où les fonctions utilisées pour l’interpolation de la
géométrie et des champs sont identiques. Un champ continuu(X, t) est alors recherché
comme une combinaison linéaire de fonctions de formeφ

i
(X) (généralement polyno-

miales) associées aux degrés de libertésUi (t) par l’équation suivante :

u(X, t) ≈
n

∑
i=1

Ui (t) ·φi
(X) (1.50)

Les fonctions de forme sont interpolantes. La fonctionφ
i
(X) associée au degré de

libertéUi(t) prend la valeur 1 au noeudi et 0 pour tous les autres noeuds.
Les intégrales sur le domaine dans la formulation faible (1.17) sont approximées par

des sommes d’intégrales sur les éléments. On noteU le vecteur des déplacements géné-
ralisés etÜ le vecteur des accélérations généralisées (la dépendance au temps n’est pas
indiquée). En introduisant la formule de discrétisation (1.50) dans le principe des travaux
virtuels (1.17), le problème de référence sous l’hypothèsedes petites perturbations peut
être reformulé sous la forme discrétisée suivante :
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∀t ∈ [0,T] , ∀U∗ ∈ U0n, ∀U ∈ Un, ∀σ ∈ Dn

U∗T MÜ+ U∗ T Fint = U∗T Fext (1.51)

Avec la matrice de masseM , le vecteur des efforts intérieurs généralisésFint et le
vecteur des efforts extérieurs généralisésFext définis par assemblage sur les éléments
finis et approximés par les équations (1.52), (1.53) et (1.54) :

M i j =
m

∑
e=1

Z

Ωe

ρφ
i
(X)φ

j
(X)dΩ (1.52)

Fint j =
m

∑
e=1

Z

Ωe

Tr
(

σε
(

φ
j
(X)
))

dΩ (1.53)

Fext j =
m

∑
e=1

(
Z

Ωe

fdφ j
(X)dΩ+

Z

∂Ωe

Fdφ j
(X)dS

)

(1.54)

Le calcul des forces internes est généralement réalisé en utilisant une méthode de
quadrature de Gauss :

Fint =
m

∑
e=1

Z

Ωe

BTσdΩ (1.55)

OùB désigne la matrice de gradients calculée aux points de Gauss. Le calcul de l’inté-
grale est approximé par une somme pondérée sur les points de Gauss. Ceux-ci sont placés
sur l’élément de manière à optimiser la précision du calcul et leur nombre dépend des
fonctions à intégrer et de la richesse de l’élément fini considéré.

En dynamique non-linéaire, l’équation (1.51) est souvent exprimée en terme de résidu
d’équilibre et le principe des puissances virtuelles discrétisé est donné par :

U∗T (R(Ü)
)

= 0 (1.56)

avec : R(Ü) = MÜ+Fint −Fext (1.57)

Finalement, le principe des puissances virtuelles discrétisé revient à résoudre l’équi-
libre discrétisé (1.58) éventuellement exprimé sous la forme résiduelle (1.59) :

∀(t,U,σ) ∈ [0,T]×Un×Dn

MÜ+Fint = Fext (1.58)

R(Ü) = 0 (1.59)
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A cette équation sont adjointes les conditions initiales etles conditions aux limites
sous forme discrétisée. On définit une matriceC telle que les conditions limites en dépla-
cement soient vérifiées en tout point de la frontière∂MU :

U̇
∣
∣
t=0 = U̇0 (1.60)

U|t=0 = U0 (1.61)

CU = Ud (1.62)

Lorsque le matériau a un comportement non-linéaire, l’intégration de la relation de
comportement est réalisée en chaque point de Gauss en utilisant un algorithme de type
retour radial sur le seuil [SIM 00] présenté annexe A.

1.3.2 Discrétisation en temps - Schéma d’intégration numérique

La formulation (1.59) est dite semi-discrète : elle est discrétisée en espace, mais conti-
nue en temps. Afin de résoudre cette équation sur l’intervalle d’étudeI , le temps est divisé
enr +1 piquets de tempstn etr pas de temps (cf. figure 1.8). Une relation de récurrence est
utilisée pour calculer le vecteur d’état à l’instanttn+1 en fonction des instants précédents.

FIG . 1.8:Discrétisation du temps

On utilise en général un pas de temps constant afin que les matrices utilisées lors de
la résolution numérique restent invariantes sur l’ensemble de l’intervalle d’étude. On note
∆t le pas de temps séparant deux piquets de temps successifs. Les quantités nodalesU(t),
U̇(t), Ü(t) qui décrivent les champs de déplacements, de vitesses et d’accélérations sont
alors approximés par des suites numériquesUn, U̇n, Ün qui représentent les approxima-
tions des champs à l’instanttn.

De nombreux schémas d’intégration numérique sont disponibles dans la littérature
[NEW 59], [HIL 77], [SIM 91], [KRE 07]. Les schémas d’intégration temporelle de New-
mark sont les plus couramment utilisés en mécanique des structures. [HUL 04] propose
un comparatif des différent schémas d’intégration temporelle.

Le schéma de Newmark est un schéma d’intégration temporelleà un pas (en dyna-
mique des structures, l’instanttn est généralement suffisant pour actualiser l’état de la
structure à l’instanttn+1). On suppose que l’ordre des fonctions cinématiques est suffi-
samment élevé pour les décrire par un développement limité de Taylor. Deux paramètres
β et γ sont utilisés pour approximer le reste de ce développement.
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Discrétisation du problème

Etant donné que les fonctions de forme utilisées pour interpoler chacune des quantités
cinématiques sont les mêmes, ce développement de Taylor peut directement être exprimé
en fonction des degrés de liberté du maillage éléments finis :

U̇n+1 = U̇n +∆tÜn+
∆t2

2

[

2γ
Ün+1− Ün

∆t

]

(1.63)

Un+1 = Un+∆tU̇n+
∆t2

2
Ün +

∆t3

6

[

6β
Ün+1− Ün

∆t

]

(1.64)

Le schéma de Newmark exprimé en accélération s’écrit alors :

Un+1 =p Un+β∆t2Ün+1 (1.65)

U̇n+1 =p U̇n+ γ∆tÜn+1 (1.66)

Où les termespUn et pU̇n, appelés prédicteurs du schéma, regroupent les termes du
pas de temps précédent :

pUn = Un+∆tU̇n+(0.5−β)∆t2Ün (1.67)
pU̇n = U̇n+(1− γ)∆tÜn (1.68)

Des études sur la stabilité du schéma de Newmark, sa précision et son amortissement
numérique sont présentées dans [HUG 77] ou [KRE 06]. Les paramètresβ et γ condi-
tionnent la stabilité du schéma de Newmark. La stabilité et la convergence sont démon-
trées pour des modèles linéaires. Si aucune démonstration générale n’existe dans le cas
non-linéaire, il est possible de contrôler la stabilité en travaillant par linéarisation du sys-
tème. La stabilité doit alors être vérifiée pour chaque incrément.

Le paramètreβ détermine le type de schéma. Siβ 6= 0, le schéma est dit implicite et est
généralement inconditionnellement stable (cf. table 1.3.2). Le schéma est dit explicite, et
ne dépend que des quantités à l’instanttn si β = 0. Il est dans ce cas soumis à une condition
de stabilité Courant-Friedrich-Levy (CFL) sur le pas de temps qui doit être inférieur à une
valeur critique donnée par :

∆t < ∆tc =
2

ωmax
(1.69)

Où ωmax représente la plus haute fréquence propre du système. La valeur du pas de
temps critique peut également être déterminée en considérant le temps mis par une onde
de vitessec pour parcourir la dimension caractéristique la plus faiblelmin du maillage :

∆tc = lmin/c , avec : c =
√

Eep/ρ (1.70)

Où ρ désigne la masse volumique etEep la raideur apparente.
Cette famille de schémas, qui suppose qu’un certain nombre de variables restent

constantes sur l’intervalle d’étudeI , est très utilisée en dynamique non-linéaire où les
pas de temps sont très petits. De manière générale, l’utilisation d’un schéma explicite
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1. Positionnement de la recherche

conduit à un grand nombre de calculs peu coûteux, tandis que l’utilisation d’un schéma
implicite conduit à peu de calculs très coûteux

Le paramètreγ conditionne quant à lui l’amortissement numérique et permet de forcer
la stabilité du schéma de Newmark. Pourγ = 0.5, aucune dissipation numérique n’est
introduite. Le schéma de Newmark est inconditionnellementstable si [BEL 00] :

0.5≤ γ ≤ 2β (1.71)

γ ≤ 0.5
2β < γ

}

⇒ ∆t ≤ ∆tc (1.72)

Le tableau 1.3.2 présente les valeurs de ces deux paramètrespour quatre schémas de
Newmark ainsi que leur ordre de convergence et pas de temps critique.

TAB. 1.2:Récapitulatif des schémas de Newmark
algorithme β γ ∆tc Ordre
explicite 0 0 0 1

différence centrée 0 0.5 2 /ωmax 2
accélération linéaire 1/6 0.5 2

√
3 2

accélération moyenne 0.5 0.25 ∞ 2

Le schéma d’intégration temporelle utilisé dans la suite decette contribution est le
schéma de l’accélération moyenne qui présente l’avantage d’être inconditionnellement
stable et d’ordre 2. De plus il s’agit du schéma implicite de précision maximale en terme
d’erreur d’amplitude et d’erreur de périodicité [GÉR 97a].

Remarque : Il est possible de vérifier la cohérence du calcul éléments finis en réali-
sant un bilan énergétique. L’intégration temporelle est validée numériquement en vérifiant
l’absence de dissipation d’énergie entre deux pas de temps.

L’énergie totale au tempstn est définie comme :

Etot = T(U̇n)+V(σn) (1.73)

Où T et V désignent respectivement l’énergie cinétique et l’énergie potentielle de la
structure. On utilise les notations introduites dans [HUG 95] :

〈•〉 =
1
2
(•n+1+•n) et [•] = (•n+1−•n) (1.74)

Les sauts de déplacement et de vitesse entre deux pas de tempssont donnés par :

[U] = ∆t
〈
U̇
〉
+

∆t2

2
(2β− γ)

[
Ü
]

(1.75)

[
U̇
]
= ∆t

〈
Ü
〉
+∆t(γ− 1

2
)
[
Ü
]

(1.76)
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En appliquant les équations (1.74) à l’équation d’équilibre discrétisée (1.58), on ob-
tient les combinaisons des équations d’équilibre suivantes :

〈
MÜ

〉
+ 〈Fint 〉 = 〈Fext〉 (1.77)

[
MÜ

]
+[Fint ] = [Fext] (1.78)

Enfin, en utilisant la propriété :

[•]T 〈•〉 =
1
2

[
•2] (1.79)

La variation d’énergie cinétique est donnée par :

[
T(U̇)

]
=
[
U̇
]T M

〈
U̇
〉

(1.80)

En combinant les équations (1.75) à (1.80), le bilan énergétique est donné par :

[T(U̇)]+∆t2(β− γ
2
)[T(Ü)] = −∆t2(γ−0.5)(2β− γ)T([Ü])

+
(
< Fint >T +(γ−0.5)[Fint]

T) [U]

+
(
< Fext >

T +(γ−0.5)[Fext]
T) [U] (1.81)

L’équation (1.81) est utilisée section 4.3.3 afin évaluer ladissipation d’énergie due
aux transferts de champs entre deux pas de temps.

1.3.3 Système d’équations discrétisé final

Le système d’équations présenté table 1.1 est repris sous forme discrétisée ci-dessous
et doit être résolu à chaque piquet de temps du maillage temporel. On notex les coordon-
nées d’un noeud du maillageM .

Les conditions limites sont prises en compte aux noeuds de lafrontière∂M à chaque
instant discrétisétn. On note respectivement∂MU et ∂MF les frontières du maillage sur
lesquelles sont appliquées des conditions limites en déplacement et en effort :

U = Ud ∀x ∈ ∂MU (1.82)

Fint = Fd ∀x ∈ ∂MF (1.83)

Les conditions initiales sont transposées de manière directe sous forme discrétisée.

U(x,0) = U0(x,0) (1.84)

U̇(x,0) = V0(x,0) (1.85)
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En utilisant les forces introduites par les équations (1.53) et (1.54), et en notantFacc

les forces induites par le produit de la matrice de masse et duvecteur des accélérations
généralisées, l’équation d’équilibre discrétisée est écrite sous la forme :

Fint +Facc−Fext = 0 (1.86)

Les conditions aux limites en déplacements sur la frontière∂MU sont intégrées à la
formulation de l’équilibre du problème en utilisant la méthode des multiplicateurs de
Lagrange. Un terme additionnel dit de liaison est adjoint aux forces externes :

Flia = CTλ (1.87)

On montre que les multiplicateurs de Lagrange correspondent aux actions dans les
liaisons servant à imposer les conditions limites en déplacement sur les inconnues nodales.
C est la matrice, dite de contraintes, telle que :

CU = Ud (1.88)

L’équilibre est alors écrit sous la forme :

Fint +Facc−Fext−Flia = 0 (1.89)

Les différentes quantités cinématiques intervenant dans la relation d’équilibre sont
liées entre elles par le schéma d’intégration numérique de Newmark. En utilisant les pré-
dicteurs du schéma définis par les équations (1.67) et (1.68), on rappelle que :

Un+1 =p Un+β∆t2Ün+1 (1.90)

U̇n+1 =p U̇n+ γ∆tÜn+1 (1.91)

Enfin, en chaque point de Gauss, les déformations sont calculées en utilisant la matrice
des gradients et la relation de comportement est intégrée par un algorithme de type retour
radial sur le seuil présenté annexe A.

1.4 Synthèse

Ce chapitre présente le système d’équations étudié dans ce mémoire. Les équations
du problème continu sont brièvement rappelées section 1.1.Le formalisme de présenta-
tion retenu permet la prise en compte de différents type de non-linéarités rencontrées en
mécanique des structures.

La formulation de ces différentes non-linéarités est rappelée section 1.2. On ne s’in-
téressera dans la suite de ce mémoire qu’au non-linéarités de comportement. Les possi-
bilités d’extension de nos travaux aux autres types de non-linéarités sont envisagées en
conclusion de ce mémoire.

La section 1.3 s’intéresse aux méthodes de discrétisation en espace et en temps per-
mettant d’obtenir les formulations semi-discrétisées et discrétisées. Les équations de la
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méthode des éléments finis et le schéma d’intégration en temps de Newmark sont rappe-
lées afin de présenter le système d’équation discrétisé final.

Par la suite, l’équation d’équilibre non-linéaire (1.89) sera synthétisée par l’équation
(1.92). L’opérateurL est un opérateur non-linéaire dépendant du vecteur d’état discré-
tisé S auquel sont adjoints les multiplicateurs de Lagrange utilisés pour d’imposer les
conditions limites en déplacement :

L 〈S〉 = F (1.92)

En pratique, l’équilibre est résolu en considérant une unique quantité cinématique
et les autres équations du système discrétisé (équations duschéma de Newmark, retour
radial sur le seuil, ...) sont utilisées afin de mettre à jour l’ensemble du vecteur d’état.
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Chapitre 2

Calcul numérique en dynamique
non-linéaire des structures

Dans ce second chapitre, on présente un état de l’art des
méthodes dédiées à la résolution de problèmes non linéaires
de grande taille. L’estimation de l’erreur, l’adaptabilité et les

solveurs sont présentés succinctement.

Sommaire
2.1 Estimation de l’erreur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

2.1.1 Origine des erreurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
2.1.2 Erreur de discrétisation en espace . . . . . . . . . . . . . . . .. . 31
2.1.3 Erreur de discrétisation en temps . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 35

2.2 Maîtrise de la précision . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .37
2.2.1 Maîtrise de la précision en espace . . . . . . . . . . . . . . . . .. 37
2.2.2 Maîtrise de la précision en temps . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 40
2.2.3 Maîtrise de la précision espace-temps . . . . . . . . . . . . .. . . 41

2.3 Opérateurs de changement d’échelle . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 44
2.3.1 Transfert des quantités interpolantes . . . . . . . . . . . .. . . . . 45
2.3.2 Transfert des quantités non interpolées . . . . . . . . . . .. . . . . 47

2.4 Stratégies itératives de résolution non-linéaire . . . .. . . . . . . . . . 49
2.4.1 Solveur de Newton . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
2.4.2 Gradient conjugué non-linéaire . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 52

2.5 Stratégies multigrilles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 53
2.5.1 Principe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
2.5.2 Schémas multigrilles en non-linéaire . . . . . . . . . . . . .. . . . 57

2.6 Synthèse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

29



2. Calcul numérique en dynamique non-linéaire des structures

2.1 Estimation de l’erreur

Depuis les débuts de la modélisation numérique en mécaniquedes structures, une
attention particulière a toujours été portée à la quantification des erreurs. En dynamique,
cette erreur peut être découplée en une erreur en espace et une erreur en temps.

2.1.1 Origine des erreurs

Suivant les hypothèses simplificatrices utilisées afin de calculer la solution approchée
du problème de référence, on peut distinguer plusieurs sources d’erreur introduites vis-à-
vis du comportement exact de la structure réelle. La figure 2.1 synthétise ces erreurs.

FIG . 2.1:Synthèse des sources d’erreur introduites dans la modélisation

La modélisation mathématique du problème physique (isotropie du matériau, rela-
tion de comportement, conditions limites) peut négliger certains phénomènes mécaniques
particuliers et introduire uneerreur de modélisation.

La présence d’uneerreur de discrétisationest intrinsèque aux méthodes numériques,
où un modèle continu est discrétisé. Les degrés de liberté enespace et en temps ne sont
pas à même de décrire toutes les informations issues d’équations aux dérivées partielles
continues.
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Enfin, la résolution numérique du problème en non-linéaire est rarement réalisée jus-
qu’à convergence et uneerreur numériqueliée à la tolérance sur le solveur itératif est
introduite. Celle-ci est par ailleurs limitée par la précision machine de l’ordinateur utilisé.

On ne s’intéresse ici qu’à l’erreur de discrétisation. La question de la représentativité
de la solution vis-à-vis de la réalité n’est pas abordée danscette recherche. Les erreurs
numériques et de modélisation sont respectivement liées aux tolérances sur le solveur
non-linéaire utilisé et à l’(in)expérience de la personne modélisant le problème.

Cette erreur peut être mesurée à l’aide d’indicateurs d’erreur ou d’estimateurs d’er-
reur. Les premiers sont utilisés afin de comparer la solutionsur deux maillages de raf-
finement différents et ainsi estimer la qualité de la solution éléments finis obtenue. Les
seconds ont pour but d’estimer directement l’erreur de discrétisation entre la solution
éléments finis et la solution exacte du problème. Ils sont généralement plus coûteux à
construire, mais fournissent une estimation plus précise de l’erreur de discrétisation.

2.1.2 Erreur de discrétisation en espace

Cette section est dédiée à l’étude de l’erreur de discrétisation spatialeεh induite par la
discrétisation éléments finis à un instant donnétn. Pour simplifier le formalisme d’écriture,
l’indice n sera omis dans la suite de cette section.

Cette erreur est écrite comme la norme de la différence entrela solution exacte du
problème, notée•ex et la solution éléments finis associée, notée•h. Le choix de la norme
dépend de la grandeurx que l’on souhaite contrôler : scalaire, vectorielle, ou tensorielle.

εh = ‖xex−xh‖ (2.1)

Comme la solution exacte du problème est inconnue au moment où le calcul est réa-
lisé, on s’intéresse à des méthodes d’encadrement ou d’évaluation de l’erreur de dis-
crétisation une fois le calcul réalisé, c’est à direa posteriori. Les estimateurs d’erreur a
posteriori peuvent être divisés en trois grandes familles :les estimateurs résiduels, les esti-
mateurs en relation de comportement et les estimateurs basésur un lissage des contraintes.
Ceux-ci fournissent respectivement une approximation notéeεσ, εrdc et εZ2 de l’erreur de
discrétisationεh.

Pour simplifier leur présentation, nous présentons dans cette section les trois ap-
proches dans le cadre d’un problème d’élasticité. L’état del’art de leur extension pour
les problèmes non-linéaires, qui est le cadre principal de notre travail, est développé à la
fin de chacune de ces sections. La bibliographie présentée ici, loin d’être exhaustive, peut
être complétée en consultant [AIN 97], [LAD 98] ou [LAD 01].

2.1.2.1 Estimateur résiduel

Le premier estimateur d’erreur a été proposé par Babus̆ka et al. [BAB 78]. Le champ
de contraintes éléments finis ne vérifie pas les équations d’équilibre :
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2. Calcul numérique en dynamique non-linéaire des structures

div(σh)+b 6= 0 ∀x ∈ M (2.2)

σh ·n 6= Fd ∀x ∈ ∂MF (2.3)

La qualité de la solution peut donc être estimée localement en utilisant les résidus des
équations d’équilibre associées à chaque élémentE du maillage. L’estimateur d’erreur fait
donc intervenir les résidus élémentaires des équations d’équilibre et le saut des contraintes
aux interfaces des éléments.

rh = div(σh)+b = div(σh−σex) ∀x ∈ E (2.4)

th = σh|E ·nE −φΓE ∀x ∈ ΓE (2.5)

ΓE représente la frontière de l’élémentE de normalenE. La fonctionφΓE est définie
en tout point de la frontière de l’élément où ne sont pas appliquées de conditions limites de
Dirichlet. Elle représente les forces agissant sur la frontière de l’élément et est exprimée
en fonction des forces externes ou de la contrainte sur un élémentE′ adjacent àE :

φΓE = Fd ∀x ∈ ΓE ∪∂MF (2.6)

φΓE = −σh|E′ nE ∀x ∈ ΓE ∩∂MF (2.7)

L’erreur sur la contrainte s’écrit alors sous forme intégrale et est solution de :

Z

Ωe

(σex−σh) : ε(u∗)dΩ = ∑
E

(
Z

Ωe

−rT
h u∗dΩ+∑

Γe

(
Z

Γe

tT
h u∗dS

))

(2.8)

L’erreur en contrainte est donc solution d’un problème mécanique où les données en
effort sont les résidus des équations d’équilibre. Une approximation de l’erreurεh peut
alors être donnée sous la forme :

εσ =

[

∑
E
|Ωe|‖rh‖+∑

Γe

|Γe|‖th‖
] 1

2

(2.9)

Où |•| désigne la mesure de la surface ou du volume.
Des études numériques ont permis de tester l’efficacité de cette estimateur et

montrent que son comportement dépend fortement de la topologie du maillage [BAB 92],
[BAB 94]. Cet estimateur sous-estime l’erreur exacte. Un développement de l’estima-
teur résiduel, dit résiduel équilibré, est proposé dans [AIN 97]. L’extension au cadre non-
linéaire est proposé pour la première fois dans [BAB 82] et laméthode est généralisée
dans [HUE 00].
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2.1.2.2 Estimateur en relation de comportement

Le concept d’erreur en relation de comportement a été introduit dans [LAD 75] et a
été étendu à la dynamique transitoire non-linéaire dans [LAD 86]. Cet estimateur repose
sur la séparation du système d’équations en deux groupes :

– Les équations dites d’admissibilité (équations de liaison et d’équilibre)
– La relation de comportement
On considère un vecteur d’état cinématiquement admissible(dérivable, vérifiant les

conditions initiales et les conditions limites en déplacement) et statiquement admissible
(vérifiant l’équilibre et les conditions limites en effort)notéSad. Si ce vecteur d’état vérifie
également la relation de comportement, alors il est la solution exacte du problème de
référence. Sinon, on estime la qualité de la solutionSad en utilisant la norme du résidu en
relation de comportement. Dans le cas d’un matériau élastique :

rrdc = ‖σSA−KεCA‖ (2.10)

OùσSAreprésente une contrainte admissible etεCA une déformation admissible. L’es-
timateur d’erreur est construit pour chaque élémentE comme :

εrdc =
‖σSA−KεCA‖E

1
2

(

‖σSA‖2
E +‖KεCA‖2

E

) (2.11)

Avec‖•‖ la norme énergétique.
Toute la méthode repose sur la construction de ce vecteur d’état Sad à partir de la

solution discrétiséeSh. Les déformations cinématiques admissibles sont en général prises
égales aux déformations issues du calcul éléments finis puisqu’elles sont issues d’une
formulation éléments finis en déplacement et donc, a priori,exactes. Le point clé de la
méthode réside dans la construction du champ de contrainte statiquement admissibleσSA.

La construction de ce champ est réalisée en utilisant une condition dite de prolonge-
ment admissible [LAD 01]. Elle consiste à construire un problème équivalent permettant
d’assurer la continuité du vecteur contrainte et son admissibilité statique. Elément par
élément, on détermine la densité d’effortFE sur les frontièresΓE permettant d’assurer
la continuité du vecteur contrainte à l’interface ainsi quel’équilibre avec les forces volu-
miquesb. Pour ce faire on définit sur chaque interface de l’élémentE une fonctionαE

valant±1 et telle qu’à l’interface entre les élémentsE et E′ on ait : αE + αE′ = 0. La
densité d’effortFE est alors solution de :

Z

E
busdE+

Z

ΓE

αEFEusdS= 0 (2.12)

Où us désigne un champ de déplacement de corps rigide. Le champ de contrainte
admissible permettant d’équilibrer ces densités d’effortd’interface est calculé élément
par élément par les équations (2.13) et (2.14) :
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2. Calcul numérique en dynamique non-linéaire des structures

div(σE
SA)+b = 0 (2.13)

σE
SA·nΓE = αEFE (2.14)

Cet estimateur fournit une surestimation de l’erreur exacte εh, notamment dans le cas
linéaire [LAD 01]. Son utilisation est directement généralisable à tout type de comporte-
ment, ce qui le rend très attractif pour des comportements non-linéaires complexes. Cet
estimateur a, par exemple, été utilisé avec succès dans des cas élastoplastiques [LAD 86]
ou viscoplastiques [LAD 99].

2.1.2.3 Estimateur basé sur le lissage des contraintes

La dernière famille d’estimateur a été proposée par Zienkiewicz et Zhu [ZIE 87]. Tout
comme dans pour l’estimateur proposé dans [BAB 78], le déséquilibre des contraintes
à l’interface entre deux éléments finis est considéré. L’idée principale de cette méthode
consiste à remplacer la contrainte exacte dans le calcul de l’erreur par une solution régu-
lariséeσ∗. L’erreur est alors calculée en chaque point de Gauss par :

εZ2 = ‖σ∗−σh‖ (2.15)

Il s’agit donc de définir une méthode de calcul du champ lissé de manière à ce que
l’erreur ainsi approximée approche au mieux l’erreur exacteεh du problème. La première
méthode proposée par Zienkiewicz et Zhu consiste à interpoler les contraintes aux noeuds
des éléments finis et à utiliser les fonctions de formes des éléments pour construire le
champ de contrainte lissé sur l’ensemble de la structure.

La valeur des contraintes aux noeuds est calculée en utilisant, par exemple, une mé-
thode de minimisation des moindres carrés :

σ∗ = min

(
Z

Ω

(

σ∗−σ
h

)2
dΩ
)

(2.16)

Où σ
h

désigne la solution interpolée depuis les points de Gauss etσ∗ désigne la
contrainte lissée calculée par l’équation suivante :

σ∗ (X, t) =
n

∑
i=1

σ∗
i (t) ·φ

i
(X) (2.17)

Dans [ZIE 92a],[ZIE 92b] une nouvelle stratégie de calcul duchamp lisséσ∗, appelée
technique de recouvrement SPR (Super Patch Recovery), est proposée. La construction
du champ lissé y est réalisée par patch d’éléments, limitantainsi le caractère global du
problème. Les fonctions de forme éléments finis utilisées pour lisser les contraintes sont
remplacées par des fonctions polynomiales propres à chaquepatch d’éléments. Elles sont
construites sur des points d’échantillonnage qui peuvent éventuellement ne pas coïncider
avec les noeuds du maillage. La contrainte lissée est calculée en minimisant l’écart avec
la contrainte éléments finis par une méthode des moindres carrés par patch d’éléments.
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Depuis sa création, l’estimateur Z2 a fait l’objet de nombreux développements dont il
est difficile de dresser un inventaire. Dans le cadre non-linéaire, on pourra par exemple
citer [BOR 99] qui présente une stratégie adaptative dans lecadre de l’élastoplasticité ou
[WRI 98] qui utilise cet estimateur d’erreur dans le cadre des problèmes de contact.

2.1.3 Erreur de discrétisation en temps

Si l’estimation d’erreur en espace a bénéficié d’un large développement dans la littéra-
ture, l’estimation de l’erreur en temps est moins courante.Or en dynamique, d’un point de
vue numérique, une erreur de discrétisation temporelle estégalement induite par l’utilisa-
tion du schéma d’intégration en temps. Cette erreur peut dominer l’erreur de discrétisation
en espace lors de l’utilisation de schéma implicites à grands pas de temps.

Les estimateurs présentés précédemment pour évaluer l’erreur de discrétisation en es-
pace ont été étendus à la modélisation des structures en dynamique transitoire. Leur pré-
sentation détaillée peut être trouvée dans [ZIE 91], [WIB 93], [LAD 01]. Néanmoins, seul
l’estimateur d’erreur en relation de comportement permet de découpler les contributions
des discrétisations spatiale et temporelle dans l’erreur totale [LAD 03].

D’autres estimateurs ont donc été introduits pour quantifier l’influence de la discréti-
sation temporelle sur l’erreur en dynamique. Cette erreur en temps est composée d’une
erreur dite locale, qui correspond à l’erreur induite par leschéma d’intégration sur le pas
de temps considéré, et d’une erreur dite globale, vue comme l’accumulation de l’erreur
en temps sur les pas de temps précédents [NEU 01].

2.1.3.1 Estimateur résiduel au point milieu

Hibbit et al. [HIB 79] proposent d’évaluer la qualité de la discrétisation temporelle,
pour les schémas de Newmark, en calculant la norme du résidu en équilibre au point
milieu de l’intervalle de temps[t; t + ∆t] en fonction des solutions calculées à chaque
extrémité de ce pas. En effet, si l’équation d’équilibre estvérifiée aux piquets de temps
discrétisés, rien n’assure la qualité de l’équilibre obtenu aux instants intermédiaires.

Cet estimateur est basée sur l’hypothèse que les accélérations varient de façon linéaire
sur l’intervalle de temps, de sorte que l’accélération en tout instant de l’intervalle[t; t +∆t]
peut être évalué par :

Ü(t + τ∆t) = (1− τ)Ü(t)+ τÜ(t +∆t) (2.18)

En combinant cette équation aux équations du schéma de Newmark (1.65) et (1.66), il
est possible d’évaluer les déplacements et vitesses en toutinstant de l’intervalle[t; t +∆t]
et donc d’évaluer le résidu en équilibre au point milieu. L’estimateur d’erreur est alors
normé en utilisant la valeurFint des forces internes induites dans le mécanisme.

εT1 =
‖R(t +0.5∆t)‖
‖Fint(t +0.5∆t)‖ (2.19)
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Cette méthode a été utilisée de manière à automatiser le choix du pas de temps pour
les schémas implicites de Newmark dans [ABA 04]. Lorsque la valeur du résidu au point
milieu dépasse une tolérance fixée par l’utilisateur, le pasde temps est sous-découpé et
un nouveau calcul est réalisé. Néanmoins, le calcul du résidu au point milieu est une
opération qui peut s’avérer coûteuse en non-linéaire.

2.1.3.2 Estimateurs basés sur l’erreur de troncature du développement de Taylor

L’erreur de troncature dans les développements de Taylor (1.63) et (1.64) a conduit
au développement de deux estimateurs : les premiers utilisent un développement limité
d’ordre 1 des accélérations pour évaluer l’erreur de troncature tandis que les seconds
utilisent directement un développement limité d’ordre supérieur pour les quantités ciné-
matiques [NOE 02].

La première approche, qui permet d’évaluer l’erreur localeen temps pour le schéma
de Newmark, est utilisable indifféremment pour les problèmes linéaires et non-linéaires.
Etant donné que les développements de Taylor utilisés pour les quantités cinématiques ne
prennent pas en compte les termes du troisième ordre, l’erreur est d’ordre(∆t3

6 U(3)). En
utilisant un développement limité d’ordre un des accélérations, il vient :

εT2 =
∆t2

6

∥
∥∆Ü

∥
∥ (2.20)

Des expressions comparables, faisant intervenir les accélérations et les paramètres du
schéma de Newmark, sont proposées dans [WIB 93] et [HUL 95]. La différence entre ces
estimateurs réside principalement dans le choix du paramètre d’adimensionnalisation.

La seconde méthode propose de calculer la différence entre la valeur calculée au pas
de temps courant et la valeur obtenue en utilisant un développement de Taylor d’ordre
supérieur [NEU 01].

Un+1 =
4

∑
i=0

∆t i

i!
U(i)

n +0(∆t5) et U̇n+1 =
3

∑
i=0

∆t i

i!
U̇(i)

n +0(∆t4) (2.21)

En utilisant la formule des différences centrées pour approximer les termes d’ordre
supérieurs à 2, le schéma fait intervenir plusieurs pas de temps afin de construire l’ap-
proximation courante. L’erreur au pas de temps(n+1) peut alors être formulée en dépla-
cements ou en vitesses par les équations :

εUn+1

T2
=

∆t2

24

(
Ün−1 +(2−24β)Ün(24β−3)Ün+1

)
+O(∆t5) (2.22)

εU̇n+1

T2
=

∆t
12

(
Ün−1 +(4−12γ)Ün(12γ−5)Ün+1

)
+O(∆t4) (2.23)

Cet estimateur d’erreur donne de meilleurs résultats que les estimateurs basés sur
l’erreur de troncature mais nécessite de conserver les données sur deux pas de temps ce
qui le rend plus coûteux en terme d’occupation mémoire.
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2.2 Maîtrise de la précision

La capacité à estimer les erreurs en espace et/ou en temps a permis aux chercheurs de
s’intéresser à des stratégies adaptatives ou multiéchelles permettant, connaissant l’erreur
de discrétisation, d’optimiser le maillage en espace et/ouen temps de manière à atteindre
une précision donnée.

2.2.1 Maîtrise de la précision en espace

Afin de traiter des problèmes de dimensions importantes, un certain nombre de straté-
gies a été proposé pour traiter les problèmes ou différenteséchelles sont nécessaires pour
discrétiser l’espace. On distingue deux grandes familles de stratégies de résolution :
- Les méthodes de décomposition de domaineproposent de diviser la structure en un
ensemble de sous-structures et de découpler la résolution sur chacune d’entre elles en
proposant des conditions de raccord aux interfaces. Elles nécessitent de bien connaître la
nature des phénomènes physiques modélisés de manière à optimiser les dimensions des
maillages en espace en amont du calcul.
- Lesméthodes adaptativesutilisent un pré-calcul de manière à établir une carte d’erreur
sur la structure à l’aide des estimateurs d’erreur définis section 2.1.2. Puis, elles proposent
d’enrichir le maillage localement en terme de nombre d’éléments et/ou de degré des fonc-
tions de forme afin de réduire cette erreur. Leur principal défaut réside dans ce pré-calcul
nécessaire à l’initialisation de la méthode.

2.2.1.1 Méthodes de décomposition de domaine

Ces méthodes sont de plus en plus courantes depuis l’avènement des calculateurs à
architectures parallèles. Elles permettent de découpler le calcul sur la structure en un
ensemble de calculs sur des sous-domaines reliés par des interfaces.

Deux grandes familles de méthodes existent : les méthodes avec recouvrement de do-
maine et les méthodes sans recouvrement de domaine (cf. figure 2.2). Les premières sont
très utilisées pour les simulations faisant intervenir descouplages multi-physiques. L’in-
terfaceΓ12 entre les sous-domaines a alors la même dimension que les sous-structures.
Pour les secondes, la dimension de l’interface est réduite à(d−1) (où d représente la
dimension du problème). Elles sont plus courantes lorsque le comportement de chaque
sous-structure est modélisé dans le même cadre mathématique. Pour chacune de ces mé-
thodes, le choix des quantités utilisées pour le raccord d’interface conditionne le compor-
tement de la méthode de décomposition de domaine.

Elles sont ditesprimalessi le raccord est effectué en utilisant les inconnues cinéma-
tiques,dualespour un raccord en effort etmixteslorsque l’interface fait intervenir les
deux quantités sous la forme d’un comportement d’interface.

Les méthodes primales [ROU 90], [DER 92] sont basées sur une condensation du pro-
blème à l’interface. Après renumérotation des inconnues duproblème, le système est écrit
en en ne faisant intervenir que les quantités cinématiques àl’interface ou la continuité des
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FIG . 2.2: Illustration des méthodes de décomposition de domaine. (a)méthodes sans
recouvrement, (b) méthodes avec recouvrement

déplacements est imposée entre les sous-domaines. Les déplacements sur chaque sous-
structure sont obtenus en post-traitement en résolvant un problème équivalent faisant in-
tervenir les quantités d’interface dans le second membre.

Les méthodes duales [FAR 91] consistent à ne plus travaillersur les champs ciné-
matiques aux interfaces et de leur préférer les champs d’efforts. La contrainte de conti-
nuité cinématique peut être dualisée en utilisant des multiplicateurs de Lagrange. C’est
donc l’équilibre en effort qui est vérifié à l’interface. C’est à cette famille de méthodes
qu’appartient la méthode FETI (Finite Element Tearing and Interconnecting) [FAR 98]
qui permet de recoller des maillages spatiaux et temporels de raffinement différents.

La dernière approche, dite mixte, utilise des formulationsde type Lagrangien aug-
menté [GLO 90]. L’approche proposée dans [LAD 85] consiste àne vérifier de manière
forte ni la continuité des déplacements, ni celle des efforts. Les interfaces sont alors des
entités physiques possédant leurs propres relations de comportement et leurs propres in-
connues. Ces méthodes sont très utiles dans le cas d’assemblages mécaniques où les inter-
faces possèdent des comportements plus complexes que des liaisons parfaites, telles que
des interfaces frottantes, et font intervenir les quantités primales et duales dans le modèle
de comportement.

2.2.1.2 Méthodes adaptatives

Le fonctionnement de ces méthodes est le suivant : à partir d’un premier calcul sur un
maillage éléments finis (généralement assez grossier), lesestimateurs d’erreur présentés
section 2.1.2 sont utilisés afin de déterminer une cartographie de l’erreur sur la structure.
En fonction de la précision requise par l’utilisateur, le maillage est adapté afin d’enrichir
les éléments finis dans les zones où l’erreur n’est pas atteinte localement.

La stratégie est éventuellement appliquée de manière récursive si la précision deman-
dée n’est pas atteinte sur l’ensemble de la structure à la fin de la première étape de re-
maillage. Les méthodes adaptatives sont décomposées en quatres familles : les méthodes
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h-adaptatives , p-adaptatives, r-adaptatives et s-adaptatives (cf. figure 2.3). Une combi-
naison entre ces différentes méthodes peut être utilisée. On parle alors par exemple de
méthodes hp-adaptatives ou hr-adaptatives.

FIG . 2.3:Adaptation de maillage, cas bi-dimensionnel

Les r-méthodes améliorent la qualité de la solution en optimisant la position des
noeuds sur le maillage. La connectivité du maillage reste inchangée mais les noeuds
du maillage éléments finis sont déplacés dans les zones où l’erreur est trop importante.
L’amélioration de la précision est limitée par le nombre de degrés de liberté initial du
maillage et par la distorsion des éléments.

Les méthodes p-adaptatives [BAB 81] [BAS 83] augmentent le degré d’interpolation
des fonctions de forme éléments finis de manière à améliorer la précision du calcul. Elles
conservent la topologie du maillage. Son implantation est souvent difficile dans la plupart
des codes de calcul éléments finis car les fonctions de forme sont souvent associées aux
éléments finis utilisés.

Les h-méthodes [CRA 89] [LEE 94] adaptent le maillage en augmentant le nombre
de degrés de liberté. La création du nouveau maillage se faitalors soit en remaillant l’in-
tégralité de la structure, auquel cas la topologie du maillage n’est pas conservée, soit en
subdivisant les éléments du maillage initial, auquel cas des noeuds sont ajoutés récursive-
ment dans les zones où l’estimateur d’erreur juge la solution insuffisamment précise.

La dernière famille, appelée s-adaptation, a été introduite dans [FIS 92]. Elle consiste
à superposer des maillages additionnels de dimension caractéristique plus réduite dans
les zones où le calcul n’est pas suffisamment précis pour effectuer la résolution. Elle
s’apparente aux méthodes multigrilles localisées (cf. section 3.2.2).

Pour les méthodes mixtes, on pourra citer par exemple les méthodes hp-adaptatives
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[ZIE 89], [BAB 90] qui sont largement répandues. Elles consistent à répartir dans un pre-
mier temps les noeuds des éléments par la méthode h afin d’uniformiser l’erreur sur la
structure. Puis la méthode p est utilisée afin d’augmenter laprécision de l’interpolation
sur les éléments finis et réduire cette erreur. Cette méthodeest plus performante que la
méthode h-adaptative dans le sens où elle nécessite un nombre moins important de degrés
de liberté pour atteindre la précision requise.

Certains travaux [BAB 90], [HUE 99], [KUO 06] comparent le comportement numé-
rique de ces méthodes. Il apparaît que si la méthode r-adaptative est limitée en terme de
précision, dans le sens où aucun noeud n’est ajouté, elle présente l’avantage d’être rapide-
ment et facilement implantée. La méthode hp permet d’obtenir de bien meilleurs résultats
mais induit des temps de calcul plus importants pour la phased’adaptation.

2.2.2 Maîtrise de la précision en temps

L’adaptabilité temporelle a fait l’objet de moins d’étudesque l’adaptabilité spatiale
mais reste un facteur important pour l’aboutissement des calculs dans le cadre de simula-
tions en dynamique transitoire non-linéaire.

Les méthodes où le pas de temps est adapté de manière globale sur l’ensemble de
la structure ont été les premières à être développées. Les méthodes de décomposition de
domaine introduites section 2.2.1.1 ont été étendues au couplage de domaines de discré-
tisation temporelles différentes. Plus récemment, des méthodes permettant d’adapter de
manière locale le pas de temps ont été proposées.

2.2.2.1 Méthodes de décomposition de domaine

Les méthodes de décomposition de domaine ont été étendues à la modélisation mul-
tiéchelle en temps. Lors du couplage d’interfaces incompatibles en temps, la conservation
de l’énergie doit être vérifiée à l’interface entre les sous-domaines pour éviter l’apparition
d’instabilités ou de dissipations numériques éventuelles.

Dans [BEL 78], une méthode d’intégration temporelle a été développée de manière à
permettre le couplage de schémas d’intégrations utilisantdes pas de temps différents. Ces
méthodes, dites de sous-cyclage, sont limitées en terme de ratio entre les échelles de temps
des différents sous-domaines. La principale difficulté réside dans le couplage temporel de
l’ensemble des inconnues cinématiques à l’interface. D’autres méthodes, dites mixtes, ont
permis le couplage de schémas hétérogènes avec des pas de temps différents [LIU 82].

Des méthodes de décompositions de domaine basées sur la méthode FETI permettent
le couplage de sous-domaines avec leur propres échelles de temps. La GC method
[COM 02] a été développée afin de permettre le couplage de différents schémas d’in-
tégration temporels de Newmark en imposant la continuité des vitesses à l’interface. Son
fonctionnement a été testé en non-linéaire [GRA 01] et la stabilité de la méthode a été dé-
montrée par la méthode énergétique [HUG 78] dans le cas de maillages temporels com-
patibles et incompatibles. Néanmoins, pour des échelles detemps différentes, il a été
démontré que la méthode dissipe de l’énergie aux interface.
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C’est pourquoi Prakash propose une amélioration de la méthode et développe la PH
méthode [PRA 04] en imposant également la continuité des accélérations. Cette méthode
de couplage de sous-domaines avec des pas de temps différents ce fait alors sans dissipa-
tion d’énergie aux interfaces lors de l’utilisation de schémas de Newmark.

Dans [MAH 09], une extension de la méthode au couplage de schémas numériques
hétérogènes est proposée. Une réécriture des différents schémas d’intégration temporelle
sous un formalisme général unique est présentée. En utilisant une formulation de Schur
duale, une stratégie de couplage de sous-domaines pour la dynamique transitoire est dé-
veloppée. Celle-ci permet l’utilisation de grands ratios entre les échelles de temps.

2.2.2.2 Méthodes adaptatives

Des premiers travaux sur l’adaptabilité temporelle sont présentés dans [ZIE 91] et
étendus par exemple dans [DUT 02]. L’erreur de discrétisation temporelle est traitée de
manière globale sur l’ensemble de la structure. L’intervalle de tempsT est découpé en
sous-domaines temporels afin d’y adapter le pas de temps. Pour se faire les auteurs uti-
lisent un estimateur d’erreur basé sur l’erreur de troncature du schéma de Taylor (cf. sec-
tion 2.1.3.2). La stratégie adoptée, couplée à une méthode adaptative en espace, permet
de contrôler la précision du vecteur d’état à chaque itération temporelle. On pourra éga-
lement citer les travaux de Yue et al. [YUE 05] qui développent une stratégie s-adaptative
en espace et adaptative en temps. Leur méthode s’apparente àla stratégie multigrilles pré-
sentée dans ce manuscrit dans le cadre de l’élastodynamique. La structure des données
adoptée permet de limiter les erreurs d’interpolation entre pas de temps en dynamique.

Un schéma de Galerkin discontinu en temps est utilisé dans [LI 96]. Les quantités
cinématiques sont alors discontinues entre chaque pas de temps. L’erreur en temps est
estimée en considérant le saut des déplacements et des vitesses à chaque piquet de temps
et en définissant un estimateur d’erreur énergétique. En fonction de cet estimateur, le pas
de temps est ajusté en considérant l’ordre du schéma numérique utilisé.

Les travaux récents de Casadei et al. [CAS 09] présentent uneméthode à pas de temps
variable en espace pour la dynamique explicite. Un pas de temps local est utilisé pour cha-
cun des élements finis. En dynamique explicite, le pas de temps est soumis à une condition
de stabilité CFL qui impose un pas de temps proportionnel à ladimension caractéristique
du maillage spatial. Les auteurs proposent d’intégrer le comportement de chaque degré
de liberté sur sa propre échelle de temps selon la dimension des éléments coïncidents
à chaque noeud. Afin de faciliter l’implémentation de l’algorithme, le pas de temps est
hiérarchique sur la structure.

2.2.3 Maîtrise de la précision espace-temps

On s’intéresse désormais aux stratégies où le raffinement demaillage en espace et en
temps est local sur le domaine espace temps étudié. C’est à dire que la taille de maille
spatiale et le pas temporel est variable sur l’ensemble du domaine espace temps.
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2.2.3.1 Elements finis espace-temps

Les méthodes éléments finis de type Galerkin discontinu ont été étenudes à la si-
mulation de problème dynamiques et de propagation d’ondes [ERI 05]. Des éléments
espace-temps sont alors définis de manière à décrire l’évolution spatiale et temporelle de
la structure. L’avantage de ces méthodes est qu’un pas de temps local peut naturellement
être pris en compte par l’algorithme étant donné que ces éléments espace-temps ne sont
pas organisés par piquet de temps.

Les champs sont définis sur une discrétisation élément finis espace-temps dans un es-
pace de dimensionsd + 1 oud est la dimension spatiale du problème. Les équations du
problèmes sont également ré-écrites sur le domaine espace-temps completΩ×T. Les
méthodes adaptatives couplent alors automatiquement les discrétisations spatiales et tem-
porelles. Néanmoins, la solution est approximée sur chaqueélément fini espace-temps en
utilisant des fonctions de forme discontinues et rien n’assure la continuité des quantités
aux interfaces entre les éléments espace-temps.

La génération du maillage initial est réalisée par patch d’éléments (cf. figure 2.4).
Depuis un maillage spatial d’instant 0 (plan d’un point de vue temporel), le front temporel
est avancé de manière non-uniforme en utilisant des éléments espace-temps tétraédriques.
Le temps sommet d’un tétraèdre est tiré à un instant ultérieur et la solution est calculée
au degré de liberté espace-temps du maillage. Des problèmesde verrouillage peuvent
apparaître si la génération récursive du maillage espace-temps est mal réalisée.

FIG . 2.4: Illustration de la construction du maillage espace-temps [ERI 05], les directions
horizontales représentent l’espace et la direction verticale est la direction temporelle

Les méthodes de Galerkin discontinues ont étés étendues dans le cadre des méthodes
adaptatives par Abedi et al. [ABE 04], [ABE 06]. Une méthode h-adaptative basée sur
l’estimation de la dissipation par élément est présentée. L’avantage est que l’adaptation
peut être réalisée automatiquement en espace et en temps surchaque élément espace-
temps étant donné que la méthode de Galerkin discontinue supporte naturellement les in-
compatibilités de maillage. L’adaptation de maillage est réalisée directement au moment
où le front temporel est construit. Si l’avancée du front provoque des erreurs trop impor-
tantes, l’élement espace-temps est rejeté et un sous-découpage est réalisé. Ces travaux ont
été étendus à la modélisation non-linéaire des matériaux dans [THI 09].
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2.2.3.2 Gestion des données espace-temps

Des travaux proposent de conserver des formulations et algorithmes de résolution
standards utilisés en dynamique transitoire linéaire. La stratégie proposée dans [CAV 05b]
repose sur une gestion des données espace-temps.

Les discrétisations spatiales et temporelles sont liées par l’intermédiaire d’éléments
espace-temps (cf. figure 2.5). A partir d’un pré-calcul espace-temps grossier, un indicateur
d’erreur est utilisé afin de raffiner hiérarchiquement l’espace et le temps dans les zones
où la précision souhaitée n’est pas atteinte.

FIG . 2.5: Elément espace temps de niveauj relatif à l’élément finii à l’instant tm et
éléments espace-temps hiérarchiques de niveauj +1

Lorsque le raffinement devient local, la stabilité de la méthode est conditionnée par
le choix des conditions aux limites sur le domaine espace-temps. Cavin et al. [CAV 05a]
déterminent les conditions aux limites assurant qu’il n’y apas de dissipation d’énergie
aux interfaces espace temps par la méthode énergétique [HUG78]. Les conditions limites
à appliquer sur le domaine espace-temps sont synthétisées figure 2.6.

FIG . 2.6: Conditions limites espace-temps sur la frontière d’un niveau espace-temps lo-
calisé

L’espace et le temps sont raffinés hiérarchiquement de manière récursive et jusqu’à ce
que la précision requise par l’utilisateur soit vérifiée surl’ensemble de la structure. Cette
méthode présente l’avantage d’être indépendante de l’utilisateur. Elle assure la précision
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du vecteur d’état pour une tolérance donnée sans dissipation d’énergie aux interfaces
espace-temps. Les auteurs montrent sur un exemple 1D que le couplage du raffinement
en espace et en temps permet de suivre la propagation de l’onde dans le milieu.

2.3 Opérateurs de changement d’échelle

La mise en oeuvre des méthodes décrites précedement en espace et/ou en temps néces-
site le développement d’opérateurs de changement d’échelle. Ces étapes d’interpolation
peuvent intervenir entre deux maillages au même pas de temps, comme c’est le cas par
exemple lors de l’utilisation de stratégies multigrilles (cf. section 2.5), ou entre pas de
temps, lorsque les maillages ne sont pas coïncidents entre deux instants successifs.

On utilise les dénominations introduites pour les stratégies multigrilles section 2.5.
La présentation des opérateurs d’interpolation se fait en supposant l’existence de deux
maillages de raffinement différentsM k et M k+1, respectivement supposés "grossier" et
"fin". La phase d’interpolation permettant de passer d’un maillage grossier à un maillage
fin est nommée prolongation. L’opération d’interpolation adjointe du maillage fin vers
le maillage grossier est nommé restriction. Le diagramme 2.7 synthétise le rôle de ces
deux opérations dans le cadre des méthodes multiéchelles.ILC désigne l’intégration de la
relation de comportement sur un maillage.

FIG . 2.7:Opérateurs de changement d’échelle

Les opérateurs utilisés dans ces phases d’interpolation sont souvent définis conjoin-
tement de telle sorte que le travail calculé sur les deux échelles soit invariant. En homo-
généisation, on parle du critère de Hill-Mandel. Cette propriété se retrouve également
lors de l’utilisation de méthodes multigrilles (cf. section 2.5) où les opérateurs de chan-
gement d’échelle sont associés à des conditions de conservation du crochet de dualité.
Les opérateurs de transfert peuvent aussi être définis tels que les champs continuent à vé-
rifier l’ensemble des équations (relation de comportement,équilibre, conditions limites)
[PER 96].
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2.3.1 Transfert des quantités interpolantes

On traite ici l’interpolation des variables discrétisées aux noeuds (déplacements, vi-
tesses, accélérations, forces internes...). On noteI

k+1
k l’opérateur de projection des quan-

tités nodales depuis le maillage de niveauk sur le maillage de niveau(k+ 1) et Ik
k+1

l’opérateur de restriction.

2.3.1.1 Méthode de collocation

La méthode la plus simple pour transférer les quantités d’unmaillageM k vers un
maillageM k+1 consiste à utiliser directement les fonctions de forme du maillage de ni-
veau k pour construire les inconnues nodales du niveau(k+1).

On s’intéresse dans un premier temps à l’opération de prolongation. On considère de
manière générique le transfert d’un champv. Comme l’espace d’approximation élément
fini associé au maillage grossier est inclus dans l’espace d’approximation du maillage fin,
il est possible de préserver un champ continuvk défini sur le maillage grossierM k lors
de son transfert vers le maillage de niveau(k+1) :

vk(X) = vk+1(X) (2.24)

Le champ continuvk sur le maillageM k est discrétisé par la méthode des éléments
finis par l’équation (1.50). On noteVk le vecteur des inconnues nodales etφk le vecteur
des fonctions de formes associées. L’interpolation éléments finis permet de construire la
valeur au noeudi du maillageM k+1, de coordonnéesXk+1

i , du champ continuvk :

vk(Xk+1
i ) = Vkφk(Xk+1

i ) (2.25)

La méthode des éléments finis étant interpolante, la valeur de l’inconnue nodaleVk+1
i

au noeudi est égale à la valeur du champ continuvk+1 en ce même point et on écrit :

Vk+1
i = vk+1(Xk+1

i ) = vk(Xk+1
i ) = Vkφk(Xk+1

i ) (2.26)

Cette équation est appliquée à chaque noeud du maillageM k+1 pour définir l’opéra-
teur de prolongationIk+1

k . Le transfert réciproque dual consiste à construire l’opérateur
de restriction. Celui-ci doit laisser invariant le travaildes forces internes :

< U̇k,Fk
int >=< U̇k+1,Fk+1

int > où < A,B >= ABT (2.27)

En utilisant le fait queFk
int = Ik

k+1Fk+1
int et Uk+1 = I

k+1
k Uk, l’opérateur de restriction

des forces nodales est défini de la manière suivante :

I
k
k+1 =

(

I
k+1
k

)T
(2.28)

Le problème principal de la définition de l’opérateur de restriction sous cette forme est
qu’une perte des informations haute fréquence peut apparaître lors du passage du maillage
fin vers le maillage grossier (cf figure 2.8).
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FIG . 2.8:Exemple de transfert de champs - Perte d’informations hautefréquence

Une technique de moyenne généralisée au sens de l’énergie [DUR 06] permet de dé-
finir l’opérateur de restriction de manière plus précise. Celui-ci est alors défini par :

I
k
k+1 = M−1

k I
k+1
k

TMk+1 (2.29)

Où les matricesMk etMk+1 sont définies par l’intégration du produit des fonctions de
formes sur le maillage (cf section 2.3.1.2). Cette méthode de construction permet de palier
aux pertes d’informations hautes fréquence présentées ci-dessus mais est plus coûteuse
dans le sens où elle nécessite l’inversion d’une matrice surle niveau grossier.

Pour les quantités cinématiques, l’opération de restriction est réalisée par un opérateur
d’injection aux noeuds coincidants.

2.3.1.2 Opérateur de projection "mortar"

Les opérateurs de transfert peuvent être définis par une formulation en moyenne du
transfert de champ. Afin de construire ces opérateurs, on écrit l’égalité des moyennes
généralisées au sens des fonctions de forme du maillage de niveau(k+1) :

Z

M k+1
φk+1Tvk+1dΩ =

Z

M k
φk+1TvkdΩ (2.30)

Z

M k+1
φk+1Tφk+1dΩVk+1 =

Z

M k
φk+1TφkdΩVk (2.31)

En définissant les matrices suivantes :

Mk+1 =
Z

M k+1
φk+1Tφk+1dΩ et Mk,k+1 =

Z

M k
φk+1TφkdΩ (2.32)

et d’après la symétrie de la formulation, il vient :

I
k+1
k = M−1

k+1Mk,k+1 et I
k
k+1 = M−1

k Mk+1,k (2.33)

La construction de ces opérateurs nécessite donc des opérations d’inversion de ma-
trices et est plus coûteuse que la méthode de collocation. Dans le cas de maillages imbri-
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qués, l’opérateur de projection est identique à celui obtenu en utilisant les fonctions de
formes.

2.3.2 Transfert des quantités non interpolées

Le transfert des quantités non interpolées (déformations,contraintes et, dans le cas
de modèles élastoplastiques, variables internes) est réalisé par un opérateur notéJ . Les
opérations de prolongation et de restriction seront notée respectivementJ k+1

k et J k
k+1.

2.3.2.1 Transfert de champ par passage aux noeuds

La stratégie la plus courante consiste à effectuer la projection des champs définis
aux points de Gauss élément par élément en utilisant les fonctions de forme [DUR 06].
On se place dans le cas d’une phase de prolongation d’un champvk

G. L’indice k dénote
l’appartenance du champ au maillageM k et l’indice G est utilisé pour décrire le fait que
ce champ discrétisé est défini aux points de Gauss du maillage.

Ce champ est interpolé aux noeuds de l’élément pour former unchampvk
N. L’indice

N précise la définition du champ aux noeuds du maillage. Cette interpolation est réalisée
élément par élément de telle sorte qu’en chaque noeud soientdéfinies autant de valeurs
vk

N que d’éléments connectés à ce noeud. On noteEk l’opérateur permettant de passer de
l’ensemble des points d’intégrationΩk

G à l’ensemble des noeudsΩk
N du maillageM k :

Ek : Ωk
G → Ωk

N

vk
G → vk

N = Ekvk
G (2.34)

Cette opération de transfert peut par exemple être réaliséepar une méthode des
moindres carrés. Les procédures de transfert nodal présentées dans la section précédente
sont ensuite utilisées. Le champvk

N est transféré sur le niveau(k+ 1) pour former le
champvk+1

N en utilisant l’opérateurIk+1
k :

vk+1
N = I

k+1
k vk

N (2.35)

Une fois le champvk+1
N connu, celui ci est interpolé aux points de Gauss du maillage

de niveau(k+1) en utilisant la fonction de transfert inverse deEk+1 des points de Gauss
aux noeuds. Cette opération peut être réalisée en utilisantles fonctions de forme de l’élé-
ment de destination :

vk+1
G = (Ek+1)−1vk+1

N (2.36)

Finalement on peut écrire :

vk+1
G =

(

(Ek+1)−1
I
k+1
k Ek

)

vk
G (2.37)
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L’opération de transfert des points de Gauss du maillage de niveauk aux points de
Gauss de niveau(k+ 1) est décrite figure 2.9. L’opérateur de restriction est construit de
manière réciproque depuis l’ensemble des points d’intégration Ωk+1

G à l’ensemble des
pointsΩk

G.

FIG . 2.9: Illustration des phases de transfert entre les points de Gauss de deux maillages

2.3.2.2 Transfert de champ par approximation diffuse

La technique d’approximation diffuse [VIL 02] consiste à définir localement les
champs inconnus par des fonctions polynomiales. Elle est utilisée dans [BRA 08] où une
méthode d’interpolation permettant de vérifier les conditions d’équilibre local ainsi que
le critère de plasticité est proposée.

L’opération de transfert est plus complexe et ne définit pas de manière explicite d’opé-
rateur d’interpolation. On se place dans le cadre d’une opération de transfert d’un champ
discrétisévk depuis un maillageM k vers un maillageM k+1. L’approximation diffuse ne
fait pas d’hypothèse quant au raffinement du maillage sourceet du maillage de destina-
tion.

Le champvk sur le maillage source est connu de manière discrète sur l’ensemble des
points de Gauss. On cherche ici à reconstruire le champ discrétisévk+1 sur le maillage de
niveau(k+ 1). Le champ continuvk+1 est recherché sur la nouvelle discrétisation sous
forme polynomiale :

v = pT(x)a (2.38)

On définit alors un voisinageV du point où est recherchée l’approximation. Ce voi-
sinage inclus un certain nombre de points de Gauss du maillage source de telle sorte que
le problème de minimisation admette une solution unique. Lacomposante inconnuea est
calculée sous forme de minimisation de la fonctionnelle :

Jx(a) =
1
2 ∑

x∈V

W(x,xi)
∥
∥
∥vk+1(xi)−vk

i (xi)
∥
∥
∥ (2.39)

La fonctionW(x,xi) est une fonction de pondération permettant d’assurer la conti-
nuité. Elle vaut 1 au coordonnéesx du point où est recherchée la valeur du champ et 0
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hors du voisinage . La fonction de pondération doit être non-nulle sur les points de Gauss
du maillageM k, de coordonnéesxi censés contribuer à l’approximation du champ.

Le champ discret sur la nouvelle discrétisation est alors calculé par l’équation (2.38)
en utilisant les coordonnées du point de Gauss. Afin de limiter la diffusion numérique, les
valeurs transférées sont considérées nulles lorsqu’ellessont inférieures à un certain seuil.

2.4 Stratégies itératives de résolution non-linéaire

Afin de déterminer la solution d’un problème non-linéaire, il est nécessaire d’intro-
duire des solveurs permettant de converger de manière itérative vers la solution du pro-
blème. Les stratégies dédiés à la résolution de ces problèmes non-linéaires sont nom-
breuses. On s’intéresse ici à deux méthodes robustes souvent utilisées en dynamique des
structures : les méthodes de Newton et les méthodes du gradient.

2.4.1 Solveur de Newton

L’équilibre écrit sous forme résiduelle (1.59) est non-linéaire dans la relation de com-
portement ou dans la relation liant les déplacements aux déformations. Pour permettre la
résolution du problème, on linéarise cette équation. On suppose qu’une solutionS (k) est
connue à l’itération(k) du solveur non-linéaire et on recherche une meilleure approxima-
tion S (k+1) du vecteur d’état.

En utilisant les équations de Newmark (1.65), (1.66) et l’intégration de la relation de
comportement, le résidu en équilibre est ré-écrit pour ne faire apparaître qu’une quantité
cinématique. On choisit d’exprimer la méthode de Newton en utilisant les accélérations.
Le développement limité d’ordre 1 du résidu autour de l’itération courante est donné par :

R
(

Ü(k)
)

+
∂R
(
Ü
)

∂Ü

∣
∣
∣
∣
∣
Ü(k)

(

Ü(k+1)− Ü(k)
)

= 0 (2.40)

On introduit alorsG(k), l’inverse de la matrice jacobienne, par l’équation (2.41):

G(k) = −
(

∂R
(
Ü
)

∂Ü

∣
∣
∣
∣
∣
Ü(k)

)−1

(2.41)

Cette matrice doit théoriquement être recalculée à chaque itération. Pour un modèle
de comportement élastoplastique écrouissable sous l’hypothèse des petites perturbations,
celle-ci est donnée par l’équation (2.42) :

G(k) = M +β∆t2K (k)
T avec : K (k)

T =
∂Fint

∂U

∣
∣
∣
∣
U(k)

(2.42)

Des variantes de la méthode de Newton proposent de considérer G(k) constante au
cours des itérations. On parle alors de la méthode de Newton modifiée. Pour des mo-
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dèles élastoplastiques sous l’hypothèse des petites perturbations, celle-ci est obtenue en

remplaçant la matrice de raideur tangenteK (k)
T par la matrice de raideur élastiqueK .

Les méthodes de quasi-Newton consistent à approcher l’inverse de la matrice jaco-
bienne en utilisant les informations de l’itérée précédente. La problème principal est alors
la mise à jour de cette matrice au cours des itération. Parmi ces méthodes, on pourra par
exemple citer les méthodes DFP (Davidon, Fletcher, Powell)ou BFGS (Broyden, Flet-
cher, Goldfarb, Shanno).

ConnaissantG(k), la correction en accélération∆Ü(k+1) sur l’itération de Newton cou-
rante peut donc être calculée par :

∆Ü(k+1) = G(k)R
(

Ü(k)
)

(2.43)

L’accélération à l’itération suivante est alors donnée par:

Ü(k+1) = Ü(k) +∆Ü(k+1) (2.44)

Le schéma de Newmark est ensuite utilisé pour mettre a jour les champs de déplace-
ment et de vitesse sur l’ensemble de la structure :

U(k+1) =p Un+β∆t2Ü(k+1) (2.45)

U̇(k+1) =p U̇n+ γ∆tÜ(k+1) (2.46)

Dans le cas de comportements non-linéaires plastiques, la relation de comportement
doit être intégrée aux points de Gauss de manière à définir l’état élastoplastique du maté-
riau. Un algorithme d’écoulement plastique de type retour radial sur le seuil (notéRRM,
cf. annexe A) est généralement utilisé depuis le dernier état dynamiquement et matériel-
lement admissible connu à l’instanttn :

(

σ(k+1),ν(k+1)
i

)

= RRM
((

U(k+1) −Un

)

,σn,νin

)

(2.47)

D’autres variantes afin d’intégrer la relation de comportement sont possible [SIM 00].
On choisit ici de se référer au dernier état matériellement admissible calculé par le solveur
de Newton :

(

σ(k+1),ν(k+1)
i

)

= ILC
(

∆U(k+1),σ(k),ν(k)
i

)

(2.48)

L’intégration de la relation de comportement est alors beaucoup moins coûteuse. Les
déformations plastiques étant ici relativement faibles etces erreurs diminuant par ailleurs
avec une diminution du pas de temps, l’erreur numérique introduite reste négligeable vis-
à-vis de la tolérance considérée. La fonctionILC représente la fonction d’intégration de
la loi de comportement et∆U(k) la correction en déplacement sur l’itération non-linéaire
courante. Ce type d’intégration sera adopté dans la suite dece manuscrit.

Le vecteur d’état complet est donc connu à l’itération(k+1) du solveur non-linéaire
et il est possible de d’évaluer le nouveau résiduR(k+1). Le processus est répété jusqu’à
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ce que la norme relative de ce résidu soit inférieure à une tolérance donnéeεR et que la
norme relative de la correction en déplacement soit inférieure à un seuilεu :

∥
∥
∥R(k+1)

∥
∥
∥< εR ·max

(
‖Fint‖ ,‖Fext‖ ,

∥
∥MÜ

∥
∥
)

(2.49)

∥
∥
∥U(k+1) −U(k)

∥
∥
∥< εu

∥
∥
∥U(k+1)

∥
∥
∥ (2.50)

La figure 2.10 représente l’algorithme de résolution non-linéaire.

FIG . 2.10:Algorithme de Newton

Remarque 1 : Notons qu’il est également possible de rechercher la solution par
le schéma de Newmark exprimé en vitesses ou en déplacements.L’équilibre écrit sous
forme résiduelle est alors écrit de manière à ne faire apparaître que les déplacements ou
les vitesses en utilisant les équations (1.59), (1.65) et (1.66). Selon la quantité considérée,
la matrice Jacobienne est modifiée comme suit :
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U → G(k) = −
(

M +β∆t2K (k)
T

β∆t2

)−1

(2.51)

U̇ → G(k) = −
(

M +β∆t2K (k)
T

γ∆t

)−1

(2.52)

Les méthodes de Newton modifiées correspondantes sont de nouveau obtenues en
remplaçant la matrice de raideur tangente par la matrice de raideur élastiqueK .

Remarque 2 : En dynamique, plus le pas de temps est petit moins il est intéressant
de construire une évaluation précise de la matrice tangente. En effet, la contribution due
à la matrice de masse peut rapidement dominer celle due à la matrice de raideur.

2.4.2 Gradient conjugué non-linéaire

En mécanique des structures, un solveur de type gradient conjugué préconditionné est
souvent utilisé dans le cadre de problèmes linéaires de grande taille. Pour des problèmes
non-linéaires, ce solveur reste utilisable mais un certainnombre de précautions doivent
être prises concernant le choix des différents paramètres de la méthode.

L’algorithme en non-linéaire est associé à la linéarisation du résidu :

R(k+1) = R(k) +
∂R(k)

∂U

∣
∣
∣
∣
∣
X(k)

(

U(k+1)−U(k)
)

= 0 (2.53)

Comme précédemment, on cherche alors à résoudre :

G(k)∆U(k+1) = R(k) (2.54)

La correction en déplacement est calculée en utilisant la direction de recherche de
l’algorithme, notéePk, calculée au pas précédent et est recherchée sous la forme :

∆U(k+1) = αkP
(k) (2.55)

La recherche du paramètre optimalαk est la phase la plus complexe de l’algorithme du
gradient conjugué non-linéaire. En linéaire, cette étape est réalisée par minimisation d’une
forme quadratique dont dérive le problème linéaire. En non-linéaire, le potentiel associé
n’est pas quadratique et il est nécessaire d’adopter une autre stratégie. Une alternative
consiste à rechercherαk comme la solution d’un problème de minimisation [PAP 86].
Une autre méthode consiste à adopter des directions de recherche inexactes utilisant un
paramètreαk non-optimal [GRA 03].

En dynamique, la recherche de ce paramètre est simplifiée parle fait que la matrice
Jacobienne est dominée par les forces d’inertie si le pas de temps est suffisamment faible.
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Le calcul du paramètreαk dérive alors d’un potentiel quasi-quadratique et un paramètre
αk quasi-optimal peut être défini par :

αk =
Pk T

Rk

Pk T
(

M +β∆t2K
β∆t2

)

Pk

(2.56)

Une fois la solution à l’itération(k) corrigée, on utilise les équations (1.65) et (1.66)
afin d’actualiser les autres quantités cinématique. Les contraintes sont actualisées par un
algorithme de retour radial sur le seuil :

(

σ(k+1),ν(k+1)
i

)

= ILC
(

∆U(k+1),σ(k),ν(k)
i

)

(2.57)

Un nouveau résiduR(k+1) peut être associé à cette solution à l’itération(k+1) et on
actualise la direction de recherche pour l’itération suivante :

P(k+1) = R(k+1) +β(k+1)P
(k) (2.58)

Le paramètre d’orthogonalisationβk+1 est l’autre paramètre influant de la méthode. Il
est choisi de telle sorte que les directions de recherche soient conjuguées. En non-linéaire,
deux choix sont possibles en utilisant respectivement la formule de Fletcher-Reeves et la
formule de Polak-Ribière. Elles sont respectivement utilisées dans [PAP 86] et [SHA 78].

La première définition permet d’assurer l’orthogonalité entreP(k+1) et
(
Rk+1−Rk

)

βk+1 =
Rk+1 T (

Rk+1−Rk
)

Pk+1 T (Rk+1−Rk
) (2.59)

La seconde permet de rendre l’algorithme moins sensible au cumul d’erreur et est
donc plus stable. La vitesse de convergence est néanmoins plus faible.

βk+1 =
Rk+1 T (

Rk+1−Rk
)

Rk T Rk
(2.60)

La stratégie est appliquée jusqu’à ce que la norme du résidu soit inférieure à la tolé-
rance numérique définie par l’utilisateur. La figure 2.11 synthétise l’algorithme de réso-
lution du gradient conjugué.

2.5 Stratégies multigrilles

La dimension des maillages utilisés en mécanique des structures ne cesse de croître
avec l’augmentation de la mémoire disponible. On rencontremaintenant couramment des
problèmes possédant plusieurs millions de degrés de liberté en milieu industriel. Cette
augmentation de la dimension des systèmes modélisés obligedonc à développer des mé-
thodes dont la complexité est minimale.
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FIG . 2.11:Algorithme du gradient conjugué

Les méthodes multigrilles ont étés développées par Brandt àla fin des années 70 et
appliquées à la résolution de problèmes en mécanique des fluides pour des discrétisations
par différences finies [BRA 77]. Pour de nombreux problèmes simples, ces méthodes pré-
sentent une complexité proportionnelle au nombre d’inconnues du problème. Dans les
cas plus complexes, la complexité demeure d’ordre inférieur aux solveurs itératifs non-
linéaires standards. Leur adaptation à la mécanique des solides a été proposée pour la
première fois dans [PAR 90a][PAR 90b].

Ces stratégies profitent des propriétés de lissage des solveurs itératifs. Le problème
est résolu sur des maillages, appelés grilles ou niveaux, deraffinement différents (cf. fi-
gure 2.12). Des étapes d’interpolation entre ces différentes grilles permettent de découpler
l’effort de résolution sur chacune d’entre elles.

2.5.1 Principe

Les stratégies multigrilles ont étés appliquées à des problèmes linéaires et non-
linéaires. La manière de les concevoir reste similaire en terme de formalisme de pré-
sentation quelque soit le problème traité.
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FIG . 2.12:Exemple de grilles éléments finis hiérarchiques

2.5.1.1 Généralités

On distingue deux familles de stratégies multigrilles : lesmultigrilles géométriques et
les multigrilles algébriques [RUG 87], [BRI 00]. On présente succinctement ici le prin-
cipe des méthodes multigrilles géométriques qui sont utilisées dans la suite de nos tra-
vaux. Pour plus de détails sur leur fonctionnement, on pourra se référer aux ouvrages
de référence [SHA 95], [VEN 00], [BRI 00], [TRO 01] ou [HAC 04]. L’application des
méthodes algébriques au calcul des structures non-linéaire a été par exemple traité dans
[ADA 00b], [ADA 00a], [ADA 02] ou [REY 08].

Les solveurs itératifs de type Gauss-Seidel ou gradient conjugué possèdent une pro-
priété dite "de lissage" des erreurs. Ils sont en effet très efficaces pour capturer les com-
posantes dans le résidu dont la longueur d’onde a le même ordre de grandeur que la
dimension caractéristique du maillage élément fini. Pour les phénomènes de plus basse
fréquence et dont la longueur d’onde est bien supérieure à cette dimension caractéris-
tique, la résolution est ensuite très lente. Une illustration de cette propriété de lissage a
été présentée dans [PAR 90b] :

On considère un bloc soumis à une charge ponctuelle (cf. figure 2.13). Le problème
est résolu en utilisant un algorithme du gradient conjugué.Sur cette figure est tracée la
déformée due à l’erreur en déplacement à l’itération 0, à l’itération 5 et à l’itération 20.
On voit que la correction haute fréquence est apportée dès les premières itérations, mais
que la composante basse fréquence n’a toujours pas été réduite à l’itération 20.

En utilisant des maillages de raffinement différents, l’effort de résolution est décou-
plé. Les différentes composantes fréquentielles dans le résidu vont être réduites sur des
maillages adaptés en terme de dimensions caractéristiques. Les phénomènes hautes fré-
quences vont être calculés sur la grille la plus fine, tandis que les phénomènes basses
fréquences vont être calculés sur la grille la plus grossière.
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FIG . 2.13:Illustration des propriétés de lissage

2.5.1.2 Fonctionnement

On expose dans cette section le fonctionnement général des stratégies multigrilles.
La section 2.5.2 présente la mise en équation détaillée de ces stratégies dans le cas non-
linéaire. La stratégie multigrilles adaptée à nos travaux est présentée section 3.2.2 . Le
maillage le plus fin est celui où le vecteur d’état est recherché. Pour une stratégie à deux
niveaux de grilles, celui-ci est notéM 2 tandis que le niveau le plus grossier est notéM 1.

Un faible nombre d’itérations du solveur non-linéaire, noté ν1, est réalisé sur le
maillageM 2 durant la phase depré-relaxation. Le problème n’étant pas résolu à conver-
gence, un vecteur d’état non-convergé associé à un résidu enéquilibre est obtenu. Ce
résidu basse fréquence, si le solveur itératif utilisé possède de bonnes propriétés de lis-
sage, est réduit sur le maillage grossierM 1 où un problème auxiliaire est construit.

Sur ce maillage, le problème est calculé jusqu’à convergence parν0 itérations du sol-
veur non-linéaire. Cette étape multigrilles est appelérésolution grille grossière. Une fois
la solution calculée sur ce niveau, on en déduit la correction basse fréquence à apporter à
la solution non-convergée de niveau 2.

Cette correction est prolongée sur le maillage de niveau 2 etune fois le vecteur d’état
corrigé sur le niveau fin, un faible nombre d’itérations du solveur itératif, notéν2, est réa-

56



Stratégies multigrilles

lisé. Cette phase est appelée étape depost-relaxationet permet de réduire les perturbations
haute fréquence introduites durant la phase de prolongation.

La résolution du maillage grossierM 1 peut éventuellement être coûteuse. En effet, les
dimensions de ce maillage sont directement liées aux dimensions du problème de niveau
2 à résoudre. Aussi, si le maillage de niveau 1 présente un nombre important de degrés
de liberté, il peut lui-même être résolu par l’intermédiaire d’une stratégie multigrilles. La
résolution du maillage fin, désormais notéM k, est alors réalisée par appel récursif de
cycles multigrilles sur les maillageM k−1, M k−2, ...,M 2, M 1.

Selon la stratégie multigrilles, il est possible de modifierl’agencement des différentes
phases présentées ci-dessus. Une manière élégante de représenter graphiquement ces stra-
tégies et de mieux visualiser leur fonctionnement est proposée dans [VEN 00] et est re-
prise dans la suite de nos travaux. Un cercle simple représente un niveau multigrilles où
une phase de relaxation est réalisée. Les phases de restriction et de prolongation sont indi-
quées par des flèches entières. La figure 2.14 présente une schématisation d’une stratégie
multigrilles à 4 niveaux appelée V-cycle en raison de cette représentation.

FIG . 2.14:Représentation graphique d’un V-cycle à quatre niveaux

D’autres stratégies utilisant cette représentation seront présentées dans la suite de ce
mémoire (cf. figures 2.15, 3.9, 3.10, 3.11 et 3.12).

2.5.2 Schémas multigrilles en non-linéaire

Les méthodes multigrilles ont été utilisées pour résoudre de nombreux problèmes non-
linéaires de grande taille. Deux stratégies peuvent être adoptées. La première consiste à
utiliser un solveur multigrilles linéaire sur le problème linéarisé par une méthode, par
exemple, de Newton. La seconde approche propose d’utiliserdirectement un solveur non-
linéaire dans les phases de relaxation multigrilles. La différence entre ces deux méthodes
réside dans la permutation des itérations non-linéaires etdes itérations multigrilles.

2.5.2.1 Newton-Multigrilles

La première méthode a été introduite par Kacou en mécanique des structures
[KAC 93] pour traiter des problèmes de non-linéarités matérielles. Un solveur multigrilles
linéaire de type "Correction Scheme" (CS) est utilisé pour résoudre l’équation linéarisée
(2.43). Cette méthode est reprise dans [HAC 04] où une stratégie permettant d’améliorer
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le lissage pendant la phase de relaxation est proposée. Le principal désavantage de cette
méthode, dite "Newton-multigrid" (NMG), est l’introduction d’une boucle supplémen-
taire sur les niveaux de grilles au sein des itérations de Newton-Raphson. La performance
de ce schéma décroit avec l’augmentation de la déformation plastique.

On présente le Correction Scheme dans le cas général où l’équation sur le niveau le
plus fin est synthétisée sous la forme :

LkUk = Fk (2.61)

L’indice k fait référence à l’appartenance des quantités au maillage courantM k. Le
formalisme de présentation de la stratégie multigrilles est indépendant du solveur linéaire
utilisé pour les phases de relaxation (gradient conjugué, Jacobi, Gauss-Seidel, ...).

Un faible nombre d’itérationsν1 du solveur itératif linéaire conduit à une première ap-
proximationŨk de la solution pendant la phase de pré-relaxation. Cette solution contient
les composantes dont la longueur d’onde correspond aux dimensions caractéristiques du
maillageM k. Le résidu basse fréquence (au sens du maillageM k) R̃k est défini par :

R̃k = Fk−LkŨk (2.62)

La solution du problème discrétiséUk
ex vérifie l’équation (2.61). On peut donc écrire :

R̃k = LkUk
ex−LkŨk (2.63)

En utilisant la linéarité de l’opérateurL et en introduisant l’erreurvk on obtient :

R̃k = Lk
(

Uk
ex− Ũk

)

(2.64)

R̃k = Lkvk (2.65)

L’idée des méthodes multigrilles est de rechercher une approximation de cette erreur
basse fréquencevk sur une grille plus grossière indicée(k−1). Pour ce faire, l’équation
(2.65) est ré-écrite sur le maillage grossierM k−1 en utilisant les opérateurs de transfert
définis section 2.3. On cherche à résoudre sur le niveau(k−1) l’équation :

Lk−1vk−1 = Rk−1 (2.66)

avec : Rk−1 = I
k−1
k R̃k

Cette équation peut être résolue soit en utilisantγ cycles multigrilles sur les niveaux
sous-jacents, soit en utilisantν0 itérations du solveur linéaire.γ fixe le comportement
général de la stratégie multigrilles. La figure 2.12 présente la stratégie multigrilles dans le
cas oùγ = 1. L’utilisation deγ = 2 conduit à des W-cycles (cf. figure 2.15).

Quelque soit la stratégie de résolution retenue pour résoudre le problème sur le niveau
(k−1), une approximationvk−1 de l’erreur sur le niveau fin est donc calculée sur le niveau
grossier. Cette correction est apportée à la solution initialeŨk en utilisant l’opérateur de
prolongationIk

k−1 afin de former une solution corrigéēUk :
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FIG . 2.15:Représentation graphique d’un W-cycle

Ūk = Ũk + I
k
k−1vk−1 (2.67)

Ce terme correctif inclut les composantes basses fréquences de la solution qui ont été
calculées sur les niveaux sous-jacents et que la grille fine n’avait pas réduit. L’opération
de prolongation pouvant faire apparaître des erreurs de prolongation haute fréquence, on
réaliseν2 itérations du solveur itératif de manière à réduire cette erreur d’interpolation.

Un seul cycle multigrilles est généralement insuffisant pour calculer la solution. La
convergence est testée à la fin de chaque cycle en utilisant lanorme infinie du résidu en
équilibre linéarisé. Le plus gros de l’effort de calcul est réalisé sur les grilles sous-jacentes
et le nombre de V-cycles nécessaire afin de réduire le résidu est théoriquement constant
quelque soit la discrétisation du maillage le plus fin.

Dans le cas de l’utilisation du Correction Scheme avec un solveur itératif de type
gradient conjugué pré-conditionné,ν1 et ν2 sont généralement choisis entre 2 et 5. Le
travail total du cycle multigrilles, en termes d’opérations élémentaires, peut être exprimé
en fonction du travail d’une itération sur la grille la plus fine [VEN 00].

2.5.2.2 Full Approximation Scheme

La seconde méthode a été étendue en mécanique des structurespar Fish dans [FIS 95]
et constitue une alternative intéressante à la méthode présentée ci-dessus. Un schéma
multigrilles non-linéaire, appelé “Full Approximation Scheme” (FAS), est directement
utilisé pour résoudre le problème. Le solveur itératif utilisé est un solveur non-linéaire
de quasi-Newton de type BFGS. Dans le cadre de problèmes élastoplastiques de grande
taille largement plastifiés, les performances du FAS sont supérieures à celles du solveur
NMG.

L’équation résolue par le solveur multigrilles est directement l’équilibre non-linéaire
(1.59). La stratégie est similaire à l’approche présentée dans la section précédente dans le
sens où on cherche à approximer l’erreur en solution du niveau fin sur des niveaux plus
grossiers. Le FAS est présenté dans le cas général où l’équation sur le niveau le plus fin
ne dépend que d’une variable et est synthétisée sous la forme:

Lk
〈

Uk
〉

= Fk (2.68)
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La notation< • > marque la dépendance de l’opérateurL au vecteur d’état. Dans ce
cas, le passage de l’équation (2.63) à l’équation (2.65), qui utilise la linéarité de l’opéra-
teur de comportement, n’est plus possible. La phase de correction doit donc être modifiée.
Le résidu est défini de manière similaire à l’équation (2.62)par l’équation suivante :

R̃k = Fk−Lk
〈

Ũk
〉

(2.69)

Il est possible de faire de nouveau apparaître l’erreurvk en notant que :

Ũk = Uk
ex−vk et Fk = Lk

〈

Uk
ex

〉

(2.70)

L’équation (2.69) est alors exprimée comme :

R̃k = Lk
〈

Ũk +vk
〉

−Lk
〈

Ũk
〉

(2.71)

Les quantités primales et duales sont alors réduites sur le niveau(k−1) de manière
à construire un problème équivalent permettant de rechercher une approximation basse
fréquence de l’erreurvk sur le niveau sous-jacent et on note :

Rk−1 = I
k−1
k R̃k (2.72)

Uk−1 = I
k−1
k Ũk (2.73)

L’approximationvk−1 de l’erreur sur le niveauk est alors recherchée sous la forme :

Lk−1
〈

Uk−1+vk−1
〉

= Rk−1 +Lk−1
〈

Uk−1
〉

(2.74)

On définitŪk−1 la solution de l’équation (2.74). Comme précédemment, celle-ci peut
être déterminée indifféremment en utilisant une stratégiede résolution mono-grille ou
multigrilles sur le niveau(k−1) selon les dimensions caractéristiques du maillageM k−1.
L’approximation de l’erreur sur le niveau(k−1) est alors donnée par :

vk−1 = Ūk−1−Uk−1 (2.75)

= Ūk−1− I
k−1
k Ũk (2.76)

Cette correction est interpolée sur le niveau le plus fin de manière à corriger la solution
Ũk précalculée au début du cycle multigrilles :

Uk = Ũk + I
k
k−1vk−1 (2.77)

= Ũk + I
k
k−1

(

Ūk−1− I
k−1
k Ũk

)

(2.78)

Le FAS fonctionne aussi bien pour les problèmes linéaires que non-linéaires et est
utilisé dans la suite de nos travaux. Il nécessite la réduction des quantités primales et
duales ce qui rend les phases d’interpolation plus coûteuses que pour le solveur NMG.
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2.5.2.3 Etude comparative des deux méthodes

Un comparatif de ces deux stratégies dans le cas de général est présenté dans
[HEN 03]. La discrétisation spatiale est assurée par une méthode de différences finies
et les phases de relaxation du FAS sont réalisées par un solveur de Gauss-Seidel non-
linéaire. Les auteurs concluent que l’utilisation de l’uneou l’autre de ces deux stratégies
ne doit pas être systématique et dépend de la définition du problème sur les grilles gros-
sières et du coût d’inversion de la matrice Jacobienne.

La comparaison de l’efficacité de différentes stratégies multigrilles dans le cadre de
non-linéarités matérielles est réalisée dans [FIS 95]. Lesauteurs présentent les perfor-
mances comparées de trois algorithmes multigrilles : un Newton-Mulgrille (NMG), ainsi
que deux stratégies FAS utilisant respectivement un solveur de type gradient conjugué
(FAS-GC) ou Newton BFGS (FAS-BFGS). Ces algorithmes sont testés sur des problèmes
éléments finis bi-dimensionnels et tri-dimensionnels utilisant un modèle de comportement
élastoplastique bi-linéaire à écrouissage isotrope.

Le FAS-GC ne converge pas systématiquement lorsque la déformation plastique de-
vient trop importante. Les auteurs montrent que plus le nombre d’éléments plastifiés est
important, plus la stratégie FAS-BFGS converge rapidementcomparativement à la mé-
thode NMG. Pour cette dernière, le temps nécessaire à la résolution du système linéaire
devient rapidement prohibitif. L’occupation mémoire de ces trois stratégies est également
comparée et les auteurs montrent que les deux stratégies de type FAS nécessitent approxi-
mativement deux fois moins de mémoire pour effectuer le calcul que la stratégie NMG.

Il est possible de restreindre la définition des grilles les plus fines dans les zones où
la structure subit les phénomènes haute fréquence de manière à optimiser l’occupation
mémoire et réduire le coût numérique des phases de relaxations. On parle alors de multi-
grilles localisées (cf. section 3.2.2).

2.6 Synthèse

La première partie de ce chapitre, section 2.1, est dédiée à la mesure de l’erreur de
discrétisation en espace et en temps. Une liste non exhaustive de différents estimateurs est
présentée dans le cas linéaire et étendue à la mesure de l’erreur pour des comportements
non-linéaires.

Les différentes méthodes permettant d’adapter le maillagepour atteindre une précision
requise, à savoir les méthodes de décomposition de domaine et les méthodes adaptatives,
sont présentées par la suite (cf. section 2.2). Les premières permettent de gérer le pas de
temps et le pas de discrétisation de manière indépendante sur la structure. Elles sont na-
turellement parallélisables et permettent de réduire significativement le temps de calcul.
Néanmoins, elles nécessitent de bien connaître les phénomènes dans la structure en amont
du calcul afin de prédéfinir ces zones et leur efficacité dépenddonc fortement de l’ex-
périence du numéricien. Les secondes méthodes sont indépendantes de l’expérience de
l’utilisateur et permettent l’adaptation automatique du maillage selon les caractéristiques
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de la méthode de raffinement utilisée. Néanmoins, la construction de la carte d’erreur
peut parfois être coûteuse et un certain nombre d’étapes de remaillage peuvent être néces-
saires afin de converger vers le maillage optimal. Par ailleurs, l’implantation numérique
de certaines de ces stratégies est parfois difficile dans lescodes de calcul conventionnels.

Les opérateurs de changement d’échelle sont introduits section 2.3. Ils permettent de
transférer les quantités nodales ou les quantités aux points de Gauss d’un maillage à un
autre. En utilisant les dénominations multigrilles, les opérateurs de transfert d’un niveau
fin vers un niveau grossier sont appelés opérateurs de restriction. Les opérateurs inverses
sont appelés opérateurs de prolongation.

Les deux dernières parties de ce chapitre sont dédiées aux solveurs non-linéaires. Les
solveurs itératifs les plus couramment utilisés en mécanique, les solveurs de Newton et les
gradients conjugués, sont présentés section 2.4. Ceux-ci peuvent être intégrés à des straté-
gies multigrilles (cf. section 2.5) afin d’augmenter leur vitesse de convergence. Différents
maillages sont alors utilisés et l’effort de résolution estdécouplé de manière à réduire sur
chacun des maillages les composantes du résidu dont la longueur d’onde correspond aux
dimensions caractéristiques du maillage. L’adaptation deces stratégies multigrilles à la
modélisation des structures élastoplastiques en dynamique transitoire est présentée dans
le chapitre suivant.
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Chapitre 3

Stratégie de raffinement automatique

On présente le fonctionnement général de la stratégie de
raffinement automatique utilisée à chaque pas de temps dans
une première partie. Les outils numériques et la méthode de

transfert entre pas de temps sont ensuite détaillés. La dernière
section présente la structure de données et l’algorithme.
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3. Stratégie de raffinement automatique

3.1 Principe

On présente dans ce chapitre une nouvelle méthode permettant de maîtriser la préci-
sion des calculs éléments finis en dynamique non-linéaire. Cette stratégie s’appuie sur un
raffinement récursif des éléments finis en fonction de l’estimation de l’erreur de discréti-
sation sur la structure. Nous allons utiliser un indicateurd’erreur pour évaluer les zones où
la précision est insuffisante et raffiner le maillage si cetteprécision ne vérifie pas le seuil
prescrit par l’utilisateur. Notre stratégie s’apparente àune méthode s-adaptative [FIS 92]
à chaque pas de temps. Afin de traiter le transfert d’informations non-linéaires entre les
différents niveaux de maillage, une stratégie multigrilles est utilisée pour la résolution.

Les dénominations multigrilles sont utilisées afin de présenter la méthode : le maillage
initial, dit grossier, est appelé maillage (ou grille) de niveau 1. A chaque pas de temps,
des maillages locaux de plus en plus fins sont créés. Le maillage le plus fin au cours du
raffinement est alors celui d’indice le plus élevé. L’opération d’interpolation spatiale d’un
maillage grossier vers un maillage fin est appelée prolongation. L’opération inverse d’une
grille fine vers une grille grossière est appelée restriction. Les opérateurs de transfert
associés sont respectivement appelés opérateurs de prolongement et de restriction. Leur
construction est détaillée section 2.3.

La construction d’un maillage de niveauk est réalisée par sous découpage hiérarchique
(éventuellement partiel) des éléments du maillage de niveau (k−1). Afin d’expliquer au
mieux les phases de transfert entre niveaux, on introduit lanotion de filiation lors de ce
sous découpage. Les élémentsek

i de niveauk obtenus par sous découpage hiérarchique
d’un élémentek−1

j de niveau(k− 1) sont dits enfants de l’élémentek−1
j . Inversement,

l’élémentek−1
j est l’élément parent des élémentsek

i de niveauk. Les figures 3.1, 3.2 et 3.3
synthétisent cette notion.

La stratégie présentée dans ce mémoire permet de remettre encause le maillage à
chaque pas de temps. Aucune stratégie de déraffinement de maillage (souvent coûteuses
en terme CPU) n’est donc nécessaire. De plus, l’adaptation de maillage est ici réalisée
directement par le solveur. Les calculs effectués afin de déterminer la cartographie de
l’erreur sont directement utilisés par les maillages les plus fins au sein d’une stratégie
multigrilles afin de réduire au maximum le temps nécessaire àla convergence du calcul
sur chaque niveau.

Cette première section s’intéresse à la méthode de raffinement automatique en espace
appliquée à chaque pas de temps. La prise en compte de la discrétisation temporelle est
présentée section 3.2.6. L’indice relatif au pas de temps est donc omis dans un premier
temps afin de simplifier les notations.

3.1.1 Mesure de l’erreur

La bibliographie sur les estimateurs d’erreur présentée section 2.1 témoigne des nom-
breux travaux menés sur le sujet. Ici, afin d’estimer la qualité de la solution éléments
finis, l’erreur de discrétisation est mesurée à l’aide d’un indicateur d’erreur adapté à notre
stratégie et permettant d’obtenir une approximation de l’erreur à moindre coût.
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Les indicateurs d’erreur utilisés dans nos travaux sont construits en considérant les
propriétés de convergence de la méthode des éléments finis. Lorsque le problème est
régulier, plus le maillage est fin plus la solution discrétisé est proche de la solution exacte :

lim
h→0

‖Sex−Sh‖ = 0 (3.1)

Où Sex désigne la solution exacte du modèle, inconnue a priori, etSh la solution élé-
ments finis sur un maillage de dimension caractéristiqueh. Il est par ailleurs possible
d’évaluer l’erreur de discrétisation en déplacement par :

‖uh−uex‖ ≤Chα (3.2)

Où α est l’ordre de convergence du modèle discrétisé.C est une constante indépen-
dante des caractéristiques du maillage et uniquement définie en fonction des données du
problème lorsque les maillages sont suffisamment fins.

3.1.1.1 Principe de construction de l’indicateur d’erreur

Dans le cas de notre stratégie, le calcul est réalisé indépendamment sur deux maillages
hiérarchiques. Si le problème est régulier, il est donc possible d’estimer la qualité du
vecteur d’état sur un niveauk en comparant les solutions de niveauxk et (k− 1). De
manière à définir une erreur locale, cet estimateur est une norme permettant de comparer
la valeur du champ considéré sur un élément fini de niveau(k−1) et sur ses 2d enfants
de niveauk (avec d la dimension du problème).

Afin de réaliser la comparaison, des opérateurs de changement d’échelle sont néces-
saires pour travailler sur des quantités définies sur les mêmes supports. Les opérateurs de
transfert utilisés sont des opérateurs de restriction permettent d’établir la comparaison sur
le maillage grossier.

Enfin, de manière à obtenir un indicateur d’erreur relatif sur le domaine espace-temps,
la norme de cette comparaison est divisée par le maximum de laquantité considérée sur
l’ensemble de la structure et de l’intervalle de temps. Cette valeur est donnée par un pré-
calcul peu coûteux sur le niveau grossier.

On noteM k−1 le maillage de niveau(k−1) de dimension caractéristiqueh et M k le
maillage de niveauk de dimension caractéristiqueh/2. On suppose que les vecteurs d’état
S k−1 et S k sont connus sur ces deux maillages.

3.1.1.2 Indicateur d’erreur nodaux

Lorsque l’on souhaite construire un indicateur basé sur un champ nodal, la construc-
tion de l’indicateur d’erreur est immédiate par comparaison du champ aux noeuds coïnci-
dents des deux maillages. L’opérateur de restriction est alors un opérateur d’injection qui
permet de transférer le champ des noeuds du maillageM k sur ceux du maillageM k−1.

La construction de cet opérateur de restriction, notéI
k−1
k , est présentée section 2.3.1.

On rappelle que le niveau en indice est le niveau d’origine duchamp, et que le niveau en
exposant est le niveau sur lequel le champ est projeté.
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Un exemple d’un tel indicateur d’erreur est l’indicateur d’erreur en déplacement :

εU|ek−1
j

=

∥
∥
∥
∥

(

Uk−1− I
k−1
k Uk

)∣
∣
∣
ek−1

j

∥
∥
∥
∥

max[0;T] ‖U1(t)‖ (3.3)

La norme utilisée est :‖a‖ =
√

a.a. Cet indicateur est calculé indépendamment pour
chaque élementek−1

j de niveau(k−1).

3.1.1.3 Indicateur d’erreur aux points de Gauss

Pour les indicateurs d’erreur concernant des quantités définies aux points de Gauss,
la construction est similaire. On noteJ k−1

k , l’opérateur de restriction depuis les points de
Gauss du maillageM k sur les points de Gauss du maillageM k−1 (cf. section 2.3.2).

Si VM désigne l’opérateur de Von Mises appliqué à la contrainte éléments finis, il est
par exemple possible de définir un indicateur d’erreur en contraintes sous la forme :

εσ |ek−1
j

=

∥
∥
∥
∥

(

VM
(
σk−1

)
−VM

(

J k−1
k σk

))∣
∣
∣
ek−1

j

∥
∥
∥
∥

max[0;T]VM(σ1)(t)
(3.4)

Où la norme considérée est la norme infinie aux points de Gaussde l’élémentek−1
j .

Même si le formalisme d’écriture est globalement le même, letransfert des quantités aux
points de Gauss est plus lourd que l’injection des quantitésnodales. De tels indicateurs
sont donc plus coûteux en terme CPU.

3.1.1.4 Indicateur d’erreur sur les éléments

Ce dernier type d’indicateur d’erreur est utilisé lorsqu’une variable scalaire, généra-
lement calculée par intégration, est associée à chaque élément fini, comme par exemple
pour l’énergie (cf. section 3.1.1.5). Dans ce cas, l’indicateur d’erreur est calculé de ma-
nière directe en comparant, par exemple, la valeur de l’énergie sur un élément de niveau
(k−1) avec la somme des énergies sur chacun de ses éléments enfants.

On notea|ek−1
j

la valeur de la quantitéa de niveauk sur l’élémentek−1
j et a|∑ek

i
la

somme des valeurs de la quantitéa définie sur le niveau(k−1) sur les éléments enfants
ek

i de l’élément parentek−1
j .

L’indicateur d’erreur en énergie est alors directement donné par :

εE |ek−1
j

=

√∣
∣
∣

(

Ek−1
∣
∣
ek−1

j
− Ek

∣
∣
∑ek

i

)∣
∣
∣

max[0;T]

√

E1(t)
(3.5)

La racine carrée est utilisée afin de construire une norme.
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3.1.1.5 Récapitulatif des indicateurs présentés dans ce mémoire

La table 3.1 présente les six indicateurs d’erreur utilisésdans la suite de ces travaux.

TAB. 3.1:Différents type d’indicateurs d’erreur

Quantité controlée Indicateur d’erreur

Déplacement εU|ek−1
j

=

∥
∥
∥
∥

(

Uk−1− I
k−1
k Uk

)∣
∣
∣
ek−1

j

∥
∥
∥
∥

max[0;T] ‖U1(t)‖

Contrainte εσ |ek−1
j

=

∥
∥
∥
∥

(

VM
(
σk−1

)
−VM

(

J k−1
k σk

))∣
∣
∣
ek−1

j

∥
∥
∥
∥

max[0;T]VM(σ1)(t)

Travail plastique εWp

∣
∣
∣
ek−1

j

=

√∣
∣
∣
∣
W k−1

p

∣
∣
∣
ek−1

j

− W k
p

∣
∣
∑ek

i

∣
∣
∣
∣

max[0;T]

√

W 1
p(t)

Densité d’énergie εde|ek−1
j

=

√∥
∥
∥
∥

(

dek−1− J k−1
k dek

)∣
∣
∣
ek−1

j

∥
∥
∥
∥

max[0;T]

√

de1(t)

Incrément d’énergie εδE |ek−1
j

=

√∣
∣
∣

(

δEk−1
∣
∣
ek−1

j
− δEk

∣
∣
∑ek

i

)∣
∣
∣

max[0;T]

√

E1(t)

Energie totale εE |ek−1
j

=

√∣
∣
∣

(

Ek−1
∣
∣
ek−1

j
− Ek

∣
∣
∑ek

i

)∣
∣
∣

max[0;T]

√

E1(t)

Dans cette table,VM désigne l’opérateur de Von Mises appliqué à la contrainte élé-
ments finis ;de, E , Wp et δE désignent respectivement la densité d’énergie, l’énergie
totale de la structure, le travail plastique et l’incrémentd’énergie entre deux pas de temps.
Pour un modèle élasto-plastique écrouissable, ils sont définis par :

W k
p(tn)

∣
∣
∣
ek

j

= W k
p(tn−1)

∣
∣
∣
ek

j

+

Z tn

tn−1

Z

ek
j

Tr(σε̇p)dΩdt (3.6)

Ek(tn) = W k
int(tn)+W k

kin(tn) (3.7)
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W k
kin(tn)

∣
∣
∣
ek

j

=
1
2

U̇k(tn)
∣
∣
∣

T

ek
j

Mk U̇k(tn)
∣
∣
∣
ek

j

(3.8)

W k
int(tn)

∣
∣
∣
ek

j

= W k
int(tn−1)

∣
∣
∣
ek

j

+

Z tn

tn−1

Fi U̇
∣
∣
ek

j
dt (3.9)

δEk(tn) = Ek(tn)−Ek(tn−1) (3.10)

3.1.2 Sous découpage spatial

Les indicateurs d’erreur présentés précédemment servent àdéterminer les éléments
finis de niveauk où la précision est insuffisante. Ces éléments sont alors sous-découpés en
utilisant une stratégie de raffinement locale. On utilise ici un sous-découpage hiérarchique
s’appuyant sur les milieux des arêtes de l’élément à raffiner. Les éléments enfants créés
ont alors un facteur d’échelle de 2 vis-à-vis de l’élément parent.

Il est bien sûr possible de choisir un facteur d’échelle entre les dimensions caracté-
ristiques des maillages supérieur à deux. Néanmoins, on montre d’un point de vue mul-
tigrilles que le facteur 2 est optimal dans le sens où il réalise un bon compromis entre la
réduction de l’erreur par niveau multigrilles et le nombre de grilles. En effet, si un facteur
d’échelle plus important est choisi, le nombre de grille sera plus faible mais chaque grille
devra capturer un spectre de fréquence dans la solution pluslarge, rendant le nombre de
relaxations non-linéaires plus important sur chaque niveau.

Des opérations topologiques plus complexes peuvent être utilisées afin d’assurer la
qualité des éléments finis obtenus lors d’une phase de raffinement ou de déraffinement de
maillage [GEO 04], [FOU 08], [RAS 09]. Néanmoins, si les éléments du maillage initial
sont de suffisamment bonne qualité en termes de critère de forme, les éléments enfants
obtenus par cette stratégie hériteront de propriétés géométriques acceptables.

Pour une discrétisation unidimensionnelle, un noeud est créé au milieu de l’élément
fini à raffiner. L’élément fini parent est alors sous-découpé en deux éléments enfants de
même longueur (cf. figure 3.1).

FIG . 3.1:Raffinement hiérarchique uni-dimensionnel

Lorsqu’une modélisation bidimensionnelle est utilisée, les arrêtes de l’élément pa-
rent à raffiner sont subdivisés en deux arrêtes de même longueur et quatre éléments finis
enfants sont créés par subdivision (cf. figure 3.2). Dans le cas de quadrangles, il est néces-
saire de définir un point supplémentaire à l’intersection des médianes. Pour les éléments
triangulaires, les éléments finis enfants on les mêmes critères de forme que l’élément
parent (construction homothétique).

Enfin, pour des modèles tri-dimensionnels, chacune des faces est sous découpée en
utilisant la procédure de sous découpage bi-dimensionnelle. Pour l’élément tétraédrique,
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FIG . 3.2:Raffinement hiérarchique bi-dimensionnel

la formation des éléments enfants est immédiate en utilisant les arrêtes et les points
construits. Pour l’élément hexaédrique, le centre de gravité est utilisé comme dernier point
afin de former l’ensemble des arrêtes nécessaires au sous-découpage (cf. figure 3.3).

FIG . 3.3:Raffinement hiérarchique tri-dimensionnel

La notation∑ek
i utilisée section 3.1.1 synthétise donc la notation :

∑ek
i =

2d

∑
i=1

ek
i , avecd, la dimension du problème (3.11)
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3.1.3 Gestion des conditions limites

Afin d’assurer l’unicité de la solution sur chaque maillage de niveauk, des conditions
limites doivent être imposées sur l’ensemble de la frontière ∂M k. Pour des problèmes
globaux en espace, couvrant l’intégralité de la structure,ces conditions limites sont géné-
ralement définies de manière naturelle par la modélisation du problème.

Sur les frontières∂M k
F et∂M k

U du maillage de niveauk, qui désignent respectivement
les frontières du maillage jouxtant les bords∂ΩF et ∂ΩU de la structure (cf. figure 1.1),
sont imposées des conditions aux limites en effort et en déplacement. Ces deux frontières,
dans le cas de maillages couvrant l’intégralité de la surface, sont telles que :

∂M k
F ∪∂M k

U = ∂M k (3.12)

∂M k
F ∩∂M k

U = φ (3.13)

Lorsqu’un maillage est localisé en espace, des conditions aux limites supplémentaires
sont nécessaires car l’équation (3.12) n’est plus vérifiée.On définit alors∂M k

L comme la
partie complémentaire de la frontière du maillage :

∂M k
L = ∂M k \(∂M k

F ∪∂M k
U ) (3.14)

Sur cette frontière, des inconnues primales, duales ou mixtes (cf. section 2.2.1.1)
peuvent être imposées afin d’assurer la cohésion matériellede la structure sur la fron-
tière entre le maillage localisé et le maillage sous-jacent. Ici, des conditions primales de
type déplacement sont imposées sur la frontière∂M k

L .
Ces déplacements imposés sont issus du prolongement du déplacement depuis le ni-

veau sous jacentM k−1. Cette interpolation est réalisée en utilisant les fonctions de forme
des éléments finis (cf. section 2.3.1). Pour un niveau localisé, une nouvelle équation est
donc adjointe au problème discret à résoudre, et le vecteur d’état doit également vérifier :

Uk = Uk
l ∀X ∈ ∂ML (3.15)

avec :Uk
l = I

k
k−1Uk−1

∣
∣
∣
∂ML

Ces nouvelles conditions limites sont appliquées en utilisant la méthode des multi-
plicateurs de Lagrange et sont traitées de la même façon que les conditions limites en
déplacement sur la frontière∂MU . Néanmoins, ces conditions limites peuvent varier au
cours du calcul élément fini suivant l’état de la grille sous-jacente et doivent donc être
traitées avec précaution (cf. section 3.2.5.2).

3.1.4 Principe de raffinement de maillage

Cette section présente le fonctionnement général de la méthode à chaque pas de temps.
La mise en équation détaillée est présentée section 3.2.2. Les figures 3.4 à 3.7 illustrent
son comportement dans le cas bidimensionnel. La dimension temporelle du problème est
traitée dans la section 3.2.6.
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3.1.4.1 Initialisation

A chaque pas de temps, la stratégie est initialisée en calculant la solution non-linéaire
sur un maillage de niveau 1 notéM 1 défini par l’utilisateur. Ce maillage doit être suffi-
samment fin afin de permettre au raffinement automatique de s’initialiser correctement.
En effet, si ce premier maillage est trop grossier, l’erreurcalculée ne dépend plus uni-
quement des dimensions du maillage et l’indicateur d’erreur ainsi que le raffinement de
maillage peuvent en être perturbé.

Ce maillage est de dimension caractéristiqueh1 et possèden1 éléments. Le problème
de niveau 1 est défini de manière standard et des conditions limites en effort et en dépla-
cement sont imposées sur les frontière∂M 1

F et ∂M 1
U . Sur ce maillage, le calcul éléments

finis est réalisé de manière classique via un algorithme de résolution non-linéaire.
Le formalisme de l’indicateur d’erreur présenté section 3.1.1 nécessite la connaissance

de la solution sur deux maillages successifs. Aussi un second maillageM 2 global en
espace est nécessaire à l’initialisation de la procédure.

Ce maillage est construit par sous-découpage hiérarchiquedes éléments du maillage
de niveau 1 suivant les procédures de découpage décrites section 3.1.2 (cf. figure 3.4). Ce
nouveau maillage est de dimension caractéristiqueh2 = 0.5∗h1 et possèden2 = 2d ·n1

éléments (oùd la dimension du problème).

FIG . 3.4:Calcul des solutions sur les maillages de niveau 1 et 2

La solution convergéeS 1 du niveau 1 est interpolée sur ce nouveau maillage comme
approximation initiale du vecteur d’étatS 2. Cette approximation initiale contient l’en-
semble des composantes basse-fréquences calculés sur le niveau sous-jacent.

Le maillage de niveau 2 étant global en espace, la solution est de nouveau recherchée
en imposant des conditions limites naturelles sur les frontières∂M 2

F et∂M 2
U du maillage.

L’utilisation d’un solveur multigrilles global de type FAS(cf. section 2.5.2.2) permet
d’améliorer la vitesse de convergence sur ce niveau.

3.1.4.2 Carte d’erreur et séparation des maillages

Afin d’obtenir une estimation de la précision de la solution,un des indicateurs d’erreur
défini section 3.1.1 est utilisé et vient comparer les vecteurs d’état obtenus sur ces deux
maillages. Une carte d’erreur associée au maillage de niveau 1 est alors créée.
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La précision atteinte localement sur chacun des éléments est comparée à la précision
demandée par l’utilisateur au moment du lancement du calcul. Les éléments de niveau 2
où la précision du calcul est suffisante sont regroupés pour former le maillageM 2

∗ . Les
autres éléments sont assemblés afin de former le maillage complémentaireM 2

+.

FIG . 3.5:Principe de construction des maillagesM 2
+ et M 2

∗

La figure 3.5 illustre cette phase de séparation du maillageM 2. L’indicateur d’er-
reur issu de la comparaison des vecteurs solutionsS 1 et S 2 est associé aux éléments
du maillage de niveau 1. Les éléments du maillage de niveau 2 sont donc associés aux
maillagesM 2

+ et M 2
∗ en fonction de leur filiation aux éléments du maillage de niveau 1

et de la carte d’erreur sur ce niveau. Les éléments grisés représentent les éléments où la
précision requise n’est pas atteinte.

3.1.4.3 Création et résolution du niveau 3

Le maillage de niveau troisM 3 est créé en sous-découpant de manière hiérarchique
le maillageM 2

+ (cf. figure 3.6). Sur les frontières de ce maillage qui coïncident avec les
bords∂ΩU et ∂ΩF de la structure sont imposées des conditions limites naturelles.

Sur l’interface incompatible entre les maillagesM 2
∗ etM 3 sont appliquées des condi-

tions limites en déplacements permettant d’assurer la compatibilité cinématique à l’inter-
face. Ces conditions limites sont décrites section 3.1.3.

FIG . 3.6:Construction du niveau 3
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Sur ce maillage, un solveur multigrilles localisé, décrit en aval, est utilisé pour calculer
le vecteur d’étatS 3. La stratégie multigrilles va transférer les informationsnon-linéaires
de niveau 3 sur les niveaux sous-jacents et donc influencer lasolution sur le niveau 2. Il
est important de faire la distinction entre cette solution de niveau 2, prenant en compte les
informations calculées sur le niveau 3, et la solution calculée lors de l’initialisation.

En effet, la solution obtenue lors de cette étape de calcul décrit de manière la plus
précise possible, sur le niveau 2, les phénomènes observés sur le niveau 3. Si l’indicateur
d’erreur présenté section 3.1.1 est utilisé afin de comparerla solution de niveau 3 et cette
solution de niveau 2, l’erreur obtenue sera nulle. C’est donc la solution de niveau 2 cal-
culée lors de l’étape d’initialisation qui servira ultérieurement pour le calcul de l’erreur.
Il est donc nécessaire, une fois le calcul réalisé sur un niveau donné, de sauvegarder le
vecteur d’état avant de réaliser le calcul sur un niveau plusfin.

3.1.4.4 Appel récursif de la stratégie

L’explication de la stratégie de raffinement automatique est généralisée en supposant
connus deux maillages de niveau(k−1) et k. La figure 3.7 illustre le fonctionnement de
cette phase de notre stratégie. Les axes représentant l’espace ne sont pas représentés afin
d’alléger le diagramme de fonctionnement.

Sur chacun de ces deux maillages, on suppose que les vecteursd’état solutionsS k−1

et S k sont connus et sauvegardés. Le même indicateur d’erreur quecelui utilisé lors de
l’étape 2 est utilisé afin de comparer les solutions sur les maillagesM k−1

+ et M k.

Une cartographie de l’erreur sur le maillageM k−1
+ est alors obtenue. Selon la précision

requise par l’utilisateur, on détermine les éléments du maillageM k−1
+ où la précision est

insuffisante. On définit alors le maillageM k
+ comme l’ensemble des éléments de niveau

k couvrant les éléments du maillage recouvert de niveau(k−1) où la précision requise
n’est pas atteinte. La partie complémentaire du maillage deniveauk est notéeM k

∗ .
Le maillageM k+1 est construit par sous-découpage hiérarchique du maillageM k

+.
Sur la frontière de ce maillage sont définies des conditions limites naturelles si celui-ci
est situé près des bords∂ΩU et ∂ΩF de la structure. Sur la partie complémentaire de la
frontière∂M k du maillage sont appliquées des conditions limites adéquates permettant la
résolution ultérieure du niveau (cf. section 3.3.1.2).

Une fois le modèle complet de niveau(k+1) défini, le vecteur d’état solution sur ce
maillage peut être calculé par l’intermédiaire du solveur multigrilles non-linéaire localisé.
Cette stratégie de raffinement est appelée récursivement jusqu’a ce que le maillage le plus
fin vérifie la précision requise par l’utilisateur sur l’ensemble de ses éléments.

3.1.4.5 Assemblage du maillage final à l’instanttn

Une fois la précision requise atteinte sur le niveau le plus fin, il convient d’assembler
le maillage à l’instanttn pour permettre un post-traitement classique de la solution. On
noteM f le maillage le plus fin atteint au pas de temps considéré.
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FIG . 3.7:Schéma de principe de la stratégie multigrilles

Le maillage final à l’instanttn (multiniveaux) est construit par assemblage. Ce
maillage, notéM c, est la combinaison des parties non-recouvertes des maillages de
chaque niveau et du niveau le plus fin atteint (cf. figure 3.8) :

M c = M 2
∗ ∪M 3

∗ ∪· · ·∪M
f−1
∗ ∪M f (3.16)

Le vecteur d’état solution sur le maillage final est construit en utilisant la restriction
sur les maillages non-recouverts des vecteurs d’état sur chaque niveau. On noteS k

∗ la res-
triction sur le maillageM k

∗ du vecteur d’étatS k. Le vecteur d’étatS c, associé au maillage
M c est alors donné par :

S c = S 2
∗ ∪S 3

∗ ∪· · ·∪S
f−1
∗ ∪S

f
∗ (3.17)

La phase d’assemblage fait intervenir des interfaces incompatibles. Sur les frontières
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FIG . 3.8:Construction du maillage final à chaque instant

communes à deux niveaux, la continuité des vitesses et des accélérations n’est pas impo-
sée et les quantités nodales sont différentes. On utilise lasolution la plus fine localement
pour définir les quantités d’interface.

3.2 Mise en oeuvre

Cette section propose d’étudier, plus en détails, le fonctionnement et les finalités des
outils numériques utilisés afin de développer la stratégie de raffinement automatique pré-
sentée ci-dessus.

3.2.1 Stratégie Full MultiGrid

Les stratégies multigrilles non-linéaires présentées section 2.5 ne sont pas optimales
en terme d’initialisation. En effet, le premier calcul est réalisé sur le maillage le plus fin.
L’approximation initiale sur ce niveau peut alors être trèspauvre et nécessiter un nombre
important de cycles multigrilles et donc de phases de relaxation pour calculer la solution
à convergence. Le temps de calcul s’en trouve alors pénalisé.

C’est pourquoi il est souvent intéressant de réaliser un pré-calcul sur un niveau plus
grossier afin d’obtenir une meilleure approximation de la solution initiale sur le maillage
de niveau fin. A la suite de cette initialisation, les méthodes multigrilles classiques sont
utilisées pour calculer le problème à convergence.

En appliquant cette initialisation de manière récursive jusqu’au maillage de niveau
1, on obtient un schéma ascendant où le calcul démarre sur la grille la plus grossière et
termine sur la grille la plus fine. Un tel schéma est connu dansla littérature sous le nom
de "Full Multigrid" (FMG).

La figure 3.9 présente un exemple de cycle FMG à 4 grilles où 2 V-cycles sont utili-
sés pour initialiser la solution sur chacun des niveaux. Lesconventions de représentation
utilisées section 2.5 sont reprises ici. Les cercles simples représentent les niveaux où une
phase de relaxation est effectuée. Les doubles cercles représentent les niveaux où le vec-
teur solution à convergence est obtenu. Les nombresν0, ν1, ν2 etν3 = ν1+ν2 représentent
le nombre d’itérations réalisées à chaque phase de relaxation.

On noteJ l’opérateur d’interpolation du vecteur d’état complet. Les phases d’inter-
polation intégrées aux V-cycle restent inchangées vis-à-vis de celles présentées section
2.5 et sont indicésFASsur cette figure. La première interpolation sur un niveau (indicée
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FIG . 3.9:Diagramme de fonctionnement d’une stratégie FMG - 2 V-cycles par niveau

FMG) est utilisée afin d’initialiser la solution sur le niveau finet est généralement réali-
sée avec des opérateurs de prolongement d’ordre supérieur [VEN 00]. Dans notre cas, ces
deux opérations sont traitées d’une manière différente afind’assurer la stabilité de notre
solveur multigrilles (cf. section 3.2.3).

Lorsque les niveaux multigrilles sont globaux en espace, etdans le cas où un algo-
rithme multigrilles de type FAS est utilisé pour la résolution multiniveaux, la stratégie
FMG peut être décrite suivant la table 3.2 [VEN 00]. Le cycle FMG peut être vu comme
une simple modification de l’agencement des V-cycles dans lastratégie multigrilles non-
linéaire.

TAB. 3.2:Algorithme Full MultiGrid

Full Multigrid Niveaun

Si n > 1 :

- Full Multigrid Niveau(n−1)
- Interpolation FMG de la solution sur le niveau(n−1)

comme approximation initiale sur le niveau n
S n = Jn

n−1S n−1

- Calcul de la solution sur le niveaun jusqu’à conver-
gence en utilisant l’algorithme FAS

Si n = 1 :

- Calcul de la solution sur le niveaun jusqu’à conver-
gence en utilisantν0 itérations du solveur non-linéaire

Notre stratégie de raffinement automatique ressemble à cette stratégie multigrilles
dans le sens où le premier calcul à convergence est réalisé sur la grille la plus grossière.
Par la suite, des niveaux de plus en plus fins sont créés afin d’atteindre la précision requise
par l’utilisateur. La stratégie de résolution présentée par la suite s’apparente donc à une
stratégie FMG non-linéaire localisée.
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3.2.2 Stratégie multigrilles non-linéaire localisée

Lorsque les différentes grilles sont localisées les unes par rapport aux autres, les mé-
thodes multigrilles classiques présentées section 2.5 et 3.2.1 doivent être modifiées. On
propose ici un algorithme multigrilles dédié à la résolution d’équations non-linéaires et
permettant de tenir compte de l’utilisation de maillages defrontières différentes.

Des approches similaires ont déjà été envisagées et décrites dans la littérature
[VEN 00, GRA 03]. Une utilisation dans le cadre de stratégiesadaptatives pour des com-
portements élasto-plastiques est par ailleurs présentée dans [EKE 04] pour des simula-
tions quasi-statiques.

L’algorithme multigrilles localisé présenté dans cette section s’appuie sur la stratégie
multigrilles non-linéaire "Full Approximation Scheme". L’équation résolue ici est donc
directement l’équation d’équilibre discrétisée non linéaire (1.59). Une fois encore, cette
équation est synthétisée sur le niveauk sous la forme :

Lk
〈

S k
〉

= Fk (3.18)

On ne traite ici que la description du V-cycle en lui-même et on s’affranchit de l’ini-
tialisation FMG. En effet, seule la phase d’interpolation FMG pour initialiser le V-cycle
diffère de la description du FAS localisé.

Le traitement des mécanismes de plasticité requiert néanmoins une attention particu-
lière. La gestion des phénomènes irréversibles est présentée section 3.2.3.

3.2.2.1 Pré-relaxation

On se place dans le cadre général où la solution est recherchée sur un maillageM k.
Une première approximation du vecteur d’étatS k est éventuellement connue grâce à la
phase d’initialisation FMG. Cette première approximationde la solution contient dans ce
cas toutes les fréquences calculées sur les maillages de niveaux plus faibles.

Cette première approximation peut également avoir été calculée par l’intermédiaire
des V-cycles précédents. Le cas échéant, cette première approximation est construite en
fonction des prédicteurs du schéma d’intégration numérique en temps.

A l’instar du FAS présenté section 2.5.2.2, un faible nombred’itérations du solveur
non-linéaire est réalisé sur le niveauk. Une solutionS̃ k associée à un résidũRk est alors
obtenue. Il est de nouveau possible de faire apparaître l’erreurvk entre la solution exacte
du problème discrétiséS k et la solution courantẽS k :

R̃k
(

S̃ k
)

= Fk−Lk
〈

S̃ k
〉

= Lk
〈

S k
〉

−Lk
〈

S̃ k
〉

R̃k
(

S̃ k
)

= Lk
〈

S̃ k +vk
〉

−Lk
〈

S̃ k
〉

(3.19)
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3.2.2.2 Etape de restriction

Pendant la phase de restriction, la solution initiale sur leniveau grossier est construite
par assemblage de la restriction spatiale du vecteur solutionS k−1 sur la partie non recou-
verteM k−1

∗ du maillageM k−1 et de la restriction spatiale sur la partie recouverteM k−1
+

de la restriction du vecteur solutioñS k existant sur le maillageM k.
Si on noteΠk−1

∗ et Πk−1
+ les opérateurs de restriction spatiale d’un vecteur d’étatde

niveau(k− 1) sur les parties recouvertesM k−1
+ et non-recouvertesM k−1

∗ du maillage
de niveau(k− 1), l’approximation initialeŜ k−1 du vecteur d’état sur ce niveau après
restriction est donnée par :

Ŝ k−1 = Πk−1
∗ S k−1∪Πk−1

+ J
k−1
k S̃ k (3.20)

L’opérateurJk−1
k traduit ici l’opérateur de restriction permettant le passage complet

du vecteur d’état depuis le niveauk sur le niveau(k− 1). Il est introduit de manière à
synthétiser la phase de restriction. En pratique, l’opérateur I

k−1
k est utilisé pour chacune

des quantités nodales et l’opérateurJ k−1
k pour chacune des quantités définies aux points

de Gauss.
La restriction du vecteur d’état̃S k sur la partieM k−1

+ du maillageM k−1 permet
d’améliorer la qualité de la solution sur le niveau(k−1) complet. En effet, ce maillage
peut éventuellement être trop grossier pour détecter les non-linéarités calculées sur le
maillage le plus fin et l’influence de la non-linéarité sur le niveau k, transmise sur le
maillageM k−1

+ influence la solution sur le maillage non-recouvertM k−1
∗ .

3.2.2.3 Problème de référence sur le niveau(k−1)

Le problème équivalent sur le niveau(k−1) est construit de manière à rechercher une
approximation sur le niveau grossier de l’erreurvk présente sur le niveauk. Etant donné
que les grilles sont désormais localisées, l’équation (2.74) n’est plus utilisable directement
et la définition du second membre sur le niveau grossier est désormais réalisée en utilisant
l’approximation initiale sur le niveau(k−1) donnée par l’équation (3.20) et la restriction
du résidu de niveauk :

Fk−1 = Lk−1
〈

Ŝ k−1
〉

+ R̂k−1 (3.21)

avec :R̂k−1 = I
k−1
k R̃k

(

S̃ k
)

Cette construction du problème grossier ne prend pas en compte le résidu associé au
vecteur d’étatS k−1. Le calcul ayant précédemment été réalisé à convergence, onsuppose
ce résidu négligeable devant la restriction du résidu associé à l’erreurvk.

En utilisant des V-cycles successifs ou un solveur non-linéaire classique, la résolution
sur la grille grossière de ce problème équivalent permet d’obtenir une solution corrigée
S̃ k−1. L’approximationvk−1 de l’erreurvk sur le niveau(k−1) est alors donnée par :

vk−1 = S̃ k−1− Ŝ k−1 (3.22)
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3.2.2.4 Phase de prolongation de la correction

Durant la phase de prolongation, seule la composante de l’erreur sur le maillageM k−1
+

est prolongée sur le niveauk pour améliorer la qualité de la solution. Sur la partie complé-
mentaireM k−1

∗ cette erreur correspond à une correction permettant de prendre en compte
l’influence du maillage fin sur la partie non recouverte de niveau(k−1).

Pour synthétiser cette phase de prolongation, on noteJk
k−1+ l’opérateur de prolonga-

tion d’un vecteur d’état depuis le maillageM k−1
+ sur le maillageM k. L’approximation de

l’erreur sur le niveauk est alors donnée par :

vk = J
k
k−1+Πk−1

+

(

S̃ k−1− Ŝ k−1
)

(3.23)

Cette prolongation permet de corriger la solutionS̃ k et de lui apporter des informations
basses fréquences difficilement calculables sur le maillage fin lui-même. Cette phase peut
être synthétisée sous la forme :

S k = S̃ k +vk (3.24)

Lorsque des mécanismes irréversibles sont modélisés, cette phase de prolongement
de la correction est traitée différement de manière à assurer l’admissibilité matérielle du
vecteur d’état corrigé (cf. section 3.2.3.1).

3.2.3 Gestion des phénomènes irréversibles

En pratique, la phase de prolongation depuis un niveau grossier sur un niveau fin
ne peut être traitée de manière directe par les équations multigrilles présentées jusqu’ici
lorsque des déformations plastiques apparaissent. En effet, les opérateurs d’interpolation
sont connus pour introduire des erreurs numériques haute-fréquence dans la solution.

Aussi, lorsque la correction projetée depuis le niveau sous-jacent contient une com-
posante irréversible, comme c’est le cas pour les déformations plastiques, l’utilisation
directe de l’opérateur risque d’introduire une erreur haute-fréquence que le solveur ne
pourra corriger par la suite.

Il est donc nécessaire de définir un opération de prolongation adéquate permettant
d’obtenir un vecteur d’état admissible. Cette étape n’est pas réalisée strictement parlant
par un opérateur et utilise l’ensemble du système d’équations.

3.2.3.1 Prolongation FAS

On cherche ici à définir l’opération de prolongation au sein de la stratégie FAS. Celle-
ci est vouée à remplacer l’opérateurJFAS représenté sur la figure 3.9. Pendant cette phase
de prolongation, la solutioñS k calculée lors de la précédente étape sur le niveauk doit
être corrigée en fonction des vecteurs d’étatS̃ k−1 et Ŝ k−1 calculés sur le niveau(k−1).

Afin d’éviter l’apparition d’erreurs irréversibles, seul le déplacement est interpolé de-
puis la grille grossière sur la grille fine en utilisant l’opérateurIk

k−1+
depuis la partie
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recouverte du maillage de niveau(k−1) sur le maillage de niveauk. On noteΠk−1
+ l’opé-

rateur de restriction spatiale du maillageM k−1 sur le maillageM k−1
+ :

Uk = Ũk + I
k
k−1+Πk−1

+

(

Ũk−1− Ûk−1
)

(3.25)

La correction cinématique du reste du vecteur d’étatS k est réalisée en utilisant les
prédicteurs du schéma de Newmark, connus sur ce niveau :

Ük =
1

β∆t2

(

Uk−p Uk
)

(3.26)

U̇k = pU̇k + γ∆tÜk (3.27)

Le prolongement des champs non-linéaires (contraintes et variables internes) est réa-
lisé en utilisant l’algorithme d’intégration de la loi de comportement depuis le dernier
état matériellement admissible connu sur le maillage de niveauk. Au sein du V-cycle, il
existe systématiquement des informations non-linéaires matériellement admissibles cal-
culées lors des phases de pré-relaxation. Soient ˜σk et ν̃i

k les contraintes et les variables
internes extraites du vecteur d’étatS̃k calculé lors de la phase de prérelaxation. La mise à
jour des quantités non-linéaires est alors donné par :

(

σk,νi
k
)

= ILC
((

Uk− Ũk
)

, σ̃k, ν̃i
k
)

(3.28)

Où ILC représente l’algorithme d’intégration de la relation de comportement.

3.2.3.2 Prolongation FMG

L’indice n, relatif au temps et omis précédemment, est réintroduit dans cette section
pour permettre la description de cette phase de prolongation. On se place ici à l’instant
tn+1, l’instanttn étant connu.

On s’intéresse à la prolongation du vecteur d’état depuis lemaillage recouvert de
niveau(k−1) sur le niveauk servant à initialiser la solution sur le maillageM k à l’instant
tn+1. Cette opération remplace l’opérateurJFMG présenté sur la figure 3.9.

Lors de cette initialisation, aucune information n’est disponible sur le niveauk à l’ins-
tanttn+1. L’état thermodynamique de la structure est donc actualiséen fonction des don-
nées de l’instant précédent. Le fonctionnement de cette opération de prolongement est très
similaire à celle présentée section 3.2.3.1. Dans un premier temps, seul le déplacement est
prolongé depuis la partie recouverte du maillage sous jacent M k−1

+ :

Uk = I
k
k−1+Πk−1

+ Uk−1 (3.29)

Les prédicteurs sont supposés connus sur ce niveau. Pour plus de détails quant à leur
construction, on pourra se reporter à la section 3.2.6. Le calcul des vitesses et des accélé-
rations est réalisé en utilisant les équations (3.26) et (3.27) du schéma de Newmark.
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Les variables internes et les contraintes sont actualiséespar un algorithme de re-
tour radial sur le seuil en utilisant la projection de l’étatthermodynamique de l’instant
tn sur le maillage courant comme état initial. On noteUk

n, σk
n et νi

k
n, les déplacements, les

contraintes et les variables internes prolongées depuis lemaillageM c de l’instanttn.
Si Ik

M c(tn)
représente l’opérateur de transfert en espace et en temps des quantités no-

dales depuis le maillageM c(tn) sur le maillageM k(tn+1), et siJ k
M c(tn)

décrit l’opérateur
de transfert des quantités aux points de Gauss, ceux-ci sontdonnés par les équations :

Uk
n = I

k
M c(tn)

Uc(tn) (3.30)

σk
n = J k

M c(tn)
σc(tn) (3.31)

νi
k
n = J k

M c(tn)
νi

c(tn) (3.32)

Où les quantitésUc(tn), σc(tn), νi
c(tn) sont celles existantes sur le maillage convergé

M c à l’instanttn. Les champs non-linéaires initiaux à l’instanttn+1 sont alors donnés par :
(

σk
n+1,νi

k
n+1

)

= ILC
((

Uk
n+1−Uk

n

)

,σk
n,νi

k
n

)

(3.33)

3.2.3.3 Illustration de la stratégie

La figure 3.10 illustre le fonctionnement de notre stratégie. Le diagramme de fonc-
tionnement s’apparente au diagramme de fonctionnement du FMG présenté figure 3.9.

FIG . 3.10: Diagramme de fonctionnement de la stratégie multigrilles localisée non-
linéaire

A l’instant tn, les maillages non-recouverts sont assemblés afin de formerle maillage
final M c représenté par le cercle à trois traits. Si le niveau maximumatteint correspond à
une grille de niveau 6, ce maillage est construit en utilisant les 5 niveaux les plus fins.
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Un niveau global en espace est représenté par un cercle continu. A contrario, un niveau
local est représenté par un cercle discontinu. Un double cercle, continu ou discontinu,
représente un niveau où le calcul est convergé (on suppose sur ce diagramme que deux
V-cycles sont nécessaires au calcul de la solution sur les différents niveaux). Le nombre
d’itérations réalisées sur chaque niveau n’est pas représenté pour alléger le diagramme.
On pourra se référer à la figure 3.9 pour plus de détails.

Les phases de transfert sont illustrées sur la figure par des flèches. Les flèches pleines
représentent le transfert de quantités cinématiques (transfert du déplacement lors des
phases de prolongation et transfert supplémentaire des vitesses et accélerations lors des
phases de restriction). Les flèches en pointillés représentent une phase de transfert (lors
des restrictions) ou d’actualisation des variables élastoplastiques (dans les autres cas).

Dans la suite de ce mémoire, on notera NL-L-FMG notre stratégie pour "Non-Linear
Localized Full MultiGrid".

3.2.4 Alternatives multigrilles

La stratégie multigrilles présentée s’appuie sur des phases de transfert particulières
et des grilles élastoplastiques de raffinement différents.On présente dans cette section
quelques alternatives envisagées pour construire la méthode de raffinement automatique.

3.2.4.1 Alternative aux phases de transfert multigrilles

Durant les phases de restriction et de prolongation, le choix des opérations de trans-
ferts entre grilles et leur agencement influence la stabilité et la vitesse de convergence
de notre solveur multigrilles ainsi que la qualité de la solution calculée à chaque pas de
temps. Durant nos travaux, deux alternatives ont principalement été envisagées.

Une première méthode consiste à utiliser le "Full Approximation Scheme" de ma-
nière directe et à transférer le vecteur d’état complet lorsdes phases de prolongement et
de restriction. Cela revient à utiliser directement l’algorithme présenté section 3.2.2. En
adoptant les conventions de représentation utilisées section 3.2.3.3, la stratégie peut être
illustrée suivant la figure 3.11.

Dans ce cas, la vitesse de convergence du solveur est maximale mais des problèmes
liés au caractère irréversible des déformations peuvent apparaître. En effet, si le prolon-
gement de la correction en variables internes induit une plasticité trop importante sur
l’échelle fine, l’algorithme multigrilles développé ne pourra rétablir l’équilibre de la struc-
ture et le solveur ne convergera pas plus avant. Inadaptée à notre problème de part les
phénomènes élasto-plastiques, cette stratégie peut néanmoins être envisagée dans le cas
de comportement non-linéaires réversibles telles que l’élasticité non-linéaire.

La seconde alternative consiste à laisser les variables internes et les contraintes indé-
pendantes sur chaque niveau (cf. figure 3.12). Dans ce cas, seules les variables cinéma-
tiques sont réduites lors de la phase de restriction. Les contraintes et les variables internes
sont mises à jour en utilisant l’algorithme de retour radialsur le seuil en considérant la
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FIG . 3.11:Première alternative à notre stratégie

correction en déplacement comme incrément de déplacement.La vitesse de convergence
est alors plus faible (cf. section 4.4.1).

FIG . 3.12:Seconde alternative à notre stratégie

En effet, lorsque les informations non-linéaires ne sont pas transmises l’état élasto-
plastique sur chaque grille peut être différent de l’état élastoplastique décrit sur la grille
la plus fine (cf. section 3.2.5.1). Dans ce cas, la correctionapportée est faible et peut
même, dans des cas extrêmes, limiter la vitesse de convergence du solveur itératif. De
plus, lorsque des grilles localisées sont utilisées, une telle stratégie ne permet pas de mettre
à jour l’état thermodynamique des niveaux grossiers non-recouverts et l’état élastoplas-
tique multiniveaux ne correspond donc plus à la solution calculée en utilisant un maillage
uniforme de niveau fin.

83



3. Stratégie de raffinement automatique

3.2.4.2 Alternative aux modèles associés aux grilles grossières recouvertes

Lorsqu’un maillage multigrilles est recouvert, le modèle numérique utilisé est dédié à
l’amélioration de la convergence sur le niveau le plus fin. Ces modèles ne doivent donc pas
nécessairement permettre de décrire le comportement réel du matériau ou de la structure
et ces niveaux ne sont aucunement utilisés lors du post-traitement des résultats.

Aussi, la question de la représentativité des modèles sur les grilles recouvertes est
pertinente. On montre que pour des écoulements plastiques localisés, le fait d’adopter
un comportement élastique sur les niveaux sous-jacents permet d’obtenir une vitesse de
convergence équivalente à celle obtenue avec des modèles élasto-plastiques [RAN 08]. Or
le fait de décrire le comportement sur les niveaux sous-jacents en utilisant des modèles à
variables internes augmente l’occupation mémoire et le coût des phases de transfert mul-
tigrilles. A contrario, si la structure est plus largement plastifiée, l’utilisation d’un com-
portement élastique sur les niveaux grossiers ne permet pasde décrire la phénoménologie
du comportement plastique et le gain de vitesse de convergence devient négligeable.

Il peut alors être utile, en fonction du comportement d’un groupe élémentaire d’élé-
ments enfants (ie, ne dépendant que d’un seul parent), de chercher à construire le modèle
le plus pertinent sur le niveau grossier. Il est possible, par exemple, d’utiliser les modèles
rhéologiques (cf. figure 3.13(a)) ou les méthodes d’homogénéisation de Hill-Mandel (cf.
figure 3.13(b)) afin de décrire un comportement équivalent sur la grille grossière.

(a) Modèle rhéologique d’un groupe de 4 éléments
élasto-plastiques

(b) VER pour
l’homogénéisation

de Hill-Mandel

FIG . 3.13:Modèles d’homogénéisation élémentaire de 4 cellules

Pour les méthodes d’homogénéisation, on suppose en généralque les champs fluctuent
faiblement et que les échelles macroscopique et microscopique sont découplées. La condi-
tion de macrohomogénéité de Hill-Mandel, qui traduit l’égalité des travaux microsco-
piques et macroscopiques, permet alors de définir des modèles de matériau équivalents.
Dans le cas de notre étude, les dimensions des phénomènes plastiques sont du même ordre
de grandeur que les dimensions du "Volume Elementaire Représentatif" (VER) utilisé
pour définir ce comportement équivalent. Aussi, l’hypothèse de séparabilité des échelles
n’est plus vérifiée et cette technique ne permet pas de définirun modèle de comportement
permettant d’améliorer de manière significative la vitessede convergence comparative-
ment au schéma multigrilles élastoplastique. De plus, la construction du modèle sur la
grille grossière est alors une opération relativement sophistiquée dont le temps de calcul
intervient fortement dans le temps de calcul global de notrestratégie.
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L’utilisation des modèles rhéologique s’avère quant à elletrop simpliste pour définir
un comportement équivalent sur les grilles grossières. Il est entre autre difficile, par ce
biais, de calculer la raideur en cisaillement de notre modèle. Même si ces méthodes per-
mettent de définir des modèles équivalents à moindre coût surles grilles grossières , ils
sont donc peu adaptés à notre problématique et restent d’un intérêt limité comparative-
ment au modèle purement élastique.

Par ailleurs, dans le cas de multigrilles localisées, il convient de prendre en compte le
fait que les maillages non-recouverts doivent porter l’information précise de l’état élasto-
plastique. Les modèles sur les grilles recouvertes, qui sont destinés à améliorer la conver-
gence sur les grilles les plus fines, doivent dans ce cas également permettre de rendre
compte précisement des informations calculés sur le niveaule plus fin. Or, si les mé-
thodes d’homogénéisation permettent de décrire convenablement l’état énergétique du
niveau fin, elles ne permettent pas de décrire correctement la déformation de la structure.
L’utilisation de ces modèles surcontraint donc le maillagenon-recouvert et tend à écarter
la solution multi-niveaux de la solution de référence.

Aussi, même si elles sont plus coûteuses, les méthodes multigrilles construites en uti-
lisant des modèles élastoplastiques sur les maillages recouverts restent plus performantes.
En effet, elles offrent le meilleur compromis entre la qualité de la solution éléments fi-
nis et le temps de calcul. Sur les niveaux recouverts, elles décrivent de manière optimale
le processus de capture des composantes basses fréquences et constituent dans la partie
non-recouverte le support de la solution sur les zones non-raffinées.

3.2.5 Influence des phases d’interpolation

Cette section propose de découvrir, plus en détail, le comportement de la stratégie
multigrilles. On y présente le couplage entre les différentes échelles de calcul et les fina-
lités du transfert de la solution du niveau fin sur les grillesgrossières.

3.2.5.1 Influence du comportement du niveau fin sur les niveaux grossiers

Afin d’illustrer numériquement l’influence des phases de restriction multigrilles sur la
qualité de la solution sur les niveaux grossiers, on s’intéresse à l’exemple d’une plaque
trouée (présenté en détail figure 4.3) discrétisée en utilisant des quadrangles. Le niveau le
plus fin sur lequel la solution est recherchée possède 1024 éléments. On adopte la stratégie
multigrilles présentée ci-dessus en imposant des maillages globaux en espace. La stratégie
multigrilles est construite sur 4 niveaux. Le maillage le plus grossier possède 16 éléments.

La figure 3.14 présente la déformation plastique sur le maillage le plus grossier lorsque
le front d’onde arrive dans la partie inférieure du quart de plaque. Sur la figure de gauche
est tracée la déformation plastique calculée de manière classique pour le maillage de
niveau 1. Elle correspond donc à la phase de calcul réalisée en entrée du cycle NL-L-
FMG. La seconde figure représente la déformation plastique une fois le calcul de niveau
4 réalisé (niveau 1 recouvert par les trois niveaux de raffinement supérieur).
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(a) Déformation plastique sur le niveau
1 initial

(b) Déformation plastique sur le
niveau 1 final

FIG . 3.14: Comparaison des solutions sur le niveau 1 en fonction de l’étape mutigrille
considérée

Initialement seul 3 éléments subissent une déformation plastique. Or, sur le niveau le
plus fin, la plasticité est diffusée sur l’ensemble de la section inférieure du quart de plaque.
C’est ce que traduit la déformation plastique sur le niveau 1une fois le calcul sur le niveau
le plus fin réalisé : deux éléments supplémentaires voient une déformation plastique.

Qui plus est, l’échelle de déformation est fondamentalement différente, avec une va-
riation de la déformation plastique maximum de l’ordre de 100. Cette phase de transfert
contribue donc à la prise en compte sur l’échelle grossière de l’état thermodynamique
calculé sur le niveau le plus fin et va permettre à la grille grossière de contribuer au mieux
à la convergence de la solution sur les niveau de raffinement supérieur.

Lorsque des grilles localisées sont utilisées, on distingue sur le niveau 1 la partie re-
couverte du maillage, notéeM 1

+ et la partie non-recouverte, notéeM 1
∗ . Le fait d’améliorer

la description de la solution sur le maillageM 1
+ va permettre de rendre compte des phé-

nomènes calculés sur l’échelle fine et va donc améliorer également la description de la
solution sur le maillageM 1

∗ .

3.2.5.2 Actualisation des conditions limites

Lorsqu’un maillage de niveauk est localisé, le calcul sur ce niveau est effectué en
considérant sur la frontière∂M k

L des conditions limites faisant intervenir l’interpolation
des déplacements calculés sur le niveau(k−1) suivant l’équation (3.15).

Or la solution sur le niveau(k−1) perçoit des informations non-linéaires différentes
suivant l’itération multigrilles considéré. Le fait de réaliser le calcul sur le niveauk va en
effet modifier l’état élastoplastique sur le niveau(k−1). Les conditions aux limites sur le
niveauk sont donc intimement liées au vecteur d’état calculé sur ce même niveau et sont
modifiées une fois le calcul de niveauk réalisé. Cette dépendance réciproque des condi-
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tions limites et de l’état thermodynamique sur le maillageM k nécessite de mettre à jour
les conditions limites sur les niveaux localisés au sein même de la stratégie multigrilles.

De fait, la stratégie multigrilles développée permet de prendre naturellement en
compte se couplage entre le calcul de la solution et la mise à jour des conditions limites.
A chaque phase de restriction, l’état sur le niveau(k− 1) est actualisé afin de rendre
compte des non-linéarités calculées sur l’échelle fine. Durant la phase de prolongement,
les conditions limites sont systématiquement réactualisées sur les bords de liaison∂M k

L
du maillage au moment de la phase de correction de la solution.

Cette actualisation permet de préserver la compatibilité des déplacements à l’interface
et de calculer la solution sur le niveau le plus fin le plus précisément possible.

3.2.5.3 Modification de la carte d’erreur

Lorsque l’état élastoplastique de la structure est mis à jour sur un niveau recouvert,
l’état de la structure complète est modifié. Cette phase de restriction n’est donc pas sans
influence sur la cartographie de l’erreur calculée précédemment sur le niveau considéré.

Théoriquement, afin d’assurer que le maillage de niveauk non recouvert continue de
vérifier la précision requise par l’utilisateur, il faudrait donc contrôler que cette modifica-
tion de la carte d’erreur n’altère pas la définition des maillagesM k

+ et M k
∗ et, si besoin

est, redéfinir ces maillages à chaque fois qu’un calcul de niveau supérieur est réalisé.
Dans notre stratégie, la localisation n’est pas remise en question au cours de la création

des niveaux fins de manière à minimiser l’effort de calcul. Eneffet, le fait de recalculer
l’erreur à chaque création de maillage pourrait rendre le temps de calcul de l’erreur coû-
teux comparativement au temps passé dans le solveur et les opérations multigrilles.

Qui plus est, le solveur de Newton est un solveur global en espace et l’introduction
d’un nouvel élément où le résidu n’est pas convergé nécessiterait de réaliser le calcul sur
l’intégralité du maillage. L’utilisation d’un solveur local, possédant de bonnes propriétés
de lissage, pourrait permettre d’améliorer les capacités adaptatives de l’algorithme. Quoi
qu’il en soit, il faut aussi prendre garde à obtenir un bon compromis entre temps de cal-
cul et réduction de l’erreur. En effet, l’adaptation continue du maillage pourrait induire
dans tous les cas une augmentation non négligeable du coût dela stratégie de raffinement
automatique comparativement au temps nécessaire pour calculer la solution.

En pratique, sur les exemples numériques présentés section4, on note que cette remise
en question du maillage n’est pas nécessaire lorsque le maillage le plus grossier est suf-
fisamment fin et que la précision requise est importante. Dansce cas, la cartographie de
l’erreur reste globalement du même ordre de grandeur au cours du raffinement de maillage
et l’erreur atteinte s’écarte peu de la précision requise par l’utilisateur.

3.2.6 Transfert entre piquets de temps

Lors du passage d’un piquet de tempstn au piquet de tempstn+1, il est nécessaire
de construire les prédicteurs du schéma de Newmark associésau maillageM k sur le
piquet de temps couranttn+1 en fonction des quantités sur le maillage convergéM c de
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l’instant précédenttn. De plus, afin d’initialiser l’état thermodynamique sur le niveauk,
les contraintes et les variables internes sur le maillage convergé de l’instanttn doivent être
transférées sur le maillage courant à l’instanttn+1 (cf. section 3.2.3.2).

La projection de l’ensemble du vecteur d’étatS c à l’instant tn est donc nécessaire
au calcul de la solutionS k sur le maillage de niveauk à l’instant tn+1. Cette opération
requiert la définition d’un opérateur de projection éventuellement encombrant dans le cas
où la solution à l’instanttn est construite en utilisant un grand nombre de degrés de liberté.

La figure 3.15 illustre la problématique de transfert entre deux piquets de temps. L’ins-
tant tn possède 5 niveaux et l’instanttn+1 possède 6 niveaux. Le maillage de niveau 1,
totalement recouvert par le maillage de niveau 2 n’est pas représenté sur cette figure.

FIG . 3.15:Illustration de la phase de transfert entre pas de temps

Afin de minimiser le coût des phases de transfert entre les maillages de deux piquets de
temps successifs, l’opération d’interpolation entre les instantstn et tn+1 est construite de
telle sorte qu’aucune opération de restriction ne soit effectuée. On noteijΠ

tn+1
tn l’opérateur

de restriction spatiale du maillage de niveauj à l’instanttn sur la partie coïncidente du
maillage de niveaui à l’instanttn+1. Cet opérateur est utilisé à la fois pour les quantités
nodales et pour les quantités définies aux points de Gauss.

Maillages de niveau 1 et 2

La construction des prédicteurs sur les maillages de niveau1 et 2 à l’instanttn+1 uti-
lise les quantités cinématiques calculées sur les maillages de niveau 1 et 2 à l’instanttn.
Etant donné que ces deux niveaux sont globaux en espace, cette phase de prolongement
temporel est réalisée de manière directe sans nécessiter d’opérateur de projection spatiale.
Les équations (1.67) et (1.68) sont donc directement appliquées en considérant les quan-
tités de niveau 1 et 2 indépendamment. Les champs non-linéaires à l’instanttn+1 sur les
niveaux 1 et 2 sont quant à eux initialisés avec la valeur des champs non-linéaires à l’ins-
tant tn. Il est important de noter que ces deux maillages sont porteurs des informations
calculées sur le niveau le plus fin grâce à la stratégie multigrilles utilisée à l’instanttn.

Le maillage à l’instant tn+1 est recouvert par le maillage à l’instanttn

Le maillage de niveau 3 à l’instanttn+1 étant intégralement couvert par le maillage
de niveau 3 à l’instanttn, la construction des prédicteurs sur le niveau est trivialeet est
donnée par :
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pU3
n = 3

3Πtn+1
tn

(
U3

n+∆tU̇3
n+(0.5−β)∆t2Ü3

n

)
(3.34)

pV3
n = 3

3Πtn+1
tn

(
U̇3

n+(1− γ)∆tÜ3
n

)
(3.35)

Les champs non linéaires sont quant à eux donnés par :

σ3
n+1 = 3

3Πtn+1
tn σ3

n (3.36)

νi
3
n+1 = 3

3Πtn+1
tn νi

3
n (3.37)

Le maillage à l’instant tn+1 est partiellement recouvert par le maillage à l’instanttn

Pour le maillage de niveau 4, la situation est légèrement plus complexe. Etant donné
que tous les éléments du maillageM 4(tn+1) n’existent pas à l’instanttn, le prédicteur
est construit par assemblage en utilisant les informationsdes niveau sous-jacents. Soient
pU3

n, pV3
n, pU4

n et pV4
n les prédicteurs du schéma de Newmark à l’instanttn+1 définis sur

les maillagesM 3(tn) et M 4(tn). La définition des prédicteurs du schéma sur le maillage
M 3(tn+1) est donné par :

pU4
n

∣
∣
M 4(tn+1)

=4
3 Πtn+1

tn I
4
3

pU3
n +4

4 Πtn+1
tn

pU4
n (3.38)

pV4
n

∣
∣
M 4(tn+1)

=4
3 Πtn+1

tn I
4
3

pV3
n +4

4 Πtn+1
tn

pV4
n (3.39)

Où I4
3 représente ici l’opérateur de prolongement du maillageM 3 à l’instanttn sur la

partie coïncidente du maillageM 4 à l’instanttn+1. Les variables non-linéaires initiales
sur le niveau 4 à l’instanttn+1 sont quant à elles construites de manière similaire en as-
semblant les contributions des maillages de niveau 3 et 4 à l’instanttn.

σ4
n+1 =4

3 Πtn+1
tn J 4

3 σ3
n +4

4 Πtn+1
tn σ4

n (3.40)

νi
4
n+1 =4

3 Πtn+1
tn J 4

3 νi
3
n+4

4 Πtn+1
tn νi

4
n (3.41)

Où J 4
3 représente l’opérateur de prolongement des points de Gaussdu maillage

M 3(tn)sur les points de Gauss de la partie coïncidente du maillageM 4(tn+1).

Cas où le maillage à l’instanttn+1 n’existe pas à l’instanttn

Enfin, pour les niveaux 5 et 6, les maillages à l’instanttn+1 n’ont aucune antécédent
géométrique de même niveau à l’instanttn. L’information la plus fine localement à l’ins-
tant tn est donc utilisée. Pour ces maillages, l’état élastoplastique et les prédicteurs du
schéma d’intégration en temps sont donc construits en fonction des quantités sur les ni-
veaux sous-jacents. En considérant par exemple le calcul des prédicteurs sur le niveau 5,
cette phase de transfert peut être formalisée sous la forme :

pU5
n

∣
∣
∣
M 4(tn+1)

= ∑
i=1

5
5−iΠ

tn+1
tn I

5
5−i

pU5−i
n (3.42)

pV5
n

∣
∣
∣
M 4(tn+1)

= ∑
i=1

5
5−iΠ

tn+1
tn I

5
5−i

pV5−i
n (3.43)
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La sommation s’arrête lorsque les prédicteurs sont définis en chaque noeud du
maillageM 4(tn+1). De manière similaire, on a :

σ5
n+1 = ∑

i=1

5
5−iΠ

tn+1
tn J 5

5−i σ5−i
n (3.44)

νi
5
n+1 = ∑

i=1

5
5−iΠ

tn+1
tn J 5

5−i νi
5−i
n (3.45)

Cette stratégie permet de minimiser les phases de transfertsans perte d’informations.
En effet, lorsqu’un niveau à l’instanttn est recouvert par un maillage plus fin, il décrit
de manière équivalente les non-linéarités perçues par les maillages les plus fins sur leurs
parties coïncidentes.

3.3 Implémentation numérique

Le fonctionnement général de la stratégie de raffinement automatique a été présen-
tée dans la section 3.2. On s’intéresse ici aux détails de sonimplémentation numérique.
La stratégie est codée en utilisant une version développement de Castem 2000 [VER 88]
[MIL 92] où sont intégrés les opérateurs de collocation pourle transfert des champs no-
daux [DUR 06]. Par ailleurs, des développement récents [VER03] permettent sous Cas-
tem de conserver l’énergie en présence de non-linéarités lors de l’utilisation de schémas
d’intégration numérique en temps de Newmark.

Un extrait du jeu de données est présenté annexe B.

3.3.1 Structure de données

Le raffinement automatique présenté dans ce mémoire nécessite une gestion des don-
nées permettant l’automatisation du raffinement. Elle s’appuie sur l’utilisation de poin-
teurs contenant les informations de géométrie et de filiation.

3.3.1.1 Définition des éléments

Avec la structure des données proposées par Castem, il est possible de regrouper l’en-
semble de ces pointeurs sous forme d’un objet dit "table" présentant une structure en ar-
borescence. Chaque objet de la table peut être de type quelconque et est caractérisé par un
indice numéraire ou littéraire. La dimension de cet objet n’est pas figée et la table adapte
dynamiquement ses dimensions au fur et à mesure du calcul et de nouvelles entrées.

La table 3.3 synthétise la structure des données. L’élément"fil0" de type table re-
groupe l’ensemble des informations géométriques et de filiation permettant l’automatisa-
tion de la stratégie. Le "." désigne une nouvelle arborescence au sein de la structure de
données, où l’élément de gauche est associé à celui de droite.

La structure des données, qui regroupe l’ensemble des informations nécessaires au
raffinement du maillage, est sous-découpée en niveaux. Au sein du pointeur "niveau"
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TAB. 3.3:Structure des données

fil0 . niveau . élément . erreur

. enfants

. bord i . géometrie

. condition limite

. forme

. centre

. rayon

sont regroupés les données concernant chacun des éléments finis. La numérotation des
éléments au sein de l’objet table est telle qu’il y ai une correspondance directe avec la
numérotation des éléments au sein du maillage. Les informations concernant le j-ième
élément du maillage de niveauk sont donc contenues dansf il 0 . k . j.

Pour chacun de ces éléments, les informations suivantes sont définies. Si un calcul a
été réalisé sur le maillage de niveauk à l’instant considéré, le pointeur "erreur" fournit la
valeur de l’erreur sur chacun des éléments finis du niveau.

Si cette erreur est supérieure à la précision requise, des éléments enfants peuvent être
crées par sous-découpage hiérarchique au moment de la création du maillage de niveau
(k+ 1) (cf. section 3.1.2). Le pointeur "enfant" fournit alors le numéro du premier élé-
ment enfant crée. Les éléments d’un maillage sont ordonnés de telle sorte que, selon la
dimension du problème, l’ensemble des éléments enfants puisse être déterminé de ma-
nière directe en incrémentant ce nombre.

Enfin, pour chaque élément, les bords sont paramétrés indépendamment. Le nombre
de bords dépend de l’élément fini considéré. Pour chacun d’eux, la table enregistre la
géométrie du bord considéré (coordonnées d’un point en 1D, d’une arrête en 2D et d’une
surface en 3D) ainsi que la condition limite qui lui est appliquée (éventuellement aucune
si l’arrête est incluse dans la maillage). Enfin, le pointeur"forme" désigne la forme du
contour de la géométrie (forme droite, courbe, ...). En fonction de la valeur de ce dernier
pointeur, des informations supplémentaires peuvent être nécessaires au sous-découpage
de l’arête et sont alors contenues dans d’autres pointeurs comme par exemple la valeur du
rayon et son centre pour une arrête circulaire.

Ex. 1 : fil0.2.58.3.formecontient la forme du 3emebord du 58emeélément de niveau 2.
Ex. 2 : fil0.5.[table.4.7.(enfant+1)].1.geometriecontient la géométrie du premier bord de
l’élément de niveau 5, deuxième enfant du septième élément de niveau 4.

3.3.1.2 Filiation de la structure de données

La structure de données de la table de niveau 1 doit être construite de manière auto-
matique lors de la définition du modèle de calcul. Par la suite, les différents éléments de
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la table (géométrie, conditions limites) sont hérités de manière automatique par filiation.
L’utilisateur définit le maillage initial ainsi que les conditions aux limites à appliquer

à chaque bord de la structure. Il doit définir en plus de ce maillage initial les caractéris-
tiques des frontières de la structure (arrêtes droites, circulaires, ...). On se limite ici à une
description des bords courbes sous forme d’arc de cercle.

La construction de la table caractéristique de niveau 1 est résumé table 3.4.

TAB. 3.4:Creation du maillage de niveau 0

Boucle sur les éléments :Extraction de l’élément i

Boucle sur les bords de l’élément :Extraction du bord j

GéométrieΓ j du bord : fil0 . 1 . i . j . geometrie =Γ j

Creation de la condition limite

Si Γ j ∩∂ΩF 6= 0 : fil0 . 1 . i . j . condition limite = force

Si Γ j ∩∂ΩU 6= 0 : fil0 . 1 . i . j . condition limite = déplacement

Creation de la forme

Si Γ j ∩∑ΓC = 0 : fil0 . 1 . i . j . forme = droit

Si Γ j ∩∑ΓC = 0 : fil0 . 1 . i . j . forme = courbe

Si fil0 . 1 . i . j . forme = courbe :

Calcul du rayon R : fil0 . 1 . i . j . rayon = R

Calcul du centre C : fil0 . 1 . i . j . centre = C

Si fil0 . 1 . i . j . condition limite =non-attribué

fil0 . 1 . i . j . condition limite = intérieur

La filiation des données gère automatiquement le transfert des informations entre élé-
ments. Une erreur locale est associée à chacun des éléments finis une fois le vecteur d’état
calculé. En fonction de cette erreur, des éléments enfants sont éventuellement créés. C’est
lors de cette phase de création des éléments que les informations sont transmises. La fi-
gure 3.16 illustre un exemple de cet héritage pour des éléments quadrangualaires.

– Les bords 1 du 1er et du 2emeélément fini enfant héritent du bord 1
– Les bords 2 du 2emeet du 3emeélément fini enfant héritent du bord 2
– Les bords 3 du 3emeet du 4emeélément fini enfant héritent du bord 3
– Les bords 4 du 1er et du 4emeélément fini enfant héritent du bord 4
– Les autres bords sont de type droit et la condition limite est dite "interne"
Cette notion d’héritage concerne aussi bien les conditionslimites que la forme des

bords et de leurs caractéristiques. Cette filiation des propriétés des bords n’est possible
que si les bords de niveau 1 sont ordonnés de manière adéquate.

Une fois les éléments de niveau(k+ 1) crées et la table de filiation construite, il est
néanmoins nécessaire de corriger les informations transmises dans le cas où le maillage

92



Implémentation numérique

FIG . 3.16:Héritage des propriétés entre les bords des éléments

est localisé de manière à définir le bord∂M k+1
L . Pour se faire, on construit l’intégralité

de la frontière du maillage de niveauk notée∂Mk+1. Cette frontière peut éventuellement
comporter des composantes non-connexes.

Les frontières au sein de la l’objet "fil0" sont corrigées suivant la table 3.5.

TAB. 3.5:Correction des bords de niveau k

Boucle sur les éléments :Extraction de l’élément i

Boucle sur les bords de l’élément :Extraction du bord j

Si fil0 . k . i . j . condition limite = intérieur

Si Γ j ∩∂M k
L 6= 0 : fil0 . k . i . j . condition limite = liaison

3.3.1.3 Construction des modèles de calcul

Lorsque les caractéristiques de chaque élément fini et de sesbords sont connues, le
modèle de calcul sur le niveauk est construit. Le maillage est directement construit en
assemblant les éléments finis de niveauk. Les conditions limites sont construites en par-
courant l’objet "fil0". Pour chaque élémenti et pour chaque bordj de ce niveau, la valeur
"fil0 . k . i . j . condition limite" est considérée. Selon sa valeur, le bord est alors associé
aux ensembles géométriques∂M k

L , ∂M k
F et ∂M k

U .

Connaissant les conditions limites et le maillage, la résolution par notre stratégie mul-
tigrilles non-linéaire peut débuter.
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3.3.2 Algorithme de résolution

La figure 3.17 schématise la structure de notre algorithme derésolution. Les détails
des différents blocs de ce diagramme peuvent être trouvés enamont de cette section.

L’initialisation de la stratégie est assumée par l’utilisateur. Celui-ci définit le modèle
de calcul (paramètres du matériau, conditions limites sur la structure, ...), les paramètres
de discrétisation (maillage initial en espace et en temps, frontières de la structure, ...) et les
paramètres du raffinement automatique (indicateur d’erreur et précision requise). l’entrée
de ces données permet à l’algorithme de créer le problème discrétisé initial de niveau 1 et
de calculer le paramètre d’adimensionnement.

A chaque pas de temps, la stratégie est alors initialisée parle calcul de la solution sur
les niveaux 1 et 2. L’indicateur d’erreur permet de déterminer les zones où un raffinement
de maillage est nécessaire. Dans cette zone, de nouveaux éléments sont crées de manière
récursive jusqu’a ce que la précision souhaitée par l’utilisateur soit atteinte.

Le modèle de calcul sur chaque niveau est déterminé par les informations contenues
dans les tables de filiation, construites par héritage au cours du raffinement. Le solveur
multigrilles utilisé permet d’une part d’augmenter la vitesse de convergence sur le niveau
courant et d’autre part de transférer les données entre niveaux.

Lorsque le calcul sur le niveau le plus fin vérifie la précisionrequise par l’utilisa-
teur, l’assemblage des différents maillages au pas de tempsconsidéré est réalisé afin de
construire la solution utilisée en post-traitement.

Remarque : Une quatrième boucle, non représentée dans ce diagramme, concerne
l’algorithme de retour radial sur le seuil utilisé à chaque itération non-linéaire au sein de
la stratégie multigrilles. L’algorithme utilisé est présenté en annexe A.

3.4 Synthèse

Ce chapitre présente une méthode adaptative inédite pour ladynamique transitoire
non-linéaire. Elle est dédiée plus particulièrement à la modélisation de non-linéarités ma-
térielles irréversibles, telles que la plasticité, et s’apparente à une stratégie s-adaptative.

Etant donné qu’une non-linéarité, même localisée, influence le comportement de l’in-
tégralité de la structure, il est nécessaire de mettre en place une stratégie permettant aux
différents maillages de communiquer entre eux. Cette phasede transfert entre les diffé-
rents niveaux est assumée par une stratégie multigrilles permettant d’autre part d’amélio-
rer la vitesse de convergence du solveur itératif non-linéaire.

La stratégie adaptative présentée dans ce chapitre s’appuie sur l’utilisation d’indica-
teurs d’erreur spécifiques présentés section 3.1.1. Leur utilisation dans le cadre de pro-
blèmes académiques est présentée dans le prochain chapitre. La cartographie de l’erreur
déterminée par ce biais permet de mettre en oeuvre le raffinement de maillage.

La méthode de résolution développée s’apparente à une stratégie Full MultiGrid uti-
lisant des cycles multigrilles de type Full Approximation Scheme. Cette stratégie de ré-
solution, appelée ici NL-L-FMG (Non Linear Localized Full MultiGrid), est présentée
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FIG . 3.17:Structure générale de l’algorithme de raffinement automatique
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3. Stratégie de raffinement automatique

section 3.2.1. La résolution du problème sur un maillage localisé nécessite d’imposer des
conditions limites de liaison sur les frontières communes aux deux maillages de raffine-
ments différents (cf. section 3.1.3). Des conditions limites en déplacement, imposées par
l’intermédiaire de multiplicateurs de Lagrange, sont utilisées dans ces travaux.

La dernière partie de ce chapitre est dédiée à la présentation de l’implémentation nu-
mérique de la stratégie sous castem. Elle présente la structure des données et les méthodes
utilisées pour construire les modèles de calcul par filiation sur les niveaux localisés en
fonction des données fournies par l’utilisateur sur le niveau le plus grossier. Plus de dé-
tails concernant la programmation sous Castem peuvent êtretrouvées annexe B.
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Chapitre 4

Illustrations numériques

Ce dernier chapitre présente des applications numériques
permettant de valider le fonctionnement de notre stratégie. On
y expose le comportement des indicateurs d’erreur, du solveur

multigrilles et de la stratégie de raffinement automatique.
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4. Illustrations numériques

4.1 Cas test

On se limite, dans ce chapitre, à la modélisation et au calculde cas académiques.
Ceux-ci permettent de valider le comportement de notre stratégie en utilisant des seuils
d’erreur importants qu’il serait difficile, avec des moyensde calcul conventionnels, d’at-
teindre sur des cas plus complexes.

Le matériau est modélisé par un comportement élastoplastique à écrouissage isotrope
dont la loi bi-linéaire est représentée figure 4.1(a). Les caractéristiques matériaux sont
celles d’un acier : module de YoungE = 210GPa, coefficient de poissonν = 0.3, masse
volumiqueρ = 7800kg.m−3 et limite élastiqueσy = 300MPa. Sauf précision contraire,
la raideur élastoplastiqueH est de 21GPa.

(a) Comportement (b) Chargement

FIG . 4.1:Modèles utilisés pour le calcul

L’intégration temporelle est réalisée par le schéma de Newmark implicite incondition-
nellement stable de l’accélération moyenne (β = 0.25,γ = 0.5). Le pas de temps dépend
du cas test considéré et est adapté en fonction du chargementet du contenu fréquentiel
de la solution (cf. section 4.2.3). L’évolution des forces externes est donnée par la figure
4.1(b). La valeur de l’effortFmax est déterminée, selon le cas test étudié, en fonction de
l’écoulement plastique maximum souhaité.

Les différentes simulations s’appuient sur les modèles présentés sections 4.1.1 à 4.1.3.
La section 4.2 est dédiée à l’étude du comportement des indicateurs d’erreur. Dans la sec-
tion 4.3, on étudie le comportement de la stratégie de raffinement automatique en fonc-
tion des paramètres d’entrée du modèle. Enfin, l’efficacité de la méthode en terme de gain
d’éléments, de vitesse de convergence et de temps de calcul est étudiée section 4.4.

4.1.1 Analyse uni-dimensionnelle

On considère une poutre encastrée-libre, représentée figure 4.2, de sectionS =
5.10−3 m2 et de longueurL = 2 m, modélisée par des éléments isoparamétriques uni-
dimensionnels (type SEG2 sous Castem). On noteS la section de la poutre, supposée
constante sur la longueur.
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Cas test

FIG . 4.2:Modèle unidimensionnel

Ce cas test est utilisé pour illustrer le comportement sur l’intervalle de temps de notre
stratégie de raffinement automatique (section 4.3.1). Il permet d’analyser l’influence de
la discrétisation temporelle sur le comportement de l’indicateur d’erreur (section 4.2.3) et
d’étudier la vitesse de convergence de notre solveur multigrilles (section 4.4.1).

4.1.2 Analyses bi-dimensionnelles

Le premier exemple bi-dimensionnel est une plaque carrée delargeurc = 2 m percée
en son centre par un trou de rayonr = 0.25m (cf. figure 4.3). Le rayon du trou est tel que
c/r = 8. L’analyse numérique est réalisée sous l’hypothèse des contraintes planes.

FIG . 4.3:Premier modèle bi-dimensionnel

Pour des raisons évidentes de symétrie, seul un quart de la plaque trouée est modélisé
en imposant des conditions limites adéquates. Les élémentsfinis utilisés sont isoparamé-
triques linéaires. On utilisera indifféremment des quadrangles et des triangles (type QUA4
et TRI3 sous Castem) pour discrétiser ce problème.

Cet exemple numérique nous permettra de valider le comportement de nos indicateurs
d’erreur dans le cas quasi-statique (section 4.2.1). Il estégalement utilisé afin d’étudier
l’influence des paramètres d’entrée de la stratégie sur le comportement du raffinement
automatique (sections 4.3.2.1 à 4.3.2.3). Enfin, l’efficacité de la stratégie en terme de gain
d’élément et de temps de calcul est étudiée section 4.4.2 et 4.4.3.
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Le second exemple numérique est une plaque fissurée de longueur c = 2 m et de
largeura = 4/3 · c. La fissure est de longueur 2· l = c/3. Une nouvelle fois, l’hypothèse
des contraintes planes et les propriétés de symétrie du problème sont utilisées afin de ne
modéliser qu’un quart plan de la plaque fissurée (cf. figure 4.4).

FIG . 4.4:Second modèle bi-dimensionnel

Des éléments quadrangulaires sont utilisés afin de générer le maillage. Ce second
exemple est permet d’étudier l’influence d’une singularitésur l’ordre de convergence de
nos indicateurs d’erreur section 4.2.1.

4.1.3 Analyses tri-dimensionnelles

Le premier exemple tri-dimensionnel est une poutre encastrée-libre modélisée par des
éléments isoparamétriques cubiques à 8 noeuds (CUB8 sous Castem).

FIG . 4.5:Premier modèle tri-idimensionnel
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La poutre a une longueurL = 1 m. La section est carrée (b = h) d’aireS= 4.10−3 m2.
Cet exemple est utilisé afin d’illustrer le gain d’élément section 4.4.2.

Enfin, le dernier exemple étudié est une poutre en I de longueur L = 0.25m sollicitée
en flexion. La hauteurh et la largeurb de la section sont choisies égales à 0.1 m . hi et bi

mesurent 1/4 ·h. Le maillage utilise des éléments cubiques.

FIG . 4.6:Second modèle tri-idimensionnel

Cet exemple permet d’illustrer le comportement en temps de notre méthode de raffi-
nement (section 4.4.4) dans le cas tri-dimensionnel.

4.2 Comportement des indicateurs d’erreur

Avant de s’intéresser à la stratégie de raffinement automatique, on étudie dans un
premier temps le comportement des indicateurs d’erreur en étudiant leur ordre de conver-
gence pour des maillages en espace globaux et localisés. Puis, l’influence de la discréti-
sation temporelle et du pas de temps sur le comportement de ces indicateurs est étudiée
afin de justifier les choix d’indicateurs retenus dans la suite de ce mémoire.

4.2.1 Ordre de convergence

L’ordre de convergence des indicateurs d’erreur est analysé pour les cas bi-
dimensionnels présentés section 4.1.2. Les structures sont maillées avec des éléments
quadrangulaires. Le maillage initial possède 24 éléments pour la plaque trouée et 48 élé-
ments pour la plaque fissurée. On se place dans le cadre quasi-statique.

4.2.1.1 Convergence des indicateurs d’erreurs pour un problème régulier

Pour le premier exemple, une pression linéique de 600MPaest appliquée sur la partie
supérieure du quart de plaque. La structure est alors intégralement plastifiée avec une
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concentration de contrainte au voisinage du trou. La déformation plastique maximum est
de l’ordre de 3%. La figure 4.7 présente le maximum de l’erreuren fonction de l’indicateur
d’erreur utilisé.

FIG . 4.7:Evolution du maximum de l’erreur en fonction du niveau - Cas régulier

Les indicateurs d’erreur présentés section 3.1.1 sont dansun premier temps testés pour
des maillages globaux en espace, construits par sous-découpage hiérarchique du maillage
de niveau 1. L’erreur sur le niveau 2 est évaluée en comparantles solutions sur les niveaux
1 et 2. Le maillage de niveau 7 possède alors 98304 éléments. Le modèle de niveau 8
raffiné de manière uniforme conduit à un temps de calcul prohibitif.

La solution est ensuite calculée en utilisant la stratégie de raffinement automatique.
Cinq calculs sont alors réalisés, chacun contrôlant la quantité de référence utilisée dans ce
graphique. La précision requise en fonction de l’indicateur d’erreur est donnée table 4.1.

TAB. 4.1:Précision requise en fonction de l’indicateur d’erreur - Cas régulier

Indicateur εσ εde εE εU εWp

Critère 1·10−3 1 ·10−1 1 ·10−4 1.5 ·10−4 5 ·10−4

La valeur du maximum de l’erreur pour le calcul de référence,global en espace, est
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représentée en traits continus sur la figure 4.7. Les puces représentent le maximum de
l’erreur lorsque des maillages localisés sont utilisés.

L’étude de ce graphique pour les niveau 2 à 7 montre que l’erreur maximum sur un
niveau est la même pour des niveaux globaux en espace et pour notre stratégie locali-
sée. En effet, l’indicateur d’erreur inclut de manière systématique la zone où l’erreur est
maximum dans les maillages à raffiner. L’ordre de convergence de l’indicateur est donc
conservé malgré la localisation de maillage.

Selon l’indicateur d’erreur utilisé, jusqu’à 10 niveaux peuvent être nécessaires pour
atteindre la précision requise par l’utilisateur. L’utilisation d’un maillage de dimensions
caractéristiques uniformes sur l’ensemble de la structureconduirait alors à un problème
discrétisé possédant plus de 6 millions d’éléments.

Tous les indicateurs d’erreur ne convergent pas à la même vitesse. Pour les indica-
teurs d’erreur en déplacement, en énergie et en travail plastique un ordre de convergence
proche de 1.5 est obtenu. Les indicateurs d’erreur en contraintes et en densité d’énergie
ont respectivement un ordre de convergence proche de 1 et de 0.5.

Remarque : La rupture de pente sur le niveau 9 pour l’indicateur d’erreur en travail
plastique (calculé sur des maillages localisés) est due à laprécision requise par l’utilisa-
teur (5·10−4). Le raffinement de maillage est alors construit de telle sorte que l’erreur
maximum sur la structure ne descende pas en deça de ce seuil etle niveau 10 n’est pas
crée. Pour les indicateurs d’erreur en énergie et en déplacement, le calcul localisé s’arrête
sur le niveau 9 faute d’espace mémoire.

4.2.1.2 Convergence des indicateurs d’erreurs en présencede singularités

Afin d’étudier l’influence d’une singularité sur l’ordre de convergence de nos indi-
cateurs, le cas de la plaque fissurée est considéré. Cette étude, déja menée dans le cas
élastique dans [CAV 06], est reproduite ici pour des comportement élastoplastiques.

La figure 4.8 présente l’erreur maximum pour les différents indicateurs d’erreur en
fonction du niveau de maillage considéré. Les conventions de représentation utilisées pour
la figure 4.7 sont reprises ici. En utilisant des maillages globaux en espace (calcul de
référence de niveau 2 à 6), on montre que tous les indicateursne convergent pas lorsque
le maillage est raffiné.

En effet, en théorie mécanique linéaire de la rupture [LEB 03] on démontre qu’en
utilisant l’approche donnée par la fonction d’Airy de Williams, les contraintes divergent
en pointe de fissure en(1/

√
r) oùr représente la distance à la pointe de fissure. Même si la

plasticité en pointe de fissure empêche en réalité la divergence numérique des contraintes
[ELG 06], l’indicateur d’erreur en contraintes traduit cetordre de convergence en dehors
de la zone de plasticité confinée.

Les déformations, divergent donc également en(1/
√

r) et impliquent une convergence
des déplacements en

√
r. La densité d’énergie, l’énergie et le travail plastique onalors

respectivement un ordre de convergence proportionnel àr−1, r et r. Les racines carrées
utilisées dans la définition de ces indicateurs d’erreur induisent donc une convergence
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FIG . 4.8:Evolution du maximum de l’erreur en fonction du niveau - Cas singulier

d’ordre(1/
√

r) pour l’indicateur en densité d’énergie et en
√

r pour les deux suivants.
Le maillage uniforme le plus fin calculé dans cet exemple est de niveau 6. Pour le

maillage global de niveau 7 (196608 éléments), la singularité est telle que les bornes du
domaine de définition de la relation de comportement tracée figure 4.1(a) sont dépassées.

Les indicateurs en déplacement et les indicateurs énergétiques sont donc les seuls
adaptés à la description de ce problème singulier dans le casquasi-statique. La stratégie
de raffinement automatique n’est donc pas utilisée ici pour les indicateurs d’erreur en
contraintes et en densité d’énergie. La table 4.2 synthétise la précision requise pour chacun
des indicateurs d’erreur utilisés afin de construire la méthode de raffinement automatique.

TAB. 4.2:Précision requise en fonction de l’indicateur d’erreur - Cas régulier

Indicateur εE εU εWp

Critère 5·10−3 2 ·10−3 5 ·10−3

On notera sur la figure 4.8 que le comportement de ces trois indicateurs d’erreur reste
très similaire pour des maillages localisés et pour des maillages globaux en espace. La
localisation de maillage ne perturbe pas l’ordre de convergence des indicateurs d’erreur
pour les maillages de niveau 2 à 6. Pour les niveaux localisésde raffinement supérieurs,
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l’ordre de convergence semble être conservé.

Remarque : Pour ces deux exemples numériques, l’erreur maximum est très similaire
dans le cas où des maillages locaux et globaux sont utilisés.Néanmoins, on peut montrer
que la moyenne de l’erreur n’est pas conservée entre le cas local et le cas global. En effet,
sur les niveaux grossiers non-recouverts, la précision estfixée par l’utilisateur. Dans le cas
de maillages globaux en espace, les maillages fins couvrant ces mêmes zones conduisent
donc à des erreurs inutilement faibles.

4.2.2 Indicateurs dédiés à la dynamique transitoire non-linéaire

En pratique, tous les indicateurs d’erreur présentés dans le cadre quasi-statique ne
sont pas utilisables en dynamique non-linéaire pour notre stratégie de raffinement. En
effet, lorsque les maillages sont locaux, l’initialisation de l’état élastoplastique et le calcul
des prédicteurs du schéma de Newmark sur les maillages à l’instanttn+1 sont réalisés en
utilisant les informations multi-niveaux à l’instanttn (cf. section 3.2.6).

Dans ce cas, deux maillages grossiers à l’instanttn+1 peuvent contenir des informa-
tions très riches issues de calculs sur les échelles fines à l’instanttn. Si l’état de la struc-
ture ne peut être actualisé précisément par ces échelles grossières, comme par exemple
lorsque l’écoulement plastique est trop local pour être décrit par les éléments finis du
niveau considéré, l’état projeté depuis l’instanttn va très peu évoluer.

L’utilisation d’indicateurs d’erreur nodaux conduit alors à des erreurs faibles tant que
l’état sur ces deux échelles grossières reste similaire. Laprécision requise est alors at-
teinte sans que l’erreur vis-à-vis du maillage de référencene soit réduite. Ce problème
est d’autant plus présent dans le cas où l’état élastoplastique sur les grilles grossières à
l’instant tn+1 n’évolue pas de part l’enrichissement des niveaux fin à l’instanttn.

De manière à s’affranchir de ce problème, seuls des indicateurs d’erreur intégrés sur
l’élément sont utilisés. En effet, l’interpolation sur l’élément des quantités nodales est
différente suivant le niveau considéré et l’intégration duchamp assure que les quantités
comparées soient différentes si le maillage n’est pas suffisamment fin localement.

L’indicateur d’erreur en travail plastique permet de contrôler la précision des défor-
mations non-linéaires. L’indicateur d’erreur en énergie totale permet de contrôler les dé-
placements, les contraintes et les vitesses sur l’élément.Enfin, l’indicateur d’erreur en
incrément d’énergie est utilisé afin de vérifier la description des zones sollicitées par de
forts gradients de déformations et de contraintes.

4.2.3 Influence du pas de temps

Notre stratégie de raffinement de maillage spatial fonctionne en utilisant une discré-
tisation temporelle uniforme sur l’intervalle d’étude. Onmontre ici que l’erreur mesurée
par nos indicateurs varie selon la finesse du pas de temps. L’exemple uni-dimensionnel
présenté section 4.1.1 est utilisé afin d’illustrer cette propriété. L’indicateur d’erreur en
incrément d’énergie est particulièrement adapté à la description de cette problématique.
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On considère deux maillages hiérarchiques, notésM 1 etM 2, globaux en espace, pos-
sédant 128 et 256 éléments. Aucune localisation de maillagen’est ici autorisée afin d’éta-
blir la cartographie de l’erreur indépendamment des phénomènes localisés. On définit un
pas de temps de référencedtc correspondant au pas de temps nécessaire à la propagation
d’une onde au sein d’un élément du maillage grossier dans le domaine élastique :

dtc = h/c avec : c =
√

E/ρ (4.1)

Oùh représente la dimension caractéristique des éléments sur le maillage le plus gros-
sier,E le module de Young etρ la masse volumique.c désigne donc la célérité de l’onde
dans le milieu élastique. L’influence de la discrétisation temporelle est étudiée en utilisant
deux pas de temps différents définis comme :

dt1 = 5.9 dtc et dt2 = 0.74dtc (4.2)

Sur la figure 4.9 sont tracés deux diagrammes espace temps permettant de visualiser
la cartographie de l’erreur. L’axe des abscisses représente le temps tandis que l’espace
est représenté en ordonnée. Pour le diagramme relatif au pasde tempsdt1, l’erreur sur le
maillage est tracée tous les 8 pas de temps.

(a) Indicateur d’erreur en incrément d’énergie :dt1

(b) Indicateur d’erreur en incrément d’énergie :dt2

FIG . 4.9:Diagrammes espace temps de la cartographie de l’erreur

Lors de la phase de propagation initiale de l’onde, l’indicateur d’erreur prend les
mêmes valeurs quelque soit le pas de temps choisi. On identifie sur cette carte d’erreur les
deux zones à fort gradient du front d’onde (de chargement et de déchargement). Lorsque
cette onde impacte la partie encastrée de la poutre, un écoulement plastique a lieu.
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La figure 4.9(a) montre que si le pas de temps est trop important, l’onde réfléchie sera
différente sur les maillagesM 1 et M 2 générant une erreur sur l’ensemble du domaine
espace-temps. Ce phénomène est lié au schéma d’intégrationen temps qui influence la
qualité de la solution. Comme pour les méthodes éléments finis standard, le pas de temps
doit être choisi de manière appropriée de manière à permettre la description du charge-
ment et du contenu fréquentiel de la solution.

Les maillages obtenus sur cet exemple avec notre stratégie de raffinement sont tracés
figure 4.10. Pour plus de clarté, seuls les noeuds du maillagesont représentés à chaque
instant coïncident au maillage temporel relatif àdt2. Ces diagrammes montrent que si la
méthode de raffinement de maillage est utilisée avec l’indicateur d’erreur en incrément
d’énergie et le pas de temps (inapproprié)dt1, le raffinement obtenu tient compte de l’er-
reur induite par la discrétisation en temps. Il convient donc de prendre garde au pas de
temps utilisé. Deux pré-calculs relativement grossiers utilisant des pas de temps différents,
permettent de choisir le discrétisation temporelle adéquate pour réaliser la simulation.

(a) Indicateur d’erreur en incrément d’énergie :dt1 = 5.9 dtc

(b) Indicateur d’erreur en incrément d’énergie :dt2 = 0.74dtc

FIG . 4.10: Diagrammes espace temps présentant le raffinement unidimensionnel de la
poutre pour les deux pas de temps considérés

Par ailleurs, le fait de définir un pas de temps cohérent vis-à-vis du contenu fréquentiel
de la solution permet d’obtenir une efficacité maximale pourla stratégie de raffinement
automatique. Moins de niveaux et d’éléments sont créés et laméthode de raffinement
est plus efficace. Cette réduction du pas de temps n’est pas nécessairement associée à
une augmentation du temps de calcul. En effet, en dynamique implicite, un pas de temps
plus faible permet de réduire le nombre d’itération de Newton nécessaires pour obtenir la
solution éléments finis à chaque pas de temps.
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Une alternative pourrait être d’utiliser des indicateurs d’erreur espace temps afin de
prendre en compte l’influence de la discrétisation temporelle [CAV 05b]. Par ailleurs,
les schémas utilisés sont convergents et le fait d’adopter un pas de temps plus faible ne
pénalise pas nécessairement le temps de calcul de la solution.

4.3 Comportement de la stratégie de raffinement

La première partie de cette section reprend l’exemple uni-dimensionnel présenté ci-
dessus. La présentation de diagrammes espace-temps est utilisée afin de décrire le lien
entre le raffinement de maillage obtenu à chaque pas de temps et la phénoménologie de
la propagation de l’onde dans la poutre.

La seconde partie présente des applications numériques bi-dimensionnelles permet-
tant de montrer que la stratégie est quasiment indépendantede l’utilisateur. Celui-ci n’in-
tervient, dans la stratégie de raffinement de maillage, que lors de l’initialisation où il dé-
finit l’indicateur d’erreur, la précision requise et le maillage initial en espace et en temps.

Enfin, dans la dernière section, le bilan énergétique du schéma de Newmark est étudié
afin d’évaluer la dissipation numérique au cours du temps.

4.3.1 Adaptation du maillage

L’exemple uni-dimensionnel présenté section 4.1.1 est utilisé afin d’illustrer le com-
portement de la stratégie de raffinement automatique. Le maillage le plus grossier possède
16 éléments. Le pas de temps utilisé est le pas de tempsdt2 présenté section 4.2.3.

Les figures 4.11(a) et 4.11(b) présentent les diagrammes espace-temps des maillages
finaux obtenus en utilisant les indicateurs d’erreur en énergie et en incrément d’énergie
avec une précision requise de 2· 10−2. Le maillage est tracé tout les 8 pas de temps.
L’impact a lieu sur l’extrémité supérieure de la poutre. La plasticité se développe dans la
partie inférieure (encastrée) de la poutre.

Ces deux diagrammes montrent que le raffinement du maillage suit les phénomènes
physiques et l’onde se propageant dans la poutre. Le maillage est remis en cause à chaque
pas de temps sans qu’une stratégie particulière de remaillage ne soit utilisée. De nouveaux
éléments sont automatiquement créés par sous-découpage hiérarchique dans les zones où
la précision requise est insuffisante.

Pour un même pas de temps, le maillage obtenu sur chacun de cesdeux diagrammes
est différent. En effet, le raffinement de maillage est gouverné par la quantité contrôlée
par l’indicateur d’erreur (cf. section 4.3.2.1). Aussi, onpeut voir que l’indicateur d’er-
reur en énergie construit des niveaux de plus en plus fins dansles zones où l’énergie est
maximum, correspondant au centre de la zone de raffinement. Pour l’indicateur d’erreur
en incrément d’énergie, le raffinement se concentre dans leszones à fort gradient, corres-
pondant aux fronts de chargement et de déchargement de l’onde.

Il est possible de relier la forme du raffinement de maillage àla phénoménologie du
comportement de l’onde dans la structure. Pour l’indicateur d’erreur en incrément d’éner-
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(a) Indicateur d’erreur en incrément d’énergie

(b) Indicateur d’erreur en énergie

FIG . 4.11: Diagrammes espace-temps présentant le raffinement unidimensionnel de
maillage

gie, durant la première phase de propagation, les fronts de chargement et de déchargement
de l’onde sont raffinés à un niveau équivalent. Lorsque le premier front d’onde impacte
la partie encastrée de la poutre, un écoulement plastique a lieu et dissipe de l’énergie. Le
deuxième front ne contribue donc pas à l’augmentation de la plasticité. Aussi, l’onde réflé-
chie conduit-elle à un raffinement de maillage où le front de chargement est moins raffiné
et où le front de déchargement conserve la même intensité de raffinement de maillage que
pendant la partie descendante.

Pour l’indicateur d’erreur en énergie, la forme du raffinement de maillage reste quasi
uniforme au cours de la propagation initiale dans la poutre.Néanmoins, lorsque l’onde
provoque un écoulement plastique au niveau de l’encastrement, de l’énergie est dissipée.
Aussi, l’onde réfléchie après le développement de déformations plastiques a un niveau
énergétique inférieur à l’onde incidente. La stratégie crée donc un nombre de niveaux
inférieur pour l’onde réfléchie.

Par ailleurs, on remarque que la zone raffinée couvre une surface de plus en plus
grande à mesure que le temps progresse. Ce phénomène est lié àl’apparition de phéno-
mènes plastiques dans la partie encastrée de la poutre qui ralentit la propagation de l’onde
incidente. Enfin, dans les zones ayant subi des déformationsplastiques, un maillage plus
fin subsiste afin de décrire les déformations plastiques dansla poutre.
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4.3.2 Influence des paramètres d’entrée du modèle

Dans cette section, l’exemple décrit figure 4.3 est utilisé.On présente ici l’influence
de l’indicateur d’erreur, du maillage initial et de la précision requise sur le comportement
de notre stratégie de raffinement automatique.

4.3.2.1 Influence de l’indicateur

Le choix de l’indicateur d’erreur influe sur le maillage obtenu à chaque pas de temps.
La figure 4.12 illustre les maillages obtenus à l’instantt = 33ms, lorsque le front d’onde
impacte la partie inférieure du quart de plaque, générant l’apparition de déformations
plastiques. Les indicateurs d’erreur utilisés sont les indicateurs d’erreur en énergie et en
travail plastique. Les précisions requises sont respectivement de 2·10−3, 1·10−4.

(a) εE (b) εWp

FIG . 4.12: Raffinement de maillage à l’instantt = 0.33 ms selon l’indicateur d’erreur
considéré - Energie 2·10−3, Travail plastique 1·10−4

L’indicateur d’erreur en travail plastique est un indicateur particulier dans le sens où
il ne peut produire d’éléments dans la zone élastique de la structure où aucun phénomène
plastique n’apparaît. Aussi, le raffinement de maillage se concentre dans la partie plas-
tique de la structure. Cet indicateur permet de raffiner le maillage dans les zones où la
plasticité est maximum. L’utilisation de l’indicateur d’erreur en énergie permet quant à
elle de raffiner le maillage dans les zones les plus sollicitées. La zone de plasticité maxi-
male n’est alors pas nécessairement incluse dans le maillage de niveau fin lorsque les
phénomènes élastiques sont prépondérant vis-à-vis des phénomènes plastiques.

La stratégie de raffinement automatique permet d’atteindrela précision requise par
l’utilisateur sur la quantité contrôlée par l’indicateur.Selon les quantités post-traitées par
le programme, il convient donc de choisir soigneusement l’indicateur d’erreur utilisé afin
d’assurer la qualité des résultats obtenus. L’indicateur d’erreur en énergie semble le plus
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adapté car il permet de focaliser le raffinement de maillage dans les zones les plus sollici-
tés de la structure et inclut les zones plastiques ayant une densité d’énergie suffisante. Par
la suite l’indicateur d’erreur en énergie est donc principalement utilisé. Les autres indica-
teurs énergétiques sont conservé afin de faciliter l’interprétation des résultats obtenus.

Si plusieurs quantités doivent être post-traitées, il peutêtre utile de contrôler chacune
d’entre elles au cours du raffinement automatique de maillage. Il suffit alors de déterminer
pour chacun des indicateurs le maillageM k

+ à raffiner. Le maillage de niveau(k+1) est
dans ce cas construit par sous-découpage de l’union de ces différents maillages.

Cette stratégie a été appliquée afin de construire le maillage de la plaque trouée vé-
rifiant une précision de(1 ·10−2) en énergie et(1 ·10−4) en travail plastique (cf. figure
4.13). Ce maillage est à comparer avec les maillages obtenuspar chacun des indicateurs
utilisés indépendamment présentés respectivement figures4.16(b) et 4.12(b).

FIG . 4.13:Raffinement de maillage à l’instantt = 0.33 msutilisant conjointement deux
indicateurs d’erreur - Energie(1 ·10−2) et travail plastique(1 ·10−4)

Ce maillage n’est pas exactement l’intersection des deux maillages finaux obtenus
lors de l’utilisation des indicateurs d’erreur seuls étantdonné l’influence du raffinement
de maillage des pas de temps précédents. Néanmoins, la formegénérale induite par l’indi-
cateur d’erreur en énergie est préservée (cf. figure 4.16(b)). Dans la section inférieure du
quart de plaque, le raffinement de maillage possède un niveausupplémentaire vis-a-vis du
maillage construit par l’indicateur d’erreur en énergie seul. Cette composante du maillage
est créée par l’indicateur d’erreur en travail plastique (cf. figure 4.12(b)).

4.3.2.2 Influence du maillage initial

L’influence du maillage initial est analysée en utilisant les maillages grossiers pré-
sentés figure 4.14. Ces maillages utilisent des éléments quadrangulaires et triangulaires
linéaires. Les figures 4.14(a) et 4.14(c) présentent des exemples de maillages réguliers.
Les figures 4.14(b) et 4.14(d) présentent des maillages où certains éléments ont une forte
distorsion géométrique.
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(a) (b)

(c) (d)

FIG . 4.14:Maillages initiaux de la plaque trouée pour des éléments triangulaires et qua-
drangulaires.

Afin d’illustrer le comportement de notre stratégie en fonction du maillage initial re-
tenu, l’indicateur d’erreur en énergie, avec une précisionrequise de 2·10−3 est utilisé.
Les maillages finaux à l’instantt = 33 ms, construits par notre méthode de raffinement
automatique, sont représentés figure 4.15.

Le maillage présenté figure 4.15(a) permet de bien comprendre les phénomènes pré-
sents dans la structure. A cet instant, on distingue 3 zones de raffinement principales.
La première zone correspond au voisinage du trou, où la contrainte est maximum. Dans
cette zone, de nouveaux éléments sont requis afin de permettre une description correcte
de la contribution énergétique du gradient de contraintes.La seconde zone correspond au
maillage de niveau 7 créé dans la partie inférieure gauche duquart de plaque (cf. figure
4.15(a)). Elle correspond à la zone ou l’énergie est maximum. Enfin, la dernière zone est
la partie supérieure droite du maillage, qui doit traduire la réflexion du front d’onde sur le
bord libre circulaire du trou.

Le raffinement du second maillage, présenté figure 4.15(b), aune forme similaire au
maillage précédent et décrit les mêmes phénomènes. La direction principale de sollici-
tation sur la structure est la direction verticale. Or, dansla partie inférieure du quart de
plaque, les éléments du maillage grossier (cf. figure 4.14(b)) sont plus fins dans cette di-
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(a) (b)

(c) (d)

FIG . 4.15: Maillages finaux obtenus avec un indicateur en énergie et uneprécision de
εl = 2 ·10−3)

rection. Moins de niveaux sont donc nécessaires pour décrire les gradient des champs de
contraintes et de déformations utilisés dans le calcul de l’énergie. Sur le côté gauche du
quart de plaque, où les éléments de niveau 1 dans la partie supérieure ont une dimension
verticale 4 fois plus importante que les éléments situés dans la partie inférieure (cf. figure
4.14(b)), on peut voir sur le maillage final que 2 niveaux supplémentaires sont nécessaires
au milieu du quart de plaque pour les éléments de la partie supérieure. Ce saut de niveau
est localisé sur la figure 4.15(b) dans la zone ou apparaît unediscontinuité linéaire entre
les maillages de niveau 4 et 6.

Les deux maillages utilisant des triangles sont plus perturbés que ceux utilisant des
quadrangles. En effet, la contrainte est constante et définie en un seul et unique point de
Gauss pour ces éléments. Aussi, selon l’orientation de l’élément vis-à-vis de la direction
de sollicitation, le niveau nécessaire pour obtenir la précision requise par l’utilisateur peut
fortement varier. Les zones de raffinement évoquées précédemment peuvent néanmoins
être retrouvées. Par ailleurs, même si les maillages initiaux 4.14(c) et 4.14(d) sont fon-
damentalement différents, l’allure et les dimensions caractéristiques des maillages finaux
4.15(c) et 4.15(d) restent très semblables.

Pour les éléments triangulaires, une procédure de lissage du maillage peut éventuel-
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lement être nécessaire afin d’améliorer la qualité du raffinement automatique. Le sous-
découpage d’un élément est alors réalisé en fonction de la tolérance définie par l’utilisa-
teur pondérée en fonction de la valeur de l’erreur sur les éléments adjacents.

Enfin, il est important de contrôler que l’erreur maximum obtenue sur ces maillages
respecte la précision requise par l’utilisateur. La table 4.3 synthétise les résultats obtenus
au pas de temps représenté. Le niveau maximum atteint ainsi que le nombre d’éléments
du maillage final sont donnés pour information. Le calcul de référence servant à l’éva-
luation de cette erreur est un calcul réalisé sur un maillagepossédant 262144 éléments
quadrangulaires (cf. section 4.3.2.3).

TAB. 4.3: Erreur maximum en fonction du maillage initial (cf. figure 4.14). Indicateur
d’erreur en énergie pour une précision requise de 2·10−3)

Maillage Erreur max. Niveau max. Nombre moyen d’élements
(a) 2.09·10−3 7 14 679
(b) 1.93·10−3 6 15 694
(c) 2.47·10−3 7 19 286
(d) 2.19·10−3 8 17 624

On notera que la précision requise n’est pas une borne absolue étant donné que la lo-
calisation n’est pas remise en cause (cf. section 3.2.5.3).Néanmoins, l’erreur obtenue sur
le maillage final reste du même ordre de grandeur que la précision requise par l’utilisateur.

Le nombre d’éléments nécessaires à l’obtention de la précision requise est relative-
ment constant par type d’élément fini considéré. Les maillages associés à des éléments
triangulaires sont plus denses car la description des champs par éléments est réalisée de
manière grossière sur un unique point de Gauss. Le niveau maximum atteint dépend à la
fois de l’élément fini considéré et du maillage initial. En effet, le maillage présenté figure
4.14(d) est relativement grossier et plus de niveaux sont nécessaires afin d’obtenir des
éléments aussi fins et une description de la solution aussi précise que celle obtenue en
utilisant le maillage initial présenté figure 4.14(c)

4.3.2.3 Influence du critère d’arrêt

Le dernier point étudié ici est l’influence de la précision requise par l’utilisateur sur
la qualité de la solution obtenue à chaque pas de temps. Pour illustrer le comportement
de notre stratégie de raffinement automatique en fonction decette précision, le maillage
initial représenté figure 4.14(a) est utilisé.

L’influence du critère d’arrêt sur le maillage final à chaque pas de temps est illustré en
utilisant les indicateurs d’erreur en énergie. La figure 4.16 présente les maillages finaux
obtenus en fonction de la précision requise au tempst = 33ms.

Le raffinement de maillage se produit systématiquement dansles mêmes zones, dé-
crites section 4.3.2.2 pour le maillage 4.15(a). Quelque soit la précision requise, seul le
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(a) (b)

(c) (d)

FIG . 4.16:Maillages finaux obtenus avec l’indicateur d’erreur en énergie pour une préci-
sion requise de (gauche à droite) : 2·10−2, 1·10−2, 5·10−3, 2·10−3)

nombre de niveaux et d’éléments est adapté. Lorsque celle-ci augmente, de nouveau ni-
veaux sont nécessaires afin de permettre un calcul suffisamment précis.

La table 4.4 présente brièvement le maximum de l’erreur sur la structure en fonction
de l’indicateur d’erreur considéré et du critère d’arrêt à l’instant t = 0.33ms. Le niveau
maximum atteint lors du raffinement de maillage est donné pour information.

Le calcul de référence utilisé pour évaluer cette erreur surla structure est un calcul réa-
lisé sur un maillage élément finiM r possédant 262144 éléments. Ce maillage correspond
à un maillage de dimensions caractéristiques uniformes de niveau 7.

Afin de réaliser cette comparaison, le vecteur d’étatS r sur le maillage de référence
M r est projeté sur le maillage finalM c crée par notre stratégie à l’instanttn en utilisant
l’opérateur de projectionJc

r du maillageM r sur le maillageM c.

L’énergie et le travail plastique associés à ce vecteur d’état projeté sont calculés pour
chaque élément du maillageM c. Si on indice•r une quantitée calculée en utilisant la
restriction du calcul de référence et•c la quantité originellement calculée sur le maillage
M c, l’erreur maximum sur le maillage est définie par les équations (4.3) et (4.4) pour
chaque élémentec

j du maillageM c.
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TAB. 4.4: Corrélation entre la précision requise et l’erreur maximumsur la structure à
l’instant t = 0.33ms

Error indicator Requested accuracy Maximum level reached Error max
Energy 5·10−2 4 1.07·10−2

Energy 2·10−2 5 7.81·10−3

Energy 1·10−2 5 5.69·10−3

Energy 5·10−3 6 3.93·10−3

Energy 2·10−3 7 2.09·10−3

Plastic work 5·10−4 5 1.53·10−4

Plastic work 1·10−4 6 7.72·10−5
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Pour évaluer ces deux erreurs, on utilise l’incrément entredeux pas de temps en l’éner-
gie δE et en travail plastiqueδWp afin de s’affranchir de l’erreur cumulative en temps.
Cette table montre que la précision atteinte par notre stratégie de raffinement est en adé-
quation avec la précision requise par l’utilisateur. On rappelle que celle-ci n’est pas une
borne stricte (cf. section 3.2.5.3).

4.3.3 Bilan énergétique

Le bilan énergétique du schéma de Newmark, présenté en détail section 1.3.2, est
utilisé ici afin d’évaluer la dissipation numérique lors du changement de pas de temps.
Son expression est rappelée par l’équation (4.5) :

[T(U̇)]+∆t2(β− γ
2
)[T(Ü)] = −∆t2(γ−0.5)(2β− γ)T([Ü])

+
(
< Fint >T +(γ−0.5)[Fint]

T) [U]

+
(
< Fext >

T +(γ−0.5)[Fext]
T) [U] (4.5)

Etant donné que les maillages sont incompatibles entre deuxpas de temps successifs,
le calcul du bilan doit être réalisé en utilisant un opérateur de projection du maillage final
à l’instanttn sur le maillage final à l’instanttn+1. Le bilan énergétique est alors calculé sur
le maillage à l’instanttn+1.
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La figure 4.17 présente le bilan énergétique de la stratégie de raffinement automatique
pour une durée de simulation de 0.8 mssur l’exemple uni-dimensionnel. Sur ce graphique
sont tracés le travail des forces extérieures et les incréments en énergie cinétique et en
énergie de déformation. Le bilan énergétique, invisible sur cette figure, est tracé sur une
échelle plus fine figure 4.18.

FIG . 4.17:Quantités utilisées dans le bilan énergétique du schéma de Newmark

Le maximum relatif de ce bilan d’énergie est de l’ordre de 4·10−3 avec une moyenne
absolue à 7·10−4. Pour cet exemple, le calcul non-linéaire par le solveur de Newton dans
les phases de relaxation multigrilles est réalisé avec une précision de 10−9. De l’énergie
est donc dissipée au cours des itérations temporelles.

Cette dissipation numérique est inhérente à l’utilisationd’une méthode adaptative gé-
nérant des maillages incompatibles à chaque pas de temps et n’est a priori pas induite par
l’utilisation de notre solveur multigrilles. Un opérateurde transfert plus complexe entre
les pas de temps, permettant de conserver l’énergie [BRA 08], pourrait être utilisé afin de
réduire ce bilan numérique.

4.4 Efficacité de la méthode

Cette section propose d’étudier l’efficacité du solveur multigrilles développé en terme
de vitesse de convergence et de quantifier le gain d’élémentsfinis comparativement à
l’utilisation de maillages de dimensions caractéristiques uniformes. L’efficacité globale
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FIG . 4.18:Bilan énergétique du schéma de Newmark

de notre stratégie, couplant les gains de ces deux approches, est décrite en termes de
temps CPU section 4.4.3.

Les dernières pages de ce chapitre sont dédiées à une étude tridimensionnelle réalisée
sur l’exemple présenté figure 4.6. L’évolution temporelle du raffinement de maillage est
étudiée de manière à quantifier l’efficacité de notre méthode.

4.4.1 Vitesse de convergence

Pour illustrer les propriétés de notre solveur multigrilles, on s’intéresse à l’exemple
uni-dimensionnel présenté section 4.1.1. Dans cette section, aucune localisation de
maillage n’est autorisée. Le maillage grossier possède 128éléments. Le maillage le plus
fin, construit par raffinement hiérarchique récursif, en possède quant à lui 1024.

La stratégie multigrilles utilisée est un cycle FMG à 4 niveaux. La figure 4.19 pré-
sente la norme absolue du résidu en équilibre sur le maillagele plus fin en fonction du
nombre relatif d’itérations du solveur non-linéaire. Les stratégies multigrilles permettent
d’améliorer la vitesse de convergence du solveur de Newton,notéMonosur ce graphique.

Les deux stratégies notéesFMG et FMG2 correspondent respectivement au solveur
multigrilles non-linéaire développé dans ce mémoire et à lastratégie multigrilles alterna-
tive présentée figure 3.11. La troisième stratégie, illustrée figure 3.12, n’est pas présentée
en raison des phénomènes non-linéaires irréversibles.

La complexité du solveur notéFMG est inférieure à la complexité de la stratégie
FMG2. Les quantités restreintes au cours du cycle multigrillesinfluent donc sur la vitesse
de convergence du solveur. Cette amélioration est induite par le transfert complet du vec-
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FIG . 4.19:Norme relative du résidu en fonction du nombre d’itérationssur la grille fine
au 25emepas de temps. Caractéristiques des cycles multigrilles :ν1 = ν2 = 1, ν0 = 100

teur d’état qui permet d’améliorer la description de l’étatélastoplastique sur les niveaux
grossiers (cf. section 3.2.5.1). Ceux-ci décrivent alors plus précisément l’état du niveau le
plus fin et augmentent significativement la vitesse de convergence sur ce niveau.

4.4.2 Gain d’éléments

Le gain d’éléments finis induit par l’utilisation de notre stratégie de raffinement au-
tomatique est quantifié en utilisant l’exemple unidimensionnel de la poutre en traction
(figure 4.2), l’exemple bi-dimensionnel de la plaque trouée(figure 4.3) et l’exemple tri-
dimensionnel de la poutre en traction (figure 4.5).

Les tables 4.5, 4.6 et 4.7 présentent respectivement la moyenne du nombre d’élé-
ments finis des maillages finaux à chaque pas de temps pour l’exemple uni-dimensionnel,
l’exemple bi-dimensionnel et tri-dimensionnel. La simulation est réalisée sur 120 pas de
temps pour l’exemple uni-dimensionnel, 30 pas de temps pourl’exemple bi-dimensionnel
et 60 pas de temps pour l’exemple tri-dimensionnel.

Le niveau maximum atteint pour chaque cas test est présenté dans ces tables. Afin
d’estimer les capactités de notre algorithme à générer des maillages optimaux, le nombre
d’éléments utilisés par notre stratégie est comparé au nombre d’élements construits pour
un maillage de dimensions caractéristiques uniformes correspondant au niveau maximum
atteint.

Le niveau atteint par la stratégie de raffinement automatique est un entier ne variant
pas toujours avec le précision requise. Or, le nombre d’éléments du maillage final croit
de manière quasi-systématique avec celle-ci. Le gain en terme de nombre d’éléments
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TAB. 4.5:Gain d’éléments pour l’exemple unidimensionnel

Indicateur Précision Nombre él. Niveau Nombre él. Nombre relatif
d’erreur requise NL-LMG max. référence d’éléments (%)
Energie 5·10−2 84 6 512 16.3
Energie 2·10−2 146 7 1024 14.3
Energie 1·10−2 272 8 2048 12.3

n’est donc pas linéaire avec la précision requise. L’exemple bi-dimensionnel illustre cette
propriété table 4.6. Pour l’indicateur d’erreur en énergie, le niveau maximum atteint est
le même pour une précision requise de 2· 10−2 ou de 1· 10−2. Le nombre d’éléments
nécessaires pour atteindre cette seconde précision étant plus important, le gain relatif
d’éléments vis-à-vis du maillage uniforme de niveau 5 croitégalement.

TAB. 4.6:Gain d’éléments pour l’exemple bidimensionnel

Indicateur Précision Nombre él. Niveau Nombre él. Nombre relatif
d’erreur requise NL-LMG max. référence d’éléments (%)
Energie 5·10−2 303 4 4096 7.4
Energie 2·10−2 774 5 16384 4.7
Energie 1·10−2 1882 5 16384 11.4
Energie 5·10−3 4499 6 65536 6.8
Energie 2·10−3 14679 7 262144 5.6

Travail plastique 5·10−4 1031 5 16384 6.3
Travail plastique 1·10−4 3244 6 65536 4.9

Etant donné que l’indicateur d’erreur en travail plastiquenéglige la propagation élas-
tique dans la structure, le nombre d’éléments n’est comparéque lorsque l’onde a déve-
loppé des déformations plastiques. Pour l’exemple bi-dimensionnel, celles-ci apparaissent
à la 6iemeitération. A la fin du calcul, environ 15 % des éléments ont vu se développer des
déformations plastiques.

Pour le dernier exemple tri-dimensionnel, la plasticité apparaît au 7iemepas de temps.
En fin de simulation, approximativement 55% de la poutre a vu se développer des défor-
mations plastiques. Le gain est ici encore plus important avec moins d’1 % d’éléments de
niveau fin requis vis-à-vis du nombre d’éléments de référence.

Pour l’exemple uni-dimensionnel, une moyenne de 14.3 % est trouvée pour le nombre
relatif d’éléments. Pour l’exemple bi-dimensionnel et pour les deux indicateurs d’erreur
considérés, cette moyenne passe à 6.7 %. L’exemple tri-dimensionnel est le plus signifi-
catif en terme de gain avec environ 0.37 % d’élément utilisésen moyenne afin d’obtenir
la précision requise.
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TAB. 4.7:Gain d’éléments pour l’exemple tridimensionnel

Indicateur Précision Nombre él. Niveau Nombre él. Nombre relatif
d’erreur requise NL-LMG max. référence d’éléments (%)

Travail plastique 5·10−5 2 469 4 65 536 0.38
Travail plastique 2·10−5 5 677 4 65 536 0.86

Energie 2·10−2 1 808 4 65 536 0.28
Energie 1·10−2 4 529 5 524 288 0.09
Energie 5·10−3 10 402 6 4 194 304 0.25

Pour les exemples unidimensionnels et bidimensionnels, lacorrélation entre l’er-
reur maximum et la précision requise a été réalisée section 4.3.2.2. Dans le cas de tri-
dimensionnel, un calcul de référence de niveau 6 est impossible sur la station de travail
utilisée (plus de 4 millions d’éléments).

4.4.3 Temps de calcul

Etant donné que le solveur multigrilles développé permet d’améliorer la vitesse de
convergence sur le niveau le plus fin (cf. section 4.3.2.1) etque la stratégie de raffine-
ment automatique permet d’économiser un nombre important d’éléments finis (cf. section
4.3.2.2), le gain en terme de temps de calcul est important. Afin d’illustrer cette propriété,
on s’intéresse à un problème d’impact sur le quart de plaque présenté section 4.3. La pres-
sion linéique maximale appliquée sur la partie supérieure de la structure est de 300MPa.
La structure rentre alors dans le domaine plastique dès le 5emepas de temps.

Le maillage initial possède 64 éléments quadrangulaires etest représenté figure
4.14(a). Pour des raisons de temps de calcul, la simulation est interrompue au 30emepas
de temps à l’arrivée du front d’onde au voisinage du trou dansla plaque. A cet instant, la
structure est fortement plastifiée avec plus de 90 % de pointsde Gauss plastiques et une
déformation plastique moyenne de 1.4%.

La figure 4.20 présente les temps de calcul adimensionnés pour un calcul de référence
et pour notre stratégie multigrilles de raffinement automatique. Le calcul de référence est
réalisé en utilisant un maillage de dimensions caractéristiques uniformes correspondant à
celles du maillage le plus fin obtenu par notre stratégie de raffinement. La résolution sur
ce maillage est réalisée en utilisant un solveur monogrillede Newton identique à celui
utilisé dans les phases de relaxation multigrilles.

Pour le calcul de niveau 2, le niveau utilisé par notre stratégie de raffinement est glo-
bal en espace. Dans ce cas, le temps de calcul par notre stratégie multigrilles est plus
important que celui de la référence monogrille. Cela est du au manque de propriétés de
lissage de notre solveur itératif et à la pauvreté du cycle multigrilles utilisé dans ce cas
(cycle multigrilles ne possédant que deux niveaux et s’appuyant sur un maillage grossier
possédant un faible nombre d’élément).
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FIG . 4.20:Temps de calcul adimensionné en fonction du niveau maximum atteinte par la
stratégie de raffinement automatique

On remarque que le gain en terme de temps de calcul est de plus en plus important
au fur et à mesure que des maillages de plus en plus fins sont considérés. Pour l’exemple
de niveau 7, le maillage de référence possède 262144 éléments et le temps de calcul est
environ 40 fois plus faible. Etant donné que la complexité denotre stratégie est bien in-
férieure à celle de la stratégie monogrille, le gain en tempsde calcul serait théoriquement
plus important pour des maillages de dimensions plus importantes.

Par ailleurs, étant donné le gain d’éléments présenté pour les exemples tridimension-
nels, les gains en terme de temps de calcul seraient encore plus importants pour des mo-
dèles 3D. Il est néanmoins difficile d’établir un graphique équivalent pour ces modèles
étant donné les difficultés à réaliser le calcul monogrille de référence.

4.4.4 Evolution temporelle du raffinement de maillage

Cette dernière section s’appuie sur l’exemple tri-dimensionnel de la poutre en I re-
présenté figure 4.6 afin de présenter le raffinement automatique de maillage au cours du
temps. La simulation est réalisée sur une durée totale de 0.8 ms. Des déformations plas-
tiques apparaissent durant la phase de chargement dès la 7eme itération. A la fin de la
simulation, plus de 63 % des éléments ont subit des déformations plastiques.

La figure 4.21 présente le nombre d’éléments et de niveaux utilisés afin d’atteindre
une précision requise de 5·10−3 sur l’énergie de la structure. Les différentes phases de la
simulation sont indiquées pour information. Le nombre moyen d’éléments est de 27318.
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Un maillage uniforme de niveau 6 posséderait 4194304 et son calcul serait impossible
sur la station de travail utilisée (nombreuses itération deNewton lors des pas de temps
plastiques). Le nombre relatif d’élément est ici de l’ordrede 0.6%

FIG . 4.21:Nombre d’éléments et niveau maximum atteint à chaque itération

Ce graphique montre que l’apparition de la plasticité est associée à une augmentation
importante du nombre d’éléments requis. En effet, les grilles grossières décrivent diffi-
cilement les phénomènes plastiques et des éléments fins sontnécessaires afin d’assurer
une description correcte des déformations inélastiques. La décroissance du nombre d’élé-
ments pendant la phase de retour élastique est due au fait quela liaison encastrement dans
la poutre est moins sollicitée une fois la structure relâchée.

Les figures 4.22 a 4.26 présentent les différents maillages obtenus au cours de la simu-
lation ainsi que la déformation plastique aux instants considérés. La colonne de gauche
présente les maillages finaux obtenus et la colonne de droiteles isovaleurs de la défor-
mation plastique cumulée sur la configuration déformée pourun coefficient graphique
d’amplification de 40. Le maillage représenté figure 4.22(a)permet de visualiser la den-
sité du maillage utilisé en absence de raffinement. Il correspond au maillage de niveau 2,
global en espace, couvrant le maillage le plus grossier de niveau 1. Le maillage représenté
figure 4.22(e) illustre le fait que le raffinement de maillagea lieu dans les zones à forts
gradients.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

FIG . 4.22: Maillages tridimensionnels successifs (1/5) : La lecture en ligne présente le
maillage éléments finis utilisé et le tracé des isovaleurs dedéformations plastiques cu-
mulées correspondantes toutes les 55µs. La lecture en colonne présente l’évolution du
maillage du coté gauche et l’évolution du champ de déformations plastiques cumulées du

coté droit (échelle de représentation des isovaleurs variable en fonction du temps)
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

FIG . 4.23: Maillages tridimensionnels successifs (2/5) : La lecture en ligne présente le
maillage éléments finis utilisé et le tracé des isovaleurs dedéformations plastiques cu-
mulées correspondantes toutes les 55µs. La lecture en colonne présente l’évolution du
maillage du coté gauche et l’évolution du champ de déformations plastiques cumulées du

coté droit (échelle de représentation des isovaleurs variable en fonction du temps)
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

FIG . 4.24: Maillages tridimensionnels successifs (3/5) : La lecture en ligne présente le
maillage éléments finis utilisé et le tracé des isovaleurs dedéformations plastiques cu-
mulées correspondantes toutes les 55µs. La lecture en colonne présente l’évolution du
maillage du coté gauche et l’évolution du champ de déformations plastiques cumulées du

coté droit (échelle de représentation des isovaleurs variable en fonction du temps)
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

FIG . 4.25: Maillages tridimensionnels successifs (4/5) : La lecture en ligne présente le
maillage éléments finis utilisé et le tracé des isovaleurs dedéformations plastiques cu-
mulées correspondantes toutes les 55µs. La lecture en colonne présente l’évolution du
maillage du coté gauche et l’évolution du champ de déformations plastiques cumulées du

coté droit (échelle de représentation des isovaleurs variable en fonction du temps)
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

FIG . 4.26: Maillages tridimensionnels successifs (5/5) : La lecture en ligne présente le
maillage éléments finis utilisé et le tracé des isovaleurs dedéformations plastiques cu-
mulées correspondantes toutes les 55µs. La lecture en colonne présente l’évolution du
maillage du coté gauche et l’évolution du champ de déformations plastiques cumulées du

coté droit (échelle de représentation des isovaleurs variable en fonction du temps)
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Les figures précédentes ne permettent de représenter que leséléments finis construits
sur la frontière de la structure. Afin de visualiser le raffinement de maillage au coeur de
la poutre, on présente figure 4.27(a) le maillage final obtenuà l’itération 36. Les zones
les plus foncées correspondent à celles où la densité d’éléments est maximale. Les figures
4.27(b) à 4.27(f) présentent les maillagesM i

∗ qui contribuent au maillage final. On rap-
pelle que la solution à chaque pas de temps est construite parassemblage des contributions
sur chacun de ces maillages.

(a) Maillage final multiniveaux

(b) Maillage de niveau 1 (c) Maillage de niveau 2 (d) Maillage de niveau 3

(e) Maillage de niveau 4 (f) Maillage de niveau 5

FIG . 4.27:Présentation des différents maillageM k
∗ à l’itération 36
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4.5 Synthèse

Cette section permet de valider le comportement de notre stratégie de raffinement
automatique au moyen d’exemples numériques uni-dimensionnels, bi-dimensionnels et
tri-dimensionnels. Bien que d’autres modèles de comportements puissent être envisagés,
les cas test étudiés s’appuient sur un comportement élastoplastique à écrouissage isotrope.

On étudie dans un premier temps les propriétés de convergence de nos indicateurs
d’erreur. On montre que les ordres de convergence pour les calculs localisés correspondent
à ceux obtenus en utilisant la méthode des éléments finis standard. Leur cohérence vis-à-
vis de la théorie est par ailleurs analysée. Dans le cas singulier, tous les indicateurs d’er-
reur ne sont pas adaptés. D’autre part, la stratégie de raffinement automatique développée
limite le choix des quantités contrôlées. C’est pourquoi par la suite, seuls les indicateurs
d’erreur en énergie, en incrément d’énergie et en travail plastique sont considérés.

En utilisant ces indicateurs d’erreur, on montre que le raffinement automatique
de maillage suit la phénoménologie des sollicitations dansla structure. L’exemple bi-
dimensionnel est employé afin de quantifier l’influence du maillage initial, de l’indicateur
d’erreur et de la précision requise par l’utilisateur sur laqualité de la solution. On montre
que la finesse du maillage à la fin de la stratégie de raffinementautomatique ainsi que
la précision de la solution obtenue est quasiment indépendante du maillage initial. Le
maillage est remis en cause à chaque pas de temps et la précision requise par l’utilisateur
est atteinte sans qu’une stratégie complexe d’adaptation de maillage ne soit utilisée.

Les performances de notre stratégie adaptative sont étudiées dans une dernière partie.
La vitesse de convergence du solveur de Newton est amélioréepar l’utilisation de la stra-
tégie multigrille. Le gain de degrés de liberté est quantifiéen comparant le nombre d’élé-
ments utilisé par notre stratégie au nombre d’éléments correspondant à un maillage de
dimensions caractéristiques uniformes de niveau équivalent au niveau maximum atteint.
Le gain en termes d’occupation mémoire et de temps de calcul est donc non-négligeable.
La stratégie de raffinement automatique développée permet d’obtenir de manière automa-
tique une solution précise à moindre coût. Dans le cas de simulations tri-dimensionnelles,
une telle précision est souvent inaccessible en utilisant des méthodes de calcul classiques.
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La méthode des éléments finis et les schémas numériques d’intégration en temps sont
couramment utilisés dans le domaine industriel en dynamique non-linéaire. Ils permettent
de prédire numériquement le comportement des structures à des sollicitations extrêmes et
sont utilisés afin de compléter les campagnes d’essais.

Le système d’équations discrétisé associé à ces méthodes est généralement résolu par
des stratégies itératives non-linéaires simples où la résolution s’appuie sur des maillages
dont les dimensions caractéristiques sont invariantes en espace et en temps. Néanmoins,
la complexification des maquettes numériques et des modèlesutilisés, ainsi que l’exi-
gence de la précision à leur égard, rend aujourd’hui ces problèmes très coûteux en termes
d’espace mémoire et de temps CPU.

C’est pourquoi, afin de permettre l’aboutissement de tels calculs, la prise en compte
de la nature multiéchelle de telles simulations est essentielle. Un état de l’art des diffé-
rentes stratégies dédiées à ce type de modélisation nous a permis d’évaluer les avantages
et inconvénients de chacune d’entre elles. Ces stratégies visent à assurer localement l’uti-
lisation de l’échelle la plus pertinente tant en espace qu’en temps sur chaque zone de la
structure et sur l’ensemble de l’intervalle de temps. Une fois les maillages optimaux dé-
terminés, il convient d’utiliser des solveurs non-linéaires de complexité minimale afin de
diminuer l’effort numérique nécessaire à l’aboutissementde ces calculs.

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés au développement d’une stratégie
de raffinement automatique en espace performante pour la dynamique non-linéaire des
structures. L’originalité de l’approche proposée provient de la gestion du raffinement au-
tomatique qui s’appuie sur des stratégies de calcul éprouvées telles que les solveurs de
Newton et les schémas d’intégration en temps de Newmark. Notre stratégie est plus par-
ticulièrement dédiée à la modélisation des non-linéaritésde comportement irréversibles.

On s’intéresse donc ici à l’optimisation du maillage spatial permettant d’assurer la
qualité de la solution à chaque instant discrétisé à moindrecoût. La méthode développée
s’apparente aux stratégies s-adaptatives. La difficulté majeure liée au développement de
cette méthode est qu’une non-linéarité localisée influencele comportement global de la
structure. La prise en compte de la plasticité impose donc d’abandonner le schéma pure-
ment ascendant de raffinement de maillage développé dans [CAV 05c] et de développer
un cadre numérique ou les différentes échelles de raffinement communiquent entre elles.
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La première partie de ce travail a consisté à développer un solveur multigrille efficace
dédié à la dynamique transitoire non-linéaire pour des comportements élastoplastiques.
La stratégie développée est indépendante, dans son formalisme d’écriture, du solveur non-
linéaire utilisé dans les phases de relaxation. Un solveur itératif de Newton a été adopté
dans nos travaux pour sa robustesse, et ce malgré son absencede propriété de lissage.
Cette stratégie multigrille a été introduite pour la première fois dans [BIO 09] et sa mise en
équation détaillée a été présentée dans [BIO 10a]. Une attention particulière a été portée
aux phases de transfert qui conditionnent la convergence dusolveur multigrille.

La seconde étape concerne la maîtrise de l’erreur et le contrôle de la précision. Les
estimateurs d’erreurs usuellement utilisés pour des simulations éléments finis semblent
coûteux comparativement à des indicateurs d’erreur dédiés. C’est pourquoi, nous avons
choisi ici d’utiliser les propriétés de convergence et de consistance de la méthode des
éléments finis. L’évaluation de l’erreur de discrétisationest basée sur la comparaison de
la solution sur deux maillages de dimensions caractéristiques différentes. Celle-ci permet
d’obtenir une évaluation de l’erreur vis-à-vis de la solution exacte du problème discrétisé à
moindre coût. Le développement précis des indicateurs d’erreur utilisés dans ce mémoire
a été présenté dans [BIO 10b].

Enfin, la dernière étape de ce travail a consisté à définir la stratégie de raffinement pro-
prement dite. En fonction de la valeur de l’erreur fournie par l’indicateur, des éléments de
plus en plus fin sont construits par sous-découpage hiérarchique. La question des condi-
tions limites à appliquer sur les nouveaux maillages ainsi construit s’est alors posée. Le
recollement entre interfaces incompatibles a été réalisé en imposant la continuité des dé-
placements sur le bord des maillages localisés par l’intermédiaire de multiplicateurs de
Lagrange. Afin de calculer la solution sur ces nouveaux éléments, le solveur multigrille
développé dans le cadre global a été adapté afin de permettre la prise en compte de la
localisation des maillages. Dès lors le solveur multrigrille est utilisé à deux fins : il per-
met d’améliorer la vitesse de convergence mais aussi d’assurer le transfert d’informations
entre les différents niveaux de maillage sur la structure.

La méthode a été validée dans un premier temps pour un cas unidimensionnel simple
dans [BIO 10a]. Cet exemple a permis de contrôler que le raffinement de maillage avait
lieu dans la zone où l’onde se propageait et que l’erreur atteinte à chaque pas de temps
était en adéquation avec la précision requise par l’utilisateur.

Des cas plus complexes ont été traités dans [BIO 10b] où l’intervention de la discré-
tisation temporelle et la dépendance du comportement de notre stratégie de raffinement
automatique aux paramètres initiaux a été détaillée. Ces exemples numériques ont été re-
pris et développés dans ce mémoire. On montre que le temps de calcul dépend étroitement
de la tolérance accordée sur l’erreur et de la dimension du problème étudié. Quelque soit
la précision requise, celle-ci est obtenue à moindre coût enutilisant notre stratégie de
raffinement, et ce indépendamment de l’expérience de l’utilisateur.

Pour des exemples tri-dimensionnels, la stratégie développée permet d’obtenir de ma-
nière précise la solution à de problèmes inaccessibles aux méthodes traditionnelles grâce
aux indicateurs d’erreurs et au raffinement automatique.

132



Conclusions et perspectives

Perspectives

Amélioration du solveur NL-L-FMG

Les performances du solveur présenté dans ce rapport pourraient être améliorées en
modifiant les outils numériques utilisés pour chacune des phases multigrilles tout en
conservant le formalisme de présentation.

Le solveur de Newton au sein de la stratégie multigrille pourrait avantageusement
être remplacé par un solveur possédant de meilleures propriétés de lissage. En méca-
nique des structures, les méthodes de type gradient conjugué préconditionné non-linéaire
[PAP 86], [PAP 89] avec une définition éventuellement inexacte des directions de re-
cherche [GRA 00] ont déjà prouvé leur efficacité. L’utilisation d’un solveur de type
BFGS, déjà utilisé avec succès dans le cadre multigrille dans [FIS 95], pourrait également
améliorer la vitesse de convergence multigrilles. On peut également imaginer l’utilisation
de méthodes de Krylov [SAA 03] qui ont déjà montré des résultats prometteurs dans le
cas de non-linéaires [RIS 00].

Concernant les phases d’interpolation, les opérateurs de collocations utilisés pour le
transfert des informations nodales sont optimaux pour les phases de prolongation mais
souffrent d’une perte d’information haute fréquence pour les phases de restriction. La
définition de ces opérateurs au sens des moyennes généralisées [DUR 06] permettrait sans
doute d’améliorer la vitesse de convergence.

Par ailleurs, la définition d’opérateurs de transfert plus complexes pour les restrictions
des champs par éléments sur les niveaux sous-jacents permettrait d’améliorer le compor-
tement thermodynamique de notre stratégie. Concernant le transfert entre pas de temps,
l’utilisation d’opérateurs permettant d’assurer l’admissibilité du vecteur d’état, éventuel-
lement basés sur des techniques d’approximation diffuse [BRA 08], permettrait de réduire
la dissipation numérique dans le schéma d’intégration temporelle.

Stratégie de raffinement en espace et en temps

Le raffinement de maillage présenté dans ce mémoire est influencé par la discrétisa-
tion temporelle (cf. section 4.2.3). La définition d’une méthode de raffinement en espace
et en temps pourrait permettre de s’affranchir de ce problème et d’améliorer la qualité
de la méthode de raffinement automatique en utilisant un pas de temps hétérogène sur
l’ensemble de la structure.

L’idée directrice de cette méthode serait de coupler le raffinement de maillage en
temps au raffinement de maillage en espace comme cela a été réalisé dans [CAV 05b]. Le
raffinement parallèle du temps conduirait dans ce cas à l’obtention un pas de temps local
sur la structure en fonction de la dimension des éléments finis et du niveau de grille.

Enfin, l’utilisation de schémas d’intégration en temps plusperformants en terme
d’ordre de convergence, comme le schéma de Krenk [KRE 07] ou le schéma de Galerkin
discontinu en temps [LI 96], permettraient probablement d’obtenir un meilleur comporte-
ment du raffinement de maillage. Les méthodes de Galerkin discontinu en temps ont par
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ailleurs déjà montré leur potentiel dans le cadre des méthodes adaptatives [TIE 06].

Extension à d’autres types de non-linéarité

L’extension de notre stratégie à d’autres types de non-linéarités peut être envisagée.
Nous n’avons considéré ici que des comportements élastoplastiques à écrouissage iso-
trope. L’utilisation d’autres relations de comportement,basées elles aussi sur des modèles
à variables internes, ne devrait poser aucune difficulté si ce n’est l’alourdissement des
phases de transfert.

Le développement d’une stratégie de raffinement automatique pour le traitement des
non-linéarités géométriques impliquerait de modifier la définition des indicateurs d’er-
reur. En effet, ceux-ci devraient alors être définis dans la configuration de référence non
déformée. De plus il faudrait prendre garde à conserver la conformité géométrique des
éléments et la stratégie de sous-découpage hiérarchique devrait probablement être rem-
placée par une méthode de raffinement plus complexe.

Extension à la mécanique de la rupture

Enfin, une dernière extension pourrait concerner le développement d’une approche
couplée à une méthode XFEM de manière à permettre la modélisation de la fissuration dy-
namique. Les travaux récents de Rannou, présentés dans [RAN08], proposent de prendre
en compte les phénomènes d’échelles rencontrés en mécanique de la rupture par l’inter-
médiaire de stratégies multigrilles.

L’introduction de cette stratégie à notre méthode de raffinement automatique permet-
trait d’adapter automatiquement les dimensions des maillages utilisés en pointe de fissure
au cours de sa propagation en utilisant des indicateurs d’erreur adéquats. La rupture du
matériau pourrait également être considérée en fonction des non-linéarités calculées.
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Algorithme d’écoulement plastique

Cette annexe présente brièvement l’algorithme de retour radial sur le seuil qui per-
met de calculer l’état matériellement admissible de la structure (caractérise par un champ
de contraintes, des champs de variables internes et un champde déformations inélas-
tiques). Cet algorithme est différent de la méthode d’intégration de Castem, réalisée par
l’opérateurECOU, qui utilise une solution analytique afin d’intégrer plus précisément le
comportement.

On considère le système d’équations associé à un modèle de matériau plastique à
écrouissage isotrope sous l’hypothèse des petites perturbations. Les algorithmes d’écou-
lement plastique sont utilisés afin de déterminer l’état matériellement admissible de la
structure en fonction d’un état admissible déterminé précédemment (par exemple à l’ins-
tant précédent) et d’un incrément de déformations. La formulation précise de ce type
d’algorithme est donné dans [SIM 00] ou [BEL 00].

Prédiction élastique

L’admissibilité matérielle est associée aux équations complémentaires de Kuhn-
Tucker qui relient le paramètre d’évolution plastiqueλ̇ à la fonction seuilf .

λ̇ ≥ 0 f
(
σ, p

)
≤ 0

λ̇ f
(
σ, p

)
= 0

L’algorithme de type retour radial [SIM 86] correspond au cas particulier où la fonc-
tion seuil est décrite en utilisant les contraintes équivalentes de Von-Misesσ

eq
. On note

σY(p) la limite d’élasticité écrouie. La fonction seuil est alorsdonnée par :

f
(
σ, p

)
= ‖σ

eq
‖−σY(p)

avec :σ
eq

=

√

3
2

(

σ− 1
3

Tr(σ)I

)

L’algorithme est basé sur la notion de prédiction élastiquedu vecteur d’état. Les cor-
rections plastiques sont éventuellement apportées par la suite en considérant les équations
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constitutives non-linéaires permettant le calcul du paramètre d’évolution plastique. Cette
correction est appliquée suivant la normalen f au domaine de plasticité.

On suppose dans un premier temps que l’incrément de déplacement à l’instanttn+1

est purement élastique. Cet incrément est calculé en fonction du résidu en équilibre. Si le
schéma de Newmark est exprimé en déplacement, il est donné par :

∆Un+1 = GR

Ou G représente l’inverse de la matrice jacobienne. L’incrément de déformation est
obtenu en utilisant la matrice des gradientsB :

∆εn+1 = B∆Un+1

Et la prédiction élastique est définie à l’instanttn+1 comme suit :

εtrial
n+1 = εn+∆εn+1

εp
trial
n+1 = εpn

ptrial
n+1 = pn

σtrial
n+1 = σn +C∆ε

La valeur de la fonction seuilf est alors calculée en considérant ces prédicteurs élas-
tiques. Si f (σtrial

n+1
, ptrial

n+1) < 0, alors l’état de contrainte est situé à l’intérieur de de la
surface d’écoulement et la prédiction élastique est correcte. Dans ce cas le paramètre
d’évolution plastiquėλ est nul. Dans le cas contraire, sif (σtrial

n+1
, ptrial

n+1) > 0, les champs
considérés ne sont pas plastiquement admissible et la prédiction élastique est fausse. On
procède alors à une correction du vecteur d’état.

Correction plastique

La prédiction élastique n’étant pas plastiquement admissible, il faut supposer une évo-
lution des déformations plastiques de manière à obtenir unefonction seuil nulle. Le vec-
teur d’état est alors corrigé de manière itérative jusqu’à obtenir un état matériellement
admissible à une tolérance numérique près. La stratégie estinitialisée en considérant les
prédictions élastiques comme les approximations à l’itération 0.

ε
(0)
n+1 = εtrial

n+1

εp
(0)
n+1 = εp

trial
n+1

ptrial
n+1 = p(0)

n+1

σ
(0)
n+1 = σtrial

n+1
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A-1: Interprétation graphique du retour radial sur le seuil dansl’espace des contraintes

La figure suivante représente une interprétation géométrique d’une itération de l’algo-

rithme de retour radial sur le seuil dans l’espace des contraintes. On notea(i)
n+1 la valeur

dea au piquet de tempsn+1 et à l’itération de correction plastiquei.
Dans un premier temps, l’incrément en multiplicateur plastique doit être calculé de

manière à vérifier une valeur nulle de la fonction seuil. Il est alors solution de :

‖σ(k)
n+1‖−3µ∆pn−σY(pn+∆pn) = 0 (4.6)

Cette équation non-linéaire en fonction du scalaire∆pn est en général résolue par
l’intermédiaire d’une méthode de Newton. Une fois le multiplicateur plastique calculé,
les quantités non-linéaires sont actualisées en utilisantles équations suivantes :

∆εp
(i+1)
n+1 = −∆λ̇(i+1)

n+1

√

2
3

n (4.7)

εp
(i+1)
n+1 = εp

(i)
n+1 + ∆εp

(i+1)
n+1

σ
(i+1)
n+1 = σ

(i)
n+1−2µ ∆εp

(i+1)
n+1

p(i+1)
n+1 = p(i)

n+1 +∆λ̇(i+1)
n+1

λ̇(i+1)
n+1 = λ̇(i)

n+1 +∆λ̇(i+1)
n+1

137



Annexe A

Ces nouvelles variables sont utilisées afin de déterminer lavaleur de la fonction seuil à
l’itération (i +1). Le calcul est répété jusqu’à ce que la fonction seuil vérifieune certaine
tolérance fixée par l’utilisateur.
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Extraits de programmation sous Castem 2000

La programmation de la méthode est réalisée en utilisant Castem 2000. Elle est large-
ment basée sur des objets, appelés procédures, contenant une suite d’opérations élémen-
taires. L’utilisation de ces objets permet d’organiser et de synthétiser la programmation.
Les objets crées à l’intérieur d’une procédure ne sont plus accessibles une fois sortis de
celle-ci. Par ailleurs, les objets de type procédure ne peuvent modifier que les objets de
type table. La syntaxe générale de définition de ces objets est la suivante :

DEBPROC NOM_FONCTION ARGUMENT_1*TYPE ARGUMENT_2*TYPE ;
Commande 1 ;
Commande 2 ;
...

FINPROC SORTIE_1 SORTIE_2 ;

Le type des sorties est implicite. Chaque argument doit êtredonné de manière explicite en
entrée de la procédure. Afin de minimiser le nombre d’arguments en entrée, une table contenant
l’ensemble des paramètres du calcul, nomméepar1, est crée au moment de l’initialisation du
calcul. L’appel de ses procédures par le programme est alorsréalisée par :

SORTIE_1 SORTIE_2 = NOM_FONCTION ARGUMENT_1 ARGUMENT_2 ;

Présentation globale

Les procédures présentées par la suite (extraites du code bi-dimensionnel) utilisent des procé-
dures annexes qui ne sont pas toutes détaillées ici. Parmi elles, certaines procédures "élémentaires"
ne nécessitent pas de description avancée. On notera que :

– @MA permet d’obtenir le maximum du champ.
– @NO2 calcule la norme 2 du champ considéré.
– @NOI calcule la norme infinie du champ considéré.
– @INMI construit le point milieu d’un segment en fonction de sa géométrie.
– @KRTMANréalise le découpage d’un élément parent en ses éléments enfants.
– @DECOUPdécoupe l’ensemble d’un maillage et transmet la filiation des données.
– @SAUNIsauvegarde les informations une fois un niveau calculé.
– @MENAGElibère l’occupation mémoire et réinitialise les objets de type table.
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Les procédures @RE_C, @RE_U , @RE_F, @PR_C et @PR_U désignent les procédure de
transfert de champ.REdésigne une procédure de restriction etPRune procédure de prolongation.
Les indicesU , F et C précisent si l’opérateur travaille sur les quantités cinématiques, en effort
ou sur les quantités définies aux points de Gauss (respectivement). On ne détaillera par la suite
que la syntaxe des procédure @PR_U et @PR_C qui définissent les opérateurs de prolongation
construits sous castem.

PUM = @PR_U dpct*CHPOINT mai0*MAILLAGE mai1*MAILLAGE ;
PUM = @RE_U dep1*CHPOINT mai0*MAILLAGE mai1*MAILLAGE ;
FM1 = @RE_F res1*CHPOINT mai0*MAILLAGE mai1*MAILLAGE ;
chp0 = @PR_C chp0*MCHAML NOM1*MOT mod0*MMODEL mod1*MMODEL;
chp0 = @RE_C chp0*MCHAML NOM1*MOT mod0*MMODEL mod1*MMODEL;

Les procédures @CONS0 et @COFIL0 sont utilisées afin de construire le problème de niveau
1. La première procédure construit le maillage et le modèle de comportement utilisé. Ceux-ci
n’apparaissent pas en sortie car ils sont définis dans des objets de type table. La seconde procédure
construit les maillages∂M 0

F et ∂M 0
U sur lesquels sont appliquées des conditions limites.lron0

désigne les lignes dont la géométrie est particulière (ici,circulaire).

lron0 = DEBPROC @CONS0 a0*FLOTTANT r0*FLOTTANT Niv0*ENTIER TYP0*MOT;
@COFIL0 BC0*MAILLAGE a0*FLOTTANT ;

La procédure @RENLdésigne le solveur de Newton. La procédure multigrille est nommée
FASet utilise la procédureCONSOLpermettant la création du problème sur le niveau grossier.
Ces procédures sont détaillées par la suite.

err0 res0 = DEBPROC FAS Niv0*ENTIER Nmx0*ENTIER ;
@CONSOL Niv1*ENTIER i*ENTIER res0*CHPOINT;

La procédure de calcul de l’erreur @ELONIV est décrite brièvement par la suite. On ne pré-
sentera que la définition de l’indicateur d’erreur en énergie pour synthétiser cette annexe. Le maxi-
mum d’adimensionnementmax0 est calculé par une procédure @ERR_0 appelée lors de la réso-
lution sur le niveau 1.

conver0 = DEBPROC @ELONIV Niv0*ENTIER MOT1*MOT ;

Les procédures @RESOLet @RESNIVdésignent respectivement les procédures utilisées
pour la résolution du niveau 1 sur le domaine espace-temps complet et la procédure permettant
la résolution d’un niveau localisé à un instant t.

@RESOL Niv0*ENTIER ;
@RESNIV Niv0*ENTIER clt1*RIGIDITE Fex0*CHPOINT ;

La procédure @PR_T permet de réaliser le prolongement en temps de l’état thermodynamique
et des prédicteurs sur le nouveau maillage. La procédure @INTNIV est utilisée afin d’initialiser
le vecteur d’état sur un niveau en prolongeant le vecteur d’état calculé sur le niveau sous-jacent.
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@PR_T Niv0*ENTIER i*ENTIER ;
@INTNIV Niv0*ENTIER ;

La procédures permettant de construire les maillages∂M k
F , ∂M k

U et∂M k
L sur un niveau localisé

et celle permettant de construire les conditions limites associées sont respectivement décrites par
les procédures suivantes :

mux muy mfd mli min mra = @CONSLIM Niv0 ;
clt1 Fex0 = @CLNIV mux muy mfd mra Niv0 ;

Enfin, la création d’un niveau par sous découpage hiérarchique est réalisé par la procédure :

@CRNIV Niv0*ENTIER ;

La procédure @ASSEMBLréalise l’assemblage des différents maillagesM k
∗ et des vecteurs

d’état associés à l’instanti une fois le calcul multigrille terminé.

@ASSEMBL i*ENTIER ;

Extrait des procédures de calcul

Les opérations de prolongation, le solveur multigrille, lecalcul de l’erreur et la procédure de
résolution sont décrites ci-dessous.

Procédures de prolongement

Les deux procédures de prolongement sont détaillée ici. La procédure @PR_U désigne le
prolongement des quantités cinématiques. Celles-ci sont décrites sous Castem par un objet de type
CHPOINT (champ par point). La procédure @PR_C fait référence à l’opérateur de transfert des
quantités aux points de Gauss, décrites par un objet de type MCHAML (champ par élément).

Procédure @PR_C :Les paramètres d’entrée sont le champ à transférer, le type de champ
(contraintes, variables internes, ...) et les objets de type modèle, associés aux maillage, permettant
la description des nuages de point de Gauss sources et de destination. Les modèlesmod0 etmod1
sont respectivement associés aux maillages fin et grossier.

DEBPROC @PR_C chp0*MCHAML NOM1*MOT mod0*MMODEL mod1*MMODEL ;
*

chp0 = CHAN ’NOEUD’ chp0 mod1 ;
chp0 = PROI mod0 chp0 ’STRESSES’ mod1 ;
chp0 = CHAN ’STRESSES’ mod0 chp0 ;
chp0 = CHAN ’TYPE’ chp0 NOM1 ;

*
FINPROC chp0 ;

141



Annexe B

Le MCHAML, défini aux points de Gauss, est transféré aux noeuds du maillage grossier
par l’opérateur CHAN(GER). La prolongation spatiale est réalisée par l’opérateur PROI. Enfin
le champ est transféré aux points de Gauss du maillage de destination par l’opérateur CHAN.

Procédure @PR_U :Les opérations de prolongation s’appuient sur une fonctionTRUCdé-
veloppée en langage esope sous Castem. Cette fonction permet de coder le projecteurpr1 utilisé
afin de transférer le champUM. Le codage de ce projecteur étant relativement coûteux en terme
CPU, celui-ci est construit puis stocké dans la table des projecteurspar1 . ′pro1′ lorsqu’il est
appelé plusieurs fois au sein de la procédure multigrille.

L’opération de prolongation s’appuie sur les objetsds1, dp1 contenant les informations rela-
tives aux maillages sourcemai1 et sur l’objetdp0, relatif au maillage de destinationmai0. L’appel
de la fonctionTRUCavec l’option′pro j′ permet de coder le projecteur sur le niveauNiv0.

Lorsque l’opération de transfert est utilisée pour le prolongement entre maillages incompa-
tibles en temps, le paramètreNiv0 indiquant le niveau est négatif et l’opérateur de transfert est
systématiquement codé (appel unique).

L’opération de transfert proprement dite est réalisée par l’appel de l’opérateurTRUC avec
l’option ′PUg′. L’opérateurTRUCavec l’option′matr′ permet de coder (entrée 0) ou de décoder
(indice 1) le projecteur.

DEBPROC @PR_U Niv0*ENTIER UM*CHPOINT mai0*MAILLAGE mai1*MAILLAGE ;
*

dp1 = mai1 CHAN POI1 ;
ds1 = TRUC ’chan’ dp1 ’SUPE’ ;
dp0 = mai0 CHAN POI1 ;

*
SI (Niv0 < 0) ;

pr1 ll ii = TRUC ’proj’ Dp0 mai1 1;
SINON ;

SI (EXIS (par1 . ’pro1’) Niv0) ;
pr1 = par1 . ’pro1’ . Niv0 ;

SINON ;
pr1 ll ii = TRUC ’proj’ Dp0 mai1 1;
par1 . ’pro1’ . Niv0 = pr1 ;

FINSI ;
FINSI ;

*
PUM = MANU CHPO dp0 3 UX 0. UY 0. UZ 0. ’NATURE’ ’DIFFUS’ ;
UM = TRUC ’chpo’ ’rang’ dp1 (ENLE dpct LX) ;

*
TRUC ’matr’ ’comM’ pr1 dp0 ds1 0 ;
TRUC ’PUg’ pr1 UM PUM ;
TRUC ’matr’ ’comM’ pr1 dp0 ds1 1 ;

*
FINPROC PUM ;
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NL-L-FMG

Le calcul multigrille non-linéaire localisé est réalisé par la procédureFAS. On ne s’intéresse
pas ici à la description FMG du cycle multigrille qui est prise en compte de manière naturelle par
notre algorithme au cours du processus de raffinement.

La tableTAN1 contient les informations issues du calcul au pas de temps précédent (prédic-
teurs et variables non-linéaires). Les tablesdep0, vit0, acc0, sig0 etvar0 correspondent aux dé-
placements, aux vitesses, aux accélérations, aux contraintes et aux variables internes sur le niveau
(respectivement). Les paramètresv0, v1 et v2 conditionnent le nombre d’itérations non-linéaire
au cours de chaque phase de relaxation. Le paramètre′PREMITE′ de la tablepar1 permet de
paramétrer les quantités initiales considérées par le solveur de Newton durant la phase de pré-
relaxation en fonction de l’itérée multigrilles (cf. section 3.2.3).

Le cycle multigrille est utilisé lorsque les non-linéarités évoluent sur le niveau le plus fin.
Dans le cas où l’état de la grille fine reste inchangé, la solution convergée est obtenue en une
itération du solveur de Newton. Le problème grossier est construit par la procédure @CONSOL
décrite par la suite. La procédureFASest appelée de manière récursive jusqu’au niveau 1. Les
objetssau. permettent d’enregistrer le vecteur d’état pour l’utiliser comme état initial au cours de
la post-relaxation.

DEBPROC FAS Niv0*ENTIER Nmx0*ENTIER ;
*

v0 = par1 . ’GRORELA’ ;
v1 = par1 . ’PRERELA’ ;
v2 = par1 . ’POSRELA’ ;

*
SI (NEG Niv0 0) ;

*
* PRERELAXATION
*
* Sur niveau maximum, la première relaxation est différente
*

SI (EGA Niv0 Nmx0) ;
SI (EGA (par1 . ’PREMITE’) 1) ;

err0 res0 = RENL (fext . Niv0) v1 Niv0 Nmx0 (TAN1.Niv0.’SIGN’ )
(TAN1.Niv0.’DFPN’) (TAN1.Niv0.’VARN’) (TAN1.Niv0.’DEP N’);

par1 . ’PREMITE’ = 0 ;
SINON ;

err0 res0 = RENL (fext . Niv0) v1 Niv0 Nmx0 (sig0 . Niv0)
(dfp0 . Niv0) (var0 . Niv0) (dep0 . Niv0) ;

FINSI ;
SINON ;

*
* Sur les autres niveaux
*

err0 res0 = RENL (fext . Niv0) v1 Niv0 Nmx0 (sig0 . Niv0)
(dfp0 . Niv0) (var0 . Niv0) (dep0 . Niv0) ;
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FINSI ;
*
* RESTRICTION ET RESOLUTION GROSSIERE SI L’ETAT EP N’A PAS EVOLUE
*

SI (NEG (MAXI ((var0 . Nmx0) - (TAN1 . Nmx0 . ’VARN’))) 0.) ;
*

Niv1 = Niv0 - 1 ;
@CONSOL Niv1 i res0 ;
err0 res0 = FAS Niv1 Nmx0 ;

*
sau1 = COPI (sig0 . Niv0) ;
sau3 = COPI (dfp0 . Niv0) ;
sau2 = COPI (var0 . Niv0) ;
sau4 = ENLE (COPI (dep0 . Niv0)) LX ;

*
* PROLONGEMENT DE LA CORRECTION
*

dept = ENLE ((dep0 . Niv1) - (UG . Niv1)) LX ;
PUM = @PR_U dept (dal1 . Niv0) (dal1 . Niv1) ;
dep0 . Niv0 = (ENLE (dep0 . Niv0) LX) + PUM ;

*
err0 res0 = RENL (fext . Niv0) v2 Niv0 Nmx0 sau1 sau3 sau2 sau4 ;

FINSI ;
*
* RESOLUTION SUR LE NIVEAU GROSSIER
*

SINON ;
err0 res0 = RENL (fext . Niv0) v0 Niv0 Nmx0 (sig0 . Niv0)

(dfp0 . Niv0) (var0 . Niv0) (dep0 . Niv0) ;
FINSI ;

*
FINPROC err0 res0 ;

Sur un niveau multigrille, le problème auxiliaire est construit en fonction de la restriction du
vecteur d’état de niveau supérieur (d’indiceNiv0) sur le maillage∂M k

+ (noté mai1 ci-dessous) et
de la restriction du vecteur d’état sur le niveau courant surle maillage∂M k

∗ (noté mai0 ci-dessous).
Cette étape est réalisée par la procédure @CONSOL.

La table de filiation est utilisée afin de déterminer les éléments qui ont étés sous-découpés.
Si le maillage∂M k

+ coincide avec le maillage∂M k, le vecteur d’état est obtenu par restriction
directe. Le cas échéant il est construit par assemblage.

Les champs obtenus sont enregistrés dans les tablesUG, SG, DG et VG qui permettent de
calculer la correction dans la phase ascendante. Les forcesexternes du problème auxiliaire sur
le niveau grossier sont construites en fonction du vecteur d’état ainsi construit et du résidures0
restreint depuis le niveau fin.

144



Annexe B

DEBPROC @CONSOL Niv1*ENTIER res0*CHPOINT;
*

NOM1 = par1 . ’ELEMENT’ ;
dt = par1 . ’PASTPS’ ;
bet0 = par1 . ’BETA’ ;
cha1 = par1 . ’CHARGT’ ;
NOM2 = MOT ISOTROPE ;
Niv0 = Niv1 + 1 ;

*
*_ _ _ _ _ _ Construction des maillage (non-)recouverts
*

j = 1 ; ii = 0 ; kk = 0 ;
REPE bcl1 (NBEL (dal1 . Niv1)) ;

SI (EGA (fil0 . Niv1 . j . ’FILS’) 0) ;
SI (EGA ii 0) ; mai1 = (dal1 . Niv1) ELEM j ; ii = 1 ;
SINON ; mai1 = mai1 ET ((dal1 . Niv1) ELEM j) ; FINSI ;

SINON ;
SI (EGA kk 0) ; mai0 = (dal1 . Niv1) ELEM j ; kk = 1 ;
SINON ; mai0 = mai0 ET ((dal1 . Niv1) ELEM j) ; FINSI ;

FINSI ;
j = j + 1 ;

FIN bcl1 ;
*
*_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ Si le niveau n est pas complètement recouvert
*

SI (NEG ii 0) ;
mo00 = MODL mai0 MECANIQUE ELASTIQUE NOM2 PLASTIQUE NOM2 NOM1 ;
mo01 = MODL mai1 MECANIQUE ELASTIQUE NOM2 PLASTIQUE NOM2 NOM1 ;
mo0t = mo00 ET mo01 ;

*
de0m = REDU (dep0 . Niv0) mai0 ;
de1m = REDU (dep0 . Niv1) mai1 ;
UG . Niv1 = REDU (de0m ET de1m) (dal1 . Niv1) ;

*
si0m = @RE_C (sig0 . Niv0) ’CONTRAINTES’ (modt . Niv0) mo00 ;
si1m = REDU mai1 (sig0 . Niv1) ;
sitm = si0m ET si1m ;
SG . Niv1 = @RE_C sitm ’CONTRAINTES’ mo0t (modt . Niv1) ;

*
va0m = @RE_C (var0 . Niv0) ’VARIABLES INTERNES’ (modt . Niv0) mo00 ;
va1m = REDU mai1 (var0 . Niv1) ;
vatm = va0m ET va1m ;
VG . Niv1 = @RE_C vatm ’VARIABLES INTERNES’ mo0t (modt . Niv1) ;

*
df0m = @RE_C (dfp0 . Niv0) ’VARIABLES INTERNES’ (modt . Niv0) mo00 ;
df1m = REDU mai1 (dfp0 . Niv1) ;
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dftm = df0m ET df1m ;
DG . Niv1 = @RE_C dftm ’DEFORMATIONS INELASTIQUES’

mo0t (modt . Niv1) ;
*

SINON ;
*

UG . Niv1 = @RE_U (dep0 . Niv0) (dal1 . Niv0) (dal1 . Niv1) ;
VG . Niv1 = @RE_C (var0 . Niv0) ’VARIABLES INTERNES’

(modt . Niv0) (modt . Niv1) ;
SG . Niv1 = @RE_C (sig0 . Niv0) ’CONTRAINTES’

(modt . Niv0) (modt . Niv1) ;
DG . Niv1 = @RE_C (dfp0 . Niv0) ’DEFORMATIONS INELASTIQUES’

(modt . Niv0) (modt . Niv1) ;
*

FINSI ;
*

FM1 = @RE_F res0 (dal1 . Niv0) (dalr . Niv1) ;
Fext . Niv1 = FM1 + ((mas1 . Niv1) * ((1. / (bet0 * (dt ** 2))) * ((

UG . Niv1) - (TAN1 . Niv1 . ’UP’)))) + (BSIG (modt . Niv1) (SG .
Niv1) (matt . Niv1)) ;

*
dep0 . Niv1 = UG . Niv1 ;
sig0 . Niv1 = SG . Niv1 ;
dfp0 . Niv1 = DG . Niv1 ;
var0 . Niv1 = VG . Niv1 ;

*
FINPROC ;

Calcul de l’erreur

Le calcul de l’erreur est réalisé sur le niveauNiv0 en fonction des quantités sur ce même
niveau et sur le niveau sous-jacent. Le paramètreMOT1 permet de choisir l’indicateur d’erreur
utilisé. On ne détaille ici que le calcul de l’erreur en énergie afin de synthétiser la présentation.

La tablepar1 est une nouvelle fois utilisée afin d’obtenir les paramètres du modèle utilisé (type
d’éléments, caractéristiques matériaux, ...). Les tablesvit1, dep1 etsig1 contiennent les champs
calculés sur le niveau grossier avant d’avoir corrigé l’état sur le niveau en fonction des quantités
calculées sur le niveau fin.

L’opérateur PSCA réalise le produit scalaire. L’opérateurENER calcule calcule le produit ten-
soriel contracté d’un champ de contraintes avec un champ de déformations. On utilise ici l’incré-
ment de déformations afin de tenir compte de l’histoire du chargement de la structure (plasticité).

La tableSau0 comprend l’ensemble des données assemblées à chaque pas detemps. La table
Sau0.i permet d’accéder aux vecteur d’état et au maillage à l’instant i. Sau0.i.′WIN′ désigne l’éner-
gie interne de la structure à l’instantti .
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DEBPROC @ELONIV Niv0*ENTIER MOT1*MOT ;
*

max0 = par1 . ’MAX_CRIT’ ;
You0 = par1 . ’YOUNG’ ;
Cpo0 = par1 . ’POISSON’ ;
Mvo0 = par1 . ’MASSVOL’ ;
erdc = par1 . ’COURBE’ ;
NOM1 = par1 . ’ELEMENT’ ;
Niv1 = Niv0 - 1 ;
NOM2 = ISOTROPE ;
LM0 = MOTS UX UY ;
LM1 = MOTS FX FY ;
max8 = 0. ;
par1 . ’TES2’ = 0. ;
SS = Sau0 . (i - 1) ;
Conver0 = ’VRAI’ ;

*
SI (EGA MOT1 ’T_ENE’) ;

*
f0p0 = (mas1 . Niv0) * (vit1 . Niv0) ;
V0 = 0.5 * (PSCA a0p0 f0p0 (MOTS UX UY) (MOTS FX FY)) ;
V0 = CHAN CHAM V0 (modt . Niv0) ’STRESSES’;
V0 = @RE_C V0 (modt . Niv0) (modt . Niv1) ’SCALAIRE’ ;
f0p1 = (mas1 . Niv1) * (vit1 . Niv1) ;
V1 = 0.5 * (PSCA a0p1 f0p1 (MOTS UX UY) (MOTS FX FY)) ;
V1 = CHAN CHAM V1 (modt . Niv1) ’STRESSES’;

*
eps0 = EPSI (modt . Niv0) (dep0 . Niv0) (matt . Niv0) ;
eps1 = EPSI (modt . Niv1) (dep0 . Niv1) (matt . Niv1) ;
T0 = EPSI (SS . ’MOD’) (SS . ’DEP’) (SS . ’MAT’) ;
e0pc = @RE_C T0 (SS . ’MOD’) (modt . Niv0) ’DEFORMATIONS’ ;
e1pc = @RE_C T0 (SS . ’MOD’) (modt . Niv1) ’DEFORMATIONS’ ;
e0p0 = eps0 - e0pc ;
e0p1 = eps1 - e1pc ;

*
T0 = 0.5 * (ENER (modt . Niv0) e0p0 (sig0 . Niv0)) ;
inc0 = @RE_C (SS . ’WIN’) (SS . ’MOD’) (modt . Niv0) ’SCAL’ ;
T0 = T0 + inc0 ;
T0 = @RE_C T0 (modt . Niv0) (modt . Niv1) ’SCALAIRE’ ;
T1 = 0.5 * (ENER (modt . Niv1) e0p1 (sig0 . Niv1)) ;
inc1 = @RE_C (SS . ’WIN’) (SS . ’MOD’) (modt . Niv1) ’SCAL’ ;
T1 = inc1 + T1 ;

*
j = 1 ;
REPE bcl3 (NBEL (dal1 . Niv1)) ;

ff = fil0 . Niv1 . j ;
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SI (NEG (ff . ’FILS’) 0) ;
geo1 = (dal1 . Niv1) ELEM j ;
mod1 = MODL geo1 MECANIQUE ELASTIQUE NOM2 PLASTIQUE NOM2 NOM1;
mat1 = MATE mod1 YOUN You0 NU Cpo0 RHO Mvo0 TRAC erdc;

*
e0 = INTG mod1 (REDU T0 geo1) ;
e1 = INTG mod1 (REDU T1 geo1) ;
ec1 = INTG mod1 (REDU V1 geo1) ;
ec0 = INTG mod1 (REDU V0 geo1) ;
et0 = (e0 + ec0) ;
et1 = (e1 + ec1) ;
err1 = (MAXI (PROG (ABS (et0 - et1)) (ABS (et0 - et1))

(ABS (et0 - et1)))) / max0;
err1 = err1 ** 0.5 ;

*
e0 = ABS (REDU ((T0 + V0) - (T1 + V1)) geo1) ;
err1 = (INTG mod1 e0) ** 0.5 ;
err1 = err1 / max0 ;

*
SI (err1 > par1 . ’ERRCONS’) ; ff . ’ERREUR’ = 1 ;

Conver0 = ’FAUX’ ;
SINON ; ff . ’ERREUR’ = 0 ; FINSI ;

SINON ;
ff . ’ERREUR’ = 2 ;

FINSI ;
*

j = j + 1 ;
FIN bcl3 ;

FINSI ;
*
FINPROC conver0 ;

L’erreur est calculée pour chaque élément de niveau(Niv0− 1) possédant des éléments en-
fants. Si une erreur trop importante est détectée, la table de filiation enregistre que l’élémentj va
posséder des petits enfants (f il 0.(Niv0−1). j.ERREUR= 1), le cas échéant les éléments enfants
de l’élémentsj sont suffisamment fin (f il 0.(Niv0− 1). j.ERREUR= 0), enfin, si l’élément ne
possède pas d’enfants, l’erreur n’est pas calculée (f il 0.(Niv0−1). j.ERREUR= 2).

La sortieconver0 signale si aucune erreur n’a été détectée. Dans ce cas, le processus de raffi-
nement de maillage est terminé à l’instant considéré.

Processus de calcul

Cette dernière section présente le processus de calcul. Pour mieux comprendre son principe
de fonctionnement, on pourra se référer à l’algorithme présenté figure 3.17. On rappelle que la
stratégie est initialisée par le calcul sur deux niveaux globaux en espace.
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* Construction du niveau 0
*

lro0 = @CONS0 a0 r0 0 TYP0 ;
@COFIL0 lro0 a0 ;

*
* construction du niveau 1
*

@DECOUP 0 ;
*
* Calcul sur le niveau espace temps 0
*

@RESOL 0 ;
*
*-------------------------------------------------- ---------------------
* BOUCLE SUR LES PAS DE TEMPS ETT RAFFINEMENT AUTOMATIQUE
*-------------------------------------------------- ---------------------
*
i = 0 ; t = 0. ;
*
REPE bcl0 26 ;
*

par1 . ’PIKETPS’ = i ;
*
* Problème de niveau 0
*-------------------------
*

@PR_T 0 i ;
@INTNIV 0 ;

*
mux0 muy0 mfd0 mli0 min0 mra0 = @CONSLIM 0 ;
clt0 Fex0 = @CLNIV mux0 muy0 mfd0 mra0 0;
Meq0 . 0 = (((mas1 . 0) ET (bet1 * (rig1 . 0))) / bet1) ET clt0 ;

*
par1 . ’CPTEITE’ = 0 ;
err0 res0 = RENL Fex0 (par1 . ’MAXITE’) 0 0 (TAN1 . 0 . ’SIGN’)

(TAN1 . 0 . ’DFPN’) (TAN1 . 0 . ’VARN’) (TAN1 . 0 . ’DEPN’) ;
*

@SAUNI 0 ;
*
* Probleme de niveau 1
*-------------------------
*

@PR_T 1 i ;
@INTNIV 1 ;

*
mux0 muy0 mfd0 mli0 min0 mra0 = @CONSLIM 1 ;
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clt0 Fex0 = @CLNIV mux0 muy0 mfd0 mra0 1 ;
Meq0 . 1 = (((mas1 . 1) ET (bet1 * (rig1 . 1))) / bet1) ET clt0 ;

*
par1 . ’CPTEITE’ = 0 ;
err0 res0 = FAS 1 1 ;

*
@SAUNI 1 ;

*
* Calcul de l erreur et raffinement
*------------------------------------
*

conver0 = @ELONIV 1 MOTT ;
Niv0 = 2 ;
SI (NEG conver0 ’VRAI’) ;

REPE bcl1 (par1 . ’NMX’) ;
*

@CRNIV Niv0 i ;
*

@PR_T Niv0 i ;
@INTNIV Niv0 ;

*
lux luy lfd lli lint lra = @CONSLIM Niv0 ;
clt1 Fex0 = @CLNIV lux luy lfd lra Niv0 ;

*
par1 . ’CPTEITE’ = 0 ;
@RESNIV Niv0 clt1 Fex0 ;

*
con0 = @ELONIV Niv0 MOTT ;
SI (EGA con0 ’VRAI’) ; QUIT bcl1 ; FINSI ;
Niv0 = Niv0 + 1 ;

FIN bcl1 ;
MESS ’______CV niveau’ Niv0 ;

FINSI ;
*

@ASSEMBL i ;
@MENAGE ;

*
i = i + 1 ;
t = t + dt ;

FIN bcl0 ;
*
OPTI DONN ’Post.dgibi’ ;
*
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