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Résumé

Le recours aux simulations numérigues prend une part deplpkis importante dans
le développement de produits industriels. De nouveaux teedaisant intervenir des
comportements de plus en plus sophistiqués ont été déwé@pcours de ces dernieres
années afin de calculer le plus fidelement possible la rémassstructures en dynamique
non-linéaire.

D’un point de vue numérique, I'utilisation de ces modélésifaervenir de nouvelles
variables et nécessite I'emploi de solveurs non-linéatéeatifs. Afin d’assurer la preé-
cision du calcul réalisé, la solution est couramment coitstisur des maillages faisant
intervenir de nombreux degrés de liberté tant en espace tgreps. De telles simulations
conduisent alors rapidement a des temps de calcul prdhibiti

La méthode présentée dans ce mémoire est développée afimugttpe I'aboutisse-
ment de telles simulations en des temps de calcul acceptafllemoyen d’indicateurs
d’erreur, les zones ou la discrétisation spatiale est fissute sont déterminées. En raf-
finant localement le maillage, la solution est calculée daiara plus précise jusqu’a
atteindre la précision requise par I'utilisateur. La résioh du probléme s’appuie sur une
stratégie multigrille non-linéaire localisée et fait intenir des maillages hiérarchiques de
raffinement différents.

La stratégie ainsi construite est indépendante de I'atéigr. Celui-ci n’intervient que
pour définir le modeéle de calcul et la précision requise. Lélage spatial est construit a
chaque instant de maniere automatique et permet de coecketiort de calcul dans les
zones les plus sollicitées.

MOTS CLES: dynamique non-linéaire, plasticité, méthode des éléntfarits mé-
thodes multigrilles, adaptation de maillage, raffinementraiillage
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Introduction

0.1 Motivations

De nos jours, le développement de produits industrielsss#teedes campagnes d’es-
sais complexes permettant d’assurer la fiabilité et la nelsge des structures congues.
Toutefois, leur colt peut parfois étre trés important, canmar exemple pour I'étude des
problémes de crash qui conduisent a la ruine du prototyp@li3xil est parfois difficile
de mettre en oeuvre des moyens permettant la mesure d’iafiams locales précises.

Aussi, lamodélisation des structureians le processus de conception prend-elle une
part grandissante afin de compléter ces campagnes d’espaisreettre la prédiction du
comportement des structures sous sollicitations extré@es modélisations permettent
d’optimiser les prototypes en amont des phases d’essasédgalement de quantifier, a
posteriori des essais, les phénomenes difficilement ollsiey expérimentalement.

Néanmoins, cette confiance grandissante a I'égard de lalisatitin n’est possible
que grace a la construction de modeles de plus en plus sigpkist Afin d’augmenter la
fiabilité des résultatebtenus par de tels modeles, I'exigence a leur égard a crabie-
ment augmenté.

La premiere conséquenest que ces modeles se sont fortement complexifiés. La mo-
délisation des phénoménes non-linéaires et la prise enteod®gs phénomeénes transi-
toires sont devenues essentielles afin de déterminer deeraandialiste la réponse des
structures a des sollicitations données.

La seconde conséquenest qu’il est devenu nécessaire d’assurer la qualité durrésu
tat calculé. Etant donné qu’un modeéle n’est bien sir qu’'epeésentation limitée de la
réalité, il est nécessaire de maitriser toutes les souteg®dr et de vérifier la précision
de la solution au cours du calcul.

La modélisation est en général effectuée dans la théorimdiesix continus et abou-
tit a un systéme d’équations aux dérivées partielles. Emmhjegue non-linéaire, il n'est
malheureusement pas possible, en général, d’obtenirléd@olanalytique du probleme
de référence continu. Aussi, afin d’obtenir une estimateeette solution exacte, on re-
court couramment a des simulations numériques s’appuyanhg discrétisation spatiale
et temporelle du probleme de référence.

Depuis les années 1970, i@éthode des éléments filfed. figure 1) a été largement
utilisée en mécanique non-linéaire des structures poardtiser I'espace. Sa robustesse
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et ses facilités d’implémentation en font un outil indispaile pour traiter une grande
variété de problemes. La discrétisation temporelle, @¢ediéa modélisation des phéno-
menes de dynamique rapide, se traduit par une approcheneotéle pour intégrer sur le
temps les équations différentielles relatives au systastedtisé par éléments finis. Bien
gue des schémas plus performants aient étés développésroegses années, iehéma
de NewmarKNEW 59] reste trés utilisé.

FIG. 1: Maillage élément fini d’'un avion (source : Dassault Aviajion

Aux erreurs de modélisatiomennent donc s’ajouter desreurs de discrétisatiarOr

il est difficile de déterminer, a priori, les discrétisatigpatiale et temporelle adéquates
permettant d’assurer la précision de la solution de ceslgmuds discrétisés. Bien s(r,
I'utilisation d’'un maillage fin en espace et en temps perneet’dpprocher de la solution
du probléme continu. Néanmoins, la finesse de la discriétisast limitée par les capaci-
tés informatiques et I'utilisation de maillages trop findaeau détriment du temps CPU
et de l'allocation mémoire. D’autre part, des calculs s ohaillages trop grossiers, in-
adaptés, peuvent mener au développement de structur@sopages tant la solution est
perturbée par I'erreur de discrétisation.

Qui plus est il est indispensable de s’assurer de la répiétathes résultats en fonc-
tion d’'une variation des parametres d’entrée du modele.ftet, €n non-linéaire, ces
parameétres sont parfois méconnus et une faible perturbdéaeux-ci peut avoir d'im-
portantes conséquences sur la solution obtenue en fin déasionu Il est donc parfois
nécessaire d’effectuer un nombre important de calculs cetgudit I'utilisation de mo-
deles trop colteux en terme de temps CPU.

Aussi, malgré la croissance exponentielle des moyens delsdlcf. figure 2), qui
double tous les deux ans suivant les conjectures réévatigsemore [MOO 98], les ca-
pacités informatiques restent aujourd’hui insuffisantas gupporter la charge croissante
due a de telles modélisations. Le développement de noswtilégies de calcul est donc
un axe de recherche important en dynamique non-linéairstdegures, tant au niveau de
I'adaptation de maillage que dans le développement de mopn@lveurs performants.
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FIG. 2: Evolution de la puissance de calcul [MEU 08]. En rouge : penénce au rang
500, en bleu : performance au rang 1, en vert : performanceiléendes 500 premiers
calculateurs

En dynamique non-linéaire, il est possible d’adapter ladehsignificative de discré-
tisation en espace et en temps, inconnue a priori, en fondés phénomenes physiques
localisés observés. Si on s’intéresse, par exemple, ab dfas avion, les phénomenes
observés a I'avant et a I'arriere de celui-ci ne doivent pas éalculés avec la méme
échelle. En effet, I'échelle de temps représentative aeplict sur le nez (hautes fré-
guences) est trés inférieure a celle des vibrations qui sultedt en queue (basses fré-
guences). De méme, si le nez subit des déformations spaitlaportantes, la queue de
I'avion est tres peu sollicitée.

Aussi, le développement de stratégies adaptées au caractéti-échelle de ces si-
mulations a connu un essor important ces derniéres annégghlercheurs se sont inté-
ressés a des outils de calcul permettant de prendre en ctéesppécificités d’échelle,
en espace et en temps, de maniére a coupler des discréissptérises (pour les détails
géomeétriques, les singularités, ...) a des discrétisaijpossieres (zones peu sollicitées
dynamiquement, ...).

L'idée la plus naturelle est d'utiliser des méthodes diteslaptation de maillage.
Les premiéres approches proposées dans ce domaine onvélgppé&es afin de traiter
I'adaptativité en espace [BAB 78] [LAD 01] [ZIE 87]. L'erreule discrétisation spatiale
est évaluée sur un premier calcul grossier et le résultaxgddité afin de déterminer les
parameétres de discrétisation spatiale (degré des fosatiefiorme, nombre de degrés de
liberté) qui permettraient de minimiser cette erreur. Céthmdes sont a la base de nom-
breux travaux mais ne traitent pas en général 'adaptétnttemps. D’autres démarches
ont été proposées pour I'évaluation de I'erreur tempofBl@E 02] [LAD 03] .

Une autre idée consiste a utiliser des méthodes dites deng@sition de domaine.
Celles-ci permettent d’adopter des discrétisations tpatigles que temporelles diffé-
rentes suivant le sous-domaine considéré [FAR 91] [PRA P¥H 09]. Elles sont ef-
ficaces et naturellement parallélisables, mais obligemtisateur a définir les différents




Introduction

domaines en entrée du calcul.

Enfin, une autre série de travaux propose de développer dbsdes locales tant en
espace qu’en temps. L'adaptation locale des discrétisagpatiales et temporelles est
présentée dans [CAS 09], [THI 09] en utilisant une formolatile Galerkin discontinue.
Les travaux de Cavin [CAV 05b] permettent de mettre en plackaptabilité en espace et
en temps tout en conservant une formulation classique duéare. Pour finir, une straté-
gie multiéchelle d’homogénéisation en espace et en tenipsésentée dans [LAD 09].
L'ensemble de ces méthodes permet de réduire de maniéerkcsitive le temps de calcul
nécessaire a la modélisation des phénoménes dynamiques.

0.2 Problematiques

Nous sommes donc confrontés a la problématique suivansechkemps calculés se-
ront précis si la discrétisation est fine et présente un nerderdegrés de liberté en es-
pace et en temps important, mais la simulation sera trogeaséten terme de temps CPU
et d’occupation mémoire. Comment définir le maillage spaiaporel idéal permettant
d’assurer une précision donnée de la solution ? Commenimddéimaniere automatique
les zones ou le maillage spatio-temporel doit étre fin eesaill il doit étre grossier ?

Dans sa thése, Pauline Cavin [CAV 06] donne des premierseglisnde réponse dans
le cas de la dynamique transitoire linéaire. L'originatigg 'approche qui sert de base a
ses travaux consiste a utiliser des méthodes éprouvéeparess en temps (méthode des
éléments finis, schéma de Newmark) disponibles dans la itéajles codes de calcul EF.
Le point clé de la stratégie repose sur une gestion des demspace-temps (cf. figure
3) : les dimensions spatiales et temporelles sont trai@gsintement et les raffinements
de maillage en espace et en temps ont lieu simultanémeng slanhaine espace-temps
complet de simulation. L'erreur de discrétisation en esg@n temps est évaluée en uti-
lisant des indicateurs d’erreur éventuellement espaopdeEn adoptant des conditions
limites adéquates, Cavin montre que la stratégie présdatéeson mémoire est stable et
ne dissipe pas d’'énergie aux interfaces espace-temps nes m@ifinées [CAV 05b].
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FIG. 3: Gestion espace-temps : Représentation de I'élément espapeQtyg relatif a
I'élément finig et au tempsn,




Objectifs

L'objectif, ici, est d’adapter la méthode de raffinementomohtique multi-échelle
espace-temps a la modélisation des structures en dynatragqgéoire non-linéaire. D’'un
point de vue numérique, ce probléme peut étre traité enghzises. La premiere concerne
le développement d’indicateurs d’erreur non-linéairgsyettant d’assurer la précision de
la solution calculée. La seconde consiste a construire lbaga en espace en adaptant
localement ses dimensions caractéristiques selon leggtadies champs physiques dans
la structure (déformations, énergies, ...). Enfin, la deephase consiste a lier le raffi-
nement de maillage en temps au raffinement de maillage ecegpatte derniere étape
n'est pas abordée dans ce mémoire.

En dynamique non-linéaire, un certain nombre de problémueas apparaissent. La
solution localisée sur un maillage fin peut influencer la sofusur les maillages gros-
siers a I'échelle de la structure. L'opération de remadipgut également introduire des
problemes liés a la conservation de I'énergie. Les contitabinterfaces en espace et en
temps doivent minimiser les phénomenes de dissipation ngue.. Ces problématiques
constituent les lignes directrices du travail présentép&mllele de cette adaptation de
maillage, il est nécessaire de définir un solveur perforrafintde réduire le temps utilisé
pour calculer la solution non-linéaire et rester dans dasdgurs acceptables pour une
utilisation a I'échelle industrielle.

0.3 Objectifs

Ce mémoire présente la méthode de raffinement de maillagerésdlution éléments
finis développée en dynamique transitoire pour des nomiitgs matérielles. Il s’agit de
développer une stratégie éléments finis permettant d’agetinta discrétisation spatiale
de maniére a assurer la précision du vecteur d’état. Cetacheitt par :

1. Le développement d'indicateur d’erreurs dédiés et péliecx numériquement afin
d’évaluer la précision de la solution au cours du calcul. @lisara les propriétés de
convergence des méthodes numériques utilisées pour figlaceite erreur.

2. La mise au point d'une stratégie de raffinement de mailfzenettant d’affiner la
discrétisation dans les zones ou la précision requise ssffisante. Une méthode de
sous-découpage hiérarchigue sera utilisée.

3. La construction d’'un solveur éléments finis permettan¢paise du calcul de maniére
quasi-optimale au cours du raffinement. Les stratégiesignilés répondent a cette at-
tente par leur caractere multi-échelle.

4. La formulation d’opérateurs de changement d’échellenpéant le transfert d’infor-
mation entre les maillages. On s’appuiera ici sur les fomstde forme éléments finis qui
permettent d’obtenir des opérateurs performants a moouire

L'objectif, a terme, est d’obtenir une stratégie de résotumulti-échelle permettant
de prendre en compte les spécificités d’échelle en espacamiémmlocale sur la structure
et sur l'intervalle de temps. Cette stratégie s’inspire ohe&thodes multi-grilles et des
méthodes de décomposition de domaine.
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0.4 Apercu de la these

Le plan de ce mémoire va découler de ces objectifs et préseatges une description
du probleme et un bref état de I'art, les développements rigoes apportés. Ce mémoire
de thése est divisé en 4 chapitres et organisé comme suit :

Dans le premier chapitre, nous allons exposer le cadre agelheerche. On commen-
cera par introduire les différentes notations afin d’exprihe systeme d’équations régis-
sant le comportement non-linéaire des structures dansite cke la théorie des milieux
continus. Par la suite, on introduira les méthodes de disatén en espace et en temps
afin de présenter la formulation semi-discrete en espasedie la formulation discréti-
sée pour l'utilisation de schémas d’intégration de Newm@rkdonnera dans la derniere
section du chapitre le systeme d’équations discrétisédumdhit I'objet de cette étude.

Le chapitre 2 présentera une synthese des travaux dédiégsolation de ce pro-
bleme. On exposera dans un premier temps une étude bilglugree sur I'estimation de
I'erreur, en espace et en temps, qui est la clé de volte deésdest adaptatives. Un certain
nombre de stratégies d’adaptation de maillage en espatan@s et espace-temps seront
brievement recensées. En paralléle de la présentatiorsaeétbodes adaptatives, on rap-
pellera les travaux qui ont été proposés dans le cadre déedest de décomposition de
domaine. Suivra un apercu des méthodes d’interpolatiaie @maillages, trés utiles tant
pour les méthodes adaptatives que pour les stratégieggnilds. Enfin, le dernier pa-
ragraphe de ce chapitre présentera les deux stratégiagniialt dédiées a la résolution
non-linéaire, a savoir le "Full Approximation Scheme" etNeewton-Multigrid".

Nous expliguerons dans le chapitre 3 la construction demé&thode de raffinement
automatique. La premiére section introduira le principaégél de fonctionnement de
la stratégie en s’appuyant sur la présentation des outiteriques utilisés. La mise en
équation du solveur multigrille non-linéaire localisédaa la modélisation des compor-
tements élasto-plastiques, sera présentée dans une sgaotid. On donnera également
dans cette section des précisions sur la mise en oeuvre deatégge de raffinement
automatique. Enfin, la derniére partie de ce chapitre sati@el@ la présentation de I'al-
gorithme de résolution et a I'implantation numérique de &hnde sous Castem 2000.

Le quatrieme chapitre illustrera les performances desldgpements proposés. On
commencera par présenter le comportement des indicateasids développés en terme
d’ordre de convergence et de précision requise. On morpaaréa suite que le raffine-
ment automatique de maillage a lieu dans les zones en ad#gasec les phénoménes
physiques subis par la structure. L'influence de I'utiksatsur notre stratégie sera étudiée
en observant le comportement de celle-ci en fonction dulagglinitial, de I'indicateur
d’erreur et de la précision requise. Enfin, on montrera qutrédégie développée permet
d’obtenir la précision requise par I'utilisateur a chagas de temps a moindre co(t.

Enfin la dernieére partie de ce document présentera un bilsudé&eeloppements nu-
mériques apportés ainsi que les conclusions et perspgctiveériques de nos travaux.




Chapitre 1

Positionnement de la recherche

Ce premier chapitre présente le probléme traité dans laesuit
de ce mémoire. Nous introduisons la formulation générale du
probléme de référence non-linéaire. Puis, nous décrivess |
méthodes de discrétisation permettant le traitement
numérique du probléme.
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1. Positionnement de la recherche

1.1 Probleme de référence continu

La formulation numérique du probleme de dynamique S’appauie un systeme
d’équations aux dérivées partielles issu de la théorie diésux continus. Ce systéme
d’équations fait apparaitre la cinématique de la structoa équilibre sous chargement
et la relation de comportement liant les quantités primalesquantités duales. Les ou-
vrages [GER 97b], [BAS 00], [BES 01] présentent en détafblanulation compléte du
probléme, brievement rappelée ici.

On s’intéresse a I'évolution d’une structure occupant ImdimeQ(t), de frontiérel”
sur l'intervalle de temps$ = [To, T]. Cette structure est soumise a une force de volume
b(t), & une densité surfacique d’effd (t) sur la partiel £(t) de sa frontiére, et & un
déplacement imposg, (t) sur la partid y(t) de la frontiére (cf. figure 1.1).

Fic. 1.1: Probléme de référence continu

En dynamique non-linéaire, le principe de I'état local [LB8] postule que I'état
thermodynamique en un point ne dépend pas du voisinage ehigstement calculé en
utilisant des variables internes définies en ce méme poat stéme instant. Cette hypo-
thése permet |'écriture de modeéles de comportement siggpbfil I'état de la structure est
décrit par un ensemble de variables qui dépendent des cutgds matérielles € Q(t)
etdutemps 1.

Les quantités cinématiques que sont le champ de déplacenen), le champ de
vitesseu (x,t) et le champ d’accélératioin(x,t) régissent le mouvement de la structure.
L'état du matériau est décrit par le champ de contraintesadel@/o (x,t) et un ensemble

de variables internes (x,t) permettant la description des phénomeénes non-linéaires.

On noteql I'espace des champs de déplacement cinématiquement #ulesss’est-
a-dire vérifiant les conditions limites et suffisamment oo pour étre dérivable. Le
champ de contrainte est recherché dans un espatechamps tensorie®'.

Le vecteur d’état complet en dynamique non-linéaire et Kigx,t) :

S(x1) = (ulx,t),u(xt),d(xt),a(x,t),v (xt)) 1.1




Probleme de référence continu

1.1.1 Cinématique du mouvement

La configuration d’origine (souvent non-déformée) a l'argtt = Tp, notéeQo, est
supposée connue. On nofe(t) la configuration matérielle courante. On adopte les
conventions classiques ou les lettres majuscules détrigsrchamps en coordonnées
Lagrangiennes (non déformées), et les lettres minusasashiamps en coordonnées Eu-
|ériennes (courantes).

On noteX le vecteur position su®q et x (t) le vecteur position suf (t). Le mou-
vement de tout point du domaine est décrit par l'intermeédidiune fonctiond®(X,t)
permettant de passer de la configuration d’origaed la configuration déformé@(t) :

D(X,t) 1 Q — Q (1.2)
X — x=9(X,t)

On noted? la fonction inverse, telle qu¥ = ®~(x,t). Le déplacement d’un point
dans la configuration courante est donnée par la différemite sa position déformée et
sa position d’origine :

U(X.t) =X~ X = D(X.t) ~ X =X~ & (x,t) = u(x,t) (1.3)

La figure 1.2 illustre les différentes notations utilisées.
D(X.7)

Uu

FIG. 1.2: Description de la configuration du systéme a l'instant

Dans le cadre de la dynamique des milieux continus, lesséatest les accélérations
sont définies de maniére classique comme les dérivées pesneiesecondes du déplace-
ment par rapport au temps.

U= 2B e gy = 2EY (1.4)
e t) = 22D e g = PAXY 19
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Ou D désigne la dérivée particulaire définie comme :

D .
Dt ot (u(x,t) - Ox) (1.6)

Afin de décrire le comportement du matériau, il est nécesshircaractériser la dé-
formation du milieu. On introduit I'opérateur gradiefatqui permet de transformer un
vecteur dans la configuration d’origine en son équivalensda configuration déformée :

0P(X,t) _ 0x
E(X,t) = X~ oxX

La dépendance explicite des champs et opérateurs a I'espaademps ne sera plus
exprimée par la suite afin d’alléger les notations.

En utilisant 'opérateur gradient, différentes mesuresié®rmation sont alors pos-
sibles. Pour plus d’'informations on pourra se référer a38%)]. En mécanique des struc-
tures, pour une description Lagrangienne de la cinématajuetilise souvent 'opérateur
de déformation de Green-Lagrange :

(1.7)

1
E-3(EE-1) (L8)
Si le champ de déplacement et les déformations restenesaitis-a-vis des dimen-
sions de la structure(hypothése des petites perturbaiiogst possible de confondre la
configuration initiale€ et la configuration déformé@(t). Le tenseur de Green-Lagrange

linéarisé au premier ordre, natéest suffisant pour caractériser les déformations :

oU U\ T
(o) () ] (-9)
Ce nouveau tenseur est la partie symétrique du gradientplacgénents. Sous cette
hypothése, le tenseur de déformation de Green-Lagrangé kséarisé et est défini par :

1
2

[1eN

€= () (1.10)

sym

1.1.2 Relation d’équilibre

On considere une structure constituée d’'un matériau honeggeotrope, de densité
volumiquep. Le milieu matériel est dit en équilibre lorsque les forcagtiques équi-
librent les forces internes et les forces externes pouet@gionQe(t) de frontierel ¢(t)
du solide a un instant donné.

Les forces d'inertie sont exprimées classiqguement soustadpl. Sur une surface
de normalen, les forces internes, sont calculées en utilisant le champ tensoriel des
contraintes et sont données par la formule de Cauchy :

n (1.11)

En:

[S]

10



Probleme de référence continu

L'équilibre est alors formulé de la maniére suivante :

/ ;ndsz/ oii — b dQ (1.12)
et Qelt)

En utilisant I'équation (1.11) et le théoreme de Green-aggadski :

/ (P D div () d2 =0 (1.13)

Cette équation d’équilibre devant étre vérifiée quel quelsasous-domaine consi-
dére, I'équilibre peut étre écrit localement en tout pountdmaineQ(t) sous la forme :

—pi+b+div(a)=0 YxeQit) (1.14)

Il est difficile de trouver de maniére systématique la sotutle cette équation. Pour
permettre la recherche de solutions approchées par désgsdsade résolution numé-
riques, I'équation d’équilibre (1.14) est écrite sous ferfaible. On considere un champ
de déplacement*, appelé déplacement virtuel, cinématiquement admisstbkerifiant
des conditions aux limites nulles sur la fronti€ig(t). Le champu* est tel que :

e ={ueuU|u=0vxelyt)} (1.15)

La formulation faible est obtenue en pré-multipliant I'étjon (1.14) par cette fonc-
tion test puis en intégrant sur le domaine dans la configamatburante en intégrant par
ailleurs les conditions limites de Neumann :

/()g*(—pg+m (g)+b) dQ+/ *(t,—Fg)dS=0 (1.16)
Q(t

En utilisant la formule d’intégration par partle, le théme de la divergence et la
symétrie du tenseur des contraintes, il vient :

u* udQ / (Oxu dQ — / u*bdQ U*F,dS=0 1.17
/Q(t) + g x4 )Sym 2 M Fe Id ( )

Cette formulation est appelée principe des travaux visteetraduit I'équilibre de la
structure ainsi que les conditions limites en effort.

Remarque : D’autres expressions du tenseur des contraintes peuvergrdtisagées
suivant la description cinématique utilisée. En formwlatiagrangienne par exemple, on
utilise couramment le second torseur de Piola-Kirshbff'équilibre est alors écrit dans
la configuration d’originég suivant I'équation (1.18) :

—poU + B+ divy (IT) = 0 (1.18)
Avecpg = p det(F) la densite initiale eB = b det(F) la force volumique équivalente
dans la configuration d’originQg. Le développement complet des formulations faibles
associées aux équations d’équilibre en description Laggane, Eulérienne ou Lagran-
gienne actualisée peuvent étre trouvées dans [BEL 00].

11



1. Positionnement de la recherche

1.1.3 Relation de comportement

Les équations présentées dans les sections 1.1.1 et hdudsent 'admissibilité ci-
nématique et 'admissibilité statique du vecteur d’étatuit.construction est basée sur des
considérations géométriques et mécaniques qui rendentle¢isns exactes.

Néanmoins, ces équations ne suffisent pas a la résolutiorobléeme et une relation,
dite de comportement, est nécessaire afin de lier les géamitmales et les quantités
duales entre elles. Ces relations mathématiques traduesenbservations expérimen-
tales et constituent une approximation du comportemeihidiéenatériau. Elles tentent
de rendre compte de la physique des phénoménes observés eh ggnéral construites
dans le cadre de la méthode de I'état local [LEM 88].

En mécanique des milieux continus et en absence de phénatissngatifs, |'état
matériel est défini par la déformation totalet la températurd (variables dites obser-
vables). Les relations de comportement sont alors expsmeé@ostulant I'existence d’un
potentiel thermodynamiqup. permettant de décrire I'état du milieu.

We = Ye (€, T) (1.19)

Les relations de comportement qui traduisent le lien emtngraintes et déformations
et le lien entre entropie et température sont alors expsroémme :

0Pe e
ag=p 9e et s= 3T (1.20)

Pour les phénomenes dissipatifs, I'histoire du matériainatant t est traduite par
I'utilisation de modéles a variables internes. C’est le bogrde variables utilisées et leur
pertinence qui définit la finesse du modéle de comportemetiie<zci peuvent indiffé-
remment étre scalaires ou tensorielles et permettent délimedla phénoménologie du
comportement dissipatif.

Une maniere d’astreindre ces modéles dissipatifs a remplecsecond principe de
la thermodynamique est de postuler I'existence d’un psqadentiel de dissipatiop
[RIC 71] qui vient s’ajouter au potentigle :

P=Pe+Wp (1.21)

La formulation des lois de comportement est alors obtenudérivation du pseudo-
potentiel de dissipation. Si on associe les forces thermaayguesy; aux variables in-
ternesvj, le comportement est donné par :

9Wp

= (1.22)

La section 1.2.2 présente un exemple de relation de conmpentedissipative (maté-
riau élastoplastique a écrouissage isotrope et cinénggtiqu

12



Probleme de référence continu

1.1.4 Conditions limites et conditions initiales

Etant donné que le systéme d’équations aux dérivées pesteddt du second ordre en
temps, deux conditions initiales sont prescrites sur Eemse de la structure. Elles sont
en général exprimées en terme de déplacements et de vidddsstant initial :

u(x,0) =Ug(x) vxeQ (1.23)
ulx b)) _ Vo(X) ¥xe€Q (1.24)
Dt |_q

Le systeme d’équations est complété par la définition dedittons limites de Neu-
mann et de Dirichlet. Des efforfs,(t) et des déplacements;(t) sont respectivement
imposés sur les frontiérés:(t) ety (t) de la structure (cf figure 1.1).

Ces frontieres sont telles que :

Fut)Urs(t)=T (1.25)
Fut)NTe(t) =0 (1.26)
Les conditions aux limites sont données par :
t, = Fg VXeTlg(t) (1.27)
u Ug YXeTlE(t) (1.28)

1.1.5 Bilan

Sous I'hypothése d’une transformation isotherme, la tégoi d’'un probléme de dy-
namique non-linéaire consiste donc a chercher le vectétat®(x,t), défini par 'équa-
tion (1.1), en tout point du domairt(t) et a tout instant de I'intervalle temporel

Le systéme d’équations continues que doit vérifier ce vedtétat est présenté table
1.1. Ladmissibilité cinématique du vecteur d’état estmdampar les conditions limites et
la régularité du champ de déplacement. Ladmissibilitéaayigue est induite par le res-
pect de la relation d’équilibre et des conditions limitesfig, la relation de comportement
traduit 'admissibilité matérielle.

Remarque : Cette formulation est présentée dans le cas général et peenmeodé-
liser de nombreuses non-linéarités. Dans le cas des néarii@s géomeétriques, ou les
déformations sont trop importantes pour écrire le probldares la configuration initiale,
le systeme d’équations doit étre ré-écrit dans la configarraourante.

13
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TAB. 1.1: Formulation du probleme de référence continu

- Conditions limites

H<_7t = Ug V<X7t) S ru<t) x| (129)
th(x,t) = Fyq V(x,t) € Me(t) x| (1.30)
- Conditions initiales
u(x,0) = up(x) et % = Vo(X) vx € Qo (1.31)
t=0

- Equation d’équilibre

V(x,t) € Q(t) x|
U plidQ / o (0" dQ—/ u*bdQ—/ UF.dS= @1.32
/Qm‘ PUART Joy @7 (Pt Doym@Q = J  WDIQ= Jo U FadS=132)

- Relation de comportement

2(xt) ~ 2 (uext wix 0. 20, ) (1.39

1.2 Modélisation des phénomenes non linéaires

Les non-linéarités sont généralement classées en tréigar&s en absence de phé-
nomenes thermiques (rayonnement, changement de phgses, ..

Une non-linéarité est ditmatériellelorsque la relation liant la contrainte a la déforma-
tion est non-linéaire. La contrainte dépend alors desbkesanternes traduisant I'histoire
du point matériel. C’est le cas des comportements plagtigtieisco-élastiques.

Elle est ditegéométriquesi la relation liant les déformations aux déplacements est
non-linéaire et fait intervenir les termes d’ordre 2. Learps tensoriels sont alors dé-
crits sous I'hypothése des grandes transformations (grdégdlacements et/ou grandes
rotations).

Enfin, les non linéaritéd’interfacessont traduites par les conditions limites et sont
généralement tres localisées. Elles apparaissent emrdes modifications des zones
d’application des conditions limites comme par exemplesdaras de chocs, de contacts
unilatéraux ou de contacts frottants.

On présente ici le cadre d’étude général associé a chacwesa®n-linéarités, mais
seul le premier type de non-linéarités sera traité dansite da nos travaux.
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Modélisation des phénoménes non linéaires

1.2.1 Non linéarités géométriques

Dans cette section on s’intéresse aux problémes ou la mishagge fait subir a la
structure des déformations et/ou des déplacements noigyeaiglles au cours du temps.
L'utilisation du tenseur des déformations linéarisé, quiose que les déformations res-
tent infinitésimales et que les rotations restent de faimleldude, n’est plus utilisable car
les termes du second ordre ne sont plus négligeables. Cdmgarité apparaissent par
exemple lors de la modélisation de mise en forme de maté¢aubigure 1.3).

FiG. 1.3: Exemple de non-linéarité géométrique : profilage métadli(pource : Enginee-
ring Research AB)

Pour plus d’'information sur la modélisation et le calcul désictures en grandes
transformations, on pourra se reporter a [BEL 00]. La theprésentée ici s’appuie sur
les lois de comportement en taux [LAD 96].

Le systéme d’équations décrit table 1.1 doit alors étre éarila configuration cou-
rante Q(t) plutét que sur la configuration d’origin@q. On parle de variable objective
lorsque la valeur de la variable (qu’elle soit scalaire togelle ou tensorielle) ne dé-
pend pas du référentiel d’observation. Alors que la conteaile Cauchy et les variables
internes sont objectives, le tenseur de Green-Lagrangesieas.

La théorie en taux propose de s’appuyer sur des déformattales contraintes objec-
tives. Elle cherche a utiliser, sans modification, les mesléhathématiques utilisés pour
la formulation proposée table 1.1. La configuration cow&t) étant une inconnue du
probleme, on reporte le systeme d’équations dans la coafigarinitiale Q. Les équa-
tions sont réécrites en utilisant le taux de déformadbet une contraint€’ telle que la
puissance virtuelle des forces internes soit donnée par :

Pi* — —/QOTr< =) do (1.34)

On introduit I'opérateur de rotatioR tel queR R" = (F F1 )set R\ _o=1,Le
taux de déformation et la contrainte conjuguée sont défimistéisant la contramte de
Cauchyo, la partie symétrique du taux de déformatibret le jacobien de la transforma-
tion J = detF : -

IS

R (1.35)
R (1.36)

13, 113,

1Y (1M
|
)
Il
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L'équation d’équilibre peut étre exprimée dans la confijarainitiale Qg sous la
forme du principe des puissances virtuelles présenté iéqubt37. Les forces externes
sont alors rapportées dans la configuration initiale etesftg, etby. Le vecteur d'état

en description Lagrangienigeest cherché comme la solution de :

V(X,t) € Qox1 YU € Uo
/ U'pUdQ + (Q:'Z*) dQ— / U'bydQ — / U'Fo,dS=0  (1.37)
Q= Qo \— = Qo d0F —

Ou Up représente I'ensemble des champs cinématiquement atlfagsaio en confi-
guration Lagrangienne.

La difficulté de I'approche en grandes déformations vientaitlque la position cou-
rante est inconnue, ce qui oblige a se référer a la configuratitiale non-déformée
(formulation Lagrangienne totale). En dynamique, la posiaux instants précédents est
connue. Il est donc possible de se référer a ces positionseastat initial.

1.2.2 Non linéarités de comportement

Dans cette section, on s’intéresse aux non-linéaritésdnttes par la relation de com-
portement. Elles apparaissent lorsque I'équation lianblarainte a la déformation n’est
plus linéaire, comme par exemple lors de la modélisatiorddésrmations irréversibles
liees a un comportement plastique du matériau (cf. figure 1.4

FiG. 1.4:Exemple de non-linéarité de comportement : déformatiostigiae d’une jante
de voiture (source : CAELinux)

Pour un vision plus compléte des modeles de comportemenrlimeaires, le lecteur
pourra se reporter aux ouvrages [LAD 96] et [LEM 88]. On pnéseéci un modeéle élas-
toplastique écrouissable sous I'hypothése des petitésrpations.
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Modélisation des phénoménes non linéaires

Les contributions élastiques et plastiques sont en gédécaluplées dans le tenseur
des déeformations. On partitionne alors la déformationiéataen une déformation élas-
tiquege et une déformation plastiqu:aep :

g:ge+gp (1.38)

L'état thermodynamique du matériau est défini par la déftiomalastique ainsi que
par deux variables supplémentaires qui traduisent la ohaftion du convexe d’élasticité :
— La variable tensoriellex traduit I'écrouissage cinématique du matériau. Elle décri
la position du centre du convexe d’élasticité.
— La variable scalairg traduit I'écrouissage isotrope du matériau. Elle corresip
la déformation plastique cumulée et décrit le rayon du ceeekélasticité.

Le potentiel thermodynamique est alors défini par :

pY (e%,p, ) = %Tr {geggﬂ —|—:_2L -dpTr[a a] +1(p) (1.39)

—_————
Potentiel élastiquéle

A ces deux variables interneset p, on associe respectivement deux variables forces
thermodynamiquey’ et Z telles que :

Potentiel plastiquésp

_ oy _ oy
Z_pa—p et g_pa% (1.40)

Etant donné I'hypothese de partition du tenseur des détwns (1.38), les
contraintes sont données par :

o=p—2 (1.41)

On définit une fonction seuil qui décrit le domaine élastique. Celle-ci est exprimée
a I'aide du tenseur déviatorique des contrairggset de la contrainte de retolf :

f(e.p.Y) = fy (25— X) — folp) (1.42)

Le comportement matériau dépend de la position du vecteurainte dans I'espace
des contraintes. Le domaine élastique y est représenténpanlume, appelé convexe
d’élasticité (cf. figure 1.5) dont la frontiere a pour éqaati = 0. og et oy représentent
respectivement la limite d’élasticité initiale et courudu matériau.

La description de la plasticité impose que I'état de conteane peut sortir de ce
convexe d’élasticité. De plus, aucun écoulement plastigugeut se produire pendant la
décharge du matériau. On en déduit les conditions suivantes

f <0 : comportement élastique (1.43)
f=0etdf=0 : comportement plastique (1.44)
f=0etdf <0 : décharge élastique (1.45)
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Doimnaine
d’élasticité initial
Domaine

Fic. 1.5: Définition du domaine d’élasticité en fonction des deuxafales internes

On définit alors un parametre d’évolution plastidueérifiant une condition de Kuhn-
Tucker et tel que :

A0 — f—0 avec Af=0 (1.46)

Finalement, les lois d’écoulement sont données par :

{_f<0 = A=0

g’P:}\ﬁ (1.47)
= ag
. of
&= _}‘_ag (1.48)
.. of
p=—A3~ (1.49)

La description de la phénoménologie du comportement pavatézbles internes pré-
sente un cadre général d’étude permettant de décrire deraosds relations de com-
portement. Ainsi, méme si dans la suite de cette étude un axdement élastoplastique
écrouissable est adopté, le formalisme de la présentatgir théoriquement inchangé
pour des comportements plus complexes.

1.2.3 Non linéarités d’'interface

Dans le cas de la modélisation d’assemblages mécaniquespddinéarités d’inter-
face peuvent apparaitre. Ces phénomenes non-linéairemdaits par exemple par des
phénomenes de frottements et/ou de décollement entre déd&ss(cf. figure 1.6). Les
non-linéarités sont alors traduites en raison de I'évoiutles conditions aux limites avec
le chargement et de I'évolution de la zone de contact endrsttactures.
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Discrétisation du probléme

Les formulations continues et éléments finis du problemendéact, ainsi que les al-
gorithmes utilisés pour les résoudre, sont présentéegaihdbns [LAU 03] et [WRI 06].
Une relation de comportement peut étre utilisée a l'intafafin de relier les quantités
duales entre elle (comme par exemple pour les lois de frettieéne Coulomb).

Ce type de non linéarités est tres localisé si le probleméngstire par ailleurs. Le
systéme d’équations présenté précédemment reste incdangéon formalisme d’écri-
ture et les conditions limites sont alors potentiellem@mpliguées, a défaut d’étre perma-
nentes, sur une géométrie potentiellement variable atschucalcul.

Le probléme est résolu, par exemple, en rendant statienoai formulation varia-
tionnelle associée a la fonctionnelle d’équilibre (1.100)scontrainte afin de vérifier ces
conditions d’interface comme dans le cas de liaisons pegntas sur la structure. On
utilise dans ce cas des méthodes classiques de minimisatisrcontraintes telles que la
méthode de pénalité ou la méthode des multiplicateurs deabhgg [BEL 00].

Fic. 1.6: Exemple de non-linéarité d'interface : Contact frottantrendeux corps
(source : Duke University)

Les conditions limites sont régies par une condition d’imgtéabilité a I'interface.
Les forces de contact sont alors calculées en utilisant thadé de pénalité ou des ap-
proches de type Lagrangien augmenté [SIM 92]. Néanmoirssapproches sont com-
plexes d'utilisation car il est difficile d’'identifier la valr des coefficients de pénalité.
Plus récemment, une amélioration appelée méthode du Lgigreaugmenté adapté a été
proposée [BUS 09], [BUS 10]. Par cette approche, le coeffice pénalité utilisé évolue
au cours du calcul en fonction des pénétrations détectéagjigpermet d’améliorer la
vitesse de convergence du calcul.

1.3 Discrétisation du probleme

Le principe des puissances virtuelles (1.17) est expriméigsant des champs conti-
nus en espace et en temps. Les espdtes D sont des espaces de dimensions infinies
et il est en général impossible de déterminer la solutiortexdu modele. Le probleme
de référence continu est donc approché par un problemettisscen espace et en temps
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dans des espaces de dimensions fifile®t D". On adopte pour ce faire une formulation
éléments finis en espace et une prise en compte de la diméesiporelle par un schéma
d’intégration numérique.

1.3.1 Discrétisation en espace - Méthode des éléments finis

En mécanique des structures, la méthode des éléments filis g [BAT 92]
[ZIE 05] est la méthode de discrétisation spatiale la plulssée. Le domaine continu
Q(t) est approché par un ensemble d’éléments, appelés élénmesitafin de former un
maillage® (t) (cf. figure 1.7) de frontier@ . Cette frontiére est décomposéedsit U
et0Mr selon la condition limite imposée sur le bord du domaine.

Le modéle discrétisé en espace ainsi formé contiefliéments eh noeuds.

FiGc. 1.7: Discrétisation d’'une structure

On notera sur la figure 1.7 qu’'un champ contaast notéa sous forme discrétisée.
Par analogie, un tensearsera quant a lui noté sous forme discrétisée.

Des fonctions d’interpolation géométriques et des fomstid’interpolation des va-
riables sont associées a chacun des noeuds de la géométse. lnitera ici a I'utili-
sation d’éléments isoparamétriques ou les fonctionsségb pour l'interpolation de la
géomeétrie et des champs sont identiques. Un champ contiXit) est alors recherché
comme une combinaison linéaire de fonctions de fornex) (généralement polyno-
miales) associées aux degrés de libedg$) par I'équation suivante :

UK~ 5 V(04,0 (1.50)

Les fonctions de forme sont interpolantes. La fonctipiiX) associee au degré de
liberté Ui (t) prend la valeur 1 au noeuekt O pour tous les autres noeuds.

Les intégrales sur le domaine dans la formulation faibl@7)Lsont approximées par
des sommes d'intégrales sur les éléments. On dd&evecteur des déplacements géné-
ralisés etU le vecteur des accélérations généralisées (la dépendarieenps n'est pas
indiquée). En introduisant la formule de discrétisatio®@) dans le principe des travaux
virtuels (1.17), le probleme de référence sous I'hypotltesepetites perturbations peut
étre reformulé sous la forme discrétisée suivante :
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W el[0,T], YU €Uy, YUEU, VoecD,
U*TMU+ U* TFint = U T Fex (1.51)

Avec la matrice de mas3dd, le vecteur des efforts intérieurs généralifgs et le
vecteur des efforts extérieurs généralis@g définis par assemblage sur les éléments
finis et approximés par les équations (1.52), (1.53) et j1.54

M) = i /| 08, (X) @, (X)d0 (1.52)
Fintj = i/QETr (o¢(9,x)) ) do (1.53)
Fouy = 3 ([ faty 0000+ [ Fug; 00d) (154)

Le calcul des forces internes est généralement réaliséilesant une méthode de
guadrature de Gauss :

m
Fie =y [ BTod0 (1.55)
=17 Qe

Ou B désigne la matrice de gradients calculée aux points de Gagisalcul de I'inté-
grale est approximé par une somme pondérée sur les pointauds GCeux-ci sont placés
sur I'élément de maniére a optimiser la précision du caltlé@ nombre dépend des
fonctions a intégrer et de la richesse de I'élément fini abérs.

En dynamique non-linéaire, I'équation (1.51) est souveptiemée en terme de résidu
d’équilibre et le principe des puissances virtuelles @ditsé est donné par :

u*T(R(U)) =0 (1.56)

avec: R(U) = MU + Fint — Fext (1.57)

Finalement, le principe des puissances virtuelles disééevient a résoudre I'équi-
libre discrétisé (1.58) éventuellement exprimé sous laéorésiduelle (1.59) :

V(t,U,U) € [O,T] X (Z,ln X @n

MU+Fint = Fex (1.58)
R(U) = 0 (1.59)
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A cette équation sont adjointes les conditions initialekestconditions aux limites
sous forme discrétisée. On définit une matficelle que les conditions limites en dépla-
cement soient vérifiées en tout point de la frontigivk, :

Ul_o= Yo (1.60)
Ul,_o = Yo (1.61)
CU = Ugq (1.62)

Lorsque le matériau a un comportement non-linéaire, gragon de la relation de
comportement est réalisée en chaque point de Gauss eanttilia algorithme de type
retour radial sur le seuil [SIM 00] présenté annexe A.

1.3.2 Discrétisation en temps - Schéma d’intégration numeégue

La formulation (1.59) est dite semi-discrete : elle estidiisée en espace, mais conti-
nue en temps. Afin de résoudre cette équation sur l'interdaditudd , le temps est divisé
enr + 1 piquets de tempg etr pas de temps (cf. figure 1.8). Une relation de récurrence est
utilisée pour calculer le vecteur d’état a I'instént; en fonction des instants précédents.

FIG. 1.8: Discrétisation du temps

On utilise en général un pas de temps constant afin que lekesattilisées lors de
la résolution numérique restent invariantes sur I'enserdbll’'intervalle d’étude. On note
At le pas de temps séparant deux piquets de temps successitpiamités nodalds(t),
U(t), U(t) qui décrivent les champs de déplacements, de vitessescettBeations sont
alors approximés par des suites numériqugsUn, U, qui représentent les approxima-
tions des champs a l'instaipt

De nombreux schémas d’intégration numérique sont dispemitans la littérature
[NEW 59], [HIL 77], [SIM 91], [KRE 07]. Les schémas d’intégran temporelle de New-
mark sont les plus couramment utilisés en mécanique destwtes. [HUL 04] propose
un comparatif des différent schémas d’intégration temfeore

Le schéma de Newmark est un schéma d’intégration temparelle pas (en dyna-
mique des structures, l'instatit est généralement suffisant pour actualiser I'état de la
structure a l'instant,. 1). On suppose que l'ordre des fonctions cinématiques efit suf
samment élevé pour les décrire par un développement lirait@glor. Deux parametres
B ety sont utilisés pour approximer le reste de ce développement.
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Discrétisation du probléme

Etant donné que les fonctions de forme utilisées pour interghacune des quantités
cinématiques sont les mémes, ce développement de Taylodipectement étre exprimé
en fonction des degrés de liberté du maillage éléments finis :

: : . A2 [ Upq—U

Uni1 = Up+AtUp + — |2yt —=n (1.63)
2 At
Uni1 = Un+AtU +A—t20 +A—t3 GBM (1.64)
n+1 = Yn n 2 n 6 At .
Le schéma de Newmark exprimé en accélération s’écrit alors :

Unt1 =P Un+BAt?Unsg (1.65)
Un:1 =P Un+yAtUn, 1 (1.66)

Ou les terme8U,, et PU,, appelés prédicteurs du schéma, regroupent les termes du
pas de temps précédent :

PU, = Up +AtUp 4 (0.5— B) At2U, (1.67)
PU, = Un+ (1—y) AtU, (1.68)

Des études sur la stabilité du schéma de Newmark, sa préeisgmn amortissement
numérique sont présentées dans [HUG 77] ou [KRE 06]. Lesntrasp3 et y condi-
tionnent la stabilité du schéma de Newmark. La stabilitéetdnvergence sont démon-
trées pour des modeles linéaires. Si aucune démonstrati@rale n’existe dans le cas
non-linéaire, il est possible de contréler la stabilité rwvaillant par linéarisation du sys-
teme. La stabilité doit alors étre vérifieée pour chaque menét.

Le parameétr@ détermine le type de schéma Sk 0, le schéma est dit implicite et est
généralement inconditionnellement stable (cf. table2).8.e schéma est dit explicite, et
ne dépend que des quantités a I'instast 3 = 0. Il est dans ce cas soumis a une condition
de stabilité Courant-Friedrich-Levy (CFL) sur le pas depiemui doit étre inférieur a une
valeur critique donnée par :

2

ax
Ou wmax représente la plus haute fréquence propre du systeme. earvdl pas de
temps critique peut également étre déterminée en considérseemps mis par une onde
de vitesse pour parcourir la dimension caractéristique la plus faiglgdu maillage :

Atc = Imin/C ,avec: c=4/Eep/p (2.70)

Ou p désigne la masse volumiquekgt, la raideur apparente.

Cette famille de schémas, qui suppose qu’un certain noméreadables restent
constantes sur l'intervalle d’étude est trés utilisée en dynamique non-linéaire ou les
pas de temps sont trés petits. De maniére générale, laitdis d’'un schéma explicite

At < M = (1.69)
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conduit a un grand nombre de calculs peu colteux, tandis'ailesation d’'un schéma
implicite conduit a peu de calculs tres colteux

Le parameétrg conditionne quant a lui 'amortissement numérique et pedadorcer
la stabilité du schéma de Newmark. Pgue 0.5, aucune dissipation numérique n’est
introduite. Le schéma de Newmark est inconditionnellerstatile si [BEL 00] :

05<y<2B (1.71)
y<0.5
2 <y }:>At < Ate (1.72)

Le tableau 1.3.2 présente les valeurs de ces deux pararpetrequatre schémas de
Newmark ainsi que leur ordre de convergence et pas de teltigsier

TAB. 1.2:Récapitulatif des schémas de Newmark

algorithme B Y At Ordre
explicite 0 0 0 1
différence centrée 0 0.5 2dnax 2
accélération linéaire 1/6 05 B 2
accélération moyenne 0.5 0.25 o 2

Le schéma d’intégration temporelle utilisé dans la suiteelte contribution est le
schéma de I'accélération moyenne qui présente I'avantagee dnconditionnellement
stable et d’ordre 2. De plus il s’agit du schéma implicite décgsion maximale en terme
d’erreur d’amplitude et d’erreur de périodicité [GER 97a].

Remarque : Il est possible de vérifier la cohérence du calcul élémenits dim réali-
sant un bilan énergétique. L'intégration temporelle ektlea numériquement en vérifiant
I'absence de dissipation d’énergie entre deux pas de temps.

L'énergie totale au tempg est définie comme :

Eiot = T(Up) +V (o) (1.73)

OuT etV désignent respectivement I'énergie cinétique et I'érepgitentielle de la
structure. On utilise les notations introduites dans [HU5E:9

(o) = S(oniaton) et [o] = (oni1—en) (L.74)

Les sauts de déplacement et de vitesse entre deux pas desiempennés par :

U] :At<U>+A7t2(28—y) U] (1.75)
0] = 8t (0) +8t(y— ) [U] (1.76)
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En appliquant les équations (1.74) a I'équation d’équélibiscrétisée (1.58), on ob-
tient les combinaisons des équations d’équilibre suigante

<MU>+<Fint> = (Fext) (1.77)
[MU}""[Fint] = [Fex] (1.78)

Enfin, en utilisant la propriété :

(o] () =5 [+7] (1.79)

La variation d’énergie cinétique est donnée par :

[TU)] = [U]"™M (U) (1.80)

En combinant les équations (1.75) a (1.80), le bilan éniepggtest donné par :

TO)]+a%(B-DITO)] = ~A(y-085)(28-y)T((U)
+ (< Fint>" +(y—0.5)[Find ") [U]
+ (<Fex>" +(y—05)[Fed")[U]  (1.81)

L'équation (1.81) est utilisée section 4.3.3 afin évalueditsipation d’énergie due
aux transferts de champs entre deux pas de temps.

1.3.3 Systéme d’équations discrétisé final

Le systéme d’équations présenté table 1.1 est repris sous fliscrétisée ci-dessous
et doit étre résolu a chaque piquet de temps du maillage teh@n notex les coordon-
nées d’'un noeud du maillag¥ .

Les conditions limites sont prises en compte aux noeuds fledééredM a chaque
instant discrétisé,. On note respectivemediMy et oMr les frontiéres du maillage sur
lesquelles sont appliquées des conditions limites en déplant et en effort :

U = Uy WXeoMy (1.82)
Fnt = Fg Yx€oMe (1.83)

Les conditions initiales sont transposées de manieretdisaus forme discrétisée.

U(x,0) = Up(x,0) (1.84)
U(x,0) = Vo(x,0) (1.85)
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En utilisant les forces introduites par les équations (1e531.54), et en notarkacc
les forces induites par le produit de la matrice de masse gedieur des accélérations
généralisées, I'équation d’équilibre discrétisée esteésous la forme :

Fint + Facc— Fext =0 (1.86)

Les conditions aux limites en déplacements sur la frontiég sont intégrées a la
formulation de I'équilibre du probléme en utilisant la mdédtle des multiplicateurs de
Lagrange. Un terme additionnel dit de liaison est adjointfauces externes :

Flia=CTA (1.87)

On montre que les multiplicateurs de Lagrange correspdralenactions dans les
liaisons servant a imposer les conditions limites en déplent sur les inconnues nodales.
C est la matrice, dite de contraintes, telle que :

CU = Ugq (1.88)

L'équilibre est alors écrit sous la forme :

Fint + Facc— Fext— Flia =0 (1.89)

Les différentes quantités cinématiques intervenant damslation d’équilibre sont
liées entre elles par le schéma d’intégration numériqueaenhark. En utilisant les pré-
dicteurs du schéma définis par les équations (1.67) et (lo68pppelle que :

Unt1 =P Un+BAt2U, .1 (1.90)
Uni1 =P Un+yAtUn, g (1.91)

Enfin, en chaque point de Gauss, les déformations sont éakceh utilisant la matrice
des gradients et la relation de comportement est intégraepelgorithme de type retour
radial sur le seuil présenté annexe A.

1.4 Synthese

Ce chapitre présente le systeme d'équations étudié dan€rmwine. Les équations
du probléme continu sont brievement rappelées sectiorL&.formalisme de présenta-
tion retenu permet la prise en compte de différents type deinéarités rencontrées en
mécanique des structures.

La formulation de ces différentes non-linéarités est r@gsection 1.2. On ne s'in-
téressera dans la suite de ce mémoire qu’au non-linéastésrportement. Les possi-
bilités d’extension de nos travaux aux autres types de im@aulités sont envisagées en
conclusion de ce mémoire.

La section 1.3 s’intéresse aux méthodes de discrétisati@sgace et en temps per-
mettant d’obtenir les formulations semi-discrétiséesistrdtisées. Les équations de la

26



Synthése

méthode des éléments finis et le schéma d’intégration enstelmplewmark sont rappe-
lées afin de présenter le systéme d’équation discrétise final

Par la suite, I'équation d’équilibre non-linéaire (1.88)a synthétisée par I'équation
(1.92). L'opérateurL est un opérateur non-linéaire dépendant du vecteur d'étetéd
tisé § auquel sont adjoints les multiplicateurs de Lagrangeséslipour d’imposer les
conditions limites en déplacement :

L(S)=F (1.92)

En pratique, I'équilibre est résolu en considérant une umiquantité cinématique
et les autres équations du systeme discrétisé (équatiosshéma de Newmark, retour
radial sur le seull, ...) sont utilisées afin de mettre a jmrdemble du vecteur d’état.
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Chapitre 2

Calcul numérigue en dynamique
non-linéaire des structures

Dans ce second chapitre, on présente un état de I'art des
méthodes dédiées a la résolution de problémes non linéaires

de

grande taille. L'estimation de I'erreur, 'adaptabiditet les
solveurs sont présentés succinctement.
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2. Calcul numérique en dynamique non-linéaire des strastur

2.1 Estimation de I'erreur

Depuis les débuts de la modélisation numérique en mécanigsiestructures, une
attention particuliere a toujours été portée a la quantifinades erreurs. En dynamique,
cette erreur peut étre découplée en une erreur en espace@&trenr en temps.

2.1.1 Origine des erreurs

Suivant les hypothéses simplificatrices utilisées afin dmuter la solution approchée
du probléme de référence, on peut distinguer plusieursesut'erreur introduites vis-a-
vis du comportement exact de la structure réelle. La figuresgnthétise ces erreurs.

Shructure f(ﬂﬂﬂ-[ﬂmﬂ]-ﬂ-lﬂmmm

réelle

IIILJIIIIIIIIIIIIIIIIIIIJ7III'

Frretir ae
Maddis ation

Modéle
contnu

v e bbbl

Errecr ge
discretisation

— e L

discrétisé

Erreisr
FLIMEiGLE

Solution f i
nurmerique [[Th~f?h.lﬁ1)

FIG. 2.1: Synthese des sources d’erreur introduites dans la motiéfisa

La modélisation mathématique du probleme physique (ipardu matériau, rela-
tion de comportement, conditions limites) peut négligetaies phénoménes mécaniques
particuliers et introduire unerreur de modeélisatian

La présence d’unerreur de discrétisatioest intrinseque aux méthodes numériques,
ou un modéle continu est discrétisé. Les degrés de liberésgace et en temps ne sont
pas a méme de décrire toutes les informations issues diégaatux dérivées partielles
continues.
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Estimation de l'erreur

Enfin, la résolution numérique du probleme en non-linéatearement réalisée jus-
gu’a convergence et urerreur numériqudiée a la tolérance sur le solveur itératif est
introduite. Celle-ci est par ailleurs limitée par la prémsmachine de I'ordinateur utilisé.

On ne s’intéresse ici qu’a I'erreur de discrétisation. Lasjion de la représentativité
de la solution vis-a-vis de la réalité n’est pas abordée datis recherche. Les erreurs
numériques et de modélisation sont respectivement lieedaérances sur le solveur
non-linéaire utilisé et a I'(in)expérience de la personrmaélisant le probleme.

Cette erreur peut étre mesurée a l'aide d'indicateurs el)erou d’estimateurs d’er-
reur. Les premiers sont utilisés afin de comparer la solwgiondeux maillages de raf-
finement différents et ainsi estimer la qualité de la sofuétements finis obtenue. Les
seconds ont pour but d’estimer directement I'erreur deréisation entre la solution
éléments finis et la solution exacte du probleme. lls sonégdement plus colteux a
construire, mais fournissent une estimation plus préadéeedeur de discrétisation.

2.1.2 Erreur de discrétisation en espace

Cette section est dédiée a I'étude de I'erreur de discti#tisapatialeg;, induite par la
discrétisation éléments finis a un instant donBour simplifier le formalisme d’écriture,
I'indice n sera omis dans la suite de cette section.

Cette erreur est écrite comme la norme de la différence émselution exacte du
probleme, notéeey et la solution éléments finis associée, naigd_e choix de la norme
dépend de la grandenmue I'on souhaite contrdler : scalaire, vectorielle, owstaielle.

€h = || Xex— Xnl| (2.1)

Comme la solution exacte du probleme est inconnue au momdetaalcul est réa-
lisé, on s'intéresse a des méthodes d’encadrement ou daiai de l'erreur de dis-
crétisation une fois le calcul réalisé, c’'est a dirposteriori Les estimateurs d’erreur a
posteriori peuvent étre divisés en trois grandes familes estimateurs résiduels, les esti-
mateurs en relation de comportement et les estimateursbeasa lissage des contraintes.
Ceux-ci fournissent respectivement une approximatioBe®y, £4c ete,2 de I'erreur de
discrétisatiorgy,.

Pour simplifier leur présentation, nous présentons darie settion les trois ap-
proches dans le cadre d’'un probleme d’élasticité. L'étakate de leur extension pour
les problemes non-linéaires, qui est le cadre principaladeeriravail, est développé a la
fin de chacune de ces sections. La bibliographie présentéarod’étre exhaustive, peut
étre complétée en consultant [AIN 97], [LAD 98] ou [LAD 01].

2.1.2.1 Estimateur résiduel

Le premier estimateur d’erreur a été proposé par Bebet al. [BAB 78]. Le champ
de contraintes éléments finis ne vérifie pas les équationsititére :

31



2. Calcul numérique en dynamique non-linéaire des strastur

div(opn) +b#0 YxeM (2.2)
oh-N#Fq VXeoMr (2.3)

La qualité de la solution peut donc étre estimée localementibsant les résidus des
équations d’équilibre associées a chaque élémehnimaillage. L'estimateur d’erreur fait
donc intervenir les résidus élémentaires des équationgsidilére et le saut des contraintes
aux interfaces des éléments.

rh=div(op) +b=div(oh—0oex) VXEE (2.4)
th= o'h|E-nE—¢rE VxelE (2.5)

e représente la frontiere de I'élémdnatde normaleng. La fonctiongr, est définie
en tout point de la frontiere de I'élément ou ne sont pas gppks de conditions limites de
Dirichlet. Elle représente les forces agissant sur la feoatde I'élément et est exprimée
en fonction des forces externes ou de la contrainte sur umegitE’ adjacent & :

Ore = Fq Vx € Tl UOME (2.6)

L'erreur sur la contrainte s’écrit alors sous forme intéget est solution de :

/Qe (Tex—on) : €(U”)dQ = Z </Qe_rgu*dQ+Z </ret1”*d5)> 2.8)

L'erreur en contrainte est donc solution d’un probleme mégpee ou les données en
effort sont les résidus des équations d’équilibre. Une @ppration de I'erreure,, peut
alors étre donnée sous la forme :

Z\Qel [I7hll +Z\Fel chlll (2.9)

Ou |e| désigne la mesure de la surface ou du volume.

Des études numérigues ont permis de tester l'efficacité de estimateur et
montrent que son comportement dépend fortement de la tgieada maillage [BAB 92],
[BAB 94]. Cet estimateur sous-estime I'erreur exacte. Unetiippement de I'estima-
teur résiduel, dit résiduel équilibré, est proposé dansl[@F]. L'extension au cadre non-
linéaire est proposé pour la premiere fois dans [BAB 82] eh&hode est généralisée
dans [HUE 00].

80':
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2.1.2.2 Estimateur en relation de comportement

Le concept d’erreur en relation de comportement a été iniraldns [LAD 75] et a
été étendu a la dynamique transitoire non-linéaire dan®[BA]. Cet estimateur repose
sur la séparation du systéme d’équations en deux groupes :

— Les équations dites d’admissibilité (équations de liaisiod’équilibre)

— Larelation de comportement

On considére un vecteur d’état cinématiquement admiséiléievable, vérifiant les
conditions initiales et les conditions limites en déplaeath et statiguement admissible
(vérifiant I'équilibre et les conditions limites en efforiptéS,q. Si ce vecteur d’état vérifie
également la relation de comportement, alors il est la molugxacte du probleme de
référence. Sinon, on estime la qualité de la soluignen utilisant la norme du résidu en
relation de comportement. Dans le cas d’'un matériau élastiq

Mde = ||osa— Keca| (2.10)

Ouosareprésente une contrainte admissibleggtune déformation admissible. L'es-
timateur d’erreur est construit pour chaque éléntenbmme :

osa— Keca
Erde = H HE (2_11)

1 2 2
5 (losallz + |1 Kecal)

Avec | e|| la norme énergétique.

Toute la méthode repose sur la construction de ce vectetatdg a partir de la
solution discrétiségy,. Les déformations cinématiques admissibles sont en ggirésas
égales aux déformations issues du calcul éléments finigweltes sont issues d’'une
formulation éléments finis en déplacement et donc, a pesdgctes. Le point clé de la
méthode réside dans la construction du champ de contraatigiEement admissibkesa,

La construction de ce champ est réalisée en utilisant unditoam dite de prolonge-
ment admissible [LAD 01]. Elle consiste a construire un jgote équivalent permettant
d’assurer la continuité du vecteur contrainte et son adhbiii$§ statique. Elément par
élément, on détermine la densité d'efféi sur les frontiere$ g permettant d’assurer
la continuité du vecteur contrainte a I'interface ainsi jéquilibre avec les forces volu-
miquesb. Pour ce faire on définit sur chaque interface de I'élénkenne fonctionag
valant+1 et telle qu'a l'interface entre les élémeriset E’ on ait : 0 +ag = 0. La
densité d’'effortFg est alors solution de :

/buSdE+/ aeFeUdS—0 2.12)
E MNe

Ou ug désigne un champ de déplacement de corps rigide. Le champnieiote
admissible permettant d’équilibrer ces densités d’eftbiriterface est calculé élément
par élément par les équations (2.13) et (2.14) :
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2. Calcul numérique en dynamique non-linéaire des strastur

div(o§y) +b=0 (2.13)
oEa-nr. = agFe (2.14)

Cet estimateur fournit une surestimation de I'erreur exggtnotamment dans le cas
linéaire [LAD 01]. Son utilisation est directement généable a tout type de comporte-
ment, ce qui le rend tres attractif pour des comportememntdinéaires complexes. Cet
estimateur a, par exemple, été utilisé avec succes dansslésastoplastiques [LAD 86]
ou viscoplastiques [LAD 99].

2.1.2.3 Estimateur basé sur le lissage des contraintes

La derniere famille d’estimateur a été proposée par Zievikieet Zhu [ZIE 87]. Tout
comme dans pour I'estimateur proposé dans [BAB 78], le dékge des contraintes
a l'interface entre deux éléments finis est considéré. Eipéncipale de cette méthode
consiste a remplacer la contrainte exacte dans le calctémeur par une solution régu-
lariséec™. L'erreur est alors calculée en chaque point de Gauss par :

e2 = |lo" — o (2.15)

Il s’agit donc de définir une méthode de calcul du champ ligséndniere a ce que
I'erreur ainsi approximée approche au mieux I'erreur exggtiu probléme. La premiere
méthode proposée par Zienkiewicz et Zhu consiste a interjesd contraintes aux noeuds
des éléments finis et a utiliser les fonctions de formes d&wedits pour construire le
champ de contrainte lissé sur 'ensemble de la structure.

La valeur des contraintes aux noeuds est calculée en atiligar exemple, une mé-
thode de minimisation des moindres carrés :

" =min (/Q (e —gh>2dQ) (2.16)

Ou g, désigne la solution interpolée depuis les points de Gauss' elésigne la
contrainte lissée calculée par I'équation suivante :

g@naiﬁmg@> 2.17)

Dans [ZIE 92a],[ZIE 92b] une nouvelle stratégie de calcutbdamp lisse*, appelée
technique de recouvrement SPR (Super Patch Recovery)igggiggée. La construction
du champ lissé y est réalisée par patch d’éléments, limétimsi le caractére global du
probléme. Les fonctions de forme éléments finis utilisées fisser les contraintes sont
remplacées par des fonctions polynomiales propres a chadcle d’éléments. Elles sont
construites sur des points d’échantillonnage qui peuvestitéellement ne pas coincider
avec les noeuds du maillage. La contrainte lissée est éal@r minimisant I'écart avec
la contrainte éléments finis par une méthode des moindressgaar patch d’éléments.
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Depuis sa création, I'estimateuf Z fait I'objet de nombreux développements dont il
est difficile de dresser un inventaire. Dans le cadre nokalie, on pourra par exemple
citer [BOR 99] qui présente une stratégie adaptative dacadee de I'élastoplasticité ou
[WRI 98] qui utilise cet estimateur d’erreur dans le cadre pi@blemes de contact.

2.1.3 Erreur de discrétisation en temps

SiI'estimation d’erreur en espace a bénéficié d’'un largeli@ppement dans la littéra-
ture, 'estimation de I'erreur en temps est moins couragdten dynamique, d'un point de
vue numérique, une erreur de discrétisation temporellégegdement induite par I'utilisa-
tion du schéma d’intégration en temps. Cette erreur peutrdarerreur de discrétisation
en espace lors de l'utilisation de schéma implicites a ggqnas de temps.

Les estimateurs présentés précédemment pour évalueurate discrétisation en es-
pace ont été étendus a la modélisation des structures emdymatransitoire. Leur preé-
sentation détaillée peut étre trouvée dans [ZIE 91], [WIB RAD 01]. Néanmoins, seul
I'estimateur d’erreur en relation de comportement perneati@coupler les contributions
des discrétisations spatiale et temporelle dans I'eragate [LAD 03].

D’autres estimateurs ont donc été introduits pour quantifigluence de la discréti-
sation temporelle sur I'erreur en dynamique. Cette errauemps est composée d’'une
erreur dite locale, qui correspond a 'erreur induite pasdieéma d’intégration sur le pas
de temps considéré, et d’'une erreur dite globale, vue corfaoeuimulation de I'erreur
en temps sur les pas de temps précédents [NEU 01].

2.1.3.1 Estimateur résiduel au point milieu

Hibbit et al. [HIB 79] proposent d’évaluer la qualité de Iachétisation temporelle,
pour les schémas de Newmark, en calculant la norme du résicdqualibre au point
milieu de lintervalle de temp;t + At] en fonction des solutions calculées a chaque
extrémité de ce pas. En effet, si I'équation d’équilibre\esifiée aux piquets de temps
discrétisés, rien n'assure la qualité de I'équilibre obtanx instants intermédiaires.

Cet estimateur est basée sur I’hypothese que les accéfératirient de facon linéaire
sur l'intervalle de temps, de sorte que I'accélération enittstant de I'intervallét; t + At]
peut étre évalué par :

U(t+1At) = (1—1)0(t) + TU(t + At) (2.18)
En combinant cette équation aux équations du schéma de NeéWin@5) et (1.66), il
est possible d’évaluer les déplacements et vitesses eimstait de I'intervallgt;t + At]
et donc d’évaluer le résidu en équilibre au point milieu.stimateur d’erreur est alors
normé en utilisant la valeWi; des forces internes induites dans le mécanisme.

_ ||R(t40.54t)|
T |Fine(t + 0.5A1)

(2.19)
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Cette méthode a été utilisée de maniére a automatiser g dhgas de temps pour
les schémas implicites de Newmark dans [ABA 04]. Lorsquelawr du résidu au point
milieu dépasse une tolérance fixée par I'utilisateur, leqemtemps est sous-découpé et
un nouveau calcul est réalisé. Néanmoins, le calcul du uémidpoint milieu est une
opération qui peut s’avérer colteuse en non-linéaire.

2.1.3.2 Estimateurs basés sur I'erreur de troncature du désloppement de Taylor

L'erreur de troncature dans les développements de Tayl68) %kt (1.64) a conduit
au développement de deux estimateurs : les premiers atilisedéveloppement limité
d’ordre 1 des accélérations pour évaluer I'erreur de trumeatandis que les seconds
utilisent directement un développement limité d’ordreé&igur pour les quantités ciné-
matiques [NOE 02].

La premiere approche, qui permet d’évaluer I'erreur loeslgemps pour le schéma
de Newmark, est utilisable indifféremment pour les protdsrinéaires et non-linéaires.
Etant donné que les développements de Taylor utilisés pswuantités cinématiques ne
prennent pas en compte les termes du troisiéme ordre,Urees d’ordre(%au(a). En
utilisant un développement limité d’ordre un des accéiénat il vient :

A2 .
&, = & A0 (2.20)

Des expressions comparables, faisant intervenir leséretins et les parameétres du
schéma de Newmark, sont proposées dans [WIB 93] et [HUL @bflitférence entre ces
estimateurs réside principalement dans le choix du parard&dimensionnalisation.

La seconde méthode propose de calculer la différence entiadur calculée au pas
de temps courant et la valeur obtenue en utilisant un dépetopnt de Taylor d’ordre
supérieur [NEU 01].

A : 3 A
unﬂ:%i—lu,ﬁ'uomﬁ) et Unpt= %i—IUQ)JrO(At“) (2.21)
1= ) i= .

En utilisant la formule des différences centrées pour apprer les termes d’ordre
supérieurs a 2, le schéma fait intervenir plusieurs pas mesefin de construire I'ap-
proximation courante. L'erreur au pas de terips- 1) peut alors étre formulée en dépla-
cements ou en vitesses par les équations :

1 2 . . .
E:-Ll"'zrw - A2i4 (Un—l +(2-24B)Un (243 - 3) Un+1) + O(Ats) (2.22)
8%”“ - f_tz (Un—l +(4-12y) Un (12y-5) l.-.Jm-l) + O(At4) (2.23)

Cet estimateur d’erreur donne de meilleurs résultats geieeséimateurs basés sur
I'erreur de troncature mais nécessite de conserver lesédsnsur deux pas de temps ce
qui le rend plus colteux en terme d’occupation mémoire.
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2.2 Maitrise de la precision

La capacité a estimer les erreurs en espace et/ou en tempsia pax chercheurs de
s'intéresser a des stratégies adaptatives ou multiéshalenettant, connaissant I'erreur
de discrétisation, d’optimiser le maillage en espace atfotemps de maniéere a atteindre
une précision donnée.

2.2.1 Maitrise de la précision en espace

Afin de traiter des problemes de dimensions importantesettaio nombre de straté-
gies a été proposé pour traiter les problemes ou différéueslles sont nécessaires pour
discrétiser I'espace. On distingue deux grandes familbestichtégies de résolution :

- Les méthodes de décomposition de domagingposent de diviser la structure en un
ensemble de sous-structures et de découpler la résolutrochacune d’entre elles en
proposant des conditions de raccord aux interfaces. Eflesssitent de bien connaitre la
nature des phénomenes physiques modélisés de manierardseplies dimensions des
maillages en espace en amont du calcul.

- Lesméthodes adaptativesilisent un pré-calcul de maniere a établir une carte dierr
sur la structure a I'aide des estimateurs d’erreur défimis@e2.1.2. Puis, elles proposent
d’enrichir le maillage localement en terme de nombre d’&@éts et/ou de degré des fonc-
tions de forme afin de réduire cette erreur. Leur principfdutaéside dans ce pré-calcul
nécessaire a l'initialisation de la méthode.

2.2.1.1 Meéthodes de décomposition de domaine

Ces méthodes sont de plus en plus courantes depuis I'avaheee calculateurs a
architectures paralléles. Elles permettent de découplealcul sur la structure en un
ensemble de calculs sur des sous-domaines reliés par ddages.

Deux grandes familles de méthodes existent : les métho@esawouvrement de do-
maine et les méthodes sans recouvrement de domaine (cé ) Les premiéres sont
trés utilisées pour les simulations faisant intervenir atagplages multi-physiques. L'in-
terfacel 12 entre les sous-domaines a alors la méme dimension que Isessaatures.
Pour les secondes, la dimension de l'interface est réduite-al) (ou d représente la
dimension du probléme). Elles sont plus courantes lorsgu®mportement de chaque
sous-structure est modélisé dans le méme cadre mathéméa®igur chacune de ces mé-
thodes, le choix des quantités utilisées pour le raccordeatface conditionne le compor-
tement de la méthode de décomposition de domaine.

Elles sont diteprimalessi le raccord est effectué en utilisant les inconnues cinéma
tiques,dualespour un raccord en effort ehixteslorsque l'interface fait intervenir les
deux quantités sous la forme d’un comportement d’interface

Les méthodes primales [ROU 90], [DER 92] sont basées suramiensation du pro-
bleme al'interface. Aprés renumérotation des inconnugsdobleme, le systéme est écrit
en en ne faisant intervenir que les quantités cinématiglliesexface ou la continuité des
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FIG. 2.2: lllustration des méthodes de décomposition de domainem@hodes sans
recouvrement, (b) méthodes avec recouvrement

déplacements est imposée entre les sous-domaines. Lese@gnts sur chague sous-
structure sont obtenus en post-traitement en résolvantabiigme équivalent faisant in-
tervenir les quantités d'interface dans le second membre.

Les méthodes duales [FAR 91] consistent a ne plus travalledles champs ciné-
matiques aux interfaces et de leur préférer les champsdeffLa contrainte de conti-
nuité cinématique peut étre dualisée en utilisant des phighiteurs de Lagrange. C’est
donc I'équilibre en effort qui est vérifié a l'interface. Gtea cette famille de méthodes
gu’appartient la méthode FETI (Finite Element Tearing americonnecting) [FAR 98]
qui permet de recoller des maillages spatiaux et tempoeetafinement différents.

La derniére approche, dite mixte, utilise des formulatidasype Lagrangien aug-
menté [GLO 90]. L'approche proposée dans [LAD 85] consiste &érifier de maniére
forte ni la continuité des déplacements, ni celle des effdunes interfaces sont alors des
entités physiques possédant leurs propres relations dpartement et leurs propres in-
connues. Ces méthodes sont trés utiles dans le cas d’asgmsmbiécaniques ou les inter-
faces possedent des comportements plus complexes queaidesndiparfaites, telles que
des interfaces frottantes, et font intervenir les quamptémales et duales dans le modele
de comportement.

2.2.1.2 Méthodes adaptatives

Le fonctionnement de ces méthodes est le suivant : a pantirgfemier calcul sur un
maillage éléments finis (généralement assez grossiegstanateurs d’erreur présentés
section 2.1.2 sont utilisés afin de déterminer une cartbggage I'erreur sur la structure.
En fonction de la précision requise par l'utilisateur, leillage est adapté afin d’enrichir
les éléments finis dans les zones ou I'erreur n’est pas tteicalement.

La stratégie est éventuellement appliguée de manieresigelsi la précision deman-
dée n’est pas atteinte sur I'ensemble de la structure a leefia gremiere étape de re-
maillage. Les méthodes adaptatives sont décomposées eaggiaanilles : les méthodes
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h-adaptatives , p-adaptatives, r-adaptatives et s-atlagstdcf. figure 2.3). Une combi-
naison entre ces différentes méthodes peut étre utiliségable alors par exemple de
méthodes hp-adaptatives ou hr-adaptatives.

FiG. 2.3: Adaptation de maillage, cas bi-dimensionnel

Les r-méthodes améliorent la qualité de la solution en dpént la position des
noeuds sur le maillage. La connectivité du maillage resthangée mais les noeuds
du maillage éléments finis sont déplacés dans les zonesrogureest trop importante.
L'amélioration de la précision est limitée par le nombre @grés de liberté initial du
maillage et par la distorsion des éléments.

Les méthodes p-adaptatives [BAB 81] [BAS 83] augmententbyé d’interpolation
des fonctions de forme éléments finis de maniére a amélmpekision du calcul. Elles
conservent la topologie du maillage. Son implantation @svent difficile dans la plupart
des codes de calcul éléments finis car les fonctions de foomtessuvent associées aux
éléments finis utilisés.

Les h-méthodes [CRA 89] [LEE 94] adaptent le maillage en argant le nombre
de degrés de liberté. La création du nouveau maillage selag soit en remaillant I'in-
tégralité de la structure, auquel cas la topologie du nugli@est pas conservée, soit en
subdivisant les éléments du maillage initial, auquel casdeuds sont ajoutés récursive-
ment dans les zones ou I'estimateur d’erreur juge la salutisuffisamment précise.

La derniére famille, appelée s-adaptation, a été intredians [FIS 92]. Elle consiste
a superposer des maillages additionnels de dimensiontéesdicue plus réduite dans
les zones ou le calcul n'est pas suffisamment précis poucteée la résolution. Elle
s'apparente aux méthodes multigrilles localisées (cti@e8.2.2).

Pour les méthodes mixtes, on pourra citer par exemple lesaiés hp-adaptatives
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[ZIE 89], [BAB 90] qui sont largement répandues. Elles cetesit a répartir dans un pre-
mier temps les noeuds des éléments par la méthode h afinarnisier I'erreur sur la
structure. Puis la méthode p est utilisée afin d’augmentprdeision de l'interpolation
sur les éléments finis et réduire cette erreur. Cette métasidelus performante que la
méthode h-adaptative dans le sens ou elle nécessite un @omobrs important de degrés
de liberté pour atteindre la précision requise.

Certains travaux [BAB 90], [HUE 99], [KUO 06] comparent lemaportement numé-
rique de ces méthodes. Il apparait que si la méthode r-adepést limitée en terme de
précision, dans le sens ou aucun noeud n’est ajouté, eleqeel’avantage d’étre rapide-
ment et facilement implantée. La méthode hp permet d’obteEnbien meilleurs résultats
mais induit des temps de calcul plus importants pour la piasaptation.

2.2.2 Maitrise de la précision en temps

L'adaptabilité temporelle a fait 'objet de moins d’étudgse I'adaptabilité spatiale
mais reste un facteur important pour I'aboutissement diesllsadans le cadre de simula-
tions en dynamique transitoire non-linéaire.

Les méthodes ou le pas de temps est adapté de maniére glabdiensemble de
la structure ont été les premieres a étre développées. Libodaes de décomposition de
domaine introduites section 2.2.1.1 ont été étendues gulagride domaines de discreé-
tisation temporelles différentes. Plus recemment, detodéss permettant d’adapter de
maniere locale le pas de temps ont été proposées.

2.2.2.1 Méthodes de décomposition de domaine

Les méthodes de décomposition de domaine ont été étendaesadElisation mul-
tiechelle en temps. Lors du couplage d’interfaces incoinlegten temps, la conservation
de I'énergie doit étre vérifiée a I'interface entre les sdasiaines pour éviter I'apparition
d’instabilités ou de dissipations numériques éventuelles

Dans [BEL 78], une méthode d’intégration temporelle a éielidpée de maniére a
permettre le couplage de schémas d’intégrations utildesmpas de temps différents. Ces
méthodes, dites de sous-cyclage, sont limitées en ternaidentre les échelles de temps
des différents sous-domaines. La principale difficultédeédans le couplage temporel de
I'ensemble des inconnues cinématiques a I'interface. ibéaunéthodes, dites mixtes, ont
permis le couplage de schémas hétérogenes avec des pagpdaliténents [LIU 82].

Des méthodes de décompositions de domaine basées sur dm&MHBETI permettent
le couplage de sous-domaines avec leur propres échellesngest La GC method
[COM 02] a été développée afin de permettre le couplage dérelifts schémas d'in-
tégration temporels de Newmark en imposant la continuigévitesses a l'interface. Son
fonctionnement a été testé en non-linéaire [GRA 01] et lailggade la méthode a été deé-
montrée par la méthode énergétique [HUG 78] dans le cas dages temporels com-
patibles et incompatibles. Néanmoins, pour des échellegemdps différentes, il a été
démontré que la méthode dissipe de I'énergie aux interface.
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C’est pourquoi Prakash propose une amélioration de la rdétabdéveloppe la PH
méthode [PRA 04] en imposant également la continuité desd@m@ations. Cette méthode
de couplage de sous-domaines avec des pas de temps diféedntt alors sans dissipa-
tion d’énergie aux interfaces lors de I'utilisation de stiaé de Newmark.

Dans [MAH 09], une extension de la méthode au couplage darsh@umériques
hétérogenes est proposée. Une réécriture des différdrémas d’intégration temporelle
sous un formalisme général unique est présentée. En ntilisee formulation de Schur
duale, une stratégie de couplage de sous-domaines poundanityue transitoire est dé-
veloppée. Celle-ci permet I'utilisation de grands ratiogeles échelles de temps.

2.2.2.2 Méthodes adaptatives

Des premiers travaux sur I'adaptabilité temporelle soésentés dans [ZIE 91] et
étendus par exemple dans [DUT 02]. L'erreur de discrétsaemporelle est traitée de
maniere globale sur I'ensemble de la structure. Lintdevele tempsl est découpé en
sous-domaines temporels afin d'y adapter le pas de tempssBdaire les auteurs uti-
lisent un estimateur d’erreur basé sur I'erreur de tromeadu schéma de Taylor (cf. sec-
tion 2.1.3.2). La stratégie adoptée, couplée a une méthimaative en espace, permet
de contrbler la précision du vecteur d’état a chaque i@maemporelle. On pourra éga-
lement citer les travaux de Yue et al. [YUE 05] qui développere stratégie s-adaptative
en espace et adaptative en temps. Leur méthode s’appatargieaégie multigrilles pré-
sentée dans ce manuscrit dans le cadre de I'élastodynanhigstructure des données
adoptée permet de limiter les erreurs d’interpolationeepérs de temps en dynamique.

Un schéma de Galerkin discontinu en temps est utilisé dan8g]L Les quantités
cinématiques sont alors discontinues entre chaque pasmes.té’'erreur en temps est
estimée en considérant le saut des déplacements et deesiteshaque piquet de temps
et en définissant un estimateur d’erreur énergétique. Eatitonde cet estimateur, le pas
de temps est ajusté en considérant I'ordre du schéma nureértiisé.

Les travaux récents de Casadei et al. [CAS 09] présentemhétiede a pas de temps
variable en espace pour la dynamique explicite. Un pas degéonal est utilisé pour cha-
cun des élements finis. En dynamique explicite, le pas des@stsoumis a une condition
de stabilité CFL qui impose un pas de temps proportionnetiani@nsion caractéristique
du maillage spatial. Les auteurs proposent d’intégrer fepmmtement de chaque degré
de liberté sur sa propre échelle de temps selon la dimengsréléments coincidents
a chaque noeud. Afin de faciliter I'implémentation de I'aitfume, le pas de temps est
hiérarchique sur la structure.

2.2.3 Maitrise de la précision espace-temps

On s’intéresse désormais aux stratégies ou le raffinemantdiage en espace et en
temps est local sur le domaine espace temps étudié. C'est guk la taille de maille
spatiale et le pas temporel est variable sur 'ensemble thad® espace temps.
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2.2.3.1 Elements finis espace-temps

Les méthodes éléments finis de type Galerkin discontinu tnétenudes a la si-
mulation de probléme dynamiques et de propagation d’on@Bs$ 5]. Des éléments
espace-temps sont alors définis de maniere a décrire |Ewolspatiale et temporelle de
la structure. L'avantage de ces méthodes est qu’un pas gestecal peut naturellement
étre pris en compte par I'algorithme étant donné que cesefitnespace-temps ne sont
pas organisés par piquet de temps.

Les champs sont définis sur une discrétisation élément fipsoe-temps dans un es-
pace de dimensiorg+ 1 oud est la dimension spatiale du probléme. Les équations du
problémes sont également ré-écrites sur le domaine espages- complef2 x T. Les
méthodes adaptatives couplent alors automatiquemensiagtisations spatiales et tem-
porelles. Néanmoins, la solution est approximeée sur chélgumeent fini espace-temps en
utilisant des fonctions de forme discontinues et rien nies$a continuité des quantités
aux interfaces entre les éléments espace-temps.

La génération du maillage initial est réalisée par patchédiénts (cf. figure 2.4).
Depuis un maillage spatial d’instant O (plan d’un point de t@mporel), le front temporel
est avancé de maniére non-uniforme en utilisant des éléreepace-temps tétraédriques.
Le temps sommet d’un tétraédre est tiré a un instant ultéeela solution est calculée
au degré de liberté espace-temps du maillage. Des probléengsrrouillage peuvent
apparaitre si la génération récursive du maillage espanpd est mal réalisée.

FiG. 2.4:lllustration de la construction du maillage espace-teripd [05], les directions
horizontales représentent I'espace et la direction \adtiest la direction temporelle

Les méthodes de Galerkin discontinues ont étés etendusdedeadre des méthodes
adaptatives par Abedi et al. [ABE 04], [ABE 06]. Une méthodadaptative basée sur
I'estimation de la dissipation par élément est présenté@ahtage est que I'adaptation
peut étre réalisée automatiquement en espace et en tempbagjure élément espace-
temps étant donné que la méthode de Galerkin discontingmsiematurellement les in-
compatibilités de maillage. L'adaptation de maillage éslisée directement au moment
ou le front temporel est construit. Si I'avancée du frontvoigue des erreurs trop impor-
tantes, I'élement espace-temps est rejeté et un sousquEg®est réalisé. Ces travaux ont
été étendus a la modélisation non-linéaire des matériaus[dadl 09].
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2.2.3.2 Gestion des données espace-temps

Des travaux proposent de conserver des formulations etitlgmes de résolution
standards utilisés en dynamique transitoire linéairetlzaégie proposée dans [CAV 05b]
repose sur une gestion des données espace-temps.

Les discrétisations spatiales et temporelles sont liéesipgermédiaire d’éléments
espace-temps (cf. figure 2.5). A partir d’'un pré-calcul esp@mps grossier, un indicateur
d’erreur est utilisé afin de raffiner hiérarchiguement ls&spet le temps dans les zones
ou la précision souhaitée n’est pas atteinte.

T T
i v
A g_2}’Lm+leij-*—1 g‘)t'”*—leiil
At Qt e/
A | Qe e | Qr el
n ¢/ X W e/ el X

i+1 =

i =

FiG. 2.5: Elément espace temps de nivepeelatif a I'élément finii a l'instantt,, et
éléments espace-temps hiérarchiques de niyeal

Lorsque le raffinement devient local, la stabilité de la méthest conditionnée par
le choix des conditions aux limites sur le domaine espacgse Cavin et al. [CAV 053]
déterminent les conditions aux limites assurant qu'il n’gyae de dissipation d’énergie
aux interfaces espace temps par la méthode énergétique 8l Ges conditions limites
a appliquer sur le domaine espace-temps sont synthétigées 8.6.

Interpolation spatiale du vecteur d'état

Interpolation spatic-temporelle des vitesses

Interpolation spatiale des vitesses

e

® x ¢ P

Calcul standard

X
FIG. 2.6: Conditions limites espace-temps sur la frontiére d’'un aivespace-temps lo-
calisé

L'espace et le temps sont raffinés hiérarchiquement de meargéursive et jusqu’a ce
que la précision requise par l'utilisateur soit vérifiee I&msemble de la structure. Cette
méthode présente I'avantage d’étre indépendante dadattiur. Elle assure la précision
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du vecteur d’état pour une tolérance donnée sans dissipd#Emergie aux interfaces
espace-temps. Les auteurs montrent sur un exemple 1D qoepage du raffinement
en espace et en temps permet de suivre la propagation de It le milieu.

2.3 Opérateurs de changement d’échelle

La mise en oeuvre des méthodes décrites précedement er esfoaicen temps néces-
site le développement d’opérateurs de changement d’écliadls étapes d’interpolation
peuvent intervenir entre deux maillages au méme pas de (@opsne c’est le cas par
exemple lors de l'utilisation de stratégies multigrilles. (section 2.5), ou entre pas de
temps, lorsque les maillages ne sont pas coincidents eguseiistants successifs.

On utilise les dénominations introduites pour les straggnultigrilles section 2.5.
La présentation des opérateurs d’interpolation se faitugpasant I'existence de deux
maillages de raffinement différenfgk et a7%+1, respectivement supposés "grossier" et
"fin". La phase d’interpolation permettant de passer d’'uillatge grossier a un maillage
fin est nommée prolongation. L'opération d’interpolatiafjoante du maillage fin vers
le maillage grossier est nommeé restriction. Le diagrammiesgnthétise le role de ces
deux opérations dans le cadre des méthodes multiéchélzdesigne l'intégration de la
relation de comportement sur un maillage.

Restriction

! k+1
ka F < — F <+

(1™ ﬂ [ ILCH

[Tk [T1<+1

,"Mkﬂ

Prolongation

FIG. 2.7: Opérateurs de changement d’échelle

Les opérateurs utilisés dans ces phases d’interpolatianssaivent définis conjoin-
tement de telle sorte que le travail calculé sur les deuxliéshsoit invariant. En homo-
généisation, on parle du critere de Hill-Mandel. Cette péip se retrouve également
lors de l'utilisation de méthodes multigrilles (cf. sectid.5) ou les opérateurs de chan-
gement d’échelle sont associés a des conditions de cotiserda crochet de dualité.
Les opérateurs de transfert peuvent aussi étre définisuelieg champs continuent a vé-
rifier 'ensemble des équations (relation de comportend@milibre, conditions limites)
[PER 96].
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2.3.1 Transfert des quantités interpolantes

On traite ici I'interpolation des variables discrétisées aoeuds (déplacements, vi-
tesses, accélérations, forces internes...). Onliﬁtﬁilel’opérateur de projection des quan-
tités nodales depuis le maillage de nivéasur le maillage de nivea(k + 1) et I¥
I'opérateur de restriction.

2.3.1.1 Méthode de collocation

La méthode la plus simple pour transférer les quantités dhaillage MK vers un
maillage %1 consiste a utiliser directement les fonctions de forme dillage de ni-
veau k pour construire les inconnues nodales du niykau ).

On s’intéresse dans un premier temps a I'opération de pgakoon. On considere de
maniere générique le transfert d’'un champComme I'espace d’approximation élément
fini associé au maillage grossier est inclus dans I'espaggdoximation du maillage fin,

il est possible de préserver un champ contituléfini sur le maillage grossie¥¥ lors
de son transfert vers le maillage de nivély-1) :

VE(X) = v(X) (2.24)

Le champ continw® sur le maillageM¥ est discrétisé par la méthode des éléments
finis par I'équation (1.50). On noteX le vecteur des inconnues nodalespétle vecteur
des fonctions de formes associées. Linterpolation élésams permet de construire la
valeur au noeuddu maillageMm*+1, de coordonnée&{‘*l, du champ continuX :

VE(XETD) = VRgH (X (2.25)

La méthode des éléments finis étant interpolante, la vakelindonnue nodald/k+1
au noeud est égale & la valeur du champ contirfti! en ce méme point et on écrit :

VI = LX) = V(X = VK (XK (2.26)

Cette équation est appliquée a chaque noeud du maildfé pour définir 'opéra-
teur de prolongatioﬂit“. Le transfert réciproque dual consiste a construire I'afsr
de restriction. Celui-ci doit laisser invariant le travadls forces internes :

<UKFK >=< UMK ou <A B>=AB' (2.27)

En utilisant le fait queFk, = IK | Fi; et Ukt = TKTLUK, opérateur de restriction

des forces nodales est défini de la maniére suivante :

Ik, = <HE+1)T (2.28)

Le probleme principal de la définition de 'opérateur derresbn sous cette forme est
gu’'une perte des informations haute fréquence peut appelais du passage du maillage
fin vers le maillage grossier (cf figure 2.8).
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/ T | T T | ka | I T T | |\
Restriction

FIG. 2.8:Exemple de transfert de champs - Perte d’informations Haéggience

Une technique de moyenne généralisée au sens de I'éneldke (IB] permet de dé-
finir 'opérateur de restriction de maniére plus précisduiza est alors défini par :
K, =M My (2.29)

Ou les matriceM , etMy. 1 sont définies par I'intégration du produit des fonctions de
formes sur le maillage (cf section 2.3.1.2). Cette méth@dmothstruction permet de palier
aux pertes d'informations hautes fréquence présentédsssds mais est plus colteuse
dans le sens ou elle nécessite I'inversion d’'une matricéesuiveau grossier.

Pour les quantités cinématiques, I'opération de restriatist réalisée par un opérateur
d’injection aux noeuds coincidants.

2.3.1.2 Opérateur de projection "mortar”

Les opérateurs de transfert peuvent étre définis par uneufation en moyenne du

transfert de champ. Afin de construire ces opérateurs, anl'égalité des moyennes
généralisées au sens des fonctions de forme du maillageeugk 4 1) :

/Mk+1 Qk+1Tyk+1dQ — /Mk Qk—i-lTyde (2.30)

k+1— —

/M ¢k+1T¢k+1dQVk+1 — /Mk Qk—i-lTdeQVk (231)

En définissant les matrices suivantes :

M= [ #1799 et Maei= [ ¢1T¢fd0  (232)
MK+l — — ’ MKk— —
et d'aprés la symétrie de la formulation, il vient :

Hllz"'l = MIZ—i:—LlM kkr1 €t I[lé_‘_l = M|Z1M k+1,k (2.33)

La construction de ces opérateurs nécessite donc desiopérdtinversion de ma-
trices et est plus colteuse que la méthode de collocatiars Baas de maillages imbri-
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qués, l'opérateur de projection est identique a celui abtamutilisant les fonctions de
formes.

2.3.2 Transfert des quantités non interpolées

Le transfert des quantités non interpolées (déformatiomstraintes et, dans le cas
de modéles élastoplastiques, variables internes) esi&dsdr un opérateur note Les
opérations de prolongation et de restriction seront ncﬁépectivemenjlf” et]lfﬂ.

2.3.2.1 Transfert de champ par passage aux noeuds

La stratégie la plus courante consiste a effectuer la giojeces champs définis
aux points de Gauss élément par éléement en utilisant lesidosode forme [DUR 06].
On se place dans le cas d’'une phase de prolongation d’'un ch@nm'ndice k dénote
I'appartenance du champ au mailla@® et I'indice G est utilisé pour décrire le fait que
ce champ discrétisé est défini aux points de Gauss du maillage

Ce champ est interpolé aux noeuds de I'élément pour formehampvh. L'indice
N précise la définition du champ aux noeuds du maillage. Qatitepolation est réalisée
élément par élément de telle sorte qu’en chaque noeud s@éntes autant de valeurs
v,'ﬁ, que d’éléments connectés a ce noeud. On @&tkopérateur permettant de passer de
I'ensemble des points d'intégrati@, a I'ensemble des noeu@; du maillage :

£ 0K - of
vE — vl =K (2.34)
Cette opération de transfert peut par exemple étre réatiaéaine méthode des
moindres carrés. Les procédures de transfert nodal pgesedans la section précédente
sont ensuite utilisées. Le chamyj est transféré sur le niveaik + 1) pour former le

champv"* en utilisant 'opérateutt'™ :

VK = TV (2.35)

Une fois le champyﬁrl connu, celui ci est interpolé aux points de Gauss du maillage
de niveauk+ 1) en utilisant la fonction de transfert inverse & des points de Gauss
aux noeuds. Cette opération peut étre réalisée en utilssfanctions de forme de I'élé-
ment de destination :

V|é+1 — (Z:k_‘—l)_lvkj_‘—l (236)

Finalement on peut écrire :

V|g_1 _ <(£k+l)—lﬂt—0—1£k) Vlé (237)
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L'opération de transfert des points de Gauss du maillageivdgmnk aux points de
Gauss de nivea(k+ 1) est décrite figure 2.9. L'opérateur de restriction est coitste
maniere réciproque depuis I'ensemble des points d’intémfﬂ'g“l a I'ensemble des
pointsQX.

Prolongation

k k-+1 I
It @ (+1)’
k L K I[k Ie+1 (E Jetl
Vo > Vy T oYy *Va
k k k+1 el
v G k 1 v N ]Ik v N Elﬁ—l v G
E k+1
Restriction

FiG. 2.9:lllustration des phases de transfert entre les points desG@#ideux maillages

2.3.2.2 Transfert de champ par approximation diffuse

La technique d’approximation diffuse [VIL 02] consiste afid& localement les
champs inconnus par des fonctions polynomiales. Elle dstéet dans [BRA 08] ou une
méthode d’interpolation permettant de vérifier les condsi d’équilibre local ainsi que
le critere de plasticité est proposée.

L'opération de transfert est plus complexe et ne définit gamdniére explicite d’opé-
rateur d’interpolation. On se place dans le cadre d’'uneatipér de transfert d’'un champ
discrétisé/X depuis un maillagg/¥ vers un maillageM*t1. L'approximation diffuse ne
fait pas d’hypothése quant au raffinement du maillage scetrcder maillage de destina-
tion.

Le champvK sur le maillage source est connu de maniére discréte sseieble des
points de Gauss. On cherche ici & reconstruire le champédisévk? sur le maillage de
niveau(k+ 1). Le champ continw**! est recherché sur la nouvelle discrétisation sous
forme polynomiale :

v=p'(x)a (2.38)

On définit alors un voisinag®’ du point ou est recherchée I'approximation. Ce voi-
sinage inclus un certain nombre de points de Gauss du n&slagrce de telle sorte que
le probleme de minimisation admette une solution uniquedraposante inconnugeest
calculée sous forme de minimisation de la fonctionnelle :

K@) =5 3 Wxx)| V) (x| (2.39)
xeV
La fonctionW(x, ;) est une fonction de pondération permettant d’assurer I&-con
nuité. Elle vaut 1 au coordonnéggu point ou est recherchée la valeur du champ et 0
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hors du voisinage . La fonction de pondération doit étre molte sur les points de Gauss
du maillage’®, de coordonnées censés contribuer a I'approximation du champ.

Le champ discret sur la nouvelle discrétisation est aldiut@par I'équation (2.38)
en utilisant les coordonnées du point de Gauss. Afin de lifaitgiffusion numérique, les
valeurs transférées sont considérées nulles lorsquiasinférieures a un certain seuil.

2.4 Stratégies itératives de résolution non-linéaire

Afin de déterminer la solution d’'un probleme non-linéaiteest nécessaire d’intro-
duire des solveurs permettant de converger de maniéréivggkeers la solution du pro-
bleme. Les stratégies dédiés a la résolution de ces probleomelinéaires sont nom-
breuses. On s'intéresse ici a deux méthodes robustes sauiliesées en dynamique des
structures : les méthodes de Newton et les méthodes du gradie

2.4.1 Solveur de Newton

L'équilibre écrit sous forme résiduelle (1.59) est norééire dans la relation de com-
portement ou dans la relation liant les déplacements awrmétions. Pour permettre la
résolution du probléme, on linéarise cette équation. Opasg qu’une solutios ¥ est
connue a l'itératiorik) du solveur non-linéaire et on recherche une meilleure aqpi>
tion s+ du vecteur d'état.

En utilisant les équations de Newmark (1.65), (1.66) etdgmation de la relation de
comportement, le résidu en équilibre est ré-écrit pour ime fgpparaitre qu’'une quantité
cinématique. On choisit d’exprimer la méthode de Newtontédisant les accélérations.
Le développement limité d’ordre 1 du résidu autour de Et&m courante est donné par :

R (L"J(")) + aF;E.JU)

<U<k+1> _ U“‘)) —0 (2.40)
Uk

On introduit alorsG™, I'inverse de la matrice jacobienne, par I'équation (2.41)

. 1
Gl — _ (aR (V) ) (2.41)
Uk

ou
Cette matrice doit théoriquement étre recalculée a chaqegion. Pour un modéle
de comportement élastoplastique écrouissable sous fhgpe des petites perturbations,
celle-ci est donnée par I'équation (2.42) :

GHW =M +pak¥  avec: kK= a(l;lij“

(2.42)

Uk

Des variantes de la méthode de Newton proposent de consi@éteconstante au
cours des itérations. On parle alors de la méthode de Newtstifigée. Pour des mo-
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deles élastoplastiques sous I'hypothése des petitesipatins, celle-ci est obtenue en

remplacant la matrice de raideur tangeh@ﬁ@ par la matrice de raideur élastigie

Les méthodes de quasi-Newton consistent a approcheridewde la matrice jaco-
bienne en utilisant les informations de l'itérée précédeba probleme principal est alors
la mise a jour de cette matrice au cours des itération. Pamir@thodes, on pourra par
exemple citer les méthodes DFP (Davidon, Fletcher, PoweallBFGS (Broyden, Flet-
cher, Goldfarb, Shanno).

Connaissan®®, la correction en accélératid) kKt sur I'itération de Newton cou-
rante peut donc étre calculée par :

AU — GRR (U“‘)) (2.43)

L’'accélération a I'itération suivante est alors donnée:par

Ok+D) — K 4 AQK+D (2.44)

Le schéma de Newmark est ensuite utilisé pour mettre a jsusHamps de déplace-
ment et de vitesse sur I'ensemble de la structure :

Ukt =Py, + pAt20 K+ (2.45)
Ukt =P g, + yatOk+D (2.46)

Dans le cas de comportements non-linéaires plastiqueslaton de comportement
doit étre intégrée aux points de Gauss de maniere a défitat iastoplastique du maté-
riau. Un algorithme d’écoulement plastique de type retadial sur le seuil (not&RRM
cf. annexe A) est généralement utilisé depuis le derni¢mdgraamiquement et matériel-
lement admissible connu a l'instaqt:

<a<"+1),vi("“>) - RRM((U("“) . Un) ,a'n,vin) (2.47)

D’autres variantes afin d’intégrer la relation de compogetisont possible [SIM 00].
On choisit ici de se référer au dernier état matériellememtissible calculé par le solveur
de Newton :

(v V) = 1Le (AUt o0, v¥) (2.48)

L'intégration de la relation de comportement est alors beap moins colteuse. Les
déformations plastiques étant ici relativement faiblesesterreurs diminuant par ailleurs
avec une diminution du pas de temps, I'erreur numériquediniite reste négligeable vis-
a-vis de la tolérance considérée. La fonctib@ représente la fonction d’intégration de
la loi de comportement &U K la correction en déplacement sur l'itération non-linéaire
courante. Ce type d’intégration sera adopté dans la suite deanuscrit.

Le vecteur d’état complet est donc connu a I'itératikr 1) du solveur non-linéaire
et il est possible de d’évaluer le nouveau résRili™. Le processus est répété jusqu'a
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ce que la norme relative de ce résidu soit inférieure a ugante donnéer et que la
norme relative de la correction en déplacement soit infiéei@ un seui, :

RO < e mas(Fin]. [Fenl . MU (2.49)

Hu<"+1> _ u(")H <&y Hu<"+1>H (2.50)

La figure 2.10 représente I'algorithme de résolution nogdire.

Initialisation du vecteur d’état
- (0)

S

|
4’{ Caleul du résidu R
}

Calcul des erreurs en equilibre et
en déplacement

oul Itération temporelle
suivante

non

Calcul de la correction en accélération
AUED — GRIR K

}

Mise a jour du vecteur d'état

UED = g® 4 AU
U =U® 4 pAF T
U =W 4y AT

(60 ") = LAY 6@ 0™

FiG. 2.10:Algorithme de Newton

Remarque 1 : Notons qu'il est également possible de rechercher la solytar
le schéma de Newmark exprimé en vitesses ou en déplacerh@ajsilibre écrit sous
forme résiduelle est alors écrit de maniere a ne faire afipaugue les déplacements ou

les vitesses en utilisant les équations (1.59), (1.65).66§1Selon la quantité considérée,
la matrice Jacobienne est modifiée comme suit :
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-1
U 6 M + patzK 250
— = |\ — .
BAL2
, 210 (k) 71
Uk — _ <—M+BM Kt ) (2.52)
VAt

Les méthodes de Newton modifiées correspondantes sont deawbobtenues en
remplacant la matrice de raideur tangente par la matricaideur élastiqu.

Remarque 2 : En dynamique, plus le pas de temps est petit moins il esteisgént
de construire une évaluation précise de la matrice tangEnteffet, la contribution due
a la matrice de masse peut rapidement dominer celle due aileende raideur.

2.4.2 Gradient conjugué non-linéaire

En mécanique des structures, un solveur de type gradiepugreinpréconditionné est
souvent utilisé dans le cadre de problemes linéaires delgraille. Pour des problemes
non-linéaires, ce solveur reste utilisable mais un certaimbre de précautions doivent
étre prises concernant le choix des différents paramegrés miéthode.

L'algorithme en non-linéaire est associé a la linéarisetio résidu :

R K)

(kt1) — gl o 2=
R RYW + 30

(u("“) - u<k>) ~0 (2.53)
X (k)

Comme précédemment, on cherche alors a résoudre :

cMaykt = rK (2.54)

La correction en déplacement est calculée en utilisantriection de recherche de
I'algorithme, notéePK, calculée au pas précédent et est recherchée sous la forme :

AUKHD — g, pK) (2.55)

La recherche du parametre optin@lest la phase la plus complexe de I'algorithme du
gradient conjugué non-linéaire. En lin€aire, cette étapeéalisée par minimisation d'une
forme quadratique dont dérive le probleme linéaire. En inugrire, le potentiel associé
n'est pas quadratique et il est nécessaire d’adopter ume sinatégie. Une alternative
consiste a rechercher, comme la solution d’un probleme de minimisation [PAP 86].
Une autre méthode consiste a adopter des directions dercbeh@exactes utilisant un
parameétrax, non-optimal [GRA 03].

En dynamique, la recherche de ce parametre est simplifiéle fait que la matrice
Jacobienne est dominée par les forces d’inertie si le paandes est suffisamment faible.
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Le calcul du paramétrey dérive alors d’'un potentiel quasi-quadratique et un pateame
Ok quasi-optimal peut étre défini par :

Pk Rk

pkT M + BAt?K ok
BAt2

Une fois la solution a l'itératiorik) corrigée, on utilise les équations (1.65) et (1.66)
afin d’actualiser les autres quantités cinématique. Lef@ioes sont actualisées par un
algorithme de retour radial sur le seulil :

(a("+1>,v.<"+ 1)) —ILC (Au<k+1>,a(">,v.“‘)) (2.57)

ax = (2.56)

Un nouveau résid® k1) peut étre associé a cette solution a I'itératikr- 1) et on
actualise la direction de recherche pour l'itération soiga

pctl) _ R(k+l) 4 g (k1) pk) (2.58)

Le parametre d’orthogonalisatifi, 1 est 'autre parametre influant de la méthode. Il
est choisi de telle sorte que les directions de rechercle@tsmdnjuguées. En non-linéaire,
deux choix sont possibles en utilisant respectivementriatite de Fletcher-Reeves et la
formule de Polak-Ribiere. Elles sont respectivementadds dans [PAP 86] et [SHA 78].

La premiére définition permet d'assurer I'orthogonalitéeR*+Y et (Rk+1 — RK)

Rk+1T (Rk-i-l _ Rk)
pk+1T (RK+L — RK)

La seconde permet de rendre I'algorithme moins sensibleuawlkcd’erreur et est
donc plus stable. La vitesse de convergence est néanmamfaile.

Bki1= (2.59)

Rk-i—lT (Rk-i-l _ Rk)
RkT Rk
La stratégie est appliquée jusqu’a ce que la norme du résitlingrieure a la tolé-

rance numeérique définie par l'utilisateur. La figure 2.11tkgtise I'algorithme de réso-
lution du gradient conjugué.

Bki1 = (2.60)

2.5 Stratégies multigrilles

La dimension des maillages utilisés en mécanique des stasche cesse de croitre
avec I'augmentation de la mémoire disponible. On rencanamtenant couramment des
problemes possédant plusieurs millions de degrés dedilegrtmilieu industriel. Cette
augmentation de la dimension des systemes modélisés aloligea développer des mé-
thodes dont la complexité est minimale.
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Les méthodes multigrilles ont étés développées par Bratalfia des années 70 et
appliguées a la résolution de probléemes en mécanique désdlpour des discrétisations
par différences finies [BRA 77]. Pour de nombreux problenrapkes, ces méthodes preé-
sentent une complexité proportionnelle au nombre d’'incesndu probleme. Dans les
cas plus complexes, la complexité demeure d’ordre infé@aenx solveurs itératifs non-
linéaires standards. Leur adaptation a la mécanique detesa été proposée pour la

Initialisation : 5 et P© ‘

!

Calcul du paramétre .o ® ‘

'

Calcul de la correction en déplacements
AU = 0 p®

l

Mise a jour du vecteur d'état
U = U L AUED
0 = i/ part (U —#0)
['T(k+1) — iT(k) + A{Arfﬂkﬂ)
(6" 0"y = IO (Ac* 6@ 0"

)

Calcul de I'erreur ‘

oul ___Ttération temporelle
suivante

non

Calcul du paramétre , 5%

+

Actualisation de la direction de recherche
Pl - gD L ﬂ(k+1)P(k)

FiG. 2.11: Algorithme du gradient conjugué

premiéere fois dans [PAR 90a][PAR 90b].

Ces stratégies profitent des propriétés de lissage dewusslvératifs. Le probleme
est résolu sur des maillages, appelés grilles ou niveaursgfieement différents (cf. fi-
gure 2.12). Des étapes d’interpolation entre ces difféegtilles permettent de découpler

I'effort de résolution sur chacune d’entre elles.

2.5.1 Principe

Les stratégies multigrilles ont étés appliguées a des @nodd linéaires et non-
linéaires. La maniere de les concevoir reste similaire emdede formalisme de pré-

sentation quelque soit le probleme traité.
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Nrveau 3

Niveau 2

Nivean 1

FIG. 2.12:Exemple de grilles éléments finis hiérarchiques

2.5.1.1 Généralités

On distingue deux familles de stratégies multigrilles rradtigrilles géométriques et
les multigrilles algébriques [RUG 87], [BRI 00]. On présesuccinctement ici le prin-
cipe des méthodes multigrilles géométriques qui sontséels dans la suite de nos tra-
vaux. Pour plus de détails sur leur fonctionnement, on poser référer aux ouvrages
de référence [SHA 95], [VEN 00], [BRI 00], [TRO 01] ou [HAC Q4] application des
méthodes algébriques au calcul des structures non-lméadté par exemple traité dans
[ADA 00b], [ADA 00a], [ADA 02] ou [REY 08].

Les solveurs itératifs de type Gauss-Seidel ou gradierjugag possedent une pro-
priété dite "de lissage" des erreurs. lls sont en effet tifesaees pour capturer les com-
posantes dans le résidu dont la longueur d’'onde a le méme dedigrandeur que la
dimension caractéristique du maillage élément fini. Posipleénomenes de plus basse
fréquence et dont la longueur d’'onde est bien supérieurdt@ denension caractéris-
tique, la résolution est ensuite trés lente. Une illustratie cette propriété de lissage a
été présentée dans [PAR 90b] :

On considere un bloc soumis a une charge ponctuelle (cfefigur3d). Le probleme
est résolu en utilisant un algorithme du gradient conju@ue.cette figure est tracée la
déformée due a 'erreur en déplacement a I'itération O,téréition 5 et a l'itération 20.
On voit que la correction haute fréquence est apportée dgmdenieres itérations, mais
gue la composante basse fréquence n’a toujours pas étéeraditération 20.

En utilisant des maillages de raffinement différents, ¢gfide résolution est décou-
plé. Les différentes composantes fréquentielles dansslduéont étre réduites sur des
maillages adaptés en terme de dimensions caractéristigegphénomenes hautes fré-
quences vont étre calculés sur la grille la plus fine, tandes lgs phénomenes basses
fréquences vont étre calculés sur la grille la plus grossier
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€
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Fic. 2.13:lllustration des propriétés de lissage

2.5.1.2 Fonctionnement

On expose dans cette section le fonctionnement généraltidédgses multigrilles.
La section 2.5.2 présente la mise en équation détailléegstaégies dans le cas non-
linéaire. La stratégie multigrilles adaptée a nos travaixpeésentée section 3.2.2 . Le
maillage le plus fin est celui ou le vecteur d’état est redier®our une stratégie a deux
niveaux de grilles, celui-ci est nofé? tandis que le niveau le plus grossier est ribfé.

Un faible nombre d’itérations du solveur non-linéaire, éof, est réalisé sur le
maillageM? durant la phase deré-relaxation Le probléme n’étant pas résolu a conver-
gence, un vecteur d’état non-convergé associé a un résidg@hibre est obtenu. Ce
résidu basse fréquence, si le solveur itératif utilisé pdege bonnes propriétés de lis-
sage, est réduit sur le maillage grossiét ol un probléme auxiliaire est construit.

Sur ce maillage, le probléme est calculé jusqu’a convermpaovg itérations du sol-
veur non-linéaire. Cette étape multigrilles est appé#blution grille grossiereUne fois
la solution calculée sur ce niveau, on en déduit la corrediasse fréquence a apporter a
la solution non-convergée de niveau 2.

Cette correction est prolongée sur le maillage de niveawBefois le vecteur d’état
corrigé sur le niveau fin, un faible nombre d'itérations dlysor itératif, notév,, est réa-
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lisé. Cette phase est appelée étappatt-relaxatioret permet de réduire les perturbations
haute fréequence introduites durant la phase de prolongatio

La résolution du maillage grossigf* peut éventuellement étre colteuse. En effet, les
dimensions de ce maillage sont directement liees aux dioendu probleme de niveau
2 a résoudre. Aussi, si le maillage de niveau 1 présente ummoimmportant de degrés
de liberté, il peut lui-méme étre résolu par l'intermédiadiune stratégie multigrilles. La
résolution du maillage fin, désormais notéX, est alors réalisée par appel récursif de
cycles multigrilles sur les maillagg*1, %2 ... w2 a1,

Selon la stratégie multigrilles, il est possible de modifegencement des différentes
phases présentées ci-dessus. Une maniere élégante dent@rgraphiquement ces stra-
tégies et de mieux visualiser leur fonctionnement est éepalans [VEN 00] et est re-
prise dans la suite de nos travaux. Un cercle simple repieseniveau multigrilles ou
une phase de relaxation est réalisée. Les phases de resteictie prolongation sont indi-
guées par des fleches entiéres. La figure 2.14 présente wamaatdation d’'une stratégie
multigrilles a 4 niveaux appelée V-cycle en raison de cefpeésentation.

FIG. 2.14:Représentation graphique d’un V-cycle a quatre niveaux

D’autres stratégies utilisant cette représentation $gn@sentées dans la suite de ce
mémoire (cf. figures 2.15, 3.9, 3.10, 3.11 et 3.12).

2.5.2 Schémas multigrilles en non-linéaire

Les méthodes multigrilles ont été utilisées pour résoudmeanbreux problémes non-
linéaires de grande taille. Deux stratégies peuvent éptads. La premiere consiste a
utiliser un solveur multigrilles linéaire sur le problemedarisé par une méthode, par
exemple, de Newton. La seconde approche propose d’utilissstement un solveur non-
linéaire dans les phases de relaxation multigrilles. Ldihce entre ces deux méthodes
réside dans la permutation des itérations non-linéairdesitérations multigrilles.

2.5.2.1 Newton-Multigrilles

La premiere méthode a été introduite par Kacou en mécani@sesttuctures
[KAC 93] pour traiter des problemes de non-linéarités meliés. Un solveur multigrilles
linéaire de type "Correction Scheme" (CS) est utilisé pésopudre I'équation linéarisée
(2.43). Cette méthode est reprise dans [HAC 04] ou une gteapermettant d’améliorer
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le lissage pendant la phase de relaxation est proposéeiricgpat désavantage de cette
méthode, dite "Newton-multigrid® (NMG), est I'introduoti d’une boucle supplémen-
taire sur les niveaux de grilles au sein des itérations dettleaphson. La performance
de ce schéma décroit avec I'augmentation de la déformaléstigue.

On présente le Correction Scheme dans le cas général oatiéqusur le niveau le
plus fin est synthétisée sous la forme :

LUk = FX (2.61)

L'indice k fait référence a I'appartenance des quantités au maillagent K. Le
formalisme de présentation de la stratégie multigrillésrependant du solveur linéaire
utilisé pour les phases de relaxation (gradient conjugaenhl, Gauss-Seidel, ...).

Un faible nombre d’itérationg; du solveur itératif linéaire conduit a une premiere ap-
proximationUK de la solution pendant la phase de pré-relaxation. Cettrisolcontient
les composantes dont la longueur d’onde correspond auxgiotes caractéristiques du
maillage. Le résidu basse fréquence (au sens du maitfedeR¥ est défini par :

RK = Fk— LkOK (2.62)

La solution du probléme discrétis, vérifie I'équation (2.61). On peut donc écrire :

Rk = Lkuk, — LkOk (2.63)

En utilisant la linéarité de 'opératelret en introduisant I'errewX on obtient :

RK = L"(U(';X—O") (2.64)
Rk = Lkyk (2.65)

L'idée des méthodes multigrilles est de rechercher unecxppation de cette erreur
basse fréquence sur une grille plus grossiére indicéle— 1). Pour ce faire, I'équation
(2.65) est ré-écrite sur le maillage grossig¥— en utilisant les opérateurs de transfert
définis section 2.3. On cherche a résoudre sur le nigleaul) I'équation :

Lyt = Rk-1 (2.66)
avec: R<!=rk1RK

Cette équation peut étre résolue soit en utiligacycles multigrilles sur les niveaux
sous-jacents, soit en utilisang itérations du solveur linéairg. fixe le comportement
général de la stratégie multigrilles. La figure 2.12 présémstratégie multigrilles dans le
cas oty = 1. L'utilisation dey = 2 conduit a des W-cycles (cf. figure 2.15).

Quelque soit la stratégie de résolution retenue pour résdegrobléme sur le niveau
(k—1), une approximatios*~1 de I'erreur sur le niveau fin est donc calculée sur le niveau
grossier. Cette correction est apportée a la solutiO@hail'f'vk en utilisant 'opérateur de
prolongatiorl¥_, afin de former une solution corrigé# :
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FIG. 2.15:Représentation graphique d’un W-cycle

UK = 0K v? (2.67)

Ce terme correctif inclut les composantes basses frégseteck solution qui ont été
calculées sur les niveaux sous-jacents et que la grille fanaih pas réduit. L'opération
de prolongation pouvant faire apparaitre des erreurs dergyation haute fréquence, on
réalisev, itérations du solveur itératif de maniére a réduire cetteugrd’interpolation.

Un seul cycle multigrilles est généralement insuffisantrpzaiculer la solution. La
convergence est testée a la fin de chaque cycle en utilisanthae infinie du résidu en
équilibre linéarisé. Le plus gros de I'effort de calcul éstlisé sur les grilles sous-jacentes
et le nombre de V-cycles nécessaire afin de réduire le résidih&riguement constant
quelque soit la discrétisation du maillage le plus fin.

Dans le cas de l'utilisation du Correction Scheme avec uwesolitératif de type
gradient conjugué pré-conditionné, et v, sont généralement choisis entre 2 et 5. Le
travail total du cycle multigrilles, en termes d’opérasadiémentaires, peut étre exprimé
en fonction du travail d’une itération sur la grille la plusdi[VEN 00].

2.5.2.2 Full Approximation Scheme

La seconde méthode a été étendue en mécanique des strpetuirésh dans [FIS 95]
et constitue une alternative intéressante a la méthodenigss ci-dessus. Un schéma
multigrilles non-linéaire, appelé “Full Approximation Iseme” (FAS), est directement
utilisé pour résoudre le probléme. Le solveur itératifisiilest un solveur non-linéaire
de quasi-Newton de type BFGS. Dans le cadre de problemeas@kstiques de grande
taille largement plastifiés, les performances du FAS sopéiseures a celles du solveur
NMG.

L’équation résolue par le solveur multigrilles est directnt I'équilibre non-linéaire
(1.59). La stratégie est similaire a I'approche présengés th section précédente dans le
sens ou on cherche a approximer 'erreur en solution du nifieasur des niveaux plus
grossiers. Le FAS est présenté dans le cas général ou iéqusatr le niveau le plus fin
ne dépend que d’une variable et est synthétisée sous la forme

Lk<Uk> — K (2.68)
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La notation< e > marque la dépendance de I'opératéuau vecteur d’état. Dans ce
cas, le passage de I'équation (2.63) a I'équation (2.65\tijise la linéarité de I'opéra-
teur de comportement, n’est plus possible. La phase dectimmeloit donc étre modifiée.
Le résidu est défini de maniére similaire a I'équation (2&#)I’équation suivante :

Rk — Fk—Lk<0k> (2.69)
Il est possible de faire de nouveau apparaitre I'ervé@n notant que :
Ok=UK —vk et F= L"<u'gx> (2.70)
L'équation (2.69) est alors exprimée comme :
RK— K <U"+v"> LK <U"> 2.71)

Les quantités primales et duales sont alors réduites suvéaun(k — 1) de maniére
a construire un probleme équivalent permettant de recberaie approximation basse
fréquence de I'errew® sur le niveau sous-jacent et on note :

RK1 = k- 1RK (2.72)
Ukt = k10K (2.73)

L'approximationvk—1 de I'erreur sur le niveald est alors recherchée sous la forme :
LUt SR T () (2.74)

On définitUX—1 la solution de I'’équation (2.74). Comme précédemmenteazipeut
étre déterminée indifféremment en utilisant une stratégieésolution mono-grille ou
multigrilles sur le niveak — 1) selon les dimensions caractéristiques du mailtage™.
L'approximation de I'erreur sur le nivegt — 1) est alors donnée par :

vkl = gkl gkt (2.75)
Ukt koK (2.76)

Cette correction est interpolée sur le niveau le plus fin dei@éna a corriger la solution
UX précalculée au début du cycle multigrilles :

Uk = OKprk vt (2.77)
= 041k, <L_J"‘1—I['|§‘1L~J"> (2.78)
Le FAS fonctionne aussi bien pour les problemes linéaires mpn-linéaires et est

utilisé dans la suite de nos travaux. Il nécessite la rédnalies quantités primales et
duales ce qui rend les phases d’interpolation plus coUsayise pour le solveur NMG.
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2.5.2.3 Etude comparative des deux méthodes

Un comparatif de ces deux stratégies dans le cas de générprésenté dans
[HEN 03]. La discrétisation spatiale est assurée par undadétde différences finies
et les phases de relaxation du FAS sont réalisées par urusaleeGauss-Seidel non-
linéaire. Les auteurs concluent que l'utilisation de I'umel’autre de ces deux stratégies
ne doit pas étre systématique et dépend de la définition chigmne sur les grilles gros-
sieres et du codt d’inversion de la matrice Jacobienne.

La comparaison de I'efficacité de différentes stratégiektignilies dans le cadre de
non-linéarités matérielles est réalisée dans [FIS 95].dwgsurs présentent les perfor-
mances comparées de trois algorithmes multigrilles : untbieulgrille (NMG), ainsi
gue deux stratégies FAS utilisant respectivement un soldeuype gradient conjugué
(FAS-GC) ou Newton BFGS (FAS-BFGS). Ces algorithmes satésesur des problemes
éléments finis bi-dimensionnels et tri-dimensionnelsaiit un modéle de comportement
élastoplastique bi-linéaire a écrouissage isotrope.

Le FAS-GC ne converge pas systématiqguement lorsque lardéfion plastique de-
vient trop importante. Les auteurs montrent que plus le merdl&léments plastifiés est
important, plus la stratégie FAS-BFGS converge rapidernentparativement a la mé-
thode NMG. Pour cette derniére, le temps nécessaire a lutiésodu systeme linéaire
devient rapidement prohibitif. Loccupation mémoire ds t®is stratégies est également
comparée et les auteurs montrent que les deux stratégigselEAS nécessitent approxi-
mativement deux fois moins de mémoire pour effectuer leutajae la stratégie NMG.

Il est possible de restreindre la définition des grilles les fines dans les zones ou
la structure subit les phénoménes haute fréquence de man@ptimiser I'occupation
mémoire et réduire le colt numérique des phases de relaga@m parle alors de multi-
grilles localisées (cf. section 3.2.2).

2.6 Synthese

La premiére partie de ce chapitre, section 2.1, est dédi@aresure de I'erreur de
discrétisation en espace et en temps. Une liste non exhadstdifférents estimateurs est
présentée dans le cas linéaire et étendue a la mesure @et’pour des comportements
non-linéaires.

Les différentes méthodes permettant d’adapter le maipageatteindre une précision
requise, a savoir les méthodes de décomposition de domdesraéthodes adaptatives,
sont présentées par la suite (cf. section 2.2). Les presmrenettent de gérer le pas de
temps et le pas de discrétisation de maniére indépendani stmucture. Elles sont na-
turellement parallélisables et permettent de réduireifsigtivement le temps de calcul.
Néanmoins, elles nécessitent de bien connaitre les phémsmdans la structure en amont
du calcul afin de prédéfinir ces zones et leur efficacité déplend fortement de I'ex-
périence du numéricien. Les secondes méthodes sont irdkates de I'expérience de
I'utilisateur et permettent I'adaptation automatique daillage selon les caractéristiques
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de la méthode de raffinement utilisée. Néanmoins, la cartgtrude la carte d’erreur
peut parfois étre colteuse et un certain nombre d’étapeskltage peuvent étre néces-
saires afin de converger vers le maillage optimal. Par ad|dimplantation numérique
de certaines de ces stratégies est parfois difficile dareotbss de calcul conventionnels.

Les opérateurs de changement d’échelle sont introduit®saet. 3. lls permettent de
transférer les quantités nodales ou les quantités auxspdnGauss d’'un maillage a un
autre. En utilisant les dénominations multigrilles, legi@eurs de transfert d’'un niveau
fin vers un niveau grossier sont appelés opérateurs dectesiriLes opérateurs inverses
sont appelés opérateurs de prolongation.

Les deux derniéres parties de ce chapitre sont dédiées laxisonon-linéaires. Les
solveurs itératifs les plus couramment utilisés en méaeamilgs solveurs de Newton et les
gradients conjugués, sont présentés section 2.4. Cewpueept étre intégrés a des strate-
gies multigrilles (cf. section 2.5) afin d’augmenter leuegse de convergence. Différents
maillages sont alors utilisés et I'effort de résolutiondéstouplé de maniére a réduire sur
chacun des maillages les composantes du résidu dont ladandionde correspond aux
dimensions caractéristigues du maillage. L'adaptatiosetestratégies multigrilles a la
modélisation des structures élastoplastiques en dynaniguositoire est présentée dans
le chapitre suivant.
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Chapitre 3

Stratégie de raffinement automatique

On présente le fonctionnement général de la stratégie de
raffinement automatique utilisée a chaque pas de temps dans
une premiere partie. Les outils numériques et la méthode de

transfert entre pas de temps sont ensuite détaillés. Laiéern
section présente la structure de données et I'algorithme.
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3. Stratégie de raffinement automatique

3.1 Principe

On présente dans ce chapitre une nouvelle méthode pertrattamaitriser la préci-
sion des calculs éléments finis en dynamique non-linéagteGtratégie s’appuie sur un
raffinement récursif des éléments finis en fonction de heation de I'erreur de discréti-
sation sur la structure. Nous allons utiliser un indicatBerreur pour évaluer les zones ou
la précision est insuffisante et raffiner le maillage si cptéision ne vérifie pas le seuil
prescrit par I'utilisateur. Notre stratégie s’apparentena méthode s-adaptative [FIS 92]
a chaque pas de temps. Afin de traiter le transfert d’infaomatnon-linéaires entre les
différents niveaux de maillage, une stratégie multigsikst utilisée pour la résolution.

Les dénominations multigrilles sont utilisées afin de pnésda méthode : le maillage
initial, dit grossier, est appelé maillage (ou grille) dgedu 1. A chaque pas de temps,
des maillages locaux de plus en plus fins sont créés. Le gailaplus fin au cours du
raffinement est alors celui d’'indice le plus élevé. L'opénat’interpolation spatiale d’'un
maillage grossier vers un maillage fin est appelée prolommgdt opération inverse d’une
grille fine vers une grille grossiére est appelée restnctlees opérateurs de transfert
associés sont respectivement appelés opérateurs degeoient et de restriction. Leur
construction est détaillée section 2.3.

La construction d’un maillage de nivekest réalisée par sous découpage hiérarchique
(éventuellement partiel) des éléments du maillage de uniflea 1). Afin d’expliquer au
mieux les phases de transfert entre niveaux, on introduotean de filiation lors de ce
sous découpage. Les élémedfsde nivealk obtenus par sous découpage hiérarchique

d’'un élémente‘f‘1 de niveau(k — 1) sont dits enfants de I’élémedf‘l. Inversement,

I’élémente‘f‘1 est I'élément parent des élémeatsle niveak. Les figures 3.1, 3.2 et 3.3
synthétisent cette notion.

La stratégie présentée dans ce mémoire permet de remett@usa le maillage a
chaque pas de temps. Aucune stratégie de déraffinement Hagadsouvent colteuses
en terme CPU) n’est donc nécessaire. De plus, 'adaptagomaillage est ici réalisée
directement par le solveur. Les calculs effectués afin derahitier la cartographie de
I'erreur sont directement utilisés par les maillages las gins au sein d'une stratégie
multigrilles afin de réduire au maximum le temps nécessalaecanvergence du calcul
sur chaque niveau.

Cette premiére section s’intéresse a la méthode de raffimeanéomatique en espace
appliguée a chaque pas de temps. La prise en compte de létidiation temporelle est
présentée section 3.2.6. L'indice relatif au pas de tempda omis dans un premier
temps afin de simplifier les notations.

3.1.1 Mesure de I'erreur

La bibliographie sur les estimateurs d’erreur présentéose2.1 témoigne des nom-
breux travaux menés sur le sujet. Ici, afin d’estimer la ¢@ale la solution éléments
finis, I'erreur de discrétisation est mesurée a I'aide dhdidateur d’erreur adapté a notre
stratégie et permettant d’obtenir une approximation dedig a moindre codt.
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Les indicateurs d’erreur utilisés dans nos travaux sonstcoits en considérant les
propriétés de convergence de la méthode des éléments forisque le probleme est
régulier, plus le maillage est fin plus la solution disci&gst proche de la solution exacte :

lim | Sex— S = 0 (3.1)

Ou Sex désigne la solution exacte du modeéle, inconnue a priog;, & solution élé-
ments finis sur un maillage de dimension caractéristiguk est par ailleurs possible
d’évaluer I'erreur de discrétisation en déplacement par :

lup — Uey| < ChF* (3.2)

Ou a est I'ordre de convergence du modele discrétisést une constante indépen-
dante des caractéristiques du maillage et uniguement el&imfonction des données du
probléme lorsque les maillages sont suffisamment fins.

3.1.1.1 Principe de construction de l'indicateur d’erreur

Dans le cas de notre stratégie, le calcul est réalisé indé@pement sur deux maillages
hiérarchiques. Si le probleme est régulier, il est donc iptessi’estimer la qualité du
vecteur d’état sur un niveakien comparant les solutions de niveduet (k— 1). De
maniere a définir une erreur locale, cet estimateur est umeenpermettant de comparer
la valeur du champ considéré sur un élément fini de niykaul) et sur ses 2enfants
de nivealk (avec d la dimension du probléme).

Afin de réaliser la comparaison, des opérateurs de changehéehelle sont néces-
saires pour travailler sur des quantités définies sur lesaa&umpports. Les opérateurs de
transfert utilisés sont des opérateurs de restriction pteemt d’établir la comparaison sur
le maillage grossier.

Enfin, de maniére a obtenir un indicateur d’erreur relatiisadomaine espace-temps,
la norme de cette comparaison est divisée par le maximum @igaliatité considérée sur
I'ensemble de la structure et de l'intervalle de temps.&edteur est donnée par un pré-
calcul peu codteux sur le niveau grossier.

On note*~1 le maillage de nivea(k — 1) de dimension caractéristiqineet M* le
maillage de niveald de dimension caractéristigh¢2. On suppose que les vecteurs d’état
Sk=1 et sX sont connus sur ces deux maillages.

3.1.1.2 Indicateur d’erreur nodaux

Lorsque I'on souhaite construire un indicateur basé suthamg nodal, la construc-
tion de l'indicateur d’erreur estimmédiate par companaido champ aux noeuds coinci-
dents des deux maillages. L'opérateur de restriction ess$ ain opérateur d’injection qui
permet de transférer le champ des noeuds du maifld§sur ceux du maillagés*—1.

La construction de cet opérateur de restriction, rﬁbTé, est présentée section 2.3.1.
On rappelle que le niveau en indice est le niveau d’originelthmp, et que le niveau en
exposant est le niveau sur lequel le champ est projeté.
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Un exemple d’un tel indicateur d’erreur est I'indicateuedeur en déplacement :

k—1 k—1
HU K U))e]k1

maxo.r) [[UL(t)]]

La norme utilisée est|lal| = y/a.a. Cet indicateur est calculé indépendamment pour
chaque élemerd ! de niveauk— 1).

(3.3)

GU‘el]gfl

3.1.1.3 Indicateur d’erreur aux points de Gauss

Pour les indicateurs d’erreur concernant des quantitésidgfaux points de Gauss,
la construction est similaire. On nojé‘l, I'opérateur de restriction depuis les points de
Gauss du maillag@/¥ sur les points de Gauss du mailla@g< ! (cf. section 2.3.2).

SiVM désigne I'opérateur de Von Mises appliqué a la contrairmeénhts finis, il est
par exemple possible de définir un indicateur d’erreur erraories sous la forme :

H VM 1y _ VM<]k 1 k))

maxoT VM (o) (1)

o1
! (3.4)

€o |1 =
l

Ou la norme considérée est la norme infinie aux points de ijﬁélémente‘j“l.
Méme si le formalisme d’écriture est globalement le mémealesfert des quantites aux
points de Gauss est plus lourd que l'injection des quantitekales. De tels indicateurs
sont donc plus codteux en terme CPU.

3.1.1.4 Indicateur d’erreur sur les éléments

Ce dernier type d’indicateur d’erreur est utilisé lorsqéwariable scalaire, généra-
lement calculée par intégration, est associée a chaquegidimi, comme par exemple
pour I'énergie (cf. section 3.1.1.5). Dans ce cas, l'inthoa d’erreur est calculé de ma-
niere directe en comparant, par exemple, la valeur de g@eur un élément de niveau
(k—1) avec la somme des énergies sur chacun de ses éléments.enfants

On notea|ek 1 la valeur de la quantité de niveauk sur Ielementek et a|zqk la

somme des valeurs de la quanttééfinie sur le niveagk — 1) sur les eIements enfants
e de I'élément parerg ™.
L'indicateur d’erreur en énergie est alors directementndquar :

\/) (2= 54|
EZ‘e‘j@l = max{o;T] \/ETt)

La racine carrée est utilisée afin de construire une norme.

(3.5)
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3.1.1.5 Reécapitulatif des indicateurs présentés dans ce meéire

La table 3.1 présente les six indicateurs d’erreur utilda#ss la suite de ces travaux.

TaB. 3.1: Différents type d’indicateurs d’erreur

Quantité controlée Indicateur d’erreur
k=1 mk—1p |k
‘ (Ut s
Déplacement €u| k1=
d maxor [UL(t)]]

| (Ve -vm (gt) )|

Contrainte €olgr= maxor VM (oh) (1)
\/ ‘ gt Wg‘zqk)
Travail plastique ewp)ekf W)
MaXo;T]
\/ H (det - g tde) ) o
Densité d’énergie €de| g1 = ]
J

maxo.) v/ de(t)

\/‘(Mk_l‘e?l_ Mk}zqk)‘

maxoT) v/ E(t)

Incrément d’énergie €5 |1 =
]

\/\(fk‘l\e';l— 54|

maxo.) v/ E(t)

Energie totale €x|g1 =
]

Dans cette table/ M désigne I'opérateur de Von Mises appliqué a la contrairée él
ments finis ;de, £, W), et dE désignent respectivement la densité d'énergie, I'énergie
totale de la structure, le travail plastique et I'incrémdgnergie entre deux pas de temps.
Pour un modele élasto-plastique écrouissable, ils sontigigfar :

‘Wk(tn) = Wy (tn- 1)

1 i

/ Tr(oép) dQdt (3.6)
th1

EX(tn) = W (tn) + W (tn) (3.7)
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K Lk T gk
WE (t) 3 U (tn)’e]kM UK(ty) ’ (3.8)
th .
ik _ gk .
Wnt(tn)e? Wnt(tn—l)e,j(JF tn,lF'U‘e'i(dt (3.9)
SEX(tn) = EX(tn) — EX(tn_1) (3.10)

3.1.2 Sous découpage spatial

Les indicateurs d’erreur présentés précédemment senaéteaminer les éléments
finis de nivealk ou la précision est insuffisante. Ces éléments sont aloss@&@ctoupés en
utilisant une stratégie de raffinement locale. On utilisamncsous-découpage hiérarchique
s’appuyant sur les milieux des arétes de I'élément a rafflres éléments enfants créés
ont alors un facteur d’échelle de 2 vis-a-vis de I'élémeméepa

Il est bien sir possible de choisir un facteur d’échelleestds dimensions caracté-
ristiques des maillages supérieur a deux. Néanmoins, ornrendiun point de vue mul-
tigrilles que le facteur 2 est optimal dans le sens ou il séalin bon compromis entre la
réduction de I'erreur par niveau multigrilles et le nombeegilles. En effet, si un facteur
d’échelle plus important est choisi, le nombre de grillaggus faible mais chaque grille
devra capturer un spectre de fréquence dans la solutiogulyes rendant le nombre de
relaxations non-linéaires plus important sur chaque nivea

Des opérations topologiques plus complexes peuvent étigéas afin d’assurer la
qualité des éléments finis obtenus lors d'une phase de naineou de déraffinement de
maillage [GEO 04], [FOU 08], [RAS 09]. Néanmoins, si les é&ats du maillage initial
sont de suffisamment bonne qualité en termes de critere defdes éléments enfants
obtenus par cette stratégie hériteront de propriétés géigoes acceptables.

Pour une discrétisation unidimensionnelle, un noeud €t au milieu de I'élément
fini a raffiner. L'élément fini parent est alors sous-découpéeux éléments enfants de
méme longueur (cf. figure 3.1).

k
e €,
I J ] I } 1 - I
F 1 I T 1 I 1T 1

FiG. 3.1: Raffinement hiérarchique uni-dimensionnel

Lorsqu’'une modélisation bidimensionnelle est utilisé@s, arrétes de I'élément pa-
rent a raffiner sont subdivisés en deux arrétes de méme langtiquatre éléments finis
enfants sont créés par subdivision (cf. figure 3.2). Danadale quadrangles, il est néces-
saire de définir un point supplémentaire a l'intersection médianes. Pour les éléments
triangulaires, les éléments finis enfants on les mémegesitde forme que I'élément
parent (construction homothétique).

Enfin, pour des modéles tri-dimensionnels, chacune des festesous découpée en
utilisant la procédure de sous découpage bi-dimensianriediur I'élément tétraédrique,
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Ab
[

5

FiG. 3.2: Raffinement hiérarchique bi-dimensionnel

la formation des éléments enfants est immédiate en utiliesnarrétes et les points
construits. Pour I'élément hexaédrique, le centre de tFragit utilisé comme dernier point
afin de former I'ensemble des arrétes nécessaires au soogpadge (cf. figure 3.3).

.......

____________________
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casll

FiG. 3.3: Raffinement hiérarchique tri-dimensionnel

La notationy e utilisée section 3.1.1 synthétise donc la notation :

2d
)3 = Zelk, avecd, la dimension du probléme (3.11)
i=
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3.1.3 Gestion des conditions limites

Afin d’assurer I'unicité de la solution sur chague maillagenileawk, des conditions
limites doivent étre imposées sur I'ensemble de la froat@®¥. Pour des problémes
globaux en espace, couvrant I'intégralité de la strucge conditions limites sont géné-
ralement définies de maniere naturelle par la modélisatiqurableme.

Sur les frontiered M etom du maillage de niveals, qui désignent respectivement
les frontieres du maillage jouxtant les bodi3g etdQy de la structure (cf. figure 1.1),
sont imposées des conditions aux limites en effort et eradépient. Ces deux frontieres,
dans le cas de maillages couvrant l'intégralité de la saerfaont telles que :

OME UMK = oMK (3.12)
OMENIMK = o (3.13)

Lorsqu’un maillage est localisé en espace, des conditioxfiraites supplémentaires
sont nécessaires car I'équation (3.12) n’est plus vér@igealéfinit alorsaML" comme la
partie complémentaire de la frontiere du maillage :

MK = dM ¥\ (OMX UAMK) (3.14)

Sur cette frontiére, des inconnues primales, duales ouemifdf. section 2.2.1.1)
peuvent étre imposées afin d’assurer la cohésion matédiella structure sur la fron-
tiere entre le maillage localisé et le maillage sous-jadentdes conditions primales de
type déplacement sont imposées sur la fron@é’r@‘.

Ces déplacements imposés sont issus du prolongement daceéynt depuis le ni-
veau sous jacent/ k1, Cette interpolation est réalisée en utilisant les fomstide forme
des éléments finis (cf. section 2.3.1). Pour un niveau Is€aline nouvelle équation est
donc adjointe au probléme discret a résoudre, et le vectétat dloit également vérifier :

UK=U[ VX €M (3.15)
avec :Uf = TK U1
0M|_

Ces nouvelles conditions limites sont appliquées en atitisa méthode des multi-
plicateurs de Lagrange et sont traitées de la méme fagonegueohditions limites en
déplacement sur la frontiedEMy. Néanmoins, ces conditions limites peuvent varier au
cours du calcul élément fini suivant I'état de la grille sgarsente et doivent donc étre
traitées avec précaution (cf. section 3.2.5.2).

3.1.4 Principe de raffinement de maillage

Cette section présente le fonctionnement général de laotétinchaque pas de temps.
La mise en équation détaillée est présentée section 3.2fidgures 3.4 a 3.7 illustrent
son comportement dans le cas bidimensionnel. La dimensiopdrelle du probléme est
traitée dans la section 3.2.6.
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3.1.4.1 Initialisation

A chaque pas de temps, la stratégie est initialisée en ealclal solution non-linéaire
sur un maillage de niveau 1 nofé* défini par I'utilisateur. Ce maillage doit &tre suffi-
samment fin afin de permettre au raffinement automatique digéiaiser correctement.
En effet, si ce premier maillage est trop grossier, I'errealculée ne dépend plus uni-
guement des dimensions du maillage et l'indicateur d’eragusi que le raffinement de
maillage peuvent en étre perturbé.

Ce maillage est de dimension caractéristiuet possede; éléments. Le probleme
de niveau 1 est défini de maniere standard et des conditioitesi en effort et en dépla-
cement sont imposées sur les frontidfg etdM(}. Sur ce maillage, le calcul éléments
finis est réalisé de maniére classique via un algorithmesitdution non-linéaire.

Le formalisme de I'indicateur d’erreur présenté sectidnBBnécessite la connaissance
de la solution sur deux maillages successifs. Aussi un seouaillage M2 global en
espace est nécessaire a l'initialisation de la procédure.

Ce maillage est construit par sous-découpage hiérarchigsi€léments du maillage
de niveau 1 suivant les procédures de découpage décritemsgd.2 (cf. figure 3.4). Ce
nouveau maillage est de dimension caractéristiggue 0.5 h; et posséda, = 29 - n;
éléments (owl la dimension du probléme).

¥

T

Ry

FiG. 3.4: Calcul des solutions sur les maillages de niveau 1 et 2

La solution convergég! du niveau 1 est interpolée sur ce nouveau maillage comme
approximation initiale du vecteur d’étag’. Cette approximation initiale contient I'en-
semble des composantes basse-fréquences calculés sugda sous-jacent.

Le maillage de niveau 2 étant global en espace, la soluticteasouveau recherchée
en imposant des conditions limites naturelles sur les igoegd M2 etdM? du maillage.
L'utilisation d'un solveur multigrilles global de type FA@f. section 2.5.2.2) permet
d’améliorer la vitesse de convergence sur ce niveau.

3.1.4.2 Carte d’erreur et séparation des maillages

Afin d’obtenir une estimation de la précision de la solutiomdes indicateurs d’erreur
défini section 3.1.1 est utilisé et vient comparer les vestdiétat obtenus sur ces deux
maillages. Une carte d’erreur associée au maillage deunil/est alors créée.
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La précision atteinte localement sur chacun des élémentergparée a la précision
demandée par I'utilisateur au moment du lancement du cdlesléléments de niveau 2
ou la précision du calcul est suffisante sont regroupés poarer le maillageM?. Les
autres éléments sont assemblés afin de former le maillaggléorentairei/?.

FiG. 3.5: Principe de construction des maillagk&’ et M2

La figure 3.5 illustre cette phase de séparation du mailiéfe L'indicateur d’er-
reur issu de la comparaison des vecteurs solutighst $? est associé aux éléments
du maillage de niveau 1. Les éléments du maillage de niveaun2d®nc associés aux
maillagesﬂl/[+2 et M2 en fonction de leur filiation aux éléments du maillage de aivé
et de la carte d’erreur sur ce niveau. Les éléments grisééseptent les éléments ou la
précision requise n’'est pas atteinte.

3.1.4.3 Création et résolution du niveau 3

Le maillage de niveau troi8f3 est créé en sous-découpant de maniére hiérarchique
le mailIager (cf. figure 3.6). Sur les frontieres de ce maillage qui caiant avec les
bordsoQy etdQr de la structure sont imposées des conditions limites rildare

Sur l'interface incompatible entre les maillage&’ et 3 sont appliquées des condi-
tions limites en déplacements permettant d’assurer la atihbilité cinématique a l'inter-
face. Ces conditions limites sont décrites section 3.1.3.

7

1=

FiG. 3.6: Construction du niveau 3
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Sur ce maillage, un solveur multigrilles localisé, déanieeal, est utilisé pour calculer
le vecteur d’étafs3. La stratégie multigrilles va transférer les informatioms-linéaires
de niveau 3 sur les niveaux sous-jacents et donc influensadléon sur le niveau 2. Il
est important de faire la distinction entre cette solutiemtyeau 2, prenant en compte les
informations calculées sur le niveau 3, et la solution dékeiors de l'initialisation.

En effet, la solution obtenue lors de cette étape de calauitde maniere la plus
précise possible, sur le niveau 2, les phénoménes obsenviesrsveau 3. Si l'indicateur
d’erreur présenté section 3.1.1 est utilisé afin de compasaiution de niveau 3 et cette
solution de niveau 2, I'erreur obtenue sera nulle. C’estcdarsolution de niveau 2 cal-
culée lors de I'étape d'initialisation qui servira ultarifement pour le calcul de I'erreur.
Il est donc nécessaire, une fois le calcul réalisé sur uranig®nné, de sauvegarder le
vecteur d'état avant de réaliser le calcul sur un niveaufitus

3.1.4.4 Appel récursif de la stratégie

L'explication de la stratégie de raffinement automatiquegéaéralisée en supposant
connus deux maillages de nivedu— 1) etk. La figure 3.7 illustre le fonctionnement de
cette phase de notre stratégie. Les axes représentarad&ap sont pas représentés afin
d’alléger le diagramme de fonctionnement.

Sur chacun de ces deux maillages, on suppose que les vetiatssolutionss<—1
et 5 sont connus et sauvegardés. Le méme indicateur d’erreucejuieutilisé lors de
I'étape 2 est utilisé afin de comparer les solutions sur Idﬂagast‘l et MK,

Une cartographie de I'erreur sur le mailla@;éf‘1 est alors obtenue. Selon la précision
requise par l'utilisateur, on détermine les éléments dulagg IML“l ou la précision est
insuffisante. On définit alors le maillagg comme I'ensemble des éléments de niveau
k couvrant les éléments du maillage recouvert de ni&aul) ou la précision requise
n'est pas atteinte. La partie complémentaire du maillageivEauk est notéeMX,

Le maillageM¥+1 est construit par sous-découpage hiérarchique du maiMQe
Sur la frontiere de ce maillage sont définies des conditionisds naturelles si celui-ci
est situé pres des bord€y et 0Qr de la structure. Sur la partie complémentaire de la
frontiéred M ¥ du maillage sont appliquées des conditions limites adégymrmettant la
résolution ultérieure du niveau (cf. section 3.3.1.2).

Une fois le modéle complet de niveé&i+ 1) défini, le vecteur d’état solution sur ce
maillage peut étre calculé par I'intermédiaire du solveuttigrilles non-linéaire localisé.
Cette stratégie de raffinement est appelée récursivenst’aice que le maillage le plus
fin vérifie la précision requise par I'utilisateur sur I'endge de ses éléments.

3.1.4.5 Assemblage du maillage final a I'instartt,

Une fois la précision requise atteinte sur le niveau le pluslifconvient d’assembler
le maillage a I'instant, pour permettre un post-traitement classique de la solu@on
noteM ' le maillage le plus fin atteint au pas de temps considéré.
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Initialisation sur fes
niveaux1et 2

k=

4

k=k+1

Sows découpage higrarchique

kL e+
M

. ) k
Résolution du maillage localisa M

b 4

Comparaison des solutions surlintersaction das
deux maillages hiérarchiques ..

7 =T

M T

Précision requise

non-atieinte

Précision requise

atieinte

h A

Création du maillage final par assemblage

FIG. 3.7: Schéma de principe de la stratégie multigrilles

Le maillage final a l'instantt, (multiniveaux) est construit par assemblage. Ce
maillage, notéM ¢, est la combinaison des parties non-recouvertes des gesllde
chaque niveau et du niveau le plus fin atteint (cf. figure 3.8) :

MC = MEUMBU--- UM rum! (3.16)

Le vecteur d'état solution sur le maillage final est conseni utilisant la restriction
sur les maillages non-recouverts des vecteurs d’état suehniveau. On notgX la res-
triction sur le maillageM¥ du vecteur d’étask. Le vecteur d’étag®, associé au maillage

M°C est alors donné par :

S¢=s2us3u---usitus! (3.17)

La phase d’assemblage fait intervenir des interfaces ipeditvles. Sur les frontieres
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FiG. 3.8: Construction du maillage final a chaque instant

communes a deux niveaux, la continuité des vitesses et déEeations n’est pas impo-
sée et les quantités nodales sont différentes. On utilisellaion la plus fine localement
pour définir les quantités d’interface.

3.2 Mise en oeuvre

Cette section propose d’étudier, plus en détails, le fonagément et les finalités des
outils numériques utilisés afin de développer la stratégimtfinement automatique pré-
sentée ci-dessus.

3.2.1 Stratégie Full MultiGrid

Les stratégies multigrilles non-linéaires présentées®se’.5 ne sont pas optimales
en terme d'initialisation. En effet, le premier calcul esalisé sur le maillage le plus fin.
L’'approximation initiale sur ce niveau peut alors étre pasvre et nécessiter un nombre
important de cycles multigrilles et donc de phases de ré@xaour calculer la solution
a convergence. Le temps de calcul s’en trouve alors pénalisé

C’est pourquoi il est souvent intéressant de réaliser urcal@ul sur un niveau plus
grossier afin d’obtenir une meilleure approximation de latson initiale sur le maillage
de niveau fin. A la suite de cette initialisation, les méttsnhiltigrilles classiques sont
utilisées pour calculer le probléeme a convergence.

En appliquant cette initialisation de maniere récursivagjuau maillage de niveau
1, on obtient un schéma ascendant ou le calcul démarre suiléalg plus grossiére et
termine sur la grille la plus fine. Un tel schéma est connu tatigérature sous le nom
de "Full Multigrid" (FMG).

La figure 3.9 présente un exemple de cycle FMG a 4 grilles otcgcles sont utili-
sés pour initialiser la solution sur chacun des niveaux.doesentions de représentation
utilisées section 2.5 sont reprises ici. Les cercles sisngprésentent les niveaux ou une
phase de relaxation est effectuée. Les doubles cerclessegient les niveaux ou le vec-
teur solution & convergence est obtenu. Les nomhyes, v» etvs =v1+ V2 représentent
le nombre d’itérations réalisées a chaque phase de redaxati

On note]J I'opérateur d’interpolation du vecteur d’état completsighases d’inter-
polation intégrées aux V-cycle restent inchangées visd® celles présentées section
2.5 et sont indicéEASsur cette figure. La premiere interpolation sur un niveadiée
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FiG. 3.9: Diagramme de fonctionnement d’'une stratégie FMG - 2 V-cy/pler niveau

FMG) est utilisée afin d’initialiser la solution sur le niveau éhest généralement réali-
sée avec des opérateurs de prolongement d’ordre supériedir0]. Dans notre cas, ces
deux opérations sont traitées d’'une maniere différentedadissurer la stabilité de notre
solveur multigrilles (cf. section 3.2.3).

Lorsque les niveaux multigrilles sont globaux en espacédaas le cas ou un algo-
rithme multigrilles de type FAS est utilisé pour la résadatimultiniveaux, la stratégie
FMG peut étre décrite suivant la table 3.2 [VEN 00]. Le cydé@ peut étre vu comme
une simple modification de 'agencement des V-cycles dasgd@égie multigrilles non-
linéaire.

TAB. 3.2: Algorithme Full MultiGrid
Full Multigrid Niveaun
Sin>1:

- Full Multigrid Niveau (n—1)
- Interpolation FMG de la solution sur le nive@u— 1)
comme approximation initiale sur le niveau n
SN=Jp 5"
- Calcul de la solution sur le niveaujusqu’a conver-
gence en utilisant I'algorithme FAS

Sin=1:

- Calcul de la solution sur le niveau jusqu’a conver-
gence en utilisanig itérations du solveur non-linéaire

Notre stratégie de raffinement automatique ressemble a sgttégie multigrilles
dans le sens ou le premier calcul a convergence est réalise giille la plus grossiére.
Par la suite, des niveaux de plus en plus fins sont créés afiniddre la précision requise
par l'utilisateur. La stratégie de résolution présentéelpauite s’apparente donc a une
stratégie FMG non-linéaire localisée.
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3.2.2 Stratégie multigrilles non-linéaire localisée

Lorsque les différentes grilles sont localisées les unesgmport aux autres, les mé-
thodes multigrilles classiques présentées section 2.2¢t @oivent étre modifiées. On
propose ici un algorithme multigrilles dédié a la résolntdéquations non-linéaires et
permettant de tenir compte de I'utilisation de maillage$rdetieres différentes.

Des approches similaires ont déja été envisagées et déclites la littérature
[VEN 00, GRA 03]. Une utilisation dans le cadre de stratégimptatives pour des com-
portements élasto-plastiques est par ailleurs présentés [EKE 04] pour des simula-
tions quasi-statiques.

L'algorithme multigrilles localisé présenté dans cettetism s’appuie sur la stratégie
multigrilles non-linéaire "Full Approximation Scheme"équation résolue ici est donc
directement I'équation d’équilibre discrétisée non line41.59). Une fois encore, cette
équation est synthétisée sur le nivéasous la forme :

Lk<5k> — Fk (3.18)

On ne traite ici que la description du V-cycle en lui-mémeres@ffranchit de l'ini-
tialisation FMG. En effet, seule la phase d’interpolatidvi@ pour initialiser le V-cycle
differe de la description du FAS localisé.

Le traitement des mécanismes de plasticité requiert néasmae attention particu-
liere. La gestion des phénomenes irréversibles est pesseattion 3.2.3.

3.2.2.1 Pré-relaxation

On se place dans le cadre général ou la solution est recleescinéin maillaget/.
Une premiére approximation du vecteur d'és&test éventuellement connue grace a la
phase d'initialisation FMG. Cette premiére approximatiera solution contient dans ce
cas toutes les fréquences calculées sur les maillages ekuriyplus faibles.

Cette premiere approximation peut également avoir étailgdgar I'intermédiaire
des V-cycles précédents. Le cas échéant, cette premiérexapption est construite en
fonction des prédicteurs du schéma d’intégration numéraqutemps.

A l'instar du FAS présenté section 2.5.2.2, un faible nonit@rations du solveur
non-linéaire est réalisé sur le niveluJne solutionsk associée a un résidkk est alors
obtenue. Il est de nouveau possible de faire apparaitrelier® entre la solution exacte
du probléme discrétiséX et la solution courants :

R(3) = Pk (3¥)

- 2(s)-(3)

R (3"‘) — K <3"‘+v“>—L"<3"> (3.19)
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3.2.2.2 Etape de restriction

Pendant la phase de restriction, la solution initiale sminteau grossier est construite
par assemblage de la restriction spatiale du vecteur snl8fi sur la partie non recou-
verte M1 du maillage 1 et de la restriction spatiale sur la partie recouv@ntf !
de la restriction du vecteur solutighf existant sur le maillagazk.

Si on notelMk-1 et I'I'_‘F ! les opérateurs de restriction spatiale d'un vecteur dbiat
niveau(k — 1) sur les parties recouvert@ﬂ“1 et non-recouverte3<1 du maillage
de niveau(k — 1), I'approximation initialeSk~1 du vecteur d'état sur ce niveau aprés
restriction est donnée par :

k-1 |—|5—15k—1 U ni—lﬂt—ligk (3.20)

L’opérateur‘,ﬂ'lz‘1 traduit ici 'opérateur de restriction permettant le pagsaomplet
du vecteur d'état depuis le nive&usur le niveau’k — 1). Il est introduit de maniére a
synthétiser la phase de restriction. En pratique, I’opénéf‘j‘l est utilisé pour chacune
des quantités nodales et I’opérataﬁrl pour chacune des quantités définies aux points
de Gauss.

La restriction du vecteur d'étaf* sur la partieM*! du maillage*—1 permet
d’améliorer la qualité de la solution sur le nivedu— 1) complet. En effet, ce maillage
peut éventuellement étre trop grossier pour détecter ladinéarités calculées sur le
maillage le plus fin et I'influence de la non-linéarité sur lgeauk, transmise sur le
maillages/*~ ! influence la solution sur le maillage non-recouvtt 2.

3.2.2.3 Probleme de référence sur le nivealk — 1)

Le probleme équivalent sur le niveélu— 1) est construit de maniére a rechercher une
approximation sur le niveau grossier de I'errefiprésente sur le nivedu Etant donné
gue les grilles sont désormais localisées, I'équatiomjh’est plus utilisable directement
et la définition du second membre sur le niveau grossier ssrais réalisée en utilisant
I'approximation initiale sur le nivea(k — 1) donnée par I'’équation (3.20) et la restriction
du résidu de niveak:

R R (3.21)

avec (RK"1 = TK-1RK (5)

Cette construction du probleme grossier ne prend pas entedmpésidu associé au
vecteur d'états® 1. Le calcul ayant précédemment été réalisé & convergenselppose
ce résidu négligeable devant la restriction du résidu assolerreunk.

En utilisant des V-cycles successifs ou un solveur norelmeéclassique, la résolution
sur la grille grossiere de ce probléeme équivalent permditdiur une solution corrigée
Sk=1 L’approximationvk1 de I'erreun sur le niveauk — 1) est alors donnée par :

Wt = gkt Skt (3.22)
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3.2.2.4 Phase de prolongation de la correction

Durant la phase de prolongation, seule la composante deutesur le maillagﬁ\ﬂ“1
est prolongée sur le nive&pour améliorer la qualité de la solution. Sur la partie campl
mentaireM X1 cette erreur correspond & une correction permettant delfgren compte
I'influence du maillage fin sur la partie non recouverte deaiyk — 1).

Pour synthétiser cette phase de prolongation, oanJg;t@r I'opérateur de prolonga-

tion d’'un vecteur d’état depuis le maillat:j\tﬂ“1 sur le maillageMX. L'approximation de
I'erreur sur le niveak est alors donnée par :

V=K, nkt (3“—1 —3"—1) (3.23)

Cette prolongation permet de corriger la solutit§ret de lui apporter des informations
basses frequences difficilement calculables sur le maifiadui-méme. Cette phase peut
étre synthétisée sous la forme :

K= Sk (3.24)

Lorsque des mécanismes irréversibles sont modélisés, piedise de prolongement
de la correction est traitée difféerement de maniéere a asBadenissibilité matérielle du
vecteur d’état corrigé (cf. section 3.2.3.1).

3.2.3 Gestion des phénoménes irréversibles

En pratique, la phase de prolongation depuis un niveau igrossr un niveau fin
ne peut étre traitée de maniére directe par les équationtgnilds présentées jusqu’ici
lorsque des déformations plastiques apparaissent. BnleBepérateurs d’interpolation
sont connus pour introduire des erreurs numériques hatdqergnce dans la solution.

Aussi, lorsque la correction projetée depuis le niveau-$acent contient une com-
posante irréversible, comme c’est le cas pour les défoomatplastiques, I'utilisation
directe de I'opérateur risque d’introduire une erreur bdutquence que le solveur ne
pourra corriger par la suite.

Il est donc nécessaire de définir un opération de prolongatil®quate permettant
d’obtenir un vecteur d’état admissible. Cette étape n'astrgalisée strictement parlant
par un opérateur et utilise I'ensemble du systeme d’équsitio

3.2.3.1 Prolongation FAS

On cherche ici a définir I'opération de prolongation au seitedstratégie FAS. Celle-
ci est vouée a remplacer 'opératdlif*Sreprésenté sur la figure 3.9. Pendant cette phase
de prolongation, la solutios® calculée lors de la précédente étape sur le nivedoit
étre corrigée en fonction des vecteurs d'&ét! et S~ calculés sur le nivea(k — 1).

Afin d’éviter I'apparition d’erreurs irréversibles, sealdéplacement est interpolé de-
puis la grille grossiére sur la grille fine en utilisant I’cnatisur]lﬁ_1+ depuis la partie
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recouverte du maillage de niveéiu— 1) sur le maillage de niveau On notell '_‘[1 'opé-
rateur de restriction spatiale du maillag€<? sur le maillagen 1 :

k= OF T it (Ot - 0K (3.25)

La correction cinématique du reste du vecteur d'étaest réalisée en utilisant les
prédicteurs du schéma de Newmark, connus sur ce niveau :

. 1
k k k
Uk = PUK4yAtUK (3.27)

Le prolongement des champs non-linéaires (contraintearigthles internes) est réa-
lisé en utilisant I'algorithme d’intégration de la loi dernportement depuis le dernier
état matériellement admissible connu sur le maillage deanik. Au sein du V-cycle, il
existe systématiquement des informations non-linéairgemnellement admissibles cal-
culées lors des phases de pré-relaxation. Seret ;¥ les contraintes et les variables
internes extraites du vecteur d’étcalculé lors de la phase de prérelaxation. La mise &
jour des quantités non-linéaires est alors donné par :

<0'k,vik> —ILC ((uk— Uk) ,&k,ﬁik) (3.28)

OuILC représente I'algorithme d’intégration de la relation denportement.

3.2.3.2 Prolongation FMG

L'indice n, relatif au temps et omis précédemment, est réintroduié datte section
pour permettre la description de cette phase de prolongdfia se place ici a l'instant
th1, I'instantt, étant connu.

On s’intéresse a la prolongation du vecteur d’état depuimadédlage recouvert de
niveau(k — 1) sur le nivealk servant & initialiser la solution sur le maillagé* a I'instant
tn.1. Cette opération remplace I'opératélit® présenté sur la figure 3.9.

Lors de cette initialisation, aucune information n’espdisible sur le niveald a I'ins-
tantt, ;. L'état thermodynamique de la structure est donc actuahisénction des don-
nées de l'instant précédent. Le fonctionnement de cette@tipg de prolongement est trés
similaire a celle présentée section 3.2.3.1. Dans un praen®s, seul le déplacement est
prolongé depuis la partie recouverte du maillage sousja@ﬁl :

Uk=1K , nk-lyk-t (3.29)

Les prédicteurs sont supposés connus sur ce niveau. Peulgllétails quant a leur
construction, on pourra se reporter a la section 3.2.6. laelcdes vitesses et des accélé-
rations est réalisé en utilisant les équations (3.26) 27§31u schéma de Newmark.
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Les variables internes et les contraintes sont actualiggesin algorithme de re-
tour radial sur le seuil en utilisant la projection de I'étlaérmodynamique de l'instant
t, sur le maillage courant comme état initial. On notg oX etviK, les déplacements, les
contraintes et les variables internes prolongées depunisikage/(° de I'instantt,,.

Si Hl;wcan) représente I'opérateur de transfert en espace et en terappidatités no-

dales depuis le maillaga((t,) sur le maillageM*(tn,1), et Sijfli\(/[c(tn) décrit 'opérateur
de transfert des quantités aux points de Gauss, ceux-cileangs par les équations :

US = Ifeq, Ut (3.30)
ok = jg'flc(tn)o-c(tn) (3.31)
Viﬁ = jlgf/[c(tn)\}ic(tn> (332)

Ou les quantité®)®(t,), o(ty), vi®(tn) sont celles existantes sur le maillage convergé
M° alinstantt,. Les champs non-linéaires initiaux a I'instaént; sont alors donnés par :

<o—§+1,viﬁ+l) —ILC ((uﬁ+1 _ uﬁ) ,ah,vih) (3.33)

3.2.3.3 lllustration de la stratégie

La figure 3.10 illustre le fonctionnement de notre stratégeediagramme de fonc-
tionnement s’apparente au diagramme de fonctionnement/ds frésenté figure 3.9.

Assemblage
instantt — Transfert des variables cinematiques

@

ke

)]

------ + Transfert/ Mise a jour desvariables non-linéaires

#a
g

L

}j I\

W,

)

68

P Y

O

Fig. 3.10: Diagramme de fonctionnement de la stratégie multigrillesalisée non-
linéaire

A l'instant t,, les maillages non-recouverts sont assemblés afin de foemeaillage
final M représenté par le cercle a trois traits. Si le niveau maximatient correspond a
une grille de niveau 6, ce maillage est construit en utiti&&s5 niveaux les plus fins.
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3. Stratégie de raffinement automatique

Un niveau global en espace est représenté par un cerclagofttontrario, un niveau
local est représenté par un cercle discontinu. Un doublgeserontinu ou discontinu,
représente un niveau ou le calcul est convergé (on suppose sliagramme que deux
V-cycles sont nécessaires au calcul de la solution sur fEsehts niveaux). Le nombre
d’itérations réalisées sur chaque niveau n’est pas reppeur alléger le diagramme.
On pourra se référer a la figure 3.9 pour plus de détails.

Les phases de transfert sont illustrées sur la figure parétdses. Les fleches pleines
représentent le transfert de quantités cinématiquesstedandu déplacement lors des
phases de prolongation et transfert supplémentaire desseis et accélerations lors des
phases de restriction). Les fleches en pointillés représenne phase de transfert (lors
des restrictions) ou d’actualisation des variables édastiques (dans les autres cas).

Dans la suite de ce mémoire, on notera NL-L-FMG notre straggégur "Non-Linear
Localized Full MultiGrid".

3.2.4 Alternatives multigrilles

La stratégie multigrilles présentée s’appuie sur des phdsedransfert particuliéres
et des grilles élastoplastiques de raffinement différeddts présente dans cette section
guelques alternatives envisagées pour construire la métthe raffinement automatique.

3.2.4.1 Alternative aux phases de transfert multigrilles

Durant les phases de restriction et de prolongation, lexcte$ opérations de trans-
ferts entre grilles et leur agencement influence la stabditla vitesse de convergence
de notre solveur multigrilles ainsi que la qualité de la Solucalculée a chaque pas de
temps. Durant nos travaux, deux alternatives ont prineipeaht été envisagées.

Une premiere méthode consiste a utiliser le "Full ApproxioraScheme" de ma-
niere directe et a transférer le vecteur d’état completdessphases de prolongement et
de restriction. Cela revient a utiliser directement I'algone présenté section 3.2.2. En
adoptant les conventions de représentation utiliséemre®2.3.3, la stratégie peut étre
illustrée suivant la figure 3.11.

Dans ce cas, la vitesse de convergence du solveur est maxima# des problémes
liés au caractére irréversible des déformations peuvepdrajire. En effet, si le prolon-
gement de la correction en variables internes induit unstipl& trop importante sur
I'échelle fine, I'algorithme multigrilles développé ne poarétablir I'équilibre de la struc-
ture et le solveur ne convergera pas plus avant. Inadaptétré probleme de part les
phénomenes élasto-plastiques, cette stratégie peut néenéire envisagée dans le cas
de comportement non-linéaires réversibles telles quadtiité non-linéaire.

La seconde alternative consiste a laisser les variablemigg et les contraintes indé-
pendantes sur chaque niveau (cf. figure 3.12). Dans ce adssdes variables cinéma-
tiques sont réduites lors de la phase de restriction. Lesaiates et les variables internes
sont mises a jour en utilisant I'algorithme de retour radial le seuil en considérant la
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Assemblage

instant t, — Transfert desvariables cinématiques
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FiG. 3.11:Premiere alternative a notre stratégie

correction en déplacement comme incrément de déplaceh@nitesse de convergence
est alors plus faible (cf. section 4.4.1).

Assemblage
instant t, — Transfert desvariables cinématiques
S + Transfert/ Mise a jour desvariables non-linéaires
(5 @
(;\'
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L
L
55
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FiG. 3.12:Seconde alternative a notre stratégie

En effet, lorsque les informations non-linéaires ne sosttpansmises I'état élasto-
plastique sur chaque grille peut étre différent de I'étastplastique décrit sur la grille
la plus fine (cf. section 3.2.5.1). Dans ce cas, la correctjgportée est faible et peut
méme, dans des cas extrémes, limiter la vitesse de coneergiensolveur itératif. De
plus, lorsque des grilles localisées sont utilisées, Uleesieatégie ne permet pas de mettre
a jour I'état thermodynamique des niveaux grossiers noaureerts et |'état élastoplas-

tigue multiniveaux ne correspond donc plus a la solutioaudak en utilisant un maillage
uniforme de niveau fin.
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3. Stratégie de raffinement automatique

3.2.4.2 Alternative aux modeles associés aux grilles grid&s®s recouvertes

Lorsqu’un maillage multigrilles est recouvert, le modélenérique utilisé est dédié a
I'amélioration de la convergence sur le niveau le plus firs @edéles ne doivent donc pas
nécessairement permettre de décrire le comportementuédehteriau ou de la structure
et ces niveaux ne sont aucunement utilisés lors du postitrant des résultats.

Aussi, la question de la représentativité des modéles sugriies recouvertes est
pertinente. On montre que pour des écoulements plastigeatsés, le fait d’adopter
un comportement élastique sur les niveaux sous-jacentsgpelobtenir une vitesse de
convergence équivalente a celle obtenue avec des modasés-plastiques [RAN 08]. Or
le fait de décrire le comportement sur les niveaux sousajaan utilisant des modeles a
variables internes augmente I'occupation mémoire et |¢ @esiphases de transfert mul-
tigrilles. A contrario, si la structure est plus largemelatstifiée, I'utilisation d’'un com-
portement élastique sur les niveaux grossiers ne permelegpdécrire la phénoménologie
du comportement plastique et le gain de vitesse de conveggiavient négligeable.

Il peut alors étre utile, en fonction du comportement d’uougre élémentaire d’élé-
ments enfants (ie, ne dépendant que d’un seul parent), dehelné construire le modele
le plus pertinent sur le niveau grossier. |l est possibleggample, d’utiliser les modéles
rhéologiques (cf. figure 3.13(a)) ou les méthodes d’homéigation de Hill-Mandel (cf.
figure 3.13(b)) afin de décrire un comportement équivaleniissgrille grossiére.

(a) Modele rhéologique d’un groupe de 4 éléments  (b) VER pour
élasto-plastiques 'homogénéisation
de Hill-Mandel

FiG. 3.13:Modéles d’homogénéisation élémentaire de 4 cellules

Pour les méthodes d’homogénéisation, on suppose en ggnérals champs fluctuent
faiblement et que les échelles macroscopique et microgaegiont découplées. La condi-
tion de macrohomogénéité de Hill-Mandel, qui traduit I'ifgades travaux microsco-
piques et macroscopiques, permet alors de définir des nsodelenatériau équivalents.
Dans le cas de notre étude, les dimensions des phénomestgysa sont du méme ordre
de grandeur que les dimensions du "Volume Elementaire Reptatif" (VER) utilisé
pour définir ce comportement équivalent. Aussi, I'hnypoghés séparabilité des échelles
n'est plus vérifiée et cette technique ne permet pas de défimrodéle de comportement
permettant d’améliorer de maniere significative la vitedseonvergence comparative-
ment au schéma multigrilles élastoplastique. De plus, festtaction du modéle sur la
grille grossiere est alors une opération relativement istighiée dont le temps de calcul
intervient fortement dans le temps de calcul global de rsitegégie.
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L'utilisation des modeles rhéologique s’avere quant atetlp simpliste pour définir
un comportement équivalent sur les grilles grossiéresstieatre autre difficile, par ce
biais, de calculer la raideur en cisaillement de notre neaddEme si ces méthodes per-
mettent de définir des modeles équivalents a moindre colésuyrilles grossiéeres , ils
sont donc peu adaptés a notre problématique et restent mtén@t limité comparative-
ment au modeéle purement élastique.

Par ailleurs, dans le cas de multigrilles localisées, ivamt de prendre en compte le
fait que les maillages non-recouverts doivent porterdiniation précise de I'état élasto-
plastique. Les modeles sur les grilles recouvertes, quidestinés a améliorer la conver-
gence sur les grilles les plus fines, doivent dans ce casrgégategpermettre de rendre
compte précisement des informations calculés sur le nileglus fin. Or, si les mé-
thodes d’homogénéisation permettent de décrire convemedit I'état énergétique du
niveau fin, elles ne permettent pas de décrire correcterael@brmation de la structure.
L'utilisation de ces modeles surcontraint donc le maillaga-recouvert et tend a écarter
la solution multi-niveaux de la solution de référence.

Aussi, méme si elles sont plus colteuses, les méthodegnilds construites en uti-
lisant des modéles élastoplastiques sur les maillageavens restent plus performantes.
En effet, elles offrent le meilleur compromis entre la qgiéatie la solution éléments fi-
nis et le temps de calcul. Sur les niveaux recouverts, eegwent de maniere optimale
le processus de capture des composantes basses fréquecrmestieuent dans la partie
non-recouverte le support de la solution sur les zones afimées.

3.2.5 Influence des phases d’interpolation

Cette section propose de découvrir, plus en détail, le commpent de la stratégie
multigrilles. On y présente le couplage entre les diffézsréichelles de calcul et les fina-
lités du transfert de la solution du niveau fin sur les grigesssiéres.

3.2.5.1 Influence du comportement du niveau fin sur les niveaigrossiers

Afin d'illustrer numériqguement I'influence des phases dériegn multigrilles sur la
qualité de la solution sur les niveaux grossiers, on s'‘eégge a I'exemple d’'une plaque
trouée (présenté en détail figure 4.3) discrétisée enaritlides quadrangles. Le niveau le
plus fin sur lequel la solution est recherchée posseéde 18&7e@lts. On adopte la stratégie
multigrilles présentée ci-dessus en imposant des maidligighaux en espace. La stratégie
multigrilles est construite sur 4 niveaux. Le maillage legpjrossier possede 16 éléments.

Lafigure 3.14 présente la déformation plastique sur le ag#lle plus grossier lorsque
le front d’'onde arrive dans la partie inférieure du quart dejpe. Sur la figure de gauche
est tracée la déformation plastique calculée de maniessiglae pour le maillage de
niveau 1. Elle correspond donc a la phase de calcul réalisénteée du cycle NL-L-
FMG. La seconde figure représente la déformation plastigedais le calcul de niveau
4 réalisé (niveau 1 recouvert par les trois niveaux de raffere supérieur).
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3. Stratégie de raffinement automatique

(a) Déformation plastique sur le niveau (b) Déformation plastique sur le
1 initial niveau 1 final

FiG. 3.14: Comparaison des solutions sur le niveau 1 en fonction dap&mutigrille
considérée

Initialement seul 3 éléments subissent une déformatiastiglee. Or, sur le niveau le
plus fin, la plasticité est diffusée sur 'ensemble de laieaéhférieure du quart de plaque.
C’est ce que traduit la déformation plastique sur le niveaneifois le calcul sur le niveau
le plus fin réalisé : deux éléments supplémentaires voient@formation plastique.

Qui plus est, I'échelle de déformation est fondamentaldrdigiérente, avec une va-
riation de la déformation plastigue maximum de 'ordre d@.10ette phase de transfert
contribue donc a la prise en compte sur I'échelle grossiéerkétht thermodynamique
calculé sur le niveau le plus fin et va permettre a la grillesgi@re de contribuer au mieux
a la convergence de la solution sur les niveau de raffinenupeétrgur.

Lorsque des grilles localisées sont utilisées, on disergr le niveau 1 la partie re-
couverte du maillage, not@E{j et la partie non-recouverte, not@€?!. Le fait d’améliorer
la description de la solution sur le maillagéj va permettre de rendre compte des phé-
nomenes calculés sur I'échelle fine et va donc améliorereéuait la description de la
solution sur le maillagé/!.

3.2.5.2 Actualisation des conditions limites

Lorsqu’'un maillage de niveal est localis€, le calcul sur ce niveau est effectué en
considérant sur la frontie@MX des conditions limites faisant intervenir l'interpolatio
des déplacements calculés sur le nivBad 1) suivant I'équation (3.15).

Or la solution sur le nivea(k — 1) percoit des informations non-linéaires difféerentes
suivant l'itération multigrilles considéré. Le fait de li&ar le calcul sur le nivealkiva en
effet modifier I'état élastoplastique sur le nive&u- 1). Les conditions aux limites sur le
niveauk sont donc intimement liées au vecteur d’état calculé sur@memniveau et sont
modifiées une fois le calcul de nivekuéalisé. Cette dépendance réciproque des condi-
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tions limites et de I'état thermodynamique sur le maill@g& nécessite de mettre & jour
les conditions limites sur les niveaux localisés au sein mé@ela stratégie multigrilles.

De fait, la stratégie multigrilles développée permet dengre naturellement en
compte se couplage entre le calcul de la solution et la misarades conditions limites.
A chaque phase de restriction, I'état sur le nivéku- 1) est actualisé afin de rendre
compte des non-linéarités calculées sur I'échelle fineabiuia phase de prolongement,
les conditions limites sont systématiquement réactudisér les bords de liais@d
du maillage au moment de la phase de correction de la solution

Cette actualisation permet de préserver la compatibéiggdplacements a I'interface
et de calculer la solution sur le niveau le plus fin le plus ig&oent possible.

3.2.5.3 Modification de la carte d’erreur

Lorsque I'état élastoplastique de la structure est mis agauun niveau recouvert,
I'état de la structure compléte est modifié. Cette phasestdaon n’est donc pas sans
influence sur la cartographie de I'erreur calculée précéadent sur le niveau considéré.

Théoriguement, afin d’assurer que le maillage de nikeaon recouvert continue de
vérifier la précision requise par I'utilisateur, il faudrdonc contréler que cette modifica-
tion de la carte d’erreur n’altere pas la définition des rag'élle‘ et MK et, si besoin
est, redéfinir ces maillages a chaque fois qu’un calcul deanisupérieur est réalisé.

Dans notre stratégie, la localisation n’est pas remise estan au cours de la création
des niveaux fins de maniere a minimiser I'effort de calcul effet, le fait de recalculer
I'erreur a chaque création de maillage pourrait rendrertgptede calcul de I'erreur col-
teux comparativement au temps passé dans le solveur etdestiops multigrilles.

Qui plus est, le solveur de Newton est un solveur global eaaspt I'introduction
d’un nouvel élément ou le résidu n’est pas convergé néeeaiitle réaliser le calcul sur
I'intégralité du maillage. L'utilisation d’un solveur lat, possédant de bonnes propriétés
de lissage, pourrait permettre d’améliorer les capacdéptatives de I'algorithme. Quoi
gu’il en soit, il faut aussi prendre garde a obtenir un bon a@mis entre temps de cal-
cul et réduction de I'erreur. En effet, I'adaptation congndu maillage pourrait induire
dans tous les cas une augmentation non négligeable du c@zlistlatégie de raffinement
automatique comparativement au temps nécessaire poutardg solution.

En pratique, sur les exemples numériques présentés séctiamote que cette remise
en question du maillage n’est pas nécessaire lorsque léagwik plus grossier est suf-
fisamment fin et que la précision requise est importante. Pamss, la cartographie de
I'erreur reste globalement du méme ordre de grandeur ag douaffinement de maillage
et I'erreur atteinte s’écarte peu de la précision requisd’yidisateur.

3.2.6 Transfert entre piquets de temps

Lors du passage d’un piquet de tentpsu piquet de temps,. 1, il est nécessaire
de construire les prédicteurs du schéma de Newmark assmciésaillagem* sur le
piquet de temps courait.; en fonction des quantités sur le maillage convelgé de
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I'instant précédent,. De plus, afin d’initialiser I'état thermodynamique sur lggauk,
les contraintes et les variables internes sur le maillageargé de I'instant,, doivent étre
transférées sur le maillage courant a I'instiang (cf. section 3.2.3.2).

La projection de I'ensemble du vecteur d’éf¢ft a 'instantt, est donc nécessaire
au calcul de la solutios® sur le maillage de niveak & l'instantt, ;. Cette opération
requiert la définition d’un opérateur de projection éveltmeent encombrant dans le cas
ou la solution a I'instartt, est construite en utilisant un grand nombre de degrés didibe

La figure 3.15 illustre la problématique de transfert ene@dpiquets de temps. Lins-
tantt, possede 5 niveaux et I'instatit.1 possede 6 niveaux. Le maillage de niveau 1,
totalement recouvert par le maillage de niveau 2 n’est gagsenté sur cette figure.

FHHHHHH
bt

a2+

FiGc. 3.15:lllustration de la phase de transfert entre pas de temps

Afin de minimiser le colt des phases de transfert entre letages de deux piquets de
temps successifs, I'opération d’interpolation entre fetants,, ett,,1 est construite de
telle sorte qu’aucune opération de restriction ne soitéffee. On notl—;l‘l{;+l I'opérateur
de restriction spatiale du maillage de nivejaa I'instantt,, sur la partie coincidente du
maillage de niveau a l'instantt, ;. Cet opérateur est utilisé a la fois pour les quantités
nodales et pour les quantités définies aux points de Gauss.

Maillages de niveau 1 et 2

La construction des prédicteurs sur les maillages de nitest? a I'instant, 1 uti-
lise les quantités cinématiques calculées sur les madldgeniveau 1 et 2 a I'instaty.
Etant donné que ces deux niveaux sont globaux en espaapbeie de prolongement
temporel est réalisée de maniere directe sans nécessipg&rdteur de projection spatiale.
Les équations (1.67) et (1.68) sont donc directement apgdis| en considérant les quan-
tités de niveau 1 et 2 indépendamment. Les champs non#aséail’instant,,, 1 sur les
niveaux 1 et 2 sont quant a eux initialisés avec la valeur dasps non-linéaires a I'ins-
tantt,. Il est important de noter que ces deux maillages sont pariges informations
calculées sur le niveau le plus fin grace a la stratégie niiliigjutilisée a I'instant,,.

Le maillage a l'instant t, 1 est recouvert par le maillage a l'instantt,

Le maillage de niveau 3 a l'instaiy, 1 étant intégralement couvert par le maillage
de niveau 3 a l'instant,, la construction des prédicteurs sur le niveau est trivaalest
donnée par :
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PUS = 3t (US4 AtUS + (0.5 B) At2U3) (3.34)
Pv3 = 3 (U3 4+ (1—y) atUd) (3.35)
Les champs non linéaires sont quant a eux donnés par :
tn
ol = NMe (3.36)
tn
|§+1 = 3N HVﬁ (3.37)

Le maillage a l'instant t, 1 est partiellement recouvert par le maillage a l'instantt,

Pour le maillage de niveau 4, la situation est Iégéremerst ghmplexe. Etant donné
que tous les éléments du maillagé®(t, 1) n'existent pas a l'instart,, le prédicteur
est construit par assemblage en utilisant les informati@ssniveau sous-jacents. Soient
PU3, PV3, PUZ et PV4 les prédicteurs du schéma de Newmark & l'instant définis sur
les maillagesM3(t,) et M4(t,). La définition des prédicteurs du schéma sur le maillage
M3(tn, 1) est donné par :

th 3 th
PUR e e, ) =3 M I3 PUS +2 1 PUR (3.38)

4
"Valact(ty,) =

Ou I[g représente ici 'opérateur de prolongement du maillagea l'instantt, sur la
partie coincidente du maillag/* a l'instantt,. 1. Les variables non-linéaires initiales
sur le niveau 4 a l'instart,; 1 sont quant a elles construites de maniére similaire en as-
semblant les contributions des maillages de niveau 3 etidsdntt,,.

o =30 oMy o (3.40)
Vin 1 =4 M4 .n+4l'lt”*l v (3.41)

Ou jgf' représente I'opérateur de prolongement des points de Ghussaillage
M3(ty)sur les points de Gauss de la partie coincidente du maiftéte,. 1).

Cas ou le maillage a l'instantt,,, 1 n’existe pas a l'instantt,

Enfin, pour les niveaux 5 et 6, les maillages a l'instgng n'ont aucune antécédent
géométrique de méme niveau a l'instgntl’information la plus fine localement a I'ins-
tantt, est donc utilisée. Pour ces maillages, I'état élastogjastet les prédicteurs du
schéma d’'intégration en temps sont donc construits enitomdes quantités sur les ni-
veaux sous-jacents. En considérant par exemple le calsydréélicteurs sur le niveau 5,
cette phase de transfert peut étre formalisée sous la forme :

pU5 = E I I n+lH pU5 i 3.42
n M4(tn+l) | t n ( )
pv5 Z |—| n+lH pv5—i 3.43
: M4(tn+l) i= fn : ( )
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La sommation s’arréte lorsque les prédicteurs sont définicheque noeud du
maillage 4(tn,1). De maniére similaire, on a:

Thi1= Zl 2Ny o (3.44)
1=
th i
Vipp1 = > 2Ny g5 vin ! (3.45)
1=

Cette stratégie permet de minimiser les phases de trasafestperte d’informations.
En effet, lorsqu’un niveau a l'instamg est recouvert par un maillage plus fin, il décrit
de maniére équivalente les non-linéarités percues parddkges les plus fins sur leurs
parties coincidentes.

3.3 Implémentation numérique

Le fonctionnement général de la stratégie de raffinememtnzatique a été présen-
tée dans la section 3.2. On s’intéresse ici aux détails déngplémentation numérique.
La stratégie est codée en utilisant une version développietieeCastem 2000 [VER 88]
[MIL 92] ou sont intégrés les opérateurs de collocation geuransfert des champs no-
daux [DUR 06]. Par ailleurs, des développement récents [UBRbermettent sous Cas-
tem de conserver I'énergie en présence de non-linéaritgésléol’utilisation de schémas
d’intégration numérique en temps de Newmark.

Un extrait du jeu de données est présenté annexe B.

3.3.1 Structure de données

Le raffinement automatique présenté dans ce mémoire nécessigestion des don-
nées permettant 'automatisation du raffinement. Elle @i sur I'utilisation de poin-
teurs contenant les informations de géométrie et de fifiatio

3.3.1.1 Définition des éléments

Avec la structure des données proposées par Castem, ilssbjeode regrouper I'en-
semble de ces pointeurs sous forme d’un objet dit "tableSga#ant une structure en ar-
borescence. Chaque objet de la table peut étre de type gaeleet est caractérisé par un
indice numéraire ou littéraire. La dimension de cet objeshpas figée et la table adapte
dynamiquement ses dimensions au fur et & mesure du calcalretuvelles entrées.

La table 3.3 synthétise la structure des données. L'éléfiiigdit de type table re-
groupe I'ensemble des informations géométriques et dadiigermettant I'automatisa-
tion de la stratégie. Le "." désigne une nouvelle arboreseamn sein de la structure de
données, ou I'élément de gauche est associé a celui de.droite

La structure des données, qui regroupe I'ensemble desmat@ns nécessaires au

raffinement du maillage, est sous-découpée en niveaux. ludsepointeur "niveau"
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TAB. 3.3: Structure des données

filo . niveau . élément . erreur
enfants
bordi . géometrie
condition limite
forme
centre
rayon

sont regroupés les données concernant chacun des élémentkdi numérotation des
éléments au sein de 'objet table est telle qu’il y ai une egpondance directe avec la
numérotation des éléments au sein du maillage. Les infawnstoncernant le j-ieme
élément du maillage de nive&wsont donc contenues daf$0 . k . .

Pour chacun de ces éléments, les informations suivantésiébnies. Si un calcul a
éte réalisé sur le maillage de nivelaa I'instant considéré, le pointeur "erreur" fournit la
valeur de I'erreur sur chacun des éléments finis du niveau.

Si cette erreur est supérieure a la précision requise, deteéls enfants peuvent étre
crées par sous-découpage hiérarchique au moment de leordatmaillage de niveau
(k+ 1) (cf. section 3.1.2). Le pointeur "enfant” fournit alors lenméro du premier élé-
ment enfant crée. Les éléments d’'un maillage sont ordonadsllé sorte que, selon la
dimension du probleme, I'ensemble des éléments enfanss@@éitre déterminé de ma-
niere directe en incrémentant ce nombre.

Enfin, pour chaque élément, les bords sont paramétrés indepenent. Le nombre
de bords dépend de I'élément fini considéré. Pour chacurxdlauable enregistre la
géomeétrie du bord considéré (coordonnées d’un point en ‘Lidedarréte en 2D et d’'une
surface en 3D) ainsi que la condition limite qui lui est agpée (éventuellement aucune
si I'arréte est incluse dans la maillage). Enfin, le pointdarme" désigne la forme du
contour de la géométrie (forme droite, courbe, ...). Enfioncde la valeur de ce dernier
pointeur, des informations supplémentaires peuvent &cessaires au sous-découpage
de I'aréte et sont alors contenues dans d’autres pointearse par exemple la valeur du
rayon et son centre pour une arréte circulaire.

Ex. 1:fil0.2.58.3.formeontient la forme du8"¢bord du 58™¢élément de niveau 2.
Ex. 2:fil0.5.[table.4.7.(enfant+1)].1.geometro®ntient la géométrie du premier bord de
I'élément de niveau 5, deuxieme enfant du septieme éléneenivéau 4.

3.3.1.2 Filiation de la structure de données

La structure de données de la table de niveau 1 doit étrerodrsiie maniére auto-
matique lors de la définition du modéle de calcul. Par la slégedifférents éléments de
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3. Stratégie de raffinement automatique

la table (géométrie, conditions limites) sont hérités daigra@ automatique par filiation.
L'utilisateur définit le maillage initial ainsi que les catidns aux limites a appliquer
a chaque bord de la structure. Il doit définir en plus de celagglinitial les caractéris-
tiques des frontieres de la structure (arrétes droitegjlaiires, ...). On se limite ici a une
description des bords courbes sous forme d’arc de cercle.
La construction de la table caractéristique de niveau 1éssimé table 3.4.

TAB. 3.4: Creation du maillage de niveau 0

Boucle sur les éléments Extraction de I'élément i
Boucle sur les bords de I'élément Extraction du bord j

Géometrid j du bord : fil0.1.i.j.geometrie £

Creation de la condition limite
SirjnoQr #0:fil0.1.i.j. condition limite = force
SirjnoQy #0:fil0.1.i.j.condition limite = déplacement

Creation de la forme
SifrjNyFc=0:fil0.1.i.j.forme = droit
SirjNylfc=0:fil0.1.i.j.forme = courbe

Sifil0.1.i.j.forme = courbe:
CalculdurayonR:fil0.1.i.j.rayon =R
CalculducentreC:fil0.1.i.j.centre=C

Sifil0.1.i.]j.condition limite =non-attribué
filo.1.i.j.condition limite = intérieur

La filiation des données gere automatiquement le transésrirdormations entre élé-
ments. Une erreur locale est associée a chacun des élémentmé fois le vecteur d’état
calculé. En fonction de cette erreur, des éléments enfantgsentuellement créés. C’est
lors de cette phase de création des éléments que les infonsabnt transmises. La fi-
gure 3.16 illustre un exemple de cet héritage pour des élisngeadrangualaires.

— Les bords 1 du® et du Z™M€élément fini enfant héritent du bord 1

— Les bords 2 du2"€et du 3M€élément fini enfant héritent du bord 2

— Les bords 3 du®"€et du £M€élément fini enfant héritent du bord 3

— Les bords 4 du®l et du £4™m€élément fini enfant héritent du bord 4

— Les autres bords sont de type droit et la condition limitelgs "interne"

Cette notion d’héritage concerne aussi bien les conditiomges que la forme des
bords et de leurs caractéristiques. Cette filiation desrj@@#s des bords n’est possible
que si les bords de niveau 1 sont ordonnés de maniere adéquate

Une fois les éléments de nive@ki+ 1) crées et la table de filiation construite, il est
néanmoins nécessaire de corriger les informations traesngans le cas ou le maillage
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FIG. 3.16:Héritage des propriétés entre les bords des éléments

est localisé de maniére & définir le b@@(**1. Pour se faire, on construit I'intégralité
de la frontiére du maillage de nive&inotéedMk*1. Cette frontiére peut éventuellement
comporter des composantes non-connexes.

Les frontieres au sein de la I'objet "fil0" sont corrigéesvant la table 3.5.

TAB. 3.5: Correction des bords de niveau k

Boucle sur les éléments Extraction de I'élément i
Boucle sur les bords de I'élément Extraction du bord j
Sifil0 . k.i.j.condition limite = intérieur
Sirjnamk+#0:fi0.k.i.j.condition limite = liaison

3.3.1.3 Construction des modéles de calcul

Lorsque les caractéristiques de chaque élément fini et deasds sont connues, le
modele de calcul sur le niveduest construit. Le maillage est directement construit en
assemblant les éléments finis de nivikales conditions limites sont construites en par-
courant I'objet "fil0". Pour chaque élémadrgt pour chaque borglde ce niveau, la valeur
"fil0. k. i.j.condition limite" est considérée. Selon saeuat, le bord est alors associé
aux ensembles géométriquisl<, dMX et dMK.

Connaissant les conditions limites et le maillage, la rétsmh par notre stratégie mul-
tigrilles non-linéaire peut débuter.
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3. Stratégie de raffinement automatique

3.3.2 Algorithme de résolution

La figure 3.17 schématise la structure de notre algorithmesigution. Les détails
des différents blocs de ce diagramme peuvent étre trouvasient de cette section.

Linitialisation de la stratégie est assumée par |'utiiéesa. Celui-ci définit le modele
de calcul (parametres du matériau, conditions limitesa&structure, ...), les parametres
de discrétisation (maillage initial en espace et en tempsti€res de la structure, ...) etles
parameétres du raffinement automatique (indicateur d’eeeprécision requise). I'entrée
de ces données permet a I'algorithme de créer le probléragsts initial de niveau 1 et
de calculer le paramétre d’adimensionnement.

A chaque pas de temps, la stratégie est alors initialiséle gatcul de la solution sur
les niveaux 1 et 2. L'indicateur d’erreur permet de déteanias zones ou un raffinement
de maillage est nécessaire. Dans cette zone, de nouveawsrdesont crées de maniere
récursive jusqu’a ce que la précision souhaitée par Kaiéur soit atteinte.

Le modele de calcul sur chaque niveau est déterminé parfasnations contenues
dans les tables de filiation, construites par héritage awsaw raffinement. Le solveur
multigrilles utilisé permet d’une part d’augmenter la gie de convergence sur le niveau
courant et d’autre part de transférer les données entraunive

Lorsque le calcul sur le niveau le plus fin vérifie la précisiequise par I'utilisa-
teur, 'assemblage des différents maillages au pas de teonssdéré est réalisé afin de
construire la solution utilisée en post-traitement.

Remarque : Une quatriéme boucle, non représentée dans ce diagramnuerne
I'algorithme de retour radial sur le seuil utilisé a chaqguéeation non-linéaire au sein de
la stratégie multigrilles. L'algorithme utilisé est prése& en annexe A.

3.4 Synthese

Ce chapitre présente une méthode adaptative inédite palyn@mique transitoire
non-linéaire. Elle est dédiée plus particulierement a ldéfisation de non-linéarités ma-
térielles irréversibles, telles que la plasticité, et pa@nte a une stratégie s-adaptative.

Etant donné qu’une non-linéarité, méme localisée, infladacomportement de I'in-
tégralité de la structure, il est nécessaire de mettre axe plae stratégie permettant aux
différents maillages de communiquer entre eux. Cette ptiageansfert entre les diffé-
rents niveaux est assumée par une stratégie multigrillesgitant d’autre part d’amélio-
rer la vitesse de convergence du solveur itératif non-lieéa

La stratégie adaptative présentée dans ce chapitre s@appul’utilisation d’indica-
teurs d’erreur spécifiques présentés section 3.1.1. Ldigatibn dans le cadre de pro-
blémes académiques est présentée dans le prochain chibaitartographie de I'erreur
déterminée par ce biais permet de mettre en oeuvre le raffimiete maillage.

La méthode de résolution développée s’apparente a unéggdtull MultiGrid uti-
lisant des cycles multigrilles de type Full Approximatioch®me. Cette stratégie de ré-
solution, appelée ici NL-L-FMG (Non Linear Localized FulllMiGrid), est présentée
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3. Stratégie de raffinement automatique

section 3.2.1. La résolution du probléme sur un maillagalisé nécessite d’'imposer des
conditions limites de liaison sur les frontieres communesa@eux maillages de raffine-
ments différents (cf. section 3.1.3). Des conditions l@sien déplacement, imposées par
I'intermédiaire de multiplicateurs de Lagrange, sontisgiés dans ces travaux.

La derniére partie de ce chapitre est dédiée a la présantigiimplémentation nu-
mérique de la stratégie sous castem. Elle présente lawstewdds données et les méthodes
utilisées pour construire les modeles de calcul par filleiar les niveaux localisés en
fonction des données fournies par I'utilisateur sur le aivée plus grossier. Plus de dé-
tails concernant la programmation sous Castem peuverirétreées annexe B.

96



Chapitre 4

lllustrations numeriques

Ce dernier chapitre présente des applications numériques
permettant de valider le fonctionnement de notre stratégie
y expose le comportement des indicateurs d’erreur, du golve
multigrilles et de la stratégie de raffinement automatique.
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4. lllustrations numériques

4.1 Castest

On se limite, dans ce chapitre, a la modélisation et au caleutas académiques.
Ceux-ci permettent de valider le comportement de notréégfimen utilisant des seuils
d’erreur importants qu'il serait difficile, avec des moyeiescalcul conventionnels, d’at-
teindre sur des cas plus complexes.

Le matériau est modélisé par un comportement élastopleséigécrouissage isotrope
dont la loi bi-linéaire est représentée figure 4.1(a). Laaatéristigues matériaux sont
celles d’'un acier : module de Yourif)= 210GPa coefficient de poisson = 0.3, masse
volumiquep = 7800kg.m 3 et limite élastiquasy = 300MPa. Sauf précision contraire,
la raideur élastoplastique est de 21GPa

F, (N

F

max

v

01 0.2
(a) Comportement (b) Chargement

FIG. 4.1: Modéles utilisés pour le calcul

L'intégration temporelle est réalisée par le schéma de Nalimplicite incondition-
nellement stable de I'accélération moyenfie<0.25,y = 0.5). Le pas de temps dépend
du cas test considéré et est adapté en fonction du chargeméatcontenu fréquentiel
de la solution (cf. section 4.2.3). L'évolution des forcageenes est donnée par la figure
4.1(b). La valeur de I'efforfFnax est déterminée, selon le cas test étudi€, en fonction de
I’écoulement plastigue maximum souhaité.

Les différentes simulations s’appuient sur les modelesgmié&s sections 4.1.1a 4.1.3.
La section 4.2 est dédiée a I'étude du comportement desaitedics d’erreur. Dans la sec-
tion 4.3, on étudie le comportement de la stratégie de raffamt automatique en fonc-
tion des parametres d’entrée du modele. Enfin, I'effica@tiadnéthode en terme de gain
d’éléments, de vitesse de convergence et de temps de csi@ilidiée section 4.4.

4.1.1 Analyse uni-dimensionnelle

On considere une poutre encastrée-libre, représentéee fig@; de sectiors =
5.10°3 n? et de longueut. = 2 m, modélisée par des éléments isoparamétriques uni-
dimensionnels (type SEG2 sous Castem). On 1oke section de la poutre, supposée
constante sur la longueur.
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Cas test

S F,
Y, p —
2 ?@ —
L

FiG. 4.2: Modeéle unidimensionnel

Ce cas test est utilisé pour illustrer le comportement sutelfvalle de temps de notre
stratégie de raffinement automatique (section 4.3.1).rihped’analyser l'influence de
la discrétisation temporelle sur le comportement de lgateur d’erreur (section 4.2.3) et
d’étudier la vitesse de convergence de notre solveur nilikig) (section 4.4.1).

4.1.2 Analyses bi-dimensionnelles

Le premier exemple bi-dimensionnel est une plaque carrégrgeurc = 2 m percée
en son centre par un trou de rayoa 0.25m (cf. figure 4.3). Le rayon du trou est tel que
c/r = 8. L'analyse numérique est réalisée sous I'hypothese desaiotes planes.

12 o

F,

Fic. 4.3: Premier modeéle bi-dimensionnel

Pour des raisons évidentes de symétrie, seul un quart dedaetrouée est modélisé
en imposant des conditions limites adéquates. Les élérfimistsitilisés sont isoparamé-
triques linéaires. On utilisera indifferemment des quagdles et des triangles (type QUA4
et TRI3 sous Castem) pour discrétiser ce probléme.

Cet exemple numérique nous permettra de valider le compertiede nos indicateurs
d’erreur dans le cas quasi-statique (section 4.2.1). légatement utilisé afin d’étudier
I'influence des parametres d’entrée de la stratégie surrgodaement du raffinement
automatique (sections 4.3.2.1 a4 4.3.2.3). Enfin, I'effiéade la stratégie en terme de gain
d’élément et de temps de calcul est étudiée section 4.4.2& 4
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4. lllustrations numériques

Le second exemple numérique est une plaque fissurée de longee2 m et de
largeura = 4/3- c. La fissure est de longueur P= ¢/3. Une nouvelle fois, I'hypothése
des contraintes planes et les propriétés de symétrie dlepnetsont utilisées afin de ne
modéliser qu’un quart plan de la plague fissurée (cf. figute 4.

\VARVARV/

2] o

FiG. 4.4: Second modéle bi-dimensionnel

Des éléments quadrangulaires sont utilisés afin de géreémaaillage. Ce second
exemple est permet d’étudier I'influence d’une singulasiié'ordre de convergence de
nos indicateurs d’erreur section 4.2.1.

4.1.3 Analyses tri-dimensionnelles

Le premier exemple tri-dimensionnel est une poutre engadiiore modélisée par des
éléments isoparamétriques cubiques a 8 noeuds (CUB8 ssten®a

FiG. 4.5: Premier modéle tri-idimensionnel

100



Comportement des indicateurs d’erreur

La poutre a une longuelir= 1 m. La section est carréé & h) d’aire S= 4.102 n.
Cet exemple est utilisé afin d’illustrer le gain d’élémenttsm 4.4.2.

Enfin, le dernier exemple étudié est une poutre en | de lommgueu0.25 m sollicitée
en flexion. La hauteun et la largeutb de la section sont choisies égales . h; etb;
mesurent 14 - h. Le maillage utilise des éléments cubiques.

FiG. 4.6: Second modéle tri-idimensionnel

Cet exemple permet d'illustrer le comportement en tempsatieeméthode de raffi-
nement (section 4.4.4) dans le cas tri-dimensionnel.

4.2 Comportement des indicateurs d’erreur

Avant de s'intéresser a la stratégie de raffinement autoonation étudie dans un
premier temps le comportement des indicateurs d’erreutustiadt leur ordre de conver-
gence pour des maillages en espace globaux et localisés.'iiuence de la discréti-
sation temporelle et du pas de temps sur le comportementsdadieateurs est étudiée
afin de justifier les choix d’indicateurs retenus dans leesiét ce mémoire.

4.2.1 Ordre de convergence

L'ordre de convergence des indicateurs d’erreur est a@ajysur les cas bi-
dimensionnels présentés section 4.1.2. Les structurdsnsailiées avec des éléments
quadrangulaires. Le maillage initial possede 24 élémaemis la plaque trouée et 48 élé-
ments pour la plaque fissurée. On se place dans le cadresjatagite.

4.2.1.1 Convergence des indicateurs d’erreurs pour un prdbme régulier

Pour le premier exemple, une pression linéique deNdP@ est appliquée sur la partie
supérieure du quart de plaque. La structure est alors al&gent plastifiée avec une
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concentration de contrainte au voisinage du trou. La dédtion plastique maximum est
de I'ordre de 3%. Lafigure 4.7 présente le maximum de I'ereewfonction de I'indicateur
d’erreur utilisé.

2 3 4 5 6 7 8 9 10
1E+0

1E-2

Erreur maximum

1E-3 -

1E-4 -

Niveau

FIG. 4.7: Evolution du maximum de I'erreur en fonction du niveau - Gagulier

Les indicateurs d’erreur présentés section 3.1.1 sontutapgemier temps testés pour
des maillages globaux en espace, construits par sous{uEg®hiérarchique du maillage
de niveau 1. L'erreur sur le niveau 2 est évaluée en complasmablutions sur les niveaux
1 et 2. Le maillage de niveau 7 possede alors 98304 élémemtsiddele de niveau 8
raffiné de maniére uniforme conduit a un temps de calcul prohi

La solution est ensuite calculée en utilisant la stratégieaffinement automatique.
Cing calculs sont alors réalisés, chacun contrdlant latipéate référence utilisée dans ce
graphique. La précision requise en fonction de l'indicatBarreur est donnée table 4.1.

TAB. 4.1: Précision requise en fonction de I'indicateur d’erreur s @gulier

Indicateur €o €de €x €y E€q,
Critére 1103 1-101 1-10°4 15.10% 5.10*

La valeur du maximum de I'erreur pour le calcul de référemgbabal en espace, est
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représentée en traits continus sur la figure 4.7. Les pugeésentent le maximum de
I'erreur lorsque des maillages localisés sont utilisés.

L'étude de ce graphique pour les niveau 2 a 7 montre que liem&aximum sur un
niveau est la méme pour des niveaux globaux en espace et pwarstratégie locali-
sée. En effet, I'indicateur d’erreur inclut de maniére égsatique la zone ou l'erreur est
maximum dans les maillages a raffiner. Lordre de convergeatecl'indicateur est donc
conservé malgré la localisation de maillage.

Selon l'indicateur d’erreur utilisé, jusqu’a 10 niveauxupent étre nécessaires pour
atteindre la précision requise par I'utilisateur. L'ugdtion d’'un maillage de dimensions
caractéristiques uniformes sur I'ensemble de la struatangluirait alors a un probléme
discrétisé possédant plus de 6 millions d’éléments.

Tous les indicateurs d’erreur ne convergent pas a la mérasseét Pour les indica-
teurs d’erreur en déplacement, en énergie et en travatiguasun ordre de convergence
proche de 5 est obtenu. Les indicateurs d’erreur en contraintes eeasité d’énergie
ont respectivement un ordre de convergence proche de 1 ébde 0

Remarque : La rupture de pente sur le niveau 9 pour l'indicateur d’erexutravail
plastique (calculé sur des maillages localisés) est dugeétasion requise par I'utilisa-
teur (5-10%). Le raffinement de maillage est alors construit de telléesque I'erreur
maximum sur la structure ne descende pas en deca de ce deuilivetau 10 n'est pas
crée. Pour les indicateurs d’erreur en énergie et en dépkte le calcul localisé s’arréte
sur le niveau 9 faute d’espace mémaoire.

4.2.1.2 Convergence des indicateurs d’erreurs en présende singularités

Afin d’étudier I'influence d’'une singularité sur I'ordre derwergence de nos indi-
cateurs, le cas de la plague fissurée est considéré. Cetlie, éitja menée dans le cas
élastique dans [CAV 06], est reproduite ici pour des congroent élastoplastiques.

La figure 4.8 présente I'erreur maximum pour les différenttidateurs d’erreur en
fonction du niveau de maillage considéré. Les conventiengprésentation utilisées pour
la figure 4.7 sont reprises ici. En utilisant des maillagesbglx en espace (calcul de
référence de niveau 2 a 6), on montre que tous les indicateurtenvergent pas lorsque
le maillage est raffiné.

En effet, en théorie mécanique linéaire de la rupture [LEBdIBdémontre qu’en
utilisant I'approche donnée par la fonction d’Airy de WAlins, les contraintes divergent
en pointe de fissure €d,/./r) our représente la distance a la pointe de fissure. Méme si la
plasticité en pointe de fissure empéche en réalité la dimesgeumeérique des contraintes
[ELG 06], I'indicateur d’erreur en contraintes traduit oetire de convergence en dehors
de la zone de plasticité confinée.

Les déformations, divergent donc égalementle/r) etimpliquent une convergence
des déplacements gyir. La densité d’énergie, I'énergie et le travail plastiqueators
respectivement un ordre de convergence proportionnelar etr. Les racines carrées
utilisées dans la définition de ces indicateurs d’erreudisght donc une convergence
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Erreur maximum

Niveau

FIG. 4.8: Evolution du maximum de I'erreur en fonction du niveau - Cagslier

d’ordre(1/+/r) pour I'indicateur en densité d’énergie et ¢in pour les deux suivants.

Le maillage uniforme le plus fin calculé dans cet exemple estideau 6. Pour le
maillage global de niveau 7 (196608 éléments), la singelast telle que les bornes du
domaine de définition de la relation de comportement tragéedi4.1(a) sont dépassées.

Les indicateurs en déplacement et les indicateurs éngogstisont donc les seuls
adaptés a la description de ce probleme singulier dans lguzes-statique. La stratégie
de raffinement automatique n’est donc pas utilisée ici pesrithdicateurs d’erreur en
contraintes et en densité d’énergie. La table 4.2 synthigtisrécision requise pour chacun
des indicateurs d’erreur utilisés afin de construire la wdttde raffinement automatique.

TAB. 4.2: Précision requise en fonction de I'indicateur d’erreur s @agulier

Indicateur €x €u Eq,

Critére 5103 2.10°3 5.10°3

On notera sur la figure 4.8 que le comportement de ces tratsaitedirs d’erreur reste
tres similaire pour des maillages localisés et pour deslagai$ globaux en espace. La
localisation de maillage ne perturbe pas I'ordre de corarerg des indicateurs d’erreur
pour les maillages de niveau 2 a 6. Pour les niveaux localisgaffinement supérieurs,
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I'ordre de convergence semble étre conserve.

Remarque : Pour ces deux exemples numériques, I'erreur maximum essingilaire
dans le cas ou des maillages locaux et globaux sont utifg&smmoins, on peut montrer
gue la moyenne de I'erreur n’est pas conservée entre le calsgble cas global. En effet,
sur les niveaux grossiers non-recouverts, la précisiciixést par I'utilisateur. Dans le cas
de maillages globaux en espace, les maillages fins couveamhémes zones conduisent
donc a des erreurs inutilement faibles.

4.2.2 Indicateurs déediés a la dynamique transitoire non-fiéaire

En pratique, tous les indicateurs d’erreur présentés dacadre quasi-statique ne
sont pas utilisables en dynamique non-linéaire pour ndtegégjie de raffinement. En
effet, lorsque les maillages sont locaux, l'initialisatide I'état élastoplastique et le calcul
des prédicteurs du schéma de Newmark sur les maillagesséalitt,, 1 sont réalisés en
utilisant les informations multi-niveaux a l'instatqt(cf. section 3.2.6).

Dans ce cas, deux maillages grossiers a lI'insant peuvent contenir des informa-
tions tres riches issues de calculs sur les échelles finasséahtt,. Si I'état de la struc-
ture ne peut étre actualisé précisément par ces échellssigmes, comme par exemple
lorsque I'écoulement plastique est trop local pour étreitipar les éléments finis du
niveau considéré, I'état projeté depuis I'instgyna trés peu évoluer.

L'utilisation d’indicateurs d’erreur nodaux conduit adax des erreurs faibles tant que
I'état sur ces deux échelles grossiéres reste similairgaréaision requise est alors at-
teinte sans que l'erreur vis-a-vis du maillage de référeresoit réduite. Ce probleme
est d’autant plus présent dans le cas ou I'état élastoglassur les grilles grossiéres a
l'instantt, 1 n’évolue pas de part I'enrichissement des niveaux fin atBimi;,.

De maniere a s’affranchir de ce probleme, seuls des indicatEerreur intégrés sur
I'élément sont utilisés. En effet, I'interpolation surlBénent des quantités nodales est
différente suivant le niveau considéré et I'intégrationathamp assure que les quantités
comparées soient différentes si le maillage n’est pas anffisent fin localement.

L'indicateur d’erreur en travail plastique permet de coldr la précision des défor-
mations non-linéaires. L'indicateur d’erreur en énergiale permet de controler les dé-
placements, les contraintes et les vitesses sur I'élérgamiin, I'indicateur d’erreur en
incrément d’énergie est utilisé afin de vérifier la desaviptiles zones sollicitées par de
forts gradients de déformations et de contraintes.

4.2.3 Influence du pas de temps

Notre stratégie de raffinement de maillage spatial fonaoen utilisant une discré-
tisation temporelle uniforme sur l'intervalle d’étude. @rntre ici que I'erreur mesurée
par nos indicateurs varie selon la finesse du pas de temp&nij@e uni-dimensionnel
présenté section 4.1.1 est utilisé afin d’illustrer cetgppété. Lindicateur d’erreur en
incrément d’énergie est particulierement adapté a la geser de cette problématique.
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On considére deux maillages hiérarchiques, ndtést 42, globaux en espace, pos-
sédant 128 et 256 éléments. Aucune localisation de maitiageici autorisée afin d’éta-
blir la cartographie de I'erreur indépendamment des phémas localisés. On définit un
pas de temps de référendg correspondant au pas de temps nécessaire a la propagation
d’'une onde au sein d’'un élément du maillage grossier dansnaihe élastique :

dt.=h/c avec: c=+/E/p (4.1)

Ouhreprésente la dimension caractéristique des éléments swaillage le plus gros-
sier,E le module de Young gt la masse volumique. désigne donc la célérité de I'onde
dans le milieu élastique. Linfluence de la discrétisatemporelle est étudiée en utilisant
deux pas de temps différents définis comme :

dy =5.9dt. et dt=0.74dt (4.2)

Sur la figure 4.9 sont tracés deux diagrammes espace tempstpent de visualiser
la cartographie de l'erreur. L'axe des abscisses reprédertemps tandis que I'espace
est représenté en ordonnée. Pour le diagramme relatif adegasnpgt, I'erreur sur le
maillage est tracée tous les 8 pas de temps.

X

(a) Indicateur d’erreur en incrément d’énergit;

(b) Indicateur d’erreur en incrément d’énergdt;

FIG. 4.9: Diagrammes espace temps de la cartographie de I'erreur

Lors de la phase de propagation initiale de I'onde, l'inthca d’erreur prend les
mémes valeurs quelque soit le pas de temps choisi. On idestificette carte d’erreur les
deux zones a fort gradient du front d’'onde (de chargemenrg dédhargement). Lorsque
cette onde impacte la partie encastrée de la poutre, unetnent plastique a lieu.
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La figure 4.9(a) montre que si le pas de temps est trop impgot@mde réfléchie sera
différente sur les maillaged(* et M? générant une erreur sur 'ensemble du domaine
espace-temps. Ce phénoméne est lié au schéma d’'intégeatimmps qui influence la
qualité de la solution. Comme pour les méthodes élémensssiandard, le pas de temps
doit étre choisi de maniere appropriée de maniére a peeratttescription du charge-
ment et du contenu fréquentiel de la solution.

Les maillages obtenus sur cet exemple avec notre stratégegfthement sont tracés
figure 4.10. Pour plus de clarté, seuls les noeuds du mailagereprésentés a chaque
instant coincident au maillage temporel relatdta. Ces diagrammes montrent que si la
méthode de raffinement de maillage est utilisée avec I'atdier d’erreur en incrément
d’énergie et le pas de temps (inappropd8) le raffinement obtenu tient compte de I'er-
reur induite par la discrétisation en temps. Il convientada prendre garde au pas de
temps utilisé. Deux pré-calculs relativement grossielisant des pas de temps différents,
permettent de choisir le discrétisation temporelle adtgpaur réaliser la simulation.

sl

(a) Indicateur d’erreur en incrément d’énergeiy; = 5.9 dt;

wmmullﬂl' lmllmml’ll!llmmm i lh" i ‘**;IIMI”“”‘!!!!!!?!!i[;

(b) Indicateur d’erreur en incrément d’énergiiz = 0.74 dft.

X,

>

FIG. 4.10: Diagrammes espace temps présentant le raffinement unisiomerel de la
poutre pour les deux pas de temps considérés

Par ailleurs, le fait de définir un pas de temps cohérent-vis-du contenu fréquentiel
de la solution permet d’obtenir une efficacité maximale gdawstratégie de raffinement
automatique. Moins de niveaux et d'éléments sont créés miethode de raffinement
est plus efficace. Cette réduction du pas de temps n’est gass@rement associée a
une augmentation du temps de calcul. En effet, en dynamigpkcite, un pas de temps
plus faible permet de réduire le nombre d'itération de Newtécessaires pour obtenir la
solution éléments finis a chaque pas de temps.

107



4. lllustrations numériques

Une alternative pourrait étre d’utiliser des indicateuesr@ur espace temps afin de
prendre en compte l'influence de la discrétisation tempo{€AV 05b]. Par ailleurs,
les schémas utilisés sont convergents et le fait d’adopteras de temps plus faible ne
pénalise pas nécessairement le temps de calcul de la solutio

4.3 Comportement de la stratégie de raffinement

La premiere partie de cette section reprend I'exemple imedsionnel présenté ci-
dessus. La présentation de diagrammes espace-tempsliséewtfin de décrire le lien
entre le raffinement de maillage obtenu a chaque pas de tangppleenoménologie de
la propagation de I'onde dans la poutre.

La seconde partie présente des applications numérigugismbinsionnelles permet-
tant de montrer que la stratégie est quasiment indépendaritgilisateur. Celui-ci n’in-
tervient, dans la stratégie de raffinement de maillage, opsede l'initialisation ou il dé-
finit 'indicateur d’erreur, la précision requise et le niagje initial en espace et en temps.

Enfin, dans la derniére section, le bilan énergétique dusali® Newmark est étudié
afin d’évaluer la dissipation numérique au cours du temps.

4.3.1 Adaptation du maillage

L'exemple uni-dimensionnel présenté section 4.1.1 eBsé@tafin d'illustrer le com-
portement de la stratégie de raffinement automatique. Lkamaie plus grossier possede
16 éléments. Le pas de temps utilisé est le pas de tdippsésenté section 4.2.3.

Les figures 4.11(a) et 4.11(b) présentent les diagrammesedpmps des maillages
finaux obtenus en utilisant les indicateurs d’erreur engdaeat en incrément d’énergie
avec une précision requise de 2. Le maillage est tracé tout les 8 pas de temps.
L'impact a lieu sur I'extrémité supérieure de la poutre. lasficité se développe dans la
partie inférieure (encastrée) de la poutre.

Ces deux diagrammes montrent que le raffinement du maillasigées phénomenes
physiques et I'onde se propageant dans la poutre. Le ma#lsiyemis en cause a chaque
pas de temps sans qu’une stratégie particuliere de regeilasoit utilisée. De nouveaux
éléments sont automatiquement créés par sous-décougagechique dans les zones ou
la précision requise est insuffisante.

Pour un méme pas de temps, le maillage obtenu sur chacun dewesliagrammes
est différent. En effet, le raffinement de maillage est gouégoar la quantité contrdlée
par l'indicateur d’erreur (cf. section 4.3.2.1). Aussi, peut voir que l'indicateur d’er-
reur en énergie construit des niveaux de plus en plus finsldarmnes ou I'énergie est
maximum, correspondant au centre de la zone de raffinement.'dicateur d’erreur
en incrément d’énergie, le raffinement se concentre darx®tess a fort gradient, corres-
pondant aux fronts de chargement et de déchargement del’ond

Il est possible de relier la forme du raffinement de mailladg ghénoménologie du
comportement de I'onde dans la structure. Pour l'indicadérreur en incrément d’éner-
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(a) Indicateur d’erreur en incrément d’énergie
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(b) Indicateur d’erreur en énergie

[

t

FIG. 4.11: Diagrammes espace-temps présentant le raffinement umdiomnel de
maillage

gie, durant la premiére phase de propagation, les frontsalgement et de déchargement
de I'onde sont raffinés a un niveau équivalent. Lorsque lenefront d’'onde impacte
la partie encastrée de la poutre, un écoulement plastigee atldissipe de I'énergie. Le
deuxieme front ne contribue donc pas a 'augmentation diatdipité. Aussi, 'onde réflé-
chie conduit-elle a un raffinement de maillage ou le frontltErgement est moins raffiné
et ou le front de déchargement conserve la méme intensitdfdement de maillage que
pendant la partie descendante.

Pour I'indicateur d’erreur en énergie, la forme du raffinatrde maillage reste quasi
uniforme au cours de la propagation initiale dans la polNgE&anmoins, lorsque I'onde
provoque un écoulement plastique au niveau de I'encastreie I'énergie est dissipée.
Aussi, I'onde réfléchie apres le développement de défoamatplastiques a un niveau
énergétique inférieur a 'onde incidente. La stratégiee @énc un nombre de niveaux
inférieur pour I'onde réfléchie.

Par ailleurs, on remarque que la zone raffinée couvre unacgude plus en plus
grande a mesure que le temps progresse. Ce phénomene d&pigagition de phéno-
menes plastiques dans la partie encastrée de la poutrdeqitrka propagation de I'onde
incidente. Enfin, dans les zones ayant subi des déformgtiasgques, un maillage plus
fin subsiste afin de décrire les déformations plastiques ldgrutre.
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4.3.2 Influence des parametres d’entrée du modele

Dans cette section, I'exemple décrit figure 4.3 est util3@.présente ici I'influence
de I'indicateur d’erreur, du maillage initial et de la prgion requise sur le comportement
de notre stratégie de raffinement automatique.

4.3.2.1 Influence de l'indicateur

Le choix de I'indicateur d’erreur influe sur le maillage alea chaque pas de temps.
La figure 4.12 illustre les maillages obtenus a I'instaat33ms lorsque le front d’'onde
impacte la partie inférieure du quart de plaque, générapiphrition de déformations
plastiques. Les indicateurs d’erreur utilisés sont legcatdurs d’erreur en énergie et en
travail plastique. Les précisions requises sont respauint de 2103, 1- 104,

() ez (b) &3,

FIG. 4.12: Raffinement de maillage a l'instaht= 0.33 msselon l'indicateur d’erreur
considéré - Energie-203, Travail plastique 1104

L'indicateur d’erreur en travail plastique est un indicatparticulier dans le sens ou
il ne peut produire d’éléments dans la zone élastique dedatate ou aucun phénomene
plastique n'apparait. Aussi, le raffinement de maillage@®entre dans la partie plas-
tique de la structure. Cet indicateur permet de raffiner ldlage dans les zones ou la
plasticité est maximum. L'utilisation de I'indicateur dfeur en énergie permet quant a
elle de raffiner le maillage dans les zones les plus soldisitta zone de plasticité maxi-
male n’est alors pas nécessairement incluse dans le neailagiveau fin lorsque les
phénomenes élastiques sont prépondérant vis-a-vis dasipleées plastiques.

La stratégie de raffinement automatique permet d’atteitalpécision requise par
I'utilisateur sur la quantité contrélée par I'indicate8elon les quantités post-traitées par
le programme, il convient donc de choisir soigneusememdidateur d’erreur utilisé afin
d’assurer la qualité des résultats obtenus. Lindicaténrelur en énergie semble le plus
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adapté car il permet de focaliser le raffinement de maillages des zones les plus sollici-
tés de la structure et inclut les zones plastiques ayantemsté d’énergie suffisante. Par
la suite I'indicateur d’erreur en énergie est donc prinigpeent utilisé. Les autres indica-
teurs énergétiques sont conservé afin de faciliter I'iméggtion des résultats obtenus.

Si plusieurs quantités doivent étre post-traitées, il pénet utile de contrdler chacune
d’entre elles au cours du raffinement automatique de maillaguffit alors de déterminer
pour chacun des indicateurs le maillagé a raffiner. Le maillage de nivegi+ 1) est
dans ce cas construit par sous-découpage de I'union defté@reis maillages.

Cette stratégie a été appliqguée afin de construire le mailiagla plaque trouée vé-
rifiant une précision d¢l1-1072) en énergie et1-10~%) en travail plastique (cf. figure
4.13). Ce maillage est a comparer avec les maillages obfarushacun des indicateurs
utilisés indépendamment présentés respectivement figurééb) et 4.12(b).

FiG. 4.13: Raffinement de maillage a l'instaht= 0.33 msutilisant conjointement deux
indicateurs d’erreur - Energid - 10~2) et travail plastiquél-10~%)

Ce maillage n’est pas exactement 'intersection des deukages finaux obtenus
lors de l'utilisation des indicateurs d’erreur seuls é@dmnné I'influence du raffinement
de maillage des pas de temps précédents. Néanmoins, lagéméeale induite par I'indi-
cateur d’erreur en énergie est préservée (cf. figure 4. 1@ns la section inférieure du
guart de plague, le raffinement de maillage posséde un nstgmiémentaire vis-a-vis du
maillage construit par I'indicateur d’erreur en énergiels€ette composante du maillage
est créée par l'indicateur d’erreur en travail plastiquef{gure 4.12(b)).

4.3.2.2 Influence du maillage initial

L'influence du maillage initial est analysée en utilisarg aaillages grossiers pré-
sentés figure 4.14. Ces maillages utilisent des élémentirapgulaires et triangulaires
linéaires. Les figures 4.14(a) et 4.14(c) présentent demees de maillages réguliers.
Les figures 4.14(b) et 4.14(d) présentent des maillagesrtairte €léments ont une forte
distorsion géométrique.
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FIG. 4.14:Maillages initiaux de la plaque trouée pour des élémerdaagulaires et qua-
drangulaires.

Afin d'illustrer le comportement de notre stratégie en famtdu maillage initial re-
tenu, I'indicateur d’erreur en énergie, avec une précisamuise de 2103 est utilisé.
Les maillages finaux a I'instamnt= 33 mg construits par notre méthode de raffinement
automatique, sont représentés figure 4.15.

Le maillage présenté figure 4.15(a) permet de bien compedadmphénomeénes pré-
sents dans la structure. A cet instant, on distingue 3 zoaeaaffinement principales.
La premiéere zone correspond au voisinage du trou, ou laaotgrest maximum. Dans
cette zone, de nouveaux éléments sont requis afin de pezrmetirdescription correcte
de la contribution énergétique du gradient de contraihi@seconde zone correspond au
maillage de niveau 7 créé dans la partie inférieure gauctgudrt de plaque (cf. figure
4.15(a)). Elle correspond a la zone ou I'énergie est maxinttmfin, la derniére zone est
la partie supérieure droite du maillage, qui doit traduaredflexion du front d’onde sur le
bord libre circulaire du trou.

Le raffinement du second maillage, présenté figure 4.15(eaorme similaire au
maillage précédent et décrit les mémes phénomenes. Ldidirgrincipale de sollici-
tation sur la structure est la direction verticale. Or, diangartie inférieure du quart de
plaque, les éléments du maillage grossier (cf. figure 4)14¢mt plus fins dans cette di-
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(©) (d)

FiG. 4.15: Maillages finaux obtenus avec un indicateur en énergie epubasion de
g =2-109)

rection. Moins de niveaux sont donc nécessaires pour @desrgradient des champs de
contraintes et de déformations utilisés dans le calcul&weefgie. Sur le cété gauche du
quart de plaque, ou les éléments de niveau 1 dans la paréeisure ont une dimension
verticale 4 fois plus importante que les éléments situés apartie inférieure (cf. figure
4.14(b)), on peut voir sur le maillage final que 2 niveaux $&ipgntaires sont nécessaires
au milieu du quart de plaque pour les éléments de la partiérmuype. Ce saut de niveau
est localisé sur la figure 4.15(b) dans la zone ou apparaitiiscentinuité linéaire entre
les maillages de niveau 4 et 6.

Les deux maillages utilisant des triangles sont plus pleégique ceux utilisant des
quadrangles. En effet, la contrainte est constante et défimun seul et unique point de
Gauss pour ces éléments. Aussi, selon I'orientation dérfiéht vis-a-vis de la direction
de sollicitation, le niveau nécessaire pour obtenir laigréc requise par I'utilisateur peut
fortement varier. Les zones de raffinement évoquées prétédat peuvent néanmoins
étre retrouvées. Par ailleurs, méme si les maillages inittal4(c) et 4.14(d) sont fon-
damentalement différents, I'allure et les dimensionsaaratiques des maillages finaux
4.15(c) et 4.15(d) restent tres semblables.

Pour les éléments triangulaires, une procédure de lissageadlage peut éventuel-
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lement étre nécessaire afin d’améliorer la qualité du raffere automatique. Le sous-
découpage d’'un élément est alors réalisé en fonction dédatae définie par I'utilisa-
teur pondérée en fonction de la valeur de 'erreur sur las@éfds adjacents.

Enfin, il est important de contrbler que I'erreur maximumesthte sur ces maillages
respecte la précision requise par I'utilisateur. La tabBesgnthétise les résultats obtenus
au pas de temps représenté. Le niveau maximum atteint aiadecnombre d’éléments
du maillage final sont donnés pour information. Le calcul éfénence servant a I'éva-
luation de cette erreur est un calcul réalisé sur un mailpagpsédant 262144 éléments
guadrangulaires (cf. section 4.3.2.3).

TAB. 4.3: Erreur maximum en fonction du maillage initial (cf. figurel4). Indicateur
d’erreur en énergie pour une précision requise dE02°3)

Maillage Erreur max. Niveau max. Nombre moyen d’élements

(a) 209-10°° 7 14 679
(b) 193.-10°3 6 15 694
(c) 247-10°3 7 19 286
(d) 219-10°3 8 17 624

On notera que la précision requise n’est pas une borne abétdat donné que la lo-
calisation n’est pas remise en cause (cf. section 3.218égnmoins, I'erreur obtenue sur
le maillage final reste du méme ordre de grandeur que la pacequise par I'utilisateur.

Le nombre d’éléments nécessaires a I'obtention de la poécisquise est relative-
ment constant par type d’élément fini considéré. Les mafiagssociés a des éléments
triangulaires sont plus denses car la description des chaapéléments est réalisée de
maniére grossiére sur un unique point de Gauss. Le niveaumuaxatteint dépend a la
fois de I'élément fini considéré et du maillage initial. Efegfle maillage présenté figure
4.14(d) est relativement grossier et plus de niveaux socegsires afin d’obtenir des
éléments aussi fins et une description de la solution auésisar que celle obtenue en
utilisant le maillage initial présenté figure 4.14(c)

4.3.2.3 Influence du critére d’arrét

Le dernier point étudié ici est I'influence de la précisioguise par I'utilisateur sur
la qualité de la solution obtenue a chaque pas de temps. Rairdr le comportement
de notre stratégie de raffinement automatique en fonctiarette précision, le maillage
initial représenté figure 4.14(a) est utilisé.

L'influence du critéere d’arrét sur le maillage final a chagase gde temps est illustré en
utilisant les indicateurs d’erreur en énergie. La figurés4flésente les maillages finaux
obtenus en fonction de la précision requise au temp83ms

Le raffinement de maillage se produit systématiquement @nsémes zones, dé-
crites section 4.3.2.2 pour le maillage 4.15(a). Quelquela@récision requise, seul le
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(©) (d)

FiIG. 4.16:Maillages finaux obtenus avec I'indicateur d’erreur en giggpour une préci-
sion requise de (gauche & droite)-1® 2, 1-10 72, 5-10 2, 2.10°9)

nombre de niveaux et d’éléments est adapté. Lorsque dedlegmente, de nouveau ni-
veaux sont nécessaires afin de permettre un calcul suffisahpréeis.

La table 4.4 présente brievement le maximum de I'erreurasstrlicture en fonction
de l'indicateur d’erreur considéré et du critere d’arrétirstantt = 0.33ms Le niveau
maximum atteint lors du raffinement de maillage est donné pdormation.

Le calcul de référence utilisé pour évaluer cette erreulesstructure est un calcul réa-
lisé sur un maillage élément fiflif" possédant 262144 éléments. Ce maillage correspond
a un maillage de dimensions caractéristiques uniformesveaun 7.

Afin de réaliser cette comparaison, le vecteur d'éfasur le maillage de référence
M" est projeté sur le maillage final ¢ crée par notre stratégie a I'instapten utilisant
I'opérateur de projectiofic du maillage" sur le maillageM .

L'énergie et le travail plastique associés a ce vecteuatf#bjeté sont calculés pour
chaque élément du maillagé®. Si on indicee" une quantitée calculée en utilisant la
restriction du calcul de référence&étla quantité originellement calculée sur le maillage
MC, I'erreur maximum sur le maillage est définie par les équati@t.3) et (4.4) pour
chaque élemeref du maillages®.
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TAB. 4.4: Corrélation entre la précision requise et I'erreur maximaum la structure a
l'instantt = 0.33ms

Errorindicator Requested accuracy Maximum level reachedror Enax

Energy 5102 4 107-10°°
Energy 21072 5 7.81-10°3
Energy 11072 5 569-103
Energy 5103 6 393.10°3
Energy 2103 7 2.09-10°3
Plastic work 5104 5 153.10°*
Plastic work 11074 6 7.72-107°

\/‘6w5\e?—5wg\e?
blee —

j maXo:1)\/ W5(t)

\/)6£r|e?—6£<>\e?)
66Z|e‘j:: ma)ﬁO;T] /fc(t)

Pour évaluer ces deux erreurs, on utilise l'incrément aldtx pas de temps en I'éner-
gie OE et en travail plastiguéW, afin de s’affranchir de I'erreur cumulative en temps.
Cette table montre que la précision atteinte par notresgfimtde raffinement est en adé-
quation avec la précision requise par l'utilisateur. Ompedie que celle-ci n’est pas une
borne stricte (cf. section 3.2.5.3).

(4.4)

4.3.3 Bilan énergétique

Le bilan énergétique du schéma de Newmark, présenté er séttion 1.3.2, est
utilisé ici afin d’évaluer la dissipation numérique lors changement de pas de temps.
Son expression est rappelée par I'équation (4.5) :

TO)]+a%(B-DITO)] = ~a(y-085)(28-y)T([U)
+ (<Fint>" +(y—0.5)[Find ") [U]
+ (< Fext>" +(y—0.5)[Fex]") [U] (4.5)
Etant donné que les maillages sont incompatibles entre pigsike temps successifs,
le calcul du bilan doit étre réalisé en utilisant un opénatkuprojection du maillage final

a l'instantt, sur le maillage final a I'instan, 1. Le bilan énergétique est alors calculé sur
le maillage a l'instant, 1.
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Efficacité de la méthode

La figure 4.17 présente le bilan énergétique de la stratégiaffinement automatique
pour une durée de simulation d8@nssur I'exemple uni-dimensionnel. Sur ce graphique
sont tracés le travail des forces extérieures et les inartsven énergie cinétique et en
énergie de déformation. Le bilan énergétique, invisiblecgtte figure, est tracé sur une
échelle plus fine figure 4.18.

2E+] 4
=T L R S A a  l l il  EE i i S
f A
i 1 —e+—Balance
! A [ - = -T
¥ " !
1B+ 4 -mmmmmmev R T ——T
- [ " — = =Y

SE+3

0E+0

Increment d'énergie (J)

-5E+3

-1E+4

-2E+4 -

Temps (ms)

FIG. 4.17:Quantités utilisées dans le bilan énergétique du schémadenisrk

Le maximum relatif de ce bilan d’énergie est de I'ordre d&@ 3 avec une moyenne
absolue & 7104, Pour cet exemple, le calcul non-linéaire par le solveur detdn dans
les phases de relaxation multigrilles est réalisé avec uéeigion de 10°. De I'énergie
est donc dissipée au cours des itérations temporelles.

Cette dissipation numérique est inhérente a I'utilisatime méthode adaptative gé-
nérant des maillages incompatibles a chaque pas de temjgsted priori pas induite par
I'utilisation de notre solveur multigrilles. Un opératede transfert plus complexe entre

les pas de temps, permettant de conserver I'énergie [BRApO8rait étre utilisé afin de
réduire ce bilan numérique.

4.4 Efficacité de la méthode

Cette section propose d’étudier I'efficacité du solveurtigtilles développé en terme
de vitesse de convergence et de quantifier le gain d’élénfi@mgscomparativement a
I'utilisation de maillages de dimensions caractéristgjuaiformes. L'efficacité globale
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FIG. 4.18:Bilan énergétique du schéma de Newmark

de notre stratégie, couplant les gains de ces deux apptroestedécrite en termes de
temps CPU section 4.4.3.

Les derniéres pages de ce chapitre sont dédiées a une éfirdenisionnelle réalisée
sur I'exemple présenté figure 4.6. L'évolution temporellerdffinement de maillage est
étudiée de maniere a quantifier I'efficacité de notre méthode

4.4.1 Vitesse de convergence

Pour illustrer les propriétés de notre solveur multigsijlen s’'intéresse a I'exemple
uni-dimensionnel présenté section 4.1.1. Dans cetteosectiucune localisation de
maillage n’est autorisée. Le maillage grossier possedeel&?Bents. Le maillage le plus
fin, construit par raffinement hiérarchique récursif, ensgde quant a lui 1024.

La stratégie multigrilles utilisée est un cycle FMG a 4 niweala figure 4.19 pré-
sente la norme absolue du résidu en équilibre sur le mailagus fin en fonction du
nombre relatif d’itérations du solveur non-linéaire. Lastggies multigrilles permettent
d’améliorer la vitesse de convergence du solveur de Newtm@Monosur ce graphique.

Les deux stratégies notéESG et FMG2 correspondent respectivement au solveur
multigrilles non-linéaire développé dans ce mémoire etsarkégie multigrilles alterna-
tive présentée figure 3.11. La troisiéme stratégie, ilesstigure 3.12, n’est pas présentée
en raison des phénomeénes non-linéaires irréversibles.

La complexité du solveur noteEMG est inférieure a la complexité de la stratégie
FMG2. Les quantités restreintes au cours du cycle multigiitiésent donc sur la vitesse
de convergence du solveur. Cette amélioration est indaitéegtransfert complet du vec-
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TEHD 4

Norme infinie du résidu

1E-9

0 5 10 15 20 25
Nombre d'itérations sur le niveau le plus fin

FIG. 4.19:Norme relative du résidu en fonction du nombre d’itératisasla grille fine
au 25M€pas de temps. Caractéristiques des cycles multigrilles= v, = 1, vo = 100

teur d’état qui permet d’améliorer la description de I'é@kitstoplastique sur les niveaux
grossiers (cf. section 3.2.5.1). Ceux-ci décrivent aldus précisément I'état du niveau le
plus fin et augmentent significativement la vitesse de cgevere sur ce niveau.

4.4.2 Gain déléments

Le gain d’éléments finis induit par I'utilisation de notreatégie de raffinement au-
tomatique est quantifié en utilisant I'exemple unidimensie de la poutre en traction
(figure 4.2), 'exemple bi-dimensionnel de la plaque tro(fégire 4.3) et I'exemple tri-
dimensionnel de la poutre en traction (figure 4.5).

Les tables 4.5, 4.6 et 4.7 présentent respectivement lanmeydu nombre d’élé-
ments finis des maillages finaux a chaque pas de temps poemif@g uni-dimensionnel,
I'exemple bi-dimensionnel et tri-dimensionnel. La sintida est réalisée sur 120 pas de
temps pour I'exemple uni-dimensionnel, 30 pas de tempslfx@mple bi-dimensionnel
et 60 pas de temps pour I'exemple tri-dimensionnel.

Le niveau maximum atteint pour chaque cas test est présant®abs tables. Afin
d’estimer les capactités de notre algorithme a générer dékages optimaux, le nombre
d’éléments utilisés par notre stratégie est comparé au rediélements construits pour
un maillage de dimensions caractéristiques uniformegspandant au niveau maximum
atteint.

Le niveau atteint par la stratégie de raffinement automatepi un entier ne variant
pas toujours avec le précision requise. Or, le nombre désndu maillage final croit
de maniére quasi-systématique avec celle-ci. Le gain enetele nombre d’éléments
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TAB. 4.5: Gain d’éléments pour 'exemple unidimensionnel

Indicateur Précision Nombre él. Niveau Nombre él. Nomblatife
d’erreur requise  NL-LMG  max. référence  d’éléments (%)

Energie 51077 84 6 512 16.3
Energie 21072 146 7 1024 14.3
Energie 11072 272 8 2048 12.3

n'est donc pas linéaire avec la précision requise. L'exerbpbimensionnel illustre cette
propriété table 4.6. Pour I'indicateur d’erreur en énerfgeniveau maximum atteint est
le méme pour une précision requise del@ 2 ou de 1 1072. Le nombre d’éléments
nécessaires pour atteindre cette seconde précision étentngportant, le gain relatif
d’éléments vis-a-vis du maillage uniforme de niveau 5 akgalement.

TAB. 4.6: Gain d’éléments pour I'exemple bidimensionnel

Indicateur Précision Nombre él. Niveau Nombre él. Nombiatife
d’erreur requise  NL-LMG  max. référence  d’éléments (%)
Energie 5102 303 4 4096 7.4
Energie 2102 774 5 16384 4.7
Energie 11072 1882 5 16384 11.4
Energie 5103 4499 6 65536 6.8
Energie 2103 14679 7 262144 5.6

Travail plastiqgue 5104 1031 5 16384 6.3
Travail plastique 110~ 3244 6 65536 4.9

Etant donné que l'indicateur d’erreur en travail plastiqeglige la propagation élas-
tigue dans la structure, le nombre d’éléments n’est comgaedorsque I'onde a déve-
loppé des déformations plastiques. Pour I'exemple bi-dsiannel, celles-ci apparaissent
a la 85Mejtération. A la fin du calcul, environ 15 % des éléments onterdévelopper des
déformations plastiques.

Pour le dernier exemple tri-dimensionnel, la plasticitpapit au ™€ pas de temps.
En fin de simulation, approximativement 55% de la poutre aevdévelopper des défor-
mations plastiques. Le gain est ici encore plus importagt avoins d’'1 % d’éléments de
niveau fin requis vis-a-vis du nombre d’éléments de réféenc

Pour I'exemple uni-dimensionnel, une moyenne de 14.3 %@&stée pour le nombre
relatif d’éléments. Pour I'exemple bi-dimensionnel et plms deux indicateurs d’erreur
considéreés, cette moyenne passe a 6.7 %. L'exemple trirdiimenel est le plus signifi-
catif en terme de gain avec environ 0.37 % d’élément utikisémoyenne afin d’obtenir
la précision requise.
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TAB. 4.7: Gain d’éléments pour I'exemple tridimensionnel

Indicateur Précision Nombre él. Niveau Nombre él. Nombiatife
d’erreur requise  NL-LMG  max. référence  d’éléments (%)
Travail plastiqgue  5107° 2 469 4 65 536 0.38
Travail plastique  210°° 5677 4 65 536 0.86
Energie 2102 1808 4 65 536 0.28
Energie 11072 4529 5 524 288 0.09
Energie 5103 10 402 6 4194 304 0.25

Pour les exemples unidimensionnels et bidimensionnelspteélation entre I'er-
reur maximum et la précision requise a été réalisée secth@.2. Dans le cas de tri-
dimensionnel, un calcul de référence de niveau 6 est imiplessiir la station de travalil
utilisée (plus de 4 millions d’éléments).

4.4.3 Temps de calcul

Etant donné que le solveur multigrilles développé permatndliorer la vitesse de
convergence sur le niveau le plus fin (cf. section 4.3.2.uet la stratégie de raffine-
ment automatique permet d’économiser un nombre importal@rdents finis (cf. section
4.3.2.2), le gain en terme de temps de calcul est importdimt dAllustrer cette propriéte,
on s'intéresse a un probléme d’'impact sur le quart de placgsepté section 4.3. La pres-
sion linéique maximale appliquée sur la partie supériearadtructure est de 300Pa.

La structure rentre alors dans le domaine plastique dé€pas de temps.

Le maillage initial posséde 64 éléments quadrangulairessetreprésenté figure
4.14(a). Pour des raisons de temps de calcul, la simulasibinterrompue au 3J'¢pas
de temps a l'arrivée du front d’'onde au voisinage du trou daptaque. A cet instant, la
structure est fortement plastifiée avec plus de 90 % de pdetSauss plastiques et une
déformation plastique moyenne d€%.

La figure 4.20 présente les temps de calcul adimensionnésipaalcul de référence
et pour notre stratégie multigrilles de raffinement autoguat. Le calcul de référence est
réalisé en utilisant un maillage de dimensions caractguiss uniformes correspondant a
celles du maillage le plus fin obtenu par notre stratégie fiim@anent. La résolution sur
ce maillage est réalisée en utilisant un solveur monogiileéNewton identique a celui
utilisé dans les phases de relaxation multigrilles.

Pour le calcul de niveau 2, le niveau utilisé par notre sgiiatde raffinement est glo-
bal en espace. Dans ce cas, le temps de calcul par notregirataltigrilles est plus
important que celui de la référence monogrille. Cela estdmanque de propriétés de
lissage de notre solveur itératif et a la pauvreté du cycl#ignilies utilisé dans ce cas
(cycle multigrilles ne possédant que deux niveaux et s'gapusur un maillage grossier
possédant un faible nombre d’élément).
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FIG. 4.20: Temps de calcul adimensionné en fonction du niveau maxinitgimge par la
stratégie de raffinement automatique

On remarque que le gain en terme de temps de calcul est derpplasimportant
au fur et a mesure que des maillages de plus en plus fins saitléods. Pour I'exemple
de niveau 7, le maillage de référence possede 262144 élgrtelettemps de calcul est
environ 40 fois plus faible. Etant donné que la complexitédie stratégie est bien in-
férieure a celle de la stratégie monogrille, le gain en tedgpsalcul serait théoriquement
plus important pour des maillages de dimensions plus iraptes.

Par ailleurs, étant donné le gain d’éléments présenté psuexdemples tridimension-
nels, les gains en terme de temps de calcul seraient enec@éngbortants pour des mo-
deles 3D. Il est néanmoins difficile d’établir un graphigugiigalent pour ces modéles
étant donné les difficultés a réaliser le calcul monogrideéférence.

4.4.4 Evolution temporelle du raffinement de maillage

Cette derniére section s’'appuie sur I'exemple tri-dimemsel de la poutre en | re-
présenté figure 4.6 afin de présenter le raffinement autoneatig maillage au cours du
temps. La simulation est réalisée sur une durée totale&lIm® Des déformations plas-
tiques apparaissent durant la phase de chargement d&€%9&ération. A la fin de la
simulation, plus de 63 % des éléments ont subit des défavmagilastiques.

La figure 4.21 présente le nombre d’éléments et de nivealigégtiafin d’atteindre
une précision requise de 502 sur I'énergie de la structure. Les différentes phases de la
simulation sont indiquées pour information. Le nombre nmogi&léments est de 27318.
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Un maillage uniforme de niveau 6 posséderait 4194304 et atmulcserait impossible
sur la station de travail utilisée (nombreuses itératiomNderton lors des pas de temps
plastiques). Le nombre relatif d’élément est ici de I'ordee0.6%
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FIG. 4.21:Nombre d’éléments et niveau maximum atteint a chaque iibérat

* Pla

Ce graphique montre que I'apparition de la plasticité esbe@ge a une augmentation
importante du nombre d’éléments requis. En effet, lesagritjrossiéres décrivent diffi-
cilement les phénomeénes plastiques et des éléments finséoedsaires afin d’assurer
une description correcte des déformations inélastiquedécroissance du nombre d’élé-
ments pendant la phase de retour élastique est due au faét kipison encastrement dans
la poutre est moins sollicitée une fois la structure reléché

Les figures 4.22 a 4.26 présentent les différents maillalgesnas au cours de la simu-
lation ainsi que la déformation plastique aux instants icEmés. La colonne de gauche
présente les maillages finaux obtenus et la colonne de desitisovaleurs de la défor-
mation plastique cumulée sur la configuration déformée poucoefficient graphique
d’amplification de 40. Le maillage représenté figure 4.2p@)net de visualiser la den-
sité du maillage utilisé en absence de raffinement. |l cpomed au maillage de niveau 2,
global en espace, couvrant le maillage le plus grossienasunil. Le maillage représenté
figure 4.22(e) illustre le fait que le raffinement de maillagkeu dans les zones a forts
gradients.
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FiG. 4.22: Maillages tridimensionnels successifs (1/5) : La lecturdigne présente le
maillage éléments finis utilisé et le tracé des isovaleurdéfermations plastiques cu-
mulées correspondantes toutes lepbha lecture en colonne présente I'évolution du
maillage du coté gauche et I'évolution du champ de défomatplastiques cumulées du
coté droit (échelle de représentation des isovaleurshiaren fonction du temps)
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FIG. 4.23: Maillages tridimensionnels successifs (2/5) : La lecturdigne présente le
maillage éléments finis utilisé et le tracé des isovaleurdafermations plastiques cu-
mulées correspondantes toutes lepbha lecture en colonne présente I'évolution du
maillage du coté gauche et I'évolution du champ de défoomatplastiques cumulées du
coté droit (échelle de représentation des isovaleurshtaren fonction du temps)
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FIG. 4.24: Malillages tridimensionnels successifs (3/5) : La lecturdigne présente le
maillage éléments finis utilisé et le tracé des isovaleurdafermations plastiques cu-
mulées correspondantes toutes lepbha lecture en colonne présente I'évolution du
maillage du coté gauche et I'évolution du champ de défomatplastiques cumulées du
coté droit (échelle de représentation des isovaleurshiaren fonction du temps)
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FIG. 4.25: Maillages tridimensionnels successifs (4/5) : La lecturdigne présente le
maillage éléments finis utilisé et le tracé des isovaleurdafermations plastiques cu-
mulées correspondantes toutes lepbha lecture en colonne présente I'évolution du
maillage du coté gauche et I'évolution du champ de défoamatplastiques cumulées du
coté droit (échelle de représentation des isovaleurshiaren fonction du temps)
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FIG. 4.26: Maillages tridimensionnels successifs (5/5) : La lecturdigne présente le
maillage éléments finis utilisé et le tracé des isovaleurdéfermations plastiques cu-
mulées correspondantes toutes lepbha lecture en colonne présente I'évolution du
maillage du coté gauche et I'évolution du champ de défoamatplastiques cumulées du
coté droit (échelle de représentation des isovaleurshiaren fonction du temps)
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Les figures précédentes ne permettent de représenter qglérneants finis construits
sur la frontiere de la structure. Afin de visualiser le raffimeat de maillage au coeur de
la poutre, on présente figure 4.27(a) le maillage final obgefitération 36. Les zones
les plus foncées correspondent a celles ou la densité dé@lisrast maximale. Les figures
4.27(b) & 4.27(f) présentent les maillagé€ qui contribuent au maillage final. On rap-

pelle que la solution a chaque pas de temps est construiégsgamblage des contributions
sur chacun de ces maillages.

(a) Maillage final multiniveaux

(b) Maillage de niveau1l  (c) Maillage de niveau2  (d) Maillage de niveau 3

(e) Maillage de niveau4  (f) Maillage de niveau 5

FIG. 4.27: Présentation des différents maillag£® a I'itération 36
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4. lllustrations numériques

4.5 Synthese

Cette section permet de valider le comportement de notaéégie de raffinement
automatique au moyen d’exemples numériques uni-dimenslsnbi-dimensionnels et
tri-dimensionnels. Bien que d’autres modeles de compaespuissent étre envisages,
les cas test étudiés s’appuient sur un comportement élastiojue a écrouissage isotrope.

On étudie dans un premier temps les propriétés de converginaos indicateurs
d’erreur. On montre que les ordres de convergence pourll@dsbocalisés correspondent
a ceux obtenus en utilisant la méthode des éléments finidasthr_eur cohérence vis-a-
vis de la théorie est par ailleurs analysée. Dans le caslg@ngous les indicateurs d’er-
reur ne sont pas adaptés. D’autre part, la stratégie deaaféint automatique développée
limite le choix des quantités contrdlées. C’est pourquoilaauite, seuls les indicateurs
d’erreur en énergie, en incrément d’énergie et en travadtgjue sont considérés.

En utilisant ces indicateurs d’erreur, on montre que le maffient automatique
de maillage suit la phénoménologie des sollicitations darstructure. L'exemple bi-
dimensionnel est employé afin de quantifier I'influence dulage initial, de I'indicateur
d’erreur et de la précision requise par l'utilisateur suydialité de la solution. On montre
gue la finesse du maillage a la fin de la stratégie de raffineméntmatique ainsi que
la précision de la solution obtenue est quasiment indépgadiu maillage initial. Le
maillage est remis en cause a chaque pas de temps et lagméeiguise par I'utilisateur
est atteinte sans qu’une stratégie complexe d’adaptadionaillage ne soit utilisée.

Les performances de notre stratégie adaptative sont éaidans une derniére partie.
La vitesse de convergence du solveur de Newton est améparditilisation de la stra-
tégie multigrille. Le gain de degrés de liberté est quangificomparant le nombre d’élé-
ments utilisé par notre stratégie au nombre d’élémentespondant a un maillage de
dimensions caractéristiques uniformes de niveau équivale niveau maximum atteint.
Le gain en termes d’occupation mémoire et de temps de catdbac non-négligeable.
La stratégie de raffinement automatique développée perpigedir de maniére automa-
tigue une solution précise a moindre co(t. Dans le cas ddaims tri-dimensionnelles,
une telle précision est souvent inaccessible en utilisestiéthodes de calcul classiques.
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La méthode des éléments finis et les schémas numériquesgiation en temps sont
couramment utilisés dans le domaine industriel en dynaemqu-linéaire. lls permettent
de prédire numériquement le comportement des structures sadlicitations extrémes et
sont utilisés afin de compléter les campagnes d’essais.

Le systéme d’équations discrétisé associé a ces méthddgmésalement résolu par
des stratégies itératives non-linéaires simples ou ldutiso s’appuie sur des maillages
dont les dimensions caractéristiques sont invariantesgace et en temps. Néanmoins,
la complexification des maquettes numériques et des modélses, ainsi que I'exi-
gence de la précision a leur égard, rend aujourd’hui cedgmrads trés colteux en termes
d’espace mémoire et de temps CPU.

C’est pourquoi, afin de permettre I'aboutissement de tdtsutsa la prise en compte
de la nature multiéchelle de telles simulations est eslentlUn état de I'art des diffé-
rentes stratégies dédiées a ce type de modélisation nousas pkévaluer les avantages
et inconvénients de chacune d’entre elles. Ces stratéigiest\a assurer localement |'uti-
lisation de I'’échelle la plus pertinente tant en espacemgtéenps sur chaque zone de la
structure et sur 'ensemble de l'intervalle de temps. Une les maillages optimaux dé-
terminés, il convient d’utiliser des solveurs non-linéaide complexité minimale afin de
diminuer I'effort numérique nécessaire a I'aboutissengentes calculs.

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés au développEome stratégie
de raffinement automatique en espace performante pour Emidgne non-linéaire des
structures. L'originalité de I'approche proposée provigm la gestion du raffinement au-
tomatique qui s’appuie sur des stratégies de calcul épesutgdles que les solveurs de
Newton et les schémas d’'intégration en temps de NewmarkeNttatégie est plus par-
ticulierement dédiée a la modélisation des non-linéadédsomportement irréversibles.

On s’intéresse donc ici a I'optimisation du maillage spggtiermettant d’assurer la
gualité de la solution a chaque instant discrétisé a moicoiie La méthode développée
s'apparente aux stratégies s-adaptatives. La difficuljéuma liée au développement de
cette méthode est qu’une non-linéarité localisée influém@®mportement global de la
structure. La prise en compte de la plasticité impose doalsadidonner le schéma pure-
ment ascendant de raffinement de maillage développé dans(&# et de développer
un cadre numérique ou les différentes échelles de raffinecoemmuniquent entre elles.
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La premiere partie de ce travail a consisté a développerluawganultigrille efficace
dédié a la dynamique transitoire non-linéaire pour des artaments élastoplastiques.
La stratégie développée est indépendante, dans son femeadf écriture, du solveur non-
linéaire utilisé dans les phases de relaxation. Un soltétatif de Newton a été adopté
dans nos travaux pour sa robustesse, et ce malgré son alusepoepriété de lissage.
Cette stratégie multigrille a été introduite pour la premi®is dans [BIO 09] et sa mise en
équation détaillée a été présentée dans [BIO 10a]. Unetiattgrarticuliere a été portée
aux phases de transfert qui conditionnent la convergenselgaur multigrille.

La seconde étape concerne la maitrise de I'erreur et led@erde la précision. Les
estimateurs d’erreurs usuellement utilisés pour des sitionls éléments finis semblent
colteux comparativement a des indicateurs d’erreur dé@iést pourquoi, nous avons
choisi ici d’utiliser les propriétés de convergence et desgstance de la méthode des
éléments finis. L'évaluation de I'erreur de discrétisatsh basée sur la comparaison de
la solution sur deux maillages de dimensions caractéussiglifférentes. Celle-ci permet
d’obtenir une évaluation de I'erreur vis-a-vis de la sanotéxacte du probleme discrétisé a
moindre colt. Le développement précis des indicateursalieutilisés dans ce mémoire
a été présenté dans [BIO 10b].

Enfin, la derniére étape de ce travail a consisté a définirdéésfie de raffinement pro-
prement dite. En fonction de la valeur de 'erreur fournielfiadicateur, des éléments de
plus en plus fin sont construits par sous-découpage hiégakchL_a question des condi-
tions limites a appliquer sur les nouveaux maillages aiosstruit s’est alors posée. Le
recollement entre interfaces incompatibles a été réatisénposant la continuité des dé-
placements sur le bord des maillages localisés par l'irédiaire de multiplicateurs de
Lagrange. Afin de calculer la solution sur ces nouveaux éisnée solveur multigrille
développé dans le cadre global a été adapté afin de perneefirssé en compte de la
localisation des maillages. Dés lors le solveur multrgrdst utilisé a deux fins : il per-
met d’améliorer la vitesse de convergence mais aussi dedlguransfert d'informations
entre les différents niveaux de maillage sur la structure.

La méthode a été validée dans un premier temps pour un casenisionnel simple
dans [BIO 10a]. Cet exemple a permis de contrdler que le eaffent de maillage avait
lieu dans la zone ou I'onde se propageait et que I'erreumétt@ chaque pas de temps
était en adéquation avec la précision requise par I'utdisia

Des cas plus complexes ont été traités dans [BIO 10b] oelention de la discré-
tisation temporelle et la dépendance du comportement de stvatégie de raffinement
automatique aux parametres initiaux a été détaillée. Gamgbes numériques ont été re-
pris et développés dans ce mémoire. On montre que le tempdode@depend étroitement
de la tolérance accordée sur I'erreur et de la dimensionahigme étudié. Quelque soit
la précision requise, celle-ci est obtenue a moindre codlit#isant notre stratégie de
raffinement, et ce indépendamment de I'expérience deitatéur.

Pour des exemples tri-dimensionnels, la stratégie dépémpermet d’obtenir de ma-
niere précise la solution a de problemes inaccessibles étixatles traditionnelles grace
aux indicateurs d’erreurs et au raffinement automatique.
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Perspectives

Amélioration du solveur NL-L-FMG

Les performances du solveur présenté dans ce rapport nirédre améliorées en
modifiant les outils numériques utilisés pour chacune desedh multigrilles tout en
conservant le formalisme de présentation.

Le solveur de Newton au sein de la stratégie multigrille paitiavantageusement
étre remplacé par un solveur possédant de meilleures ptéprie lissage. En méca-
nigue des structures, les méthodes de type gradient canprgaonditionné non-linéaire
[PAP 86], [PAP 89] avec une définition éventuellement inéxates directions de re-
cherche [GRA 00] ont déja prouvé leur efficacité. L'utilisat d’'un solveur de type
BFGS, déja utilisé avec succes dans le cadre multigrille §ila$s 95], pourrait également
améliorer la vitesse de convergence multigrilles. On pgatament imaginer I'utilisation
de méthodes de Krylov [SAA 03] qui ont déja montré des rétifteometteurs dans le
cas de non-linéaires [RIS 00].

Concernant les phases d’interpolation, les opérateurslttecations utilisés pour le
transfert des informations nodales sont optimaux pour tes@s de prolongation mais
souffrent d’'une perte d’information haute fréquence pasr phases de restriction. La
définition de ces opérateurs au sens des moyennes geresfiddéR 06] permettrait sans
doute d’améliorer la vitesse de convergence.

Par ailleurs, la définition d’opérateurs de transfert plusplexes pour les restrictions
des champs par éléments sur les niveaux sous-jacents pearttéaméliorer le compor-
tement thermodynamique de notre stratégie. Concernardansfert entre pas de temps,
I'utilisation d’opérateurs permettant d’assurer I'adsildlité du vecteur d’état, éventuel-
lement basés sur des techniques d’approximation diffuBA[B8], permettrait de réduire
la dissipation numérique dans le schéma d'intégration teeiie.

Stratégie de raffinement en espace et en temps

Le raffinement de maillage présenté dans ce mémoire estrcBygar la discrétisa-
tion temporelle (cf. section 4.2.3). La définition d’'une hrede de raffinement en espace
et en temps pourrait permettre de s’affranchir de ce problétmd’améliorer la qualité
de la méthode de raffinement automatique en utilisant un pasrdps hétérogene sur
'ensemble de la structure.

L'idée directrice de cette méthode serait de coupler lermffient de maillage en
temps au raffinement de maillage en espace comme cela alété dzms [CAV 05b]. Le
raffinement parallele du temps conduirait dans ce cas aelfioin un pas de temps local
sur la structure en fonction de la dimension des élémentsdirdu niveau de grille.

Enfin, l'utilisation de schémas d’intégration en temps phesformants en terme
d’ordre de convergence, comme le schéma de Krenk [KRE 078 saéma de Galerkin
discontinu en temps [LI 96], permettraient probablemeabt&nir un meilleur comporte-
ment du raffinement de maillage. Les méthodes de Galerkaouigiu en temps ont par
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ailleurs déja montré leur potentiel dans le cadre des méthadaptatives [TIE 06].

Extension a d’autres types de non-linéarité

L'extension de notre stratégie a d’autres types de noradités peut étre envisagée.
Nous n’avons considéré ici que des comportements élastaplas a écrouissage iso-
trope. L'utilisation d’autres relations de comportemémtsées elles aussi sur des modéles
a variables internes, ne devrait poser aucune difficulté si’est I'alourdissement des
phases de transfert.

Le développement d’'une stratégie de raffinement autom@&pqur le traitement des
non-linéarités géométriques impliquerait de modifier I&iniigon des indicateurs d’er-
reur. En effet, ceux-ci devraient alors étre définis dan®idiguration de référence non
déformée. De plus il faudrait prendre garde a conserver idocmité géométrique des
éléments et la stratégie de sous-découpage hiérarchiguatdeobablement étre rem-
placée par une méthode de raffinement plus complexe.

Extension a la mécanique de la rupture

Enfin, une derniére extension pourrait concerner le dépelm@nt d'une approche
couplée a une méthode XFEM de maniére a permettre la motidtiske |a fissuration dy-
namique. Les travaux récents de Rannou, présentés dans(QBJ\proposent de prendre
en compte les phénomenes d’échelles rencontrés en méeateda rupture par l'inter-
médiaire de stratégies multigrilles.

L'introduction de cette stratégie a notre méthode de rafiigr@ automatique permet-
trait d’adapter automatiquement les dimensions des rgaslatilisés en pointe de fissure
au cours de sa propagation en utilisant des indicateursedieadéquats. La rupture du
matériau pourrait également étre considérée en fonctismae-linéarités calculées.
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Annexe A
Algorithme d’écoulement plastique

Cette annexe présente brievement I'algorithme de retalialraur le seuil qui per-
met de calculer I'état matériellement admissible de lacstme (caractérise par un champ
de contraintes, des champs de variables internes et un cardpformations inélas-
tiques). Cet algorithme est différent de la méthode d’irdégn de Castem, réalisée par
I'opérateurE COU, qui utilise une solution analytique afin d’intégrer pluggsément le
comportement.

On considére le systeme d’équations associé a un modéle weianaplastique a
écrouissage isotrope sous I'hypothése des petites patimb. Les algorithmes d’écou-
lement plastique sont utilisés afin de déterminer I'étatémalement admissible de la
structure en fonction d’un état admissible déterminé mtégément (par exemple a l'ins-
tant précédent) et d’'un incrément de déformations. La ftatian précise de ce type
d’algorithme est donné dans [SIM 00] ou [BEL 00].

Prédiction élastique

L'admissibilité matérielle est associée aux equations mémentaires de Kuhn-
Tucker qui relient le paramétre d’évolution plastiqua la fonction seuiff .

}\20 f(g,p)ﬁO
Af(2.p) =0

L’'algorithme de type retour radial [SIM 86] correspond asg particulier ou la fonc-
tion seuil est décrite en utilisant les contraintes éqeivads de Von-Misegeq. On note

ov(p) la limite d’élasticité écrouie. La fonction seuil est aldennée par :
f(2.p) =gl —ov(p)

3 1
avec:g, = > (g — §Tr(g)ﬂ)

L'algorithme est basé sur la notion de prédiction élastidueecteur d’état. Les cor-
rections plastiques sont éventuellement apportées paitéae considérant les équations
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constitutives non-linéaires permettant le calcul du pa&taend’évolution plastique. Cette
correction est appliquée suivant la normajeau domaine de plasticité.

On suppose dans un premier temps que l'incrément de dépdmtentinstantt, 1
est purement élastique. Cet incrément est calculé en ondti résidu en équilibre. Si le
schéma de Newmark est exprimé en déplacement, il est donné pa

AUni1 =GR

Ou G représente l'inverse de la matrice jacobienne. Lincrénadendéformation est
obtenu en utilisant la matrice des gradiedts

Aeny1 = BAUp 1

Et la prédiction élastique est définie a I'instant; comme suit :

trial
€nr1 = €nt+ADeny1

trial
€pn+1 = €pn

trial
Pnr1 = Pn
ot = o+ Che

La valeur de la fonction seufl est alors calculée en considérant ces prédicteurs élas-
tiques. Slf(c”'a',ptnrjf") < 0, alors I'état de contrainte est situé a l'intérieur de de la
surface d’ ecoulement et la prédiction élastique est ctardgans ce cas le parametre
d’évolution plasthue\ est nul. Dans le cas contraire, fs(o”'a' , p‘n“f') > 0, les champs
considérés ne sont pas plastiquement admissible et Ia:pmrdelasthue est fausse. On

procede alors a une correction du vecteur d’état.

Correction plastique

La prédiction élastique n’étant pas plastiquement adbiessl faut supposer une évo-
lution des déformations plastiques de maniére a obtenifamation seuil nulle. Le vec-
teur d’état est alors corrigé de maniére itérative jusquitemir un état matériellement
admissible a une tolérance numérique prés. La stratégirigalisée en considérant les
prédictions élastiques comme les approximations a [tit@maD.

(0) trial
€hr1 = €n+l

0 _ _ trial
€pni1 = €pn+1

trial (0)

pn+1 pn+1
(0 _ _trial
Oni1 = Ont1
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f(o- PMHI))

G +1)
Ty (Lo

)

(i+D)
Oy (Pan’ )

flo.pi2)

A-1: Interprétation graphique du retour radial sur le seuil d&aspace des contraintes

La figure suivante représente une interprétation géonuétdqune |terat|on de l'algo-
rithme de retour radial sur le seuil dans I'espace des dotésa On notanH la valeur
deaau piquet de temps+ 1 et a l'itération de correction plastiqite

Dans un premier temps, I'incrément en multiplicateur pdapst doit étre calculé de
maniére a vérifier une valeur nulle de la fonction seuil. tlasrs solution de :

||°'r(1|21’| — 3UApn — Oy (Pn+Apn) =0 (4.6)

Cette équation non-linéaire en fonction du scaldipg est en général résolue par
I'intermédiaire d’'une méthode de Newton. Une fois le muitgteur plastique calculé,
les quantités non-linéaires sont actualisées en utillsaréquations suivantes :

2
DephD) = A)\g+1)\@n (4.7)
i+1 1
€onmit = €pnia+ Deppiy
oD o), oueylE

pl(wlrl) pr(w—)kl + A7‘r(1+1)

AG+D _ 50

n+1 — n+1+A)\( Y

n+1
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Ces nouvelles variables sont utilisées afin de détermineidar de la fonction seuil a
I'itération (i +1). Le calcul est répété jusqu’a ce que la fonction seuil véuifie certaine
tolérance fixée par I'utilisateur.
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Extraits de programmation sous Castem 2000

La programmation de la méthode est réalisée en utilisarie@a2000. Elle est large-
ment basée sur des objets, appelés procédures, conteeasuitend’opérations élémen-
taires. L'utilisation de ces objets permet d’organiseresynthétiser la programmation.
Les objets crées a l'intérieur d’'une procédure ne sont ptaessibles une fois sortis de
celle-ci. Par allleurs, les objets de type procédure ne gr@uwodifier que les objets de
type table. La syntaxe générale de définition de ces objela ssivante :

DEBPROC NOM_FONCTION ARGUMENT _1*TYPE ARGUMENT 2*TYPE ;
Commande 1 ;
Commande 2 ;

FINPROC SORTIE_1 SORTIE_2 ;

Le type des sorties est implicite. Chaque argument doitdd@reé de maniere explicite en
entrée de la procédure. Afin de minimiser le nombre d’argidsnen entrée, une table contenant
'ensemble des paramétres du calcul, nomrpé€el, est crée au moment de linitialisation du
calcul. L'appel de ses procédures par le programme estralalisée par :

SORTIE_1 SORTIE_2 = NOM_FONCTION ARGUMENT_1 ARGUMENT_2 ;

Présentation globale

Les procédures présentées par la suite (extraites du catiménsionnel) utilisent des proce-
dures annexes qui ne sont pas toutes détaillées ici. Pdes\ ebrtaines procédures "élémentaires”
ne nécessitent pas de description avancée. On notera que :

— @MA permet d’obtenir le maximum du champ.

— @NO2 calcule la norme 2 du champ considéré.

— @NOI calcule la norme infinie du champ considéré.

— @INMI construit le point milieu d’'un segment en fonction de sa géiie.

— @KRTMANTréalise le découpage d’'un élément parent en ses élémeatgenf

— @DECOU Pdécoupe I'ensemble d’un maillage et transmet la filiatios diennées.
— @SAU NIsauvegarde les informations une fois un niveau calculé.

— @MENAGEIibere I'occupation mémoire et réinitialise les objets yeet table.
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Les procédures ®E C, @RE U, @RE _F, @PR C et @PR U désignent les procédure de
transfert de champRE désigne une procédure de restrictiofP&®une procédure de prolongation.
Les indicesU, F et C précisent si I'opérateur travaille sur les quantités ciagégues, en effort
ou sur les quantités définies aux points de Gauss (respaetinte On ne détaillera par la suite
que la syntaxe des procédureP® U et @PR C qui définissent les opérateurs de prolongation
construits sous castem.

PUM = @PR_U dpct*CHPOINT mai0*MAILLAGE mail*MAILLAGE ;
PUM = @RE_U depl*CHPOINT maiO*MAILLAGE mail*MAILLAGE ;
FM1 = @RE_F resl*CHPOINT mai0*MAILLAGE mail*MAILLAGE ;
chp0 = @PR_C chpO*MCHAML NOM1*MOT mod0*MMODEL mod1*MMODEL
chp0 = @RE_C chpO*MCHAML NOM1*MOT mod0*MMODEL mod1*MMODEL

Les procédures @ON D et @COFILO sont utilisées afin de construire le probleme de niveau
1. La premiére procédure construit le maillage et le modéleamportement utilisé. Ceux-ci
n'apparaissent pas en sortie car ils sont définis dans detsalg type table. La seconde procédure
construit les maillage8 M2 et a9 sur lesquels sont appliquées des conditions limites0
désigne les lignes dont la géométrie est particuliére diaiulaire).

Iron0 = DEBPROC @CONSO aO*FLOTTANT rO*FLOTTANT NivO*ENTIER TYPO*MOT;
@COFILO BCO*MAILLAGE aO*FLOTTANT ;

La procédure @ENLdésigne le solveur de Newton. La procédure multigrille eshmée
FASet utilise la procédur€ ONSOLpermettant la création du probléme sur le niveau grossier.
Ces procédures sont détaillées par la suite.

err0 res0 = DEBPROC FAS NivO*ENTIER NmxO*ENTIER ;
@CONSOL NivI*ENTIER *ENTIER resO*CHPOINT;

La procédure de calcul de I'erreurERONIV est décrite brievement par la suite. On ne pré-
sentera que la définition de l'indicateur d’erreur en éreepgiur synthétiser cette annexe. Le maxi-
mum d’adimensionnememba)0 est calculé par une procédureER 0 appelée lors de la réso-
lution sur le niveau 1.

conver0 = DEBPROC @ELONIV NivO*ENTIER MOT1*MOT ;

Les procédures BESOLet @RESNIV désignent respectivement les procédures utilisées
pour la résolution du niveau 1 sur le domaine espace-temmpgled et la procédure permettant
la résolution d’un niveau localisé a un instant t.

@RESOL NivO*ENTIER ;
@RESNIV NivO*ENTIER cltI*RIGIDITE Fex0*CHPOINT ;

La procédure @R _T permet de réaliser le prolongement en temps de I'état theynamique
et des prédicteurs sur le nouveau maillage. La procédudT@ IV est utilisée afin d'initialiser
le vecteur d’état sur un niveau en prolongeant le vectedadé@lculé sur le niveau sous-jacent.
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@PR_T NivO*ENTIER P*ENTIER ;
@INTNIV NivO*ENTIER ;

La procédures permettant de construire les maillages, 07X etdm sur un niveau localisé
et celle permettant de construire les conditions limiteoeiges sont respectivement décrites par
les procédures suivantes :

mux muy mfd mli min mra = @CONSLIM Niv0 ;
cltl Fex0 = @CLNIV mux muy mfd mra NivO ;

Enfin, la création d’'un niveau par sous découpage hiérarehégt réalisé par la procédure :
@CRNIV NivO*ENTIER ;

La procédure @SSEMBLréalise 'assemblage des différents maillagé et des vecteurs
d’'état associés a l'instanune fois le calcul multigrille terminé.

@ASSEMBL *ENTIER ;

Extrait des procédures de calcul

Les opérations de prolongation, le solveur multigrillecédcul de I'erreur et la procédure de
résolution sont décrites ci-dessous.

Procédures de prolongement

Les deux procédures de prolongement sont détaillée ici.rbeédure @R U désigne le
prolongement des quantités cinématiques. Celles-ci smmiteds sous Castem par un objet de type
CHPOINT (champ par point). La procédurePR C fait référence a I'opérateur de transfert des
quantités aux points de Gauss, décrites par un objet de tyj¢ANL (champ par élément).

Procédure @PR_C :Les paramétres d’entrée sont le champ a transférer, le gymbamp
(contraintes, variables internes, ...) et les objets de mppdéle, associés aux maillage, permettant
la description des nuages de point de Gauss sources et detiest Les modelesmod) etmodl
sont respectivement associés aux maillages fin et grossier.

DEBPROC @PR_C chp0O*MCHAML NOM1*MOT mod0*MMODEL modIEMMOD

*

chp0 = CHAN 'NOEUD’ chp0 modl ;
chp0 = PROI mod0 chp0 'STRESSES' modl ;
chp0 = CHAN 'STRESSES’ mod0 chpO ;

chp0 = CHAN 'TYPE' chp0 NOM1 ;

*

FINPROC chpO ;
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Le MCHAML, défini aux points de Gauss, est transféré aux needu maillage grossier
par I'opérateur CHAN(GER). La prolongation spatiale estlisée par I'opérateur PROI. Enfin
le champ est transféré aux points de Gauss du maillage deat&st par I'opérateur CHAN.

Procédure @PR_U :Les opérations de prolongation s’appuient sur une fonckieh Cdé-
veloppée en langage esope sous Castem. Cette fonctiontpirroeder le projecteyprl utilisé
afin de transférer le chamipM. Le codage de ce projecteur étant relativement colteuxrarete
CPU, celui-ci est construit puis stocké dans la table deegmieursparl . 'prol’ lorsqu'il est
appelé plusieurs fois au sein de la procédure multigrille.

L'opération de prolongation s’appuie sur les objg$d, d pl contenant les informations rela-
tives aux maillages sourerail et sur I'objetd p0, relatif au maillage de destinationai0. L'appel
de la fonctionT RUCavec I'option’ proj’ permet de coder le projecteur sur le nivéxivO.

Lorsque I'opération de transfert est utilisée pour le pigement entre maillages incompa-
tibles en temps, le paraméthivO indiquant le niveau est négatif et 'opérateur de transfst
systématiqguement codé (appel unigue).

L'opération de transfert proprement dite est réalisée pgpél de I'opérateui RUC avec
I'option 'PU(. L'opérateurT RUCavec I'option’matr permet de coder (entrée 0) ou de décoder
(indice 1) le projecteur.

DEBPROC @PR_U NivO*ENTIER UM*CHPOINT maiO*MAILLAGE maiMAILLAGE ;

dpl
dsl
dp0

mail CHAN POI1 ;
TRUC ’'chan’ dpl 'SUPE’ ;
mai0 CHAN POI1 ;

SI (Niv0 < 0) ;
prl Il ii = TRUC ’proj Dp0 mail 1;
SINON ;
Sl (EXIS (parl . 'prol’) Niv0) ;
prl = parl . 'prol’ . NivO ;

SINON ;
prl Il ii = TRUC ’proj Dp0 mail 1;
parl . ’'prol’ . Niv0 = prl ;
FINSI ;
FINSI ;
PUM = MANU CHPO dp0 3 UX 0. UY 0. UZ 0. 'NATURE’ 'DIFFUS’ ;
UM = TRUC ’chpo’ 'rang’ dpl (ENLE dpct LX) ;

TRUC ’'matr’ 'comM’ prl dp0O dsl O ;
TRUC 'PUg’ prl UM PUM ;
TRUC 'matr’ 'comM’ prl dp0 dsl 1 ;

*

FINPROC PUM ;
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NL-L-FMG

Le calcul multigrille non-linéaire localisé est réalisé fmprocédurd=AS On ne s'intéresse
pas ici a la description FMG du cycle multigrille qui est prisn compte de maniere naturelle par
notre algorithme au cours du processus de raffinement.

La tableT AN1 contient les informations issues du calcul au pas de tem§aegent (prédic-
teurs et variables non-linéaires). Les talfiegd, vit0, acd), sig0 etvarO correspondent aux dé-
placements, aux vitesses, aux accélérations, aux camsahaux variables internes sur le niveau
(respectivement). Les parameétndl vl etv2 conditionnent le nombre d'itérations non-linéaire
au cours de chaque phase de relaxation. Le paraflREMITE de la tableparl permet de
paramétrer les quantités initiales considérées par leesolde Newton durant la phase de preé-
relaxation en fonction de l'itérée multigrilles (cf. sexti3.2.3).

Le cycle multigrille est utilisé lorsque les non-linéasitévoluent sur le niveau le plus fin.
Dans le cas ou I'état de la grille fine reste inchangé, la Emlutonvergée est obtenue en une
itération du solveur de Newton. Le probleme grossier esstroi par la procédure @ONSOL
décrite par la suite. La procéduFAS est appelée de maniére récursive jusqu'au niveau 1. Les
objetssau permettent d’enregistrer le vecteur d’état pour I'utilisemme état initial au cours de
la post-relaxation.

DEBPROC FAS NivO*ENTIER NmxO*ENTIER ;

*

v0 = parl . 'GRORELA"
vl = parl . 'PRERELA" ;
v2 = parl . 'POSRELA’ X

SI (NEG Niv0 0) ;
*  PRERELAXATION
* Sur niveau maximum, la premiére relaxation est différente

Sl (EGA NivO Nmx0) ;
Sl (EGA (parl . 'PREMITE) 1) ;

errd res0 = RENL (fext . Niv0) v1 NivO Nmx0 (TANL.Niv0.'SIGN )
(TANL.NivO.DFPN’) (TANL.Niv0.'VARN) (TAN1.Niv0.DEP N);
parl . 'PREMITE’ = 0 ;
SINON ;

err0 res0 = RENL (fext . Niv0) v NivO Nmx0 (sig0 . Niv0)
(dfp0 . Niv0) (var0 . Niv0) (depO . Niv0) ;
FINSI ;
SINON ;

*

* Sur les autres niveaux
err0 resO = RENL (fext . Niv0) vl NivO Nmx0 (sig0 . Niv0)
(dfp0 . Niv0) (varO . Niv0) (depO . Niv0) ;
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FINSI ;
* RESTRICTION ET RESOLUTION GROSSIERE SI L'ETAT EP N'A PAS EVLUE
SI (NEG (MAXI ((var0 . Nmx0) - (TAN1 . Nmx0 . 'VARNY))) 0.) ;
Nivli = Niv0 - 1 ;

@CONSOL Nivl i res0 ;
err0 resO = FAS Nivl Nmx0

saul = COPI (sig0 . Niv0) ;
sau3 = COPI (dfp0 . Niv0) ;
sau2 = COPI (var0 . Niv0) ;
sau4 = ENLE (COPI (depO . Niv0)) LX ;

* PROLONGEMENT DE LA CORRECTION

dept = ENLE ((depO . Nivl) - (UG . Nivl)) LX ;
PUM = @PR_U dept (dall . Niv0) (dall . Nivl) ;
dep0 . Niv0 = (ENLE (depO . Niv0) LX) + PUM ;

err0 resO = RENL (fext . Niv0) v2 NivO Nmx0 saul sau3 sau2 saud ;
FINSI ;

* RESOLUTION SUR LE NIVEAU GROSSIER

SINON ;
err0 resO = RENL (fext . Niv0) vO NivO Nmx0 (sig0 . Niv0)
(dfp0 . Niv0) (var0 . Niv0) (depO . NivO0) ;
FINSI ;

*

FINPROC err0 resO ;

Sur un niveau multigrille, le probleme auxiliaire est coniten fonction de la restriction du
vecteur d’'état de niveau supérieur (d'indid@0) sur le maillage?ML‘ (noté mail ci-dessous) et
de la restriction du vecteur d’état sur le niveau courantesoraillaged M (noté maio ci-dessous).
Cette étape est réalisée par la procédu@a® SOL

La table de filiation est utilisée afin de déterminer les él@sgui ont étés sous-découpes.
Sile maillageaML‘ coincide avec le maillagéaX, le vecteur d’état est obtenu par restriction
directe. Le cas échéant il est construit par assemblage.

Les champs obtenus sont enregistrés dans les thlflesSG DG etV G qui permettent de
calculer la correction dans la phase ascendante. Les fextemes du probleme auxiliaire sur
le niveau grossier sont construites en fonction du vect&iatdainsi construit et du résides0
restreint depuis le niveau fin.
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DEBPROC
*

@CONSOL NivI*ENTIER res0*CHPOINT;

NOM1 = parl . 'ELEMENT ;

dt =
bet0

parl . 'PASTPS’ :
parl . 'BETA’ :

chal = parl . 'CHARGT ;
NOM2 = MOT ISOTROPE ;
NivO = Nivl + 1 ;

Construction des maillage (non-)recouverts

j=1;i=0;kk=0;
REPE bcll (NBEL (dall . Nivl)) ;
SI (EGA (fil0 . Nivl . j . 'FILS) 0) ;
SI (EGA i 0) ; mail = (dall . Nivl) ELEM | ;ii = 1 ;
SINON mail = mail ET ((dall . Nivl) ELEM j) ; FINSI ;
SINON ;
SI (EGA kk 0) ; mai0 = (dall . Nivl) ELEM j ; kk = 1 ;
SINON ; mai0 = mai0 ET ((dall . Nivl) ELEM j) ; FINSI ;
FINSI ;
=i+l
FIN bcll ;

Si le niveau n est pas completement recouvert

SI (NEG ii 0) ;
mo00 = MODL mai0 MECANIQUE ELASTIQUE NOM2 PLASTIQUE NOM21INOM
mo01 = MODL mail MECANIQUE ELASTIQUE NOM2 PLASTIQUE NOM21NOM
moOt = mo00 ET moOl ;

deOm
delm
uG .

= REDU (depO . Niv0) mai0 ;
= REDU (dep0 . Nivl) mail ;
Nivl = REDU (deOm ET delm) (dall . Nivl) ;

siom = @RE_C (sig0 . Niv0) 'CONTRAINTES’ (modt . Niv0) mo0Q0 ;
silm = REDU mail (sig0 . Nivl) ;
sitm = siOm ET silm ;

SG .

va0m
valm

Nivl = @RE_C sitm 'CONTRAINTES' moOt (modt . Nivl) ;

@RE_C (var0 . Niv0) 'VARIABLES INTERNES' (modt . Niv0)
REDU mail (varO . Nivl) ;

vatm = vaOm ET valm ;

VG .

dfOm
dfim

Nivl = @QRE_C vatm 'VARIABLES INTERNES' moOt (modt . Nivl)

@RE_C (dfp0 . Niv0) 'VARIABLES INTERNES' (modt . Niv0)
REDU mail (dfp0 . Nivl) ;

mo00 ;

moQ0 ;
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dftm = dfom ET dfim ;
DG . Nivl = @RE_C dftm 'DEFORMATIONS INELASTIQUES’
moOt (modt . Nivl) ;

SINON ;
*
UG . Nivl = @RE_U (depO . Niv0) (dall . Niv0) (dall . Nivl) ;
VG . Nivl = @RE_C (var0 . Niv0) 'VARIABLES INTERNES’
(modt . Niv0) (modt . Nivl) ;
SG . Nivl = @RE_C (sig0 . Niv0) 'CONTRAINTES'
(modt . Niv0) (modt . Nivl) ;
DG . Nivl = @RE_C (dfp0 . Niv0) 'DEFORMATIONS INELASTIQUES’
(modt . Niv0) (modt . Nivl) ;
FINSI ;

FM1 = @RE_F resO (dall . Niv0) (dalr . Nivl) ;
Fext . Nivl = FM1 + ((masl . Nivl) * ((1. / (bet0 * (dt ** 2))) * ((
UG . Nivl) - (TAN1 . Nivl . 'UP)))) + (BSIG (modt . Nivl) (SG .
Nivl) (matt . Nivl)) ;

dep0 . Nivl = UG . Nivl ;
sig0 . Nivl = SG . Nivl ;
dfp0 . Nivl = DG . Nivl ;
varO . Nivl = VG . Nivl ;

*

FINPROC ;

Calcul de I'erreur

Le calcul de l'erreur est réalisé sur le nivellivO en fonction des quantités sur ce méme
niveau et sur le niveau sous-jacent. Le paramBt&T 1 permet de choisir I'indicateur d'erreur
utilisé. On ne détaille ici que le calcul de I'erreur en émergfin de synthétiser la présentation.

Latableparl est une nouvelle fois utilisée afin d’obtenir les paransadiemodéle utilisé (type
d’éléments, caractéristigues matériaux, ...). Les talitdsdepl etsigl contiennent les champs
calculés sur le niveau grossier avant d’avoir corrigé t'éta le niveau en fonction des quantités
calculées sur le niveau fin.

L'opérateur PSCA réalise le produit scalaire. L'opérateNER calcule calcule le produit ten-
soriel contracté d’'un champ de contraintes avec un chamgfdendations. On utilise ici I'incré-
ment de déformations afin de tenir compte de I'histoire dugdraent de la structure (plasticite).

La tableSaw comprend I'ensemble des données assemblées a chaquetpagpdela table
SauD.i permet d’accéder aux vecteur d’état et au maillage a I'mst&auD.i.’W IN’ désigne I'éner-
gie interne de la structure a l'instatnt
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DEBPROC @ELONIV NivO*ENTIER MOT1*MOT ;
*

max0 = parl . 'MAX_CRIT’ ;
YouO = parl . 'YOUNG' ;
Cpo0 = parl . 'POISSON’ X
MvoO = parl . 'MASSVOL' ;
erdc = parl . 'COURBE’ ;
NOM1 = parl . 'ELEMENT ;

Nivli = Niv0 - 1 ;

NOM2 = ISOTROPE ;

LMO = MOTS UX UY ;

LM1 = MOTS FX FY ;

max8 = 0. ;

parl . 'TES2 = 0. ;

SS = Saud . (i -1);

Conver0 = 'VRAI' ;

Sl (EGA MOT1 'T_ENE) ;

fOp0 = (masl . Niv0) * (vitl . Niv0) ;

VO = 05 * (PSCA a0p0 fop0 (MOTS UX UY) (MOTS FX FY)) ;
VO = CHAN CHAM VO (modt . Niv0) 'STRESSES';
VO = @RE_C VO (modt . Niv0) (modt . Nivl) 'SCALAIRE’ ;

fOpl = (masl . Nivl) * (vitl . Nivl) ;
V1l =05 * (PSCA alOpl fOpl (MOTS UX UY) (MOTS FX FY)) ;
V1l = CHAN CHAM V1 (modt . Nivl) 'STRESSES;

epsO = EPSI (modt . Niv0) (depO . Niv0) (matt . Niv0) ;

epsl = EPSI (modt . Nivl) (depO . Nivl) (matt . Nivl) ;

TO = EPSI (SS . 'MOD’) (SS . 'DEP’) (SS . 'MAT) ;

e0pc = @RE_C TO (SS . 'MOD’) (modt . Niv0) 'DEFORMATIONS' ;
elpc = @RE_C TO (SS . 'MOD’) (modt . Nivl) 'DEFORMATIONS’ ;
e0p0 = epsO - eOpc ;

eOpl = epsl - elpc ;

TO = 0.5 * (ENER (modt . Niv0) eOp0 (sig0 . Niv0)) ;

inc0O = @RE_C (SS . 'WIN’) (SS . 'MOD’) (modt . Niv0) 'SCAL’ ;
TO = TO + incO ;

TO = @RE_C TO (modt . Niv0) (modt . Nivl) 'SCALAIRE’ ;

T1 = 05 * (ENER (modt . Nivl) eOpl (sig0 . Nivl)) ;

incl = @RE_C (SS . 'WIN’) (SS . 'MOD’) (modt . Nivl) 'SCAL’ ;
Tl = incl + T1 ;

j=1;
REPE bel3 (NBEL (dall . Nivi)) ;
ff =il . Nivl . j;
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SI (NEG (ff . 'FILS’) 0) ;
geol = (dall . Nivl) ELEM j ;
modl = MODL geol MECANIQUE ELASTIQUE NOM2 PLASTIQUE NOM21NOM
matl = MATE modl YOUN You0 NU Cpo0 RHO MvoO TRAC erdc;

e0 = INTG modl
el = INTG modl
ecl = INTG modl
ecO = INTG modl
et0 = (e0 + ecO) ;
etl = (el + ecl) ;
errl = (MAXI (PROG (ABS (et0 - etl)) (ABS (et0 - etl))
(ABS (et0 - etl)))) [/ max0;

REDU TO geol
REDU T1 geol
REDU V1 geol
REDU VO geol

~

P
~

P
~— ~—

errl = errl ** 05 ;

e0 = ABS (REDU ((TO + VO) - (T1 + V1)) geol) ;
errl = (INTG modl e0) ** 0.5 ;
errl = errl / max0 ;

Sl (errl > parl . 'ERRCONS’) ; ff . 'ERREUR" = 1 ;
ConverQ = 'FAUX' ;
SINON ; ff . 'ERREUR’ = 0 ; FINSI ;
SINON ;
ff . 'ERREUR = 2 ;
FINSI ;

j=j+1;
FIN bcl3 :
FINSI ;

*

FINPROC conver0 ;

L'erreur est calculée pour chaque élément de niv@divO — 1) possédant des éléments en-
fants. Si une erreur trop importante est détectée, la tabfdiation enregistre que I'élémerjtva
posséder des petits enfanfdl 0.(NivO— 1). . ERREUR= 1), le cas échéant les éléments enfants
de I'élémentsj sont suffisamment finf{l 0.(NivO — 1). . ERREUR= 0), enfin, si I'élément ne
possede pas d’enfants, I'erreur n’est pas calculé®.(NivO— 1). . ERREUR= 2).

La sortieconveD signale si aucune erreur n'a été détectée. Dans ce casclespus de raffi-
nement de maillage est terminé a I'instant considéré.

Processus de calcul

Cette derniére section présente le processus de calcul.nfitfeux comprendre son principe
de fonctionnement, on pourra se référer a I'algorithme earEsfigure 3.17. On rappelle que la
stratégie est initialisée par le calcul sur deux niveaubalx en espace.
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*

* * * * *

Construction du niveau 0

[ro0 = @CONSO a0 r0 0 TYPO ;
@COFILO Iro0 a0

construction du niveau 1
@DECOUP 0 ;
Calcul sur le niveau espace temps 0

@RESOL 0 ;

REPE bclo 26 ;

*

* * * %

* % * *

parl . 'PIKETPS’ =i ;

Probléme de niveau 0

@PRTOi:
@INTNIV 0 ;

mux0 muy0 mfd0 mli0 min0 mra0 = @CONSLIM 0 ;
clt0 Fex0 = @CLNIV mux0 muy0 mfd0 mra0 O;
Meg0 . 0 = (((masl . 0) ET (betl * (rigl . 0))) / betl) ET cltO ;
parl . 'CPTEITE' = O ;
err0 resO = RENL Fex0 (parl . 'MAXITE’) 0 0 (TAN1 . 0 . 'SIGN’)
(TAN1 . 0 . 'DFPN’) (TAN1 . 0 . 'VARN') (TAN1 . 0 . 'DEPN)) ;
@SAUNI 0 ;

Probleme de niveau 1

@PRT 1i;
@INTNIV 1

mux0 muy0 mfd0 mli0 min0 mra0 = @CONSLIM 1 ;
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clt0 Fex0 = @CLNIV mux0 muy0 mfd0 mra0 1 ;
MegO0 . 1 = (((masl . 1) ET (betl * (rigl . 1))) / betl) ET cltO ;

parl . 'CPTEITE’ = 0 ;
errf0 resO = FAS 1 1 ;

@SAUNI 1 ;

Calcul de | erreur et raffinement

* % * *

conver0 = @ELONIV 1 MOTT ;

Niv0 = 2 ;

SI (NEG conver0 'VRAI) ;
REPE bcll (parl . 'NMX) ;

@CRNIV Niv0 i ;

@PR_T NivO i ;
@INTNIV NivO ;

lux luy Ifd lli lint Ira = @CONSLIM NivO ;
cltl Fex0 = @CLNIV lux luy Ifd Ira NivO ;

parl . 'CPTEITE' = 0 ;
@RESNIV Niv0 cltl Fex0 ;

con0 = @ELONIV NivO MOTT ;
SI (EGA con0 'VRAI) ; QUIT bcll ; FINSI ;
NivO = Niv0 + 1 ;
FIN bcll ;
MESS ’ CV niveau’ NivO ;
FINSI ;

@ASSEMBL i ;
@MENAGE ;

i=i+1;
t=1t+ dt;
FIN bclO ;

*

OPTI DONN 'Post.dgibi’ ;

*
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