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Résumé

Dans les turbomoteurs, le déclenchement de la protection mécanique contre les sur-
vitesses d’un rotor par "Blade Shedding" conduit à des chargements mécaniques intenses
sur la structure. En effet, cette protection est basée sur ledépart de l’ensemble des pales de
ce rotor. Grâce à l’amélioration des moyens de simulation, la prédiction du comportement
de la structure devient accessible autant dans ses déformations irréversibles que dans sa ré-
ponse vibratoire. Néanmoins, les méthodes de modélisationdoivent évoluer pour atteindre
ce but. Dans ce contexte, à la frontière des cadres universitaires et industriels, l’objectif
de ce travail de recherche est de proposer une méthodologie et des outils capables de si-
muler le départ généralisé de pales au sein du moteur. Au cours de cette thèse, des essais
de cette protection sont tout d’abord analysés et fournissent des données quantitatives et
qualitatives aussi bien sur le scénario que sur la sollicitation exercée sur le moteur. Ces in-
formations permettent ainsi d’orienter la modélisation des rotors soit vers des approches
de dynamique rotor de ligne d’arbre en transitoire, soit vers des approches volumiques
pour simuler le départ des pales. De façon complémentaire, on utilise la réduction par
synthèse modale pour représenter les carters, et on proposeune approche originale de ré-
duction dans le domaine des moyennes fréquences. Par ailleurs, le caractère extrêmement
bref et non linéaire ainsi que la nécessité de prendre en compte de nombreux contacts
orientent les travaux vers la méthode des éléments finis résolue par un schéma d’intégra-
tion explicite. Dans un premier temps, les résultats obtenus permettent d’appréhender la
séquence de départ des pales qui n’a, à ce jour, pas pu être observé expérimentalement.
Dans un second temps, les modèles fournissent des estimations du chargement au niveau
de la liaison moteur-hélicoptère. Enfin, on ébauche les axesde développements pour une
modélisation satisfaisante du "Blade Shedding".

M OTS CLÉS: Overspeed protection, Blade Out, Rotordynamics, System impedance,
Model reduction, Component mode synthesis, Newmark algorithm, Central difference
scheme, Johnson-Cook elasto-visco-plastic law, Plastic strain criteria, Triaxiality, Perfo-
ration





Abstract

On Turbomeca’s free turbine helicopter engines, the "BladeShedding" mechanical
overspeed protection leads to intense mechanical loads on the structure. Indeed, this pro-
tection is based on the rupture of the free turbine rotor blades. With the improvement
of simulation capabilities, predicting the behaviour of the whole structure of the engine
becomes accessible both in its irreversible deformation and in the vibratory response. Ne-
vertheless, the modeling methods must evolve to meet this goal. In this context, at the
border of industrial and academic areas, the objective of this research is to propose a me-
thodology and the tools able to simulate the start of the released blades within the engine.
During this thesis, this protection tests are first analyzedand provide quantitative and qua-
litative datas on both the scenario and the transient loads on the engine. This information
can thus guide the modeling of the mechanical system to lightmodels or heavier 3D mo-
dels. Additionally, the reduction by modal synthesis is proposed to represent the elastic
parts of the system and a novel approach is defined to reduce the system in a defined
frequency range. Moreover, the extremely brief and non linear character of the phenome-
non and the need to take into account many contacts guide the work towards the finite
element method resolved by the central difference scheme. Initially, the results allow un-
derstanding the sequence of released of the blades which hasso far not been observed
experimentally on an engine. In a second step, the models provide estimates of the load at
the engine-helicopter airframe interface. Finally, we outline the main developments that
would be required for a satisfactory modeling of the "Blade Shedding" protection.

K EYWORDS: Overspeed protection, Blade Out, Rotordynamics, System impedance,
Model reduction, Component mode synthesis, Newmark algorithm, Central difference
scheme, Johnson-Cook elasto-visco-plastic law, Plastic strain criteria, Triaxiality, Perfo-
ration
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Introduction générale

Contexte de la recherche

De nos jours, la propulsion des hélicoptères est majoritairement réalisée par des turbo-
moteurs à turbine libre. Ces moteurs présentent la particularité de détendre la pression des
gaz sur deux corps en rotation. Le premier corps récupère un travail mécanique correspon-
dant au travail mécanique nécessaire pour entraîner le compresseur et un second corps,
dit de turbine libre, récupère un travail mécanique qui est fourni au rotor de l’hélicoptère
(cf. figure 1 et annexe A pour un bref historique de la turbine àgaz sur hélicoptère).

FIG . 1: Vue globale du moteur Makila I à turbine libre

Cette architecture présente donc la spécificité que, pour unpoint de fonctionnement
donné, le turbomoteur est régulé en permanence afin que le rotor de turbine libre tourne
à une vitesse donnée. De ce fait, en cas de rupture accidentelle de la liaison qui délivre
le couple au rotor de l’hélicoptère, la turbine libre accélère brutalement et entre en sur-
vitesse. Par ailleurs, puisque ce rotor subit les forces centrifuges, il ne doit pas accélérer
indéfiniment sous peine de perdre son intégrité. Un système de protection contre les sur-
vitesses est donc présent sur les turbomoteurs d’hélicoptères. La plupart des protections
sont électroniques : un calculateur surveille la vitesse derotation des rotors et coupe l’ar-
rivée du carburant en cas de survitesse brutale. Néanmoins,le motoriste Turbomeca a
choisi de baser la protection contre la survitesse des turbines libres sur un système mé-
canique passif pour ses turbomoteurs de nouvelle génération. Ce système présente une
grande fiabilité car il est basé sur un concept mécanique simple et ne nécessite aucun en-
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tretien en service. En effet, à une certaine vitesse, le chargement centrifuge sur les pales
est tel que la contrainte au niveau de la section de raccordement des pales avec le disque
est égale à la contrainte à la rupture du matériau. De ce fait,la liaison se rompt et les pales
se détachent. Un blindage spécifique assure alors la rétention de ces débris (Figure 2). Si
le rotor ne présente plus de pales, sa vitesse n’augmente plus et tout risque de perte d’in-
tégrité du rotor est écarté. Le concept correspondant à une perte de pales généralisée est
dénommé "Blade-Shedding". Par ailleurs, les systèmes électroniques et le blade-shedding
étant compatibles, ces deux types de protection sont présents sur de nombreux moteurs
Turbomeca.

FIG . 2: Vue de l’intérieur du moteur Makila 2A après un essai de BladeShedding

Jusqu’à aujourd’hui, la conception de la protection mécanique est réalisée à l’aide de
critères analytiques permettant de déterminer la vitesse de départ des pales et de s’assurer
de la capacité de rétention du blindage. Plusieurs essais partiels permettent de valider la
conception mais ce n’est qu’à la fin du développement qu’un essai moteur complet est mis
en place et permet de certifier la protection par le respect des règlements de navigabilité
aéronautique. Cet essai présente donc :

- des risques considérables, puisque la protection n’est alors validée par un essai qu’en
fin de développement du moteur,

- un coût non négligeable, puisque l’essai moteur complet conduit à la destruction de
celui-ci,

- finalise la conception de l’interface moteur-hélicoptèreen spécifiant l’enveloppe des
efforts appliqués sur celle-ci.

Par ailleurs, les critères analytiques sont basés sur des aspects très généraux de la
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conception du module de turbine libre (masse, section, centre de gravité, propriétés ma-
tériaux) ce qui ne permet pas d’optimiser finement la conception et de prédire les efforts
transitoires au niveau des fixations du moteur lors du phénomène.

Dans la présente recherche, nous nous intéressons donc à la dynamique transitoire
d’un tel phénomène en se focalisant sur les efforts appliqués sur le système et les efforts
transitant sur tout le moteur et en particulier au niveau desattaches du moteur sur la cel-
lule. Dans ce contexte, nous nous attachons à mettre en placeet développer des méthodes
capables de résoudre les problèmes mécaniques rencontrés qui prédiront le comporte-
ment transitoire du moteur lors de la perte généralisée des pales de la turbine libre suite à
la rupture de l’arbre de transmission.

Positionnement de la recherche

Le mécanisme du départ généralisé des pales est un point clé du problème car il dé-
termine le chargement temporel appliqué sur la structure. Cependant il est peu connu
car l’observation au cours du temps est impossible puisque le phénomène a lieu dans
l’enceinte du moteur. Par ailleurs, à ma connaissance, aucun autre motoriste n’a publié
d’information sur cette technologie et même si plusieurs développements moteur Turbo-
meca (environ dix) ont été réalisés avec ce concept, seul desmodèles analytiques ont été
mis en place. De ce fait, la compréhension du phénomène transitoire et notamment du
scénario de rupture des pales est faible. Le seul point, largement analysé, est la capacité
de rétention du blindage qui détermine globalement la réussite des essais.

Si l’on s’intéresse aux efforts appliqués au système, troistypes d’efforts sont présents :
les efforts de balourds, les efforts d’impacts et les efforts aérodynamiques. Ces derniers
ne seront pas étudiés finement dans ce travail. Si le rotor perd une pale, celui-ci devient
déséquilibré, se met à orbiter avec des amplitudes conséquentes qui conduisent à des
contacts rotor-stator. En parallèle les pales libérées impactent les parties statiques en les
déformant. De ce fait, le problème mécanique se retrouve à lafrontière de deux domaines
de la mécanique traités en général séparément : la dynamiquerotor qui consiste à étudier
les mouvements et la stabilité des rotors et la dynamique rapide correspondant au calcul
des grandes déformations subies par un système qu’il soit impacté ou impacteur.

Dans la dynamique rotor, on s’intéresse généralement à la dynamique de ligne d’arbre
c’est à dire comment évoluent la forme, la fréquence et la stabilité des modes vibra-
toires élastiques. En effet, de par les effets gyroscopiques et les spécificités des paliers,
les modes évoluent en fonction de la vitesse de rotation. Ce premier point est exposé
notamment par Lalanne et Ferraris [68], Childs [26] ou Muszynska [83]. On s’intéresse
par la suite à la réponse forcée sous chargement de ces systèmes dont le plus connu est
le balourd. Par ailleurs, cette discipline s’est intéressée à des problématiques plus spéci-
fiques comme le contact rotor stator qui survient lors d’une résonance vibratoire excitée
en général par un balourd. On citera ici les travaux de Black [14] sur la définition d’un
modèle permettant de définir la zone potentielle d’un contact frottant instable et les tra-
vaux expérimentaux de Bartha [9] et Wilkins [113]. De façon complémentaire, l’influence
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d’un contact en tête de pale a été analysée par Lesaffre etal. [73][74]. Cependant dans
ces approches, la définition de la stabilité du rotor est plusrecherchée que le comporte-
ment transitoire lors du contact. Sur ce point, Roques [96] adéveloppé une approche de
dynamique de ligne d’arbre intégrant le contact transitoire lors d’une décélération d’un
turbo-alternateur soumis au balourd d’une pale. De la même façon, Legrand etal. [70]
[71] propose des solutions numériques pour simuler le contact rotor-stator intervenant sur
la roue aubagée seule.

Au contraire dans la dynamique rapide, on s’intéresse aux déformations des pièces
lorsque elles sont impactées par des corps. Dans le domaine aéronautique, on citera les
travaux de Letellier [75] ou Cosme [30] sur la modélisation des aubes fan d’un turbofan
soumis à des impacts respectivement d’oiseaux ou à une pale perdue, les travaux de Ortiz
etal. [90] sur la modélisation de l’amerrissage d’un avion ou les travaux plus généraux de
Fasanella [39] sur la chute d’aéronef. Dans cette discipline, les méthodes de résolution de
l’équation de la dynamique sont basées sur le schéma des différences centrées de New-
mark et le travail est limité en général à l’étude des grandesdéformations irréversibles
dans laquelle l’amortissement du système est principalement constitué par celles-ci.

A ma connaissance, aucune démarche dans la littérature n’a été mise en place pour
simuler à la fois les contacts rotor-stator, les endommagements des pales lorsqu’elles
frottent contre un carter et l’influence que les pales libérées peuvent avoir sur le contact
rotor-stator.

Objectif de la recherche

Les objectifs de la recherche ont été définis par la société Turbomeca du groupe SA-
FRAN qui développe des turbomoteurs pour hélicoptères intégrant une protection par
Blade Shedding. Comme cela a été exposé, dans la phase de conception, il n’existe pas de
méthodes pour prédire le comportement global du moteur lorsque l’ensemble des pales
va se détacher en survitesse. Le motoriste est donc intéressé par une méthode de modé-
lisation du phénomène qui lui permettrait de réduire les risques présents lors des essais
moteur, voire de les supprimer.

Pour satisfaire ce besoin, l’objectif de la recherche consiste à définir une modélisation
capable de représenter la majorité des phénomènes présentset les méthodes de résolu-
tion adaptées aux modélisations choisies. En parallèle, une meilleure analyse des essais
antérieurs est requise afin de détailler au mieux la séquencede départ des pales et les char-
gements ou mouvements des différentes corps du moteur. Pourfinir, il a été demandé que
la recherche soit menée sur une modélisation du moteur complet afin de donner une vue
globale du problème mécanique à résoudre tout en identifiantles aspects dans lesquels
des travaux complémentaires devraient être menés.

4



Introduction générale

Stratégie de la recherche

La compréhension d’un phénomène transitoire passe en général par la possibilité de
définir les différents évènements qui interviennent au cours du temps. Lors des essais de
Blade Shedding, la chronologie temporelle et les échelles de temps mises en jeu seront
identifiées à partir d’une exploitation des différentes mesures réalisées et notamment de
la vitesse de rotation du mobile en survitesse.

D’un point de vue modélisation et simulation, les problèmestransitoires de type im-
pact présentant des grandes déformations sont couramment résolus par le schéma des
différences centrées. Cette méthode sera retenue pour cette étude. Cependant d’un point
de vue de modélisation, le moteur présente à la fois des corpsstatiques et des corps en ro-
tation qui présentent des effets gyroscopiques impactant fortement le système mécanique.
Pour représenter les rotors, deux modélisations seront utilisées. Pour les rotors présentant
des faibles déformations, une approche de dynamique de ligne d’arbre, déjà utilisée par
Roques [96], sera choisie par le fait qu’elle est nettement plus légère en terme de de-
grés de liberté que la seconde. Cette approche sera retravaillée pour être incluse aisément
dans le schéma des différences centrées (Lumping de la matrice de masse et formulation
de la matrice gyroscopique associée). Pour les rotors soumis aux balourds transitoires,
une modélisation volumique sera retenue mais nécessitera donc de calculer en pré requis
l’équilibre élasto-plastique associé aux forces centrifuges. En parallèle, une synthèse mo-
dale sera mise en place sur le modèle des parties statiques pour accélérer les temps de
calcul.

Au sujet de l’impact des pales contre les parties statiques,dans un premier temps,
nous nous attacherons à modéliser l’impact d’une pale contre un blindage. Cette situation
totalement arbitraire permettra d’appréhender la problématique de l’impact. Dans un se-
cond temps, le sujet de la perforation sera abordée. Dans la littérature plusieurs auteurs
se sont attachés à développer des méthodes de modélisation fines du phénomène. Leurs
modélisations sont souvent constituées de plus de 105DDL pour représenter une seule
perforation. Dans notre étude, une modélisation beaucoup plus légère sera recherchée en
se focalisant sur l’utilisation de l’élément fini brique à formulation coque (élément ShB8
dans Europlexus). Ce travail se conclura par des comparaisons calcul-essai dans deux
configurations simples de type impact d’un projectile sphérique et cylindro-conique sur
une plaque mince.

Ayant bâti ou développé à la fois une formulation adaptée pour la modélisation des
rotors et une méthodologie pour simuler la perforation, le problème mécanique corres-
pondant au Blade Shedding sera traité. Les résultats permettront de décrire plus en détails
les différents événements et trajectoires des débris.

Organisation du mémoire

Le manuscrit est organisé autour de quatre chapitres dont letroisième est classé Confi-
dentiel Industrie ainsi que quelques remarques notées en italique présentes dans le qua-
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trième chapitre. Dans la version Confidentiel Industrie, letroisième chapitre est complet
tandis que, dans la version libre, il est réduit à son introduction et sa conclusion. En
parallèle, cinq annexes fournissent des généralités sur laturbine à gaz, des rappels ma-
thématiques, des résolutions de problèmes mécaniques simples et quelques aspects de
modélisation.

Dans un premier chapitre, les éléments théoriques nécessaires à la construction de
modèles numériques sont développés. On retrouvera tout d’abord des généralités sur la
dynamique de ligne d’arbre et les chargements de balourd associés à la perte d’aube.
Dans un second temps, le schéma des différences centrées sera évoqué et l’on s’attachera
à s’assurer que celui-ci est stable lorsque le système mécanique présente des effets gy-
roscopiques. Ensuite pour accélérer les temps de calcul la formulation multi-domaines,
multi-pas de temps intégrée dans le code Europlexus par Faucher et Combescure [40]
sera présentée. Ces derniers avaient par ailleurs spécifié une modification dans la défini-
tion des synthèses modale de type Craig-Bampton. On s’attacher donc à regarder l’impact
de cette modification sur la modélisation du système et cela nous conduira à spécifier un
nouveau type de synthèse modale adaptée pour le domaine des moyennes fréquences.
Enfin la définition de l’élément de dynamique de ligne d’arbreadaptée au schéma des
différences centrées sera développée. La prise en compte des effets gyroscopiques sera
par ailleurs évoquée. Plusieurs exemples concluront ce chapitre en illustrant les différents
concepts et en précisant le comportement d’un rotor soumis àun départ de pale.

Dans un second chapitre, la thématique de l’impact et de la perforation sera traitée à
travers trois cas simples. Le premier cas concerne l’impactd’une pale éjectée d’un rotor
en rotation contre un blindage ce qui correspond à un impact isolé d’une pale dans la
situation de Blade Shedding. Dans ce premier cas, des modélisations des impacteurs et
impactés seront proposées afin d’identifier le minimum requis pour représenter correcte-
ment les plastifications et repliements de la pale. Dans le second cas, l’impact d’une bille
sur une plaque sera analysé tout d’abord d’un point de vue bibliographique et ensuite d’un
point de vue numérique. Pour représenter la fracture du matériau, la suppression des élé-
ments dépassant un critère sera utilisée. On s’attachera à évaluer deux critères, un premier
basé sur une déformation plastique comparé à un second dépendant du taux de triaxialité
moyen du chargement. Enfin, cette même modélisation sera ré-utilisée dans un troisième
cas d’étude correspondant à l’impact d’un projectile cylindro-conique sur une plaque dont
le matériau correspond à celui classiquement utilisé pour le blindage de Blade Shedding.
Ce troisième cas d’étude permettra ainsi d’aborder les caractérisations matériaux et de
comparer les capacités de rétention prédites numériquement à des capacités de rétention
obtenues expérimentalement.

Dans un troisième chapitre, la conception de la protection en survitesse par Blade
Shedding et les résultats d’essais, sur le moteur Makila, seront évoqués à travers quatre
points. Tout d’abord, une méthode pour spécifier la vitesse de départ de pales sera mise
en place et comparée à des résultats expérimentaux. Dans un second temps, les mesures
transitoires de la vitesse de rotation de la turbine libre seront dépouillées ce qui permettra
d’identifier la durée de départ de pales lors du phénomène. Dans un troisième temps, une
exploitation de ces mesures à travers une modélisation à 1DDL permettra d’estimer les
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couples d’entraînement et de décélération mis en jeu au cours du temps. Enfin dans une
quatrième partie, l’état des pièces après essai sera présenté.

Le quatrième chapitre sera dédié à la prédiction du comportement du moteur lors du
Blade Shedding. Tout d’abord, on s’attachera à présenter une simulation volumique de
l’ensemble du module turbine libre perdant les pales de son rotor (cf. figure 3). Dans un
second temps, une synthèse modale des parties statiques sera présentée : on s’attachera
à mettre en évidence la possibilité de réduire le super-élément à un nombre de degrés de
liberté minimum en satisfaisant des conditions sur le critère de masse effective et inertie
effective de la base modale. Les résultats qualitatifs permettront ensuite de mieux dis-
cerner l’ensemble des événements intervenant lors du contact puis de la perte des pales.
Une attention particulière sera portée aux efforts au niveau des attaches du moteur sur la
cellule.

FIG . 3: Vue d’un rotor pendant la perte des pales
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Chapitre 1

Méthodes numériques de modélisation
des systèmes linéaires

Dans ce premier chapitre, nous nous attachons à développer
les méthodes numériques de modélisation des systèmes

linéaires et de résolution de l’équation de la dynamique. Le
travail s’est focalisé sur la vérification de la convergencedes
algorithmes utilisés (différences centrées pour les systèmes

gyroscopiques, méthode itérative de Jacobi pour la prédiction
des accélérations) et sur de nouvelles définitions de synthèse

modale à interfaces fixes. On s’attachera par ailleurs à
développer un formalisme de dynamique d’arbre adapté à la
résolution transitoire par le schéma des différences centrées.
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1.1. Introduction

1.1 Introduction

Le présent chapitre détaille les méthodes numériques utilisées et développées pour
modéliser et résoudre le système mécanique sujet au phénomène de perte de pales à savoir
le turbomoteur lors d’une survitesse.

Un turbomoteur à turbine libre est une des variantes des turbines à gaz permettant de
délivrer sur un arbre à vitesse de rotation constante un couple d’entraînement variable
grâce à la récupération de l’énergie aérodynamique par des aubages1.

Sur ces machines, des excitations multiples sont présenteset associées aux solutions
technologiques (aubages, engrenages, roulements, pompes, injecteurs de carburant) ou à
des tolérances de fabrication dont la plus connue est le balourd résiduel après équilibrage
de la ligne d’arbre. Pour permettre le bon fonctionnement des machines, les systèmes mé-
caniques doivent supporter ces excitations. Au niveau conception, l’ingénieur développe
et spécifie le produit pour que le niveau vibratoire rencontré lors d’une résonance entraîne
des contraintes mécaniques raisonnables dans les zones sollicitées.

Lors d’une perte de pales, les forces mécaniques appliquéesà la structure excitent
respectivement le rotor et les parties statiques qui viennent elles-mêmes interagir avec
le rotor (voir les travaux de Cosme [30]). De ce fait, la prédiction de la réponse de la
turbomachine à de tels efforts nécessite de prendre en compte l’ensemble constitué à la
fois du rotor et du stator. Pour le stator, le problème mécanique correspond à un problème
de "masse - amortissement - ressorté". Dans le cas d’un rotor, le problème intègre des
effets gyroscopiques qui modifient le comportement vibratoire de la machine.

Pour aborder et comprendre les systèmes mécaniques sujets aux effets gyroscopiques,
les équations de la dynamique de ligne d’arbre seront développées dans une premier partie
en s’attachant notamment à l’écriture exacte de l’énergie associée à la présence d’une
pale sur un rotor. Ces équations seront résolues par la méthode des éléments finis. Une
discussion sur le type d’équations obtenues pour des systèmes non-axisymétriques en
rotation clôturera cette première partie.

Dans un second temps, les méthodes de résolution de l’équation de la dynamique
seront présentées en se focalisant plus particulièrement sur la méthode de résolution tem-
porelle de Newmark. La stabilité d’intégration de ces schémas sera notamment évoquée
lorsque les systèmes étudiés présentent des effets gyroscopiques. Cette démonstration
constitue une extension de la stabilité démontrée par Hughes [60]. On se focalisera en-
suite sur le schéma des différences centrées, unique méthode d’intégration temporelle
utilisée dans ces travaux, et le formalisme multi-domainesmulti-pas de temps développé
spécialement pour ce schéma.

Dans une troisième partie, on s’intéressera à la formulation des réductions de système
par synthèse modale à interfaces fixes. On démontrera tout d’abord que les opérations
proposées par Faucher et Combescure [40] ne modifient pas la qualité de la réduction de
Craig-Bampton. Dans un second temps, on présentera un nouvelle formulation constituant
une réduction optimale dans un domaine de fréquence que l’onsouhaite étudier. Cette

1Un descriptif plus approfondi intégrant notamment un historique de la turbine à gaz, la description du
cycle thermodynamique et l’avantage d’un turbomoteur à turbine libre est présenté en annexe A

11



1. Méthodes numériques de modélisation des systèmes linéaires

partie se conclura par l’intégration des super-éléments dans l’algorithme multi-domaines
et multi-pas de temps.

Dans une quatrième partie, on s’intéressera à la dynamique de ligne d’arbre intégré
dans le schéma des différences centrées. On présentera toutd’abord la formulation des
matrices de masse lumpée et gyroscopique associée. Ensuitele calcul de l’accélération au
pas de temps futur sera présenté : un algorithme de Jacobi sera choisi et on s’assurera de
la convergence de la méthode.

Enfin ce chapitre sera clôturé par des exemples numériques desuper-éléments et des
applications concernant une montée en vitesse d’un rotor etle départ de pales. Pour cette
dernière application, une confrontation à un essai présentdans la littérature sera réalisée
et permettra de rappeler le comportement d’une structure soumis à un chargement de type
heavyside.

1.2 Théorie de la dynamique rotor des lignes d’arbres

Concept Dans la dynamique rotor des lignes d’arbres, le rotor de forme générale axi-
symétrique est considéré comme une poutre de section variable présentant des masses
additionnelles au niveau des forts changements de section.Différentes formulations ont
été proposées notamment dans Muszynska [83] pour représenter les rotors avec des for-
mulations uniquement en translation ou uniquement en rotation. Ces concepts permettent
d’obtenir une formulation analytique et d’illustrer les phénomènes généraux intervenant
dans le comportement du rotor.

Actuellement, la formulation reliant à la fois l’aspect translation et l’aspect rotation
est la formulation de Lalanne et Ferraris [68] basée sur la description des poutres de
Timoshensko. En effet, la formulation des poutres de Timoshenko définit les mouvements
sur les degrés de liberté de translation et les degrés de liberté en rotation ce qui permet
de représenter correctement les poutres de tout diamètre (Sheu [101], Bigret [13]) et de
définir des effets gyroscopiques lorsque la poutre est en mouvement. L’application de
cette formulation à un rotor conduit ainsi à la définition de modes de vibration du système
avec des dépendances à la vitesse de rotation par les effets gyrsocopiques.

Dans cette formulation, le rotor est donc composé principalement de deux types d’élé-
ments : les éléments poutres de Timoshenko et les éléments masses additionnelles. Ces
deux éléments vont être développés par la suite en s’intéressant par ailleurs aux cas des
pales positionnées sur la périphérie d’un disque.

1.2.1 Calcul des énergies

Le repèreRO OXYZutilisé pour le calcul des énergies est présenté sur la figure1.1.
L’axe Z correspond à l’axe de rotation du système. Ce repère est un repère fixe.

Dans ce repère et avec l’hypothèse des petites rotations dans la directionX et Y, le
vecteur de vitesse angulaire qui relie le repèreRO 0XYZ au repèreR02 0X2Y2Z2 s’écrit
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FIG . 1.1:Repères de référence pour le calcul des énergies cinétiques

selon l’équation (1.1).

ω
R02
R02/RO

=





ωx

ωy

ωz



 =





ψ̇cos(φ)+ θ̇sin(φ)
−ψ̇sin(φ)+ θ̇cos(φ)

φ̇+ ψ̇θ



 (1.1)

1.2.1.1 Énergie cinétique d’un disque

Un disque se caractérise par un corps rigide dont les propriétés inertielles et l’énergie
cinétique sont calculées en son centre de gravité. Un disqueest caractérisé par un diamètre
intérieurRiD, un diamètre extérieurReD, une longueurhD et une masse volumiqueρD. La
masse du disqueMD vautπ(R2

eD−R2
iD)hDρD. Par les propriétés de symétrie du disque, sa

matrice d’inertie s’écrit simplement selon l’équation (1.2).

ID/O =





IDx 0 0
0 IDx 0
0 0 IDz



 (1.2)

Le termeIDz est en général dénommé inertie polaire et vautMD
2 (R2

eD+R2
iD). Le termeIDx

est en général dénommé inertie diamétrale puisqu’il est obtenu par intégration selon une
direction radiale. Il vautMD

12 (3R2
eD+3R2

iD +h2
D).

Le calcul de l’énergie cinétiqueTD dans le repère fixe 1.1 conduit à l’expression (1.3).

TD =
1
2

MD(u̇2+ v̇2)+
1
2
(IDx(ω2

x +ω2
y)+ IDzω2

z)

=
1
2

MD(u̇2+ v̇2)+
1
2

IDx(θ̇2+ ψ̇2)+
1
2

IDzφ̇2+ IDzφ̇ψ̇θ (1.3)

Les deux premiers groupes de termes de l’équation (1.3) caractérisent l’énergie des
vibrations de flexion, respectivement l’énergie de translation et l’inertie "d’oscillation"
comme cela est défini par Bigret[13]. Le troisième terme correspond à l’énergie de rota-
tion du disque et conduit à une équation de torsion. Le dernier terme caractérise les effets
gyroscopiques (Coriolis).
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1. Méthodes numériques de modélisation des systèmes linéaires

1.2.1.2 Énergie cinétique d’un arbre

L’énergie cinétiqueTS d’un arbre, ayant des propriétésρ, SetL, est déduite par exten-
sion de l’expression de l’énergie d’un disque.

TS =
ρS
2

Z L

0
(u̇2+ v̇2)dy+

ρI
2

Z L

0
(θ̇2+ ψ̇2)dy+ρILψ̇2+2ρI φ̇

Z L

0
ψ̇θdy (1.4)

1.2.1.3 Énergie de déformation d’un arbre

Selon la démonstration présente dans Lalanne et Ferraris [68], l’énergie de déforma-
tionUS d’un arbre symétrique sans précontrainte vaut :

US=
EI
2

Z L

0
[(

∂2u
∂y2 )2+(

∂2v
∂y2)2]dy (1.5)

1.2.1.4 Roulements et Paliers

Dans des approches de dynamique rotor, les paliers du rotor définissent la souplesse
des parties statiques et apportent de l’amortissement au système mécanique. Sur les tur-
bomoteurs d’hélicoptère, le composant majoritairement utilisé est le roulement méca-
nique qui peut être monté dans une cage souple supportée par un film d’huile (concept
du squeeze film damper, voir travaux de Defaye [35]). Les parties statiques sont alors
représentées par des rigidités transversales et croisées qui peuvent être associées à des
amortissements locaux selon l’équation (1.6).

[

Fu

Fv

]

= −
[

kxx kxy

kyx kyy

][

u
v

]

−
[

cxx cxy

cyx cyy

][

u̇
v̇

]

(1.6)

1.2.1.5 Énergie cinétique d’une pale

La pale constitue la partie fonctionnelle d’un rotor de turbine à gaz. Dans l’événement
de Blade Shedding, les pales se détachent du disque et il est intéressant de caractériser
le rotor en tenant compte de la présence ou non des pales. En effet, dans la littérature, la
perte d’une pale est seulement définie par une force d’excitation non constante dans le
temps réalisée par exemple dans l’ouvrage de Genta [42]. Cependant cet effet n’est pas le
seul puisque le rotor devient dissymétrique. Afin de définir l’effet complet d’une perte de
pale, l’énergie cinétique d’une pale est calculée pour aboutir à l’équation de la dynamique
associée.

Dans le repère fixeRO(0XYZ) défini sur la figure 1.2, la distance au centre de gravité
de la pale s’écrit selon l’équation (1.7). Comme la positionaxiale de la pale n’évolue pas
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FIG . 1.2:Définition de la position d’une pale

avec le temps, par dérivation, la vitesse s’écrit selon l’équation (1.8).

~OOP = (u+dcosφ)~x+(v+dsinφ)~y+w~z (1.7)

~V =
d ~OOP

dt
=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

u̇−dφ̇sinφ
v̇+dφ̇cosφ

0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(1.8)

La matrice d’inertie d’une pale classique de massemp calculée au pointOD dans le
repère tournantR2(OD,X2,Y2,Z) présente trois termes majoritaires selon la formulation
présentée équation (1.9). Les valeurs numériques associées à des pales de turbines libres
sont présentées par exemple dans les travaux [55].

IP/O2
=





IPxx 0 0
IPyy 0

sym IPzz



 (1.9)

En général, les termesIPyy et IPzz sont très proches à cause du déport de la masse (voir
théorème de Huygens :IPyy = IPyy/02

+ mpd2 avecd la distance du centre de gravité de
la pale à l’axe de révolution du rotor). Ces deux termes sont prépondérants sur les autres
termes, cependant le termeIPxx doit être conservé si l’on souhaite définir un disque équi-
valent (cf. eq. (1.15)).

En appliquant une rotation d’un angleβ selon l’axeZ, équation (1.10), la matrice
d’inertie d’une pale décalée d’un angleβ est trouvée, eq. (1.11).

Φβ =





cosβ sinβ 0
−sinβ cosβ 0

0 0 1



 (1.10)

IPβ/O = Φ−1
β IP/OΦβ =





IPxxcos2 β+ IPyysin2β (IPxx− IPyy)cosβsinβ 0
IPxxsin2β+ IPyycos2β 0

sym IPzz



 (1.11)
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1. Méthodes numériques de modélisation des systèmes linéaires

Un groupe de pales réparties sur un disque présente donc une matrice d’inertie définie
selon l’équation (1.12).

IPs/O =





IPsxx IPsxy 0
IPsyy 0

sym IPszz



 (1.12)

Lorsqu’un ensemble deZ pales est uniformément réparti sur un disque, la symétrie de
révolution est de nouveau vérifiée (1.13).

IZPs/O =





Z
2(IPxx+ IPyy) 0 0

0 Z
2(IPxx+ IPyy) 0

0 0 ZIPzz



 (1.13)

La démonstration de cette matrice diagonale passe par la formule de Moivre qui per-
met d’écrire les équations (1.14). De plus, cette matrice est valable si les termes extra-
diagonauxIPxy, IPxz, IPyzsont non nuls.

Z

∑
i=1

cos2(
i2π
Z

) =
Z
2

Z

∑
i=1

sin2(
i2π
Z

) =
Z
2

Z

∑
i=1

sin(
i2π
Z

)cos(
i2π
Z

) = 0

Z

∑
i=1

cos(
i2π
Z

) = 0
Z

∑
i=1

sin(
i2π
Z

) = 0 (1.14)

On remarquera par ailleurs qu’un ensemble de pales réparties uniformément autour
d’une géométrie peut être remplacé par un disque de densitéρ fixée et dont l’épaisseur,
les rayons intérieur et extérieur sont définis selon les équations (1.15).

heq =
√

12IPsxx−6IPszz
MPs

Rinteq =
√

IPszz
MPs

− MPs
2ρπheq

Rexteq=
√

2IPszz
MPs

−R2
inteq



















(1.15)

Lorsqu’un groupe de pales présente une symétrie autour d’une directionβ2, la matrice
d’inertie correspondant au groupe de pales possède des propriétés de symétrie avecIPsxz=
0 et IPsxx 6= IPsyy 6= IPszz.

Concernant l’énergie cinétiqueTP d’une pale, le calcul de l’énergie d’une pale conduit
à l’expression suivante :

TP =
mp

2
(u̇2+ v̇2 + φ̇2d2 +2φ̇dcos(φ+β)u̇−2φ̇dsin(φ+β))v̇+

IPzz(φ̇+ ψ̇θ̇)2+

1
2

IPyy(θ̇cos(φ+β)− ψ̇sin(φ+β))2 (1.16)
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1.2. Théorie de la dynamique rotor des lignes d’arbres

Pour un groupe deZ pales sans propriétés particulières de symétrie, le calculde l’éner-
gieTPs est mené à partir du tenseur d’inertieIPs/O et conduit à l’expression (1.17).

TPs=
1
2

Z

∑
i=1

mi(u̇
2+ v̇2)+Balbpsφ̇cos(φ+βbps)u̇−2φ̇dsin(φ+βbps))v̇+

IPszz(φ̇+ ψ̇θ)2+

1
2
(IPsxx(θ̇sinφ+ ψ̇cosφ)2+ IPsyy(θ̇cosφ− ψ̇sinφ)2

+ IPsxy(θ̇cosφ− ψ̇sinφ)(θ̇sinφ+ ψ̇cosφ)) (1.17)

Concernant la notation, le balourd équivalent à la présencedes pales est notéBalbps avec
sa direction associée dans le repère tournantβbps. Ces deux paramètres sont issus de la
résolution des équations (1.18)(1.19).

Balbps=

√

(
Z

∑
i=1

midi cosβi)2+(
Z

∑
i=1

midi sinβi)2 (1.18)

βbps=atan(
∑Z

i=1midi sinβi

∑Z
i=1midi cosβi

) (1.19)

Dans les expressions (1.16) et (1.17), en général, seules les premières lignes sont
prises en compte car elles conduisent à l’écriture des forces centrifuges sur le système.

Les secondes lignes définissent à la fois une équation de la dynamique en torsion et le
couplage gyroscopique que l’on reconnaît par le termeψ̇θ

Les troisièmes parties des équations (qui suivent respectivement IPsyy et IPsxx)
conduisent à une équation différentielle à coefficients périodiques. En effet, le repère uti-
lisé est un repère fixe qui permet de tenir compte des dissymétries des paliers tout en
conservant une équation à coefficients constants, voir les exemples mis en place dans La-
lanne et Ferraris [68], mais ne permet pas d’avoir une équation à coefficients constants
pour le cas d’une dissymétrie du rotor. Comme le démontre Afolabi [2] ou Nelson [85], le
problème mécanique peut être posé dans le repère fixe ou dans le repère tournant puisque
un changement de repère relie les deux systèmes de coordonnées. Cependant, si les dis-
symétries étudiées sont soit sur le stator soit sur le rotor,la dérivation de l’équation de la
dynamique est préférée respectivement dans le repère fixe oudans le repère tournant dans
le but d’obtenir une équation à coefficients constants.

Ayant défini une équation différentielle à coefficients constants, le problème aux va-
leurs propres quadratiques peut être posé et résolue. Une solution largement connue est
la linéarisation sous une forme compagnon et une résolutionpar un algorithme Q.R.
(Golub et Loan [48]), comme le définit Childs [26]. Cependantcette procédure présente
l’inconvénient de travailler sur des matrices hamiltonienne - anti-hamiltonienne ou anti-
hamiltonienne - hamiltonienne qui conduit à une perte de précision dans le calcul des
valeurs propres quadratiques. Tisseur et Meerbergen [108]) mettent en évidence cet as-
pect en confrontant l’algorithmepolyeig de MATLAB 6, qui utilise un algorithme QZ
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1. Méthodes numériques de modélisation des systèmes linéaires

sur une forme linéarisée compagnon, à l’algorithmeSquare-Reducedde Van Loan [76]
qui conserve la structure hamiltonienne : sur un cas simple,les solutions obtenues par le
premier algorithme présente des parties réelles non nullesfaibles mais supérieures à zéro
traduisant un comportement instable alors que le second donne des solutions purement
imaginaires et donc stables.

Pour le cas d’un système présentant seulement une dissymétrie sur le rotor, il est
judicieux de réaliser la dérivation des équations dans le repère tournant. Cette manipula-
tion permet d’obtenir une équation différentielle à coefficients constants comme le réalise
Muszynska [83]. Ces travaux montrent qu’un système présentant seulement des effets gy-
roscopiques n’est pas instable2 mais que s’il y a instabilité, cela provient des dissymétries
des paliers ou des rotors (Voir le cas exposé par Lalanne et Ferraris [68]).

Dans le cas où le système comporte à la fois des dissymétries sur le rotor et sur le
stator, aucun repère ne permet alors d’obtenir une équationà coefficients constants. Pour
étudier la stabilité du système, Guilhen [50] propose de vérifier que le rayon spectral de la
matrice d’amplification du système au cours d’une période reste inférieur à 1. Pour réaliser
cette opération, les équations sont discrétisées en temps par un schéma d’intégration de
type Runge-Kutta ou de Newmark implicite.

1.2.2 La méthode des éléments finis

Basée sur les principes de la formulation variationnelle ouformulation faible, la mé-
thode des éléments finis permet de rechercher une solution approchée d’une équation aux
dérivées partielles par discrétisation d’un domaine avec conditions aux bords. Sauf cas
particuliers, la discrétisation passe par une redéfinitionet une approximation de la géo-
métrie, on considère donc le problème posé sur la géométrie approchée par un domaine
polygonal ou polyédrique par morceaux. Le maillage du domaine permet de définir un dé-
coupage linéique, surfacique ou volumique selon le type du domaine (1D, 2D, 3D) dont
les segments, pavés ou briques sont les éléments finis. Chaque élément fini supporte des
fonctions de forme de déplacement, ce qui permet par leur association d’approximer le
champ de déplacement de la structure.

La méthode des éléments finis appliquée au domaine de la dynamique rotor est large-
ment documentée notamment dans Lalanne et Ferraris [68] et implémentée dans de nom-
breux codes d’origines universitaires (ROTORINSA) ou commerciaux (ANSYS V11).
Dans ces deux précédents codes, la définition de la géométriedu rotor est réalisée à l’aide
des deux types d’éléments énoncés dans la partie précédente: les disques et les poutres
définis au sens de Timoshenko.

Dans cette formulation, la poutre est définie par deux noeudsprésentant chacun quatre
degrés de liberté : deux degrés de translation et deux degrésde rotation, figure 1.3. Cet
aspect permet de tenir compte directement des effets gyroscopiques du système. Le vec-
teur des déplacements nodaux d’un élément poutre est synthétisé dans les expressions

2Mathématiquement, cet aspect est démontré par Tisseur et Meerbergen [108].
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FIG . 1.3:Définition de l’élément de type poutre

(1.20)(1.21)(1.22).

qt =
[

ui vi θi ψi u j v j θ j ψ j
]

(1.20)

qt
u =

[

ui θi u j θ j
]

(1.21)

qt
v =

[

vi ψi v j ψ j
]

(1.22)

Les fonctions de formes associées respectivement au déplacement selon l’axeX (u =
N1(z)qu) et selon l’axeY (v = N2(z)qv) sont exprimées dans les équations (1.23)(1.24).

N1(z) = [1− −3z2

L2 +
2z3

L3 ;z− 2z2

L
+

z3

L2 ;
3z2

L2 − 2z3

L3 ;−y2

L
+

y3

L2 ] (1.23)

N2(z) = [1− −3z2

L2 +
2z3

L3 ;−z+
2z2

L
− z3

L2 ;
3z2

L2 − 2z3

L3 ;
y2

L
− y3

L2 ] (1.24)

Grâce à la définition des fonctions de formes, les termesu etv de l’énergie cinétique (1.4)
et déformation (1.5) de la poutre sont connus en fonction desparamètres nodauxq. Les
termesθ et ψ sont obtenus par les définitionsθ = ∂u

∂z et ψ = −∂v
∂z.

Dans cette définition qui est littéralement extraite de Lalanne et Ferraris [68], il est
supposé qu’une section de la poutre reste droite par rapportà la ligne déformée. Cet
aspect est mis en défaut lors d’un changement de section et donc en particulier pour un
disque. L’analyse réalisée dans l’annexe C permet d’éclairer cette définition et ainsi de
mieux représenter un rotor réel avec les deux seuls types d’éléments proposés.

1.2.3 Équations de la dynamique

Ayant une définition de l’énergie totale d’un système, l’application de l’équation de
Lagrange (1.25) sur les énergies conduit à l’écriture matricielle de l’équation de la dyna-
mique (1.26). Le termëψG est en général négligé car il est bien inférieur àK.

d
dt

(
∂T
∂q̇

)− ∂T
∂q

+
∂U
∂q

= Fq (1.25)

Mq̈+(C+ φ̇G)q̇+(K + φ̈G)q = F(t) (1.26)

En ne considérant pas l’énergie d’une pale, l’équation de ladynamique est une équa-
tion différentielle ordinaire à coefficients constants, cequi correspond à la définition d’un
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problème aux valeurs propres quadratiques (cf. annexe B). Sa résolution est par ailleurs
bien documentée notamment par Tisseur et Meerbergen [108].L’équation (1.26) peut être
écrite sur le système assemblé ou dé-assemblé. Le processusd’assemblage correspond à
l’opération durant laquelle les noeuds présentant la même position sont considérés comme
identiques si la matière est continue en ce point ou différents si la matière est disjointe.
Cette opération peut être réalisée sur l’équation de l’énergie mais aussi sur le système
après application de l’équation de Lagrange, ce qui permet d’écrire les matrices élémen-
taires d’un disque, d’une poutre et des pales.

1.2.3.1 Matrices élémentaires d’un disque

Un disque est représenté par un noeud unique présentant 3 translations et 3 rotations.
L’application de l’équation de Lagrange sur l’énergie d’undisque, équation (1.3), permet
d’obtenir les deux matrices suivantes.

M =

















MD 0 0 0 0 0
MD 0 0 0 0

MD 0 0 0
IDx 0 0

sym IDx 0
IDz

















GD =

















0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 0 0 0
0 IDz 0

0 0
antisym 0

















(1.27)

1.2.3.2 Matrices élémentaires d’une poutre

La poutre est représentée par deux noeuds présentant chacun2 translations et 2 ro-
tations,qt =

[

ui vi θi ψ j u j v j θ j ψ j
]

. L’application de l’équation de Lagrange
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sur l’énergie totale du système permet d’obtenir les quatrematrices suivantes.

Me = MTe+MIe (1.28)

MTe =
ρSL
420

























156 0 0 −22L 54 0 0 13L
156 22L 0 0 54 −13L 0

4L2 0 0 13L −3L2 0
4L2 −13L 0 0 −3L2

156 0 0 22L
156 −22L 0

4L2 0
Sym 4L2

























(1.29)

MIe =
ρI

30L

























36 0 0 −3L 36 0 0 −3L
36 3L 0 0 36 3L 0

4L2 0 0 −3L −L2 0
4L2 −3L 0 0 −L2

36 0 0 3L
36 −3L 0

4L2 0
Sym 4L2

























(1.30)

Ge =
ρI

15L

























0 −36 −3L 0 0 36 −3L 0
0 0 −3L −36 0 0 −3L

0 −4L2 −3L 0 0 L2

0 0 −3L −L2 0
0 −36 3L 0

0 0 3L
0 −4L2

Antisym 0

























(1.31)

Ke =
EI
L3

























12 0 0 −6L −12 0 0 −6L
12 6L 0 0 −12 6L 0

4L2 0 0 −6L 2L2 0
4L2 6L 0 0 2L2

12 0 0 6L
12 −6L 0

4L2 0
Sym 4L2

























(1.32)

La première matriceMTe correspond à la masse issue de l’énergie de translation du sys-
tème tandis que la seconde matriceMIe correspond à l’inertie de rotation issue de l’énergie
de rotation.La troisième matriceGe définit les effets gyroscopiques sur le système, elle
est associée à l’énergie de rotation (cf. Nelson [85]). La quatrième matrice correspond à
la matrice classique d’une poutre en flexion.

21



1. Méthodes numériques de modélisation des systèmes linéaires

1.2.3.3 Matrices élémentaires de pales

Les pales sont positionnées classiquement sur un disque. Les matrices qui sont écrites
ci-dessous correspondent uniquement à l’application des équations de Lagrange (1.33) sur
le troisième terme de l’énergie cinétique (1.17). Le vecteur qT

i est donc réduit à
[

θi ψi
]

.
Les matrices inertielles à coefficients périodiques sont présentées éqs. (1.34)(1.35).

d
dt

(
∂T
∂q̇i

)− ∂T
∂qi

= MPlsq̈i + φ̇GPlsq̇i (1.33)

MPls =

[

IPsxxcosφ2+ IPsyysinφ2− IPsxysin(2φ) (IPsxx− IPsyy)cosφsinφ+ IPsxycos(2φ)
sym IPsxxsinφ2+ IPsyycosφ2+ IPsxysin(2φ)

]

(1.34)

GPls =

[

(IPsyy− IPsxx)cosφsinφ−2IPsxycos2φ (IPsyy− IPsxx)cos2φ−2IPsxysin2φ
sym (IPsxx− IPsyy)cosφsinφ−2IPsxycos2φ

]

(1.35)

Dans la suite du travail, les matrices à coefficients périodiques n’ont pas été utilisées car
le problème mécanique est résolu dans un premier temps sur des maillages volumiques
3D intégrant la définition temporelle du rotor, des pales et du stator. Cependant cet aspect
aurait du être pris en compte lors des simulations du moteur modélisé par des approches
de dynamique de ligne d’arbre excité par la perte de pale.

1.3 Résolution de l’équation de la dynamique

Pour résoudre les équations de la dynamique des structures,deux approches sont pos-
sibles : la superposition modale et l’intégration temporelle directe. Ces deux méthodes
sont formellement différentes et adaptées à la résolution de problèmes différents.

La superposition modale est adaptée pour la recherche de l’état d’équilibre du système
soumis à une excitation non variante dans le temps et ne présentant pas de variations de
son comportement en fonction de son chargement (Domaine élastique). En général, l’état
d’équilibre est recherché pour différentes excitations évoluant en fonction de leur fré-
quence. Ce processus porte le nom de réponse forcée du système. En général, la réponse
forcée du système est précédée du calcul de la réponse libre du système qui permet d’éva-
luer l’évolution des fréquences de résonances et de la stabilité du système en fonction de
la vitesse de rotation. La calcul de la réponse libre du système qui consiste finalement à
résoudre un problème aux valeurs propres quadratiques porte le nom d’analyse modale et
est traité dans la sous partie 1.3.1. Le calcul de la réponse forcée par superposition modale
ne sera pas traité dans la thèse car il n’a pas été utilisé dansles travaux présentés.

Au contraire, dans la résolution par intégration temporelle directe, l’objectif est de
connaître l’évolution spatiale et temporelle du système tout en prenant en compte les va-
riations de chargements et de comportements. Le schéma d’intégration qui a été retenue
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1.3. Résolution de l’équation de la dynamique

est le schéma des différences centrées qui appartient à la famille des schémas de New-
mark. Nous nous intéressons tout d’abord à démontrer la stabilité d’un tel schéma sur
un système présentant des effets gyroscopiques, ce travailconstitue une extension des la
démonstration de Hughes [60]. Ensuite l’intégration du schéma des différences centrées
dans la méthode éléments finis sera évoquée. Enfin la méthode d’accélération de calcul
par décomposition en sous domaines et multi pas de temps seraprésentée.

1.3.1 L’analyse modale ou résolution du problème libre

L’équation de la dynamique à coefficients constants (1.26) sans second terme est réso-
lue en général sur une base modale réduite. Cette base modaleest obtenue par la résolution
du problème aux valeurs propres généraliséesM−K.

En effet, dans la méthode des éléments finis, le champ de solution est approximé par
morceaux ce qui entraîne que la plage de fréquences du système est toujours plus grande
que la plage de fréquences d’excitation. Pour éviter de résoudre le problème aux valeurs
propres quadratiques sur l’ensemble du champ des solutions, le problème est résolu en
deux temps. Tout d’abord, le problème aux valeurs propres généralisées défini uniquement
par les parties symétriques définies positives deM et K est résolu. Ensuite, le système
mécanique est projeté sur la base des premiers modes de structure obtenus. Le problème
aux valeurs propres quadratiques est redéfini, linéarisé puis résolu généralement dans des
applications de dynamique rotor par un algorithme Q.R. (Childs [26]) pour une gamme de
vitesse. La réduction du nombre d’inconnues dans le problème quadratique permet ainsi
de réduire les temps de calculs et les espaces mémoires.

Application Pour illustrer le principe d’une analyse modale, un rotor qui est extrait de la
bibliographie (Lalanne et Ferraris [68]) est étudié. Ce système simple intègre l’ensemble
des phénomènes de dynamique rotor et est représenté sur la figure 1.4. Le rotor est com-
posé d’un arbre symétrique de longueurL = 0.4, supporté par des paliers relativement
rigides à ses extrémités, avec un disque à une longueurl1 = 2

3L et un palier situé à une
longueurl2 = 1

3L.
Les autres données numériques sont précisées dans le tableau 1.1.
Pour ce cas d’étude, le disque sera considéré rigide alors que l’arbre sera considéré

élastique et de section constante sur toute la longueur. Pour le modèle éléments finis,
l’arbre est divisé en 6 éléments équidistants, ce qui permetde positionner le disque sur un
noeud de la discrétisation.

Le résultat des analyses modales est présenté sur le diagramme de Campbell (Figure
1.5). Pour rappel, le diagramme de Campbell donne l’évolution des fréquences de vibra-
tion des modes en fonction de la vitesse de rotation du rotor.De ce fait seule la partie
imaginaire des solutions du problème aux valeurs quadratiques est donc présentée.

Le couplage gyroscopique est mis en avant sur le diagramme avec une évolution de la
fréquence de vibration en fonction de la vitesse de rotation. En effet, la partie imaginaire
de la solution qui caractérise la fréquence de vibration du mode évolue en fonction de la
vitesse de rotation. Les modes qui sont proches à vitesse de rotation nulle (quasi-symétrie
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Arbre

Disque

Balourd

Paliers

FIG . 1.4:Configuration du rotor

du système enX et Z) se dédoublent en deux modes. Le mouvement associé à ces deux
modes correspond à une rotation dans des sens différents. Lemode à la plus basse fré-
quence tourne dans le sens opposé à la rotation du rotor "Backward whirl" alors que le
mode à la fréquence plus haute tourne dans le même sens que le rotor "Forward whirl".

Par ailleurs, dans le cas d’excitations synchrones et pour des systèmes axisymétriques,
seul le mode dans le sens direct "Forward mode" répond à l’excitation. Les courbes de
déplacement sous réponse forcée mettent clairement en évidence ce principe.

1.3.2 Les schémas d’intégration de Newmark

Le schéma d’intégration de Newmark [87] est une méthode à un pas. L’état du système
en vitesse et déplacement à l’instant donnétn+1 = tn+∆t est calculé en fonction de l’état
connu à l’instanttn par la formule de Taylor. Les approximations de l’accélération dans
l’intervalle [tn+1− tn] sont réalisées par des interpolations linéaires en fonction des termes
q̈n et q̈n+1 et de deux paramètresγ et β pour l’obtention respectivement de la vitesse au
pas suivant (1.36) et du déplacement au pas suivant (1.37). Une définition plus complète
est présente dans l’ouvrage de Géradin et Rixen [44].

q̇n+1 = q̇n+(1− γ)∆tq̈n+ γ∆tq̈n+1 (1.36)

qn+1 = qn+∆tq̇n+∆t2(
1
2
−β)q̈n+∆t2β∆t2q̈n+1 (1.37)

L’accélération à l’instanttn+1 est associée aux vitesses et déplacements à l’instanttn+1 se-
lon l’équation de la dynamique (1.26), ce qui permet de pouvoir écrire le schéma temporel
sous la forme (1.38).

yn+1 = Ayn+Ln (1.38)

yn+1 =
[

q̇n qn
]t

sont les quantités au pas de tempsn+1,yn les quantités au pas de temps
n et Ln les efforts appliqués sur le système.A correspond à la matrice d’amplification du
système, elle n’est pas écrite explicitement ici.
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(a) Disque
Rd

i 0.01 m Rd
e 0.15 m

Épaisseur 0.03 m Densité 7800 kg/m3

(b) Arbre
Rayon 0.01 m Longueur totale 0.4 m
Densité 7800 kg/m3 E 200 GPaµ 0.3

(c) Balourd
Masse 10−4 kg Phase intiale 0 rad

Distance à la fibre neutre 0.15 m

(d) Palier central
Raideur kp

xx 2 105 N/m kp
xy 0 N/m

kp
yx 0 N/m kp

yy 5 105 N/m
Amortissement cp

xx 100 N s/m cp
xy 0 N s/m

cp
yx 0 N s/m cp

yy 40 N s/m

(e) Paliers rigides
Rigidité kp

xx 5 108 N/m kp
xy 0 N/m

kp
yx 0 N/m kp

yy 5 108 N/m

TAB. 1.1:Caractéristiques mécaniques du rotor

1.3.2.1 Définition de la stabilité d’un schéma d’intégration

Un schéma d’intégration est dit stable s’il existe un pas d’intégration∆t0 > 0 tel que
pour tout∆t ∈ [0,∆t0], une perturbation finie du vecteur d’état à l’instant tn n’entraîne
qu’une modification non croissante du vecteur d’état yn+ j calculé à un instant ultérieur
tn+ j . Source Géradin et Rixen [44]

La forme (1.38) correspond à la forme approximée de la fonction exacte qui peut
s’exprimery(tn+1) = Ay(tn)+Ln+τ(tn). L’erreureà l’instanttn+1 peut être ainsi calculée
selon l’expression (1.39).

en+1 = y(tn+1)−yn+1 = A(y(tn)−yn)+ τ(tn) =
n

∑
i=0

Aiτ(tn−i) (1.39)

On remarque que l’erreur de l’intégration est associée à la matrice d’amplificationA. De
ce fait, l’erreuresera bornée si les paramètres d’intégration conduisent à unrayon spectral
deA inférieur à 1.

1.3.2.2 Analyse de la stabilité du schéma d’intégration de Newmark

La stabilité du schéma de Newmark [87] a été grandement clarifiée par Hughes [60].
Hughes étudie une équation de la dynamique classique :Mq̈+Cq̇+Kq= F réduite dans
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FIG . 1.5: Évolutions des parties imaginaires du problème aux valeurspropres quadra-
tiques des trois premières solutions en fonction de la vitesse de rotation (Diagramme de

Campbell)

la base modale du problème aux valeurs propres généraliséesM−K et avec une matrice
C proportionnelle àM ou K (amortissement proportionnel de Rayleigh [95]).

Les principaux résultats de son étude montrent que :
- le schéma d’intégration est inconditionnellement stablesi

2β ≥ γ >
1
2

(1.40)

- le schéma d’intégration est conditionnellement stable si

γ ≥ 1
2

(1.41)

β <
1
2

γ (1.42)

La condition de stabilité est alors matérialisée par la condition (1.43) avecΩ = ω∆t, ω la
plus grande fréquence de résonnance du système étudié et∆t le pas de temps d’intégration.

Ω ≤ Ωcrit (1.43)

Ωcrit =
ξ(γ− 1

2)+(1
2γ−β+ξ2(γ− 1

2)2)
1
2

(1
2γ−β)

(1.44)

Le domaine de stabilité de l’algorithme de Newmark pour un système non amorti est
représenté sur la figure 1.6. L’étude de Hughes [60] se poursuit sur la précision de l’al-
gorithme. En effet, même si la matrice d’amplificationA doit être inférieure à 1, elle doit
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FIG . 1.6: Stabilité de l’algorithme de Newmark dans le cas non amorti,source Géradin
et Rixen [44]

rester le plus proche de 1 pour ne pas introduire de l’amortissement numérique dans le
système. Ceci se caractérise par une erreur relative d’amplitude qui est définie par Gé-
radin et Rixen [44]. Ceux-ci démontrent que le paramètreγ doit être égal à1

2 pour ne
pas introduire un amortissement numérique ( voir les travaux de Bonello et Hai [17] sur
l’évolution des résultats en fonction du paramètreγ).

1.3.2.3 Analyse de la stabilité du schéma d’intégration de Newmark pour un sys-
tème en rotation

Dans le cas d’un système en rotation, le système mécanique est modifié par les effets
gyroscopiques qui viennent coupler les mouvements dans un plan du système avec ceux
du plan transverse. Ces considérations se démontrent aisément sur des systèmes en 1D
de type poutre (Lalanne et Ferraris [68]) mais sont aussi présents dans des systèmes en 3
dimensions (Combescure et Lazarus [29], Genta [42]).

L’étude qui va suivre consiste à étudier une équation de la dynamique présentant un
couplage entre ces deux plans. L’équation de la dynamique correspondante s’écrit

Mq̈+(C+ωG)q̇+Kq= F (1.45)

avecC une matrice proportionnelle aux matricesM−K, G une matrice antisymétrique et
ω la vitesse de rotation3. M correspond à la matrice de masse du système qui est la somme
de la matrice de translationMT et la matrice d’inertie de rotationMI associée à l’énergie
de rotation du système4.

Afin de simplifier la démonstration qui suit, la matriceMI est considérée proportion-
nelle à la matrice de masseM. Par cette hypothèse, sur la base des vecteurs propres du

3On notera à partir d’ici,ω la vitesse de rotation du système ou la fréquence d’excitation du système et
ω̃ la ou les fréquences de résonance du système.

4L’écriture matricielle utilisée par Nelson [85] met clairement en évidence ce point.
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problèmes aux valeurs propres généraliséesM−K normalisée selon la matrice de masse
(I = ΦTMΦ, Ω̃2 = ΦTKΦ), la matriceGp = ΦTGΦ est strictement inférieure à 1 et pré-
sente un couplage uniquement présent entre les modes orthogonauxX−Y du système. Le
système se réécrit alors sous une forme scalaire entre les deux équations (1.46)(1.47).

ü+2ξω̃u̇+ηωv̇+ ω̃2u = Fu(ω) (1.46)

v̈+2ξω̃v̇−ηωu̇+ ω̃2v = Fv(ω) (1.47)

Le couplage est caractérisé par un termeη et la vitesse de rotationω du système méca-
nique.

Intéressons nous à la matrice d’amplification d’un tel système résolu par le schéma
d’intégration de Newmark. Comme le souligne Belytschko etal. [10], les valeurs propres
de la matrice d’amplificationA correspondent aux valeurs propres généralisées de la ma-
trice d’amplification généraliséeA1-A2. L’analyse des valeurs propres du système à quatre
degrés de libertéqT

n =
[

un u̇n vn v̇n
]

est donc réalisée sur le problème généralisé pour
conserver la structure du problème.

A1yn+1 = A2yn +Ln (1.48)

A1 =








1+∆t2βω̃2 2∆t2βξω̃ 0 ∆t2βηω
∆tγω̃2 1+2∆tγξω̃ 0 ∆tγηω

0 −∆t2βηω 1+∆t2βω̃2 2∆t2βξω̃
0 −∆tγηω ∆tγω̃2 1+2∆tγξω̃









A2 =










1− ∆t2

2 (1−2β)ω̃2 ∆t(1−∆t(1−2β)ξω̃) 0 −∆t2

2 (1−2β)ηω
−∆t(1− γ)ω̃2 1−2∆t(1− γ)ξω̃ 0 −∆t(1− γ)ηω

0 ∆t2

2 (1−2β)ηω 1− ∆t2

2 (1−2β)ω̃2 ∆t(1−∆t(1−2β)ξω̃)
0 ∆t(1− γ)ηω −∆t(1− γ)ω̃2 1−2∆t(1− γ)ξω̃











Les matricesA1-A2 présentent une anti-symétrie par bloc qui est conservée pour la re-
cherche du déterminantdet(A2−λA1), eq. (1.49), et qui rend le déterminant calculable,
eq.(1.50).

A2−λA1 =

[

A B
−B A

]

(1.49)

det

[

A B
−B A

]

= det(A+ iB)det(A− iB) (1.50)

En écrivant les matricesA+ iB et A− iB, il est aisément démontrable que le termeiωη
est positionné à coté du terme d’amortissement classiqueξ. En conclusion, pour un sys-
tème en rotation, la stabilité d’un schéma d’intégration doit être étudiée avec un termeξ′
équivalent complexe (1.51) alors qu’il est supposé réel dans un système non tournant.

ξ′ = ξ± iωη
2ω̃

(1.51)
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1.3.2.4 Analyse de la stabilité d’un schéma d’intégration avec un terme d’amortis-
sement complexe

La matrice d’amplificationA se réécrit donc de la même manière que celle proposée
initialement par Hughes [60] en gardant en considération lefait que le terme d’amortisse-
mentξ est complexe.

A′
1yn+1 = A′

2yn +Ln (1.52)

A′
1 =

[

1+∆t2βω̃2 2∆t2βξ′ω̃
∆tγω̃2 1+2∆tγξ′ω̃

]

A′
2 =

[

1− ∆t2

2 (1−2β)ω̃2 ∆t(1−∆t(1−2β)ξ′ω̃)
−∆t(1− γ)ω̃2 1−2∆t(1− γ)ξ′ω̃

]

Le calcul des valeurs propres de ce système est de nouveau réalisé sur le système généra-
liséA′

2−λA′
1. L’équation caractéristique ce dette matrice se met sous laforme (1.53).

λ2−2A′
1λ+A′

2 = 0 (1.53)

A′
1 = 1−

[

ξ′ω̃+ ω̃2(γ+
1
2
)/2

]

/D′

A′
2 = 1−

[

2ξ′ω̃+ ω̃2(γ− 1
2
)

]

/D′

D′ = 1+2γξ′ω̃+βω̃2

Ω̃ = ω̃∆t

La suite de la démonstration proposée par Hughes ne peut plusêtre utilisée car l’équation
caractéristique est complexe. Par ailleurs la solution proposée par Betyschko etal. [10],
qui recherche le domaineA′

1,A
′
2 par le critère de Routh, ne fonctionne pas non plus. En

effet, le critère de Routh est associé à un polynôme à coefficients réels ce qui n’est pas le
cas-ici. Si la stabilité devait être testée sur un grand nombre de degrés de liberté, l’exten-
sion du critère de Routh aux polynômes à coefficients complexes, proposée par Benidir
[11], pourrait être une solution envisageable. Dans le contexte de cette démonstration,
l’équation (1.53) est seulement du second degré et peut êtreréécrite sous la forme (1.54).

(1+ iγE)λ2−2(A1+ i(γ− 1
2
)E)λ+A2+ i(γ−1)E = 0 (1.54)

A1 = 1−
[

ξΩ̃+ Ω̃2(γ+
1
2
)/2

]

/D

A2 = 1−
[

2ξΩ̃+ Ω̃2(γ− 1
2
)

]

/D

E =
Ωη∆t

D
D = 1+2γξΩ̃+βΩ̃2
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Suivant la méthode par Hilber [58], le domaineA1-A2et ici E dans lequel la norme de
la solution est inférieure à 1 est recherché en analysant tout d’abord la limite de stabilité
|λ| = 1 avecλ = eiα.

- Si α = 0, l’écriture de la partie réelle de (1.54) conduit à l’équation 1−2A1+A2 = 0
tandis que la partie imaginaire s’annule.

- Si α = π, la partie réelle de (1.54) conduit à l’équation 1+2A1 +A2 = 0 tandis que
la partie imaginaire imposeγ = 1

2.
- Si 0< α < π ou−π < α < 0, en proposant les conditionsγ = 1

2, A2 = 1 et|A1|= 1+ζ
(ζ ∈ [−1;1[), il peut être démontré que la norme deλ est égale à 1 sous la condition que
E2−8ζ+4ζ2 > 0.

Ainsi le domaine associé aux conditions de Hughes [60] surA1−A2 est inclus dans ce
nouveau domaine ce qui démontre que les conditions de stabilité du schéma d’intégration
de Newmark présentées selon les équations (1.40)-(1.43) restent valables pour un système
présentant des effets gyroscopiques. Pour le schéma des différences centrées, les effets
gyroscopiques conduisent à augmenter le domaine de stabilité de la méthode.

La condition de stabilité du schéma de Newmark ayant été démontrée, on s’intéresse
maintenant à la résolution d’un problème par le schéma des différences centrées dont les
paramètres d’intégration sontγ = 1

2 et β = 0. Il s’agit donc d’un schéma conditionnelle-
ment stable.

Application Pour illustrer la stabilité de ce schéma d’intégration, définissons l’équation
de la dynamique (1.55) correspondant à la modélisation Rayleigh-Ritz par un mode d’un
système proche de celui présenté dans la sous partie 1.3.1 (H(t) correspond à la fonction
Heavyside) avec une condition initialeq(t = 0) = 0.

[

14 0
0 14

]

q̈+

[

0 3
−3 0

]

ωq̇+

[

1.2 0
0 1.2

]

106q =

[

1
0

]

H(t) (1.55)

Dans Lalanne et Ferraris [68], les fréquences des deux modessont données explicitement
en fonction de la vitesse de rotationω. On notera qu’à l’arrêt, ces deux fréquences sont
égales et lorsque le système se met à tourner, ces deux fréquences se séparent : une fré-
quence baisse tandis que la second monte. De ce fait, la fréquence de résonance maximum
du système est plus grande que la valeur à l’arrêt.

D’après la condition de Hughes, le pas de temps d’intégration de ce système doit
rester inférieur à∆ts = 6.8−3s. La résolution de l’équation (1.55) est menée dans quatre
situations :

- un pas d’intégration de∆t = 6.8 10−3s sans effet gyroscopique (ω = 0),
- un pas d’intégration de∆t = 6.9 10−3s sans effet gyroscopique (ω = 0),
- un pas d’intégration de∆t = 6.9 10−3s avec une vitesse de rotationω = 500Rad/s

et
- un pas d’intégration de∆t = 7.0 10−3s avec une vitesse de rotationω = 500Rad/s.

Les résultats en terme d’excentrationr =
√

q2
1+q2

2 sont présentés sur la figure 1.7.
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(b) ∆t = 6.9 10−3s, ω = 0
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(c) ∆t = 6.9 10−3s,
ω = 500Rad/s
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(d) ∆t = 7.0 10−3s,
ω = 500Rad/s

FIG . 1.7:Excentrations du système en fonction du pas de temps d’intégration∆t et de la
vitesse de rotationω

Dans le cas où la vitesse de rotation est nulle, on remarque que la condition de stabilité
∆t < ∆ts définit bien la stabilité du schéma d’intégration, ce qui n’est pas le cas pour
le système en rotation àω = 500Rad/s. En effet, même si la fréquence de résonance
maximum augmente, le pas de temps∆t peut être légèrement supérieur à∆ts sans pour
autant rendre l’algorithme d’intégration instable. De ce fait, il n’est pas nécessaire de
calculer la fréquence de résonance maximum du système avec effet gyroscopique pour
s’assurer que le schéma d’intégration sera stable.

1.3.3 Schéma des différences centrées

L’équation de la dynamique, obtenue par exemple par la méthode des éléments finis,
est rappelée équation (1.56) :

Mq̈+(C+ ψ̇G)q̇+(K)q = ψ̇2F1(t)+ ψ̈F2(t) (1.56)

En utilisant le schéma des différences centrées (1.57)(Schéma de Newmark avecβ = 0
et γ = 1

2), l’équation matricielle peut être résolue.

{

q̇n+1 = q̇n+ ∆t
2 (q̈n+1 + q̈n)

qn+1 = qn+∆t
(

q̇n+ ∆t
2 q̈n

) (1.57)
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1. Méthodes numériques de modélisation des systèmes linéaires

∆t ≤ 2
ω̃max

(1.58)

Dans les équations (1.57),q définit les degrés de liberté du système, ˙q les vitesses
nodales, et ¨q les accélérations. L’indicen définit une quantité au tempsn∆t alors que
l’indice n+1 définit une quantité au temps(n+1)∆t. ∆t est le pas de temps satisfaisant
la condition (1.58).

Dans un solveur éléments finis explicite (LsDyna, Europlexus), l’algorithme d’inté-
gration temporel (1.57) appliqué à une équation ne présentant pas de termes sur la vitesse
est implémentée comme suit.

- Les quantités sont connues au pas de tempsn et la vitesse intermédiaire ˙qn+ 1
2

peut
être trouvée par l’équation (1.59) :

q̇n+ 1
2
= q̇n+

∆t
2

q̈n (1.59)

- qn+1 est ensuite calculé par la seconde équation des différencescentrées, éq. (1.57).
- Connaissant le déplacement de la structure, les forces internes peuvent être définies

au tempsn+ 1. Si une non linéarité est présente dans la structure, la calcul des forces
est directement réalisé par intégration des contraintes dans l’élément, éq. (1.60) avecBe

la matrice élémentaire reliant les déformations aux déplacements nodaux etσ(ε, ε̇) la
contrainte dans le volumeV.

FInt(tn+1) =

Z

V
BT

e σ(ε, ε̇)dV (1.60)

- q̈n+1 est trouvé directement par la première équation des différences centrées, éq.
(1.61), et ˙qn+1 est finalement donné par (1.62).

Mq̈n+1 = FExt(tn+1)−FInt(tn+1) (1.61)

q̇n+1 = qn+ 1
2
+

∆t
2

q̈n+1 (1.62)

La résolution d’un problème par l’algorithme présenté ci dessus est intéressant si les
non-linéarités ou les variations de chargements sur la structure sont importants. Cependant
ce n’est pas toujours le cas et il est courant que le système présente des domaines dans
lesquels les pas de temps d’intégration soient plus faiblesque dans d’autres domaines
présentant à la fois un nombre d’éléments plus élevé et un pasd’intégration plus grand.
Dans ce contexte, la méthode des sous domaines multi-pas de temps a été développé.

1.3.4 Méthode des sous domaines

Dans la méthode des sous-domaines, le domaine principal estdivisé en plusieurs par-
ties, les sous domaines, qui sont reliés par des frontières dénommées interfaces. Dans
chaque sous domaine, l’application de l’algorithme des différences centrées sur l’équa-
tion de la dynamique obtenue par l’équation de Lagrange sur le système discrétisé par la
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1.3. Résolution de l’équation de la dynamique

méthode des éléments finis conduit à l’équilibre dynamique àchaque pas de temps, éq.
(1.63).

Mq̈n+1 = FExt(tn+1)−FInt(tn+1) = Fn+1 (1.63)

Pour assurer la résolution du problème global, chaque sous domaine doit satisfaire à
deux types de conditions :

- une condition de continuité cinématique,
- un équilibre sur les forces présentes sur les interfaces.
La première condition impose que le mouvement d’une frontière sur un domaine doit

être égal à celui de la frontière correspondante sur l’autredomaine tandis que la seconde
se traduit par le fait que la somme des forces appliquées sur chaque domaine au niveau
d’une interface doit être nulle.

Selon la méthode duale proposée par Gravouil et Combescure [49], l’équilibre des
forces d’interfaces est réalisé implicitement tandis que pour la continuité cinématique,
le champ des vitesses est choisi (Faucher et Combescure [40]). Les conditions sur les
vitesses sont alors imposées à l’aide des multiplicateurs de Lagrange.

Pour une liaison entre deux sous domaines, la minimisation de la fonctionnelle de
l’énergie et l’introduction du schéma des différences centrées conduit au problème à ré-
soudre (1.64) (Faucher et Combescure [40]).





∆t
2 M1 0 −∆t

2 C1T

0 ∆t
2 M2 −∆t

2 C2T

−∆t
2 C1 ∆t

2 C2 0









q̈1
n+1

q̈2
n+1
Λn



 =





∆t
2 F1

n+1
∆t
2 F2

n+1
C1q̇1

n+1/2 +C2q̇2
n+1/2



 (1.64)

Dans l’équation (1.64), l’exposanti est associé au domaine 1 et 2 ,Mi correspond à
la matrice de masse d’un domaine, ¨qi

n+1 l’accélération au pas de tempstn+1, F i
n+1 =

FExt(tn+1)
i −FInt(tn+1)

i les forces appliquées au pas de tempstn+1, q̇i
n+1/2 les vitesses

au demi pas d’intégration etCi des matrices de projection des noeuds des interfaces des
domaines. Ces dernières matrices sont booléennes si les maillages sont coïncidents et
lorsque les domaines sont exprimées sur leurs degrés de liberté physiques.

Ce problème couplé est scindé en deux problèmes en écrivant que les accélérations
inconnues s’écrivent selon l’équation (1.65).

q̈i
n+1 = q̈i

libren+1
+ q̈i

lieen+1
(1.65)

- Le premier problème correspond à la résolution des domaines sans prise en compte
des interfaces.





M1 0 0
0 M2 0
0 0 0









q̈1
libren+1

q̈2
libren+1

0



 =





F1
n+1

F2
n+1
0



 (1.66)

- Dans le second problème, l’objectif est de déterminer les accélérations associées au
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couplage des domaines





∆t
2 M1 0 −∆t

2 C1T

0 ∆t
2 M2 −∆t

2 C2T

−∆t
2 C1 ∆t

2 C2 0









q̈1
lieen+1

q̈2
lieen+1

Λn



 =





0
0

C1q̇1
libren+1

+C2q̇2
libren+1



 (1.67)

Dans ce second problème, on remarque que le prédicteur de vitesse est devenu la vitesse
calculée de façon libre sur les domaines ˙qi

libren+1
= q̇i

n+1/2 + ∆t
2 q̈i

libren+1
.

Ce second problème peut être résolu par condensation statique et conduit à la connais-
sance des multiplicateurs de LagrangeΛn ce qui donne les accélérations liées ¨qi

lieen+1
.

Λn = −(
∆t
2

2

∑
i=1

CiMi−1
CiT )−1(

2

∑
i=1

Ciq̇i
libren+1

) (1.68)

Dans un cadre de sous domaines avec des pas de temps différents, les équations
(1.66)(1.67) peuvent être réécrites en considérant que la vitesse calculée de façon libre
sur le domaine présentant le plus grand pas de temps ˙q1

libren+1
sera alors interpolée entre

sa valeur au pas suivant et sa valeur initiale (voir Gravouilet Combescure [49] ou Faucher
et Combescure [40]). La méthode est alors qualifiée de multi-domaines et multi pas de
temps.

La méthode multi-domaines permet d’accélérer les temps de calculs mais elle ne ré-
duit pas la dimension du problème à résoudre. Dans la partie suivante, la synthèse modale
sera donc évoquée. On s’attachera tout d’abord à rappeler certaines définitions connues
des super-éléments et leur lien avec l’impédance du système. Ensuite, la construction
particulière des super-éléments de Faucher sera traitée. Enfin une nouvelle méthode pré-
sentant une fiabilité optimale dans le domaine des moyennes fréquences sera évoquée.

1.4 Définition des Super-Éléments

Dans les travaux de Faucher et Combescure [40], la méthode des sous domaines a été
étendue pour tenir compte d’un domaine écrit dans une base modale quelconque. De plus,
une base modale spéciale basée sur la méthode de synthèse modale de Craig-Bampton a
été spécialement développée pour son intégration dans la méthode des sous domaines.

La méthode de synthèse modale consiste à remplacer un domaine d’un problème qui
est seulement lié ou excité sur une partie du domaine par un domaine présentant un
nombre de degrés de liberté réduit. Cette configuration est en fait majoritairement ren-
contrée sur une structure puisque le champ de solution du problème initial est défini par
la méthode des éléments finis. Dans la méthode des éléments finis, le champ de solutions
est défini par morceaux selon la forme géométrique du domaine. De ce fait, en accord
avec la complexité du domaine, le nombre d’éléments et de degrés de liberté peut être
important (dans plusieurs cas, 105 à 107 degrés de liberté).

En général, seules les solutions de basses fréquences sont étudiées et il est avanta-
geux de réduire le problème en une taille plus petite en gardant seulement par exemple
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les solutions de basses fréquences du problème. Dans la méthode de synthèse modale, la
réduction de l’espace est associée à une base de projection qui transfère les informations
connues sur un espace réduit sur le domaine complet etvice versa. La définition des types
de modes qui définissent la projection n’est pas unique et plusieurs auteurs ont proposé
des solutions associées à la définition des conditions aux limites dans un problème aux
valeurs propres généralisées du domaine. Les conditions proposées actuellement sont les
interfaces fixes (Craig et Bampton [32]), les interfaces libres ou mixtes (Craig et Chang
[33]). Dans la condition d’interfaces fixes, une première base correspond aux vecteurs
propres de premiers modes de la structure avec des conditions encastrées sur les fron-
tières. Cette base est augmentée par des modes statiques correspondant à des déplace-
ments unitaires sur les degrés de liberté des interfaces avec les autres degrés encastrés.
Ces modes statiques portent le nom de condensation statiquede Guyan-Irons [52][62].

Dans les codes explicites, l’équation de la dynamique est résolue par le schéma des
différences centrées de Newmark [87]. La méthode de synthèse modale à interfaces fixes
conduit classiquement à la définition d’une matrice de massepleine qui est incompatible
avec une résolution explicite. Conceptuellement, dans lescodes explicites, la matrice de
masse diagonale est obtenue en définissant une distributionde la masse d’un élément de
façon ponctuelle à ses extrémités ce qui est en désaccord avec la fonction de forme des
éléments (Hinton etal. [59]). Dans une méthode de synthèse modale à interfaces fixes,
la matrice de masse ne peut être diagonale puisque elle est obtenue par le processus de
réduction du modèle et que les termes non diagonaux assurentle couplage entre les degrés
de liberté frontières et les degrés de liberté internes. Si ces termes sont considérés nuls, le
système réduit sera équivalent à un système réduit de Guyan dont la précision est faible
dans la représentation dynamique du système.

Pour éviter l’inversion de la matrice de masse et rendre le calcul explicite, Faucher et
Combescure [40] proposent de modifier la définition de la matrice de transfert en réalisant
les opérations suivantes sur la matrice de transfert de Craig-Bampton :

- une orthogonalisation dans la métrique de la matrice de masse (ou au "sens de la
masse" comme le dénomment Morand et Ohayon [82]) des modes statiques par rapport
aux modes dynamiques,

- suivie d’une orthogonalisation dans la métrique de la matrice de masse des modes
statiques entre eux.

La matrice réduite de rigidité perd sa structure diagonale par bloc et devient complè-
tement pleine au bénéfice de la matrice réduite de masse qui devient purement diagonale.

Ce processus modifie fortement la définition des modes statiques et une analyse est
réalisée dans la suite de cette partie pour démontrer que l’impédance du nouveau système
réduit est équivalente à celle du système réduit initial. Par ailleurs, un raisonnement plus
approfondi est réalisé sur la définition des super-élémentsà interfaces fixes par rapport
à la fréquence d’excitation du système et permet de donner une nouvelle formulation
de super-élément dans la gamme des moyennes fréquences. Cette formulation permet de
réduire la base modale à un nombre de modes minimum ce qui permet de réduire les
temps de calculs et de de mieux comprendre le système.
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1.4.1 Définition d’un sous domaine

Un sous domaineSest caractérisé par les degrés de liberté présents sur une interface
ou chargés par une action extérieure (qM : degré maître) et les degrés esclaves ou intérieurs
du domaine (qS) (figure 1.8).

Noeud maître Noeud esclave

Noeud chargé

Noeud lié au reste de la structure

FIG . 1.8:Définition d’un sous domaine

En accord avec cette définition, le système mécanique caractérisé par ses matrices de
masseM et de rigiditéK s’écrit comme suit :

[

MMM MMS

MSM MSS

] [

q̈M

q̈S

]

+

[

KMM KMS

KSM KSS

] [

qM

qS

]

=

[

gM

0

]

(1.69)

gS est nul par définition puisque les degrés de liberté libres sont non liés avec le reste
de la structure et non chargés par un chargement extérieur. Par définition, la dimension de
l’espace des degrés "maîtres" vautnm tandis que celle de l’espace de degrés internes vaut
ns.

1.4.2 Définition de l’impédance d’un système

L’impédance d’un système correspond à la matrice dépendante de la fréquence qui re-
lie les amplitudes des forces appliquéesgM aux déplacementsqM. Pour le système global,
l’impédance du système est écrite selon l’équation (1.70)

[

ZMM(ω2) ZMS(ω2)
ZSM(ω2) ZSS(ω2)

] [

qM

qS

]

=

[

gM

0

]

(1.70)

Le termeZXX(ω2) est égal àKXX−ω2MXX.

En remarquant queZ−1
SS = ∑ns

i=1
φiφT

i
(ω̃2

i −ω2)
(Annexe B)5, l’impédance du système peut

5L’inverse de l’impédance est aussi appelé la "résolvante" ou matrice des coefficients d’influence dyna-
mique du système.
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être réécrite sous la forme (1.71).

Z̄MM =KMM −KMS

ns

∑
i=1

φiφT
i

(ω̃2
i −ω2)

KSM

+ω2(−MMM +KMS

ns

∑
i=1

φiφT
i

(ω̃2
i −ω2)

MSM+MMS

ns

∑
i=1

φiφT
i

(ω̃2
i −ω2)

KSM)

−ω4MMS

ns

∑
i=1

φiφT
i

(ω̃2
i −ω2)

MSM (1.71)

φi et ω̃i sont les formes et fréquences des modes provenant de la résolution du problème
aux valeurs propres généraliséesKSS-MSS, ns est le nombre de degrés de liberté ou de
modes du système libre.

Dans le but de définir un développement en fonction du paramètre ω2, Géradin et

Rixen [44] ont décomposé la fonction rationnelleφiφT
i

(ω̃2
i −ω2)

selonω2 en éléments simples,

éq. (1.72).

ns

∑
i=1

φiφT
i

(ω̃2
i −ω2)

=
ns

∑
i=1

φiφT
i

ω̃2
i

+ω2
ns

∑
i=1

φiφT
i

ω̃4
i

+ω4
ns

∑
i=1

φiφT
i

ω̃4
i (ω̃2

i −ω2)
(1.72)

Par cette expression, l’impédance du système (1.71) est réarrangée sous la forme
(1.73).

Z̄MM =KMM −KMSK−1
SSKSM

−ω2
[

MMM −MMSK−1
SSKSM−KMSK−1

SSMSM+KMSK−1
SSMSSK

−1
SSKSM

]

+ω4
ns

∑
i=1

1

(ω̃2
i −ω2)

{

−MMSφiφT
i MSM+

MMSφiφT
i KSM

ω̃2
i

+
KMSφiφT

i MSM

ω̃2
i

− KMSφiφT
i KSM

ω̃4
i

}

(1.73)

L’expression (1.73) est divisée en trois groupes d’ordre 0,1 et 2 enω2.
- Le premier groupe représente la rigidité statiquement condensée sur l’interface.
- Le second groupe la matrice de masse condensée selon un processus de condensation

statique par la matrice de rigidité.
- Le troisième terme complète les deux premiers groupes en apportant la contribution

des modes internes.

1.4.3 Concept de la réduction modale

Le concept général de la réduction modale est de définir un sous espace de dimension
restreinte par rapport à l’espace initialT ∈ ℜ(nm+m)×(nm+m) dans le but d’approximer le
vecteur d’étatq par un vecteur de dimension réduiteq = Tα + ε. En projetant l’équation
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de la dynamique sur un espace de dimension réduite, une équation différentielle ordinaire
du second ordre et de dimension réduite est obtenue. Les matrices réduites prennent les
formesM̄ = TTMT, K̄ = TTKT avecb̄ = TTB le vecteur de chargement réduit. L’effi-
cacité et la validité de la réduction dépendent de la dimension deε. Selon le choix deT,
plusieurs techniques ont été développées.

Tout d’abord, Guyan [52] et Irons [62] ont proposé une condensation déduite du fait
que la rigidité d’un domaine peut être condensée sur ses interfaces.

[

KMM KMS

KSM KSS

][

qM

qS

]

=

[

gM

0

]

⇒ (KMM −KMSK−1
SSKSM)qM = gM (1.74)

La matrice de transfertTGuyanassociée à cette méthode s’écrit selon l’équation (1.75).

TGuyan=

[

I
−K−1

SSKSM

]

(1.75)

Dans le cas d’une sollicitation statique, cette condensation donne un résultat exact puisque
aucune approximation n’est réalisée. Dans le domaine dynamique, l’impédance du sys-
tème écrite selon l’équation (1.76) est tronquée puisque leterme en ordre 2 enω2 n’est pas
présent. La méthode sera alors valable uniquement si l’excitation présente une fréquence
ω inférieure à la première fréquence des modes internesω̃1. Cette définition permet de
comprendre les manipulations effectuées sur le système mécanique pour introduire des
degrés maîtres dans le système interne afin d’augmenterω̃1 et représenter correctement le
système mécanique dans une plage fréquentielle plus grande.

Z̄MMGuyan =KMM −KMSK−1
SSKSM

−ω2
[

MMM −MMSK−1
SSKSM−KMSK−1

SSKSM+KMSK−1
SSMSSK

−1
SSKSM

]

(1.76)

Dans le but de combler cet aspect, Craig et Bampton [32] ont proposé d’augmenter la
base de projection de système réduit parm degrés de liberté additionnels provenant de la
résolution du problème aux valeurs propres généralisées sur le partie libre. Cette méthode
porte le nom de synthèse modale à interfaces fixes. La matricede réductionTCraig−Bampton

s’écrit comme suit :

TCB =

[

I 0
−K−1

SSKSM Φm

]

(1.77)

Φm correspond à la matrice des vecteurs propres du problème auxvaleurs propres géné-
ralisées sur le système ayant les interfaces fixes. La base est normalisée selon la matrice
de masseM. Par définition, le nombre de modes pris en comptem est inférieur voire très
inférieur au nombre de degrés de liberté internesns. Une conséquence majeure est que les
inverses des matrices de masse, de rigidité ou d’impédance du système interne ne peuvent
être obtenues par cette base tronquée.

Les matrices réduites de masse et de rigidité du système sontécrites selon l’équation
(1.78).

M̄CB =

[

M̄MMCB M̄MSCB

M̄SMCB I

]

K̄ =

[

K̄MMCB 0
0 Ω̃2

m

]

(1.78)
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avec les sous matrices

M̄MMCB =MMM −MMSK−1
SSKSM−KMSK−1

SSMSM+KMSK−1
SSMSSK

−1
SSKSM

M̄SMCB =ΦT
m(MSM−MSSK

−1
SSKSM) = M̄T

MSCB

K̄MMCB =KMM −KMSK−1
SSKSM

L’impédance de système réduit de Craig Bampton est écrite dans l’équation (1.79).

Z̄MMCB = KMM −KMSK−1
SSKSM

−ω2(MMM −MMSK−1
SSKSM−KMSK−1

SSKSM+KMSK−1
SSMSSK

−1
SSKSM)

+ω4(MMS−KMSK−1
SSMSS)Φm

1

(Ω̃2
m−Ω2)

ΦT
m(MSM−MSSK

−1
SSKSM) (1.79)

Les deux premiers termes de l’expression (1.79) correspondent à l’impédance de la
condensation statique donnée dans l’équation (1.76). Le troisième terme correspond à
une approximation du troisième terme de l’équation (1.73).Le système réduit approxime
donc :

- le terme en ordre 2 enω2 de la partieKMS...KSM,
- les termes en ordre 1 et 2 enω2 des partiesMMS...KSM et KMS...MSM,
- les termes en ordre 0, 1 et 2 enω2 de la partieMMS...MSM.
L’approximation est due à la troncature modale du système. Si le nombre de modes

dynamiquesm est égal à la dimension des matricesMSSet KSSalors l’impédance du sys-
tème de Craig-Bampton correspond exactement à l’impédancedu système réelle (1.73).

1.4.4 Analyse du processus de Faucher

Sur les codes explicites, pour éviter l’inversion de la matrice de masse et rendre le
calcul explicite, Faucher et Combescure [40] proposent de modifier la définition de la
matrice de transfert en réalisant les opérations suivantessur la matrice de transfert de
Craig-Bampton :

- une orthogonalisation dans la métrique de la matrice de masse des modes statiques
par rapport aux modes dynamiques,

- suivie d’une orthogonalisation dans la métrique de la matrice de masse des modes
statiques entre eux.

La matrice réduite de rigidité perd sa structure diagonale par bloc et devient complè-
tement pleine au bénéfice de la matrice réduite de masse qui devient purement diagonale.

La résolution du problème aux valeurs propres généraliséessur les matrices de dimen-
sionns, MSSet KSS, définit une base orthogonale de dimensionsns. Le système réduit de
Craig-Bampton conserve seulementm vecteurs de cette base. Par ailleurs, lesnm modes
statiques de Craig-Bampton sont orthogonaux aux modes dynamiques dans la métrique
de K puisque la matrice réduite est diagonale par bloc. De plus, l’addition denm dé-
grés de liberté à la base dem modes dynamiques augmente l’application d’un espace de
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dimensionmà un espace de dimensionm+nm. Selon le processus de Faucher, l’orthogo-
nalisation des modes statiques par les modes dynamiques dans la métrique deM ne réduit
pas cet espace de dimensionm+nm tandis que la seconde orthogonalisation conduit à un
réarrangement de l’espace de dimensionnm sans le réduire.

Afin d’identifier le type de matrice de transfert obtenue, définissons une matrice de
TFaucher, eq. (1.80).

TFaucher=

[

ΦM 0
ΦmM Φm

]

(1.80)

La matriceΦm contient lesm modes dynamiques obtenus sur le problème aux valeurs
propres généraliséesMSS-KSS tandis que les matricesΦM et ΦMm sont les inconnues du
problème.

L’application de la projectionTFauchersur une matriceX (M ouK) du système complet
conduit à la matrice réduitēXFaucher, eq. (1.81).

X̄Faucher= TT
FaucherXTFaucher=

[

X̄MMFaucher X̄MSFaucher

X̄SMFaucher X̄SSFaucher

]

(1.81)

avec les sous matrices

X̄MMFaucher = ΦT
MXMMΦM +ΦT

MXMSΦmM+ΦMmXSMΦM +ΦMmXSSΦmM

X̄MSFaucher = (ΦT
MXMS+ΦMmXSS)Φm = X̄T

SM

X̄SSFaucher = ΦT
mXSSΦm

ΦT
mXSSΦm est une matrice diagonale par la définition des modesΦm et la valeur de la dia-

gonale dépend de la normalisation choisie. Pour la suite desdéveloppements, la normali-
sation est réalisée selon la matrice de masse et de ce faitΦT

mMSSΦm= I etΦT
mKSSΦm= Ω̃2.

Dans le but d’annuler la partie anti-diagonale de la matriceX̄Faucher, il est requis que :

(ΦT
MXMS+ΦMmXSS)Φm = 0 (1.82)

Deux solutions apparaissent :
- la première est de définir

ΦmM = −X−1
SSXSMΦM (1.83)

La condensation de Guyan et de Craig-Bampton utilise cette condition avecXFaucher= K
etΦM = I et donc

ΦmM = −K−1
SSKSM (1.84)

Si XFaucher= M, ce choix conduit à un système réduit qui a un sens particulier puisque
les modes statiques deviennent définis par rapport à une matrice de masse, éq. (1.85). En
fait, c’est un cas limite de la seconde possibilité.

ΦmM = −M−1
SSMSMΦM (1.85)
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- la seconde est de rechercherΦmM sans réduire l’équation (1.82) par la projectionΦm

.
ΦT

mXSSΦmM = −ΦT
mXSMΦM (1.86)

En effet l’applicationΦm réduit l’espace de dimensionns en un espace de dimensionm.
Ne pas prendre en compte cette réduction conduit à écrire la condition (1.85) pourX = M.
De ce fait, la base de projectionΦmM est proposée comme une mitigation entre les deux
solutions (1.84)(1.85) proposées précédemment, eq. (1.87).

ΦmM = −(
m

∑
i=1

φiφT
i MSM+

ns

∑
j=m+1

φ jφT
j

ω̃2
j

KSM)ΦM

= −(ΦmΦmMSM+
ΦmnΦmn

Ω̃2
mn

KSM)ΦM (1.87)

Le termeΦmΦT
m correspond à la matrice inverse partielle de la matrice de masseM. Par

l’orthogonalité des vecteurs propres, la base proposée (1.87) satisfait la condition (1.82)
sur la matriceX égale àM et correspond à la base obtenue après la première orthogo-
nalisation du processus de Faucher. En effet, la base des modes statiques de Faucher est
obtenue par une résolution sur la matrice de rigidité puis orthogonalisée seulement sur les
mpremiers modes de la matrice de masseM.

La seconde orthogonalisation conduit à̄MMM = I . La définition desΦM doit donc
satisfaire à l’équation (1.88).

M̄MM =ΦT
MM(MMM −MMSΦmΦT

mMSM−MMS−Φmn
1

Ω̃2
m

ΦmnKSM−

KMSΦT
mn

1

Ω̃2
m

ΦT
mnMSM+KMSΦT

mn
1

Ω̃4
m

ΦmnKSM)ΦMM = I (1.88)

Cette équation correspond à la définition des vecteurs propres dénomméesΦM de
la matriceMMM − MMSΦmΦT

mMSM− MMS− Φmn
1

Ω̃2
m

ΦmnKSM− KMSΦT
mn

1
Ω̃2

m
ΦT

mnMSM +

KMSΦT
mn

1
Ω̃4

m
ΦmnKSM.

Grâce à la définition de la matrice de projectionTFaucher, les matrices du système
réduit peuvent être écrites :

M̄Faucher=

[

I 0
0 I

]

K̄Faucher=

[

K̄MMFaucher K̄MSFaucher

K̄SMFaucher Ω̃2
m

]

(1.89)

avec les sous matrices

K̄MMFaucher =ΦT
M(KMM −KMS

ΦmnΦT
mn

Ω̃2
mn

KSM−KMSΦmΦT
mMSM−

MMSΦmΦT
mKSM+MMSΦmΩ̃2

mΦT
mMSM)ΦM

K̄MSFaucher =ΦT
M(KMS−MMSΩ̃2

m)Φm = K̄T
SMFaucher
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Pour simplifier le calcul de l’impédance du système réduit deFaucher, la définition
de l’espace des degrés maîtres est conservée (pas de réarrangement de l’espace par des
vecteurs propres). La matrice de transfert s’écrit donc selon l’équation (1.90).

T ′
Faucher=

[

I 0
ΦmM Φm

]

(1.90)

Le système réduit s’écrit alors simplement :

M̄′
Faucher=

[

M̄′
MMFaucher 0

0 I

]

K̄′
Faucher=

[

K̄′
MMFaucher K̄′

MSFaucher

K̄′
SMFaucher Ω̃2

m

]

(1.91)

avec les sous matrices

M̄′
MMFaucher =MMM −MMSΦmΦT

mMSM−MMS
ΦmnΦT

mn

Ω̃2
mn

KSM−

KMS
ΦmnΦT

mn

Ω̃2
mn

MSM+KMS
ΦmnΦT

mn

Ω̃4
mn

KSM

K̄′
MMFaucher =KMM −KMS

ΦmnΦT
mn

Ω̃2
mn

KSM−KMSΦmΦT
mMSM−

MMSΦmΦT
mKSM+MMSΦmΩ̃2

mΦT
mMSM

K̄′
MSFaucher =(KMS−MMSΩ̃2

m)Φm = K
′T
SMFaucher

L’impédance de la méthode de Faucher est synthétisée dans l’équation (1.92).

Z̄′
MMFaucher

=K̄′
MMFaucher− K̄′

MSFaucher

1

(Ω̃2
m−Ω2)

K̄′
SMFaucher

−ω2M̄′
MMFaucher (1.92)

Le développement de cette équation montre que l’impédanceZ̄′
MMFaucher

est exactement
la même que celle de Craig-Bampton définie selon l’équation (1.79). Plusieurs exemples
présentés dans la partie 1.6.1 permettent d’illustrer ces résultats.

1.4.5 Super-Élément dans la gamme des moyennes fréquences

Dans cette partie, une formulation unifiée va être présentéepour créer un super-
élément lorsque le système est excité dans la gamme des moyennes fréquences, c’est à
dire au milieu des fréquences des modes dynamiques. En effet, outre l’essai de Shyu et
al. [102], sur la formulation d’une compensation modale quasi-statique, actuellement au-
cune formulation n’a été encore développée pour définir un super-élément optimum dans
la gamme des moyennes fréquences. Le problème consiste à définir quels sont les modes
dynamiques et la formulation des modes statiques à prendre en compte pour créer un
super-élément optimum.
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La première étape est de définir l’impédance du système dans la gamme des moyennes
fréquences. L’impédance exacte du système est écrite dans l’équation (1.71). Le déve-
loppement de Géradin ne va pas être utilisé car il a un sens seulement si la fréquence
d’excitationω est inférieure à la première fréquenceω̃1 du système interne.

Ayant au préalable résolu le problème aux valeurs propres généralisées sur le sys-
tème interne, considérons maintenant une fréquence d’excitationω qui évolue entre deux
fréquencesωmin etωmax du problème interne, fig. (1.9).

ωmin ω ωmax ω̃n

FIG . 1.9: Positionnement de la fréquence d’excitation dans le contenu fréquentiel du
système interne. Par définition,ωmin sera associée à lapime fréquence du système interne

et ωmax à la p+ r ime fréquence.

Grâce à cette définition, il est possible de définir une simplification de l’inverse de
l’impédance du système interneΦΦT

Ω̃2−Ω . En effet, l’expression peut être divisée en trois
groupes distincts.

- Le premier groupe est constitué des fréquences entreO etωp. La fréquence d’excita-
tion ω est plus grande que les fréquences de résonance du système interne, ce qui conduit
à pouvoir réaliser la simplification (1.93).

p−1

∑
i=1

φiφT
i

ω̃2
i −ω2

≈−
p−1

∑
i=1

φiφT
i

ω2 ≈
ΦpΦT

p

ω2 (1.93)

- Dans le second domaine entreωp etωp+r , aucune simplification n’est possible et les
termes résultants sont seulement réarrangés selon le développement de Géradin réduit au
nombre de modes présents dans cette base (1.94).

p+r

∑
i=p

φiφT
i

(ω̃2
i −ω2)

=
p+r

∑
i=p

φiφT
i

ω̃2
i

+ω2
p+r

∑
i=p

φiφT
i

ω̃4
i

+ω4
p+r

∑
i=p

φiφT
i

ω̃4
i (ω̃

2
i −ω2)

(1.94)

- Dans le troisième domaine entreωp+r et ωns, la fréquence d’excitationω est plus
petite que toutes les fréquences de résonance du système, cequi permet de réaliser la
simplification (1.95).

ns

∑
i=p+r+1

φiφT
i

ω̃2
i −ω2

≈
ns

∑
i=p+r+1

φiφT
i

ω̃2
i

≈
ΦpnΦT

pn

Ω̃pn
(1.95)

La simplification de la matrice des amplifications dans le domaine des hautes fré-
quences (1.95) correspond à la méthode des accélérations modales définie par Lord Ray-
leigh [95] sur la matrice des coefficients d’influence dynamique. Ce constat démontre que
la méthode des super-éléments permet d’obtenir la qualité de résultats obtenue par une
méthode de troncature modale associée à la méthode des accélérations modales. De plus,
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la simplification dans le domaine des basses fréquences (1.93) correspond à une exten-
sion de la définition de la méthode des accélérations modalesdans le domaine des basses
fréquences.

Grâce aux simplifications énoncées ci-dessus, l’impédancedu système approchée
dans la gamme des moyennes fréquences peut être écrite, éq (1.96).

Z̄MMMoy−F ∼ KMM −KMSΦpΦT
pMSM−MMSΦpΦT

pKSM

−KMS
ΦpnΦT

pn

Ω̃2
pn

KSM+MMSΦpΩ̃2
pΦT

pMSM

−ω2(MMM −MMSΦpΦT
pMSM−MMS

ΦpnΦT
pn

Ω̃2
pn

KSM

−KMS
ΦpnΦT

pn

Ω̃2
pn

MSM−KMS
ΦpnΦT

pn

Ω̃4
pn

KSM)

−ω4(MMS
ΦprΦT

pr

Ω̃2
pr −Ω2

MSM−MMS
ΦprΦT

pr

Ω̃2
pr(Ω̃2

pr −Ω2)
KSM

−KMS
ΦprΦT

pr

Ω̃2
pr(Ω̃2

pr −Ω2)
MSM+KMS

ΦprΦT
pr

Ω̃4
pr(Ω̃2

pr −Ω2)
KSM) (1.96)

Dans l’expression (1.96), des termes mineurs ont été négligés.
Un aspect particulier de cette expression est qu’une grandepartie des termes corres-

pondent :
- soit à l’inverse partielle de la matriceKSSdu domaine des hautes fréquences,
- soit à l’inverse partielle de la matriceMSSdans le domaine des basses fréquences.
Pour obtenir l’impédance (1.96), un super-élément doit être construit selon la matrice

de transfert présentée dans l’équation (1.97).

TMoy−F =

[

I 0

−∑p−1
i=1 φiφT

i MSM−∑ns
i=p

φiφT
i

ω̃2
i

KSM Φpr

]

=

[

I 0

−ΦpΦT
pMSM− ΦpnΦT

pn

Ω̃2
pn

KSM Φpr

]

(1.97)

On notera que cette formulation est différente de la compensation des modes quasi-
statiques formulée par Shyu etal. [102] pour analyser des problèmes de moyennes fré-
quences. En effet, dans cette dernière, les modes statiques(définis au sens de la matrice
de rigiditéK−1

SSKSM selon la méthode Guyan-Irons) sont remplacés par une inversion de
l’impédanceZSS(ωc)

−1ZSM(ωc), fonction d’un paramètre fréquentielωc.
Ayant défini la matrice de transfertTMoy−F , le système réduit̄MMoy−F − K̄Moy−F est

déterminé avec les structures des matrices développées dans les équations (1.98).

M̄Moy−F =

[

M̄MMMoy−F M̄MSMoy−F

M̄SMMoy−F I

]

K̄Moy−F =

[

K̄MMMoy−F 0
0 Ω̃2

pr

]

(1.98)
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avec les sous matrices

M̄MMMoy−F =MMM −MMSΦpΦT
pMSM−MMS

ΦpnΦT
pn

Ω̃2
pn

KSM

−KMS
ΦpnΦT

pn

Ω̃2
pn

MSM+KMS
ΦpnΦT

pn

Ω̃4
pn

KSM

M̄MSMoy−F =MMSΦpr −KMS
Φpr

Ω̃2
pr

= M̄T
MSMoy−F

K̄MMMoy−F =KMM −KMSΦpΦT
pMSM−MMSΦpΦT

pKSM

−KMS
ΦpnΦT

pn

Ω̃2
pn

KSM+MMSΦpΩ̃2
pΦT

pMSM

Dans cette dernière formulation, le couplage entre lesnm modes statiques et lesm
modes dynamiques est définie sur la matrice de masse réduite.Il est intéressant de noter
que ce couplage pourrait être écrit sur la matrice de rigidité réduite ou les deux à la fois.
En effet, pour obtenir un couplage par la matrice de masse réduite, l’inversion partielle
de MSSet KSSest réalisée surq modes avecq = p−1. Pour obtenir un couplage par la
matrice de masse réduite, l’inversion partielle deMSS et KSS devrait être réalisée surq
modes avecq = p+ r. Et, pour obtenir un couplage écrit sur la matrice de masse etde
rigidité réduites, l’inversion partielle deMSSet KSSdevrait être réalisée surq modes avec
q compris entrep−1 et p+ r.

Pour finir, la définition d’un super-élément dans la gamme desmoyennes fréquences
est une définition plus générale des super-éléments puisqu’elle permet de retrouver :

- la définition de synthèse modale de Guyan si la fréquence de l’excitation est infé-
rieure à la première fréquence du système interne,

- la définition de synthèse modale de Craig-Bampton si la fréquence basse de l’exci-
tation est nulle et si la fréquence haute de l’excitation estcomprise dans la gamme de fré-
quences retenues dans les modes dynamiques. On démontre ainsi que la synthèse modale
de Craig-Bampton représente correctement le système mécanique dans le domaine des
fréquences associées aux fréquences des modes dynamiques retenues pour la synthèse.

1.4.6 Intégration des super-éléments dans la méthode des sous do-
maines

Dans un super-élément, le champ de déplacement s’écrit

q =
nm+m

∑
i=1

φiαi = Φα (1.99)

avecnm+m le nombre de modes considérés inférieur à la dimension du domaine initial
des déplacements,q le vecteur de déplacement dans le domaine,Φ la matrice de projection
etα le vecteur des participations modales.
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Selon la formulation proposée par Faucher et Combescure [40], sur un système com-
posé de deux sous domaines avec un premier sous domaine modal, l’application de la
méthode duale conduit au nouveau système matriciel (1.100).





∆t
2 M̂1 0 −∆t

2 Ĉ1T

0 ∆t
2 M2 −∆t

2 C2T

−∆t
2 Ĉ1 ∆t

2 C2 0









α̈1
n+1

q̈2
n+1
Λn



 =





∆t
2 F̂1

n+1
∆t
2 F2

n+1
Ĉ1α̇1

n+1/2 +C2q̇2
n+1/2



 (1.100)

avec les sous matrices

M̂1 = TTM1T K̂1 = TTK1T (1.101)

F̂1 = TT(F1
Ext− K̂1α1

n+1) Ĉ1 = C1T (1.102)

Ce système peut être de nouveau réécrit en deux problèmes dissociés. La formulation des
super-éléments présentée dans la partie précédente est basée sur une méthode de synthèse
modale à interfaces fixes qui prend la forme caractéristiqueTFaucher, équation (1.103).

TFaucher=

[

ΦM 0
ΦmM Φm

]

(1.103)

Par définition, l’interface de la méthode de Craig-Bampton correspond à l’interface de la
méthode des sous domaines. De ce fait, les deux problèmes dissociés peuvent être réécrits
selon les formes d’un problème libre, eq. 1.104 et d’un second lié, eq. 1.105.
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

 =
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

∆t
2 F̂1

n+1
∆t
2 F2

n+1
0



 (1.104)
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2 M2 −∆t

2 C2T
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2 C2 0


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
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
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



0
0

Ĉ1α̇1
libren+1

+C2q̇2
libren+1



 (1.105)

L’avantage majeur de l’écriture de ce système découplé est que la matrice de projection
des noeuds vers les modes présente une dimension restreinte, équation (1.106). En effet, la
dimension du domaine initial n’apparaît plus dans les équations de résolution du domaine
couplé.

Ĉ1 = C1TFaucher= C1RedΦM (1.106)

Ayant développé et présenté l’ensemble des méthodes de résolution ou de réduction
des domaines, intéressons nous à la définition de l’élément poutre en rotation adaptée au
formalisme des différences centrées.
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1.5 Intégration d’un élément rotor dans le schéma des
différences centrées

L’objectif de cette partie est de définir une formulation aémliorée de dynamique rotor
de ligne d’arbre dérivée de la formulation classique présentée dans la partie 1.2.3.2. En
effet, la formulation présentée précédemment ne conduit pas à un algorithme explicite
puisque cela requiert que les matrices de masseM et gyroscopiqueG soient diagonales.
Conceptuellement la matrice de masseM peut être diagonale tandis que la matrice gyro-
scopiqueG ne peut en être. Cet aspect est développé dans les sous parties suivantes.

1.5.1 Définition de la matrice de masse

Pour la définition du lumping de la matrice de masse, plusieurs auteurs ont proposé
des formulations recueillies notamment par Hughes [61] ou Felipa [41] qui s’avèrent être
toutes des approximations. En effet, la matrice définie par l’énergie potentielle est une
matrice de masse consistante. Une des méthodes bien connue est le lumping HRZ (Hinton,
Rock et Zienckiewicz [59]). Ce lumping consiste à distribuer la masse de l’élément sur les
noeuds de translation tout en conservant le ratio entre les termes diagonaux de la matrice
consistante.

Dans la formulation de la poutre de Timoshenko, deux types demasses sont présentes :
une masse de translationMT et une seconde de rotationMI . Le lumping HRZ associé à la
masse de translation permet de diagonaliser uniquement le premier type de masse corres-
pondant à la poutre plane de Euler-Bernouilli. La matrice diagonale de masse obtenue sur
un des deux noeuds avec les degrés de libertéqT

i =
[

ui vi wi θi ψi φi
]

est donnée
dans l’équation (1.107) ci-dessous. Pour l’axeZ, le lumping est proposé simplement en
partageant sur les deux DDL la masse de la poutre pour la translation et l’inertie polaire
pour la rotation.

MTl = ρSL
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

(1.107)

Les travaux de Bigret [13] et Sheu [101] montrent clairementque, pour un important
ratio du diamètre sur la longueur de la poutreRm

L
6, le premier terme de l’équation (1.4) est

plus petit que le second. En effet, ce second terme qui caractérise l’inertie "d’oscillations"
au sens de Bigret ou l’énergie de vibrations en rotation doitêtre pris en compte pour re-
présenter le système. Cependant ce second terme ne peut êtrediagonalisé par la méthode
HRZ puisqu’il n’est pas lié à la masse de l’élément poutre. Par ailleurs, dans la dyna-
mique rotor, la prise en compte de l’énergie de rotation conduit à la dérivation de termes

6Rm est le rayon moyen d’une poutre creuse.
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gyroscopiques dans les équations. De ce fait, cette matricedoit être impérativement prise
en compte dans la formulation.

Pour modéliser ce comportement avec une matrice de masse diagonale, seuls les
termes sur la diagonale et sur les noeuds de rotation sont donc conservés dans la matrice
de rotation (1.2.3.2). La diagonale conservée est présentée dans l’équation (1.108).

MIl =
ρI

30L
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(1.108)

La masse nulle sur les degrés de translation et de rotationZ ne pose pas de problème de
résolution car la matrice diagonale de masse de la poutreMl correspond à la somme de
deux matricesMTl et MIl .

Afin de tester ces hypothèses simplificatrices du problème, un calcul de valeurs
propres généralisées sur une poutre libre modélisée par un seul élément est réalisé (table
1.2). Le cas test correspond au calcul de la valeur propre du problème aux valeurs géné-
raliséesMe−Ke d’une poutre pleine de rayon extérieurRm composée d’un seul élément
pour différents ratios de poutres. Cinq types de matrice de masse sont évalués :

- une matrice de masse consistante qui est la référence,
- une seconde matrice constituée uniquement de la matriceMT ,
- une troisième matrice constituée uniquement de la matriceMTl ,
- une matrice de masse diagonale issue du lumping HRZ pour la somme de l’énergie

de translation et l’inertie "d’oscillation",
- une matrice de masse diagonale constituée par la somme d’une matrice lumpée

HRZ pour l’énergie de translationMTl et de la diagonale de la matrice de masse d’inertie
"d’oscillation"MIl .

TAB. 1.2: Fréquences de résonance pour différentes matrices de masseet différentes
formes d’élémentsRm

L . Les propriétés de la poutre pleine sontL = 10mm, ρ = 0.007 gr
mm3 ,

E = 200GPa. Les fréquences sont données enkHz

Forme de la poutreRm
L = 1 10 100

Matrice consistanteMe 730−1.6 103 740−1.6 103 740−1.6 103

MatriceMT 4.0 103−1.4 104 4.0 104−1.4 105 4.0 105−1.4 106

MatriceMTl 1.9 103−3.4 103 1.9 104−3.4 104 1.9 105−3.4 105

Méthode HRZ surMe 1.1 103−2.2 103 9.1 103−1.9 104 9.0 104−1.9 105

MatriceMTl +MIl 760−1.7 103 830−1.0 104 830−1.0 105

La méthode proposée donne une bonne cohérence avec la matrice de masse consis-
tante pour la première fréquence correspondant au mode de flexion tout en n’ajoutant pas
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de la masse à l’élément. Dans le cas de formes de poutreRm
L inférieur à l’unité et quelque

soit la méthode, la matrice lumpée donne de mauvais résultats car la distribution de la
masse par des approches de matrice de masse lumpée le long de la poutre n’est pas réa-
liste. Seul le découpage de la poutre en plusieurs éléments de masse lumpée ou avec un
élément ayant une matrice de masse consistante donne alors la fréquence de la poutre.

1.5.2 Effet gyroscopique

A cause du lumping de la matrice de masse, la matrice gyroscopiqueGe qui est ob-
tenue par les fonctions de forme des éléments ne peut plus être utilisée. En effet, cette
matrice prend en compte le couplage gyroscopique entre degrés de liberté en transla-
tion et en rotation qui n’est plus représenté dans la matricede masse lumpéeMIl . De ce
fait, seul le couplage gyroscopique des degrés de liberté enrotation est pris en compte
dans la matrice gyroscopique (1.109). La définition deGl dans l’équation (1.109) est
restreinte aux deux degrés de rotation des deux noeuds avec le vecteur de déplacement
qT =

[

θi ψi θ j ψ j
]

.

Gl =
ρI

15L
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(1.109)

1.5.3 Stabilité du schéma d’intégration

Comme il a été démontré dans la partie 1.3.2.3, le schéma d’intégration des différences
centrées est stable à condition que le pas de temps d’intégration du système soit définie
en fonction de la plus grande fréquence de résonance. Pour les éléments poutres, le pas
d’intégration est définie à partir de la formule analytique issue de Blevins [16], éq (1.110).

ωi = λ2
i

√

EImax

meL3 (1.110)

Cette expression donne les fréquences de résonance d’une poutre libre-libre en fonction de
la masse de la poutreme, sa longueurL, son moment d’inertie maximumImax, le module
d’Young E et le numéro du mode de flexion. La valeurλi prend ainsi différentes valeurs
selon le numéro du modeλ1 = 4.73,λ2 = 7.85...

Dans la modélisation élément fini de la poutre de Timoshenko,le nombre de degré
de liberté de translation dans une direction est de deux, ce qui correspond à un mode de
corps rigide suivie d’un mode de flexion. Ainsi seul le premier mode de flexion peut-être
modélisé par l’approche élément fini et la fréquence de résonance maximum est donnée
parλ1. La condition sur le pas d’intégration∆t sera alors∆t < ∆ts < 2

ω1Max
.

On notera que la formule (1.110) est associée à une masse sur la poutre issue de
l’énergie de translation. De ce fait, si l’on s’intéresse aux différentes valeurs de la fré-
quencef1 = ω1/(2π) en fonction des différents formes de la poutreRm

L = 1, 10, 100, les
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valeurs sontf1 = 1.35 103, 1.35 104, 1.35 105kHz. Ces valeurs sont bien supérieures aux
premières fréquences de résonance correspondant au mode deflexion données dans le
tableau 1.2.

1.5.4 Prédiction de l’accélération au pas de temps futur

Dans le cas où le système présente de l’amortissement et des effets gyroscopiques, la
prédiction de l’accélération au pas de temps est obtenue parla résolution de l’équation
(1.111).

(

M +
(C+Gω)∆t

2

)

q̈n+1 = FExt(tn+1)−FInt(tn+1)−
(C+Gω)∆t

2
q̇n (1.111)

Une inversion matricielle est donc nécessaire pour résoudre le système. Lorsque seuls
les effets gyroscopiques sont pris en compte (C = 0), l’équation (1.111) est résolue par
une méthode itérative de Jacobi qui présente un sens physique puisque la partie diagonale
correspond à la matrice de masse et la partie extra-diagonale correspond à une matrice
proportionnelle àG.

Définissons ¨qn+1 comme la somme de ¨qM
n+1 et q̈B

n+1. Par définition ¨qM
n+1 vaut (1.112).

q̈M
n+1 = M−1(FExt(tn+1)−FInt(tn+1)−

(C+Gω)∆t
2

q̇n) (1.112)

q̈B
n+1 doit donc satisfaire à l’équation (1.113).

Mq̈B
n+1 = −Gω∆t

2
(q̈B

n+1 + q̈M
n+1) (1.113)

Cette seconde équation est alors résolue par itérations, éqs. (1.114-1.115).

q̈B1
n+1 = −M−1Gω∆t

2
q̈M

n+1 (1.114)

q̈Bi+1
n+1 = −M−1Gω∆t

2
(q̈Bi

n+1+ q̈M
n+1) (1.115)

Cette procédure converge vers la solution ¨qB
n+1 à condition que le rayon spectral deB =

M−1Gω∆t
2 soit inférieur à 1 puisque ¨qBr

n+1 = ∑r
i=1Bi q̈M

n+1 correspond à une suite.
Dans le cas où le système inclut à la fois des effets gyroscopiques et des amortisse-

ments sur les paliers, la solution est obtenue similairement en remplaçant l’inverse de la
matriceM par l’inverse de la matriceM +C∆t

2 . En effet(M +C∆t
2 )−1 est obtenue analy-

tiquement car s’il n’existe pas de couplage d’amortissement entre les deux plansOxzet
Oyz, C est une matrice par bloc de dimension 2−2.

1.5.5 Convergence de la méthode de Jacobi

Pour assurer la convergence des méthodes itératives stationnaires (Jacobi ou Gauss-
Seidel7), le rayon spectral deB doit être inférieur à 1, qu’il soit réel ou imaginaire, éq.

7L’algorithme de Gauss-Seidel est basé sur l’algorithme de Jacobi mais avec une correction des scalaires
du vecteur ¨qBi

n+1 dés leur connaissance dans le vecteur ¨qBi+1
n+1 .
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(1.116).
ρ(|B|) < 1 (1.116)

La démonstration de la convergence est réalisée lorsque la matriceC est nulle. Comme
cela a été mentionné,B est le résultat du produitM−1 parG et les valeurs propres deB qui
définissent son rayon spectral correspondent aux valeurs propres généralisées deM−G.
De plusM et G sont les matrices assemblées par l’opération booléenneP du système
discrétisé ou élémentaire (1.117).

G = PTGeP M = PTMeP (1.117)

Pour démontrer que la valeur propre du système discrétisé est plus grande que celle
du système assemblé, utilisons le quotient de Rayleigh (1.118) qui permet d’obtenir l’in-
égalité (1.119) et l’égalité (1.120).

R(q) =
qTGq

qTMDq
Re(qe) =

qeTGeqe

qT
e Meqe

(1.118)

∀q R(q) ≤ λMax ∀qe Re(qe) ≤ λe
Max (1.119)

R(qMax) = λMax R(qe
Max) = λe

Max (1.120)

Sur le système assemblé, choisissons le vecteurqMax correspondant au vecteur produi-
sant la valeur propre généralisée maximum. Ce vecteur peut être associé à un vecteur
désassembléqe par le processus de déassemblage, suivant l’équation (1.121).

qMax = Pqe (1.121)

Conformément à la définition deqMax et deqe, l’inégalité (1.122) peut être déduite.

λMax =
qT

MaxGqMax

qT
MaxMqMax

=
qT

MaxP
TGePqMax

qT
MaxP

TMe
DPqMax

=
qeTGeqe

qT
e Meqe

≤ λe
Max (1.122)

Ce qui implique :
ρ(Me−1Ge) < 1⇒ ρ(M−1G) < 1 (1.123)

Cette inégalité définit que le rayon spectral du système discrétisé est plus grand que
celui du système assemblé. De ce fait si le rayon spectral du système discrétisé est infé-
rieur à l’unité alors le système assemblé le sera aussi. La nouvelle condition, eq. (1.123),
doit être satisfaite pour le disque ainsi que pour la poutre.

Convergence de la prédiction pour le disque Pour le disque, les effets gyroscopiques
sont présents uniquement entre les rotations autour des axes X et Z. L’équation (1.123)
est satisfaite si :

λDisque1−2 = ±∆tωIDz

IDx
< 2∆tω (1.124)
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Convergence de la prédiction pour la poutre Grâce à la formulation des matrices de
masse diagonale (1.107)(1.108) et gyroscopique avec seulement un couplage entre les
degrés de liberté en rotation (1.109), le calcul du rayon spectral du système élémentaire
ne présente aucune difficulté. En effet, le calcul des valeurs propres est réduit au calcul
d’un déterminant d’une matrice 2-2.

λPoutre1−2 = ±2∆tω (1.125)

Dans les travaux réalisés, les conditions (1.124)(1.125) sont toujours satisfaites car la
vitesse de rotation maximale est de 3.5Rad

ms tandis que le pas de temps d’intégration∆t est
souvent proche de 10−5s.

1.6 Applications

1.6.1 Exemples de Super-Éléments

Pour illustrer les développements analytiques sur la définition des super-éléments,
quatre exemples numériques sont réalisés.

Le premier exemple montre que la matrice de transfert produite par la première or-
thogonalisation de Faucher sur l’ensemble des modes correspond à la définition d’une
matrice de transfert définie seulement par la matrice de masse, éq. (1.85).

Le système se compose d’une poutre discrétisée par la méthode des éléments finis
en trois éléments de type poutre de Timoshenko avec degrés deliberté en translation et
rotation selon la définition présente dans Lalanne et Ferraris [68]. Chaque poutre a les
propriétésρ = 0.007gr.mm−3, R= 100mm, L = 1 etE = 200GPa. La longueur totale du
système est donc de 300mmet aucune masse additionnelle n’est apportée au système. Le
nombre total de degrés de liberté est de 8 avec 4 degrés de liberté en translation et 4 degrés
de liberté en rotation. L’interface du système est composé d’un noeud à une extrémité de
la poutre. Par définition la matrice de transfert des modes statiques de Craig-Bampton
s’écrit

TGuyan=

[

I
−K−1

SSKSM

]

(1.126)

Dans ce système, la matrice prend les valeurs numériques suivantes
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(1.127)
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Dans cet exemple, la procédure d’orthogonalisation est réalisée sur la base complète des
modes dynamiques, c’est le cas limite oùm= ns. La matrice des modes satiques prend
les nouvelles valeurs numériques suivantes

T ′
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(1.128)

Cette matrice correspond littéralement à la matrice des modes statiques définie au sens de
la matrice de masse, suivant l’équation (1.129).

TMasse=

[

I
−M−1

SSMSM

]

(1.129)

Dans le second exemple, un système mécanique composé d’une plaque maillée en
éléments finis, visible sur la figure 1.10, est condensé en super-élément selon les méthodes
de Craig-Bampton et Faucher. Les impédances des systèmes réduits sont alors comparées
à celle du système complet. Le volume de la plaque est maillé par des éléments solides à
huit noeuds, chacun présentant seulement trois degrés de liberté. Le maillage est constitué
de 504 noeuds et 300 éléments. Trois éléments sont positionnés dans l’épaisseur pour tenir
compte des effets des mouvements de flexion de la plaque. L’assemblage des matrices est
réalisé dans un code commercial éléments finis et les autres étapes de la résolution sont
réalisées dans l’outil mathématique MATLAB.

FIG . 1.10:Cas test d’un domaine constitué par une plaque ayant les propriétés : épaisseur
e= 20mm, largeurl = 200mm, longueurL = 1000m, densitéd = 7.95, module de Young

180GPaet coefficient de Poisson 0.3

La sous structure est définie comme suit. L’interface est constitué par les quatre ex-
trémités d’un coté de la plaque et d’une extrémité unique de l’autre côté. De ce fait, cinq
noeuds à trois degrés de liberté définissent l’interface du problème et les modes dyna-
miques n’incluent pas de modes rigides. Seuls les dix premiers modes sont conservés sur
le système réduit. Le spectre de fréquences associé à ce modèle réduit s’échelonne entre
0.13Rad.ms−1 et 7.15Rad.ms−1.
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L’impédance de la sous structure est comparée dans le cas où le degré de liberté dans la
direction de l’épaisseur du noeud seul à l’extrémité de la plaque est libre et tous les autres
degrés de liberté maîtres sont bloqués. La comparaison est réalisée entre la sous structure
de Craig-Bampton, de Faucher et la structure complète. Les résultats de l’impédance sont
visibles sur la figure 1.11. Comme il a été démontré précédemment, l’impédance du sous
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FIG . 1.11:Impédance de la plaque à une extrémité avec les autres extrémités encastrées

sytème de Faucher est exactement la même que celle de Craig-Bampton. Les deux sys-
tèmes réduits représentent correctement le système complet seulement dans le domaine
de fréquences inférieures à la fréquence maximale prise en compte dans les modes dyna-
miques.

Le troisième test consiste à montrer les avantages d’une définition des modes statiques
par rapport à la matrice de masse. Le système est composé par une poutre ayant les pro-
priétés de section du premier test et une longueur de 400mm. La poutre est maillée par
quatre poutres de Timoshenko. L’interface du domaine est composée des deux noeuds
d’extrémités. Selon la méthode des éléments finis, la sous-structure est donc composée de
quatre degrés de liberté maîtres et de six degrés de liberté internes.

L’impédance du système est ensuite calculée dans le cas où, àune extrémité, le degré
de rotation est libre et le degré de translation est excité et, à l’autre extrémité les deux
degrés de liberté sont bloqués. Quatre systèmes réduits sont définis selon les définitions
précisées ci dessous.

- Le système réduitn◦1 est défini avec une matrice des modes statiques définis par la
matrice de rigidité, éq. (1.84), et les deux premiers modes de basses fréquences.

- Le système réduitn◦2 est défini avec une matrice des modes statiques définis par la
matrice de masse, éq. (1.85), et les deux premiers modes de basses fréquences.

- Le système réduitn◦3 est défini avec une matrice des modes statiques définis par la
matrice de rigidité, éq. (1.85), et les deux derniers modes de hautes fréquences.

- Le système réduitn◦4 est défini avec une matrice des modes statiques définis par la
matrice de masse, éq. (1.85), et les deux derniers modes de hautes fréquences.

La comparaison des quatre impédances des systèmes réduits est réalisée sur le dépla-
cement du noeud excité et présentée sur les graphiques 1.12 et 1.13. En accord avec les
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résultats démontrés, le système est bien représenté dans ledomaine des basses fréquences
par le système réduitn◦1 qui est en fait le système réduit de Craig-Bampton.
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FIG . 1.12:Impédance de la poutre pour le système global et réduitsn◦1 etn◦2

Dans le graphique 1.13, les systèmes réduitsn◦3 et n◦4 sont comparés. A l’opposé
du résultat présenté dans le graphique 1.12, le système réduit au sens de la matrice de
masse représente correctement l’impédance du système réduit dans le domaine des hautes
fréquences. Cependant, actuellement le domaine des hautesfréquences est dépendant de
la finesse de maillage du domaine, ce qui rend peu utilisable cette définition.
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FIG . 1.13:Impédance de la poutre pour le système global et réduitsn◦3 etn◦4

Dans le dernier exemple, la définition des super-éléments dans la gamme des
moyennes fréquences est illustrée par un modèle composé d’une poutre. Le système est
défini par un modèle éléments finis d’une poutre maillée par 5 éléments de type poutre
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de Timoshenko avec degrés de liberté en translation et rotation. Chaque poutre a les pro-
priétés suivantes :ρ = 0.007gr.mm−3, R = 100mm, L = 1000mmet E = 210,000MPa.
La longueur totale du système est donc de 5000mmet aucune masse additionnelle n’est
ajoutée au système. Le nombre total de degrés de liberté est de 10 avec 6 degrés de liberté
en rotation et 6 degrés de liberté en translation. Pour ce système, l’interface est compo-
sée des noeuds des extrémités et seul le noeud de translationd’une extrémité est excité
par une sollicitation dont la fréquence est proche de 2Rad/s. La résolution du problème
aux valeurs propres généraliséesMSS−KSSmontre que les fréquences de résonance du
système interne sont présentes entre 0 et 13Rad/s. Trois modes dynamiques dont les fré-
quences de résonance sont 1.27Rad/s, 2.12Rad/s et 3.56Rad/s sont conservés dans la
définition des modes dynamiques.

Deux types de synthèses modales sont construites : celle de craig-Bampton et celle
définie dans la gamme des moyennes fréquences. Leurs impédances sont comparées à
l’impédance exacte du système, fig 1.14. Comme il a été démontré précédemment, la
méthode de synthèse modale de Craig Bampton donne un impédance qui n’est pas com-
parable à celle du système tandis que la méthode de synthèse modale dans le domaine des
moyennes fréquences approxime fidèlement le système dans lagamme des fréquences
étudiées (de 1.27Rad/sà 3.56Rad/s).
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FIG . 1.14:Comparaison des impédances du système exact et des systèmesréduits dans
la gamme des moyennes fréquences
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1.6. Applications

1.6.2 Traversée d’une vitesse critique

Le rotor simple présenté dans la partie 1.3.1 est un cas idéalpour évaluer les méthodes
de résolution transitoire de l’équation de la dynamique associée aux formulations de ma-
trices de masse diagonale et gyroscopique associée. Sur le diagramme 1.5, la plage de
vitesses entre 0 et 4500Tr/Min correspond à la traversée d’une seule vitesse critique. La
traversée de cette vitesse critique est réalisée en imposant, dans un premier temps, une
évolution linéaire de la vitesse de rotation entre 0 à 4500Tr/Min suivie d’un plateau à la
vitesse maximale de 4500Tr/Min. Trois accélérations angulaires sont testées : 450, 1125,
et 4500Tr/Min/s. Le rotor est excité par un balourd constant spécifié dans le tableau 1.1.

Les excentricités obtenues en fonction du temps pour chaqueaccélération sont visibles
sur les courbes (1.17), (1.16) et (1.15). Le résultat de la modélisation éléments finis est
comparé à une modélisation de Rayleigh-Ritz définie par une série de sinus permettant de
représenter correctement le premier mode (Formulation décrite dans les travaux [56]).
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FIG . 1.15:Excentricité du disque, accélération de 450Tr/Min/s

Les résultats montrent le bon accord entre les deux méthodes:
- La vitesse critique est détectée à la même vitesse de rotation et donc au même ins-

tant ;
- Lorsque l’accélération est plus importante, le pic de résonance est plus faible, ce qui

est normal puisque l’appropriation du mode se fait plus faiblement.
Il est à noter que le premier mode en "backward" est excité à cause de la dissymétrie

des paliers alors qu’en réponse forcée et avec un système symétrique, seul le premier
mode en "forward" est excité (Lalanne et Ferraris [68]).

Pour s’assurer que la formulation de l’élément poutre est correcte, un calcul est réalisé
avec uniquement des éléments poutres pour représenter le rotor. Le résultat en terme de
déplacement au niveau du disque est présenté sur la figure 1.17. Le déplacement est du
même ordre de grandeur que celui obtenu pour les deux autres modélisations. La diffé-
rence entre les deux courbes s’expliquent par la différencede rigidité du mode de flexion
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FIG . 1.16:Excentricité du disque, accélération de 1125Tr/Min/s

puisque, dans cette modélisation, la longueur de la poutre au niveau du disque est consi-
dérée comme une poutre ayant le diamètre du disque et donc nettement plus rigide que
la poutre supportant le disque. Cette façon de modéliser lesrotors pénalise les temps de
calculs puisque le pas de temps d’intégration devient plus petit car associé à l’élément le
plus rigide.

1.6.3 Départ d’une pale

Le phénomène de Blade Shedding correspond à un départ de toutes les pales sur le
rotor. Le phénomène conduit à la mise en place de deux types d’efforts :

- des efforts de balourd sur le rotor et
- des efforts de contact du à l’impact des pales sur les parties statiques.
Lors du phénomène, ces deux types d’efforts interagissent puisqu’à cause des efforts

de balourd, le rotor orbite de façon plus importante et de parla présence d’un anneau au
dessus des pales, le rotor touche en tête de pale ce qui conduit au départ d’autres pales.
Ces aspects seront développés dans la partie 4.2.

Dans le contexte de ce chapitre, l’objectif est de s’intéresser uniquement au compor-
tement vibratoire du rotor et donc de prédire le comportement d’un rotor lors de la mise
en place d’un balourd.

Genta [42] a simplifié le problème en s’intéressant uniquement au cas d’un rotor de
Jeffcot non amorti dans lequel un balourd serait appliqué à un instant 0 dans la direction
X. Un tel système est modélisé par les équations (1.130) avecH(t) la fonctionHeavyside.

{

mü(t)+ku(t) = mdH(t)ω2cosωt

mv̈(t)+kv(t) = mdH(t)ω2sinωt
(1.130)
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FIG . 1.17:Excentricité du disque, accélération de 4500Tr/Min/s

La résolution de cette équation conduit à l’expression des déplacements dans les direc-
tionsX etY (1.131) avec̃ω =

√

k/m etUO = dω2

ω̃2+ω2 .

{

u(t) = UO(cos(ωt)+cos(ω̃t))

v(t) = UO(cos(ωt)+ ω
ω̃ sin(ω̃t))

(1.131)

Le déplacement suite à la mise en place du balourd dépendra dela différence entre la
fréquence d’excitationΩ et la fréquence de résonance du systèmeω̃.

Expérimentalement, un essai a été réalisé par Hibner et Buono [57] pour évaluer le
comportement d’un rotor flexible8 lors de la mise en place d’un balourd dans une gamme
fréquentielle au dessus de la vitesse de résonance de flexionde l’arbre. Le rotor expéri-
mental est visible sur le plan 1.18. Le rotor est composé de deux disques apportant des
effets gyroscopiques tandis qu’un rotor au milieu de la ligne d’arbre présente la possibilité
de perdre de la masse pour apporter du balourd au système. Deux paliers aux extrémités
supportent le rotor et 10 capteurs mesurent la position dansdeux plans orthogonaux. Les
résultats expérimentaux en terme d’excentricité du disquecentral sont visibles sur la fi-
gure 1.19.

Durant la première seconde après la mise en place du balourd,les courbes de dé-
placement expérimentales correspondent à la somme de deux sinus dont les fréquences
sont proches. Le caractère amortissant du système conduit par la suite à la stabilisation
du comportement vers un mouvement purement circulaire correspondant au mouvement
établi du système.

8Un rotor flexible est caractérisé par une vitesse de fonctionnement au dessus du premier mode de
flexion d’arbre. Ce concept permet de réduire la taille des turbomachines en évitant la mise en place de
paliers cependant l’énergie de déformation dans l’arbre devient plus conséquente ce qui rend les rotors
plus sensibles à des vibrations de fortes amplitudes, des problèmes de jeux ou des instabilités dynamiques
(Bently [12]).
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FIG . 1.18:Banc expérimental de perte de pale, extrait de Hibner et Buono [57]

FIG . 1.19: Déplacements expérimentaux horizontaux et verticaux au niveau du disque
central, extrait de Hibner et Buono [57]

Ce système mécanique est modélisé par ailleurs par la méthode des éléments finis et
simulé transitoirement par l’algorithme des différences centrées. Les différentes données
relatives au modèle sont présentes dans le rapport de Hibneret Buono [57] et le résultat
en terme de déplacement est présenté sur les figures 1.20.

Le comportement général correspond à celui de l’expérienceavec un amortissement
de la ligne au cours du temps. La différence majeure correspond à la différence de fré-
quences entre la fréquence d’excitation et la fréquence de résonance. En effet, dans la
simulation et lors de l’essai, la même vitesse de rotation est imposée mais le modèle élé-
ment fini approxime la forme et la fréquence du mode de résonance. De ce fait, le faible
décalage de fréquence conduit à une fort changement de la forme du déplacement.

1.7 Conclusion

Dans ce chapitre, le travail réalisé donne une vue générale des méthodes de modélisa-
tion, de réduction et de résolution des systèmes mécaniqueslinéaires et non linéaires.

Dans un premier axe de recherche, on s’est attaché à identifier le type d’équations
de la dynamique obtenues lorsqu’un rotor de révolution présente des pales de façon non
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FIG . 1.20:Déplacements simulés numériquement horizontaux et verticaux au niveau du
disque central

symétrique sur sa périphérie. L’équation correspond à une équation différentielle à coeffi-
cients périodiques mais qui n’a cependant pas dû être utilisée car le système est modélisé
de façon volumique.

Dans un second temps, la stabilité des algorithmes temporels de la famille de New-
mark a été analysée en détail notamment pour les systèmes présentant des effets gyro-
scopiques. La démonstration réalisée permet d’assurer quele système sera stable sous les
conditions largement diffusées de Hughes [60].

Par la suite, les accélérations des temps de calcul par décomposition du problème en
domaine et en temps ont été évoquées. Ces méthodes présentées notamment par Faucher
et Combescure [40] ont été analysées en détail notamment surle concept de réduction
par synthèse modale. En effet, l’analyse d’un processus initialement proposée par ces
derniers a permis de définir le formalisme mathématique associé à ces opérations et de
démontrer analytiquement l’équivalence entre les systèmes réduits de Faucher et Craig-
Bampton. Par ailleurs, complémentairement, une nouvelle synthèse modale adaptée pour
le domaine des moyennes fréquences a été définie.

Enfin, un formalisme optimal de dynamique rotor de ligne d’arbre a été mis au point
pour être introduit dans le schéma des différences centrées. L’ensemble de ces démons-
trations ou définitions est illustré par une série d’exemples concluant le chapitre.
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Chapitre 2

Du phénomène d’impact à la
perforation

Dans ce second chapitre, les phénomènes d’impact et de
perforation des parties statiques entourant les pales libérées
sont évoqués à travers trois cas d’étude simplifiés. Ces cas

d’étude permettent ainsi de mettre au point une modélisation
efficace de phénomènes de déformations plastiques et de

rupture intervenant dans le Blade Shedding.
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2.1. Introduction

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, les phénomènes intervenant sur les parties statiques du moteur lors
d’un Blade Shedding sont modélisés. En effet, la direction d’éjection de la pale libérée est
tangentielle et les pales libérées impactent deux pièces positionnées sur leurs trajectoires,
à savoir l’anneau puis le blindage de turbine libre. Ces parties statiques qui sont des pièces
de révolution assurent respectivement la définition de la veine d’air et la rétention des
pales lors du phénomène de Blade Shedding.

En effet, actuellement le matériau du blindage, d’une épaisseur de l’ordre d’une di-
zaine de millimètres, choisi pour ses propriétés de rétention (niveau d’énergie emmagasi-
née avant rupture

R

V σεdV élevé), ne supporte pas les niveaux de température rencontrés
dans la veine d’air (Phénomènes de fluage, oxydation et baisse des propriétés mécaniques
du matériau). De ce fait, la définition de la veine d’air est réalisée à l’aide d’une seconde
pièce de faible épaisseur (de l’ordre d’un millimètre) présentant un matériau possédant
des propriétés moins bonnes vis-à-vis de la capacité de rétention mais meilleures vis-à-
vis de la tenue en température. Ce découpage permet ainsi de positionner le blindage dans
une zone moins exposée aux flux thermiques et pouvant être refroidie si nécessaire.

De par ce ratio dans les épaisseurs des parties statiques, les phénomènes lors de l’im-
pact des pales vont être de natures différentes.

- Sur le blindage, des grandes déformations avec de la plasticité vont être rencontrées.
Ces déformations irréversibles conduisent à un stockage d’une partie de l’énergie ciné-
tique des pales. Par ailleurs, de par la forme de révolution du blindage, celui-ci a tendance
à seulement dévier les pales lors de l’impact et de fait une forte érosion est présente le
long de sa peau interne. Ce frottement conduit à l’évacuation d’une partie de l’énergie
cinétique.

- La faible épaisseur de l’anneau entraîne sa perforation lors de l’impact des pales et
contribue, dans une mesure plus faible, à la réduction de l’énergie cinétique des pales.
Cependant, dès la perforation de l’anneau, la pale impacte le blindage et prolonge sa tra-
jectoire de façon hélicoïdale le long de la peau du blindage en déchirant tangentiellement
l’anneau. Malgré sa rupture dans une zone locale, la définition de cette pièce reste pri-
mordiale puisque l’anneau est positionné très proche des têtes des pales restantes et l’ex-
citation du rotor par les efforts de balourd appliqués conduit à la définition de contacts
rotor-pales-stator entraînant la rupture des autres pales.

Devant la complexité des phénomènes intervenant durant le Blade Shedding, la re-
cherche réalisée s’est portée sur des cas plus simples dans lesquels la confiance que l’on
a dans les modèles numériques et les essais nous permettraitde bâtir une méthode de mo-
délisation des impacts et des perforations présents lors duBlade Shedding dans la turbine
libre.

- Tout d’abord dans une première partie, le cas d’une pale d’une turbine libre venant
impacter un blindage est étudié. En effet, même si la configuration semble proche des
cas industriels déjà traités de pertes de pales (Kraus et Frischbier [67], Cosme [30]), la
vitesse d’éjection des pales, associée à la rigidité du blindage mis en place, conduit à
des fortes déformations de l’impactant et des sensibilitésimportantes aux maillages. Cet
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aspect conduit à étudier la convergence des modèles en fonction de la finesse du maillage.
Les résultats convergés permettent alors de préciser la répartition énergétique dans les
corps après impact d’une pale.

- Dans un seconde partie, la recherche se focalise sur la perforation des tôles minces
par des corps massifs, et en particulier la perforation d’une tôle mince par une bille. Un
état de l’art est tout d’abord réalisé pour situer le problème général dans le monde scienti-
fique que ce soit d’un point de vue expérimental ou numérique.Même si actuellement les
méthodes éléments finis de modélisations de la perforation existent, les temps de calculs
importants et la nécessité d’avoir une modélisation légèrepour être introduite dans un mo-
dèle complet de moteur nous ont conduit à étudier les capacités et les performances d’un
élément fini brique à formulation coque. Cet élément permet ainsi de représenter à l’aide
d’un seul élément l’épaisseur de la plaque, ce qui permet de réduire les temps de calculs
par la réduction du nombre d’équations à résoudre et l’augmentation du pas de temps.
Cette partie se conclut sur la définition d’un critère de suppression des éléments pour re-
présenter la rupture de la matière. Cet aspect qui est traitélargement dans la bibliographie
existante nous a conduit à tenir compte de la contrainte hydrostatique du chargement dans
les critères de rupture matériau formulés en déformation plastique.

- Dans une troisième partie, la méthode de modélisation de laperforation est appli-
quée à un second type d’impact à savoir l’impact d’un projectile cylindro-conique sur une
plaque mince constitué d’un alliage base nickel correspondant au matériau du blindage.
La pertinence de la loi matériau identifiée dans une étude précédente réalisée au Labora-
toire de Physique et Mécanique des Matériaux de Metz (LPMM) aainsi pu être évaluée
et les résultats confrontés à l’expérience.

2.2 Impact d’une pale sur un blindage

2.2.1 Introduction

Dans la littérature, la modélisation de l’impact d’une palesur une partie statique a
pour but la prédiction de la capacité de rétention afin de dimensionner au mieux les car-
ters (Kelvin [65]) et d’éviter l’éjection de débris de hauteénergie (Mathis [77]). Depuis
une quinzaine d’années, l’augmentation des moyens de calcul rend possible la résolu-
tion des problèmes mécaniques par éléments finis à l’aide du schéma d’intégration des
différences centrées, couramment appelé solveur élémentsfinis explicite ou code de dy-
namique rapide. Dans cette catégorie, Kraus et Frishbier [67] ont montré les possibilités
de simulation de la perte d’une pale de turbine basse pression pour l’analyse de différents
carters de rétention. Les modélisations intégraient des lois matériaux dépendant du taux
de déformation et un modèle de rupture pour les carters dépendant uniquement de la dé-
formation plastique. Ce critère permettait de représenterla pénétration dans le carter et de
choisir le carter pouvant assurer la rétention de la pale.

Toujours dans le domaine de l’aéronautique, Winter etal. [114] puis Stamper et Hale
[103] ont simulé la rétention des débris d’un rotor suite à son éclatement. Dans ce phé-
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2.2. Impact d’une pale sur un blindage

nomène, le comportement de l’impacteur est rigide et très peu d’énergie plastique est
absorbée par les débris. De ce fait, l’essentiel de l’énergie cinétique est récupéré par les
déformations plastiques des parties statiques. Les axes d’amélioration proposés par ces
auteurs s’articulaient autour d’un modèle de rupture des matériaux des parties statiques
dépendant du taux de déformation plastique. Pour finir, Cosme [30] a étudié le phéno-
mène de perte d’aube de fan en cherchant à modéliser le comportement global du moteur
et les interactions entre les parties en rotation et le stator. La démarche était focalisée sur
la possibilité de calculer le comportement du moteur complet (Whole Engine Model) et
les efforts récupérés aux attaches du moteur.

Ces différentes simulations traitent de phénomènes de dynamique rapide dans leur
entière complexité ou en se restreignant à une interaction particulière. Néanmoins elles
différent de la problématique de perte de pale lors du Blade Shedding puisque lors de ce
phénomène :

- la rétention de l’ensemble des pales requiert un blindage plus rigide que pour la
rétention d’une pale,

- la vitesse de rotation significativement plus élevée entraîne une énergie cinétique
plus grande dans les pales et des déformations plastiques plus importantes notamment
côté impacteur.

De par ces différences, l’expérience actuelle ne nous permet pas de définira priori la
modélisation optimale qui conviendrait pour représenter le type d’impact traité. En effet,
dans le phénomène global de perte d’aubes qui est un objectifde la thèse, le problème à
résoudre intégrera la perte de l’ensemble des pales et donc le problème sera d’une taille
nettement plus grande. Dans cette section, une modélisation optimale est donc recherchée
à travers une étude de sensibilité sur la finesse du maillage.Ce travail est réalisé dans le
code de dynamique rapide Europlexus.

2.2.2 Modélisations employées

La méthode des éléments finis converge vers la solution lorsque le maillage est suffi-
samment fin à condition que la formulation des éléments soit adaptée au problème traité.
Ces deux considérations conduisent à développer plusieursmodèles et à les comparer afin
de déterminer le modèle convergé. Par ailleurs, pour étudier la sensibilité à la forme des
impactants, le modèle contient deux types de pales : une paled’un premier étage de tur-
bine libre (fig 2.1) et une pale d’un second étage de turbine libre. Le blindage associé à
ces pales est pris en compte comme l’impacté du problème.

En terme de temps de calcul, le modèle le plus performant est constitué d’un blin-
dage en coque et des pales modélisées par des briques pour la plateforme de la pale et en
brique à formulation coque pour le profil. La pale est représentée sans son pied qui reste
lié au disque de turbine. Elle est maillée à l’aide d’éléments volumiques de type brique
pour la partie basse (échasse et plate-forme, élément linéaire CUB8) et de type brique à
formulation coque à 8 noeuds pour le profil (élément ShB8). Pour le blindage, une mo-
délisation en coque est choisie selon la formulation de Batoz avec 4 points d’intégration
dans l’épaisseur (Élément Q4GS et figure 2.2). Par ailleurs,les éléments utilisés sont plei-
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2. Du phénomène d’impact à la perforation

FIG . 2.1:Vue d’une pale de turbine libre

nement intégrés pour éviter les modes de déformation à énergie nulle (modes ’sablier’ ou
de Hourglass) et le contact sur coque est imposé entre la surface interne du blindage et
les éléments solides de la pale. Par le choix de la formulation coque épaisse de Batoz, les
déformations normales au plan de la coque sont négligées.

FIG . 2.2:Maillage des pales en brique à formulation coque et blindageen coque

Pour combler cette lacune, un modèle volumique pour le blindage est proposé et as-
socié à une modélisation des pales en brique (CUB8) et briqueà formulation coque pré-
sentée sur la figure 2.3. Pour étudier les effets de flexion dans le blindage, 4 éléments sont
présents au minimum dans l’épaisseur, cf. figure 2.3.

La modélisation des profils des pales en brique à formulationcoque conduit à l’hy-
pothèse d’absence de déformation dans l’épaisseur de la matière et à l’impossibilité de
raffinement du profil. En effet, les conditions de définition des coques ne sont plus assu-
rées sur des maillages trop fins. Sur ce type de maillage, les simulations sont instables.
De ce fait deux modèles en éléments brique pour les pales sontproposés et permettent
de tester la sensibilité à la finesse du maillage. Le maillagele plus fin pour les pales est
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2.2. Impact d’une pale sur un blindage

visible sur la figure 2.3.

FIG . 2.3:Maillage des pales en brique raffinée et blindage en brique

Par la méthode de calcul employée, l’intégration numériqueest conditionnellement
stable au sens de la condition de Courant-Friedrichs-Levy [31] (CFL) sur le pas de temps.
Les pas de temps calculés par Europlexus sur les différents modèles sont synthétisés dans
la tableau 2.2.2.

Modèle n◦1 Pale en brique n◦2 Pale en brique
à formulation coque à formulation coque
Blindage en coque Blindage en brique

Nombre d’éléments 5200 54000
Pas de temps en ms 4.6 10−5 4.2 10−5

Temps CPU / 1ms 4000 13000

Modèle n◦3 Pale en brique n◦4 Pale en brique
grossier raffinée

Blindage en brique Blindage en brique
Nombre d’éléments 55000 58000
Pas de temps en ms 2.0 10−5 1.4 10−5

c Temps CPU / 1ms 32000 42000

TAB. 2.1:Pas des temps des modèles calculés par Europlexus

Par ailleurs, le contact est pris en compte entre les différentes pièces. La détection du
contact est réalisée par la technique des surfaces maîtres sur noeuds esclaves et le calcul
de la force de contact est réalisé par la méthode des pénalités. De plus, le modèle intègre
une loi de frottement de Coulomb entre les impacteurs et le blindage. Le coefficient de
frottement peut alors permettre de perturber légèrement lemodèle afin d’identifier si celui-
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2. Du phénomène d’impact à la perforation

ci se comporte de manière progressive et physiquement cohérente. La force de frottement
est définie dans l’équation (2.1).

~F = µ N~T (2.1)

où ~F est la force de frottement,µ le coefficient de frottement prenant quatre valeurs
arbitraires (0 ; 0.1 ; 0.2 ; 0.3),N la force de contact suivant la normale et~T le vecteur
unitaire tangent de glissement.

De même que le frottement, les conditions aux limites sont mal connues puisque le
blindage est fixé au moteur donc sur une structure souple. De ce fait une comparaison est
faite entre deux conditions aux limites extrêmes : un encastrement au niveau de la pièce
support du blindage et une liaison libre. Cette comparaisonpermet d’estimer l’influence
de la condition limite du blindage sur notamment sa déformation plastique.

Les lois matériaux des alliages base Nickel composant les pales et le blindage pré-
sentent une dépendance marquée à la vitesse de déformation,mise en évidence dans une
campagne d’essais réalisés au Laboratoire de Physique et Mécanique des Matériaux de
Metz (LPMM) (Rusinek etal. [97]). Cette campagne d’essais a permis d’identifier un
comportement matériau modélisé par des lois de Johnson Cook.

2.2.3 Résultats des simulations

2.2.3.1 Scénario du phénomène

Le scénario du phénomène est décrit en 3 étapes séparées par 4événements :
- L’évènement qui déclenche le phénomène est la rupture de lapale dans une section

frangible par effet centrifuge. On considère donc que la pale est animée d’un mouvement
de translation et de rotation avec une vitesse tangentielleégale àRCDGω et une rotation
ω dans la direction de l’axe de rotation moteur imposée au centre de gravité (Ceci est
équivalent au champ de vitesse en rotation de la turbine au niveau de la pale). La pale
réalise donc un vol libre.

- L’évènement suivant est le contact de la pale avec le blindage. Animée par son propre
mouvement, la pale se déforme plastiquement contre le blindage. La composante radiale
de son mouvement baisse progressivement. Le rapport important de masse entre le profil
et la tablette de la pale entraîne de fortes déformations du profil. La figure 2.4 montre la
faible modification de la direction initiale de la partie basse de la pale lors de la plastifi-
cation du profil.

- Toujours animée d’un mouvement de translation, la tablette de la pale impacte la
paroi interne du blindage, une importante déformation plastique est constatée côté im-
pacteur et côté blindage : la composante radiale du mouvement s’annule rapidement. A
la suite de cet événement, la pale suit la paroi interne du blindage. Selon la vitesse de la
pale après l’impact de la tablette, la force centrifuge exercée par la pale sur le blindage
peut plastifier celui-ci. Néanmoins les frottements dissipent l’énergie cinétique de la pale
et celle-ci ralentit.

- L’évènement final est l’arrêt de la pale.
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2.2. Impact d’une pale sur un blindage
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FIG . 2.4: Trajectoires des centres de gravité du profil et de la tablette de la pale "TL2"
(Modèle de la pale en brique raffinée sans frottement)

Dans les simulations, l’intérêt se porte sur la séquence d’impacts. Cette séquence se
termine lorsque la pale est en rotation dans le blindage et que le blindage ne plastifie plus
par effet centrifuge. Cette séquence dure environ 0.5 ms et sera étendue à 1 ms pour toutes
les simulations.

2.2.3.2 Analyse cinématique de l’impact

FIG . 2.5:Trajectoires du centre de gravité de la pale "TL2" entre 0 et 1ms (Modèle de la
pale en brique grossier)

Les principales étapes présentées précédemment sont illustrées par la figure 2.5 qui
représente la trajectoire de la pale dans un plan normal à l’axe de rotation de la turbine. Les
différentes trajectoires des pales selon le coefficient de frottement sont mises en évidence.
Les trois grandes phases sont présentes :

- la trajectoire rectiligne de la pale au départ correspondant au vol libre,
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2. Du phénomène d’impact à la perforation

- des comportements différents lors de la plastification du profil de la pale,
- une phase finale de rotation de la pale où le frottement de la pale contre le blindage

entraîne une distance parcourue plus courte.

2.2.3.3 Comparaisons des déformées des pales après simulation en fonction de la
qualité du maillage dans le profil

Les déformées des pales (Fig. 2.6(a) et 2.6(b)) montrent uneplastification importante
avec un fort dépassement de la limite à la rupture en déformation du matériau (les défor-
mations plastiques sont proches de 100 %). Les profils sont repliés sur eux-mêmes et un
auto-contact aurait dû se produire. Dans les simulations, l’auto-contact des profils n’a pas
été imposé et aucun modèle à la rupture de la matière n’est appliqué. Ces considérations
entraînent une surestimation des capacités de déformationplastique des pales. Sur les fi-
gures 2.6(a) et 2.6(b), les états de déformées à 0.4 ms présentent dans les deux cas un
flambement du profil et un repliement de celui-ci. Ce repliement concentre les déforma-
tions dans une zone localisée où la rupture se produit et est constatée expérimentalement.
La différence de finesse de maillage modifie alors la déforméeà un instant donné même
si la déformée finale reste la même.

(a) Modèle en brique raffiné

(b) Modèle en brique grossier

FIG . 2.6:Déformations plastiques à 0.4 ms sur les modèles des pales enbrique et blindage
en brique

72



2.2. Impact d’une pale sur un blindage

Les résultats obtenus avec les éléments coques épaisses (fig. 2.7) montrent un com-
portement plus rigide de la pale avec des déformées soit moindres soit plus prononcées
selon les pales : la pale " TL1 " est repliée entièrement sur elle-même alors que la pale "
TL2 " est vrillée avec une poche dans le profil. Ces remarques sont mises en évidence par
ailleurs par les bilans énergétiques des modèles.

FIG . 2.7:Déformation plastique à 0.4 ms sur le modèle des pales en brique à formulation
coque et blindage en brique

2.2.3.4 Energie cinétique des pales

L’énergie cinétique de la pale se réduit progressivement par transformation de son
énergie cinétique en énergie interne par déformation plastique du profil (fig. 2.8). La plus
forte baisse d’énergie cinétique se passe au moment de l’impact de la tablette contre le
blindage. Après l’impact de la pale, l’énergie cinétique seréduit très progressivement par
frottement/déformation du blindage. Les simulations montrent que l’énergie cinétique de
la pale n’est pas nulle après impact et que les pales continuent à tourner dans le blindage.
Selon le coefficient de frottement mis en place, l’énergie résiduelle est de 15% à 50%.
On notera que la valeur de 50% est associée à un coefficient de frottement nul qui est
certainement non représentatif de la valeur réelle de celui-ci. Selon les valeurs numériques
données par Barett [8], les coefficients de frottement à sec àl’arrêt et glissant pour un
contact entre deux matériaux en nickel sont respectivementde 1.1 et 0.53, ce qui montre
bien que l’énergie résiduelle de la pale après impact sera bien inférieure à 50%.

2.2.3.5 Energie interne des pales

Le comportement de flambage des pales est mis en évidence par la forte augmenta-
tion de l’énergie interne des pales lors du contact contre leblindage (phase d’impact, cf.
fig. 2.9). L’augmentation finale de l’énergie interne est caractéristique de la déformation
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FIG . 2.8:Evolution de l’énergie cinétique de la pale "TL2"

plastique de la tablette lors de son impact contre le blindage. Après le dernier impact,
l’énergie interne reste constante. La pale n’a plus la possibilité de se déformer après sa
mise en rotation dans le blindage.

2.2.3.6 Energie interne du blindage

L’énergie interne du blindage croît différemment selon lestypes de sollicitations qu’il
reçoit de la part des pales. Les 4 simulations présentées sollicitent différemment le blin-
dage. Tout d’abord les modèles en brique à formulation coquedes pales sont plus rigides
et conduisent à des déformations plastiques du blindage importantes dès l’impact du profil
(fig. 2.10). Lors de l’impact des profils, un comportement très rigide est constaté avec des
sauts d’énergie non observés dans les autres simulations. Le niveau important de l’énergie
interne du blindage en brique après impact par les pales en brique à formulation coque
met en évidence que les contraintes de cisaillement et de compression dans le sens radial
dans le blindage sont des quantités non négligeables du modèle.

Concernant les simulations avec plusieurs éléments briquedans le profil, les résultats
sont cohérents entre eux. Un réseau de courbes est mis en évidence avec la caractéristique
suivante : plus le coefficient de frottement est important plus l’énergie dans le blindage
est faible. Pour le modèle en brique et maillage fin, le réseaude courbes semble différer
pour le modèle sans frottement. L’analyse du comportement de ce modèle sera présentée
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FIG . 2.9:Évolution de l’énergie interne de la pale "TL2"

dans le paragraphe 2.2.4.1.

2.2.3.7 Energie cinétique du blindage

L’énergie cinétique du blindage est faible dans toutes les simulations (1 à 2 % de
l’énergie cinétique initiale des pales, cf. fig. 2.11). Quelques points sont néanmoins à
souligner.

Lors de forts impacts, le blindage est mis en mouvement (typiquement lors de l’impact
des tablettes).

Paradoxalement l’énergie cinétique du blindage est d’autant plus faible que le coef-
ficient de frottement est fort. Les efforts de frottement dissipant une partie de l’énergie
cinétique des pales, le blindage est moins mis en mouvement.Le comportement de la
pale modélisée en brique, raffinée et sans frottement diffère des autres modèles (pas de
pic d’énergie cinétique, fig. 2.11).

Le comportement rigide des pales en brique à formulation coque est de nouveau mis
en évidence avec des pics de déplacement non physiques : l’impact des profils serait
équivalent à l’impact des tablettes.
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FIG . 2.10:Évolution de l’énergie interne du blindage

2.2.3.8 Bilan énergétique

Le modèle sans frottement (non représentatif de la réalité)permet de définir un bilan
énergétique général de l’impact :

- 1 ms après le départ de la pale, alors que la pale est en rotation contre le blindage,
50 % de l’énergie cinétique initiale de la pale est conservée.

- 45 % de l’énergie initiale est perdue par déformation plastique de la pale.

- Le blindage récupère seulement 5 % de l’énergie initiale par déformation plastique.

- L’énergie cinétique du blindage est faible (environ 1 à 2 %).

Avec frottement, après 1 ms, l’énergie cinétique des pales est nettement plus faible
et peut atteindre seulement 15 %. Cependant l’énergie interne des pales reste identique
aux alentours de 45 %, ce qui souligne le fait que les pales se déforment jusqu’à une
déformation limite. Côté blindage, l’énergie interne du blindage est diminuée fortement
(seulement 3 % avec un coefficient de frottement de 0.3). Ce constat souligne que le
travail de frottement devient une quantité importante dansle bilan énergétique. Avec un
coefficient de frottement égal à 0.3, 30 % de l’énergie cinétique des pales est dissipée par
frottement.
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FIG . 2.11:Evolution de l’énergie cinétique du blindage

2.2.3.9 Prise en compte du frottement

Par la modification du coefficient de frottement, des perturbations du comportement
sont remarquées mais ne doivent pas conduire à des comportements fondamentalement
différents. Cette considération logique permet d’identifier des résultats qui sont physique-
ment incorrects comme, par exemple, le modèle en brique raffiné sans frottement.

Par ailleurs, le frottement entraîne des baisses d’énergies cinétiques importantes et le
travail de frottement se dissipe essentiellement sous forme de chaleur. Dans la réalité,
l’augmentation de la température du blindage, notamment auniveau de la paroi interne,
entraîne une modification des propriétés des matériaux ce qui pourrait conduire à diffé-
rents comportements lors de la phase de rotation des pales dans le blindage.

Les contacts érosifs, la dissipation de la chaleur, le coefficient de frottement et sa
dépendance à la vitesse de glissement restent des quantitésmal connues et non prises en
compte à ce jour dans la simulation en dynamique rapide.

2.2.3.10 Calcul avec un blindage libre

Dans le cas d’un blindage libre, la plus grande part de l’énergie cinétique des pales
est transformée en énergie cinétique du blindage : l’énergie cinétique du blindage est
augmentée jusqu’à environ 1.5% de l’énergie libérée soit environ 30 % de plus qu’un
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FIG . 2.12:Évolution de l’énergie cinétique et interne du blindage nonfixé, Modèle de la
pale en brique

modèle encastré (cf. fig. 2.12). Par ailleurs la liberté du blindage conduit à une diminution
des déformations plastiques du blindage et donc de l’énergie interne du blindage (5 à 10 %
relativement par rapport à une condition d’encastrement).Ces différences sont très légères
du fait que la fixation du blindage modélisée dans le calcul est souple. Dans le cas de ce
montage moteur, l’encastrement de la bride du blindage est une condition acceptable d’un
point de vue énergétique.

2.2.4 Comportements des pales

2.2.4.1 Mode de flambement en flexion couplée à la torsion

FIG . 2.13:Impacts des pales à 0.2 ms sur le modèle CUB8 fin sans frottement

Dans le cas du modèle le plus fin, le comportement de la pale sans frottement diffère
du comportement du modèle plus grossier. Sur la figure 2.13, les pales sont en train de
flamber contre le blindage mais dans un mode couplé de torsionet flexion. De ce fait la
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2.2. Impact d’une pale sur un blindage

pale ne s’écrase plus contre le blindage mais vient glisser contre celui-ci. Ce mode de
torsion est mis en place suite au contact qui définit des normales vers l’avant et vers l’ar-
rière de la pale. Ce comportement n’est plus présent dès qu’un frottement vient imposer
la direction des résultantes des contacts pour l’ensemble du profil vers l’arrière du profil.
Le fait de tester un modèle en faisant varier légèrement le coefficient de frottement permet
ainsi de déceler un comportement non présent dans la réalité.

2.2.4.2 Phénomène de repliement et fragmentation de la pale

Le comportement de la pale pose des questions particulières. En effet, le flambage
provoque la localisation des déformations dans le profil. Ces déformations sont largement
au dessus des déformations admissibles du matériau et la rupture du matériau devrait sur-
venir. Dans les expériences de Blade Shedding, les pales sont récupérées à l’état de débris
traduisant ainsi la fragmentation importante des profils. La fragmentation des pales de-
vrait donc être prise en compte dans les simulations afin d’obtenir des bilans énergétiques
plus représentatifs de la réalité

Dans les méthodes éléments finis actuelles, la fragmentation est difficilement modéli-
sable puisque actuellement les deux seules méthodes de représentation de la rupture sont :

- la suppression d’un élément si un critère matériau est dépassé,
- un enrichissement des fonctions de forme de l’élément par des partitions de l’unité

(eXtented Finite Element Method, XFEM, Moes etal. [81]).
Dans la première solution, le problème rencontré est la suppression d’une part de la

matière du système qui conduit à une perte énergétique du système. Cette méthode a été
testée sur le problème étudié et a conduit à la suppression totale de la pale ce qui est non
représentatif des débris générés par la pale. La seconde méthode qui résout le problème de
perte de masse du système est actuellement seulement dédiéeà la propagation de fissures
de fatigue et encore en cours de développement pour tenir compte des aspects élastiques,
élasto-plastiques (Elguedj [38]), transitoires (Menouillard [79]) et 3D (travaux actuels de
E. Pierres).

De façon parallèle, des développements récents ont été apportés dans les méthodes
particulaires pour représenter des corps solides. Ces travaux se sont portés sur la mise
en place d’une formulation coque pour la méthode Smoothed Particles Hydrodynamics
(SPH) dans les travaux de Maurel [78] et le couplage entre éléments finis et éléments
particulaires (Chuzel [28]). Cependant des difficultés apparaissent encore pour la mise
en place d’une formulation unique en formulation particulaire pour des structures méca-
niques.

On peut donc proposer de modéliser la fragmentation à l’aided’une bascule entre
la formule éléments finis et SPH. Lorsque les corps sont non fragmentés, ceux-ci sont
modélisés à l’aide d’une formulation éléments finis classique, tandis que lorsque des élé-
ments sont supprimés pour cause d’un dépassement d’un critère de rupture matériau, les
éléments sont remplacés par une formulation SPH. Ce conceptpermettrait de profiter en
même temps des avantages des deux formulations tout en évitant les inconvénients de
celles-ci. En effet, la perte d’énergie du système dû à la méthode des éléments finis serait
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2. Du phénomène d’impact à la perforation

évitée et la méthode SPH ne serait pas utilisée pour représenter des corps volumiques. Ce
travail n’a cependant pas été réalisé.

2.2.5 Synthèse

En conclusion, les comportements des différents modèles convergent vers un compor-
tement de flambage en flexion puis fragmentation du profil suivi d’un impact sévère de la
tablette contre le blindage. La meilleure représentation de ce comportement est réalisée
par le modèle le plus fin en élément volumique pour les pales etle blindage. Malgré les
différences de déformées de pales et de cinématiques d’impacts, les bilans énergétiques
des modèles sont cohérents entre eux. Dans le cadre d’une intégration de ce modèle dans
des modèles plus complets où les contacts entre pales serontmodélisés et détermineront
les instants de départs de celles-ci, le modèle en élément brique non raffiné semble être un
des meilleurs compromis. Par ailleurs, la meilleure compréhension du comportement de
l’ensemble impacté-impacteur demande de simuler la fragmentation du profil et la rup-
ture du matériau des pales. Cet aspect pourrait être traité àtravers une association entre
méthodes éléments finies et méthodes particulaires SPH.

2.3 Impact d’une bille sur une plaque mince en acier

Dans cette partie, le travail de recherche s’est focalisé sur la modélisation des plaques
minces soumises à un impact par un corps rigide.

Dans un premier temps, un état de l’art général du domaine de recherche est réalisé.
Cet état de l’art aborde à la fois les aspects expérimentaux et les modélisations de la
perforation des plaques minces ou épaisses.

Dans un second temps, nous nous concentrons plus particulièrement sur la modéli-
sation de l’impact d’une bille sur une plaque mince. Des essais associés à des caractéri-
sations matériaux extraits de la bibliographie (CEA/JRC [25], Penazzi [93]) permettent
de proposer une modélisation du phénomène à partir de la méthode des éléments finis.
Certains aspects importants sont alors soulignés comme la stabilisation des éléments dans
une formulation éléments finis sous-intégrée et le critère de rupture dépendant du taux de
triaxialité.

2.3.1 Etat de l’art sur la perforation

L’impact et la perforation sont des sujets de recherche importants notamment pour
leur application au dimensionnement des blindages de véhicules de transport permettant
de fournir une protection aux équipages lors des missions sous le feu ennemi.

La notion de blindage est très ancienne puisque, dès l’antiquité, les fantassins se sont
équipés de cuirasse, casque ou cote afin de combattre en mouvement tout en étant à cou-
vert. Cependant la mise en place de blindages a également conduit au développement des
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2.3. Impact d’une bille sur une plaque mince en acier

impacteurs afin de les rendre plus perforants. Nous pouvons citer par exemple le projec-
tile APDS (Armour-piercing discarding sabot, photo 2.14(a)) développé durant le seconde
guerre mondiale qui perd une partie du corps projeté afin d’augmenter sa pénétrabilité. La
perforation d’un blindage dédié par ce projectile est visible sur la photo 2.14(b).

(a) APDS perdant son sabot et ses pétales(b) Plaque d’acier à blindage après perforation
(Source ISL)

FIG . 2.14:Projectiles APDS en action

Plaque mince / Plaque épaisseAu cours des recherches sur l’impact, les chercheurs
se sont concentrés sur l’influence de l’épaisseur de la plaque sur la capacité de rétention
de celle-ci. L’épaisseur de la plaque permet en effet d’augmenter la capacité de rétention.
Cependant, si le blindage est surdimensionné, la masse de celui-ci pénalise les systèmes
qui se déplacent ou les rend onéreux. De ce fait le dimensionnement du blindage doit
être réalisé au plus proche de la configuration minimale. Surce thème de l’épaisseuredu
blindage, les recherches réalisées par Penazzi [93] et Neme[86] ont montré respective-
ment que les modes de rupture d’une plaque mince (e< hpro jectile) sont différents de ceux
d’une plaque épaisse (e> hpro jectile), même si le scénario de l’impact reste découpé en
trois phases majeures.

Dans la première phase, le contact du projectile sur la plaque provoque une onde dans
l’épaisseur de la plaque. Alors que, pour une plaque épaisse, les ondes peuvent conduire
à un écaillage caractéristique sur la face opposée à celle del’impact (visible sur la photo
2.15 ou dans les essais d’impact plaque-plaque de Suffis [105]), pour une plaque mince,
cette première phase est quasiment inexistante puisque la plaque se met rapidement en
mouvement et la phase suivante commence. En effet, cette première phase se termine
lorsque la vitesse moyenne de la plaque, définie dans la zone en contact, coïncide avec
celle de l’impacteur.

Dans la deuxième phase, la plaque se déforme irréversiblement de façon plastique.
Pour une plaque mince, les déformations apparaissent largement autour de la zone d’im-
pact alors que, pour une plaque épaisse, les déformations sont majoritairement localisées
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2. Du phénomène d’impact à la perforation

FIG . 2.15:Résultat de l’impact d’une bille d’aluminium sur une plaqueépaisse d’alumi-
nium de 18 cm à la vitesse de 6.8 km/s (Source ESA)

au droit de l’impact. Cette phase se termine par une étape majeure de cisaillement de la
plaque et la création, selon les formes d’impacteurs, d’un bouchon.

La troisième phase est alors le siège de deux phénomènes antagonistes :
- l’élargissement du diamètre de formation du bouchon dans la plaque par plastifica-

tion du trou ;
- la pétalisation du trou par la création de fissures radiales(cf. figure 2.16(b)).
L’apparition de l’un ou l’autre de ces phénomènes dépend despropriétés du matériau.

Penazzi [93] propose ainsi de calculer l’énergie nécessaire à l’élargissement d’un trou
pour permettre la traversée d’un projectile (approche axisymétrique proposée par Thom-
son [107]) et de la comparer à une énergie de fissuration de pétales (mécanique de la
rupture de Griffith). Par la comparaison de ces énergies, le mode de ruine de la plaque
peut être prédit.

Par ailleurs, ces approches peuvent être altérées par le type de contact entre l’impac-
teur et la plaque. En effet, Rusinek etal. [98] démontre expérimentalement que, pour un
impact sur plaque très mince (e<< hpro jectile), un contact glissant conduit à une pétalisa-
tion de la plaque alors qu’un contact frottant assure la création d’un bouchon.

Pour le cas d’une plaque épaisse, l’extraction du bouchon est accompagnée de l’ap-
parition d’un bourrelet sur la face arrière de l’impact (Figure 2.14(b)). Pour une plaque
mince, le bouchon extrait de la plaque s’accompagne d’un cisaillement tangentiel autour
du bouchon et les formes des impacteurs ont une grande importance sur l’état des plaques
après perforation. Par exemple, dans le cas de l’essai visible sur la photo 2.16(a), la forme
en ogive du projectile supprime la création du bouchon mais amplifie la séquence de créa-
tion des fissures autour du projectile. La forte chute d’énergie due à la création des fissures
en pétales conduit alors au blocage du projectile dans la plaque.

Formes des impacteurs Les expériences notamment de Borvik etal. [19] [20] montrent
que la forme des impacteurs est déterminante dans la capacité de rétention d’une plaque et
que finalement la capacité de rétention est donc associée à uncouple impacteur-impacté
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2.3. Impact d’une bille sur une plaque mince en acier

(a) Impact incliné d’un projectile sur une
plaque d’acier (Source US Navy [84])

(b) Pétales multiples sur la peau d’une pomme
obtenues par la combinaison du projectile

perforant et de la pression hydrodynamique
(Source Wierzbicki [111])

FIG . 2.16:Pétalisation sur différents corps

(Figure 2.17). La fissuration localisée suite à la plasticité globale est en général une condi-
tion nécessaire à la traversée de la cible.

Sur des impacteurs cylindriques, l’impact met en duel la déformation de l’impacteur
(similaire à un essai de type Taylor) et le poinçonnage de la plaque. Lorsque la fissure liée
au poinçonnage apparaît, l’ensemble bouchon-impacteur traverse la plaque en limitant la
perte d’énergie au seul frottement entre les corps en mouvement et le corps fixe.

Sur des impacteurs pointus ou coniques, la zone initiale de déformation est restreinte
à cause de la surface de contact avec l’impacteur. Cependantdès la rupture de cette pre-
mière zone, des fissures complémentaires apparaissent car le projectile ne peut traverser
la plaque. Ce type d’impacteur est donc à privilégier si l’onsouhaite une pétalisation de la
plaque. Sur des problèmes d’explosion, la pétalisation estaussi privilégiée car elle permet
d’atteindre l’état d’équilibre plus rapidement (Wierzbicki [111]).

Vitesse d’impact La vitesse d’impact est également un paramètre déterminantdu mode
de rupture. En effet sur des impacts à basse vitesse, une déformation importante de la
plaque apparaît, permettant ainsi de dissiper une partie del’énergie (Penazzi [93]). En-
suite pour des vitesses d’impact supérieures à la limite balistique, la rupture apparaît loca-
lisée s’apparentant à un poinçonnement de la plaque. Lorsque la vitesse d’impact devient
très élevée (domaine de l’hyper-vélocité), les ondes de choc qui se propagent dans l’épais-
seur entraînent des micro fissurations (Eftis etal. [37]) et un repoussement excessif de la
matière (Photo 2.15).

Modélisation La prédiction des capacités de rétention est un point essentiel au dévelop-
pement des blindages. Plusieurs modèles existent dans la littérature, dont celui récemment
proposé de Chocron etal. [27] qui utilise à la fois les grands principes des modèles de
Walker et Anderson [110] et les modes de rupture de Ravid et Bodner [94]. Cette mo-
délisation permet ainsi d’obtenir des courbes typiques de vitesse résiduelle du projectile
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2. Du phénomène d’impact à la perforation

FIG . 2.17: Vitesses résiduelles expérimentales en fonction de la forme de l’impacteur
(Borvik et al. [19])

après perforation en fonction de sa vitesse incidente. Sur la figure 2.17, la non linéarité
de la vitesse résiduelle est bien visible. Cependant ce changement de vitesse correspond
à une chute d’énergie relativement constante en fonction dela vitesse incidente comme le
constate Gupta etal. [51].

L’une des méthodes les plus simples pour estimer la capacitéde rétention d’une plaque
mince est la méthode de Zukas et Nicholas [115] qui propose l’estimation suivante, éq.
(2.2)

Vr = p1(Vi −V50)
1/p2 (2.2)

oùVi , Vr et V50 correspondent respectivement à la vitesse incidente, vitesse résiduelle et
vitesse limite balistique du projectile. Dans le cas de projectile indéformable,p2 est égal
à 2 etp1 est égal à(M +M′/3)/M. M est la masse du projectile etM′ est la masse de la
partie de la plaque au droit du projectile avant impact.

Si les cas expérimentaux sont relativement bien connus, la perforation dans le monde
industriel apparaît dans des configurations nettement moins académiques, ce qui nécessite
de transposer les informations acquises sur un cas d’étude àune géométrie industrielle.
Grâce à l’augmentation de la capacité de calcul, la méthode EF est une candidate très
intéressante car elle est basée sur une description partitionnée du problème intégrant les
caractéristiques de matériaux dans le domaine étudié. Les lois matériaux nécessitent une
prise en compte des caractères élastiques, visqueux, plastiques et endommageables ren-
contrés lors de ce type de sollicitation. Un des modèles bienconnus pour le caractère
élastique, visqueux et plastique est le modèle de Johnson Cook [63], utilisé avec succès
par Borvik etal. [18] pour la modélisation de la perforation. Sur ces aspects, à hautes
vitesses de déformation, les lois identifiées actuellementpeuvent être mises en défaut par
de nouvelles non-linéarités (Rusinel etal. [97] [98]), ce qui limite le domaine d’utilisation
des lois au domaine identifié.

Idéalement, le caractère endommageable de la matière permet d’identifier la rupture
de la matière via une quantification du taux de porosité du massif associé à l’apparition,
la croissance et la coalescence de cavités. L’endommagement de la matière peut être alors
couplé à la loi élasto-visco-plastique par la définition d’un potentiel thermodynamique
(Lemaitre et Chaboche [72]) ou simplement découplé ce qui nedéfinit alors que le mo-
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2.3. Impact d’une bille sur une plaque mince en acier

ment de rupture de la matière. Dans un modèle découplé, la variable d’endommagement
est calculée indirectement puisqu’il existe une bijectivité entre la plasticité et l’endom-
magement, par exemple, par un modèle de rupture de Johnson-Cook [64] ou l’un des
modèles utilisés par Wierzbicki etal. [112], Teng et Wierzbicki [106] ou Rusinel etal.
[98].

Dans les modèles couplés, l’endommagement est calculé puiscorrige la loi élasto-
plastique (Borvik etal. [18], Carney etal. [23]). Cependant, cette variable perturbe le
système mécanique car l’endommagement adoucit la loi matériau et conduit à une lo-
calisation des phénomènes de striction dans un seul élément(Blazy[15], Suffis [105],
perte d’ellipticité de la solution comme le souligne De Borst [34]). Ceci doit être résolu
afin d’éviter la dépendance au maillage inhérente aux méthodes éléments finis par des
méthodes limitant la localisation : méthodes de régulationpar limitation du taux de crois-
sance de l’endommagement (Suffis [105]), méthodes de calculde l’endommagement non
local (par exemple utilisé dans Cazes etal. [24]).

En parallèle des méthodes EF, d’autres méthodes sont apparues pour s’affranchir no-
tamment du maillage. Ces méthodes dites particulaires modélisent de façon plus aisée les
phénomènes de fracturation de l’impacteur ou de l’impacté,et les contacts multiples entre
l’impacteur et les fragments résiduels (Hayhurst et Clegg [53], Michel etal. [80]). De
plus, les travaux récents de Maurel [78] donnent la possibilité de représenter les plaques
à l’aide d’un seul élément dans l’épaisseur (Développementd’une formulation SPH de
type brique à formulation coque). Cette méthode est encore en développement et ne sera
pas explorée dans ce travail.

Les résultats EF satisfaisants obtenus par Borvik etal. [18], Balden et Nurick [5] ou
Rusinek etal. [98] sont limités par la taille du modèle à mettre en place. Eneffet, pour
créer les fissures de perforation, les structures sont modélisées à l’aide d’éléments solides.
Plusieurs éléments sont donc présents dans l’épaisseur (plus de 10 éléments en général).
Cette considération souligne que ces méthodes de modélisation sont inutilisables sur des
structures entières où l’on ne connaît pasa priori la position de la zone perforée.

Présentation du travail réalisé Dans ce contexte général, le travail mené dans cette
partie est consacré à la modélisation de l’impact d’une bille élastique sur une plaque
mince par une méthode élément fini lagrangienne de type élément solide à formulation
coque pour représenter la plaque et une loi élasto-plastique dépendant de la vitesse de
déformation avec un critère en déformation plastique.

En effet, dans la thèse de Penazzi [93], des tests ont été réalisés pour différents couples
de matériaux, dont l’acier 316, dans la configuration de l’impact sur plaque mince. Cette
configuration est proche de celle rencontrée lors de l’impact des pales sur l’anneau lors
d’un Blade Shedding. En effet, les analyses des essais de BS ont montré clairement l’in-
fluence de l’anneau dans le phénomène et nécessite d’être pris en compte cependant en
ayant une modélisation des plus légères pour pouvoir simuler le phénomène dans son en-
semble. Une représentation de la plaque par des éléments briques à formulation coque
(ShB8 dans Europlexus) semble être une des meilleures solutions. En effet, ces éléments
à 8 noeuds sont sous intégrés et permettent de modéliser des coques en flexion. De plus,
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2. Du phénomène d’impact à la perforation

cet élément a été récemment amélioré par Abed-Meraim et Combescure [1] pour la stabi-
lisation des modes liés à la sous intégration.

2.3.2 Description des moyens d’essai

La partie expérimentale est issue des travaux de Penazzi. Les essais sont réalisés à
l’aide d’un canon à gaz qui assure une bonne stabilité du tir et une bonne répétitivité des
vitesses. Les moyens de mesure sont des micro-bases optiques positionnées à l’avant et à
l’arrière de la plaque et une caméra rapide positionnée au niveau de la plaque et orientée
selon une direction normale à la direction de tir (Photo 2.18).

FIG . 2.18: Vue générale de l’installation d’essai du canon à gaz du CREA/CM (DGA)
(Source Penazzi [93])

Concernant le projectile, les essais sont réalisés à l’aidede billes (de roulement) de
diamètre 11mm. En effet, ces corps présentent une forme tolérancée vis à vis de la sphé-
ricité (tolérance de fabrication g8) et un matériau standard à haute teneur en carbone
(100Cr6) qui leur assure une faible déformabilité. La dureté Rockwell du 100Cr6 est de
63 HRC, ce qui correspond à une limite à la rupture de 2300 MPa,soit 4 à 5 fois celle du
matériau de la plaque.

Concernant la plaque, les dimensions ont été recherchées afin de s’affranchir au mieux
des perturbations liées aux conditions aux limites. En effet dans la seconde phase d’impact
durant laquelle la plaque est mise en mouvement, la propagation des ondes dans la plaque
conduit à un retour des ondes dans la zone d’impact. Pour éviter ce phénomène, les di-
mensions de la plaque sont prises de telle sorte que la durée de propagation de l’onde soit
supérieure au temps de perforation de la plaque. Il faut remarquer que lorsque la vitesse
incidente est proche de la limite de perforation, la plaque se déforme durant un temps
conséquent. On comprend donc que la limite de perforation est un résultat sensible aux
conditions aux frontières de la plaque. La plaque étudiée a une dimension de 150x300mm
et une épaisseur de 1mmen acier inoxydable 316, elle est encastrée à ses frontières.

Au cours des essais, plusieurs vitesses incidentes du projectile sont testées afin de
connaître l’évolution de la vitesse résiduelle du projectile en fonction de sa vitesse inci-
dente et d’identifier la vitesse limite de perforation.
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2.3. Impact d’une bille sur une plaque mince en acier

2.3.3 Description de la modélisation éléments finis

Cette partie est divisée en trois sous parties. Tout d’abord, les lois matériaux et les
critères permettant la perforation sont évoqués. Dans une seconde partie, deux maillages
sont étudiés en analysant les résultats obtenus. Pour finir,la dépendance au maillage est
mise en évidence.

2.3.3.1 Lois matériaux des corps

Matériau de la bille La bille est en acier 100Cr6. Afin d’étudier uniquement le com-
portement de la plaque à l’impact, la bille est supposée élastique. Sa masse volumique est
de 7,84 kg

dm3 et son module d’Young est de 210GPa.

Matériau de la plaque L’alliage 316 est un acier inoxydable austénitique d’usagegé-
néral avec une structure cubique à faces centrées. Son module d’Young mesuré par jauge
est de 155GPA (Source Penazzi [93]).

La courbe élastoplastique quasi statique obtenue par une vitesse de déformation de
3.3 10−4s−1 est obtenue sur une éprouvette EPC120 (Source Penazzi [93]). Le compor-
tement de ce matériau est modélisé par une loi de type Ludwick, éq. (2.3), dont les para-
mètres sont précisés dans le tableau 2.2.

σ = σy0+Kεn (2.3)

La dépendance à la vitesse de déformation est prise en comptepar le modèle proposé par
Ispra-Cadarache identifié pour l’acier 316 (CEA-JRC [25]).Ce modèle prend en compte
une dépendance à la vitesse de déformation en fonction du taux de déformation. L’équa-
tion du modèle complet est rappelée dans l’équation (2.4) etles constantes associées dans
le tableau 2.2.

σ = (σy0 +Kεn)(1+(
ε̇
L
)m)

L = e
a+bε
1+cε m=

d+eε
1+ f ε

(2.4)

Dans le but de simuler la rupture de la matière, l’endommagement ductile est pris en

Paramètres de la loi de Ludwick
σy0 = 260Mpa K = 1077Mpa n= 0.56

Paramètres de la loi Ispra-Cadarache
a = 6.388 b = 86.215 c = 6.457
d = 0.233 e= 0 f = 0

TAB. 2.2:Paramètres identifiés de la loi matériau de l’acier 316

compte par un modèle découplé entre endommagement et plasticité. Dans ce type de
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2. Du phénomène d’impact à la perforation

modèle, l’endommagement sera calculé en fonction du chargement imposé sur le volume
mais n’interviendra pas dans le calcul de la plasticité. Dans les définitions de Lemaitre et
Chaboche [72], pour se rapprocher au mieux des comportements matériaux, le mécanisme
d’endommagement est associé à l’énergie de cisaillement età l’énergie de déformation
volumique, ce qui conduit à définir la contrainte équivalente d’endommagement comme
fonction de la contrainte équivalente de plasticité et du taux de triaxialité des contraintes.
De façon expérimentale, les travaux de Teng et Wierzbicki [106] et Wierzbicki etal. [112]
montrent la dépendance de la déformation plastique maximumau taux de triaxialitéσH

σeq
.

Dans cette partie, deux critères présentés sur la figure 2.19seront donc évalués pour
représenter la rupture.
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FIG . 2.19:Critères de rupture des éléments en fonction du taux de triaxialité

- Le premier correspond à une déformation plastique uniforme et est indépendant du
taux de triaxialité ce qui conduit à dire que l’endommagement croit de façon linéaire avec
la plasticité. Ce critère, écrit dans l’équation (2.5), a été utilisé dans de nombreuses études
(Sarkar et Atluri [100], Carney etal. [23]).

ε ≤ εc (2.5)

- Le second dépend du taux de triaxialité à travers les équations (2.6).

Si
σH

σeq
≤ 1

3
: ε ≤ εc (2.6)

Si
σH

σeq
>

1
3

: ε ≤ εc
σeq

3σH

Le taux de triaxialité des expressions (2.6) correspond à l’état de triaxialité des contraintes
moyenné dans le temps, ce qui permet de se rapprocher de la définition donnée par Bao
et Wierzbicki [6].

Les deux critères (2.5) et (2.6) présentent une seule variable correspondant à la défor-
mation plastique équivalente dans le cas d’un taux de triaxialité compris entre−1

3 et 1
3. La

valeur identifiée lors d’un essai de traction sur éprouvettelisse (Penazzi [93]) est retenue
et vaut 50% pour le cas de l’acier 316. Cette valeur arbitraire non corrigée par rapport à
la taille de la maille sera retenue pour les simulations réalisées. Dans l’algorithme utilisé,
le critère de déformation plastique est imposé sur le point de Gauss n◦3 correspondant à
la fibre moyenne de la plaque. Dès que le critère est satisfaitsur ce point, l’ensemble de
l’élément est supprimé.
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2.3. Impact d’une bille sur une plaque mince en acier

2.3.3.2 Maillage de la plaque et de la bille

Maillage de la bille Afin de faciliter le maillage et d’obtenir des performances de calcul
satisfaisantes, la bille est représentée par une sphère creuse (épaisseur 1mm pour un rayon
extérieur de 5,5 mm), visible sur la figure 2.20. Deux éléments de type brique (CUB8) sont
disposés dans l’épaisseur. Afin de compenser le volume manquant, la masse volumique
de la bille est corrigée.

FIG . 2.20:Maillage creux de la bille

Maillage de la plaque La plaque est modélisée à l’aide d’éléments de type solide à for-
mulation coque avec huit noeuds et cinq points d’intégration dans l’épaisseur. La stabilisa-
tion classique des modes de Hourglass est réalisée par une viscosité artificielle. L’élément
ainsi formulé porte le nom classique ShB8. Cette méthode sera comparée à la nouvelle
méthode proposée par Abed-Meraim et Combescure [1] qui suppose un champ de défor-
mation postulé pour les modes à énergie nulle associés à la sous intégration. Cet élément
porte le nom ShB8PS.

Deux types de maillages sont présentés dans ce rapport.
- Le premier est un maillage réglé dans les directions radiale et tangentielle au niveau

de la zone qui va se déformer fortement (Fig. 2.21.a). Ce maillage assure ainsi que le
champ de solution proposé est axi-symétrique mais présentel’inconvénient d’imposer la
zone dans laquelle la bille doit impacter.

- De ce fait, le second est un maillage réglé finement dans la zone d’impact dans
deux directions normales l’une à l’autre (Fig. 2.21.b). Deux maillages (mailles de 1mm
et 0.6mm) sont testés dans la suite de l’étude. Les briques présentent donc un ratio lon-
gueur/hauteur inférieur à l’unité1.

Autour de la zone d’impact, les maillages sont dé-raffinés afin de limiter le temps de
calcul.

2.3.3.3 Conditions initiales et aux limites

Une condition d’encastrement est imposée sur les quatre côtés de la plaque pour assu-
rer son maintien. Pour la bille, la vitesse initiale est imposée sur l’ensemble des noeuds du

1La hauteur de l’élément correspond à l’épaisseur de la plaque.
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2. Du phénomène d’impact à la perforation

(a) Maillage circulaire (b) Maillage rectangulaire

FIG . 2.21:Maillages pour le calcul Element Fini

volume. Cette condition initiale ne nécessite pas un pré-chargement de la structure. Entre
la bille et la plaque, un contact par multiplicateur de Lagrange est imposé. Ce contact est
défini frottant et constant quelque soit la vitesse de glissement (µ= 0.3)

2.3.4 Comparaison entre les éléments ShB8 et ShB8PS

Dans Europlexus, l’élément ShB8 est un élément brique à formulation coque sous
intégré (5 points de Gauss dans l’épaisseur). Il est stabilisé par une viscosité artificielle.
L’élément ShB8PS présente la même formulation élément fini mais il est stabilisé par
une technique de projection pouvant se mettre sous le formalisme de la "Méthode de la
Déformation Postulée" ce qui permet d’éviter les phénomènes de Hourglass en rendant le
processus plus physique. Pour tester la différence entre ces deux éléments, un test d’im-
pact de la bille sur la plaque sans suppression d’éléments est réalisé. Le calcul est mené
pour une vitesse d’impact de 400m/s sur le maillage axisymétrique et sur le maillage
rectangulaire.

Le résultat du calcul pour les deux maillages est visible surles figures 2.22(a) et
2.22(b), 0.25msaprès le contact de la bille. Les deux modèles présentent desrésultats
bien différents.

La valeur et la localisation de la déformation plastique maximum diffèrent entre les
deux modèles. Cette différence de niveau de déformation plastique est associée à la taille
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2.3. Impact d’une bille sur une plaque mince en acier

(a) Maillage axi-symétrique (b) Maillage rectangulaire

FIG . 2.22:Déformations plastiques de la plaque en ShB8 pour une vitesse d’impact de
400m/set sans rupture des éléments

des éléments (Figures 2.22(a) et 2.22(b)).
Par ailleurs, les déformées sont axisymétriques par rapport à la normale à l’impact

ce qui doit conduire à un champ de déformation axisymétrique. Dans le cas du maillage
circulaire, le champ de déformation plastique est axisymétrique conformément à la forme
déformée. Dans le cas du maillage rectangulaire, ce champ est localisé dans la direction
du maillage ce qui est non physique.

L’analyse du processus de calcul des forces internes révèleque seule la stabilisation
des modes de Hourglass par viscosité artificielle peut être la source de ce comportement.
En effet, en supprimant la stabilisation, et de ce fait en prenant le risque d’avoir un calcul
divergeant, le calcul ne présente plus cette caractéristique. De plus, en utilisant les déve-
loppements de stabilisation de l’élément (ShB8PS) menés par Abed-Meraim et Combes-
cure [1], la déformation plastique dans la plaque maillée defaçon rectangulaire devient
relativement axisymétrique comme le présente les figures 2.23(a) et 2.23(b). Pour le reste
de l’étude, la modélisation sera uniquement réalisée à l’aide de l’élément ShB8PS2.

2.3.5 Effet du taux de triaxialité sur la rupture

La calcul est mené ici pour une vitesse initiale de 350m/s sur le maillage axisymé-
trique en testant les critères de rupture (2.5) et (2.6). Lesdéformées de la plaque sont
visibles sur les figures 2.24(a) et 2.24(b). Le trou de la plaque présente des éléments dé-
formés sur son contour ainsi que quatre pétales principalesmontrant la création d’une
fissure de pétalisation. Le bouchon est de forme circulaire,ce qui correspond à l’expé-
rience. La vitesse résiduelle de la bille est de 327m/s pour le critère indépendant du taux
de triaxialité et 329m/spour le critère dépendant du taux de triaxialité. Ces valeurs sont à
comparer à une valeur expérimentale de 314m/s, ce qui présente donc un écart de 4% en
vitesse.

2Le calcul de la stabilisation par la déformation postulée requiert un temps de calcul légèrement supé-
rieur à celui de la stabilisation par viscosité artificielle.
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2. Du phénomène d’impact à la perforation

(a) Maillage axi-symétrique (b) Maillage rectangulaire

FIG . 2.23:Déformations plastiques de la plaque en ShB8PS pour une vitesse d’impact de
400m/set sans rupture des éléments

2.3.6 Résultats des simulations pour différents maillages

Les différents maillages sont testés avec les deux critèresde rupture et pour une
gamme de vitesse comprise entre 200m/s et 600m/s qui correspond à la plage étudiée
expérimentalement par Penazzi [93]. Le paramètre qui est leplus représentatif des résul-
tats est la vitesse résiduelle de la bille après perforation. Lorsque la bille ne perfore pas,
sa vitesse résiduelle est considérée nulle. Les résultats et la comparaison à l’expérience
sont présentés sur la figure 2.25. Le graphique 2.25(a) présente la vitesse résiduelle de la
bille selon les différents maillages avec une loi matériau qui prend en compte un critère
de rupture en déformation plastique équivalente constante. Sur le graphique 2.25b, les ré-
sultats des différents maillages sont présentés avec le critère de rupture dépendant du taux
de triaxialité. Les résultats montrent que la modélisationintégrant le critère dépendant du
taux de triaxialité permet de mieux représenter le système et de se rapprocher des résultats
expérimentaux, fig. 2.25 (b). De plus, ce critère permet d’être moins sensible à la taille de
maille que le critère à déformation plastique constante (Comparaison entre les graphique
a et b de la figure 2.25). Ces remarques soulignent donc qu’un critère en déformation
plastique constant ne permet pas de modéliser correctementla perforation du fait que le
taux de triaxialité dans la zone de rupture évolue fortementavec la vitesse d’impact et que
le critère doit tenir compte de cette évolution.

2.3.7 Synthèse

Le travail réalisé s’est focalisé sur la modélisation de l’impact d’une bille sur une
plaque rectangulaire mince. L’objectif du travail est de définir une méthode de modéli-
sation de l’impact sur plaque mince par des éléments finis tout en assurant l’application
de la méthode développée à des structures industrielles. Depar cette contrainte, le choix
de la modélisation s’est porté sur des éléments de type brique à formulation coque et
une approche matériau élasto-plastique dépendante de la vitesse de déformation. Concer-
nant la rupture, une approche découplée entre endommagement et plasticité a été retenue
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2.4. Impact d’un projectile conique sur une plaque mince

(a) Critère de rupture
εc = Const

(b) Critère de rupture
εc = f ( σH

σeq
)

FIG . 2.24:Vue globale du système, àt = 0.075msaprès le contact

afin d’éviter les dépendances inhérentes aux maillages du phénomène d’adoucissement
matériau.

Grâce au grand nombre de modèles réalisés puis testés, la méthode proposée préco-
nise l’utilisation d’un maillage dans la zone d’impact présentant un ratio de 1 entre la
longueur de l’élément et son épaisseur. Pour l’approche de la rupture, le critère en défor-
mation plastique dépendant du taux de triaxialité permet denettement mieux représenter
le phénomène de perforation de plaque. Ce critère qui a été défini arbitrairement dans
cette étude correspond aux résultats des expériences menées par Wierzbicki etal. [112].
Il n’a cependant pas été possible de suivre les constations de Bao et Wierzbicki [7] sur
le fait que lorsque le taux de triaxialité est inférieur à 1/3, la matière ne peut rompre.
En effet, les éléments se retrouvant dans cette configuration se déformaient infiniment en
modifiant grandement le résultat global.

2.4 Impact d’un projectile conique sur une plaque mince

Dans cette partie, la méthode proposée ci-dessus est réutilisé pour étudier le compor-
tement d’une plaque en alliage à base Nickel correspondant àcelui du blindage soumise à
l’impact d’un corps cylindro-conique. Pour la modélisation, plusieurs lois matériaux sont
évaluées dont notamment la loi identifiée en cisaillement quasi-statique (à température
ambiante et à hautes températures) et en grande vitesse par le Laboratoire de Physique et
Mécanique des Matériaux de Metz (LPMM). Les résultats numériques sont alors confron-
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2. Du phénomène d’impact à la perforation
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FIG . 2.25:Vitesses résiduelles de la bille après impact

tés à des expériences.
Dans le cadre de la simulation du Blade Shedding, les matériaux des pales, anneau

et blindage de la turbine libre du moteur étudié ont été caractérisés dans une plage de
températures allant de 0◦C à 700◦C et dans une plage de vitesses allant du quasi-statique
à une vitesse de déformation maximale de 102s−1 par un essai de double cisaillement
(Rusinek etal. [97]). Les différents essais ont permis de définir les différentes constantes
du modèle de Johnson-Cook [63] en cisaillement.

En parallèle de cette étude, la caractérisation du matériaudu blindage à base de nickel
a été complétée par deux types d’essais :

- des essais de traction sur éprouvette de traction en quasi-statique (Note Turbomeca
[36]),

- des tirs sur plaque, réalisés par canon à gaz, dans la gamme proche de la vitesse
limite de perforation de la plaque.

Cette sous partie est donc dédiée à la modélisation de ce nouvel impact avec pour
objectif principal de confronter la méthode développée surle cas d’étude de Penazzi aux
résultats des essais de tirs sur des plaques dans un matériaude base Nickel.

2.4.1 Lois matériaux

La caractérisation de l’alliage à base Nickel (Rusinek etal. [97]) a été réalisée sur un
essai de cisaillement ce qui conduit à une loi écrite en cisaillement-glissement, éq. (2.7),

τ(γ, γ̇,T) = (A+Bγn)(1+C ln
γ̇
γ̇0

)(1− (
T −Troom

Tmelting−Troom
)m) (2.7)
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2.4. Impact d’un projectile conique sur une plaque mince

où A et B sont des constantes du matériau,n le coefficient d’écrouissage,C la sensibilité
à la vitesse de déformation etm la sensibilité à la température.

Par ailleurs, l’angleγ, caractérisant le glissement, est l’angle qui transforme un rec-
tangle en un parallélogramme. (formalisme de Gieck [45]). Cet angle doit être divisé par
2 afin d’être introduit dans un tenseur de contrainte. De plus, dans le code éléments finis
Europlexus, la loi matériau isotrope élasto-plastique dépendant de la vitesse de déforma-
tion est écrite en contrainte équivalente et déformation équivalente au sens de von Mises,
ce qui nécessite de réécrire la loi (2.7) au sens de von Mises.Les relations d’équivalence
entre ces deux formulations sont écrites selon les équations (2.8).

εeq=
γ√
3

σeq =
√

3τ (2.8)

2.4.2 Simulation de l’essai de traction sur le matériau à base Nickel

La loi identifiée par un essai de cisaillement peut être testée sur un essai de traction.
En effet, les deux états de contrainte diffèrent et il est intéressant de comparer la diffé-
rence des plasticités associées aux deux écoulements. L’essai de traction est modélisé par
élément fini à l’aide d’un maillage hexaédrique et à déplacement imposé pour pouvoir si-
muler les effets de striction associés à la contraction de lasection de l’éprouvette (Figure
2.26). Le système est résolu par le schéma d’intégration desdifférences centrées du code
Europlexus.

FIG . 2.26:Déformations plastiques équivalentes dans une éprouvettede traction soumise
à un déplacement imposé de 20 mm, loi matériau de Johnson-Cook identifiée en cisaille-

ment sans dépendance à la vitesse de déformation

Le résultat en terme de force associée au déplacement est visible sur la figure (2.27).
La première courbe correspond au résultat expérimental. Laseconde courbe est obtenue
avec un déplacement continu imposé de 20mmen 1mset la loi identifiée en cisaillement
réécrite en von Mises sans la dépendance à la vitesse de déformation. La troisième courbe
correspond à un déplacement continu imposé de 20mmen 2mset la même loi que pré-
cédemment. La quatrième courbe correspond à la loi matériauidentifiée sur cet essai et
réécrite en contrainte vraie et déformation vraie.
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2. Du phénomène d’impact à la perforation
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FIG . 2.27:Comparaison essai/calcul de la force appliquée sur une éprouvette de traction
en matériau base Nickel

Les oscillations présentes au début des courbes correspondent à des vibrations élas-
tiques associées à la rapidité du chargement. Ces oscillations disparaissent avec l’amortis-
sement associé à la plasticité ou en diminuant la rapidité duchargement. En effet, dans les
simulations dynamiques résolues par solveur explicite, lataille des mailles conditionne le
pas de temps de stabilité du schéma d’intégration temporel et, de ce fait, le temps de cal-
cul d’une simulation est proportionnel au temps simulé (1h de TCPU pour la simulation
de 2ms).

Concernant les lois identifiées en traction ou en cisaillement, la plasticité ne suit pas
formellement le critère de Von Mises et de ce fait l’équivalence entre les deux caracté-
risations n’est pas exacte et reste seulement approchée. Deplus, il serait souhaitable de
simuler ce même essai à l’aide d’une approche quasi-statique en grande déformation pour
séparer les effets d’inertie de l’éprouvette et ceux de la plasticité.

Pour la simulation de la perforation, trois lois élasto-plastiques seront étudiées :

- une première loi associée à la caractérisation en cisaillement, réécrite en contrainte
et déformation équivalente de Von Mises avec dépendance à lavitesse de déformation,

- une seconde loi associée à la caractérisation en cisaillement, réécrite en contrainte et
déformation équivalente de Von Mises sans dépendance à la vitesse de déformation,

- une troisième loi issue de cet essai de traction sans dépendance à la vitesse de défor-
mation.

Pour la rupture, le modèle dépendant du taux de triaxialité présenté dans la section
2.3.3.1 est choisi. Ce modèle nécessite la définition de la déformation plastique vraie
maximum. Sur les courbes issues de la note Turbomeca [36], ladéformation plastique
maximumεc est retenue et est relié à la déformation vraie maximum par larelation (2.9)
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2.4. Impact d’un projectile conique sur une plaque mince

puisqu’il s’agit d’un essai de traction.

εvc = ln(1+ εc) (2.9)

2.4.3 Moyen d’essais et modélisation du système

Les impacts de billes sur plaque sont réalisés à l’aide d’un canon à gaz, d’un capteur
permettant de mesurer la vitesse d’impact du projectile et d’un montage permettant le
maintien de la plaque testée. L’ensemble de ce montage est visible sur la figure 2.28.
De par le montage réalisé, la plaque impactée n’est pas encastrée aux extrémités ce qui

FIG . 2.28:Canon à gaz d’étude

nécessite de modéliser la plaque épaisse de support afin de définir un contact unilatéral
entre ces deux plaques. Au niveau de la zone d’impact, de la même manière que pour
les simulations réalisées dans les paragraphes précédents, la modélisation de la plaque est
réalisée avec des éléments ShB8PS qui présentent une stabilisation à déformation postulée
et l’hypothèse des contraintes planes. Par ailleurs, le maillage est réalisé de telle manière
que le ratio entre l’épaisseur de la plaque et la taille de maille soit proche de l’unité. Le
maillage ainsi proposé est visible sur la figure 2.29. La plaque testée dans cette partie
est dans le matériau à base Nickel et présente une épaisseur d’environ 1mm(1.8mm). Le
projectile de diamètre 7.7mmà tête conique est en acier 25CD4. Ce corps est modélisé
par des éléments cubiques et une loi matériau élasto-plastique parfaite (ρ = 7980Kg.m−3,
E = 170GPaetRe0.2 = 500MPa). Concernant les conditions aux limites, un encastrement
est imposé sur la plaque support aux niveaux de ses frontières externes et un contact
frottant (µ= 0.3) est imposé entre les trois corps.

2.4.4 Résultats de la simulation de la perforation

Le résultat en terme de vitesses résiduelles par rapport auxvitesses incidentes est vi-
sible sur la figure 2.30. Expérimentalement, seule la limitebalistique a pu être identifiée
puisque le banc d’essai ne présente pas de capteurs de vitesse résiduelle du projectile. Pour
cette association impacteur-impacté, cette limite vaut environ 360m/s pour des plaques
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2. Du phénomène d’impact à la perforation

FIG . 2.29:Maillage du système plaque impactée, projectile et supportde plaque
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FIG . 2.30:Vitesses résiduelles en fonction de la vitesse incidente etdes différentes lois
matériaux utilisées

ayant une épaisseur de1.85−1.88mm. Numériquement, les trois lois matériaux associées
au critère de rupture énoncées ci-dessus permettent de donner une limite balistique ainsi
que la vitesse résiduelle de l’impacteur après perforation. Les trois limites balistiques ob-
tenues numériquement sont proches de la limite expérimentale (±30m/s ∼ ±9%). De
façon logique, la loi matériau identifiée en traction assureune plus grande capacité de ré-
tention que la loi en cisaillement car le niveau de contrainte équivalente est plus important
à déformation équivalente. De même, la sensibilité positive à la vitesse de déformation as-
sure une augmentation de la capacité de rétention.

2.4.5 Comparaisons des plaques après simulation et après essai

Les résultats présents dans ce paragraphe sont obtenus à l’aide de la loi élasto-
plastique identifiée en cisaillement et dépendant de la vitesse de déformation. Il s’agit
de la loi qui donne les meilleurs résultats puisque la limitebalistique associée à cette loi
se rapproche le plus de la limite balistique expérimentale.

Quatre essais d’impacts ont été simulés par élément fini, figures 2.31-2.33. Ces diffé-
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2.4. Impact d’un projectile conique sur une plaque mince

(a) Vitesse d’impact 263m/s (b) Vitesse d’impact 337m/s

(c) Vitesse d’impact 263m/s (d) Vitesse d’impact 337m/s

FIG . 2.31: Plaques déformées et déformations plastiques de von Mises mesurées par
technique de stéréo-corrélation sur les plaques non perforées

rents impacts sont situés dans la zone proche de la limite balistique de la plaque qui est
d’environ 350m/s. Sur ces essais, une technique de stéréo corrélation analysant la défor-
mation 3D de la peinture mouchetis de l’éprouvette a été miseen place et permet d’obtenir
les champs de déformation de la peau inférieure et supérieure des plaques. Sur la peau in-
férieure qui est impactée par le projectile, la peinture a été arrachée par le contact frottant
avec le projectile ce qui n’a pas permis de capter les déformations dans cette zone. Glo-
balement, autour de la zone d’impact, la comparaison essai calcul est satisfaisante et dans
la zone où la rupture de la plaque va apparaître, les calculs prédisent des déformations
plus importantes que celles mesurées (environ un ratio de 2 sur la déformation plastique
équivalente de von Mises). D’un point de vue de simulation, même si la limite balistique
est correctement prédite, les états des plaques après impact diffèrent :

- pour une vitesse d’impact de 411m/s, la simulation numérique prédit la création d’un
bouchon libre alors que dans l’expérience apparaît un bouchon qui reste lié à la plaque.

- De la même façon, pour une vitesse d’impact de 361m/s, une fissuration qui suit
les directions du maillage est prédite alors qu’expérimentalement de nouveau un bouchon
apparaît.

Ces différences de comportement peuvent être expliquées tout d’abord par le forma-
lisme de la méthode éléments finis mais aussi par le caractèreplastique de l’impacteur qui
se déforme largement en compression et sa forme n’est plus derévolution au moment où
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2. Du phénomène d’impact à la perforation

(a) Vitesse d’impact 263m/s (b) Vitesse d’impact 337m/s

FIG . 2.32:Déformations plastiques finales de von Mises obtenues par simulation sur des
plaques non-perforées

la plaque est sur le point de se déchirer. Un impacteur moins sensible à la plasticité (tête
hémisphérique ou seulement chanfreiné avec un matériau nettement plus dur que le ma-
tériau de la plaque avec une plaque plus mince) aurait permisd’obtenir des déformées de
plaques plus axi-symétriques. Ces considérations ne remettent pas en cause les capacités
de rétention de la plaque car l’état des pièces après essai est plus lié à la trajectoire du
projectile post-perforation qu’au mode de rupture de la plaque.

2.4.6 Synthèse

Sur ce cas d’étude, la méthode de modélisation de la perforation mise au point dans
la section 2.3 donne des résultats numériques qui se rapprochent fortement des résultats
expérimentaux trouvés. Plusieurs lois matériaux ont été utilisées dans les simulations nu-
mériques. Ces lois matériaux présentent des différences marquées notamment à cause du
mode de sollicitation : traction ou double cisaillement. Eneffet les lois obtenues qui né-
cessitent d’être retranscrite dans un formalisme unique, ici l’écrouissage isotrope de von
Mises, sont différentes montrant que ce formalisme n’est pas vérifié pour ce matériau.
Concernant la modélisation de l’impact, l’essai présente une difficulté au niveau de l’im-
pacteur conique qui se déforme lors de l’impact. En effet, une partie de l’énergie cinétique
de l’impacteur se retrouve après essai dans l’énergie interne de déformation de celui-ci.
Ainsi l’essai caractérise un couple impacteur-impacté alors qu’il serait souhaitable de ca-
ractériser uniquement les déformations irréversibles de l’impacté. Un impacteur sphérique
dans un matériau plus dur pourrait être préféré.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, la simulation d’un impacteur sur un impacté a été évoquée à travers
deux types de configuration.

Dans la première configuration, l’impacté correspondait aublindage d’une turbine
libre tandis que l’impacteur correspondait à une pale de turbine libre libérée à la vitesse
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2.5. Conclusion

(a) Vitesse d’impact 361m/s (b) Déformations plastiques de von Mises
0.1 ms après impact

(c) Vitesse d’impact 411m/s (d) Déformations plastiques de von Mises
0.1 ms après impact

FIG . 2.33:Résultats expérimentaux et numériques : Plaques perforées

de Blade Shedding. Dans cet type d’impact, l’impacteur se déforme largement et l’énergie
cinétique initiale est transformée à la fois en énergie interne de l’impacteur et de l’impacté
sans pour autant que l’impacté se perfore.

Dans seconde configuration, développée dans les parties 2.3et 2.4, le projectile de
nature fortement plus rigide impact une plaque mince en la perforant. L’énergie cinétique
est alors retrouvée en énergie interne de la plaque et énergie résiduelle du projectile.

Les travaux ont permis d’obtenir une modélisation adaptée pour la représentation des
pales lors de l’impact contre un blindage et une représentation de la plaque mince du-
rant sa perforation. Ces modélisations sont bâties sur la méthode des éléments finis avec
une formulation brique. Pour les pales, un travail d’optimisation du maillage a été réalisé
pour identifier la finesse du maillage minimale pour un comportement purement élasto-
visco-plastique de la plaque. En effet, la fragmentation dela pale, représentée en éléments
finis par une suppression de l’élément dépassant un critère matériau, conduisait à la sup-
pression totale de la pale, ce qui était inadmissible d’un point de vue énergétique. De ce
fait, un travail supplémentaire devrait être envisagée pour représenter ce comportement à
travers une bascule Eléments Finis - méthode SPH et obtenir un bilan final énergétique re-
présentatif de ce type d’impact. Des questions restent cependant posées sur la dépendance
au maillage d’une telle solution.

Pour le cas des plaques minces, une modélisation bâtie sur l’élément brique à for-
mulation coque a été utilisée. Cette méthode permet de résoudre le problème d’impact
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2. Du phénomène d’impact à la perforation

rapidement au détriment de la finesse de modélisation des zones de fracture de la matière.
Le problème mécanique a ainsi été résolu par une approche élasto-visco-plastique avec un
critère sur la déformation plastique des éléments. Malgré la grossièreté des maillages, les
différentes simulations ont permis de montrer la nécessitéde définir ce critère en fonction
du taux de triaxialité du chargement pour se rapprocher au mieux des courbes de vitesses
résiduelles en fonction de vitesses incidentes et ainsi estimer au mieux la vitesse limite
de perforation. Par ailleurs, pour le cas de l’alliage à baseNickel, les lois matériaux iden-
tifiées sur des essais de cisaillement ont montré des différences importantes lorsqu’elles
étaient utilisées à travers la plasticité de von Mises pour simuler des essais de traction.
Ce constat souligne donc qu’un effort supplémentaire serait nécessaire pour représenter
correctement la plasticité sous chargement multi-axial.
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Chapitre 3

Analyse des essais de Blade Shedding

Dans ce troisième chapitre "Confidentiel Industrie", une
analyse détaillée des résultats d’essai lors d’un Blade

Shedding est réalisée à travers les mesures obtenues lors d’un
développement moteur. Cette analyse permet de décrire le

départ des pales dans le temps et d’estimer la durée totale du
phénomène. Les informations recueillies sont aussi de nature

qualitative (état des pièces du moteur après essai,
déformations temporelles sur le moteur).
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3. Analyse des essais de Blade Shedding

3.1 Introduction

La mise en place d’une protection par Blade Shedding sur moteur nécessite de dé-
montrer la performance et la sécurité dans laquelle elle s’opère. Pour ce faire, plusieurs
essais spécifiques dont un essai moteur complet sont mis en oeuvre lors de la phase de
conception-développement du moteur. L’essai moteur, qui est lié à la certification du mo-
teur, a démontré la rétention des débris générés et des efforts admissibles sur la structure
notamment au niveau des attaches.

Dans ce chapitre, on s’attachera à analyser en détail les informations qui permettent de
reconstituer une chronologie des évènements intervenantslors du phénomène. En effet,
puisque le départ des pales de turbine libre s’opère à l’intérieur du moteur, il n’existe
pas à ce jour un moyen d’observation des pales et une définition de la chronologie des
évènements comme cela l’est possible pour l’ingestion d’oiseau sur fan (Letellier [75])
ou perte d’aube de fan (Cosme [30])1.

De ce fait, l’état de l’art actuel ne permet pas de donner des ordres de grandeurs sur
la durée de départs de pales, l’évolution transitoire de la vitesse de rotation ou les efforts
appliqués sur le système. Ce chapitre a donc pour objectif derépondre à ces questions en
se basant sur les informations recueillies lors de l’essai.

3.2 Conclusion

Ce chapitre donne des éléments majeurs dans la compréhension du phénomène. Ce-
pendant les informations obtenues sur l’essai ne sont pas quantitatives sur les efforts appli-
qués sur le rotor et le stator. En effet, pour pouvoir prédirele comportement d’un système,
deux aspects sont capitaux : dans un premier temps, spécifierle chargement appliqué sur
le système et dans un second temps, modéliser correctement le système. Actuellement les
informations obtenues sont générales, permettent de comprendre le phénomène mais pas
de le prédire. Les méthodes permettant d’aboutir à une prédiction seront donc développées
dans le chapitre suivant.

1Un moyen d’observer le départ des pales serait de mettre en place un banc spécifique composé unique-
ment du module de turbine libre sous vide entraînée par un moteur externe et dont les parois selon l’axe de
rotation seraient translucides. Cependant, de par l’échelle de temps mis en jeu, l’observation nécessiterait
un enregistrement par caméra rapide.
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Chapitre 4

Simulation du Blade Shedding sur un
moteur

Dans ce quatrième chapitre, nous présentons les
modélisations du départ de pales généralisé sur un cas

d’étude industriel Turbomeca. Leurs simulations associées
aux développements présentés notamment dans le premier
chapitre permettent de donner le chargement dynamique

obtenu sur l’ensemble du moteur et notamment au niveau de
la liaison hélicoptère moteur.
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4.1. Introduction

4.1 Introduction

Les différentes analyses effectuées sur la vitesse de rotation, sur les efforts mesurés
aux attaches du moteur ou sur l’état des pièces, montrent clairement que l’ensemble du
moteur subit le phénomène de Blade Shedding. Cette considération impose le recours à
des modèles moteur complet élément fini (WEM) pour la simulation.

Une question se pose : Quelle est la modélisation à effectuersur les différentes pièces
moteur (formulation d’éléments, lois matériaux,...) et quel est le schéma d’intégration
numérique à utiliser?

Pour la partie impact du problème, les solutions de dynamique rapide intégrées dans
les codes du commerce (Europlexus, LsDyna) sont des plus pertinentes. Ces codes sont
bâtis sur un schéma d’intégration numérique des différences centrées (schéma de New-
mark avecα = 1

2 et β = 0) qui permet d’avoir une résolution explicite de l’équation de
la dynamique. Cette méthode explicite résout l’équation dela dynamique par des pas de
temps relativement faibles (à cause de la condition de stabilité) mais qui sont requis par
ailleurs pour le calcul des déformations plastiques des solides.

Cependant, pour la modélisation des pièces non plastifiées en transitoire, la modélisa-
tion par éléments volumiques n’est pas nécessaire et plusieurs solutions existent :

- des représentations fréquentielles ou réduites sont en général utilisées pour des ré-
ponses forcées incluant des contacts (cf. travaux sur le contact rotor-stator de Giraudon-
Guilloteau [47], Arnoult [4] puis Legrand etal. [69] [70] [71]),

- la dynamique rotor est largement traitée actuellement en régime continu ou transi-
toire à l’aide d’éléments poutres rotors (Genta et Delprete[43]),

- les transitoires longs simulés sur WEM (perte d’aube de fanou ingestion d’oiseau)
ont recours à des intégrations explicites ou implicites, età une formulation volumique
pour les parties en rotation (Cosme [30], Noels [88]).

Pour le phénomène de Blade Shedding, la modélisation nécessite à la fois une simula-
tion du comportement de dynamique rotor, la prise en compte des contacts qui engendrent
le départ des pales et les possibles perforations et fragmentations des corps éjectés et im-
pactés. De plus le scénario de rupture de pale est incertain sur de nombreux points : vitesse
de Blade Shedding, position de départ de la première pale, critères de rupture du matériau
et de nombreux comportements ne sont pas pris en compte dans la modélisation. De ce
fait, la modélisation la plus légère doit être recherchée.

Pour répondre à ce besoin, la modélisation idéale du moteur intégrant les attaches du
moteur devrait être composée :

- d’un rotor du générateur de gaz modélisé par une approche dedynamique de ligne
d’arbre,

- des parties statiques élastiques condensées en super-élément,
- du module de turbine libre modélisé en éléments volumiquespour représenter au

mieux l’ensemble des contacts et déformations présents.
- et le tout supporté par des poutres traduisant la rigidité des attaches.
Ce type de modèle présente la caractéristique particulièred’avoir une différence de

pas de temps importante entre le domaine en dynamique de ligne d’arbre et les autres do-
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maines. La résolution multi-domaines proposée par Faucheret Combescure [40] présente
alors tout son intérêt pour résoudre ce problème. Cependantmême après l’usage de cette
méthode, le problème matriciel reste d’une dimension considérable et doit être résolu par
plusieurs machines de calcul. Le code Europlexus a été développé au cours de cette thèse
pour la modélisation des éléments rotors présentée dans le chapitre 1.5. Par ailleurs, le
code Europlexus intègre donc tous les développements associés à ces modélisations et à
la méthode de résolution multi-domaines multi-pas de temps. Cependant ce code n’est
pas parallélisé ce qui limite son utilisation sur ce problème. Sur mono-processeur, 1 mois
serait nécessaire pour résoudre environ 6msdu phénomène. D’un autre côté, le code de
dynamique rapide Ls-Dyna est parallélisé mais n’intègre pas ces développements.

De ce fait, la méthodologie proposée dans cette thèse se bâtit sur deux simulations.
Dans un premier calcul, le départ de pales est simulé avec unepartie statique bloquée

sur un nombre de degrés de liberté limité. Ce premier calcul permet d’obtenir le char-
gement appliqué au rotor lors d’un Blade Shedding. La mise enplace d’un tel calcul est
présentée dans la partie 4.2 tandis que les résultats en terme d’explications temporelles
et qualitatives sont présentés dans la partie 4.3. Finalement les résultats quantitatifs sont
présentés dans la partie 4.4.

Ensuite pour réaliser le calcul sur le moteur, les efforts récupérés dans le premier
calcul sont appliqués sur un modèle moteur complet. Dans ce modèle, les stators sont
modélisés à l’aide d’un super-élément dont la constructionsera largement présentée. Pour
les parties en rotation, des modélisations de dynamique de ligne d’arbre seront choisies
car elles permettent d’intégrer les effets gyroscopiques.Enfin le système sera supporté
par 3 poutres correspondant à la fixation isostatique du moteur sur le banc d’essai.

On notera que cette méthode de modélisation présente un couplage "faible" entre le
premier modèle et le second puisque dans le premier calcul une couronne de noeuds ne
se déplace pas alors que dans la seconde, ces mêmes noeuds se déplacent. Cependant
cette démarche permet de démontrer la capacité de la méthodeà résoudre le problème
mécanique.

4.2 Calcul de Blade Shedding sur le module de Turbine
libre

Dans ce premier calcul, l’objectif est de simuler le départ des pales du rotor de turbine
libre dans le but de connaître à la fois la séquence de départ des pales et les efforts agissant
sur les fixations du blindage. La simulation permet par ailleurs de mieux comprendre le
phénomène de Blade Shedding puisque la simulation reste le seul moyen d’avoir une
description temporelle des évènements présents dans la turbine libre après le départ de la
première pale.

Le modèle de l’étage de turbine libre est composé de quatre parties principales :
- Les pales qui se détachent du disque ;
- Le rotor composé des disques, arbres, roulements et éléments de jonction de l’en-

semble ;
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- L’anneau définissant la veine d’air ;
- Le blindage assurant la fonction de rétention des pales. (La pièce support du blindage

est également prise en compte dans le modèle.)
La construction des maillages de ces différents corps est présentée dans les sous par-

ties suivantes.

4.2.1 Maillages des corps en mouvement

4.2.1.1 Pales de turbine libre

Technologiquement les pales de turbine libre sont :
- rapportées sur le disque par un brochage de type pied de sapin,
- arrêtées axialement par une plaquette placée sur la face arrière,
- amorties en vibration par un amortisseur.
Ces solutions technologiques font que l’amortisseur et la plaquette chargent par effet

centrifuge la section frangible de la pale. Par ailleurs, ceseront des débris libérés qui
impacteront le blindage lors de la perte des pales.

Pour représenter cette pièce qui est à la fois impacteur lorsqu’elle est libérée du disque
et impactée lorsqu’elle est encore liée au disque, la construction du maillage élément
fini présente certaines difficultés. En effet, dans les premières simulations transitoires
de Blade Shedding (Herran [55]), le modèle élément fini grossier des pales conduisait
à la mise en place d’un moment important sur la section frangible. Cet aspect entraînait
l’impossibilité de représenter correctement la rupture des pales. En effet, dans le modèle
élément fini, la définition des éléments au dessus de la section frangible doit assurer que
le centre de gravité de l’ensemble de ces éléments projeté sur la section frangible selon la
direction radiale soit positionné au même endroit que dans le cas de la structure réelle.

Dans les calculs [55], cette condition n’était pas vérifiée et les pieds de pales présen-
taient une plasticité importante localisée à l’avant de la pale. Pour pallier cela, la modéli-
sation des pales est définie sur un modèle qui intègre les propriétés inertielles de la tablette
et de l’amortisseur. Le modèle élément fini est alors recalé par rapport à la géométrie réelle
de la pale, de l’amortisseur et de la tablette. Ce recalage est réalisé par optimisation de la
masse et du centre de gravité du modèle élément fini par rapport à la géométrie réelle1.

Le modèle élément fini est bâti sur un découpage arbitraire dela géométrie d’une
pale. Le maillage du profil est bâti sur cinq coupes radiales qui sont épurées de leur
bord d’attaque et de leur bord de fuite tandis que le pied de pale est décomposé en des
formes hexaédriques visibles sur la figure 4.1. Les maillages obtenus pour les pales du
premier et second étage de la turbine libre du moteur étudié sont présentés sur la figure
4.1. Le maillage est exclusivement composé d’éléments hexaédriques. La discrétisation
des maillages a été discutée dans la partie 2.2 qui a permis dedéfinir qu’une modélisation

1Le recalage de la géométrie approchée est réalisé en définissant des paramètres dans la génération du
maillage élément fini. Ces paramètres sont définis comme des épaisseurs et des positions radiales de la
géométrie de la tablette. Le recalage qui est en fait une optimisation par rapport aux données de référence a
été réalisé dans l’environnement OPTIMUS par l’algorithme"Built in target".
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FIG . 4.1:Découpage volumique et maillage grossier des pales de turbine libre

acceptable pour la simulation de l’impact devrait être composée d’éléments volumiques
dans tout le volume et en particulier de trois éléments dans l’épaisseur du profil.

4.2.1.2 Partie centrale du rotor de turbine libre

La partie centrale du rotor est un ensemble de pièces assurant la liaison des pales aux
roulements et transmettant le couple moteur à l’arbre de transmission. Dans le cas du
moteur étudié, les pièces sont maintenues en position par unassemblage boulonné axial
et la technologie des curvic-couplings. La partie centraledu rotor est composée de deux
disques et deux demi-arbres qui sont serrés par un tirant traversant l’ensemble.

Pour représenter les non linéarités associées à l’ouverture des curvic-coupling, un
contact devrait être déclaré au niveau des surfaces d’interfaces. Cependant comme les
calculs présentés sont les premiers calculs de simulation de Blade Shedding, le rotor est
considéré comme un rotor monobloc ayant cependant des propriétés matériaux différentes
selon les corps représentés2.

Pour assurer la continuité entre les différents maillages,le volume de la partie centrale
du rotor est divisé en plusieurs volumes élémentaires héxaédriques qui permettent un
maillage par des processus d’extrusion. Le découpage du volume et le maillage obtenu
sont visualisables sur la figure 4.2.

Chaque disque est maillé selon un secteur de symétrie cyclique extrudé par répétition
circulaire pour obtenir la géométrie globale. Ce processuspermet d’obtenir des interfaces
identiques pour chaque liaison des pales avec le disque. Lespales sont alors disposées le
long de la périphérie du disque et les noeuds fusionnés pour avoir un maillage continu. Le
modèle complet du rotor est visible sur la figure 4.3.

2Une procédure pour la précharge axiale avec des maillages continus et un algorithme explicite a cepen-
dant était mise au point et présentée dans le rapport [54] et dans Ortiz etal. [91]
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FIG . 4.2:Découpage volumique et maillage de la partie centrale du rotor

FIG . 4.3:Modèle élément fini du rotor avec les pales

4.2.2 Maillage des parties statiques

4.2.2.1 Anneau de turbine

Le blindage et l’anneau de turbine sont visibles sur la figure4.4.
L’anneau de turbine est une pièce de révolution présentant une faible épaisseur au ni-

veau des étages de turbine libre et supportant le distributeur du deuxième étage de détente
de la turbine libre. Même si, de par la faible épaisseur de l’anneau, la fonction de réten-
tion est faible, cette pièce est cependant essentielle dansla modélisation car elle conduit à
la définition de contact rotor-pales-stator entraînant la rupture des pales. Dans le modèle
élément fini, cette pièce est représentée par un tube avec desdiamètres évoluant selon le
diamètre réel de l’anneau de turbine et maillée par des éléments volumiques avec seule-
ment un élément dans l’épaisseur. Dans ce calcul, l’anneau est supposé libre pour ne pas
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interférer dans la reprise des efforts par le blindage. Le distributeur du deuxième étage
n’est pas représenté dans le modèle pour le simplifier. La diamètre intérieur de l’anneau

FIG . 4.4: Vue générale de l’anneau (en marron) introduit dans le blindage (en vert), la
partie torique de la pièce marron correspond à la tôle de fixation

conduit à la définition d’un jeu entre le rotor et les parties statiques. D’après des études
réalisées dans le rapport [55] et d’après la définition du moteur, un jeu devrait être présent
entre l’anneau et le blindage à la vitesse de 136%NTL. Cependant la définition exacte
de la géométrie de l’anneau dans sa configuration chaude et durotor soumis au charge-
ment centrifuge plastifiant les sections frangibles n’est pas connue avec précision. Trois
anneaux présentant un jeu faible 0.05mm, moyen 0.3mmet important 0.65mmont donc
été testés dans les simulations.

4.2.2.2 Blindage de turbine

Le blindage est une pièce de révolution assurant la rétention des pales.
Le blindage est modélisé à l’aide d’éléments volumiques avec 8 éléments dans l’épais-

seur car il subira de fortes déformations lors de l’impacts des pales. Ce modèle est utilisé
dans les calculs d’impacts de pales (Section 2.2) visible sur la figure 2.3.

4.2.3 Résumé du maillage 3D des turbines libres

Les caractéristiques du modèle élément fini sont synthétisées dans le tableau 4.1.

4.2.4 Mise en place du calcul

Pour la mise en place du calcul de départ de l’ensemble des pales, le maillage du rotor
doit pouvoir tourner. Pour ce faire, le modèle élément fini est défini de la façon suivante
dans le code de dynamique rapide Ls-Dyna.
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4.2. Calcul de Blade Shedding sur le module de Turbine libre

Nom du domaine Nombre d’éléments
Partie centrale du rotor 58000

Pales 79 000
Anneau 5 000
Blindage 52 000

TAB. 4.1:Caractéristiques du modèle élément fini 3D du module de turbine libre

4.2.4.1 Définition du rotor

Pour relier le rotor à une partie statique et ainsi éviter lesmouvements de corps ri-
gides, la partie centrale du rotor est divisée en trois parties : deux parties au niveau des
roulements du rotor et une partie pour le reste du rotor. Les deux parties associées aux rou-
lements sont définies comme des corps rigides. Des noeuds centraux sur ces deux corps
sont alors reliés par des rigiditéski

p à des noeuds encastrés. Les rigidités de valeurski
p cor-

respondent aux rigidités définies aux extrémités du rotor dans les calculs de dynamique
de ligne d’arbre.

Au niveau des pales, deux parties distinctes sont définies : une première partie au ni-
veau de l’échasse et une seconde au niveau du profil et de la tablette. En effet, la rupture et
la fragmentation des aubes est un phénomène intervenant dans l’ensemble des pales que
ce soit au niveau du profil ou au niveau des échasses. Cependant actuellement dans les
codes éléments finis explicites, la modélisation de la rupture est réalisée par la suppres-
sion d’un élément ce qui permet de représenter un découpage mais conduit dans le cadre
de simulation d’un impacteur souple sur un impacté rigide à la suppression de l’ensemble
du corps impactant. Des méthodes nouvelles basées non plus sur une une formulation élé-
ments finis mais sur une description particulaire (Maurel [78]) ou mixte comme évoquée
dans la partie 2.2 permettraient de résoudre de façon plus juste l’ensemble du problème.

De ce fait, dans le calcul réalisé dans la partie correspondant à l’échasse, un critère de
rupture du matériau formulé en déformation plastique et/outemporel est imposé tandis
que la rupture n’est pas modélisée dans le reste de la pale.

La modélisation d’un anneau permet de définir des contacts rotor-pales-stator qui
conduisent à la rupture des pales. Cependant la faible épaisseur de l’anneau conduit par
ailleurs à sa perforation lors des impacts des pales. Pour tenir compte de sa présence et
de sa possible fragmentation, la loi matériau inclut un critère de rupture en déformation
plastique3.

Au niveau des parties statiques, seul le blindage est bloquépar le blocage d’une cou-
ronne de 25 noeuds sur la partie support.

3Dans les travaux présentés dans la section 2.3, il est mis en évidence que ce critère ne représente pas
correctement la rupture des matériaux car il ne tient pas compte de la contrainte hydrostatique. Cependant,
pour des raisons de temps de calcul, la simulation 3D de l’étage de Turbine Libre réalisée dans le code de
dynamique Ls-Dyna prend uniquement en compte un critère de rupture des éléments selon un niveau de
déformation plastique seuil sur la déformation plastique distribuée selon les contraintes principales.
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4. Simulation du Blade Shedding sur un moteur

4.2.4.2 Différentes étapes

Le calcul se déroule en deux étapes :
- Tout d’abord, l’état d’équilibre associé aux forces centrifuges s’exerçant sur le ro-

tor est trouvé à l’aide d’une méthode de relaxation dynamique. Cette option permet de
conserver la définition du modèle élément fini de façon explicite et est adaptée à la réso-
lution de calculs élasto-plastiques. En effet, par la vitesse de rotation imposée, le calcul
intègre des déformations plastiques notamment au niveau des échasses puisque expéri-
mentalement une première pale rompt. Cet état d’équilibre est donné comme condition
initiale de champ de déplacement, de déformation et de contrainte pour le second calcul.

- Dans le second calcul, le champ de vitesse de rotation est imposé au rotor. Comme
par ailleurs l’état d’équilibre associé aux forces centrifuges a été imposé, le rotor tourne
sans aucune vibration (dans le rotor). Pour initier le phénomène de Blade Shedding, une
première échasse sur l’étage TL1 est supprimée du calcul : une première pale se détache
du rotor. Par la suite, cette pale libérée impacte la pale suiveuse ce qui conduit à la flexion
de celle-ci. Cependant le jeu entre la pale suiveusen◦1 et la pale suiveusen◦2 est faible
et un mécanisme de reprise des efforts de compression par la pale suiveusen◦2 se met
en place lors de la flexion de la pale suiveusen◦1. Ce mécanisme conduit à une élévation
importante de la contrainte moyenne de traction dans la palesuiveusen◦1.

Idéalement le calcul des contraintes et déformations dans les échasses devrait per-
mettre de pouvoir détecter la rupture du matériau et déclencher alors le départ de pales
suiveuses. Cependant actuellement la modélisation des échasses est de basse qualité avec
seulement trois éléments dans l’épaisseur de l’échasse ce qui ne permet pas de détecter
correctement les concentrations de contraintes dues à la flexion lors d’impact de faible
amplitude. De ce fait, la rupture de l’échasse des huit palessuiveuses de l’étage 1 est
pilotée temporellement : 0.3msaprès le départ de la pale précédente, la pale suiveuse est
libérée. Dans les simulations de Blade Shedding, ce pilotage temporel suffit à déclencher
la rupture de toutes les autres pales.

4.2.5 Lois matériaux utilisées sur les différents corps

Pour le blindage, l’anneau et les pales, les lois matériaux identifiées pour Turbomeca
par le Laboratoire de Physique et Mécanique des Matériaux deMetz (LPMM) (Rusinek
etal. [97]) sont utilisées. La caractérisation de ces matériaux est réalisée dans le domaine
quasi-statique jusqu’à grandes vitesses de déformation à température ambiante et à haute
température sur des éprouvettes de double cisaillement (Klepaczko [66]). Un des avan-
tages de l’essai de double cisaillement est de pouvoir obtenir une caractérisation continue
dans la plage de déformation caractérisée.

Les moyens d’essai mis en place sont :
- une machine de traction pour le domaine du quasi-statique jusqu’au domaine des

vitesses de déformation moyennes (102s−1),
- les barres d’Hopkinson pour le domaine des grandes vitesses de déformation

(104s−1).
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4.3. Résultats qualitatifs et temporels de la simulation

Par ailleurs, la turbine libre est chauffée par les gaz chauds, ce qui conduit à des
températures de l’ordre de 500◦C. Pour évaluer les lois matériaux à cette température, la
méthode mise en place dans la caractérisation de Rusinek [97] est d’équiper la machine de
traction d’un système de chauffage pour obtenir la sensibilité des lois matériaux à la tem-
pérature dans la gamme de vitesses allant du quasi-statiqueaux vitesses de déformation
moyennes. Pour le domaine des grandes vitesses de déformation, la technique des barres
d’Hopkinson présente une difficulté par le fait que le moduled’Young d’un matériau dé-
pend de la température ce qui entraîne la non-transmission des ondes si l’éprouvette de
traction est simplement chauffée. Ce type de comportement est mis en évidence dans les
travaux de Brun [21]. En conséquence, le comportement à hautes vitesses de déforma-
tion et à haute température 500◦C n’a pas été caractérisé mais seulement extrapolé de la
caractérisation réalisée à température ambiante.

Le comportement de ces trois matériaux est alors modélisé par une loi de Johnson-
Cook [63] dépendant de la température.

4.3 Résultats qualitatifs et temporels de la simulation

L’ensemble des résultats présentés dans les sous parties qui suivent est obtenu par le
modèle présentant un anneau avec un jeu de 0.65mm.

4.3.1 Etat d’équilibre après la précharge centrifuge

Le calcul de précharge centrifuge est réalisé par le code Ls-Dyna à l’aide d’une mé-
thode de relaxation dynamique dont les différentes particularités sont présentées dans le
rapport Turbomeca [54]. Le résultat en terme de déformations plastiques et contrainte de
von Mises est visible sur les figures 4.5(a) et 4.5(b).

(a) Déformations plastiques sur le rotor (b) Contraintes de von Mises sur le rotor

FIG . 4.5:Résultats de la précharge centrifuge sur le rotor
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4. Simulation du Blade Shedding sur un moteur

La précharge centrifuge est réalisée pour une vitesse de rotation de 136%NTL. Cette
vitesse correspond à la vitesse mesurée de départ des pales.Conformément à la conception
des pales, le chargement dans la section des pales conduit à des déformations plastiques
au niveau des échasses. Ces déformations plastiques sont inférieures à la déformation à la
rupture nominale du matériau par le fait qu’une loi typique est imposée pour l’ensemble
des pales tandis que la vitesse de rupture des pales est déterminée par un aspect probabi-
liste.

Pour définir la marge de contraintes avant rupture des pales lors des contacts rotor-
stator, le critère en déformation plastique imposé sur les éléments de la section frangible
est défini de façon déterministe dans le but de retrouver la valeur moyenne de la contrainte
complémentaire pour la rupture du matériau ce qui équivaut àécrire l’équation (4.1).

εp =
R̃m− σ̃T

ET
(4.1)

Dans l’équation (4.1),̃σT correspond à la contrainte moyenne de traction sur la section
frangible,R̃m correspond à la limite ultime moyenne du matériau tandis queET corres-
pond au module tangent moyen du matériau.

4.3.2 Séquence des contacts de la première pale libérée

Le départ de la première pale conduit à la mise en place de contacts entre la pale
libérée et le reste du système. La séquence de ces contacts est détaillée temporellement
ci-dessous. Les images 4.6-4.11 représentent les déformations plastiques de von Mises
sur la structure avec l’échelle associée dans la figure 4.6.

- T0 = 1ms, la pale est libérée du rotor et n’est soumise à aucun effort.Les conditions
initiales en son centre d’inertie sont une vitesse tangentielle égale àVθ = RgωBS et une
vitesse angulaireωBS.

FIG . 4.6: T0 +0.05msContacts en pied de pales lors de la libération de la premièrepale
(Déformations plastiques sur le contour)

- T0+0.05ms(Figure 4.6), la tête de la pale libérée rentre en contact avec l’anneau ce
qui produit un basculement de la pale. Par ailleurs, le faible jeu présent entre chaque pale
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4.3. Résultats qualitatifs et temporels de la simulation

conduit à la mise en place de contacts avec les tablettes de lapale précédente et celle de
la pale suiveuse.

FIG . 4.7:T0+0.15msContact rotor-stator de la pale précédente (Déformations plastiques
sur le contour)

- T0+0.15ms(Figure 4.7), la tête du profil de la pale libérée se plastifie sous les forces
inertielles de la pale. Le centre de gravité de la pale libérée s’élève ce qui conduit à la fin
du contact inter-tablette. La pale précédente soulevée parla pale libérée entre en contact
avec l’anneau.

FIG . 4.8: T0 + 0.225msPerforation de l’anneau par la pale libérée (Déformations plas-
tiques sur le contour)

- T0+0.225ms(Figure 4.8), le profil plastifié de la pale libérée se retrouve positionné
au dessus de la pale suiveuse. Les fortes déformations associées à la configuration du
contact conduisent à la perforation de l’anneau.

- T0+0.3ms(Figure 4.9), la pale libérée est fortement en contact avec la pale suiveuse
ce qui conduit à un effort de flexion sur la section frangible de la première pale suiveuse.
Cette pale fléchit et entre en contact avec la seconde pale suiveuse. La première pale
suiveuse est alors libérée par un critère temporel conformément au mécanisme présenté

117



4. Simulation du Blade Shedding sur un moteur

FIG . 4.9:T0+0.3msContacts de la pale libérée contre la pale suiveuse au niveaudu profil
(Déformations plastiques sur le contour)

dans la partie 4.2.4.2. En effet, pour détecter la rupture dumatériau, des maillages plus
fins seraient nécessaires mais n’ont pas été mis en place. Parailleurs le profil de la pale
libérée entre en contact avec la seconde pale suiveuse.

FIG . 4.10:T0 + 0.35msRepliement complet de la pale au dessus de la zone de rotation
des pales (Déformations plastiques sur le contour)

- T0 + 0.35ms(Figure 4.10), de par l’espace présent entre l’anneau et le blindage, la
première pale libérée traverse l’anneau et se retrouve positionnée au dessus de la zone de
rotation des pales. La seconde pale libérée a tendance par ailleurs à pousser la première
pale libérée dans cet espace.

L’analyse effectuée sur les contacts présents lors du départ d’une première pale pour-
rait être réalisée pour la seconde pale ou pour une troisièmepale. Cependant cette analyse
présente peu d’intérêt car les contacts obéissent à des règles de cinématiques de trajec-
toires des pales libérées et donc les contacts sont similaires. Seul le contact de la pale
libérée avec la seconde pale suiveuse est amplifié par le faitque le rayon de courbure de
la pale libérée est plus propice à toucher cette pale.

Ces analyses sont cependant réalisées sur un modèle tenant compte uniquement du
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4.3. Résultats qualitatifs et temporels de la simulation

caractère élasto-visco-plastique du matériau sans pour autant représenter la fragmentation
du profil. En réalité, les pales et en particulier les profils se fragmentent fortement lors des
contacts énoncés et il devient difficile de pouvoir prédire sur quelles pièces précises des
contacts avec des débris vont apparaître.

4.3.3 Contacts rotor-stator

Les contacts entre les pales perdues et le reste du système constituent des impacts
violents sur les parties statiques. Cependant en parallèlede ces impacts, des phénomènes
complémentaires apparaissent et conduisent à la mise en place de contacts à la périphérie
du rotor. Ces contacts sont essentiels car ils conduisent à une augmentation des contraintes
dans les échasses d’un grand nombre de pales.

(a) T0 +0.225msDéformations plastiques
sur l’étage TL1

(b) T0 +0.35msDéformations plastiques
sur l’étage TL2

FIG . 4.11:Contacts rotor-stator associés au flambement de l’anneau

En effet, àT0 +0.225ms(Figure 4.11(a)), des contacts apparaissent sur les pales sui-
veusesn◦7−8−9. Ces contacts sont associés à un flambement de l’anneau qui vient se
replier vers l’intérieur à cause des fortes déformations dues à sa perforation par la pre-
mière pale libérée. En effet, sur la figure 4.12(a), la zone enrouge qui est perforée à
T0 +0.225msentraîne en même temps un déplacement de la zone en vert par unphéno-
mène de flambage puisque le déplacement radial, visible au cours du temps sur la figure
4.12(b), est dirigé vers l’intérieur du rotor. Ce phénomèneapparaît uniquement d’un seul
côté car l’impact est tangentiel et non normal. Ce phénomènese propage ensuite sur l’en-
semble de l’anneau et àT0+0.35ms(Figure 4.11(b)), un contact est initié sur l’étage 2 de
la turbine. Ce contact avec l’étage TL2 est associé à la modélisation de l’anneau puisque
en réalité les deux anneaux sont reliés par le distributeur TL2 qui apporte une masse et
une rigidité complémentaire à la pièce de révolution modélisée.
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4. Simulation du Blade Shedding sur un moteur

(a) T0+0.2msDéplacements normés de l’anneau en mm
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FIG . 4.12:Mise en évidence du flambement de l’anneau

En parallèle de ce comportement, la pale perdue conduit à la mise en place d’un ba-
lourd 100 fois supérieur à celui accepté dans la fabricationdu rotor. De ce fait, le rotor
est déséquilibré et s’excentre. Son mouvement est essentiellement guidé par la réponse
au balourd des modes sollicités par cette excitation. En effet, un modèle de dynamique de
ligne d’arbre mis en place en parallèle permet de montrer qu’un temps de 0.5msest né-
cessaire pour que le rotor s’excentre de 0.3mm(Excentration visible sur la figure 4.134).
Ce résultat est obtenu par un modèle de dynamique de ligne d’arbre. La réponse calculée
correspond à la réponse transitoire du rotor lorsque celui-ci est soumis à un balourd cor-
respondant à la perte de quatre pales par effet domino avec unécart entre chaque départ
de pale de 0.3ms. Le balourd est donc uniquement appliqué durant 1.2ms. Cependant les
excentrations augmentent jusqu’àT0 +2.9msce qui correspond à la réponse dynamique
du système.
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FIG . 4.13: Orbites des disques de la turbine libre excitée par un départde 4 pales en
domino sur un modèle de dynamique de ligne d’arbre

Le résultat de cette simulation peut être comparé aux orbites des disques sur le mo-
dèle de l’étage de turbine libre (Figure 4.14). Le phénomèneest similaire avec une réponse
dynamique. Un durée de 0.5msest nécessaire pour que le rotor s’excentre de 1mm. L’ex-

4Dans les figures 4.13 et 4.14, le déplacement temporel du rotor est signalé par les marqueurs qui sont
positionnés toutes les 0.5ms.
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4.3. Résultats qualitatifs et temporels de la simulation

centration n’est pas identique sur les deux rotors. En effetmême si la force de balourd
est appliquée sur l’étage TL1, l’excentration est plus grande sur le disque TL2 , ce qui
souligne que les excentrations sont bien pilotées par une réponse globale du rotor.
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FIG . 4.14:Orbites des disques obtenues par le modèle 3D durant le BladeShedding

Cette excentration conduit à la mise en place de contacts surles deux étages de la
turbine libre visibles sur la figure 4.15.

(a) Déformations plastiques sur l’étage
TL1

(b) Déformations plastiques sur l’étage
TL2

FIG . 4.15:T0 +0.4msDéfinition des contacts rotor-stator dus au balourd

Le contour des déformations plastiques (figs. 4.15-4.17) est utilisé pour détecter les
contacts, ce qui n’est pas exactement représentatif de la zone en contact à un instant
donné. En effet, sur la partie gauche de la figure 4.15(a), lestêtes de pales sont plastifiées
au moment du flambage de l’anneau alors que le contact dû aux efforts de balourd est
présent sur les pales de la partie basse de la figure.

Du fait que le rotor tourne sur lui-même en augmentant son excentricité, les autres
pales du rotor s’endommagent avec les contacts rotor-stator opérant sur l’ensemble de la
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4. Simulation du Blade Shedding sur un moteur

périphérie du disque. AT0 + 0.85ms, la majorité des pales des deux étages présente des
plastifications à leur sommet et seules quelques pales se situant dans la direction opposée
à celle du balourd restent intactes. Sur l’étage TL2, ces pales rentreront en contact à
T0+1.325ms

4.3.4 Départ du reste des pales

La phénomène de perte de pales en domino est encore présent sur le rotor et par
inertie, celui-ci continue à se désaxer ce qui augmente les efforts de contact rotor-stator
et donc les efforts au niveau de la section frangible des pales. Sur cette section, un critère
en déformation plastique a été spécifié (Partie 4.3.1) et àT0 + 1.3ms, plusieurs sections
frangibles de l’étage TL1 se retrouvent supprimées ce qui conduit au départ des pales
associées (Figure 4.16(a)). De la même façon, sur l’étage TL2, àT0+1.325ms, plusieurs
pales sont libérées (Figure 4.16(b)).

(a) T0 +1.3msDéformations plastiques
sur l’étage TL1

(b) T0 +1.325msDéformations plastiques
sur l’étage TL2

FIG . 4.16:Initiation du départ du reste des pales

La configuration dans laquelle se retrouvent toutes ces pales avec un chargement cen-
trifuge associé à des efforts de flexion conduit à ce que le simple contact inter-tablette
rompe les sections frangibles. AT0 + 1.425mspuis àT0 + 1.45ms, plus aucune pale de
l’étageTL2 puisTL1 n’est liée au disque. Par les effets inertiels, le disque prolonge alors
sa trajectoire selon les courbes présentées dans la figure 4.14. Au final, le rotor a été ex-
cité par le départ de 6 pales avec un écart temporel de 0.3mset au cours de l’impact de la
septième pale l’ensemble des autres pales présentes sur l’étage TL1 et TL2 se sont déta-
chées du disque en 0.15ms. Le chargement associé à ce balourd n’a pas été mesuré dans
la simulation.
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(a) T0 +1.45msDéformations plastiques
sur l’étage TL1

(b) T0 +1.425msDéformations plastiques
sur l’étage TL2

FIG . 4.17:Fin de la libération des pales

4.3.5 Évolution de la déformation de l’anneau

(a) T0 +1.3ms (b) T0 +1.45ms (c) T0 +3ms

FIG . 4.18:Déformations plastiques de l’anneau au cours de l’impact des pales

Le départ en domino des pales TL1 conduit à la perforation de l’anneau le long de sa
périphérie. AT0 +1.3ms, juste avant le départ de la majorité des pales, quatre zonessont
perforées. Cependant les pales éjectées poursuivent leur trajectoire de façon hélicoïdale
contre la peau du blindage ce qui découpe tangentiellement l’anneau (Figure 4.18(a)).
Par ailleurs, les légères déformations (inférieures à 0.01%) correspondent à des contacts
rotor-stator.

Après le départ de toutes les pales (T0+1.45ms), l’ensemble des pales impactent l’an-
neau. Les déformations sont largement visibles sur la figure4.18(b). De par les impacts
et les contacts frottants, l’anneau se déchire totalement.A T0 + 3ms (Figure 4.18(c)),
l’anneau est découpé en trois parties. On notera que comme l’anneau n’est pas encastré,
celui-ci se met à tourner et les éléments assurant la liaisonentre les trois parties ne sont
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pas surchargés et ne rompent pas.

4.3.6 Déformation du blindage

Lors de l’impact en domino des pales (deT0 àT0+1.3ms), l’anneau protège en partie
le blindage et celui-ci se déforme au droit de l’impact des tablettes des pales (Figure
4.19(a), cf. évolution de l’énergie interne sur la figure 4.20). Au contraire pour le lâcher
de toutes les pales, l’anneau est rapidement perforé et le blindage assure sa fonction de
rétention en se déformant sur toute sa périphérie (Figure 4.19(b)).

(a) T0 +1.3ms (b) T0 +3.0ms

FIG . 4.19:Déformations plastiques du blindage

Les déformations àT0 + 6.5mssont variables dans l’épaisseur du blindage avec une
moyenne de 3.7%. Cependant, dans les zones de contact correspondants auximpacts de
pales, ces déformations peuvent atteindre 50% et un phénomène d’abrasion aurait pu
apparaître.

Dans la simulation, la fixation du blindage est réalisée par 25 noeuds encastrés concen-
trant ainsi les efforts dans les quatre éléments avoisinant. De plus, la loi matériau du blin-
dage présentait un critère de rupture à 50%. Lors de l’impactde toutes les pales contre le
blindage (T0+1.525ms- T0+2.29ms), un fort couple est transmis vers cette liaison et les
éléments finissent par rompre, libérant ainsi le blindage.

4.4 Résultats quantitatifs

Les résultats quantitatifs sont obtenus sur la simulation avec un jeu en tête de pales de
0.65mm.
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4.4.1 Aspects énergétiques

Avant rupture des pales, l’énergie cinétique présente dansles pales constitue l’énergie
impactant les parties statiques.

Les évolutions des énergies cinétiques et interne du blindage, de l’anneau et moyennes
des palesTL1−TL2 sont visibles sur la figure 4.20. Pour les palesTL1, la moyenne
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FIG . 4.20:Evolution des énergies des principales parties de la turbine libre

est réalisée sur les 40 pales qui se détachent entreT0 + 1.3mset T0 + 1.45ms. Avant le
départ de toutes les pales, l’anneau se déforme plus que le blindage et en conséquence
son énergie interne est plus importante. Au moment du départde toutes les pales, comme
l’anneau est positionné plus proche des pales, celui-ci se déforme encore. Les oscillations
présentes entreT0 + 1.5mset T0 + 2mscorrespondent à la suppression des éléments. En
effet, les éléments se déforment fortement avant d’être supprimés. De ce fait, l’énergie
interne augmente fortement puis se stabilise.

Dès lors que l’anneau est perforé, le blindage est impacté par les débris et son éner-
gie interne augmente jusqu’à un plateau. Il est intéressantde remarquer que le début du
plateau apparaît avant la libération du blindage àT0 + 2.5ms. A cet instant, l’énergie ci-
nétique des pales n’est pas encore nulle mais continue à diminuer par frottement contre
la peau du blindage et est transférée au blindage en énergie cinétique. En effet, l’énergie
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4. Simulation du Blade Shedding sur un moteur

cinétique du blindage, dès lors que celui-ci est libéré, augmente continuellement avec une
courbe exponentielle décroissante (Ecin(t) = Ee−t/τ). A T0 + 6.5mscorrespondant à la
fin de la simulation, cette énergie augmente encore. La connaissance de l’inertie polaire
de cette pièce permettrait par ailleurs de connaître à la fois l’évolution de la vitesse de
rotation du blindage et le couple appliqué.

Pour les pales, selon les temps auxquels elles sont libérées, leurs énergies internes
augmentent fortement après impact contre les parties statiques pour venir se stabiliser
autour d’une valeur moyenne. En parallèle, leur énergie cinétique baisse au moment de
l’impact mais ne devient pas nulle puisque l’impact est oblique à la normale de la zone
d’impact et de ce fait elles sont seulement déviées. Après impact, les pales continuent à
frotter et leurs énergies cinétiques baissent par frottement et par mise en mouvement du
blindage.

L’énergie interne des pales est considérable. Cet aspect pose un problème puisqu’en
réalité la pale se fragmente et le comportement d’un débris lors de l’impact sera différent
de celui d’un objet considéré uniquement par une approche élasto-plastique. En effet, la
fragmentation s’opère en général au niveau du profil par flexion et donc par rupture en
traction alors que l’impact contre la pièce statique conduit à des contraintes de compres-
sion. Il est certain que le débris sera de nouveau endommagé mais la quantification de ce
comportement nécessiterait d’avoir des lois matériaux identifiées sur ce type de grandes
déformations.

Pour le disque, l’évolution de son énergie cinétique permetd’évaluer la chute de la
vitesse de rotation. Cette baisse de la vitesse de rotation est plus faible que celle mesurée
lors de l’essai moteur. En effet, dans le scénario de rupturede pales identifié dans la
simulation, la majorité de pales se détache du disque en une durée de 0.15ms. Par ailleurs,
les contacts entre le rotor et le stator sont sous estimés dans les zones de départs de pales
car la représentation de la perforation de l’anneau conduità une suppression d’une partie
de l’anneau rendant ainsi le contact moins sévère. En parallèle, le départ de la majorité
des pales en 0.15msest identifié par le dépassement d’un critère matériau déterministe
alors qu’en réalité des dispersions sont présentes sur la rupture. Cet aspect conduit à une
réduction du travail moyen appliqué limitant ainsi la chutede la vitesse de rotation.

4.4.2 Efforts sur la couronne de fixation du blindage

Au niveau des fixations du blindage, le torseur des efforts est construit au centre de la
couronne. Les forces et les couples résultants sont présentés sur la figure 4.21

Sur ces courbes, les plages temporelles associées à la séquence de départs de pale en
domino et le départ de toutes les pales sont nettement visibles. Dans la première plage,
les efforts récupérés sont principalement constitués d’une réponse vibratoire du système
tandis que, pour la seconde plage, les efforts sont constitués majoritairement d’un couple
selon l’axe de rotation. Cependant la rupture des éléments entourant les liaisons conduit
à l’arrêt de l’augmentation du couple.

Le chargement n’est pas homogène le long de la périphérie du blindage. Les forces
externes appliquées sur quatre noeuds encastrés positionnés à 90◦ selon la figure 4.22 sont
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FIG . 4.21:Efforts résultants de la condition de blocage du blindage

présentées sur la figure 4.23 dans des repères cylindriques.

Noeud D

Noeud A

Noeud B

Noeud C

X

Y

FIG . 4.22:Schéma du positionnement des quatre fixations étudiées (Lesflèches corres-
pondent aux directions des cinq premiers impacts)

Les courbes se distinguent selon la position par rapport auximpacts des premières
pales en domino. En effet, les liaisons positionnées au plusproche de ces impacts sont sol-
licitées dès le début du chargement dans les directions radiale et tangentielle. Au contraire,
le départ de toutes les pales conduit à l’application d’un effort tangentiel important sur
toutes les liaisons.
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FIG . 4.23:Forces externes sur quatre fixations du blindage dans les directions radiale et
tangentielle

4.4.3 Comparaison des modèles avec des jeux différents pourl’an-
neau

La séquence de départ de pales présentée ci-dessus est acceptable d’un point de vue
mécanique. Cependant, plusieurs hypothèses ont été réalisées : scénario domino pour le
départ des premières pales par impossibilité de détecter une rupture par flexion des pales,
critère de rupture déterministe en pied de pales, anneau de révolution et présentant un jeu
en tête de pales constant le long de la périphérie. Toutes ceshypothèses ne correspondent
pas forcément à la réalité de l’essai.

Afin de réaliser une première étude de l’influence de la robustesse du scénario iden-
tifié, trois types d’anneaux sont testés dans trois simulations distinctes. Ces anneaux pré-
sentent des jeux différents à chaud (après précharge centrifuge) qui sont présentés dans le
tableau 4.2.

Jeu sur la TL1 en mm Jeu sur la TL2 en mm
Anneau 0.65 0.78 0.71
Anneau 0.3 0.40 0.35
Anneau 0.05 0.14 0.11

TAB. 4.2:Jeux présents dans les trois modèles

La simulation du premier modèle (anneau 0.65) conduit aux résultats présentés précé-
demment. Les différences avec les deux autres modèles sont présentées ci-dessous.
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4.5. Calcul de Blade Shedding sur le moteur

Tout d’abord, dans le modèle présentant le jeu le plus faible(anneau 0.05), des
contacts rotor-stator sont présents avant même qu’une palesoit lâchée. En effet, même
si le système est axisymétrique, les légères variations de déformations lors de la pré-
charge centrifuge conduisent à la définition d’un balourd. Ainsi le rotor vibre selon ses
modes propres et le jeu en tête de pale est consommé. Par la suite, la séquence domino
de départ des premières pales est imposée ce qui conduit aux impacts des pales libérées
sur l’anneau. Le phénomène de flambage de l’anneau est aussi présent avec des contacts
rotor-stator sur des pales suiveuses. Cependant des difficultés apparaissent pour identifier
les contacts car toutes les têtes de pales sont déjà endommagées par le contact initial.

Si l’on observe les résultats des trois simulations, la seconde différence réside dans
l’instant de départ des pales. En effet, selon le jeu en tête de pale, l’instant de départ
des pales évolue entreT0 + 1.3mset T0 + 2.0ms. Cette différence avec la valeur trouvée
pour le modèle avec l’anneau 0.65 (T0 + 1.3ms− T0 + 145ms) peut s’expliquer par la
définition d’un contact frottant plus ou moins violent selonle jeu présent. Cependant la
dynamique du contact reste encore mal comprise puisque dansle cas d’un jeu faible, il y a
établissement d’une excitation en tête de pale avant même qu’une pale impacte l’anneau.
De ce fait, l’anneau est excité par ce contact et se met en mouvement. Par ailleurs, le
matériau de la pale est modélisé par une approche élasto-visco-plastique qui ne tient pas
compte de l’érosion en tête de pale. De ce fait, la tête de la pale se déforme largement
ce qui diminue la sévérité des contacts rotor-stator lors dela perte des pales. De plus,
aucune étude d’influence de la finesse des maillages sur la définition du contact n’a été
réalisée et la définition de la rupture est réalisée à partir d’un critère sur la déformation
plastique principale. En conclusion, cette première étuded’influence montre que l’effet
de ces différents phénomènes reste encore mal compris et qu’un travail complémentaire
serait nécessaire.

4.5 Calcul de Blade Shedding sur le moteur

Dans ce calcul, l’objectif est d’obtenir les efforts au niveau des attaches moteur en
connaissant les efforts appliqués sur la turbine libre lorsdu Blade Shedding. De par les
observations réalisées sur le moteur, le système est relativement peu déformé sur l’en-
semble des parties autour de la turbine et la réponse du moteur au niveau des attaches
moteur est essentiellement élastique et inertielle.

Dans Ortiz etal. [91], un modèle élément fini 3D des parties extérieures du moteur
étudié a été développé. Ce modèle, visible sur la figure 4.24,est résolu par le schéma des
différences centrées mais conduit à des temps de calcul importants pour obtenir la réponse
d’une structure en grande partie élastique.
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4. Simulation du Blade Shedding sur un moteur

FIG . 4.24:Vue du maillage des parties statiques du moteur Makila

4.5.1 Définition des sous-domaines et de leurs modélisations asso-
ciées

Pour améliorer cette situation, le modèle est divisé par domaines. Tout d’abord, les
deux rotors sont considérés comme des rotors élastiques. Eneffet, cette modélisation
permet de réduire considérablement les temps de calcul et convient parfaitement au gé-
nérateur de gaz qui n’est pas endommagé. Pour la turbine libre, les chocs importants
conduisent à des ouvertures des curvic-coupling et à de légères plastifications de leurs
dents. Ces aspects ne seront pas considérés dans l’approchede dynamique de ligne d’arbre
mais pourraient être intégrés à travers des développementsspécifiques. Les travaux de El-
Arem [3], de Papadopoulos [92] ou de Stoisser et Audebert [104] donnent des perspectives
sur la mise en place d’une modélisation adaptée.

Pour la définition des parties statiques, une synthèse modale basée sur la formulation
de Craig-Bampton est retenue. En effet, les parties statiques ne présentent pas d’effets
gyroscopiques et une synthèse modale permet de retranscrire aisément la réponse basse
fréquence. Pour résoudre le système mécanique ainsi créé, l’algorithme des différences
finies multi-niveaux proposé par Faucher et Combescure [40]est retenu. En effet, même
si le nombre d’éléments pour la modélisation des rotors est très faible (inférieur à 100
éléments), la rigidité de quelques éléments conduit à des pas de temps de stabilité faibles,
ce qui ne pose pas de problème lorsque le système est petit mais conduit à des temps de
calculs très importants lorsque ce domaine est associé à desdescriptions volumiques ou
surfaciques présentant un grand nombre d’éléments avec despas de temps élévés.

Grâce à la méthode multi-niveaux, le problème est découpé enquatre domaines vi-
sibles sur la figure 4.25.

- Dans un premier domaine, le générateur de gaz est modélisé par l’approche de dy-
namique de ligne d’arbre.

- Dans un second domaine, la turbine libre est modélisée de lamême façon.
- Dans un troisième domaine, les parties statiques sont condensées en super-élément.
- Dans un quatrième domaine, les poutres supportant le super-élément sont modélisées

par éléments finis et sont conservées dans leur description spatiale.
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FIG . 4.25:Schéma de la structuration des domaines du moteur

En effet, la réduction d’un système mécanique par une méthode de synthèse modale
de type Craig-Bampton nécessite que le système soit continudans sa description pour
pouvoir réaliser le calcul des valeurs propres généralisées sans mouvement de corps ri-
gides. De ce fait, le super-élément des parties statiques nepeut pas être composé à la fois
des carters extérieurs et des biellettes et du demi-tube de liaison liés au banc d’essai. Pour
éviter ce problème, le quatrième domaine est donc composé des deux biellettes et du tube
de liaison à l’arrière.

La définition des interfaces entre le rotor et les carters présente une difficulté. En effet,
mécaniquement, le générateur de gaz et la turbine libre sontreliés aux parties statiques
par respectivement quatre roulements et deux roulements dont certains sont supportés par
des squeeze-films5. Pour représenter le comportement du roulement associé à unsqueeze-
film qui correspond à une rigidité de translation radiale associé à un amortissement local,
le domaine éléments finis des rotors est étendu au delà de ces éléments par l’assemblage
présenté schématiquement sur la figure 4.26. En effet, la formulation des multi-domaines
permet actuellement de résoudre une équation de dynamique non-amortie sans terme sur
la vitesse. De ce fait, l’élément qui doit être relié au noeudinterface peut être uniquement
formulé en rigidité et un autre élément positionné en dessous est alors lui-composé en
rigidité et amortissement. Pour l’interface avec le générateur, quatre noeuds à trois degrés
de liberté définissent l’interface tandis que pour la turbine libre deux noeuds à trois degrés
de liberté assurent la liaison.

Du coté des parties statiques, le blindage est sollicité parl’impact des pales. Par
ailleurs, un comportement similaire est observé au niveau de l’anneau puisque sa per-
foration est accompagnée d’un mouvement. Cependant l’anneau n’a pas été encastré dans
le premier calcul et donc aucun effort n’a été mesuré. De ce fait, les efforts de liaison
de l’anneau vers les parties statiques seront donc négligés. Dans la simulation précédente
comportant la définition volumique de tous ces corps, des efforts au niveau du blocage du

5Les squeeze-films correspondent à des cavités remplies d’unfluide sous pression qui exercent un amor-
tissement lors des déformations de la cavité, voir les travaux de Defaye [35]
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FIG . 4.26:Définition des interfaces entre le rotor et le super-élément

blindage sont mesurés. Dans la réalité, ces efforts auraient dû être transmis vers les par-
ties statiques en réalisant un calcul couplé définissant l’ensemble des domaines. Ici, les
efforts obtenus seront seulement appliqués sur leurs positions respectives dans le moteur.
25 noeuds sur la périphérie arrière du moteur sont donc conservés.

Pour les attaches moteur, trois noeuds sont conservés au niveau des centres des ro-
tules des biellettes et du cardan. La définition des noeuds est réalisée par la définition de
poutres avec des rigidités élevées vers le maillage 3D. Cet aspect ne pose pas de problème
de temps de calculs car le domaine condensé en super-élémentconserve uniquement une
base restreinte des modes dynamiques de la structure dans ledomaine des basses fré-
quences.

L’interface du super-élément des carters est donc composéepar 33 noeuds présentant
trois degrés de liberté et 1 noeud présentant 4 degrés de liberté (103 degrés de liberté).
Cette formulation est donc réduite au maximum. En effet, l’excitation appliquée sur la
couronne de fixation du blindage est uniquement réalisée surles degrés de liberté en
translation. Pour les biellettes, la liaison rotule est réalisée par l’association d’une poutre
à six degrés de liberté et de la définition du super-élément avec seulement trois degrés
de liberté spécifiés à son interface. Pour la définition du cardan, de la même façon, une
poutre à six degrés de liberté et reliée au noeud du super-élément présentant uniquement
une liaison sur quatre degrés de liberté.

4.5.2 Définition du super-élément des carters

Le super-élément des carters est réalisé selon la synthèse modale à interfaces fixes
couramment dénommée méthode de Craig-Bampton [32] et réorganisée selon la formu-
lation de Faucher et Combescure [40](voir la section 1.4 pour plus de détails).

Dans le processus de construction d’un super-élément, une analyse aux valeurs
propres généralisées est réalisée sur le domaine interne dusuper-élément. De par la défi-
nition surfacique fine du moteur, un grand nombre de modes estprésent dans le domaine
fréquentiel basse fréquence et les modes de vibration des carters se retrouvent notamment
mélangés à ceux locaux de la tuyère par exemple.
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Pour éviter de retenir ce type de modes dynamiques dans la définition du super-
élément et ainsi gagner du temps dans les temps de calculs, plusieurs techniques sont
possibles :

- Une sélection visuelle de la forme permet de qualifier les modes mais ce processus
est lourd à mettre en place et sensible aux décisions arbitraires de jugement.

- Une convergence sur la dimension de la base réduite pour obtenir la fréquence et la
forme de certains modes peut permettre de trouver les modes importants (Legrand [69]).
Cette approche nécessite cependant de résoudre le système réduit, de réaliser une étude
de convergence et de connaîtrea priori les modes importants.

- Un critère deMAC peut permettre d’identifier les modes appartenant au domaine
d’intérêt mais nécessite la création d’une base modale de référence. Cette technique plus
robuste que la première présente cependant le désavantage de devoir définir la zone d’in-
térêt des modes.

- Une dernière technique consiste à évaluer la masse modale effective dont le concept
est présenté par Géradin et Rixen [44]6. En effet, la masse totale du système est associée
à la matrice de masse du système selon l’équation (4.2) dans laquelle les vecteursqx, qy

etqz correspondent à des vecteurs unitaires de déplacement dansles directionsx, y et z.

mT = qT
x MSSqx = qT

y MSSqy = qT
z MSSqz (4.2)

L’expression d’un vecteurqxyz correspondant à un déplacement unitaire dans les trois
directions permet ainsi de retrouver la masse totale du systèmemT = 1/3qT

xyzMSSqxyz. Par
ailleurs, si les vecteurs propres généralisésΦ de la matrice de masseMSSn’intègre pas
des modes de corps rigides, ce vecteur peut être décomposé selon ces vecteurs propres.
Leurs normalisations par rapport à la matrice de masse permet ainsi d’écrire les égalités
(4.3) avecns la dimension de la matriceMSS

qxyz= Φαe mT =
1
3

ns

∑
i=1

αe2
i (4.3)

Les αe2
i représentent ainsi la masse effective des modes. Pour déterminer lesαe2

i ,
revenons à leur définition par rapport àqxyz dans l’équation (4.3). La matrice inverse
desΦ permettrait de trouver lesαe

i mais cela nécessiterait de connaître l’ensemble des
vecteurs propres pour obtenir une matrice carrée ce qui est impossible. CependantΦ−1

est indirectement définie par la matrice de masseMSS(voir éq. (4.4)), cette définition sera
préférée.

qxyz= Φαe⇔ αe = ΦTMSSqxyz⇔ αe = qT
xyzMSSΦ (4.4)

Conceptuellement, tout mode dont la masse effective représente une partie importante
de la masse totale du système représente un mode important dela déformation de la
structure globale. Par ailleurs on notera que ce concept estassocié à un mouvement dans

6On notera qu’une formulation sensiblement différente et particulièrement appropriée pour les systèmes
réduits (Craig-Bampton - MacNeal-Rubin) est proposée par Verlinden [109] tandis qu’un nouveau critère
pour les synthèse modales à interfaces fixes est présenté en annexe F
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une direction de l’espace, ici un mouvement de translation dans les trois directions. Le
concept peut être étendu au mouvement de rotation en analysant ainsi les inerties polaires
et on parlera alors d’inerties polaires effectives. Pour lasollicitation sur le moteur, le fort
moment appliqué selon l’axe moteur conduit à des vibrationsde torsion. De ce fait, il est
intéressant de calculer les inerties polaires effectives des modes selon l’axe moteur.

En partant du postulat que l’inertie polaire est principalement constituée par le déport
de masse (voir théorème de Hughens), l’inertie polaire d’unsystème est calculée selon
l’équation (4.5).

Ip = qT
RzMSSqRz (4.5)

Le mouvement de rotation unitaireqRzi , d’un noeudi de coordonnéesxi , yi etzi , s’écrit
selon l’équation 4.6 :

qRzi =





−yi

xi

0



 (4.6)

Afin de réduire la base modale des modes dynamiques, le critère en masse et inertie
effectives est appliqué au modèle des carters du moteur étudié. Dans un premier temps,
une base composée des 1000 premiers modes classés par ordre d’apparition fréquentielle
est extraite du système mécanique. La plage fréquentielle prise en compte correspond à
0−2050Hz. Dans cette base, la plupart des modes correspondent à des vibrations locali-
sées de la tuyère ou des équipements du moteur.

Par ailleurs, cette base présente une masse effective selonle critère énoncé précédem-
ment de 97% de la masse du système et une inertie polaire effective de 89% de l’inertie
polaire totale. Les quatre modes présentant les masses effectives les plus importantes sont
présentés sur la figure 4.27. L’association de ces quatre modes permet ainsi d’obtenir
52.5% de la masse du modèle des carters.

Ces quatre modes correspondent à des mouvements de flexion dela partie avant du
moteur (Modes à 164Hz, à 251Hzet à 362Hz) et à un mode de basculement interne de la
chambre de combustion et du distributeur (Mode à 317Hz).

Pour le calcul transitoire, deux bases modales composées des modes présentant une
masse effective supérieure à 1% et 0.1% sont mises en place. Ces bases présentent res-
pectivement 84 et 252 modes dynamiques avec une masse effective associée 88.3% et
94.0%. Par ailleurs, l’inertie polaire effective associée à ces deux bases est respective-
ment de 60.0% et 83.1%.

4.5.3 Définition des forces d’excitation

Pour la simulation des efforts aux attaches moteur lors du Blade Shedding, les deux
rotors sont mis en mouvement à leur vitesse de rotation mesurée lors des essais (100% du
régime nominal du générateur de gazNGG, 136.5%NTL pour la turbine libre). En parallèle,
le système est excité par les forces agissant sur le rotor : les forces de balourd associées à
la perte de pales et sur le stator et les forces sur le blindagequi ont été obtenues dans la
simulation du module de turbine libre.
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FIG . 4.27: Déplacements modaux de la structure, modes normalisés par la matrice de
masse (Seuls les noeuds et éléments associés se déplaçant deplus de 1 10−3mm sont

présentés)

Pour les forces de balourd, seule la séquence domino est prise en considération. Pour
la simulation avec un anneau présentant un jeu de 0.65mm, 6 pales se détachent du disque
pendant 1.8msavant que toutes les autres se détachent à leur tour. L’amplitude de l’effort
de balourd au cours du temps pour le régime de départ des palesest visible sur la figure
4.28.

Cet effort est ainsi appliqué sur le noeud du modèle de la turbine libre correspondant
au disqueTL1.

Pour les forces appliquées sur le stator, les 25 noeuds conservés dans le domaine des
parties correspondant aux fixations du blindage sont excités par les forces obtenues par
la simulation du module de turbine libre. Il est à noter que ces deux excitations sont liées
temporellement et spatialement.

Par ailleurs, si, dans le premier calcul, la direction de lâcher de la première pale
n’avait pas d’importance car le système était axisymétrique, à l’opposée, dans celui-ci
non-axisymétrique (de part la fixation des biellettes), la direction de lâcher de la première
pale a une influence qui demanderait une étude particulière pour donner une enveloppe
des efforts sur les attaches moteur. Ici pour simplifier la démarche, une seule direction
sera évaluée. Cette direction correspond à la direction présentée dans la figure 4.22 avec
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FIG . 4.28:Amplitude des efforts de balourd lors de la perte de 6 pales

le repère du moteur donné dans la figure 4.25.

4.5.4 Résultats obtenus

Les résultats en terme de forces et moment sur les attaches moteur sont présentés
sur les figures 4.29, 4.30 et 4.31. Ces résultats sont obtenusavec le super-élément à 252
modes. Les résultats avec le super-élément à 84 modes ne sontpas présentés ici. Les
résultats sont cependant très similaires pour le moment surle cardan et les efforts sur
les biellettes même si les forces sur le cardan sont notablement différentes. Cet aspect est
certainement dû à une mauvaise représentation du système entorsion comme cela pouvait
être prédit par la faible inertie polaire effective du système réduit.
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FIG . 4.29:Forces normées sur le joint de Cardan

De façon quantitative en terme d’amplitude maximum, les efforts calculés sont de
l’ordre de grandeur de ceux mesurés pour les forces sur le cardan (+30% par rapport à la
mesure) tandis que le calcul prédit mal le reste des efforts.En effet, pour les forces dans
les biellettes, le calcul prédit des efforts nettement supérieurs aux efforts mesurés.
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FIG . 4.30:Moment sur le joint de Cardan
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FIG . 4.31:Forces normées dans les biellettes

Cette dernière remarque conclut le chapitre. En effet, mêmesi la modélisation ac-
tuelle a permis de faire une avancée importante dans la modélisation du phénomène. De
forts aspects technologiques limitent la comparaison calcul-essai. Ces aspects n’entachent
cependant pas la qualité de la simulation réalisée.

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, une simulation détaillée de l’évènement de Blade Shedding a été
présentée. Cette simulation a permis de préciser un scénario probable de rupture des pales
et les chargements induits sur l’ensemble du moteur. Le scénario le plus probable est
composé d’un départ domino de quelques pales durant 1.5−2mssuite au départ d’une
première pale plus faible que les autres. Pendant ce temps, le rotor s’excentre selon un
mouvement qui est associé à la forme et à la fréquence des modes de dynamique de ligne
d’arbre. Ce mouvement conduit à des contacts rotor-stator qui induisent des forces en têtes
de pales conséquentes. Ce chargement conduit finalement au départ de toutes les pales en
une durée très courte∼ 0.2ms. Le départ des pales conduit à des impacts importants
sur la partie statique. Les simulations démontrent que l’anneau est largement perforé et

137



4. Simulation du Blade Shedding sur un moteur

découpé par les impacts tangentiels des pales tandis que le blindage contient les pales.
Une faible part de l’énergie cinétique des pales est récupérée par déformation plastique du
blindage. Ces déformations quoique relativement faibles si on regarde leur moyenne sur
le volume du blindage sont localisées sur la peau interne du blindage suite au glissement
des pales et dans des zones lobées qui correspondent à la flexion du blindage. La forme du
blindage ressemble par ailleurs fortement à celle observéeexpérimentalement. Au niveau
du moteur, le chargement appliqué est donc composé d’un chargement de balourd sur
le rotor avec un maximum transitoire tandis que sur les parties statiques la fixation du
blindage induit une reprise d’un couple maximum.

Sur le simulation du moteur complet, les efforts récupérés au niveau des fixations
moteur sont de l’ordre de ceux mesurés lors de l’essai.
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Les apports scientifiques

Dans un premier temps, le travail s’est focalisé sur les méthodes de résolution et de
réduction des systèmes linéaires. Le travail s’est tout d’abord concentré sur la dynamique
rotor modélisée par une approche élément fini de type poutre et sa résolution par le schéma
des différences centrées. Les développements réalisés ontensuite été testés dans l’étude
d’un rotor pendant un transitoire très rapide. La stabilitédu schéma aux différences finies
centrées pour des systèmes présentant des effets gyroscopiques a également été analysée.
La méthode de synthèse modale à interfaces fixes a été étudiéeen s’attachant plus particu-
lièrement à un processus proposée par Faucher. En effet, ce processus permet de rendre la
matrice de masse réduite de Craig-Bampton diagonale sans pour autant supprimer le cou-
plage entre les modes statiques et dynamiques. Il a été démontré que le nouveau système
réduit offre des résultats avec une précision comparable à la synthèse modale de Craig-
Bampton. Finalement, une nouvelle méthode de synthèse modale a été proposée lorsque
la bande fréquentielle est connuea priori. Son formalisme est issu de la méthode des ac-
célérations modales pour la réduction des modes des hautes fréquences et d’une nouvelle
méthode dans la gamme des basses fréquences. Par ailleurs, la méthode des masses et
inerties effectives a été mise en oeuvre pour identifier les principaux modes à même de
décrire le mouvement d’une structure de taille importante.

La modélisation de l’impact a fait l’objet d’une seconde série de développements. La
déformée d’une pale après impact a tout d’abord été étudiée.Il a été observé que la forme
finale de la pale, notamment son repliement sur elle-même, est grandement liée à la fi-
nesse du maillage et au type d’éléments utilisé. La perforation d’une plaque a ensuite été
analysée. Pour être applicable à des structures de très grande taille pour lesquelles le point
d’impact n’est pas connua priori le choix s’est porté sur des éléments brique à formula-
tion coque, également connus sous le terme ShB8. Des résultats très satisfaisants avec une
seule couche d’éléments dans l’épaisseur ont été obtenus pour un type d’éléments com-
prenant une stabilisation des modes de Hourglass réalisée par une déformation supposée,
dénommé ShB8PS. Dans cette modélisation la suppression deséléments impactés, indis-
pensable pour simuler la perforation et la déchirure, est liée à une déformation plastique
seuil. Il a été montré que la prise en compte du taux de triaxialité dans cette valeur de
déformation limite améliore grandement la qualité des résultats comparé à l’expérience.
Les phénomènes de localisation ont été évités par une approche découplée entre plasticité
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et endommagement, avec des lois de comportement de type visco-élasto-plastique.
Finalement, une simulation avec un modèle EF d’une turbine libre à deux étages a

permis de trouver numériquement un scénario de départ des pales cohérent avec les obser-
vations sur moteur réel. Les temps caractéristiques sont notamment identifiés ; quelques
milli-secondes suffisent au départ de toutes les pales suivant le départ de la première qui
est la pale la plus faible. La rupture généralisée des pales n’est toutefois pas instantanée,
ce qui constitue un cas de chargement dynamique des plus critiques en terme de balourd.
Par ailleurs, il a pu être observé que le phénomène s’initiait par un changement de phase
et d’amplitude de l’excitation synchrone correspondant aubalourd.

Pour pallier à l’absence de parallélisation du code de dynamique rapide Europlexus,
qui conduirait à des temps de calcul prohibitifs pour une structure complexe telle un tur-
bomoteur, le choix s’est porté sur une modélisation en deux temps. Un premier modèle
qui décrit finement l’ensemble turbine libre lors de la séquence de perte de pales a d’abord
été élaboré. La réponse du moteur complet, notamment pour larésultante au niveau des
attaches moteur, a été obtenue via un modèle simplifié avec des éléments poutre où les
effets centrifuges sont inclus. Le couplage des 2 modèles a été rendu possible,a priori
sans dégrader la qualité de la solution, par l’utilisation d’un algorithme multi-domaines
multi-pas de temps. La simulation dans son ensemble a ainsi permis de retrouver le com-
portement global du moteur lors d’un événement de type Blade-Shedding et d’expliquer
un certain nombre de phénomènes encore mal compris.

Les développements logiciels

Les principaux développements qui ont été implémentés dansle code de dynamique
rapide Europlexus sont au nombre de trois :

- Un élément poutre de type rotor a été développé. Il considère les effets gyroscopiques
qui jouent un rôle prépondérant lorsque le rotor décrit des orbites de grande amplitude. Le
formalisme a été introduit au niveau du calcul de la matrice de masse avec une accélération
jusqu’au pas de temps suivant.

- La méthode multi-domaines multi-pas de temps a été introduite dans la résolution de
la dynamique de ligne d’arbre. Cette procédure permet d’accélérer très significativement
les temps de calcul de par l’utilisation d’éléments poutre qui, de par leur taille caracté-
ristique, ont des pas de temps critiques bien supérieurs auxéléments 3D habituellement
employés.

- Le critère de suppression des éléments endommagés prend désormais en compte le
taux de triaxialité du chargement.

Les perspectives

La première perspective serait l’intégration des 2 modèlesEF développés dans un seul
et même outil. Ceci permettrait de s’affranchir de la définition des conditions limites pour
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le modèle moteur complet, qui aujourd’hui conduit à un certain nombre d’hypothèses et
d’approximations.

La fragmentation des profils de pale n’a pour l’instant pas été considérée. Aussi dans
la simulation actuelle, elles se déforment sans jamais se fracturer, ce qui conduit à des
niveaux de déformations plastiques irréalistes. Une alternative intéressante serait la mo-
délisation de ces aubages par la méthode SPH. Toujours concernant la modélisation de la
rupture des pales mais cette fois-ci dans la zone frangible il serait judicieux d’introduire
l’effet de la triaxialité dans la déformation plastique seuil. En effet il a été montré que
la rupture de nombre de pales fait suite au toucher de l’extrémité de celle-ci avec la tôle
de la veine d’air, ce qui ajoute un couple de flexion au chargement centrifuge qui lui est
principalement uniaxial.

Enfin il conviendrait d’améliorer les modèles numériques afin de traiter des problèmes
avec plus de degrés de liberté tout en contenant les temps CPU. Une piste consisterait à
travailler sur la formulation du super-élément dans la gamme des moyennes fréquences.
La prise en compte d’un nombre restreint de modes devrait permettre de mieux com-
prendre l’influence de chaque mode sur la réponse forcée du moteur. Par ailleurs, on no-
tera que la simplification de la réponse du système dans la gamme des basses fréquences
pourrait être utilisée de façon plus générale dans d’autresdomaines d’études.
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Annexe A

Le turbomoteur : de la turbine liée à la
turbine libre

Le turbomoteur est une des variantes des turbines à gaz développées pour le monde
aéronautique durant la seconde guerre mondiale en Allemagne par von Ohain puis en
Angleterre par Whittle. Relativement peu performantes à cette époque, les turbines ont
été largement améliorées pour être aujourd’hui le moyen de propulsion majoritairement
utilisé dans l’aviation. En effet, les différentes variantes du cycle thermodynamique des
turbines, tels turbojet, turbofan ou turbomoteur, permettent de s’adapter aux besoins des
aéronefs tels que respectivement les avions de combat, les avions de ligne et les hélico-
ptères.

Pour une revue plus complète et détaillée de l’historique dela turbine à gaz, on pourra
se référer à Saravanamuttoo et al [99]

Compresseur Turbine

Chambre de combustion

Carburant

Air
Gaz

 d’échappements

Puissance
 mécanique

1

2 3

4

FIG . A.1: Schéma d’une turbine à gaz simple

La turbine à gaz fonctionne selon un cycle thermodynamique de Brayton composé
d’une compression, d’une combustion et d’une détente, représenté sur la figure A.1. D’un
point de vue thermodynamique, l’air froid à pression ambiante Pa = P1 subit une com-
pression isentropique, le conduisant à la pressionP2. La combustion du carburant avec
l’air comprimé chauffe le gaz de façon isobare à la température T3 qui est la température
la plus élevée du cycle. Les gaz chauds se détendent alors isentropiquement dans la tur-

143



A. Le turbomoteur : de la turbine liée à la turbine libre

bine qui récupère un travail mécanique. Ce travail mécanique est en partie utilisé comme
énergie d’apport pour la compression. Le rendement positifde ce cycle est lié à la diffé-
rence positive entre l’énergie associée à la détente du gaz chaud et l’énergie associée à la
compression de l’air froid. Ce rendement varie en fonction du delta de pressionP1−P2

et du niveau de température maximumT3. Sur un turbomoteur, il est de l’ordre de 25% à
30%.

Selon le type d’application, la pression des gaz de sortie dela turbine est :
- soit largement au dessus de la pression ambiante, c’est le cas du turbojet dans lequel

les gaz chauds sont éjectés à grande vitesse de par la conception de la tuyère (supersonique
en général).

- soit proche de la pression ambiante, c’est le cas du turbofan dans lequel la majeure
partie des gaz comprimés froids est éjectée pour propulser le système.

- soit égale à la pression ambiante, c’est le cas du turbomoteur. L’énergie résultante
du système est alors de nature mécanique et est transmise parl’intermédiaire d’un arbre à
un autre système : alternateur, hélice ou rotor d’hélicoptère.

Dans une turbine à gaz, les fonctions compression et détentesont réalisées à l’aide de
rotors. Chaque rotor est composé des aubages et d’un disque,ce dernier étant dimensionné
pour supporter les chargements centrifuges exercés par lesaubages périphériques. Sur
les turbomoteurs actuels, le composant est de type monoblocpour les compresseurs et
assemblé pour les turbines, la conception assemblée permettant d’utiliser deux matériaux
différents supportant les chargements de chaque partie : chargement centrifuge modéré et
température élevée pour les pales, chargement centrifuge intense pour les disques.

FIG . A.2: Vue générale du moteur Astazou IIA à turbine liée

En mars 1955, le premier hélicoptère à entraînement mécanique du rotor par turbine
à gaz décolle. C’est l’hélicoptère SA318 Alouette II de Sud Aviation propulsé par une
turbine Artouste II de Turbomeca de conception turbine liée. Dans le concept de turbine
liée, l’ensemble des rotors forme un mobile unique qui entraîne le rotor de l’hélicoptère,
ce qui nécessite de positionner un embrayage à la sortie du turbomoteur à turbine liée
pour démarrer le rotor principal. Cette configuration correspond exactement à la turbine
à gaz simple de la figure A.1 et est utilisée par exemple sur le moteur Astazou visible sur
la coupe moteur A.2. Dans ce système, la puissance récupérable évolue en fonction de la
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vitesse de rotation du mobile qui définit le débit de la machine et de la température de
sortie de chambre de combustion.

Dans la conception classique d’un hélicoptère, la vitesse de rotation du rotor principal
varie peu autour d’une vitesse nominale. De ce fait, pour répondre à la demande de puis-
sance variable pour les différentes phases d’un vol (décollage, vol stationnaire, régime
d’urgence, atterrissage), la seule action possible sur le turbomoteur à turbine liée est alors
d’augmenter la température de sortie de chambre de combustion. Cependant cette aug-
mentation du débit carburant est limitée par les températures admissibles des matériaux
(Giraud et Silet [46]).

Pour améliorer cette situation, le module de turbine est découplé mécaniquement. Une

Compresseur
Turbine HP

Chambre de combustion

Carburant

Air
Gaz

 d’échappements

Puissance
 mécanique

Turbine Libre

FIG . A.3: Schéma d’un turbomoteur à turbine libre

première turbine ou turbine haute pression (HP) permet d’entraîner le compresseur. Une
seconde turbine dite turbine de puissance ou turbine libre récupère l’énergie mécanique
du cycle. Le système composé par le compresseur, la chambre de combustion et la turbine
haute pression prend alors le nom de générateur de gaz. Ce cycle est visible sur la figure
A.3 et utilisé dans le moteur Makila, figure A.4. Les avantages de cette architecture sont
de pouvoir définir une vitesse arbitraire de rotation du générateur de gaz qui peut évoluer
transitoirement pour des régimes d’urgence, par exemple.

FIG . A.4: Coupe du moteur Makila I à turbine libre

Le moteur Makila est composé d’une turbine libre à deux étages montée entre deux
roulements avec une sortie de puissance moteur à l’arrière du moteur (architecture moteur
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non-traversante). L’assemblage des différentes parties du rotor est obtenu par la technolo-
gie des curvic-coupling qui assure la transmission des couples et un tirant central unique
qui vient serrer l’ensemble des corps.

Ce moteur motorise l’hélicoptère EC 725 / EC 225 d’Eurocopter. Sur cet hélicoptère,
deux moteurs, placés parallèlement au dessus de la cellule,entraînent la boite de transmis-
sion de principale (BTP). Sur la photo A.5, les deux entrées d’air au dessus de la verrière

FIG . A.5: Hélicoptère EC 725 Cougar [Source EADS]

et la tuyère d’échappement des gaz au dessus du palan se distinguent clairement. Les mo-
teurs, qu’ils soient placés à droite ou à gauche de l’hélicoptère, fonctionnent de la même
façon (même sens de rotation, montage identique). Seule la tuyère est positionnée de telle
façon que les gaz s’échappent des capots moteurs.

Afin de permettre les dilatations thermiques du moteur, celui-ci est fixé isostatique-
ment sur l’hélicoptère. A l’arrière du moteur, un joint de Cardan assure la liaison avec
la BTP (schéma A.6). Le joint est réalisé à l’aide de deux tubes reliés entre eux par une
couronne extérieure à quatre manetons. A l’avant du moteur,deux biellettes bi-rotulées
relient le plancher haut de l’hélicoptère au couvercle du compresseur centrifuge (schéma
A.6). Ces deux liaisons créent une liaison "pivot-glissant" selon l’axe moteur assurant
ainsi un montage isostatique du moteur.

Ce montage caractérise la fixation des parties statiques du moteur avec l’hélicoptère.
Elle ne doit pas être confondue avec la liaison des parties mobiles. En effet, le rotor de tur-
bine libre est relié au pignon de la boîte de transmission de puissance par un arbre souple
homocinétique dénommé bendix présentant deux joints homocinétiques à ses extrémités.

Si la conception à turbine libre présente un avantage en terme de réponse au besoin
de puissance mécanique de l’hélicoptère, elle présente aussi l’inconvénient de nécessiter
une protection de survitesse lors d’une rupture de la transmission mécanique vers l’hé-
licoptère. En effet dans ce cas, la turbine libre accélère immédiatement et les pompes à
carburant entraînées par le générateur de gaz doivent être alors désactivées rapidement
pour réduire le flux aérodynamique arrivant sur la turbine libre.
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FIG . A.6: Schéma des fixations du moteur Makila sur l’hélicoptère
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Annexe B

Le problème aux valeurs propres
quadratiques

Cette annexe est une revue des problèmes aux valeurs propresabordés dans le mé-
moire.

L’équation de la dynamique d’un système quelconque s’écritselon l’équation (B.1)

M(t)ü+C(t)u̇+K(t)u= F(t) (B.1)

La matriceM(t) correspond à la matrice de masse du système. La matriceC(t) repré-
sente l’amortissement et les effets gyroscopiques. La matriceK(t) correspond à la matrice
de rigidité du système. Ces matrices sont de taillen x n. Cette équation est une équation
matricielle différentielle à coefficients non constants. Un système asymétrique supporté
par des paliers asymétriques est régit par ce type d’équations avec des matricesM etC à
coefficients périodiques.

Pour analyser les solutions de ce problème, il est commun d’analyser uniquement le
problème homogène associé en supprimant l’excitation du systèmeF(t).

Dans le cas où les matrices du système sont dépendantes du temps, seule une méthode
d’intégration numérique sur le système permet de prédire lastabilité du système en analy-
sant la matrice d’amplification du vecteur d’état comme le proposent Oncescu etal. [89]
ou Guilhen [50].

Dans un grand nombre de cas, les matricesM−C−K sont constantes et il est inté-
ressant d’analyser le problème dans le dommaine fréquentiel en posant la solution sous la
formeu = xeλt .

Le problème (B.1) est reposé sous la forme (B.2) qui correspond à la définition d’un
problème aux valeurs propres quadratiques.

(λ2M +λC+K)x = 0 (B.2)

Sur des structures présentant peu d’effets dissipatifs, lamatriceC a peu d’influence
sur la forme de la solution et peut être écrite de façon proportionnelle àM et K comme
le démontre Géradin [44]. Le problème initial peut donc êtresimplifié selon la nouvelle
forme (B.3).
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(−λ2M +K)x = 0 (B.3)

Cette nouvelle forme correspond à un problème aux valeurs propres généralisées.
Si la matrice de masse est unitaire, le problème (B.3) prend la forme (B.4) avecI la

matrice identité. cette dernière forme correspond à un problème aux valeurs propres sur
la matriceK.

(−λ2I +K)x = 0 (B.4)

La principale différence entre ces trois types de problèmesréside dans le fait que le
problème aux valeurs propres quadratiques présente 2n valeurs propres tandis que les
deux autres présentent uniquementn valeurs propres.

En effet, si les matricesM −K sont symétriques définies positives, comme cela est
le cas pour des problèmes mécaniques, la résolution du problème aux valeurs propres
généralisées surM −K conduit à l’obtention desn valeurs propres̃λ2

i et desn vecteurs
propresφi . Les solutions sont purement imaginaires et le système est donc toujours stable.

Si les vecteurs propres sont normalisés par rapport à la matrice de masse, leur défini-
tion conduit aux équivalences (B.5) et (B.6).

Φ =
[

φ1 ... φn
]

∀i φT
i Mφi = 1 φT

i Kφi = λ̃2
i (B.5)

ΦTMΦ = I ΦTKΦ = Λ̃2 (B.6)

Cependant, la définition des vecteurs propres conduit également à la définition des
équivalences sur l’inverse deM, K et K − λ2M. Ces équivalences sont écrites dans les
équations (B.7) et (B.8).

M−1 =
n

∑
i=1

φiφT
i K−1 =

n

∑
i=1

φiφT
i

λ̃2
i

(B.7)

Z−1 = (K−λ2M)−1 =
n

∑
i=1

φiφT
i

(λ̃2
i −λ2)

(B.8)

Il est intéressant de remarquer que la sommation partielle de m modes avecm < n ne
produit pas l’inverse de la matrice attendu, éqs. (B.9) et (B.10).

M−1 6=
m

∑
i=1

φiφT
i K−1 6=

m

∑
i=1

φiφT
i

λ̃2
i

(B.9)

Z−1 = (K−λ2M)−1 6=
m

∑
i=1

φiφT
i

(λ̃2
i −λ2)

(B.10)

Pour les systèmes présentant des effets gyroscopiques, la matriceC prend la forme
C = ΩG+Ca avecΩ la vitesse de rotation,G la matrice des effets gyroscopiques etCa

la matrice des amortissements. Le problème aux valeurs propres quadratiques nécessite
d’être résolu par linéarisation pour obtenir le problème sous la forme (B.11).

A−λB = 0 (B.11)
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Les matricesA et B de taille 2n × 2n peuvent prendre différentes formes selon la pro-
cédure de linéarisation qui est associée aux types des matrices M et K étudiées (Tisseur
et Meerbergen [108]). Dans la première forme compagnon, lesmatricesA−B prennent
les formes selon l’équation (B.12) tandis que sous la secondforme compagnon, elles
prennent les formes selon l’équation (B.13) avecN une matrice qui est classiquement la
matrice identité ou une matrice multiple de celle-ci.

A =

[

O N
−K −C

]

B =

[

N 0
0 M

]

(B.12)

A =

[

−K 0
0 N

]

B =

[

C M
N 0

]

(B.13)

Les différences importantes d’un point de vue mécanique sont les suivantes :
- les solutions̃λi deviennent complexes avec une partie réelle qui traduit la stabilité du

système,
- la partie imaginaire associée à la fréquence de vibration du système évolue en fonc-

tion de la vitesse de rotationΩ.
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Annexe C

Définition des disques dans une
approche dynamique rotor de ligne

d’arbre

Dans les modèles éléments finis de type ligne d’arbre (Genta [42], Childs [26], La-
lanne et Ferraris [68]), la géométrie d’un rotor est représentée à l’aide de deux types
d’éléments : des éléments inertiels dénommés disques pour les parties massives de la
ligne d’arbre représentant en général les roues aubagées etdes éléments de type poutre
pour les arbres qui relient les roues aubagées et les paliersdu rotor. Comme le souligne
Lalanne et Ferraris [68], la définition entre ces deux types d’éléments n’est pas évidente
car, selon le découpage de la section du rotor entre disque etarbre, les fréquences de
vibrations du rotor vont évoluer en conséquence. Si le rotorest construit en plusieurs
parties avec un disque rapporté sur l’arbre par une technologie spécifique comme le fret-
tage ou une couronne boulonnée, le découpage peut être motivé par le changement de
pièces. Cependant, sur des rotors monoblocs ou des rotors assemblés par curvic-coupling
et maintenus en compression par un tirant, le disque et l’arbre font partie de la même pièce
et il n’existe pasa priori de découpage évident de la section. En effet, lors d’un mode de
flexion, une partie du disque est en compression ou traction et contribue à la rigidité de
la structure. Pour un arbre, la distribution du champ de déformation est bien représentée
par l’hypothèse de Bernouilli contrairement au disque qui se déforme élastiquement sans
suivre l’hypothèse de Bernouilli.

Pour évaluer la rigidité du disque, des modélisations éléments finis volumiques puis
éléments poutres sont mises en place sur un cas simple. Les résultats obtenus permettent
de définir un découpage représentatif de la situation réelle.

Géométrie

La géométrie étudiée est axi-symétrique avec deux diamètres différents et encastrée à
une extrémité (Figure C.1). La partie de la géométrie de diamètreRAe représente un arbre
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C. Définition des disques dans une approche dynamique rotor de ligne d’arbre

alors que la partie de diamètreRD représente un disque. Pour une longueur de l’arbreLA,

FIG . C.1: Géométrie du rotor étudié

un rayon extérieur de l’arbreRAe et pour un rayon intérieurRAi constants, différents ratios
de rayon extérieurRD

RAe
et de l’épaisseur du disqueLD

LA
sont testés et permettent d’obtenir

une carte des fréquences naturelles du premier mode de flexion en fonction des ratios.
Les différentes valeurs numériques des paramètres sont présentées dans le tableau C.1

LA=1 RAe=0.15 RAi=0.015 E=200 000MPa
LD
LA

= [0.01; 0.05; 0.1; 0.2; 0.3; 0.4; 0.5]
RD
RAe

= [1; 2; 3; 4.33; 6; 11; 21]

TAB. C.1: Paramètres numériques évalués

Remarque : du fait de l’encastrement du disque, la masse du disque influence faible-
ment la fréquence de vibration du premier mode de flexion alors que la raideur du disque
est le principal facteur influant la fréquence de résonance.

Étude de la modélisation solide

La modélisation de l’ensemble (arbre + disque) par des éléments solides permet de
définir le comportement réel et la contribution du disque dans le phénomène de flexion.
Les fréquences du premier mode de flexion (Figure C.2) sont présentées en fonction du
rapportLD

LA
et des différents rapportsRD

RAe
.

Pour un ratioLD
LA

inférieur à 0.2, l’évolution des fréquences de vibration est assez

prononcée. Au delà de ce ratio et pour un rapportRD
RAe

supérieur à 2, les fréquences de
vibration convergent vers une fréquence de 180Hz correspondant à un abaissement de la
fréquence de vibration de la poutre (240Hz-180Hz). Ce résultat montre clairement que la
notion d’encastrement est un concept idéalisé. En effet, même dans le cas où l’on consi-
dère une poutre qui sort d’un massif semi-infini, l’analyse de la poutre seule encastrée
conduit à une fréquence 10 % supérieure de celle d’un systèmepoutre avec un massif
semi-infini.
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FIG . C.2: Fréquences du mode de flexion d’un arbre modélisé par des éléments solides

Étude de la modélisation poutre

A présent, le système est modélisé par des éléments poutres représentant les diffé-
rentes sections de la géométrie. Le calcul des fréquences dupremier mode de flexion pour
les mêmes paramètres testés précédemment donne les résultats présentés sur la figure C.3.
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FIG . C.3: Fréquences du mode de flexion d’un arbre modélisé par des éléments poutres

Les fréquences de vibration ont également tendance à diminuer. Cependant, pour un
rapport RD

RAe
supérieur à 3, l’influence du ratioRD

RAe
est moins marquée. Le système tend à

se comporter comme si le disque n’avait pas d’influence sur lafréquence de résonance du
système : l’encastrement se retrouve positionné entre l’arbre et le disque.
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C. Définition des disques dans une approche dynamique rotor de ligne d’arbre

Comparaison des deux modélisations

Afin de comparer les modèles, les fréquences des deux modèlessont normées par
rapport à la fréquence obtenue pour un rapportRD

RAe
égal à 1 selon la formule analytique

issue de Blevins [16], éq. (C.1). En effet, pour une poutre delongueurL, la fréquence
du premier mode de flexion obtenue par élément volumique et par élément poutre est
différente, ce qui ne permettait pas de comparer directement les modélisations.

fi =
λ2

i

2πL2(
EI
m

)
1
2 (C.1)

oùmest la masse par unité de longueur,E est le module d’Young,I est le moment d’inertie
de la poutre, etλi = 1.875,4.694,7.855... pour une condition libre-encastré.
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FIG . C.4: Évolution des fréquences normées pour les différents ratios

La Figure C.4 présente les fréquences des deux modèles normés. Avec une modélisa-
tion poutre d’un ensemble (arbre + disque), quelque soit le rapport RD

RAe
, les fréquences de

vibration sont surestimées par rapport à une modélisation avec des éléments solides. La
contribution du disque avec modélisation poutre est quasi inexistante dès que le rayon du
disque est trois fois plus grand que le rayon extérieur de l’arbre.

Synthèse

Afin de prendre en compte la contribution d’un disque dans un modèle d’éléments
poutres, les courbes de la figure C.4 peuvent être interprétées comme un abaque :

- Pour une ligne d’arbre complète chaque partie du rotor peutêtre interprétée comme
un sous problème, ce qui permet de définir un couple (RD

RAe
, LD

LA
) local.
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- Pour un couple (RD
RAe

, LD
LA

), une fréquence réelle est évaluée à l’aide des éléments
volumiques. Ensuite une correspondance est trouvée avec unmodèle poutre. La masse
manquante est alors ajoutée à l’aide d’un noeud masse (élément de type MASS21 sous
ANSYS V11).

Cette manipulation peut être interprétée comme une spécification de solutions locales
pour la solution globale qui se rapproche finalement de la méthode éléments finis. Ac-
tuellement l’abaque est crée pour un problème libre - encastré et d’autres configurations
pourraient être testées : (libre - libre), (glissant - glissant), (glissant - libre), (glissant -
encastré).
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Annexe D

Flexion d’une poutre élasto-plastique

Dans cette annexe, le problème d’une poutre élasto-plastique soumise à un charge-
ment combiné traction-flexion est résolu analytiquement. En effet, ce problème très aca-
démique présente l’intérêt de donner une solution analytique qui peut alors définir une loi
probabiliste sur une inconnue du problème en connaissant les autres de façon probabiliste.

Considérons une poutre de section 2h−b dans le planx2−x3 chargée par une asso-
ciation tractionF / flexionM selon l’axex3 présentée sur la figure D.1. Pour la résolution
du problème, la section de normalex1 est supposée rester droite quelque soit l’état de
contrainte de la matière.

MM
F F2hx1

x2

FIG . D.1: Géométrie et chargement de la poutre

Dans le cas d’un chargement combiné traction / flexion, l’état de contrainte est uni-
axial. L’écriture de l’équilibre des contraintes sur la section donne les équations (D.1) et
(D.2).

F =
Z h

−h
σ11bdx2 (D.1)

M =
Z h

−h
x2σ11bdx2 (D.2)

Le but de l’étude est de déterminer le moment de flexion complémentaireM pour obte-
nir la contrainte à la rupture du matériau sur la peau de la poutre (x2 = h ou x2 = −h)
en connaissant l’effort de tractionF. La contrainte de tractionσT associée à l’effort de
traction s’exprime simplementσT = F/S avecS l’aire de la sectionS= 2bh. Dans les
travaux réalisés sur les pieds de pale, cette contrainte de traction est supérieure à la limite
élastique du matériau puisque une pale s’est déjà rompue parl’effort de traction appliqué.
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D. Flexion d’une poutre élasto-plastique

Le comportement du matériau est supposé bilinéaire avec unepremière zone élastique
(E, µ) suivie d’une zone plastique (Re, Rm, A avecET = Rm−Re

A ), fig. D.2. Dans un premier
temps, le comportement matériau est défini sans écrouissage.

Rm

Re
σ

A

εE

ET

FIG . D.2: Loi de comportement bilinéaire de la poutre

Loi matériau sans écrouissage

Plusieurs cas de profils de contraintes apparaissent. Le casle plus simple est une
contrainte de traction qui dépasse la limite à la rupture du matériau. Dans ce cas, le mo-
ment de flexion complémentaire est nulM = 0.

Le second cas correspond à une contrainte supérieure à la limite d’élasticité en tout
point de la section. La section de la poutre est donc plastifiée selon le profil, visible sur la
figure D.3, aveca1 inférieur à−h.

Entrea1 et h, σ(x2) = Rm−Re
h−a1

(x2−a1)+Re.
Puisquea1 est inférieur à−h, l’équilibre sur la force de traction permet d’écrire direc-

tementσ(x = 0) = σT et donca1 = Re−σT
σT−Rm

h doit vérifiera1 < −h. Le moment de flexion
s’exprime directement selon l’expression (D.3).

M =
2
3

Rm−Re

h−a1
h3b (D.3)

Dans les configurations étudiées, seules ces deux premièresconfigurations sont ap-
parues. Les configurations de contraintes avec élasticité nécessitent la résolution d’une
équation du second ordre pour obtenir la position de la lignede contrainte égale à la limite
d’élasticité. Ce type de résolution est utilisé dans le cas du matériau avec écrouissage.

Loi matériau avec écrouissage

Si la loi matériau est définie sans écrouissage, le durcissement des matériaux engendré
par les déformations lors d’une traction dans une première étape est négligé. Cette défini-
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Re

σT

σ

x2

a1

FIG . D.3: Profil de contraintes avec une loi matériau sans écrouissage

tion permet d’obtenir une réponse de la structure pour un chargement unique qui corres-
pondrait à une application simultanée du chargement de traction avec celui de flexion.

Dans le cas des pales de turbines, le chargement est appliquéen deux étapes. Tout
d’abord, le champ centrifuge est appliqué sur les sections.Ensuite un moment de flexion
correspondant aux touches en tête de pale est appliqué. De cefait, avant application de la
contrainte de flexion, l’ensemble de la section est écroui avec un niveau de contrainte égal
à σT . Le profil de contrainte de flexion associé à l’hypothèse d’écrouissage isotrope sans
plastification de compression est présenté sur la figure D.4.H est la largeur de la section
qui plastifie de façon complémentaire par l’application du moment.

Rm

σT

σC

σ

x2

g
H

FIG . D.4: Profil de contraintes avec une loi matériau avec écrouissageisotrope

Le champ de contrainte doit satisfaire l’équation sur le bilan de force (D.1) réécrite
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D. Flexion d’une poutre élasto-plastique

sous la forme (D.4) avec les équations complémentaires géométriques (D.5) et l’hypo-
thèse que la section droite de normalex1 reste droite réécrite sur les contraintes (D.6) et
(D.7).

H
Rm−σT

2
= g

σT −σC

2
(D.4)

H +g = 2h (D.5)
σT −σC

g
= KE (D.6)

Rm−σT

H
= KET (D.7)

Ce système d’équations peut être réécrit sous la forme d’uneéquation unique surH, éq.
(D.8), mais du second ordre qui prend pour solution positive(D.9).

4h2−4hH +H2(1− ET

E
) = 0 (D.8)

Le module tangent d’un matériau est en général très petit devant son module d’Young.
Dans le cas du matériau présent sur les pales, le rapport entre le module tangent et le
module d’Young est de 1%, ce qui permet de recourir au développement limité présenté
dans l’équation (D.9).

H = 2h
1−

√

ET
E

1− ET
E

≈ 2h(1− (
ET

E
)3/2) (D.9)

A partir de l’expression deH, la contrainteσC est déterminée, équation (D.10). Dans
le cas d’un écrouissage isotrope, on s’assurera queσC reste supérieur à−σT sinon le
profil de contrainte devra être complété par une zone plastique en compression

σC = σT − (Rm−σT)
E(2h−H)

ETH
(D.10)

L’application du bilan sur le moment (D.2) permet de trouverle moment résultant sur
la section, éq. (D.11), ainsi que la force tangente équivalente en tête de pale, éq. (D.12).
hpale correspond à la distance selon l’axe radial entre la sectionfrangible de la pale et le
rayon du sommet de la pale.

M =
b
2
(h2− (h−H)2)(KEh+KET(H −h)+σC +σT)+

b
3
(KE((h−H)3+h3)+KET(h3− (h−H)3) (D.11)

F =
M

hpale
(D.12)
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Annexe E

Effet gyroscopique sur les maillages
volumiques

Cette annexe a pour objectif de montrer par un exemple simpleque la résolution par
le schéma des différences centrées d’un système mécanique en rotation modélisé par élé-
ments finis solides 3D permet de prendre en compte les effets gyroscopiques associés.

La perte d’aube est un phénomène accidentel qui nécessite deux analyses distinctes
afin d’assurer un fonctionnement sécuritaire.

- Tout d’abord, l’aube perdue et les fragments d’aubes complémentaires doivent être
contenus par le moteur. Numériquement la prédiction de ce comportement est réalisée à
l’aide de modélisations volumiques des différents corps présents (pales, anneau, disque
...) (Carney etal. [22], Cosme [30]).

- Ensuite le moteur décélère et le rotor traverse des vitesses critiques. Étant dans une
configuration de balourd extrêmement sévère, le passage de l’une de ces vitesses critiques
peut causer des dommages complémentaires et ne doit pas conduire à un comportement
hasardeux du moteur. Ce point est analysé en général par des approches de dynamique de
ligne d’arbre (Roques [96]).

Dans le cas du Blade Shedding, le comportement du rotor est associé aux impacts
des pales puisque la position du rotor conduit à la définitionde contacts rotor-stator qui
provoquent le départ de pales. Pour prendre en compte un tel phénomène, la modélisation
de l’ensemble des corps par une représentation volumique est une solution qui semble des
plus intéressantes. Cependant cette modélisation requiert de vérifier qu’elle prenne bien en
compte les effets gyroscopiques du rotor pour que les trajectoires du mobile correspondent
à un comportement physique.

Cette question semble souvent écartée, pourtant, l’équation de la dynamique résolue
dans le cas de modèles volumiques avec des maillages tournants est une équation diffé-
rentielle ordinaire sans matrice sur le terme en vitesse alors que, pour un problème avec
des éléments poutres en rotation, l’équation de la dynamique est une équation différen-
tielle avec une matrice anti-symétrique sur le terme en vitesse. En effet, l’application des
équations de Lagrange dans le repère fixe sur la structure en rotation conduit à l’obtention
des termes de couplage. Dans les modèles volumiques, il est donc supposé que la rota-
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E. Effet gyroscopique sur les maillages volumiques

tion des noeuds crée implicitement les effets gyroscopiques par décomposition des forces
appliquées.

Pour s’assurer de la prise en compte de ces effet, un cas d’étude simple est mis en
place. Le cas d’étude est constitué d’un arbre d’une longueur L présentant un disque
positionné au tiers de la longueur de l’arbre et supporté à ses extrémités par deux paliers
d’une rigidité similaire. Ce système présente ainsi des effets gyroscopiques sur le premier
mode comme le démontre Lalanne et Ferraris [68].

Ce système est maillé en éléments volumiques (Figure E.1). Quatre noeuds sont défi-
nis le long de l’arbre (x1 = 0,x2 = 1

3L, x3 = 2
3L etx4 = L) et couplés par une relation ciné-

matique aux noeuds présents à cette position du maillage. Sur les deux noeuds extrêmes,
une rigidité importante est affectée afin de représenter un encastrement des paliers, cette
rigidité est mentionnée dans le tableau 1.1. Cette solutionde modélisation est requise
lorsque la méthode des pénalités est utilisée pour imposer ces conditions. Le recours aux
multiplicateurs de Lagrange serait nécessaire pour éviterce modèle et imposer le blocage
directement sur le noeud lié cinématiquement.

FIG . E.1: Représentation graphique du maillage

Le système est simulé dans deux situations correspondant auretour élastique de la
structure suite à une excentration du disque d’une amplitudeq20 dans la directionZ du ro-
tor et une vitesse nulle du rotor. La première situation correspond à un rotor qui ne tourne
pas. La seconde situation correspond à un rotor qui tourne à une vitesse de 3000Tr/Min.
Afin d’obtenir les conditions adéquates à la simulation de ces phénomènes, une phase de
pré-charge amortie est réalisée tout d’abord pour le système en rotation.

Analytiquement, ce système peut être résolu par un modèle deRayleigh-Ritz à un seul
mode de pulsationω. Le calcul montre que dans le cas où le rotor ne tourne pas, le rotor
se met à vibrer à la pulsationω et les équations (E.1) et (E.2) donnent les déplacements
du disque.

q1 =0 (E.1)

q2 =q20cos(ωt) (E.2)

Pour un rotor tournant à une vitesseΩ, le mode se dédouble en 2 modes qui ont des
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fréquences distinctesω1 = ω(1− ε) et ω2 = ω(1+ ε)1. Sur le cas étudié, le système se
met à vibrer selon les équations (E.3) et (E.4). On retrouve ainsi un terme supplémentaire
qui entraîne un mouvement dans le plan normal à l’excentration initiale et une modulation
temporelle de l’excentricité maximum. Les fonctions données (E.3) et (E.4) sont obtenues
suite à des approximations dans les termes présents dans leséquations.

q1 =q20cos(εωt)sin(ωt) (E.3)

q2 =q20cos(εωt)cos(ωt) (E.4)

Dans le calcul avec le maillage volumique, le comportement dans les deux cas étudiés
est présenté dans les figures E.2 et E.3. Le mouvement dans le plan normal à la direction
de la première excentricité est retrouvé qualitativement avec une modulation temporelle
de l’amplitude maximum comme cela est présent dans les équations précédentes. Ce-
pendant il faut remarquer que dans le calcul théorique un seul mode est présent dans la
résolution ce qui approxime fortement la solution. En effetle cas étudié correspond à un
chargement de type Heavyside qui excite, sur un système réel, l’ensemble du contenu
fréquentiel du système modélisé.

0 50 100

-0,2

-0,1

0

0,1

0,2

0,3

deplacement Z
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FIG . E.2: Déplacement du disque lorsque le rotor ne tourne pas

Dans la littérature, la dynamique rotor commence à être étudiée avec des modèles vo-
lumiques par décomposition du mouvement dans le repère fixe (Combescure et Lazarus
[29]). Aussi les auteurs rappellent que plusieurs termes modifient l’équation de la dy-
namique. Il s’agit du couplage gyroscopique dû aux forces deCoriolis, du raidissement
centrifuge et du raidissement géométrique. Dans le travailmené dans cette partie, seul le
premier point est analysé mais en réalité l’ensemble des actions est pris en compte par
la rotation du maillage mais nécessite de réaliser dans un premier temps un calcul amorti
de précharge centrifuge. On notera qu’un travail plus complet pourrait être réalisé pour
identifier quantitativement les différents effets.

1ε est un terme de couplage gyroscopique proportionnel aux propriétés géométriques du rotor et à la
vitesse de rotationΩ
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E. Effet gyroscopique sur les maillages volumiques
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FIG . E.3: Déplacement du disque lorsque le rotor tourne à 3000tr.min−1
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Annexe F

Définition des modes dynamiques par
rapport aux modes statiques

Cette annexe complète la définition des modes dynamiques parrapport aux modes
statiques dans une synthèse modale à interfaces fixes.

En effet, dans la partie 1.4, une analyse de la synthèse modale a été réalisée par rapport
à la fréquence d’excitationω. Ce travail a permis de définir les formulations des modes
statiques et dynamiques à prendre en considération en fonction de la fréquenceω. Com-
plémentairement, le critère de masse modale effective défini dans la partie 4.5.2 permet de
classer par ordre d’importance les modes dans une base modale. En effet, la masse totale
se décompose sur les modes de la structure de façon hétérogène. Ce critère a donc été
utilisé sur les modes dynamiques d’une synthèse modale. Cependant ce critère est associé
à un vecteur de Ritz arbitraire : selon la direction étudiéeX, Y ou Z, la masse modale
effective ne sera pas la même. De plus, ce critère n’est pas associé à la forme des modes
statiques. Dans cette annexe, nous proposons donc deux nouveaux critères qui, basé sur
les propriétés de la projection des modes dynamiques du système, définissent le poids des
modes dynamiques et ainsi une base des modes dynamiques optimale.

Dans les équations écrites dans la partie 1.4, le découpage des noeuds est uniquement
réalisé entre les noeuds maîtresqM et noeuds esclavesqS. Ce découpage physique peut
être amélioré par la distinction dans les noeuds esclaves deceux appartenant à un élément
possédant un noeud maîtreqSc et ceux appartenant à un élément n’en possédant pasqSl.
Cette distinction est matérialisée sur la figure F.1. Par définition les nombres de degré de
libertéqM, qSc et qSl sont respectivement denm, nsc et nsl (ns = nsc+nsl).

En accord avec cette définition, le système mécanique caractérisé par ses matrices
symétriques de masseM et de rigiditéK s’écrit comme suit :





MMM MMSc MMSl

MScM

MSlM
MSS









q̈M

q̈Sc

q̈Sl



 +





KMM KMSc KMSl

KScM

KSlM
KSS









qM

qSc

qSl



 =





gM

0
0



 (F.1)

Si l’équation de la dynamique est obtenue par l’utilisationde la méthode des éléments
finis, les matrices de masseM et de rigiditéK sont obtenues par assemblage des matrices
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F. Définition des modes dynamiques par rapport aux modes statiques

Noeud maître Noeud esclave

Noeud chargé

Noeud lié au reste 
de la structure

Noeud appartenant à un élément 
possédant un noeud maître

FIG . F.1: Définition dans un domaine des noeuds maîtres, esclaves non liés aux noeuds
maîtres et esclaves liés aux maîtres

élémentaires du système. Dans ce cas, les matricesKMSl, KSMl, MMSl etMSlM sont nulles.
L’équation (F.1) peut donc se réécrire sous la forme (F.2)





MMM MMSc 0
MScM

0
MSS









q̈M

q̈Sc

q̈Sl



 +





KMM KMSc 0
KScM

0
KSS









qM

qSc

qSl



 =





gM

0
0



 (F.2)

L’impédance de ce système réduit donnée dans la partie 1.4 par l’équation (1.71) peut être
reformulée sous la forme projetée (F.3)

Z̄MM =KMM −ω2MMM − (KMSc−ω2MMSc)P
T
ns

ns

∑
i=1

φiφT
i

(ω̃2
i −ω2)

Pns(KScM−ω2MScM)

(F.3)

où Pns est la matrice de projection présentant la forme (F.4).Inscnsc et 0nslnsc sont respecti-
vement des matrices identités de dimensionnsc×nsc et nulles de dimensionnsl ×nsc.

Pns =

[

Inscnsc

0nslnsc

]

(F.4)

Intéressons-nous à la projection de la résolvante de la dynamique dans deux situations
extrêmes :ω tend vers zéro, éq. (F.5) etω tend vers l’infini, éq. (F.6).

lim
ω→0

PT
ns

ns

∑
i=1

φiφT
i

(ω̃2
i −ω2)

Pns = PT
ns

K−1
SSPns (F.5)

lim
ω→∞

PT
ns

ns

∑
i=1

φiφT
i

(ω̃2
i −ω2)

Pns =
1

ω2PT
ns

M−1
SSPns (F.6)

Dans ces expressions, il est intéressant de noter la décomposition des matrices de ri-
gidité et de masse sur la base des modes dynamiques. On noteraque l’équation (F.5) pré-
sente un intérêt limité car la matrice deK−1

SS est pleine et demande un temps considérable
pour être calculée.
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Au contraire, le calcul dePT
ns

M−1
SSPns est aisé car la matrice de masse est symétrique

définie positive et à dominante diagonale (chacun des termesde la diagonale est supérieur
à la somme des autres termes de la ligne ou de la colonne). De cefait, le conditionnement
de la matriceMSS est proche de 1 et si l’on utilise un algorithme de Jacobi, le rayon
spectral associé à la matrice d’itération sera bien inférieur à 1 : le calcul deM−1

SS par une
méthode itérative de type de Jacobi, Gauss-Seidel ou du gradient convergera rapidement1.

Nous proposons donc de nous intéresser uniquement à l’équation (F.7).

PT
ns

ns

∑
i=1

φiφT
i Pns = PT

ns
M−1

SSPns (F.7)

Calculons la trace de ces matrices, éqs. (F.8-F.9). Dans l’expression (F.8),ϕi j corres-
pond au déplacement du degré de libertéj du modei. Dans l’expression (F.9), le terme
m′

ssii correspond au scalaire de la matriceM−1
SS présent en positioni sur la diagonale, il

vautm−1
ssii uniquement si la matrice de masseMSSest diagonale.

tr(PT
ns

ns

∑
i=1

φiφT
i Pns) =

ns

∑
i=1

(
nsc

∑
j=1

ϕ2
i j ) (F.8)

tr(PT
ns

M−1
SSPns) =

nsc

∑
i=1

m′
ssii (F.9)

L’équation (F.9) ne donne pas l’inverse de la masse du système. En effet, si l’on consi-
dère une matrice de masse diagonale avec seulement des degrés de liberté de translation,
la masse totale du système vautmT = ∑ns

i=1mssii et doncm−1
T 6= ∑nsc

i=1m′
ssii .

Par ailleurs, les expressions (F.8) et (F.9) sont égales ce qui donne l’égalité (F.10).

m′
T =

nsc

∑
i=1

m′
ssii =

ns

∑
i=1

(
nsc

∑
j=1

ϕ2
i j ) (F.10)

Par définition de la matrice de masse, les termesm′
ssii sont strictement supérieurs à

zéro. De ce fait, la somme est supérieure à zéro. Par ailleurs, le terme extrait des modes
ϕi j est élevé au carré. De ce fait, le terme∑nsc

j=1 ϕ2
i j , supérieur à zéro, correspond au poids

de chaque mode dans le calcul de la masse inverse. Concrètement, ces termes peuvent
être comparés les uns par rapport aux autres puisque, conformément à l’impédance du
système réduit écrit selon le formalisme de Faucher, éq. (1.92), la masse inverse du sys-
tème dynamiqueΦmΦT

m est seulement écrite selon lesm premiers modes correspondant à
la gamme de fréquence d’étude.

Dans la définition proposée, la mesure de l’influence de chacun des modes est réalisée
à l’aide de la trace des matrices en utilisant la propriétéTr(A+ B) = TrA+ TrB. Cette
méthode est fondamentalement différente du critère de masse effective dans lequel la

1On notera que si la matrice de masse a été définie diagonale (par un lumping), le calcul de l’inverse est
explicite.
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F. Définition des modes dynamiques par rapport aux modes statiques

mesure de l’influence de chaque mode est réalisée à l’aide de l’opérateurMSSqxyz. En
effet, les masses modales effectives peuvent être écrites comme suit :

αe2
i = qT

xyzMSSφiφT
i MSSqxyz (F.11)

Ce critère pourrait être associé à un vecteurqsc unitaire sur les degrés de libertéqScet
nul sur les degrés de libertéqSl. Ce nouveau critère, éq. (F.12) donnerait alors, de la même
façon, une mesure du couplage entre les modes dynamiques et les modes statiques.

αsc2
i = qT

scMSSφiφT
i MSSqsc mTsc= qT

scMSSqsc=
ns

∑
i=1

αsc2
i (F.12)

Cette dernière mesure peut être préférée à la précédente carelle ne nécessite pas de
calculer la matrice inverseM−1

SS.
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