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Résumé

Les pieds d’aubes de soufflantes de turboréacteurs font faceà des sollicitations de
type fretting. Il en résulte deux endommagements possibles. L’amorçage et propagation
de fissures et l’usure des surfaces en contact. Ce travail s’attardera sur le second point.
Des lois d’usure basées sur un critère énergétique seront utilisées pour quantifier l’usure
d’un contact mécanique. L’analyse fine du contact aube-disque ou de tout autre contact
requiert un outil de calcul à la fois robuste et rapide. Dès lors, la loi d’usure choisie peut
être implémentée et des prédictions d’usure peuvent être faites en un temps très court.
Pour mener à bien cet objectif, un code de contact dit semi-analytique est développé.
La structure est simplifiée en supposant un contact entre deux massifs élastiques semi-
infinis. Des solutions analytiques donnant les contributions élémentaires de chargements
normaux et tangentiels constants sur une surface rectangulaire sont utilisées pour obte-
nir par sommation les déplacements élastiques de la surfacechargée. Les déplacements
élastiques sont alors exprimés par un double produit de convolution discret entre des co-
efficients d’influence et les pressions et cisaillements dans le contact. Le problème normal
et le problème tangentiel en glissement total ou en glissement partiel est alors résolu. La
résolution se fait par minimisation de l’énergie complémentaire. Un algorithme d’optimi-
sation sous contraintes est alors mis en place notamment à partir d’une méthode du gra-
dient conjugué. Pour accélérer les calculs, les transformées de Fourier rapides (FFT) sont
utilisées pour effectuer le double produit de convolution.Le problème de contact résolu,
les contraintes en sous-couche peuvent alors être calculées. Le code est validé à partir
de solutions analytiques de la littérature pour des géométries simples. Des simulations
d’usure sont effectuées sur un contact cylindre-plan en glissement total ou en glissement
partiel. Les résultats d’usure peuvent être comparés à des essais effectués par le LTDS
(École Centrale) sur une machine de fretting. Le code de contact est ensuite appliqué au
cas industriel du contact aube-disque. La simulation se fait à partir d’une modélisation
multi-échelles. Un calcul de la structure est réalisé à partir d’un modèle éléments-finis.
Puis les efforts obtenus au niveau des interfaces aube-disque sont utilisés pour résoudre
le contact à partir du code semi-analytique sur une géométrie plus fine. Une simulation
d’usure est alors entreprise.

M OTS CLÉS: tribologie, fretting, usure, contact, stick-slip, modélisation numérique
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Introduction

L’usure par fretting des pieds d’aube de soufflante des turboréacteurs est un problème
ancien et récurrent. Le motoriste Snecma veut lutter contrecet endommagement dont le
principal défaut est d’augmenter les coûts de maintenance des compagnies aériennes.

Les principaux thèmes de cette thèse sont l’usure, le fretting et la mécanique des
contacts, sujets étudiés par les tribologues. La tribologie, mot proposé par G. Salomon
en 1968, est la science du frottement, de la lubrification et de l’usure. Le frottement est
une des principales sources de perte d’énergie. L’usure coûte énormément aux entreprises
comme aux particuliers. La tribologie est une science pluridisciplinaire. Un problème
tribologique pour être étudié dans sa globalité doit aborder les trois grands domaines
suivants :

– La caractérisation des matériaux et des lois de frottementmis en jeu ;
– La caractérisation des surfaces et des couches proches de l’extrême surface. La

connaissance de l’environnement du contact ainsi que des lois physico-chimiques
des surfaces jouent un rôle clé ;

– L’application des lois de la mécanique. La mécanique du solide pour le comporte-
ment des structures et la mécanique des fluides pour les contacts lubrifiés.

Les deux premiers domaines sont plutôt d’ordre expérimental. Cette thèse ne s’attarde
pas sur ces problématiques. Des résultats issues de travauxeffectués ou en cours sont ce-
pendant utilisés, notamment les recherches menées au LTDS1 par l’équipe de S. Fouvry.
Ces derniers cherchent à comprendre et à formaliser la durée de vie en usure d’un lubri-
fiant solide utilisé pour le contact aube/disque ainsi qu’à quantifier les étapes successives
de l’endommagement des surfaces en contact.

Cette thèse porte essentiellement sur la mécanique du contact et les outils numériques
nécessaires à sa compréhension. Un travail de modélisationnumérique du contact est fait
en vue d’une prédiction d’usure à partir des résultats expérimentaux du LTDS. L’enjeu
est le développement d’une méthodologie de calcul du contact assez rapide pour pouvoir
effectuer des calculs d’usure et intégrer la prise en comptede cet endommagement dès la
phase de conception du moteur.

Le premier chapitre reprend le contexte industriel. Une présentation des turboréacteurs
et de la liaison aube-disque de soufflante est faite puis le travail de la thèse est replacé
dans l’état actuel des besoins du motoriste. Ensuite un étatde l’art est donné dans le but
d’introduire et de présenter les problèmes de fretting et d’usure. Une loi d’usure établie

1Laboratoire de Tribologie et de Dynamique de Structures, École Centrale de Lyon
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par le LTDS et utile à la modélisation est présentée. Ce chapitre se termine par un résumé
non-exhaustif des différentes méthodes de calcul utilisées en mécanique des contacts.

Le deuxième chapitre détaille le développement d’un code decalcul de contact dans
le but de simuler des usures en fretting. Le problème de contact est dans un premier
temps posé. Sont distingués le problème normal et le problème tangentiel. La méthode
utilisée pour résoudre le contact est dite « semi-analytique ». Les différentes hypothèses
qui permettent d’utiliser cette méthode sont abordées. Puis un descriptif de la mise en
forme numérique du problème de contact est fait. La transformée de Fourier rapide (FFT)
qui permet d’accélérer les calculs est introduite. Les algorithmes utilisés, basés sur la
méthode du gradient conjugué sont détaillés. Ce chapitre reprend également l’intégration
de la loi d’usure dans le code de contact. Pour terminer, il est montré comment à partir
d’un code éléments finis et du code de contact développé, il est possible d’effectuer une
modélisation « multi-échelles ».

Le troisième chapitre s’attarde sur la validation du code decontact. Différentes si-
mulations sont faites à partir de problèmes académiques dont les solutions analytiques
existent dans la littérature. Les capacités du code à résoudre les problèmes de contact sont
soulignées. Une série de résultats basés sur des géométriesélémentaires est présentée et
analysée.

Le dernier chapitre est une application du code d’usure. Dessimulations d’usure sur
la géométrie cylindre-plan sont faites. L’objectif est de détecter l’influence de certains pa-
ramètres sur les résultats en terme d’usure. Cette simulation permet également de valider
la méthode en comparant l’usure obtenue numériquement et celle obtenue expérimen-
talement sur cette même géométrie par l’équipe du LTDS. Ce chapitre se termine par
l’application du code d’usure au cas industriel. Des simulations d’usure aube-disque sont
faites. Ces simulations sont multi-échelles et font appel à un modèle éléments finis de la
structure aube-disque.
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Chapitre 1

Synthèse Bibliographique

Ce premier chapitre reprend tout d’abord la problématique
industrielle qui a conduit à ce travail de thèse. Ensuite, un
état de l’art sur le fretting, l’usure et la modélisation en

mécanique du contact est fait.
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Contexte et motivations de l’étude

1.1 Contexte et motivations de l’étude

1.1.1 Liaisons aube-disque des turboréacteurs

Les moteurs utilisés dans l’aéronautique civile sont principalement des turbo-réacteurs
double-corps (cf. FIG.1.1). Le turboréacteur est une turbomachine produisant une poussée
par réaction. Dans le cas des turbo-réacteurs simple corps,le flux est comprimé dans le
compresseur. Le carburant est injecté dans le flux au niveau de la chambre de combustion.
Les gaz sont alors élevés à haute température, ils se détendent puis transmettent leur
énergie à la turbine qui entraine elle même le compresseur. Le turbo-réacteur double-
corps qui permet un meilleur rendement et une meilleure efficacité du moteur est composé
d’un compresseur dit basse pression et d’un compresseur dithaute pression. Couplés à
la turbine basse et haute pression respectivement, ces deuxcompresseurs forment deux
ensembles cinématiquement indépendants.

FIG . 1.1:Coupe d’un turbo-réacteur double-corps - www.snecma.com

Les turbo-réacteurs civils font aussi appel à la technologie double-flux (cf. FIG.1.2).
Contrairement aux réacteurs simple-flux qui sont bruyants etatteignent leur meilleur ren-
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dement pour des vitesses au delà de Mach 1, les réacteurs double-flux sont bien plus
économiques. Le premier étage du compresseur basse pression des moteurs double-flux
est la soufflante (ou « fan » en anglais). Les dimensions de la soufflante sont bien plus
importantes que les étages suivants. Celle-ci comprime un flux qui va être divisé en deux
parties : le flux primaire et le flux secondaire. Le flux primaire (ou flux chaud) est celui qui
traverse l’ensemble haute et basse pression. Le flux secondaire (ou flux froid) contourne
le moteur. L’essentiel de la poussée (80%) est fournit par leflux secondaire.

FIG . 1.2:Principe du turbo-réacteur double-flux - www.snecma.com

La soufflante, cf. FIG.1.3, est composée d’un disque ( « disk » ) sur lequel sont fixées
les aubes ( « blades » ) par une liaison en queue d’aronde ( « dovetail joint » ).

La force centrifuge, cf. FIG.1.4, de part la rotation du moteur entraîne l’ascension des
aubes qui viennent se plaquer contre le disque au niveau des interfaces de contact entre
les aubes et le disque. Ces interfaces sont nommés portées. Ilrésulte de cette effort cen-
trifuge un chargement normal et tangentiel et des micro-déplacements relatifs des deux
ensembles au niveau de la portée. Ces sollicitations sont dites oligocycliques, car caracté-
risées par de fortes intensités et de faibles fréquences. Elles sont associées aux phases de
changements de régime moteur au cours du vol et sont souvent simplifiées à la prise en
compte du démarrage et de l’arrêt du turboréacteur. Un cycleoligocyclique correspond
à un vol. Les portées ne sont pas seulement soumises à des sollicitations oligocycliques
mais également polycycliques. Ce sont des sollicitations defaibles intensités et de fortes
fréquences (quelques dizaines à quelques centaines de Hertz). Ces sollicitations trouvent
leurs origines dans les vibrations apparaissant au cours duvol. Ces vibrations sont dues
aux modes de vibration de la structure ou aux instabilités aérodynamiques.

6 Fretting et usure des contacts mécaniques : modélisation numérique



Contexte et motivations de l’étude

FIG . 1.3:Ensemble aube-disque fan

FIG . 1.4:Origine et nature des sollicitations de fretting du contactaube-disque
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Le phénomène qui définit un contact entre deux surfaces normalement chargées et
soumises à un micro-déplacement relatif est dénommé « fretting » . Le fretting entraîne
deux types de dégradations : l’usure des surfaces et la fatigue par amorçage et propagation
de fissures.

Le degré de gravité de ces avaries de surfaces est très différent. Alors que l’usure crée
essentiellement un problème de coût de maintenance conséquent au traitement de ces
surfaces usées, la fatigue peut entraîner la perte d’une aube, voire la rupture du disque.
Une avarie du moteur est dangereuse pour la sécurité des occupants de l’appareil.

Les motoristes font cependant appel à des technologies de pointe pour remédier à
ces problèmes et faire de l’avion le moyen de transport le plus sûr de tous. Le matériau
utilisé pour la fabrication des aubes et du disque est un alliage de titane : le Ti-6Al-4V.
Les alliages de titane présentent des qualités mécaniques remarquables pour une faible
masse volumique. De plus, ils sont peu sensibles à la corrosion grâce à l’existence d’une
couche d’oxyde en surface. Le disque est forgé puis usiné et grenaillé. Les aubes sont
elles forgées, usinées puis grenaillées au niveau de la portée. Le grenaillage introduit des
contraintes résiduelles de compression en surface pour limiter l’initiation et la propagation
de fissures.

Les propriétés tribologiques des alliages de titane se révèlent cependant médiocres. La
technologie utilisée pour améliorer cette situation est untraitement superficiel des portées
d’aube (FIG.1.5). Outre le grenaillage, un revêtement, actuellement un plasma de cuivre-
nickel-indium (Ci-Ni-In), d’une épaisseur moyenne de 150µm est ajouté. Sur celui-ci est
déposé un lubrifiant solide à faible coefficient de frottement : le Molydag (MoS2).

FIG . 1.5:Structure du contact aube-disque [PAU 06]
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1.1.2 Besoin en modélisation

Les technologies améliorant la tenue de vie de la liaison aube-disque ont avant tout été
développées à partir d’avancées sur la nature des matériauxet des procédés de fabrication
mises en œuvre par des séries d’essais expérimentaux.

FIG . 1.6:Distribution de pression sur la portée tridimensionnelle

Les besoins actuels se situent au niveau de la modélisation.D’une part la géométrie
de la portée est contraignante. La géométrie est telle que les gradients de contraintes sont
très marqués. La variation est de l’ordre du Mpa/µm. Les capacités de calcul 3D actuelles
ne permettent pas d’utiliser un maillage assez fin (FIG.1.6). Pour isoler correctement le
champ de pression, la géométrie du contact aube-disque peutêtre approximée par un
contact plan-plan bidimensionnel avec des congés de raccordement. Des solutions ana-
lytiques développées par Alexandrov [ALE 86] sont utilisées. Le champ de pression est
représenté sur la figure 1.7. Un pic de pression apparaît au niveau des congés de raccor-
dement. Celui-ci est d’autant plus étroit que les rayons sontfaibles.

Les durées de vie en fatigue calculées dépendent donc de la finesse de la représenta-
tion.

Une deuxième difficulté apparaît du fait de l’usure des surfaces. Les durées de vie sont
calculées à partir des surfaces vierges de toute usure. Or cette usure a un impact évident
sur la durée de vie en fatigue.

– L’usure modifie les surfaces de telles sorte que les champs de pression sont plus «
aplatis » , les pics de pression sont moins importants.

– L’usure observée en flotte peut atteindre 200µm sur le disque, soit plus que la
profondeur d’action du grenaillage.

– L’usure ôte la couche superficielle du matériau, là où sont initiées les micro-fissures.
Les calculs de durée de vie sur surfaces initiales sont donc erronés. La durée de vie en
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FIG . 1.7:Distribution de pression sur la portée bidimensionnelle

FIG . 1.8:Pression sur une portée d’aube à partir des solutions d’Alexandrov

terme d’usure des surfaces en contact (dont le revêtement) doit aussi être estimée. Il faut
dès la phase de conception du moteur, pouvoir estimer la durée de vie du revêtement afin
d’augmenter celle-ci pour réduire les opérations de maintenance sur les moteurs en flotte.
Là encore les moyens de calcul numérique limitent la simulation d’usure sur des géomé-
tries tridimensionnelles. Et cela d’autant plus que l’usure est un phénomène cyclique à
simuler.

Ce travail de thèse se situe dans l’amélioration des outils numériques. Le but est de
mettre au point un code de contact robuste et rapide permettant une description plus com-
plète que les solutions analytiques mais permettant d’atteindre des finesses de maillage
qui ne sont pas possible en utilisant les codes éléments finis. Les lois d’usure en fretting
développées par l’équipe du LTDS ajoutées au code de contacten font un code d’usure
rapide. La vitesse de calcul permet alors de pouvoir mener à terme des calculs sur l’appli-
cation aube-disque avec des temps acceptables en terme de contraintes industrielles.

10 Fretting et usure des contacts mécaniques : modélisation numérique
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1.2 Fretting

1.2.1 Définition

Le fretting est défini comme étant un mouvement oscillatoirede faible amplitude,
souvent tangentiel, appliqué à deux surfaces en contact. Lefretting est souvent présenté
comme l’une des avaries de surfaces les plus critiques des applications industrielles. Il se
retrouve dans toutes les liaisons quasi-statiques. Les exemples de fretting ne manquent
pas, on peut le retrouver dans les systèmes suivants : les liaisons (cannelures, liaisons par
axe, pieds d’aube de turbine...), les empilages multiples (arbres de transmissions), les as-
semblages rivés (boulonnés), les câbles, les conduits flexibles... ; et concernent toutes les
industries : constructions mécaniques, aéronautiques, biomédicales, industrie nucléaire,
génie civil...

Lorsque les faibles débattements résultent de vibrations externes appliquées à des sur-
faces qui ne sont pas soumises à des déplacements imposés, onparle de fretting-wear. Si le
déplacement est la conséquence de la déformation de l’une des deux structures en contact
soumise à une sollicitation cyclique, il s’agit de fretting-fatigue. Quand les produits de la
dégradation sont des oxydes, on utilise le terme fretting-corrosion.

1.2.2 Pratiques expérimentales

Les pratiques expérimentales mises en place dans le cadre dufretting sont avant tout
vouées à la détermination des durées de vie en fatigue (propagation de fissure) et en usure
des contacts sollicités.

Deux configurations de chargement sont majoritairement développées, cf. FIG.1.9.
L’essai de fretting-fatigue dérive d’un essai classique defatigue. Une éprouvette de trac-
tion est soumise à des sollicitations cycliques (souvent dela traction répétée). Deux éprou-
vettes viennent « pincer » cette dernière. Le déplacement auniveau du contact est généré
par la déformation relative entre les surfaces en contact. L’essai de fretting-wear consiste
à appliquer un déplacement alterné à une éprouvette maintenue en contact contre une
autre. Les dispositifs expérimentaux pour réaliser des essais de fretting-wear peuvent être
élaborés à partir de machines de traction-compression. Classiquement, il s’agit d’impo-
ser une charge normale de contact entre les deux éprouvettesà tester. Puis une sollici-
tation cyclique et tangentielle est appliquée à l’une des éprouvettes. Des essais de type
mono-contact, cf. FIG.1.10, ont été mis en place au LTDS par Paulin [PAU 05, PAU 06].
L’une des deux éprouvettes est placée en tête du vérin hydraulique qui sert à imposer la
sollicitation cyclique de déplacement et l’autre est fixée sur la base de la machine. Le
déplacement est mesuré par un extensomètre. La machine est asservie par le biais de ce
déplacement. Les géométries des échantillons peuvent êtrediverses : cylindres, poinçons
axisymétriques, poinçons 2D,... Les chargements normaux sont compris entre 200 N et
5000 N pour des demi-largeurs de contactsa entre 160µm et 800µm. Pour des charge-
ments plus élevés (>5000 N), les essais de type bi-contact, cf. FIG.1.11, sont préférables.
Une éprouvette centrale (barre) est pincée entre deux poinçons. Les géométries des poin-
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FIG . 1.9:Conditions de sollicitations de l’essai de fretting-fatigue et de l’essai de fretting-
wear [PAU 06]

çons peuvent être diverses. Cette assemblage à l’avantage d’équilibrer le chargement de
part et d’autre de l’axe de travail de la machine et est également développé au LTDS
[PAU 05].
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FIG . 1.10:Essai classique de fretting wear de type mono-contact [PAU 06]

FIG . 1.11:Essai classique de fretting wear de type bi-contact [PAU 06]

Fretting et usure des contacts mécaniques : modélisation numérique 13



1. Synthèse Bibliographique

1.2.3 Conditions de glissement

Trois modes de fretting ont été défini par Mohrbacher [MOH 95b] notamment dans le
cadre du contact sphère-plan. Ces trois modes représentés à la figure FIG.1.12 sont :

– le mode I : déplacement linéaire ;
– le mode II : déplacement radial ;
– le mode III : déplacement circonférentiel.

FIG . 1.12:Les trois modes de fretting [MOH 95b]

Plus simple à mettre en œuvre et plus représentatif de la plupart des situations in-
dustrielles, le mode I est le plus étudié, notamment par le biais de l’essai classique de
fretting-wear. Un cylindre est maintenu en contact sur un plan avec une force normale
N constante. Un déplacement tangentiel±2δ∗ est imposé à l’un des corps, l’autre étant
fixe par rapport au bâti de la machine.δ∗ est mesuré sur la machine. On noteQ la force
tangentielle mesurée. La largeur de la zone de contact est 2a. Soite= δ∗

a . Sieest inférieur
à 1 il s’agit de fretting car il existe une zone non exposée à l’atmosphère ambiante, dans
le cas contraire on parle alors de glissement alterné. Cette condition de glissement est
exposée à la figure FIG.1.13.

En fonction de l’effort normal et de l’amplitude du débattement imposé, deux condi-
tions de glissement peuvent être rencontrées et différenciées en observant la forme du
cycle de fretting (cf. FIG.1.13) :

– la condition deglissement partiel: la zone de contact est séparable en une zone
d’adhérence et une zone de glissement. La force tangentielle maximaleQ∗ imposée
par le biais du débattement ne dépasse jamais en valeur absolue le produit de l’effort
normal par le coefficient de frottement (|Q∗|< µP). Le cycle de fretting est de forme
« elliptique » ;

– la condition deglissement total: il n’y a aucune zone qui est de façon permanente
en adhérence. Au cours du cycle l’effort tangentiel maximalQ∗ atteint en valeur
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FIG . 1.13:Définition de la condition de glissement alterné [PAU 06]

absolue le produit de l’effort normal par le coefficient de frottement (|Q∗| = µP).
La forme du cycle est un parallélogramme.

La loi de Coulomb est donc utilisée pour définir le coefficient de frottementµ.

FIG . 1.14:Boucles de fretting et conditions de glissement

L’énergieEd dissipée au cours du cycle par frottement est quantifiable avec l’aire du
cycle de fretting. Cette dissipation d’énergie peut se faireà travers de nombreux méca-
nismes : création de débris, élévation de température, fissuration, déformation plastique,
transformation physico-chimique...

L’ouverture de cycleδ0 est la valeur du débattement pour un effort tangentiel nul.
L’intérêt de cette valeur est qu’elle est, contrairement àδ∗, indépendante de la rigidité du
montage. En glissement total, c’est le glissement réel du centre du contact.

Un critère de transition doit être établi pour définir le passage d’une condition de
glissement à l’autre en fonction des déplacements et efforts tangentiels, cf. FIG.1.15.

Du point de vue expérimental des critères quantitatifs doivent être établis pour déter-
miner la condition de glissement à partir de la boucle de fretting. Une simple observation
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FIG . 1.15:Carte de la condition de glissement [PAU 06]

de cette dernière n’est pas suffisante. Fouvry [FOU 97a] en propose trois pour le contact
sphère-plan, cf. FIG.1.16. Ces critères ont été établis à partir des solutions analytiques de
Mindlin [MIN 49] du contact sphère-plan en glissement partiel.

FIG . 1.16:Critères de transition de la condition de glissement [FOU 97a]

1.2.4 Régimes de glissement

Les cartes de fretting sont intéressantes pour synthétiserl’influence des sollicitations
en fretting sur l’endommagement. Elles ont d’abord été introduites par Vingsbo et Sö-
derberg [VIN 88] dans le cas d’un contact sphère-plan pour tracer la transition entre les
conditions de glissement. Ces cartes de fretting ont ensuiteété améliorées par Vincent
[VIN 92] en introduisant la notion de régime de glissement qui prend en compte l’évolu-
tion dans le temps de cette condition de glissement, on distingue alors :

– le régime de glissement partiel: la condition de glissement partiel est observée
pendant tout l’essai ;
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– le régime de glissement total: la condition de glissement total est observée pendant
tout l’essai ;

– le régime de glissement mixte: on passe d’une condition de glissement total à une
condition de glissement partiel pendant l’essai.

Ces trois régimes peuvent être placés dans un plan en fonctionde l’effort normal et du
débattement dans ce qui s’appelle la carte de sollicitationlocale (ou « running condition
fretting map » ), cf. FIG.1.17. Une deuxième carte de fretting qui correspond à la carte de
réponse du matériau (ou « material response fretting map » ) peut être tracée. Elle définit
les endommagements classiquement observés en fonction de ce même effort normal et
amplitude de débattement. De nombreuses études [FOU 96a, FOU 04] s’accordent pour
dire que la fissuration est prépondérante en régime de glissement partiel et mixte, et que
l’usure par formation de débris est l’endommagement principal en régime de glissement
total.

FIG . 1.17:Cartes de sollicitations en fretting et carte de réponse du matériau [PAU 06]

1.2.5 Endommagements

Les deux endommagements principaux qui apparaissent dans les situations de fretting
et qui apparaissent de part la nature cyclique du phénomène sont l’usure et la fatigue
(fissuration). L’usure peut être assimilée à une réponse du système tribologique suite à
une déformation locale excessive. La fatigue peut être considérée comme une réponse
du système tribologique à une contrainte locale excessive.Ces deux phénomènes sont
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souvent considérés et étudiés séparément et indépendamment l’un de l’autre. Or comme
le montre la carte de réponse en fretting du matériau, certaines situations sont propices à
une compétition entre les deux endommagements.

1.2.5.1 Usure

De manière générale on distingue deux types d’usure : les usures liées au frottement
et les autres. Les autres types d’usures sont l’usure par érosion, qui résulte de l’enlève-
ment de matière par un fluide chargé de particules en contact avec la surface d’un maté-
riau, l’usure par cavitation, associée à la fatigue superficielle du matériau sous l’effet des
ondes de choc dues à l’implosion de bulles de vapeur dans les liquides. Les usures liées
aux frottements sont premièrement l’usure adhésive où suite à des surcharges locales, des
jonctions se créent entre deux corps glissants l’un contre l’autre. Ces jonctions peuvent
également être créées par fusion (soudure). L’usure abrasive est une usure où un corps dur
déforme plastiquement avec ou sans enlèvement de matière uncorps plus mou. L’usure
corrosive ou tribochimique intervient lorsque le frottement se déroule dans un environne-
ment corrosif. L’usure par fissuration est créée par les contraintes mécaniques générées
par le frottement qui entraîne la création et la propagationde fissures. Enfin l’usure par
fretting est considérée à part entière comme une forme d’usure liée au frottement. Des
débris et/ou des dégradations de surfaces sont générés à l’intérieur du contact par des
processus mécaniques, adhésifs...

1.2.5.2 Fissuration

Les problèmes de fissuration en fretting sont étudiés selon deux directions. La pre-
mière consiste à l’étude des durées de vie d’une éprouvette soumise à des sollicitations
de fretting et d’une contrainte de traction uni-axiale cyclique. Cette étude passe par la
réalisation d’essais de fretting-fatigue. La deuxième direction de recherche est celle qui
s’intéresse à l’action unique des sollicitations de fretting sur l’amorçage des fissures. Cet
axe de recherche fait appel à des essais de fretting-wear.

Les durées de vie en fatigue sont le plus souvent calculées à partir des courbes Wöh-
ler. Ce sont des courbes d’abattements réalisées à partir d’essais de traction uni-axiale
cyclique. Une courbe délimite sur un système d’axe « Nombre de cycles - Contrainte »
la durée de vie de l’éprouvette. L’étude de fatigue en fretting-fatigue permet de repro-
duire ce même type de courbe mais modifiée de part l’entrée en jeu des sollicitations
de fretting. Ces nouvelles courbes de Wöhler dépendent alors des paramètres de l’essai
de fretting : l’effort normalP et le débattementδ∗. La durée de vie diminue alors avec
l’augmentation de la pression de contact, cf. FIG.1.18. Cette même durée de vie diminue
dans un premier temps avec l’augmentation du glissement pour finalement augmenter
pour des glissements plus important. En effet l’augmentation du débattement entraîne
une usure plus importante qui vient gommer les micro fissuresinitiées en surfaces. En
fretting-fatigue, deux stades sont généralement observés[WAT 81] dans la propagation
des fissures (FIG.1.19) :
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FIG . 1.18:Courbes de Wöhler d’un essai de fatigue et de fretting-fatigue[LIS 04]

– après amorçage en surface, la fissure croit dans la direction du plan de cisaille-
ment maximal soit avec un angle de 10˚à 60˚par rapport à la surface. Le champs de
contraintes créé par le contact est prépondérant. La longueur de ces fissures courtes
dépend des sollicitations imposées mais surtout de la sensibilité au cisaillement du
matériau ;

– à partir d’une certaine profondeur, la contrainte de traction uni-axiale est dominante.
La fissure change de direction. Une fissure longue se crée perpendiculairement à la
contrainte principale maximale.

FIG . 1.19:Propagation de fissure en deux étapes en condition de fretting-fatigue [LIS 04]

Le seuil de transition entre la fissure courte et la fissure longue fait l’objet de recherche
[HIL 88, NIX 88]. En effet selon certaines conditions la fissure courte ne se propage pas
en fissure longue ce qui implique un arrêt de fissuration et desdurées de vie infinies.

Pour déterminer la condition d’amorçage des fissures courtes, il faut procéder à des
essais de fretting-wear. La sollicitation de fatigue crééepar la contrainte uni-axiale n’étant
plus présente, la transition d’une fissure courte à longue n’est plus possible. Les critères
de fatigue multi-axiaux ont été adaptés pour prédire cette condition d’amorçage, notam-
ment par Fouvry [FOU 96b] dans le cas des aciers et à l’aide du critère de Dang Van.
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Le risque d’amorçage reste cependant lié à la carte de réponse en fretting du matériau.
Ces essais permettent aussi de déterminer les longueurs des fissures courtes et développer
des modèles permettant de prédire leur longueur en fonctiondu couple de matériaux et
des sollicitations de contact. Là encore les cinétiques d’usure ont un forte influence sur la
longueur des fissures. Elleuch [ELL 02] montre que pour une amplitude de débattement
croissante, la longueur de fissure augmente puis décroît dèsle régime de glissement total
atteint.
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1.3 Usure

1.3.1 Généralités sur les modèles d’usure

Contrairement à la fissuration, l’usure est moins bien formalisée. D’une part il s’agit
d’un phénomène et non d’une grandeur physique, l’usure n’a pas d’unité légale. D’autre
part, l’usure fait intervenir un nombre de mécanismes importants plus ou moins quanti-
fiables tel que :

– la modifications des surfaces par enlèvement de matière à l’interface ;
– la présence de débris de troisième corps à l’interface ;
– le flux de ces débris à l’intérieur et vers l’extérieur du contact ;
– les mécanismes de transfert ;
– l’influence de l’environnement ;
– le couplage entre les aspects thermodynamiques, physico-chimiques, mécaniques.

1.3.1.1 Approche quantitative

De nombreuses lois d’usure ont été présentées dans la littérature. Ludema [MEN 95]
entreprend de recenser toutes ces lois d’usure depuis 1947.Il en dénombre plus de trois
cents. Au final, 182 lois d’usure lui paraissent dignes d’intérêt. Il distingue trois visions
différentes de ces lois d’usure :

Jusqu’en 1970 Les lois d’usure sont empiriques. Ces lois sont développées àpartir d’es-
sais spécifiques où certaines conditions d’essais sont modifiées pour déterminer
l’impact sur l’usure. Barwell [BAR 58] propose une loi où le taux d’usure est iden-
tifié par le volume d’usureV. Ce volume d’usure est exprimé en fonction du temps
t et à partir de courbes du typeV = β

α (1−exp(−αt)), V = αt ouV = βexp(αt).
Les paramètresα etβ sont déterminés empiriquement. Rhee [RHE 70] propose une
loi d’usure sur la masse perdue où interviennent l’effort normal et la vitesse de
glissement, et des coefficients empiriques. Dans tous les cas, ces lois sont souvent
précises, mais uniquement valables pour le type et les conditions du test qui les ont
validées.

de 1970 à 1980Des équations basées sur la mécanique des contacts sont essentiellement
utilisées. Ces équations prennent en compte l’aire de contact. Les propriétés des
matériaux tels que le module d’YoungE ou la duretéK ont un impact sur les ciné-
tiques d’usure. L’exemple le plus repris de ce type de lois etproposé plus tôt que
cette période est la célèbre loi éponyme d’Archard [ARC 53]

W = Ks
P
pm

, (1.1)

avecW le volume usé,s la distance de glissement,P le chargement normal,pm la
limite d’écoulement en terme de pression (approximativement équivalente à la du-
reté) du matériaux le plus mou.K est une constante reliant la probabilité lorsque

Fretting et usure des contacts mécaniques : modélisation numérique 21



1. Synthèse Bibliographique

deux aspérités se rencontrent de créer une particule d’usure. CependantK peut sim-
plement être définie comme un coefficient d’usure et sa valeurest obtenue par le
biais de l’expérience. La loi d’Archard est théorique et s’applique difficilement à la
réalité des contacts dans leurs diversités. Elle sera adaptée de diverses façons par
les expérimentateurs pour coller aux expériences particulières qui les concernent.

de 1980 à 1995De nombreuses lois basées sur la mécanique de la rupture ont été déve-
loppées. La résistance à l’usure n’est plus considérée comme une propriété intrin-
sèque aux matériaux, et le seul calcul des propriétés mécaniques du contact (tel que
l’aire réelle de contact) ne suffit plus.

Ces lois sont nombreuses et très particulières. Une tentative de regroupement de tout
les résultats d’essais de type pion-disque sur une carte d’usure a été entrepris par Lim
et Ashby [LIM 87]. L’objectif était de créer une base de données assez vaste et définir
ainsi des domaines avec des comportements identiques et destransitions entre différents
régimes d’usure. Les résultats sont donnés en terme de dégradations et en fonction d’une
vitesse et d’une pression de contact adimensionnée. Cette démarche qui prend rapidement
une ampleur internationale est vite abandonnée suite à des paramètres non pris en compte
(raideur du contact imposé par le banc d’essai, dispositionhorizontale ou verticale du
contact pion-disque...) qui se révèlent finalement importants sur l’usure.

A l’heure actuelle, une approche quantitative basée sur l’énergie dissipée par frotte-
ment est largement développée, notamment par une équipe de l’Ecole Centrale de Lyon
et ce dans le cas du fretting. L’énergie dissipée par frottement est considérée comme acti-
vateur principal des processus de dégradation des systèmestribologiques. Les processus
d’usure sont pilotés par les températures de contact, les transformations de films tribochi-
miques, le transfert de matière entre surfaces, les ruptures par contraintes mécaniques ou
thermiques. Morhbacher [MOH 95a] est le premier à avoir introduit le concept d’énergie
dissipée cumulée dans l’étude de l’usure en fretting. Une relation linéaire a été plusieurs
fois validées entre le volume usé et l’énergie dissipée [FOU97b, FOU 01, FOU 96a].
Cette approche permet de déterminer des coefficients d’usureénergétiques pour diffé-
rents systèmes tribologiques [MOH 95a, HUQ 02, LIS 03]. Cettedémarche est également
adoptée à l’étude des couches dures avec la détermination deleur durée de vie [LIS 05].
Le champ de densité d’énergie locale calculé sur toute la surface de contact peut à partir
d’un coefficient d’usure énergétique prédire la profondeurd’usure maximale et donc une
durée de vie de ces couches dures.

1.3.1.2 Approche qualitative

L’équipe de Berthier à l’INSA de Lyon aborde l’usure à partir d’une démarche plus
complète. Celle-ci repose sur la prise en compte de l’interface entre les deux corps en
contact. Cette interface est baptisée «troisième corps» parGodet [GOD 84]. Ce concept
permet de réunir sous une seule et même approche les théoriesbien maîtrisées de la lu-
brification fluide et les problèmes de frottement et d’usure plus délicats à modéliser. Ce
« troisième corps » est intercalé entre les deux « premiers corps » . Ce troisième corps
peut donc être ajouté dans le contact. Dans le cas de la lubrification on utilise des huiles
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ou des graisses. Ce troisième corps défini également les particules d’usure qui existent à
l’interface. Dans ce dernier cas on parle de troisième corpssolide. Le troisième corps est
ici créé dans le contact par dégradation des premiers corps.Le troisième corps transmet
la charge dans le contact, accommode les vitesses entre les deux premiers corps et sépare
les deux premiers corps en réduisant leur interaction.

Prendre en compte un troisième corps solide se révèle difficile. Celui-ci est de na-
ture discret et discontinu. Il crée d’ailleurs des concentrations de contraintes beaucoup
plus importante que ne peut le prédire la mécanique des contacts lisses. Les particules de
troisième corps sont réactives au sens physico-chimique. La rhéologie de ce milieu est
difficile à déterminer. La modélisation mécanique de ce troisième corps est possible mais
compromise par le manque de connaissance en loi de comportement.

Pour pallier aux manques de formalisme de l’usure, Berthier [BER 88] propose une
approche globale : le « triplet tribologique » . C’est l’étudedu contact sur trois échelles :

– le mécanisme qui agit sur les conditions de contact est étudié ;
– les matériaux des premiers corps sollicités « tribologiquement » qui se fissurent, se

déforment, changent de phase ou de structure et génèrent le troisième corps ;
– le troisième corps qui circule dans le contact.
La circulation de matière à l’intérieur et à l’extérieur du contact est abordée sous le

concept de « circuit tribologique » . Il s’agit d’une représentation bidimensionnelle des
débits de troisièmes corps : débits sources provenant des premiers corps ou de l’extérieur,
débit d’éjection, débit de recirculation, débit d’usure. L’aspect novateur de la démarche
est l’usure qui n’est plus considérée comme la perte de matière des premiers corps mais
comme la fuite des particules hors du contact.

FIG . 1.20:Le circuit tribologique d’un contact [FIL 04]

Les travaux de simulation numérique en cours de développement dans l’équipe de
Berthier tentent d’aborder l’usure selon cette démarche globale. Ils utilisent un code élé-
ments finis en dynamique pour déterminer les conditions de contact. Enfin le troisième
corps est modélisé à partir d’une méthode aux éléments discrets. Une modélisation de
la dégradation est simulée à partir des ces éléments discrets, solidaires en début de si-
mulation puis désolidarisés et libres de se comporter commeun troisième corps après
endommagement. Ces trois modèles sont en cours d’unification.

Tous ces travaux restent cependant appliqués à une analyse qualitative de l’usure.
La complexité des simulations, les moyens de calculs et la difficulté de caractériser la
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FIG . 1.21:Modélisation discrète des premiers et troisième corps [FIL04]

dégradation des matériaux et la rhéologie du troisième corps en font une démarche non
applicable à une prédiction d’usure quantitative dans un cadre industriel.

1.3.2 Modèle d’usure pour le contact aube-disque

L’usure du contact aube-disque va être modélisée à partir des formulations énergé-
tiques mises en place à l’École Centrale de Lyon. Cette approche présente deux intérêts :

1. ces lois d’usure ont été spécifiquement mises en place pourle contact aube-disque
et ont été développées à partir d’un approche tribologique du contact et en tenant
compte des aspects phénoménologiques de l’usure ;

2. ces lois d’usure sont simples et facilement utilisables dans le cadre d’une modéli-
sation numérique.

Cette étude a été menée par Paulin [PAU 06] à partir d’essais defretting-wear. Pour
valider les lois d’usure, plusieurs configurations de chargement, de déplacement et de
géométrie (taille du contact) sont testées. L’étude est menée de façon à suivre l’évolution
tribologique de la vie du contact aube-disque comme le précise la figure FIG.1.22. Ce de
façon à associer aux différents couples de matériaux les cinétiques d’usures ainsi que les
grandeurs quantitatives représentatives associées.

La durée de vie du lubrifiant est étudiée à partir de la configuration cylindre-plan.
En faisant varier les conditions de chargement, trois domaines sont définis. Ceux-ci sont
présentés à la figure FIG.1.23. Ils caractérisent trois comportements différents qui se dif-
férencient par l’évolution du coefficient de frottement (FIG.1.24), la forme des cycles de
fretting, et la composition chimique de la trace de fretting. Cette démarche est validée
pour un large spectre de dimensions et de géométries en contact.

Le domaine I est caractérisé par une évolution du coefficientde frottement en trois
étapes. Il augmente de façon monotone dans un premier temps.L’élément dominant est
le Molydag. Mais progressivement des interactions Cu-Ni-In/Ti-6Al-4V interviennent.
Ensuite le coefficient de frottement se stabilise. Les éléments de la surface sont constitués
de Molydag (50%) et de Cu-Ni-In (50%). Ce plateau est assimilé àla dégradation par
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FIG . 1.22:Chronologie de l’étude menée par Paulin [PAU 06]

FIG . 1.23: Carte de réponse locale du matériau et zones d’activation desdifférents do-
maines [PAU 06]

oxydation du Molydag. Ensuite survient un saut en coefficient de frottement qui marque
l’installation d’un contact Cu-Ni-In / Ti-6Al-4V.

Trois étapes caractérisent également l’évolution du coefficient de frottement dans le
domaine II. Comme pour le domaine I, il augmente de façon monotone dans un premier
temps. L’élément dominant est le Molydag. Ensuite un saut encoefficient de frottement
est observé. Les éléments dominants de la surface revêtue s’inversent. Cette étape corres-
pond donc à l’élimination du Molydag et au passage vers un contact Cu-Ni-In / Ti-6Al-4V.
Finalement la valeur du coefficient de frottement reste ensuite stable.

Pour le domaine III, la valeur du coefficient de frottement augmente rapidement durant
les premiers cycles. Une fois arrivé à 0,7-0,8 le coefficientreste stable. Dans ce domaine
les proportions de Molydag puis de Cu-Ni-In diminuent rapidement. Par contre le titane
apparaît sur la surface revêtue. La sévérité des conditionsde sollicitation est responsable
de l’usure du contre-corps en titane.
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(a) Domaine I (b) Domaine II

(c) Domaine III

FIG . 1.24:Évolution des coefficients de frottement pour les trois domaines [PAU 06]

À partir de l’analyse chimique de la composition de la surface revêtue, Paulin émet
une loi de mélange permettant d’identifier un coefficient de frottement théorique

µth = µMolydagCMolydag+µCuNiInCCuNiIn+µTiCTi , (1.2)

oùC est la surface relative correspondant au matériau. La comparaison entre le frottement
théorique et expérimental est présentée à la figure FIG.1.25. Le coefficient théorique cor-
rèle bien le coefficient expérimental dans le domaine I. Par contre dans le domaine II et
III le coefficient théorique est sous-estimé. Cette divergence s’explique par la modifica-
tion des propriétés du troisième corps solide pour des sollicitations trop importantes. Le
frottement ne peut s’exprimer en fonction des constituantsdes premiers corps.

Paulin développe dans sa thèse un critère et une loi de durée de vie du contact lubri-
fié. La durée de vie du contact est définie à partir d’un frottement seuil au-delà duquel
le lubrifiant est considéré dégradé. Ce seuil correspond au saut en coefficient de frotte-
ment observé dans les domaines I et II. Il définit une densité d’énergie dissipée (J.mm2)
moyenne par cycle. Celle-ci intègre le coefficient de frottement moyen ¯µ observé entre le
début et l’instant où le coefficient de frottement seuil est atteint. Cette énergie dissipée est
exprimée à partir de la pression maximalep0 dans le contact

Edhm= 4µ̄P0δ0 . (1.3)

Des courbes d’endurance du dépôt sont alors exprimées à partir de la capacité énergétique
Edhcdu vernis lubrifiant

Edhm=
Edhc
NDDV

. (1.4)
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FIG . 1.25:Comparaison entre les coefficients de frottement expérimentaux et théoriques
[PAU 06]

Cette approche a été validée indépendamment de la configuration de contact, et peut
être appliquée telle quelle au contact aube-disque. Cette approche est validée quelle que
soit les conditions de sollicitation hormis dans le domaineIII où est observée une dégra-
dation de la capacité énergétique du Molydag suite à l’endommagement du contre-corps
en Ti-6Al-4V.

Paulin présente ensuite une étude sur l’endommagement soussollicitation de fretting-
wear après élimination du Molydag. Les cinétiques d’usure du contact Ti-6Al-4V gre-
naillé revêtu de Cu-Ni-In / Ti-6Al-4V grenaillé puis Ti-6Al-4V grenaillé / Ti-6Al-4V
grenaillé sont déterminées. La connaissance des cinétiques d’usure de ces couples de ma-
tériaux est essentielle à la prédiction de l’usure du système au travers de variables quanti-
tatives dans l’optique de l’optimisation des procédures demaintenance. Dans ces études
les volumes d’usure sont obtenus par relevés profilométriques.

L’énergie dissipée cumulée est utilisée pour définir la cinétique d’usure du contact Ti-
6Al-4V grenaillé revêtu de Cu-Ni-In / Ti-6Al-4V grenaillé. Les essais permettent d’obte-
nir une loi du type

V
Vre f

= γ ∑Ed

∑Edre f
. (1.5)

Ed est l’énergie dissipée durant 1 cycle,V le volume d’usure, etγ le coefficient énergé-
tique. L’indicere f rapporte au résultat d’un essai de référence. Cependant pourdifférentes
amplitudes de glissementδ0, le coefficientγ n’est pas constant. L’auteur explique ce fait
à partir des phénomènes d’adhésion qui existent dans ce typede contact métallique. Le
flux de troisième corps est dépendant de l’amplitude de débattement. Plus le glissement
est grand, plus le flux de débris est important. L’énergie dissipée est responsable de la
création de troisième corps. L’amplitude de débattement conditionne son flux d’éjection.
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L’auteur introduit alors le concept d’énergie dissipée réduite définie par

∑ Ẽd =
δ0

δ0 re f
∑Ed . (1.6)

Une relation linéaire (FIG.1.26) est établie pour décrire la cinétique d’usure quelque
soit l’amplitude de glissement

V
Vre f

= α ∑ Ẽd

∑ Ẽdre f
. (1.7)

FIG . 1.26:Évolution du volume d’usure en fonction de l’énergie dissipée cumulée réduite
pour des cylindres de différents rayons [PAU 06]

Les cinétiques d’usure sont cependant composées d’un régime transitoire et d’un ré-
gime stabilisé. Une explication de ce régime transitoire est donnée à partir de l’activation
de transformations tribologiques superficielles (TTS). Finalement la loi d’usure s’écrit

V
Vre f

= α ∑ Ẽd

∑ Ẽdre f
+

Vact

Vre f
. (1.8)

Cette cinétique d’usure est stable quelque soit la géométrieet taille de la zone de
contact. De même la combinaison de cycles en glissement partiel et total ne modifie pas
la cinétique d’usure.

L’énergie dissipée cumulée est également utilisée pour définir la cinétique d’usure du
contact Ti-6Al-4V grenaillé / Ti-6Al-4V grenaillé. Là encore le contact est adhérant et
une loi d’usure du même type est utilisée

V
Vre f

= α ∑ Ẽd

∑ Ẽdre f
. (1.9)
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Cette relation n’est cependant pas stable avec la taille du contact, cf. FIG.1.27. Mais
tend à se stabiliser pour de grands contacts et donc à l’échelle du contact aube-disque.

De même lors du cumul de cycles en glissement total et de cycles en glissement partiel,
cette loi n’est pas validée. Une usure intervient suite à la dégradation du matériau pendant
les cycles en glissement partiel. Le volume d’usure est obtenu par une loi du type

V
Vre f

= α ∑ Ẽd

∑ Ẽdre f
+

VGP(N)

Vre f
+α ∑ Ẽd

∑ Ẽdre f
. (1.10)

VGP est le volume associé à une phase en glissement partiel situéentre deux phases en
glissement total. L’origine de ce volume est expliqué par lafracturation du troisième corps
au centre du contact. Ce volume est complètement fragilisé après 2000 cycles. Paulin
traduit le comportement de cette usure à partir de la loi suivante

VGP = a×N, lorsqueN<2000, (1.11)

VGP = b, lorsqueN>2000. (1.12)

FIG . 1.27: Évolution du coefficient d’usure en fonction de la demi-largeur du contact
[PAU 06]

Pour résumer, les cinétiques d’usure du contact aube-disque revêtu ou non ont été
déterminées. Ces cinétiques d’usure bien qu’explicitées sous forme simple restent cepen-
dant complexes à mettre en œuvre. Notamment dans le cas du contact revêtu, le volume
usé lors de la phase transitoire n’est pas parfaitement déterminé par l’auteur et demande
un formalisme plus rigoureux. En ce qui concerne le contact non lubrifié, la dépendance à
la taille du contact peut d’une part poser problème. En effetla taille du contact augmente
avec l’usure. D’autre part un manque de formalisme existe auniveau de la détermina-
tion du volume usé dans les cycles en glissement partiel. Pour les simulations numériques
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que nous allons effectuer, nous nous contenterons donc d’appliquer la seule composante
commune parfaitement formalisée pour le contact revêtu ou non : la phase d’usure en
glissement total pour un régime stabilisé. La loi d’usure employée écrite sous une forme
simple est

V = αusure∑
N

δ0(N)Ed(N) . (1.13)

L’auteur montre d’autre part que le coefficient de frottement pour le contact revêtu ou non
évolue rapidement dès les premiers cycles vers une valeur stable, cf. FIG.1.28. Le coeffi-
cient de frottement sera donc gardé constant lors des simulations numériques effectuées.

(a) Contact Cu-Ni-In / Ti-6Al-4V (b) Contact Ti-6Al-4V / Ti-6Al-4V

FIG . 1.28:Évolution des coefficients de frottement pour le contact non-revêtu [PAU 06]

30 Fretting et usure des contacts mécaniques : modélisation numérique



Modélisation en mécanique des contacts

1.4 Modélisation en mécanique des contacts

1.4.1 Généralités

1.4.1.1 Solutions analytiques

Contact hertzien La mécanique des contacts a réellement émergé suite au papier de
Heinrich HertzOn the contact of elastic solids[HER 82] publié en 1882. Il présenta alors
les résultats de ce que l’on nomme à présent le contact hertzien. Le problème traité est
celui du contact élastique, sous un chargement normal statique. Les surfaces de corps
en contact sont de type paraboloïde elliptique et non-conformes. Cette non-conformité
indique que les surfaces non-déformées des deux corps ne sont superposables autrement
qu’en un point (contact ponctuel) ou une ligne (contact linéique). La théorie de Hertz est
fondée sur les hypothèses suivantes :

– la zone de contact est elliptique ;
– le problème est sans frottement ;
– les hypothèses des massifs élastiques semi-infinis.

Ce dernier point permet l’utilisation d’un pan important de la théorie de l’élasticité déve-
loppée dans le cadre de l’espace élastique semi-infini. Les hypothèses des massifs élas-
tiques semi-infinis sont validées si :

– la taille de la zone de contact est faible par rapport à la dimension des corps. Dans
ce cas les contraintes sont fortement concentrées dans la région proche de la zone
de contact et ne sont pas influencées par des conditions limites lointaines. Cette
condition est assurée par la non-conformité ;

– les rayons de courbure doivent cependant être grands par rapport à la dimension du
contact. Cette condition permet de valider la précédente. Mais elle implique aussi
que les pentes des surfaces en contact doivent être faibles.Cela permet d’appro-
cher la région proche du contact par un plan et d’éviter d’atteindre des niveaux de
contraintes non compatibles avec la théorie de l’élasticité linéaire.

Les hypothèses de Hertz sont restrictives mais suffisent souvent à l’étude d’une partie im-
portante des problèmes industriels. Les solutions de Hertzfournissent la distribution de
pression, les dimensions du contact et l’amplitude des différents déplacements élastiques
ou rigide et la solution en contraintes dans le volume. De nombreuses solutions ana-
lytiques ont été formulées dans le cas de contacts non-hertziens particuliers. L’ouvrage
référence de la mécanique des contacts rédigé par Johnson [JOH 85] présente de façon
exhaustive toutes ces solutions. Contrairement à d’autres ouvrages qui ne s’attardent que
sur l’obtention des solutions de contact, celui-ci analyseces résultats et la physique du
problème.

Géométries non-hertziennes Un nombre important de solutions existe lorsque les géo-
métries en contact ne peuvent être assimilées à des ellipsoïdes, telles que les contacts
conformes. Les solutions restent cependant basées sur les hypothèses des massifs semi-
infinis. D’autres solutions concernent le contact contre plaques ou coques. Enfin, les

Fretting et usure des contacts mécaniques : modélisation numérique 31



1. Synthèse Bibliographique

problèmes induits par des discontinuités géométriques, comme les bords anguleux,
coins, etc., sont aussi abordés. Un nombre important de ces solutions est donné dans le
cas de problèmes bi-dimensionnels. De même des solutions existent pour les problèmes
tridimensionnels, cependant pour des géométries présentant généralement une particula-
rité telle que l’axisymétrie. Ces solutions sont obtenues à partir d’outils mathématiques
puissants. Notamment à partir des solutions des « équationsintégrales singulières » . Ces
études ont été menées par Muskhelishvili [MUS 53] , puis Mikhlin [MIK 57] et Galin
[GAL 53]. Aleksandrov [ALE 86] utilise également cette méthode. Ou encore à partir
des «transformées intégrales», comme les transformée de Fourier [SNE 51]. L’ouvrage
de Gladwell [GLA 80] présente ces deux méthodes. Concernant le contact des surfaces
rugueuses, une solution est fournie par Westergaard [WES 39]pour une surface sinusoï-
dale. Dans ce domaine les solutions données par Greenwood etWillamson [GRE 66] font
références. Elles donnent la solution du contact plan rugueux à partir d’une méthode sta-
tistique qui suppose une distribution gaussienne d’aspérités sphériques dont la position du
sommet diffère.

Comportement non-élastique ou non-homogèneDes solutions analytiques existent
pour les contacts avec une couche (revêtement) d’épaisseurconstante et de propriétés
élastiques différentes au reste du volume[MEI 68]. Les méthodes intégrales sont utilisées
dans ce cas [GLA 80]. Concernant la plasticité, celle-ci est abordée tout d’abord dans le
cadre de solides supposés rigides - parfaitement plastiques. L’indentation est étudiée au
travers de cette analyse [JOH 85] et pour un certain nombre degéométries. Des résultats
[JOH 85] existent également pour l’indentation élasto-plastique de type cône, sphère ou
pyramide à partir d’une hypothèse de répartition radiale des déplacements dans le volume.

Comportement avec frottement La définition du frottement de Coulomb est utilisée
dans la plupart des modèles analytiques existants. Une première solution est celle du
contact hertzien en glissement. Les cisaillements en surface sont directement obtenus
par l’application de la loi de Coulomb. La solution du champ decontraintes résultant
de cette configuration est fournie pour le contact cylindrique par McEwen [MCE 49],
pour le contact sphérique par Hamilton [HAM 63]. Ces solutions sont reprises et étendues
aux contacts elliptiques par Sackfields et Hills [SAC 83]. Cattaneo [CAT 38] et Mindlin
[MIN 49] fournissent les solutions du contact en glissementpartiel. Le problème posé
est celui du contact sphérique chargé normalement sur lequel un effort tangentiel, ne dé-
passant pas la limite fixée par la loi de Coulomb pour atteindrele glissement, est en-
suite imposé. Le respect de la loi de Coulomb en tout point de lasurface de contact créé
une zone annulaire de glissement sur les bords du contact. Une configuration de char-
gement plus complexe est étudiée par Mindlin et Deresiewicz[MIN 53], le contact est
chargé avec une force normale et tangentielle proportionnelles entre elles. Le problème
de Cattaneo-Mindlin est étendu et généralisé par Ciavarella [CIA 98a, CIA 98b] dans le
cas bi-dimensionnel pour des géométries quelconques.
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1.4.1.2 Modèles numériques

Méthodes des éléments finis Cette méthode ( « finite element method » , FEM) est la
plus aboutie de la modélisation numérique en mécanique. De nombreux logiciels commer-
ciaux, avec des interfaces graphiques facilitant l’utilisation existent. La quantité de phé-
nomènes physiques pouvant être pris en compte est importante (dynamique, thermique,
plasticité, viscosité, champs magnétiques, etc.). Cependant les temps de calculs sont im-
portants, et le sont d’autant plus que les forts gradients decontraintes à proximité des
zones de contact obligent à utiliser un maillage fin. Une alternative proche de la méthode
des éléments finis est la méthode des éléments frontières ( « boundary element method
», BEM). Elle est similaire à cette dernière en dehors du fait que seules les surfaces des
corps sont maillées.

Méthodes semi-analytiques Lorsque les solutions analytiques ne sont pas facilement
obtenues, il est possible de discrétiser le problème et de lerésoudre en sommant numé-
riquement des solutions analytiques de problèmes élémentaires. On dénommera « semi-
analytiques » (SA) ce type de méthode. De nombreux modèles ont été développés dans la
littérature pour résoudre les problèmes de contact sous chargement statique. Les premiers
modèles furent présentés par Bentall et Johnson [BEN 67] et Paul et Hashemi [PAU 81].
Kalker [KAL 90] publie un ouvrage qui formalise cette méthode. Nowell étudie le fretting
avec ces méthodes mais reste sur des modèles bi-dimensionnels [NOW 98, DIN 04]. Les
techniques numériques utilisées par les différents auteurs diffèrent. Jaeger [JAE 04] pro-
pose d’utiliser un algorithme de Gauss Seidel au lieu de l’algorithme de Newton-Raphson
utilisé par Kalker. Ces méthodes ont ensuite été améliorées avec l’utilisation de techniques
accélératrices comme les méthodes multigrilles [BRA 90, LUB 91] ou les transformées
de Fourier rapides [JU 96, NOG 97, POL 00, LIU 00] et des algorithmes de résolutions
performants tel que le gradient conjugué [POL 99]. La finessedes discrétisations dès lors
permise par ces méthodes en font celles de référence dans l’étude des contact rugueux
[AI 99]. Un revêtement d’épaisseur constante peut être ajouté. Deux équipes ont parti-
culièrement publié sur le sujet. L’équipe de Bhushan[TIA 96,PEN 00, PEN 01, PEN 02,
CAI 05] et l’équipe de Wang [LIU 02, LIU 01a] qui introduisit lathermo-élasticité. Les
surfaces fractales ont été approchées par le même biais [WIL 04]. De nombreux progrès
sont encore possibles. Récemment les phénomènes d’élasto-plasticité et de thermo-élasto-
plasticité [JAC 01, JAC 02, SAI 02, ANT 04, BOU 04, ANT 05, BOU 05,NEL 06] ont
été ajoutés à ce type de méthode au LaMCoS.

1.4.2 Application au contact aube-disque

Les solutions analytiques sont assez souvent appliquées à l’étude du contact aube-
disque, notamment dans le cadre des problèmes de fretting-fatigue. Ces modèles restent
bi-dimensionnels. Les auteurs récurrents dans la littérature qui effectuent ce type de tra-
vaux sont l’équipe de Farris [MCV 99, GOR 02, MUR 04, RAJ 04], et celle de Nowell
et Hills [NOW 03, SAC 05, RAJ 06]. Le contact aube-disque est supposé équivalent à un
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contact poinçon-plan avec des rayons de courbure en sortie de portée comme l’illustre la
figure FIG.1.29. Les solutions basées sur les équations intégrales singulières sont utilisées.

FIG . 1.29:Approximation géométrique du problème de contact aube-disque [RAJ 06]

Les éléments finis sont largement utilisés dans la modélisation du contact aube-disque
[MEG 96, CON 06]. Une technique de zoom structural [COR 99, SIN 02, BEI 03] peut
être utilisée pour obtenir un maillage plus fin au niveau de laportée de l’aube. Le modèle
fin est piloté à partir des déplacements relevés sur le modèleglobal. Pour prendre en
compte la microstructure cristalline du matériau ou introduire la plasticité, la modélisation
éléments finis est obligatoire [ARA 01]. Ces travaux traitent essentiellement de l’aspect
matériau et de l’impact des sollicitations de fretting à partir de géométries académiques
[DIC 06b, DIC 06a].

FIG . 1.30:Modélisation du contact aube-disque par zoom strucural [SIN 02]

La littérature n’abonde pas de modélisations du contact aube-disque avec les méthodes
semi-analytiques. Les rares exemples sont des applications bi-dimensionnelles. Dini et
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Nowell [DIN 04] résolvent ainsi le contact aube-disque revêtu.

1.4.3 Application à l’usure

La littérature concernant la modélisation de l’usure est riche. La géométrie étant évo-
lutives avec l’usure, les solutions analytiques ne peuventêtre évidement pas utilisées. Pour
déterminer les taux d’usure, la loi d’Archard est quasimentsystématiquement utilisée.

La modélisation par éléments finis est largement employée. La difficulté de la modéli-
sation repose sur la prise en compte géométrique de l’usure.Généralement un remaillage
complet ou partiel des corps est à effectuer. Il est possiblede se contenter de ne dépla-
cer que les nœuds en surface [OQV 01], mais le maillage doit être épais dans la pro-
fondeur ou les taux d’usure faibles pour éviter une trop grande distorsion des éléments.
Ces approches éléments finis ont été développées pour l’étudede l’usure par glissement
[POD 99, HEG 05]. Des études de l’usure en fretting sont également faites notamment par
Leen [MCC 04]. Ce dernier s’attarde à démontrer l’importance de l’usure sur les durées de
vie en fretting-fatigue [MAD 07]. Enfin Paulin utilise la loid’usure énergétique [PAU 07]
dans une simulation d’usure par éléments finis. Tous ces modèles sont bi-dimensionnels.

Des simulations d’usure réalisées à partir de méthodes semi-analytiques existent. Jo-
hansson [JOH 93] simule l’usure du contact glissant en tenant compte de la chaleur géné-
rée par frottement. Il présente également des solutions pour l’usure en fretting [JOH 94].
Goryacheva simule l’usure de contact en glissement partiel[GOR 01]. La loi d’Archard
est également systématiquement utilisée.

1.5 Bilan

Le travail à effectuer au cours de cette thèse consiste à analyser un contact adhérant ou
glissant notamment sur le plan de l’usure en s’appuyant sur une méthode semi-analytique
via un code de recherche développé au LaMCoS. L’application concerne la prédiction
des usures aux niveaux des portées de la liaison aube-disquedes turboréacteurs soumises
aux sollicitations de type fretting. Au travers de la bibliographie concernant le fretting,
il a été souligné que l’usure est un phénomène qui peut être relié à l’énergie dissipée
dans le contact. Bien que ce phénomène inclut des mécanismes complexes, notamment la
présence de troisième corps à l’interface, des lois linéaires peuvent être formulées entre
l’usure et l’énergie dissipée par frottement. D’autre part, l’usure est produite essentiel-
lement par des sollicitations de type oligocyclique. Cependant l’impact de cycles poly-
cycliques n’est pas nul sur les taux d’usure. Mais de par le manque de données et de
formalisme de cet aspect, il sera négligé. Ces sollicitations permettent alors d’obtenir
l’usure de la surface à partir de la loi d’usure choisie. Le fretting et l’usure résultante sont
des phénomènes cycliques. Il convient alors de pouvoir effectuer les calculs de contact
assez rapidement pour que l’outil soit utilisable dans le cadre d’un bureau d’étude. Les
méthodes semi-analytiques sont donc adaptées. Elles permettent de résoudre le contact tri-
dimensionnel dans des temps très courts et avec un maillage très fin. La suite de l’exposé

Fretting et usure des contacts mécaniques : modélisation numérique 35



1. Synthèse Bibliographique

présente donc le code qui a été développé. Celui-ci résout le contact élastique avec frot-
tement. L’aspect revêtement n’a pas été introduit. Ce dernier ne présente pas de difficulté
particulière mais les formulations présentées dans la littérature concernent les revêtements
d’épaisseur constante. Or l’usure attaque premièrement lerevêtement. Enfin, étant donnée
l’expertise du laboratoire, ce code qui a été développé dansle cadre de l’élasticité peut
être facilement adapté à la thermo-élasto-plasticité.
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Chapitre 2

Modélisation numérique

Ce chapitre s’attarde sur le développement du code de
contact et d’usure. Une première partie traite des aspects

théoriques du contact élastique qui permettent de poser les
bases du code. La deuxième partie décrit les méthodes
numériques utilisées. Enfin une dernière partie traite de

l’utilisation du code avec la loi d’usure. Une modélisation«
multi-échelles » du contact est faite via le couplage avec un

code éléments finis.
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Théorie du contact élastique

2.1 Théorie du contact élastique

2.1.1 Cinématique du contact

Soit deux corps élastiques 1 et 2 définis par leurs surfaces non-déformées dans le
repère orthogonalOxyz(FIG.2.1). Le planx− y est disposé de façon à séparer au mieux
ces deux corps. Dans le cas du contact de deux surfaces non-conformes, il s’agit du plan
tangent au premier point (ou ligne) en contact. Les surfacessont alors définies par

z1 = f1(x,y),

z2 = f2(x,y).
(2.1)

La séparation des corps est

h(x,y) = f1(x,y)− f2(x,y). (2.2)

Les pentes def1 et f2 sont assez faibles pour pouvoir approcher ces surfaces par le plan
x−y. Les mouvements permanents relatifs entre les deux corps encontact sont définis par
les vitesses linéaires dites de glissementνx, νy et les vitesses angulaires dites de roulement
ωx, ωy et de pivotementωz. Différents type de mouvement peuvent être définis suivant ces
vitesses linéaires et de rotation. Kalker [KAL 90] s’attarde sur le ratio entre :

– les vitesses relatives (entre les corps 1 et 2) des particules de la zone de contact ;
– les vitesses relatives de ces particules par rapport à la zone de contact.

Il définit les mouvements suivant :

1. lorsque la vitesse relative de toutes les particules de lazone de contact est beaucoup
plus faible que la vitesse de ces particules par rapport à la zone de contact, il s’agit
d’un mouvement de type roulement ( « rolling motion » ) ;

2. lorsque la vitesse relative de quelques particules de la zone de contact est du même
ordre de grandeur que la vitesse de ces particules par rapport à la zone de contact,
il s’agit d’un mouvement de type débattement ( « shift » ).

Lorsque le mouvement se déroule pendant un intervalle de temps fini, avec une va-
riation linéaire des grandeurs physiques, on parle d’étudeen débattements finis ( « finite
shift » ). C’est dans ce cadre que sera résolu le contact, c’est-à-dire sans vitesses relatives
entre les corps mais avec débattements relatifs finis longitudinaux et angulaires dans les
trois directions (cf. FIG.2.2).
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On remarquera que ces vitesses et déplacements sont donnés au pointO, c’est-à-dire
en un point central de la zone contact. Les angles de « roulement » ne créent ainsi donc
pas un mouvement de type roulement entre les corps. En effet,dans cette configuration
le centre de rotation est proche de la zone de contact, l’angle de rotation étant supposé
faible, le mouvement de corps rigide créé tangentiellementà la surface est négligeable
par rapport à sa composante normale. On vient donc créer ce que l’on appelle unmésa-
lignemententre les surfaces. Finalement la distance entre les corpsg(x,y) qui permet de
définir la condition de contact, est construite à partir de laséparation initiale des corps, le
déplacement de corps rigideδz = δz1 + δz2, la contribution des anglesφx = φx1 + φx2 et
φy = φy1 +φy2 et le déplacement normal élastique des surfaces ¯uz = ūz1 + ūz2,

g(x,y) = h(x,y)+ ūz−δz−y·φx +x ·φy. (2.3)

La condition de contact en déplacement est alors définie par

g(x,y) = 0, dans le contact, (2.4)

g(x,y) > 0, à l’extérieur du contact. (2.5)

Il s’agit à présent de définir le glissement à l’interface. Dans la suite de l’exposé
le terme glissement désignera l’amplitude (ou distance de glissement)s. Il s’agit d’un
vecteur de composantessx et sy. Il est nécessaire d’introduire un indice référant au temps
dans la notation,st . Soit la notation (̇= d

dt ) pour dériver par rapport au temps. La vitesse
de glissement est définie parṡ. Soitx1

t etx2
t , les coordonnées de deux points en contact de

chaque corps. Soit̄ut
τ1 =

(
ūt

x1
ūt

y1

)
et ūt

τ2 =

(
ūt

x2
ūt

y2

)
les déplacements élastiques tangentiels

des surfaces. Quand le système passe d’un tempst ′ à t, la variation de chaque terme est
supposée linéaire. Les points en contact subissent un déplacement de corps rigide et se
retrouve enx1

t ′ etx2
t ′ . Le glissement s’écrit

st = ṡt (t− t ′
)

=
{(

ūt
τ1− ūt

τ2

)
−
(

ūt ′
τ1− ūt ′

τ2

)}
−
(
ẋ1

t− ẋ2
t)(t− t ′

)
. (2.6)

Les vecteursst et ṡt sont colinéaires. Le terme
(

˙x1
t− ˙x2

t
)

est la contribution des dé-
placements de corps rigide et est fonction de la variation deδx, δy et φz. On néglige la
contribution deφx et φy. Il vient :

(
˙x1

t− ˙x2
t
)(

t− t ′
)

=
(

x1
t−x1

t ′
)
−
(

x2
t−x2

t ′
)

, (2.7)

(
˙x1

t− ˙x2
t
)(

t− t ′
)

=



(

δx1
t−y·φt

z1−
(

δx1
t ′−y·φt ′

z1

))
+
(

δx2
t−y·φt

z2−
(

δx2
t ′−y·φt ′

z2

))
(

δy1
t +x ·φt

z1−
(

δy1
t ′+x ·φt ′

z1

))
+
(

δy2
t +x ·φt

z2−
(

δy2
t ′+x ·φt ′

z2

))

 .

(2.8)

Pour plus de simplicité dans l’écriture l’emploi de∆ est fait pour indiquer la différence
d’une grandeur entre les instantst et t ′. Ce qui revient à écrire

(
˙x1

t− ˙x2
t
)(

t− t ′
)

=

((
∆δx1

t−y·∆φt
z1

)
+
(
∆δx2

t−y·∆φt
z2

)
(
∆δy1

t +x ·∆φt
z1

)
+
(
∆δy2

t +x ·∆φt
z2

)
)

. (2.9)
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Finalement le glissement s’exprime

st =

(
∆ūt

x−∆δx
t +y·∆φt

z
∆ūt

y−∆δy1
t−x ·∆φt

z1

)
. (2.10)

2.1.2 Torseur des efforts transmis dans le contact

Le torseur des efforts transmis dans le contact est défini parla force normaleP, la
force tangentielleQ de composantesQx et Qy, et le momentM transmis au pointO de
composantesMx, My et Mz. Mx et My seront dénommés moments de flexion, tandis que
Mz sera dénommé moment de torsion. Ces forces et moments sont transmis à travers la
zone de contactΓC par le biais des contraintes surfaciques. Les contraintes normales ou
pressions de contact sont notéesp tandis que les contraintes tangentielles ou cisaillements
surfaciques de composantesqx et qy sont notéesqτ. Ces champs de contraintes doivent
vérifier les équations d’équilibre, soit

P =
∫

ΓC

p dS, (2.11)

Qx =
∫

ΓC

qx dS, (2.12)

Qy =
∫

ΓC

qy dS, (2.13)

Mx =
∫

ΓC

p·y dS, (2.14)

My =−
∫

ΓC

p·x dS, (2.15)

Mz =
∫

ΓC

(x ·qy−y·qx) dS. (2.16)
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2.1.3 Espace élastique semi-infini

Une description de la théorie de l’espace élastique semi-infini est donnée. Celle-ci est
à l’origine de la solution du contact hertzien. C’est également à partir de cette théorie que
sont développées des solutions analytiques particulièresentre déplacements élastiques
et chargements qui sont alors utilisées dans les méthodes numériques de résolution du
contact dites « semi-analytiques » .

Soit un demi-espace élastique homogène isotrope, limité par le planz= 0. Les condi-
tions aux limites à l’infini en terme de déplacement sont nulles. Le but est de résoudre
le problème de Newmann : déterminer l’état élastique (contraintes et déformations) de
ce demi-espace sous l’action de contraintes normalesp(x,y) et tangentiellesqx(x,y) et
qy(x,y) appliquées sur une surface ferméeSproche de l’origine. Le tenseur des contraintes
σ est défini par ces six composantes,σx, σy, σz, τxy, τyz, τzx. La théorie des potentiels a
été utilisée par Boussinesq [BOU 85] et Cerruti [CER 82] pour déterminer les champs de
contraintes et déformations de ce demi-espace élastique. Cette approche été reprise par
Love [LOV 52] et est résumée par Johnson [JOH 85]. Les équations de Lamé (ou de Na-
vier) sont les équations d’équilibre reformulées en déplacements et à l’aide de la loi de
comportement. En négligeant les forces volumiques, les équations de Navier se résument
à

∇2u = 0. (2.17)

Les équations en déplacements sont des fonctions bi-harmoniques car elles doivent véri-
fier une équation de type Laplace. Elles doivent aussi vérifier les conditions aux limites en
terme de déplacement et chargement. SoitC(ξ,η) un point de la surface sous chargement
SetA(x,y,z) un point quelconque du demi-espace. Soit la distance entre ces deux points

CA≡ ρ =
{
(ξ−x)2 +(η−y)2 +z2}1/2

. (2.18)

Trois fonctions potentiels vérifiant l’équation de Laplacesont définies

F1 =
∫ ∫

S
qx(ξ,η)Ω dξ dη,

G1 =
∫ ∫

S
qy(ξ,η)Ω dξ dη,

H1 =
∫ ∫

S
p(ξ,η)Ω dξ dη,

(2.19)

où
Ω = zln(ρ+z)−ρ. (2.20)

Les fonctions potentiel suivantes sont également définies

F =
∂F1

∂x
=
∫ ∫

S
qx(ξ,η) ln(ρ+z) dξ dη,

G =
∂G1

∂x
=
∫ ∫

S
qy(ξ,η) ln(ρ+z) dξ dη,

H =
∂H1

∂x
=
∫ ∫

S
p(ξ,η) ln(ρ+z) dξ dη.

(2.21)
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Soit

ψ1 =
∂F1

∂x
+

∂G1

∂y
+

∂H1

∂z
(2.22)

et

ψ =
∂ψ1

∂z
=

∂F
∂x

+
∂G
∂y

+
∂H
∂z

. (2.23)

D’après Love [LOV 52] les composantes des déplacements élastiquesux, uy etuz au point
A(x,y,z) sont de la forme

ux =
1

4πG

{
2

∂F
∂z
−

∂H
∂x

+2ν
∂ψ1

∂x
−z

∂ψ
∂x

}
, (2.24)

uy =
1

4πG

{
2

∂G
∂z
−

∂H
∂y

+2ν
∂ψ1

∂y
−z

∂ψ
∂y

}
, (2.25)

uz =
1

4πG

{
∂F
∂z
− (1−2ν)ψ−z

∂ψ
∂z

}
. (2.26)

Ces expressions diminuent en 1/ρ pour les points éloignés de la zone chargée et respectent
donc les conditions aux limites du demi-espace infini. Les contraintes sont obtenues à
partir de la loi de Hooke,

σx =
2νG

1−2ν

(
∂ux

∂x
+

∂uy

∂y
+

∂uz

∂z

)
+2G

∂ux

∂x
, (2.27)

σx =
2νG

1−2ν

(
∂ux

∂x
+

∂uy

∂y
+

∂uz

∂z

)
+2G

∂uy

∂y
, (2.28)

σx =
2νG

1−2ν

(
∂ux

∂x
+

∂uy

∂y
+

∂uz

∂z

)
+2G

∂uz

∂z
, (2.29)

τxy =G

(
∂ux

∂y
+

∂uy

∂x

)
, (2.30)

τyz =G

(
∂uy

∂z
+

∂uz

∂y

)
, (2.31)

τzx =G

(
∂uz

∂x
+

∂ux

∂z

)
. (2.32)

Les solutions (2.24) à (2.26) permettent de déterminer touschamps de déplacement
pour tous cas de chargement. La difficulté réside dans la double intégration des potentiels
(2.19) et (2.21) qui peut être laborieuse.

La solution du déplacement normal dans le cas d’un effort normal unitaire (cf.
FIG.2.4) s’écrit

ūz(r) =
(1−ν)

2πG
P
r
. (2.33)

La solution du déplacement normal dans le cas d’une distribution de pression s’écrit

ūz(x,y) =
(1−ν2)

πE

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

p(ξ,η)dξdη√
(ξ−x)2 +(η−y)2

. (2.34)
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FIG . 2.4: Déplacement de la surface d’un demi-espace élastique sous un chargement
normal unitaire

Hertz résout le problème de contact elliptique à partir de lasolution en déplacement
d’un chargement en forme de demi-ellipsoïde. Love développa la solution du déplacement
normal dans le cas d’une pression constante sur une surface rectangulaire [BOU 85]. Ce
développement est repris par Vergne [VER 85], et étendu au chargement tangentiel. Tous
les champs de déplacements et de contraintes sont formulés.Une zone rectangulaire de
taille ∆x×∆y centrée enO est soumise à une pression constantep, ou à un cisaillement
qx ouqy constant. On donne les solutions des déplacements d’un point M̄(x,y) en surface
et des contraintes d’un pointM(x,y,z) dans le volume. On noteρ =

√
x2 +y2 +z2. I et J

sont des indices qui font référence àx, y ouz.
La contribution des pressionsp sur les contraintes du massif semi-infini est donnée

par

σIJ

p
= Cp

IJ(x,y,z,E,ν) = Sp
IJ(x+

∆x

2
,y+

∆y

2
,z,E,ν)+Sp

IJ(x−
∆x

2
,y−

∆y

2
,z,E,ν)

+Sp
IJ(x+

∆x

2
,y−

∆y

2
,z,E,ν)+Sp

IJ(x−
∆x

2
,y+

∆y

2
,z,E,ν), (2.35)

avec

Sp
xx(x,y,z,E,ν)=

ν
π

arctan

(
z2 +y2−yρ

zx

)
+

1−2ν
π

arctan

(
ρ−y+z

x

)
+

z
2π

xy
(x2 +z2)ρ

, (2.36)

Sp
yy(x,y,z,E,ν)=

ν
π

arctan

(
z2 +y2−yρ

zx

)
+

1−2ν
π

arctan

(
ρ−x+z

y

)
+

z
2π

xy
(y2 +z2)ρ

, (2.37)

Sp
zz(x,y,z,E,ν) =

1
2π

arctan

(
z2 +y2−yρ

zx

)
−

z
2π

xy
ρ

(
1

x2 +z2 +
1

y2 +z2

)
, (2.38)
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Sp
xy(x,y,z,E,ν) =−

z
2π

1
ρ
−

1−2ν
2π

ln(ρ+z) , (2.39)

Sp
yz(x,y,z,E,ν) =

z2

2π
x

(y2 +z2)ρ
, (2.40)

Sp
xz(x,y,z,E,ν) =

z2

2π
y

(x2 +z2)ρ
. (2.41)

La contribution des cisaillementsqx sur les contraintes du massif semi-infini est don-
née par

σIJ

qx
= Cqx

IJ (x,y,z,E,ν) = Sqx
IJ(x+

∆x

2
,y+

∆y

2
,z,E,ν)+Sqx

IJ(x−
∆x

2
,y−

∆y

2
,z,E,ν)

+Sqx
IJ(x+

∆x

2
,y−

∆y

2
,z,E,ν)+Sqx

IJ(x−
∆x

2
,y+

∆y

2
,z,E,ν), (2.42)

avec

Sqx
xx(x,y,z,E,ν) =−

z
2π

1
ρ

(
1+

−x2 +zy
(ρ+z)(ρ−y)

)
+

ν
π

y
ρ+z

−
1
π

ln(ρ−y) , (2.43)

Sqx
yy(x,y,z,E,ν) =−

z
2π

y
ρ(ρ+z)

−
ν
π

(
y

ρ+z
+ ln(ρ−y)

)
, (2.44)

Sqx
zz(x,y,z,E,ν) =

z2

2π
y

ρ(x2 +z2)
, (2.45)

Sqx
xy(x,y,z,E,ν) =−

z
2π

x
ρ(ρ+z)

−
ν
π

x
ρ+z

−
1
2π

ln(ρ−x) , (2.46)

Sqx
yz(x,y,z,E,ν) =−

z
2π

1
ρ
, (2.47)

Sqx
xz(x,y,z,E,ν) =

z
2π

xy
ρ(x2 +z2)

+
1
2π

arctan

(
z2 +y2−yρ

zx

)
. (2.48)
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La contribution des cisaillementsqy sur les contraintes du massif semi-infini est don-
née par

σIJ

qy
= C

qy
IJ (x,y,z,E,ν) = S

qy
IJ(x+

∆x

2
,y+

∆y

2
,z,E,ν)+S

qy
IJ(x−

∆x

2
,y−

∆y

2
,z,E,ν)

+S
qy
IJ(x+

∆x

2
,y−

∆y

2
,z,E,ν)+S

qy
IJ(x−

∆x

2
,y+

∆y

2
,z,E,ν), (2.49)

avec

S
qy
xx(x,y,z,E,ν) =−

z
2π

x
ρ(ρ+z)

−
ν
π

(
x

ρ+z
+ ln(ρ−x)

)
, (2.50)

S
qy
yy(x,y,z,E,ν) =

z
2π

1
ρ

(
1+

−y2 +zx
(ρ+z)(ρ−x)

)
+

ν
π

x
ρ+z

−
1
π

ln(ρ−x) , (2.51)

S
qy
zz(x,y,z,E,ν) =

z2

2π
x

ρ(y2 +z2),
(2.52)

S
qy
xy(x,y,z,E,ν) =−

z
2π

y
ρ(ρ+z)

−
ν
π

y
ρ+z

−
1
2π

ln(ρ−y) , (2.53)

S
qy
yz(x,y,z,E,ν) =

z
2π

yx
ρ(y2 +z2)

+
1
2π

arctan

(
z2 +x2−xρ

zy

)
, (2.54)

S
qy
xz(x,y,z,E,ν) =−

z
2π

1
ρ
. (2.55)

Identiquement aux contraintes, on peut définir les déplacements élastiques en surface.
On noteρ̄ =

√
x2 +y2. La contribution des pressionsp sur les déplacements élastiques

en surface du massif semi-infini est donnée par

ūJ

p
= Kp

J (x,y,E,ν) = U p
J (x+

∆x

2
,y+

∆y

2
,E,ν)+U p

J (x−
∆x

2
,y−

∆y

2
,E,ν)

+U p
J (x+

∆x

2
,y−

∆y

2
,E,ν)+U p

J (x−
∆x

2
,y+

∆y

2
,E,ν), (2.56)

avec

U p
x (x,y,E,ν) =−

(1+ν)(1−2ν)

2πE

(
2xarctan

(
ρ̄−y

x

)
−yln ρ̄

)
, (2.57)
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U p
y (x,y,E,ν) =−

(1+ν)(1−2ν)

2πE

(
2yarctan

(
ρ̄−x

y

)
−xln ρ̄

)
, (2.58)

U p
z (x,y,E,ν) =−

(1−ν2)

πE
(yln (ρ̄−x)+xln(ρ̄−y)) . (2.59)

La contribution des pressionsqx sur les déplacements élastiques en surface du massif
semi-infini est donnée par

ūJ

qx
= Kqx

J (x,y,E,ν) = Uqx
J (x+

∆x

2
,y+

∆y

2
,E,ν)+Uqx

J (x−
∆x

2
,y−

∆y

2
,E,ν)

+Uqx
J (x+

∆x

2
,y−

∆y

2
,E,ν)+Uqx

J (x−
∆x

2
,y+

∆y

2
,E,ν), (2.60)

avec

Uqx
x (x,y,E,ν) =−

1−ν2

πE
xln(ρ̄−y)−

1+ν
πE

ln(ρ̄−x) , (2.61)

Uqx
y (x,y,E,ν) =−

ν(1+ν)

πE
ρ̄, (2.62)

Uqx
z (x,y,E,ν) =

(1+ν)(1−2ν)

2πE

(
−2xarctan

(
ρ̄−y

x

)
+yln ρ̄

)
. (2.63)

La contribution des pressionsqy sur les déplacements élastiques en surface du massif
semi-infini est donnée par

ūJ

qy
= K

qy
J (x,y,E,ν) = U

qy
J (x+

∆x

2
,y+

∆y

2
,E,ν)+U

qy
J (x−

∆x

2
,y−

∆y

2
,E,ν)

+U
qy
J (x+

∆x

2
,y−

∆y

2
,E,ν)+U

qy
J (x−

∆x

2
,y+

∆y

2
,E,ν), (2.64)

avec

U
qy
x (x,y,E,ν) =−

ν(1+ν)

πE
ρ̄, (2.65)

U
qy
y (x,y,E,ν) =−

1−ν2

πE
yln(ρ̄−x)−

1+ν
πE

ln(ρ̄−y) , (2.66)

U
qy
z (x,y,E,ν) =

(1+ν)(1−2ν)

2πE

(
−2yarctan

(
ρ̄−x

y

)
+xln ρ̄

)
. (2.67)
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2.1.4 Discrétisation des massifs

Pour pouvoir effectuer une résolution numérique du problème de contact, une discréti-
sation du problème est nécessaire. Cela passe par la discrétisation des deux demi-espaces
élastiques représentant les deux corps en contact. Les solutions en déplacement pour un
effort ponctuel (cf. eq.2.33) présentent une singularité.Une description du chargement à
partir d’efforts ponctuels est donc à proscrire. Une description plus précise avec un char-
gement constant sur des zones rectangulaires est donc choisie. Pour conserver la conti-
nuité des contraintes, certains auteurs utilisent des chargements triangulaires (cf. FIG.2.5).
Détaillons à présent la représentation discrète du corps 1 (zpositif). La surface est définie

pi

pi

pi

a)

c)

b)

FIG . 2.5:Les types de chargement : a) ponctuel, b) rectangulaire, c) triangulaire

par une grille de points de tailleNp = Nx×Ny, chaque point étant espacé d’une distance
∆x enx et ∆y eny. L’utilisation de la transformée de Fourier discrète va parla suite obli-
ger à garder ce pas constant. Chaque point représente une zonerectangulaire sur laquelle
sont appliqués des champs de pressionp et cisaillementqx et qy constants. L’aire de ces
zones estS= ∆x∆y. Les coordonnées des points sont définies par les coordonnées xi, y j .
zk est ajouté pour la détermination des contraintes en sous-couche. La distance∆z entre
chaque plan en sous-couche n’est pas obligatoirement constante. Les contraintes sont dé-
terminées par sommation des contributions de chaque élément discret. Ces contributions
ont été précédemment calculées à partir des solutions concernant le demi-espace élastique
(équations (2.35), (2.42) et (2.49)). Cela donne pour les champs de contrainte en un point
M(xi,y j ,zk) du massif 1 les solutions suivantes
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σIJ(xi ,y j ,zk) = ∑
l=1,Nx

∑
m=1,Ny

p(xk,yl )(C
p
IJ(xl −xi,ym−y j ,zk,E1,ν1))

+ ∑
l=1,Nx

∑
m=1,Ny

qx(xk,yl )(C
qx
IJ (xl −xi,ym−y j ,zk,E1,ν1))

+ ∑
l=1,Nx

∑
m=1,Ny

qy(xk,yl )(C
qy
IJ (xl −xi,ym−y j ,zk,E1,ν1)).

(2.68)

De même, les déplacements élastiques sont déterminés par sommation des contribu-
tions de chaque élément discret. Cependant, le problème de contact nécessite de connaître
la déplacement relatif entre les deux surfaces :u = u1−u2. Les solutions (2.56), (2.60)
et (2.64) sont utilisées. Il faut veiller à effectuer correctement le changement de repère
concernant la contribution du massif 2, celui-ci n’étant pas orienté dans le même sens (z
négatif). Il faut aussi tenir compte de l’équilibre des efforts entre les deux corps qui pour
les pressions se réduit à

p = p1 = p2, (2.69)

et pour les cisaillements

qx = qx1 =−qx2, (2.70)

qy = qy1 =−qy2. (2.71)

Finalement les déplacements relatifs normaux s’écrivent

ūz(xi,y j) = ∑
l=1,Nx

∑
m=1,Ny

p(xk,yl )(K
p
z (xl −xi,ym−y j ,E1,ν1)+Kp

z (xl −xi,ym−y j ,E2,ν2))

+ ∑
l=1,Nx

∑
m=1,Ny

qx(xk,yl )(K
qx
z (xl −xi,ym−y j ,E1,ν1)−Kqx

z (xl −xi,ym−y j ,E2,ν2))

+ ∑
l=1,Nx

∑
m=1,Ny

qy(xk,yl )(K
qy
z (xl −xi,ym−y j ,E1,ν1)−K

qy
z (xl −xi,ym−y j ,E2,ν2)),

(2.72)

et les déplacements tangentiels (J = x ouy)

ūJ(xi ,y j) = ∑
l=1,Nx

∑
m=1,Ny

p(xk,yl )(K
p
J (xl −xi,ym−y j ,E1,ν1)−Kp

J (xl −xi,ym−y j ,E2,ν2))

+ ∑
l=1,Nx

∑
m=1,Ny

qx(xk,yl )(K
qx
J (xl −xi,ym−y j ,E1,ν1)+Kqx

J (xl −xi,ym−y j ,E2,ν2))

+ ∑
l=1,Nx

∑
m=1,Ny

qy(xk,yl )(K
qy
J (xl −xi,ym−y j ,E1,ν1)+K

qy
J (xl −xi,ym−y j ,E2,ν2)).

(2.73)

On peut souligner dès à présent ce que l’on nommera découplage entre le problème
normal et tangentiel. Lorsque les matériaux sont identiques, c’est-à-direE1 = E2 = E
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et ν1 = ν2 = ν, la contribution des pressions sur les déplacements élastiques tangentiels
est nulle (eq. 2.73), et la contribution des cisaillements sur les déplacements élastiques
normaux est nulle (eq. 2.72). Il devient évident que la solution du problème normal (cf.
paragraphe 2.1.5 page 52) ne dépend pas de la solution du problème tangentiel (cf. pa-
ragraphe 2.1.6 page 56), par contre, de par la loi de Coulomb, la solution du problème
tangentiel est toujours dépendante de la solution du problème normal.

Pour des raisons de commodité, les relations précédentes sont réécrites avec une no-
tation indicielle,C etK sont les coefficients d’influence,

σIJ i jk = ∑
Nx

∑
Ny

pklC
p
IJ i jklm +∑

Nx

∑
Ny

qx i jC
qx
IJ i jklm +∑

Nx

∑
Ny

qy i jC
qy
IJ i jklm, (2.74)

¯uJ i j = ūp
J i j + ūqx

J i j + ū
qy
J i j

= ∑
Nx

∑
Ny

pklK
p
J i jlm +∑

Nx

∑
Ny

qx klK
qx
J i jlm +∑

Nx

∑
Ny

qy klK
qy
J i jlm. (2.75)

Ces relations peuvent aussi être écrites sous forme matricielle,

ūp
z = Ap

zp, (2.76a)

ūqx
z = Aqx

z qx, (2.76b)

ū
qy
z = A

qy
z qy, (2.76c)

ūp
x = Ap

xp, (2.76d)

ūqx
x = Aqx

x qx, (2.76e)

ū
qy
x = A

qy
x qy, (2.76f)

ūp
y = Ap

yp, (2.76g)

ūqx
y = Aqx

y qx, (2.76h)

ū
qy
y = A

qy
y qy. (2.76i)

De par les propriétés des coefficients d’influence, les matricesAz
p, Ax

qx
, Ay

qy sont sy-
métriques. Un autre constat important pour la suite de l’exposé sont les identités entre les
termes croisés :Ax

qy
= Ay

qx, Az
qx

, Ax
p etAz

qy
, Ay

p.

2.1.5 Problème de contact normal

Il s’agit ici de déterminer l’unique solution d’un système d’équations et d’inéquations
qui vérifient les conditions aux limites à l’interface de contact. Les inconnues du problème
classique du contact normal sont

– les pressions de contactpi j ;
– les déplacements normaux élastiques relatifs ¯up

z i j ;
– la zone de contactΓc ;
– le rapprochement de corps rigideδz ;
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y x

z

O x

y
qxqy

p

dS

M

z

2b

2a

M̄

FIG . 2.6:Le demi-espace infini

– l’écart entre les deux corpsgi j .
Les données du problème sont

– le chargement normalP ;
– la zone potentielle de contactΓp, c’est sur cette zone que la solution est cherchée.

Elle doit être assez grande pour vérifierΓc⊂ Γp ;
– le chargement tangentiel est nul, c’est-à-dire les cisaillementsqx etqy sont nuls ;
– les conditions aux limites à l’infini sont celles du massif élastique semi-infini.
Le problème peut être résolu en pression ou en déplacement. La résolution en pres-

sion est adoptée. Les équations aux coefficients d’influence(2.75) font le lien entre les
déplacements et les pressions. La figure FIG.2.7 résume le problème de contact normal.
La solution doit vérifier les conditions suivantes

– il n’y a pas interpénétration des corps.

gi j = 0 (i, j) ∈ Γc, (2.77a)

gi j > 0 (i, j) /∈ Γc, (2.77b)

oùgi j est la distance entre les corps

gi j = ūp
z i j +hi j −δz ; (2.78)

Fretting et usure des contacts mécaniques : modélisation numérique 53



2. Modélisation numérique

Corps2

planx−y

z

O

Corps1

z1

z2

ūz1

ūz2

δx

δz1

δz2

δx1
δx2

P

δz2

T2

P

δz1
T1

FIG . 2.7:Le problème normal

– les pressions sont positives ou nulles,

pi j > 0 (i, j) ∈ Γc, (2.79a)

pi j = 0 (i, j) /∈ Γc ; (2.79b)

– l’équilibre de la charge

∑
(i, j)∈Γp

pi j S= P. (2.80)

Le problème est défini sur une grille de tailleNp = Nx×Ny. Soit Nc le nombre de
points dans la zone de contact etNp−Nc le nombre de points hors de la zone de contact
Γc. Le bilan en terme d’inconnues et d’équations est donné dansle tableau TAB .2.2.
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Inconnues Ninc Equations Neq

pi j Np (2.79b) Np−Nc

(2.77a) Nc

gi j Np (2.78) Np

up
i j Np (2.75) Np

δz 1 (2.1.5) 1

Total inconnues 3Np+1 Total équations 3Np+1

TAB . 2.1:Bilan du problème normal

Le problème peut donc être résolu. La difficulté du problème est la zone de contactΓc

qui n’est pas connue à l’avance.
Une deuxième approche est de considérer le rapprochementδz comme une donnée

du problème. Le chargement normal devient une inconnue. Le problème est identique
puisqu’une inconnue est remplacée par une autre. On dénommera ce caspilotage en dé-
placementet le précédentpilotage en effort.

Les moments autour du planOxy, Mx etMy, ne sont pas pris en compte dans les formu-
lations précédentes. Ceux-ci sont donc un résultat de la solution. Il est parfois intéressant
de considérer ces moments comme des données du problème de contact. De façon équiva-
lente, on peut prendre en compte la position du centre de pression(xp,yp). Le problème se
voit donc ajouter deux équations supplémentaires déduitesdes équations (2.14) et (2.15)

Mx = ∑
Nx

∑
Ny

pi j y jS, (2.81a)

My =−∑
Nx

∑
Ny

pi j xiS. (2.81b)

Ou en terme de centre de pression

xp = ∑
Nx

∑
Ny

pi j xiS/P, (2.82a)

yp = ∑
Nx

∑
Ny

pi j yiS/P. (2.82b)

Il est donc nécessaire de prendre en compte deux inconnues supplémentaires pour
équilibrer le bilan équations/inconnues. Il faut ajouter le mésalignement entre les deux
surfaces, c’est-à-dire ajouter les rotations rigides angulairesφx = φx1 + φx2 et φy = φy1 +
φy2. La condition de non-interpénétration devient

gi j = ūp
z i j +hi j −φxy+φyx−δz = 0(i, j) ∈ Γc, (2.83a)

gi j = ūp
z i j +hi j −φxy+φyx−δz > 0(i, j) /∈ Γc. (2.83b)

Le problème normal a ici été posé dans le cadre de contraintestangentielles nulles.
Supposons maintenant que la solution du problème tangentiel est connue. Alors si les ma-
tériaux des deux corps élastiques ne sont pas identiques, une contribution élastique vient
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s’ajouter. Le contact normal peut être résolu indépendamment du problème tangentiel en
ajoutant simplement ces contributions élastiques dans la définition de la distance entre les
corps

gi j = ūp
z i j +hi j −φxy+φyx−δz+ ūqx

z i j + ū
qy
z i j. (2.84)

2.1.6 Problème de contact tangentiel

Lorsque les déplacements élastiques tangentielsūτ de composantes ¯ux et ūy ne sont
pas nuls, il convient de résoudre le problème de contact tangentiel. Cette éventualité appa-
raît lorsque un chargement tangentielQ est appliqué, et/ou lorsque les solides en contact
ont des propriétés élastiques différentes. En effet dans cedernier cas, les coefficients d’in-
fluencesKp

x et Kp
y ne sont pas nuls. Le problème normal et le problème tangentiel sont

alors couplés.
Les inconnues du problème tangentiel sont
– les cisaillements en surfaceqx i j etqy i j ;
– les déplacements normaux élastiques relatifs ¯uqx

x i j et ū
qy
y i j ;

– la zone de glissementΓsl ;
– la zone d’adhérenceΓst ;
– les déplacements de corps rigideδx et δy ;
– les amplitudes de glissementsx etsy, on note le vecteur glissements.

Les données du problème sont
– le chargement tangentielQx etQy ;
– la zone de contactΓc, elle vérifieΓc≡ Γsl∪Γst ;
– les conditions aux limites à l’infini sont celles du massif élastique semi-infini.
Le problème est illustré à la figure FIG.2.8 à partir d’un état initial au repos. Dans le

cadre d’un état à l’instantt précédé par l’instantt ′, la définition du glissement donnée à
l’équation (2.10) est reprise. Dans un premier temps la composante de rotation est oubliée.
Le système d’équations et d’inéquations à respecter est le suivant :

– la définition des zones de glissement et d’adhérence,

ūt
τ i j − ūt ′

τ i j −∆δτ
t = sij

t = 0 (i, j) ∈ Γst, (2.85a)

ūt
τ i j − ūt ′

τ i j −∆δτ
t = sij

t 6= 0 (i, j) ∈ Γsl ; (2.85b)

– la loi de Coulomb, qui borne les cisaillements à partir du coefficient de frottement
µ et qui inverse le sens du cisaillement et du glissement sur une même direction,

∥∥qij
t
∥∥< µpt

i j (i, j) ∈ Γst, (2.86a)

qij =−µpt
i j

sij
t

∥∥∥st
ij

∥∥∥
(i, j) ∈ Γsl ; (2.86b)
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Corps2

x

z

O

Corps1

δx2T2

Qx1

Qx2

δx1
T1

ūx2

ūx1

sx1

sx2

δx1

δx2

FIG . 2.8:Le problème tangentiel

– l’équilibre de la charge

∑
(i, j)∈Γp

qt
ij S= Qt . (2.87)

L’écriture correcte de la loi de Coulomb est en vitesse,qij = −µpi j
ṡij

‖ṡij‖
. Or il a été

montré que dans le cadre du contact en débattements finis, la vitesse de glissement est
colinéaire au vecteur déplacement en glissement.

Un bilan nombre d’équations/inconnues est donné dans le tableau TAB .2.2.Nsl et Nst

sont respectivement le nombre de points dans la zone de glissement et d’adhérence. Des
conclusions équivalentes à celle du paragraphe précédent peuvent être faites. Le bilan est
équilibré, et il est également possible depiloter le problème en déplacementau lieu de
piloter le problème en effort. La détermination des zones de glissement et d’adhérence est
la principale difficulté du problème.

De façon identique au problème normal, le problème tangentiel peut être complété par
la prise en compte du moment autour de l’axeOz. Ce qui consiste à ajouter une nouvelle
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Inconnues Ninc Equations Neq

qt
i j 2Nc (2.86b) 2Nsl

(2.85a) 2Nst

ūt
τ i j 2Nc (2.75) 2Nc

st
i j 2Nsl (2.85b) 2Nsl

δt
τ 2 (2.1.6) 2

Total inconnues 4Nc+2Nsl+2 Total équations 4Nc+2Nsl+2

TAB . 2.2:Bilan du problème tangentiel

équation déduite de l’équation d’équilibre (2.14)

Mz = ∑
Nx

∑
Ny

(
qy i jxi−qx i jy j

)
S. (2.88)

Il est alors nécessaire de prendre en compte une inconnue supplémentaire, la rotation
solide autour deOz. Les équations (2.85a) et (2.85b) deviennent alors

∆ūt
τ i j −∆δt

τ−

(
−y·∆φt

z
+x ·∆φt

z

)
= ∆st

i j = 0 (i, j) ∈ Γst, (2.89a)

∆ūt
τ i j −∆δt

τ−

(
−y·∆φt

z
+x ·∆φt

z

)
= ∆st

i j 6= 0 (i, j) ∈ Γsl. (2.89b)

2.1.7 Formulations variationnelles

Les formulations variationnelles sont l’écriture d’un problème sous sa forme globale.
En mécanique, ces formulations variationnelles ont largement été développées par Duvaut
et Lions [DUV 72]. Ils ont d’ailleurs étudié et prouvé l’existence et l’unicité de la solution
du problème de contact. La solution du problème normal sans frottement est donnée par
la minimisation de l’énergie totale de déformation pour unδx imposé sous conditions de
respecter la non-interpénétration des corps (2.77a). Kalker reprit ces formulations pour
les écrire sous une forme plus commode dans le cadre de la résolution du contact entre
massifs élastiques semi-infinis. Résoudre le problème de contact revient à déterminerp et
q qui minimisent l’énergie complémentaire (énergie de déformation élastique exprimée
en fonction des contraintes), sous contraintes de respecter la positivité des pressions et la
loi de Coulomb en terme de limite de cisaillement, soit exprimée sous sa forme continue

min
∫

Γc

(
h∗+

1
2

ūz

)
pdS+

∫

Γc

(
W∗τ +

1
2

ūt
τ− ūt−1

τ

)
qdS, (2.90a)

p≥ 0, (2.90b)

||q| | ≤ µp. (2.90c)

h∗ est la séparation des corps non déformés, c’est-à-dire la séparation initiale des corps
additionnée aux mouvements de corps rigide dans la direction normale.W∗τ le vecteur
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du déplacement tangentiel crée par les mouvement de corps rigide. Supposons les deux
problèmes découplés. Dans un premier temps, le problème tangentiel est supposé résolu.
Sous forme discrète, et en tenant compte des matrices des coefficients d’influence la for-
mulation variationnelle pour le problème normal s’écrit

min

(
1
2

pTAp
zp+h∗Tp+cτ

)
, (2.91a)

pi j ≥ 0. (2.91b)

Où h∗ est le vecteur associé àh∗ et donc incluant la séparation initiale des corps
et les contributions en déplacement des mouvements de corpsrigide. Le problème tan-
gentiel est susceptible de créer des déplacements élastiques normaux. Ces déplacements
vont être inclus dansh∗ car supposés connus et ne créant aucun travail. Finalement,h∗ =
h+Aq

zq− δz− y ·φx + x ·φy. La constantecτ est le terme relatif à l’énergie complémen-
taire du problème tangentiel et est supposée connue, soitcτ = 1

2qTAq
τq+(−∆δt

τ− ūt−1
τ )q.

Résoudre le problème normal se résume donc à un problème de minimisation de forme
quadratique sous contraintes.

Maintenant le problème normal est supposé résolu. Le problème tangentiel s’écrit

min

(
1
2

qTAq
τq+W∗Tq+cp

)
, (2.92a)

∣∣|qij
∣∣ | ≤ µpi j . (2.92b)

Où W∗ est le vecteur associé àW∗τ et donc incluant le déplacement tangentiel de
corps rigide, les déplacements créés par la rotation de corps rigide. On inclura éga-
lement dans ce vecteur les déplacements élastiques sous l’effet du chargement nor-
mal, et les déplacements élastiques tangentiels au pas de temps précédent. SoitW∗ =

−∆δt
τ +




...
−yi j ·∆φt

z
...

xi j ·∆φt
z

...




+Ap
τ p− ūt−1

τ . La constantecp = 1
2pTAp

zp+(h−δz)
Tp est le terme

connu relatif à l’énergie complémentaire du problème normal.
Ces deux problèmes sont donc des problèmes de minimisation deformes quadratiques

convexes. De par les propriétés des coefficients d’influenceles matrices sont symétriques.
Pour pouvoir résoudre ce type de problème il est nécessaire de s’intéresser aux problèmes
d’optimisation avec contraintes.

Un problème d’optimisation avec contraintes s’écrit

min
x∈ℜn

f (x), avec

{
ci(x) = 0, i ∈ E ,

ci(x)≥ 0, i ∈ I .
(2.93)

On distingue deux types de contraintesci ; les contraintes d’inégalité et les contraintes
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d’égalité. Les contraintes d’inégalité sont dites activeslorsqueci(x) = 0, i ∈ I . L’en-
semble actif ou « active set » est alors défini par

A (x) = E ∪{i ∈ I |ci(x) = 0} . (2.94)

La difficulté des problèmes d’optimisation avec contraintes d’inégalités est que cet en-
semble n’est pas connu à l’avance. Le Lagrangien du problèmed’optimisation est :

L (x,λ) = φ(x)− ∑
i∈E ∪I

λici(x). (2.95)

Les scalairesλi sont des multiplicateurs de Lagrange. Il y en a autant que de contraintes.
Résoudre ce problème est équivalent à résoudre les conditions d’optimalité ou de Karush,
Kuhn et Tucker (KKT),

∇xL (x,λ) = 0, (2.96a)

ci(x) = 0, pour touti ∈ E , (2.96b)

ci(x)≥ 0, pour touti ∈ I , (2.96c)

λi(x)≥ 0, pour touti ∈ I , (2.96d)

λi(x)ci(x) = 0, pour touti ∈ E ∪ I . (2.96e)

L’équation (2.96e) est la condition de complémentarité, etpeut s’écrire

ci(x) > 0, λi = 0, (2.97a)

ci(x) = 0, λi ≥ 0. (2.97b)

On parle d’optimisation quadratique lorsque la fonction objective et les contraintes
peuvent s’écrire sous forme linéaire

min
x∈ℜn

1
2

xTGx+xTd, avec

{
aT

i x = bi, i ∈ E ,

aT
i x≥ bi, i ∈ I .

(2.98)

Le problème de contact normal fait parti de cette configuration. À partir des conditions
de KKT, (2.90) se réécrit

min

(
1
2

pTAp
zp+h∗Tp+cτ−∑λi j pi j

)
⇔ Ap

zp+h∗T −λi j = 0, (2.99a)

pi j > 0, λi j = 0, (2.99b)

pi j = 0, λi j ≥ 0. (2.99c)

λi j est en fait l’écartgi j entre les surfaces. On retrouve ainsi les équations définiesau
paragraphe 2.1.5 à la page 52.
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Le problème tangentiel n’est pas quadratique du fait de la contrainte qui n’est pas

linéaire. En choisissant d’écrire la contrainte sous la forme commode suivante :
q2

x+q2
y

2µp −
µp
2 ,

le problème peut se réécrire en appliquant les conditions deKKT

min

(
1
2

qTAq
τq+W∗Tq+cp +∑λi j

(
q2

x i j +q2
y i j

2µpi j
−

µpi j

2

))
(2.100a)

⇔Aq
τq+W∗T +




...
λi j

qxi j
µpi j
...

λi j
qyi j
µpi j
...




= 0 (2.100b)

∣∣|qi j
∣∣ |< µpi j , λi j = 0, (2.100c)∣∣|qi j
∣∣ |= µpi j , λi j ≥ 0. (2.100d)

λi j est en fait la norme du glissement. On retrouve ainsi les équations définies au para-
graphe 2.1.6 à la page 52.
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2.2 Analyse numérique

2.2.1 Résolution numérique du problème de contact

Le problème de contact entre deux corps dont le comportementest associé aux demi-
espaces élastiques a été largement étudié depuis les années70. Une revue assez complète
des méthodes développées est donnée par Allwood [ALL 05]. Lecontact tangentiel est
rarement traité. Les méthodes présentées seront donc appliquées au problème normal. Ce
dernier peut être formulé de la façon suivante

gi j = hi j + ūp
z i j−δz ou g = h+ ūp

z −δz, (2.101a)

ūp
z i j = ∑

Nx

∑
Ny

pkl ·K
p
z i jkl ou ūp

z = Ap
z ·p, (2.101b)

∑
(i, j)∈Γp

pi j = P/S ou iT ·p = P/S. (2.101c)

Le système est donné sous forme indicielle ou matricielle.A est la matrice raideur du
système définie au paragraphe 2.1.4 page 50. Elle s’exprime àpartir des coefficients d’in-
fluence. Pour une grille avecNp points, la matrice est de tailleNp×Np. i est un vecteur
unitaire de tailleNp. Ce système doit vérifier les contraintes définissant les conditions de
contact,

gi j = 0, pi j > 0, (i, j) ∈ Γc, (2.102a)

gi j > 0, pi j = 0, (i, j) /∈ Γc. (2.102b)

La première difficulté qui apparaît est la zone de contactΓc qui est une inconnue à
part entière du problème. Le problème de contact est un problème d’optimisation sous
contraintes. La formulation variationnelle reprise par Kalker permet de poser les bases
du problème de contact et de valider l’utilisation des différents algorithmes. L’évolution
de ces algorithmes de contact est le reflet de la deuxième difficulté rencontrée. Souvent
développés dans le cadre des surfaces rugueuses, les nouveaux algorithmes ont permis
l’augmentation de la taille du problème grâce à une diminution des temps de calcul. Les
premières méthodes développées dans les années 70 et 80 reposent sur la description d’un
ensemble actif ( « active set » ), un ensemble de points où le contact est supposé être effec-
tif. Cet ensemble actif évolue au cours du processus itératifpour converger vers la zone de
contact réelle. À chaque itération, le système composé des équations (2.101a), (2.101b) et
(2.102a) est résolu sur cet ensemble actif. Ce système peut être résolu à partir de méthodes
directes d’inversion de matrice i) ou à partir de méthodes itératives ii). Une troisième mé-
thode iii), plus récente, a été largement étudiée dans les années 90. Elle repose sur le
calcul rapide de l’équation (2.101b). La multiplication matricielle est abandonnée, lais-
sant place à des méthodes itératives. Ce dernier calcul s’effectuant obligatoirement sur
tout le domaine, la théorie des ensembles actifs est abandonnée. En fait, l’ensemble actif
qui détermine le lieu d’application des contraintes évolueau cours du processus itératif.
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i) Méthodes directes et ensembles actifs :
Conry et Seireg [CON 71] furent les premiers à résoudre le problème de contact nu-
mériquement. Ils utilisèrent à cette fin l’algorithme du simplex. Kalker et van Randen
[KAL 72] procédèrent en utilisant un algorithme équivalent. Les moyens matériel de
l’époque ajoutés à l’inversion matricielle deA qui demande une certaine capacité en
terme de stockage et de temps de calcul limitèrent ces auteurs à respectivement 16 et
84 points de discrétisation. Kalker développa ensuite un algorithme formulé plus sim-
plement, c’est son célèbre code CONTACT décrit sur la figure FIG.2.9. L’équation
d’équilibre de la charge (2.101c) est effectuée à partir d’une boucle extérieure sup-
plémentaire. Liu, Neuville et Reuben [LIU 01b] procédèrent identiquement, Webs-
ter and Sayles [WEB 86] utilisèrent une factorisation de Cholesky, Ahmadi, Keer et
Mura [AHM 83] utilisèrent cette méthode mais en supprimant la boucle extérieure
en résolvant les trois équations simultanément. Allwood améliora les temps de cal-
cul de cette méthode par inversion de matrice en utilisant unalgorithme de mise à
jour [ALL 97]. Les temps de calcul de cette dernière méthode sont alors fonction
du nombre de points entrant ou sortant de la zone de contact. Hormis Kalker, peu
de publications ont été faites sur le problème tangentiel [BJö 94, LI 03]. On peut
cependant renvoyer à l’ouvrage de Jaeger [JAE 04].

ii) Méthodes itératives et ensembles actifs :
Pour des raisons de stockage, il apparaît plus judicieux d’utiliser des techniques ité-
ratives que d’inversion de matrice. Allwood [ALL 05] remarque que la technique la
plus utilisée est celle de Gauss-Seidel alors que les algorithmes de gradient conjugué
sont réputés plus rapides. Il compare trois méthodes sur unegrille 40×40 : le gra-
dient conjugué, Gauss-Seidel et une méthode de sur-relaxation. Les résultats en terme
de rapidité de convergence sont donnés à la figure FIG.2.10 et sont sans équivoque,
la méthode du gradient conjugué est la plus efficace.
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FIG . 2.9:Le code CONTACT de Kalker
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FIG . 2.10:Comparaison des temps de calcul des méthodes itératives [ALL05]
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iii) Les méthodes sans ensemble actif :

Dans ces dernières méthodes, l’inversion de la matriceA ainsi que sa construction
est abandonnée. Elle laisse place à des méthodes rapides quipermettent de détermi-
ner les déplacements de l’équation (2.101b) sans effectuerle calcul matriciel com-
plet. Les techniques utilisées sont possible grâce aux propriétés des coefficients d’in-
fluence et impliquent un calcul sur le domaine complet. Une première méthode est
l’utilisation de la transformée de Fourier rapide (FFT). Cette technique a été initia-
lement utilisée par Ju et Farris [JU 96]. La deuxième méthodeest la méthode multi-
grille, dont l’application au contact a été initiée par Brandt et Lubrecht [BRA 90]. La
méthode du gradient conjugué pour résoudre les équations (2.101a) et (2.101c) a été
efficacement utilisée couplée à la méthode multigrille par Polonsky et Keer [POL 99]
et couplée aux FFT par Hu, Barber et Zhu [HU 99] et Ai et Sawamiphakadi [AI 99].

Afin de les comparer, les algorithmes les plus efficaces de chacune des trois approches
ont été repris par Allwood [ALL 05]. Il teste la méthode de factorisation de Cholesky avec
mises à jour et ensembles actifs, la méthode du gradient conjugué avec ensembles actifs
et la méthode du gradient conjugué avec multigrilles. Les résultats en termes de vitesse
de calcul sont donnés à la figure FIG.2.11 et en terme de stockage à la figure FIG.2.12.
Pour des problèmes de taille supérieure à 2000 points la méthode multigrille avec gradient
conjugué est la plus efficace.

FIG . 2.11: Comparaison des temps de calcul entre trois méthodes de type i) ii) et iii)
[ALL 05]

Finalement les méthodes adoptées pour résoudre le contact vont être les suivantes :
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FIG . 2.12:Comparaison des besoins de mémoire entre trois méthodes de type i) ii) et iii)
[ALL 05]

– la résolution du problème normal (N) est effectuée séparément de celle du problème
tangentiel (T). Lorsque les propriétés matériaux différent entre les deux corps, un
couplage existe entre les deux solutions. La méthode de Panagiotopoulos [PAN 75]
va être utilisée. Elle consiste à itérer la résolution des deux problèmes : N-T-N-T-
N-T-N-T-... Jusqu’à convergence des deux solutions ;

– le problème normal va être résolu avec la méthode du gradient conjugué mise en
œuvre par Polonsky. Cette méthode sera améliorée avec la prise en compte des
moments de flexion des surfaces et du pilotage en déplacement;

– la technique accélératrice utilisée sera la méthode DC-FFTbasée sur les transfor-
mées de Fourier rapides car plus simple à mettre en œuvre que les multigrilles ;

– toutes ces techniques seront transposées à la résolution du problème tangentiel.
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2.2.2 Méthode DC-FFT

La méthode utilisée est dite semi-analytique car reposant sur l’utilisation des coef-
ficients d’influence entre déplacements et contraintes en surface (équations (2.75)) et
contraintes en sous-couche et contraintes en surface (équations (2.74)).

L’écriture peut se faire sous forme matricielle ou sous forme indicielle avec des
doubles sommations. Pour le problème normal simple il s’agit de résoudre :

ūp
z i j = ∑

Nx

∑
Ny

pkl ·K
p
z i jkl ou ūp

z = Ap
z ·p (2.103)

La taille de la matrice peut être très importante. Si la taille de la zone de calcul est
Np le nombre d’opération nécessaire à une seule de ces doubles sommations estO

(
N2

p

)
.

Les temps de calculs peuvent donc devenir considérables. Ilconvient alors d’utiliser des
techniques d’accélération. Brandt et Lubrecht [BRA 90] utilisent la méthode « multilevel
multisummation » pour résoudre ce type de calcul, cette méthode permet de réduire le
nombre d’opérations. L’autre méthode initiée par Ju et Farris est l’utilisation de la trans-
formée de Fourier rapide (FFT). Ces doubles sommations sont identiques à un produit de
convolution discret. Les FFT présentent en plus de l’avantage de réduire le nombre d’opé-
rations, d’être très répandues. De nombreuses librairies fournissent des routines FFT. Ce-
pendant lors de l’introduction de cette méthode dans les calculs de contact, une erreur
a été constatée dans le résultat si la taille de la zone de calcul n’est pas au moins égale
à cinq fois la taille de la zone de contact [JU 96] voir huit [POL 00]. Plus récemment
Liu [LIU 00] décrit précisément l’origine des erreurs constatées précédemment. Ce der-
nier met alors au point une méthodologie appropriée basée sur l’emploi des FFT et ne
nécessitant qu’une extension par deux de la zone de calcul. Cette méthode sera utilisée.

Ce paragraphe reprend les travaux de Liu [LIU 00]. Une introduction de quelques
notions sur les transformées de Fourier continues et discrètes est faite. L’application au
problème de contact et la source de l’erreur sont ensuite présentées. Finalement la mé-
thode DC-FFT est décrite.

2.2.2.1 Les transformées de Fourier continues et discrètes

La convolution linéairey(t) entre une fonctionx(t) eth(t) est définie par

y(t) =
∫ +∞

−∞
x(t)h(t− τ)dτ≡ x(t)∗h(t). (2.104)

Dans le cadre des problèmes de contact,y(t) est la réponse en déplacement à partir des
potentiels définies au paragraphe 2.1.3 page 44. Pour rappelles déplacements élastiques
normaux initiés par une distribution de pressions s’écrivent

ūz(x,y) =
(1−ν2)

πE

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

p(ξ,η)dξdη√
(ξ−x)2 +(η−y)2

. (2.105)
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Sous forme continue, les déplacements sont donnés par une convolution continue.
Sous forme discrète, les déplacements sont donnés par une convolution discrète.

La transformée de Fourierh̃(ω) deh(t), c’est à dire sa réponse fréquentielle, est définie
par

h̃(ω) =
∫ +∞

−∞
h(t)e−iωtdt. (2.106)

Le théorème deconvolution continueest obtenu en appliquant la transformée de Fourier
(FT) au produit de convolution (2.104), on obtient le théorème de convolution continue

ỹ(ω) = x̃(ω)h̃(ω). (2.107)

Dès lors, la transformée de Fourier inverse (IFT) permet d’obtenir le résultat du produit
de convolution dans le domaine temporel (ou spatial dans le cadre du contact),

y(t) = 1/2π
∫ +∞

−∞
ỹ(ω)eiωtdt. (2.108)

Le problème de contact est cependant résolu dans un domaine fini et discret. Une
inévitable erreur numérique due à la discrétisation apparaît par rapport à la solution réelle.
Celle-ci dépend donc de l’intervalle de discrétisation∆x et ∆y.

Des définitions équivalentes existent sous forme discrète.Soit hr et xr , un échantillon
discret deN valeurs deh(t) et x(t) sur une zone de tailleL0. La transformée de Fourier
discrète est définie par

ĥs =
N−1

∑
r=0

hre
−2πirs/N, s= 0, ...,N−1. (2.109)

La transformée de Fourier discrète inverse est définie par

h j = (1/N)
N−1

∑
r=0

ĥre
2πir j /N, j = 0, ...,N−1. (2.110)

La convolution discrète est

y j =
N−1

∑
r=0

xrh j−r , j = 0, ...,N−1. (2.111)

La convolution discrète est exprimée à partir d’un échantillon de données de longueur fi-
nie. Implicitement la convolution discrète se fait sur une longueur infinie en tenant compte
d’une périodicité de longueurL0 des deux échantillons à convoluer. On parle de convolu-
tion circulaire. Celle-ci peut être exprimée à l’aide de la fonction Heaviside

H(x)

{
= 0 if x < 0,

= 1 if x≥ 0.
(2.112)
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On écrit

y j = x⊗h =
N−1

∑
r=0

xrh j−r+NH(r− j), j = 0, ...,N−1. (2.113)

Ici x et h ont le même nombre de termesj ∈ [0,N−1]. La fonction HeavisideH est
active lorsquej − r < 0 ce qui permet d’éviter un indice négatif pourh et se traduit par
le remplacement de celui-ci parj − r + N. On a donc une sommation circulaire, et ainsi
introduit une périodicité de l’échantillon. De façon analogue au cas continu, il existe un
théorème de convolution discret, soit

ŷs = x̂ŝhs, s= 0, ...,N−1. (2.114)

Celui-ci est associé au produit de convolution discret circulaire.
La transformée de Fourier rapide (FFT) est un algorithme quipermet d’effectuer la

transformée de Fourier (FT) enO(N logN) au lieu deO(N2), pour des taillesN puissance
de 2. Cette algorithme a été développer par Cooley et Tukey [COO 65]. Nous utiliserons
ici une routine développée par Singleton [SIN 69] et qui permet de traiter des cas non
puissance de 2. De la même façon, la transformée de Fourier rapide inverse (IFFT) permet
d’effectuer la transformée de Fourier inverse (IFT) enO(N logN) au lieu deO(N2). Il est
donc intéressant d’utiliser le théorème de convolution pour effectuer un convolution dans
le domaine fréquentiel qui coûteO(N) opérations au lieu de la faire dans le domaine
initial (temporel ou spatial) enO(N2) opérations. Au final il aura falluO(N + 3NlogN)
opérations au lieu deO(N2) ce qui devient très avantageux pour unN important.

2.2.2.2 Source de l’erreur des problèmes de contact résolusavec les FFT

Pour de nombreux problèmes, les fonctions à convoluer ne sont pas périodiques. Une
erreur est donc introduite lorsque ce processus calculatoire est effectué pour résoudre des
problèmes tel que les problèmes de contact. Le problème qui apparaît est un problème de
recouvrement.

La figure FIG.2.13 illustre ce phénomène. Une convolution discrète unidimension-
nelle d’un échantillon de pressionsp et de coefficients d’influenceK est faite. La convo-
lution étant cyclique, la périodicité des pressions est représentée. Au début et en fin du
processus de convolution, les pressions ajoutées à gauche et à droite interfèrent avec les
coefficients d’influences. Le résultat sera donc biaisé à cause de ce phénomène.

Ces problèmes de recouvrement ne sont pas sans solution. La méthode appropriée
consiste à effectuer un « zero-padding » [PRE 92]. Cette technique consiste à étendre la
taille des deux échantillons deN à 2N à l’aide de zéros. De cette manière comme l’illustre
la figure FIG.2.14 le recouvrement n’est plus possible. C’est la technique également utili-
sée par Liu dans le cadre de la DC-FFT. Cependant des auteurs comme Ju et Farris [JU 96]
ont procédé à des extensions d’au moins cinq fois la zone de contact pour éviter les er-
reurs. Liu éclaircit ce fait en décrivant la méthode utilisée par Ju et Farris. Il appelle cette
méthode CC-FT (Cyclic Convolution and Fourier Transform). Elleconsiste à passer les
pressions dans le domaine fréquentiel avec la FFT. Par contre les coefficients d’influence
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FIG . 2.13:Périodicité et recouvrement induits par le produit de convolution discret

sont directement déterminés par échantillonnage de la réponse fréquentielle obtenue par
une transformée de Fourier continue de la fonction continueassociée aux coefficients
d’influence. Il apparaît alors une erreur suite à cette échantillonnage, c’est le phénomène
d’« aliasing » ou de crénelage. La réponse fréquentielle obtenue ne correspond pas à celle
qui aurait du être obtenue si l’échantillonnage eut été faiten amont de la FFT. Ensuite le
produit des deux échantillons est fait, puis la IFFT est effectuée pour obtenir le résultat
dans le domaine spatial. Cette méthodologie conduit donc à une erreur qui ne peut être
limitée sans une extension importante de la zone de contact.

FIG . 2.14:Suppression du recouvrement par zero-padding
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2.2.2.3 La méthode DC-FFT

La méthode DC-FFT (Discrete Convolution and Fast Fourier Transform) mise au point
par Liu est efficace et va être utilisée. Elle fait appel aux techniques de « zero-padding
» et « wrap-around order » . Les détails de ces deux techniquesseront apportés après
l’énumération des étapes à suivre dans l’emploi de la méthode DC-FFT :

1. déterminer les coefficients d’influence ;
{

K j
}

N,

2. étendre ces coefficients d’influence dans un domaine étendu avec zero padding et
wrap-around order,

{
K j
}

2N ;

3. appliquer la FFT pour obtenir
{

K̂s
}

2N ;

4. entrer les pressions,
{

p j
}

N ;

5. étendre les pressions sur le domaine étendu avec zero-padding, p j = p j , j ∈
[0,N−1] , p j = 0, j ∈ [N,2N−1] ;

6. appliquer la FFT pour obtenir{p̂s}2N ;

7. effectuer le produit terme à terme dans le domaine fréquentiel, {v̂s}2N ;

8. appliquer l’IFFT pour obtenir
{

u j
}

2N ;

9. garder les termes
{

u j
}

2N , j ∈ [0,N−1].

Zero-padding : Des valeurs nulles deN à 2N+1 sont ajoutées à la distribution de pres-
sion déjà définie de 0 àN-1.

Wrap-around order : Le zero-padding n’est pas étendu aux coefficients d’influence.
En effet, comme l’illustre la figure FIG.2.14, à partir d’une certaine distance l’in-
fluence des pressions est annihilée. Il convient en fait d’étendre ces coefficients (cf.
FIG.2.15). Pour cela, les coefficients sont calculés de 0 àN-1, le coefficient d’indice
N est mis égal à 0, les coefficients deN+1 à 2N-1 sont obtenus à partir des coeffi-
cients 1 àN-1 mais rangés dans le sens inverse, un signe négatif est éventuellement
ajouté à ces derniers suivant la parité de la fonction des coefficients d’influence.
Ainsi, les coefficients d’influenceKp

z sont étendu comme indiqué sur la FIG.2.15
alors que les coefficients d’influenceKqx

z doivent être étendu comme indiqué à la
FIG.2.16 dans la directionx.
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FIG . 2.15:Wrap-around et zero-padding de coefficients pairs
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FIG . 2.16:Wrap-around et zero-padding de coefficients impairs
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2.2.3 Algorithme du gradient conjugué

L’algorithme du gradient conjugué va être particulièrement utilisé dans ce travail pour
résoudre les problèmes de contact. Cette méthode qui date desannées 1950 a initialement
été proposée par Hestenes et Stiefel [HES 80]. C’est une méthode itérative pour résoudre
les problèmes linéaires

Ax = b, (2.115)

où A est une matrice de tailleN×N symétrique et définie positive. Ce problème est
équivalent à la minimisation de la forme quadratique

φ(x) =
1
2

xTAx−bTx. (2.116)

Le gradient conjugué peut donc être interprété comme un algorithme pour résoudre les
systèmes linéaires, ou une technique de minimisation des formes quadratiques convexes.
Le gradient deφ est le résidu du système linéaire,

∇φ(x) = Ax−b≡ r(x). (2.117)

Cette méthode est itérative. La solution est obtenue à partirdes vecteurs direction de
descentepk,

xk+1 = xk +αkpk. (2.118)

La méthode du gradient conjugué est une méthode dérivée de laméthode des directions
conjuguées. L’ensemble des vecteursp0, p1, ... sont conjugués par rapport à l’applica-
tion linéaire de matriceA définie-positive, c’est-à-direpT

i Ap j = 0, pour touti 6= j. En
conséquence, la méthode du gradient conjugué est une méthode exacte. Elle permet de
minimiserφ enN itérations. Cependant l’intérêt de cette méthode ne repose pas sur cette
propriété puisque les temps de calcul pour effectuer lesN opérations peuvent être assez
long. Une propriété plus intéressante est que le nombre d’itérations nécessaires pour ob-
tenir une bonne approximation dex est faible par rapport àN. La vitesse de décroissance
de r(x) l’emporte sur le coté exact de la méthode. Le gradient conjugué s’avère perfor-
mant en temps de calcul, notamment pour résoudre les grands systèmes linéaires. L’autre
avantage du gradient conjugué est le gain en mémoire par rapport à certaines méthodes. À
chaque itération, la direction conjuguéepk est obtenue uniquement à partir de l’itération
pk−1. Le stockage des itérations précédentes n’est pas nécessaire. Techniquement, une
combinaison linéaire entre la direction précédentepk−1 et la direction de descente la plus
directe,−∇φ(xk) (soit−rk) définit la nouvelle direction de descente

pk =−rk +βkpk−1, (2.119)

où βk est choisi de façon à vérifier la propriété de conjugaison,pT
k−1Apk = 0. Finalement

l’algorithme est le suivant :
Choix d’une valeur initialex0 ;
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Initialisation des variables :r0← Ax0, p0←−r0, k← 0 ;
while rk 6= 0

αk←
rT

k rk

pT
k Apk

; (2.120a)

xk+1← xk+1 +αkpk; (2.120b)

rk+1← rk+1 +αkApk; (2.120c)

βk+1←
rT

k+1rk+1

rT
k rk

; (2.120d)

pk+1←−rk+1 +βk+1pk; (2.120e)

k← k+1; (2.120f)

end while
Initialement cette méthode a été développée pour résoudre des problèmes sans

contrainte. Cependant elle est utilisable dans le cadre des problèmes d’optimisation avec
contraintes [HES 80],

min
x∈ℜn

φ(x) =
1
2

xTAx−bTx, avec

{
ci(x) = 0, i ∈ E ,

ci(x)≥ 0, i ∈ I .
(2.121)

2.2.4 Résolution du problème normal

Pour résoudre le problème de contact normal entre deux corpsélastiques, la démarche
décrite par Polonsky et Keer [POL 99] basée sur un algorithmedu gradient conjugué
est utilisée. Cette procédure est fondée sur les formulations variationnelles décrites au
paragraphe 2.1.7 à la page 58. Pour le problème de contact, ilconvient de résoudre

min

(
1
2

pTAp
zp+h∗Tp+cτ−∑λi j pi j

)
⇔ Ap

zp+h∗T −λ = 0, (2.122a)

pi j > 0, λi j = 0, (2.122b)

pi j = 0, λi j ≥ 0. (2.122c)

Le système doit être linéaire, la première condition pour pouvoir effectuer la mini-
misation est que le termeh∗ = h+Aq

zq−δz−y ·φx +x ·φy soit connu. On ne peut donc
résoudre le système que dans le cadre d’un déplacement de corps rigideδz et des angles de
rotation rigidesφx et φy fixés. Ensuite l’algorithme utilisé doit permettre la minimisation
de la fonction objective tout en vérifiant les conditions de complémentarité. Il s’agit donc
de modifier l’ensemble actif et inactif au cours du processusitératif et non de résoudre le
problème sur des ensembles successifs. L’ensemble inactifou « aire courante de contact »
sera notéΓ′c. La minimisation est effectuée sur l’aire courante de contact. En effet le but
est de résoudre la condition de contactgi j = 0 dans cette zone. On rappelle quecτ est une
constante. On va donc résoudre :

Ap
zp+h+ ūq

z−δz−y ·φx +x ·φy = 0, (i, j) ∈ Γ′c
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Initialement tout les points(i, j) ∈ Γc sont supposés en contact, c’est-à-direλi j = 0. On
calcule un premier pas de descente à partir du gradient conjugué, et on obtient une nou-
velle distribution de pression,p← p+xp. On vérifie les conditions de complémentarité.
Si pi j < 0 alorspi j ← 0 et le point de coordonnées(i, j) est exclu de l’aire courante de
contact. Les multiplicateurs de Lagrangeλi j = gi j peuvent alors être déterminés hors du
contact pour vérifier les conditions d’optimalités KTT. Si la condition de complémentarité
λi j > 0 n’est pas respectée alors le point coordonnées(i, j) est inclus dans l’aire courante
de contact et le gradient conjugué est réinitialisé. Cette réinitialisation a lieu car de nou-
veaux points entrent dans la matrice du système linéaire à résoudre. Ces points n’ont pas
de précédents historiques dans l’algorithme du gradient conjugué en cours. La réinitialisa-
tion est donc obligatoire pour pouvoir déterminer correctement une nouvelle direction de
descente. Le critère de convergence est effectué sur la variation dep. Lorsque la conver-
gence est atteinteΓ′c≡ Γc.

Polonsky et Keer résolvent ainsi le problème de contact, mais dans le cas du pilo-
tage en effort et sans tenir compte des angles de flexion.δz est alors inconnu. Dans ce
cas, l’équation d’équilibre du chargement normal est à prendre en compte. Le système
à résoudre peut s’écrire sous forme de système linéaire avecune matrice symétrique. La
procédure précédente peut cependant être appliquée sans modifier le système à résoudre.
L’astuce consiste à ne pas intégrer l’équation d’équilibredu chargement directement dans
le système à résoudre mais plutôt à imposer cet équilibre au cours du processus itératif de
résolution par gradients conjugués. Cependantδz reste toujours une inconnue. Mais il est
possible d’approcher la valeur deδz à chaque itération pour une distribution de pression
donnée. En résumé, le fait d’imposer le chargement normal permet d’approcher une va-
leur de déplacement de corps rigide qui va converger au coursdu processus itératif. Pour
approcherδz, la moyenne dehi j + ūz i j est calculée surΓ′c. On utilise la propriété suivante,

gi j = ūz i j +hi j −δz = 0, (i, j) ∈ Γc⇒ ∑
(i, j)∈Γc

δz = ∑
(i, j)∈Γc

ūz i j +hi j . (2.123)

Quant aux nouvelles valeurs depi j qui doivent être modifiées de façon à respecter l’équi-
libre du chargement, une simple correction suffit,

pi j ← pi j
P

∑(i, j)∈Γ′c pi j S
. (2.124)

On peut alors minimiser classiquement la fonction objective à chaque itération et la
somme des pressions converge « naturellement » vers le chargement normal désiré. Une
condition nécessaire à la convergence est d’imposer initialement le contact sur toute la
zone potentielle de contact avec une distribution de pression vérifiant la charge.

Cette technique peut être étendue à la prise en compte des moments autour deOx
et Oz. Il faut approcherδz et/ou φx et φz. Les mésalignements sont prises en compte,
h∗i j = hi j + ūq

z i j− δz−φxy j + φyxi. À partir de l’identité :ūz i j +h∗i j = 0, (i, j) ∈ Γc, on
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peut écrire le système d’équations suivant,

∑
(i, j)∈Γc

ūp
z i j +h∗i j = 0, (2.125)

∑
(i, j)∈Γc

(
ūp

z i j +h∗i j
)

/xi = 0, (2.126)

∑
(i, j)∈Γc

(
ūp

z i j +h∗i j
)

/y j = 0. (2.127)

Une estimation desδz et/ou φx et φy peut être faite en résolvant le système suivant sur
l’aire courante de contact,




∑Γ′c 1 −∑Γ′c xi ∑Γ′c y j

∑Γ′c 1/xi

∑Γ′c 1/y j

[
−∑Γ′c 1 ∑Γ′c y j/xi

−∑Γ′c xi/y j ∑Γ′c 1

]





δz[
φy

φx

]

=




∑Γ′c ūp
z i j + ūq

z i j +hi j[
∑Γ′c(ū

p
z i j + ūq

z i j +hi j )/xi

∑Γ′c(ū
p
z i j + ūq

z i j +hi j )/y j

]

 .

(2.128)
De même il faut « forcer » les pressions à respecter les équations d’équilibre en effort
et/ou moments. Pour cela, elles sont corrigées à partir d’une fonction linéaire : pi j ←
pi j (a+bxi +cyj). Les constantesa, b etc sont obtenues en résolvant le système matriciel
correspondant aux équations d’équilibre




∑Γ′c pi j S ∑Γ′c pi j xiS ∑Γ′c pi j y jS

∑Γ′c pi j xiS
∑Γ′c pi j y jS

[
∑Γ′c pi j x2

i S ∑Γ′c pi j xiy jS
∑Γ′c pi j xiy jS ∑Γ′c pi j y2

j S

]





a[
b
c

]

=




P[
My = Pxp

−Mx = Pyp

]

 .

(2.129)
Les étapes de l’algorithme de résolution du problème de contact normal résumé sur le

diagramme FIG.2.17 sont les suivantes :

1. initialisation dep qui doit vérifier l’équilibre en effort et/ou moment si nécessaire.
Toute la zone potentielle de contact est supposée en contact: λi j = 0. La variableζ
est initialisée à 0 ;

2. La DC-FFT est appliquée au calculūp
z .

Si le calcul est en effort imposé,δz est approché, de même si les moments sont
imposés,φx et φy sont également approchés, cf. équation (2.128) ;

3. l’écart entre les deux corps sur la zone courante de contact est calculé

gi j = ūp
z i j +h∗i j , (i, j) ∈ Γ′c. (2.130)

Il s’agit du résidu du système linéaire à résoudre ;

4. la direction de descented est alors calculée dans le cadre du gradient conjugué, à
partir du résidu et de la direction de descente précédente (étapes (2.120e) et (2.120f)
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du gradient conjugué)

di j ←−gi j +ζ
G

Gold
di j , (i, j) ∈ Γ′c, (2.131a)

di j ← 0, (i, j) /∈ Γ′c, (2.131b)

avec G = ∑
(i, j)∈Γ′c

g2
i j . (2.131c)

PuisG est stocké dansGold et ζ est réinitialisé à 1 ;

5. la DC-FFT est appliquée à la direction de descente

r p
z = Ap

zd. (2.132)

Puis le pas de descente est calculé (étape (2.120b) du gradient conjugué)

α =
∑(i, j)∈Γ′c g2

i j

∑(i, j)∈Γ′c di j r i j
; (2.133)

6. les pressions sont remises à jour (étape (2.120c)) du gradient conjugué)

pi j ← pi j +αdi j , (i, j) ∈ Γ′c ; (2.134)

7. les conditions de complémentarité sont forcées,

si pi j < 0, (i, j) ∈ Γ′c,
alorspi j ← 0, Γ′c← Γ′c/(i, j), (2.135a)

si gi j = λi j < 0, (i, j) /∈ Γ′c,
alorspi j ←−αgi j , ζ← 0, Γ′c← Γ′c∪ (i, j) ; (2.135b)

8. l’équilibre est forcé à partir de la multiplication matricielle (2.129), puis le critère
de convergence suivant est testé

ε =
∑(i, j)∈Γp

pi j − pold

∑(i, j)∈Γp
pi j

. (2.136)

Enfin les pressions sont mémorisées,pold← p.

La variableζ permet de réinitialiser le gradient conjugué. Cette réinitialisation se fait
pourζ← 0. Tout se passe à l’étape 6 lors de la vérification des conditions de complémen-
tarité. Si un seul point non défini en contact à l’itération courante se retrouve avec une
séparation des corps négative, alors ce point passe dans la zone potentielle de contactΓ′p
et le gradient est réinitialisé à l’itération suivante. De plus, la valeur de pression nulle en
ce point est réajustée à partir de−αgi j . Cette dernière est forcément positive.
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FIG . 2.17:Résolution du contact normal
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2.2.5 Résolution du problème tangentiel

La résolution numérique du contact tangentiel demande plusde vigilance que le pro-
blème normal. D’une part la loi de Coulomb introduit une relation non linéaire. De plus,
le nombre d’inconnues est deux fois plus important. Il sera fait un distinguo entre diffé-
rentes configurations qui demandent des moyens de résolutions différents. Une première
subdivision peut-être faite, en considérant le cas générald’un contact sous chargement
tangentiel englissement partiel. La deuxième configuration concernera le cas du contact
en glissement total. Enfin, un cas limite, intéressant car apportant un gain de temps en
calcul considérable, sera présenté. Il s’agit du contact englissement total avec hypothèse
derigidité tangentielle.

La solution du contact tangentiel dépend de celle du contactnormal. Pour tous les al-
gorithmes présentés, la solution du problème normal est déjà connue. Cependant, comme
cela a été présenté précédemment, si les deux corps ont des propriétés élastiques dif-
férentes, un couplage existe entre le problème normal et tangentiel. Des itérations suc-
cessives (processus de Panagiotopoulos [PAN 75]) entre lesdeux problèmes doivent être
faites. Pour simplifier la résolution du contact, il peut être utile de faire une hypothèse
simplificatrice au niveau du contact tangentiel. Cette hypothèse consiste à découpler la
solution du contact tangentiel dans les deux directions. Les déplacements élastiques dans
une direction sont toujours fonction des cisaillements dans cette même direction et des
cisaillements dans la direction perpendiculaire mais dansune moindre mesure. En négli-
geant cette dernière contribution et si le problème est résolu pour des efforts uniaxiaux
sans moment de torsion, c’est à dire évoluant toujours selonla même direction, alors
toutes les composantes des variables du contact dans la direction perpendiculaire restent
nulles. Par exemple, pour un contact normalement chargé avec un effort tangentiel tou-
jours colinéaire à l’axex, toutes les vecteurs̄uτ, qτ, sτ, δτ sont colinéaires à ce même
axe. Il s’en suit une simplification évidente du problème quipermet de réduire le nombre
d’inconnues par deux et facilite grandement la convergencecar la direction de glissement
est connue. Pour résumer, on définira un couplage égal à 2 lorsque

ūx i j = ∑
Nx

∑
Ny

pklK
p
x i jlm +∑

Nx

∑
Ny

qx klK
qx
x i jlm +∑

Nx

∑
Ny

qy klK
qy
x i jlm, (2.137a)

ūy i j = ∑
Nx

∑
Ny

pklK
p
y i jlm +∑

Nx

∑
Ny

qx klK
qx
y i jlm +∑

Nx

∑
Ny

qy klK
qy
y i jlm, (2.137b)

ūz i j = ∑
Nx

∑
Ny

pklK
p
z i jlm +∑

Nx

∑
Ny

qx klK
qx
z i jlm +∑

Nx

∑
Ny

qy klK
qy
z i jlm ; (2.137c)

un couplage égal à 1 lorsque

ūx i j = ∑
Nx

∑
Ny

qx klK
qx
x i jlm +∑

Nx

∑
Ny

qy klK
qy
x i jlm, (2.138a)

ūy i j = ∑
Nx

∑
Ny

qx klK
qx
y i jlm +∑

Nx

∑
Ny

qy klK
qy
y i jlm, (2.138b)

ūz i j = ∑
Nx

∑
Ny

pklK
p
z i jlm ; (2.138c)
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couplage égal à 0 lorsque

ūx i j = ∑
Nx

∑
Ny

qx klK
qx
x i jlm, (2.139a)

ūy i j = ∑
Nx

∑
Ny

qy klK
qy
y i jlm, (2.139b)

ūz i j = ∑
Nx

∑
Ny

pklK
p
z i jlm. (2.139c)

2.2.5.1 Hypothèses du glissement partiel

Ici le problème tangentiel sera résolu avec unpilotage en effortou un pilotage en
déplacement. Dans le cas dupilotage en effort, celui-ci devra vérifier la condition de
Coulomb pour éviter le glissement total du contact :‖Q‖ < µP. Le problème tangentiel
va être résolu en transposant la méthode du gradient conjugué mise en œuvre dans le cas
du problème normal. Rappelons la formulation variationnelle équivalente du problème

min

(
1
2

qTAq
τq+W∗Tq+cp +∑λi j

(
q2

x i j +q2
y i j

2µpx i j
−

µpx i j

2

))
(2.140a)

⇔Aq
τq+W∗+




...
λi j

qxi j
µpi j
...

λi j
qyi j
µpi j
...




= 0, (2.140b)

∣∣|qi j
∣∣ |< µpi j , λi j = 0, (2.140c)∣∣|qi j
∣∣ |= µpi j , λi j ≥ 0. (2.140d)

Dans le cas du problème normal la minimisation et donc la résolution du système n’est
faite que dans la zone courante de contact. La condition de complémentarité des multi-
plicateurs de Lagrange, c’est-à-dire la positivité de la séparation des corps est vérifiée à
chaque itération, puis la zone courante de contact modifiée en conséquence. Cette métho-
dologie est applicable au problème tangentiel en minimisant et en résolvant le système
dans la zone courante d’adhérence. Cependant rien ne garantit que la loi de Coulomb soit
respectée dans la zone de glissement sans aucune intervention extérieure. Dans la zone de
glissement les cisaillements doivent être colinéaires et opposés en signe aux glissements.
En d’autres termes, la condition d’optimalité de KTT :si j = −λi j qi j /µpi j est une rela-
tion vectorielle, et siqi j et si j ne sont pas colinéaires, le multiplicateur de Lagrangeλi j

n’est pas défini. Une possibilité eut été de changer les directions du cisaillement dans la
zone de glissement à chaque itération pour vérifier la direction de glissement. Cependant
cette méthode ne converge pas d’après Björklund [BJö 94] qui préfère fixer une fois pour
toutes les directions des cisaillements de tous nouveaux points entrant dans la zone de
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glissement au cours de son algorithme. Cette astuce restreint la méthode à des solutions
où l’angle de variation du déplacement de corps rigide restefaible. Nous n’utiliserons pas
cette approximation ici.

Il est à noter que l’équation (2.140c) peut s’écrire sous la forme

(
Aq

τ +B
)

q+W∗ = 0, (2.141)

où B est la matrice diagonale de termesλi j

(µpi j )
. La matrice(Aq

τ +B) est donc symétrique

définie positive. En supposant que la matriceB et les déplacements de corps rigide inclus
dansW∗ soient des constantes connues, la méthode du gradient conjugué peut être utili-
sée. L’algorithme utilisé consiste là encore à minimiser lafonction objective tout en véri-
fiant les conditions de complémentarité. Le système linéaire (2.141) est résolu à chaque
itération. Cependant ce système linéaire n’est pas figé et évolue au cours des itérations
de façon à respecter les conditions de complémentarité. Pour pouvoir écrire ce système
linéaire il faut s’affranchir du fait que les multiplicateurs de Lagrange et que les dépla-
cements de corps rigides sont des inconnues du problème. Pour cela comme pour le pro-
blème normal, une approximation judicieuse de ces valeurs àchaque itération permet de
converger vers elles.

Les multiplicateurs de Lagrange sont dans le cas du problèmetangentiel égaux à la
norme du glissement. À chaque itération, les multiplicateurs de Lagrange dans la zone
d’adhérence prendront pour valeur zéro. Dans la zone de glissement c’est la norme du
glissement qui fixera leur valeur. Cependant l’intérêt de cesmultiplicateurs est de vérifier
que la loi de Coulomb est bien respectée. La norme du glissement peut être pondérée
par l’inverse du signe du produit scalaire entre le cisaillement et le glissement. Ainsi
si l’angle entre le glissement et le cisaillement est supérieur à 90˚, le multiplicateur de
Lagrange est négatif. Cela implique que ces points doivent être ôtés de la zone de glisse-
ment. Pour résumer, initialement le contact est supposé totalement adhérent, soitλi j = 0.
Après chaque pas de descente un nouvelle distribution de cisaillements est déterminée.
Les multiplicateurs de Lagrange sont obtenus,λi j =−

∥∥si j
∥∥×signe(si j ·qi j ). Les condi-

tions de complémentarité sont vérifiées. Si
∥∥qi j

∥∥ > µpi j alorsqi j ← qi j µpi j /
∥∥qi j

∥∥ et le
point de coordonnées(i, j) est intégré à la zone courante de glissementΓ′sl. Siλi j < 0 alors
(i, j) est intégré à la zone courante d’adhérenceΓ′st. Les zones courantes de glissement et
d’adhérence convergent naturellement versΓsl et Γst

Concernant les déplacements de corps rigides, il faut « forcer » les cisaillements à
respecter les équations d’équilibre. Pour estimer les glissements, les identités∆ūt

x i j −

∆δt
x− yi j ∆φt

z + λi j
qt

x i j
µpi j

= 0 et ∆ūt
y i j − ∆δt

y + xi j ∆φt
z + λi j

qt
y i j

µpi j
= 0 sont utilisées. De ces
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identités, on en déduit

∑
(i, j)∈Γc

∆ūt
x i j −∆δt

x−y j∆φt
z+λi j

qt
x i j

µpi j
= 0, (2.142)

∑
(i, j)∈Γc

∆ūt
y i j −∆δt

y +xi∆φt
z+λi j

qt
y i j

µpi j
= 0, (2.143)

∑
(i, j)∈Γc

xi

(
∆ūt

y i j −∆δt
y +xi∆φt

z+λi j
qt

y i j

µpi j

)

−y j

(
∆ūt

x i j −∆δt
x−y j∆φt

z+λi j
qt

x i j

µpi j

)
= 0. (2.144)

Une estimation des∆δx, ∆δy et/ou ∆φz peut être faite en résolvant le système suivant
sur l’aire de contact




[
∑Γc

1 0
0 ∑Γ′c 1

]
∑Γc

y j

−∑Γc
xi

−∑Γc
y j ∑Γ′c xi −∑Γc

(
x2

i +y2
j

)






[

∆δx

∆δy

]

∆φz




=





 ∑Γ′c ∆ūx i j +λi j

qt
x i j

µpi j

∑Γ′c ∆ūy i j +λi j
qt

y i j
µpi j




∑Γ′c−y j

(
∆ūx i j +λi j

qt
x i j

µpi j

)
+xi

(
∆ūy i j +λi j

qt
y i j

µpi j

)




.

(2.145)

De plus il faut « forcer » les cisaillements à respecter les équations d’équilibre en ef-
forts et/oumoments. Seules les contraintes correspondant à la zone courante d’adhérence
seront modifiées. Pour cela, elles sont corrigées en additionnant une contrainte de telle
sorte que :qx i j ← qx i j +a−c ·y j et qy i j ← qy i j +b+c ·xi. Les constantesa, b et c sont
obtenues en résolvant le système matriciel correspondant aux équations d’équilibre,



[
∑Γst

1 0
0 ∑Γst

1

]
−∑Γst

y j

∑Γst
xi

−∑Γst
y j ∑Γst

xi ∑Γst

(
x2

i +y2
j

)






[

a
b

]

c


=




[
Qx/S−∑Γc

qx i j

Qy/S−∑Γc
qy i j

]

Mz/S+∑Γc

(
y j ·qx i j −xi ·qy i j

)


 .

(2.146)
Le critère de convergence est effectué sur la variation deq dans la zone de contact et

sur la variation deλi j dans la zone de glissement. Les zones courantes de glissement et
d’adhérence convergent naturellement versΓsl et Γst. Les étapes sont les suivantes :

1. initialisation deq qui doit vérifier l’équilibre en effort et/ou moment si nécessaire.
Toute la zone de contact est supposée en adhérence,λi j = 0. Si couplage=2, la DC-
FFT est appliquée pour calculer∆ūp

τ ;
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2. la DC-FFT est appliquée au calcul∆ūq
τ .

Si le calcul est en effort imposé,∆δx et ∆δy sont approchés, de même si le moment
de torsion est imposé,∆φz est également approché, cf. équation (2.145) ;

3. le glissement entre les deux corps sur la zone de contact est calculé

si j = ∆ūq
τ +∆ūp

τ −∆δτ, (i, j) ∈ Γ′c ; (2.147)

4. calcul des multiplicateurs de Lagrange surΓ′sl

λi j =−
∥∥si j
∥∥×signe(si j ·qi j ) ; (2.148)

5. les conditions de complémentarité sur les multiplicateurs de Lagrange sont testées.
Si λi j < 0, alorsΓ′st← Γ′st∪ (i, j) et ζ = 0.

Le calcul de l’erreur quantifiant la non-colinéarité entre les vecteurs de cisaille-
ments et de glissements est effectué dans la zone de glissement

εsl =
∑(i, j)∈Γ′sl

∥∥∥si j +λi j
qi j
µpi j

∥∥∥
∑(i, j)∈Γ′sl

λi j
; (2.149)

6. la direction de descented est alors calculée dans le cadre du gradient conjugué, à
partir du résidu et de la direction de descente précédente (étapes (2.120e) et (2.120f)
du gradient conjugué)

di j ← si j +ζ
G

Gold
di j , (i, j) ∈ Γ′st, (2.150a)

di j ← (si j +λi j qi j )+ζ
G

Gold
di j , (i, j) ∈ Γ′sl, (2.150b)

avec G = ∑
(i, j)∈Γc

(si j +λi j
qi j

µpi j
) · (si j +λi j

qi j

µpi j
). (2.150c)

PuisG est stocké dansGold et ζ est réinitialisé à 1 ;

7. la DC-FFT est appliquée au calcul

rq
τ = Aq

τd, (2.151)

puis,
rq

τ ← rq
τ +λi j di j /

(
µpi j

)
. (2.152)

Ce qui permet d’obtenir le pas de descente (étape (2.120b) du gradient conjugué)

α =
∑(i, j)∈Γc

(
si j +λi j qi j /

(
µpi j

))
·
(
si j +λi j qi j /

(
µpi j

))

∑(i, j)∈Γc
di j · r i j

; (2.153)
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8. les cisaillements sont remis à jour (étape (2.120c)) du gradient conjugué)

qi j ← pi j +αdi j , (i, j) ∈ Γc ; (2.154)

9. les conditions de complémentarité sur les cisaillementssont forcées,

si
∥∥qi j

∥∥> µpi j , (i, j) ∈ Γ′st,

alorsΓ′sl← Γ′sl∪ (i, j),

ξ = 0, qi j ← µpi j
qi j∥∥qi j
∥∥ ; (2.155)

10. l’équilibre en force et/ou moment est « forcé », cf. équation (2.146).
Le calcul de l’erreur sur les variations des vecteurs cisaillements dans la zone de
contact est faite,

εc =
∑(i, j)∈Γc

√(
qx i j −qx old i j

)2
+
(
qy i j −qy old i j

)2

∑(i, j)∈Γc

√
q2

x i j +q2
y i j

. (2.156)

Enfin les cisaillements sont mémorisés,qold← q.

La variableζ permet de réinitialiser le gradient conjugué. Cette réinitialisation se fait
pour ζ← 0. Tout se passe lors de la vérification des conditions de complémentarité. Si
un seul point passe de la zone courante de glissement à la zonecourante d’adhérence ou
inversement alors le gradient est réinitialisé à l’itération suivante.
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FIG . 2.18:Résolution du contact tangentiel
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2.2.5.2 Hypothèses du glissement total

Le problème tangentiel sera ici résolu dans le cadre d’un glissement total de la surface.
Cette situation peut arriver à partir d’un pilotage en déplacement pour des débattements
tangentiels de corps rigide suffisants. A priori, dans le cadre du pilotage en déplacement il
n’est pas possible d’anticiper une situation de glissementtotal. Dans ce cas l’algorithme
présenté précédemment pour le glissement partiel est utilisable. Dès lors que le débatte-
ment tangentiel de corps rigide devient important, la zone courante de glissement tend
vers la zone de contact. Le problème tangentiel reste solvable. Dans le cas du pilotage en
effort, le problème est différent. En effet, la loi de Coulomblocale vient borner l’effort
tangentiel maximal. Cela signifie que pour tout entrée du codede contact avec un effort
égal au maximum défini par la loi de Coulomb, le problème ne peutêtre résolu. En effet
dans cette situation le contact est glissant et rien n’indique jusqu’où ira ce glissement. On
est donc dans l’impossibilité d’estimer les deux déplacements de corps rigides∆δx et∆δy.
Le problème doit donc être posé autrement.

Les deux équations d’équilibre en chargement sont ôtées. Ilest alors nécessaire
d’ajouter deux nouvelles équations pour vérifier l’équilibre équations/inconnues. Les
deux équations qui sont ajoutées sont un bilan de l’énergie dissipée par frottement du
contact glissant. C’est donc ce critère qui va permettre de définir l’amplitude des glisse-
ments et donc l’amplitude des déplacements tangentiels de corps rigide. Deux équations
sont nécessaires, l’énergie dissipée sera donc décomposéesuivant les deux directionsx et
y. Une autre méthode possible est de donner comme entrée l’énergie dissipée (non décom-
posée dans ces deux directions) et de fournir l’effort tangentiel. On a ainsi un indicateur
de l’amplitude du déplacement et un indicateur sur sa direction. Cependant corriger les
cisaillements pour vérifier l’équilibre en effort alors queces cisaillements sont de plus
limités par la loi de Coulomb n’est pas judicieux. C’est pourquoi cette possibilité sera
abandonnée. C’est donc l’équilibre en énergie dissipée par frottement qui sera utilisé. Ces
énergies sont des scalaires positifs. Aucune indication sur le sens du glissement n’est donc
fournie. Le signe de l’effort tangentiel dans les deux directions doit alors être mémorisé
pour pouvoir indiquer dans quel sens le glissement se fait.

Les inconnues du problème tangentiel en glissement total sont :

– les cisaillements en surfaceqx i j etqy i j ;
– les déplacements normaux élastiques relatifs ¯uqxx i j et ūqyy i j ;
– la zone de glissementΓsl ;
– la zone d’adhérenceΓst ;
– les déplacements de corps rigideδx et δy ;
– les amplitudes de glissementsx etsy.

Les données du problème sont :

– le chargement tangentielQx etQy ;
– l’énergie dissipée par frottementEdx etEdy ;
– la zone contactΓc, dans ce casΓc≡ Γsl.

Le système d’équations et d’inéquations à respecter est le suivant :
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– la définition des glissements,

ūt
τ i j − ūt ′

τ i j −∆δτ
t = sij

t 6= 0 (i, j) ∈ Γsl ; (2.157)

– la loi de Coulomb.

qij =−µpt
i j

sij
t

∥∥∥st
ij

∥∥∥
(i, j) ∈ Γsl ; (2.158)

– l’équilibre en terme d’énergie dissipée,

∑
(i, j)∈Γc

−qt
x i js

t
x i jS= Edt

x, (2.159a)

∑
(i, j)∈Γc

−qt
y i js

t
y i jS= Edt

y. (2.159b)

Le bilan nombre d’équations/inconnues est donné au TAB .2.3.

Inconnues Ninc Equations Neq

qt
i j 2Nc (2.158) 2Nc

ūt
τ i j 2Nc (2.75) 2Nc

st
i j 2Nc (2.157) 2Nc

δt
τ 2 (2.159) 2

Total inconnues 6Nc+2 Total équations 6Nc+2

TAB . 2.3:Bilan du problème tangentiel en glissement total

Le problème peut être également exprimé à partir de la formulation variationnelle. La
méthode du gradient conjugué va être reprise pour la résolution. L’algorithme précédent
est réutilisé avec quelques modifications. Pour simplifier le problème l’équilibre en mo-
ment n’est pas effectué. Cet équilibre impose une modification des cisaillements au cours
du processus itératif et limite fortement les succès de convergence.

Pour estimer les déplacements tangentiels de corps rigide,les équations d’équilibre en
déplacement (2.159) sont utilisées. De celle-ci, on en déduit

δx =

Edt
x

S +∑(i, j)∈Γc
ut

x i jq
t
x i j

∑(i, j)∈Γc
qt

x i j
, (2.160a)

δy =

Edt
y

S +∑(i, j)∈Γc
ut

y i jq
t
y i j

∑(i, j)∈Γc
qt

y i j
. (2.160b)

Le critère de convergence est effectué sur la variation deq et sur la variation deλi j

dans la zone de glissement. Les étapes sont les suivantes :
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1. initialisation deq qui doit vérifier l’équilibre en effort. Les efforts serventunique-
ment à initialiser les cisaillements. Ils sont initialement orientés dans le bon sens.
Toute la zone de contact est en glissement,λi j = 0. Si couplage=2, la DC-FFT est
appliquée pour calculer∆ūp

τ ;

2. la DC-FFT est appliquée au calcul∆ūq
τ .

∆δx et ∆δy sont approchés à partir des énergies dissipées, cf. équation (2.160) ;

3. les glissements entre les deux corps sur la zone de contactsont calculés

si j = ∆ūq
τ +∆ūp

τ −∆δτ, (i, j) ∈ Γc ; (2.161)

4. calcul des multiplicateurs de Lagrange surΓ′sl,

λi j =−
∥∥si j
∥∥×signe(si j ·qi j ). (2.162)

Le calcul de l’erreur quantifiant la non-colinéarité entre les vecteurs de cisaille-
ments et de glissements est effectué dans la zone de glissement

εsl =
∑(i, j)∈Γ′sl

∥∥∥si j +λi j
qi j
µpi j

∥∥∥
∑(i, j)∈Γ′sl

λi j
; (2.163)

5. la direction de descented est alors calculée dans le cadre du gradient conjugué, à
partir du résidu et de la direction de descente précédente (étapes (2.120e) et (2.120f)
du gradient conjugué)

di j ← (si j +λi j qi j )+ζ
G

Gold
di j , (i, j) ∈ Γc, (2.164a)

avec G = ∑
(i, j)∈Γc

(si j +λi j
qi j

µpi j
) · (si j +λi j

qi j

µpi j
). (2.164b)

PuisG est stocké dansGold ;

6. la DC-FFT est appliquée au calcul

rq
τ = Aq

τd, (2.165)

puis,
rq

τ ← rq
τ +λi j di j /

(
µpi j

)
. (2.166)

Ce qui permet d’obtenir le pas de descente (étape (2.120b) du gradient conjugué)

α =
∑(i, j)∈Γc

(
si j +λi j qi j /

(
µpi j

))
·
(
si j +λi j qi j /

(
µpi j

))

∑(i, j)∈Γc
di j · r i j

. (2.167)

7. Les cisaillements sont remis à jour (étape (2.120c)) du gradient conjugué) :

qi j ← pi j +αdi j , (i, j) ∈ Γc ; (2.168)
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8. les conditions de complémentarité sur les cisaillementssont forcées

si
∥∥qi j

∥∥> µpi j , (i, j) ∈ Γc,alorsqi j ← µpi j
qi j∥∥qi j
∥∥ ; (2.169)

9. l’équilibre en force et/ou moment est « forcé », cf. équation (2.146).
Le calcul de l’erreur sur les variations des vecteurs cisaillements dans la zone de
contact est fait

εc =
∑(i, j)∈Γc

√(
qx i j −qx old i j

)2
+
(
qy i j −qy old i j

)2

∑(i, j)∈Γc

√
q2

x i j +q2
y i j

. (2.170)

Enfin les cisaillements sont mémorisés :qold.← q

La variableζ qui permet de réinitialiser le gradient conjugué est toujours laissée à 1,
car dans ce cas il n’y plus de points passant d’un état adhérant à glissant ou inversement.
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FIG . 2.19:Résolution du contact tangentiel piloté en effort en glissement total
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2.2.5.3 Hypothèses du glissement total avec un comportement tangentiel rigide

Le fretting consiste en de petits débattements au niveau de la structure. Cependant ces
petits débattements peuvent se révéler importants à l’échelle du contact. Les phases de
glissement partiel peuvent devenir relativement négligeables par rapport aux phases de
glissement total. Ces phases de glissement partiel peuvent être négligées. Cela suppose
que la composante élastique de déplacement tangentiel est faible par rapport au déplace-
ment tangentiel de corps rigide,∆ūt

τ i j << ∆δt
τ. Le problème tangentiel est ainsi fortement

simplifié. D’une part les déplacements élastiques ne sont pas calculés. Or ce sont ces dé-
placements calculés à partir de la DC-FFT qui sont le plus coûteux en temps de calcul.
D’autre part, plus besoin d’algorithme itératif pour résoudre le problème, la solution est
trouvée automatiquement. En effet, le problème de contact tangentiel est repris sans prise
en compte de moment du torsionMz. Il s’écrit alors de la manière suivante,

−∆δt
τ = st

i j (i, j) ∈ Γc, (2.171a)

qt
i j = µpt

i j
∆δt

τ
‖∆δt

τ‖
(i, j) ∈ Γc. (2.171b)

Le problème estpiloté en déplacement. Le déplacement de corps rigide fournit direc-
tement les glissements. Ces glissements sont constants sur toute la surface de contact. De
même la loi de Coulomb donne l’amplitude des cisaillements. Puis l’orientation de ces
cisaillements est calquée sur celle du déplacement de corpsrigide.
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2.3 Modélisation de l’usure

2.3.1 Loi d’usure employée

Pour pouvoir effectuer des simulations d’usure dans le cadre du fretting, il faut sé-
lectionner une loi appropriée. La thèse de Paulin [PAU 06] traite du l’usure en fretting.
La formulation mise en place par ce dernier est volumique. Pour pouvoir utiliser cette loi
d’usure dans le cadre de simulation numérique il est nécessaire de réécrire cette loi sous
une formulation locale. De plusδ0 etEd font référence à un cycle de fretting. La nouvelle
loi établie localement doit intégrer le fait que le contact est résolu à différents incréments
de temps au cours du cycle de fretting. Il faut donc intégrer la notion de temps dans la loi
d’usure locale. La loi d’usure globale est de type énergétique. Formulée simplement, elle
s’écrit

V = αusure∑
N

δ0(N)Ed(N), (2.172)

oùN permet de numéroter les cycles de fretting.V est donc le volume usé aprèsN cycles
de fretting.δ0(N) est l’amplitude de glissement pour le cycleN. Ed(N) est l’énergie
dissipée par frottement au cours du cycleN. Localement, le paramètre correspondant à
Ed est la densité d’énergie dissipée par frottement. On la notera ed. Il s’agit donc du
travail surfacique créé par le cisaillement en surface qui s’exprime à partir du produit
scalaire entre le cisaillementq et le glissements au point considéré et au cours du temps
entre les instantst ′ et t

edt =−qt ·st . (2.173)

D’après la loi de Coulomb, les cisaillements et glissements sont colinéaires et inversés.
En utilisant les normesst = ‖s‖ et qt = ‖q‖, la densité d’énergie dissipée par frottement
s’écrit

edt = qtst . (2.174)

La loi d’usure locale prend alors la forme suivante,

∆h = αusure∑
N

δ0(N) ∑
1cycle

qtst . (2.175)

L’amplitude de glissement n’est pas un quantité définie pourune simulation de fretting
d’un contact quelconque. Cette valeur sera donc remplacée dans une première formulation
par l’amplitude de débattement de corps rigide∆δt

τ = ‖∆δt
τ‖. Pour un cycle de fretting, la

distance parcourue en glissement du contact cylindre-planest de 4δ0. La « loi d’usure 1 »
est définie par

∆h = αusure∑
N

∑1cycle∆δt
τ

4 ∑
1cycle

qtst . (2.176)

δτ est un paramètre global de la structure. Une définition encore plus localisée de la loi
d’usure peut être faite en remplaçant ce dernier par le glissement en chaque point. On
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dénommera celle-ci « loi d’usure 2 »

∆h = αusure∑
N

∑1cyclest
τ

4 ∑
1cycle

qtst . (2.177)

2.3.2 Implémentation de la loi d’usure

La loi d’usure est implémentée dans un code avec les algorithmes de contact précé-
demment présentés.

Dans un premier temps le code est développé pour pouvoir effectuer la simulation d’un
cycle de fretting, c’est-à-dire un trajet de chargement. Ils’agit alors de gérer l’évolution
dans le temps des différentes variables du contact. Le pointle plus délicat se situe au
niveau de la gestion de la géométrie. Deux types de situationpeuvent apparaitre.

La première dans le cas où les amplitudes de glissement sont très faibles, donc infé-
rieures à la demi-largeur de maille de la grille dans les deuxdirections. Il est alors supposé
que les deux géométries en vis-à-vis ne se déplacent pas l’une par rapport à l’autre. Les
glissements n’entraînent aucune perturbation sur la définition de la séparation initiale des
corps. Un parallèle peut être fait avec l’hypothèse des petites perturbations de la méthode
des éléments finis.

La deuxième situation correspond au cas où les débattementstangentiels deviennent
importants. Dans ce cas les géométries doivent être déplacées l’une par rapport à l’autre.
Par abus, c’est le déplacement de corps rigide qui fixera la position des deux surfaces.
Ainsi la séparation des corps devient

h(x,y) = f 1(x,y)− f 2(x−δx,y−δy). (2.178)

Pour être plus précis les débattements élastiques peuvent être pris en compte pour
ajuster les surfaces l’une par rapport à l’autre, mais là encore on reste dans le cadre de
petites perturbations et ces déplacements sont négligés. Les géométries sont discrètes. De
façon rigoureuse une interpolation des différents points de la surface 2 sur la grille fixe par
rapport à la surface 1 devrait être faite. Cependant on simplifiera la procédure en mettant
en vis-à-vis les points à partir de la configuration la plus proche. Les points discrets sont

décalés d’un nombre entier de pointsih et jh égal à la partie entière deδx
dx±0,5 et δy

dy±0,5
(- pour unδ négatif). La géométrie discrète devient alors

hi j = f 1i j − f 2i−ih j− jh. (2.179)

Pour pouvoir effectuer ce décalage il faut soit définir une zone de calcul de taille inférieure
à la grille définissant les deux surfaces, soit compléter lespoints non définis par une valeur
majorant les points déjà définis en veillant à ce que ces nouveaux points n’entrent jamais
dans la zone de contact. De plus la grille doit être suffisamment grande pour pouvoir
effectuer des calculs sur une zone de contact qui va augmenter avec l’usure.

Enfin les valeurs deδx etδy avec pilotage en effort sont inconnues au moment du calcul
du problème normal au tempst. La procédure optimale à mettre en place est d’itérer entre
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le problème normal et tangentiel de façon à déterminer au mieux ces valeurs. Dans cette
situation on se limitera cependant à utiliser les valeurs trouvées à l’instant précédent.

L’usure correspond à une simple intervention sur la définition des surfaces des deux
corps en contact. L’usure peut être répartie sur les deux surfaces en vis-à-vis. Un ratio
d’usureβ entre 0 et 1 est ajouté pour définir la répartition de l’usure entre les deux sur-
faces. Les surfaces sont mises à jour après la simulation d’un cycle de fretting. Cependant,
l’usure après un seul cycle peut s’avérer faible. Un facteurd’accélération∆N va être em-
ployé. Les surfaces ne sont plus mises à jour après un cycle d’usure, mais après∆N cycles,
cependant numériquement un unique cycle de fretting est calculé.

En résumé, du cycleN au cycleN+∆N, les surfaces sont modifiées de telle sorte que

f 1(x,y) = f1(x,y)+∆N β ∆h(x,y) , (2.180a)

f 2(x,y) = f2(x,y)−∆N (1−β) ∆h(x,y) . (2.180b)

Le critère pour définir∆N peut être varié. Tout d’abord celui-ci peut être fixé à
l’avance. Une profondeur maximale ou moyenne d’usure peut être choisie entre chaque
cycle de mise à jour. Un volume d’usure peut être imposé...

Le processus d’usure est arrêté à partir d’un critère d’arrêt quelconque :
– jusqu’à un nombre de cycles prédéfini,Nmax;
– jusqu’à atteindre une profondeur d’usure maximale, max(h−hinitial) = Wearmax;
– jusqu’à homogénéisation de l’usure : un critèreSC, basé sur le coefficient de va-

riation (écart type / moyenne) des valeurs∆h d’usure non-nulles, est atteint lorsque
SC≤ SCmax.

SC=
1

∆̄h

√
1

m−1 ∑
(i, j)∈Γp|∆h 6=0

(
∆hi j − ∆̄h

)2
(2.181)

avec ∆̄h =
1
m∑

Γp

∆hi j (2.182)

– etc.

2.3.3 Usure dans le cadre d’une modélisation multi-échelles du
contact

Le code développé est à présent capable de simuler des usuresen fretting à partir
d’un trajet de chargement. L’objectif final est de pouvoir utiliser ce code dans un contexte
industriel. Cela implique des calculs sur des géométries de contact et des trajets de char-
gement non élémentaires.

Le contact est résolu en s’attachant à la définition des géométries des corps proches
du contact et en faisant l’hypothèse d’un comportement structural ayant une influence
négligeable sur le contact. Ces hypothèses permettent d’utiliser en partie la théorie des
massifs semi-infinis. Cependant le trajet de chargement dépend lui de la structure et de son
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comportement global. Il est donc nécessaire de savoir ce quise passe au niveau structural
pour pouvoir effectuer un calcul au niveau du contact.

Les codes éléments finis sont la méthode la plus répandue poureffectuer ce type de
calcul. La modélisation multi-échelles du contact consistera donc à coupler l’utilisation
d’un code éléments finis avec le code de contact.

La première étape consiste à effectuer le calcul de structure à partir d’un code éléments
finis. Un trajet de chargement statique est appliqué à la structure. Le code EF résout le
problème en un certain nombre d’incréments de chargement.

La deuxième étape de la modélisation multi-échelles est le passage de l’échelle de la
structure à l’échelle du contact. Pour chaque incrément de chargement, il faut déterminer
le torseur statique transmis au niveau de chaque contact. L’énergie dissipée dans les deux
directions est également estimée. Cette étape nécessite de définir un repère local à chaque
contact pour pouvoir effectuer correctement les sommations des pressions, cisaillements
et glissements et obtenir les efforts, moments et énergies dissipées par frottement.

La dernière étape consiste à résoudre le contact pour déterminer ce qui se passe loca-
lement à l’échelle micro. Le code de contact est utilisé. Lesgéométries sont plus fines que
le permettent la méthode des éléments finis. A chaque incrément, la résolution dépend de
la situation de glissement dans laquelle le contact se trouve. Soit le contact est en situation
de glissement partiel, alors c’est le torseur statique qui permet de résoudre le contact. Soit
le contact est en situation de glissement total et c’est le torseur statique couplé à l’énergie
dissipée qui permet de résoudre le contact.

Cette procédure appliquée (cf. FIG.2.20) à un trajet de chargement permet de déter-
miner une usure précise au niveau du contact après un cycle. Comme précédemment les
usures sont prises en compte en modifiant les surfaces. La procédure d’usure cyclique est
effectuée seulement au niveau du contact. Cela suppose que lecomportement global de
la structure ne se révèle que peu sensible à l’usure. Cependant il est possible d’ajouter
une boucle supplémentaire entre le code de contact et le codeéléments finis. Un nouveau
passage à l’échelle de la structure est fait et cela après avoir intégré l’usure des surfaces
dans le code éléments finis. Une nouvelle estimation des torseurs des efforts transmis dans
chaque contact est faite. Cette boucle doit être faite après un grand nombre de cycles.
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FIG . 2.20:Simulations d’usure multi-échelles
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Chapitre 3

Validation du modèle de contact

Le code de contact ayant été développé, une série de
validations est faite sur des géométries et configurations

élémentaires présentant des solutions analytiques. Sont ainsi
testés, les résolutions des problèmes de contact normal et

tangentiel en glissement partiel, le couplage entre problème
normal et tangentiel et le calcul des contraintes en

sous-couches. Ensuite une étude est menée sur le fretting des
contacts circulaires pour différents couples de matériauxet le

fretting des contacts elliptiques pour différents rapports
d’ellipticité.
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3. Validation du modèle de contact

3.1 Solutions Analytiques et validation

3.1.1 Contact hertzien

Le contact hertzien définit le contact sous chargement normal P entre deux solides de
surfaces non-conformes et de forme paraboloïdale. Ces surfaces sont définies à partir de
leur rayons de courbure dans les directionsx ety par

z1 =
1

2Rx1
x2 +

1
2Ry1

y2 (3.1a)

et

z2 =−

(
1

2Rx2
x2 +

1
2Ry2

y2
)

. (3.1b)

La séparation des corps s’écrit alors en fonction des rayonsde courbure relatifs dans
les deux directions

h(x,y) = z1−z2 =
1

2Rx
x2 +

1
2Ry

y2. (3.2)

Le module d’Young équivalentE∗ est donnée par

E∗ =
1−ν2

1

E1
+

1−ν2
2

E2
. (3.3)

La zone de contact est elliptique et la distribution de pression donnée par

p(x,y) = p0

{
1− (x/a)2− (y/b)2

}1/2
, (3.4)

où p0 est la pression maximale ou « pression de Hertz » et est liée auchargement par

P =
2
3

p0πab. (3.5)

Pour trouver les demi-axesa et b de l’ellipse de contact il faut résoudre les deux
équations suivantes, (

Rx

Ry

)
=

(a/b)2E(e)−K(e)
K(e)−E(e)

(3.6)

et

(ab)3/2 =

(
3PRe

4E∗

)
4

πe2(b/a)3/2[{(a/b)2E(e)−K(e)
}
{K(e)−E(e)}

]1/2
. (3.7)

Cette dernière expression est fonction du rayon de courbure équivalent Re =
(RyRx)

1/2. E(e) et K(e) sont des intégrales complètes elliptiques respectivementde pre-
mière et de seconde espèce et d’argumente= (1−b2/a2)1/2, oùb < a. La résolution se
fait à partir d’une procédure numérique de type Newton-Raphson ou un point fixe.
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Le rapprochement normal de corps rigide est lui obtenu avec l’expression

δz =
3P

2πabE∗
bK(e). (3.8)

Le cas particulier du contact sphérique est plus simple à mettre en œuvre. Dans ce
casRx1 = Ry1 = R1 et Rx2 = Ry2 = R2. La zone de contact est circulaire de rayona. La
pression de contact est donnée par

p(x,y) = p0

{
1− (r/a)2

}1/2
, (3.9)

où r =
√

x2 +y2.
Les caractéristiques du contact sont

a =

(
3PR
4E∗

)1/3

, (3.10)

δz =
a2

r
=

(
9P2

16RE∗

)1/3

, (3.11)

p0 =
3P

2πa2 =

(
6PE∗2

π3R2

)1/3

. (3.12)

Trois contacts sont simulés et les résultats sont comparés aux équations analytiques.
Les propriétés élastiques des deux solides sontE =200 GPa etν=0,3. Trois cas sont
effectués. Le premier est un contact sphère-plan avec une sphère de rayon 10 mm. Les
deux autres sont des contacts elliptiques avec un rayonRx2=10 mm etRy2=20 mm et
inversement. Le chargement normal est choisi à 400 N. L’erreur pour stopper le code de

contact est fixée àε =
∑(i, j)∈Γp pi j−pold

∑(i, j)∈Γp pi j
= 5 ·10−3%. Les résultats analytiques sont donnés

dans le tableau suivant, ainsi que l’erreur de la solution numérique. Les résultats sont
symétriques pour le rapportRx/Ry à 2 ou 0,5. Les erreurs sont faibles. Les erreurs les
plus importantes concernent les dimensions de la zone de contact car relevées à partir des
coordonnées des points de discrétisation du modèle.

Rx1/Ry2 a p0 δz

1 0,3011 0,0996 % 2106,491 0,0131 % 9,066 10−3 0,0060 %
2 0,4228 0,0945 % 1694,091 0,0022 % 8,024 10−3 4,2551 10−5 %
0,5 0,2666 0,1125 % 1694,091 0,0022 % 8,024 10−3 4,2551 10−5 %

De façon général, la distribution de pression est correctement obtenue comme l’atteste
la figure FIG.3.1.

Une méthode est exposée par Hamilton et Goodman [HAM 63] pourdéterminer
le champs de contraintes en sous-couche d’un contact sphérique et en glissement. Les
sphères en contact doivent alors avoir des propriétés matériaux identiques pour éviter tout
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FIG . 3.1:Validation du contact hertzien

couplage entre le problème normal et tangentiel. Le glissement se fait dans la directionx.
Les contraintes en surface sont donc

p(x,y) = p0

{
1− (r/a)2

}1/2
, (3.13a)

qx(x,y) = µp0

{
1− (r/a)2

}1/2
, (3.13b)

qy(x,y) = 0. (3.13c)

La contribution du problème normal est d’abord traité.
Les composantes non-nulles des contraintes dans le corps 1 (axez positif) sont dé-

taillées par Hamilton et Goodman le long de l’axez où

σxx(x = 0,y = 0,z) = σyy(x = 0,y = 0,z) = (3.14a)

p0

{
(1+ν) [(z/a)arctan(a/z)−1]+

1
2

a2/(a2 +z2)

}
,

σzz(x = 0,y = 0,z) =−p0
[
a2/(a2 +z2)

]
, (3.14b)

ainsi que pour la surface à l’intérieur de la zone de contact,c’est-à-dire pourr < a,

σxx(x,y,z= 0) = p0
[
2νK0 +(1−2ν)(G0r−2−2x2r−4G0 +x2r−2K0)

]
, (3.15a)

σyy(x,y,z= 0) = p0
[
2νK0 +(1−2ν)(G0r−2−2y2r−4G0 +y2r−2K0)

]
, (3.15b)

σzz(x,y,z= 0) = p0(1−2ν)(xyr−2K0−2xyr−4G0), (3.15c)
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et à l’extérieur de la zone de contact

σxx(x,y,z= 0) = p0

[
1
3

a2(1−2ν)(2x2r−4− r−2)

]
, (3.16a)

σyy(x,y,z= 0) = p0

[
1
3

a2(1−2ν)(2y2r−4− r−2)

]
, (3.16b)

σzz(x,y,z= 0) = p0

[
1
3

a2(1−2ν)xyr−4
]
, (3.16c)

avec

G0 =
1
a

[
1
3
(a2− r2)3/2−

1
3

a3
]

etK0 =−
1
a
(a2− r2)1/2. (3.17)

La contribution du problème tangentiel le long de l’axez est donnée par

σxz(x = 0,y = 0,z) = µp0

[
3
2
(z/a)arctan(a/z)−1−

1
2

z2(z2 +a2)−1
]
. (3.18)

Sur la surface à l’intérieur de la zone de contact,

σyy(x,y,z= 0) =−µp0
3
8

x
a

ν, (3.19)

et à l’extérieur de la zone de contact

σxx(x,y,z= 0) =−µp0(xr−4)
[
2(r2 +νy2)F0 +ν(3−4x2r−2)H0

]
, (3.20a)

σyy(x,y,z= 0) =−µp0(νxr−4)
[
2x2F0 +ν(1−4y2r−2)H0

]
, (3.20b)

σxy(x,y,z= 0) =−µp0(yr−4)
[
(r2−2νx2)F0 +ν(1−4x2r−2)H0

]
, (3.20c)

avec

F0 =−
1
2
(r2−a2)1/2 +

1
2

r2

a
arctan[a(r2−a2)−1/2] et (3.21a)

H0 =
1
2
(r2−a2)3/2−

1
4

r4

a
arctan[a(r2−a2)−1/2]−

1
4

r2(r2−a2)1/2. (3.21b)

Les contraintes obtenues à partir du code sont validées dansle cas précédent de la
sphère. Il est possible de vérifier les contraintes sur le plan z= 0 le long des axesx = 0
et y = 0. Les contraintes peuvent aussi être validées en profondeur, le long de l’axez en
x = y = 0. On donne ces contraintes initialement dans le cas du contact hertzien pur, puis
avec ajout des cisaillements enx du contact glissant avec un coefficient de frottement de
0,1, 0,3, 0,4 et 0,9. On observe, notamment sur les coupes eny, l’évolution des contraintes
équivalentes de von Mises avec ce frottement et le maximum qui initialement en sous-
couche passe en surface à partir d’un coefficient de 0,3.
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FIG . 3.5:Contraintes de von Mises du contact hertzien en profondeur pour y = 0
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3.1.2 Problème de Cattaneo-Mindlin

Définissons le problème de Cattaneo-Mindlin comme étant le cas de deux corps élas-
tiques soumis à un chargement normalP et auxquels on vient appliquer un effort tan-
gentielQx tel queQx < µP. D’après la loi de Coulomb ces deux corps sont en équilibre.
Cattaneo [CAT 38] puis Mindlin [MIN 49] démontrèrent pour des géométries hertziennes
que la solution du problème tangentiel adhérant présente une singularité sur les bords du
contact qui conduit à des cisaillements infinis. Nous nous limiterons dans la suite à donner
les solutions pour le contact circulaire. Le couplage entrele problème normal et tangen-
tiel est nul. Dans le cas du contact adhérant, la distribution axisymétrique de cisaillement
pour un chargement tangentielQx est fonction des paramètres du contact de Hertz

qx(r) = q0
1√

1− r2/a2
, (3.22)

avecq0 = Qx/2πa2. Ce cisaillement n’est physiquement pas admissible lorsquer tend vers
a, d’une part la théorie élastique n’est plus applicable, et d’autre part la loi de Coulomb
n’est pas respectée localement. Ce dernier point indique alors que le problème tangentiel
ne peut être résolu sans prendre en compte l’apparition d’une zone de glissement dans
le contact. Le contact circulaire de rayona sous un chargementQx voit donc apparaître
une couronne de glissement au bord du contact bornée parc < r < a. Le cisaillementqx

peut être écrit comme la superposition de deux termes,qx = q′x+q′′x. Le premier est le cas
limite où le contact glisse entièrement. Les cisaillementssont alors,

q′x = µp0
(
1− r2/a2)1/2

r ≤ a. (3.23)

Pour équilibrer le chargement et vérifier les conditions d’adhérence le second terme s’écrit

q′′x =−µ
c
a

p0
(
1− r2/c2)1/2

r ≤ c, (3.24a)

q′′x = 0 r > c. (3.24b)

Le rayon de la zone d’adhérence est obtenu à partir de
c
a

= (1−Q/µP)1/3. (3.25)

Le déplacement rigide tangentiel est

δx =
3µP
16a

(
2−ν1

G1
+

2−ν2

G2

){
1−

(
1−

Qx

µP

)2/3
}

. (3.26)

Une expression est également fournie pour les glissements.La composante eny existe
du fait du couplage entre les contributions tangentielles mais est habituellement négligée.
Les glissements deviennent

sx≈
3µP

16Ga
(2−ν)

{(
1−

2
π

arcsin
(c

r

))(
1−2

c2

r2

)
+

2
π

c
r

(
1−

c2

r2

)1/2
}

, (3.27a)

sy≈ 0. (3.27b)
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À partir des relations précédentes Johnson construit dans son ouvrage [JOH 85] les
solutions d’un contact circulaire initialement chargé parune force normale constanteP et
soumis à un chargement tangentielQx oscillant entre les valeurs±Q∗. Il s’agit donc de la
représentation d’un test de fretting de mode I et en glissement partiel.

(a) Boucle de fretting (b) Cisaillements

FIG . 3.6:Le problème de contact avec un effort tangentiel oscillant [JOH 85]

La boucle de fretting est donnée à la FIG.3.6. Entre O et A, le déplacement de corps
rigideδx et la distribution de cisaillement sont donnés par les équations précédentes. Pen-
dant le déchargement, c’est-à-dire entre A et C, le cisaillement devient

qx =−
3µP0

2πa3(a2− r2)1/2, c′ ≤ r ≤ a, (3.28a)

qx =−
3µP0

2πa3

{
(a2− r2)1/2−2(c′2− r2)1/2

}
, c∗ ≤ r ≤ c′, (3.28b)

qx =−
3µP0

2πa3

{
(a2− r2)1/2−2(c′2− r2)1/2 +(c2− r2)1/2

}
, r ≤ c∗. (3.28c)

La zone de glissement est désormais définie par

c′3/a3 =
1
2
(1+c3

∗/a3), (3.29)

oùc∗ est la valeur dec au point A. Quant au déplacement de corps rigide il s’écrit

δx =
3µP0

16a

(
2−ν1

G1
+

2−ν2

G2

){
2

(
1−

Q∗−Q
2µP0

)2/3

−

(
1−

Q∗

µP0

)2/3

−1

}
. (3.30)

Une boucle de Fretting va être reproduite pour comparer les solutions obtenues par le
calcul aux solutions analytiques. Le trajet de chargement est défini à la figure FIG.3.7(a).

Fretting et usure des contacts mécaniques : modélisation numérique 107



3. Validation du modèle de contact

Les données du contact circulaire précédent sont réutilisées. Le chargement normalP est
de 400 N. Un coefficient de frottementµ=0,1 est choisi. L’effortQx oscille entre±0,9µ·P
pour ne pas dépasser la limite de frottement.
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FIG . 3.7: Simulation du problème de Cattaneo-Mindlin

Une simulation du contact adhérant est préalablement effectuée avec un coefficient de
frottement infini. Les solutions en cisaillement sont comparées et validées sur la figure
FIG.3.8 pour le chargement correspondant au point A, cf. FIG.3.7(a). Les pics de cisaille-
ments sont retrouvés par le calcul. Un léger décalage est visible à cause de la taille du
contact qui diffère légèrement. Pour un rayon supérieur à 0,85 fois le rayon de contact, la
loi de Coulomb n’est pas respectée pour un frottement de 0,1.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
0

0.1

0.2

0.3

0.4

x/a

q x
/p

0
(M

P
a)

 

 

µ · p - Analytique

µ · p - Code SA

A ; Qx = 36 N - Analytique

A ; Qx = 36 N - Code SA

FIG . 3.8:Contraintes en surface du contact tangentiel adhérant

Les résultats de la simulation du contact en glissement partiel sont analysés en terme
de contraintes à la figure FIG.3.9. Les résultats analytiques et numériques sont comparés
au point de chargement maximal A, puis au point de déchargement B correspondant à
un effort tangentiel nul. À cette instant il existe toujoursdes contraintes de cisaillement à
l’interface qui ne s’annulent pas mais s’équilibrent. Les solutions obtenues par le calcul
aux points intermédiaires A’ et B’, correspondent à un même chargement mais pour les
phases de chargement croissant et décroissant respectivement. Pendant le chargement le
cisaillement est limité aux bords parµp, le glissement se fait dans cette zone et dans le
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FIG . 3.9:Contraintes en surface du contact tangentiel en glissement partiel

sens inverse du cisaillement. Pendant le déchargement le cisaillement est limité par−µp
et caractérise un glissement qui a changé de sens.

Les solutions en terme de glissement sont données à la figure FIG.3.10. Cette dis-
tribution de glissement n’est pas axisymétrique. Les résultats obtenus numériquement et
analytiquement sont identiques. Il faut souligner qu’une des hypothèses faites par Mind-
lin dans la résolution du problème est la non-considérationdes déplacements élastiques
engendrés dans la directiony. Ces déplacements sont négligeables. Les résultats des simu-
lations numériques obtenus en tenant compte ou non du couplage entre les deux directions
tangentielles sont identiques, ce qui conforte cette dernière hypothèse. On peut néanmoins
observer l’existence d’un angle faible (cf. FIG.3.11) entre les glissements obtenus avec la
simulation considérant le couplage et la directionx. Représentés graphiquement les vec-
teurs cisaillements sont presque colinéaires à cette direction x et sont bien opposés et
colinéaires aux glissements, cf. FIG.3.12.

FIG . 3.10:Glissements du contact tangentiel en glissement partiel
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FIG . 3.11:Angle entre les directions de glissement et l’axex pour la simulation du contact
tangentiel en glissement partiel

(a) (b) (c)

FIG . 3.12: Représentation vectorielle des glissements et cisaillements pour le problème
de Mindlin, solution numérique avec couplage tangentiel
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3.1.3 Sphère en torsion

Le problème de la sphère en torsion a également été traité parMindlin [MIN 49]. Ce
cas s’apparente au fretting de mode III. Un contact circulaire sous chargementP est sou-
mis à un moment de torsionMz. Le moment de torsion ne doit pas dépasser une certaine
valeur pour rester en condition de glissement partiel. Les solutions sont reprises par John-
son [JOH 85] et détaillées par Dintwa [DIN 05] pour deux matériaux identiques. Dans le
repère cylindrique(r,θ,z), le cisaillement s’exprime

qθ =
3µP
2πa2

(
1−

r2

a2

)1/2

, c≤ r ≤ a, (3.31a)

qθ =
3µP
(πa)2

(
1−

r2

a2

)1/2[π
2

+k2D(k)F(k′,ϕ)−K(k)E(k′,ϕ)
]
, r ≤ c, (3.31b)

où

k =
√

1− (c/a)2 =
√

1−k′2, (3.32a)

k′ = c/a, (3.32b)

ϕ = arcsin
1
k′

√
k′2− (r/a)2

1− (r/a)2 . (3.32c)

(3.32d)

Cette solution fait appel aux intégrales elliptiques de première et seconde espèce de
modulek′ et d’amplitudeϕ, F(k′,ϕ) etE(k′,ϕ) respectivement.D(k) est l’intégrale ellip-
tique complète de modulek et donnée parD(k) = (K(k)−E(k))/k2, où K et E sont les
intégrales elliptiques complètes de première et seconde espèce.

L’angle de torsion est lié au rayonc par

φz =
3µP

4πGa2k2D(k). (3.33)

Le moment de torsion est donné par

Mz =
µPa
4π

{
3π2

4
+k′k2[6K(k)+(4k′2−3)D

]
−3kK(k)arcsin(k′)

−3k2
[
K(k)

∫ π/2

0

arcsin(k′ sinα) dα
(1−k′2sin2α)3/2

−D(k)
∫ π/2

0

arcsin(k′ sinα) dα
(1−k′2sin2α)1/2

]}
. (3.34)

Le moment de torsion limite pour atteindre le glissement total de la surface de contact
est donné par

Mz(max) =
3π
16

µPa. (3.35)

Le contact circulaire précédent est simulé avec un moment detorsionMz=5 N·mm.
L’angle de rotation rigideφz obtenu par le calcul numérique est de 0,0832 degré. L’erreur
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par rapport à la solution analytique de 0,0831 degré est de 0,1%. La distribution de ci-
saillement trouvée par le calcul est validée par rapport à lasolution analytique à la figure
FIG.3.13. La simulation doit être effectuée en tenant compte ducouplage entre les deux
directions tangentielles. Autrement une légère composante radiale de cisaillement peut
apparaître, cf. FIG.3.14. Les cisaillements et glissements obtenus numériquement sont
bien circonférentiels et de signe opposé, cf. FIG.3.15.
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FIG . 3.13:Contraintes en surface du contact tangentiel sous l’effet d’un moment de tor-
sion

(a) Sans couplage tangentiel (b) Avec couplage tangentiel

FIG . 3.14: Erreur sur la direction du cisaillement pour la simulation de contact en torsion
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(a) (b) (c)

FIG . 3.15: Représentation vectorielle des glissements et cisaillements pour la sphère en
rotation, solution numérique avec couplage tangentiel
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3.1.4 Sphère chargée normalement avec frottement

La solution du contact de Hertz est donnée en considérant un frottement nul à l’inter-
face. Or lorsque ce frottement n’est pas nul et si les propriétés élastiques des deux corps
sont différentes, un couplage entre le problème normal et tangentiel existe ; un cisaille-
ment tangentiel radial apparaît. Dans le cas d’un contact totalement adhérant, l’équation
du cisaillement a été détaillée par Goodman [GOO 62]. Cette solution ne vérifie pas la loi
de Coulomb localement à la périphérie du contact. Une zone de glissement doit être prise
en compte. Le glissement est dirigé radialement, ce cas s’apparente donc au fretting de
mode II. La zone de glissement est un disque de rayon supérieur a et de rayon inférieurc.
D’après Spence [SPE 75]c vérifie

a
2c

ln

(
a+c
a−c

)
=

β
µ

K ′(c/a), (3.36)

oùK ′(c/a) = K(
√

1− (c/a)2). Cette expression est fonction de la constante,

β =
1
2

[
(1−2ν1)/G1− (1−2ν2)/G2

(1−ν1)/G1 +(1−ν2)/G2

]
. (3.37)

Ce paramètre proposé par Dundurs [DUN 72] permet de caractériser la dissimilarité des
matériaux. Il prend les valeurs extrêmes±0,5. Ces valeurs sont atteintes lorsqu’un des
corps est rigide et l’autre a un coefficient de poisson nul. Ce paramètre est nul pour des
matériaux élastiques similaires mais également pour deux matériaux incompressibles (ν =
0,5).

Une série de simulations est effectuée avec le contact circulaire précédent. Le coef-
ficient de Poisson de chaque corps est modifié pour obtenir unβ non nul tout en gar-
dant le module d’Young équivalent constant. On choisitν1 = 0,06 etν2 = 0,42, ce qui
correspond à unβ de 0,1938. Cinq simulations sont effectuées pour des coefficients de
frottement de 0,05, 0,075, 0,1, 0,15 et 0,2. Le chargement est appliqué incrémentalement.
Le chargement ne peut être appliqué directement. Le frottement est un phénomène non-
linéaire qui dépend du trajet de chargement. De cette manière il est possible de valider
la loi émise par Spence à l’équation (3.36). Le rapport entrela zone d’adhérence et le
rayon de contact est constant pour un même rapportµ/β. On doit alors observer un rap-
port constant au cours du chargement. Mais ce rapport est établi après au moins deux
incréments puisque la solution dépend de l’historique. La figure FIG.3.16(a) représente
l’évolution de ce ratio pour chaque coefficient de frottement en fonction du chargement.
Plus le coefficient de frottement est élevé plus la zone d’adhérence est grande. C’est ce
constat qu’exprime la loi de Spence. Un vérification entre lacourbe théorique et les va-
leurs obtenues par le calcul est donnée à la figure FIG.3.16(b). Il faut cependant nuancer
cette comparaison. Spence établit cette loi en considérantl’effet du chargement normal
sur le problème tangentiel, mais néglige l’effet du chargement tangentiel sur le problème
normal. Pour unµsupérieur à 0,075, les résultats de la simulations sont validés. Par contre
pour des valeurs inférieures, un écart assez important est constaté. On peut expliquer en
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partie ce résultat à partir des incertitudes sur le calcul. D’une part le coefficient de frot-
tement étant faible, les cisaillements sont faibles. D’autre part plus la taille de la zone
d’adhérence est réduite plus une erreur sur l’estimation durayon peut être faite. Enfin ce
résultat souligne néanmoins les limites du code pour des zones d’adhérence très faibles.
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FIG . 3.16: Ratioc/a des simulations de contact normal avec frottement
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FIG . 3.17: Pressions et cisaillements sur la surface de contact

La figure FIG.3.17(a) reprend les pressions de contact (en gris) et les cisaillements
obtenus au dernier incrément pour chaque simulation. La forme arrondie des cisaillements
ne peut être obtenue qu’à partir d’un chargement incrémental. La solution est bien radiale
et anti-symétrique, cf. FIG.3.20. La solution obtenue en un seul incrément est comparée
pour le casµ=0,1 à la figure FIG.3.17(b). On note que pour le coefficient de frottement le
plus important, la pression est bruitée. Ce bruit résulte du pas d’incrémentation. Ce dernier
est choisi pour charger le contact en 10 incréments pour chaque simulation. Or plus le
coefficient de frottement est élevé, plus la zone d’adhérence est grande. L’extension en
valeur absolue de la zone d’adhérence entre chaque incrément de chargement est plus
importante. La solution étant déterminée à partir du pas précédent, il s’en suit une erreur
plus importante lorsque la taille de la zone d’adhérence estgrandement augmentée. Ce
défaut est illustré à la figure FIG.3.19, où sont représentés les pressions et cisaillements au
cours du chargement pour un frottementµ de 0,01, 0,1 et 0,25. On distingue clairement le
premier incrément ou le rapportc/aest inférieur au suivant et donc au résultat donné par la
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Loi de Spence. On note que le rapportc/a peut être observé par l’angle entre l’axe desx et
la droite qui passe par 0 et le point délimitant la zone d’adhérence et de glissement. Cette
angle n’est pas nettement constant pourµ=0,01, ce qui souligne le manque d’efficacité du
code pour des zones d’adhérence très faibles. Enfin on voit clairement que pourµ=0,25,
l’angle est très faible, les zones de glissement et d’adhérence ne se superpose pas entre
les incréments, d’où l’apparition du bruit sur la solution en cisaillement.

On peut observer à la figure FIG.3.17(a) une élévation de la pression maximale qui
diffère donc de celle de Hertz. Cette élévation augmente avecle coefficient de frottement,
puis se stabilise vers une valeur constante, cf. FIG.3.18.
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FIG . 3.18:Évolution de la pression maximale en fonction du coefficientde frottement
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FIG . 3.19: Pressions et cisaillements du contact normal avec frottement à chaque incré-
ment de chargement
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(a) (b) (c)

FIG . 3.20: Représentation vectorielle des glissements et cisaillements pour la sphère en
contact normal avec frottement

Fretting et usure des contacts mécaniques : modélisation numérique 117



3. Validation du modèle de contact

3.2 Extension des résultats

3.2.1 Contact poinçon-plan

Les simulations précédentes ont permis de valider différents aspects du code.
– le problème normal piloté à partir d’un effort ;
– le problème tangentiel piloté à partir d’un effort ;
– le problème tangentiel avec un moment de torsion ;
– le couplage entre le problème normal et tangentiel ;
– le calcul des contraintes en sous-couches.
On peut facilement obtenir des résultats équivalents pour le problème normal et pour

le problème tangentiel piloté à partir d’un déplacement. Ilreste à démontrer la résolution
du problème normal avec un moment de flexion. Ce point ne sera pas validé avec des
solutions analytiques mais une étude sur le contact poinçon-plan sera faite. On considère
un poinçon axisymétrique (cf. FIG.3.21) constitué d’une zone centrale plane de rayonRa,
et d’un rayon de courbureRc aux bords. La géométrie du poinçon est décrite par

z2 = f2(r =
√

x2 +y2) =

{
0, 0≤ r ≤ Ra,

− 1
2Rc

(r−Ra)
2, Ra≤ r.

(3.38)

FIG . 3.21:Géométrie du contact poinçon-plan

Une solution analytique est donnée par Ciavarella pour cettegéométrie sous l’effet
d’un effort normal et tangentiel en glissement partiel [CIA 99]. Dans un premier temps,
les simulations du code peuvent être validées pour ce problème en comparant l’exten-
sion du rayona de la zone de contact pour un chargementP croissant avec la formule
analytique suivante,

P =
E∗R3

a

3Rc

3sinφ0 +sin3φ0−3φ0cosφ0

cos3φ0
, (3.39)
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où cosφ0 = Ra
a et 1

E∗ =
1−ν2

1
E1

+
1−ν2

2
E2

. Les propriétés des deux matériaux sont
E=200 000 MPa etν=0,3. La géométrie est définie avecRa=0,1 mm etRc=0,2 mm. Le
contact normal est résolu pour différentes valeurs du chargement normal :P =40, 170,
450, 1050, 2450, 6100, 17600 N. Les distributions de pression et cisaillement adimen-
sionnées par la valeur moyenneP/πa2 sont tracées sur le figure FIG.3.22(b). On retrouve
bien une solution axisymétrique et cette distribution de pression est similaire à celle don-
née par Ciavarella [CIA 99]. Le contact tangentiel est également résolu pour un effort
Qx = 0,9µ ·P, avecµ = 0,9. Le rayon de la zone de contact est défini para. Le couple
rayon de contacta - chargement normalP est validé avec la solution analytique précé-
dente. Le tracé de ce résultat est donné à la figure FIG.3.22(a).

0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

1

2

3x 10
4

Ra/a

P
(N

)

 

 

Analytique
Code SA

(a) Extension de la zone de contact

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.5

1

1.5

2

2.5

r/a

p
π
a
2
/P

et
q x

π
a
2
/(

µ
P

)

(b) Pression et cisaillement

FIG . 3.22:Effets du chargement normal et tangentiel pour le contact poinçon-plan (µ=0,9)

À présent la simulationP=170 N est prise pour référence. Le chargement normal est
appliqué au pointx= y= 0. Le moment de flexion est nul. Le code est utilisé en imposant
cette fois-ci la position du centre de pression, c’est-à-dire le point d’application du charge-
ment normal ou le moment de flexion autour du pointO. Une série de simulations est faite
pour un centre de pressionP(xp,yp), avecyp = 0 etxp = 0, 0,05Ra, 0,1Ra, 0,2Ra, 0,3Ra,
0,4Ra, 0,5Ra et 0,6Ra. La distribution de pression n’est alors plus axisymétrique. Celle-ci
est donnée le long de l’axex à la figure FIG.3.23. Les valeurs sont adimmensionnées avec
la pression moyenne et la largeur de contacta de la simulation de référence (xc = 0). On
peut observer un décalage vers lesx positifs du champ de pression ainsi qu’une augmen-
tation sensible de la pression maximale. Cette augmentationde pression est donnée à la
figure FIG.3.24. Ne pas prendre en compte la position du centre de pression pour ce type
de géométrie peut donc mener à obtenir des résultats éloignés de la réalité. Le centre de
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pression a également un impact important sur les contraintes obtenues en sous-couches.
Les contraintes de von Mises sont calculées pour le contact poinçon-plan sans frottement,
cf. FIG.3.25.
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FIG . 3.25: Effet du centre de pression sur les contraintes en sous-couche du contact
poinçon-plan
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3.2.2 Étude du contact circulaire et elliptique

Dans cette partie nous allons mener une étude étendue des contacts elliptiques et cir-
culaires sur des situations qui ne présentent pas de solution analytique. Dans un pre-
mier temps il s’agira d’étudier le problème d’indentation normale avec frottement sur un
contact elliptique dont les deux corps sont élastiquement différents. Ensuite une étude
du problème de Cattaneo-Mindlin est effectuée dans le cadre du contact elliptique notam-
ment à travers l’observation du champ de contraintes en sous-couche. Ensuite le problème
de Cattaneo-Mindlin sera abordé dans le cadre du contact circulaire mais pour des couples
de matériaux aux propriétés élastiques différentes.

3.2.2.1 Indentation normale avec frottement d’un contact elliptique

E1 (GPa) E2 (GPa) E1/E2 β Rx2 (mm) Ry2 (mm) P (N)

900 112,5 8 0,2222 10 3,3662 134,89
900 112,5 8 0,2222 10 1,13315 35,119

TAB . 3.1: Simulations effectuées pour l’étude du problème d’indentation normale avec
frottement dans le cas du contact elliptique

Une série de simulations est effectuée à partir de deux géométries ellipsoïde-plan dé-
finies au tableau 3.1. Le rayon enx est gardé constant tandis que celui autour dey est
modifié autour de deux valeurs. Les propriétés élastiques des deux matériaux sont diffé-
rentes, pour cela on modifie seulement leur module d’Young. Le coefficient de Poisson
est gardé àν = 0,3. Le module d’Young équivalent est égal à celui du coupleE1 = E2 =
200 000 MPa,ν1 = ν2 = 0,3. Le chargement normal est choisi pour obtenir une pression
de Hertz égale àp0 = 2106,491 MPa, c’est-à-dire égale à celle du chargement de 400 N
sur le contact sphère-plan de rayon 10 mm et de même module d’Young équivalent. La
constante de Dundurs qui caractérise le couplage entre le problème normal et tangentiel
estβ = 0,2222. Étant donné cette valeur, on choisit d’effectuer ces simulations avec un
coefficient de frottementµ à 0,05, 0,1, 0,15, 0,2 et 0,25.

Comme pour le contact circulaire, une zone de glissement apparaît au bord de la zone
de contact. Cette zone de glissement est elliptique. Les dimensions de la zone d’adhé-
rence sont relevées dans les directionsx et y. On les notera respectivementca et cb. Les
dimensions de l’ellipse de contact sonta et b. La zone de glissement s’apparente plutôt à
un anneau de largeur constante. Pour un même rapportµ/β, on observe donc un rapport
cb/b inférieur àca/a , où b est la plus grande demi-largeur de l’ellipse. Pour un contact
dont l’ellipticité augmente, le rapportcb/b tend à diminuer tandis queca/a augmente,
cf. FIG.3.26. Une courbe comme celle de Spence donnée pour le contact circulaire peut
être tracée. Les résultats du contact elliptique encadrentdonc cette dernière, cf. FIG.3.26.
On peut ajouter le cas limite du contact linéique qui borne bien les résultats du contact
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elliptique. Cette formule donnée également par Spence [SPE 75] est

K (c/a)

K ′ (c/a)
=

β
µ
, (3.40)

oùK ′(c/a) = K(
√

1−c2/a2), etK(c/a) est une intégrale complète elliptique de seconde
espèce.
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FIG . 3.26:Loi de Spence pour un contact elliptique
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3.2.2.2 Problème de Cattaneo-Mindlin pour un contact elliptique

La simulation de référence est celle présentée à la section 3.1.2 page 106. Le contact
est circulaire. Le rayon de courbure de la sphère estRx = Ry = 10 mm. Les propriétés
des deux corps sontE1 = E2 =200 000 MPa etν1 = ν2 = 0,3. Le chargement normalP
est de 400 N. On applique de la même façon un chargement tangentiel Qx oscillant entre
±0,9µ ·P. Des coefficients de frottementµ de 0,1, 0,3, 0,4 et 0,9 sont choisis dans un
premier temps. Pour tester l’insensibilité du code au coefficient de frottement, on peut
vérifier que les boucles de fretting obtenues sont bien indépendantes du frottement choisi.
Pour rappel, la phase ascendante à partir du chargement nul de la boucle de fretting est
donnée à l’équation (3.26) et peut se réécrire

δx

µP
=

3
16a

(
2−ν1

G1
+

2−ν2

G2

){
1−

(
1−

Qx

µP

)2/3
}

. (3.41)

Les boucles de fretting sont redimensionnées pour ne pas intégrer ni le coefficient de
frottement, ni le chargement normal à la figure FIG.3.27. Pour les quatre coefficients de
frottement choisis, ces boucles de fretting se superposentparfaitement. Une observation
des contraintes va être faite dans l’étude du contact elliptique de cette section et l’étude
du contact circulaire de la section suivante. Pour ne pas multiplier les résultats, deux co-
efficients de frottement sont choisis. C’est à partir de l’observation des contraintes en
sous-couche dans le planOxzque l’on va faire le choix des deux coefficients à conserver.
Les contraintes en sous-couche sont donc représentées à l’annexe A page 189 à la figure
FIG.A.1 et la figure FIG.A.2 respectivement pour l’incrément maximum de chargement
A (Qx positif) et pour l’incrément B oùQx s’annule. Comme pour le problème de contact
hertzien glissant, la contrainte maximale est en sous-couche pour un coefficient de frot-
tement inférieur ou égal à 0,3 et atteint la surface pour un frottement supérieur à 0,3. La
suite de l’étude sera donc menée avec un coefficient de frottementµ de 0,3 et de 0,9.

L’intérêt du mécanicien dans l’étude des contraintes est dedéterminer et quantifier
le risque de formation de fissures. Cet endommagement est prépondérant pour le fret-
ting dans le cas du glissement partiel. Un maximum de contrainte en surface est plus
néfaste. Les risques de fissuration sont donc plus grand pourun frottement de 0,9 que
de 0,3. Un premier point à observer est donc la position du maximum des contraintes.
On choisira donc de tracer l’historique de la position du maximum de contrainte ainsi
que la valeur de cette contrainte maximale en fonction de la profondeur au cours de la
boucle de fretting. Tous les points du chargement son représentés, le premier point où le
contact est seulement chargé normalement, les points suivants qui correspondent au pre-
mier chargement de 0 vers+0,9µ ·P, et les points du cycle de fretting proprement dit.
Pour étudier et quantifier les risques de fissuration, il fautchoisir un critère. Le critère de
Dang Van est habituellement utilisé pour la fatigue de contact en comportement élastique
à grand nombre de cycles [DAN 02, FOU 96a]. Il s’agit d’un critère multi-axial où le ci-
saillement de Tresca (τ = 1

2 supi 6= j(
∣∣σi−σ j

∣∣) et la pression hydrostatique (ph = 1
3 ∑(σii ))

interviennent. Si pendant le trajet de chargement l’influence combinée de ces deux va-
riables présentent un maximum supérieur à une valeur limitealors il y a un risque d’ap-
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parition de fissures (τ(t)+αph(t) > β). Ce risque est quantifié au travers du paramètred,
cf. FIG.3.28. De façon équivalente, il s’agit de tracer l’évolution deτ en fonction deph

et de vérifier que tous les points restent sous une droite définissant le critère. Ce critère
est à appliquer à tous les points du solide. Dans les exemplesqui vont suivre, nous nous
intéresserons uniquement au point le plus chargé au sens de la contrainte équivalente de
von Mises. Ce point est observé à chaque inversion du chargement tangentiel, c’est-à-dire
lorsqueQx = ±0,9µP. Les résultats seront donc donnés pour le point le plus chargé au
point A du trajet de chargement. Une première série de résultats est donnée pour le contact
circulaire et les deux coefficients de frottementµ=0,3 et 0,9, cf. FIG.3.29. La contrainte
maximale (cf. FIG.3.29(a)) reste en profondeur proche de celle du contact hertzien clas-
sique (0,48a), pour un coefficient de 0,3 alors que pour un coefficient de 0,9, elle monte
en surface et oscille de part et d’autre de la zone de contact tout en restant dans la zone de
glissement, du coté desx positifs pour un effortQx négatif et inversement. La valeur de la
contrainte maximale (cf. FIG.3.29(b)) reste proche de celle du contact hertzien classique
(σvonMises MAX= 0,61p0, pourν = 0,3) pour un frottement de 0,3 alors que pour un frotte-
ment de 0,9 elle va fortement augmenter pour atteindre une valeur maximale de 1,457p0.
Le trajet du cisaillement de Tresca en fonction de la pression hydrostatique est donné à la
figure FIG.3.29(c). Le trajet pourµ= 0,9 à une amplitude beaucoup plus importante que
le trajet pourµ= 0,3 qui est quasiment stationnaire.
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FIG . 3.27: Boucles de fretting obtenues pour le contact circulaire à partir de plusieurs
coefficients de frottement
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FIG . 3.28:Le critère de fatigue multi-axial de Dang Van [FOU 96a]
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FIG . 3.29: Étude des contraintes dans le planOxz pour le problème de Mindlin d’un
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À présent le problème de Mindlin est réalisé sur des géométries ellipsoïde-plan.
Les données géométriques sont répertoriées dans le tableauTAB .3.2. Le chargement
et les rayons de courbure sont choisis de façon à conserver une pression de Hertz
p0 = 2 106,491 MPa et des rapports d’ellipticitéa/b d’environ 30, 16, 8, 4, 2, 1, 1/2,
1/4, 1/8, 1/16 et 1/30.

Rx2 (mm) Ry2 (mm) P (N) a/b b/a

10 10 400 1 1
10 29,707 1190,4 0,4857 2,0589
10 88,2498 2735,1 0,2405 4,1580
10 262,1624 5670,5 0,1223 8,1766
10 778,8023 11104 0,0637 15,699
10 2313,5775 21067 0,0338 29,587
10 3,3662 134,89 2,0587 0,4857
10 1,13315 35,119 4,1574 0,2405
10 0,38144 8,2505 8,1790 0,1222
10 0,12840 1,8308 15,701 0,0637
10 0,04322 0,39358 29,500 0,0339

TAB . 3.2: Simulations effectuées pour l’étude du problème de Cattaneo-Mindlin dans le
cas du contact elliptique

La boucle de fretting est tracée pour ces différentes simulations, cf. FIG.3.30. La demi-
largeur de contact intervient dans la boucle de fretting comme l’indique l’équation (3.41)
dans le cas du contact circulaire. Pour ne pas tenir compte dela taille du contact, il faut
donc redimensionner la boucle en multipliant le terme de déplacementδx para. On peut
alors souligner l’influence de l’ellipticité du contact surla raideur tangentielle du contact.
Plus le contact est allongé (tend vers un contact linéaire) dans la direction transversale au
mouvement, plus le contact est raide.

Les distributions en surface de pression et de cisaillementsont données dans l’annexe
B sur la figure FIG.B.1 à la page 192. La solution pour un contact elliptique se révèle
être la même que pour le contact circulaire. Les contraintesen sous-couches sont données
aux figures suivantes dans la même annexe, pour les deux frottements et pour les points
de chargement A et B. Pour analyser les résultats, un tracé de la position du point le plus
chargé selon la contrainte équivalente de von Mises est donné aux figures FIG.3.31(a)
et FIG.3.31(b) ainsi que sa valeur à la FIG.3.31(c) pour les différents rapports d’ellipti-
cité. Pour un coefficient de frottement de 0,3, la contraintemaximale s’enfonce légère-
ment pour un rapport d’ellipticité s’éloignant de 1. Cette profondeur tend vers une valeur
constante excepté pour la contrainte au point de chargementA où pour un rapportb/a
augmentant après un premier éloignement de la contrainte par rapport à la surface, cette
dernière a ensuite tendance à se rapprocher. La position enx est proche de 0, donc centrée
par rapport au contact pour un rapporta/b très grand (vers la configuration cylindre-plan
dont la longueur est dans la direction du mouvement) et tend vers une valeur positive pour
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un rapportb/a qui augmente. En résumé, les contraintes centrées par rapport au contact
bascule vers lesx positifs pour un rapportb/a qui augmente. La valeur maximale de la
contrainte de von Mises diminue légèrement lorsque l’ellipticité augmente. Pour un co-
efficient de frottement de 0,9, le maximum reste toujours en surface. La position enx,
initialement enx négatif pour une ellipticité faible passe auxx positifs pour des valeurs
d’ellipticité qui augmentent. La valeur maximale de la contrainte de von Mises diminue
de façon générale lorsque l’ellipticité augmente et ce de manière plus prononcée pour le
point de chargement B et un rapportb/a qui augmente.
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FIG . 3.30:Boucles de fretting obtenues pour le contact elliptique pourdifférents rapports
d’ellipticité
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FIG . 3.31: Étude des contraintes dans le planOxz pour le problème de Mindlin d’un
contact elliptique pour plusieurs rapports d’ellipticité
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Les cas extrêmesa≈ 30b, b≈ 30a et la simulation de référence sont repris à la figure
FIG.3.32 pour le coefficient de frottement 0,3 et 0,9. Le point dont la contrainte est maxi-
male au point de chargement A est suivi le long du chargement,en observant ses coordon-
nées (cf. FIG.3.32(a) et FIG.3.32(b)), la valeur de la contrainte équivalente de von Mises
et la profondeur (cf. FIG.3.32(c) et FIG.3.32(d)), et le tracé du cisaillement de Tresca en
fonction de la contrainte hydrostatique (cf. FIG.3.32(e) et FIG.3.32(f)). Pour le frottement
de 0,3, il a déjà été souligné que la contrainte maximale se trouvait en profondeur et ce
pour des valeurs plus importantes lorsque l’ellipticité augmente. On note bien également
à la figure FIG.3.32(a) que plus on se rapproche d’un contact cylindrique transversal à
la direction du mouvement, plus les contraintes ont tendance à basculer par rapport àx.
La figure FIG.3.32(e) montre que le contact sphérique est ici le plus contraignant au sens
du critère de fatigue multi-axial de Dang Van. Pour un coefficient de frottement de 0,9,
la contrainte maximale est en surface, et est la plus excentrée du centre (selonx) pour
le contact sphérique, cf. FIG.3.32(b). La figure FIG.3.32(f) montre ici également que le
contact sphérique est le plus contraignant au sens du critère de fatigue multi-axial de Dang
Van.
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(e) Trajet du point le plus chargé (au sens de
σvonMises) en terme de pression hydrostatique et de
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(f) Trajet du point le plus chargé (au sens de
σvonMises) en terme de pression hydrostatique et de

contrainte de cisaillement de Tresca -µ= 0,9

FIG . 3.32: Étude des contraintes dans le planOxz pour le problème de Mindlin d’un
contact elliptique au cours du chargement pour plusieurs rapports d’ellipticité
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3.2.2.3 Problème de Cattaneo-Mindlin pour un contact circulaire et un couple de
matériaux différents

Le problème de Cattaneo-Mindlin pour un contact circulaire,mais pour des couples
de matériaux différents est ici étudié. Les deux matériaux étant différents, il existe un
couplage entre le problème normal et tangentiel. Les simulations sont menées à partir de
la géométrie et du chargement de référence. Les modules d’Young des deux matériaux
vont être changés et ce de façon à conserver un module d’Youngéquivalent égal à la
simulation de référence. Les données des simulations sont répertoriées dans le tableau
TAB .3.3. Les différentes simulations on été faites pour un rapport E1/E2 de 1, 2, 4 et
8. Dans le tableau a été également ajoutée la valeur de la constante de Dundursβ qui
quantifie le degré de couplage entre problème normal et tangentiel.

E1 (GPa) E2 (GPa) E1/E2 β
200 200 1 0
300 150 2 0,0952
500 125 4 0,1714
900 112,5 8 0,2222

TAB . 3.3: Simulations effectuées pour l’étude du problème de Cattaneo-Mindlin dans le
cas du contact circulaire avec des matériaux aux propriétésélastiques différentes

Le tracé des boucles de fretting est donnée à la figure FIG.3.33 pour les deux coeffi-
cients de frottement. Un léger décalage apparaît lorsque les deux matériaux différent. Ce
décalage augmente avec le degré de couplage et est plus marqué pour un coefficient de
0,3 que de 0,9. Pour un coefficient de 0,9 le cisaillement est plus important que pour un
coefficient de frottement de 0,3. La contribution des cisaillements sur les déplacements
élastiques tangentiels est donc plus importante pour un coefficient de frottement fort, alors
que la contribution des pressions de contact sur les déplacements élastiques tangentiels est
indépendante du frottement et reste donc la même. D’où un décalage de la boucle de fret-
ting plus important pour un coefficient de frottement faible. Ce décalage va dans le sens
d’un contact moins raide dans la direction tangentielle.

Les distributions en surface de pression et de cisaillementsont données dans l’annexe
C à la page 201. Les solutions sont données aux points A et B du chargement pourµ= 0,3
aux figures FIG.C.1 et FIG.C.2 respectivement et pourµ= 0,9 aux points A (FIG.C.3) et
B (FIG.C.4) également. On observe principalement une pression maximale qui augmente
par rapport à la pression de Hertz pour un couplage qui augmente. Les résultats ne sont
plus symétriques selonx lorsque les matériaux sont différents, excepté pourqy qui reste
négligeable. Les contraintes en sous-couches sont donnéesaux figures FIG.C.5, FIG.C.6,
FIG.C.7 et FIG.C.8, pour les deux frottements et pour les points de chargement A et B.
La solution en pression est plus éloignée de celle de Hertz pour un frottement fort, alors
que la solution en cisaillement est plus éloignée de celle deMindlin pour un coefficient de
frottement faible. De façon générale, pour des matériaux différents (par exemple un cas
récurrent dans la littérature est celui du massif rigide surun massif élastique) la solution
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donnée par Mindlin pour la distribution de cisaillement devient très vite approximative.
Les contraintes en sous-couches correspondantes sont données dans la même annexe aux
pages suivantes. Pour résumer l’état de contraintes, le tracé de la position et de la valeur
de la contrainte équivalente de von Mise maximale pour les deux corps est donnée à la
figure FIG.3.34. On observe peu de variations pour des rapportsE1/E2 inférieur ou égal
à 4 de la position du maximum de la contrainte de von Mises. Cependant pourµ=0,3 au
point de chargement A et pour un rapport égal à 8, on peut observer que le maximum de
contrainte passe en surface pour le corps 2 (cf. FIG.3.34(a)), c’est-à-dire le moins rigide.
Pourµ = 0,9 et pour un rapportE1/E2 égal à 8, au point de chargement B, le maximum
de contrainte se trouve à une valeurx négative pour le corps 2 (le moins rigide) au lieu
d’une valeurx positive pour des rapports inférieurs à 8.
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FIG . 3.33: Boucles de fretting obtenues pour le contact circulaire pourdes couples de
matériaux différents
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FIG . 3.34: Étude des contraintes dans le planOxz pour le problème de Mindlin d’un
contact circulaire pour plusieurs couples de matériaux - symbole× corps 1, symbole◦

corps 2
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Le cas extrêmeE1 = 8E2 et la simulation de référence sont repris à la figure FIG.3.35
pour le coefficient de frottement 0,3 et 0,9. Les résultats sont donnés pour les deux corps
en vis-à-vis. Le point dont la contrainte est maximale au point de chargement A est suivi
le long du chargement, en observant ses coordonnées (cf. FIG.3.35(a) et FIG.3.35(b)),
la valeur de la contrainte équivalente de von Mises et la profondeur (cf. FIG.3.35(c) et
FIG.3.35(d)), et le tracé du cisaillement de Tresca en fonctionde la contrainte hydrosta-
tique (cf. FIG.3.35(e) et FIG.3.35(f)). Pour le frottement de 0,3, le maximum se trouve
en profondeur pour la simulation de référence. Lorsque les matériaux différent, on peut
observer que la position des points en profondeur est équivalente à la simulation de réfé-
rence, mais ces points restent beaucoup plus regroupés dansla directionx par rapport à la
simulation de référence. À certains incréments du chargement, le maximum peut atteindre
la surface et ce pour les deux corps. La figure FIG.3.35(e) montre que le contact pour des
matériaux différents est ici le plus contraignant au sens ducritère de fatigue multi-axial de
Dang Van. Cependant ce résultat est à relativiser puisque lesmatériaux sont différents les
paramètres du critère de fatigue le sont également. Pour un coefficient de frottement de
0,9, la contrainte maximale est en surface, et est la plus proche du centre (selonx) pour le
contact où les matériaux sont différents, cf. FIG.3.35(b). La figure FIG.3.35(f) montre ici
également que le contact pour des matériaux différents peutêtre plus contraignant au sens
du critère de fatigue multi-axial de Dang Van pour le corps 2 (le moins rigide) et moins
contraignant pour le corps 1 (le plus rigide). Là encore les résultats sont à nuancer puisque
les matériaux sont différents les paramètres du critère de fatigue le sont également.
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(f) Trajet du point le plus chargé (au sens de
σvonMises) en terme de pression hydrostatique et de

contrainte de cisaillement de Tresca -µ= 0,9

FIG . 3.35: Étude des contraintes dans le planOxz pour le problème de Mindlin d’un
contact circulaire au cours du chargement pour plusieurs couples de matériaux
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Chapitre 4

Applications

Le code développé est appliqué aux problèmes d’usure. Une
première partie concerne la simulation des essais de fretting

sur géométrie cylindre-plan. Une étude des paramètres
influant sur le modèle est faite. Une comparaison des traces
d’usure obtenues expérimentalement est donnée. Enfin des

simulations d’usure en glissement partiel sont présentées. La
seconde partie concerne l’application au problème

aube-disque. À partir d’un modèle éléments finis, une
simulation d’un cycle de fretting est réalisée selon l’approche

multi-échelles. Des résultats d’usure sont donnés.
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4. Applications

4.1 Exemples académiques : le contact cylindre-plan

Les simulations numériques qui vont être présentées correspondent aux travaux ex-
périmentaux de Paulin et Fouvry [PAU 05, PAU 06] sur l’usure en fretting d’un contact
cylindre-plan Ti-6Al-4V/Ti-6Al-4V. Un déplacement tangentiel alternatif est imposé au
cylindre tandis que les surfaces sont maintenues en contactpar un chargement normal
constantP. Les caractéristiques géométriques et matériaux de la simulation sont résu-
mées sur la figure FIG.4.1 et dans le tableau TAB .4.1.

Rayon du cylindre R= 10 mm
Longueur du cylindre L = 3 mm
Matériau du cylindre Ti-6Al-4V
Matériau du plan Ti-6Al-4V

Ti-6Al-4V Module d’Young E=119 MPa
Coefficient de Poissonν=0,3

TAB . 4.1:Caractéristiques générales des simulations

Cette partie présente divers résultats d’usure [GAL 05, GAL 06b, GAL 06a, GAL 07]
obtenus au cours de la thèse. Ces résultats ont été établis à partir du code d’usure en
constante évolution. Les résultats sont disposés de façon àsuivre l’évolution chronolo-
gique et donc la complexification du code d’usure.

FIG . 4.1:La géométrie cylindre-plan

4.1.1 Usure du cylindre

Ces premiers résultats sont obtenus avec une version très simplifiée du code d’usure.
Le contact normal est calculé. Le contact tangentiel est supposé rigide. Seul le cylindre
s’use,β = 1. Cette dernière hypothèse non physique permet d’accélérer les calculs. En
effet la géométrie plane restant plane une seule résolutiondu problème de contact est
nécessaire par cycle puisque quelque soit la position du cylindre par rapport au plan la
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configuration du contact est la même. Le traitement des positions des deux corps en vis-
à-vis n’est donc pas effectué.

On considère un régime de glissement total. Le déplacement tangentielδ0 du centre
du contact est la variable qui doit être prise en compte pour quantifier l’usure. Contraire-
ment àδ∗, cette valeur est indépendante de la compliance de l’appareil. Le coefficient de
frottement n’est pas constant pendant l’expérience. Sa valeur initiale en début de test est
de 0,5 puis après quelques cycles tend vers une valeur stablede 0,8. Ce régime transitoire
correspond à la formation de transformations tribologiques superficielles (TTS).

FIG . 4.2:Boucle de fretting approchée

Pour les simulations de ces tests de fretting, plusieurs hypothèses sont faites :
– le coefficient de frottement est supposé constant et égal à 0,8 durant toute la simu-

lation (la période transitoire où le coefficient de frottement évolue de 0,5 à 0,8 est
négligée) ;

– les tests étudiés sont effectués avec une valeurδ∗ = 75µm, une valeur de 67µm est
fixée pourδ0 dans le cadre de nos simulations.

Ces essais sont faits en glissement total. Le débattement tangentiel doit être assez
important pour que le cycle expérimental de fretting puissent être approché par le cycle
idéalisé représenté à la figure FIG.4.2. Ces simulations peuvent donc être effectuées dans
le cadre de l’hypothèse d’un comportement tangentiel rigide.

Plusieurs simulations sont effectuées avec cette géométrie. À partir de ces simula-
tions, une étude d’influence des différents paramètres employés est menée pour analyser
le fonctionnement du code. Pour ces simulations, les paramètres qui ont uniquement un
effet proportionnel sur les résultats, tels queαusure, δ0, µ et Nmax (nombre de cycles pour
stopper la simulation d’usure) sont gardés constants. Le coefficient d’usureαusureetNmax

sont choisis de manière à étudier les résultats sur de faibles valeurs d’usure, c’est-à-dire
pour observer ce qui se passe pendant la phase d’usure transitoire avant l’homogénéisation
parfaite de l’usure sur la surface.

Premières observations La géométrie initiale et aprèsNmax cycles d’usure est présen-
tée à la figure FIG.4.3. Le tableau TAB .4.2 présente la configuration de référence. Les
configurations suivantes sont articulées autour de celle deréférence avec à chaque fois un
paramètre modifié. L’évolution de l’usure est détaillée surla figure FIG.4.4 en terme de
profondeur d’usure, de géométrie du profil usé et de pressionde contact selon les deux
axes de symétrie.
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Simulation no 1

Données simulation P (N) 400
Mésalignement NON

Données du modèledx (µm) 6,5
dy (µm) 30,3
nx 100
ny 100
Nmax/∆N 20000

TAB . 4.2:Simulation de référence

FIG . 4.3:Géométrie initiale et usée (simulation no 1)

Il apparaît que les pressions de contact évoluent naturellement vers un profil plat,
c’est-à-dire vers une usure homogène puisque dans ce cas la loi d’usure utilisée est pro-
portionnelle à la pression de contact. L’usure est maximaleaux extrémités du cylindre,
là où se retrouvent les pics de pression produits par la discontinuité géométrique. Les
extrémités du cylindre induisent des solutions singulières. À cet endroit la pression de
contact est théoriquement infinie. Les pressions obtenues par calcul numérique sont finies
et dépendent de la finesse de la discrétisation. Cet artefact numérique permet de moyenner
l’usure sur les bords et de ne pas avoir une usure infinie qui neserait pas physiquement
admissible. AprèsNmax cycles d’usure, la singularité est « gommée » . Le profil d’usure
est le principal résultat. Il permet de définir un critère de durée de vie du composant.
L’évolution de trois valeurs de profondeur d’usure est tracée sur la figure FIG.4.5 :

– la valeur maximale localisée au centre de l’extrémité du cylindre (x = 0 ,y =
±1,5mm) ;

– la valeur moyenne ;
– la valeur au centre de la géométrie.
Le coefficient de variation défini à l’équation (2.181) décroit avec l’usure, cf. FIG.4.5.

Plusieurs pics peuvent être observés, ils correspondent aux cycles où l’aire de contact
augmente. Ces pics s’atténuent lorsque la discrétisation est plus fine. La diminution du
coefficient de variation traduit une homogénéisation de l’usure. Après un grand nombre
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FIG . 4.4:Évolution de l’usure et de la distribution de pression (simulation no 1)

de cycles, ce coefficient se stabilise, et l’usure est équi-répartie sur la surface. À partir de
considérations géométriques il est alors possible de déterminer l’évolution des surfaces
sans avoir à effectuer de calcul numérique supplémentaire.

Simulations no 2

Données simulation P (N) 400
Mésalignement NON

Données du modèledx (µm) 6,5
dy (µm) 30,3
nx 100
ny 100
Nmax/∆N 2≤ Nmax/∆N≤ 40000

TAB . 4.3: Influence de∆N

Influence du pas d’usure Une nouvelle série de simulations (simulations no 2, tableau
TAB .4.3) est effectuée. L’impact du pas∆N pour lequel la géométrie est mise à jour est
étudié. Un premier résultat est la réduction du temps de calcul avec l’augmentation de
∆N, le nombre de calculs de contact à réaliser estNmax/∆N. Comme le montre la figure
FIG.4.6, le temps CPU augmente quasiment linéairement avec le nombre de calculs de
contact (en multipliant∆N par deux le temps CPU est divisé par deux). Réduire drama-
tiquement le nombre de calculs de contact intermédiaires peut toutefois introduire une
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FIG . 4.5: Évolution de la profondeur d’usure et du coefficient de variation (simulation
no 1)

erreur numérique. En considérant le cas avec∆N minimum comme exact (soit ici le cas
Nmax/∆N=40000), l’erreur relative sur la valeur moyenne de la demi-largeur d’usure est
tracée à la figure FIG.4.7 pour différentes valeurs de∆N. Sur la même figure, un tracé
similaire mais considérant la profondeur d’usure est donné.

FIG . 4.6:Temps de calcul (simulations no 2)

Pour (Nmax/∆N)>10 l’erreur sur la demi-largeur est nulle (FIG.4.7). Pour une valeur
entre 1 et 10, l’erreur n’est plus négligeable. L’aire potentielle de contact étant discrète,
pour les valeurs supérieures à 10 l’erreur n’augmente pas progressivement mais sous
forme de saut correspondant à une demi-largeur augmentée d’un nombre fini de points
de discrétisation. Si plus de points avaient été tracés, le graphe aurait été en forme d’ «
escalier » . Une tendance similaire est observée pour la profondeur d’usure (FIG.4.7).
Dès queNmax/∆N est inférieur à 20, l’erreur sur la profondeur d’usure moyenne dépasse
1,5%. Ces deux derniers graphes nous informe que dans le cas présent, la valeur optimale
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FIG . 4.7:Conséquence de∆N sur la largeur et la profondeur d’usure (simulations no 2)

en terme de résultat estNmax/∆N=40.

FIG . 4.8:Évolution du coefficient de variation et de la largeur d’usure pour différents∆N
(simulations no 2)

Sur la figure FIG.4.8 le coefficient de variation a un comportement similairepour
Nmax/∆N=20, 40 et 20 000 cycles. AvecNmax/∆N=10, le coefficient de variation diverge.
L’observation de ce coefficient est donc une indication sur la crédibilité des résultats par
rapport aux choix des paramètres de calcul de l’usure. Sur cette même courbe est tracée
l’évolution de la demi-largeur d’usure. Pour une valeurNmax/∆N inférieure ou égale à 20,
i.e. pour une valeur inférieure à la valeur optimale de 40 citée précédemment, la courbe
perd sa forme d’ « escalier » .

La figure FIG.4.9 présente l’évolution de la profondeur moyenne d’usureet de l’erreur
relative en fonction du nombre de cycles. Après chaque calcul de contact, la géométrie
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FIG . 4.9: Évolution de la profondeur d’usure et de son erreur pour différents∆N (simu-
lations no 2)

est mise à jour en ajoutant∆h. Si la valeur est trop faible, les modifications apportées à
la géométrie ne sont pas suffisantes pour obtenir une distribution de pression différente.
Il faut donc veiller à choisir∆N de façon à ce que l’usure soit assez importante pour
ne pas effectuer de calcul redondant. Par contre, comme précédemment expliqué, un∆N
trop important introduit une erreur relative qui peut ne plus être négligeable. Sur la figure
FIG.4.9, la relation proportionnelle qui lie l’erreur relative de la profondeur d’usure au
∆h moyen est claire. Ainsi pour une erreur de 1%, la valeur correspondante de∆h est
2,5.10−5 mm. Et pour aller jusqu’à une profondeur moyenne de 150µm, 0,150 / 2,5.10−5

= 7500 calculs de contact sont nécessaires. Une amplitude∆N peut être par exemple
choisie de façon à avoir une erreur inférieure à 1% selon la procédure suivante :

– déterminer la pression de contact moyenne avec la géométrie initiale ;
– à partir de la loi d’usure, calculer la valeur moyenne de∆h = f (ed) avec∆N=1 ;
– en déduire l’incrément optimal∆N = (2,5.10−5/∆h).

Simulations no 3

Données simulation P (N) 400
Mésalignement NON

Données du modèledx (µm) 6,5×K avecK=1/2, 1, 2, 100/35, 100/25, 100/15
dy (µm) 30,3×K
nx 100/K
ny 100/K
Nmax/∆N 20000

TAB . 4.4: Influence de la discrétisation
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Influence de la discrétisation L’influence de la discrétisation sur les résultats d’usure
est évidente. L’intérêt de la méthode utilisée est d’ailleurs d’effectuer des calculs d’usure
sur des maillages plus fins que le permettent les temps de calcul des méthodes FEM.
L’influence du maillage (tableau TAB .4.4) est donc étudiée dans cette série de simulation.

FIG . 4.10: Conséquence de la discrétisation sur la profondeur d’usure finale (simula-
tions no 3)

En considérant les résultats justes pour le maillage le plusfin (200×200), l’erreur ab-
solue sur la profondeur d’usure finale au centre de la géométrie, i.e. loin des singularités,
est tracée. L’erreur augmente quand le nombre de points de discrétisation diminue. Le
temps CPU augmente lui proportionnellement ànlog(n). Un compromis doit donc être
fait. L’évolution du coefficient de variation avec le nombrede cycles pour différentes dis-
crétisations est tracée à la figure FIG.4.11. Les fluctuations suites à l’augmentation de la
zone usée sont plus importantes pour un maillage grossier. Il faut donc un maillage assez
fin pour avoir une prédiction de l’usure indépendante de la taille du maillage.
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FIG . 4.11: Évolution du coefficient de variation pour différents maillages (simulations
no 3)
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Simulation no 4

Données simulation P (N) 400
Mésalignement OUI, Centre de pressionC(0±0,01;0,1±0,01)

Données du modèledx (µm) 6,5
dy (µm) 30,3
nx 100
ny 100
Nmax/∆N 20000

TAB . 4.5:Prise en compte d’un mésalignement

Mésalignement Pour illustrer l’importance du point d’application du chargement sur
les résultats en usure, un exemple est donné dans le tableau TAB .4.5. Dans le cas présenté
un décalage de 0,1 mm (6 % de la taille du contact) qui équivautà un moment de 0,04 N·m
conduit à une différence d’environ 10 % du résultat en terme de profondeur d’usure.

FIG . 4.12:Conséquence du mésalignement sur la distribution d’usure (simulations no 4)

4.1.2 Usure du cylindre et du plan

Lorsque la gestion des surfaces en contact est effective, ilest possible d’effectuer
des simulations d’usure dont les deux corps s’usent. Le codese contente ici de résoudre
le contact normal en différents points de chargement. Le contact tangentiel est toujours
rigide et donc les valeurs de glissement égales aux débattements tangentiels de corps
rigides. L’usure va maintenant être équi-répartie sur les deux surfaces,β=0,5.

La simulation suivante (cf. tableau TAB .4.6) reproduit un test de fretting mené par
Christophe Paulin au LTDS. Les géométries et conditions de chargement sont inchangées
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Simulations no 5

Données simulation P (N) 400
Mésalignement NON

Données du modèledx (µm) 16
dy (µm) 23,622
nx 128
ny 128
Nmax/∆N 3000

TAB . 4.6:Simulation pour la comparaison avec les essais

FIG . 4.13:Évolution des données du test et des données de la simulation

par rapport aux simulations précédentes. Le coefficient d’usureαusureest celui déterminé
par Christophe Paulin dans le cadre du contact Ti-6Al-4V/Ti-6Al-4V pour la géométrie
cylindre-plan. La trace d’usure est comparée aux résultatsde nos simulations. L’usure est
obtenue aprèsNscar cycles de fretting. La figure FIG.4.13 montre l’évolution du coefficient
de frottement, de l’effort normal et tangentiel et de l’amplitude de déplacement pendant le
test par rapport aux valeurs qui sont gardées constantes dans le cas de la simulation. No-
tamment le chargement ne peut être considéré constant et l’évolution de l’énergie dissipée
par frottement se révèle différente dans le cas du test et de la simulation (FIG.4.14). Il est
plus approprié de comparer la trace d’usure à une énergie dissipée équivalente qu’à un
même nombre de cycles. La comparaison est faite sur la figure FIG.4.15, on s’attachera
surtout au résultat en terme d’usure totale car souvent des phénomènes de transfert de
matière ne permettent pas l’observation unique d’une surface sans l’autre. La corrélation
est bonne, ce qui valide la méthode numérique de prédiction d’usure.

Le paramètre∆N a un impact beaucoup plus important lorsque les positions des géo-
métries sont prises en compte. D’une part si∆N est trop grand une erreur globale sur la
trace d’usure va apparaître mais de plus un bruitage des géométries peut se révéler, cf.
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FIG . 4.14:Évolution de l’énergie dissipée par frottement

FIG.4.16. Le critère précédemment mise en place pour déterminer une valeur optimale de
∆N se révèle encore plus important et doit être utilisé de façonà ne pas observer l’appari-
tion de ce bruit. L’objectif est de ne pas choisir un∆N trop faible pour alourdir les temps
de calculs. Une démarche qui a été approchée est le filtrage oulissage des surfaces après
chaque incrément d’usure pour éviter le profil bruité. Filtrer le bruit de la trace d’usure
de la figure FIG.4.16 peut se révéler simple mais sur des profils plus complexes tels que
ceux obtenus dans les simulations d’usure du contact aube-disque la démarche devient
délicate si l’on veut conserver la forme d’une trace d’usureassez anguleuse sur les bords.
Finalement aucune méthode concluante de lissage ou filtragen’a pu être appliquée.
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FIG . 4.15:Comparaison de la trace d’usure pour le test et la simulation

FIG . 4.16:Influence du paramètre∆N sur la trace d’usure
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4.1.3 Contact élastique tangentiel

A présent le code d’usure est complet. La prise en compte d’uncomportement élas-
tique tangentiel est possible.

Plusieurs simulations d’usure en fretting sont présentées. Ces simulations sont une
déclinaison d’une simulation de référence. Cette simulation de référence est basée sur la
géométrie cylindre-plan. Le coefficient de frottement est choisi et gardé égal à 0,7. Le
chargement normal est de 400 N. Le déplacement tangentiel maximum est de 68µm.
Le comportement tangentiel est élastique. La simulation est stoppée aprèsNend cycles et
2000 calculs de boucle de fretting sont faits, soit un cycle de fretting numérique pour
prédire l’endommagement en usure chaque(Nend/2000) cycles de fretting. La loi d’usure
2 est utilisée, cf. équation (2.177). Le cycle de fretting correspond au trajet de chargement
présenté à la figure FIG.4.17 entre les pointsA et E. Le trajet de chargement entreO et A
est simulé mais n’est pas pris en compte dans le calcul d’usure. Cette phase d’initialisation
est obligatoire au calcul numérique mais peut être effectuée en un seul incrément entreO
etA.

FIG . 4.17:Trajet du chargement normal et tangentiel

Pilotage normal en effort ou en déplacement La bûche de fretting de la figure
FIG.4.18 montre l’évolution avec le temps de la boucle de fretting pour la simulation de
référence. Une deuxième simulation (FIG.4.19), similaire à celle de référence mais avec
un déplacement normal de corps rigide imposé à 5,05µm et équivalent au chargement
normal de 400 N appliqué sur la géométrie initiale est faite.Alors qu’aucun changement
particulier de la forme de la boucle de fretting ne peut être souligné sur la simulation de
référence, une rapide diminution du chargement tangentielest observable sur la deuxième
simulation. La raison de cette diminution est la distance initiale entre les deux géométries
qui reste constante alors que celles-ci s’usent. L’approche effective des deux surfaces
après être entrées en contact diminue. À la fin l’usure tend à s’annuler. Une conclusion
de ce résultat peut être fait dans le cadre de l’expérimentation. Piloter un essai de fretting
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à partir du chargement normal ou du déplacement normal peut mener à des résultats ra-
pidement différents. L’expérimentateur doit donc veillerà imposer correctement l’un ou
l’autre. Notamment pour l’essai d’usure présenté précédemment, le chargement normal
n’était pas maintenu à une valeur parfaitement constante. Cedéfaut est lié au maintient
du chargement par le biais d’une vis qui impose le déplacement normal et qui doit être
réajustée pendant l’essai de façon à garder l’effort à sa valeur initiale. L’équipe de Fouvry
a actuellement remédié à ce défaut.

FIG . 4.18:Bûche de fretting en effort normal imposé et glissement total

FIG . 4.19:Bûche de fretting en déplacement normal imposé et glissementtotal

Loi d’usure 1 ou 2 Deux formulations pour la loi d’usure locale, cf. équations(2.176)
et (2.177), ont été proposées pour extrapoler la loi d’usureglobale donnée par l’équation
(2.172). La loi d’usure n’est pas égale à la loi d’usure 1, ni àla loi d’usure globale. En effet
l’amplitude de glissement n’est pas constante sur toute la surface de contact, en d’autres
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termes∑1cycle|∆st | 6= 4δ0. Dans le cas du fretting entre le cylindre non-usé et le plan,la
distribution du glissement cumulé est tracée en fonction dudébattement tangentiel et de
la demi-largeur de contact à la figure FIG.4.20.

FIG . 4.20:Distribution théorique du glissement cumulé pendant un cycle

La simulation de référence et une simulation équivalente mais avec un comportement
tangentiel rigide sont comparées en utilisant les loi d’usure 1 et 2. Les géométries finales
sont données à la figure FIG.4.21. Les répartitions géométriques de l’usure sont équiva-
lentes. Cependant on observe à la figure FIG.4.22, qui présente le tracé de la profondeur
d’usure maximale et le volume d’usure en fonction du nombre de cycles, que le com-
portement élastique tangentiel réduit le taux d’usure. Cette observation évidente a priori
est expliquée par le fait que lorsque le comportement tangentiel est supposé rigide une
partie de l’énergie du système n’est plus dissipée élastiquement ce qui se traduit par des
amplitudes de glissement surestimées dans le cas du comportement tangentiel rigide.

La distribution de glissement cumulé sur le plan est tracée àla figure FIG.4.23 pour les
cas rigide et élastique. Cette distribution de glissement établie pour le premier cycle est en
accord avec le profil schématisé à la figure FIG.4.20. Cette distribution est complètement
différente aprèsNend cycles. La forme en « escalier » de la distribution de glissement est
conséquente à la discrétisation en temps du cycle de fretting. La nécessité d’employer des
incréments d’usure (i.e. un ∆N) très faibles entre chaque calcul de cycle de fretting pour
éviter tous pics de pression et toutes discontinuités excessives des surfaces de contact
(bruit de la figure FIG.4.16) est en partie expliquée à cause de cette forme d’« escalier ».
Enfin ces distributions de glissements confirment que le comportement élastique tangen-
tiel réduit les amplitudes de glissement. La figure FIG.4.24 souligne la distribution des
pressions à différents incréments de temps pour le premier et dernier cycle de fretting de
la simulation de référence. On observe une très forte différence, autant dans la forme de la
distribution de pression de contact que dans la taille de la zone de contact. La surface de
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FIG . 4.21: Profils usés du cylindre et du plan pour différents comportements et lois
d’usure

FIG . 4.22:Cinétique de l’usure de la simulation en glissement total

contact s’élargit et le profil des pressions de contact est aplati. Des effets de « coins » font
apparaître des pics de pressions aux incréments où le déplacement tangentiel est maxi-
mum,i.e. aux pointsA, C et E de la figure FIG.4.17. Ces effets de bord sont conséquents
à l’usure du plan.
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FIG . 4.23:Distribution des glissements cumulés sur les géométries initiales et usées

FIG . 4.24:Distribution des pressions sur la géométrie initiale et usée
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Régime de glissement mixte Une simulation représentative d’un essai en glissement
total mais dont les conditions sont proches du régime en glissement partiel est présen-
tée. Le chargement normal est gardé égal à 400 N ou à sa valeur équivalente en terme
de déplacement normal de corps rigide. Le déplacement tangentiel maximal est fixé 7,5
µm. Pour ces deux simulations représentées à la figure FIG.4.25, la forme de la boucle
de fretting ne tend pas vers une boucle de fretting en glissement partiel. Hors dans cette
configuration, le régime de glissement mixte est observé expérimentalement : le contact
évolue de la condition de glissement total à la condition de glissement partiel. Le régime
de glissement mixte est expliqué par les modifications des propriétés matériaux superfi-
cielles et l’augmentation du coefficient de frottement. De part le résultat de la simulation,
il est possible de conclure que la modification macroscopique des géométries des surfaces
conséquente à l’usure ne sont pas un facteur supplémentairedu mécanisme de passage
d’une condition en glissement total à une condition de glissement partiel.

FIG . 4.25:Boucle de fretting dans le cas d’un glissement total faible

Comportement tangentiel rigide ou élastique Une simulation identique à la dernière
a été effectuée dans le cas d’un comportement tangentiel rigide. À la figure FIG.4.26 le
ratio entre la profondeur d’usure et le volume d’usure est comparé pourδx=7,5 µm et
δx=68µm. Ce ratio est un parfait indicateur de la distribution d’usure. Il apparaît que pour
un débattement tangentiel important ce ratio est égal quelque soit le comportement tan-
gentiel, alors que pour des débattements faibles, la non-superposition des courbes indique
que la distribution d’usure en considérant un comportementtangentiel élastique ou rigide
se révèle différente. Cependant cet écart diminue au fur et à mesure de la progression de
l’usure. L’impact du comportement tangentiel est finalement négligeable sur la répartition
de l’usure.

Les répartitions d’usure à partir d’un comportement tangentiel rigide ou élastique, à
partir de la loi d’usure 1 ou 2, sont équivalentes. En terme devolume d’usure, une com-
paraison est effectuée à la figure FIG.4.27 entre les simulations de fretting dans le cas
élastique ou rigide avec la loi d’usure 2, et le volume théorique obtenu à partir de la loi
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FIG . 4.26:Indication sur la distribution spatiale de l’usure

d’usure sous sa formulation globale et originelle,V = αusure
(
4δ2

xµP
)
. La figure FIG.4.27

illustre que la différence en terme de volume d’usure est faible entre les simulations pre-
nant en compte un comportement tangentiel rigide ou élastique. En s’intéressant de plus
près à ce volume d’usure pour des débattementδx plus faibles, il apparaît qu’une erreur
supérieure à 200 % existe. Par contre l’erreur faite en utilisant une loi d’usure globale au
lieu d’une loi locale est importante pour des débattements tangentiels élevés et peut dépas-
ser ici les 30 %. Il a été montré que cette erreur est due à la non-uniformité du glissement
cumulé sur les surfaces de contact. Cependant cette erreur est faible en glissement total
et doit être inférieure à celle induite par l’incertitude sur le coefficient d’usure de la loi
d’usure empirique. Pour résumer, les simulations en régimede glissement total peuvent
être effectuées à partir de l’hypothèse du comportement tangentiel rigide.

FIG . 4.27:Volume d’usure des différentes lois d’usure en fonction du débattement
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Régime de glissement partiel Des résultats de simulation de fretting en glissement
partiel sont présentés à la figure FIG.4.28. Une première simulation est faite à partir du
chargement normal et tangentiel égaux à 400 N et 200 N respectivement. Trois autre simu-
lations ont été effectuées, (i) en remplaçant le chargementnormal avec son déplacement
de corps rigide normal équivalent, (ii) en remplaçant le chargement tangentiel avec son
déplacement de corps rigide tangentiel équivalent, et (iii) en effectuant ces deux rempla-
cements à la fois. En glissement partiel, les amplitudes de glissement sont très faibles,
l’usure calculée est alors très réduite. Expérimentalement l’usure qui peut être observée
dans cette situation est également faible. Le coefficient d’usure est ici multiplié par 1000
pour obtenir des usures suffisantes lorsque la simulations est stoppée aprèsNend cycles.
Les géométries usées obtenues en fin de simulation sont données à la figure FIG.4.29. Un
disque central non-usé est observé sur la trace d’usure finale. Ce disque correspond à la
zone d’adhérence. La distribution des glissements et des contraintes en surface pour le
premier et dernier cycle de fretting est donnée à la figure FIG.4.30 lorsque l’effort normal
et tangentiel sont imposés.

FIG . 4.28:Simulations de fretting en glissement partiel

Tout d’abord la figure FIG.4.28 montre que en imposant soit un chargement normal
ou tangentiel il résulte une augmentation du déplacement decorps rigide correspondant.
L’usure diminue donc la rigidité normal et tangentiel du contact. L’usure maximale est
obtenue pourδz=5,05µm et Qx=200 N, c’est-à-dire pour la configuration où le rapport
Qx/P est le plus important. La figure FIG.4.28 souligne le faible volume d’usure, et ce
volume d’usure tend vers une valeur constante, l’usure tendà s’annuler. Ce fait s’explique
en observant les zones de glissement et d’adhérence à la figure FIG.4.30. Les cisaillements
en surface sont très faibles au niveau de la surface usée contrairement à la zone non-usée.
Le glissement coïncide avec la surface usée, où les cisaillements sont très faibles voir
presque nuls, d’où une usure qui tend à s’annuler.

Usure et régime de glissement L’évolution du ratio entre l’énergie dissipée par frotte-
ment et l’énergie totale (ces énergies ont été définies à la figure FIG.1.14) est tracée en
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FIG . 4.29:Trace d’usure pour les simulations en glissement partiel

FIG . 4.30:Contraintes en surfaces et glissements des simulations en glissement partiel

fonction du temps sur la figure FIG.4.31, pour différentes valeurs de l’amplitude du dé-
placement de corps rigide tangentiel. En glissement total,ce ratio augmente rapidement
et tend ensuite vers une asymptote horizontale. Plus le déplacement tangentiel est impor-
tant, plus le ratio de l’énergie dissipée par frottement surl’énergie totale augmente. En
glissement partiel, ce ratio diminue. Les cinétiques d’usure sont opposées entre les simu-
lations en condition de glissement partiel (δx=2,62µm) et en condition de glissement total
(δx=28, 38 et 68µm). La compétition entre la fissuration et l’usure est favorable à l’usure
dans le cadre du glissement total, et à la fissuration dans le cadre du glissement partiel,
quand l’évolution de la géométrie est prise en compte.

Fretting et usure des contacts mécaniques : modélisation numérique 159



4. Applications

FIG . 4.31: Rapport des énergies totales et de frottement pour les simulations en glisse-
ment partiel et total
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4.2 Usure des pieds d’aubes de soufflantes de turboréac-
teurs

Dans cette partie, le code d’usure va être utilisé dans le cadre d’un modèle aube-disque
via la modélisation multi-échelles. Le modèle choisi correspond à une soufflante à portées
rectilignes.

4.2.1 Description du modèle

FIG . 4.32:Repères locaux dans la description des géométries de contactpour le code SA

Le modèle éléments-finis fourni par Snecma est un modèle Abaqus Standard. Le cal-
cul est statique et correspond à l’application d’un chargement centrifuge sur l’aube et le
disque et d’un chargement de type pressions aérodynamiquessur les faces de l’aube. Le
coefficient de frottement est de 0,6 et les propriétés élastiques sontE=119500 MPa et
ν=0,29. Le trajet de chargement appliqué est triangulaire etcorrespond à un démarrage
et arrêt du moteur. Le contact est défini en sélectionnant lessurfaces maîtres et esclaves
des deux portées. Le contact est résolu à partir d’une méthode de pénalité préférée à la
formulation Lagrangienne. Cette dernière est exacte et devrait être privilégiée dans les
problèmes de fretting mais des difficultés de convergence empêchent de mener à terme
un calcul du modèle avec une usure des surfaces. Dans ce modèle le revêtement n’est pas
maillé. Un espace vide existe alors entre l’aube et le disqueau niveau des portées. Pour
combler ce vide, une interférence de -0,15 mm est ajoutée pour que les surfaces soient
initialement en condition de contact. La taille du modèle est de 86652 degrés de liberté.

Les données en termes de pressions, cisaillements, glissements sont recueillies sur
chaque portée pour chaque incrément de calcul. À partir de ces données, les torseurs des
efforts transmis dans le contact sont construits par sommations des contraintes. Un repère
local est préalablement défini pour chaque portée. Ce repère est positionné au centre de la
portée. À partir des contraintes de cisaillement et des glissements, l’énergie dissipée par
frottement dans chaque portée est calculée.

Les surfaces des portées sont construites pour leur utilisation dans le code. Elles sont
définies par les dimensions des portées et les rayons en sortie de portées. On choisira de
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(a) Surface 1 - Disque (b) Surface 2 - Aube

FIG . 4.33:Géométries utilisées dans le code éléments-finis et le code semi-analytique

les discrétiser avec 128 points dans la directionx (direction radiale du moteur), c’est-à-
dire la petite dimension de la portée et 256 points dans la directiony (direction axiale du
moteur), c’est-à-dire la grande dimension de la portée. La distance entre chaque point est
d’environ de 63µm le long de l’axe 0x et de 564µm le long de l’axeOy. Les repères
locaux de chaque portée sont définis à la figure FIG.4.32. Le bord d’attaque se trouve du
coté desy négatifs pour la portée intrados et extrados. L’axe centraldu moteur est lui du
coté desx négatifs et desx positifs pour la portée intrados et extrados respectivement.

Un premier résultat du modèle éléments-finis aube-disque est le tracé du rapport entre
l’effort tangentiel et l’effort normal. L’axe des abscisses correspond aux 22 incréments
du calcul. Le chargement maximal est atteint à l’incrément 8, à partir de cet instant les
efforts centrifuge et aérodynamique sont relâchés. Ce tracéest donné pour la portée côté «
intrados » et côté « extrados » de l’aube. On distingue deux types de comportement. Pour
l’intrados, le rapportQ/P est égal au coefficient de frottement (0,6) jusqu’à l’incrément
8. La portée est donc en phase de glissement total durant la montée en régime du moteur.
Après l’incrément 8, le régime moteur diminue, le mouvementde l’aube tend à s’inver-
ser. Celle-ci, étant à ce moment serrée entre les dents du disque, ne se met pas à glisser
immédiatement. La portée est en phase de glissement partiel. Le chargement tangentiel
sur la portée diminue puis change de signe. Puis à la fin du cycle, la pression exercée par
les dents du disque diminue et la portée termine sa course en glissement total. La portée
coté extrados subit approximativement le même traitement,à l’exception que les phases
correspondant au glissement total pour l’intrados, sont des phases de glissement partiel
proches de la limite du glissement total.

Le comportement des portées de l’aube explique l’intérêt dudéveloppement dans le
code de contact d’un algorithme pour la résolution du contact tangentiel piloté en effort
et en glissement partiel et d’un algorithme pour la résolution du contact tangentiel piloté
à partir des énergies dissipées par frottement et en glissement total.
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FIG . 4.34:Rapport entre l’effort normal et tangentiel pour chaque portée

4.2.2 Modélisation d’un cycle de chargement

Nous allons ici détailler les résultats en terme de pressions, cisaillements en surface
et glissements fournis par le code de contact et comparer auxrésultats issus du modèle
éléments-finis. Un cyle de fretting pour chaque portée correspond à 22 incréments. Nous
ne nous attarderons pas à donner les résultats de chaque incrément. Il est possible de
sélectionner des incréments dont les résultats et comportements sont différents a priori.
Sur la portée intrados nous analyserons se qui se passe au niveau de :

l’incrément 8, Le chargement normal y est maximal, et le contact se trouve en glissement
total ;

l’incrément 12, Le contact se trouve en phase de glissement partiel ;

l’incrément 15, Le contact se trouve en phase de glissement partiel mais la direction du
chargement tangentiel s’est inversée.

Sur la portée extrados nous analyserons se qui se passe au niveau de l’incrément 8 ; le
chargement normal y est maximal, et le contact se trouve en glissement partiel.

Cette analyse sera effectuée avec le code de contact en augmentant le degré de com-
plexité du modèle :

Simulation no 1 Le contact normal est résolu sans prise en compte des momentsde
flexion Mx et My. Le contact tangentiel est résolu de façon uni-axiale. Le charge-
ment tangentiel est en effet dominant dans la directionx. On supposera que tout se
fait dans cette direction. L’influence de l’effort enx sera négligée dans la direction
y (couplage 0). Le problème tangentiel est ainsi grandement simplifié.

Simulation no 2 Idem à la simulation no 1, excepté que les moments de flexion sont in-
tégrés à la solution du contact normal.

Simulation no 3 Le contact normal est résolu avec prise en compte des momentsde
flexion Mx et My. Le contact tangentiel est résolu de façon bi-axiale. L’influence
de l’effort enx n’est plus négligée dans la directiony et inversement (couplage 1).
Le moment de rotation n’est pas pris en compte.

Simulation no 4 Idem à la simulation no 3, excepté que le moment de rotation est intégré
à la solution du contact tangentiel.
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FIG . 4.35:Trajet des efforts appliqués sur chaque portée

Pressions et chargement normal Le détail de l’évolution du chargement sur les portées
intrados et extrados est donné aux figures FIG.4.35 et FIG.4.36. Pour la simulation no 1,
les moments de flexion ne sont pas imposés. Ceux-ci restent alors à une valeur nulle. Le
même résultat peut être donné en terme de centre des pressions. En début et fin de cycle,
c’est-à-dire en limite de contact, ces centres de pression sont très désaxés. La solution
avec ou sans prise en compte des moments de flexion est donnée àla figure FIG.4.37 pour
l’incrément 8 mais également pour l’incrément 1 où le mésalignement est plus important.

Une représentation tridimensionnelle du champs de pression obtenue à partir de la
simulation no 2 est donnée à la figure FIG.4.38. Le premier constat est l’importante am-
plitude des pics de pression et leur très fine largeur par rapport aux dimensions de la pièce.
Cela souligne les dimensions très contraignantes de la géométrie. Notamment les rayons
en sortie de portée qui peuvent être très faibles (≈ 1 mm pour les rayons du disque au ni-
veau du bord d’attaque et du bord de fuite). La parfaite représentation de ces pics n’est pas
abordable avec les tailles de discrétisation utilisées. Augmenter le nombre de points par
deux dans chaque direction reste abordable, mais plus risque d’être très coûteux en temps
de calcul pour des pics de pression qui restent néanmoins très localisés. Pour insister sur
la taille de la discrétisation sur la solution en pression, une simulation identique à la no 2
est faite, avec une discrétisation plus large proche de celle du modèle élément-finis. Les
deux solutions se rapprochent alors et les pics de pression sont moins bien isolés.

Cisaillements et chargement tangentiel Les chargements relatifs au problème tangen-
tiel sont illustrés pour les simulations no 2, 3 et 4. La composante selony nulle de l’effort
tangentiel rappelle l’hypothèse uni-axiale de la simulation no 2. Les moments de torsion
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FIG . 4.36:Trajet des moments appliqués sur chaque portée
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FIG . 4.37:Positions du centre de pression

ne sont pas imposés aux simulations no 2 et 3. Par contre ce moment de torsion est imposé
à la simulation no 4. Cependant la prise en compte de ce moment de torsion n’est possible
qu’au travers de l’algorithme de contact tangentiel en glissement partiel. En glissement
total (incréments 9 à 17), ce moment est laissé libre. Le résultat est cependant correct.
L’explication est donnée par la composante de rotation de corps rigide qui devient négli-
geable par rapport aux translations tangentiels de corps rigide.

Les profils de cisaillement sont donnés aux incréments 8, 12 et 15 pour la portée in-
trados aux figures FIG.4.40, FIG.4.41 et FIG.4.42. Les composantes suivantx et y sont
données. La composante selony, conformément au chargement dans la même direction se
révèle faible par rapport à la composante dans la directionx. Évidemment la composante
eny est nulle dans le cas de la simulation no 2 faisant l’hypothèse d’un chargement uni-
axial. La comparaison entre les résultats en terme de cisaillement du code semi-analytique
et du code éléments-finis doit être fait à partir des composantes x qui sont quasiment
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FIG . 4.38:Pression de contact à l’incrément de chargement maximal pour la portée in-
trados
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FIG . 4.39:Pression de contact à l’incrément de chargement maximal (8)pour la portée
intrados

égales à l’amplitude du cisaillement. La comparaison des composantes eny permet essen-
tiellement de souligner l’angle entre les directions des cisaillements obtenues à partir de
chaque méthode. Concernant le résultat à l’incrément 8, celui-ci est équivalent au résultat
en terme de pression, le glissement étant total au cours de cet incrément. Pour principale
différence on peut noter l’inversion de signe pour la composantey au niveau desy posi-
tifs. Cela traduit un légère variation angulaire sur le cisaillement entre les deux solutions.
Les résultats à l’incrément 12, c’est-à-dire pour un incrément en glissement partiel sont
cohérents entre le code semi-analytique et les éléments-finis. À l’incrément 15, donc tou-
jours en glissement partiel mais après inversion de sens du chargement tangentiel, des
différences plus marquées apparaissent. La tendance globale reste bonne mais quelques
différences de signe et donc de direction de cisaillement apparaissent au niveau des pics
de pression.
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FIG . 4.40:Cisaillement à l’incrément 8 pour la portée intrados
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(d) Composante eny ; Coupe enx = 0

FIG . 4.41:Cisaillement à l’incrément 12 pour la portée intrados

Fretting et usure des contacts mécaniques : modélisation numérique 167



4. Applications

−5 0 5
−400

−200

0

200

x (mm)

q x
(M

P
a
)

 

 

FEM
S. n°2
S. n°3
S. n°4

(a) Composante enx ; Coupe eny = 0

−100 −50 0 50 100
−300

−200

−100

0

100

y (mm)

q x
(M

P
a
)

 

 

FEM
S. n°2
S. n°3
S. n°4

(b) Composante enx ; Coupe enx = 0

−5 0 5
−20

0

20

40

60

x (mm)

q y
(M

P
a)

 

 

FEM
S. n°2
S. n°3
S. n°4

(c) Composante eny ; Coupe eny = 0
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FIG . 4.42:Cisaillement à l’incrément 15 pour la portée intrados
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Glissements Les solutions entre le code semi-analytique et le modèle éléments-finis
étant validées en terme de cisaillement, il s’agit maintenant de s’intéresser au second
terme entrant dans la loi d’usure : le glissement. Il est primordial d’obtenir une bonne
approximation des glissements. C’est ceux-ci qui vont contrôler la cinétique d’usure. De
plus le poids de ces glissements est double dans la loi d’usure 2.

Les glissements à l’incrément 8 (cf. FIG.4.43) pour la portée intrados, celle-ci étant en
état de glissement total, sont déterminés à partir de l’équilibre en terme d’énergie dissipée
par frottement. Il en découle un résultat conforme en terme d’amplitude globale de glisse-
ment entre les solutions semi-analytiques et la solution éléments-finis. La distribution lo-
cale des glissements reste cependant légèrement différente entre les deux solutions. Cette
distribution de glissement est correcte le long de l’axex, c’est-à-dire que le glissement est
constant d’un bord à l’autre de la portée dans la direction radiale du moteur. Par contre
la distribution de glissement reste beaucoup plus homogènedans le cas semi-analytique
que dans le cas éléments-finis le long de l’axey. Cette différence notable ne peut-être
sans conséquences sur les résultats en terme d’usure. Pour l’incréments 12 (cf. FIG.4.44),
c’est-à-dire en situation de glissement partiel, les portées sont quasiment adhérentes en
tout point, ce résultat est retrouvé par les deux méthodes decalcul. Pour l’incrément 15
(cf. FIG.4.45), une petite zone de glissement apparaît. Le code semi-analytique retrouve
cette zone, mais l’amplitude est différente. Par contre dans la directiony une zone de
glissement apparaît également. Celle-ci n’est pas retrouvée avec le code semi-analytique.
Cependant cette zone de glissement très localisée (sur un nœud) dévoile surtout la défi-
cience du modèle éléments-finis dont les résultats ne sont pas très réguliers.
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FIG . 4.43:Glissement à l’incrément 8 pour la portée intrados
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(d) Composante eny ; Coupe enx = 0

FIG . 4.44:Glissement à l’incrément 12 pour la portée intrados
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FIG . 4.45:Glissement à l’incrément 15 pour la portée intrados
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Ces derniers résultats de glissement pour la configuration englissement partiel ne per-
mettent pas d’estimer la qualité des solutions obtenues à partir du code semi-analytique.
La portée extrados est elle de façon permanente en glissement partiel. On peut cependant
observer une dissipation d’énergie par frottement non négligeable, notamment à l’incré-
ment 8. Ce qui traduit un glissement assez important. Les solutions obtenues à partir du
modèle éléments-finis et du code semi-analytique sont données aux FIG.4.46 et FIG.4.47
respectivement. Le premier commentaire à faire est l’amplitude des glissements qui n’est
pas la même et ne permet pas de tracer les résultats sur un mêmegraphe. Un facteur
d’ordre 10 différencie les solutions du code semi-analytique de celles du code éléments-
finis. Les zones de glissement et d’adhérence sont cependantcohérentes, mais seulement
pour la simulation no 4, c’est-à-dire lorsque le moment de torsion est pris en compte.
On souligne ainsi l’importance de ce moment de torsion sur larépartition des zones de
glissement et d’adhérence.

Plusieurs hypothèses ont été émises quand à l’écart obtenu pour les glissements pour
les deux modèles. La première est la présence du revêtement sous forme d’interférence
négative entre les portées en vis-à-vis. Ce revêtement se traduit comme un vide incom-
pressible est qui n’est pas pris en compte dans le modèle semi-analytique. Un second
modèle FEM réalisé par Snecma a été étudié. Dans celui-ci le revêtement est maillé et ses
propriétés élastiques sont choisies égales à celle du titane. Une première observation est
un modèle qui converge plus rapidement et qui donne des résultats plus réguliers que le
modèle initial. Cependant le problème de glissement n’est pas résolu, l’ordre de grandeur
reste le même. La deuxième hypothèse repose sur l’hypothèsede découplage des effets
structurels et des effets du contact au niveau de la géométrie des interfaces de contact.
Après vérification, les contraintes de structures n’entrainent pas de distortion globale des
surfaces en contact. Enfin la dernière hypothèse qui reste à vérifier est que l’hypothèse
des massifs semi-infinis est abusive au niveau de la description du contact et se traduit
par une différence de rigidité entre les massifs finis de l’aube et du disque et les massifs
semi-infinis assez importante pour obtenir des déplacements élastiques superficiels très
différents.
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FIG . 4.46:Glissement à l’incrément 8 pour la portée extrados
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FIG . 4.47:Glissement à l’incrément 8 pour la portée extrados
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Usures Les usures consécutives à l’application d’un seul cycle de fretting sont données
aux figures FIG.4.51 et FIG.4.52. La loi d’usure 2 est utilisée avec un coefficient d’usure

αusure= ∗ ∗ ∗ ∗ µm3

J·µm. Les courbes noires représentent les profils d’usure obtenus à partir
du modèle FEM et serviront de références. En couleur sont tracés les résultats des quatre
simulations précédentes obtenues avec le code SA. Deux simulations, la no 5 et la no 6
ont été ajoutées. Ces dernières simulations correspondent àune usure calculée à partir
des résultats en glissement fournis par le code éléments-finis. Le problème normal est
cependant résolu à partir du code semi-analytique, en tenant compte ou non des moments
de flexion pour la simulation no 6 et no 5 respectivement. Les cisaillements en surface
sont obtenus par application directe de la loi de Coulomb à partir des glissements obtenus
par le modèle éléments-finis et les pressions de contact obtenus à partir du code SA. On
obtient donc par ce biais les cisaillements dans les zones deglissement. Les cisaillements
dans les zones d’adhérence ne peuvent être déterminés, maisla démarche est suffisante
à la détermination de l’usure. Le principal défaut de cette démarche est que le calcul
d’usure devient encore plus dépendant de la solution élément-finis. Cependant dans l’état
actuel des résultats obtenus pour les profils de glissementsà partir du code SA, il est
préférable d’utiliser les valeurs du modèle éléments-finis. La procédure mise en place est
résumée sur le diagramme de la figure FIG.4.50. Pour la portée intrados, l’erreur en terme
de volume usé est négligeable entre les simulations no 1, 2, 3 et 4 et les simulations no 5
et 6. L’énergie dissipée est avant tout le fruit des incréments en glissement total, situation
dans laquelle le code SA offre des résultats comparables au modèle FEM. Cependant la
forme du profil de glissement reste prépondérante sur la solution en terme d’usure. Ainsi
la différence à l’incrément 8 entre le profil de glissement obtenu entre le code SA et le
modèle FEM selon la directiony précédemment soulignée se répercute sur le résultat
d’usure. Au final, si l’usure obtenue par éléments-finis est choisie comme référence, la
simulation no 6 est alors la plus correcte. Ce constat est identique pour la partie extrados.
Le facteur 10 entre les glissements FEM et SA devient un facteur 100 sur l’usure. Une
erreur non seulement en terme de distribution mais également en terme de volume d’usure
total survient. Enfin, ces simulations ne sont pas égales en temps de calcul étant donnée
la complexité croissante du modèle de contact lors du passage de la simulation no 1 à
no 4. La simulation no 5 et 6 ne concernant que le contact normal sont alors beaucoup
plus brèves. Ces temps de calculs sont schématisés à la figure FIG.4.49 pour un cycle de
fretting.
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FIG . 4.49:Temps de calcul pour un cycle de fretting

FIG . 4.50:Simulation d’usure multi-échelles simplifiée
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FIG . 4.51:Usures consécutives à un cycle de fretting sur la portée intrados non-usée
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4. Applications

Une simulation d’usure est entreprise à partir de la simulation no 6 jusqu’à 110 000
cycles. Un des objectifs de cette simulation est de préleverles usures à différents instants
de la simulation afin de réinjecter ces usures dans le modèle FEM. On ferme ainsi la
boucle entre le code SA et le modèle FEM. Les nouveaux modèlesFEM sont résolus et
les données au niveau du contact obtenues. Une comparaison entre les résultats obtenus
avec le modèle sans usure et avec les modèles avec différentsniveaux d’usure peut être
fait. Ainsi on observant la variation des paramètres du contact qui sont utilisés en entrée
du code SA, il sera possible de valider l’hypothèse de la non-variation de ceux-ci au cours
du processus d’usure ou le cas échéant de déterminer une plage d’usure durant laquelle
ces données peuvent être supposées constantes.

Pour mener à bien cette étude, il faut d’abord automatiser une procédure de rem-
placement des surfaces du modèle FEM à partir des usures obtenues avec le code SA. La
stratégie adoptée est un déplacement des nœuds des surfacesmaîtres et esclaves de chaque
portée, d’une amplitude égale à l’usure obtenue au point le plus proche sur la géométrie
utilisée dans le code SA, et ce dans la direction normale au plan des portées. Ces calculs
éléments-finis sur surfaces usées ont été entrepris par Fulleringer [FUL 06] au cours de
son stage de fin d’étude. Il s’avéra difficile de faire converger les modèles intégrant l’usure
des surfaces. Ces problèmes de convergence sont causés par lamise en contact de surfaces
usées donc devenues non-planes. Pour pallier à cette difficulté Fulleringer modifia le jeu
de données Abaqus en incorporant des ressorts de faibles raideurs qui permettent de re-
tenir l’aube et favoriser la mise en contact (cf. FIG.4.53). La seconde recommandation
soulignée par Fulleringer pour faire aboutir le calcul est d’imposer un premier incrément
de temps de calcul très court pour favoriser la mise en contact. Ces modifications ont été
effectuées par Fulleringer sur le modèle initialement présenté prenant en compte un re-
vêtement à partir de l’interférence. Une comparaison de cesdeux modèles est donnée à
l’annexe D page 211 à partir des tracés de l’évolution des différentes variables utiles à la
résolution du contact et du problème d’usure. Les efforts etmoments restent équivalents
au cours du temps pour les deux modèles, excepté en fin de cycle. On retrouve cette diffé-
rence au niveau de l’énergie dissipée par frottement cumulée. Cette différence intervient
du fait d’un glissement plus prononcé en fin de cycle pour le modèle sans ressort. Les
tracés des glissements cumulés illustrent ce constat. Le modèle modifié offre donc une
solution qui sera différente en terme d’usure (moins d’usure) en comparaison au modèle
initial. On peut cependant noter à travers les variations deparamètres comme le moments
Mx que la solution pour le modèle modifié est plus stable. Tout ces résultats soulignent
l’instabilité du modèle en fin de cycle après déchargement lors de la perte progressive
du contact, hors à cette instant les glissements peuvent être importants. La modélisation
éléments-finis du système aube-disque devrait donc être améliorée si l’on veut procéder
à des estimations d’usure, dans le cas suivant une différence de 30 % de l’énergie dissi-
pée dans le contact va entraîner une différence supérieure du taux d’usure entre les deux
modèles.

Les simulations d’usure sont donc entreprises à partir des résultats du modèle de Ful-
leringer. Un incrément d’usure maximal entre chaque cycle est choisi à∆hmax=0.05µm.
Un cycle de fretting est ici décomposé en 17 incréments. Poureffectuer ces 110 000
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FIG . 4.53:Le modèle éléments-finis modifié avec l’incorporation de ressorts

cycles, pour la partie extrados, 1 158 cycles de fretting sont calculés, ce qui revient à ré-
soudre 19 686 fois le problème normal. Pour l’intrados, 2 068cycles sont simulés, soit
35 156 résolutions du problème normal. Environ 4 heures de calcul ont été nécessaires
pour l’extrados contre 12 heures pour l’intrados.

Le nombre de calculs réduit pour l’extrados s’explique par une usure plus faible que
l’intrados. L’évolution du volume usé (cf. FIG.4.54) est quasiment linéaire pour les deux
portées. La profondeur d’usure maximale initialement plusimportante pour l’extrados du
fait de la forte dissymétrie du profil d’usure devient progressivement plus importante au
niveau de l’intrados qui use plus. L’évolution de la profondeur d’usure ralentit dans les
deux cas avec l’usure des portées. Ce ralentissement est une conséquence de l’aplanisse-
ment des profils de pression de contact et du « gommage » des pics de pression du fait des
nouvelles surfaces usées.
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FIG . 4.54:Évolution de l’usure au niveau des deux portées

L’évolution de ces pressions de contact est donnée aux figures FIG.4.55 et FIG.4.56
pour les deux portées et à l’incrément maximal de chargement. Sont représentées, du
plus sombre au plus clair les résultats obtenus tout les 10 000 cycles d’usure entre 0 et
110 000 cycles. L’évolution de l’usure totale (soit deux fois l’usure sur chaque corps ;
l’usure est équi-répartie sur les deux corps dans cette simulation) est donnée en suivant
la même convention de couleur aux figures FIG.4.57 et FIG.4.58. La dissymétrie initiale
des profils d’usure est conservée et même augmentée avec l’usure. Comme le montre
les profils usés dans la directiony, leur forme est très dépendante de la distribution des
glissements. L’utilisation des glissements prélevés à partir du modèle FEM, et n’évoluant
pas au cours de l’usure est donc une hypothèse très forte.
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À l’annexe E page 217 sont ajoutés les tracés des résultats des modèles FEM auxquels
ont été ajoutés l’usure des portées. 500, 1 000, 5 000, 10 000,20 000, 50 000 et 110 000
cycles ont été simulés. Ce dernier n’ayant pas convergé aucunrésultat ne sera donné. Il
apparaît que les chargements normaux et tangentiels sont peu affectés par l’usure en res-
tant constant. Une différence d’énergie cumulée existe entre les différents modèles arrivés
en fin de cycle. Cependant les différences observées n’obéissent à aucune logique permet-
tant de faire le lien avec le taux d’usure de la surface. On imputera donc ces différences
aux difficultés de convergence du modèle en fin de cycle. L’écart principal conséquent à
l’usure des surfaces se situe au niveau du moment de flexionMy et donc pour la coor-
donnée enx du centre de pression :xc. Une erreur croissante est donc faite au cours du
processus itératif d’usure. Cette erreur est donnée à la figure FIG.4.59 selon la formule
|xc(N cycles)−xc(0 cycles)|

Lx
, où Lx est la largeur de la portée dans la directionx. Cette erreur

s’explique par le moment autour dex qui est influencé par la répartition d’usure le long de
l’axe x, c’est-à-dire dans la direction de la plus courte dimensionde la portée. Le rapport
de longueur étant d’environ 20 entre les deux directions, l’usure modifie surtout l’angle
moyen qui peut être approximé entre la portée usée et la portée non-usée autour de l’axe
Oyque celui autour de l’axeOx .

Dans l’annexe E sont également ajoutés les tracés des usurespour un cycle de fret-
ting obtenues à partir du modèle FEM à différents stades d’usure (courbe noire) et les
usures obtenues lors de la simulation d’usure avec le code SAaux mêmes stades (courbes
grises). La première différence à relever imputable à la différence d’énergie dissipée par
frottement cumulée et donc aux glissements en fin de cycle estle volume d’usure qui n’est
pas respecté. Le deuxième point est la répartition de cette usure. Dans le cas FEM comme
SA on observe un « gommage » des pics d’usure. La répartition dans la directiony est re-
lativement satisfaisante entre les deux modèles. La répartition le long de la directionx est
elle beaucoup moins respectée au fur et à mesure de l’usure. On observe un basculement
de l’angle global de cette répartition d’usure sur le modèleFEM qui n’est pas présent
dans le cas du modèle SA si les données ne sont pas mises à jour,notamment le centre
de pression. Cette différence est liée au moment de flexionMy qui varie avec l’usure. Ce
basculement n’est pas visible jusqu’à 10 000 cycles sur la portée intrados.
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FIG . 4.55:Pression de contact à l’incrément de chargement maximal (8)pour la portée
intrados à différents niveaux d’usure
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FIG . 4.56:Pression de contact à l’incrément de chargement maximal (8)pour la portée
extrados à différents niveaux d’usure
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FIG . 4.57: Usure totale sur chaque corps pour la portée intrados à différents niveaux
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FIG . 4.58: Usure totale sur chaque corps pour la portée extrados à différents niveaux
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Fretting et usure des contacts mécaniques : modélisation numérique 181



4. Applications

0 1 2 3 4 5

x 10
4

0

1

2

3

4

Cycles

E
rr

eu
r

su
r

x
c

(%
)

FIG . 4.59:Erreur sur le position du centre de pression avec l’usure
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Bilan des simulations d’usure sur le contact aube-disque Des simulations d’usure à
partir du code développé au cours de cette thèse ont été effectuées sur un exemple indus-
triel : le contact aube-disque de soufflante. Le code de calcul est utilisé comme zoom sur
les zones de contact à partir de résultats provenant d’un modèle éléments-finis de la struc-
ture, d’où le terme de modélisation multi-échelles. L’objectif final est de pouvoir utiliser
le plus indépendamment possible du modèle FEM le code semi-analytique. Cependant
des différences, rencontrées aux niveaux des glissements entre les modèles FEM et SA,
et non expliquées nous obligent par précaution à utiliser lecode SA dans une configu-
ration simplifiée où seul le contact normal est résolu. Le calcul d’usure a été effectué
entre 0 et 110 000 cycles sans bouclage entre le modèle structurel et les deux modèles
de contact pour chaque portée. Il est donc fait l’hypothèse que les données d’entrées du
code SA et donc les résultats du modèle FEM ne varient pas avecl’usure. Après véri-
fication du comportement des modèles FEM avec des géométrie usées, il apparaît une
variation non-négligeable du moment de flexionMy. Cette variation n’entraîne cependant
pas de conséquences dramatiques jusqu’à 10 000 cycles, soitpour une usure maximale
de presque 20µm de la portée intrados. Ces simulations ont également souligné l’im-
portance du modèle FEM dans la prédiction de l’usure. D’une part il faut un modèle qui
puisse converger lorsque sa géométrie est mise à jour à partir de l’usure calculée. Cette
condition parait indispensable pour pouvoir faire des simulations avec des usures supé-
rieures à 20µm où le bouclage entre le modèle FEM et SA doit être fait. D’autre part,
les résultats en terme de glissement sont très sensibles au modèle FEM et à sa vitesse de
convergence. Il faut alors un modèle stable, le dernier modèle fourni avec un revêtement
maillé paraît adéquate. Il faut également piloter la tailledes incréments de temps de ces
modèles de façon à ce que ces incréments de temps ne soit pas trop grands ce qui peut
créer des profils de glissement cumulé non-continus et peut détériorer le résultat en usure.
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Conclusion

La problématique industrielle du fretting des pieds d’aubede soufflante a insufflé ce
travail de thèse. Pour répondre aux besoins du motoriste Snecma, un modèle d’étude du
contact a été développé. Dans un premier temps, seules les sollicitations de type oligo-
cycliques donc dépendantes de la force centrifuge appliquée aux aubes sont supposées
intervenir dans la quantification de l’usure. Des lois empiriques proposées par le LTDS1,
basées sur l’énergie dissipée par frottement et adaptées à cette problématique sont utili-
sées. Pour analyser un contact et quantifier son usure, le modèle de contact à développer
doit s’affranchir de temps de calcul trop long. D’une part, l’usure est un processus cy-
clique à simuler. D’autre part l’analyse d’un contact doit se faire sur des discrétisations
très fines.

Pour analyser les contacts en général et le contact aube-disque en particulier, une
modélisation dite « semi-analytique » a été effectuée. Cettemodélisation est basée sur
la théorie des massifs élastiques semi-infinis qui permet deconstruire la relation entre
les sollicitations normales et tangentielles du contact etles déplacements élastiques ré-
sultants des surfaces en contact par le biais de solutions analytiques élémentaires. Cette
relation s’exprime sous forme de produits de convolution discrète entre des coefficients
d’influence et les sollicitations du contact : pressions et cisaillements. La résolution du
contact se fait en décomposant ce dernier sous forme de deux problèmes indépendants,
le problème de contact normal et le problème de contact tangentiel. Une des difficul-
tés propres à ces deux problèmes est la détermination des zones de contact du problème
normal et des éventuelles zones d’adhérence dans le cas du glissement partiel pour le pro-
blème tangentiel. Le problème qui peut s’exprimer sous forme de minimisation de l’éner-
gie complémentaire, est résolu comme un problème d’optimisation sous contraintes. De
part ses propriétés de convergence, l’algorithme du gradient conjugué est alors utilisé.
Pour accélérer le produit de convolution qui s’avère coûteux en temps de calcul, les trans-
formées de Fourier rapides (FFT) sont utilisées. Quelques minutes suffisent alors pour ré-
soudre des problèmes de contact sur une grille de plusieurs dizaines de milliers de points.
Les problèmes normal et tangentiel sont supposés indépendants, le problème normal se
résout sans connaitre la solution du problème tangentiel, puis le problème tangentiel est
résolu à partir de la solution du problème normal pour vérifier la loi de frottement de

1Laboratoire de Tribologie et de Dynamique de Structures, École Centrale de Lyon
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Coulomb. Cependant ce découplage n’est vérifié que pour le contact élastique entre deux
matériaux identiques. Lorsque les matériaux différent, uncouplage existe et doit être pris
en compte. La méthode utilisée consiste alors à itérer la résolution du problème normal et
tangentiel jusqu’à convergence.

Le modèle de contact développé a été validé par comparaison àdes solutions ana-
lytiques données dans la littérature. Le problème de contact normal est parfaitement ré-
solu à partir d’un effort ou d’un déplacement de corps rigidenormal. Les moments de
flexion peuvent être pris en compte par l’intermédiaire d’unmésalignement des surfaces
de contact. Le problème tangentiel est également résolu en effort ou en déplacement de
corps rigide. Le moment de torsion peut être intégré dans la résolution du problème. Les
solutions analytiques utilisées pour la validation outre le problème de contact de Hertz,
s’apparentent toute à des situations de fretting qui peuvent être répertoriées sous les termes
de modes de fretting suivant la direction des sollicitations. Les contraintes en sous-couche
ont aussi été validées par comparaison avec des solutions analytiques. Enfin une étude
menée sur le contact elliptique pour le problème de Cattaneo-Mindlin a été faite pour
analyser l’effet du frottement et de l’ellipticité sur les solutions du contact en surface et
en sous-couche. Le même type d’étude a été mené sur le contactsphérique pour des ma-
tériaux non identiques. Dans ce dernier cas le couplage du problème normal et tangentiel
illustre l’importance de ce couplage sur la solution.

Le problème de contact étant validé, la loi d’usure énergétique est implémentée pour
obtenir et quantifier des usures en fretting. La loi établie par le LTDS, formulée globale-
ment i.e. sous forme de volume d’usure est écrite sous une forme locale qui lie l’énergie
dissipée localement par frottement à une profondeur d’usure. Deux formulations locales
sont présentées. L’implémentation se fait alors par un simple réajustement de la distance
entre les deux corps qui définit la géométrie du contact. Divers simulations sont alors
menées sur la géométrie élémentaire cylindre-plan habituellement utilisée par l’expéri-
mentateur. Elles permettent d’observer que l’usure tend à aplanir le profil des pressions ;
le nombre de cycles entre chaque mise à jour des géométries doit être correctement fixé
pour obtenir une usure non-bruitée pour des temps de calculsacceptables ; les résultats
d’usure en supposant un comportement tangentiel rigide du contact sont équivalents aux
résultats élastiques pour des simulations en glissement total. Une comparaison des pro-
fils d’usures obtenus par l’expérience et par la simulation apermis de valider le modèle
d’usure. Enfin une étude de l’usure en glissement partiel (stick-slip) a été effectuée, il en
résulte que l’usure déjà très faible sur une surface vierge tend à s’annuler pour une surface
usée à partir de la loi énergétique.

Le modèle de contact et d’usure a ensuite été appliqué au cas industriel du fretting des
pieds d’aube de soufflante. Le modèle de contact est couplé à un modèle éléments finis
de la structure aube-disque pour former une modélisation multi-échelles de la structure.
La résolution préalable du modèle structural permet de déterminer les efforts et énergies
transmises dans le contact pour résoudre ensuite le contactde manière plus fine avec
le modèle semi-analytique. Un algorithme spécifique aux situations de glissement total
qui apparaissent dans le contact aube-disque est ajouté au modèle semi-analytique. Les
solutions du problème de contact comparées entre le modèle semi-analytique et le mo-
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dèle éléments finis permettent de valider le code en terme de pression et cisaillement de
contact, cependant la solution en terme d’amplitude de glissement se révèle significative-
ment différente pour les phases de glissement partiel. L’usure du contact aube-disque est
alors effectuée à partir d’un modélisation multi-échellessimplifiée, où le problème normal
est résolu par la méthode semi-analytique, et le problème tangentiel à partir des solutions
du modèle éléments finis. Le calcul est effectué à partir des solutions du modèle éléments
finis non-usé. Les géométries usées injectées dans le modèleéléments finis soulignent que
le comportement peut être modifié surtout après 20 000 cycles, ce qui correspond à une
usure de 20µm de la portée intrados.

Perspectives

Les perspectives pouvant être apportées à ce travail sont nombreuses.
Elles concernent d’abord l’amélioration du modèle de contact. D’une part, le revête-

ment des portées d’aube n’est pas pris en compte dans le modèle. De nombreux déve-
loppements de revêtements simples ou multi-couches, de milieux à gradient de propriété
existent dans la littérature et peuvent être facilement adaptés au modèle de contact. Ce-
pendant les modèles ne doivent pas présenter d’inhomogénéités dans les directions trans-
verses du massif semi-infinis ou alors elle doivent présenter une certaine périodicité pour
que les transformées de Fourier rapides puissent être utilisées. Prendre en compte un revê-
tement usé se révèle donc moins simple qu’il n’y parait. L’inhomogénéité qui apparaît est
son épaisseur qui varie le long de la surface. Une solution brutale est de le simplifier par
un tapis de ressorts indépendants les uns des autres. Le deuxième point est d’apporter plus
de physique au modèle en ajoutant l’aspect plasticité. Le modèle ad’hoc existe, il s’agit
donc de fusionner les codes. Ajouter la plasticité dans le cadre de la simulation d’usure
n’est cependant pas forcément judicieux. Les temps de calcul augmentent et une première
simulation a pu être réalisée sur le contact cylindre-plan vierge de toute usure. Il s’avère
que la plasticité reste confinée aux bords du cylindre, entraînant un abaissement des pics
de pression mais pas de changement significatif général du profil de pression. Ces pics
de pression étant gommés avec l’usure, prendre en compte la plasticité devient inutile.
Enfin pour la modélisation dite multi-échelles du contact aube-disque, il faut investiguer
la source du désaccord entre les glissements obtenus par le modèle éléments finis et le
code semi-analytique. L’objectif étant de pouvoir réaliser les calculs d’usure à partir d’un
code s’affranchissant au maximum des résultats du modèle dela structure.

Le second type d’amélioration concerne plus spécifiquementle modèle d’usure. Au-
cune comparaison n’a été délivrée dans ce manuscrit mais, bien que concordant en terme
de cinétique globale, la distribution de cette usure sur lesportées n’est pas identique aux
relevés profilométriques effectués sur les pièces en service. L’une des hypothèses à dé-
velopper et à prendre en compte est le volume d’usure créé pendant les cycles en glis-
sement partiel. Les sollicitations polycycliques fatiguent la superficie du contact, cette
zone endommagée est ensuite éliminée après le passage d’unesollicitation oligocyclique.
Le manque de formalisme existant ne permet pas d’intégrer l’usure en glissement partiel
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FIG . 4.60: Comparaison entre une simulation élastique et élastoplastique du champ de
pression et de contrainte de von Mises au cours d’un cycle de fretting du contact cylindre-

plan

dans notre modèle. Ce travail nécessiterait au préalable desefforts du point de vue expé-
rimental. Un autre point qui semble être intéressant de développer est la prise en compte
d’un coefficient de frottement local évoluant avec l’usure,notamment après l’élimination
locale totale de la couche du revêtement. Cela s’apparente aux lois de mélange présentées
au paragraphe 1.3.2 sur le modèle d’usure à la page 24.
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Annexe A

Simulations en stick-slip du contact
sphère-plan
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FIG . A.1: État de contraintes de von Mises en sous-couche dans le planOxz pour le
problème de Mindlin d’un contact circulaire pour plusieurscoefficients de frottement au

point A du chargement
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A. Simulations en stick-slip du contact sphère-plan
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FIG . A.2: État de contraintes de von Mises en sous-couche dans le planOxz pour le
problème de Mindlin d’un contact circulaire pour plusieurscoefficients de frottement au

point B du chargement
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Annexe B

Simulations en stick-slip du contact
ellipsoïde-plan
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B. Simulations en stick-slip du contact ellipsoïde-plan
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FIG . B.1: Distribution de contraintes en surface pour le problème de Mindlin d’un contact
elliptique - pressions de contactp en noir et cisaillementq en bleu pour les différents

rapports d’ellipticité - les résultats se superposent parfaitement
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FIG . B.2: État de contraintes de von Mises en sous-couche dans le planOxz pour le
problème de Mindlin d’un contact elliptique pour plusieursrapport d’ellipticitéa/b≤ 1

et un coefficient de frottementµ= 0,3 au point A du chargement
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B. Simulations en stick-slip du contact ellipsoïde-plan
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FIG . B.3: État de contraintes de von Mises en sous-couche dans le planOxz pour le
problème de Mindlin d’un contact elliptique pour plusieursrapport d’ellipticitéa/b≥ 1

et un coefficient de frottementµ= 0,3 au point A du chargement
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FIG . B.4: État de contraintes de von Mises en sous-couche dans le planOxz pour le
problème de Mindlin d’un contact elliptique pour plusieursrapport d’ellipticitéa/b≤ 1

et un coefficient de frottementµ= 0,3 au point B du chargement
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B. Simulations en stick-slip du contact ellipsoïde-plan

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5

0

0.5

1

1.5

x/a

z
/b

 

 

0.05

0.1 0.1

0.1

0.15

0.
15

0.15 0.15

0.15

0.
15

0.15

0.2

0.
2

0.
2 0.2

0.2

0.
2

0.2

0.
25

0.25

0.25

0.25 0.25

0.
25

0.
25

0.
3

0.3

0.3

0.3

0.3

0.
3

0.3

0.35

0.35

0.35
0.35

0.
35

0.35
0.35

0.4
0.4

0.
4

0.4
0.4

0.
4

0.450.45

0.45

0.45

0.
45

0.5

0.5

0.5

0.
5

0.55

0.55

0.55

0.6

0.6

max=0.62066p0

(a) a = b

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5

0

0.5

1

1.5

x/a
z
/b

 

 

0.
05

0.05

0.05

0.05

0.
1

0.
1

0.1 0.1 0.1

0.1

0.10.15

0.
15

0.15 0.15

0.15

0.
15

0.2

0.
2

0.2

0.2

0.
2

0.2

0.
25

0.25

0.25

0.25

0.
25

0.
3

0.3

0.3

0.3
0.3

0.
3

0.
3

0.35
0.35

0.35 0.35

0.
35

0.
35

0.4
0.4

0.4
0.4 0.4

0.
4

0.
4

0.45

0.45
0.45

0.45

0.
45

0.5

0.5

0.5

0.5

0.
5

0.55

0.55

0.
55

0.6

0.
6

max=0.61087p0

(b) a≈ 2b

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5

0

0.5

1

1.5

x/a

z
/b

 

 

0.
05

0.
05

0.05

0.05

0.
1

0.
1

0.1
0.1

0.
1

0.15

0.
15

0.15
0.15

0.
15

0.
2

0.2

0.2

0.
2

0.2

0.25
0.25

0.25

0.
25

0.
25

0.250.
3

0.3

0.3

0.
3

0.
3

0.3

0.
35

0.35

0.35

0.
35

0.
35

0.4

0.4

0.4
0.4

0.4

0.
4

0.45

0.45

0.45

0.45

0.
45

0.5

0.5

0.5

0.
5

0.55 0.
55

0.55

max=0.59238p0

(c) a≈ 4b

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5

0

0.5

1

x/a

z
/b

 

 

0.
05

0.
05

0.05
0.05

0.1

0.
1

0.1

0.
1

0.15
0.15

0.
15

0.
15

0.2
0.2

0.
2

0.
2

0.
2

0.25
0.25

0.25

0.
25

0.
25

0.
3

0.3

0.3

0.
3

0.
3

0.3

0.35

0.35

0.35

0.35

0.
35

0.4
0.4

0.4

0.4

0.4

0.
40.45

0.45

0.45

0.
45

0.
45

0.5

0.
5

0.5

0.
5

0.55

0.55

max=0.57749p0

(d) a≈ 8b

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5

0

0.5

1

1.5

x/a

z
/b

 

 

0.
05

0.
05

0.
05

0.
05

0.1
0.1

0.
1

0.
1

0.15
0.15

0.
15

0.
15

0.2
0.2

0.2

0.
2

0.
2

0.25
0.25

0.25

0.
25

0.
25

0.
3

0.3

0.
3

0.
3

0.
3

0.
35

0.35

0.35

0.
35

0.
35

0.4
0.4

0.4

0.4

0.4

0.
4

0.45

0.45

0.45

0.45

0.
45

0.5 0.
5

0.5

0.
5

0.55

0.55

max=0.56864p0

(e) a≈ 16b

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5

0

0.5

1

1.5

x/a

z
/b

 

 

0.05

0.
05

0.
05

0.
05

0.
1

0.1

0.
1

0.
1

0.15
0.15

0.
15

0.
15

0.
2

0.2

0.
2

0.
2

0.25
0.25

0.
25

0.
25

0.
25

0.3
0.3

0.3

0.
3

0.
3

0.
35

0.35

0.
35

0.
35

0.
4

0.4

0.4

0.4

0.4

0.
4

0.45

0.45

0.45

0.45

0.
45

0.5

0.
5

0.5

0.5

0.55

0.55

max=0.56401p0

(f) a≈ 30b

FIG . B.5: État de contraintes de von Mises en sous-couche dans le planOxz pour le
problème de Mindlin d’un contact elliptique pour plusieursrapport d’ellipticitéa/b≥ 1

et un coefficient de frottementµ= 0,3 au point B du chargement
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FIG . B.6: État de contraintes de von Mises en sous-couche dans le planOxz pour le
problème de Mindlin d’un contact elliptique pour plusieursrapport d’ellipticitéa/b≤ 1

et un coefficient de frottementµ= 0,9 au point A du chargement
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B. Simulations en stick-slip du contact ellipsoïde-plan
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FIG . B.7: État de contraintes de von Mises en sous-couche dans le planOxz pour le
problème de Mindlin d’un contact elliptique pour plusieursrapport d’ellipticitéa/b≥ 1

et un coefficient de frottementµ= 0,9 au point A du chargement
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FIG . B.8: État de contraintes de von Mises en sous-couche dans le planOxz pour le
problème de Mindlin d’un contact elliptique pour plusieursrapport d’ellipticitéa/b≤ 1

et un coefficient de frottementµ= 0,9 au point B du chargement
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B. Simulations en stick-slip du contact ellipsoïde-plan
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FIG . B.9: État de contraintes de von Mises en sous-couche dans le planOxz pour le
problème de Mindlin d’un contact elliptique pour plusieursrapport d’ellipticitéa/b≥ 1

et un coefficient de frottementµ= 0,9 au point B du chargement
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Annexe C

Simulations en stick-slip du contact
sphère-plan pour des matériaux

différents
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C. Simulations en stick-slip du contact sphère-plan pour desmatériaux différents
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FIG . C.1: Distribution de contraintes en surface pour le problème de Mindlin d’un contact
circulaire pour deux corps élastiques différents et un coefficient de frottementµ= 0,3 au
point A du chargement -E1
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FIG . C.2: Distribution de contraintes en surface pour le problème de Mindlin d’un contact
circulaire pour deux corps élastiques différents et un coefficient de frottementµ= 0,3 au
point B du chargement -E1
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C. Simulations en stick-slip du contact sphère-plan pour desmatériaux différents
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FIG . C.3: Distribution de contraintes en surface pour le problème de Mindlin d’un contact
circulaire pour deux corps élastiques différents et un coefficient de frottementµ= 0,9 au
point A du chargement -E1
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FIG . C.4: Distribution de contraintes en surface pour le problème de Mindlin d’un contact
circulaire pour deux corps élastiques différents et un coefficient de frottementµ= 0,9 au
point B du chargement -E1
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C. Simulations en stick-slip du contact sphère-plan pour desmatériaux différents
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FIG . C.5: État de contraintes de von Mises en sous-couche dans le planOxz pour le
problème de Mindlin d’un contact circulaire pour deux corpsélastiques différents et un

coefficient de frottementµ= 0,3 au point A du chargement
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FIG . C.6: État de contraintes de von Mises en sous-couche dans le planOxz pour le
problème de Mindlin d’un contact circulaire pour deux corpsélastiques différents et un

coefficient de frottementµ= 0,3 au point B du chargement
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C. Simulations en stick-slip du contact sphère-plan pour desmatériaux différents
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FIG . C.7: État de contraintes de von Mises en sous-couche dans le planOxz pour le
problème de Mindlin d’un contact circulaire pour deux corpsélastiques différents et un

coefficient de frottementµ= 0,9 au point A du chargement
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FIG . C.8: État de contraintes de von Mises en sous-couche dans le planOxz pour le
problème de Mindlin d’un contact circulaire pour deux corpsélastiques différents et un

coefficient de frottementµ= 0,9 au point B du chargement
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C. Simulations en stick-slip du contact sphère-plan pour desmatériaux différents
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Annexe D

Modèle FEM aube-disque avec ressorts
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FIG . D.1: Évolution de l’énergie dissipée par frottement cumulée entre le modèle avec
ou sans ressorts
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D. Modèle FEM aube-disque avec ressorts
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FIG . D.2: Évolution du chargement entre le modèle avec ou sans ressorts
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(c) Composante enz

FIG . D.3: Évolution des moments entre le modèle avec ou sans ressorts
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FIG . D.4: Glissement cumulé sur la portée extrados entre les modèles avec ou sans res-
sorts

Fretting et usure des contacts mécaniques : modélisation numérique 213



D. Modèle FEM aube-disque avec ressorts
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FIG . D.5: Évolution de l’énergie dissipée par frottement cumulée entre le modèle avec
ou sans ressorts
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FIG . D.6: Évolution du chargement entre le modèle avec ou sans ressorts
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FIG . D.7: Évolution des moments entre le modèle avec ou sans ressorts
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FIG . D.8:Glissement cumulé sur la portée intrados entre les modèles avec ou sans ressorts
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D. Modèle FEM aube-disque avec ressorts
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Annexe E

Modèle FEM aube-disque avec usure

E.1 Portée intrados
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FIG . E.1: Évolution de l’énergie dissipée par frottement cumulée à différents niveaux
d’usure
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E. Modèle FEM aube-disque avec usure
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FIG . E.2: Évolution du chargement à différents niveaux d’usure
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FIG . E.3: Évolution des moments à différents niveaux d’usure
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FIG . E.4: Position du centre de pression à différents niveaux d’usure
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FIG . E.5: Glissement cumulé - Intrados
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E. Modèle FEM aube-disque avec usure
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FIG . E.6: Évolution de l’énergie dissipée par frottement cumulée à différents niveaux
d’usure
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FIG . E.7: Évolution du chargement à différents niveaux d’usure
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FIG . E.8: Évolution des moments à différents niveaux d’usure
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FIG . E.9: Position du centre de pression à différents niveaux d’usure
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FIG . E.10:Glissement cumulé sur la portée extrados

Fretting et usure des contacts mécaniques : modélisation numérique 221



E. Modèle FEM aube-disque avec usure

E.3 Usure
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FIG . E.11:Usures consécutives à un cycle de fretting sur la portée intrados à différents niveaux d’usure
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