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Résumeé

La mécanique de la rupture et I'étude du phénomeéne de fadigutades sciences assez
récente qui ont vu la majeure partie de leurs développenaert©mesiécle. La problé-
matique de ces deux domaines de la mécanique est identisiagit pour I'ingénieur
de prévoir le comportement des structures jusqu’a leurerdila mécanique élastique li-
néaire de la rupture, trés largement utilisée par les irggénj ne permet pas de représenter
un des phénomeénes physiques importants dans la propaegati@tigue : le concept de
refermeture de fissure découvert par Elber dans les anné&sn&lalors recourt a des mo-
deles plus ou moins complexes permettant d'intégrer ceg@héne dans les simulations
élastique linéaires.

Du point de vue numérique, la propagation de fissure est usigaree complexe puis-
gu’il nécessite de suivre la géométrie de la fissure au cautsmps. On a alors recourt
a des procédés de type remaillage et projection de champ®woen temps de calcul,
et dont la validité théorique pose un certain nombre de gquestOn a vu ces dernieres
années se développer des méthodes permettant de prendrmpte émplicitement des
discontinuités ; un exemple étant la méthode des élémerg®fendus. Grace a des fonc-
tions d’interpolation enrichies, on peut alors représeimmplicitement une discontinuité
mobile - comme une fissure - sans remaillage.

On propose d'utiliser la méthode des éléments finis étendus gimuler la propa-
gation de fissure en fatigue en modélisant le phénomene eemeture de fissure. Il est
alors nécessaire de prendre en compte a la fois la plastinitgointe de fissure et le
contact-frottement le long des lévres de la fissure. Une eltribase d’enrichissement
élasto-plastique capable de représenter la singula@tgtigle a dans un premier temps
été développée. On a ensuite mis en place une formulatigmake de type Lagrangien
augmenté adaptée au formalisme éléments finis étendus.ti2ésgees permettant de
traiter des questions clés - dans une problématique ou lamdtistoire est essentielle
- telles que l'intégration numérique et la stratégie d’ehissement pendant la propaga-
tion ont été proposées. On dispose alors d’'un modéle nuoepgrmettant de simuler
la propagation de fissure en fatigue en intégrant le phénememefermeture. Des essais
expérimentaux en mode | et en mode mixte, ont été effectuézpbvités grace a une
technique de mesure de champs par corrélation d'image ngueeta comparaison des
résultats de simulations numériques et d’essais montyolestialités de la méthode.

M OTS CLES: fatigue, rupture, éléments finis étendus, plasticité,actnpropagation
de fissure.
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Introduction

La mécanique de la rupture est une science assez récentevquaanajeure partie
de ses développements théoriques au coud$Xfti"esiécle. En paralléle, le phénoméne
de fatigue a intéressé la communauté scientifique une centéannées plus tét, des le
début duX XM sjécle. La problématique de ces deux domaines de la méeariu
identique : il s’agit pour I'ingénieur de prévoir le compemtent des structures jusqu’a
leur ruine. Les avancées scientifiques dans la prévisiomuayportement des structures et
le besoin de réduire les colts rendent ces problématiquasisien plus importantes dans
le processus de conception au sein de I'industrie mécanpguexemple en aéronautique.

En mécanique de la rupture, on fait généralement la diffaxemtre rupture fragile et
rupture ductile (on parle méme d’ailleurs plutét de déat@rdans ce cas). Si les hypo-
théses de la rupture fragile sont bien adaptées aux matdregiles tels que le PMMA,
elle a d’'abord intéressé les scientifiqgues du fait de sesthgges "simples". En effet,
on considére pour le matériau un comportement élastigéailia et on suppose que la
plasticité ne peut se développer qu’en pointe de fissure daaszone de taille réduite
par rapport aux dimensions caractéristiques de la stre.cc@m parle alors des hypotheses
de Small Scale Yieldingt la zone plastique est entierement négligée dans cettélimod
sation diteLEFM (Linear Elastic Fracture Mechanics) [BUI 78]. Dans le cadaleup-
ture ductile, la zone plastique n’est plus négligeable at p&tendre bien au dela de la
pointe de fissure ; on parle alors de conditi&®~M (Elastic Plastic Fracture Mechanics)
[PLU 89]. Le champ d’application de la mécanique élasteim@e de la rupture est re-
lativement vaste puisqu’il va de la plasticité peu étendutewrr de la pointe de fissure
jusqu’a la déchirure ductile, dans laquelle le matériau pepporter d'importantes défor-
mations plastiques avant de rompre. On peut alors appligu®écanique de la rupture
adaptée a ce type de problemes [MAR 99] ou utiliser les théate 'endommagement
qui permettent d’'une part de traiter des problémes sansitiéfiial et d’autre part de
s’affranchir du probleme de critere de propagation [SUF. 04]

Dans le cas de la rupture par fatigue, la mécanique élaslingéaire de la rupture
est trés largement utilisée par les ingénieurs car elle eeimtilisation de criteres
énergétiques globaux tels que les facteurs d’intensit&édesaintes. Pour les matériaux
métalliques et les alliages d’aluminium, la zone plastjduien qu’elle soit de taille
réduite, a une influence importante sur les phénomenesqigsassociés a la propaga-
tion [ELB 70]. Les ingénieurs utilisent alors des modéles\85, NEW 81, NAS 02]
permettant de prendre en compte ces phénoménes avec dehdsgsoLEFM. On
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s’intéressera donc dans cette thése a la prise en comptesgehéromenes physiques
directement dans un cadre EPFM.

L'importance croissante de la simulation numérique dansdeessus de conception
industriel a entrainé une augmentation importante du nerdbrproblémes accessibles
par les méthodes numérigues modernes. Que ce soit en sonudatphénoméne de rup-
ture ou dans d’autres domaines de la mécanique, la méthadElédments Finis a été
largement développée et utilisée. Elle est désormais tajpiddler bien au-dela des si-
mulations statiques élastiques linéaires, et de traiteasedes non linéarités matérielles
ou comportementales ainsi que les problemes de dynamipigerdJn certain nombre de
problemes sont cependant plus difficilement accessiblasreéthode des éléments finis;
c’est notamment le cas pour les problémes a discontinuitdsles. La difficulté vient
alors du fait que I'on doit représenter explicitement lacdigtinuité a I'aide du maillage
et ce quelque soit sa nature (interface entre deux matercduangement de phase, fis-
sure, interaction fluide-structure...). Un pré-traitemfastidieux du probléeme s'impose
alors et est d’autant plus délicat que la topologie de lactiBouité est complexe. Cette
opération est encore plus complexe lorsque la disconérast mobile, puisqu’il est pra-
tiguement indispensable de procéder a des opérations dalleege dans ce cas. Bien
gu’'on puisse envisager des opérations automatiques dellegeapour les problemes
bi-dimensionnels, le colt numérique devient vite proffibians le cas de problémes tri-
dimensionnels a géométries complexes. Au dela de ces agpaeiment géométriques,
il faut également envisager le probleme du transfert diimiation lors de la procédure de
remaillage. Cette opération peut alors, en plus du colt ngoenon négligeable, entrai-
ner des problemes théoriques fondamentaux tels que la nme@tion de I'énergie et
des variables non-linéaires entre les deux discrétisation

C’est dans cette optique que de nouvelles méthodes nureérjzprmettant de s’af-
franchir d’une description explicite des discontinuitéd été récemment développées.
Parmi celles-ci, celle qui nous intéresse dans ce mémadira eséthode des Eléments
Finis Etendus. Il s’agit d’'une extension de la méthode déséhts finis qui exploite la
propriété de partition de l'unité des fonctions de formeas dfenrichir I'approximation.
On utilise alors des fonctions d’enrichissement permétarprendre en compte la solu-
tion quasi-exacte du probléme voulu et ainsi de représanfdicitement la discontinuité
associée. Grace a cela, il n’est plus nécessaire de confonailage et discontinuité.
L'autre avantage principal de cette méthode est que I'ort pewéliser la propagation
de la discontinuité en adaptant les fonctions d’enriclmes® tout en conservant un
maillage identique, on s’affranchit alors du remaillage.

Un des objectifs de cette thése est de représenter le phéeotdecrefermeture de
fissure dans un modele capable de simuler une propagatiosstecfien fatigue sans re-
maillage. Il est donc nécessaire de modéliser d’'une patiaktipité en pointe de fissure
et d’autre part le contact et le frottement entre les leveetadissure. Le probleme théo-
rique se décompose en trois parties. Dans un premier templayohera a modéliser la
présence de la fissure et pour cela déterminer la singuttggéchamps de déplacement
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et de contraintes autour de la pointe de fissure en plast{oiés’appuie alors sur les
champs théoriques en pointe de fissure pour construire umeehie base d’enrichisse-
ment X-FEM capable de capturer la singularité plastiquestiégalement nécessaire de
construire une stratégie d’intégration numérigue perameit'intégrer correctement cette
base (qui plus riche que celle utilisée en LEFM) et perméttavoir une description fine
de I'état de contraintes autour de la pointe de fissure. Larskrphase consiste en la mise
en place d’une formulation mécanique du probleme cofiggéire-plasticité-contactinsi
que 'estimation des parameétres de fissuration nécessali@siture d’un critere de pro-
pagation. Enfin, il s’agit de représenter la propagationrog@pmment parler, et notamment
de gérer I'évolution des non-linéarités au cours de cell©n doit alors développer une
stratégie sans projection des variables non-linéairesretgttant d’avoir une description
fine de la plasticité et du contact.

Le plan de ce mémoire va découler de ce découpage du probtgrésentera, apres
une description des techniques existantes, les dévelapgenmumériques apportés.
Le premier chapitre dresse un apercu d’'un point de vue théeret numérique des
technigues existantes en ce qui concerne la propagatiosslgdien fatigue. Le second
chapitre est concentré sur les aspects théoriques du preblApres avoir introduit
les concepts de mécanique de la rupture LEFM puis EPFM, onésdsse a I'étude
de la singularité et des champs asymptotiques élastagplast en pointe de fissure.
Enfin on propose une formulation faible originale de type faagien augmenté du
probleme considéré. Le troisieme chapitre présente lesldgpements de la méthode
des éléments finis étendus dans un cadre non-linéaire. @it un nouvel enrichis-
sement singulier permettant de représenter la plasticitéua de la pointe de fissure.
Les aspects d’intégration numérique et de traitement dtacosont également présentés
ainsi que la formulation discréte du probléme. Enfin on éliesse dans le dernier
chapitre au probléeme de la propagation; les aspects nuneériigs a I'évolution des
non-linéarités, tels que lintégration numérique, la t&tgée d’enrichissementet le le
couplage enrichissement sont étudiés.

Comme dans tout probleme de simulation numérique, il notestpaessentiel de pou-
VOir nous appuyer sur des résultats expérimentaux qui nemsgitront d’évaluer la per-
tinence du modéle et sa capacité a rendre compte des phéesmigysiques en jeu. La
méthode développée permettant de traiter a priori des geiendé fissure quelconque, il
est intéressant de disposer de résultats expérimentaiés vaes bases de données d’es-
sais de propagation de fissure en fatigue disponibles aulsgins partenaires dans cette
étude que sont la Délégation Générale pour I’Armement eteleti€ Technique des In-
dustries Mécaniques regroupant principalement des cassigdidroite en mode 1, nous
avons souhaité réaliser des essais avec propagation nib@ einomode mixte. Un essai
spécifique a pu étre développé et expérimenté au sein dueCd&iude Aéronautique
de Toulouse de la DGA. La relative difficulté d’employer leshniques habituelles de
mesure des parametres de fissuration sur ce type d’essaiancmsduit a utiliser une
technique de mesure de champ de déplacement par corréfétimages numériques dé-
veloppée au sein du laboratoire.
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Chapitre 1

La propagation de fissure en fatigue :
aspects expérimentaux et etat de l'art
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1. La propagation de fissure en fatigue : aspects expérinnertaétat de I'art

1.1 Aspects historiques du phénomene de fissuration par
fatigue

Les débuts de la recherche sur le phénomeéne de la fatiguentent@ux débuts du
X1XeMesjécle. La premiére étude publiée sur ce phénomeéne est daéngénieur des
mines allemand du nom d’Albert [ALB 38]; mais c’est PoncdlRON 39] qui fut le
premier en 1839 a introduire le ternfi@igue a propos de rupture de matériaux métal-
liques. Au milieu duX IXé™esiécle, les recherches se sont sensiblement développges av
I'industrialisation croissante et notamment grace a besslu transport ferroviaire. Les
premiers investissements importants en terme de recleortiété déclenchés par un ac-
cident de train sur la ligne Paris-Versailles survenu le 81842 ou la rupture d’'un essieu
a entrainé la mort de plusieurs dizaines de personnes.

En 1860, Wdlher - ingénieur des chemins de fer allemands bkguses résultats d’es-
sais systématiques de rupture par fatigue sur essieux dmtuve [WOH 60]. Il a alors
observé que la charge limite supportée en fatigue étaitibiénieure a celle supportée
en statique. Il est également a I'origine de la caractéasate la fatigue par I'approche
des courbes dites S-N (amplitude de contrainte - nombre desy rupture), qui est en-
core couramment employée aujourd’hui. Enfin, il est le pegraiavoir parlé du concept
d’endurance limite. Dans la continuité de ces travaux, Goad[GOO 99] a proposé en
1899 une approche prenant en compte les contraintes nomentalternées. En 1910,
Basquin [BAS 10] a pu proposer un modele empirique permedi@oaractériser la limite
d’endurance des matériaux.

Plus récemment, depuis le milieu dX®™¢ siécle, Palmgren [PAL 24] puis Miner
[MIN 45] ont proposé des regles de cumul de 'endommagem@st ld fatigue pour les
sollicitations a amplitude variable. Enfin, Manson [MAN 5] Coffin [COF 54] furent
les premiers a s’intéresser a l'influence de 'amplitude déodnation plastique sur la
durée de vie.

En ce qui concerne la fissuration, il a fallu attendre le mili1 X X¢™e siécle pour
disposer des outils et concepts théoriques pour décrireldéme physique associé a la
présence d’'une fissure macroscopique. Les travaux de GfHRI 21] puis ceux d’lrwin
[IRW 57] ont donné naissance a la mécanique linéaire de meLinear Elastic Frac-
ture Mechanics LEFM) et a la notion de facteur d’intensité dentraintes. C’est Paris
[PAR 61, PAR 63], qui fut le premier a relier mécanique de lptaue et fatigue en sug-
gérant que le taux de croissance d’'une fissure par nombreaiieds/dN pouvait étre
relié a 'amplitude du facteur d’intensité des contraim&spour un chargement cyclique
a amplitude constante. Enfin, Elber [ELB 70] a observé qufisseire de fatigue pouvait
se refermer sous un chargement de traction cyclique. Il i@ glmposé de relieda/dN
a une amplitude de facteur d’intensité des contraintestffeAKef et non plusAK. I
a eégalement montré l'influence de la plasticité en pointesiife sur ce phénomene de
refermeture, appelglasticity induced crack closure
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1.2 Aspects expérimentaux

1.2.1 Reésultats d’essais de propagation en fatigue en modetimixte

W; = 100

R
N

H1=26

FiG. 1.1: Géométrie en mm de I'éprouvette CT B40W80

F/daN A o effort maintenu pour prise de photo
2000
1100 —+
200 —+ —-- S
5000 cycles N cyc|gs

FiG. 1.2: Paramétrage du chargement pour I'essai CT B40WRG-20.1

Au cours de cette thése, plusieurs essais expérimentawogdagation de fissure par
fatigue ont été effectués. lls ont été réalisés d’'une pagprouvettes CT (Compact Ten-
sion) et CCT (Center Crack Tension), et d’autre part sur gesuvettes non standards en
mode mixte. La réalisation de ces essais a été faite par la/OBAT pour les essais en
mode | ainsi que I'essai en mode mixte sur éprouvette cyitjoey.

Les différentes informations relatives aux essais sororggees dans le tableau 1.1.
La géométrie et des photos des éprouvettes sont préseuntdadigure 1.1 pour I'éprou-
vette CT, sur la figure 1.3 pour I'éprouvette CCT et sur la figlird pour I'éprouvette
cylindrique (la géométrie des éprouvettes cylindriquépessentée en détail en annexe
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Eprouvette type | ratioR machine fréquence| nc a rupture
CT B40W80 DP 0.1 SCHENCK 20t 10 Hz 70 000
CT B40W80 DP 0.5 SCHENCK 20t 10 Hz 350 000

CCT B5W100 | CP 0.1 SCHENCK 20t 10 Hz 90 000

CCTB5W100 | CP | 0.1+s.| SCHENCK 20t 10 Hz 2700000

Cylindrique 45° | DP 0.1 SCHENCK 100t 5 Hz 240 000

Cylindriqgue 30° | DP 0.1 SCHENCK 100t SHz 240 000

Cylindrique 45° | DP 0.5 SCHENCK 100t SHz 1500 000

TaB. 1.1: Parametres principaux des différents essais réalisés aill CE

A). Le matériau utilisé pour tous ces essais est un alliagkiaiinium 2024-T351, ses
propriétés mécaniques sont présentées dans le tableadrlpg&ut observer sur la figure
1.5 un essai en cours sur une éprouvette (a) cylindrique &Thou on distingue le sys-
teme d’éclairage ainsi que la caméra numérique utilisée lesyprises de vues. On peut
également observer sur la figure 1.5 des images des épresi&tt CCT et cylindrique
en fin d’essai. Un exemple de paramétrage de chargement 'pssail CT B40W80 a
R = 0.1 est présenté sur la figure 1.2, ou on peut observer les testhnisis pour les
prises des photos qui seront utilisées pour la corrélationagies numériques (les para-
métrages pour les autres essais sont présentés en annexee?Aig). Les instants de
prises de vues sont définis dans le programme de la machissadgui maintient I'effort
et envoie un signal "trigger" a la caméra afin de prendre ld@ha@ caméra numérique
qui a été utilisée pour les prises de vues est une caméra COsldyant une résolution
de 1024x1024 pixels, habituellement utilisée pour lesisshts de "choc a I'oiseau”.

1.2.2 Analyse des résultats par corrélation d'images numéjues
1.2.2.1 Mesure de champs de déplacement par corrélation diages

Méthode de corrélation La technique de corrélation d’images numériques, qui date
d’'une vingtaine d’années, a été principalement dévelopaéeSuttonet al. [SUT 83,
SUT 86]. La structure a étudier est recouverte d’'un motiatdé#e. On suppose disposer
d’'une image numérique initiale et d’'une image numériquddidéformée. Une image nu-
mérique se présente comme une fonction discréte de niveagrigirépartis sur les pixels
formant une grille réguliere. En corrélant les informas@rovenant des deux images on
peut estimer le déplacement de différents points de I'imag&le vers I'image finale.
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FIG. 1.4: Géométrie de I'éprouvette cylindrique

Afin d’obtenir une précision sub-pixel, les niveaux de gs dmages sont interpolés par
une fonction bilinéaire ou spline cubique, ce qui permebtoir une fonction continue
de niveaux de gris sur toute I'image. Le calcul de corrétai@ffectue sur des ensembles
de pixels appelés pattern dont les centres sont disposakerégnent aux centres des
éléments de la grille formée par les pixels de I'image itgtia

Soientf(x,y) et f*(x*,y*) les fonctions discrétes représentant le niveau de gris d’un
pattern sur 'image initiale et finalex,y) et (x*,y*) représentent les coordonnées du
centre d’'un pattern de I'image initiale et de I'image finaté. figure 1.6). La corréla-
tion détermine alors un champ de déplacenfent) de I'image initiale qui satisfait au
mieux la relation :

f*(X*ayk)_ f(X+U(X,y),y+V(X,y))=O (11)
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Module de Young, E 71900 MPa
Coefficient de Poisson, 0.3
Limite élastiquepy 359 MPa
Coefficient d’écrouissage, K 438 MPa
Exposant d’écrouissage, n 30.3
Coefficient de la droite de Paris, C(R=0.1) 3.25E-8
Exposant de la droite de Paris, m 3.42

TAB. 1.2: Parameétres matériau pour I'alliage d’aluminium 2024-T351

Dans un premier temps, le champ de déplacement est supposgéne bilinéaire a
I'intérieur du pattern :

{ u(x,y) = ay.X+by.y+cu.xy+dy (1.2)
V(Xy) = ay.x+by.y+cy.xy+dy '

Cette approximation permet de mesurer les déplacementsrpe rigides et les déforma-
tions linéaires. L'utilisation d’'un coefficient de corrétan croisé permet alors d’obtenir
le champ de déplacemef, V) :

Js, F(xy) £ (x", y")dxdy

C=1-
Vs (Fxy))2dxdyfs (1+(x'.y))dxdy

(1.3)

Algorithme de corrélation sur la zone d’étude. Lors de linitialisation de l'algo-
rithme, on définit la position d’un pattern "de référencet'les images initiales et finales,
ce qui permet d’avoir une solution approximative du champéj@acementu, v) pour le
pattern considéré. Les composantes du champ de déplacpmertde pattern (centré en
m) sont déterminées par un processus itératif comme présenté figure 1.7. La corré-
lation est effectuée sur les quatre carrés centrds BnC etD, sommets du pattern centré
enm (figure 1.7 (a)).

Les carrés sont balayés sur I'image finale. Leur positiomle&tnue pour la meilleure
corrélation et un premier champ de déplacement est évalud@pattern central (figure
1.7 (b)). Les carrés sont adaptés selon le champ de déplatebtenu a I'itération pre-
cédente. Le balayage est réitéré et on obtient un nouveanpcda déplacement pour
le pattern (figure 1.7 (c)). On a atteint la convergence loesig précision souhaitée est
atteinte entre deux itérations (figure 1.7 (d)). La solutiafculée pour le premier pattern
est utilisée comme solution initiale pour les patternsinsisla corrélation est ainsi réa-
lisée de proche en proche sur I'ensemble du domaine voulwbfiant ainsi grace a la
corrélation d’image un champ de déplacement discrétiséagynille de corrélation avec
une précision de I'ordre de 1/100 de pixel [TOU 97].

10
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FiG. 1.5:Essai en cours sur (a) éprouvette cylindrique, (b) CT. (cpEypette cylindrique
reconstituée aprés rupture. Eprouvette (d) CT, (e) CCT ald'fin essai.

11
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FiG. 1.6: Pattern initial ABCD centré enm) et pattern final A"B*C*D* centré enm®)
représentés sur le méme repere.

A B*
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m ! !
D C ,/ //
o |- ———- L---e
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(a) 4 patterns adjacents (b) premiere itération

(c) deuxieme itération

(d) convergence

FIG. 1.7: Calcul du champ de déplacement sur un pattern.

1.2.2.2 Analyse des résultats

Les photos obtenues au cours des essais ont été corréléedobatienir les champs
de déplacement et de déformations. On peut observer surdee filg8 des photos de

12
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'essai CT B40WS8OR = 0.1 prises a différents instantsRa= Fyax €t sur la figure 1.9
une composante du champ de déformations aux mémes ingdanpeut constater sur les
photos que la résolution ne permet pas d’observer la fisslioeiinu sauf a la fin de
I'essai. On peut cependant voir la trace de la fissure surdepide déformations grace a
la précision de la corrélation d'images numériques.

On peut observer sur les figures 1.10 et 1.11, respectiveim&dtet 1.13, les photos
et la norme du champ de déplacement pour I'essai CCT B5VRES0. 1, respectivement
pour I'essai mode mixte cylindrique = 0.1 a 45°, a différents instantsFfa= Fmax

Pour les essais en mode | (éprouvettes CT et CCT), la camélabus sa forme ac-
tuelle permet d’estimer la position de la pointe de fissurepeau" a comparer avec la
moyenne dans I'épaisseur donnée par les méthodes de pbt@ci est d’autant plus
visible & mesure que la fissure grandit comme on peut I'oleseswr les figures 1.9. Sur
'essai en mode mixte c’est le seul moyen d’obtenir cettermfation, la méthode du
potentiel n'étant pas applicable (la seule autre posgit#liant I'observation par un opé-
rateur).

L'essai sur éprouvette cylindrique en mode mixte étant waieson normalisé, et les
essais en fatigue en mode mixte étant plus rares, il esesgént d’analyser qualitative-
ment les résultats obtenus. En observant les figures 1.]@utnconstater que la fissure
tourne assez rapidement pour se positionner perpendienlant a la charge, que ce soit
pour une fissure initiale a 45°ou 30°. Par ailleurs on a pu ted@sau cours de I'essai
un bruit assez important émanant de I'éprouvette. L'olet@ym post-mortem des facies
de rupture suggeéere que ces bruits sont dus a des frottenm@nddes levres de la fissure
au niveau de la zone de préfissuration en mode | et des premiliraétres de propa-
gation en mode mixte. On peut observer sur cet essai que tareupemble se faire par
clivage, I'angle de propagation étant semblable a ce quéarn pbtenir dans un essai sta-
tique en élasticité linéaire [RET 05a, RET 05c]. On peutsaBupposer, comme proposé
dans la littérature [MA 05], que la direction de propagagormode mixte en fatigue peut
étre déterminée par des criteres classiques élastiqugpeeantrainte circonférentielle
maximale [BUI 78].

1.3 Etat de I'art de la simulation de propagation de fis-
sure par fatigue

1.3.1 Meéthodes numeériques : aspects géneraux

De nombreuses méthodes numériques sont appliquées a kgptam de fissure en
fatigue. Pour toutes ces méthodes, il est nécessaire deipaléfinir correctement les
conditions aux limites en terme de chargement afin d’obtdes résultats fidéles a la
réalité. Le cas le plus répandu consiste en un chargemeljuy@ amplitude constante
qui permet d’étudier un certain nombre de phénomeénes. epetes structures réelles
sont soumises a des chargements aléatoires bien souviailedifa représenter. En effet,
la prise en compte de ce type de sollicitation impose de lalhaque cycle, ce qui

13
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FiGc. 1.8: Trajet de fissuration a différents efforts maximums pousda CT B40W80
R=0.1

14
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FiGg. 1.9: Champs de déformations corrélés a différents efforts mawisipour I'essai
CT B40OWBOR=0.1
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FiG. 1.10: Trajet de fissuration a différents efforts maximums pouwda CCT B5W100
R=0.1

16



Etat de I'art de la simulation de propagation de fissure pagta

FiG. 1.11:Norme du champ de déplacement corrélés a différents efftatSmums pour
'essai CCT BSW10R=0.1

17
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T i B —" w g

Fic. 1.12: Trajet de fissuration a différents efforts maximums pouss@& mode mixte
cylindriqueR= 0.1 a 45°

18
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FiG. 1.13:Norme du champ de déplacement corrélés a différents efftatSmums pour
I'essai mode mixte cylindriguB = 0.1 a 45°

conduit dans la plupart des cas a des calculs beaucoup tgp,lgoir irréalisables. Le
travail des ingénieurs consiste alors a définir des spedeeshargement plus simples
mais représentatifs des sollicitations vues par un compasaservice (on pourra citer
comme exemples les spectreBWIST, "MINI-TWIST', et "FALSTAFF utilisés dans
I'aéronautique [NAS 02]).

Malgré la relative simplification que permet I'utilisatiole ces spectres "complexes”,
le calcul de chaque cycle reste encore fastidieux. Il faartsaltiliser des régles permet-
tant de traduire ce chargement complexe en une solliait@tiamplitude constante équi-
valente. On peut citer plusieurs méthodes dites de "coreptag cycles" : comptage des
pics (peak counting), dépassements de niveaux (leveling)ssu rainflow. Dans le cas
des chargements a amplitude variable déterministe on @alors utiliser des régles de
cumul de dommage, la plus couramment utilisée étant la Iaiutkeul linéaire proposée
par Palmgren [PAL 24] puis Miner [MIN 45]. L'utilisation dees différentes méthodes
permet ainsi d’obtenir une sollicitation a amplitude camsé équivalente et ainsi d'utili-
ser entre autre la loi de propagation proposée par Paris P#AR
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Plusieurs alternatives aux méthodes numériques évitardldeler chaque cycle sont
utilisées couramment par les ingénieurs. Il s’agit alorembeleles semi-analytiques per-
mettant par exemple d’obtenir 'amplitude effective dutéar d’'intensité des contraintes
[SOL 04a, SOL 04b]. On peut également citer le mod&IREFFAS (PREvision de la
Fissuration en Fatigue AéroSpatiale) [DAV 85] utilisé ddlagronautique, qui intégre
d’'une part le modele d’Elber et d’autre part un calcul d'ef6ité de séquence de char-
gement ainsi que la détermination du chargement monotameadgnt. Enfin, le modéle
"STRIP-YIELD [NEW 81, NAS 02], basé sur le modele de Dugdale [DUG 60], perm
de s’affranchir du co(t numérique d’un calcul cycle a cycdmslle cas de chargements
complexes tout en prenant en compte les effets de refereetur

Les méthodes numériques présentées dans les paragraplaessssupposent un trai-
tement préalable dans le cas d’un chargement aléatoire’abtedir soit un chargement
a amplitude constante soit un chargement a amplitude Varerministe.

1.3.2 Méthode des éléments finis

La méthode des Eléments Finis est trés largement utilisée gimuler la propaga-
tion de fissure. Avec cette méthode la fissure est par prirdépete explicitement. Par
conséquent, deux difficultés majeures se posent avec laodetles éléments finis. Tout
d’abord la nature physique singuliere du champ de déplacemgpose un maillage tres
fin autour de la pointe de fissure afin de représenter correstenelui-ci. La représen-
tation du champ singulier autour de la pointe de fissure peeta@néliorée par I'emploi
d’éléments singuliers dits de Barsoum [BAR 74]. Ces élésaninis de noeuds supplé-
mentaires aux quarts des cbtés permettent d’intégrer exactt la singularité élastique
et ainsi obtenir de meilleurs résultats. Cependant, idatilon de tels éléments avec un
comportement non-linéaire semble a proscrire étant dammn@ture différente de la sin-
gularité, bien qu’ils permettent d’améliorer les résudtpar rapport a des éléments finis
classiques [BOU 00].

Enfin, la représentation explicite de la fissure pose le probldu trajet de fissuration
lors de la simulation de propagation. En effet, soit le ragdl est construit avec une
connaissanca priori du trajet, soit celui-ci est changé a chaque fois que la fisavaince,
le probléme de la projection des champs de I'ancien maibagé nouveau se pose alors.
On distinguera deux grandes familles de méthodes : cell@g@gssant aux problemes de
fissure droite en mode I, et celles traitant des fissures esweh mode mixte.

1.3.2.1 Fissure sollicitée en mode |

Dans le cas des fissures sollicitées en mode |, le trajet dedisst entierement connu
puisque rectiligne. La discrétisation du trajet est alotssgement dépendante de la taille
de maille utilisée le long de celui-ci. La technique emplgéuramment est celle dite
du déboutonnage ou relachement de noeuds [MCC 89a, MCC &Ib03, SAN 05,
SAN 06]. Deux difficultés majeures se posent avec ce type dbadeé : le relachement
progressif (ou non) des noeuds en appliquant des forcedasm@ale choix de "l'instant”
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de propagation. A ce sujet, différents auteurs proposentldeher les noeuds a I'effort
minimum [SOL 03], a I'effort maximum [FLE 86, SOL 03, SAN O5l@pres le maxi-
mum de l'effort [MCC 89a]. D’autres techniques sont prégestdans une publication
de Solankiet al. présentant un état de I'art de la simulation par éléments @niphé-
nomene de refermeture de fissure [SOL 04a], il en ressortajpupart des auteurs ne
sont toujours pas d’accord sur la stratégie a adopter, hiedagpropagation au maximum
de l'effort soit la plus utilisée. Enfin, une certaine dépmmck a la taille des éléments
utilisés le long du trajet de fissure peut intervenir dansale de maillages trop grossiers
[SOL 04a].

1.3.2.2 Propagation en mode mixte - fissure courbe

Dans le cas d'une fissure sollicitte en mode mixte le trajetgaslconque et la
plupart du temps complexe. La connaissance du trajet derdigspriori soit a par-
tir de données expérimentales, soit de résultats de cairéatsedents permet de trai-
ter le probleme de la méme facon qu'en mode I. Dans le cas générle trajet
est inconnu, deux méthodes sont classiquement utilisées méthodes de remaillage
[BIT 96, TRA 98, BOU 00, BOU 03, TVE 04] et les méthodes utitisales éléments
d’interface a zones cohésives [NGU 01, YAN 05]. La questiomprdiale que posent
les méthodes avec remaillage est le transfert des champsmhillage sur I'autre, ceci
ayant d’autant plus d'importance avec la prise en compteaselinéarités matérielles.
Dans les cas des méthodes a éléments d’interfaces, ledeafetsure est imposé par la
discrétisation, les éléments d’interface étant placésfeotaiere des éléments finis. Le
choix de la loi de décohésion de l'interface est égalemeifdicteur influencant les résul-
tats.

1.3.3 Méthode des éléments de frontiere et méthode sans nhegle
1.3.3.1 Meéthode des éléments de frontiere

On trouve dans la littérature un certain nombre de dévelmgmts de méthodes par
éléments de frontiere [YAN 95, LEI 95, TUH 97, LEI 00]. La régentation des fissures
comme des frontieres du domaine d’étude est le grand avadi&age type de méthode.
Ceci permet également, en plus de la simplicité de représent de faire évoluer la fis-
sure aisément. La gestion des non-linéarités "volumiqtedte's que la plasticité mais
également de contact, ainsi que l'intégration en espacsalaesons fondamentales pose
un certain nombre de problemes numériques, notamment kssié& de calculs volu-
miques intermédiaires ce qui entraine la perte de l'intgrigicipal de la méthode.

1.3.3.2 Meéthode sans maillage

La méthode sans maillage la plus couramment utilisée enmtgeade la rupture est
la méthode dite EFG (Element Free Galerkin) proposée patt®edo [BEL 94]. Lavan-
tage principal de ces méthodes sans maillage est 'absertisatétisation de la fissure, la
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structure étant représentée par des particules (ou noayais) des domaines d’influence,
remplacant ainsi la notion d’éléments des méthodes élénfiaig. Les développements
récents en mécanique linéaire et non-linéaire de la ruptagosent des résultats intéres-
sants [FLE 97, XU 98, RAO 04a, DUF 04]. Cependant, comme todithode numérique,
elle posséde un certain nombre d’inconvénients, tels gleaitdeur du calcul des voisins
et la taille du domaine d’influence et surtout la difficulténaposition de conditions aux
limites cinématiques.

1.3.4 Méthodes basées sur la partition de l'unité

Le concept de partition de l'unité (PUM), proposé par MelenBabuSka [BAB 97],
consiste a enrichir 'approximation de la méthode des élgginis a I'aide de fonctions
permettant de mieux décrire le champ de déplacement d’uplgaree considéré. Cette
méthode, appliquée a la mécanique de la rupture, permeaédrer a I'approximation de
la solution la singularité du champ de déplacement. L'ag@principal de cette méthode
est gu'il n'est pas nécessaire de représenter explicitetadissure par le maillage. En
effet, I'utilisation d’éléments géométriques en 2D ou dechkions de niveaux en 2D-3D
[MOE 02, GRA 02], couplés a I'enrichissement de I'approxiimia permet de représenter
la discontinuité. Cette méthode ainsi que ses applicasensnt présentées de maniére
plus détaillée au chapitre 3. On peut dans un premier tengrssan application aux non-
linéarités dans la méthode des éléments finis étendus X-EEX(oppée par Belytschko,
Moéset al. [MOE 99]) pour traiter les problémes de rupture élastiquecasontact et
frottement [DOL 01b] et de rupture des polymeéres en grandestormations [LEG 05b],
ainsi que les travaux de de Bogttal.notamment pour le cas de matériaux viscoplastiques
[WEL 02b].

1.3.5 Méthodes numériques de traitement du contact

Le traitement du contact entre deux solides introduit das€huations classiques de
la mécanique des conditions statiques et cinématiquea gonk en contact. Le point clé
est la condition de non pénétration des deux corps en co@atte condition, qui s’écrit
sous forme d’une inéquation, conduit & un probléeme de maation sous contrainte ex-
primé sous forme d’une inégalité variationnelle. Il exiate nombre important de mé-
thodes permettant de traiter ce type de probleme, on paegaraelles-ci en deux grandes
catégories [RAO 04b] : les méthodes sans régularisatioveet @gularisation.

Pour les méthodes sans régularisation, on peut citer ldsatié$ de projection et de
programmation mathématique [CHA 03, RAO 04b]. Dans le ca&s aggularisation, on
trouve les méthodes avec pénalisation, a multiplicateeitsagjrange, de Lagrangien per-
turbé [BEL 02] et enfin de Lagrangien augmenté [BEL 02, RAO]04b traitement du
probleme par pénalisation revient physiquement a accepieiégéere pénétration d'un
corps dans l'autre (sauf dans le cas d’'un terme de péndlité)irMalgré cela, cette mé-
thode est relativement utilisée du fait de son implémemtatéputée assez simple. L'uti-
lisation de multiplicateurs de Lagrange consiste a traasfé probleme unilatéral sur les
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efforts par dualisation. Ces deux techniques ramenentldéme a une égalité variation-
nelle, qui est alors plus facile a résoudre par la méthodetldesents finis. L'utilisation
de la pénalisation dans le cas des problemes avec frotteseassez attirante puisque
les équations suggerent alors une loi de comportement mterface analogue a celles
utilisées traditionnellement en plasticité [HIT 82, WRI, A0 04b].

Enfin, la derniere méthode de régularisation est celle ditéabrangien augmenté,
qui combine a la fois la pénalisation et les multiplicateded agrange [ALA 91, SIM 92,
BEL 02]. Cette méthode a pour principaux avantages, notarhpag rapport a la méthode
de pénalisation, 'amélioration du conditionnement dubbéme et la satisfaction exacte
de la condition d'impénétrabilité avec un coefficient degdéé fini. On pourra également
citer la méthode LATIN dont I'application au probléme de tamt est trés proche du
Lagrangien augmenté [CHA 96].

Dans un cadre tres général, la difficulté du traitement dhabbi@me de contact par une
méthode de type éléments finis consiste en la détermina@é®nahes en contact. Il existe
plusieurs techniques permettant de détecter les pointsréaat telles que I'approche hié-
rarchique et I'approche par voisinage [RAO 04b]. Cet aspstimoins important dans la
problématique fixée dans cette étude, puisque le contagtisestn compte uniquement le
long des levres de la fissure : la zone de traitement du coesaparfaitement déterminée
a chaqgue instant.
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Chapitre 2

Mecanigue de la rupture : aspects
non-linéaires et champs asymptotiques

Sommaire

2.1 Introduction . . . . . . ... 26

2.2 Mécanique linéairedelarupture . . . . ... ... ... ... 26
2.2.1 Geénéralités en élasticité linéaire . . . . ... ... .. 27
2.2.2 Analyse expérimentale des champs de déplacement ........ . 31

2.3 Mécanique élasto-plastique de larupture . . . . ... ... . ... .. 33
2.3.1 Champs asymptotiques élasto-plastiques en poiritestdee . . . . 33
2.3.2 Obtention des paramétres de fissuration en plastoitnée . . . 43

2.4 Formulation variationnelle continue de la fissuration @r fatigue . . . . 47
2.4.1 Formulation du probléme global . . . . . .. ... ... ..... 47

49

2.4.2 Formulation itérative continue . . . . . .. ... .. ... ...

25



2. Mécanique de la rupture : aspects non-linéaires et chasypsptotiques

2.1 Introduction

Ce deuxieme chapitre a pour objectif de présenter les aspeantinus du probleme
de rupture en présence de non-linéarités comportemermtiadiestype contact/frottement.
Apres avoir rappelé brievement les points clé de la théaitadnécanique élastique li-
néaire de la rupture (LEFM), I'aspect non-linéaire comporéntal est présenté sous la
forme de I'étude des champs asymptotiques des déplacemiasigjue I'obtention des
parametres clé de fissuration. Enfin la formulation contidugorobléme avec prise en
compte de multiples non-linéarités en présence d’'unecida discontinuité est présen-
tée.

2.2 Mecanique linéaire de la rupture

La rupture d’'un milieu continu est caractérisée par la satjpar irréversible d’'une par-
tie de celui-ci de part et d'autre d’'une surface géométrigu@n appelldissurela coupure
ainsi créée et représentée par la surfadelle représente une surface de discontinuité du
champ de déplacemefy;] = u” —u;". D'un point de vue purement cinématique, on peut
définir trois modes de rupture comme présenté sur la figure 2.1

— mode | ou mode d’ouverture : le déplacement est perperadieudu plan de la

fissure.

— mode Il ou mode de cisaillement plan : le déplacement esllpkr au plan de la

fissure et normal au front.

— mode Il ou mode de cisaillement antiplan : le déplacemsinparallele au plan de

la fissure et au front.

X2
e
X3
E——
$ mode | mode I mode Il
[u] =0 [w] #0 [u] =0
[uz] #0 [uz] =0 [uz] =0
[usf =0 [usf =0 [us] #0

FIG. 2.1: Modes de rupture
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Mécanique linéaire de la rupture

2.2.1 Geénéralités en élasticité linéaire
2.2.1.1 Analyse asymptotique

Si on effectue une analyse locale des solutions en déplaxteebtesn contrainte
en pointe de fissure, on obtient en élasticité linéaire uretisa non triviale ou les
contraintes sont infinies au fond de la fissure (cf. [BUI 78\in a alors proposé de
définir des facteurs quantifiant I'intensité de la singtades contraintes [IRW 57]. Sous
une sollicitation statique (ou quasi-statique) ces fastdéfinissent aussi bien l'intensité
de la singularité en terme de déplacements qu’en terme deagurs. Ces facteurs sont
appelédacteurs d’'intensité des contraintessont définis pour chaque mode élémentaire
de rupture :

Ki = !I_n}) V21T 022(06=0) = r—>0 k+1” [[uz (0=T1)] (2.1)
Ki = !I_n:z) V21T 0'12(920) = r—>O k—|—1” [[Ul 9 T[]] (2.2)

ki = lim Vo os(8=0) = im  H [T ue=m]  (23)

fissure

FiIG. 2.2: Paramétrage de la pointe de fissure

Ou(r,0) représente les coordonnées dans un repere cylindrigu&semtia pointe de
fissure (cf. figure 2.2)Ju; (6 = )] = u; (6 = +11) — U; (6 = —T1) est le saut de déplacement
au passage de la discontinuitéketst la constante de Kolosov :

K {3— 4v  en déformations planes

3-v H
v en contraintes planes

On peut également introduire ces facteurs dans I'expnesigs solutions analytiques en
pointe de fissure. Les solutions asymptotiques de WesterdB&JI 78] peuvent alors
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2. Mécanique de la rupture : aspects non-linéaires et chasypsptotiques

s’écrire en terme de déplacements :

ui(r,8) = ! L(Kmosg(k—cos(9)+K||sing(kJrcose +2)) (2.4)

2uV 2n 2
1 /r . 0 0

up(r,0) = 2\ 2n K sinz (k—cos9) — K cos (k+cos —2) (2.5)
2 /r .0

us(r,0) = 1_1 o Kin smé (2.6)

2.2.1.2 Approche énergétique

01Q

FiG. 2.3: Notations pour le probleme de référence

Les premiers travaux en mécanique de la rupture sont géméealt attribués a Griffith
[GRI 21]. Griffith a proposé de relier la variation d’énergiécessaire a I'accroissement
d’une fissure a la variation d’aire ainsi crég@A et a une énergie superficielle caractéris-
tique du matériay :

dWsis = 2y dA (2.7)

En introduisant cette hypothéese dans le premier princiga theermodynamique écrit
sur le domaine défini par la figure 2.3, il vient [LEM 96] :

OE; 0K 0A

I o oy 2.8

ot + ot ext + Q ZVG'[ (2.8)
OUE; est I'énergie interne& I'énergie cinétiquelPex; la puissance des efforts extérieurs et
Q le taux de chaleur regue, §{ représente la dérivée temporelle. La variation d’énergie
interne peut s’exprimer de la fagon suivante :

OE; . MWelas aWelas_ )
W—QJr o avec — _/Qo.DdQ (2.9)
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Mécanique linéaire de la rupture

ou W as représente I'énergie élastique,le tenseur des contraintes de Cauchyde
tenseur des taux de déformation. En I'absence de forcesmiglies, la puissance des
efforts extérieurs peut s’écrire :

Py — / = —dS (2.10)

ou Fext représente les efforts extérieurs surfaciques & champ de déplacement. Le
premier principe peut alors s'écrire :

awi'as / F. —dS 2y‘2—/: (2.11)

La condition de stabilité du processus étant que I'éneligigticue ne s’accroisse pas, on

obtient : 5 W oA
u elas
Fg.—dS— —-2y— <0 2.12
00, oot a Va (2.12)
Sion consideréd comme la seule variable de ce bilan, on peut réécrire cetiatién sous

la forme suivante :

a aWe|aS aA
——dSs— _ — < .
( Fy. aAdS A Zy) o 0 (2.13)
Le phénoméne de propagation étant irréversible, il viemrsal
0A
2.14
i 20 ( )

On en déduit finalement I'inéquation suivante :

6 aWelas

<2y (2.15)

On définit alors le taux de restitution d’énergsade la facon suivante :

aWel as
0A

G= /Fd Mis— (2.16)

On a alors les trois situations suivantes d’aprés le crideérpropagation de Griffith :

G < 2y absence de propagation.
G =2y initiation ou propagatiolstable
G > 2y propagatiorinstable

En réécrivantG sous forme d’une intégrale de contour, on peut obtenir lentde
d’Irwin [IRW 57] qui relie taux de restitution de I'énergiet éacteurs d’intensité des
contraintes. En négligeant les forces volumiques ainsilgseffets d’inertie, Le prin-
cipe des travaux virtuels peut s’écrire :
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2. Mécanique de la rupture : aspects non-linéaires et chasypsptotiques

/ o eU)dQ= [ Fou'dS VU € Uso (2.17)
Q 0Q,

ouU Uecxp = {u €U : ulpo= O} est I'espace des champs cinématiqguement admissibles a
Zéro. En faisant le choix du champ solutionomme champ virtuel, et en remarquant que

Vwe Q, /o:sdw:/ F.uds (2.18)
W 0w
On peut écrire :
OMWelas 10
=—— F. 2.1
0A 20A Jso uds (2.19)
avecoQ = 0Q,U0Q,Ul = SUT. La fissure étant libre d’effort, il vient alors :
aWelas
- é aA udSt = /F—dS (2.20)
En introduisant cette équation dans la définition de G (2oh&youve :
oF
G_Z/F 2 [ Sauds (2.21)

En utilisant le théoreme de réciprocité de Betti, on peutaldner que cette intégrale est
indépendante du contour. Le taux de restitution de I'éee®peut alors s’écrire :

ou
G== /FaA Suds Ve (2.22)

En introduisant les champs asymptotiques dans cette esxpnest en écrivant G comme
étant la limite de cette formule lorsque le contatitend vers la pointe de fissure, on
obtient la formule d’Irwin : "
6=t k21K?) (2.23)
3u

En 1968, Rice [RIC 68b] a introduit le concept d’intégraldépendante du contour
J. On parle alors d’intégrale de Rick définie de la fagon suivante si on considere une
fissure dans la directioxy :

I /(Wnl—ciknk%) ds (2.24)
r

6X1

ou I est un contour orienté dans le sens anti-horaire autour geifde de fissuren la
normale unitaire sortantela(cf. figure 2.2) W = fa" oij dejj I'énergie de de déformation
ou gjj etgjj sont les tenseurs des contraintes et des déformatianpdat-eme compo-
sante du champ de déplacement. Rice a alors montré I'égalité taux de restitution de
I'énergieG et intégralel.

On a alors la relation entre intégraletaux de restitution de I'énergi@ et facteurs
d’intensité des contraintds§ :

J:G:(K|2+K||2){

2 , .
= en déformations planes

. _ (2.25)
E en contraintes planes
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Mécanique linéaire de la rupture

2.2.2 Analyse expérimentale des champs de déplacement

A partir des résultats de corrélation d'images numériqilest possible d’obtenir de
maniere assez précise des informations sur la singularithdmp de déplacement autour
de la pointe de fissure. Dans [RET 05a, RET 05c], ceci a étiséalpartir d’essais sur
éprouvettes CT en acier pour une fissure horizontale. Leadépient verticall a été
extrait sur un rayon faisant un angle de 45° avec les levrda flssure. On s'intéresse
alors a son évolution en fonction du rappofa (distance au front / longueur de fissure).
Cette analyse est effectuée pour trois niveaux de chargei®enpeut observer sur la
figure 2.4 le déplacement vertical normalisé gar en fonction der/a, et sur la figure
2.5 le déplacement vertical en fonctionid@ en échelles logarithmiques afin de pouvoir
déterminer facilement son évolution en puissance de

T
X P =50kN
+ P =35kN
O P=18kN

1.2e-03

8.0e-04 \
v MW%W“W
7
4.0e-04
++"‘+*H—4——H~|-—|_|-4—H—+++’P+‘H"H’P e
JaveY WWM
0.0e+00
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
r/a

FIG. 2.4: Déplacement vertical normalisé pgr

Pour la premiére valeur d’effof® = 18kN, v/,/r reste constant a proximité de la
pointe de fissurer(a < 0.1). Plus loin du front on note une légére augmentation de
v/4/r avecr : la singularité ne domine plus le champ de déplacement a dettance.
Pour la seconde valeur d’effof?, = 35kN, on peut distinguer trois zones /a < 0.06,
0.06 <r/a<0.125 etr/a > 0.125. La deuxiéme et la troisieme zones correspondent a
celles décrites pouP = 18kN. Dans la premiére zone, la singularité ¢ ne semble
pas dominer le champ de déplacement. Pour le dernier essai 80kN, on distingue
plus clairement ces trois zones pour/a < 0.08, 008 <r/a < 0.18 etr/a > 0.18. La
premiére zone est relativement plus étendue que pour lendexssai, et on peut distin-
guer que I'exposant de la singularité est inférieur/a.10n constate également qu’a une
distance suffisante du front, la singularité¢nne domine plus.

Cette analyse est confirmée sur la figure 2.5 par l'utilisedi@échelles logarithmiques.
Dans les zones éloignées du front, le déplacement préseatdépendance anassez
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106‘04 T T T T T T T 71 T T

X P =50kN

+ P =35kN
[ M O P=18kN ]

v(m) 1.0e-05

1.06_06 1 1 1 1 R T T | 1 1 1 1 R T T |
0.01 0.1 1

FIG. 2.5:Déplacement vertical et approximation en loi puissance

nette. Celle-ci est due au champ de déplacement de rotaticorgds rigide caractéristique
d’'un essai en mode | sur géométrie de type éprouvette CT. Onggalement estimer la
taille de la zone de dominance des champs asymptotiquegjakss dites zone dK-
dominancePourP = 18kN on la retrouve a proximité du front (a < 0.1). PourP =
35kN, on devine une baisse de la singularité a proximité de latpale fissure, et pour

P = 50kN on observe clairement une zone dont I'exposant de la siriguést inférieur a
1/2 autour de la pointer{a < 0.08). On peut ainsi majorer le rayon de la zone plastique
parrp/a~ 0.08. Pour des valeurs deinférieures, on se trouve alors dans une zone de
singularité élasto-plastique : les hypothéses LEFM neplostvalides. Cette analyse peut
étre schématisée par la figure 2.6.

On peut observer sur la figure 2.6 (a), que pour les hypotHesEM + Small Scale
Yieldingla taille de zone plastique "réelle}/a a une valeur limite de I'ordre de 3 a 5
% d’'apres la littérature. Dans ces conditions, cette zoastigjue est négligée, ce qu’on
observe expérimentalement pde= 18kN. Sur la figure 2.6 (b), dans le cadre des hypo-
théses EPFM (Elastic Plastic Fracture Mechanics), la zastigue est toujours confinée
autour de la pointe de fissure, mais elle n’est plus négligedh taille de zone plastique
rp/ase situe entre 3-5 % et environ 10 % d’aprés la littératuren@glige en revanche
la "process zone" fortement endommagée qui se trouve téssder la pointe de fissure).
On observe ceci pour les résultats expérimentaBxa35kN et surtoutP = 50kN. Une
zone ou I'exposant de la singularité est inférieur a 1/2 egdpantre la pointe de fissure
et la zone d&K-dominance la zone plastique reste confinée autour de la pointe dedissur
mais n’est plus négligeable a une échelle macroscopiqgatudée de la singularité et des
champs asymptotiques dans cette zone est présentée dansgeaphe suivant.
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Mécanique élasto-plastique de la rupture

zone de dominance de zone de dominance de la singularité élastique

la singularité élastique ST Tl

zone plastique
non négligeabl

zone plastique z‘a,fa.ibles process zone endommagée
déformations (négligeable) a fortes déformations

hypothéses LEFM hypothéses EPFM
rp/as 3% 3% rp/a s 10%

(@) (b)

FIG. 2.6: Zones de dominance en élasticité et en plasticité

2.3 Mécanique élasto-plastique de la rupture

2.3.1 Champs asymptotiques élasto-plastiques en pointe fiesure

Considérons un matériau élasto-plastique suivant unegl@ainportement en puis-
sance dont I'expression uniaxiale est donnée par :

n
£_9 4 (3) (2.26)
€ Oo 0o
ou 0p est la contrainte de référenag,= 0g/E la déformation de référenck, le module
d’Young, o une constante matériau rt'exposant d’écrouissage. Lorsquesaut 1 (res-
pectivemento) I'équation (2.26) représente la loi de comportement d’'watériau élas-
tique linéaire (respectivement plastique parfait). Pouétat multiaxial de contraintes, la
loi de Ramberg-Osgood précédente peut étre généraliséspeatant la partition du taux
de déformation :

&j = éiej +éﬁ (2.27)
ou
e 1+v. 1-2v. 5. 528
& = g Sit 3 OpeVii (2.28)
et 1
) 3 Oe\
P = =5 ¥ 2.2
- 2a(Z) s (2.29)

sont les taux de déformation élastiques et plastiquisscoefficient de Poissos;j =
0ij —Oppdij /3 le déviateur des contraintess = /35S /2 la contrainte équivalente de
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2. Mécanique de la rupture : aspects non-linéaires et chasypsptotiques

Von Mises e®jj le symbole de Kronecker. Dans la zone plastique a proxingitéa gointe
de fissure le taux de déformation élastique est négligeaviand le taux de déformation
plastiquej.e. &j ~ 'si'cj’ et les champs asymptotiques sont donnés par les équatiGe3 (2
a (2.32) [HUT 68, RIC 68c] :

|-

J 1o 5 2 30

Oij = 00 (m) Gij(8,n) (2.30)
J .

Eij =G€o(aooeolr)n+ €j(6,n) (2.31)

U = 0(£or(o(00$0|r )ﬁ Gi(6,n) (2.32)

oul, estune constante sans dimension dépendamtedlg, &; etd; sont des fonctions
sans dimension dgéetn etJ est I'intégrale de Rice donnée par I'équation (2.24)

Les champs asymptotiqgues donnés dans les équations (2(3(B2), aussi appelés
champs Hutchinson-Rice-Rosengren (HRR), sont dus a Hstwhi[HUT 68] d’'une part
et Rice et Rosengren [RIC 68c] d’autre part. Ces champsseptént, de méme que les
solutions asymptotiques de Westergaard en élasticitaifie@une approximation au pre-
mier ordre de la solution des champs réels et décrivent &nsature de la singularité
dominante. Ces champs représentent la solution asympéadians la zone plastique pré-
sentée schématiquement sur la figure 2.6 (b). Le paramégemiéant dans leur ampli-
tude étant l'intégralel, on appelle couramment dans la littérature 'anneau aorsné
zone deJ-dominancesn comparaison avec la zone idedominancelastique présentée
sur la figure 2.6 (a).

Remarque 1 Plusieurs auteurs [LI 86, O'D 91, O'D 92] ont montré que lesnes
d’ordre supérieur pouvaient avoir une importance signifiva notamment trés prées de
la pointe de fissure. Cependant, ils devraient étre néghgsadans le cas de la plasticité
confinée en pointe de fissure.

2.3.1.1 Reésolution du probleme en contrainte

L’'approche pour obtenir les champs de contrainte, a saaasinigularités et leur varia-
tion angulaire, est différente selon les auteurs. Dans [l88]Tles inconnues du probléeme
permettant d’aboutir a une équation différentielle sorat fois les fonctions angulaires de
0 et le degré de la singularité (la puissance déans [RIC 68c], les auteurs obtiennent
le degré de la singularité par des considérations énergtigasées sur l'intégralepuis
introduisent une équation différentielle dépendant uement de. Cette technique, qui
peut paraitre plus simple au premier abord, conduit a unatégudifférentielle dont les
coefficients varient de maniére importante avec le paramattériaun. En revanche,
la formulation proposée dans [HUT 68], donne des coeffisistdbles pour une grande
gamme de valeurs d& ce qui permet une implémentation plus aisée d’'un algoetim
résolution systématique.
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Mécanique élasto-plastique de la rupture

La méthode que nous avons choisi d’utiliser est donc celteitéédans [HUT 68],
[PAN 90] et [PAN 92], qui utilise deux fonctiong(r,0) et W(r,8) pour représenter les
contraintes. La premiere représente les modes plans lletdguxieme le mode hors plan
[ll. L'équation (2.30) montre que I'on peut écrire :

@(r,0) = re-1(8) et (r,8) = rmig(6) (2.33)
En se placant dans I'hypothése des déformations planes,|les expressions sui-
vantes pour les contraintes dans un repére cylindriquer&entr la pointe de fissure

(()‘représenté}g) ;

Orr = S+ @*° (2.34)
Ggo = S(s— 1)@ (2.35)
Gro=(1—9)¢" (2.36)

G = Q° (2.37)
Opz = (1) (2.38)

Comme démontré dans [HUT 68, RIC 68c] on a pour les modes plaisgmodes | et 11)
et le mode hors-plan pur (mode Ill) :

2n+1

S=1t=
n+1

(2.39)

Remarque 2 Dans [PAN 90] il est démontré que I'équation précédentetrpes vérifiée
dans le cas de modes mixtes dans le plan et hors plan - c’est &ains les cas (I+111) et
(II+111) - mais compte tenu de I'utilisation que nous désimfaire des champs cecin’'a a
priori pas d'importance pour une analyse bi-dimensioneell

Mode | pur On obtient, d’apres [HUT 68], pour les modes | et Il (purs oxtes) ,
I'équation différentielle suivante :

68 H(s(2—8)@+¢*)]** — [n(s—2)(n(s—2) +2)].[68 H(S(2— 5) 9+ ¢™*)]
+4(s—1)(n(s—2)+1)(671¢")* =0 (2.40)

avecOe = \/%(6” — Ggg)? +302 Les conditions aux limites mécaniques pour le
mode | nous donnent comme conditions initiales :

@0)=1 (condition arbitraire)
p="0=¢ (O) 0 (symétrie du mode I) (2.41)
(p(n) ¢ () = (Iévres de la fissure libres d’effort)

On a donc une condition initiale de trop pour une résolutioaae de I'équation dif-
férentielle. Cependant, ceci peut se résoudre par la g@d@pdiindépendance du contour
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de l'intégraleJ (voir [RIC 68c]). En revanche, on constate qu’il s’agit d’probléme
dit "a deux points" qui ne peut pas étre résolu par des méthddssiques telles que la
méthode de Runge-Kutta.

La technique utilisée pour pouvoir résoudre cette équasiia suivante :

choix d’une des conditions éh= Tt par exemplep® (1) = 0.

choix d’une valeur arbitraire dg?*(0) telle queg® () > 0.

choix d’une valeur arbitraire dg**(0) telle queg® (1) < 0.
régression linéaire afin d’obtenir la valeur g telle queg® (1) = 0.

ok bdheE

résolution de I'’équation avec les conditions initialeseobtenues.

En utilisant cette méthode pour différentes valeurs de @, mmconstater que la valeur
de fp“(O) a imposer était toujours située entrd.6 et —0.8 avec I'équation employée
dans [HUT 68] alors qu’elle est relativement variable poeliecutilisée dans [RIC 68c]
(ce quijustifie le choix de cette méthode dans une optiquemaisité de programmation
de I'algorithme de résolution).

On a donc les conditions initiales suivantes :

®0) =1
§°(0) = ¢***(0) = 0 (2.42)
©**(0) tel que@* () =0

On peut ainsi déterminer la fonctidme) et les contraintes par les équations (2.34) a

(2.36). On peut observer sur les figures 2.7 a 2.9 les for&e8ans dimensiod(0), pour
différentsn (variant de 1 a 2000), pour le mode | pur.

Mode Il pur  D’apres [HUT 68] et [PAN 90] I'équation différentielle a i@sdre pour le
mode Il pur est la méme que pour le mode | pur. On doit donc drediéquation (2.40),
mais avec des conditions initiales différentes puisquedeslitions mécaniques le sont.

¢ (0)=-1 (condition arbitraire)
@(0) = ¢**(0) =0 (antisymétrie du mode II) (2.43)
o(r) =¢*(m) =0 (levres de la fissure libres d’effort)

On a, la aussi, trop de conditions et un probleme a deux pd&asmme pour le mode
| pur la propriété d’indépendance du contour nous permetugerimer une des condi-
tions entt La méthode de résolution est la méme que celle utiliséeéédernment, mais
on cherchera cette fois & ajuster la valgtt*(0). On obtient finalement les conditions
initiales suivantes :

#(0) -1

®0) =¢*(0)=0 (2.44)
¢***(0) tel queq(T) = 0
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— n=1
—  n=2
1,2 /;/ _ =3
— n=5
Orr 084 ———  n=10

n=50
0,4 n=100

——  n=500

0 n=2000

0 0,5 1 1,5
0, radians

FIG. 2.7: 6,y en mode | en fonction de pour différentan

— n=1
[ —  n=2
1,5 n=3
n=5
Oep
——  n=50
0,5 ——  n=100
—— n=500

0 ‘77;;“?%“‘ n=2000
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3
0, radians

FIG. 2.8:Ggg en mode | en fonction dé pour différentan

0,4i B _— n=1
/ — \\ —— n=2

—— n=3

0,3
—— n=5

6}9 0,2 —  n=10

n=50

0,1] / - n=100

/ < n=500
O A n=2000

0 0,5 1 15 2 2,5 3
0, radians

FIG. 2.9:6,¢ en mode | en fonction de pour différentan
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0, radians

—  n=2

— n=3

n=5

n=10

—  n=20

— n=100

n=500

FIG. 2.10:G,, en mode Il en fonction dé pour différentan

0, radians
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3

n=1

—— n=2

—— n=100

n=500

1 _ ~ n=1
— N\
1 B \\ _ n=2
0,5 \\\\\\\;\\ ——— n=3
. ] NN 9, radians n=s
Ore O LB e B s e s s \\»\\w T T T T T T T T T T T T T
0 05 1 15 2 h=10
] N —— =20
-0,5 \ : n
\ ~ n=100
1] — n=500

FIG. 2.12:G,9 en mode Il en fonction dé pour différentan
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On peut observer sur les figures 2.10 a 2.12 les fonctionsdiarensiond(0), pour
différentsn (variant de 1 a 500), pour le mode Il pur.

Mode Ill pur  L'équation différentielle a résoudre est différente ddecebtenue pour
les modes plans | et Il (son obtention est présentée en ArBex&apres [PAN 90], en
remarquant que (2.39) est toujours vérifieée, on trouve :

(GO +tt+(n—1)(t—2)80 p=0 (2.45)

avecOe = /362 + 3G2,. Les conditions mécaniques (antisymétrie et absenceotteff
sur les levres de la fissure) nous donnent les deux condéiaxiimites suivantes :

*(0) =0 (antisymétrie du mode lI) 5 46
{ Q(m) =0 (lévres de la fissure libres d’effort) (2:46)
Remarque 3 La résolution de cette équation différentielle ne peut s favec la mé-
thode présentée précédemment. On peut trouver plusieapsgitions de champs asymp-
totigues en mode Il dans la littérature, soit a partir dediéation différentielle ci-dessus
[RIC 68a], soit par d’autres formulations analytiques dwpteme [AMA 74, WEE 05].

2.3.1.2 Obtention des champs de déplacement

Les résultats précédents ont permis d’obtenir pour un naatétonné les fonctions
Gij (6,n). Connaissant la relation de comportement généralisée fennigtions planes,
définie par 'équation (2.47) (cf. [HUT 68]), on peut obteleis fonction<j; (6, n).

_ 3
&ij = (1+V)sj+ = oppéij+§u02 Is; (2.47)
avec 1
Sj = 0ij — gckkéij (2.48)
3
Oe = é\/Sjsij (2.49)

On peut ainsi déterminer les term@s et egg du tenseur des déformations. On peut
ainsi calculer les champs de déplacemgnet ug par intégration en utilisant la formule
du gradient en coordonnées cylindriques en déformaticarsasl (€quation (2.50)).

0 1(0u 10 u
ar F(Ge+1%-t) o
e=| 1(0ug , 10u u 10U U 2.50
2<a_r9+Fa_er_Te) F T 0 (2:50)
0 0 0

En développant I'équation (2.47) on obtient :
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1

€ = Orr — V(Ogg + Ozz7) + 0(02‘1 (orr ~5 (Ogo + ozz)) (2.51)
n—1 1

€9 = Opg — V(Oyr + 0z7) + A0 (Oee ~3 (Orr + Gzz)) (2.52)

La résolution de I'équation différentielle sgr,0) aboutit & I'obtention deo,, et
Ogg. Cependant, il est nécessaire de déterminer égaleayemour pouvoir remplacer
totalement les expressions des contraintes dans (2.52)5&) ( En utilisant la condition
de déformations planes; = 0, on peut alors exprimes,; en fonction deg;; et agg. On
obtient aprés calculs :

v+5opt
Ozz= (Orr +0O —— 2.53
7z ( re 99) <1+O(02_1 ( )

En remplacant I'équation (2.53) dans I'équation (2.51) eatgécrire :

&r = AOyr + BOgg + (10'2_1(C0'rr + Dagg) (2.54)

En utilisant le fait ques(r,0) = Kr‘Fllé(e), on peut simplifier les termes A,B,C etD
pour obtenir :

- \Y 3 . 3 - n_ . ~
€ A Kr it (orr (1— E) — évcee) + ZuK”cg‘lr‘ﬂ (Grr — Oop) (2.55)

Le premier terme de cette expression est d’ordh% enr et est négligeable devant
le second, qui est d’ordre -, puisquen > 1. On peut alors écrire :

e
0 3 ~ noo. ~
# = ZuK”og‘lr‘m (Grr — Gog) (2.56)

Cette expression, dans laguelle on peut remplacer les s&near leur expression
en fonction dep et de ses dérivées par rappofl,alevient, une fois intégrée par rapport a
r (avecs = 21 -

n+1
a(e)—i s(z_s>~+ﬂ’ (2.57)
)= 25-2) P 92 '
De la méme maniére en utilisant I'équation (2.52) on obtamés calculs :
dlg . -
%(9) = (s—3)0y (2.58)
On peut alors exprimargen fonction dep:
3 an 1(3s(s—3) [0~ 3(s—3)9¢
_ -1 Zr
(ig(6) — 5" ( y /0 WO 75 5 (2.59)
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0 0.5 1 15 2 2.5 3 35
0, radians

FIG. 2.13: Composante ul du champs asymptotique des déplacementsdenl mour
différents n

0 0.5 1 15 2 2.5 3 35
0, radians

FIG. 2.14: Composante u2 du champs asymptotique des déplacementsdenl mour
différents n
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i i i
0 0.5 1 15 2 25 3 3.5
6, radians

FIG. 2.15: Composante ul du champs asymptotique des déplacementsden inpour
différents n

6, radians

FIG. 2.16: Composante u2 du champs asymptotique des déplacementsden inpour
différents n
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On peut observer sur les figures 2.13 a 2.14 les composardeshdeps asympto-
tigues des déplacements en mode | et Il pour différentesivdlen ( les résultats ont été
normalisés).

2.3.2 Obtention des parametres de fissuration en plastici@nfinée

L'objectif de ce paragraphe est de présenter d’'un point @ecamtinue, les méthodes
d’obtention des parametres de fissuration que sont l'iatédret les facteurs d’intensité
des contraintes. Il s’agit tout d’abord de vérifier la vakdies propriétés de I'intégrdl
puis de proposer une technique d’obtention des FIC.

2.3.2.1 Intégrale] et taux de restitution de I'énergieG en élasto-plasticité

Une autre approche générale pour formuler le taux de réstitule I'énergieG est
celle proposée dans [BUI 93]. On considére un matériaucélasstique défini par la
donnée de son énergie libre volumidtiée — €P, a, 8), ou 6 désigne la température et
les variables internes. La dissipation locale peut s’@gpricomme suit :

., OW .
D=o0gP-—. 2.
0.€ 3 a (2.60)
La dissipation globale s’écrit :
@:/ DAQ + (G —2y)a (2.61)
Q

Le taux de restitution de I'énergie est alors donné par Ediqun suivante :

G=lim KW(S—sp,O(,G)Jr%pV.v) N1 —n.o.01u| ds (2.62)

r—oJr

Avecl un contour entourant la pointe de fissure comme sur la figire 2.

On obtient ainsi dans le cas élasto-plastique la solutioaduxale et sans intérét
G = 0 lorsque le contouF tend vers la pointe de fissure : c’estdaradoxe de Bui en
plasticité

L'intégrale J de Rice pour un matériau élastique linéaire est donnée @qudtion
(2.24). Son expressionpour un comportement non-linéaire est donnée par [BUI 78,
PLU 89]

ouij
Jo= [ (Wph1 — Ojxnk=—) ds 2.63
p /r( pN1 — Oik kaxl) (2.63)
Cette définition est valable dans la mesure ou la contragérigedd’un potentiel :
Eij oW,
W= | ojdsi ou ojj=—> 2.64
p /0 ij OEij = 3 (2.64)

On peut alors démontrer aisément la propriété d’indéperelais a vis du contour de la
méme maniere qu’en élasticité [PLU 89].

lles notations sont identiques a celles utilisées pour &équo (2.24)
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Remarque 4 Cette définition est applicable a un comportement élasastjgjue unique-
ment dans le cas de chargement proportionnel (i.e. monatmissant) afin de vérifier
I'équation (2.64) et ainsi conserver la propriété d’'indépendance vis a vis dotaur.
On conserve également dans ce cas I'égalité entre intégraletaux de restitution de
I'énergie G [PLU 89].

On peut trouver dans la littérature plusieurs modificatidamsette intégrale permettant
de prendre en compte un comportement élasto-plastiquénresttal et ainsi traiter le cas
des décharges élastiques et de chargements non propeitobime premiére approche
[SCH 89] consiste a réecrire la densité d’énergie de defoom&V, comme une densité
de travail des efforts internes. Une autre possibilité [DE] consiste a traiter I'aspect
incrémental comme un probléme a déformations initialesisdas deux cas, ceci rajoute
a l'intégrale de contour une intégrale de domaine dont laméovarie selon les auteurs.

Remarque 5 Si la plasticité est peu étendue et que le contour utilisé palculer I'in-
tégrale J est bien choisi (c’est a dire englobant la zone tae), il apparait en pra-
tique [PLU 89, SCH 89] que I'intégrale de domaine est négligle devant l'intégrale de
contour et que la propriété d'indépendance vis a vis du congést pratiquement vérifiée.

Plus récemment, plusieurs auteurs sous I'impulsion notanbates travaux théoriques
de Maugin [MAU 95], ont proposé d'utiliser le concept de fnmmatérielle ou configu-
rationnelle afin de déterminer un critere de rupture. On gouiter l'utilisation de ces
techniques conjointement avec un formalisme numériqugpkefartition de I'unité dans
[LAR 05, HEI 06]. Plus récemment certains auteurs [NGU 05]mnoposé des résultats
intéressants quand a l'utilisation de ces méthodes pourcdegportements dissipatifs
(matériaux élasto-plastiques et visco-€élastiques). Qieatodans ce cas que la force ma-
térielle est la soustraction d’'une force matérielle glebaxprimée a I'aide du tenseur
d’Eshelby et d’une force dissipative exprimée a l'aide dé@nts paramétres du mo-
dele plastique.

Frat— [ znds-FUsPetFdsh_ [ _(0:0sP1q:Oa)dV  (265)
cont vol

ou Z est le tenseur d’Eshelby, représente le tenseur du modeéle plastique représentant
I'écrouissage et] le tenseur dual de celui-ci. On pourra noter que dans le casiglie
linéaire la force dissipative est nulle, on retrouve aléegpression vectorielle de I'inté-
graleJ proposée entre autres par Bui [BUI 78].

L'ensemble de ces éléments montre que la question du tawestitition de I'énergie
en plasticité est loin d’avoir trouvée une réponse claingpourra d’ailleurs noter que Bui
dit a ce sujet [BUI 93] "L'étude de la rupture en plasticité¢ eas difficile”.

2.3.2.2 Intégrale de domaine et intégrale d’interaction

Afin de pouvoir prendre en compte une propagation quelcodguéssure, il est in-
téressant de déterminer en plus de l'intégrales facteurs d'intensité des contraintes.
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Ces facteurs n’ont pas de sens si on considere le cas de lawtédtuctile, puisqu’ils
sont défini a partir de la singularité élastique difficilerniglentifiable avec une plasticité
étendue. L'’hypothese principale est donc celle donnéegfiglire 2.6 (b) d’une zone
plastique de petite taille mais non négligeable entouréaipa zone de dominance des
champs élastiques linéaires. Cette zon&dminancenous permet de continuer a défi-
nir les facteurs d’'intensité des contraintes tel que I'alfaiin, le champ de déplacement
élastique dans cette zone étant rééquilibré par la priserepte de la plasticité pres de la
pointe de fissure. On définit alors des facteurs d’intengabntraintes qu’on pourrait
appeler abusivemegtasto-plastiques

La technique que nous avons choisi d’utiliser pour décaupemodes de rupture est
celle de I'intégrale d’interaction [YAU 80] qui est relaément utilisée dans la littérature
que ce soit en élasticité linéaire 2D [MOE 99] et 3D [GOS 98 AGR], en dynamique
[RET 05a] ainsi que pour les matériaux a propriétés mécasigariables dans I'espace
[MEN 06a]. En vue d’'une évaluation numeérique a partir de ltéssiéléments finis, il est
possible de transformer les intégrales de contour que Sotégraled et I'intégrale d’in-
teraction en intégrales de domaine a I'aide de la techniguandmp d’extension virtuelle
de fissure [MOR 87, SUO 92a]. On introduit alors un chapgit champ d’extension vir-

FIG. 2.17: Conventions pour l'intégrale de domaine et champ d’extamsirtuelle en
mode |

tuelle de fissure, paralléle aux lévres de la fissure en magtd'éxpression de I'intégrale
J devient :

ou; \ 0q
J :/ Wons — o) 29 4o avec @ = AUBULC 2.66
p Q( pM1 — Oik kaxl)axl (2.66)
On peut observer sur la figure 2.17 une fissure dont la dinec& donnée par le
vecteurx;. Le champg est constant et égal 1 dans le domaine A délimité par le contou
"1, il est nul dans le domaine C situé a I'extérieur du confourenfin le champg varie
continlment entre les contours etl,. Etant donné que les seuls termes non nuls dans

I'expression (2.66) sont ceux exprimés dans la région B {&t en ag—)?l = 0 dans les
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région A et C), I'intégralel peut alors s’écrire :

B ou; \ dq
Jp= /B (wpnl ks, ) S 4B (2.67)

On peut ensuite démontrer [SUO 92a] que cette intégralexastament égale a I'expres-
sion sur le contour; donnée par I'équation (2.63) et est indépendante de cewo@a
observe sur la figure 2.17 que le premier contbuest choisi de maniére a englober la
zone plastique entierement. On obtient dans ce cas potédiialeJ la méme valeur que
ce soit par I'expression élastique (2.24) ou I'expressiasté-plastique (2.63).

On peut alors envisager d'utiliser I'intégrale d’interiact définie en élasticité dans
[GOS 98, MOE 99, GRA 02] sous sa forme d’intégrale de domaime ane telle stra-
tégie de choix du contour. La plasticité étant totalemegia€e par le contour; les
termes non nuls de l'intégrale d’interaction de domainersevient dans la zone de-
dominance

On considere deux états pour la structure fissurée : I'étdt (sdl) représenté par

oi(jSO'), si(jSO'), (s9) ot état auxiliaire représenté pafaux), si(jaux), @Y | vintggrale d'in-
teraction peut s’exprimer en terme de facteurs d interchis contramtes pour les états
(sol) et (aux) sous la forme[MOE 99] :

2
| (sol, aux) _ = (KI(SOI)K(auX) + KI(ISOI) Kl(laux)) (2.68)
avec
E* 1=, endéformations planes
T \E en contraintes planes
En choisissant I'état (aux) comme solution asymptotiquendale | pur ave(Kl(a”X) =1
et K|(,aux) = 0, on obtient le facteur d’intensité des contraintes en mqubir la structure
considérée par :
KI(sol) _ él (sol, model) (2.69)

On obtiendra<|(,30') en prenant pour I'état auxiliaire la solution asymptotigmemode II.
L'intégrale d’interaction s’écrit sous sa forme d’intégrale domaine de la fagon sui-

vante :

(sol)

(awy
oohaot = | [05,-5 DM o e g, | Mg (270)
B 1 1

0Xi

| |
avecw/(50h a0 — g5 — ci(jso) 2 Dans le cas ol les lévres de la fissure sont en

contact, un terme de contour qui s’exprime sur la partie ée®b de la fissure reliaht
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et (cf. figure 2.17) doit étre rajouté a cette expression [LEBDOL 01b] :

(aux) (sol) T

(sol, aux) _ .(.30|)an (aux) ou™" \\(sol auyx | 94
| /B[cr” o W 5| 508 @71

(sol) 7

(aux)
B (sol) 90U (aux) OU;
/&U& lolz o +0;, % g.xdS

2.4 Formulation variationnelle continue de la fissuration
par fatigue

2.4.1 Formulation du probléme global

Considérons le corp® ¢ R? contenant une interface interne représentant une fis-
sure comme présenté sur la Figure 2.3. Les levres de la fissutenotées * pour la
lévre supérieure dt~ pour la levre inférieure de telle sorte glie= " U~ représente
I'ensemble de la surface de la fissure. La frontiére du c@r@st notée®Q et peut étre
séparée en deux partieg;:Q sur laquelle des conditions aux limites en déplacemgnt
sont imposées (conditions de Dirichlet)def sur laquelle des conditions aux limites en
efforts de surfac&y sont imposées (conditions de Neumann). On suppose un change
de type quasi-statique, les effets d’inertie sont doncigég] ainsi que I'absence de forces
volumiques.

Les champs de contrainte et déplacement sont notés rasgeetito etu. Les quan-
tités équivalentes sur I'interface sont également intitedu les effortd et déplacements
W, qui seront notés respectivementsur ™ (t*,w") et — surl~ (t~,w). Pour simpli-
fier I'écriture, on utilisera la notatiow (respectivement) pour faire référence a la fois
aw’ etw~ (respectivement’ ett~). Dans le but d'introduire des éléments d’interface
couplés a la méthode X-FEM, nous distinguerons explicitérdans la suite les champs
volumiques (, o) des champs d’interfacev( t). Dans ce cadre, une formulation faible
originale est proposée.

A cet instant, aucune hypothése concernant la loi de comperit du matériau n’est
faite, celle-ci peut donc étre non-linéaire (élasto-ptpet par exemple). La loi de com-
portement d’interface est écrite en terme de déplacemémoets sur les lévres de la
fissure :

Ctt,t-,wh,w)=0 (2.72)

Comme présenté dans [DOL 01b], la forme de I'opératéutépend de la nature de
la loi de comportement d’interface considérée et peut égate étre non-linéaire dans le
cas du contact unilatéral avec frottement. Cet opérafanclut les relations suivantes :
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(W —w").n>0
tt.n<0 t—.n>0
tt.n=—t".n (2.73)
Prt™ = —Prt~
tt.n(w —wh).n=0

Oun est le vecteur normal extérieurd a et Pr I'opérateur de projection tangentiel
défini tel que tout vectewrexprimé sur les levres de la fissure peut étre décomposé en sa
partie normale (portée pa) et sa partie tangentielles:= (v.n)n+ Prv.

Pour un comportement sans frottement, la condition suévest ajoutée :

Prtt = —Prt~ =0 (2.74)

L'ensemble des champs de déplacement cinématiquemenssiilasl,q est défini
par :
Ung = {(U,W) € U : Ulg,0=Ug, Ulrp=W", u[r-=w"} (2.75)

ou I'ensemble? définit les propriétés de régularités des champs de dépkatsm
L'espacely des champs de déplacement cinématiquement admissibles asté&léfini
par :

U = {(U7W) €eU:u |61§2: 07 u |r+: W+7 u |I'—:W_} (276)

En considérant un chargement de type quasi-statique, @ilesl'absence de forces
volumiques, 'ensemble des champs statiguement adrmessidlinstann, 7,4 est défini
d’apres le principe des puissances virtuelles [GER 80] :

Tad = {(on,tn) €T : o} =0, vérifiant /Qon L E(U)dQ =

/ Fdn.u*dS+/ t.w* +dS+/ t, W TdS V(ur,w) e ‘llo} (2.77)
62Q r+ ([

Ou 7 définit les propriétés de régularités des champs statiquest w* sont les
champs de déplacement virtuel cinématiquement admissatéro.

En tenant compte de la notation simplifiée présentée plug lesudeux dernieres
intégrales du principe des puissances virtuelles de I'égué2.77) peuvent étre réécrites :

/tn.w*dS:/ tr.w tdS+ [ t;.w"dS (2.78)
r r+ r-
L'équation (2.77) devient alors :

/onzs(u*)dQ:/ Fdn.u*dS+/tn.W*dS V(u*,w) € Up (2.79)
Q 920 r

Considérons I'équation de continuité dddgles champs cinématiques donnée par la
relation entreu etw :
Ulrp=w"etujr_=w" (2.80)
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Formulation variationnelle continue de la fissuration pdigiue

Cette équation est imposée en introduisant un multiplicate Lagrangé\ défini sur
l'interfacel . L'espace auqueh appartient est défini par (cf. [ALA 91, SIM 92, BEL 02]
pour plus de détails) :

Lo={Ne L} (2.81)

L'équation (2.79) devient alors

/ O £(UF)dQ = / FanUdS+ / oW dS+ / A (Un | —wr)dS
o 9,0 r r

+/r/\n.(u* F—w)dS (U, W) € T, YA* € Lo (2.82)

L'espace U est défini commep sans la condition de compatibilité des déplace-
ments formulée par I'équation (2.80) étant donné que leipligateur de Lagrang@ est
introduit pour imposer celle-ci.

Dans cette équation les inconnues "principales” sgniv, et A\, les inconnues "se-
condaires" sont, ett,. Elles peuvent étre obtenues a partir des inconnues palesign
utilisant la loi de comportement volumique pamy et la loi de comportement d’interface
pourtp.

2.4.2 Formulation itérative continue

Compte tenu de la prise en compte du contact dans I'équatiéaégente, celle-ci
est non-linéaire. De plus, la loi de comportement volumiduenatériau pouvant égale-
ment étre non-linéaire, une stratégie de résolution ié&raist nécessaire pour résoudre le
probleme global [RAO 04b]. L'équation (2.82) est donc réecen utilisant les notations

suivantes u est remplacé pauﬂ) ou I'exposant(i) correspond a la i-iéme itération et
I'indice n correspond au n-ieme pas de temps.

/o,&‘) L g(U)dQ — Fdn.u*ds+/t,&‘>.w*ds+//\*.(u,q> EWOITS
Q 0,Q r r

+//\$P.(u* IF —w)dS V(U W) € Uo, VA" € Lo (2.83)
r

Cette équation peut étre reformulée en regroupant les tedégendants de , w* et
N*.

0 = —/ Q) ce(U)dQ+ Fdn.u*dS+//\Q).u* Ir dS
9,0 r

Q
n / 9 wrds— / AD wrds
I I

+/r/\*.(u,2” Ir —wh)dS V(U W) € Up, YA* € Lo (2.84)
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2. Mécanique de la rupture : aspects non-linéaires et chasypsptotiques

En observant la seconde partie de cette équation, on peargesr que lorsque la
convergence est atteinte on obtiént t. Ce résultat est assez logique puisque I'équation
imposée en introduisant le multiplicateur de Lagrangest équivalente a une condition
aux limites en déplacement de type Dirichlet : le multipiéea de Lagrange est donc
censé étre égal a la force développée sur la frontiere cdrigdqui est I'effort d’interface
t dans le cas présent.

En s’inspirant des travaux présentés dans [SIM 92, BEL 02§, régularisation du
probleme de contact par pénalité est faite. Deux paramédegsenalité sont introduits,
I'un portant sur les quantités normale$ et I'autre portant sur les quantités tangentielles
al. En exprimant toutes les quantités d’interface dans lereepérmal, on peut définir
une matrice de pénalité diagonaleomme présenté dans I'équation suivante :

(i) _ | ofx (W'(Ti)-m _ | ax (qu)>n a0 (Wl(qi)>n
e [ o x (Prwi) ] N [ at x (wi)e | [ 0 af ] W), (2.85)

L'équation (2.84) peut alors étre remplacée par :

0 = —/ oQ> :e(u*)dQ+/ Fdn.u*dS+//\g).u* Ir dS
Q 320 r
+/(tr(,i_1)+aw§,i_1)).w*d8—/(/\$,i)+aw§,i)).w*d8
r r
+/A*.<u9> r—wi)dS (U, W) € T, YA € Lo (2.86)
-

L'équation (2.86) représente une formulation du type Lagian augmenté du pro-
bleme considére. On peut observer que lorsque la convergestaatteinte I'énergie de

pénalité est nulle étant donné que le terfpe(wﬁ'_l) —WQ)).w*dSest égal a zéro : ceci
montre que d’un point de vue théorique le choix du coefficdmpénalité n’a pas d’in-

fluence sur la convergence de la méthode.
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Chapitre 3

Modélisation de non-linearités par la
méthode des éléments finis étendus
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3. Modélisation de non-linéarités par la méthode des élénfamns étendus

3.1 Introduction - Méthode des éléments finis étendus

3.1.1 Introduction

Ce troisieme chapitre aborde les aspects numériques epaitisulierement les me-
thodes de discrétisation qui ont été choisies. On présemi@ns un premier temps la
technique de discrétisation spatiale qu’est la méthodeétiarents finis étendus ainsi
que le concept de partition de I'unité sur lequel elle eseba®n s’intéressera ensuite
aux différents développements proposeés pour étendrerétteode aux non-linéarités de
comportement dans un premier temps, puis de contact fretiedans un second temps.
Enfin, aprés avoir présenté la formulation discrétisée dblpme global, on s'intéresse a
la technique de calcul numérique des paramétres de fissuettdes premiers résultats a
fissure fixe sont proposeés.

3.1.2 Discrétisation spatiale : méthode des éléments finile@dus
3.1.2.1 La méthode de partition de 'unité

La méthode de partition de 'unité a été développée par BabeMelenk [BAB 97]
et conjointement par Duarte et Oden [DUA 96]. Elle a été depipliquée a un grand
nombre de problemes dont voici une liste non exhaustive : éaamique des fluides
[WAG 01, WAG 03, CHE 03a, CHE 03b], les interactions fluidaisture [LEG 06a], la
modélisation de trous et inclusions [SUK 00a, LEG 05a], @mdformation de phase
[DOL 01a, JI 02, CHE 02] et enfin la mécanique de la rupture.rette derniere ap-
plication, on peut citer la méthode des éléments finis éend&EEM développée par
Belytschko, Moét al. [BLA 99, MOE 99, DOL 00], la méthode des éléments finis gé-
néralisés proposée par Stroubowdisal.[STR 00a, STR 00b, DUA 00b] ansi que les tra-
vaux de de Borset al. [WEL 01, WEL 02a, WEL 02b, REM 03, BOR 04, BOR 06] qui
utilisent toutes une partition de l'unité locale.

Soit un domain& maillé par un ensemble d’élémerfiset discrétisé par un ensemble
de noeuds\'. Un ensemble de fonctions de formdiss’appuie sur ces ensembles. On peut
alors représenter une approximation éléments €imisin champu de la fagon suivante :

u= Z N; (X)Uj (3.1)
e

On peut démontrer [BAB 97] que si les fonctions de folieonstituent une partition de
I'unité dans le domaineQ

Z N(x)=1 VxeQ (3.2)

ieN
on peut enrichir 'approximation deavec une fonction d’enrichissemegiix) de la fagcon
suivante :

0= NOUi+ 5 N(x)@(x)U? (3.3)
ienN ISA
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Introduction - Méthode des éléments finis étendus

ouAg représente I'ensemble des noeuds auxquels on choisitckrples degrés de liberté
enrichisUS. On peut illustrer assez simplement ce concept en consitldrane part
gu’on enrichit tous les noeuds €k c’est a dire que\| = Ak, ensuite en considérant égaux
a zéro tous les degrés de liberté non enrichis=£ 0 Vi € A) et enfin en considérant
tous les degrés de liberté enrichis égaux aWf£ 1 Vi € Ag). Sous ces hypothéses
I'approximationu’reproduit alors la fonctiop(x) dans tout le domain@.

0= 3 Ni()e(x) = @(x) (3.4)
ieN

La fonction d’enrichissement peut étre choisie de maniécamurer plus efficace-
ment la solution du probléme considéré [STR 00a, STR 00bpé&un ainsi introduire des
discontinuités dans les champs de déplacement et défomsatiensemble des noeuds
enrichisAg est alors lié au support géométrique de la discontinuitéid@née. Selon le
probleme traité, on peut également introduire plusieunstions d’enrichissement si une
unique fonction ne permet pas de capturer totalement laodiswité. Les principaux
intéréts de cette méthode sur les éléments finis classigued'amélioration de I'ordre
de convergence, le découplage discontinuité-maillaggesaription implicite de la géo-
métrie des discontinuités et enfin I'absence de remaillagede la propagation d’'une
discontinuité.

Remarque 6 Dans le cas d’'un enrichissement local, pour des raisons de de calcul
principalement, seule une partie des noeuds du domaineeswithis. On a alors exis-
tence d’'une couche d’éléments partiellement enrichiseelets éléments enrichis et les
éléments non enrichis. Ces éléments ne vérifient pas laiptépte partition de I'unité
étant donné que seule une partie de leurs noeuds sont exriohi peut alors montrer
[CHE 03c] que la présence de cette zone et la facon dont ellgatée peut avoir une
influence sur I'ordre de convergence de la méthode. Il exilstsieurs solutions pour pa-
lier a ce probléme, la premiere étant de changer les fonstidenrichissement de telle
sorte qu’elles soient nulles dans les éléments intermedigZ| 03]. Dans le cas d’enri-
chissement de type saut de déformation [CHE 03c], une aottgisn consiste a intro-
duire dans ces éléments un champ de déformation augmengiequet d’éliminer les
termes dus a I'enrichissement, on peut également modifirgiefpeament le degré de ces
éléments pour l'interpolation éléments finis classiquean®cette étude, aucun traite-
ment particulier de ces éléments n’est effectué, I'ordrea®sergence ainsi atteint étant
jugé satisfaisant.

3.1.2.2 La méthode des éléments finis étendus appliguée a lécanique linéaire de
la rupture

Dans une problématique orientée mécanique de la ruptudisd¢antinuité que I'on
souhaite représenter grace a I'enrichissement est la dissila-méme. On doit alors
prendre en compte d’'une part la discontinuité du champ déadément au passage de
la fissure loin de la pointe, et d’autre part la singularitécamp de déplacement autour
de la pointe.
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3. Modélisation de non-linéarités par la méthode des élénfamns étendus

Discontinuité en espace Afin de prendre en compte des discontinuités du champ de
déplacement, on introduit une fonctieaut # (aussi appelééleaviside step function
dans la littérature) définie comme suit :

+1 sixestaudessus de

H(x) = { —1 sixestaudessous de (35)

oul est I'entité géométrique représentant la discontinuité ket vecteur position d’'un
point deQ. On peut alors définir I'ensembl&; des noeuds enrichis par :

Ne= {n € A, Nl #0} (3.6)

ou wy = supfN;) représente le support de la fonction de forljeOn peut alors écrire
de la méme fagon que dans I'équation (3.3) I'approximati@ntents Finis Etendus du
champ de déplacement :

u :.z Ni(x)Ui+.Z Ni (X) H (x)U® (3.7)
e ISYA

Modélisation des singularités La prise en compte de la singularité du champ de dé-
placement er/r a I'aide de la technique d’enrichissement permet d’ameétitnes sen-
siblement les résultats éléments finis classiques mémeuaveillage grossier. On uti-
lise pour cela des fonctions d’enrichissement qui permetie représenter exactement
les champs asymptotiques donnés par les équations (2.49)a 2 nombreux travaux
[FLE 97, BLA 99, MOE 99, SUK 00b, DUA 00b, MOE 02] ont montré gizebase de
fonctions d’enrichissement suivante est la plus adéqueéasticité linéaire 2D et 3D :

[Ba] = V1 sing, cosg, singsine, cosg sin® (3.8)

Le choix de cette base plutot que I'utilisation directe dasitfons asymptotiques ou
d’'un développement en série de Fourier est motivé par pltsaguments. Tout d’abord,
en plus de la représentation de la singularité, elle dorneétre de capturer le saut de dé-
placement en arriére de la fissure dans I'élément ainsit@ngaisque celui-ci ne contient
pas d’enrichissement de type satit Elle doit donc contenir une fonction discontinue au
passage de la fissure en arriére de la pointe. Ceci est rpatis#fonction si®/2. La pré-
sence de plusieurs fonctions discontinues dégradant ditcmmement de la matrice de
raideur, les autres fonctions de la base doivent étre asgegidans tout I'élément enrichi.
D’autre part, I'évaluation de ces fonctions par une intégrediscréte de type Gauss pour
le calcul de la matrice de raideur doit étre maitrisé "au ilean doit donc limiter au
maximum la variation de ces fonctions dans I'élément carsidfin de limiter le nombre
de points d’intégration.

Le champ de déplacement est alors décrit par I'approximatiéments finis étendus
suivante :

U= 3 NGU+ Y NGOHXa+ Y SNOBeba  (39)
ieN i€ Acut i€Nsront @

54



Prise en compte de non-linéarités comportementales

T éléments enrichi
I I I I I I I I
I I I I I I I I

\i

o
-
L

I I I I I I I I
I I I I I I I I
B enrichissement discontinu

fissure - . .
@ enrichissement singulier

FiG. 3.1: Une fissure quelconque placée sur un maillage - stratégneidréssement

oU Aront €St I'ensemble des noeuds dont le support contient le frefisdure (représen-
tés par des cercles sur la figure 3.1)Agt: est 'ensemble des noeuds dont le support est
entierement tranché par la fissure (représenté par descanréa figure 3.1).

Remarque 7 Récemment, certains auteurs [BEC 05, LAB 05] ont proposé&tieidune
zone enrichie singuliere indépendamment de la finesse dlageiOn parle alors d’enri-
chissement géométrique, en opposition a I'enrichissetopotogique présenté a la figure
3.1. Nous nous contenterons dans cette étude de I'enr@hisst topologique classique-
ment utilisé dans la littérature.

3.2 Prise en compte de non-linéarités comportementales

3.2.1 Base d’enrichissement élasto-plastique : analysesdsolutions
asymptotiques

Dans le cas de la mécanique élasto-plastique de la ruptura,por montrer au cha-
pitre précédent que les champs asymptotiques élastaeplasten pointe de fissure sont
différents de ceux obtenus en élasticité. La base d’emmseiment en pointe de fissure,
présentée a I'équation (3.8), utilisée classiquementastié€ité n’est plus adéquate.

En ce qui concerne les champs élastoplastiques, ce typesgentest pas flagrant
puisque la singularité et les fonctiong0) dépendent du matériau par le biais du coeffi-
cientn de la loi de comportement. Cependant en s’inspirant de ajp@sédente, on peut
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3. Modélisation de non-linéarités par la méthode des élénfamns étendus

envisager de déterminer une décomposition en série dedfales champs asymptotiques
dans le cas d’'un matériau élasto-plastique. Afin de caladeectement les coefficients
de Fourier (on ne connait la fonctigret ses dérivées qu’entre Ot les propriétés de sy-
métrie et antisymétrie des champs élastiques sont coresermé peut alors représenter les
champs plastiques entre 0 et da variable étan®/2, les fonctions ont pour périodett
Les propriétés classiques des coefficients de Fourier coactla symétrie/antisymétrie
sont alors utilisées afin de les calculer numériquement.

3.2.1.1 Calcul des coefficients de Fourier

Afin de calculer ces coefficients, il est nécessaire avarietonose de modifier les
champs asymptotiques obtenus au chapitre précédent pewregx-ci vérifient les pro-
priétés des fonctions développables en série de Fourier.

On doit pour cela étendre ces fonctions de l'intervédigy a l'intervalle [0; 411 avec
comme variabl®/2. Ceci peut étre démontré aisément dans le cas de |'étéstitimode
| par exemple (comme au chapitre précédent, k désigne ldartdesgde Kolosov) :

o K| r 0
uy(r,0) = 2 / E_[cosé(k— cos0) (3.10)
Ceci peut s’écrire

K [T 1\ 6 1 30] K [r _
ui(r,0) = 2\ 2n Kk— E) cos; — 5 cos?} =\ 2 01(0) (3.11)

La décomposition ainsi obtenue est une fonctitpdriodique dé ayant les proprié-
tés suivantes :

— U1(8) = Gy (11— 0) sur l'intervalle|[rt 211

— U1(0) est symétrique par rapport a I'aye= 21t

En observant les propriétés de symétrie/antisymétrie Hamps asymptotiques en
élasticité linéaire, on peut "périodiser” les champs ddat@&ment élasto-plastiques obte-
nus précédemment. On peut ensuite calculer les coeffidestdéveloppements en série
de Fourier pour chaque cas, avec les propriétés suivamesode |,u; est paire eti, est
impaire ; en mode lly; est impaire etl; est paire.

Les coefficients sont calculés numériquement, apres agoiogisé les fonctions, en
utilisant les formules suivantes :

f(t)=ap+ % (amcog mut) + by sin(mut)) (3.12)
m=1
avec

1 ra+T
= = /(x f(t)dt (3.13)

2 a+T
am = ?/a f (t) cog mat)dt (3.14)

2 roa+T ]

by = = /(x f(t) sin(mat )dt (3.15)
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Prise en compte de non-linéarités comportementales
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3. Modélisation de non-linéarités par la méthode des élénfamns étendus
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Prise en compte de non-linéarités comportementales

ouT est la période de la fonctioh, a un réel quelconque &un entier naturel.
On peut constater dans tous les cas que seuls les termespmordant aux fonctions
cogkd/2) et sinkd/2) sont non nuls.

3.2.1.2 Extraction d’'une base de développement

La décomposition de Fourier des fonctions obtenues précédsmt montre que I'on
peut représenter correctement les champs HRR en utilisentdécomposition sur les
quatre premieres harmoniques non nulles pour chaque émnddn peut observer sur
les figures 3.2 et 3.3 les solutions exactes et les déconpuside Fourier en mode | et
mode Il en déformations planes pour trois types de matééarn(issage élevé= 3.7,
écrouissage moyem= 10 et écrouissage faible= 50). On peut observer que pour des
valeurs faibles de la décomposition de Fourier décrit tres bien les champs HRRs le
cas de valeurs plus importantesrten a pu constater que les champs sont plus complexes,
la base de développement décrit donc moins bien ceux-cs lesrésultats restent bons
méme poun = 50.

Ceci montre que I'on peut donc représenter le champ de d&mplaxat en mode | pur
et mode Il pur en développant les champs HRR sur la base $eivan

FAT { (cosk—ze, sin k—ze) ke (1,35, 7]} (3.16)

3.2.2 Intégration numeérique : une vision a deux échelles

L'intégration numérique proposée pour les calculs élastsginéaires doit étre ame-
liorée du fait de la présence d’harmoniques plus élevées ldahase d’enrichissement
plastique. La technique proposée dans [MOE 99], qui camsistous-découper les élé-
ments tranchés par la fissure en sous triangles contenantrctrais points d’'intégration
n'est pas suffisante.

Le nombre de points de Gauss contenus dans chaque sousetpangrait étre aug-
menté afin d’améliorer I'intégration des harmoniques ésyénais il est nécessaire avant
cela d’évaluer la pertinence de cette stratégie du poinuéede la propagation. Lorsque
la fissure propage dans une nouvelle direction, les sousgtda associés a la position
de la fissure au pas 1 doivent étre également sous-décougésietriangles afin d’étre
compatibles avec la nouvelle position des lévres de la iddigure 3.4). Avec cette tech-
nigue, la projection des contraintes et variables intepsdnévitable & mesure que la
fissure avance, ce qui peut entrainer des problémes tela qoa Iconservation de I'éner-
gie. Une nouvelle stratégie d’intégration qui contouriteta probléme ne s’appuierait
pas sur un nouveau sous-découpage lors de la propagation.

Dans la mesure ou I'on souhaite également représenter tegaoues et variables
internes du modéle plastique sur ces points d’intégratiast intéressant d'y disposer
d’'une information assez fine. En comparaison avec I'échighiessiere” représentée par
le maillage éléments finis étendus, on propose de mettreaee phe échelle fine afin de
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3. Modélisation de non-linéarités par la méthode des élénfans étendus

position de la fissure au pas 1 position de la fissure au pas72

V
sous triangles au pas 1 nouveaux sous triangles au pas 2

(@) (b)

FiG. 3.4:(a) Sous triangles avant propagation - (b) sous trianglessgmopagation

noeud support
nodal

\ Ve Ve
® > éléments
4 /
\_// L

\ A 4 b4

fissure Z sous quadrangles

(@) (b)

FiG. 3.5: (a) Support nodal tranché par la fissure - (b) sous quadraragsociés aux
éléments tranchés par la fissure

représenter avec précision le comportement non-linéainmatériau autour de la pointe
de fissure.

Dans cette optique, une stratégie de sous découpage eranqgkdy;, équivalente a
celle présentée dans [JI 02] est adoptée. Les élémenthé&supar la fissure sont sous-
découpés en 16 sous quadrangles contenant chacun 16 poiGEuds (cf. figure 3.5).
Avec cette technique, les bords des sous-éléments ne soocbpgatibles avec les levres
de la fissure, et des erreurs d’intégration numeérique pdwaparaitre pour les fonctions
d’enrichissement discontinues au passage de la fisserta(fonction saut/ et la fonc-
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Prise en compte de non-linéarités comportementales

tion singuliére sif9/2)).

fissure (c)

(a)/{ @

k
O

O . . ° |e . . . . . . . . . . O O . . ° |e . . . . . . . . . . O
(b) (d)
FIG. 3.6: Sous-découpage pour I'évaluation de (a) la matrice de waidiscontinue, (b)

la matrice de raideur singuliére. Sous-découpage pousliéement plastique pour (c) un
élément entierement tranché, (d) un élément contenantaineepe fissure.

Pour contourner ce probleme, on peut proposer de créer @éencode sous éléments
basés sur la grille de sous quadrangles (cf. figure 3.6) :w(njeté (a) et (b) sur la figure
3.6), qui est compatible avec les lévres de la fissure (les gaadrangles eux-mémes
tranchés par la fissure sont remplacés par des sous triabiglesus avec la stratégie
de sous découpage élastique), pour calculer la matriceideurapour (a) les éléments
entierement tranchés par la fissure (c’est a dire enriclds lE/fonction saut H) et (b) les
éléments contenant un front de fissure ; et un autre jeu (ot (d) sur la figure 3.6),
qui est indépendant de la position de la fissure dans I'élémear calculer I'écoulement
plastique (dans les éléments (c) entierement tranchéageslre et (d) contenant une
pointe de fissure).
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3. Modélisation de non-linéarités par la méthode des élénfamns étendus

Remarque 8 Dans le cas de calculs en mode | pur, on peut n’utiliser qu'enl $eu de
sous éléments en faisant en sorte que la fissure soit cortgatibc les sous-éléments :
on ne commet alors plus d’erreur d’intégration vis a vis dediacontinuité. Dans le
cas d’interface non compatible, on peut limiter les errediigtégration en utilisant un
nombre plus important de sous éléments [JI 02].

Remarque 9 Dans le cas des éléments entierement tranchés par la fissast,a dire
enrichis par la fonction sauf/, il est possible de se passer des sous éléments pour inté-
grer la matrice de raideur [VEN 06]. Ceci est réalisé en déposant les intégrales par
morceaux. Cependant nous n’utiliserons pas une telle fqakrici, dans la mesure ou
elle ne serait pas applicable a tous les éléments au coura gempagation.

3.2.3 Etude de plusieurs bases et critére de choix

La stratégie a deux échelles développée précédemment rougttant de disposer
d’une intégration suffisante, trois bases d’enrichissdrmpkastiques sont proposées a par-
tir de la base de Fourier obtenue a I'équation (3.16). Ces b@ses sont présentées dans
les équations (3.17) a (3.19). La bdsgest une reformulation trigonométrique de la base
de Fourier et les deux autres bases sont des bases tronmadegrace a la manipula-
tion trigonométrique, elle contiennent une partie des luauiues élevées nécessaires a
la représentation correcte des singularités HRR.

1 (.8 6 .06 . 0 . G 0 .
(a) rmt {smé, cosé, smésme, cosé singd, smésm 2, cosé smze} (3.17)

1 (.0 6 .06 . 0 . N 0 .
(b) ra+t {smé, cosé, smésme, cosé singd, smésmsﬁ, cosé sm%} (3.18)

(c) Fal {sing, cosg, singsine, cosg sin 6,

2 2 2
singsin 2, cosg sin20, singsin 30, cosg sinsﬁ} (3.19)

Une comparaison du "rang numérique" de la matrice de raideurélément fini
contenant la pointe de fissure a été faite pour ces trois la@ssisque pour la base élas-
tique. Le "rang numérique" est défini de la maniére suivante :

Définition 1 Soit4 I'ensemble des valeurs propres d’'une matrice de raideunélgtaire
K|, 4 peut étre divisé en trois sous-ensembles (avecI!'Pa etv ~ 0.3) :

Zig = [a€ 4;|al-~ 1071

A={ Ty =[acA|al-~107 (3.20)
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Prise en compte de non-linéarités comportementales

Les vecteurs propres associés aux valeurs propres apgarteni;ig (respectivement
Anorm) COrrespondent aux mouvements de corps rigides (respeotint aux modes trans-
missibles). Ceux associés aux valeurs propres appartedaty, sont associés a des
modes a énergie nulle "parasites" non transmissibles, eatg numérique est défini
comme la dimension d&,.

Roum = dim A, (3.21)

La comparaison du rang numeérique pour les différentes bestagcapitulée dans le
tableau suivant :

Base d’enrichissement Rang numériqueide
élastique linéaire(3.8) 4

plastique (a) (3.17) 8
plastique (b) (3.18) 4

plastique (c) (3.19) 12

TAB. 3.1: Comparaison du rang numérique pour différentes basesichessement

Les résultats donnés dans le tableau 3.2.3 indiquent qulagebasega) et (c) la
matrice de raideur a huit ou douze modes "parasites”. Ce cdampent est également
présent pour la bag®) mais seuls quatre modes non transmissibles sont présentseo
dans le cas de la base élastique linéaire.

Remarque 10 La présence de ces modes parasites a été montrée dans le tesrde
chissement discontinu utilisé avec des éléments coh&R [03], et également dans le
cas de I'enrichissement élastique singulier [LAB 05]. Damscadre général de la mé-
thode des éléments finis généralisés [DUA 00a, STR 00a, Sa]Ri0&ans une applica-
tion mécanique de la rupture de la méthode des éléments tiamidiés [BEC 05, LAB 05],
plusieurs auteurs ont proposé I'utilisation de techniqd&stégration singuliéres afin de
supprimer ces modes parasites. Bien que ces techniquegfentun gain important,
leur application dans un cadre non-linéaire avec propagath’est pas immédiate dans
la mesure ou elles se basent sur des sous éléments compatifele la géométrie de la
fissure.

La base d’enrichissement la plus efficace est donc la igsnnée dans I'équation
(3.18), qui apparait étre la méme que celle proposée dan® [RIa] dans le contexte de
la méthode Meshless EFG.

Remarque 11 Bien que la totalité de cette étude ait été réalisée sous ypothéses
de déformations planes, la structure générale des équatmmrmettant d’obtenir les
champs asymptotiques HRR est relativement similaire dacad d’hypotheses de type
contraintes planes. Ceci nous permet de supposer que laddasechissement dévelop-
pée en déformations planes est également valable en cotgsgplanes comme c’est le
cas avec la méthode Meshless [RAO 044].
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3. Modélisation de non-linéarités par la méthode des élénfamns étendus

3.3 Prise en compte des refermetures : contact et frotte-
ment

Afin de construire les intégrales sur les levres de la fisslast nécessaire de discréti-
ser l'interfacel’. De la méme maniere que pour construire les points de disatién des
contraintes et variables internes, on propose d'utiligehlelle "fine" pour représenter les
termes de contact (déplacements, efforts et multiplicatée Lagrange) sur I'interface.

La fissure n’étant pas a priori compatible avec le maillaganéints finis, on choi-
sit de la discrétiser en éléments unidimensionnels ensiigust de ce qui est proposé
dans [DOL 01b]. La courbE est représentée par un ensemble de segments géométriques.
Comme on souhaite utiliser I'échelle fine pour décrire le portement sur I'interface, on
discrétisel” en éléments unidimensionnels (appelés éléments d’icrfaéés par I'in-
tersection des segments géométriques avec la grille deéEments, comme présenté sur
les figures 3.7 et 3.8 (a).

noeuds enrichis / fissure L éléments finis
| |
| | |
[ | | ‘\l |
r
[ |
éléments géométrique& sous quadrangles

Fic. 3.7: Construction des éléments d'interface sur les lévres dedari.

Afin d’effectuer I'intégration numérique des termes Sudans I'équation (2.86), des
points de Gauss sont utilisés le long des éléments d'imerfaes champw, t et A sont
interpolés de maniére discrete sur chaque lévre de la fi§suet I~ (cf. figure 3.8(b)).

3.4 Reésolution discrete du probleme non-linéaire

3.4.1 Formulation discrétisée
3.4.1.1 Systeme linéaire

L'introduction du champ de déplacement enrichi et des dtéentiscrétes sur les
levres de la fissure dans I'équation (2.86) permet d'obtemmsemble d’équations al-
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Résolution discréte du probléeme non-linéaire

noeud enrichi support nodal
/ / pp.

éléments
d’interface

points de Gauss

sous quadrangles e o €léments d'interface

(@) (b)

FIG. 3.8: (a) Zoom d'un élément fini contenant des éléments d’interfdm couples
(t*,w"), (t—,w) associés aux points de Gauss sur chaque lévre de la fifsuet[ ).

gébriques suivant :

Fint\) — K.AY = Fext, (3.22)
Kawll + KA = Kewh ™Y K, (t87Y = A=Yy (3.23)
K'w —kIul =0 (3.24)

Ou Fintr(]') sont les forces internes exprimées aux noeuds élémentsafiais-ieme
itération du n-ieme pas de temp&, est une matrice de couplage entre les quantités élé-
ments finis exprimées aux noeuds et les quantités d'inedxprimées aux points de

Gauss des éléments d’interfad’é}') représente les multiplicateurs de Lagrange discrets
exprimés aux points de Gauss des éléments d’interfaceianag-tération du n-ieme pas

de tempswﬁ'_l) ettr(,'_l) sont les déplacements et efforts d’interface interpolégaints
de Gauss des éléments d’interfa€gest une matrice de couplage entre les déplacements
d’interface et les efforts d’interface / multiplicateurs dagrange discrets, & est la
matrice résultant de I'intégration du terme de pénalitésdaguation (2.86).

Le probleme quasi-statique non-linéaire est résolu parproeédure incrémentale
couplée a un solveur itératif de type Newton-Raphson. Lemtans précédentes sont
donc linéarisées en considérant la loi de comportemertbéfdastique du matériau, et ce
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3. Modélisation de non-linéarités par la méthode des élénfamns étendus

en utilisant les notations suivantes :

uf) = pau +uh Y
Wi = aawd) i (3.25)
AY = BAAY + ALY

Le systéme linéaire peut donc s’écrire sous la forme suévant

K 0 —Ke¢ AAuY Fext, — Fint)! ™Y 4+ kAl
0 Ka K A | = K (t9Y — AlY) (3.26)
KT K 0 AAAY KTuh Y —KTwh Y

3.4.1.2 Convergence et critere d'arrét

La formulation utilisée pour résoudre le probleme étantyge Lagrangien augmente,
la convergence de celle-ci est supposée indépendante aela des coefficients de péna-
lité introduits précédemment. Ces parametres, qui onnteedsion d’'un module d’Young
sur une longueur, influencent uniquement la vitesse de cgemee de 'algorithme itéra-
tif proposé.

L'indicateur de convergence est composé de deux criteegprémier est un critére
"global" basé sur le vecteur résidu de I'algorithme de NewwRaphson défini par le sys-
teme linéaire (équation (3.26)). Le vecteur résidu a lari@dtération du n-ieme pas de
temps est défini comme suit :

Fext, — Finty + KcAY
Ry = it = AY) (3:27)

KCTu,q) — K|TW|(1i)

On peut faire le choix d’'un grand nombre de critéres d’arrpadir du calcul d’'une
norme du résidu. Compte tenu de I'écriture de celui-ci danfotmulation proposée,
il nous est apparu plus judicieux de traiter séparémentrégs parties du résidu, et de
prendre en compte le terme le plus pénalisant dans chacuesgerties.

Le critére "global" a I'itération au pas de tempsest donc défini comme suit :
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Résolution discréte du probléeme non-linéaire

Définition 2 Soient les trois indicateurs gfrerry,, erry définis par :

@ T%XH[Fextq]k— [Fintr(,i)]k+ [KC/\Q)]kH
(err_u )y = = _ _ (3.28)
max<ﬁr1e%x||[Fexh]| I ;rlréaNxH[Fintr(]')h H ;Q%XH[KC/\Q)]M H)

e Dl

max(rlré%x ‘[Kltrgi)]l H ;maxH KA H)

_ max [KTUn Jk—1 K| ]k

ma{ a7 <o

Ou [Fk représente la k-ieme composante du vecteur | |eteprésente la norme Eucli-
dienne habituelle.
Le critére d'arrét "global" est :

(Err_glob),q) = max((err_u*)g); (err_\/\i*)g); (err_/\*)g)) (3.31)

Le second critere est basé sur les quantités locales daoteet la matrice de pénalité
[DOL 01b], dans le méme esprit que pour le critere sur le tédmlcritere local prend en
compte I'élément d’interface le plus pénalisant.

Définition 3

mex (e (o) i) )

IEanterf
1€ Ninter

(Err_loc)g) = (3.32)

Ou Afntert €St I'ensemble des éléments d'interfacedgt est défini sur un élément d'in-
terface par I'équation (3.33) :

Aot [wyt) =w' . [Kg"] wtT [Kg't] o (3.33)

Remarque 12 Que ce soit pour le critére sur le résidu ou le critére localfait de choisir
comme critére I'erreur maximum par composante ou par élérd@nterface se justifie
compte tenu du type de probléeme gu’on souhaite traiter : des\és d’erreur prépon-
dérants sont associés aux éléments d’interface "fermésic dres localisés. Le choix
de critere sur 'ensemble du vecteur / de l'interface pewtrslentrainer une mauvaise
convergence locale au niveau de ces éléments.
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3. Modélisation de non-linéarités par la méthode des élénfamns étendus

3.4.2 Mise ajour des variables non-linéaires
3.4.2.1 Variables de contact - frottement

Pour la mise a jour des quantités locales d’interfactt (en utilisant la loi de com-
portement d’interface) une approche similaire a celle psé&e dans [DOL 01b] est utili-
sée:

(), v, ) = (w ) (339

Cependant, afin de pouvoir traiter correctement le cas desgements non-
proportionnels en présence de frottement, I'approcheémentale proposée dans
[RIB 04, RIB 05] est utilisée.

3.4.2.2 Plasticité

Le modéle de comportement plastigue choisi est de type issage isotrope
[LEM 96]. L'algorithme d’écoulement utilisé est du typeaat radial [BEL 02], son prin-
cipe est présenté en Annexe C. Il s’agit alors de faire legsragour suivantes :

(0w, o)) = (o)

3.5 Calcul numérigue des parametres de fissuration

Pour calculer numériquement les facteurs d’intensité datraintes a I'aide de l'inté-
grale d’interaction (2.71), on utilise un champ d’extemsuirtuel classiguement proposé
dans la littérature. Dans le cas d’une fissure droite [SUQ SRED 92b, SUO 96], celui-
ci est représenté sous forme scalaire, sa direction étdiniel@ar le repére local de la
fissure :

0= 0X1 (3.36)

Une illustration est présentée sur la figure 3.9 (a). Dansasediune fissure courbe, le
champq doit étre rendu compatible avec la géométrie de la fissureutllise alors un
champ courbé [RET 05a, MEN 06b] qui respecte la géométriadissure comme pré-
senté sur la figure 3.9 (b). Dans tous les cas le chauest défini comme suit :

|la|| = 1 dans la surface S1
g =0 al'extérieur de la surface S2
g est tangent aux lévres de la fissure en tout point
g décroit linéairement entre S1 et S2

(3.37)

Remarque 13 Il est important de préciser ici que I'on fait la distinctiantre la base
servant d’enrichissement en pointe de fissure et celle sepaur le découplage des
modes de ruptures, contrairement a ce qu’on peut obsereasijuement dans la litté-
rature avec X-FEM. La base d’enrichissement permet de cepta solution physique
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du probléme afin d’obtenir une bonne précision. La base dew#age n’a de sens que
dans la mesure ou elle définit les facteurs d’intensité desramtes élastiques. On peut
faire le paralléle entre la stratégie utilisée ici - base dfechissement plastique et base
de découplage élastique linéaire - et celle proposée darisNNI6a] qui s'intéresse aux
matériaux a propriétés mécaniques variables dans I'espéapproximation EF est en-
richie avec la solution élastique linéaire et le découplage effectué avec les solutions
asymptotiques exactes pour ce type de matériau (ce qui pdewenserver les propriétés
d’'indépendance vis a vis du contour d’intégration).

uuuuuu

() (b)

FiG. 3.9: Fonction poids (a) scalaire pour une fissure droite, (b)orgégite pour une
fissure courbe

3.6 Exemples numériques

3.6.1 Comparaison avec un calcul éléments finis

Différentes comparaisons sont effectuées entre la métiesiéléments finis étendus
et la méthode des éléments finis (on utilise pour cela le c@&TBM) dans le cas de la
plasticité confinée sans contact afin de valider la baseidl@asement plastique propo-
sée. On s'intéresse a des cas en mode | pur et en mode mixteg@oumatériaux, I'un
a faible écrouissagen(= 30), l'autre a fort écrouissage & 3.7). Tous les calculs sont
effectués sous I'hypothése des déformations planes. Ghaaché dans ces exemples
a la comparaison de quantités locales et globales. Il stagit de déterminer le saut de
déplacement entre les levres de la fissure et I'intéglale
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3. Modélisation de non-linéarités par la méthode des élénfamns étendus

3.6.1.1 Mode | pur

(0}
ittt
L
a
t | fissure
L
< W >
T
(6)
@) (b) ©)

FiG. 3.10:Géomeétrie du spécimen SE(T) (a) - Maillage X-FEM (b) et CABIS

Le spécimen est de type Single Edge Tension (SET) en mode leguwcomparaisons
sont effectuées entre un maillage CAST3M constitué de 892&hts triangulaires a six
noeuds soit 4106 degrés de liberté et un maillage X-FEM @ogsie 380 éléments qua-
drangulaires a quatre noeuds soit 548 degrés de libertééhmétrie et les maillages sont
présentés sur la figure 3.10 avec les valeurs suivalites 20cm L = 25cmeta= 10cm
Le spécimen est soumis a un chargement de traction monotoissant jusqu’a une va-
leur maximale, puis a un chargement monotone décroisssauja un effort nul.

La comparaison est effectuée sur le saut de déplacemegt(fipentre les lévres de
la fissure, évalué a l'intersection de celles-ci avec latfesa de I'élément fini contenant
la pointe de fissure dans la direction normale a la fissure’ineédrale J. Les résultats
sont présentés sur les figures 3.11 pour le saut de déplatémen les figures 3.12 pour
I'intégrale J. Les graphes représentent I'évolution [ug et J en fonction du facteur de
chargement ainsi que I'écart normalisé en pourcent enifamde ce méme facteur.

Les résultats sont trés proches pduf et I'intégraleJ méme lors de la décharge.
Le saut de déplacemefit] est Iégérement surestimé par X-FEM par rapport au calcul
CAST3M éléments finis. On peut noter I'ouverture résidudida fissure due aux défor-
mations plastiques lorsque I'effort appliqué devient rurlla figure 3.11.

La méme comparaison est effectuée sans la nouvelle basgctiiseement plastique
(c’est a dire avec uniquement des fonctions saut H). Ledtagésyour I'intégralel sont
représentés sur la figure 3.13. Ces résultats (environ 5@#ad’ a I'effort maximum)
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0.1 T T T T T T T 1
— Cast3m
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FIG. 3.11:Comparaison du saut de déplacement potr3.7 (a) etn = 30 (b) en mode |
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FIG. 3.12:Comparaison de 'intégral&pourn = 3.7 (a) etn = 30 (b) en mode |
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FiG. 3.13: Comparaison de l'intégralé sans enrichissement plastique pout 3.7 (a)
etn= 30 (b) en mode |
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montrent que la nouvelle base plastique est indispensahle tmiter le cas des non-
linéarités de type matériau en pointe de fissure.

3.6.1.2 Mode mixte

(6)
_ ittt
L
a .
= fissure
P LB
L
- W -
T
(6)
(a) (b) (c)

FiG. 3.14:Géométrie du spécimen SE(T) (a) - Maillage X-FEM (b) et CABIS

La seconde comparaison est effectuée pour un spécimen 8&({hpde mixte avec
une fissure inclinée. La géométrie et les maillages sont &éosar la figure 3.14 avec
les valeurs suivantes¥V = 20cm, L = 25cmeta = 11.18cmp = 26.5°. Le spécimen est
soumis a un chargement de traction monotone croissantutedsadéplacemerju] et
I'intégrale J sont étudiés. Les quantitga] et J sont tracées en fonction du facteur de
chargement ainsi que I'écart en pourcent en fonction du nféoteur. Les résultats sont
présentés sur les figures 3.15 et 3.16. Les deux calculs sastment identiques : I'écart
est inférieur & 5% dans tous les cas.

3.6.2 Comparaison avec un calcul X-FEM purement élastique

Le calcul précédent en mode mixte a été également utilisé gauaparer I'évalua-
tion des facteurs d'intensité des contraintes (FIC) avecalcul X-FEM purement élas-
tique. Les FIC sont calculés avec X-FEM de deux facons : avecamportement et
un base d’enrichissement purement élastique, avec un atenpent élasto-plastique et
un enrichissement plastique. Dans les deux cas les faaiéntensité des contraintes
sont calculés a I'aide de I'intégrale d’interaction présenprécédemment : les champs
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0006 T T T T | | | 36
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FIG. 3.15:Comparaison du saut de déplacement posr3.7 (a) etn = 30 (b) en mode
mixte
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FIG. 3.16:Comparaison de l'intégral&pourn = 3.7 (a) etn = 30 (b) en mode mixte
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asymptotiques élastiques linéaires sont utilisés comramph auxiliaires pour découpler
les facteurs d’intensité des contraintes.

Les résultats sont présentés sur la figure 3.17. On peutwaraere perte de linéarité
dans le cas élasto-plastique aprés le pas de chargementanden& qui est celui pour
lequel la plasticité apparait. Etant donné que les difiégsrentre les deux calculs ne sont
pas considérables, on constate bien que I'hypothese diciasonfinée est vérifiée.

3.6.3 Calcul a fissure fixe avec refermeture

Le cas test en mode | est réutilisé ici pour étudier les pd&édbde I'algorithme a
fissure fixe. On s’intéressera principalement a I'effet dplésticité en pointe de fissure
sur le comportement en compression. La géométrie et leamaillitilisé sont identiques
a ceux présentés sur la figure 3.10. Le spécimen est soumishangement cyclique
alterné de traction compression de= —Omax & 0 = +O0max &VeCOmax = D OMPa. La loi
de comportement d’interface est choisie sans frottememnt pet exemple. Le matériau
est un acier standard, les parameétres de celui-ci sont datan®s le tableau 3.2. La loi
de comportement contrainte-déformation définissant lakmode traction est donnée par
I’équation suivante :

oc=E.€® sic <o

{ o=0y+K. (sp)z/” Ysinon (3.38)
Module de Young, E 2.18 Pa
Coefficient de Poisson, 0.3
Limite élastiquepy 200 MPa
Coefficient d’écrouissage, K 435 MPa
Exposant d’écrouissage, n 3.7
TenacitéKc 90 MPa/m

TAB. 3.2: Parametres de la loi de comportement du matériau

Les résultats sont présentés sur la figure 3.18. On traceatiaendu champ de déplace-
ment sur la configuration déformée amplifiée et le saut deagéptent le long des levres
de la fissure obtenu & partir du champ de déplacement dawev]r =w, —w_. Le
saut de déplacement a une valeur positive si I'élémentatfate considéré est ouvert et
nulle si celui-ci est fermé. On peut remarquer sur la figudB83a) et (b) que sous un
état global de compression suffisant, la fissure est ferméeéola pointe et reste ouverte
autour de celle-ci. Sur la figure 3.18 (a) au chargement mimina = —Oay l€S deux
éléments d'interface les plus proches de la fissure sontrtsueesur la figure 3.18 (b) a
un niveau de chargement compressif mogen —0.4 omay les cing éléments d’interface
les plus proches de la pointe sont ouverts. Sur les figures (8)let (e) le chargement
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K Elastiqhe -
5e+08 [ - —.—. Kl Plastique -7 /
KIl Elastique -2
-—— KIllI Plastique 3
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(b)

FIG. 3.17: Comparaison des SIFs entre les cas élastique et plastiquepo3.7 (a) et
n=230 (b)
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est tel queo > 0, la fissure est alors totalement ouverte compte tenu da gobal de
traction. Sur le figure 3.18 (e) I'effort appliqué est muE= 0, et la fissure est entierement
ouverte a cause des déformations plastiaues nermanemndes da la pointe.
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FiG. 3.18:Norme du champ de déplacement tracé sur la configuratiomrdétamplifiée
et saut de déplacement le long de la fissure a0(&) —Omax (b) 0 = —0.4 Omax (C)
0=0.60max (d)0=0max (€)0=0.

79



3. Modélisation de non-linéarités par la méthode des élénfamns étendus

80



Chapitre 4

Simulation de propagation de fissure en

fatigue
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4. Simulation de propagation de fissure en fatigue

4.1 Introduction

Dans le chapitre précédent nous avons mis en place une fatiorulquasi-statique
permettant de prendre en compte la plasticité et le coramet(ou sans frottement) pour
un probleme a fissure fixe. Nous avons pour cela utilisé uraétisation en espace par
la méthode des éléments finis étendus. Afin de modéliser wngoaind nombre de pro-
blemes de mécanique de la rupture, il est indispensablewWepsimuler la propagation
d’une ou plusieurs fissure, notamment afin de traiter un problde fatigue. Ce chapitre
étend donc la formulation précédente a la propagation égufaen prenant en compte
la plasticité et le contact. On s’est notamment intéresseesstratégie évitant les projec-
tions des variables non-linéaires. On présente égalenmecgniain nombre d’exemples,
purement numeérigues dans un premier temps afin d’étudieraleacités de la méthode
puis on proposera des premieres comparaisons avec letatégliessais présentés dans
le chapitre 1.

4.2 Probleme de référence et choix de la stratégie d’enri-
chissement

Dans les références [BLA 99, MOE 99, DOL 01b, MOE 02, GRA 08} auteurs
utilisent X-FEM pour simuler la propagation de fissure engiat en élasticité linéaire.
Dans ces conditions, chaque pas de calcul (c’est a dire eHfatuque la fissure avance)
est un calcul indépendant des précédents. Dans la méthmutesée ici, la prise en compte
des non-linéarités entraine la nécessité de conservstdife des variables non-linéaires
(particulierement les contraintes et variables intera@sjours de la simulation.

Ce constat a entrainé le choix d’'une stratégie d’enrichiese comparable a celle
présentée dans [RET 05a, RET 05b] dans le cadre de la sionbtiipropagation dyna-
mique de fissure en élasticité linéaire. La séquence de gassdre deux "pseudo” pas
de temps, du pas de calaudn+ 1 est décomposée comme suit :

Ar

Changement de discrétisation

» AT

a b

Résolution de I'équilibre

FIG. 4.1: Stratégie de calcul

Comme présenté sur la figure 4.1, cette séquence se compakrixiedtapes : le
changement de discrétisation (noté (a) sur la figure 4.1g ealcul de I'équilibre (noté
(b) sur la figure 4.1). Le changement de discrétisation &¢a}) nécessite de déterminer
AL e vecteur des inconnues au tenmasir 'ensemble des fonctions de formes / points
de Gauss des sous éléments définis au pas de temfs on suppose pour cela que les
nouvelles inconnues sont telles que le nouveau segmensdesfisst fermé a l'instamt
Lors de I'étape (b), I'équilibre est résolu afin d’obtenirvlecteurAn”ﬁ avec la méthode
présentée précédemment.
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- T M Fan N R P
N L N N
® pas de temps n
- M M ™
N Ll N N
Na
I
”,Eﬂ | N mwn o N
N Ll NP an s
@---r--4A pas de temps n+1
”,Eﬂ | ry meo N
N Ll N n 0

(O enrichissement singulier plastique (frant
enrichissements discontinus

/\ enrichissement singulier plastique (frak}

L0

FIG. 4.2: Stratégie d’enrichissement au cours de la propagation

Avec la méthode des éléments finis étendus, le maillage émen’évolue pas entre
deux pas de tempsetn+ 1, mais de nouvelles fonctions de formes et de nouveaux sous
éléments (avec la technique présentée dans le paragrahheo8t ajoutés pour simuler
la propagation de la fissure. Le choix de conserver les as@grrichissements singuliers
entre les pas de tempset n+ 1 (cf. figure 4.2), entraine 'augmentation de la taille de
la base des fonctions de formes entre ces deux pas de tergpssteplus grande au pas
n+1 qu’'au pas).
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4. Simulation de propagation de fissure en fatigue

4.3 Gestion de plusieurs non-linéarités au cours de la
propagation

4.3.1 Intégration numeérique : extension de la vision a deuxahelles

La méthode présentée prenant en compte la plasticité, a@astique est supposée
se propager avec la pointe de fissure au cours de la simulétapparait donc opportun
d’avoir une connaissance fine de I'état de contrainte dan&lément qui contiendra la
pointe de fissure au pas de temps de calcul suivant. Jusgirdéemant, on peut observer
sur la figure 3.5, que I'élément qui contient la pointe de fissul'instantn+ 1 n’est pas
sous découpé a l'instant En s’inspirant de I'idée présentée dans [LEG 05b, BEC 05]
(concept d’enrichissement géométrique qui consiste al@nmplusieurs couronnes de
noeuds autour de la pointe de fissure), il est proposé de goosiger plusieurs couronnes
d’éléments (qui ne sont pas encore tranchés par la fissu@)rade la pointe de fissure.
Ce concept sera nommeé sous découpage géométrique paela suit

Dans le but de proposer une technigue indépendante de Iadimkes maillage, la
taille de la zone de sous découpage géométrique doit étée Isas des considérations
physiques. On peut observer sur la figure 4.3 que les éléncoisis (leur centre de
gravité étant dans un disque centré sur la pointe de fissart)seus découpés avec la
technique précédente. En s’appuyant sur I’hypothese dtigita confinée, le rayoRsyp
du disque de sous découpage peut étre défini a partir denfatsin élastique de la taille
de la zone plastique (cf. [LEM 96] par exemple). En utilisenformule de Dugdale-
Barenblatt pour le rayon de la zone plastiqReg,, est défini en mode | par I'équation
suivante :

Rsub |:| - & (4.1)

Ou K, est le facteur d’intensité des contraintes en mode dyela limite élastique du
matériau. Pour éviter que la fissure ne propage dans un éléuiare soit pas encore sous
découpé sk, est faible, on propose de choisir comme valeur de rayon lemar de
I'expression précédente d{j vaudrait le facteur d’intensité des contraintes calculéaou
ténacitéK,; du matériau. De plus un coefficient de sécuitést inséré dans I'expression
deRgyp L'équation devient alors :

(4.2)

mKZ T K2
Rsub: B X maX( l lC)

16 02 ° 18 o2
160y 16 oy

Avec cette stratégie, considérant un élément qui ne soiepasre sous découpé au pas
de temps et qui soit sous découpé au pas de tempsl, les contraintes et variables
internes définies aux point de Gauss de ses sous quadrangtesitalisées aisément
sans projection (étant donné que celui-ci n’est pas endastigque a 'instann).
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— maillage EF e front o noeuds enrichis singuliers zone de sous découpage
,,,,,,,,,,,,,, sous éléments - --- fissure o noeuds enrichis discontin géométrique

,,,,, // AN
______( _______../ RSUb ) -

77777 \\ //

FIG. 4.3: Sous découpage géométrigue des éléments autour de la geifissure. Les
éléments dont le centre de gravité est dans le disque sontigooupés.

— maillage ¢ front au pas n

1 eléments sous découpés éléments sous découpés
----- fissure 4 front au pas n+1 n

géométriguement au pas géomeétriguement au pas n+1

AN
,,,,,,,,,,,,,,, S
,,,,, j ™ N
A S
/
,,,,, \ /
\\ //
,,,,, N 7 | A —_— | | | | | | A
i i ipasn i i i i i i ‘pas n+1

FIG. 4.4:Propagation d’une fissure dans les éléments sous découpésgion de I'en-
semble des sous éléments entre les deux configurations.
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4. Simulation de propagation de fissure en fatigue

4.3.2 Traitement du contact et couplage avec I'enrichisseemt

L'extension des levres de la fissure impose également deraoesde nouveaux élé-
ments d’interface pour traiter le probleme de contact smolavelle géométrie. Ces nou-
veaux éléments d’interface sont créés en utilisant la fgclerprésentée dans le chapitre
3, en faisant l'intersection du nouveau segment de fisswee lavgrille de sous éléments
(cf. figure 4.5).

Le point clé dans cette stratégie est l'initialisation des nouvelles inconnues afin
que I'équilibre a I'instant sur la géométri@+- 1 soit toujours vérifié (et reste identique).
Comme dans le cas de la propagation dynamique [RET 05b],deseaux degrés de
liberté sont choisis de telle sorte que le nouveau segmeiigsige soit fermé a l'instant
n. Les nouveaux degrés de liberté enrichis peuvent alorcBoisis égaux a zéro :

Un
un 0

up = {—1—622 ] = . (4.3)
0

En ce qui concerne les nouvelles quantités d’interfacéesel ne peuvent étre choi-
sies comme étant nulles : les nouveaux déplacements déoéedoivent étre cohérents
avec le champ de déplacement éléments finis et les nouveauts efinterface doivent
étre compatibles avec la continuité du vecteur contrairitaveers les lévres de la fissure.
La procédure compléte pour initialiser les nouvelles giésid’interfacen?, {1 et
AM1 au pas de tempsest présentée en Annexe D.

n+1 \NH n+1 /\R n+1 trq
Wn™ = |t | and AR = |t | and [t = [t | (44)
Wi A i

Pour les nouveaux multiplicateurs de Lagrange (équatid0§p, on peut remarquer
gue les anciennes fonctions d’enrichissement singulteretent a fermer le nouveau seg-
ment de fissure puisque celui-ci se trouve en avant de lagqiritleur correspond. Ceci
nous a amené a coupler (par la formulation faible, équad6)) les nouvelles quanti-
tés d’'interface avec tous les DDL éléments finis sauf lecbimsements créés aux pas de
temps précédents. Cette stratégie est synthétisée damsra4i6 ou les symboles utilisés
sont identiques a ceux de la figure 4.5.

Les matrices du systeme linéaire modifiées, associées aei®géométrie et aux
nouvelles inconnues sont données dans les équation ssvant

n Z1n+1
= e

[Kelh | [Kpt

o= [ KR T K ]

(4.6)
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SERESRNSTENENE pas de temps n

********************************************************

pas de temps n+1

[ ] enrichissement discontinu
() enrichissement plastique singuli associés au front
e—e ¢éléments d'interface

(O enrichissement discontinu
/\ enrichissement plastique singulier associés au fronk
»—4 €éléments d'interface

FIG. 4.5: Stratégie pour les éléments d’interface au cours de la gatjmn
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DDLs _ _
EF+XFEM (UEF)H (Ucut)ﬂ (Utip)ﬂ (Ucut)ﬂ—i_:L (Utip)ﬂ—i_:L

% O

d’interface

(W)n

o—0

v v v v v

Ohs

v X X v v

FIG. 4.6: Stratégie de couplage entre les DDL EF+X-FEM / DDL d’integdorsque la
fissure propage

n Kaln| O

[Ka]ni%: |: [ 0] } [Kamﬁ } (4-7)
o K| o

Kilnii = { [ (I)] } KT ] (4.8)

Ou K]+ représente la matrice de raideur des nouveaux DDL enrichigitiant
sur les anciens DDL (enrichis et classiquék)'1 représente la matrice de raideur des

nouveaux DDL enrichis travaillant sur les nouveaux DDL ehis, [K¢]7! représente la
matrice de couplage entre les nouvelles quantités d’mte(i\)N* et les DDL éléments
finis standardsd)p (ce vecteur ne contient pas les anciens enrichissemﬁ/({t]ﬂ)tl repre-
sente la matrice de couplage entre les anciennes quarititiesface(A)p et les nouveaux
DDL enrichis(U)i*2, et K117 et [Kq|ntT sont respectivement les matrices de couplage
et de pénalité entre les nouvelles quantités d’interface.

La croissance de I'ensemble des éléments finis sous décpapkstechnique présen-
tée au paragraphe 3.2 implique 'augmentation du nombreotlgpde Gauss. Comme
présenté au paragraphe 3.2, les contraintes et varialirads sont connues aux points
d’intégration de Gauss des €léments finis a la fin du n-iemermes et doivent étre ex-
primés sur les points de Gauss des nouveaux sous élémentdeaya+1)-eme pas de
temps. Etant donné que ces éléments sont dans des condltistigues au n-iéme pas de
temps, le calcul des contraintes et variables interneséssimple : les contraintes sont
calculées élastiguement et les variables internes soldsgdeur valeur initiale.
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Implémentation numérique

4.4 Implémentation numérique

L'objectif de ce paragraphe est de présenter brievemeiaigianf dont les développe-
ments numeériques proposés dans ce mémoire ont été impkésraants le code de calcul
ELFE_3D Ce code est écrit en langage C++ orienté objet. Il a d’abt¥ddéveloppé
sous le nonxfema l'université de Northwestern depuis la fin des années 9WNmaras
Moés, John Dolbow et N Sukumar entre autres. Ce code estllacteat développé au
sein du LaMCoS a I'INSA de LYON sous le noBLFE_3D la gestion de celui-ci étant
assurée par Anthony Gravouil depuis 2001. Le pré et le pageiment sont effectués a
I'aide du llogiciellibre GMSH [GEU ] distribué sous licen€&NU GPL. L'architecture
du code permet des développements a plusieurs niveaux.deeesi organisé dans les
différents répertoires suivants :

e DofManager : gestion des degrés de liberté, des assembleurs et dedtustrdes
systémes.

e Forms : calcul des quantités élémentaires associées aux forméairks et
bilinéaires.

e Formulations : formulations mécaniques permettant de traiter les difiés
problemes mécaniques (gestion des algorithmes ...).

e Fracture : calcul des intégrales J et d’interaction ainsi que des gsairextension
virtuelle.

e Libgx : interface avec le modeleur géométrique des supports dehesements,
interactions maillage / géométrie de la fissure et soustgrage.

e Libix : interface avec le mailleur, gestion des noeuds et connsi
e Libplot : interface pour le post-traitement.

e LinearAlgebra : calcul d’algebre linéaire, interface avec les différestdveurs
disponibles.

e LSCRACK : gestion et évolution des fissures décrites par des foretlemiveaux.
e LSET : gestion des fonctions de niveaux.

e Materials : gestion des différents types de matériaux disponibleg é¢ar loi de
comportement.

e Numerics : gestion des éléments finis, fonctions de formes et intégratumé-

rique.

e Solvers: différents solveurs et pré-conditionneurs (gradientegué, résidus mi-

nimums généralisés ...).

Le répertoireFormulations représente le "coeur mécanique" du code. En effet, les
différentes classes qui y sont codées correspondent déxetifs probléemes mécaniques
qui peuvent étre traités par le code. Ces classes contiefesenlgorithmes associés a
ces formulations mécaniques; on peut citer comme exempadculcstatique (Mecha-
nics), calcul thermique (Thermic), calcul de dynamiquelioi@ (ImplicitDynamics) ou
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4. Simulation de propagation de fissure en fatigue

explicite (ExplicitDynamics) etc... Les différentes fankations sont organisées selon I'ar-
borescence suivante :
e MechanicsBase

— Elasticity

— Mechanics
MechanicsContact
MechanicsContact3D
MechanicsCohesive

e CrackGrowth

— CohesiveCrackGrowth

— LevelsetCrackGrowth

— CycleCrackGrowth
e Dynamics
ExplicitDynamics
ImplicitDynamics
MechanicsPlasticity
— MechanicsPlasticityContact
— MechanicsTimeContact

e DynamicCrackGrowth

ExplicitCrackGrowth
ImplicitCrackGrowth
ImplicitLevelSetCrackGrowth
— DGCrackGrowth

— MechanicsPCCrackGrowth

e Mitcd
e Stokes

e Thermic

On pourra également noter que les différentes formulatieusent faire appel a une
formulation auxiliaire (par exemple la formulati@rackGrowthutilise le calcul numé-
rique de la formulatiotMechanics.

Le fait d’'introduire dans un code éléments finis la gestiodelgrés de liberté enrichis
nécessite une gestion avancée des DDL. En plus de la coanegsde la nature physique
du DDL (déplacement, vitesse, effort dans une directioméencontrainte, température,
pression ...), du type d’entité a laquelle il est rattachee(d, face, point de Gauss ...)
et du numéro de celle-ci, il est nécessaire de cconnaittéBegéomeétrique relative a
I'enrichissement. Par ailleurs, la stratégie d’enricbieent utilisée ici impose d’associer
aux enrichissements de type pointe de fissure le front aulgLegrrespondent et dont ils
représentent la singularité. On ajoute également unenrgtion quant a l'instant ou le
degré de liberté a été crée. On pourra trouver en Annexe Edle de la formulatioMe-
chanicsPCCrackGrowtljui permet d’effectuer un calcul quasi-statique de propaga
de fissure en fatigue avec gestion de la plasticité et du cofitaitement.
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Les données nécessaires a la réalisation d’'un calcul séseptées en Annexe F et
sont contenues dans les fichiers suivants :
exemple.geodfichier de géométrie permettant de générer via GMSH un fichier
maillageexemple.UNV.

exemple.DAT fichier gérant la mise en donnée : type de calcul, lien vers les
fichiers de parametre, de géométrie..., déclaration deditimms aux limites et des
enrichissements.

exemple.GEFdescription géométrique des supports des enrichissements
exemple.MAT parameétres matériaux.

exemple.PARInformations pour la formulation (précision utilisateimcrément
de temps...).

exemple_growth.PAR informations pour la propagation (type de critére pour
'avanceée, la direction de propagation...).

4.5 Exemples numériques

4.5.1 Eprouvette CT sollicitée en mode |

Le premier exemple est composé d’une éprouvette Compastore(CT) en mode |
sollicitée en fatigue avec un rapport de charyge Q1.

N
h=325

@8
ap=27.5
o |
N D)
Mgy |
(a) (b)

FIG. 4.7:(a) Géométrie en mm et (b) maillage de I'éprouvette CT

Frin  Kimi
R—Fmin _ Kimin _ 1 avec Fra— 10kN (4.9)

I:max KI max

La géométrie et les dimensions de I'éprouvette sont donsideka figure 4.7 (a), le
maillage X-FEM est donné sur la figure 4.7 (b). Le matérialisdtiest le méme que pour
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4. Simulation de propagation de fissure en fatigue

I'exemple précédent : la loi contrainte-déformation quiinié la courbe de traction est
donnée a I'équation (3.38) et les parametres matériauxlddableau 3.2.

Le spécimen est soumis a 4 cycles de chargement de traca®nifth Fmay) afin d’at-
teindre un état de contrainte stabilisé autour de la poiatBsdure, puis une avancée de
fissure dea = 0.5mm(qui correspond a la taille d’un élément fini autour de la pa)iest
imposée. Cette avancée est suivie de 4 cycles de chargemsifyne nouvelle avancée
de Aa et ainsi de suite. L'ensemble constitué de ces 4 cycles dgamant plus I'étape
de propagation est répété 11 fois.

Les résultats sont présentés sur les figure 4.8 a 4.11. lis@am tracés & = Fnin
avant chaque propagation et zoomés autour de la pointe desfissur la figure 4.8, on
trace la norme du champ de déplacement sur la configuratifamndée amplifiee. Sur
la figure 4.9, on trace la déformation plastique cumulée awaohfiguration initiale. Sur
la figure 4.10, on trace les efforts d’'interface sur la configion déformée amplifiée
d’interface.

On peut observer sur la figure 4.9 que I'hypothese de plésticinfinée est vérifiée,
puisque la zone plastique reste dans les €éléments qui noatieles pointes de fissure suc-
cessives. On peut également remarquer que la zone plagliojpge n’est pas continue
(contrairement a ce qu’on peut attendre dans la réalitéy gqueelle est formée d’une suc-
cession de papillons plastiques. Ceci est di a la méthodieanéme : le bloc de 4 cycles
de chargement est équivalent & un calcul élastique dansmnkton de propagation de
fissure élastique. Ainsi, puisque la propagation qui esbsgp est basée sur une loi de Pa-
ris, une avancée déa représente en fait un certain nombre de cycles du chargerdent
vu par la structure (lors d’'un essai de fatigue par exem@ejroe le font de nombreux au-
teurs dans la littérature avec la méthode des éléments ik P4a, SAN 05, SAN 06].
Dans cet exemple, chaque avancée de fissure "simule" de ng andliers de cycles du
chargement réel.

On peut remarquer sur les figures 4.8 et 4.10 les bosses dawtes de la fissure la
ou se trouvent les anciennes pointes successives. Ceslsosgalues a la redistribution
de contraintes de compression plastiques en arriere desladitors de la propagation.
On peut observer ceci sur la figure 4.11, ou on trace la dewxigsmposante diagonale
du tenseur des contraintes avant la quatrieme propagakos &nin sur la configuration
déformée amplifiee correspondante et sur la configuratidoraé&e amplifiée avant la
cinquieme propagation. On peut remarquer sur cette figuiieyga une zone locale de
compression autour de la pointe de fissure avant propagettiqure la bosse suivante (qui
apparait donc apres la propagation) se trouve dans la zog&aifiprécédemment dans un
état de compression. On peut enfin noter sur la figure 4.10agusisses qui sont proches
de la pointe de fissure courante sont fermées, puisque lesseffinterface correspon-
dants sont non nuls. Ceci prouve la capacité de la méthodelaliser le phénomene de
refermeture de fissure sous un chargement de traction [EL.B@Q 04a].

Sur la figure 4.12, les cycles contrainte deformatimg €n fonction deeyy) sont tracés
pour un point de Gauss situé dans la zone sous découpée aiemppas (la position
exacte du point est précisée dans I'encart de la figure 4.88)cycles sont tracés avant la
premiére propagation (le point est alors en avant de la ediafiissure), entre la premiére
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FIG. 4.8:Norme du champ de déplacement tracé sur la configuratiomrdésamplifiée
aF = Fnqin avant chaque propagation.
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4. Simulation de propagation de fissure en fatigue

FiG. 4.9: Déformation plastique cumuléelRa= Fyin avant chaque propagation.
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2876407 5730407
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FIG. 4.10:Efforts d’interface tracés sur la configuration déforméehifiee d’interface a
F = Fnin avant chaque propagation.
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4. Simulation de propagation de fissure en fatigue

Zone de|compressio

(b)

FiG. 4.11:Composant@yy du tenseur des contraintesa= Fnin avant la &Mepropaga-
tion (a) sur la configuration deformée amplifi€e correspoitel@b) sur la configuration
déformée amplifiée apres I&%propagation.

7e+08

entre la £ etla Z™propagation

6e+08

2e+08

point de Gauss
5e+08 . 7/
© avantla £*€p opy,atlon y 74
4e+08 - f// ;/ B
Xl
© 3e+08 // ffflél’effzen[ Séln 4é||| B
o 7/ CHEE pointe)
= w
o]

entre la 3me& 4¢me’

propag/#y
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-1le+08

-2e+08

-3e+08 ‘ ‘
0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005

FIG. 4.12:0yy en fonction desyy en un point de Gauss au cours de la propagation

et la deuxiéme propagation (le point est alors trés procHa geinte de fissure) et enfin
entre la deuxiéme et la troisieme et entre la troisieme etukr@ggme propagation (la
pointe de fissure a alors dépassé le point de Gauss). Pousmseigharger la figure, les
différents cycles n’ont pas été reliés, bien qu’ils cormspent au méme point de Gauss
dont la position est indépendante de celle de la fissure griabsence de remaillage.
On peut constater sur I'ensemble des courbes que I'étatiséabst atteint au cours
des quatre cycles de chargement modélisés. On peut obsenlarpremiere courbe que
le point considéré est en traction comme on peut s’y attethdlfait de sa position "loin"
en avant de la fissure. Sur la deuxieme courbe, le point esptache de la pointe de
fissure, et I'état de contrainte passe de la traction a la cesspn au cours du cycle en
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fonction du chargement extérieur. Enfin, sur les deux degmieourbes, les points sont
désormais en arriére de la fissure. La taille trés petite gele€ en comparaison avec la
deuxieme courbe montre que I'état de contrainte est rel@@h@eut par ailleurs noter que
sur ces deux courbes le point considéré est totalement epression, avec une valeur
moyenne qui diminue en valeur absolue a mesure que la parftesilire s’éloigne.

Cette figure montre qu’avec la méthode proposée, on obtiehgrén un maillage
"grossier" un état de contrainte assez fin autour de la paiaetéssure. On peut alors
observer les phénomeénes connus dans la littérature [ELBAD,97, SOL 04a]. Cette
figure montre également un des principaux avantages de looa&proposée sur les élé-
ments finis classiques. Pour un probléme en mode mixte, uméation éléments finis
ne permettrait pas de tracer ces courbes pour un méme pdduss. En effet, I'obliga-
tion de remailler a mesure que la fissure avance entrainealegeiment de discrétisation
et ainsi la projection des contraintes. Au contraire, azeméthode proposée ici, la dis-
crétisation en terme de points de Gauss est indépendantemissition de la fissure (a
I'intérieur de la zone de sous-découpage).

4.5.2 Eprouvette CTS : effet d’une surcharge

18 27 27

(2
N
(2
N
(2
N

54

145

a,=49.5

@17

Foo|| |90

Fs
Fy +

|

vFs
(a) (b)

FiG. 4.13:(a) Géométrie en mm et (b) Conditions aux limites pour I'émette CTS

L'exemple suivant consiste en une éprouvette Compact derShear (CTS), sou-
mise a une propagation en fatigue en mode | avec introductiome surcharge. Une
étude numérique et expérimentale de ce spécimen est pgésdahs les références
[SAN 05, SAN 06]. Dans cet exemple, on veut comparer les t@subbtenus par des
calculs éléments finis classiques trés fins en pointe de digmésentés dans [SAN 05]
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4. Simulation de propagation de fissure en fatigue

avec la méthode proposée. On s’intéressera uniguement s de la propagation en
mode | avec une surcharge. La géométrie, ainsi que les comslgaux limites sont iden-
tiques a celles utilisées dans [SAN 05]. On peut les obsevela figure 4.13, ainsi que
le maillage fin utilisé dans [SAN 05] pour les calculs par éés finis sur la figure 4.14.

FiIG. 4.14:Maillage de I'éprouvette CTS utilisé dans [SAN 05]

Avec ce type d’éprouvette, on peut réaliser des propagatonmode | pur, mode II
pur et mode mixte. Les formules de facteurs d’intensité degraintes (élastiques) pour
ce type de géométrie sont données dans les équations ssiyahiSAN 05]) :

_F cosa 0.26+2.65(a/(w—a))

Ki= ﬁ\/ﬁl— ajw \/ 1+0.55(a/(w—a)) —0.08(a/(w—a))2 (4.10)
_F cosa —0.23+1.40(a/(w—a))

Kin= V@ ajw \/1+o.67(a/<w— a)) +2.08(a/(w—a))2 (4.11)

OuF est le paramétre de chargememgtt sont respectivement la largeur et I'épais-
seur de I'éprouvetteg la longueur de fissure et est 'angle de chargement. Etant donné
gu’on ne s’intéresse ici qu’au cas du mode | pur, avec sugehdiangle de chargement
est pris nuln = 0 et les efforts présentés sur la figure 4.13 (b) sont donmés ic

FR=FK=0
F1=F6=F3=F4=0.5><F
Les conditions de calcul utilisées dans [SAN 05] sont régswans ce qui suit. Pre-

mierement, le spécimen est soumis a quatre cycles de changewn niveau de référence
avec un rapport de chardg; = 0.1 constant, puis une propagation&ke—= 0.025mmest

(4.12)
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FIG. 4.15:Maillage X-FEM de I'éprouvette CTS

imposée a I'effort maximum. Ensuite, apres la propagatenharge est modifiée afin de
maintenir un delta de facteur d’'intensite des contraintestant\Kg| = Kg| max— Kgmin
(ou tous les FIC sont en mode |, et calculés avec I'équatidi®}g. Aprés une propaga-
tion totale de ®dmm une surcharge en mode | avec un ratidRdedonné par I'équation
(4.13) est appliquée puis une nouvelle propagation to@Esnmau niveau de référence
est appliquée.

| = (4.13)

Ou Ko etKg| maxsont les FIC en mode | obtenus par I'équation (4.10) a la sugehet a
la charge maximum du niveau de référence.

Afin de tester la robustesse de la méthode, le maillageéiplsir le calcul X-FEM est
volontairement plus grossier. Celui-ci est présenté sfiglae 4.15. Le calcul est égale-
ment simplifié : les propagations imposées somae- 0.25mm Deux propagations sont
donc effectuées avec réadaptation de I'effort pour maint#®g, constant, puis la sur-
charge est appliquée et enfin deux propagationSade 0.25mmau niveau de référence
sont imposées.

L'intérét de cet exemple consiste dans un premier temps ercomparaison qualita-
tive des déformées au niveau des levres de la fissure. Lespgaux résultats présentés
dans [SAN 05] consistent en des calculs sous hypothése dimictes planes, les calculs
effectués avec la méthode proposée sont réalisés souspgethbges de déformations
planes d’une part puis de contraintes planes d’autrelpart

On peut observer sur les figures 4.16 et 4.17 les déplacemertisaux le long de
la fissure aKo et Kg) min (figure 4.16) pour une longueur de fissre=- 50mmet a et

10On notera qu'a I'neure ol ces lignes sont écrites, les r@suX-FEM en contraintes planes sont provi-
soires.
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S — Calcul EF [SAN 05] CP
| -~ Calcull XFEM DP
| - = Calcul XFEM CP
T
Yy
pm

I I
49.5 50 abcisseenmm  50.5 51
@
— Calcul EF [SAN 05] CP
-~ Calcul XFEM DP
- = Calcul XFEM CP

s

[ [
49.5 50 abcisseenmm 505 51

(b)

FIG. 4.16:Comparaison des déplacements verticaux sur I'interface yae longueur de
fissure a=50mm a (Ko et (b) Kgj min

Kgi,max €t Kg| min (figure 4.17) pour une longueur de fiss@e- 50.5mm On peut noter
que l'allure des déformées est similaire, mais que I'aragktdes résultats en déforma-
tions planes est relativement plus faible que pour les t@suén contraintes planes; en
revanche les résultats en contraintes planes sont ratadiveproches entre ceux obtenus
dans [SAN 05] et avec la méthode proposée. Cet écart entrédaltats en contraintes
planes et déformations planes est du a la différence de imsatiéh. Sous les hypotheses
de déformations planes la zone plastique produite par zhawge est sensiblement plus
petite. Ceci influence donc relativement la déformée auani\de |la surcharge : le dépla-
cement en déformations planes est plus faible, la zondaqu@sétant plus petite. De plus,
cette différence dans la taille de la zone plastique infladedgent sur la refermeture due
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a la surcharge

En ce qui concerne les résultats en contraintes planes, wimopserver que la mé-
thode proposée surestime globalement légerement lesatsspidir rapport a ceux obtenus
en éléments finis. On peut cependant remarquer que lesatsssiint trés proches tant
au niveau de la surcharge que de la refermeture (avec unagmileaucoup plus gros-
sier et un nombre de propagations beaucoup plus faible peflEM comparativemetn
aux résultats éléments finis). Ces résultats permettertt derconfirmer la validité de la
base d’enrichissement sous les hypotheses de contralatesspDe plus, on peut ainsi
observer qu’avec un maillage relativement plus grossiemehombre et un incrément
de propagation plus faible qu’en éléments finis on peut dbtEnbons résultats sur la

— Calcul EF [SAN 05] CP
-~ Calcull XFEM DP
- = Calcul XFEM CP

S

i
50.5

495 50 abcisse en mm
(@)
— Calcul EF [SAN 05] CP
-~ Calcull XFEM DP
- = Calcul XFEM CP

[ [
50 abcisseenmm 505

(b)

fissure a=50.5mm a ()| max et (b) K| min

comme constaté sur la figure 4.17 et dans [SAN 05

51

51

FIG. 4.17:Comparaison des déplacements verticaux sur I'interface yae longueur de
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solution locale, et notamment en terme de refermeture.

4.6 Comparaisons expérimentales

4.6.1 Obtention des facteurs d’'intensité des contraintes partir des
résultats experimentaux

La technique permettant d’obtenir les facteurs d’'inteéndiés contraintes expérimen-
taux & partir des résultats de corrélation d'image est tiédens [RET 05a, RET 05c]. |l
s’agit en fait d’utiliser les résultats de corrélation dage numérique avec les outils de
post-traitement employés avec la méthode des élémentslfntechnique de I'intégrale

fissure

zZone corréléeé
exclue du calc

FIG. 4.18: Champ d’extension virtuelle utilisé pour la corrélationndage et zone de
calcul.

d’interaction présentée aux chapitres précédents est alilisge a partir du champ de
déplacement obtenu par corrélation d'image. On utiliser pela la formule donnée par
I'équation (2.70).

Pour une fissure sollicitée en mode I, on choisit d’utilisechamp d’extension vir-
tuelle suivant :

X1 pour r < Rmin
q=4 (1—- %)Xl pour Rmin < T < Rmax (4.14)
0 pour r > Rmax

Les parameétreRmax et Rmin sont les dimensions caractéristiques du domaine d’inté-
gration comme présenté sur la figure 4.18.
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Remarque 14 On peut remarquer sur la figure 4.18 que la "bande" dans la ztmeor-
rélation qui recouvre la fissure est exclue du calcul de égrale d’interaction. En effet,
la technique de corrélation utilisée a I'heure actuellellegprésentée dans le chapitre
1) identifie un champ de déplacement continu dans la zonadEéOr au passage des
levres de la fissure, le champ de déplacement réel est disoohte champ de déplace-
ment, et surtout les gradients utilisés dans le calcul dgdrale d’interaction, sont donc
tres mal identifiés dans les patterns recouvrant la fissueeinduisent alors des résultats
aberrants dans le découplage, menant par exemple a desrsal&uotégrale J négative.
Ces patterns ne doivent donc pas étre utilisés dans le désgeipt sont retirés de la zone
de découplage.

4.6.2 Eprouvette CT en mode | : étude de la procédure de calcaes
FIC

La géométrie de I'éprouvette CT B40W80 est présentée autobapsur la figure 1.1.
On dispose pour cette éprouvette en mode | d’'une formule/igaé donnant le facteurs
d’intensité des contraintd§ en fonction de la géométrie et du chargement.

K — P 2+a/W
'~ BVION 1-a/W

[0.886+ 4.64(\%) ~1332 (V%) 1472 (v%) 56 <v%) 4} (4.15)

Ou P représente la charge etaN, a la longueur de fissureB et W I'épaisseur et
la largeur de I'éprouvette emmet K, le facteur d'intensité des contraintes en mode |
enMPa,/m. On peut observer sur la figure 4.19 'évolution de la longwifissure en
fonction du nombre de cycles obtenue a partir d’'une mesurpgiantiel. On a également
tracé sur cette courbe I'évolution du facteur d’intensié dontraintes en mode | en fonc-
tion du nombre de cycles, calculé a partir des longueurs deréis expérimentales et de
la formule analytique donnée par I'équation (4.15). Enfinadracé le facteur d’intensité
des contraintes obtenu a partir de la corrélation d'imagesériques. On peut observer
que latendance de la courbe ainsi obtenue est semblabledrtzeahéorique, malgré des
différences importantes sur certains points. Ceci s’exitout d’abord par le fait qu’un
élément parasite a perturbé les photos et eentrainéurdatamn moins bonne dans une
zone située au dessus de la pointe de fissure initiale. Ensaitifficulté d’'identifica-
tion de la position de la pointe de fissure eentraineunetitwde assez importante sur le
positionnement du contour d’intégration.

Nous nous sommes intéressés a deux points importants gzt Dans un premier
temps, il nous parait nécessaire de valider la procéduraldelaes facteurs d’intensité
des contraintes d’'une part et de déterminer la finesse déageigt I'avancée de fissure
"optimale" a utiliser pour pouvoir effectuer dans un deuxéetemps des calculs a partir
d’'un loi de Paris formulée efKeg++.
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55 T T T T T T T 30
—o— apotentiel(N)
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FIG. 4.19: Longueur de fissure mesurée par potentiekebbtenu avec les longueurs
expérimentales et la formule (4.15) et par corrélation dg®s numériques

4.6.2.1 Simulation aAa expérimental imposé

Nous avons donc choisit pour la premiére comparaison d’'saptes longueurs de
fissure obtenues a 'aide des mesures par potentiel. On psetver sur la figure 4.19
que la pente de la courbe a(N) varie peu entre 0 et 30000 ¢yadegui nous permet
d’estimer la position de la fissure entre deux points de ngesur

FIG. 4.20:Maillage de I'éprouvette CTB40W80
On effectue un calcul entre 5000 et 10000 cycles avec cingggations correspon-

dant a une avancée de 1000 cycles chacune. On déduit de lechd® qu’'une avancée
de 1000 cycles correspond a une propagatiofale 0.162nm Le chargement est iden-
tiqgue a l'essai, c’est a direR= 0.1 et la répartition des pas de calcul est choisie de telle
sorte que I'on raffine entrEni, et Fnax juste avant propagation (afin de capter I'instant
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FIG. 4.21:Répartition des pas de chargement entre deux propagations

d’ouverture) comme on peut I'observer sur la figure 4.21 dpés les résultats qu’'on a pu
observer sur la figure 4.12, on constate que méme pour ungboitégration tres proche
de la fissure, I'état de contrainte est stabilisé rapidentgeti justifie le choix d’évolution
du chargement entre deux propagations donné a la figure 4.21.

On peut observer sur la figure 4.22 les valeurs des facteimedsité des contraintes
a F = Fnax obtenus au cours du calcul et comparés avec les valeursghésret obte-
nues par corrélation d'image. On peut constater que lesirgatdeK,; obtenues sont en
bon accord avec la formule théorique, méme si les valeurgnigoes sont légerement
supérieures.
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5000 6000 7000 8000 9000 10000
Nombre de cycles

FIG. 4.22:Comparaison des FICR = Fyaxentre les résultats d’essai et la simulation a
Aaimposé

On peut observer sur la figure 4.23 II'évolutionideau cours du calcul, sur laquelle
on a représenté en grisé les zones ou la fissure est ferméeudolserver que la zone
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4. Simulation de propagation de fissure en fatigue

a pas de temps raffinée située juste avant la propagationpeooet de détecter l'instant
ou la fissure s’ouvre et ainsi d’en déduire la valeur du factBintensité des contraintes

d’ouverture.
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FIG. 4.23:EEvolutiondeK; au cours du calcul et zones de refermeture

Remarque 15 L'observation de ces résultats et de ceux présentés au pgrhgs préceé-
dents suggere une dépendance des résultats, et notamnuietanination de kg, nu-
mérique, a la taille du maillage et ava choisi. En effet nous avons pu constater qu’une
taille d’éléments finis autour de la pointe de fissure tropsgiere implique que la zone
plastique est trop petite comparée a celle-ci. Par aille@@mme on a pu I'observer au

paragraphe 5.1, le fait que la zone plastique ne forme pasliage mais une succession
de "papillons plastiques" impose un choix d’avancée derfissomparable a la taille des

éléments finis contenant la pointe de fissure, afin de rept&san mieux d’'un sillage
plastique.

4.6.2.2 Simulation a partir d’'une loi de Paris enAKes ¢

Les résultats du calcul précédent montre que le calcul ddsues d’intensité des
contraintes est cohérent avec les résultats expérimeetage I'on arrive a détecter la
refermeture. A partir de ces résultats, on peut simulerafeée a partir d’'une loi de
Paris formulée el\Ket¢. On se sert pour cela de I'évolution du facteur d’'intensiéé d
contraintes au cours du calcul et on estifyi& ¢ a partir des instants ou I'on observe la

fermeture et I'ouverture.
D’apres le concept d’Elber [DAV 85], on a les équations safea a partir de la loi de

Paris :

da

106



Comparaisons expérimentales

OuC(R) etmsont les coefficients habituels de la courbe de Pafdetapport de charge.
On peut déduire de ces deux équations I'expression suivante

C(R)
= 4.17
Cett = R (4.17)
Les parametres de la loi d’Elbéret B sont alors définis par
UR)=A+B.R (4.18)
A+B=1 (4.19)

Ceci montre que la connaissance des parametres classgjle®dde Pari€ etmet
I'obtention a partir du calcul X-FEM d&,,, permet de formuler 'avancée avec une loi
exprimée el\Kef 1. On peut également obtenir les coefficieAtst B afin de les comparer
avec ceux donnés par un modele tel que PREFFAS.

Le méme calcul que celui présenté au paragraphe précéderilisé. On s’intéresse
la encore a une fissure initiale donnée par la longueur exjétale & 5000 cycles. On
utilise les parametresS etm (déterminés a partir d’essais sur éprouvette CT) donnés dan
le tableau 1.2, le matériau utilisé pour cet essai étantliagald’aluminium 2024-T351.
On simule des avancées représentant 1000 cycles du chargei®ke chaque avancée de
fissure étant calculée a partir &+t donné par le calcul et de la loi de Paris formulée

enAKeti.
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;_ 5 | ‘\ \‘ ‘\ ‘ ‘\ \“ ‘\ ‘ “\ q“ “\ | “w \\ L (; J g
L | 1 | (S| A | /
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AN RPN 171 v \y . '
« IV HETE LD

2 1/
o O ¥ |

0
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o
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FIG. 4.24: EEvolutiondeK; au cours du calcul et zones de refermeture permettant d’ob-
tenir Kouy

Les résultats sont présentés sur les figures 4.24 a 4.26. @wolpserver sur la figure
4.24 I'évolution du facteur d’'intensité des contraintescaurs du calcul ainsi que les
zones ou on observe la refermeture. On peut constater qoeneaans le calcul preé-
cédent, la refermeture est bien détectée dés la premiepagation. On peut également
oobserverque la refermeture ne se produit pas aussi lopgtanchaque position de fis-
sure : on peut par exemple noter la refermeture au cours disspas dans la remontée
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FIG. 4.25:Comparaison de la position de la fissure au cours du calcd Béskai
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FIG. 4.26: Comparaison des paramétres du modeéle d’Elber numériquesesius avec
PREFFAS

aprés la troiseme propagation alors qu'il n'y a refermetu&u cours du premier pas
de la remontée apres la deuxiéme propagation. Ceci pewgragat étre observé sur la
figure 4.26 ou on a tracé le paraméetfedu modele d’Elber au cours du calcul en com-
paraison avec sa valeur donnée par le modeéle PREFFAS. Otat®gse la valeur de ce
parametre varie au cours du calcul puisqu’elle est direetdrfiée a I'instant ou se pro-
duit I'ouverture de fissure. On peut observer que plus I'oture est détectée a un niveau
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d’effort éélevé plus la valeur dé¢ est faible. Si on compare les valeurs obtenues au cours
du calcul avec celle donnée par le modele PREFFAS, on censtagcart important pou-
vant aller jusqu’a 30% (si on ne tient pas comp de la premialew). Cette différence,
compte tenu du modele, se répercute directement sur limené de fissure ainsi calculé.
Ceci peut étre observé sur la figure 4.25, ou on compare Uéiool de longueur de fis-
sure au cours du calcul aux résultats expérimentaux obfgarusmesure de potentiel. La
tendance des résultats de calcul que I'on peut observeeswdurbes précédentes est
vérifiée sur I'évolution de la longueur de fissure obtenuel@aalcul, celle-ci étant plus
fabile que les valeurs expérimentales. En effet, le fait alessestimet) entraine une
propagation de fissure plus faible.

Remarque 16 L'observation de ces résultats montre la relative ssefigde ceux-ci,
d’'une part a la taille de maillage autour de la pointe de fisset a I'incrément de pro-
pagation imposé comme suggéré au paragraphe précédentféEnom constate en com-
parant les courbes 4.23 et 4.24, que I'on détecte I'ouverflus tard lors du second
calcul, ou les avancées de fissure sont pratiquement desiplits petites. Ces résultats,
qui montrent malgré tout les capacités intéressantes deckhode a représenter le phé-
nomene de refermeture, doivent donc étre considéré comafiepraires. Compte tenu
de ce qui a été présenté, il est raisonnable de penser quuaegioussée de la ssen-
sibilitédes résultats aux parameétres de calcul tels quesfieale maillage, incrément de
fissure/nombre de cycles de chargement rréelmodéliséesssnire pour se faire une
idée définitive de la méthode. Cette étude étant un travadlragntiére, elle n’a pu ren-
trer dans le cadre de cette thése, essentiellement dédiéaiappement de la méthode
numerique.

4.6.3 Eprouvette cylindrique a fissure inclinée
4.6.3.1 Modélisation, critére de direction de propagation

La géométrie de I'éprouvette cylindrique ainsi que les d¢tols d’essai ont été pré-
sentées dans le chapitre 1. On se propose ici de s’intérdsser part au modele géomeé-
trique utilisé et d’autre part au critére de direction degagation.

Compte tenu des conditions de symétrie centrale de la géerdétl’éprouvette, seule
la moitié de celle-ci est modélisée comme présenté sur leefiy27. Le chargement est
modélisé par une pression uniforme sur les disques d’atagbs mors, et les conditions
en déplacements sont choisies de maniére a imposer la sywettrale.

On s’intéresse dans un premier temps au choix d’un criterdidetion de propa-
gation. On peut trouver dans la littérature un grand nomiereritéres, le plus courant
étant celui de la contrainte circonférentielle maximal&J[B8]. Dans le cas de la rup-
ture en élasto-plasticité, on peut observer des ruptuneslipage ou par cisaillement qui
conduisent a des directions de propagation différentaxépendant été observé que dans
le cas de la plasticité peu étendue, comme c’est le cas gudatie critére élastique de
la contrainte circonférentielle maximum permet la plusplartemps d’obtenir la bonne

109



4. Simulation de propagation de fissure en fatigue

conditions aux limites de
symeétrie centrale

—> —
U= —U

FIG. 4.27:Modele géométrique et conditions aux limites pour I'épretter cylindrique

trajet expérimental
demi eéprouvette post-mortem
trajet obtenu par simulation X-FEM élastique

critére contrainte circonférencielle maximum

FIG. 4.28: Comparaison du trajet de fissure expérimental donné par bomgraphie
d’éprouvette post-mortem et du trajet résultant du calcHBM purement élastique.

direction de propagation [MA 05]. Ce critére définit I'angle propagation critiqué; en
fonction des facteurs d’'intensité des contraintes :

B 1K Ki \°
(9(;_2arctanZr K—”—S|gne(K||) 8+ (K_”) (4.20)

Afin de vérifier si le critere permet d’obtenir le bon trajetdirde fissure, nous avons
procédé a un calcul X-FEM élastique linéaire avec une ssamesle propagations im-
posées avefAa = 0.5mm le chargement étant maintenu constant. On peut observer su
la figure 4.28 la comparaison du trajet final de fissure ainw@mibavec la photographie
d’'une éprouvette post-mortem. On peut constater que |lggdrsont tres proches, prin-
cipalement dans la zone de virage ou la fissure change deidire€eci confirme que
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I'utilisation du critére de direction de propagation prepaest adéquat.

4.6.3.2 Calcul en fatigue et résultats par corrélation d’inage
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FIG. 4.29:K, etK; obtenus par corrélation d’images numeériques pour I'épetievcy-
lindrique 45°.

Corrélation d'image numérique Contrairement a I'essai sur éprouvette CT standar-
disé, on dispose pour I'essai de moins d’informations, filregamment impossible de
connaitre la position de la fissure par une méthode de tymapet Les seules informa-
tions dont on dispose sont donc données par les photogsaphia corrélation d'image
numeérique. On peut observer sur les pphotographiespgeefigure 1.12 qu’on peut es-
timer la position de la pointe de fissure. Il est cependardzadsficile de placer celle-ci
avec certitude, I'expérience prouvant que la pointe résdteen général relativement plus
loin que ce qu’on peut identifier comme tel sur les photogiegh

On peut observer sur la figure 4.29 I'évolution des factelirdehsité des contraintes
en fonction du nombre de cycles de chargement obtenus paiation d'image numé-
rique. Compte tenu de la difficulté de déterminer a la foigdsifion de la pointe de fissure
et 'orientation de celle-ci, plusieurs mesures ont étéatfées pour chaque nombre de
cycle (c’est a dire pour chaque photographie). On obtiergiaine liste de valeurs, dont
la moyenne nous permet de tracer la courbe de tendance eléess/minimales et maxi-
males les barres d’incertitude. On peut observer que lee®ide grandeur obtenus sont
corrects (de I'ordre de la dizaine 8#Pa,/m), mais il est relativement difficile de conclure
guand a la tendance générale des courbes. Plusieurs fapturent expliquer ces résul-
tats, notamment du point de vue de la corrélation (et donotdeacalcul des FIC). On a
pu constater que, d’une part, le motif aléatoire restaitsdame faible gamme de niveau
de gris, ce qui rend la corrélation plus difficile, et d’aupa&t, que le rapport d’échelle
entre la largeur de la zone photographiée et la résolutida daméra utilisé était élevé.
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A

VN

X

4%4
5
K
%
aN|

W

i

5
™
N
N/

o
X
%

7
&
.

A

2!
AN
MY
2K
NAR
K
lﬂz‘
O
sy
[
7AW
.
5
V]
2
P

AN

4
B
o]
ras
s
pal
G
SRR
AI& 4$'¢;
Yy i‘;&
vy A
RBRK
KRS
%N 2
N )
SRS
SRRk
I A
i
e
Ay
S

2
IV

XK

V4

X

s

7

S

pYAVav.

R
>
K
X
2
15
%
k7
<]
%
o
N
!
g
D
<A
/1
D
<]
>
<IN
05
Il
(]

AN

S
5 §VA§¢A
DAY
Y A=
LSO

NS

N

(VA
N/
%
&L

N
=
4
S
AN

X
TS
%
N
X
W\
N/
VA
Ay,

N

AN,

<

3
I
N
Pav)
va

VAVA
¥4

Y2

%»

)s

e

KA

IR
<

K

7

D

X

XKLL
RIS
DAV

Xps
%)
VAVA
A
9
AN ]
IR
KEE
§ "%ﬂk !
T\ Zvaty
ke
R
Vara,
O aN|
XN
/>
b5

<l
K5
Ava)
v
%
Favg

A

X7
= <X

Rt SaE

AATAYAY,vit

N
B

<]
2
<5
5
s

K]
S
BRSER
N1

N “
& :NAVA’AVA‘ >
RNOQNEK R\
:AS%‘;:MEE&%NA‘ <

£S
i
s
5

\/ «#‘4
SO
W

%y
K/ \/!
RN

SRS
45 L

N

N
Kl

N

KT

I

%

FIG. 4.30:Maillage de I'éprouvette Cylindrique

Ces deux facteurs rendent I'identification du champ de dédtion dd a la présence de
la fissure délicate, celui-ci étant relativement faible g@goport au bruit de mesure. Une
fois la corrélation effectuée, nous avons pu observer, cerampeut le constater a la
vue des barres d'incertitude, gu’une trés Iégeére difféeatans la position de la pointe de
fissure ou dans l'orientation de la fissure donne des résuled différents en terme de
FIC. La ssensibilitédu découplage a la position et a I'degan de la fissure est d’autant
plus importante dans ce cas par rapport a I'éprouvette C3qpei la position de la pointe
détermine les coordonnéest 6 du repére cylindrique local utilisé pour les champs de
découplage et I'orientation de la fissure définit la dirattio champ d’extension virtuelle.

Simulation numérique La géomeétrie etles conditions aux limites sont celles priésss
sur la figure 4.27 pour I'éprouvette cylindrique a 45°. Lepgap de chargement est &e=
0.1, avec un effort maximum de 150kN. Le maillage utilisé eéspnté sur la figure 4.30.
Le calcul est effectué avec cing propagations imposéesdumyueur déa = 0.35mm
avec un comportement de l'interface sans frottement.

Les résultats peuvent étre observés sur les figures 4.32a@mBa tracé sur la figure
4.31 le champ de déformation plastique cumulée au derrfiert ehaximum superposé
avec le trajet de fissure final. On peut constater, en ce guiecog le trajet de fissure
que celui-ci a un aspect légerement en dent de scie ; ce pleéoou’on peut également
observer lors du calcul élastique, est du a la forte inctioaide la fissure initiale par
rapport a la direction de chargement : la direction de prafiag prévue par le critére
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FIG. 4.31:Champ de déformation plastique cumulée & Fnaxaprés cing propagations
et trajet de fissure final.

B " i Py treksall pok Elaract
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(@) (b)

FIG. 4.32: Efforts d'interface &F = Fnin aprés la £ propagation superposé avec la

composanteyy, du tenseur des contraintes (a) avantd4 frropagation et (b) aprés 1&'¢
propagation.

est légérement sur/sous-estimé (selon qu'il s’agit d'wppgation paire ou impaire) par
rapport au trajet réel. En ce qui concerne la déformatiostjgjae cumulée, on observe
comme sur les exemples précédents une succession de papidstiques.

On peut observer sur la figure 4.32 les efforts d’interfaeprésentés sous forme
vectorielle, &F = Fnin aprés la $ propagation superposés avec la composeapjelu
tenseur des contrainte§a= Fmin avant et aprés |a*€ propagation. On a également tracé
sur la figure 4.33 les déformées d’interface amplifiées atfgrénts efforts minimums.
On peut observer sur cette figure que la refermeture esttdétemiqguement apres la
premiéere propagation. En analysant la figure 4.32 (a) on gengtater que la zone ou la
refermeture est détectée, visible grace a I'effort d’ifstee non nul, correspond (comme
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FiG. 4.33:Configurations déformées amplifiees de I'interface auxreffiminimums

observé surlafigure 4.11) a une zone de compression avaoiagation. En revanche, si
on observe la figure 4.32 (b), on peut constater que les éotasade compression autour
de la pointe de fissure courante sont faibles, ce qui peuicgrgrlqu’on ne détecte pas de
refermeture entre la deuxiéme et la troisieme propagatiomnee on peut I'observer sur
la figure 4.33.

Le méme calcul a été effectué avec cinq propagations impaséee longueur de
Aa = 0.2mm Les résultats peuvent étre observes sur les figures 4.34.tface, comme
précédemment, la déformation plastique cumulée finalsj gire les efforts d’interface,
représentés sous forme vectoriellds & Fiin aprés la®™epropagation superposés avec
la composanteyy du tenseur des contrainteda= Fin avant lai®™Me propagation pour
les propagations 1 a 4. Les échelles en terme de contrainfefédrts d’interface sont
identiques. On peut observer qu’il y a refermeture apresrées premieres propagations
et que la fissure reste ouverte apres la quatrieme propag@tiopeut €également constater
gue les efforts d’interfaces, les contraintes de compoesst la taille de la zone plastique
observés au cours du calcul diminuent a mesure que la fisganea

On peut ainsi observer, comme on a pu le voir en mode |, que thadé proposée
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permet de détecter la refermeture en mode mixte. La congmaraes résultats pour deux
valeurs deAa montre la encore I'influence du choix des parametres suettidier de la
refermeture de fissure.
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FIG. 4.34: Déformation plastigue cumulée finale et efforts d'integfad= = F,i, apres

la i®Mepropagation superposé avec la composagjelu tenseur des contraintes avant la
i*M€propagation (i allant de 1 a 4).
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Nous nous sommes intéressé dans cette étude a la simulefiwomhgation de fissure
en fatigue en prenant en compte plusieurs non-linéaritésetdt de I'art de ce type de
simulation par différentes méthodes numeériques nous aipeti@valuer les avantages
et inconvénients propres a chacune. La méthode des éléfimestdtendus a été choisie
pour sa capacité a traiter le cas de propagation de fissur@da mixte sans remaillage.

La prise en compte de la plasticité en pointe de fissure imp&ggandonner les
hypothéses LEFM pour se placer dans un cadre EPFM. En casségjules solutions
asymptotiques élastique linéaire de Westergaard ne penmbgilus de représenter la
singularité au sein de la zone plastique. Les solutionsritpdes HRR permettent alors
de quantifier la singularité dans la zone plastique et deidéschamps asymptotiques
associés. Une analyse de Fourier de ces solutions permeteeds définir une base de
développement capable de représenter la singularitéqlaset I'évolution spatiale des
champs pour plusieurs types de matériaux ductiles.

L'étape suivante consiste a adapter cette base de déveleppeour créer une
nouvelle base d’enrichissement utilisable dans la méthimeéléments finis étendus.
La question de l'intégration numérique, que ce soit poucudal la matrice de raideur
du systéme ou pour intégrer la loi de comportement élaststigjue, se pose alors. On
choisit de mettre en place une stratégie a deux échelle® lsaséun sous-découpage
régulier. Ceci permet de définir un nombre de points de Gaeswgitant d’intégrer
correctement la base d’enrichissement et de disposer dsohdion fine en terme
de champ de contraintes autour de la pointe de fissure. Celfe rgguliere permet
également d’envisager la propagation sans changer despblintégration, ce qui aurait
réduit significativement I'intérét de la méthode par rapax éléments finis classiques.
Une fois cette base d’enrichissement validée [ELG 06bJ,aidjis ensuite de mettre en
place une formulation faible permettant de prendre en cerapa fois la plasticité et le
contact et le frottement entre les lévres de la fissure. Umadtation a trois champs de
type Lagrangien augmenté adaptée au formalisme X-FEM eslajipée dans un cadre
quasi-statique. Couplée a un algorithme itératif de typatde-Raphson, elle permet
de résoudre le probleme global non-linéanasticité+contact I'utilisation conjointe
des multiplicateurs de Lagrange et de la pénalité pernteteanésoudre le probléme de
contact de maniere exacte [ELG 06a, ELG 06c].

La méthode étant validée pour des problémes a fissure fixapEéuivante est I'adap-
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tation de celle-ci a la propagation ainsi que la mise en pladechniques d’obtention des
parametres de fissuration. La loi de propagation utilisaatételle de Paris formulée en
AKetfectitil €St Nécessaire de calculer les facteurs d'intensité diesaintes ou I'intégrale
Jen mode |. Les problémes d’évaluation de ces quantités samcé de plasticité se pose
alors et notamment la question de la validité des intégiati&pendantes du contour. Le
confinement de la plasticité autour de la pointe de fissumagiede rester dans des condi-
tions satisfaisantes pour utiliser les approches classigla zone de K-dominance reste
présente et permet de continuer a utiliser la notion de dasteé'intensité des contraintes
d’'un part, et de définir des contours d’intégration englaliatalement la non-linéarité
d’autre part. On peut ainsi découpler les facteurs d’intérdes contraintes grace a la
technique, désormais classique, de l'intégrale d’intémac

En ce qui concerne la phase de propagation a proprement,darf@emiére étape
consiste a choisir la stratégie d’enrichissement. On éadthoix de conserver les anciens
enrichissements singuliers qui sont I'image des zonegiglaes successives. On ajoute
alors de nouvelles fonctions d’enrichissement qui perem¢ttie représenter I'extension
de fissure. Il faut ensuite choisir une stratégie d’inisation des différents nouveaux
degrés de liberté d’enrichissement et de contact. Le ch@ride I'équilibre de I'état
précédent sur la nouvelle configuration permet de consdi@eergie. Pour ce qui
concerne les variables non linéaires, on propose d’étdadrene ou I'échelle fine est
définie en utilisant une estimation du rayon de la zone pjastiCeci permet également
d’initialiser facilement les variables du modele plasédars de la propagation. On dis-
pose alors d’'une stratégie de propagation traitant cameeht 'ensemble des variables
non-linéaires [ELG 06c].

Les divers exemples présentés ont montré les capacités dalena représenter les
phénomenes physiques en jeu dans la propagation en fatigagaremiéres comparai-
sons avec les résultats d’essai sont encourageants maigentayu’un certain nombre de
parametres interviennent pour retrouver les résultats adeates tels que PREFFAS. Les
difficultés sont liées a la taille de la zone plastique quieésible d’'une part et au fait que
le modele ne crée pas de sillage plastique en arriere de héepdé fissure mais une suc-
cession de "papillons” d’autre part. Une alternative sergansisterait en une diminution
de I'incrément de propagation significative afin de formewaritable sillage ; cependant,
au dela du colt numérique que cela représente, on se traargecahfronté a une dégra-
dation du conditionnement des matrices de raideur ensathiefait de la superposition
des enrichissement. Ce probleme des modes parasites egsteiifié en élasticité et
peut étre résolu par des techniques d’intégration spéesigiuAB 05, BEC 05] dans ce
cas. L'influence de ces modes parasites est d’autant plusriengie avec la base d’enri-
chissement plastique proposée, du fait du nombre de fanetides harmoniques d’ordre
supérieur, et est d'autant plus pénalisante que les sieat@goposées en élasticité sont
difficiles a mettre en place dans le cas non-linéaire. OnrpduFgalement envisager de
supprimer de I'information "loin" de la pointe de fissure : @pu observer que I'état de
contrainte est trés vite stabilisé une fois que la fissur@awetsé un élément enrichi; la
suppression de sous-éléments et d’enrichissements rgah arriere de la pointe de
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fissure permettrait un gain en terme de colt numérique sansdinfluence significa-
tive sur la solution. En ce qui concerne la plasticité telieetie a été abordée dans cette
étude, on ne s’est pas intéressé au probleme de I'inconilpitééplastique dans le cadre
de la méthode des éléments finis étendus comme cela a ééad@é@@mment dans le cas
des grandes transformations [LEG 06b]. Une autre alteraatitéressante serait d’utili-
ser un modéle de comportement plastique plus adapté a dmdatiel qu’'un modele a
écrouissage cinématique [LEM 96].

On peut voir aujourd’hui un certain nombre de travaux conagt la partition de
I'unité ou seul I'enrichissement discontinu est utilidéest alors employé conjointement
avec des modéles d'interface cohésifs ou des modéles diandgement volumiques
[WEL 02b, WEL 02a, ZI 03, REM 03, BOR 04, ARE 05]. Il est alorsceésaire de raf-
finer le maillage afin de capturer correctement la natureuie@g du champ de déplace-
ment. Les avantages principaux de ces méthodes sont d’undegppouvoir initier une
macrofissure a partir d'un matériau sain et d’autre partiliSet la loi cohésive pour
formuler un critere de propagation. L'application de cesd&les en fatigue est intéres-
sante puisqu’elle permet a priori d'utiliser la loi cohésiafin de déterminer I'avancée
de fissure, et ce sans passer par un calcul de facteurs diitgtges contraintes et donc
d’intégration d’'une loi de Paris. On est alors obligé dansade calculer chaque cycle
du chargement réel [NGU 01, BOU 05] afin que le modele cohasd ivancer la fissure,
ce qui rend le colt numérique de ces méthode tres vite ptdhibapproche propo-
sée par Pommiegt al,, qui propose une formulation du probleme en terme de dé&ivée
par rapport au temps et non par rapport au nombre de cyclels! 8D, POM 05a], est
également intéressante puisqu’elle permet de prendre repteadirectement le charge-
ment réel sans avoir besoin de reconstruction d’'un chargeayelique équivalent. Cette
approche permet également d’intégrer I'effet des dévedommts d’ordre supérieur des
champs asymptotiques, notammentldstres§HAM 05], sur la propagation en fatigue
en utilisant un formalisme similaire a la plasticité ; ceshteiques, bien que permettant de
représenter un grand nombre de phénomenes observés datésddure, restent cepen-
dant limitées au mode |. Le couplage de ces techniques aguréche X-FEM proposée
dans cette thése permettrait certainement de traiter ldecpsopagation en mode mixte.

Du point de vue expérimental, on a vu la difficulté d’appligleeméthode de corré-
lation d'image lorsque la position de la fissure est incontitest cependant possible en
utilisant le trajet de fissuration final de limiter le probléniLes avancées récentes dans
ces techniques [YON 06] permettent désormais sur des ctigusta de déterminer a la
fois la position de la fissure et les facteurs d’intensité cta#traintes. L'application de
celles-ci aux essais proposés dans cette these devraiefperrd’obtenir des résultats
plus satisfaisants.

Enfin, I'extension récente de la prise en compte du contaeidel des fonctions de
niveaux aux problémes tridimensionnel [MAS 05, GEN 06] samu’au cas de charge-
ments non-proportionnels et aux états de contact complexesg de la fissure [RIB 05]
suggere des avancées possibles pour la méthode proposteetdde a montré l'inté-
rét de la méthode X-FEM pour la simulation de propagation skufie en fatigue sans
remaillage ni projection de champs. Cependant, on a pu wdisqu’il est malgré tout
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nécessaire d’avoir un modele spatial suffisamment fin pquréeenter correctement les
phénomenes physiques en jeu a la bonne échelle. Une extgrussible, permettant no-
tamment de contourner la difficulté du passage de la grillet&jration fine aux pro-
blemes 3D, consisterait a coupler la méthode des élémemgsétiendus avec des mé-
thodes multi-échelles [GUI 05, RAN 06]. Par ailleurs, lénét actuel pour les méthodes
fiabilistes dans la prévision de la ruine des structuregmésent couplée a la méthode
des éléments finis étendus élastique linéaire [NES 06], mégalement des perspectives
intéressantes.

120



Annexe A

Complément sur les essais expérimentaux

F/daN o effort maintenu pour prise de photo

7650 e

une surcharge tous les 10 000 cycles
4500

3600

2025
1575
790

450

b - - 4 b - - 4 ---

9998 cycles 33B1 cycles N cycles
3331 cycles 3331 cycles

F/daN

7650 T
une surcharge tous les 20 000 cycles

4500

3600

2025 |
1575
790 T
450

- - - --4 > - - 4 ---

2]

6664 cycles 6665 cycle N cycles

6667 cycles

FiIG. A.1: Paramétrage du chargement pour I'essai CCT B5W1RG=20.1 avec
surcharge
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FiG. A.2 : Dimensions en mm des éprouvettes cylindriques 30 et 45°

122



Annexe A

F/daN 4 « effort maintenu pour prise de photo
4500 —+
2025
790
450 -
5000 CyC|eS N Cyc|es

FiG. A.3 : Paramétrage du chargement pour I'essai CCT B5W1R6-8.1

F/daN 4 o effort maintenu pour prise de photo
15000
8250
4875
1500 +
5000 CyC|eS N Cyc|es

FIG. A.4 : Paramétrage du chargement pour I'essai mode mixte cytjodR = 0.1

F/daN 4 o effort maintenu pour prise de photo
20000
15000 —+
12500 -+
10000 -+
10000 cycles N cycles

FIG. A.5: Paramétrage du chargement pour I'essai mode mixte cytjodR = 0.5

123



Annexe A

124



Annhexe B

Détermination de I'équation différentielle pour le mode Il|

On a posé I'existence d’'une fonction de contraifite, 6) qui nous a permis d’écrire
les contraintes anti-plane par les équations 2.37 et 2@#. dbtenir I'équation différen-
tielle vérifiée panp nous devons écrire d’'une part la relation de comportemetitetre
part 'équation de compatibilité vérifiée par les composardanti-planes du tenseur des
déformations.

La relation de comportemenE&s’écrit en notation indicielle :

gij = &f +&f (4.21)
avec la déformation élastique :

e 14V 1-2v
& — g
1] E
et la déformation plastique

Okkij (4.22)

(4.23)

avecsj = 0jj — %O'kkéij la partie déviatorique du tenseur des contrainteseet

%Siij la contrainte équivalente de Von Miseés.
Ces équations donnent pour le mode Il pur :

1+v 3  Oe.n_1,0rz
=(— —a(— — 4.24
€7 = ( = oo+2a(oo) )GO (4.24)
14y 3  Oe.n_1,06z
g6z = (—g—00 20‘(00) )GO (4.25)
avecoe = |/ 30% + 303,
L'équation de compatibilité dans le repeére cylindriquecst&
0 0¢r2
_ 220 4.26
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En remplacant les équations (4.24) et (4.25) dans I'équdtid®26) on obtient (apres
calculs) :

1+v 98, 0y, 10%y 0 Oepn10Y 10 GCep, 100
£ o) trae) T °‘<E(r(c_o) altraellsy) a8

Le premier membre de I'équation (4.27) est du aux déformatéastiques ; or notre
hypothése de départ (implicite) est que I'on se trouve darmohe en pointe de fissure
ou il y a plastification du matériau. On peut donc négligerazene élastique devant le
deuxiéme qui est du aux déformations plastiques. En reraptggpar son expression en
fonction der et® (Y = Lr'{)(0)) et en simplifiant, on obtient I'équation suivante :

“I)=0 (4.27)

r(n—l)(t—2)+t—lt(<n _ 1) (t _ 2) —|—t)6'2_1l1| + r(n—l)(t—Z)—H—laa_e(a.g—l%) =0 (4.28)

Les termes en puissance détant identiques on peut les simplifier (on travaille a
petit mais non nul), ce qui nous permet d’obtenir 'équa(29) :

(G01P*)* +t(t+(n—1)(t—2)80p=0 (4.29)

Pour I'obtention des conditions aux limites, on doit d'uratgecrire que les levres de
la fissure sont libres d’effort et d’autre part I'antisymétdu mode Il.
La condition en effort s’écrit :

or,8=m.nO=m=0
C'est a dire
Ogz(r,0=1) =0

d’ou
PpO=m=0

La condition d’antisymétrie (géométrique) du mode Il siesur les déplacements :

62uz
S (0=0=0

Ceci implique une condition sur les déformations a partifegression du gradient
deu.Ona:

10u,
2= 2 or
LU
%= 21 98
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En remarquant que les déplacements (daficont le produit d'une fonction deet
de®, on obtient que :

8rz<r, 9 - O) - 0
62892
W(r, 6=0)=0

Ceci nous donne en utilisant la relation de comportemenitgigons (4.24) et (4.25))
que:

Orz(r, 9 - O) - O
02092
W(r, 9 = O) = O

En utilisant les expression des contraintes en fonctiof da obtient finalement :

(*6=0)=0
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Algorithme d’écoulement plastique

Parametre et systeme plastique

Les variables utilisées sont les suivantes :

o = tenseur des contraintes

(o = déviateur du tenseur des contraintes

Oym = contrainte de Von Misés

oy = limite d’elasticité initiale

€ = tenseur des déformations

€e = tenseur des déformations élastiques

€p = tenseur des déformations plastiques

p = déformation plastique cumulée

A = multiplicateur plastique

f = expression de la surface de charge en cas d’écoulemetigpkas
R(A) = limite d’élasticité écrouie définie par la courbe de trawti
C = tenseur de Hooke

Les équations du systéme plastique sont :

€ = E+§&p (4.30)
o = Ceg (4.31)
f = om—0y=0 (4.32)
o, = RQ) (4.33)
&p = g’xo%‘:n (4.34)
p = A (4.35)

Calcul de la partie élastique d’'un incrément de contrainte

Lorsqu’il y a plastification, il est nécessaire de calcuéemlultiplicateur plastique en
ne prenant en compte que la partie de la contrainte en deledis surface de charge.
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On peut observer sur la figure C.1 dans I'espace des comsaprincipales, la décom-
position d’un incrément de contrainte (calculé élastigeetra partir d'un incrément de
déformation) en sa partie élastique et sa partie "plastique

f(on + XA0)=0

\/

~
~ -

| /surface de charged{=0

~
-
~a -
-~ -
e m—--—

FiG. C.1: Décomposition d’un incrément de contrainte pour le caleuitltiplicateur
plastique

Pour déterminer la partie "plastique” il suffit de détermirgouisqu’on connaityp,

AGSR et la limite élastique courante atteinte au pas précéddaer®. Pour déterminer x
il faut donc résoudre I'équation du second degré suivante :

VonM ises(on + XAGSR) =0

Si on adopte la notation vectorielle des contraintes (i@nsgmétrique) on peut ai-
sément démontrer que la contrainte équivalente de Von Misas étre obtenue par la
formule suivante :

(VonMisego))? = [o"] A[o]

[Ox ] (1 -3 —% 000

Oyy —% 1 -2 000
o= |92 a2 -3 1 000

Oyy O 0 0 30

Oxz O O 0 O 3

| Oyz| _0 0 O 0O

130



Annexe C

L’équation a résoudre s’écrit alors :
AT .
[on + XAGSI)] A [On + ongR] =R
Soit apres développement :

[Aogl) ] ! A [Aogl) ] 2+ 2x[on] " A [Aog” +[on]"Alon] —RP=0

Algorithme d’écoulement plastique

L'algorithme d’écoulement est décrit ci-apres, la var@iﬂq 0 représente la valeur
de a au n-ieme pas de temps, a la i-ieme itération d’équilibre kt kieéme itération
plastique.

1. Lalgorithme sur le résidu donrms,q) doncs,q)

2. Estimations élastiques :

sF;n = £pn

7\r(1') o _ A

3(e||)n[o] _ Sg)_eg)]n(l)
Aol = cael

ot % = op1+n0y

3. Vérification du critere fn“) [0 <07?
Sioui :

Sg)n _ Sg)n[o}
)\Q) _ )\Q) [0]
8((eil)n - sg)—sg)n
o = ol

et fin de l'itération plastique...
Sinon :k=0
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4. Calcul du multiplicateur plastique :

Sik=0:
0 = (1-x)Ac®
0o _ f
n = 9s.co i
%Gda-%:r-ncd _|_R/()\§]') (0]
ANSUP — A)\I(]I) [0]7 A}\inf — O, finf — frgl) (0]
Sinon :
. supsinf _ inf £sup
A)\rq) Ko ANSYPE AN f

finf _ fsup

5. Actualisation des variables
)\,(P k+1] )\Q) [O}+A)\,q) IN

| (o)
el _ g0, Spy0 K d

(i) [k+1]

Gn - On - s
2 i) 0]
(o).,
\frgi) k-+1] -
6. Testde convergence(m < €
Sioui :
Sg)n _ sg)n[kJrl]
)\g) _ )\g) k+1]
5g|)n _ srq)_s(r;)n[kﬂ]
GQ) _ o,({) (k+1]

et fin de l'itération plastique...
Sinon :

— Pourk=0: .
fSup_ frgl) 1]
— Pourk>1 etA)\g) i > ANSUP
AN — AASUP A)\S“p:AA,q) [k]7 ginf _ fSUP fsup_ flgi) K
— Pourk > 1 etAASUP> A\ K > Apint
AN — aA DK ginf g () [

... puisk = k+ 1 et retour au 4.
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Résolution de I'équilibre au pasn sur la configurationn+1

Les équations discrétes d’équilibre au pas de tempsr la géométrien peuvent
s’écrire de la facon suivante :

(Fint) — [Kclh (A)fh = (Fext)h (4.36)
[KilR (A)R = [Kilh (DR (4.37)
K Jh (w)i = [KZ TR ()i (4.38)

Les équations discrétes d’équilibre au pas de tempur la géométrie(n + 1)
s’écrivent ainsi :

(Fint)DT1 — KM (AL = (Fext)n+l (4.39)
KR (AR =K (Hp (4.40)
KR (wn ™ = KR (uptt (4.41)

L'équation (4.39) peut étre développée comme suit :

(Fext)y \ [ (Fint)p Ko [KeJntt (MR 0
(5 o ) | Rt kand |\ gt )=o) @42
Avec

n+1

(Fint)M*1 les forces internes résultant de l'intégration du tensesr abntraintes,
sur les nouveaux DDL enrich{g)R*2.

K ]”+1 la matrice de couplage entre les nouvelles quantités dfade (A )”+1 et les
anciens DDL éléments finis classiqu@d; (qui ne contiennent pas les anciens DDL
enrichis). _

[Ke]?! la matrice de couplage entre les anciennes quantités dine(A)"+ et les
nouveaux DDL enrichigu)n*1.

K ]ﬂjﬁ la matrice de couplage entre les nouvelles quantités dfade (A )”+1 et les

nouveaux DDL enrichigt)n+t.
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L’équation (4.40) peut se décomposer en :

0 e (apt i )= (o) (449

Ou [Kdﬂﬂ représente la matrice de couplage d’interface entre leselles quanti-
tés d'interface(A)M*1 ou (1)1 et les nouvelles quantités d'interfaca)?+1. En tenant
compte du fait que les anciennes quantités d’'interfacdiegridéja I'équilibre au pas de
tempsn, I'équation (4.43) peut étre ramenée a

KilnEE (MR = KRR =0 (4.44)
Ce qui peut étre interprété comme I'égalité des nouveauxiptioateurs de Lagrange
aux nouveaux efforts d'interfage\ )1+t = (t)1+1,

L'équation (4.41) peut s’exprimer de la fagon suivante :

K 0 wi \_[ Km K] wn
0 K "It } ( (W)pt ) a [ KoL Ko ] ( (@) ) (4.45)

n+1 n+1

Etant donné que les quantités exprimées sur la configuratsatisfont déja I'équi-
libre au pad, I'’équation (4.45) se résume aisémeat a

KT Wt = (Ko R () (4.46)
Ce qui correspondaal’équation de compatibilité entreetw au pas de tempssur la
géométrien+ 1 (U)! [rny 1= (W)L
La simplification de I'équation (4.42) nous ramerge: a
Ken™ (Mt =0 (4.47)

— (Fin)p + [KJAH (AR + K™ (At =0 (4.48)

Ce qui, en gardant@l’esprit le fait que(A)"* et ()1 sont égaukx, signifie :

— pas de contribution des nouveaux efforts d’interfatgl ™! aux forces nodales ra-
menées sur les DDL éléments finis classiqBs.

— équilibre de toutes les forces nodales ramenées sur leseaox DDL enrichis

(R

Les équations d’équilibre locales atieme pas de temps sur la (n+1)-ieme géomeé-
trie sont :
div(o,) =0in Q (4.49)
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On.N = Fyg, 0N02Q (4.50)

Soit v* un champs de déplacements cinématiquement admissil#éra au n-ieme
pas de temps sur la (n+1)-ieme géométriese trouve dans I'espace définit comme suit :

Yo ={ve v : v]p,0=0, Virur,, .= W} (4.52)
Ou YV est I'espace définissant la régularité des champs cinéneatignt admissibles.
/Q div(on).v'dQ =0 W* € ¥, (4.53)
/Qdiv(on.v*) —0n:e(V)dQ =0 W* € VM, (4.54)
/ Gn: £(v*)dQ = / Fan V' dS+ OnnVdS W e VM (4.55)
Q aZQ I':rnUI'n+1
/ On: €(v9)dQ = Fan-v'dS

Q 3,0
+ i On.N.V"dS+ . on.NVdS W e Yty (4.56)

n nt+1

/ Ot £(v)dQ = / Fan V' dS+ / AVASH [ AVAS W e ¥ML (4.57)
Q 0,Q M

M1

al'tant donné que les équations considérées représeigquilibre au n-ieme pas de
temps sur la (n+1)-ieme géométrie, on choisit de décomposiE la facon suivante :

VE = UL+ Us (4.58)

ou uy;, est un champs cinématiquement admissiBleéro au n-iéme pas de temps sur
la n-ieme géométriely; se trouve dans I'espace suivant :

no={ve? : v]p0=0, V|rn=w} (4.59)
Un, 1 Se trouve dans I'espadé 1, qui est définit tel que

‘Vnn+10 - ‘Vno @ {Vn+10 (460)
L'équation (4.57) peut donc s’écrire :

/on:s(u’r])dQJr/on:s(uﬁﬂ)dQ:/ Fdn.u;dSJr/ An.(U5+ U5y 1) |r, S
Q Q 920 Mn

+/r Ant1-(Un+Unga) [, dS YUpg € Thiao, YUp € 1 (4.61)
n+1
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L'équilibre au n-ieme pas de temps sur la n-ieme géométapt éterifié, 'équation
suivante est vérifiée :

/Gn:s(uﬁ)dQ:/ Fdn.uﬁd8+/ An.Up |, dS VU5 € 15 (4.62)
Q 02Q M

L'équation (4.61) peut étre simplifiée et s’écrire :

/cn:s(u§+1)dQ:/ /\n.u§+1\rnd8+/ Ans1.Upr,,, dS
Q rn rn+]_

+ /r A1 U1 [os A0S VUiiq € Vaiag, VU5 € VT (4.63)
n+1

Se qui hous raména&aleux équations :

/ Anit Ui Ir.., dS=0 Ui € V7, wavect, ; = 0 (4.64)
Cnt1
Et
/an  g(U,1)dQ :/r Anlisq |, dS+ (4.65)
/r Ani1 Uiy |ry dS VU1 € Vhi1o WavecH] =0 (4.66)
n+1

A cet instant, on peut remarquer que ces deux équations adotrhe continue des
deux équations discretes suivantes :

K™ (Mntt=0 (4.67)
— (Fint)p™ + (K™ (Mp+ [Kelpt g (MR =0 (4.68)

Ainsi, on peut conclure qu’imposer la continuité locale égteur contrainte ainsi que
sa compatibilité avec les nouveaux efforts d’interfaceliqye la validité des équations
discretes d’équilibre au n-ieme pas de temps sur la (n+hgigeométrie

136



Annexe E

Classe MechanicsPCCrackGrowth.C

#include <assert.h>

#include <map>

#include <vector>

#include "MechanicsPCCrackGrowth.H"
#include "AssemblerBase.H"
#include "BilinearFormsDerived.H"
#include "DofTokens.H"

#include "CoefficientsOnElt.H"
#include "Coefficient.H"

#include "CSR_Matrix.H"

#include "CSR_Vector.H"

#include "Export.H"

#include "ExportOwner.H"
#include "FormsintegrationDerived.H"
#include "Gausslntegration.H"
#include "Geometry.H"

#include "gxgeo.H"

#include "LinearFormsDerived.H"
#include "LinearSystem.H"
#include "LinearSystemSolverIML.H"
#include "LinearSystemSolverJF.H"
#include "Loading.H"

#include "PhysicalEnv.H"

#include "State.H"

#include "stlext.h"

#include "TensorialCalculus.H"
#include "Zone.H"

#include "Interface.H"

#include "FracturePostpro.H"
#include "SystemStructure.H"
#include "GeometryMemento.H"
#include "DofManager.H"

#include "AssembledData.H"

Il cette formulation permet d'effectuer un calcul quasi-st atique de fatigue

Il avec propagation et prise en compte de la plasticité et du c ontact frottement

void MechanicsPCCrackGrowth_c :: TreatmentOfFormulatio n (Data_c *data) {
assert(data->Dimension == 2);

/I Déclaration diverses

int Iter,Step, nb_no_conv, nb_conv,old_numdof;
int prev_step = 0;

int prev_iter = 0;

double Error_p = 1,

double error_in_interface = 1.;

double norm_r
double norm_f

1
1
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double coeff = -1,

bool conv = false;

double dt, dto, itourc, maxtourc, itracce, itrslow, maxite r,
double endtime;

int accel ;

bool no_ext _force = true;

double max_norm_fext, max_norm_local;
double max_norm_local2, error_in_interface2;
int iter_moins_10;

double eii_m_10;

bool saturation = false;

double PError;

bool cracksaregrowing = false;

bool cracksweregrowing = false;

Region_c voidreg;

SystemStructure_c STR_step;

std::string exp;

char idchar[5];

strepy(idchar, "_0");

/I Création des zones a enrichir

fprintf(stderr, "Before SetMeshGeometrylnteraction\n" );
data->SetMeshGeometryInteraction();
fprintf(stderr, "Passed SetMeshGeometryInteraction\n” );

fprintf(stderr, "Before PlotGeometricalEntities\n");
data->PlotGeometricalEntities(file_name_extension);
fprintf(stderr, "Passed PlotGeometricalEntities\n");

Il Sauvegarde de la géométrie

fprintf(stderr, "Before Storing Front Coord and Map\n“);
data->GEO->StoringGeometryHistory(0);

fprintf(stderr, "Passed Storing Front Coord and Map\n");

/I Déclaration des déplacements EF standard

FunctionSpace_c dispx(DISPLACEMENT_X, INTERP_LAGRANGE , DEGREE_ONE, data->allElements);
FunctionSpace_c dispy(DISPLACEMENT_Y, INTERP_LAGRANGE , DEGREE_ONE, data->allElements);
FunctionSpaceData_c dispcla_I(dispx, dispy);

FunctionSpaceData_c disp_|;

FunctionSpaceData_c disp_f;

/I Création des déplacements enrichis
FunctionSpaceData_c dispenrich_;
TreatmentOfEnrichment(dispcla_l, dispenrich_I, data);
disp_l.insert(dispcla_l);

disp_Ll.insert(dispenrich_l);

/I Creation des déplacements,efforts et multiplicateurs d e Lagrange d'interface
FunctionSpaceData_c tracinterface_|, dispinterface_l;

FunctionSpaceData_c newtracinterface_|, newdispinterf ace_|;

FunctionSpaceData_c lagrinterface_|, newlagrinterface ;

TreatmentOfinterface(dispinterface_|, tracinterface_ |, lagrinterface_|, data, data->Dimension);

Il Création de I'espace des sous éléments

Region_c allSubElements;

Region_c NewSubElements;

data->GMF->getRegionPhysPartition(data->allElements , allSubElements);

/I Création des contraintes

FunctionSpace_c stressxx(STRESS_XX, INTERP_DISCRETE_G  AUSS, DEGREE_ELEMENT_DEPENDENT, allSubElements);
FunctionSpace_c stressyy(STRESS_YY, INTERP_DISCRETE_G ~ AUSS, DEGREE_ELEMENT_DEPENDENT, allSubElements);
FunctionSpace_c stressxy(STRESS_XY_SYM, INTERP_DISCRE = TE_GAUSS, DEGREE_ELEMENT_DEPENDENT, allSubElements);
FunctionSpace_c stresszz(STRESS_ZZ , INTERP_DISCRETE_G AUSS, DEGREE_ELEMENT_DEPENDENT, allSubElements);
FunctionSpace_c stressxz(STRESS_XZ_SYM, INTERP_DISCRE = TE_GAUSS, DEGREE_ELEMENT_DEPENDENT, allSubElements);
FunctionSpace_c stressyz(STRESS_YZ_SYM, INTERP_DISCRE  TE_GAUSS, DEGREE_ELEMENT_DEPENDENT, allSubElements);
FunctionSpaceData_c stress_l(stressxx, stressxy, stres syy);

FunctionSpaceData_c newstress_|;
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stress_l.insert(stresszz);

stress_l.insert(stressxz);

stress_L.insert(stressyz);
DiffusiveVectorBilinearForm_c diffusive(disp_|, disp_
stress_|.SetInfo(GetIntegrationInformations(diffusi

/I Création des variables internes
FunctionSpaceData_c inte_l;FunctionSpaceData_c newint
CreatelnternalVariablesSpace(inte_|, data->GMF, data-
inte_l.SetInfo(Getlntegrationinformations(diffusive

/I Déclaration des vecteurs et matrices du systéme

0);

ve, data, data->allElements));

e |;
>zones, allSubElements);

, data, data->allElements));

CSR_Vector ¢ RHS_EXT_NEW, RHS_EXT_OLD, RHS_INT, RESIDUA;

CSR_Vector_c RHS_CONTACT;
CSR_Vector_¢ RHS_T,RHS_U,RHS_W;
CSR_Matrix_c K;

CSR_Vector_c SOLUTION;
CSR_Vector_¢ RHS_L;
AssembledDataFullStorage_c Kdata;
CSR_Vector ¢ RHS_LL, RHS_LT;

/I Déclaration du Systeme linéaire, du solveur et de I'assem
LinearSystemSolverJF_c solver("lpar_solver_jf/MECHAN
LinearSystem_c system(&K, &RESIDUAL, &solver);
Assembler_c assembler(K, RESIDUAL, DofData);
SetCurrentAssembler(&assembler);

/I Initialisation du temps
DofData.SetStorageType(TIME_STORAGE);
Step = DofData.SetTime(0, 0.0);

/I Traitement des enrichissements
ResolveDependencies(dispenrich_|, data, data->GMF, dat

Il Mises a zéro

ActionOnElements(VALDOF_ACTION, stress_|, data->GMF, d
ActionOnElements(VALDOF_ACTION, inte_|, data->GMF, dat
ActionOnElements(VALDOF_ACTION, dispinterface_|, data
ActionOnElements(VALDOF_ACTION, tracinterface_l, data
ActionOnElements(VALDOF_ACTION, lagrinterface_l, data

/I Conditions aux limites en déplacement
DofData.SetStorageType(INCREMENT_STORAGE);
TreatmentOfEssEnv(disp_|, data);

/I Conditions aux limites en déplacement de type symmétrie o
TreatmentOfSymEssEnv(disp_|, data);

Il Mises a zéro

DofData.SetStorageType(TIME_STORAGE);
ActionOnElements(VALDOF_ACTION, disp_|, data->GMF,dat
DofData.SetStorageType(INCREMENT_STORAGE);
ActionOnElements(VALDOF_ACTION, stress_|, data->GMF, d
ActionOnElements(VALDOF_ACTION, inte_|, data->GMF, dat

/I Déclaration des inconnues du systéme linéaire et suavega
ActionOnElements(DEFDOF_ACTION, dispcla_|, data->GMF,
ActionOnElements(DEFDOF_ACTION, dispenrich_|, data->G
ActionOnElements(DEFDOF_ACTION, dispinterface_|, data
ActionOnElements(DEFDOF_ACTION, lagrinterface_l, data
DofData.StoreSystemStructure(STR_step);

/I Allocation des tailles de matrices et vecteurs
DofData.SetStorageType(TIME_STORAGE);
RHS_EXT_NEW.SetSize(DofData.GetNbrDof());

bleur
ICSCONTACT.PAR");

a->zones, data->allElements);

ata->zones, allSubElements, 0.0);

a->zones, allSubElements, 0.0);
->GMF, data->zones, data->allinterfaceElements, 0.);
->GMF, data->zones, data->allinterfaceElements, 0.);
->GMF, data->zones, data->allinterfaceElements, 0.);

u symmétrie centrale

a->zones,data->allElements, 0.0);

ata->zones, allSubElements, 0.0);
a->zones, allSubElements, 0.0);

rde de I'état
data->zones, data->allElements);
MF, data->zones, data->allElements);
->GMF, data->zones, data->allinterfaceElements);
->GMF, data->zones, data->allinterfaceElements);
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RHS_EXT_OLD.SetSize(DofData.GetNbrDof());
RHS_INT.SetSize(DofData.GetNbrDof());
RESIDUAL.SetSize(DofData.GetNbrDof());
RHS_CONTACT.SetSize(DofData.GetNbrDof());
K.SetSize(DofData.GetNbrDof());
RHS_T.SetSize(DofData.GetNbrDof());
RHS_U.SetSize(DofData.GetNbrDof());
RHS_W.SetSize(DofData.GetNbrDof());
RHS_L.SetSize(DofData.GetNbrDof());
RHS_LL.SetSize(DofData.GetNbrDof());
RHS_LT.SetSize(DofData.GetNbrDof());

/I Assemblage de la matrice de raideur EF + XFEM
AssembleBilinearTermWithLaw (&Kdata, diffusive, data, d

/I Conditions limites en effort / chargement
TreatmentOfNatEnv (disp_|, data, data->allGroups);

/I Assemblage des matrices d'interface et de couplage
RobinTermInterface(&Kdata, dispinterface_|, tracinter
WorkCouplingTermVectorlnterface(&Kdata, disp_l, lagri

ata->allElements, data->allElements);

face_l, data, data->allinterfaceElements, 0);
nterface_l, data, data->allElements,voidreg,

data->allinterfaceElements, -1.0);

WorkBndTermVectorInterface(&Kdata,dispinterface_l, |

Il Valeurs pour le pilotage des pas de temps
maxtourc = 5;

maxiter = Pilot.GetMaxlter();

itracce = maxiter / 3;

itrslow = 2 * itracce;

agrinterface_l, data, data->allinterfaceElements );

itourc = 0;

nb_conv = 0;

T M

I I
/I Début de la boucle sur les pas de temps (on est en quasi stati que) //
I I
T M

/I On fait le premier piquet de temps (t=0) en dehors de la bouc le

Step = DofData.SetTime(0, 0.0);
fprintf(stderr,"\n");

fprintf(stderr,"

fprintf(stderr,"Starting the step %d, time = %12.5e \n", St
fprintf(stderr,"

fprintf(stderr,"\n");
DofData.SetStorageType(ITERATION_STORAGE);

Il RAZ

ActionOnElements(VALDOF_ACTION, disp_|, data->GMF,dat
ActionOnElements(VALDOF_ACTION, dispinterface_|, data
ActionOnElements(VALDOF_ACTION, tracinterface_|, data
ActionOnElements(VALDOF_ACTION, lagrinterface_l, data
ActionOnElements(VALDOF_ACTION, stress_|, data->GMF, d
ActionOnElements(VALDOF_ACTION, inte_|, data->GMF, dat
DofData.SetStorageType(INCREMENT_STORAGE);
ActionOnElements(VALDOF_ACTION, disp_|, data->GMF,dat
ActionOnElements(VALDOF_ACTION, dispinterface_|, data
ActionOnElements(VALDOF_ACTION, tracinterface_|, data
ActionOnElements(VALDOF_ACTION, lagrinterface_l, data
DofData.SetStorageType(ITERATION_STORAGE);

/I Sauvegarde du second membre
RHS_EXT_NEW = RESIDUAL;
RHS_EXT_OLD = RESIDUAL,;
max_norm_fext = RESIDUAL.Norm();
max_norm_local = 0.;

ep, DofData.GetCurrentTime());

a->zones,data->allElements,0.0);
->GMF, data->zones, data->allinterfaceElements, 0.);
->GMF, data->zones, data->allinterfaceElements, 0.);
->GMF, data->zones, data->allinterfaceElements, 0.);
ata->zones, allSubElements, 0.0);

a->zones, allSubElements, 0.0);

a->zones,data->allElements,0.0);

->GMF, data->zones, data->allinterfaceElements, 0.);
->GMF, data->zones, data->allinterfaceElements, 0.);
->GMF, data->zones, data->allinterfaceElements, 0.);
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e 1l

/I ITERATIONS D’EQUILIBRE //
J[-mmmmmmeem e 1l

Iter = 0;

DofData.SetActuallterld(0);

/I Début de la boucle

while (Pilot.DoubleNonLinearltersNotCompleted(Step, |
lter = DofData.lterStep();

printf("\n");

if (Iter == 1) printf("Starting iterations on residual\n")
fprintf(stderr, "----- Starting iteration number %d -----
printf("\n");

if (Iter == 1) {

/I Initialisatino des quantités d'interface
InitializeOnlnterface (dispinterface_|, lagrinterface
RESIDUAL = RHS_EXT_NEW;

}

else {
II' Traitement du probleme local de contact
LocalStepOninterface (dispinterface_l, tracinterface_

/I Calcul du résidu

RESIDUAL.ZeroArray();
AssembleRHSInternalForce(stress_|, diffusive, data, da
RHS_INT = RESIDUAL;

RHS_INT.MultipliedBy(coeff);

RESIDUAL.ZeroArray();
AssembleRHSTracForce(disp_|, tracinterface_|, lagrint
RHS_T=RESIDUAL,;

RHS_CONTACT = RESIDUAL,;
RESIDUAL.ZeroArray();
AssembleRHSLocalLagrOnWStar(dispinterface_|, lagrint
RHS_LL=RESIDUAL;
RHS_CONTACT.AddVec(RESIDUAL);
RESIDUAL.ZeroArray();
AssembleRHSLocalTracOnWStar(dispinterface_|, tracint
RHS_LT=RESIDUAL,;
RHS_CONTACT.AddVec(RESIDUAL);
RESIDUAL.ZeroArray();
AssembleRHSGlobalOnTStar(disp_|,lagrinterface_|, dat
RHS_U = RESIDUAL;
RHS_CONTACT.AddVec(RESIDUAL);
RESIDUAL.ZeroArray();
AssembleRHSLocalOnTStar(dispinterface_|, lagrinterfa
RHS_W = RESIDUAL;
RHS_CONTACT.AddVec(RESIDUAL);

RESIDUAL = RHS_EXT_NEW;
RESIDUAL.AddVec(RHS_INT);
RESIDUAL.AddVec(RHS_CONTACT);

}

/I Résolution du systéme linéaire
DofData.SetStorageType(INCREMENT_STORAGE);
system.Solve(SOLUTION);

/I Sauvegarde de la solution
DofData.StoreResult(SOLUTION.GetArray());

/I Affectation de la solution dans le cas de conditions

/I aux limites en déplacement de type symmétrie ou symmétrie
TreatmentOfSymEssEnv(disp_|, data);

Il Mises a jour
DofData.SetStorageType(ITERATION_STORAGE);
ActionOnElements(ADD_INCREMENT_DOF_VAL_ACTION, disp_

ter, Error_p, error_in_interface, conv,saturation)) {

\n", lter);

_|, data);

|, data);

ta->allElements);

erface_|, data, data->allElements);

erface_l, data);

erface_|, data);

a, data->allElements);

ce_|, data);

centrale
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data->GMF, data->zones, data->allElements, 1.0);
ActionOnElements(ADD_INTERFACE_INCREM_DOF_VAL_ACTIO N, dispinterface_|,

data->GMF, data->zones, data->allinterfaceElements, 1. 0);
ActionOnElements(ADD_INTERFACE_INCREM_DOF_VAL_ACTIO N, lagrinterface_|,
data->GMF, data->zones, data->allinterfaceElements, 1. 0);
if (Iter == 1) {
Il Initialisation des variables internes
InitinternalVariablesOnSubElt(disp_l, inte_|, data, da ta->allElements);
}

/I Ecoulement plastique

printf("Before UpdatePlasticState\n");

UpdatelnternalStateOnSubElt(disp_|, stress_|, inte_|, data, data->allElements);
printf("Passed UpdatePlasticState\n");

Il Critéres d arret
norm_r = RESIDUAL.Norm();
norm_f = max(RHS_EXT_NEW.Norm(),RHS_INT.Norm());
if (norm_f==0.) {
Error_p = 0,

else {
Error_p = (norm_r/norm_f);

}

ComputeLatinError (dispinterface_|, tracinterface_|, d ata, error_in_interface,no_ext_force, max_norm_local)

printf("\n");
fprintf(stderr,"At iteration %d error on residual is = %12. 5e local error is %12.5e \n",
Iter,Error_p,error_in_interface );
printf("At iteration %d error on residual is = %12.5e local e rror is %12.5e\n",
Iter,Error_p, error_in_interface);
}

I
/I Fin des iterations sur le residu
I

fprintf(stderr,"\n");
fprintf(stderr,"----- Converged in %d iterations at Step % d - \n", lter, Step);
fprintf(stderr,"\n");

Il Mises a jour

ActionOnElements(STODOF_ACTION, disp_|, data->GMF, dat a->zones, data->allElements);
ActionOnElements(STODOF_ACTION, stress_l,data->GMF, d ata->zones, allSubElements);
ActionOnElements(STODOF_ACTION, inte_|, data->GMF, dat a->zones, allSubElements);
ActionOnElements(STODOF_ACTION, dispinterface_l, data ->GMF, data->zones, data->allinterfaceElements);
ActionOnElements(STODOF_ACTION, tracinterface_|, data ->GMF, data->zones, data->allinterfaceElements);
ActionOnElements(STODOF_ACTION, lagrinterface_|, data ->GMF, data->zones, data->allinterfaceElements);

Il Post-traitement si nécéssaire
DofData.SetStorageType(TIME_STORAGE);
if (Pilot.ExportRequested(Step)) {
fprintf(stderr,"Before Export\n");
ExportResults(Step, data, disp_|, stress_l,inte_l,disp interface_l,tracinterface_|, diffusive);
fprintf(stderr,"Passed Export\n");
fprintf(stderr,"Before Export Groups\n");
ExportGroups(data);
fprintf(stderr,"Passed Export Groups\n");
}
/I Calcul des facteurs d'intensité des contraintes si nécés saire
if (data->do_postpro && Pilot.PostproRequested(Step)) {
data->FillPostprolnfo();
sprintf(idchar, "_%d", Step );
stlext::strcat3(exp, fracture_postpro", idchar, ".txt ");
fprintf(stderr,"Before Compute SIF\n");
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TreatmentOfPostpro(disp_l,tracinterface_l, exp, data,
fprintf(stderr,"Passed Compute SIF\n");

}
/I Sauvegarde et remises a zéro
Error_p = 1.0;

error_in_interface = 1.0;

RHS_EXT_OLD = RHS_EXT_NEW;
RESIDUAL.ZeroArray();
RHS_EXT_NEW.ZeroArray();
RHS_INT.ZeroArray();
RHS_CONTACT.ZeroArray();
disp_f.insert(dispcla_l);
disp_f.insert(dispenrich_l);
DofData.StoreSystemStructure(STR_step);
DofData.DofClearValues(ITERATION_STORAGE);
Iter = DofData.SetActuallterld(0);

I
/I Pour les pas de temps suivants, on entre dans la boucle
I

while ( Pilot.StepsNotCompleted(Step) ) {
if (Step == 0) dt = Pilot.GetInitialTimeStep();
/I On a calcule lincrement de temps
Step = DofData.TimeStep(dt);
if (Step == 1) {
GetLastComputationnalTime(endtime,data, data->allGro

if (DofData.GetCurrentTime() > endtime) {
dto = endtime - DofData.GetPreviousTime();
dt = endtime - DofData.GetCurrentTime();
DofData.SetActualTimeld(Step-1);
Step = DofData.TimeStep(dt);
dt = dto;
}
fprintf(stderr,"\n");
fprintf(stderr,"
fprintf(stderr,"Starting the step %d, time = %12.5e \n", St
(
(

fprintf(stderr,"
fprintf(stderr,"\n");
printf("Starting the step %d, time = %12.5e \n", Step, DofDa

Il Gestion des enrichissement en cas de propagation
UpdateEnrichedRegions(data);

/I Calcul du critere de propagation et propagation si nécéss
if (Pilotc.GrowthRequested(DofData.GetCurrentTime())

PError = ParisGrowCracks(data);
cracksaregrowing = ParisCracksAreGrowing(data);
fprintf(stderr, "End

else {
fprintf(stderr, “cracks are NOT growing!!\n");
cracksaregrowing = false;

}

/I RAZ des inconnues
DofData.ResetSystemDof();

I Restauration de I'état sauvegardé précédent et RAZ
DofData.RestoreSystemStructure(STR_step);
disp_l.clear();

stress_|, inte_l);

ups);
------ \n");
ep, DofData.GetCurrentTime());
------ \n");
ta.GetCurrentTime());
aire
)4
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disp_l.insert(disp_f);
dispenrich_|.clear();
newstress_|.clear();
newinte_|.clear();
newdispinterface_l.clear();
newtracinterface_|.clear();
newlagrinterface_|.clear();

if (cracksaregrowing) {
fprintf(stderr, "Before Updating Enrichment\n");
IIReactualisation des zones d'enrichissement, des sous él éments et des éléments d'interface
ClearNewSubAndinterfaceEltsInfos(data);
printf("Before SetMeshGeometrylnteraction\n");
data->SetMeshGeometryInteraction();
printf("Passed SetMeshGeometryInteraction\n");
printf("Before PlotGeometricalEntities\n");
data->PlotGeometricalEntities(idchar);
printf("Passed PlotGeometricalEntities\n");
printf("Before Storing Front Coord and Map\n");
data->GEO->StoringGeometryHistory(Step);
printf("Passed Storing Front Coord and Map\n“);

/I Création des nouveaux enrichissements

TreatmentOfEnrichment(dispcla_|, dispenrich_l, data);

ResolveDependencies(dispenrich_l, data, data->GMF, dat a->zones, data->allElements);
printf("Passed Updating Enrichment\n");

/I Création de I'ensemble des nouveaux sous elts
allSubElements.clear();

data->GMF->getRegionPhysPartition(data->allElements , allSubElements);

data->GMF->getRegionPhysPartition(data->allNewSubdi videdElements, NewSubElements);

/I Nouvelles contraintes et variables internes

FunctionSpace_c newstressxx(STRESS_XX, INTERP_DISCRET E_GAUSS,
DEGREE_ELEMENT_DEPENDENT, NewSubElements);

FunctionSpace_c newstressyy(STRESS_YY, INTERP_DISCRET E_GAUSS,

DEGREE_ELEMENT_DEPENDENT, NewSubElements);
FunctionSpace_c newstressxy(STRESS_XY_SYM, INTERP_DIS CRETE_GAUSS,
DEGREE_ELEMENT_DEPENDENT, NewSubElements);
FunctionSpace_c newstresszz(STRESS_ZZ , INTERP_DISCRET E_GAUSS,
DEGREE_ELEMENT_DEPENDENT, NewSubElements);
FunctionSpace_c newstressxz(STRESS_XZ_SYM, INTERP_DIS CRETE_GAUSS,
DEGREE_ELEMENT_DEPENDENT, NewSubElements);
FunctionSpace_c newstressyz(STRESS_YZ_SYM, INTERP_DIS CRETE_GAUSS,
DEGREE_ELEMENT_DEPENDENT, NewSubElements);
newstressxx.SetFirstStep(DofData.GetActual Timeld()) ;
newstressyy.SetFirstStep(DofData.GetActualTimeld())
newstressxy.SetFirstStep(DofData.GetActualTimeld())
newstresszz.SetFirstStep(DofData.GetActual Timeld()) ;
newstressxz.SetFirstStep(DofData.GetActualTimeld())
newstressyz.SetFirstStep(DofData.GetActualTimeld())
newstress_l.insert(newstressxx);
newstress_l.insert(newstressxy)
newstress_l.insert(newstressyy)
( )
( )

newstress_l.insert(newstresszz
newstress_l.insert(newstressxz
newstress_l.insert(newstressyz);

CreatelnternalVariablesSpace(newinte_|, data->GMF, da ta->zones, NewSubElements);

/I Nouveaux termes d'interface

printf("Before TreatmentOfNewInterface & InitializeOnN ewlinterface\n");
TreatmentOfNewInterface(newdispinterface_|, newtraci nterface_|,
newlagrinterface_l,data, data->Dimension);
InitializeOnNewInterface(newdispinterface_|, newtrac interface_|, data);
InitializeOnNewlInterface(newdispinterface_|, newlagr interface_l, data);
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printf("Passed TreatmentOfNewlInterface & InitializeOnN

}

else {
Il RAZ
printf("clearing new subelts and new interface elts\n");
data->allNewSubdividedElements.clear();
data->allNewlInterfaceElements.clear();

}

/I Conditions aux limites en deplacement

printf("before treatmentofessenvin");

TreatmentOfEssEnv(disp_|, data);

printf("passed treatimentofessenv\n®);

/I Conditions aux limites en déplacement de type symmétrie o
TreatmentOfSymEssEnv(disp_|, data);

/I Déclaration des inconnues du systeme linéaire et suavega
ActionOnElements(DEFDOF_ACTION, disp_|, data->GMF,dat
ActionOnElements(DEFDOF_ACTION, dispinterface_|, data
ActionOnElements(DEFDOF_ACTION, lagrinterface_l, data
if (cracksaregrowing) {
ActionOnElements(DEFDOF_ACTION, dispenrich_|, data->G
ActionOnElements(DEFDOF_ACTION, newdispinterface_|, d

ewlinterface\n");

u symmeétrie centrale

rde de I'état
a->zones,data->allElements);
->GMF, data->zones, data->allinterfaceElements);
->GMF, data->zones, data->allinterfaceElements);

MF,data->zones,data->allElements);
ata->GMF,

data->zones, data->allNewInterfaceElements);

ActionOnElements(DEFDOF_ACTION, newlagrinterface_l, d

ata->GMF,

data->zones, data->allNewInterfaceElements);

/I Initialisation des nouveaux enrichissements a partir de
ProjectingFields(dispenrich_l,data->allElements,dat

}

DofData.StoreSystemStructure(STR_step);
/I Ajout des nouveaux ddls
disp_l.insert(dispenrich_l);
dispinterface_l.insert(newdispinterface_l);
tracinterface_l.insert(newtracinterface_l);
lagrinterface_l.insert(newlagrinterface_l)

/I Redéclaration de la forme bilinéaire
DiffusiveVectorBilinearForm_c diffusive(disp_|, disp_

if (cracksaregrowing) {
INnitialisation des nouvelles contraintes et variables i
newstress_|.SetInfo(Getlntegrationinformations(diff
newinte_|.SetInfo(GetIntegrationinformations(diffus
InitinternalVariablesOnNewSubElt(disp_l, newinte_I, d
UpdatelnternalStateOnNewSubElt(disp_l, newstress_|, n

I'état précédent
a);

nternes
usive, data, data->allElements));
ive, data, data->allElements));
ata, data->allNewSubdividedElements);
ewinte_|, data,

data->allNewSubdividedElements);

INnitialisation des nouveaux w
ProjectDispOnNewInterfaceElements(disp_|, dispinterf

ace_|, data,

data->allElements,data->allNewInterfaceElements);

IIRAZ et reallocation des vecteurs et matrices
RHS_EXT_NEW.ClearPub();RHS_EXT_NEW.SetSize(DofData.
RHS_EXT_OLD.ClearPub();RHS_EXT_OLD.SetSize(DofData.
RHS_INT.ClearPub();RHS_INT.SetSize(DofData.GetNbrDo
RESIDUAL.ClearPub();RESIDUAL.SetSize(DofData.GetNbr
RHS_CONTACT.ClearPub();RHS_CONTACT.SetSize(DofData.
K.ClearPub();K.SetSize(DofData.GetNbrDof());
RHS_T.ClearPub();RHS_T.SetSize(DofData.GetNbrDof())
RHS_U.ClearPub();RHS_U.SetSize(DofData.GetNbrDof())
RHS_W.ClearPub();RHS_W.SetSize(DofData.GetNbrDof())
RHS_L.ClearPub();RHS_L.SetSize(DofData.GetNbrDof())
RHS_LL.ClearPub();RHS_LL.SetSize(DofData.GetNbrDof(

GetNbrDof());
GetNbrDof());
fO);

Dof());
GetNbrDof());
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RHS_LT.ClearPub();RHS_LT.SetSize(DofData.GetNbrDof( ));
SOLUTION.ClearPub(); SOLUTION.SetSize(DofData.GetNbr Dof());
II' Assemblage des matrices
AssembleBilinearTermWithLaw (&Kdata, diffusive, data, d ata->allElements,

data->allNewEnrichedElements);
RobinTerminterface(&Kdata, dispinterface_|, tracinter face_|, data,

data->allNewlInterfaceElements, 0);
WorkCouplingTermVectorlnterface(&Kdata, disp_|, lagri nterface_|, data, data->allElements,
data->allNewEnrichedElements, data->allNewInterfaceE lements, -1.0);

WorkBndTermVectorInterface(&Kdata,dispinterface_|, | agrinterface_|, data,

data->allNewInterfaceElements);

/I Redéclaration du systeme
solver.Clear();
LinearSystem_c system(&K, &RESIDUAL, &solver);

IMNnitialisation des nouveaux efforts d'interface
ProjectinternalForcesOnNewlInterfaceElements(newlagr interface_I, newtracinterface_l,stress_|, data,
data->allElements,data->allNewInterfaceElements);

stress_l.insert(newstress_l);

inte_l.insert(newinte_l);

stress_|.SetInfo(GetIntegrationinformations(diffusi ve, data, data->allElements));
inte_|.SetInfo(GetlntegrationInformations(diffusive , data, data->allElements));

/IConditions aux limites en effort / chargement

if (Step = 1) {
printf("calculating old external load for time %12.5e\n", DofData.GetPreviousTime());
I on recupere l'effort ext au pas de temps precedente
TreatmentOfNatEnv (disp_|, data, data->allGroups,DofDa ta.GetPreviousTime());
RHS_EXT_OLD = RESIDUAL,;
RESIDUAL.ZeroArray();

}

/I on recupere l'effort ext au pas de temps courant
TreatmentOfNatEnv (disp_|, data, data->allGroups);
RHS_EXT_NEW = RESIDUAL;
if (RHS_EXT_NEW.Norm() > max_norm_fext) {
max_norm_fext = RHS_EXT_NEW.Norm();
}
if (RHS_EXT_NEW.Norm() < 1.E-05) {
no_ext_force = true;

else {
no_ext_force = false;
/I Le nouveau second membre est l'incrément d'effort pour la premiere iteration

RHS_EXT_OLD.MultipliedBy(coeff);
RESIDUAL.AddVec(RHS_EXT_OLD);
DofData.SetStorageType(ITERATION_STORAGE);

J[mmmmmeeem e 1l

/I ITERATIONS D’EQUILIBRE //
J[mmmmmeeee e 1l

Iter = 0;

DofData.SetActuallterld(0);
saturation = false;

/I Initialisations

ActionOnElements(VALDOF_ACTION, disp_|, data->GMF,dat a->zones,data->allElements,0.0);

ActionOnElements(INIDOF_ACTION, dispinterface_|, data ->GMF, data->zones,
data->allnterfaceElements);

ActionOnElements(INIDOF_ACTION, tracinterface_|, data ->GMF, data->zones,
data->allinterfaceElements);

ActionOnElements(INIDOF_ACTION, lagrinterface_|, data ->GMF, data->zones,

146



Annexe E

data->allinterfaceElements);
DofData.SetStorageType(INCREMENT_STORAGE);
ActionOnElements(VALDOF_ACTION, disp_|, data->GMF,dat
ActionOnElements(VALDOF_ACTION, dispinterface_|, data
data->allnterfaceElements, 0.0);
ActionOnElements(VALDOF_ACTION, tracinterface_|, data
data->allnterfaceElements, 0.0);
ActionOnElements(VALDOF_ACTION, lagrinterface_|, data
data->allinterfaceElements, 0.0);
DofData.SetStorageType(ITERATION_STORAGE);

/I debut de la boucle
while (Pilot.DoubleNonLinearltersNotCompleted(Step, |
Iter = DofData.lterStep();

printf("\n");
if (Iter == 1) printf("Starting iterations on residual\n")
fprintf(stderr, "----- Starting iteration number %d -----
printf("\n");

/I Réallocation

if (iter == 1) {RESIDUAL.ClearPub();RESIDUAL.SetSize(Do
K.ClearPub();K.SetSize(DofData.GetNbrDof());
SOLUTION.ClearPub(); SOLUTION.SetSize(DofData.GetNbr

II' Assemblage des matrices et redéclaration du systeme
DiffusiveVectorBilinearForm_c diffusive(disp_|, disp_
AssembleBilinearTermWithLaw (&Kdata, diffusive, data, d
RobinTermInterface(&Kdata, dispinterface_|, tracinter
WorkCouplingTermVectorlnterface(&Kdata, disp_l, lagri

voidreg, voidreg, -1.0);

WorkBndTermVectorinterface(&Kdata,dispinterface_l, |
solver.SetJFMatrixSizewasDefinedTrue();
LinearSystem_c system(&K, &RESIDUAL, &solver);

if (lter ) {

/I Recalcul du résidu initial s'il y a propagation

if (cracksaregrowing) {
fprintf(stderr, "----- il ya propa on recalcule le residu in
RESIDUAL.ZeroArray();
AssembleRHSInternalForceOnAlINewSubElt(stress_|, dif
RHS_INT = RESIDUAL,;
RHS_INT.MultipliedBy(coeff);
RESIDUAL.ZeroArray();
AssembleRHSTracForceOnAllinterfaceElts(disp_|, lagri
RHS_T=RESIDUAL,;
RHS_CONTACT = RESIDUAL;
RESIDUAL.ZeroArray();
AssembleRHSLocalOnWStarOnAllinterfaceElts(dispinter
RHS_L=RESIDUAL;
RHS_CONTACT.AddVec(RESIDUAL);
RESIDUAL.ZeroArray();
AssembleRHSGlobalOnTStarOnAllinterfaceElts(disp_l,|
RHS_U = RESIDUAL,;
RHS_CONTACT.AddVec(RESIDUAL);
RESIDUAL.ZeroArray();
AssembleRHSLocalOnTStarOnAllinterfaceElts(dispinter
RHS_W = RESIDUAL;
RHS_CONTACT.AddVec(RESIDUAL);
RESIDUAL = RHS_EXT_NEW;
RESIDUAL.AddVec(RHS_INT);
RESIDUAL.AddVec(RHS_CONTACT);

else {
fprintf(stderr, pas de propa on fait Fn+l - Fn
RESIDUAL = RHS_EXT_NEW ;
RESIDUAL.AddVec(RHS_EXT_OLD);

a->zones,data->allElements,0.0);
->GMF, data->zones,

->GMF, data->zones,

->GMF, data->zones,

ter, Error_p, error_in_interface, conv,saturation)) {

\n Iter);

fData.GetNbrDof());}

Dof());

I);

ata->allElements, voidreg);
face_l, data, voidreg, Step);
nterface_|, data, data->allElements,

agrinterface_|, data, voidreg);

----- \n");

fusive, data, data->allElements);

nterface_|, data, data->allElements);

face_l tracinterface_|, lagrinterface_|, data);

agrinterface_|, data, data->allElements);

face_|, lagrinterface_l, data);
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}
}

DofData.SetStorageType(INCREMENT_STORAGE);

/I Résolution du systeme linéaire

system.Solve(SOLUTION);

/I Sauvegarde de la solution

DofData.StoreResult(SOLUTION.GetArray());

Il Affectation de la solution dans le cas de

/I conditions aux limites en déplacement de type symmétrie o u symmeétrie centrale
TreatmentOfSymEssEnv(disp_|, data);

Il Mises a jour
DofData.SetStorageType(ITERATION_STORAGE);
ActionOnElements(ADD_INCREMENT_DOF_VAL_ACTION, disp_ |,

data->GMF, data->zones, data->allElements, 1.0);
ActionOnElements(ADD_INTERFACE_INCREM_DOF_VAL_ACTIO N, dispinterface_|,

data->GMF, data->zones, data->allinterfaceElements, 1. 0);
ActionOnElements(ADD_INTERFACE_INCREM_DOF_VAL_ACTIO N, lagrinterface_|,
data->GMF, data->zones, data->allinterfaceElements, 1. 0);

/I Ecoulement plastique

printf("Before UpdatePlasticState\n");

UpdatelnternalStateOnSubElt(disp_|, stress_|, inte_|, data, data->allElements);
printf("Passed UpdatePlasticState\n");

/I Traitement du probléme local de contact

printf("Before LocalStepOninterface\n");

NewLocalStepOninterface (dispinterface_|, tracinterfa ce_l, data);
printf("Passed LocalStepOninterface\n");

/I Calcul du Résidu

RESIDUAL.ZeroArray();

AssembleRHSInternalForce(stress_|, diffusive, data, da ta->allElements);
RHS_INT = RESIDUAL,;

RHS_INT.MultipliedBy(coeff);

RESIDUAL.ZeroArray();

AssembleRHSTracForce(disp_|, tracinterface |, lagrint erface_|, data, data->allElements);
RHS_T=RESIDUAL;

RHS_CONTACT = RESIDUAL,;

RESIDUAL.ZeroArray();

AssembleRHSLocalLagrOnWStar(dispinterface_|, lagrint erface_|, data);
RHS_LL=RESIDUAL;

RHS_CONTACT.AddVec(RESIDUAL);

RESIDUAL.ZeroArray();

AssembleRHSLocalTracOnWStar(dispinterface_|, tracint erface_|, data);
RHS_LT=RESIDUAL;

RHS_CONTACT.AddVec(RESIDUAL);

RESIDUAL.ZeroArray();

AssembleRHSGlobalOnTStar(disp_l,lagrinterface_I, dat a, data->allElements);
RHS_U = RESIDUAL,;

RHS_CONTACT.AddVec(RESIDUAL);

RESIDUAL.ZeroArray();

AssembleRHSLocalOnTStar(dispinterface_|, lagrinterfa ce_l, data);
RHS_W = RESIDUAL;

RHS_CONTACT.AddVec(RESIDUAL);

RESIDUAL = RHS_EXT_NEW;

RESIDUAL.AddVec(RHS_INT);

RESIDUAL.AddVec(RHS_CONTACT);

I
Il Citeres d arret
I
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norm_r = RESIDUAL.Norm();

if (no_ext_force) {
norm_f = max_norm_fext;
if (norm_f == 0.) Error_p = 0,
else Error_p = (norm_r/norm_f);

else {

norm_f = RHS_EXT_NEW.Norm();

Error_p = (norm_r/norm_f);
}
Il Critere sur I'état local de contact
ComputeMaxLocalContactError(dispinterface_|, tracint erface_|, data, error_in_interface,

no_ext_force, max_norm_local);

/I Critere sur le résidu
double max_norm_fint, max_norm_fext, max_norm_kctl, max _norm_kceu;
double max_norm_kiw, max_norm_kil,max_norm_Kkit;
double max_norm_sup, max_norm_mid, max_norm_inf;
RHS_INT.MaxNorm(max_norm_fint);
RHS_EXT_NEW.MaxNorm(max_norm_fext);
RHS_T.MaxNorm(max_norm_ketl);
RHS_U.MaxNorm(max_norm_kcu);
RHS_W.MaxNorm(max_norm_kiw);
RHS_LL.MaxNorm(max_norm_Kkil);
RHS_LT.MaxNorm(max_norm_kit);
RHS_EXT_NEW.MaxMultNorm(RHS_INT,RHS_T,max_norm_sup) ;
RHS_LL.MaxMultNorm(RHS_LT,max_norm_mid);
RHS_U.MaxMultNorm( RHS_W,max_norm_inf);
double maxsupl, maxsup2,maxmid, maxinf, err_sup, err_mid , err_inf;
maxsupl= max(max_norm_fint,max_norm_fext);
maxsup2=max(maxsupl,max_norm_kctl);
err_sup = (max_norm_sup/maxsup2);
if (maxsup2 == 0.) err_sup=0.;
maxmid=max(max_norm_kil,max_norm_kit);
err_mid = (max_norm_mid/maxmid);
if (err_mid == 1.) err_mid=0.;
if (maxmid == 0.) err_mid=0,;
maxinf=max(max_norm_kcu,max_norm_kiw);
err_inf = (max_norm_inf/maxinf);
if (err_inf == 1.) err_inf=0,;
if (maxinf == 0.) err_inf=0,;
double err_sup_mid, err_tot;
err_sup_mid = max(err_sup,err_mid);
err_tot= max(err_sup_mid,err_inf);
Error_p =err_tot;

/I Test si saturation du critére local
if (ter == 10) {
eii_m_10 = error_in_interface;
iter_moins_10 = 10;
}

if ((Iter - iter_moins_10) == 10) {
iter_moins_10 = lter;
if ((eli_m_10 - error_in_interface) < 1.E-6) saturation = t rue;
else {
eii_m_10 = error_in_interface;
saturation = false;

}

}

printf("\n");

fprintf(stderr,"At iteration %d error on residual is = %12. 5e local error is %12.5e \n",

Iter,Error_p,error_in_interface );

printf("At iteration %d error on residual is = %12.5e local e rror is %12.5e\n",
Iter,Error_p, error_in_interface);

/I Ménage
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I
1
I

=

I
if

=

prev_iter = lter - 1;
if (prev_iter > 0){

ActionOnElements(DELDOF_ACTION, disp_|, data->GMF, dat

ActionOnElements(DELDOF_ACTION, dispinterface_|, data
data->allinterfaceElements, prev_iter);
ActionOnElements(DELDOF_ACTION, tracinterface_|, data
data->allinterfaceElements, prev_iter);

ActionOnElements(DELDOF_ACTION, stress_|, data->GMF, d
ActionOnElements(DELDOF_ACTION, inte_|, data->GMF, dat

Fin des iterations d'équilibre

Si convergence

(conv == true) {

fprintf(stderr,"\n");

fprintf(stderr,"----- Converged in %d iterations at Step %
fprintf(stderr,"\n");

printf("----- Converged in %d iterations at Step %d ---- \n
Il Mises a jour

ActionOnElements(STOADDDOF_ACTION, disp_|, data->GMF,
ActionOnElements(STODOF_ACTION, stress_|,data->GMF, d
ActionOnElements(STODOF_ACTION, inte_|, data->GMF, dat
ActionOnElements(STODOF_ACTION, dispinterface_|, data
ActionOnElements(STODOF_ACTION, tracinterface_|, data
ActionOnElements(STODOF_ACTION, lagrinterface_|, data

Il Post-traitement si nécéssaire
DofData.SetStorageType(TIME_STORAGE);
if (Pilot.ExportRequested(Step)) {
fprintf(stderr,"Before Export\n");
ExportResults(Step, data, disp_|, stress_l,inte_l,disp
fprintf(stderr,"Passed Export\n");
fprintf(stderr,"Before Export Groups\n");
ExportGroups(data);
fprintf(stderr,"Passed Export Groups\n");
}

Il RAZ

disp_f.insert(dispenrich_l);

if (cracksaregrowing){
cracksweregrowing=true;

}

else {
cracksweregrowing=false;

}

cracksaregrowing=false;

/I Calcul des facteurs d'intensité des contraintes si nécés

if (data->do_postpro && Pilot.PostproRequested(Step)) {
data->FillPostproinfo();
sprintf(idchar, " %d", Step );
stlext::strcat3(exp,"fracture_postpro”, idchar, ".txt
fprintf(stderr,"Before Compute SIF\n");
TreatmentOfPostpro(disp_l tracinterface_l, exp, data,
fprintf(stderr,"Passed Compute SIF\n");

}

RHS_EXT_OLD = RHS_EXT_NEW;

prev_step = Step - 1;

if (DofData.GetCurrentTime() >= endtime) {
Step = Pilot.GetMaxStep();

a->zones, data->allElements, prev_iter);
->GMF, data->zones,

->GMF, data->zones,

ata->zones, allSubElements, prev_iter);
a->zones, allSubElements, prev_iter);

d - \n", lter, Step);
", lter, Step);
data->zones, data->allElements);
ata->zones, allSubElements);
a->zones, allSubElements);
->GMF, data->zones, data->allinterfaceElements);

->GMF, data->zones, data->allinterfaceElements);
->GMF, data->zones, data->allinterfaceElements);

interface_l tracinterface_|, diffusive);

saire

");

stress_|, inte_l);
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}
}

/I Si non convergence

else {
printf("\n");
fprintf(stderr,"----- Failure to converge at Step %d withi
printf("\n");

/ISauvegarde et remises a zéro

Error_p = 1.0;
error_in_interface = 1.0;
RESIDUAL.ZeroArray();

RHS_EXT_NEW.ZeroArray();
RHS_CONTACT.ZeroArray();
/I Ménage
DofData.DofClearValues(ITERATION_STORAGE);
DofData.DofClearValues(INCREMENT_STORAGE);
DofData.SetStorageType(TIME_STORAGE);
if (prev_step > 0){
ActionOnElements(DELDOF_ACTION, disp_|, data->GMF, dat
ActionOnElements(DELDOF_ACTION, dispinterface_|, data
data->allinterfaceElements, prev_step);
ActionOnElements(DELDOF_ACTION, tracinterface_|, data
data->allinterfaceElements, prev_step);
ActionOnElements(DELDOF_ACTION, stress_|, data->GMF, d
ActionOnElements(DELDOF_ACTION, inte_|, data->GMF, dat

}

Iter = 0;

DofData.SetActuallterld(0);

}

I
/I Fin de la
I

fprintf(stderr,
fprintf(stderr,
fprintf(stderr,
fprintf(stderr,
fprintf(stderr,

boucle sur les pas de temps

"\n");

k% *

Ending the Steps\n");

sk

"\n");

fprintf(stderr,"Before Export Groups History\n");
ExportGroupsHistory(data);

fprintf(stderr,"Passed Export Groups History\n");
printf("Hello before return in treatment of formulation\n

return;

n %d iterations -----\n", Step, lter);

a->zones, data->allElements, prev_step);
->GMF, data->zones,

->GMF, data->zones,

ata->zones, allSubElements, prev_step);
a->zones, allSubElements, prev_step);

\n");

An");
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Exemple de jeu de données ELFE_3D

Fichier exemple.ge@ermettant d’obtenir un fichier maillagexemple.UNV& partir du

logicel GMSH

Il Maillage d'une éprouvette CT

/I Origin

x0 = 0,

y0 = 0,

z0 = 0,

Il Paramétres géométriques de I'éprouvette
a=1;

b=65*%a;

wl =65 * g

=
3

e s e N © B
HNII 11
Inon non "

o o w
U1 00 ¢
EE
PR Te

e

=
o N
Iy,

hh = 0.2;

Il Densités

dens = 0.3;

dens2 = 0.05;

Il Points

Point(1) = {w-w1,0.-h,z0,dens};  Point(2) = {w,0.-h,z0,de
(

Point(5) =

Point(7) = {-0.5*d,h1-h,z0,dens}; Point(8) = {0,h-h1,z0,
Point(9) = {0.5*d,h-h1,z0,dens}; Point(10) = {-0.5*d,h-h
Point(101) = {I1,0.-hh,z0,dens2}; Point(102) = {I1+2,0.
Point(103) = {I1+12,hh,z0,dens2}; Point(104) = {I1,hh,z0
Il Lignes

Line(5) = {1,2} Line(6) = {2,3}

Line(7) = {3,4}; Line(8) = {4,1};

= {0,h1-h,z0,dens}; Point(6) = {0.5*d,h1-h,z0,d

5
7
9
1

Point(3) = {w,h,z0,dens}; Point(4) = {w-w1,h,z0,dens};
)

ns};

ens};
dens};
1,z0,dens};
-hh,z0,dens2};
,dens2};
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Line(50) = {101,102}; Line(60) = {102,103};

Line(70) = {103,104}; Line(80) = {104,101};

Il Cercles

Circle(31) = {6,5,7}; Circle(32) = {7,5,6};

Circle(33) = {9,8,10}; Circle(34) = {10,8,9};

/I Contours

Line Loop(567) = {31,32}; Line Loop(8910) = {33,34};
Line Loop(90) = {5,6,7,8}; Line Loop(900) = {50,60,70,80};
Il Surfaces

Plane Surface(10) = {90,567,8910,900};

Plane Surface(11) = {900}

II' Impositions du nombres de noeuds sur certaines lignes
Transfinite Line{50,70} = 20;

Transfinite Line{60,80} = 8;

Il Maillage structuré

Transfinite Surface{11} = {101,102,103,104};

/I Maillage quadrangle

Recombine Surface{11};

/I Définition des LOADSETS pour imposer des conditions aux | imites
Physical Line(310) = {31}; Physical Line(320) = {32};
Physical Line(330) = {33}; Physical Line(340) = {34};
Physical Line(505) = {5}; Physical Line(561) = {6};

Fichier principalexemple.DAT
A R

# #
# Eprouvette CT: propagation a da imposé #

# #
HHHHHHH R R ]

# Maillage

MESH_FILE_TYPE = unv

MESH_FILE = lunv/exemple.UNV

# Géométrie de la fissure

GEOM_FILE = Igeflexemple.GEF

GEOM_TYPE = classical

# Stratégie d'intégration numérique
INTEGRATION_TYPE = geometrical_subdividing

# Format de post-traitement
EXPORT_FORMAT = gmsh

# Type de calcul et d'analyse
REGIME = static
ANALYSIS = mechanics_pc_crack_growth

# Paramétres de I'agorithme de Newton-Raphson quasi-stati que
FORMULATION_PARAM_FILE = Ipar_form/exemple.PAR

# Paramétres pour la propagation

PROCEDURE_PARAM_FILE = Ipar_proc/exemple_growth.PAR

# Matériau pour les différents surfaces du maillage
ZONE 10 = {MAT_CLASS = plastic MAT_PARAM
ZONE 11 = {MAT_CLASS = plastic MAT_PARAM

Imat/exemple. MAT }
Imat/exemple.MAT '}

# Conditions aux limites en effort: chargement de type press ion normale
EXACT_SOLUTION_NAME = uniform_hydrostatic_pressure
GROUP 330 = { GROUP_ENV STRESS NB_CYCLES=54 ENDTIME=108.

NB_EVO = 3 EVO (0., 0) (1., 1) (2., 0.1) FIX = 125000000.}
GROUP 320 = { GROUP_ENV STRESS NB_CYCLES=54 ENDTIME=108.

NB_EVO = 3 EVO (0., 0) (1., 1) (2., 0.1) FIX = 125000000.}

# Conditions aux limites en déplacement: blocage des mouvem ents de solide rigide
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GROUP 561 = { GROUP_ORI DISPLACEMENT_X FIX = 0.0
DISPLACEMENT_Y FIX = 0.0 }
GROUP 505 = { GROUP_ORI DISPLACEMENT_Y FIX = 0.0 }

# Définition de I'enrichissement

DO_ENRICH_AUTOMATIC

CRACK 1 ={ DISPLACEMENT_X CRACK_DIS
DISPLACEMENT_Y CRACK_DIS
DISPLACEMENT_X PLAS_NEAR_TIP
DISPLACEMENT_Y PLAS NEAR_TIP

}

# Déclaration de l'interface pour la gestion du contact et co efficient de pénalité
INTERFACE 1 ={ LAW = UNILATERAL

LATIN_K = 1.13636e+11

BOTH_SIDE_INTERFACE }

# Calcul des facteurs d'intensité des contraintes
DO_POSTPRO_AUTOMATIC

Fichier géométrie de la fissuexemple.GEF

# Parametres

VECTOR 1 ={ POS X = -1.0e+00 POS Y = 0.e+00 POS Z = 0.e+00 }
VECTOR 2 ={ POS X = 1.75e+00 POS Y = 0.e+00 POS Z = 0.e+00 }
# Eléments

POINT 1 = { BY_PARAM NB = 1LIST= 1}

POINT 2 = { BY_PARAM NB = 1LIST= 2}

SEGMENT 3 = { BY_POINTS NB= 2LST= 12}

# Interface
INTERFACE 1 = { NB = 1 INTERIOR_LIST = 3 }

# Fissure
CRACK 1 = { NB =1 FRONT_LIST =2 NB =1 INTERIOR_LIST = 3}

Fichier des paramétres de I'algorithme de Newton-Raphsasiestatiquexemple.PAR

# NB d'iterations d'équilibre maxi
MAX_ITERS = 2000

# Tolérance pour les criteres d'arrét
ERROR_TOL = 1E-04

# Pas de temps
INITIAL_TIME_STEP_LENGHT = 0.1

# Fréquence de post-traitement et de calcul des FIC
EXPORT_FREQUENCY =1
POSTPRO_FREQUENCY =1

Fichier de parametres pour la propagatexemple growth.PAR
# Loi de propagation en da et valeur

CRACK_GROWTH_DELTA_LAW = cyclic_fixed
DELTA_A = 0.05

# Nombre de propagations et instants correspondants
CRACK_GROWTH_NUMBER = 12
CRACK_GROWTH_TIMES = ( 9. 17. 25. 33. 41. 49. 57. 65. 73. 81. 89 . 97)

# Critere de direction de propagation
CRACK_GROWTH_ANGLE_LAW = ahead

Fichier matériatexemple.MAT
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Annexe F

# nom du matériau
NAME = acier

# module de Young, coefficent de Poisson
YOUNG_MODULUS = 2.0ell
POISSON_RATIO =03

# précision pour l'algorithme d'écoulement plastique
PLASTIC_PREC = 0.0001

# parametres du modéle plastique
NB_PLASTIC_POINT = 100
PLASTIC_CURVE_TYPE = 1

PLASCOEF_A = 435.0e6
PLASCOEF_M =0.27
PLASCOEF_R = 200.0e6
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