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Résumé

La dynamique non linéaire des structures conduit a des modeles numériques qui nécessitent des
moyens de calcul tres importants voire prohibitifs. La méthode numérique développée, basée sur
la méthode des éléments finis, est proposée dans le but de réaliser de telles simulations.

Le principe repose sur 'optimisation du maillage spatial et temporel tout en contrélant la
qualité de la solution. Ainsi, une méthode de résolution avec plusieurs échelles d’espace et de
temps, la “STAR-method”, est mise en place (Space Time Automatic Refinement). La stratégie
adoptée permet d’identifier automatiquement, au moyen d’indicateurs d’erreurs, les zones ou les
discrétisations spatiale et temporelle ne sont pas suffisamment fines pour satisfaire le critere de
précision requis.

L’apport d’une stratégie de type “STAR-method” est multiple. L’utilisateur n’intervient plus
pour définir le maillage adapté a une précision donnée. Le raffinement local de maillage permet
de concentrer D'effort de résolution uniquement dans les zones spatiales et temporelles de la
structure qui le nécessitent. Le nombre de degrés de liberté et le nombre de piquets de temps
sont réduits par rapport a une méthode classique. Enfin, la précision de la solution est controlée
au cours de la résolution.

MOTS-CLES : “STAR-method”, raffinement de maillage, indicateur d’erreur, méthode multi-
grille, précision controlée, domaine espace temps, méthode éléments finis, dynamique rapide,
stratégie multiechelle

Abstract

Complex numerical simulations of non linear dynamic systems require large computational ef-
forts. The developed method, based on finite element techniques, aims to reduce the computing
time.

The idea is to optimize the spatial and temporal mesh controlling the solution quality. So, the
proposed method solves the problem on different spatial and temporal grids. The method is
named “STAR-method” for Space Time Automatic Refinement. With the “STAR-method”, an
error indicator detects the areas where spatial and temporal discretisations are insufficient to
obtain the required precision. The “STAR-method” then automatically refines the meshes in
these domains.

Results show several advantages of the “STAR-method”. The final spatial and temporal meshes
become user independent. The local space time mesh refinement focuses the calculational effort
only there where it is necessary. With the “STAR-method” the number of degrees of freedom
and the number of the time steps are reduced compared to classical FEM. Finally, the solution
precision is controlled during the calculation. At the end of calculation, the user obtains the so-
lution with constant precision over the entire calculational domain and the spatial and temporal
mesh associated.

KEY WORDS : “STAR-method”, mesh refinement, error indicator, multigrid method, controlled
precision, space time domain, finite element method, dynamic, multiscale strategy
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Motivations

Le cas d’'un moteur d’avion est un exemple remarquable pour illustrer le propos ci-dessous. Un
tel moteur, destiné a propulser un aéronef civil, n’est mis en service que si sa certification est
acquise ; il satisfait alors aux exigences d’un reglement établi par les Autorités de Navigabilité.
Pour répondre a 'une des contraintes réglementaires, le moteur est soumis a l'ingestion d’un
oiseau. Lorsque cet événement se produit, le moteur doit continuer a fonctionner en fournissant
une puissance minimale pendant une durée donnée. Dans ce cas précis, le respect des exigences
de navigabilité est démontré par un essai. Un projectile est lancé suivant un protocole précis
dans l'entrée d’air du moteur en fonctionnement. La réussite de ’essai valide la conception et
la fabrication du moteur. Un échec se traduit par des études supplémentaires. Les ingénieurs
développent alors de nouvelles maquettes numériques entrainant la modification de certaines
pieces mécaniques et /ou la création de nouvelles. La phase d’analyse engagée aboutit a la mise
au point d’un nouvel essai.

Les campagnes d’essais mobilisent des budgets tres importants. En raison des contraintes écono-
miques, les simulations numériques prennent une part grandissante de ’activité des ingénieurs
en charge de la conception et la fabrication d’'un moteur d’avion. Une partie importante des
développements reposant sur des essais se voit progressivement détronée par les simulations
numériques. Bien que les outils informatiques offrent des capacités de calcul toujours plus
grandes, les ingénieurs requierent des méthodes de calcul toujours plus performantes. En ef-
fet, la complexité des modeles croit avec la performance des moyens de calcul.

Ce constat fait dans le domaine de I’aéronautique se généralise a tous les secteurs ou la mécanique
joue un role important (I’automobile, le transport ferroviaire, les constructions de génie civil...).
La simulation numérique est devenue un outil de travail indispensable pour I'ingénieur. Le do-
maine le plus adapté pour rechercher les solutions mécaniques est celui de la Mécanique des
Milieux Continus (MMC). La Méthode des Eléments Finis (MEF) [57, 122] s’inscrit dans ce
cadre. C’est la méthode numérique de simulation la plus répandue. Elle sert de base au travail
présenté dans ce mémoire.

Le challenge actuel consiste a remplacer autant que possible les essais par la simulation de
magquettes numériques. La modélisation ne se contente plus de reproduire et analyser a posteriori
un essai. Elle cherche & prédire le comportement a priori d’une structure. Pour relever ce défi,
les ingénieurs sont confrontés a la complexité de la conception de mécanismes tels qu’un moteur.
Pour représenter fidélement la réponse du systéme & une sollicitation, les modeles deviennent de
plus en plus complets et complexes. Ils tiennent compte simultanément des caracteres transitoires
et non linéaires (liés au matériau, a la géométrie ou a l'existence de contacts) des phénomenes
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physiques mis en jeu. Ils peuvent contenir jusqu’a dix millions de degrés de liberté. Les temps de
calculs des simulations de ces modeles sont tres importants. Ils atteignent couramment quelques
semaines bien que la capacité des ordinateurs ne cesse d’augmenter.

F1G. 1.1 — Ezemple de maillage par éléments finis d’une aube de compresseur seule (a4 gauche),
d’une aube et d’un projectile (a droite). Images fournies par la SNECMA.

Dans le cadre de la MEF, les modeles numériques reposent sur le maillage par éléments finis
de la géométrie des pieces. La figure 1.1 est un exemple de maillage par éléments finis d’une
aube de compresseur seule et d’'une aube impactée par un projectile. Les ingénieurs réalisent
le maillage dont la finesse accrue au voisinage des zones a risque dépend de leur savoir-faire.
Le suivi des mécanismes in vivo montre que les zones véritablement critiques ne sont pas tou-
jours anticipées correctement. Dans le cas d’'une perte d’aube de compresseur, il est difficile de
localiser précisément les zones d’impact et de prédire 1’évolution des ondes engendrées. La den-
sité du maillage est donc modifiée a posteriori et des études supplémentaires sont menées afin
d’améliorer la qualité des résultats issus des premiers modeles.

Si la piece mécanique est soumise a des sollicitations extérieures évoluant avec le temps, son
maillage par éléments finis peut varier d’un instant & un autre. Pour un calcul quasi-statique ou
dynamique, le questionnement sur le choix et la gestion des pas de temps est similaire a celui sur
la densité du maillage par éléments finis. Il est d’autant plus difficile de prédire correctement les
points sensibles d’une structure que les phénomenes & modéliser évoluent & des échelles de temps
différentes. La durée d’un impact sur une structure se mesure a I’échelle de la microseconde alors
que son ébranlement est de ’ordre de la dizaine de secondes. Pour ce type d’études, la simulation
est effectuée a l'aide d’'une méthode d’intégration temporelle directe. Les méthodes d’analyse
fréquentielle, efficaces lorsque les modes fondamentaux de la structure sont dominants, ne sont
pas envisagées dans ce travail.

La création du maillage spatial (discrétisation spatiale d’une structure) et temporelle (discré-
tisation de l'intervalle de temps) est une étape délicate dans la modélisation d’un composant
mécanique. Le maillage doit représenter toutes les échelles spatiales et temporelles de la struc-
ture. Les modeles résultants sont dits multiéchelles. L utilisation de ce vocabulaire est ambigu
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car il englobe deux significations tres différentes.

Une vision multiéchelle peut étre adoptée pour le matériau. Un modele macroscopique considere
généralement le milieu comme continu et homogene. Dans le cas des métaux, un modeéle micro-
scopique représente la microstucture composée de grains et de joints de grains. Le comportement
du matériau est différent suivant 1’échelle considérée. Cette approche conduit habituellement a
des techniques d’homogénéisation.

Une vision multiéchelle peut aussi étre adoptée pour la structure. La simulation d’un galet
roulant sur une piste semi-infinie contenant des microfissures en surface en est un exemple
typique. La longueur caractéristique de la piste se distingue d’un ordre de grandeur de cent de
celle du galet et d’un ordre de grandeur de mille de celle de la fissure. Le maillage restituant ces
trois échelles est difficile a construire.

Ce mémoire est consacré aux modeles multiéchelles utilisés pour la résolution de problemes de
structure.

Le maillage spatio-temporel est confronté a la difficulté suivante. Plus il est fin, c’est-a-dire plus
le nombre de degrés de liberté et de pas de temps est important, plus les champs calculés sont
précis. En revanche, la simulation est plus cotteuse en temps de calcul et en place mémoire
utilisée. La précision des résultats obtenus est dépendante du maillage choisi. L’objet de ce
travail est présenté sous forme de questions.

— Quelles sont les zones ou le maillage spatio-temporel doit étre fin ?

— Quelle finesse de maille doit étre choisie dans ces zones ?

— Comment s’assurer que les mailles les plus petites ne le soient pas plus que nécessaire ?

— Quelle est la précision de la solution correspondant a un maillage 7

— Comment réaliser un calcul efficace ?

Le maillage “idéal”, s’il existe, doit assurer une précision identique en tout point de la structure
et limiter les nombres de degrés de liberté et de pas de temps. La taille des mailles spatiales et
temporelles doit donc évoluer et s’adapter a la piece mécanique modélisée et aux sollicitations
extérieures considérées.

1.2 Etat de ’art

L’optimisation du rapport temps de calcul/précision est une préoccupation actuelle majeure.
Elle repose essentiellement sur le développement de méthodes de discrétisation adaptatives per-
mettant de controler la qualité des résultats. Les deux outils indispensables pour créer des
maillages évolutifs sont un générateur de maillage et des critéres robustes mesurant la précision
de la solution numérique. Bien que ces deux outils soient difficilement dissociables, cet état de
I’art s’intéresse dans un premier temps aux mesures d’erreurs. Il développe ensuite les différents
concepts utilisés pour faire évoluer la discrétisation initiale du maillage au cours du calcul.

1.2.1 Mesure d’erreur

Plusieurs étapes sont nécessaires pour passer d’un probleme réel a sa résolution numérique. Les
solutions (composées du champ de déplacement désigné par la lettre u et de contrainte désigné
par la lettre o) et les erreurs associées a chaque modele sont représentées sur la figure 1.2. Le
champ de déplacement u,, et le champ de contrainte o, sont les solutions exactes du probleme
de référence continu.

L’erreur est mesurée a ’aide de normes. Elle définit localement ou globalement les zones ou
le maillage doit évoluer afin de satisfaire ne précision donnée. Elle peut étre mesurée soit par
un indicateur d’erreur soit par un estimateur d’erreur. Les premiers comparent les solutions
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Probleme réel

(u,0)

Erreur de modélisation

Probleme de référence continu

(Ueqr2,,)

Erreur de discrétisation

Probleme de référence discrétisé

(un, o)

Erreur numérique

Probleme discrétisé résolu numériquement

(T, ah)
Fia. 1.2 — Les différentes solutions et sources d’erreurs liées a une modélisation numérique.

numériques obtenues sur deux maillages (ou grilles) différents. Ils sont simples de construction
et d’utilisation.

Les seconds estiment 1’écart entre la solution numérique obtenue sur une grille (uy, &) et la
solution exacte inconnue (ug,,c ) du probleme de référence continu. Ils sont efficaces pour
majorer l'erreur “absolue” ||[we; — @pl| (ou ||oer — @p||) mais colitent plus cher d’un point de
vue numérique. Ue, (ou o) est la représentation de la solution continue exacte u,, (ou gex)
discrétisée sur le maillage de finesse h . L’estimation d’erreur peut se faire soit a priori (avant
le calcul de la solution associée a une grille) soit a posteriori (apres le calcul). Ces derniers sont
les plus utilisés.

Trois grandes classes d’estimateurs d’erreurs a posteriori existent. Babuska et al. [8, 105] pro-
posent de mesurer la précision des résultats en utilisant le résidu des équations d’équilibre.
L’erreur commise par 'intermédiaire de la loi de comportement est exploitée par Ladeveze et
al. [70] pour former une nouvelle catégorie. Enfin, le plus employé actuellement est celui intro-
duit par Zienkiewicz et Zhu [117] noté estimateur ZZ. Il est construit sur le lissage de la non
régularité de la solution obtenue par la méthode des éléments finis. Ces travaux sont prolongés
par le développement de la technique dite de patch de recouvrement [119, 120, 121].

Ces trois classes permettent d’étudier une grande variété de problémes. Elles servent de base
au développement de nouveaux estimateurs. Pour les problemes d’impact dynamique, Combe
[22, 21] adapte I'estimateur d’erreur basé sur erreur en relation de comportement. Pour répondre
a la diversité des applications envisagées, de tres nombreuses techniques sont développées. Prud-
homme et al. [92] développent un estimateur d’erreur pour des modélisations tridimensionnelles
linéaires. Ils cherchent a obtenir de bonnes approximations des quantités mécaniques locales
(de type déplacement ou contrainte). La référence [115] propose un cadre mathématique pour
définir d’autres estimateurs d’erreurs pour des problemes linéaires et non linéaires évoluant
avec le temps. Gabaldon et Goicolea [44] établissent un estimateur & partir d’un champ de
déformation particulier. La déformation élastique est enrichie avec un champ de déformation
choisi en fonction de la non linéarité du phénomene étudié. Les références [45, 69] donnent deux
exemples de traitement des problemes d’élastoplasticité. Les matériaux perforés font également
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lobjet d’études spécifiques [107]. Enfin, les mesures d’erreurs peuvent étre vues comme un outil
permettant de détecter les erreurs de discrétisation [74].

Ce recensement des estimateurs d’erreurs est loin d’étre exhaustif. Il témoigne néanmoins de la
diversité des études menées sur ce theme.

1.2.2 Technique de remaillage spatial

Quelle que soit la mesure d’erreur choisie, elle est associée a une stratégie d’adaptation de la
discrétisation de la structure. Les premiers concepts de remaillage spatial associés a la méthode
des éléments finis sont appelés les h-, les p- et les r-méthodes [70]. La procédure d’adaptation
de maillage d’un code de calcul standard est illustrée par le diagramme de la figure 1.3.

précision
demandée ¢

données
mécaniques

géométrie

CAO

générateur
de maillage

code
éléments finis

estimation des détermination
erreurs globales d’une carte
et/ou locales d’erreur
Y
A4
non .
choix d’une
erreur < € ...
précision €cjpre
oui

post-traitement
sortie graphique

F1G. 1.3 — Procédure de remaillage [70].

La h-méthode [112, 25] consiste a changer la taille et le nombre d’éléments finis créés initialement.
La densité d’éléments change a chaque remaillage. Ce procédé est aussi bien employé pour la
mécanique de la rupture [82] que pour la mécanique vibratoire [43] ou encore la mécanique des
fluides [30, 84, 97]. La référence [79] présente un exemple d’application tridimensionnel. Cette
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méthode sert également d’outil pour modéliser le comportement non linéaire des matériaux
élastoplastiques [53].

La p-méthode [10] repose sur I’enrichissement du degré des fonctions d’interpolation des éléments
finis.

Enfin, la r-méthode [9] déplace les noeuds du maillage sans changer le nombre initial d’éléments
finis. Le critéere associé a cette technique est généralement un indicateur de distorsion des
éléments. La précision des résultats n’est pas controlée et reste limitée car le nombre de degrés
de liberté est constant durant la simulation.

Huerta et al. [56] établit une comparaison intéressante de ces trois procédés et des différents
criteres associés. La figure 1.4 schématise les différentes méthodes de remaillage évoquées précé-
demment.

r-méthode
(iso-densité : déplacement des noeuds)

‘ ‘ ‘ ‘ remaillage

Maillage initial

h-méthode
(ajout et déplacement de noeuds)

p-méthode
(élévation des degrés
des fonctions de forme)

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Nouveau maillage

F1G. 1.4 — Les différentes méthodes de remaillage [70].

Pour tirer profit des avantages de chacune d’elles, ces méthodes sont combinées et aboutissent a
de nouvelles procédures. Ainsi les hp-méthodes [118, 25, 4] et les rh-méthodes [87] font leur appa-
rition. Des développements récents [106] s’inspirent des travaux de Zienkiewicz pour construire
des estimateurs d’erreurs spécifiques pour les p- et hp-méthodes. La s-version [41, 42] propose,
quant a elle, d’enrichir localement le degré des fonctions d’interpolation des éléments finis uni-
quement dans les zones de forts gradients. Le découpage des éléments peut également se faire de
maniére anisotrope [6]. Un élément quadrangle bidimensionnel par exemple, peut générer deux
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éléments résultant d’'un découpage soit vertical soit horizontal, ou donner plus classiquement
quatre éléments.

Ces techniques constituent les premieres contributions a ’amélioration des simulations numé-
riques par la méthode des éléments finis. Elles permettent de maitriser la qualité des résultats.
Elles ont le mérite d’adapter le maillage aux sollicitations qu’une structure subit. A partir d’un
premier calcul, les mesures d’erreurs construisent des cartes d’erreurs indiquant la finesse relative
de maille spatiale & utiliser pour atteindre 'erreur souhaitée (figure 1.3). La structure complete
est affectée par ce remaillage. Le cycle de création de cartes d’erreurs et de remaillage est répété
jusqu’a la satisfaction du critere. Pour transférer la solution d’une discrétisation a une autre,
des opérateurs de projection sont développés. Pour des problémes non linéaires, la projection
des quantités définies aux points de Gauss d’un éléments est d’autant plus problématique que
les différents maillages spatiaux considérés ne sont pas hiérarchiques. Des maillages sont dits
hiérarchiques si leurs éléments peuvent s’ “emboiter” (figure 1.5). Avec ces méthodes le domaine
de calcul est remaillé entierement a chaque itération. L’opération de remaillage et I’estimation
de l'erreur représentent une fraction significative du temps de résolution, dégradant 1’efficacité
de la méthode.

e

Deux maillages non hiérarchiques

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
:
Deux maillages hiérarchiques :
1

e Noeuds communs aux deux maillages

Fi1Gc. 1.5 — Exzemple de maillages hiérarchiques et non hiérarchiques

1.2.3 Technique de raffinement spatial de maillage

L’efficacité du calcul est améliorée en utilisant des procédés d’adaptation de discrétisation spa-
tiale locaux. Les méthodes précédentes de remaillage (globales) se distinguent des méthodes
de raffinement (locales). La principale difficulté réside dans la maniére de raccorder la zone
raffinée (domaine fin) au maillage initial (domaine grossier). L’interface des deux domaines
présente généralement une incompatibilité. Un noeud du contour du maillage fin ne peut avoir
aucun noeud du maillage grossier en vis-a-vis. Plusieurs techniques permettent d’y remédier
[19]. L’incompatibilité peut étre conservée et traitée avec des méthodes spécifiques utilisant les
multiplicateurs de Lagrange ou des méthodes de pénalité [68]. Si la compatibilité est exigée, une
zone de transition est construite pour adapter les deux densités de maillage.
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Pour des problemes linéaires, la proposition de Park et al. [88] adopte un point de vue similaire
a celui développé dans le chapitre 3. Elle met en place une technique de superposition locale de
maillage basée sur un raffinement hiérarchique. Pour assembler un maillage issu d’un raffinement
local au maillage plus grossier, I'incompatibilité de 'interface est maintenue. Trois précautions
particulieres sont prises. Les degrés de liberté du maillage local sont supprimés completement sur
I'interface avec le maillage global. La compatibilité du champ de déplacement est ainsi assurée.
Ensuite, les degrés de liberté des noeuds du maillage local coincidents avec le maillage global
sont éliminés. Les mouvements de corps rigide sont évités. Enfin, les conditions aux limites sont
appliquées sur le maillage ainsi assemblé. Pour ces stratégies, le raffinement est local mais la
résolution est effectuée sur le maillage complet.

Les méthodes adaptatives sont tres en vogue pour effectuer des simulations numériques lorsque le
matériau présente un comportement non linéaire. L’adaptabilité permet de concentrer le maillage
spatial sur 'endommagement de la structure [29, 55, 104, 15]. Aubry et al. [7] utilise une méthode
adaptative pour enrichir le modele initial seulement ou le phénomeéne non linéaire se déroule.
La localisation se passe dans les zones de forts gradients d’endommagement. D’autres approches
s’intéressent a des non linéarités transitoires [80, 35]. Cependant 1’adaptabilité concerne unique-
ment le maillage spatial. La dimension temporelle est traitée de fagon classique c’est-a-dire sans
flexibilité. Le point délicat des travaux modélisant des problemes non linéaires est la maniere
dont sont transmises les variables internes d’une discrétisation a une autre.

1.2.4 Technique multigrilles

Pour maitriser la précision des résultats et accélérer la convergence des calculs, Brandt [16, 17]
propose un point de vue différent connu sous le nom de méthode multigrilles. Les méthodes mul-
tigrilles peuvent étre vues comme des méthodes de résolution a part entiere, pour résoudre aussi
bien un systeme linéaire que non linéaire. La résolution des équations s’effectue sur plusieurs
maillages spatiaux, appelés aussi grilles ou niveaux, de finesse différente. Le lien entre les échelles
est régi par des opérateurs de transfert. Ces méthodes, utilisées par la suite, sont détaillées au
chapitre suivant. Le principe général est présenté sur la figure 1.6.

Niveau fin

Niveau intermédiaire /A d
Niveau grossier / :;

Fia. 1.6 — Lllustration du principe de résolution la méthode multigrilles.

La méthode multigrilles a été inventée pour la mécanique des fluides. Elle est notamment
développée dans le domaine de la lubrification par Lubrecht et Venner [108]. Ces auteurs ont
ensuite étendu le concept de résolution sur plusieurs niveaux a l’intégration numérique.

Parsons et Hall [89, 90] adaptent la méthode multigrilles pour la mécanique des solides dans le
cadre de la MEF. Les multigrilles sont d’abord éprouvées sur des problemes linéaires simples.
Puis elles sont modifiées pour des applications non linéaires plus complexes. Des non linéarités
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aussi bien géométriques [40] que liées au matériau [3] sont traitées en utilisant parfois le calcul pa-
rallele sur plusieurs processeurs [66, 2]. Shaidurov propose un ouvrage complet sur la méthode
multigrilles pour la MEF [98]. Pour traiter les comportements non linéaires transitoires, ’al-
gorithme multigrilles FAS (Full Approximation Scheme) [108, 42] est utilisé. L’algorithme est
développé dans le chapitre suivant puis utilisé dans le chapitre 5.

1.2.5 Adaptabilité temporelle

Les approches présentées jusqu’a présent se focalisent sur la flexibilité de la discrétisation
spatiale. Beaucoup d’efforts sont également faits pour améliorer l'efficacité des simulations
numériques de problemes dynamiques. Pour les phénomenes transitoires, le temps devient une
variable tres importante. La stabilité d’un schéma d’intégration temporelle est indispensable.
Elle est I'objet de nombreux travaux [58]. La valeur du pas de temps critique, conditionnée par
la taille du plus petit élément fini du maillage spatial, définit la limite de stabilité pour des
schémas dits explicites. La dimension caractéristique des plus petits éléments impose une valeur
de pas de temps plus restrictive que celle tolérée par les plus grands éléments.

Si le pas de temps critique est petit ou l'intervalle de temps simulé est important, le nombre
de pas de temps nécessaire pour une simulation dynamique classique devient trés important
et parfois prohibitif. Ainsi, il parait souhaitable de modifier ’échelle de temps en fonction du
domaine fréquentiel sollicité dans les différentes régions de la structure. L’adaptation du pas de
temps a la discrétisation spatiale est donc nécessaire.

Les principes de raffinement spatial sont repris et adaptés pour les problémes transitoires. Belyst-
schko et Tabbara [13] établissent une h-méthode pour des probléemes dynamiques. Une approche
basée sur la rh-méthode est abordée dans [73]. Plus tard, Campbell et Robbinson [18] présentent
une p-adaptativité pour la dimension temporelle pour les équations de diffusion. La robustesse
et la stabilité de I'algorithme figurent parmi les cinq regles qu’ils se fixent pour construire leur
méthode.

L’adaptation spatiale de la valeur du pas de temps est nommée méthode de sous-cyclage [99,
27, 103]. Elle consiste a définir des pas de temps différents pour intégrer les différents degrés de
liberté de la structure. Cette adaptation se congoit aisément pour des probléemes de couplage
de modeles présents par exemple lors d’interactions acoustique/structure ou fluide/structure.
Elle est également utilisée lorsqu’il n’existe aucune interface physique. Pour pallier certaines
difficultés de stabilité, Smolinski et al. [114] et Daniel [28] proposent des algorithmes de sous-
cyclage qui conservent ’énergie. L’étude de la stabilité de ces méthodes est une préoccupation
constante [102, 101, 26]. Généralement le pas de temps le plus grand est un multiple entier du
pas de temps le plus petit. Les travaux décrits en [83, 100] s’intéressent a des multiples de pas
de temps non entiers .

Les méthodes de sous-cyclage sont fréquemment associées au couplage de schémas d’intégration
temporelle de type différent. Belytschko et Mullen [11, 12] sont les premiers a proposer une
méthode mixte en temps explicite-implicite. Les sous-domaines sur lesquels s’applique ce type
de schéma sont composés par des ensembles de noeuds. Hughes et Liu [58, 59] proposent un
sous-découpage de la structure en groupe d’éléments. Chaque sous-domaine partage avec ses
voisins une interface constituée de noeuds. Cette approche est développée par la suite pour des
problémes non linéaires [60]. La convergence des méthodes mixtes d’intégration en temps fait
aussi l'objet de travaux spécifiques [61].
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1.2.6 Technique de décomposition en sous-domaines

La recherche d’efficacité pour la résolution numérique de probléemes discrétisés par éléments
finis conduit Farhat et Roux a créer la méthode FETT [36, 37]. La subdivision préalable de la
structure en sous-domaines et les multiplicateurs de Lagrange sont utilisés afin de calculer la
solution de chaque domaine séparément (figure 1.7). Cette technique est adaptée pour utiliser
les ordinateurs a architecture parallele [71, 38]. Farhat et Dureisseix baptisent FETI-C [31] la
décomposition en sous-domaines pour modéliser des problemes de contact.

Interface
Sous-domaine 1 Sous-domaine 2
B1,m B2{v2
Atl = thQ Atg

Biyyi (i =1,2) : parametres du schéma de Newmark
At; (i =1,2) : pas de temps
q : nombre entier

Fic. 1.7 — Ezemple de modélisation d’une structure par la technique de sous-domaines [52].

Gravouil reprend le principe de la méthode FETI et I’adapte pour la dynamique non linéaire
des structures. La méthode d’intégration temporelle utilise les schémas classiques de Newmark
déclinés sous leur forme explicite et implicite. Chaque sous-domaine de la structure possede
ses propres caractéristiques de maillage spatio-temporel et ses propres parametres du schéma
d’intégration temporelle comme l'illustre la figure 1.7 [52, 50, 51, 24]. Les sous-domaines com-
muniquent entre eux par I'intermédiaire de leur interface. Les informations échangées sont les
quantités cinématiques. Ce transfert est réalisé en utilisant les multiplicateurs de Lagrange [23].
Gravouil et Combescure montrent que leur algorithme est stable si la continuité du champ de
vitesse est respectée au niveau des interfaces. Cependant leur schéma est dissipatif si les pas de
temps entre deux sous-domaines sont différents. Prakash et Hjelmstad [91] poursuivent ces tra-
vaux. Ils proposent une version non dissipative en imposant en plus de la continuité des vitesses
aux interfaces des sous-domaines, celle des déplacements et des accélérations.

Herry [54] présente une application de la méthode de décomposition en sous-domaines pour la
simulation de crash automobile. Enfin Faucher et al. [39] propose une autre maniére d’utiliser
les sous-domaines pour le calcul dynamique explicite non linéaire.

En utilisant la décomposition en sous-domaines, le calcul devient plus efficace car le maillage spa-
tial et temporel respecte les spécificités de la structure et de son chargement. La décomposition
en sous-domaine permet de choisir I’échelle spatiale et temporelle la plus pertinente pour chaque
zone de la structure étudiée. La faiblesse de cette approche est I'intervention de I'utilisateur pour
choisir le nombre, la répartition et les caractéristiques de chaque sous-domaine.
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1.2.7 Couplage de I’adaptabilité spatiale et temporelle

D’autres approches existent pour coupler la dimension d’espace a celle du temps. Dans la
MEF classique des hypotheses sont émises uniquement sur l'interpolation spatiale des quan-
tités cinématiques telles que les déplacements. La dimension temporelle est traitée séparément
par des schémas d’intégration. Des formulations espace-temps pour la méthode des éléments
finis sont introduites par Hughes et Hulbert [62, 65, 64]. Elles établissent des hypotheses aussi
bien sur l'interpolation spatiale que temporelle des variables. Sous certaines conditions, elles
permettent de retrouver les schémas d’intégration de Newmark. En ce sens, elles généralisent la
MEF classique.

Wiberg et ses associés [113, 33] proposent de coupler 1'adaptabilité spatiale a celle temporelle
pour simuler la propagation d’ondes linéaire et non linéaire. Dans cette méthode la dimension
spatiale est gérée par la méthode des éléments finis et la dimension temporelle par le schéma de
Galerkin Discontinu en temps [34] (décrit dans 'annexe B). Comme son nom le laisse suppo-
ser, la formulation de Galerkin Discontinue en temps utilise des fonctions de forme temporelles
discontinues en temps. Les variables basiques sont les déplacements et les vitesses. Puisqu’une
discontinuité est autorisée pour la dimension temporelle, chaque champ se décompose a chaque
instant en deux inconnues lorsqu’une interpolation linéaire est choisie. Par exemple le champ de
déplacement u & l'instant t,, est défini & u,, et w;;. Le champ de vitesse se décompose de la méme
maniere. Ainsi, coexistent quatre variables a chaque pas de temps m. Les équations sont couplées
et le systeme a résoudre est deux fois plus grand que celui obtenu avec des schémas d’intégration
classiques. Néanmoins, 'algorithme présente des avantages significatifs. Le schéma est implicite
inconditionnellement stable. Il est d’ordre trois alors que les schémas couramment employés sont
du deuxiéme ordre. De plus, cet algorithme filtre efficacement les hautes fréquences parasites
liées a une résolution numérique. En outre, il offre la possibilité d’étre couplé a des stratégies
adaptatives linéaires [76, 1] et non linéaires [5]. Ce schéma fait partie d’une famille plus générale
étudiée par Réthoré et al. [96].

11 existe d’autres schémas intéressants, notamment celui de Krenk [67] qui est du quatrieme ordre.

Les travaux récents de Yue et Robbins [116] couplent les variables d’espace et de temps de
maniére tres proche de celle présentée dans le chapitre 4. Ils proposent une s-méthode [41, 42]
(technique de superposition de maillage) pour des analyses transitoires. L’erreur locale liée au
temps est controlée en appliquant la technique de Wiberg et Li [111]. L’erreur locale liée a
I’espace est estimée par 'estimateur ZZ. Les résultats montrent que le maillage fin suit la pro-
pagation des ondes dans la structure au cours du temps.

La mise en place de calcul adaptatif pour la dimension temporelle nécessite 'utilisation de
criteres mesurant l’erreur liée a l'intégration numérique. Les travaux [111, 85, 86, 93] étudient
en particulier cet aspect pour la modélisation de phénomenes non linéaires.

1.2.8 Alternatives a la méthode des éléments finis

L’état de l'art proposé dans cette partie révele ’essort récent des méthodes de résolution
multiéchelle [77]. Ces techniques s’imposent non seulement pour la MEF mais se développent de
plus en plus pour des méthodes alternatives sans maillage [78].

La méthode X-FEM [81, 20] connait actuellement un fort développement. Les discontinuités de
structure comme des trous ou des fissures ne sont pas maillées explicitement (figure 1.8). Les fonc-
tions de forme classiques de la MEF son enrichies par de nouvelles fonctions. Les préoccupations
d’efficacité et d’adaptabilité du maillage apparaissent également pour ces nouvelles générations
de méthodes [94, 95]. L’enrichissement des noeuds du maillage initial ne suffit pas si 'ordre de
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grandeur de la longueur caractéristique de la discontinuité est inférieur a celui d’une maille.

N
S~

Fi1G. 1.8 — Exemple de maillage d’une plaque trouée fissurée par la méthode X-FEM.

1.3 Objectifs

Ce travail est motivé par la préoccupation suivante : comment réduire le temps de calcul d’une
simulation tout en controlant la qualité de la solution? L’objectif est de mettre en place une
méthode de résolution numérique efficace, fondée sur la méthode des éléments finis, pour résoudre
les équations de la mécanique (équation d’équilibre, équation de liaisons, conservation de la
masse...). L’originalité réside dans la proposition d’un raffinement de maillage spatial et tempo-
rel automatique et simultané. Cette méthode est baptisée “STAR-method” pour “Space Time
Automatic Refinement”. Elle s’apparente & une h-méthode locale aussi bien pour la dimension
spatiale que temporelle. Elle permet de construire au fur et a mesure du calcul, un maillage
final adapté a la précision de la solution souhaitée par I'utilisateur. Les maillages générés suc-
cessivement au cours du calcul, aussi appelés grilles ou niveaux, sont hiérarchiques. La précision
des résultats est controlée par un indicateur d’erreur qui définit localement les zones spatiales
et temporelles a raffiner. Le processus est initialisé avec un maillage spatio-temporel grossier.
Ainsi, le maillage devient indépendant de 'utilisateur. Le gain d’efficacité est obtenu par un
raffinement de maillage local uniquement dans les zones sollicitées.

Cette méthode est implémentée dans le logiciel Cast3m [109, 110].

Le chapitre suivant établit le cadre de travail ainsi que les différents outils utilisés. Il définit
les hypotheses relatives au choix de la méthode des éléments finis pour passer d’un probleme
mécanique continu a discret. Il détermine les méthodes de résolution des équations d’équilibre
discretes utilisées par la suite pour des probléemes linéaires et non linéaires. Il présente également
les méthodes d’intégration temporelle nécessaires pour traiter des problemes de dynamique. En-
fin, le bilan énergétique de la formulation discrétisée est détaillé.

Le chapitre 3 développe le principe de la “STAR-method” dans le cas de la statique linéaire.
Le raffinement de maillage étant réalisé uniquement pour la dimension spatiale, la méthode est
appelée “S(T)AR-method” linéaire. Les indicateurs d’erreurs employés sont définis. Des études
numériques sur des cas tests simples permettent d’analyser I'influence du choix de I'indicateur
d’erreur ainsi que celle du choix du maillage initial. La convergence et la précision des solutions
obtenues par la méthode sont aussi étudiées.

Le quatrieme chapitre généralise la méthode présentée au chapitre 3 pour des problemes de
dynamique linéaire. La méthode est désignée par : “STAR-method”. L’étude de la stabilité de la
méthode est un point indispensable. Lorsque le raffinement de maillage spatial et temporel se lo-
calise, les conditions aux limites et initiales a appliquer au nouveau domaine doivent étre choisies
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avec précaution. Elles sont donc analysées minutieusement. Des études numériques unidimen-
sionnelles et bidimensionnelles sont menées. Elles permettent de dégager les caractéristiques
principales de la méthode en dynamique.

Le chapitre 5 évoque le principe de la “S(T)AR-method” dans le cas de la statique non linéaire.
Le raffinement de maillage étant réalisé uniquement pour la dimension spatiale, la méthode
est appelée “S(T)AR-method” non linéaire. Ce chapitre rappelle la modélisation des solides
élastoplastiques dans le cadre de la mécanique des milieux continus. Il présente ensuite la
stratégie choisie pour raffiner automatiquement le maillage spatial et temporel pour traiter
un comportement non linéaire du matériau. L’algorithme proposé est construit en utilisant la
méthode multigrilles FAS.

Le dernier chapitre est consacré au bilan et aux perspectives de ce travail.
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Introduction




Chapitre 2

Outils numériques

La compréhension d’'un phénomene physique ou l’analyse du comportement d’une structure
soumise a des sollicitations passe par une modélisation de la réalité. La résolution analytique
des équations qui en résultent reste limitée a des problemes simples ou académiques. Or les
ingénieurs s’intéressent a des structures ou des mécanismes complexes du point de vue de leur
géométrie, de leur chargement, de leurs conditions aux limites. Ils ont besoin de résoudre des
problemes réels n’admettant généralement pas de solution analytique. Un certain nombre de
méthodes existe afin de passer d’un probléme réel a un modele discret approché (figure 1.2). La
discrétisation permet d’utiliser une résolution numérique. Le travail présenté dans ce mémoire
s’appuie sur la méthode des éléments finis (MEF) [57, 122]. C’est la méthode numérique la plus
communément employée pour les simulations numériques en mécanique dans les laboratoires de
recherche et les industries.

Le premier objectif de ce chapitre est de présenter les hypotheses relatives a l'utilisation de la
MEF pour passer d'un modele de référence continu a sa formulation discrete. L’utilisation de
cette méthode conduit a la résolution d’un systéeme matriciel dont la nature peut étre linéaire
ou non linéaire. Les techniques numériques pour résoudre ces systemes sont détaillées dans les
parties qui suivent. La variable temporelle étant elle aussi discrétisée, les schémas d’intégration
de la famille de Newmark [49, 48] sont analysés. Leur domaine de stabilité est particulierement
étudié. Enfin, le bilan énergétique de la formulation discrete, utile pour vérifier la conservation
de I’énergie du systeme, est donné.

2.1 Probleme de référence

La mécanique des milieux continus [46, 47] permet d’établir ’ensemble des relations nécessaires
pour décrire le comportement d’une structure. Les équations du systeme sont écrites pour un
probleme de référence. Celui-ci représente une structure dont la matiere occupe, a 'instant ¢
(appartenant a U'intervalle de temps étudié [0,7]), un domaine €2 de frontiere 0f2. Le systeme,
considéré comme galiléen, est soumis & :

e une densité volumique d’effort f g sur le domaine €2,

e une densité surfacique d’effort F'; sur la partie 022 de la frontiere 012,

e un déplacement u, sur la partie 012 complémentaire de 022 telle que 012 U 022 = 0.

Cette modélisation est basée sur ’hypothese des petites perturbations (petits déplacements et
petites déformations). Ainsi, les différentes configurations de la structure au cours du temps sont
confondues avec la configuration initiale prise comme référence et représentée sur la figure 2.1.

Les inconnues du probléme sont le champ de déplacement u(P,t) et le champ de contrainte
o(P,t) définis en tout point P du domaine € et & tout instant ¢ appartenant a [0, T7.
Le couple (u(P,t),a(P,t)) est solution :
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S

Fi1G. 2.1 — Modélisation du probléeme de référence en admettant I’hypothése des petites perturba-

tions.

Dans

e des équations de liaison :

VP ¢ 01 vVt € [0,T] avec uweU u(P,t) = uy(P,t) (2.1)

e des conditions initiales :

VP €N u(P,t =0) =dy(P)

(2.2)

et (%)(ﬂ,t = 0) = (P, t = 0) = vo(P)

e de I’équation d’équilibre établie a partir du Principe des Puissances Virtuelles
(PPV) [46, 47] :

VPeQ  Vtelo,T) Vu* € Uy avec g€ 8§ (2.3)

d2
2

e de la loi de comportement linéaire ou non linéaire du matériau reliant le tenseur
des contraintes au tenseur des déformations.

ces équations les variables sont définies de la maniére suivante :

— p représente la densité volumique du matériau considéré,

— u est le vecteur du champ de déplacement,

— o et g définissent les tenseurs symétriques des contraintes et des déformations,

- Qd est un champ de déplacement imposé connu,

— dy est un champ de déplacement initial connu,

— vy est un champ de vitesse initiale connu,

— U et S sont les espaces associés au probleme considéré c’est-a-dire des espaces a énergie finie
qui assurent de bonnes conditions de régularité. U est ’espace des champs cinématiquement
admissibles & zéro (CA & 0). S est l'espace des champs statiquement admissibles & zéro (SA
.0),

— Uy est I'espace des champs de déplacements virtuels u* défini par :

Uy = {g* |VP € 0:Q, Vtel0,T] u*(P,t)=0+ régularité}

(2.5)

Remarque : 1'équilibre du systéme (2.4) est établi en ne considérant aucun amortissement de la
structure. Une démarche similaire a celle présentée dans cette partie peut étre menée en prenant
en compte cet amortissement.
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2.1.1 Modélisation d’un matériau linéaire

Le tenseur des déformations ¢ est défini par 'équation (2.6).

w=3((zp)+(5p) ) 26

Dans le cas d'un comportement élastique linéaire et homogene du matériau, la relation entre les
contraintes et les déformations est décrite par I'’équation (2.7) out H est I'opérateur de Hooke.

(1)

vt € [0,7] VP € Q o=

Iflis~

£(u) (2.7)

2.1.2 Modélisation d’un matériau non linéaire

Lorsque le comportement du matériau est non linéaire, la relation liant les contraintes aux
déformations est plus complexe [75]. Le cas de la plasticité est traité au chapitre 5.

Du point de vue de la thermodynamique et dans le cadre de la méthode de I’état local [75, 72, 14],
la connaissance de 1’état d’un milieu matériel & un instant donné dépend de la valeur a cet ins-
tant d’un certain nombre de variables. L’état du milieu matériel dépend de ’histoire de variables
appelées variables internes et de variables observables telles que la température T' (négligée ici)
et la déformation totale g. La déformation totale g se décompose en une partie anélastique g, et
une partie élastique £, D’une fagon générale, les variables internes sont désignées par v; avec ¢
un entier. Les forces thermodynamiques associées aux variables internes v; sont notées A;.

Le comportement du matériau est décrit par des lois d’état définies a partir d’un potentiel d’état
U et des lois d’évolution exprimées a partir d’'un opérateur non linéaire B. Le potentiel d’état
¥ dépend des variables observables et des variables internes.

U =T, v) (2.8)
Les lois d’état sont données par :
ov
= p—0 2.9
2= 5 (2.9)
ov
Ay =p— 2.1
G (2.10)

p désigne la masse volumique du matériau. Les lois d’évolution sont décrites via un opérateur

3 o
= | = B< = ) (2.11)
— 0 A;

La déformation du matériau g est supposée découplée en une partie élastique g, et une partie
inélastique g, telles que :

non linéaire B par :

e=¢ +¢g (2.12)

Le découplage de la déformation du matériau permet de décomposer le potentiel d’état en une
partie élastique U, et une partie plastique ¥,,.

pY(g ,vi) = p¥e(e,) + p¥p(vs) (2.13)
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L’hypothese d’élasticité linéaire permet d’expliciter la partie du potentiel d’état linéaire \I/e(ge).
En développant le terme \Ile(ge), le potentiel d’état devient :

1
p¥(e,,vi) = iTr[ge Ke |+ p¥p(vi) (2.14)

Lorsque 'opérateur B dérive d’'un pseudo-potentiel de dissipation convexe 1*(a, A;), le modele
de matériau est dit standard [75]. L’opérateur B s’écrit alors & partir du sous-différentiel de ¢*.
Si le pseudo-potentiel de dissipation convexe 1* est dérivable, les dérivées par rapport au temps
des déformations plastiques g’p et des variables internes ©¥; s’expriment par :

_ oy
E,= da (2.15)
oy

2.2 Discrétisation de I’espace et du temps

Les équations (2.1) a (2.7) décrivent ’équilibre et le comportement d’une structure linéaire
élastique de maniere continue. Les inconnues u(P,t) et o(P,t) sont définies en tout point P
du domaine et pour tout instant ¢ appartenant a [0,_ T]. Dans la majorité des problémes
posés en ingénierie, I'obtention de u(P,t) et de o(P,t) de maniére analytique n’est pas possible.
La recherche d’une solution approchée s'impose. L’approximation est réalisée en utilisant la
méthode des éléments finis [57, 122] et un schéma d’intégration temporelle si la modélisation
dépend du temps. L’utilisation de ces méthodes nécessite une discrétisation spatiale et temporelle
respectivement du domaine 2 et de l'intervalle de temps [0, T7].

2.2.1 Discrétisation de I’espace

L’approximation de la solution du probleme de référence n’est pas cherchée dans des espaces U,
S et Uy de dimension infinie mais dans des espaces U,,, S, et Uy, de dimension n finie. La struc-
ture occupe alors le domaine discrétisé €2,, de frontiere 0€2,,. Le modele discret contient alors ne
éléments et n degrés de liberté. La figure 2.2 propose un exemple de discrétisation spatiale du
probleme de référence avec des éléments triangulaires.

La méthode des éléments finis permet de calculer les déplacements uniquement en chaque degré
de liberté ¢ du maillage spatial. En tout point P du systéme, les déplacements approchés u,,,.
sont interpolés par l’expression (2.17) a partir des déplacements nodaux w;(t) et des fonctions
de forme p (P) associées a chaque degré de liberté i.

n
Eappr(£7 t) = Z ul(t) fz(B) (217)

i=1
Pour alléger I'écriture, la solution approchée u,,,. sera désormais notée u.
Afin d’obtenir 1’équation d’équilibre sous la forme discrete, 'hypothese (2.17) est injectée dans
I’équation (2.4). En utilisant la relation de comportement (2.7) linéaire et en tenant compte de
I’hypothese des petites perturbations, la discrétisation spatiale de 1’équation d’équilibre devient
(2.18).

M ii(t) + K u(t) = f(t) Vte[0,T] (2.18)

Les conditions aux limites (2.19) et initiales (2.20) associées au probleme discrétisé s’écrivent :
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02

Ey

02

Modélisation continue Modélisation discrete

Fi1G. 2.2 — Exzemple de discrétisation spatiale du probleme de référence avec des éléments trian-
gulaires.

vVt € [0,T] et uwe U, u(t) o uq(t) (2.19)
13in

u(t = 0) = d() et ’l‘L(t = 0) = Vo (2.20)

La matrice de masse M, la matrice de raideur K et le vecteur des efforts généralisés f sont
construits par assemblage sur les éléments finis.

La matrice de masse est définie par :
M;; = Z/Q " ol (P)p?(P) dQ (2.21)
E E

La matrice de raideur est définie par :

K=Y [ Tl B PEE) P )] d (2.22)
g /9% =
Le vecteur des efforts généralisés est défini par :
HOEDY < f4(6) 97 (P) dO +/ Fy(t) ¢ (P) dS) (2.23)
= Qp 05

La lettre E désigne une quantité définie sur un élément fini et Z représente la somme sur les

E
éléments finis.

Les matrices M et K et le vecteur f sont calculés par intégration numérique.

2.2.2 Discrétisation du temps

L’équation (2.18) est discrétisée en espace mais continue en temps. La résolution de cette
équation requiert I'utilisation de schémas d’intégration temporelle numérique, section 2.5. L’in-
tervalle d’étude [0, T] est alors divisé en r pas de temps, soit r + 1 instants :

O=t<ti<ta< - <ty < - <tr1<t,=T
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Modele continu } }

Modele discret | | | e | | |
0=ty to t3 tr—o  trm1 T=t,

F1a. 2.3 — Discrétisation de l'intervalle de temps [0, T] en r pas de temps constants.

Cette discrétisation présentée sur la figure 2.3 définit le maillage du temps.
Le maillage du temps sera supposé a pas constant :

Ym e {0,...,r —1} At =tp41 — tm = cste

La maille de temps correspond & un pas ou intervalle de temps At qui se distingue du piquet de
temps ou instant t,, défini par ¢, = mAt.

La discrétisation spatiale et temporelle de I’équation d’équilibre linéaire sous ’hypothese des
petites perturbations et les conditions aux limites et initiales associées sont présentées respecti-
vement par les équations (2.24), (2.25) et (2.26).

M iy + K uy = f,, Yme{0,...,r} (2.24)

Vm e {0,...,r} et weU, Un|, = ud(tm) (2.25)
13in

ug=dy et Ug= vy (2.26)

2.3 Meéthode de résolution des équations d’équilibre - Cas linéaire

La modélisation de problemes mécaniques linéaires conduit a la résolution de 1’équation (2.24).
Que le probleme soit défini en statique ou en dynamique, I’équation (2.24) peut toujours s’écrire
sous la forme de ’équation (2.27).

Az=»b (2.27)

ou x désigne le vecteur des inconnues et b le vecteur du second membre connu. A est une matrice
carrée creuse de type bande vérifiant les quatre propriétés suivantes :

- A est une matrice symétrique < AT = A.

- A est une matrice positive < V& a7 A x > 0.

- A est une matrice définie & {vx xTAx =0 x =0}

- A est une matrice de dimension n finie < dim(A) = n.

Dans le cas de la statique linéaire, la matrice A correspond a la matrice de raideur K du systéme
et le vecteur b aux efforts extérieurs f. Dans le cas de la dynamique, le systeme est résolu pour
chaque instant ¢,,. Il prend la forme A x,, = b,,. La matrice A correspond a une combinaison
linéaire de la matrice de raideur K et de la matrice de masse M du systeme et le vecteur b est
une expression contenant les efforts extérieurs f. La définition exacte de A et b dans ce cas est
donnée dans la section 2.5.5.

Les deux parties suivantes présentent successivement la méthode de Crout et la méthode mul-
tigrille utilisées dans les chapitres 3 et 4 pour résoudre le systéme linéaire (2.27). L’annexe A
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propose une troisieme technique de résolution : la méthode du gradient conjugué préconditionné.
Cette méthode est tres utile pour résoudre un systeme linéaire par bloc.

2.3.1 Méthode de Crout

La méthode de Crout est une méthode de résolution directe. Elle est utilisée lorsque la matrice
A est symétrique définie positive. Elle consiste a décomposer cette matrice en un produit de
trois matrices L, D et LT ot L est une matrice triangulaire inférieure & diagonale égale & un et
D une matrice diagonale (2.28).

Ax = b
& LDLYxz = b (2.28)
& Ly = b avec y=Dz et z=L"=x

La premiére étape consiste & résoudre L y = b, la seconde D z = y et la troisitme LT © = z.

Cette méthode est avantageuse pour résoudre des systemes de type A & = b de la forme :

L [A Ct - bl

=[] e (®) o0
ol A est une matrice symétrique définie positive, C une matrice injective composée de 0 et de
1, b1 et b2 deux vecteurs connus et enfin 0 la matrice nulle. La dimension de A est supérieure
a celle de A. La décomposition de A en trois matrices est unique bien qu’elle soit symétrique
positive et non-définie (équation (2.29)). Cette situation se rencontre lors de l'utilisation des

multiplicateurs de Lagrange (lors de la prise en compte de déplacements imposés par exemple)
pour résoudre les équations d’équilibre.

2.3.2 Meéthode multigrille

La stratégie multigrille est utilisée pour ce travail pour la résolution des problemes non linéaires.
Afin de mieux comprendre son fonctionnement en non linéaire, elle est d’abord présentée dans
le cadre de la résolution de systemes linéaires.

La méthode multigrille évoquée dans la partie 1.2 du chapitre précédent permet d’accélérer la
convergence d’un calcul. La résolution est effectuée en utilisant des maillages spatiaux de finesses
différentes appelés niveaux ou grilles. Brandt [16, 17] a développé cette méthode en s’appuyant
sur les observations suivantes :
— Les algorithmes classiques de type Gauss Seidel ou gradient conjugué résolvent rapidement les
erreurs de haute fréquence de la solution et beaucoup plus lentement ses basses fréquences.
— Le transfert d’une solution d’un niveau fin vers un niveau plus grossier change ses erreurs de
basse fréquence en erreurs de haute fréquence.
L’efficacité de la méthode vient du fait que les algorithmes classiques sont utilisés uniquement
pour résoudre les erreurs de haute fréquence de la solution d'une grille. Ce procédé permet de
profiter des avantages de chacune des discrétisations. Le calcul avec une grille grossiere est bien
plus rapide qu’avec une grille fine. Par contre, la précision de la solution est bien plus importante
sur la discrétisation fine.

Le passage d’une grille a ’autre nécessite des opérateurs de changement d’échelle. Le transfert
d’une grille grossiére a une grille fine s’appelle le prolongement. Il est défini par 'opérateur P.
La transition d’une grille fine a une grille grossiere est réalisée par 'opérateur de restriction R.
Les opérateurs P, et R, sont généralement choisis pour laisser invariant le travail des efforts
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intérieurs [52]. Si tel est le cas, P, et Re respectent la relation Re = P,.T. Dureisseix et Baves-
trello [32] étudient les spécificités de différents opérateurs de changement d’échelle dans le cadre
de la MEF.

Par souci de clarté, la résolution du systeme (2.27) par la méthode multigrille est présentée en
utilisant uniquement deux grilles. L’ouvrage de Lubrecht et Venner [108] décrit précisément le
principe de cette méthode et nomme la résolution avec deux grilles “Correction Scheme”. Par
la suite, la grille fine est désignée par l'indice f et la grille grossiere par l'indice G.

Pour obtenir la solution sur un maillage cible fin, seulement quelques itérations (appelées aussi
relaxations) sont effectuées sur chacun des niveaux. La grille la plus fine donne une approxima-
tion de la solution recherchée et les grilles plus grossieres apportent des corrections. La résolution
exacte n’intervient que sur le maillage le plus grossier désigné comme le premier niveau.

L’objectif de la méthode est d’obtenir I'inconnue ! sur le maillage fin, solution de I’équation
(2.30).
Alxl =/ (2.30)

Apres vy relaxations sur le systéme a résoudre (2.30), une solution approchée &/ est obtenue.
Le résidu R’ se calcule par I’équation (2.31) qui permet de déduire la relation (2.32).

R/ =b/ — A3/ (2.31)
b/ =R+ A&/ (2.32)

La relation (2.32) est introduite dans I’équation (2.30) qui devient (2.33).

Alxf = RF + AT3S
o Alal — ATz7 = R/ (2.33)

En définissant Perreur v/ par (2.34) et sachant que le systeme & résoudre est linéaire, I'équation
(2.33) se simplifie suivant (2.35).

vl =af — &/ (2.34)

Alef — AT3F = RS
s Al@l-z/) = R/ (2.35)
& Alvf = R/
L’estimation de l'erreur v/ est réalisée sur le maillage grossier G. Pour cela, le résidu R/ est

restreint du maillage fin f vers le maillage grossier G (2.36) via l'opérateur de restriction Re.
L’erreur grossiere v& est calculée par I’équation (2.37).

R°=R.R' (2.36)
ACGyC = R® (2.37)

La matrice A est reconstruite & partir du maillage grossier ou calculée en écrivant la conser-
vation de Dénergie potentielle sur les deux niveaux fin et grossier qui donne A = R.,TA/R,.
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L’équation (2.37) est résolue jusqu’a la convergence de la solution v“. Le prolongement de v¢
du maillage grossier G vers le maillage fin f (2.38) via l'opérateur de prolongement P, permet
de corriger &/ suivant I'équation (2.39).

v/ = P.v¢ (2.38)

=& +of (2.39)

Le prolongement de I’erreur v de la grille grossiere vers la grille fine introduit dans la solution
xf des erreurs de haute fréquence lissées par v, relaxations sur le probleme fin.

La table 2.1 présente ’algorithme multigrille linéaire & deux échelles de référence.

1 - vq relaxations sur le probleme de référence
Azl = b/
2 - Calcul du résidu
R =bf — ATFf
3 - Restriction du résidu du maillage fin vers le maillage grossier
R =R, R
4 - Calcul de l'erreur sur le maillage grossier

ACYE = ﬁG
5 - Prolongement de I’erreur

vl = P, v
6 - Correction de I’'inconnue

xl =&/ + vl

7 - vy relaxations sur le probleme fin pour lisser les erreurs de haute fréquence
introduites par le prolongement de la correction
Al gl = b/
8 - Mesure d’'une erreur err
9 - Comparaison de ’erreur err au critere d’arrét € :
Si err > ¢ alors retour en 1
Sierr < e le calcul est terminé

TAB. 2.1 — Algorithme multigrille linéaire de référence a deux niveauz.

Cet algorithme se généralise ensuite en utilisant un nombre de niveaux supérieur a deux. La
stratégie de résolution s’appelle alors des V cycles. Elle est illustrée par la figure 2.4 dans le cas
d’une résolution avec 4 niveaux.

Les parametres définissant un cycle sont v pour le nombre de pré-relaxations, vo pour le nombre
de post-relaxations et vy pour le nombre d’itérations effectuées sur la grille la plus grossiere pour
résoudre exactement le probleme. v; et v5 sont de 'ordre de 1 a 2 pour un probléeme de référence
et de 3 a 5 pour un probleme réel. Le cout de la résolution complete sur le niveau 1 est minime
puisqu’elle est réalisée sur un maillage tres grossier. Une fleche dirigée vers le haut symbolise
I’étape de prolongement, une fleche vers le bas I’étape de restriction. Le nombre de V cycles est
piloté par le critere d’arrét €. Une erreur err mesurée entre chaque cycle doit satisfaire le critere
d’arrét e.

Pour améliorer encore la vitesse de convergence, une stratégie “Full MultiGrid” (FMG) est
mise en place. Les V cycles sont associés récursivement selon le graphique 2.5. Le double cercle
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Niveau
Oy o
; (1) (o)
? ) ()
1 ()

Fi1G. 2.4 — Représentation d’'un V cycle sur quatre niveaux

matérialise la solution convergée sur un niveau. Généralement plusieurs V cycles sont nécessaires
avant d’obtenir la solution convergée sur un niveau. L’interpolation de la solution convergée sert
d’initialisation pour le niveau supérieur. La figure 2.5 ne représente qu’un seul V cycle avant la
convergence de la solution pour une lecture plus simple du graphique.

Niveau

Fi1G. 2.5 — Représentation du FMG avec quatre niveaux

2.4 Meéthode de résolution des équations d’équilibre - Cas non
linéaire

Quel que soit le type des non linéarités prises en compte dans la modélisation par éléments finis
(géométriques, matériau ou liées a la présence de pieces en contact), le systeme prend la forme
(2.40). Le vecteur a dépend du vecteur des inconnues @, il peut éventuellement se mettre sous
la forme A(x) x ou A est une matrice dépendante du vecteur des inconnues. Le second membre
b est un vecteur connu.

a(xr)=>b (2.40)

Des méthodologies différentes de celles mentionnées précédemment sont mises en place pour
résoudre de tels systemes. Cette partie se focalise uniquement sur deux procédés de résolution
bien qu’il en existe de nombreux. Le premier, classiquement utilisé, est la méthode de Newton.
Le second, connu sous le nom de FAS (“Full Approximation Scheme”), correspond a I’adaptation
de la méthode multigrille vue en 2.3.2 au cas non linéaire.

Lors d’une modélisation par la MEF, la quantité a correspond au vecteur des forces internes
fint dépendant du champ de déplacement w, du champ de contrainte o, des variables internes
V;.
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2.4.1 Méthode de Newton

La méthode de Newton est une résolution itérative. Elle consiste a construire, a chaque itération
d’indice k, la solution & comme une suite de vecteurs de la forme de (2.41).

0
T
{ B+ — 28) ¢ Ag(E+1) (2.41)
L’accroissement Azz*T1) est choisi de maniére & annuler le développement limité au premier

ordre du résidu R(z**+1) de I'équation (2.40). Le résidu a I'itération k + 1 de I'équation (2.40)
s’écrit suivant (2.42) et son développement limité au premier ordre suivant (2.43).

R(z*+Y) = b — a(xFD) (2.42)

R(z*tD) = R(z® + Agk+h)

OR(x)
~ (k)y 4 =222 AgF+D)
R(@") + =~ oE (2.43)
da(x)
~ R(x®)_ =22/ Ag(k+1)
(CC ) 8cc a—x(k) r

Plusieurs stratégies sont possibles pour choisir la quantité da(x)/0x, appelée matrice tangente
et notée Kp. Elle peut étre actualisée a chaque itération k. Le calcul converge alors en peu
d’itérations mais le cout de chacune d’elles est important. Si elle est choisie constante, ce cott
est considérablement réduit mais la convergence nécessite plus d’itérations.

Par la suite, la matrice K est choisie constante et égale a la matrice de raideur K obtenue si
le probléme initial (2.40) était linéaire. Ainsi I'incrément Aa*) est obtenu par la linéarisation
décrite par (2.44) ot R® représente R(z™®)) c’est-a-dire b — a(x®).

da(x)

R(x®) — A+ —
(&) = —— WA
da(x)
AgpF+D) (k)
& Kp Azt = R(z®)
= K Agt) = RW)

Finalement, 'algorithme de Newton de référence est décrit par la table 2.2.

Le calcul de I'incrément Az(®) passe par la résolution du systéme linéaire K Az®) = R*-1)
qui peut s’effectuer par 'une des techniques présentées dans la partie 2.3.

2.4.2 Méthode multigrille : FAS

La méthode FAS (“Full Approximation Scheme”) est une autre alternative pour calculer la so-
lution discrete de 1’équation (2.40). Elle correspond a ’adaptation de la méthode multigrille
présentée dans la section 2.3.2 pour des systemes non linéaires. Cette stratégie sera utilisée dans
le chapitre 5.

Le principe de la méthode est le méme que dans le cas linéaire. La présentation de 1’algorithme
multigrille FAS suit donc la méme démarche que la partie 2.3.2. L’explication est développée en
utilisant uniquement deux niveaux. La grille fine est désignée par l'indice f et la grille grossiere
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1 - Initialisation de la résolution k =0
z© RO =p— a(z)
2 - Passage a l'itération k =k + 1
3 - Calcul de I'incrément Az(*)
K Az®) = R*-1)
4 - Correction de I'inconnue
) = (k=1 L AgF)
5 - Calcul du vecteur a(z®))
6 - Calcul du résidu R™*)
R®) = b — a(x®)
7 - Calcul d’une erreur err
8 - Comparaison de 'erreur err au critére d’arrét e
Si err > e alors retour en 2.
Si err < € le calcul est terminé.

TaB. 2.2 — Algorithme de Newton de référence pour résoudre des systémes d’équations mon
linéaires.

par 'indice G.

L’objectif est d’obtenir la solution de I’équation d’équilibre discréte sur un maillage cible fin. Le
systeme de référence (2.40) devient (2.45).

al (zf) = b’ (2.45)

Apres v itérations sur le probléme non linéaire discret (2.45), une approximation &/ est obtenue.
Ces itérations, appelées aussi relaxations, peuvent étre réalisées par un algorithme de type
Newton décrit par la table 2.2. Le résidu RS relatif & Papproximation &/ s’écrit suivant la
relation (2.46).

R/ =b/ —af (&) (2.46)

L’erreur v/ commise par rapport a la solution exacte du probleme discret a/ est définie par
Iéquation (2.47).

vl =l — &/ (2.47)

L’introduction de la définition de 'erreur dans ’équation (2.46) conduit & I’équation suivante :

R/ =b/ —af (@) =b —a/(xf — ) (2.48)

Si le systeme est linéaire, Ierreur peut étre découplée de la solution. Lorsque le systeme est non
linéaire, ce découplage n’est plus possible. Le nom FAS vient du fait que erreur v/ est estimée
en considérant I’équation complete (2.48).

En substituant I'expression du second membre b/ de Péquation (2.45) dans (2.48) et en utilisant
la définition de I'erreur (2.47), I'erreur v/ est obtenue & partir de (2.49).

a/ (@ +v)=a’ @)+ R’ (2.49)

Comme dans le cas linéaire, v/ est calculée sur le maillage grossier G. Le résidu R ainsi que
la solution &/ sont restreints du niveau fin vers le niveau grossier en utilisant I'opérateur R, de
restriction.
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R =R. R’ (2.50)
2% =R.a/ (2.51)

L’équation (2.49) transcrite sur le maillage grossier s’exprime par :

a®(@% +v%) = a%@%) + R° (2.5
= a®z%) = a%@%) + R '

Le vecteur a® est soit reconstruit & partir du maillage grossier, soit calculé en considérant la
relation a® = R.”a/ donnée par la conservation de I’énergie potentielle entre les deux niveaux
f et G. Le vecteur a(&) est constant, il n’évolue pas au cours du calcul.

La résolution exacte de I’équation (2.52) donne x¢. Ensuite, la solution &/ est corrigée en
estimant Perreur v/ par la relation suivante ot P, est Popérateur de projection.

z' =&l + P, (2% — &%) (2.53)

G G)

Le prolongement de 'erreur (x“ — &) de la grille grossiere vers la grille fine introduit dans la

solution &/ des erreurs de haute fréquence lissées par vy relaxations sur le probleme fin.

A partir des équations précédentes, ’algorithme multigrille non linéaire FAS de référence avec
deux niveaux de maillage est résumé dans la table 2.3.

1 - 14 itérations sur le probleme de référence
al(z/) = b’
2 - Calcul du résidu
R =bf — af(jf)
3 - Restriction du résidu et de la solution du niveau fin au niveau grossier
R°=R. R/
¢ = Re &/
4 - 1y itérations sur le probléeme grossier
a®(&%) = a% (&%) + R®
5 - Correction de I'inconnue
xl =& + P, (2% — 29)
6 - 9 relaxations sur le probleme fin pour lisser les erreurs de haute
fréquence introduites par le prolongement de la correction
al(zf) = b’
7 - Mesure d’une erreur err
8 - Comparaison de 'erreur err au critere d’arrét e :
Si err > e alors retour en 1
Sierr < e le calcul est terminé

TAB. 2.3 — Algorithme multigrille non linéaire FAS de référence a deuzr niveaux.

Le nombre d’itérations 1 et v, est généralement compris entre 3 et 10 alors que vy correspond
au nombre nécessaire pour résoudre “exactement” le probleme grossier.

Comme dans le cas de la résolution multigrille de problémes linéaires, I'algorithme FAS de
référence se généralise avec un nombre de niveaux supérieur a deux, suivant une stratégie de
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V cycles comme la figure 2.4. La vitesse de convergence de 'algorithme est encore améliorée en
adoptant la stratégie FMG représentée sur la figure 2.5.

2.5 Schéma d’intégration temporelle

La résolution des équations de la dynamique des structures est possible par deux approches :
la superposition modale et l'intégration temporelle directe [49, 48]. La superposition modale
est efficace si les modes fondamentaux de la structure sont dominants. Dans le cas contraire,
cette méthode est avantageusement remplacée par une méthode d’intégration temporelle directe.
Cependant, les parametres de ces schémas doivent étre controlés pour maitriser la précision, la
stabilité et I’amortissement numérique de la réponse.

Il existe de nombreux schémas d’intégration temporelle différents. Les plus connus sont ceux de
la famille de Newmark et les HHT [49]. Ils sont généralement d’ordre 2. Récemment, Krenk [67]
propose un schéma du quatrieme ordre. Le gain de précision est au prix de la résolution d’un
systeme matriciel contenant quatre fois plus de degrés de liberté qu’une méthode classique. Le
schéma de Galerkin Discontinu en temps [113, 33, 76, 1, 5] évoqué succinctement dans I’état de
I'art est détaillé dans ’annexe B.

Cette partie se concentre sur les schémas a un pas de la famille de Newmark qui sont les plus
répandus. La stabilité est étudiée au travers d’une démarche classique et d’une démarche basée
sur la méthode énergétique.

2.5.1 Schéma de Newmark

Le schéma de Newmark permet de calculer le vecteur d’état U,, = {ii, @, u},, inconnu a
chaque piquet de temps t,,. Il fournit les deux équations complémentaires (2.55) et (2.56) a
Péquation d’équilibre (2.54), basées sur le développement de Taylor a lordre 2 de i, et wyy,.
Les développements complets pour obtenir ces deux expressions se trouvent dans [49].

M ﬁerl + K Um+1 = fm+1 (254)
’U,erl = 'upm + 5At2ﬁm+1 (255)
1 = Up,, + YA (2.56)

Les quantités up,, et up,, représentent les prédicteurs du schéma. Ils sont définis par les
équations (2.57) et (2.58). v et 3 sont les parametres du schéma.

1
up,, = Uy + At G, + (5 — B)At?ii,, (2.57)
Up,, = Uy + (1 —v)At iy, (2.58)

Si 8 = 0, le schéma est dit explicite. Il est conditionnellement stable. Le pas de temps At ne doit
pas dépasser le pas de temps critique Atz L’équilibre du systéeme a un instant donné dépend
uniquement de 'instant précédent. Il ne découle pas de I'inversion d’une matrice car la matrice
de masse M est diagonale. Ce schéma est généralement utilisé en dynamique rapide. Les pas
de temps choisis sont petits mais le calcul de 1’état d’équilibre a chaque piquet de temps t,,, est
peu coliteux en temps.

Si B # 0, le schéma est dit implicite. Suivant la valeur de ~, il est conditionnellement ou incondi-
tionnellement stable. Lorsque le schéma est conditionnellement stable, le pas de temps critique
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est plus grand que celui d’un schéma explicite. Cependant, le calcul de ’état d’équilibre a chaque
piquet de temps t,, est plus colteux en temps car il nécessite 'inversion d’une matrice.

Un schéma d’intégration temporelle ne peut étre utilisé sans connaitre ses propriétés de conver-
gence. La consistance et la stabilité sont deux conditions nécessaires et suffisantes a la conver-
gence d’'un schéma.

Un schéma d’intégration est consistant si la condition (2.59) est vérifiée. Ici Uy, = {t, u},, et
les accélérations sont calculées en utilisant I’équation d’équilibre (2.54).

Um+1 -U

lim = Ultm) (2.59)

At—0 At
La consistance du schéma de Newmark est évidente en utilisant les relations (2.55) et (2.56). En
effet :

_ . 1 . . .
i Gt =Um b+ (5 = B)AL Gy + 3 At gy | _ [ o
At—0 At At—0 | (1 — )ty + ¥ Ut .

La stabilité du schéma est étudiée suivant deux démarches équivalentes. La premiere approche
se base sur I’écriture de la matrice d’amplification. La seconde utilise la méthode énergétique.

2.5.2 Etude classique de la stabilité d’un schéma

La condition de stabilité s’énonce suivant la définition 2.5.1.

définition 2.5.1 Un schéma d’intégration directe est dit stable s’il existe un pas d’intégration
Aty > 0 tel que pour tout At appartenant a [0, Atg], une perturbation finie du vecteur d’état
U,, a linstant t,, n'entraine qu’une modification bornée du vecteur d’état U 4y calculé a tout
instant ultérieur tp, 4.

La stabilité d’un schéma est analysée en étudiant les valeurs propres et le rayon spectral de la
matrice d’amplification S. La matrice S est obtenue en considérant les équations du mouvement
aux instants t,, et t;,+1 et les équations de Newmark (2.55) et (2.56) pré-multipliées par la
matrice de masse M.

Le probleme discret s’écrit sous la forme :

avec

S = 51_150
9m+1 = Sl_1 hopta
g [ M ~vAt K }

1 = 2

0 M+ BAPK 2.61)

g R § (1—-vy)At K

o~ ~AtM M +(1/2-B8)APK — M
h 1 _ (1_’7)Atfm+'yAt.fm+l

mr (1/2_6)At2fm+BAt2fm+l

L’évolution d’une perturbation 06U au temps initial 0 est donnée par ’expression :
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6U i1 = 8™ 65U (2.62)

L’équation (2.62) montre que le schéma est stable a deux conditions. D’une part les valeurs
propres simples de S doivent étre de module inférieur ou égal a 1, d’autre part le module des
valeurs propres de S multiples doit étre strictement inférieur a 1. Si cette deuxieme condition
n’est pas respectée, 'instabilité est dite faible.

2.5.3 Stabilité du schéma de Newmark

Pour obtenir les conditions de stabilité du schéma de Newmark, les équations du mouvement sont
projetées dans la base des modes propres du probleme de référence. L’équation matricielle du
mouvement se transforme en un systeme d’équations découplées. Pour chaque mode, ’équation
du mouvement s’écrit a chaque pas de temps t,, :

i + Wu,, = fe,, (2.63)

Le vecteur fe,, représente le facteur de participation du mode considéré a l'excitation et w la
fréquence propre du systeme.

En considérant I’équation (2.63), la matrice d’amplification S (2.61) prend la forme :

g - 1 yAtw? r —(1 — ) Atw?
T 0 14 BARW? At At — (1/2 — B)At?w?
_ [ 1 —qwé —w?At(1l —w?¢/2) } (2.64)
- ¢ 1—w?¢/2
et & = At?/(1+ Buw?At?)

Le calcul des valeurs propres de la matrice S permet de conclure sur les conditions de stabilité
du schéma de Newmark (2.65).

<y <28 schéma inconditionnellement stable
(2.65)

<~ et (<~ schéma stable si At >1/(wmazr\/7/2— )

N — N~

Wmaz €st la plus grande fréquence propre du systeme.

2.5.4 Stabilité du schéma de Newmark par la méthode énergétique

Cette démonstration est initialement présentée par Hughes et Liu dans [58, 59]. En utilisant
les notations de Hughes et Belytschko [63] définies sur un vecteur quelconque q,,, & 'instant ¢,
par les relations (2.66) et (2.67), le schéma de Newmark s’exprime par les expressions (2.68) et

(2.69).
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(@m) = %(qmﬂ +a,,) (2.66)

@] = a1 — (2.67)
. At? .

] = At(iim) + (28 = )i (2.68)

o] = Atiigg) + ALy — =i (2.69)

2

La différence des équations d’équilibre aux instants ¢,, et t,,+1 pré-multipliées par [ﬁm]T donne
la relation :

[Gem])" (M [fin] + K [tm] — [£,,]) =0 (2.70)

La combinaison de (2.70) avec les équations de Newmark (2.68) et (2.69) conduit & l’expression
(2.71).

Sl Aty 4 ], K ] = (o — )i A fi] + o], (271)
avec 9
A=M+ %(25—7)K (2.72)

D’apres [58] les forces extérieures n’influencent pas la stabilité de I’algorithme. L’équation (2.71)
est donc considérée sans les termes contenant les efforts extérieurs.

théoréme 2.5.1 Si v > % et A est une matrice définie positive, les vecteurs 41 €t Umt1

sont bornés [63].

corollaire 2.5.1 Si le théoréme 2.5.1 est vérifié et si la matrice K1 existe alors le vecteur
Um+1 €St €galement borné.

La stabilité du schéma de Newmark peut étre étudiée directement a partir de la matrice A. Si
les modes propres sont utilisés pour diagonaliser la matrice A, ses valeurs propres w vérifient la
condition :

1+ (8- %)(Wma;cAt)Q >0 (2.73)

La vérification de la relation (2.73) conduit aux mémes conditions de stabilité précédentes (2.65).

2.5.5 Algorithmes de Newmark

Le tableau 2.4 présente un récapitulatif des différents schémas numériques de la famille de New-
mark. Le schéma utilisé dans ce travail est celui de I'accélération moyenne. Il s’agit d’un schéma
implicite, inconditionnellement stable et du second ordre.

La mise en place d’un schéma explicite nécessite de diagonaliser ou de “lumper” la matrice masse
et d’estimer la plus grande valeur propre du systéme afin de déterminer le pas de temps critique
Atcrit‘

En pratique, la plus grande valeur propre du systéme n’est pas calculée. Sachant qu’elle est
majorée par le maximum des plus grandes valeurs propres de chaque élément de la structure,
le pas de temps critique est évalué par la plus haute fréquence propre associée au plus petit
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Algorithme Type I} ~ Limite de stabilité ordre
Winaz Aterit

purement explicite explicite 0 0 0 1

différence centrée explicite 0 1/2 2 2

Fox - Goodwin implicite 1/12 1/2 V6 2

accélération linéaire | implicite 1/6 1/2 2v/3 2

accélération moyenne | implicite 1/2 1/2 00 2

accélération moyenne | implicite (1 +a)?/4 1/2+« 00 2
schéma modifié

TAB. 2.4 — Récapitulatif des schémas numériques de la famille de Newmark.

élément. La démonstration complete de ce résultat pratique est proposée dans [52]. Pour un
probleme unidimensionnel, le plus petit élément est celui de plus petite longueur. Dans le cas
bidimensionnel, il correspond a I’élément de plus petit cercle inscrit. Enfin, en trois dimensions,
il s’agit de I’élément de plus petite sphere inscrite.

Plusieurs techniques existent pour diagonaliser la matrice de masse. La plus simple consiste a
diagonaliser la matrice par sommation des termes de chaque ligne de la matrice considérée. A
partir d’une matrice de masse M consistante de dimension n, la matrice de masse diagonalisée
M giq4 est déterminée par la relation (2.74).

n

> My i=j
Mdiagij =\ k=1 (274)
0 ]

En substituant (2.55) et (2.56) différemment dans (2.54), la résolution peut se faire en dépla-
cement, en vitesse ou en accélération. Pour chaque instant ¢,,, elle est du type A x,, = b,,. Le
tableau 2.5 récapitule les trois combinaisons possibles. En parcourant ce tableau, il est évident
que la résolution en déplacement ne peut se faire si 8 vaut zéro c’est-a-dire si le schéma est
explicite. Une fois la résolution choisie, les deux autres variables du vecteur d’état U ,, a l'instant
tm sont calculées par 'intermédiaire des deux équations (2.55) et (2.56). Un exemple complet
de T'utilisation de l'algorithme de Newmark est présenté dans la table 2.6 en choisissant une
résolution en accélération. Le calcul de 'accélération est réalisé en utilisant I'une des méthodes
présentées dans la partie 2.3.

Az, =b,
Résolution en | x,, A b,
Déplacement U, % fom + %
Vitesse U, %ﬁﬂ[f fon—Kup, |+ %ﬁm{ﬁpm_l
Accélération iy | M+ ALK fomn— Kup,

TAB. 2.5 — Récapitulatif des différentes résolutions possibles par le schéma de Newmark.
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1 - Calcul de l'accélération initiale m = 0 & partir des conditions initiales wug et g
M ilo = .fO - K uo
2 - Incrémentation du pas de temps

m=m+1
3 - Calcul des prédicteurs
up,, = Up+ AUy, + (L - B) AR,
up,, = Um+ (1 —7)Atdy,

4 - Résolution de I'accélération
(M + BA?K )iy, = f,, — K up,,
5 - Actualisation des déplacements et des vitesses
Uy = up,, + A,
Uy, = up,, + AL Uy,
6 - Si m = r le calcul est terminé sinon retour en 2

TAB. 2.6 — Algorithme de Newmark avec une résolution en accélération.

2.6 Bilan énergétique numérique dans le cadre des schémas de
Newmark

Une caractéristique importante des schémas d’intégration temporelle est la conservation de
I’énergie du systeme au cours de la résolution. Elle se mesure numériquement par le bilan
énergétique de la formulation discréte du probleme. L’énergie totale du systeme J (@, um)
a l'instant t,, dépend du champ de vitesse 1, et du champ de déplacement w,,. Elle est définie
par les relations suivantes :

I (Cpy Ury) = Te(Tm,) + V() (2.75)
T.(ty,) = %ug M 4, (2.76)
V() = %u?n K u,, (2.77)

T () représente I’énergie cinétique du systeme a l'instant t,, et V(u,,) son énergie potentielle
au meéme instant. M et K sont respectivement les matrices de masse et de raideur du systéeme
discrétisé.

Pour établir le bilan énergétique, les équations d’équilibre linéaires prises aux instants successifs
tm et tm41 sont considérées puis combinées linéairement pour donner les relations (2.78) et (2.79)
ol les notations (2.66) et (2.67) sont utilisées.

M<um> + K<um> = <.fm> (2'78)
M[um] + K[um] = [.fm] (2'79)
1
En utilisant la propriété (q,,)[q,,] = bqfn}, la variation d’énergie cinétique peut s’écrire sous
la forme :
. 1. .
[T ()] = 5l M (i) (2.80)

La combinaison des relations (2.68), (2.69), (2.78) et (2.79) donne l'expression (2.81) du bilan
énergétique de la formulation discrétisée.
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[Te(tm)] + [V (wm)] + A (8 — %)[Tc(ﬁm)] = =20y = 3)V([un))

APy - @0 - T(fi]) (28]

) tom] + (3 = )F ] ot

Pour le schéma de l'accélération moyenne avec = 1/4 et v = 1/2, il vient :

[Te(tm)] + [V (um)] = <.fm>T[um] (2.82)

Pour le schéma de la différence centrée avec 8 = 0 et v = 1/2, tous les termes dissipatifs
s’annulent (termes du second membre) et il vient :

[Te(tem)] + [V (um)] — %AtQ[Tc(ﬁm)] = (Fm)" (] (2.83)

AL [T, (i) est un terme numérique conservatif.

2.7 Synthese

Les étapes pour passer d’un modele continu de référence a un modele discret aussi bien pour les
variables spatiales que temporelles sont présentées via les hypotheses de la méthode des éléments
finis (formulation en déplacement) et 'emploi d’un schéma d’intégration temporelle. Ainsi sont
présentées les équations discretes d’équilibre, de liaison et les conditions initiales (équations
(2.24) a (2.26)) a résoudre pour un probleme de mécanique. Ces équations prennent la forme de
systemes matriciels.

La suite du chapitre propose des outils numériques basiques, bien connus dans la littérature,
pour résoudre ce type de systeme qu’il soit linéaire ou non linéaire. Les différentes méthodes
développées sont :

e pour la résolution de systemes linéaires :

- la méthode de Crout (résolution directe, équation (2.28)),

- la méthode multigrille (résolution itérative, tableau 2.1),

e pour la résolution de systémes non linéaires :
- la méthode de Newton (résolution itérative, tableau 2.2),
- la méthode FAS (multigrille, tableau 2.3),

e pour la résolution de systemes dépendant du temps :
- schémas d’intégration de la famille de Newmark (tableau 2.6) avec étude du domaine de sta-
bilité selon deux approches (matrice d’amplification, méthode énergétique).

Ce chapitre se termine par le bilan énergétique de la formulation discréte (équation (2.81)).

Il existe beaucoup d’autres méthodes numériques possibles pour résoudre les équations (2.24)
a (2.26). La méthode du gradient conjugué et le schéma d’intégration temporelle de Galerkin
Discontinue en temps sont développées respectivement dans les annexes A et B. La liste des
méthodes présentées dans ce chapitre est loin d’étre exhaustive. Les outils numériques détaillés
ici se limitent a ceux utilisés pour établir une méthode a raffinement de maillage automatique
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et local.

Le chapitre suivant détaille la premieére étape du travail proposé. Il s’agit de la “S(T)AR-method”
linéaire (méthode de raffinement automatique de maillage spatial pour des problemes de statique
linéaire).
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Outils numériques




Chapitre 3

Raffinement spatial local : cas
linéaire

La “STAR-method” est développée par étapes. Le présent chapitre expose la premieére de celle-ci.
Il définit une stratégie de sous-découpage local des éléments finis pour des problemes de statique
linéaire. Au cours du processus de raffinement de maillage automatique, des niveaux de maillage
(ou de grilles) de plus en plus fins sont définis. Le principe exposé dans cette partie sera repris et
intégré aux autres étapes présentées dans les chapitres suivants. Puisque la variable temporelle
n’apparait pas, la méthode est désignée par “S(T)AR-method”.

La premiere partie de ce chapitre est consacrée au principe de la méthode. Elle détaille la
stratégie de raffinement adoptée ainsi que sa mise en équation. Lorsque le maillage spatial est
raffiné, un nouveau domaine est créé. Le calcul du champ de déplacement et de contrainte de ce
nouveau domaine nécessite la définition de conditions aux limites sur sa frontiere. La gestion de
ces conditions est donc présentée. La définition des différentes mesures d’erreurs utilisées conclut
cette partie.

La deuxieme partie analyse les différentes caractéristiques de la méthode via une étude numérique.
L’influence de I'indicateur d’erreur ainsi que celle du maillage du premier niveau sont examinées.
Les sections suivantes s’intéressent au controle de la précision des résultats puis a l'efficacité de
la “S(T)AR-method” par rapport & une méthode classique. La derniére section met en évidence
I’action de la taille des mailles par rapport a la géométrie d’une piece mécanique.

La derniere partie établit une synthese des différents résultats présentés dans ce chapitre.

3.1 Principe de la “S(T)AR-method”

3.1.1 Principe du raffinement spatial local

Le principe général du fonctionnement de la “S(T)AR-method” est présenté par la figure 3.1.
Sur cette figure, le maillage final provisoire devient définitif si aucun niveau supplémentaire n’est
créé. L’implémentation dans Cast3m de l'algorithme correspondant a ce principe est détaillée
dans ’annexe F.

La méthode est initialisée en créant un modele grossier de la structure étudiée par la méthode
des éléments finis. Le maillage spatial réalisé est appelé niveau 1. Il délimite le domaine Q.
Puisque la méthode des éléments finis est utilisée, la solution approchée est cherchée dans 1’es-
pace de dimension n fini. Le domaine occupé par la structure devrait étre désigné par QL. Par
souci de clarté, la dimension de I'espace solution est implicite. Seul le niveau du domaine est
donné. L’écriture Q) est simplifiée en Q. L’exposant 1 indique qu'il s’agit d'un domaine discret
de niveau 1. La matrice de raideur K associée & ce maillage, le vecteur des efforts extérieurs f*
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F1G. 3.1 — Principe de lalgorithme de résolution de la “S(T)AR-method” pour un probléme
bidimensionnel. Les parties grisées représentent la part de chaque domaine ou la solution a
atteint la précision € requise. La fleche située a gauche matérialise le sens de lecture du graphique.

sur 020! et les conditions aux limites cinématiques sur ;' sont définis de maniére analogue &
une méthode par éléments finis standard. La solution u,ll sur ce premier niveau est donc calculée
de maniere classique. Désormais, la solution discrete u,l1 calculée numériquement sera notée u'
ou l'indice h est omis. Dans le cas de la statique linéaire, les champs de contrainte o! et de
déformation €' sont obtenus par un post-traitement du champ de déplacement .

La seconde étape consiste a construire un maillage hiérarchique (figure 1.5) par rapport au
maillage de niveau 1 pour la structure compléte. La réalisation d’un maillage hiérarchique se fait
de la maniere suivante. Les éléments finis unidimensionnels poutre ou barre sont divisés en deux
éléments finis du méme type (figure 3.2). Un élément fini parent engendre deux éléments finis en-
fants. En deux dimensions, un élément quadrangulaire parent est divisé en quatre éléments qua-
drangulaires enfants et un élément triangulaire parent en quatre éléments triangulaires enfants
(figure 3.3). En trois dimensions, un élément cubique parent est divisé en huit éléments cubiques
enfants (figure 3.5) et un élément tétraédrique parent est divisé en huit éléments tétraédriques
enfants (figure 3.4). Les noeuds supplémentaires nécessaires a la construction des éléments en-
fants sont ajoutés au milieu du segment joignant les noeuds de 1’élément parent. La structure
de données établissant la filiation entre les éléments finis parents et enfants est présentée dans
I'annexe E.

Le maillage hiérarchique créé a partir du maillage de niveau 1 est appelé niveau 2. Il occupe le
domaine Q2. La matrice de raideur K? associée & ce maillage, le vecteur des efforts extérieurs f2
sur 292 et les conditions aux limites cinématiques sur 9192 sont également définis de maniere
analogue & une méthode éléments finis standard. La solution u? sur ce deuxiéme niveau est aussi
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| | Raffinement | |
\ \ \ \

Elément parent Eléments enfants

Fi1Gc. 3.2 — Raffinement hiérarchique unidimensionnel d’un élément fini parent barre ou poutre
en deux éléments finis enfants de méme type.

Q o @
_—
Q o E
g
Elément parent Eléments enfants

Fic. 3.3 — Raffinement hiérarchique bidimensionnel d’un élément fini triangulaire et d’un élément
fini quadrangulaire parents en quatre éléments finis triangulaires et quadrangulaires enfants.

Raffinement

|

Elément parent Eléments enfants

FiG. 3.4 — Raffinement hiérarchique tridimensionnel d’un élément fini cubique parent en 8
éléments finis cubiques enfants.

calculée de maniere classique.

Pour ces deux premiers modeles, les domaines occupés par la structure sont tels que Q = Q! = Q2
a l'erreur de discrétisation géométrique pres.

A partir d’un indicateur d’erreur, I’écart relatif entre les solutions u' et u?, appelé aussi erreur,
est calculé. L’indicateur d’erreur peut étre construit a partir de différentes quantités mécaniques.
L’ensemble des mesures d’erreurs envisagées est détaillé dans la section 3.1.4. L’erreur est établie
localement pour chaque élément fini parent en comparant sa solution avec celle de ses enfants.
Ensuite, 'erreur est comparée élément par élément a la précision e requise par 'utilisateur.
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Elément parent Eléments enfants

Eléments enfants en vue éclatée

Fia. 3.5 — Raffinement hiérarchique tridimensionnel d’un élément fini tétraédrique parent en 8
éléments finis tétraédriques enfants.

Chaque élément fini enfant des éléments du niveau 1 dont 'indicateur d’erreur est supérieur a
la précision demandée est subdivisé selon les figures 3.2, 3.3, 3.4 ou 3.5 pour former le niveau 3.
Si les éléments choisis sont quadrangulaires, un élément du niveau 1 est découpé en 16 éléments
si nécessaire. Par ce procédé, le niveau 3 est créé automatiquement. Le domaine Q2 peut n’étre
défini que localement et constitué de parties non connexes. A partir du maillage de niveau 3,
la matrice de raideur K? est assemblée. Le vecteur des efforts extérieurs f2 est construit sur la
frontiere 9503, 11 en est de méme pour les conditions aux limites cinématiques construites sur
0103,

Si le domaine 3 est local alors 9,93 U 0103 # 003, La frontiere 01,03 existe, elle est définie
par 0203 U 913 U 01,03 = 903,

Pour calculer w3, des conditions cinématiques particulieres sont appliquées sur la frontiere 91,03.
Le choix de ces conditions aux limites appelées conditions de liaison est expliqué dans la section
3.1.2. La prise en compte de ces conditions aux limites particulieres est réalisée par I'intermédiaire
des multiplicateurs de Lagrange.

Ce processus automatique de création de maillage se poursuit en comparant localement les so-
lutions u? et u3 pour créer éventuellement un niveau 4.

D’une facon générale, les solutions u/~! et u’/ des niveaux j — 1 et j sont comparées pour
chaque élément parent du niveau j — 1. Si ’écart entre ces deux solutions est supérieur a l'erreur
souhaitée €, le niveau j 4 1 est construit. Le lien entre ’erreur mesurée par 'indicateur d’erreur
et la précision des résultats se trouve dans ’annexe C.

La matrice de raideur K7t! peut étre assemblée. La définition des bords doQH, 9, Q71! et
1.V F ! permet de définir f77! et les conditions aux limites cinématiques et de liaison associées
A ce niveau. La solution u/*! peut étre calculée.

Le raffinement automatique de maillage s’arréte des que la précision € requise est obtenue pour
tous les éléments finis de la structure modélisée. Au cours du calcul, les domaines créés sont
définis tels que Q™ C ... Cc YV ... Cc Q! € Q, si le nombre final de niveaux nécessaires est de

nb.
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Remarque 1 : les calculs sur les niveaux 1 et 2 sont systématiquement réalisés sur le domaine de
calcul complet afin d’amorcer la procédure de raffinement automatique. Ces deux niveaux étant
grossiers, le cout de calcul engendré n’est pas significatif.

Remarque 2 : le choix du sous-découpage des éléments finis est arbitraire. Il est possible de les
découper de maniere différente.

3.1.2 Gestion des conditions aux limites sur 9;,)’

Si le raffinement de maillage se localise & un niveau j, le bord 01, existe. Il est défini par :

1.7 = 90 N OV U 9,V

Les efforts imposés sur 02§27 ainsi que les conditions cinématiques imposées sur 9;€) sont définis
par la modélisation du probleme réel. Ces deux conditions aux limites sont donc connues pour
le niveau j. Le calcul de la solution uw’ ne peut alors se faire sans choisir une hypothese sur
la frontiere 01,$7. Les conditions aux limites choisies sont de type cinématiques : ce sont des
déplacements imposés. Elles sont appelées conditions de liaison. Les déplacements connus sur le
niveau j — 1 sont utilisés pour définir les déplacements imposés ul sur la frontiere 01, .

Pour des problemes unidimensionnels la frontiere 01,7 représente un noeud, en deux dimen-
sions une ligne et en trois dimensions une surface. Quelle que soit la dimension du probleme,
deux regles seront toujours respectées. Les déplacements imposés sur les noeuds de 01,7, coinci-
dents avec le maillage j — 1, sont égaux a ceux du niveau j — 1. Les déplacements imposés sur
les noeuds intermédiaires sont obtenus par interpolation linéaire des déplacements définis aux
noeuds coincidents. Ces deux regles sont illustrées dans le cas de problémes bidimensionnels par
la figure 3.6.

Niveau j
u’

Niveau j — 1

j—1
w Y

Y U 0¥
O
Noeuds coincidents

[ Noeuds intermédiaires

Fi1G. 3.6 — Exemple, pour des problémes bidimensionnels, des conditions de liaison appliquées au
bord 01,8 d’un domaine local j.



42 Raffinement spatial local : cas linéaire

Les conditions de liaison ul (condition de déplacement sur le bord 01.£) sont déterminées &
partir de la relation (3.1).

VU =u = (I vt 3.1
v v 01+ ( ¢ )81*Qj ( )

I est un opérateur réalisant une interpolation linéaire.

Remarque : lorsque le raffinement automatique de maillage crée un nouveau domaine, la solution
définie sur le bord de ce domaine 0} contient forcément une erreur inférieure a la précision
souhaitée €.

3.1.3 Mise en équation

Les niveaux 1 et 2 sont définis sur le domaine de calcul complet. Les solutions ! et u? sont
obtenues par la résolution classique du systeme (3.2).

Kiw = fI

vje{1,2} (3.2)

u = Ud
2194
Lorsque le raffinement est local, les conditions aux limites cinématiques appliquées sur le bord
017 présentées dans la section 3.1.2 sont prises en compte par l'intermédiaire de multiplicateurs
de Lagrange A. Dans ce cas, la solution w’ sur le niveau j résolue par la méthode des éléments
finis est solution du systéme (3.3). Ce systéme peut étre résolu par une méthode de Crout 2.3.1.

IERAERES
Jj=3 (3.3)

u’ = Uud
01

La matrice CV est composée de 0 sauf pour les degrés de liberté situés sur la frontiere 91,07 ot
elle contient des 1. 0 est une matrice nulle. La premiere équation du systéeme (3.3) permet de
définir, pour un niveau j, les efforts de liaison f1’ selon I’ équation (3.4).

Kiu = §4+CITAI
= f+fV
D’une fagon plus générale, la solution recherchée ( inq1) est calculée en résolvant successivement

sur chaque niveau le systéme matriciel (3.5). Le nombre nb de niveaux nécessaires pour que
I’ensemble de la solution atteigne la précision requise n’est pas connu avant la fin du calcul.

(3.4)

Kfinal U final = ffz'na,l
[ (K] 1« f!
(K7 u’ f?
PN [KS] ’LL3 _ f3 + fl3 (35)
I . [Knb] | u;lb fnb + flnb

Le champ de déplacement final w ;4 (équation (3.6)) est composé de la réunion des contribu-
tions des champs de déplacement de chacun des niveaux. La contribution w’* correspond 4 la
partie de w/ définie sur Q7*. Le domaine Q7* est la zone de Q7 ou la solution a atteint l’erreur
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souhaitée. Le domaine 77 est la zone de €7 ol la solution n’a pas atteint I’erreur souhaitée. La
figure 3.7 définit Q/* et Q7.

Upingt = w™ Uu™ U Uw U Uu* (3.6)

Niveau j+1
QJj+1

Niveau j
QJ

|:| Domaine QJ*

- Domaine Q9+ = QJ N Qi*

F1G. 3.7 — Définition du domaine Q1* et QI .

Le déplacement u' ne participe pas a u final car le niveau 2 recouvre intégralement le domaine
de calcul complet. La solution du niveau 2 est donc plus précise que celle du niveau 1. Si le
raffinement de maillage du niveau j affecte I'intégralité de son domaine, alors la contribution
de u/* est nulle. Enfin, toute la solution du niveau le plus fin 4™ est utile pour construire w final-

La stratégie de calcul proposée permet d’obtenir la solution sur un maillage final présentant des
incompatibilités.

Le vecteur u ¢i,q est calculé en post-traitant les résultats bruts obtenus a la sortie du calcul. La
gestion des déplacements a la limite entre deux domaines constitue le point sensible de ce post-
traitement. Sur cette frontiére, il faut éviter la redondance des données. Ainsi, les déplacements
du niveau le plus grossier sont écartés au profit de ceux du niveau le plus fin.

Le champ de contrainte o fi,q et le champ de déformation € f;,q; sont calculés également par
post-traitement directement a partir de  finq;, de la relation de comportement (2.7) et de la
définition des déformations (2.6). Cette démarche est possible car la modélisation est linéaire.

3.1.4 Mesure d’erreur

La mesure de l'erreur est réalisée au moyen d’indicateurs d’erreurs. L’indicateur d’erreur est
une norme qui permet de comparer relativement deux champs de méme type (déplacement,
contrainte...) calculés sur deux maillages successifs j et j + 1 & une norme de référence. La
comparaison nécessite un opérateur de changement d’échelle pour travailler avec deux champs
de méme dimension. Les champs calculés sur le maillage fin j 4+ 1 sont transférés sur le maillage
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plus grossier j par l'intermédiaire d’un opérateur de restriction T's. Sa définition dépend de la
nature des quantités transférées (nodales ou situées aux points d’intégration de I’élément)(figure
3.8).

Niveaﬂn 7+1 x }\‘x x x
R ‘ ‘ ‘ X
Nivédau j
| Y
X a
X

® Noeud X Point d’intégration (point de Gauss)

Transfert de quantités nodales Transfert de quantités
(injection) situées aux points d’intégration

FiG. 3.8 — Restriction de quantités nodales et de quantités situées aux points d’intégration d’un
élément du niveau j + 1 vers le niveau j.

D’apres la figure 3.8, le transfert des quantités nodales du niveau fin j + 1 vers le niveau plus
grossier j ne présente aucune difficulté. La quantité connue sur les noeuds coincidents est injectée
du niveau j + 1 vers le niveau j.

D’une fagon générale, en ce qui concerne les champs issus des points d’intégration (par exemple le
champ de contrainte), une moyenne des quantités fines définies aux points d’intégration ne suffit
pas. En effet, le centre de gravité d’un élément fin ne coincide pas avec la position d’un point
d’intégration de 1’élément grossier correspondant (figure 3.8). Pour contourner cette difficulté, il
est possible de sous-intégrer les éléments. Un élément bidimensionnel de type quadrangle contient
alors un unique point de Gauss (au lieu de quatre) situé en son centre de gravité. Cette approche
n’est pas envisagée car d’autres problemes liés a la sous-intégration apparaissent, comme les
modes “sablier” dits de “hourglass” a énergie nulle. La sous-intégration est plus utile lorsque
la modélisation est non linéaire afin de réduire le cotut de calcul lié a 'intégration de la loi de
comportement.

L’opérateur de restriction pour les quantités situées aux points d’intégration interpole linéairement
les valeurs fines.

L’indicateur d’erreur est calculé pour chaque élément fini par différence entre le champ de
I’élément parent et celui issu de la restriction des éléments enfants.

Les grandeurs significatives en mécanique sont variées suivant les problemes traités. Les ingénieurs
ne s’intéressent pas seulement au champ de déplacement, ils étudient aussi le champ de contrainte
o, le champ de déformation € ou encore ’énergie e de la structure. Dans ce travail, quatre
types d’indicateurs d’erreurs sont analysés. Ils sont construits respectivement sur le champ de
déplacement, le champ de contrainte, le champ de densité d’énergie et enfin le champ d’énergie
d’un élément fini de la structure. Les quatre indicateurs d’erreurs choisis sont répertoriés dans
le tableau 3.1.
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type d’indicateur | grandeur d’intérét grandeur indicateur
de référence

=0 agd
déplacement u ul T = @) — /|
max [|ul]|

. VM(E =gl

contrainte o ol j (67 —a’)

7 max(VM(al))

densité d’énergie de =Tr|o €] de! = Tr(o! ']

énergie e=[,dedY | el= [, detdQ | I!=

TAB. 3.1 — Les différents types d’indicateurs d’erreurs analysés en statique.

Dans le tableau 3.1, la norme ||.;|| est définie pour le vecteur g de composantes {qz, qy, gz} en
un de ses points support k par la relation :

larll = V/(qzr)® + (ayr)? + (g21)?

V' M représente l'opérateur de Von Mises. Appliqué au tenseur de contrainte symétrique o de
composantes {oxz, oyy, 0czz, oy, oxz,0yz}, cet opérateur s’exprime en chaque point d’intégration
k sous la forme :

1

VM(o), = — ((amxk —oyy)? + (oxxy — ozz21)? + (oyye — oz2)?

N

F6((ory)? + (oz20)? + (o))

Le symbole " signifie que ce champ calculé sur le niveau j + 1 est restreint de la grille 7 + 1
vers la grille j par l'intermédiaire d’un opérateur de restriction spatial T's. Par exemple pour
un champ g, le vecteur ¢’ est défini sur la discrétisation de niveau j, il est de méme dimension
que le vecteur q’.

q‘j — Tg qj+1

Enfin, T'r correspond a la trace d’un tenseur.

3.2 Etudes numériques

Les caractéristiques principales de la “S(T)AR-method” sont identifiées au moyen d’études
numériques. Trois cas tests bidimensionnels et un cas tridimensionnel sont analysés. Une plaque
trouée selon deux versions et une plaque fissurée sont modélisées en deux dimensions sous des
sollicitations de traction. Le dernier cas est une poutre tridimensionnelle sollicitée en flexion.
Les parametres d’entrée de la “S(T)AR-method” (cf. annexe F figure F.1) sont le maillage du
premier niveau constituant le niveau 1, l'indicateur d’erreur (tableau 3.1) et la précision sou-
haitée sur les résultats. L’influence de ces trois entrées imposées par l'utilisateur est évaluée
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dans cette partie. L’étude des indicateurs d’erreurs est suivie par celle du choix du maillage du
premier niveau. Enfin, 'accord entre la précision des résultats souhaitée et obtenue est vérifié.
L’efficacité de la méthode proposée est évaluée en comparant le nombre de degrés de liberté créé
a celui obtenu avec un raffinement de maillage uniforme. Le lien entre la taille de maille utilisée
et la géométrie de la piece étudiée est également discuté.

3.2.1 Cas tests

Le matériau choisi pour les quatre cas tests présentés est élastique, linéaire, homogene et iso-
trope et ses caractéristiques sont :

- un module d’Young £ = 211 GPa,

- une masse volumique p = 7850 kg.m 3,
- un coefficient de Poisson v = 0.3.

Pour les modélisations bidimensionnelles, les simulations sont menées sous ’hypothese des
contraintes planes.

Cas A : plaque trouée sollicitée en traction (premiére version)

La géométrie de la plaque trouée étudiée est donnée par la figure 3.9. La plaque est choisie
de forme carrée. Le trou circulaire de rayon r est placé au centre de la plaque. La dimension
caractéristique de la plaque est r/c = 0.06. La sollicitation est exercée sous la forme d’une
pression linéique F de 5.107 N.m~!.

C 6/2 F
F
D —— ——
D —— ——>
<« —— ——
<« —> N >
D ——
<« ——
D ——
2r

Fi1c. 3.9 — Premiére version de la plaque trouée sollicitée en traction.

Pour des raisons de symétrie, uniquement un quart de la structure est modélisé. Les éléments
choisis sont des quadrangles a quatre noeuds linéaires (nommés QUA4 dans Cast3m). La figure
3.10 représente le maillage de niveau 1 grossier, constituant le premier niveau.

Cas B : plaque trouée sollicitée en traction (deuxiéme version)

La configuration géométrique générale et les sollicitations extérieures de la plaque sont les mémes
que précédemment. Seule la forme du trou évolue suivant la figure 3.11. Le trou précédent
circulaire devient oblong. Ces caractéristiques sont a/c = 0.06 et r/a = 0.25.

Pour les mémes raisons de symétrie que précédemment, seul un quart de la structure est modélisé.
Les éléments choisis sont également des quadrangles a quatre noeuds linéaires (nommés QUA4
dans Cast3m). La figure 3.12 représente le maillage de niveau 1 grossier, constituant le premier
niveau.
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Fi1c. 3.10 — Maillage de niveau 1 choist pour la premiere version de la plaque trouée.

F
F
« —>
-« —> —>
-« — —
-« —> F—— c/2 F——
<«
<« 2(a+7) —— ——
-« — 7’ —
-« —
a

c

Fia. 3.11 — Deuziéme version de la plaque trouée sollicitée en traction.

Fic. 3.12 — Maillage de niveau 1 choist pour la deuxiéme version de la plaque trouée.

Cas C : plaque fissurée sollicitée en traction

La géométrie de la plaque fissurée est présentée sur la figure 3.13. Les dimensions caractéristiques
sont ¢/a = 3 et b/a = 5. La sollicitation est exercée sous la forme d’une pression linéique F' de
2.108 N.om~L.

Pour des raisons de symétrie, seul un quart de la structure est modélisé. Plusieurs maillages
spatiaux de niveau 1 sont testés, leur influence est analysée dans la section 3.2.3.

Cas D : poutre en flexion

La géométrie tridimensionnelle de la poutre étudiée est présentée par la figure 3.14. Sa section
est en 1. Ses dimensions sont la longueur a = 0.5 m, la hauteur ¢ = 0.1 m, la largeur b = 0.1 m
et le parametre e = 0.025 m. La poutre est encastrée a une extrémité et sollicitée en flexion a
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Fia. 3.13 — Plaque fissurée sollicitée en traction

I'autre. La sollicitation est exercée sous la forme d’une pression surfacique F' de 108 N.m~2.
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Fia. 3.14 — Poutre tridimensionnelle sollicitée en flexion

Les éléments choisis pour constituer le maillage de niveau 1 (figure 3.15) sont des cubes & huit
noeuds linéaires (appelés CUBS8 dans Cast3m).
Récapitulatif

Un récapitulatif des quatre cas A, B, C et D traités est présenté dans la table 3.2.

3.2.2 Influence de l’indicateur d’erreur

Les quatre types d’indicateurs d’erreurs définis dans le tableau 3.1 sont étudiés dans un premier
temps avec le cas test A (tableau 3.2).

Apres avoir défini le maillage de niveau 1 (figure 3.10), choisi I'indicateur d’erreur et la précision
souhaitée, le maillage final obtenu avec chacun des indicateurs d’erreurs est représenté sur la
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Fi1a. 3.15 — Maillage de niveau 1 de la poutre tridimensionnelle sollicitée en flexion

Cas | Dimension Géométrie Type de sollicitation
A 2D plaque carrée trouée traction
trou circulaire
B 2D plaque carrée trouée traction
trou oblong
C 2D plaque rectangulaire fissurée traction
D 3D poutre section I flexion

TAB. 3.2 — Récapitulatif des différents cas analysés.

figure 3.16. La précision ¢ demandée avec 1’utilisation de l'indicateur basé sur le champ :
- de déplacement est ¢ = 0.001,

- de contrainte est € = 0.01,

- de densité d’énergie est ¢ = 0.15,

- d’énergie est ¢ = 0.001.

Remarque : la figure 3.16 est constituée de la superposition de tous les maillages créés au cours
du calcul. Les deux segments représentant le trou correspondent au maillage de niveau 1.

Les quatre maillages finaux obtenus sont différents suivant I'indicateur d’erreur choisi. Cepen-
dant, dans chacun des cas, le maillage se raffine au voisinage du trou et sur la diagonale du
carré. Il ne s’agit pas de la zone de contrainte maximale. La figure 3.17 permet de visualiser la
contrainte de Von Mises dans une zone proche du trou. La couleur rouge représente les zones
de contrainte maximale et la couleur bleu les zones de contrainte minimale. Le raffinement de
maillage a lieu dans la zone de transition du maximum vers le minimum de contrainte.

La figure 3.17 montre que quel que soit I'indicateur d’erreur choisi, la localisation de la zone de
raffinement est sensiblement la méme.

La figure 3.18 trace I’évolution du maximum de l'erreur en fonction des niveaux pour chacun
des indicateurs d’erreurs pour le cas A. Cette figure permet d’analyser I'ordre de convergence
des différents criteres.

Pour le cas A, les quatre indicateurs d’erreurs convergent avec des ordres différents :

- proche de 2 pour celui basé sur le champ de déplacement,

- proche de 1 pour celui basé sur le champ de contrainte,

- proche de 0.5 pour celui basé sur le champ de densité d’énergie,
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Maillages finauz obtenus pour le cas A avec les quatre indicateurs d’erreurs.
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Fi1c. 3.17 — Contrainte de Von Mises dans une région proche du trou. Le rouge représente les
zones de plus fortes contraintes et le bleu celle des plus faibles.
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Fic. 3.18 — Ewvolution du mazimum de l’erreur en fonction du niveau pour le cas A pour les
quatre critéres d’erreurs.

une correspondance est établie entre chacun d’eux.

Dans le cas d’un probleme singulier tel que celui d’une plaque fissurée sollicitée en traction (cas
test C), les conclusions précédentes ne s’appliquent pas. Les évolutions du maximum de ler-
reur en fonction des indicateurs d’erreurs, présentées sur la figure 3.19, montrent que tous les
indicateurs d’erreurs ne convergent pas. Les indicateurs d’erreurs en déplacement et en énergie
convergent avec un ordre proche de 0.5, ceux basés sur les contraintes et la densité d’énergie
divergent suivant un ordre de 0.5.

L’explication de 'ordre de convergence de chacun des indicateurs d’erreurs pour le cas C est
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FiG. 3.19 — Evolution du maximum de l’erreur en fonction du niveau pour le cas test C pour les
quatre indicateurs d’erreurs.

donnée par la théorie de la mécanique de la rupture linéaire [75]. La fissure introduit une sin-
gularité dans le champ de contrainte en 1/ Vid = d79%, si d est la distance & la pointe de la
fissure (figure 3.20). Ainsi, en pointe de fissure le champ de contrainte n’est pas défini et l'in-
dicateur d’erreur associé a cette quantité diverge avec un ordre 0.5. Le champ de déplacement
évolue en vd = d*® en pointe de fissure. L’ordre de convergence de l'indicateur basé sur le
champ de déplacement de 0.5 est bien retrouvé. Le champ de déformation correspondant a la
dérivée du champ de déplacement est donc proportionnel a 1/ Vd = d=%% en pointe de fissure.
La densité d’énergie (tableau 3.1) définie par la trace du produit des tenseurs de contrainte et
de déformation est proportionnelle & 1/v/d* 1/v/d = d~'. Les criteres d’erreurs étant construits
comme une norme, la racine carrée utilisée dans la définition de I'indicateur d’erreur en densité
d’énergie le rend proportionnel a \/1/—d = d~9%. L’ordre de divergence de cet indicateur constaté
numériquement est donc cohérent. Enfin, I’énergie, correspondant a l'intégrale sur une surface
de la densité d’énergie, est proportionnelle & 1/d * d? = d. Ainsi, I'indicateur d’erreur basé sur
I’énergie défini avec une racine carrée varie suivant d°® expliquant 1’ordre de convergence de 0.5
sur la figure 3.19.
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F1G. 3.20 — Distance d d’un point P a la pointe de fissure.
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Pour un cas singulier, les indicateurs d’erreurs ne sont pas tous équivalents. Suivant la grandeur
considérée, ils peuvent ne pas converger. L’indicateur d’erreur basé sur I’énergie apparait comme
le plus adapté a des problemes de mécanique puisqu’il s’appuie sur une quantité toujours finie.

3.2.3 Influence du maillage du premier niveau

L’influence du maillage de niveau 1 est discuté a partir du cas de la plaque fissurée (cas C).
Différents maillages de niveau 1, figure 3.21, sont testés avec des éléments quadrangulaires
linéaires a quatre noeuds et des éléments triangulaires linéaires a trois noeuds. Les cinq maillages
sont repérés par les lettres allant de (a) a (e). L’indicateur d’erreur basé sur I’énergie est adopté
pour les raisons indiquées dans la section précédente. Cet indicateur associé & une précision re-
quise € = 3.10~% conduit aux maillages finaux tracés sur la figure 3.22. Ces maillages obtenus &
la fin de chaque calcul sont différents les uns des autres mais dans chacun des cas, le raffinement
de maillage se localise au niveau de la pointe de fissure. La singularité en pointe de fissure est
pergue par l'indicateur d’erreur et ’algorithme de la “S(T)AR-method” concentre le raffinement

de maillage dans cette zone.

La convergence de 'indicateur d’erreur pour chacun des cas (a) a (e) est indiquée sur la figure
3.23. Le méme ordre de convergence de 0.5 est obtenu avec chacun des maillages de niveau 1
testés. Cependant le nombre de niveaux nécessaires pour obtenir la méme précision n’est pas
identique. Pour les maillages (b), (c) et (e), '’évolution du maximum de l'erreur est trés proche
et 9 niveaux sont nécessaires. Le calcul réalisé avec le maillage (a) converge en 7 niveaux alors
que celui réalisé avec le maillage (d) converge en 10 niveaux. Le maillage (a) converge en deux
niveaux plus tot que le maillage (b) puisque son maillage de niveau 1 en pointe de fissure est
déja deux fois plus fin. Ainsi, le choix du maillage du premier niveau n’a pas d’influence sur la
précision des résultats. Il impacte seulement le nombre de niveaux nécessaires pour atteindre
la précision exigée. Quelle que soit la taille des mailles de niveau 1, la taille des mailles finales
permettant d’atteindre une précision donnée est toujours la méme.

3.2.4 Précision des résultats

La vérification de 'adéquation entre la précision des résultats et la précision demandée est ef-
fectuée a posteriori avec le cas A. Le maximum de la contrainte de Von Mises obtenu avec
la “S(T)AR-method” est comparé a la valeur de référence par le tableau 3.3 pour différentes
précisions requises €. La valeur de référence correspond a celle obtenue avec la méthode des
éléments finis classique avec un maillage de finesse constante égale au niveau correspondant
pour la structure complete. L’'indicateur d’erreur choisi pour effectuer cette validation est basé
sur le champ de contrainte.

L’étoile contenue dans une case signifie que le maillage correspondant a ce niveau ne contient
pas la zone du maximum de contrainte. Autrement dit, a partir du niveau marqué par une
étoile, la contrainte de Von Mises maximale n’évolue plus. Cependant, un calcul sur le niveau
correspondant a cette étoile a été effectué afin que la solution du domaine de calcul complet
atteigne la précision requise initialement. La figure 3.17 montre un raffinement de maillage hors
de la zone du maximum de contrainte a partir d’un certain niveau.

La valeur de référence oo est calculée par extrapolation basée sur I'ordre de convergence et sur les
valeurs de référence obtenues sur les niveaux 8 et 9. Les deux premieres décimales peuvent étre
données sans hésitation contrairement aux suivantes. Cette valeur de référence est considérée
comme la valeur exacte du maximum de la contrainte de Von Mises pour ce cas test.
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F1c. 3.21 — Maillages de niveau 1 choisis pour la plaque fissurée (Cas C).

En parcourant le tableau 3.3 par une ligne horizontale de gauche a droite, plus la précision
requise est grande (c’est-a-dire plus € est petit) plus la valeur maximale de la contrainte de Von
Mises tend vers sa valeur de référence.

Le parcours vertical du tableau pour une précision donnée, par exemple ¢ = 0.1, montre que
plus le niveau est fin (élevé), plus le maximum de la contrainte de Von Mises tend vers la valeur
de référence du niveau co. Du point de vue numérique en comparant la valeur du maximum de
contrainte obtenu pour une précision € = 0.2 a la valeur exacte de référence, I’écart constaté est
de (1.56 — 1.31765)/1.56 % 100 ~ 15,5 soit inférieur a 20%. Ceci est en parfait accord avec la
précision demandée. Cette opération peut étre réitérée pour vérifier I’écart entre le maximum
de la contrainte de Von Mises par rapport a la valeur exacte de référence pour chaque précision
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(d) (e)
F1a. 3.22 — Maillages finauzx obtenus pour la plaque fissurée (Cas C).

testée (voir le tableau 3.3).

Cet exemple numérique illustre la cohérence entre la précision des résultats demandée et la
précision effective des résultats obtenus avec la méthode de raffinement automatique de maillage.
Par ce procédé, il est certain que la finesse du maillage sera toujours adaptée a la qualité de la
solution souhaitée. Ce procédé garantit la précision du calcul au niveau e souhaité pour l’en-
semble de la solution, tout en limitant le nombre de degrés de liberté du maillage.

L’annexe C discute du lien entre la précision de la solution et la mesure de lerreur par un
indicateur.
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Fi1G. 3.23 — Evolution du mazximum de ’erreur en fonction du niveau pour les cing maillages de
la plaque fissurée avec lindicateur d’erreur défini en énergie.

Niveau Valeur de référence | e=0.2 | e=0.1 | e=0.05|e¢=0.02 | e =0.01
2 0.93741 0.93656 | 0.93656 | 0.93656 | 0.93656 | 0.93656
3 1.14288 1.14931 | 1.14931 | 1.14931 | 1.14931 | 1.14931
4 1.31469 1.31765 | 1.31765 | 1.31765 | 1.31765 | 1.31278
5 1.42273 * 1.41067 | 1.41233 | 1.41670 | 1.41895
6 1.48630 1.46859 | 1.47138 | 1.47687 | 1.47996
7 1.52233 * 1.50594 | 1.51185 | 1.51519
8 1.54178 1.52491 | 1.53101 | 1.53443
9 1.55193 * 1.54105 | 1.54452
10 * 1.54968
00 1.56...

[ écart en % | [ 15,5% | 5,9% | 2,2% | 1.2% | 0,7% |

TAB. 3.3 — Comparaison de la contrainte de Von Mises mazimale (10° Pa) obtenue suivant la
précision € demandée avec la “S(T)AR-method” a la valeur de référence.

3.2.5 Efficacité

L’efficacité de la méthode est étudiée en comparant le nombre de degrés de liberté d’un modele
de référence a celui du modele créé par la méthode de raffinement automatique. La valeur de
référence correspond au nombre de degrés de liberté d’un maillage défini pour toute la structure
sur un niveau donné. Elle correspond & un calcul effectué avec une précision € égale a zéro. Le
nombre de degrés de liberté de chacun des modeles est répertorié dans le tableau 3.4 pour le
cas test A. Le nombre de degrés de liberté est représentatif de l'efficacité de la méthode. En
effet, plus ce nombre est élevé plus le temps passé pour résoudre les équations d’équilibre est
important. La limitation de ce nombre améliore, sans dégrader la précision, l'efficacité d’une
méthode numérique.

Pour le cas A, si 'indicateur d’erreur en énergie est utilisé avec une précision € = 0.01, le nombre
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Niveau Nombre de degrés de liberté
Référence | e =0.05 | e =0.01 | e =0.005 | e = 0.001
1 24 24 24 24 24
2 70 70 70 70 70
3 234 202 234 234 234
4 850 130 826 850 850
5 3224 1716 3144 3224
6 12610 530 2610 12568
7 49794 482 38322
8 197890 12266
| total | - | 426 | 3400 | 7414 | 67558 |
[ gain | - | 499% [ 730% | 850% | 659% |

TAB. 3.4 — Comparaison du nombre de degrés de liberté des modéles obtenus pour différentes
précisions avec un indicateur d’erreur basé sur l’énergie pour le cas test A.

de niveaux nécessaires pour 'atteindre est de 6. La somme du nombre de degrés de liberté des
modeles créés sur chacun des niveaux est de 3400 (tableau 3.4). Le nombre de degrés de liberté
de référence contenu dans le maillage complet de la structure correspondant au niveau 6 est de
12610. Ainsi, le gain en nombre de degrés de liberté réalisé en utilisant la “S(T)AR-method” est
de 73 %. La méthode de raffinement local est d’autant plus efficace que la zone de localisation
est petite par rapport a la structure globale. Lorsque € = 0.001 efficacité est réduite par rapport
au cas ou € = 0.005 car la zone de raffinement s’étend sur la structure pour satisfaire la précision
souhaitée.

Le deuxieme exemple concerne le cas D. En choisissant un indicateur d’erreur en déplacement
et en prenant une précision de ¢ = 0.0015, la “S(T)AR-method” donne les maillages successifs
de la figure 3.24. Le nombre de degrés de liberté pour le calcul de référence et le calcul avec
raffinement de maillage automatique est donné dans le tableau 3.5. Le gain de degrés de liberté
réalisé pour ce cas est encore plus significatif que précédemment car il est de 98,5 %.

Niveau | Nombre de degrés de liberté
Référence e =0.015
1 966 966
2 5658 5658
3 37746 9338
4 273378 5202
5 2075586 10712
| total | - ] 31876 |
| gain | - | 98,5 % |

TaB. 3.5 — Comparaison du nombre de degrés de liberté des différents niveaux du cas test D
obtenus avec un indicateur d’erreur en déplacement.

Le calcul de référence correspondant au niveau 5 est impossible sur un ordinateur de capacité
moyenne avec Cast3m en 2006. Le maillage contient trop de degrés de liberté. Il est donc évident
que la méthode proposée dans ce travail permet d’envisager des calculs pour des modeles conte-
nant un grand nombre de degrés de liberté.

Remarque : ces résultats enthousiasmants sont a nuancer. En effet, les maillages de référence
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(niveaux 1 et 4) (niveaux 1 et 5)

FiG. 3.24 — Raffinement de maillage tridimensionnel d’une poutre en I encastrée a une extrémité
et sollicitée en flexion a autre

obtenus pour une précision € = 0 sur chacun des niveaux ne sont pas les maillages qui auraient
été créés naturellement pour calculer la solution du probleme initial. Les cas tests choisis sont
académiques et le choix de leur maillage ne présente pas de difficulté majeure. Ces cas sont
considérés afin d’analyser la méthode mise en place. Pour un probleme complexe la définition
d’un maillage adapté au besoin de I’étude n’est pas triviale. Les résultats présentés dans cette
partie permettent d’estimer les gains potentiels de la méthode.

3.2.6 Echelle d’analyse, ordre de convergence et singularité

Les deux cas tests bidimensionnels précédents A et C traitent respectivement un exemple sans et
avec une singularité de type fissure. L’ordre de convergence des différents indicateurs testés est
influencé par la présence d’une singularité. Par exemple, I'indicateur d’erreur basé sur le champ
de déplacement converge avec un ordre 2 lorsque le probleme ne présente pas de singularité. Il
converge avec un ordre 0.5 dans le cas contraire (si la singularité est de type fissure). Cependant,
Iinfluence de la singularité sur la convergence dépend de 1’échelle a laquelle elle est considérée.

Le calcul du cas test B, avec un indicateur basé sur le champ de déplacement et une précision de
€ = 0.0001, conduit aux maillages successifs présentés sur les figures 3.26 et 3.27. L’évolution du
maximum de l'indicateur d’erreur est tracée sur la figure 3.25. Deux comportements différents
apparaissent. Le premier correspond a une convergence d’ordre 0.5. Le second & une conver-
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gence d’ordre 2. Jusqu’au niveau 5 le trou de la plaque agit comme une fissure. La dimension
caractéristique d’un élément fini est plus grande que celle du cercle. Si r représente le rayon du
trou et h la longueur caractéristique d’un élément proche du trou alors sur le niveau 1 le rapport
de ces deux grandeurs est de r/h = 0.1875 (ou h/r = 5.33). Pour chaque niveau plus fin r reste
constant tandis que h est divisé par deux. Au niveau 5, lorsque le comportement du maximum
de l'erreur commence a changer, le rapport r/h vaut 3. Au niveau 6, il vaut 6. A partir des
niveaux 5 et 6, le trou n’agit plus comme une singularité de type fissure mais comme un trou
circulaire n’apportant plus de singularité. L’adaptation de la taille des éléments finis a celle du
rayon du trou régularise le probléeme en basculant du cas test C vers le A.

101 : : , , .
0 Maximum de 'erreur
Assymptote de pente -2 -
Assymptote de pente -0.5
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Fia. 3.25 — Fvolution du mazimum de Uerreur pour le cas B avec un indicateur d’erreur en
déplacement et une précision de e = 0.0001.

La singularité influence la convergence d’un indicateur d’erreur suivant 1’échelle (ou le niveau)
a laquelle elle est considérée. Elle dépend du rapport de la taille des éléments finis et de la
dimension caractéristique de la géométrie étudiée.

3.3 Synthese

Une stratégie adaptative locale est proposée via la “S(T)AR-method”. Elle repose sur un critere
d’erreur évalué pour chaque élément fini d’un niveau. La comparaison de 'erreur a la précision
demandée € permet de définir ou non un niveau supplémentaire. La résolution d’un probleme
local conduit a imposer des conditions cinématiques de liaison et a utiliser des multiplicateurs
de Lagrange.

Les parametres d’entrée d’un calcul (le maillage du premier niveau, le choix de l'indicateur d’er-
reur et la précision requise) répertoriés sur la figure F.1 de 'annexe F sont étudiés. Les résultats
principaux sont énumérés ci-dessous.

- La vitesse de convergence du calcul est indépendante du maillage de niveau 1 proposé. La
finesse de maille finale nécessaire pour atteindre une précision donnée n’est pas influencée par
la taille des mailles initiales.
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Fi1Gc. 3.26 — Maillages des niveauxr 1 a 6 pour la plaque trouée obtenus avec un indicateur basé

sur les déplacements pour une précision € = 0.0001.
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Fi1c. 3.27 — Maillages des niveaux 7 a 9 pour la plaque trouée obtenus avec un indicateur basé
sur les déplacements pour une précision € = 0.0001.

- Pour un probléeme régulier, tous les indicateurs d’erreurs convergent.

- Pour un probléme contenant une singularité de type fissure, la singularité modifie 'ordre de
convergence des indicateurs d’erreurs. Ceux basés sur les champs de contrainte et de densité
d’énergie ne convergent pas. Ceux basés sur les champs de déplacement et d’énergie convergent
avec des ordres inférieurs a ceux d’un probléme régulier.

- Lefficacité de la méthode est discutée en comparant le nombre de degrés de liberté des modeles
classiques a celui des modeles avec raffinement automatique de maillage. La réduction du nombre
de noeuds avec la “S(T)AR-method” est importante, elle peut atteindre plus de 90 %.

- La précision des résultats calculés correspond bien a celle demandée initialement.
- Une singularité agit en tant que telle suivant le rapport entre sa dimension caractéristique

et la dimension caractéristique des éléments finis qui I’entourent. Son influence sur l'ordre de
convergence dépend donc de I’échelle a laquelle elle est représentée.
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Chapitre 4

Raffinement spatial et temporel
local : cas linéaire

Ce chapitre généralise la méthode de raffinement de maillage spatial en I’étendant aux problemes
linéaires dépendant du temps. Le T de “STAR-method” (“Space Time Automatic Refinement”)
prend alors tout son sens. Les schémas numériques de la famille de Newmark (décrits dans la
section 2.5) sont utilisés pour intégrer la variable temporelle. Dans ce chapitre, le raffinement
du maillage est réalisé simultanément pour les discrétisations spatiale et temporelle. Ces deux
discrétisations sont désormais couplées. Au cours du processus de raffinement automatique de
maillage spatial et temporel, des niveaux (ou grilles) de plus en plus fins sont créés.

La premiere partie de ce chapitre introduit le concept de domaine espace temps élémentaire
sur lequel se base la “STAR-method”. Ce concept couple les discrétisations spatiale et tempo-
relle. Apres avoir présenté le principe de raffinement local du maillage spatial et temporel, la
démonstration de la stabilité de 1'algorithme créé est établie. Cette analyse de stabilité permet
de définir les conditions aux limites a appliquer aux bords d’un domaine espace temps local afin
de garantir la convergence de la méthode. Comme dans le chapitre précédent, les indicateurs
d’erreurs mis en place pour les problemes de dynamique linéaire sont étudiés.

La seconde et la troisieme partie de ce chapitre présentent les résultats obtenus pour des simu-
lations numériques unidimensionnelle et bidimensionnelle. Les principales caractéristiques de la
“STAR-method” sont déduites des études numériques.

Enfin, la derniére partie synthétise les résultats présentés dans ce chapitre.

4.1 Principe de la “STAR-method”

4.1.1 Domaine espace temps élémentaire

Le principe de la “STAR-method” repose sur la notion de domaine espace temps élémentaire
illustré par la figure 4.1. Ce domaine élémentaire est matérialisé par une échelle spatiale X
sur ’axe horizontal et par une échelle temporelle T' sur I'axe vertical. Un élément de temps
est composé de deux instants successifs ¢, et t,,+1 séparés par un pas de temps At tel que
tmt1 = tm + At ¥Ym € {0,...,r — 1}. La discrétisation temporelle respecte les regles énoncées
dans la section 2.2.2. L’espace élémentaire est constitué d’un élément fini e; défini aux deux
instants t,, et t;+1. Cet élément fini n’est créé qu’une seule fois quel que soit le nombre de
domaines espace temps élémentaires qui 1'utilisent. D’une fagon générale, I’élément fini e; peut
étre uni-, bi- ou tridimensionnel. Quelle que soit la dimension considérée (1D, 2D ou 3D), la
représentation d’'un domaine espace temps élémentaire sera toujours semblable. Un domaine
espace temps élémentaire est désigné par Qt,,e;. 2t symbolise le domaine espace temps. L’in-

dice m indique I'intervalle de temps considéré [t,,, t, +1]. La lettre i désigne le i*"¢ élément fini.
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T
A o
tm+1 ‘
At Qt,nei
e
tm v - X

Fi1G. 4.1 — Domaine espace temps élémentaire Qt,e;.

Le maillage spatial et temporel complet Qt de la structure correspond a l'union spatiale et
temporelle de tous les domaines espace temps élémentaires. Si le nombre de domaines espace
temps élémentaires entre chaque intervalle de temps [m, m + 1] est n,,, le domaine espace temps
Qt est défini par :

r—1 nm

Ot = U U Otme (4.1)

m=0i=1
Cette représentation permet de coupler la discrétisation spatiale a la discrétisation temporelle.

Le domaine espace temps élémentaire sert de base a la construction de la stratégie de raffinement
spatial et temporel local.

4.1.2 Principe de construction d’un maillage spatial et temporel de niveau
j + 1 hiérarchique au niveau j

Dans le cadre de la “STAR-method”, le maillage de niveau j+1 est hiérarchique au niveau j tant
pour sa discrétisation spatiale que temporelle. La définition d’un maillage spatial hiérarchique est
illustrée dans le chapitre 1 par la figure 1.5. La construction d’un maillage spatial hiérarchique
est identique a celle réalisée pour la “S(T)AR-method” dans la partie 3.1.1. La construction d’un
maillage temporel hiérarchique est similaire & celle d’'un maillage unidimensionnel (figure 3.2).
La figure 4.2 présente les niveaux j et j+1 de deux maillages spatiaux et temporels hiérarchiques.

L’échelle de temps du niveau j + 1 hiérarchique par rapport au niveau j est définie par :

iy .
il =1, (12)
1 .
thma2 = g1 (4.3)
J J

il = Lt (4.9

. . . . At

+1 +1 +1 +1 J
t%erQ - téerl = téerl - tém = (45)

2

Un instant intermédiaire se situe au milieu de deux instants coincidents. Ainsi, I'intervalle de
temps At; du niveau j peut étre calculé par rapport au pas de temps initial Aty par la relation :

AL

Atj =51

(4.6)

a construction d’un domaine espace temps de niveau j iérarchique par rapport au niveau
L truct d’ d t d +1h h t
j est présentée sur la figure 4.3 a partir d’'un domaine espace temps élémentaire. Un domaine
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Echelle de temps Echelle d’espace

g+l
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Niveau j + 1 A myl + ® PY

[

! j+1
J

A t2m

A th+1

[ .

I e

Niveau j [ + e ®

[

I .

A

e Noeud coincident entre les niveaux j et j +1

o Noeud intermédiaire créé lors du sous-découpage spatial

A 1nstant coincident entre les niveaux j et j + 1

A Instant intermédiaire créé lors du sous-découpage temporel

FiG. 4.2 — Définition des échelles spatiale et temporelle hiérarchiques pour deux niveaux successifs
j et j+ 1 correspondant aux domaines espace temps de la figure 4.3.

espace temps élémentaire Ot,,e! parent de niveau j induit, s'il est sous-découpé, quatre domaines

’1 2 . 1+1 i1 i1 i1 .
espace temps élémentaires enfants Qtg,, e + thme‘gil, Qtomtre] et Qt2m+1€§i_1 sur le niveau
7 + 1 pour des problemes unidimensionnels.

La structure de données établissant la filiation entre les domaines espace temps parents et en-
fants est présentée dans I'annexe E.

T T
A A
J J+1
tm+1 t2m+2
At i j+1
8 Yt | Ol
. ; J+1
At; Qe Bomt1
At j j+1
Tj thmei+1 thmefil
J Jj+1
tm > X tom > X
Niveau j Niveau 7 + 1

Fi1G. 4.3 — Diagramme espace temps élémentaire parent sur le niveau j et les quatre domaines
espace temps élémentaires enfants du niveau j + 1.
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Remarque 1 : la stratégie de construction des maillages hiérarchiques implique que tous les
maillages créés sont hiérarchiques entre eux.

Remarque 2 : le sous-découpage en divisant par deux les pas de maillage dans chaque direction
(spatiale et temporelle) est arbitraire. D’une fagon générale, il est possible de les diviser par un
nombre entier p quelconque. Cependant, le choix p = 2 présente des avantages.

4.1.3 Principe de raffinement de maillage spatial et temporel local

Le principe général de raffinement de maillage spatial et temporel pour un probléme unidimen-
sionnel (figure 4.4) est calqué sur le raffinement de maillage spatial d’un probléme bidimensionnel
présenté dans le chapitre précédent 3.1.1 en substituant ’axe du temps T a 'axe spatial Y .
Cette transformation permet de représenter les domaines espace temps élémentaires. Sur la fi-
gure 4.4, le maillage final provisoire devient définitif si aucun niveau supplémentaire n’est créé.
L’implémentation dans Cast3m de I’algorithme de la “STAR-method” est détaillée dans I’annexe
F.

Maillage spatial

et temporel final

provisoire

Création d’un

i Niveau j + 1 .
! . niveau plus
| A j

o o (@, @, u} finj+1

Niveau j Sierr > e T

A

(i, u, u}j o Calcul de I’erreur
spatio-temporelle Comparaison
—>» err pour chaque —» de l'erreur
domaine espace temps a la précision e
Niveau j — 1 élémentaire

{it, @, u}i 1

/ / : Sierr <e

/

Maillage spatial Calcul

5/ Y
! T et temporel final terminé
/%

Fic. 4.4 — Principe de l’algorithme de résolution de la “STAR-method” pour un probléeme unidi-
menstonnel. Les parties “grisées” représentent la part de chaque domaine ou la solution a atteint
la précision € requise (i.e. ot la solution finale est connue). La fleche située a gauche matérialise
le sens de lecture du graphique.

La méthode est initialisée en créant un premier modele spatio-temporel grossier de la structure
étudiée. La discrétisation spatiale est réalisée par la méthode des éléments finis. Le maillage (spa-
tial et temporel) réalisé est appelé niveau 1. I délimite le domaine Q! ot € fait référence a la
discrétisation spatiale, t & la discrétisation temporelle et 1 au numéro du niveau. Sa frontiere est
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notée 9Nt Comme dans le cas de la statique linéaire, la dimension n de I'espace dans lequel est
cherchée la solution est omise dans I’écriture du domaine espace temps Qt7. Le domaine espace
temps Qt! est composé des maillages spatiaux 2% définis aux instants tX ott m € {0,...,71}.
Le pas de temps choisi pour le niveau 1 est noté Aty. Les discrétisations spatiale et temporelle
respectent les regles énoncées dans la partie 2.2.

Les matrices de masse M. et de raideur K sont assemblées sur le domaine Qt! pour chaque
instant t. . Le vecteur des efforts extérieurs f1, défini sur 929}, et les conditions aux limites
cinématiques sur 91§} sont également construits pour chaque maillage spatial 2} défini & I'ins-
tant t. . Le vecteur d’état U' = {4i, %, u}! constitue la solution associée & ce premier niveau ot
i est le champ d’accélération, @ le champ de vitesse, u le champ de déplacement. Il désigne 1’en-
semble des vecteurs d’état calculés pour chaque instant t,, ainsi U' = {Uy,...,Up,..., U
Dans la définition du vecteur d’état U7, I'indice j indique qu’il s’agit de la solution discrete cal-
culée numériquement sur un niveau j. L’indice h précisant le pas de maillage est volontairement
omis afin de simplifier la notation.

La solution U est calculée de maniere classique sur ce premier niveau. Comme dans le cas
de la statique linéaire, les champs de contrainte o' et de déformation €' sont obtenus par un
post-traitement du champ de déplacement u'.

La seconde étape consiste a construire le niveau 2 constitué par un maillage spatial et temporel
hiérarchique par rapport au maillage de niveau 1 pour la structure complete. L’établissement
d’un maillage spatial et temporel hiérarchique est décrit dans la section précédente 4.1.2. Le
niveau 2 délimite le domaine espace temps Qt? de frontiere 092t2. Le maillage temporel est
caractérisé par un pas de temps Aty tel que Aty = At;/2. Les instants t,, varient pour
m € {0,...,r2}. Le nombre de piquets de temps du niveau 2 dépend de celui du niveau 1
et ro = 2 T1.

Les matrices de masse M2, et de raideur K?2, associées au maillage spatial Q2 , le vecteur des ef-
forts extérieurs £2, sur 902, et les conditions aux limites cinématiques sur 9;Q2, sont également
définis de maniere analogue a une méthode par éléments finis standard pour chaque piquet de
temps t2,. Le vecteur d’état U? sur ce deuxieme niveau est aussi calculé de maniere classique
pour tous les instants.

Pour ces deux premiers niveaux, les domaines spatiaux occupés par la structure maillée sont tels
que Vm, QL = Q et ¥m, Q2 = Q & l'erreur de discrétisation géométrique pres.

A partir d’un indicateur d’erreur spatio-temporel, I’écart relatif entre les vecteurs d’état solu-
tions U et U?, appelé aussi erreur, est calculé pour chaque domaine espace temps élémentaire.
L’indicateur d’erreur peut étre de plusieurs types. Les mesures d’erreurs envisagées sont proches
de celles décrites dans le cas de la statique. Ils sont détaillés dans la section 4.1.7. L’erreur
est établie localement pour chaque domaine espace temps élémentaire parent en comparant
sa solution avec celle de ses enfants. Ensuite, 'erreur associée a chaque domaine espace temps
élémentaire est comparée & la précision e requise par 'utilisateur afin de déterminer si la création
d’un niveau supérieur est nécessaire.

Chaque domaine élémentaire du niveau 1 dont 'indicateur d’erreur est supérieur a la précision
demandée est subdivisé selon la figure 4.3 pour former le niveau 3. Par ce procédé, le niveau 3
est créé automatiquement. Le domaine espace temps Qt3 peut étre défini seulement localement
et constitué de parties non connexes. A partir du maillage spatial Q2 du niveau 3 pris & 'ins-
tant m, les matrices de masse M?2, et de raideur K>, sont assemblées. Le vecteur des efforts
extérieurs 3 est construit sur la frontiere 92923,. Les conditions aux limites cinématiques sont
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appliquées sur 9;Q3,. Si, & l'instant t,,, le raffinement du maillage spatial et temporel est local
alors O3, # (01923, U0:03)) et la frontiere 01,03, existe. Le bord 91,03, est défini pour le pas
de temps t,, de facon identique au bord 01, de la figure 3.6 si j = 3. Cette frontiere est telle
que :

(819?71 U (%Qﬁn) U 81*921 = 89,3;1

Pour obtenir le vecteur d’état U? solution sur le niveau 3, des conditions aux limites supplé-
mentaires sont appliquées sur la frontiere 91,Q3,. Ces conditions traduisant la continuité des
vitesses a l'interface de deux domaines espace temps sont définies pour préserver la stabilité
de l'algorithme. Elles sont appelées conditions de liaison. Elles sont déterminées dans 1’étude
de la stabilité développée dans la section 4.1.4 et explicitées dans la section suivante 4.1.5. La
continuité du champ des vitesses est appliquée en utilisant les multiplicateurs de Lagrange.

Ce processus automatique de raffinement de maillage se poursuit en comparant localement les
solutions U? et U? associées aux domaines Qt2 et Qt3, pour créer éventuellement le domaine
espace temps 1t

D’une facon générale, les vecteurs d’état solutions U7 ! et U7 associés aux domaines Q71 et Qb7
sont comparés localement sur chaque domaine espace temps élémentaire Qt,,e;] ~1 L’écart entre
ces deux solutions est appelé erreur. Si I'erreur associée a un domaine espace temps élémentaire
du niveau j — 1 est supérieure a la précision souhaitée €, les domaines espace temps élémentaires
enfants de niveau j sont créés pour former le domaine Qt/*!. Pour chaque instant t,, du nouveau
domaine espace temps Qt/F!, les matrices de masse M7 et de raideur K7 sont assemblées.
La définition des bords 829%? 1, alﬁjnj[ Let 61*9%;* ! permet de déterminer ffn* I et les conditions
aux limites cinématiques et de liaison associées a ce niveau pour chaque instant t%r ! Le vecteur
d’état solution U’ *! peut étre calculé.

Le raffinement de maillage spatial et temporel automatique s’arréte des que la précision € requise
est satisfaite pour tous les domaines espace temps élémentaires de la structure modélisée. Au
cours du calcul, les domaines espace temps créés sont définis tels que :

Qe c ...oc b c oot
si le nombre final de niveaux nécessaires est nb.

Remarque 1 : comme dans le cas de la statique linéaire, les calculs sur les niveaux 1 et 2 sont
systématiquement réalisés sur le domaine de calcul complet afin d’amorcer la procédure de raf-
finement automatique. Ces deux niveaux étant grossiers, le cout de calcul engendré n’est pas
significatif.

Remarque 2 : le principe de la “STAR-method” n’est pas modifié si la modélisation du probleme
tient compte d’un amortissement. Une matrice d’amortissement est alors introduite.

4.1.4 Stabilité de 1’algorithme

La démonstration de la stabilité de 'algorithme de la “STAR-method” s’appuie sur celle de
I’algorithme de Newmark par la méthode énergétique 2.5.4.

Le développement s’inspire des travaux de Hughes et Liu [58] étendus par Gravouil [52] puis
Prakash et Hjelmstad [91].

Si aucun sous-découpage local ne se produit au cours du calcul, la résolution est classique et la
stabilité de ’algorithme n’est pas modifiée.
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Lorsqu’un sous-découpage local intervient au cours du calcul, le niveau créé est défini sur une
partie seulement du niveau inférieur. L’influence du domaine espace temps non reconduit sur ce
nouveau niveau est prise en compte par 'intermédiaire de conditions aux limites espace temps a
I'interface de deux niveaux successifs. Ces conditions s’expriment sous forme de forces de liaison
notées fl. Ce vecteur est non nul uniquement a l'interface de deux niveaux successifs.

En isolant un domaine espace temps élémentaire du niveau j défini entre les instants t, et tan 41
comme sur l'illustration 4.5, ’équation énergétique exprimée suivant (2.71) s’écrit :

ST A iid, il K, ] = — (3~ )] A [

1 i T pj

[ J
1 T

[ J

+ g il 172
avec
. VAN ,
Af, = M, + <2 (20— ) K, (1)

La notation des grandeurs entre crochets correspond a celle définie par la relation (2.67).

T
-

0 - tém—&—Q

Niveau j + 1
L
Niveau j , T
SR S th vy
. X TL, x

Fi1c. 4.5 — Domaine espace temps élémentaire parent sur le niveau j et les quatre domaines
espace temps élémentaires enfants du niveau j + 1.

Les conditions de stabilité pour le domaine espace temps élémentaire de niveau j sont celles
énoncées dans la partie 2.5.4.

En considérant les domaines espace temps enfants du niveau j + 1 engendrés par le domaine
espace temps parent du niveau j (figure 4.5), 'équation (4.7) entre les instants t%jnl et tj2#+2

devient :
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2
1 . . . . , ,
s j+1T J+1 i1 . G+1T J+1 . j+1 _
E §[u2m+z’—1 Agpio1 Wy + Uy g Koy g u2m+i71] =

i=1
& 1 T
2 j+1 +1 - j+1
- Z(V - 5)[u;m+i—1] Agpyioy [T, 151
i=1
2 1 T
- j+1 j+1
+ Z E[uémﬂeﬂ [F il (4.9)
i=1

I .in Ty it
+Z At (i 1] [Flomii]

avec
2

| A2, |
Al = M+ D (95— K (4.10)
En considérant un schéma de Newmark ot v = 1/2, les termes dissipatifs (y— %)[uin]T Al i)
2
et Z('y - 5)[1‘%:11“71] A%;lﬂ-fl [u%;{,r%l} des équations (4.7) et (4.9) s’annulent. De plus,
i=1

d’apres Hughes et Liu [58] les efforts extérieurs n’interviennent pas dans 1'étude de la stabi-
lité du schéma. Puisque le premier membre de 1’équation (4.9) est conservatif, le schéma sera
stable sur le domaine espace temps fin de la figure 4.5 si le terme lié aux efforts de liaison

2
1 . T )
Z Aty [U%;Lq] f léZfH,l} est conservatif.
=1

Les termes associés aux forces de liaison des domaines espace temps des niveaux j et 7+ 1 de la
figure 4.5 s’écrivent respectivement (4.11) et (4.12).

1

. . T .
Ej = x o] [£1] (4.11)
J
. 2 1 . T . 2 2 . T .
B =20 ap o @mia] [Flid] = D Ay [mica] [fid] (4.12)
=1 — It i—1 2l

. sz . 1+1 1+1 . .
La conservation des termes liés aux forces d’interface Eﬁ et Eﬁ repose sur l'interpolation
linéaire des vitesses & I'interface entre le domaine espace temps parent Q7 et le domaine enfant

Q71 Cette hypothese est décrite par 1'équation (4.13).

L+l (S (ANNES] :
alil = 3 ahil, + (1 — 5) W)t pour i ={0,1,2} (4.13)
En introduisant (4.13) dans le premier terme de l’expression de Eﬁ'l, la quantité [u%%lﬂil]

devient (4.14).

“ i1 \ i1 <1 .
[uéerifl] = (u’%erz - uémﬂq) pour i = {1,2}
NS AWl S as) t=1N L 4.14
—§U2m+2+ 1_5 Uom — —5 Yami2 — 1‘7 Uy, (4.14)

1 i . j+1

= 5 (u2m+2 — Uy, )
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En utilisant la relation (4.14), le terme associé aux forces de liaison de niveau j + 1 se développe
de la maniére suivante :

2
+1 . j+1 +1
E}l = Z Atj [uéerifl] [fl%erifl}
=1

2
1 i HINT  ppi+l i1
= Z A—tj(U%m+2 — U, ) (fl%m+i - fl%mﬂ;l)
i=1

(4.15)

1 A .

. Jj+1 < J+INT

- At (u2m+2 — Uy, )
J

j+1 j+1
(ﬂ%:@ﬂ‘ - fl%:_n—i-i—l)
1

2

~

1 U ] . y - . . )
= bt~ 7 (Pt — D) + (L~ L)
J

1 i CHINT e+l j+1
= At (uém+2 - uj2m ) (fl%m—&-Q - flJZm )
j

La relation (4.15) traduit le collage de maillage temporel entre les domaines espace temps
élémentaires parent de niveau j et enfants de niveau j+1. Les développements suivants présentent
le collage de maillage spatial.

Les instants t%;;l (Vm € {0,...,7;}) sont les piquets de temps du niveau j + 1 qui coincident

avec les instants ¢}, du niveau j. A ces instants donnés et sur la frontiere commune aux niveaux
7 et 7+ 1, le champ de vitesse @ est imposé de la maniere suivante :

. 541
Wt —

A I (Ps ) vm €{0,...,7;} (4.16)
2m

-
onts

ou Ps est un opérateur de prolongement spatial linéaire entre les niveaux j et j + 1.

L’opérateur Ps étant choisi pour étre compatible avec I’assemblage des matrices par la méthode
des éléments finis, la relation entre les efforts de liaison des niveaux j et j + 1 s’écrit :

fli = pPs” fiItl (4.17)

2m

La compatibilité de l'opérateur Ps avec ’assemblage des matrices par la méthode des éléments
finis signifie que les matrices de masse et de raideur définies sur deux niveaux successifs sont
liées par I'opérateur Ps telles que :

M, = Ps” MM Ps (4.18)
Kl = PsT K}l Ps (4.19)

L’introduction de la relation (4.16) dans (4.15) et I'utilisation de la définition (4.17) conduisent
au développement (4.20). Sous les hypotheses énoncées dans cette section, le développement
(4.15) montre que le terme associé aux forces de liaison se conserve entre deux niveaux suc-
cessifs. Il n’y a ni dissipation, ni création d’“énergie” au cours du processus de raffinement de
maillage spatial et temporel dans le cadre des schémas de Newmark pour v = 1/2.
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Eﬁl = A—tj(ujz:@arz - u%inl>T(fl%#+2 - flﬂl)
=L (s (i, —wl) (P — U
At]‘ m—+1 m 2m+2 2m

_ 1 .J i NT p T j+1 j+1
- At]‘ (um—i-l um) Ps (fl2m+2 lem) (420)
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Les conditions aux limites (spatiales et temporelles) appliquées aux frontieres des domaines sous-
découpés entre deux niveaux successifs doivent vérifier la continuité des vitesses pour assurer la
stabilité de I’algorithme. Le collage temporel a 'interface de deux niveaux j et j + 1 est assuré
par l'interpolation linéaire du champ de vitesse du niveau j vers le niveau j + 1. Le collage spa-
tial est réalisé grace a 'opérateur Ps, choisi linéaire, compatible avec ’assemblage des matrices
éléments finis.

Cette démonstration peut étre étendue a un cadre encore plus général ou le raffinement d’un
domaine espace temps élémentaire est obtenu en sous-découpant chacune des dimensions spa-
tiale et temporelle en p, avec p un entier quelconque différent de 2. La démonstration se trouve
dans ’annexe D.

Remarque : la nécessité d’assurer la continuité des vitesses a l'interface de deux domaines a
déja été mise en évidence. Dans la technique de résolution par sous-domaine, Gravouil [52]
démontre que cette condition assure la stabilité de l'algorithme. Cependant, cette hypothese
ajoute un amortissement virtuel au schéma si les pas de temps de deux domaines adjacents sont
différents. Prakash et Hjelmstad [91] montrent qu’en ajoutant & cette condition la continuité
des déplacements et des accélérations, la technique de résolution par sous-domaine est stable.
Quel que soit la différence de la taille des pas de temps de deux sous-domaines adjacents, leur
méthode ne crée ni ne dissipe d’énergie au cours du calcul.

4.1.5 Gestion des conditions aux limites et initiales

Lorsque le raffinement de maillage est local a l'instant t,,, la solution associée au domaine t,,
(local) ne peut étre calculée sans définir de conditions aux limites supplémentaires sur la frontiere
010 (01:80, est le bord tel que 01, U 0202, U 0148, = 0Qy,). Ces conditions particulieres
sont choisies avec précaution puisqu’elles conditionnent la stabilité de I'algorithme. Elles sont
définies par ’étude de la stabilité de 'algorithme présentée dans la section précédente. Cette
section développe la mise en oeuvre des conditions aux limites a appliquer au cours d’un calcul
avec un raffinement spatial et temporel local.

La figure 4.6 représente un domaine espace temps pour deux niveaux successifs j et j + 1 pour
un probleme bidimensionnel. Le vecteur d’état solution sur le niveau j est connu tandis que celui
sur le niveau j + 1 reste a déterminer.

J+1
ty

Sur la figure 4.6, le niveau j + 1 n’existe qu’a partir de I'instant sur le maillage spatial

Qg“. Le maillage Qj;_l a instant tj;_l constitue le premier maillage spatial du niveau 5+ 1. Les
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F1G. 4.6 — Représentation d’un domaine espace temps sur deuzr niveaux successifs j et j+1 pour
un probleme bidimensionnel.

champs de déplacement uj;rl et de vitesse d%“ sont obtenus par interpolation spatiale linéaire
a partir des champs u]1 et uj1 sur le domaine réduit Q{Jr. Le domaine Q{Jr défini sur la figure 3.7
correspond a la partie du domaine le recouverte par Qg“ ou encore il correspond a la partie
du domaine le ou la solution n’a pas atteint la précision demandée.

212 . wij+1 4 N . 4 . , 1.
Les accélérations u];r sont calculées a partir de I’équation d’équilibre :

41 s j+1 J+1 g+l _ ej+1
My" iy + Ky uwy = fy (4.21)
Toutes les composantes du vecteur d’état U%H sont désormais déterminées a 'instant téﬂ.

La solution est ensuite calculée au pas de temps suivant tg,;“. Le maillage spatial Qg“ n’a pas
de maillage spatial correspondant avec le niveau j. Si 82(2%“ existe, les efforts extérieurs f%ﬂ
sont appliqués classiquement sur ce bord. De méme, si OlﬁgH existe, les déplacements connus
sont imposés sur cette frontiere. Enfin, si alﬁg,;“ U 829%“ #* 8Q§+1 alors 81*Q§+1 existe et
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des conditions cinématiques supplémentaires sont appliquées sur cette frontiere. Les solutions
U{ et U% des maillages spatiaux le et Q% sont connues sur les noeuds coincidents avec le bord
61*Q§+1. Puisque la stabilité de ’algorithme préconise la continuité des vitesses a l'interface
temporelle, les conditions cinématiques imposées sur 81*(2%“ correspondent a une interpolation
linéaire spatiale et temporelle des vitesses connues aux temps t{ et t%. Les conditions aux limites
sont alors connues sur toute la frontiere 8Q§+1. Un calcul classique par éléments finis (utilisant
les multiplicateurs de Lagrange pour tenir compte des conditions cinématiques non nulles) est
réalisé afin d’obtenir U3

L’étape suivante est le calcul de la solution Ufrl. Le maillage spatial correspondant & ce niveau
est illustré par la figure 4.7. La vue éclatée du maillage au temps ti“ met en évidence la frontiere
01,911 en trait noir fort. Sur cette frontiere, les conditions cinématiques supplémentaires sont
constituées par une interpolation spatiale du champ de vitesse ué Sur le reste de la frontiere
du domaine QZH, des conditions classiques en effort ou cinématiques sont imposées si les bords
respectifs 8291“ ou 8lQi+1 existent. La solution U Z,;H peut alors étre calculée.

Interface spatiale

7/

Vue / L /
éclatée / /
/

/ /

Maillage

spatial final

Maillage /

spatial j 4+ 1

Maillage / /

spatial j

|:| Domaine QJ+

F1G. 4.7 — Décomposition des maillages spatiaux Qj;rl et QZH définis aux instants téﬂ et tiH
de la figure 4.6.

.. e . . +1 . BN . . N
Les conditions aux limites sur le domaine Qj5+ sont construites de maniere identique a celles
. . . j+1
imposées sur le domaine Q4.

La figure 4.8 illustre un point délicat. Il s’agit du calcul du vecteur d’état dans une configuration
similaire a celle du pas de temps t]6+1. Le maillage spatial Qé“ recouvre une partie plus im-
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Fi1G. 4.8 — Décomposition du maillage spatial QéH défini a Uinstant téﬂ de la figure 4.6.

portante de 7 que le maillage spatial précédent Qg“ ou Qiﬂ. Comme l'indique la vue éclatée
de la figure 4.8 & 'instant té“, la partie supplémentaire Qé“(b) s’ajoute a la partie Qé“(a)
qui est commune avec le maillage Q%H. Mis a part les degrés de liberté communs des domaines
Q%H(a) et Q‘éﬂ(b), les degrés de liberté du maillage Qéﬂ(b) n’ont pas d’antécédents & I'instant
tg“ sur le niveau j + 1. Ils seront donc traités séparément de ceux de Qé“(a).

La solution U%H(a) du domaine Q%H(a) est calculée de maniere identique a la solution U i“. Si
la frontiere 81*Qé+1(a) existe, le champ de vitesse ug)) est interpolé linéairement et spatialement
sur ce bord. Sur les autres bords, les conditions classiques spécifiques au type du bord sont
appliquées normalement.

La solution U%H(b) n’a pas d’antécédent a l'instant té“. Les vecteurs iLéJrl(b) et ﬁé+1(b) sont
obtenus par interpolation spatiale linéaire des solutions ué et ufg, connues a l'instant tg. Une
précaution est nécessaire pour les degrés de liberté communs de la frontiere des domaines Qé“ (a)
et Q%H(b). Ces degrés de liberté sont rattachés au domaine Q%H(a) et non au domaine Qé“(b).
Le champ de déplacement du domaine Q%H(b) est calculé en considérant I’équation d’équilibre

sur le domaine complet Qé“ = Q%H (a)U Qé+1(b)~
{ £ (@) }
£ )

i+l i+1
Mt U%Jr (a) 4 Kt “%Jr (a)
6 . j41 6 j+1
i (D) ug (D)
j+1
Ug

(4.22)

_ j+1
‘B1Q%+l o Ud(t6 )
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Puisque I'inconnue est le champ de déplacement ué(b), la résolution de ce systeme est réalisée en
déplacement. Des conditions cinématiques en déplacements sont donc ajoutées a cette équation
d’équilibre. '

Sur le domaine Q]6+1, les matrices de masse et de raideur se décomposent de la maniere suivante :

| M (aa) M (ab) | K@) KGTab)
M6 - 1 1 Ke - " 1 (4-23)
M ab)T M (bb) K} (ab)T KL (bb)

Le vecteur ué+1(b) est calculé a partir de 1’équation (4.24) établissant un couplage entre les
parties (a) et (b) du domaine Q4.

1 0 B f%H(a) o ﬁéﬂ(a) o Uéﬂ(a)
Ké { uf" (b) }_{ 7 ) } M { asiy | 0 (4.24)

Les deux équations du systéeme (4.24) s’écrivent séparément :

KM ab) ul™ ) = i) , ,
— M (aa) i@} (a) — ML (ab) @ (b) (4.25)
— K{" (aa) u}"(a)

AR VA RTARI (I FAR() , . .
- Mg ah)" i (a) — M (0b) i (0) (4.26)
— K3 (ab)T wlt (a)

Puisque le domaine spatial Qé“(a) est en équilibre alors :
M (aa) i (a) + K" (aa) wd" (a) = £§7 (a) (4.27)
Ainsi, I’équation (4.25) devient :
M (ab) @l (0) + K3 (ab) wl T (0) = 0 (4.28)

Cette équation traduit I’équilibre des degrés de liberté de la frontiere commune des domaines
Q%.H(a) et Q%H(b). En considérant 1’équation (4.26), la symétrie des matrices de masse et de
raideur ainsi que 1’équilibre du domaine spatial Qé“(a), il est possible de retrouver ’équation
(4.24). ‘

Le vecteur u} "' (b) est alors déterminé & partir de 'équation (4.26) et de conditions aux limites
en déplacements. Les déplacements imposés sont ceux déja connus a la frontiere du domaine
Q%H(b) ou ceux interpolés du niveau j au niveau j + 1 si aucun déplacement de niveau 5 + 1
n’est encore connu. La relation (4.26) exprime un couplage entre les domaines Q%H(a) et Qé“ (b).

Les conditions aux limites (spatiales et temporelles) sont schématisées pour un probleme unidi-
mensionnel sur la figure 4.9.

4.1.6 Mise en équation

Les niveaux 1 et 2 sont définis sur le domaine de calcul complet. Les vecteurs d’état U7 sont
obtenus par la résolution des systemes (4.29) et (4.30) associés aux conditions aux limites (4.31)
pour chaque instant ¢}, appartenant respectivement a {0, ...,7;}. Le nombre de niveaux réalisés
nb n’est connu qu’a la fin du calcul.
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tjl' +1 |
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(O  Interpolation linéaire temporelle et spatiale de %, calcul de w et de @
/\  Interpolation spatiale de u et de u, calcul de @
[ Interpolation spatiale de @ et de i, calcul de u

€ Vecteur d’état obtenu par calcul

F1G. 4.9 — Représentation des conditions aux limites espace temps sur un niveau local 7 +1 pour
un probleme unidimensionnel.

Vje{l,...,nb} § urfrl t n ﬁuZ;;zl .. j T (4.29)
vm e {0,...,7;) 'lf;n+1 = T.me J '-L"‘Jmﬁ-l .
Um+1 == up]m + Y At] um+1

Vie{l,...,nb} [ up,, =wm+ Atj Gy + (3 — B)At3iiy, (4.30)
Vm € {0,...,r;} | ap,, = Um + (1 —7)At; U, )
ul = uqg(tm)
Vie{l,...,nb} jloy
Vm € {0,...,r;} u) = dOA et ) = vo ' | | (4.31)
Si 01, existe, alors 01, ), = (Psal 1)

81*Qj 81*9'7

Les maillages des niveaux 1 et 2, définis sur la structure complete, sont indépendants du temps.
Ainsi, les matrices de masse M7, et de raideur K7/, le sont également.

M/ =M)=M|=...=M], =...=M,
Vje{1,2} | (4.32)

K =K),=K|=..=Kj, =..=K]

Tj
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L’équation finale d’équilibre dynamique peut se présenter sous la forme du systéme (4.33), ou
nb est le nombre de niveaux nécessaires pour atteindre la précision souhaitée sur I’ensemble du
domaine de calcul. Ce nombre n’est connu qu’a la fin du calcul.

Mfinal 'U'final + Kfinal Ufinal = ffinal
r Ml T ,&l 'Kl 7 ’U,l fl
M2 ﬁ? K2 u2 .f2
M3 ﬁ,3 I K3 u3 _ f3 + C3T A?’
. Mnb ,&nb ‘ Knb u‘nb fnb + (ifan Anb
(4.33)

Les matrices C’ contiennent uniquement des 0 et des 1 sur les degrés de liberté ot les multi-
plicateurs de Lagrange A’ sont définis. L’équation finale (4.33) n’est pas complete. Il faut lui
ajouter les deux équations complémentaires de Newmark définies a chaque instant pour chacun
des niveaux. Ces équations ne présentent pas de difficulté. Elles ne seront pas rappelées ici. La
continuité des vitesses est nécessaire sur le bord 91.07. Ainsi, la résolution du systéme (4.33)
complété par les équations complémentaires de Newmark repose sur son expression en vitesse
(voir partie 2.5.5).

Remargue : dans I'équation (4.33) M7 et K’ (avec j € {1,...,nb}) représentent des matrices
définies au niveau j pour chaque pas de temps t7, avec m € {0,...,r;}. Par exemple la matrice
K est définie par I'expression (4.34).

. K
K/ = b (4.34)

K;Zj
Le vecteur d’état solution U ;4 est obtenu de la maniere suivante :
Ujpina = U™ 0U™ U, .0U™U...UU (4.35)

ot la solution U’* est la partie de U7 définie sur le domaine 7* de maniére identique & la figure
3.7. 11 faut noter que U™* = U™ puisque le niveau nb n’est pas sous-découpé. La contribution
du niveau 1 n’intervient pas puisque la solution U? connue sur le domaine de calcul complet est
plus précise que U'. Si U7 est connue pour le domaine de calcul complet alors les contributions
des solutions des niveaux plus grossiers ne sont pas considérées.

4.1.7 Mesure d’erreur

Comme dans le cas de la statique linéaire, I’erreur est calculée au moyen d’un indicateur d’erreur.
Cet indicateur peut étre défini a partir de différentes grandeurs mécaniques. L’étude des indica-
teurs d’erreurs du chapitre précédent (section 3.2.2) a montré que le plus adapté en mécanique
est celui basé sur le champ d’énergie de la structure. Celui basé sur le champ de déplacement
étant simple de construction, I’étude en dynamique repose uniquement sur ces deux indicateurs
d’erreurs. Pour la dynamique, I’énergie de la structure est composée de la somme de ’énergie
de déformation et de I’énergie cinétique.
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Pour créer le domaine espace temps Q711 les solutions des domaines espace temps Qt/~! et
Q7 sont comparées sur le domaine espace temps Qt7~!. Cette comparaison nécessite la restric-
tion des champs définis sur le domaine j + 1 vers le domaine j. Cette opération est réalisée au
moyen d’un opérateur de restriction spatiale T's et d’un opérateur de restriction temporelle T't.
L’opérateur de transfert spatial T's choisi est identique a celui décrit dans le cas de la statique
linéaire.

Le calcul de Derreur s’effectue pour chaque domaine espace temps élémentaire theg défini par
la figure 4.3. Les deux opérateurs de transfert, spatial T's et temporel T't, sont des opérateurs
d’injection. Ils permettent de restreindre les quantités d’intérét en transférant uniquement les

. . . . i+1 j+1
valeurs des noeuds coincidents du niveau j + 1 des instants téjn et t%; o Vers les noeuds corres-

pondants du niveau j aux instants tf}b et tfn 41+ Ce transfert est traduit par ’équation (4.36). La
restriction est signalée par le symbole™

A j A
§ = Ts‘ Tt s (4.36)

‘m,m—i-l
J+1

2m,2m+-2

Le tableau 4.1 présente les deux indicateurs utilisés pour I’étude de la dynamique linéaire des
structures.

type d’indicateur grandeur d’intérét grandeur indicateur
de référence

A il — ul
déplacement u " - 2’ — 1||
maxqy ||ul|
énergie e=-uw'Mua+-u'Ku el 7i = ’ 1‘
2 2 MaXQt €4y

TAB. 4.1 — Les différents types d’indicateurs d’erreurs analysés en dynamique.

La projection de 1’énergie e/*! du niveau j + 1 au niveau j se fait de la maniere suivante :
o 1= =i 1. o
& =-4" M &+ ZwTK @
2 2
La norme utilisée est identique & celle définie dans la section 3.1.4. La quantité maxqy ||u!||
représente le maximum de la norme du champ de déplacement de la structure pris sur le niveau

1 et recherché sur 'ensemble des instants tl, considérés (m € {1,...,71}). La valeur maxgq; ;o
est le maximum de I’énergie de la structure compléte pris sur le niveau 1 et recherché sur 1’en-
semble des instants ¢}, considérés (m € {1,...,71}).

L’erreur associée a chaque domaine espace temps élémentaire theg correspond au maximum
du champ d’erreur aux instants t7, et /. 41 pris sur ce méme domaine espace temps ¢lémentaire.
4.2 Etude numérique unidimensionnelle

4.2.1 Cas test

La simulation numérique proposée est une poutre unidimensionnelle encastrée a une extrémité
et sollicitée en traction & l'autre (figure 4.10). La poutre est de longueur a = 2 m. Sa section est
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s = 5.1073 m?. La sollicitation illustrée par la figure 4.11 est exercée sous la forme d’une force
F dépendante du temps. Le matériau présente les caractéristiques suivantes :

- module d’Young E de 211 GPa,

- coeflicient de Poisson v de 0.3,

- masse volumique p de 7800 kg.m 3.

\
A\
~
=
~—

Fia. 4.10 — Poutre unidimensionnelle soumise a un effort de traction.
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Fia. 4.11 — Chargement transitoire de la poutre.

Les éléments finis choisis sont des éléments barre a un degré de liberté par noeud appelés
SEG2 dans Cast3m. Le domaine espace temps de niveau 1 contient 256 domaines espace temps
élémentaires (figure 4.12). Il contient 8 éléments finis par instant et 33 instants. Chacun des huit
éléments finis n’est créé qu’une seule fois (lors de l'initialisation & I'instant ¢ = 0). Le schéma
numérique choisi dans la famille de Newmark est celui de I’accélération moyenne (5 = 1/4 et

v =1/2).

4.2.2 Analyse unidimensionnelle

Les données d’entrée d’un calcul par la “STAR-method” sont le domaine espace temps de ni-
veau 1, la précision demandée et le type d’indicateur d’erreur (Z, ou Z.). Les résultats sont
le domaine espace temps adapté a la précision requise et le vecteur d’état associé au domaine
espace temps solution. La figure 4.13 présente les maillages spatiaux finaux obtenus & différents
instants de calcul. L’indicateur d’erreur utilisé est basé sur I’énergie Z. (tableau 4.1) pour une
précision demandée € de 10~%. Pour une meilleure visualisation du maillage, seuls les noeuds du
maillage sont représentés. Sur cette figure le temps s’écoule du bas vers le haut. L’encastrement
est appliqué au noeud situé a 'extrémité de gauche et le chargement sur celui situé a ’extrémité
de droite.

Apres le choc, 'onde mécanique se propage et se réfléchit dans la barre. Le raffinement du
maillage spatial suit ce phénomene physique. Le maillage est fin au voisinage du front de 'onde
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t[l) > X

Fic. 4.12 — Domaine espace temps de la poutre sur le niveau 1.

et plus grossier sur le reste de la structure.

Les résultats peuvent aussi étre visualisés au travers du domaine espace temps final correspon-
dant a la précision demandée. La figure 4.14 présente les domaines espace temps finaux obtenus
pour le cas test avec les deux indicateurs d’erreurs Z,, et Z.. L’erreur requise € pour 'indicateur
basé sur le champ de déplacement est de 5.1072 et pour celui basé sur Pénergie de 107%. La
figure 4.14 montre le raffinement simultané des discrétisations spatiale et temporelle. Les do-
maines espace temps de chaque niveau créé apparaissent sur ces deux graphiques. Il est possible
d’associer & chaque niveau de gris un niveau de raffinement. Le domaine espace temps final est
différent selon l'indicateur utilisé. Le raffinement est plus local (c’est-a-dire que les domaines
espace temps créés sont moins larges) lorsque l'indicateur basé sur ’énergie est utilisé. Le raf-
finement de maillage est influencé par la forme du champ sur lequel I'indicateur d’erreur est
construit.

Au cours du temps la zone de raffinement d’un niveau croit spatialement. Le schéma d’intégration
temporelle est un schéma incrémental de Newmark. L’erreur liée & ’'utilisation de ce schéma croit
avec le temps. Pour éviter ce phénomene, il faudrait utiliser, s’il existe, un schéma d’intégration
qui ne cumule pas ’erreur au cours du temps.

Au cours de la résolution, le calcul progresse toujours des domaines espace temps plus grossiers
vers les plus fins. Toutefois les maillages spatiaux de la figure 4.14 montrent que leur densité
d’éléments finis évolue (croit et décroit) au cours du temps. Or aucune technique spécifique
permettant “d’enlever” des éléments finis n’est utilisée. Cet effet est le résultat du raisonnement
basé sur les domaines espace temps. Ce constat souligne un point fort de la “STAR-method”.

4.2.3 Convergence et précision

Le processus de raffinement automatique de maillage spatial et temporel est piloté par un indica-
teur d’erreur et une précision (ou une erreur) a atteindre sur les résultats. L’indicateur d’erreur
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Fic. 4.13 — Evolution des maillages spatiauz finaux obtenus avec l'indicateur d’erreur I, pourt
variant de 0 & 1.54*1073 s avec un pas de temps de représentation At = 9.64 % 10™%s

compare les solutions de niveaux successifs. L’indicateur d’erreur mesure 1’écart entre la solution
discrete d'un niveau et la solution exacte continue inconnue (voir annexe C). En 'absence de
singularité, la méthode des éléments finis est convergente d’ordre 2 en déplacement et d’ordre
1 en énergie si les fonctions d’interpolation des éléments finis sont linéaires. Si ces ordres de
convergence sont vérifiés, les indicateurs d’erreurs mis en place garantissent la précision sou-
haitée sur les résultats finaux.

L’évolution du maximum de erreur en fonction des niveaux est tracée sur la figure 4.15 pour les
eux indicateurs d’erreurs Z,, et Z.. Pour chaque indicateur d’erreur, deux types de courbes son
d dicat d’ ZyetZ,. P h dicateur d’ , deux t, d b t
présentés. La convergence d’un calcul avec raffinement automatique du maillage spatial et tem-
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t=154%10"3s

=0 —— x=1

F1a. 4.14 — Domaines espace temps finauz obtenus avec lindicateur d’erreur I, (a gauche,
maxZ, < 5.1073) et Z, (a droite, maxZ, < 107%).

porel (représentée par des points) est comparée a celle d’un calcul de référence (représentée par
un trait continu). Le calcul de référence est effectué pour une erreur requise nulle. Le raffinement
se produit alors pour chaque niveau sur le domaine espace temps complet. L’ordre de conver-
gence pour les deux indicateurs d’erreurs est différent. Celui basé sur le champ de déplacement
est proche de 2 alors que celui basé sur 1’énergie est proche de 1. Les ordres de convergence
ne sont pas affectés par le raffinement local espace temps. Avec ces ordres de convergence, la
précision des résultats est controlée au cours du calcul grace a la stratégie de raffinement de
domaines espace temps. Les résultats finaux sont donc obtenus avec une précision homogene en
tout point du domaine d’étude.

Le décalage entre les courbes obtenues pour chaque type d’indicateur est du a la différence
d’ordre de grandeur entre les dénominateurs choisis pour normer les deux indicateurs d’erreurs.

4.2.4 Bilan énergétique numérique

Le bilan énergétique numérique établi dans la section 2.6 pour une méthode éléments finis
classique est calculé pour la poutre encastrée libre avec la méthode de raffinement de maillage
automatique. Pour le schéma de I’accélération moyenne (3 = 1/4 et v = 1/2), le bilan énergétique
s’écrit entre deux instants ¢, et ;11 :

[T (em)] + [V ()] = ()" (] (4.37)
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Fiag. 4.15 — Convergence de la “STAR-method” en utilisant des indicateurs d’erreurs basés sur
l’énergie et le champ de déplacement.

[T(Tty, )] représente la variation d’énergie cinétique entre les instants t,,11 et ¢, [V (un)] la va-
riation d’énergie potentielle entre les mémes instants et (f,,)7 [t] le travail des efforts extérieurs
toujours entre les instants t,,11 et t,,. La signification des notations [—] et (—) est donnée par
les expressions (2.66) et (2.67).

La figure 4.16 trace I’évolution de ces trois variations au cours du temps lorsqu’un indicateur
d’erreur basé sur I’énergie est utilisé avec une précision & atteindre e = 1074,

Le bilan énergétique est calculé lorsque le domaine espace temps final est connu. Le maillage
complet de la structure le plus fin étant celui de niveau 2, la variation d’énergie est déterminée
pour chaque intervalle de temps de ce niveau. La figure 4.17 présente un maillage espace temps
final sur deux pas de temps de niveau 2. Sur cette figure, la discrétisation (spatiale et tempo-
relle) la plus grossiére correspond donc au niveau 2. Sachant que le maillage de niveau 1 est
composé de 8 éléments finis pour tout instant ¢., (avec m € {0,...,71}), le maillage de niveau 2
en contient 16 pour tout instant t2, (avec m € {0,...,r2}). Chaque terme de variation d’énergie
de la relation (4.37) est calculé carré par carré (voir figure 4.17). Chaque carré représente un
domaine espace temps élémentaire. Si un domaine élémentaire est sous-découpé, sa variation
d’énergie est remplacée par la somme des variations d’énergie des quatre domaines espace temps
enfants.

L’étude de la stabilité de la “STAR-method” montre qu’en imposant la continuité des vitesses a
Iinterface de deux domaines espace temps, 1’énergie de la structure est conservée. Cette conclu-
sion est vérifiée numériquement pour le schéma de I’accélération moyenne (8 =1/4 et v =1/2)
si pour chaque indice m € {0,1,...,r9 — 1} :

(Te(Grm)] + [V ()] = (F) " [t] = 0 (4.38)

L’équation (4.38) traduit le bilan énergétique. La valeur de I’équation (4.38) pour chaque pas
de temps de niveau 2 est tracée sur la figure 4.18 en fonction du temps. L’ordre de grandeur de
ce bilan est de 107 J. Celui des différentes composantes énergétiques de ce bilan est d’environ
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F1G. 4.16 — Evolution de la variation d’énergie cinétique, de la variation d’énergie de déformation
et de la variation du travail des efforts extérieurs pour chaque intervalle de temps de niveau 2.
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FIG. 4.17 — Exemple de domaines espace temps finauz pris entre trois instants de niveau 2 : t2,,
214 ett2, o sur lesquels sont calculées les variations d’énergie.

10% J (figure 4.16). Le rapport de ces deux ordres de grandeur est de 107!, Il correspond & la
précision des machines de calcul. Le bilan énergétique numérique peut étre considéré comme nul

numériquement. Ainsi, I’énergie totale du systeme est bien conservée au cours d’un calcul avec
un raffinement de maillage espace temps local.
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Fia. 4.18 — Evolution du bilan énergétique pour chaque intervalle de temps de niveau 2.

4.3 Etude numérique bidimensionnelle

4.3.1 Cas test

La simulation numérique proposée est une plaque bidimensionnelle trouée et fissurée encastrée
a une extrémité et sollicitée en compression a 'autre. La figure 4.19 présente la géométrie de la
plaque. La sollicitation est exercée sous la forme d’une pression linéique F' dépendante du temps
illustrée par la figure 4.11. Le matériau possede les caractéristiques suivantes :

- module d’Young F de 4.25 GPa,

- coefficient de Poisson v de 0.45,

- masse volumique p de 1180 kg.m 3.
La simulation est menée sous I’hypothese des contraintes planes.

Les éléments finis choisis sont quadrangulaires & deux degrés de liberté par noeud appelés QUA4
dans Cast3m. Le maillage de niveau 1 de la plaque trouée fissurée est identique pour tous les
instants . du niveau 1 (avec m € {0,...,71}). Ce maillage est présenté par la figure 4.20.

Le domaine espace temps initial choisi contient 420 domaines espace temps élémentaires (figure
4.21). 11 contient 21 éléments finis et 21 instants. La durée de la simulation est de 0.288 ms
(c’est-a-dire 71 = 0.288 ms). Le pas de temps du modele de niveau 1 est At; = 12.107% ms.
Le schéma numérique choisi dans la famille de Newmark est celui de 'accélération moyenne

(B=1/4et y=1/2).

4.3.2 Analyse bidimensionnelle

Les maillages finaux déformés obtenus avec un indicateur d’erreur basé sur I’énergie Z, pour une
précision € = 5.1073 sont présentés sur les figures 4.22, 4.23, 4.24, 4.25 et 4.26. Ces figures se
lisent par colonne. Le temps s’écoule de haut en bas. Le pas de temps de représentation est celui
du niveau 2 (Aty = 6.1073 ms). Au cours de la résolution, six niveaux de maillage sont créés.
Ils sont tous visibles sur les représentations proposées. Les noeuds du maillage non déformé de
niveau 1 sont également représentés. La frontiere gauche de la structure est soumise au charge-
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Fi1G. 4.19 — Plaque trouée fissurée sollicitée en compression dynamique.

/
\

Fi1c. 4.20 — Maillage du niveau 1 pour un instant donné.

ment. La frontiére droite de la structure est encastrée.

La déformation de la structure ainsi que I’évolution du raffinement du maillage spatial per-
mettent de visualiser la propagation des ondes. Au cours du temps, la fissure s’ouvre et se
referme sur le passage de 'onde. La structure étant complexe, ’analyse de la propagation des
ondes n’est pas connue de maniere analytique. Cependant, il est clair que plus I'onde avance
dans la structure plus le maillage spatial devient fin dans une zone proche du front de I'onde.
Tant que 'onde n’atteint pas la fissure le raffinement de maillage est symétrique (pour les 11
premiers maillages). Le raffinement de maillage se produit autour du trou de la structure.
Ensuite, la présence de la fissure se manifeste par un raffinement de maillage non symétrique au
cours du temps et un raffinement de maillage en pointe de la fissure. La singularité en pointe de
fissure est pergue par le raffinement de maillage.

Le point remarquable est visible sur les six derniers maillages o1 le maillage proche de I’en-
castrement devient de plus en plus grossier sans utiliser de procédure spécifique d’enléevement
d’éléments finis.

Les maillages des figures 4.22, 4.23, 4.24, 4.25 et 4.26 permettent de limiter le nombre de degrés
de liberté (et le nombre de piquets de temps) tout en controlant la qualité de la solution.
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F1G. 4.21 — Domaine espace temps Qt' de niveau 1 pour la plaque trouée fissurée.
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4.4 Synthese

Ce chapitre présente une généralisation de la méthode de raffinement de maillage spatial présentée
dans le chapitre 3 pour des problemes de dynamique linéaire. Le raffinement de maillage est
réalisé simultanément sur la discrétisation spatiale et temporelle. Pour cela le concept de do-
maine espace temps élémentaire de la figure 4.1 est introduit. La représentation graphique du
principe de raffinement de maillage est similaire a celle de la statique linéaire pour un cas bi-
dimensionnel si I'axe Y est remplacé par ’axe T". Deux indicateurs d’erreurs sont utilisés. L’un
est basé sur le champ de déplacement Z,, et 'autre sur ’énergie 7.

La recherche de la stabilité de ’algorithme avec raffinement de maillage spatial et temporel
détermine les conditions aux limites (spatiales et temporelles) & appliquer aux interfaces de
deux domaines espace temps successifs. A U'interface entre deux niveaux de maillage (spatial et
temporel) successifs, la stabilité est obtenue en imposant la continuité des vitesses.

Les analyses uni- et bidimensionnelle montrent que le raffinement de maillage espace temps per-
met au maillage spatial de s’adapter automatiquement au voisinage des zones de la structure
sollicitées. Le maillage spatial au cours du temps est fin uniquement dans une zone proche du
front d’onde (figures 4.14, 4.22, 4.23, 4.24, 4.25 et 4.26. L’évolution de la discrétisation spatiale
au cours du temps (zone de la structure maillée successivement grossierement puis finement puis
grossiérement...) est réalisée en pratiquant un raffinement de maillage espace temps simultané.
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L’absence de procédure spécifique de “démaillage” est un atout majeur de la méthode.

L’étude de la convergence de la “STAR-method” (figure 4.15) montre que 'utilisation des indi-
cateurs d’erreurs permet de controler la précision des résultats (voir annexe C).

Enfin le calcul a posteriori du bilan énergétique confirme la conservation de I’énergie lors du
raffinement de maillage automatique.
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Fic. 4.22 — Maillages finauz représentés aux instants de niveau 2. La lecture des maillages se
fait par colonne de haut en bas. Le bord gauche est soumis a une sollicitation en compression et
le bord droit est encastrée. Le pas de temps de représentation est Aty = 6.1072 ms.
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F1c. 4.26 — Maillages finauz représentés aux instants de niveau 2. La lecture des maillages se
fait par colonne de haut en bas. Le bord gauche est soumis a une sollicitation en compression et
le bord droit est encastrée. Le pas de temps de représentation est Aty = 6.1073 ms.



Chapitre 5

Raffinement spatial local : cas non
linéaire

Si le systeme a modéliser comporte des non linéarités, la stratégie développée précédemment
n’est plus adaptée. En effet, ’apparition locale d’une non linéarité peut avoir un effet global
sur la structure. Une approche de raffinement uniquement d’un maillage (spatial ou spatio-
temporel) grossier vers un maillage fin ne peut plus convenir. La résolution doit alors s’effectuer
en utilisant des cycles c’est-a-dire en passant successivement des maillages (ou grilles ou encore
niveaux) fins vers des maillages plus grossiers et vice versa. La mise en place d'une stratégie
multigrille apparait naturellement. Dans cette partie, les non linéarités envisagées sont des non
linéarités matériau de type plasticité. La plasticité est étudiée en considérant le phénomene
quasi-statique.

5.1 Modélisation des solides élastoplastiques

La théorie de la plasticité permet de modéliser des déformations irréversibles (ou permanentes)
du matériau [75, 72, 14]. L’hypothese des petites perturbations reste toujours valable. Les
phénomenes thermiques sont également négligés devant les autres phénomenes mis en jeu.

5.1.1 Eléments de thermodynamiques pour un matériau élastoplastique

Cette partie présente une application au matériau élastoplastique de la théorie présentée dans
la section 2.1.2.

Les variables internes nécessaires pour modéliser un matériau élastoplastique sont notées p. et
a. Elles sont associées respectivement a 1’écrouissage isotrope Z et a I’écrouissage cinématique
linéaire X. En utilisant ces notations 1'équation (2.14) s’écrit :

1
pU(g, o) = 5Trlg, Ke |+ p¥p(pe, 2) (5.1)
La partie plastique du potentiel d’état W, (p., o) est définie par :
1
Vp(pe, @) = 5 dp Trla o] +1(pe) (5.2)

ou d, et | dépendent des caractéristiques du matériau. L’écrouissage isotrope Z et 1’écrouissage
cinématique X s’expriment en fonction du potentiel d’état ¥ par les relations suivantes :

~ . (5.3)
ov (5.4)

=~ Paa
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Le critére de plasticité utilisé est celui de Von Mises. Il est décrit par f < 0 ou f est le convexe
d’élasticité.

f=|g”-X|-2Z-oy (5.5)
= JTr((e? ~X)(e? ~ X))~ Z~ov 56)

D correspond a la partie déviatorique du tenseur des contraintes et oy & la limite élastique.

g
Le potentiel de dissipation ¢* s’écrit comme la fonction indicatrice ind du convexe d’élasticité.
¢*(c”, X, Z) = ind(f) (5.7)

Ainsi, les variables internes sont définies par :

_ 9/
= (5.8)
. 0f
Pec = — 8_Z (59)
_ 391
a=— @ (5.10)
\ est tel que :
‘ [ <0
A=0 si ou ) (5.11)
f=0 e f<O
et ) )
A>0 si f=0 et f=0 (5.12)

Enfin, les lois d’état et d’évolution d’un probléeme d’élastoplasticité avec écrouissage isotrope et
cinématique sont respectivement (5.13) et (5.14).

g=Ke,
X =dya (5.13)
Z = l(p.)
g, (c” - X)/ " - X||
—a | =M (" - X)/ " - X]| (5.14)
— Pc —1

Remarque 1 : la variable interne p. peut s’interpréter comme la déformation plastique cumulée

= [ e

Remarque 2 : la modélisation prend en compte seulement un écrouissage cinématique linéaire si

1=0.
Remarque 3 : la modélisation prend en compte seulement un écrouissage isotrope si d,, = 0.

Remarque 4 : le modele élastoplastique présenté vérifie la condition d’incompressibilité suivante
Tr[g'p] =0.
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5.1.2 Algorithme de plasticité

En plasticité, ’équation d’équilibre non linéaire a résoudre s’écrit :

ol v; sont les variables internes, f;,, représente le vecteur des forces internes, f le vecteur des
forces extérieures et fl le vecteur des forces de liaison. Il faut ajouter a cette équation 1’état
initial et la loi de comportement élastoplastique. Les conditions aux limites sont prises en compte
par le vecteur des forces de liaison fl. L’algorithme numérique de résolution utilisé pour résoudre
I’équation (5.15) est celui de Newton décrit dans le tableau 2.2 en remplacant la relation (2.40)
par (5.15). L’intégration de la loi de comportement est réalisée par un algorithme spécifique
de type retour radial [14]. Différents types d’algorithmes sont possibles pour intégrer la loi de
comportement de matériau non linéaire. Ces algorithmes ne sont pas détaillés ici. L’algorithme
d’intégration de la loi de comportement est désigné par les trois lettres ILC (Intégration de la
Loi de Comportement).

L’algorithme de Newton appliqué a 1’élastoplasticité est décrit pour une sollicitation donnée
dans le tableau 5.1. Dans ce tableau, B est la matrice des dérivées des fonctions de forme.

1 - Initialisation de la résolution, k = 0
u®, 00 4,0 RO = £ £10) _ Fin (@@, a0 2;(0)
2 - Passage a l'itération k =k + 1
3 - Calcul de I'incrément Au(®) (étape globale)
K Au® = R*=D 4 CL.
4 - Mise a jour des forces de liaison fl(k)

FIE) = =1 4 AF1(R)
5 - Calcul de I'incrément de déformation Ag(¥)
Ae®) = B Au®
6 - Calcul du nouvel état admissible o®) v;(*) (étape locale)
oW v,k = TLC (Ae®) | gk=1) 4;(k=1))
(%)

7 - Calcul des forces internes f, ;

Fin = Tria® ]
8 - Mise a jour du champ de déplacement
u®) = k=1 1 AqF)
E(k) — E(kfl) _|_ Ag(k)
9 - Calcul du résidu R*®

R® — f 4 a1 _ fz(ﬁi
10 - Calcul d’une erreur err
11 - Comparaison de 'erreur err au critere d’arrét e
Si err > € alors retour en 2.

Si err < e le calcul est terminé.

TAB. 5.1 — Algorithme de Newton appliqué & un probléme élastoplastique.

Cet algorithme est inclus dans une boucle sur le chargement.
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5.2 Principe de la “S(T)AR-method” non linéaire

La plasticité est modélisée avec une approche quasi-statique. La variable t représente ici la va-
riable d’évolution. La stratégie choisie consiste a raffiner la discrétisation spatiale sans modifier la
discrétisation de I’évolution quasi-statique du chargement. L’intervalle de temps étudié [0, 7] est
discrétisé en r intervalle comme indiqué dans la section 2.2.2. La discrétisation temporelle reste
invariante durant toute la simulation. Cette partie expose le principe de la “S(T)AR-method”
non linéaire pour un niveau de sollicitation f,, ot m est fixé et m € {0,1,...,7}. Quel que soit
le niveau j considéré ry =rg =--- =1r; =--- =7r.

Le principe de sous-découpage spatial d’un élément fini est celui développé dans la partie 3.1.1
présentant la “S(T)AR-method” linéaire. Le principe général de raffinement local de maillage
spatial pour modéliser la plasticité est similaire a celui employé jusqu’alors. Connaissant la
solution convergée (u,o)’~! et (u,o)’ pour deux niveaux successifs j — 1 et j, ’erreur associée
a chaque élément fini est estimée via un indicateur d’erreur. Chaque élément fini dont I’erreur est
supérieure a la précision demandée est sous-découpé. La différence avec la méthode précédente
réside dans la maniere d’obtenir la solution convergée sur un niveau de maillage. La résolution
utilise la technique multigrille de V cycles non linéaire (FAS). La section suivante décrit la
résolution par l'algorithme FAS sur les différentes grilles.

5.2.1 Stratégie des V cycles

La stratégie d’aller retour choisie est celle décrite par 'algorithme multigrille non linéaire FAS
du tableau 2.3. Dans cette algorithme de référence, ’équation de type (2.45) est remplacée par
Péquation d’équilibre non linéaire (5.15). La résolution de I’équation d’équilibre non linéaire avec
raffinement automatique spatial combine I'algorithme de Newton a l’algorithme multigrille FAS
utilisé sous la forme FMG (figure 2.5).

Dans ce chapitre, les notations des domaines * et des domaines ™ correspondent & celles illustrées
par la figure 3.7.

Comme dans les précédents chapitres, la méthode non linéaire est initialisée en créant un premier
modele grossier de la structure étudiée par la méthode des éléments finis pour I'instant considéré
tm. 11 constitue le niveau 1, de domaine Q! et de frontiere 9€2. . En appliquant les conditions
aux limites cinématiques sur 01€2. et les efforts extérieurs sur 92€2L, de 9QL,, 'algorithme de
Newton (tableau 5.1) est utilisé pour calculer la solution (u,o)!.

L’étape suivante consiste a créer le niveau 2 sur la structure complete pour le méme instant t,,.
02, désigne le domaine occupé par le niveau 2 et 922, sa frontiere. Le maillage spatial de niveau
2 est hiérarchique au premier niveau. L’élaboration du maillage hiérarchique est identique a
celle utilisée dans le cas de la statique linéaire (section 3.1.1). Les efforts f2, et les conditions
aux limites sont appliqués respectivement sur les bords 9292, et 9;92,. La solution (u,o)? est
calculée en utilisant une stratégie de V cycle non linéaire adaptée a la plasticité (tableau 5.2). La
résolution multigrille se fait sur les deux niveaux (1 et 2). Dans le tableau 5.2, I'indice de niveau
Jmaz €St donc égal a 2 et I'indice m indiquant I'instant considéré est omis afin d’aller I’écriture
de l'algorithme. P, est un opérateur de prolongement d’un niveau grossier vers un niveau fin.
Le symbole ~signifie qu’il s’agit d’une grandeur restreinte d’un niveau fin vers un niveau grossier
qui évolue sur le niveau grossier. Enfin, le symbole “signifie qu’il s’agit d’'une grandeur restreinte
d’un niveau fin vers un niveau grossier qui reste constante sur le niveau grossier.

Lorsque la solution convergée (u, a)? est obtenue, I'erreur associée 4 chaque élément fini parent
de niveau 1 est calculée & partir des solutions (u,o)! et (u,0)? et d'un indicateur d’erreur.
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1-Sij = jmaz alors

frl = fiu (.67, 57)
Jl =f

ROUTINE VCYLE(j)
2 - 1, itérations de Newton sur le probleme de niveau j

il =f (+CL)
3 - Calcul du résidu

R = fo) + fU — f1
5 - Restriction du résidu, de la solution, des variables internes et des contraintes sur 71+

o = PT

R _-pTR
flj_1+ _ P’I"T f"‘l‘j

o = Ry
6 - Construction des grandeurs sur /=1
Si Q1 £ Q-1 alors
,a]fl — ,ujfl* +ﬁj71+
Ai—1 . . A1+
R =f"4+fi "+ R
s j—1 - 21+
f =fU "+ fi
677 =g I
’13.,;]_1 — vi]_l* _|_,6ij—1+

Sinon
@l = i1t
ijl _ ijH
fljil _ fljflJr

6_]—1 — 6.]—1+
,ﬁijfl _ ﬁij—u
8 - Définition de f1771 et fo/ ™!

i—1 j—1/~j—1 ~j—1 ~j—1
fl'7 = f{ntl(u’] 7o-j ,'Ui] ) - -
7 = flo @ e e ) — flT + R

9-Sij—1+#1alorsj=j—1appel de la ROUTINE VCYLE(j — 1)
Sinon résolution exacte de fi' = fo!'  (+ C.L.)
10 - Correction des différentes inconnues
w =@ + Pp(a " — /)
vl =) + Pp(07 " — 6777)
| ol =61 + P& —8])

11 - Mise a jour de fI’
12 - v, itérations sur le probleme corrigé
FIN ROUTINE VCYLE

TAB. 5.2 — Algorithme des V cycles adaptés a la résolution de probléme d’élastoplasticité.

L’erreur est ensuite comparée a la précision demandée. Pour chaque élément fini du niveau 1
dont 'erreur excede la précision demandée, les éléments finis enfants (du niveau 2) sont sous-
découpés selon la technique vue précédemment dans la section 3.1.1. Les éléments finis créés
constituent le niveau 3. Le domaine 2, peut étre constitué de parties non connexes. Si le niveau
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3 est local (c’est-a-dire s’il ne recouvre pas la totalité du domaine 2), trois types de frontiere
permettent de définir 9Q3,. 11 s’agit des bords classiques 9123, et 9,03, (& déplacement et effort
imposés) et du bord 91,03, sur lequel des conditions cinématiques supplémentaires sont définies.
Le bord 81*9% correspond & :

D13 =003 N (01903, U 0,03)) (5.16)

Les conditions aux limites appliquées & 91,3, sont les mémes que celles choisies dans le cas
d’un calcul & raffinement de maillage spatial automatique pour des problemes linéaires. Sur
cette frontiere, le champ de déplacement connu sur le niveau 2 est interpolé linéairement comme
I'illustre la figure 3.6. Lorsque toutes les conditions de 923, sont connues et appliquées, la solu-
tion (u, o) est calculée par 'intermédiaires de V cycles (tableau 5.2). Pour cette résolution, les
V cycles descendent du niveau 3 au niveau 1 et remontent jusqu’au niveau le plus fin.

Pour résoudre les problemes non linéaires une hypothese est formulée sur la forme des maillages
locaux au cours des V cycles. La frontiere d'un domaine local ne change pas au cours des cycles.

Le transfert et la gestion des variables internes sont des points délicats de la mise en place
de l'algorithme non linéaire. La stratégie choisie consiste a restreindre les variables internes
successivement du niveau le plus fin vers le plus grossier uniquement lors du premier cycle. Cette
étape constitue 'initialisation de ces variables sur chacun des niveaux. Lors du cycle suivant,
les variables internes sont transmises a iso-niveau. La figure 5.1 schématise ’algorithme de la
“S(T)AR-method” non linéaire de type plasticité. Le trajet spécifique des variables internes
est mis en évidence par les fleches discontinues (en pointillés). La quantité vy représente le
nombre d’itérations constant réalisé sur un niveau, vy est le nombre d’itérations nécessaires
pour résoudre exactement le probleme sur le niveau grossier. vy est choisi égal a 5. La figure 5.1
indique également les différentes erreurs mesurées au cours de la résolution. L’erreur entre deux
niveaux est celle évaluée par I'indicateur d’erreur. La réduction d’erreur au cours d’un cycle est
mesurée par erreyqe. Un double cercle signifie que la solution convergée est obtenue sur le niveau
correspondant.

err
Niveau |

err

3

2

1

____, Trajet des variables internes
Trajet des autres variables

Fi1G. 5.1 — Schématisation de l'algorithme FMG adapté a la plasticité.

Lorsque la solution sur le niveau 3 est obtenue, les solutions (u,o)? et (u,o)? sont comparées
par l'intermédiaire de 'indicateur d’erreur. Cette comparaison est effectuée pour les éléments
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finis du domaine Q2 ayant des éléments enfants sur le domaine Q3,. Le processus de création
d’un éventuel niveau 4 est identique a celui du niveau 3.

Le processus de création de maillage se poursuit a 'image de la figure 5.1 jusqu’a ce que la
solution atteigne la précision souhaitée sur le domaine de calcul complet.

Le processus est décrit dans cette section pour un niveau de chargement donné f,,. Lorsque
le chargement est quasi-statique, ce processus est répété pour chaque évolution du chargement.
Lorsque I'effort évolue de I'instant ¢,, a I'instant ¢,,, 11, le chargement passe de f,, a f,, ;. L’état
initialisant le calcul pour le chargement f,, ., correspond a la solution convergée obtenue pour
le chargement précédent f,,.

5.2.2 Mesure d’erreur

La mesure de l'erreur est toujours réalisée au moyen d'un indicateur d’erreur. L’indicateur
d’erreur utilisé est basé sur 1'énergie e de la structure. Il est noté Z2. L’erreur est calculée pour
chaque élément fini de niveau j en comparant les solutions des niveaux j et j+ 1. La construction
de 'indicateur d’erreur nécessite de restreindre sur la partie de domaine Q77 la solution de niveau
j + 1 via un opérateur de restriction spatial T’ . Une quantité restreinte par cet opérateur est
identifiée par le symbole™ Si g est un vecteur quelconque, sa restriction du niveau j + 1 vers le
niveau j s’écrit :

§=T," ¢! (5.17)

L’indicateur d’erreur est défini comme dans le cas de la statique linéaire par la relation :

~i
7 = ‘667163’ (5.18)

L’énergie de la structure est définie par :

el = /Q_Tr[aj e’]d (5.19)
J

5.3 Etude numérique

5.3.1 Cas test

Le cas test modélisé est celui de la plaque trouée (trou circulaire) soumise a une sollicitation
de traction déja vue en statique linéaire (cas test A). Les caractéristiques de la plaque ainsi
que le chargement utilisé sont décrits & nouveau dans cette partie. La géométrie de la plaque
trouée étudiée est donnée par la figure 5.2. La plaque est choisie de forme carrée. Le trou cir-
culaire de rayon r est placé au centre de la plaque. La dimension caractéristique de la plaque
est r/c = 0.06. La sollicitation est exercée sous la forme d’une pression linéique F' de 2.5*108
N.m~!. Ce chargement est appliqué en dix incréments successifs.

Les caractéristiques du matériau sont :
- un module d’Young £ = 211 GPa,

- une masse volumique p = 7850 kg.m 3,
- un coefficient de Poisson v = 0.3,

- une limite élastique du matériau est oy = 400 MPa.

Le comportement du matériau est modélisé selon la figure 5.3. La loi d’écrouissage du matériau
est cinématique linéaire (c’est-a-dire que 1=0 dans le modele de comportement matériau présenté
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Fi1c. 5.2 — Plaque trouée sollicitée en traction.

A\

F1G. 5.3 — Représentation de la loi de comportement du matériau.

dans la partie précédente) de pente E/10.

Pour des raisons de symétrie, uniquement un quart de la structure est modélisé. Les éléments
choisis sont des quadrangles a quatre noeuds linéaires (nommés QUA4 dans Cast3m). La fi-
gure 5.4 représente le maillage constituant le premier niveau. La simulation est réalisée sous
I’hypothese des contraintes planes.

5.3.2 Etude numérique

En utilisant I'indicateur d’erreur basé sur I’énergie Z, pour une précision requise de € = 2.2x1072,
les maillages obtenus sur les niveaux successifs pour le premier incrément de chargement sont
donnés par la figure 5.5. Pour atteindre la précision souhaitée, seulement trois niveaux sont créés.
Les niveaux 1 et 2 sont définis sur tout le domaine de calcul. Le niveau 3 est local. Le maillage
de niveau 3 est concentré autour du trou. La déformation du maillage final est présentée sur la
figure 5.6.

Les champs de déplacement, de déformation totale, de déformation plastique et de contrainte
solutions sont présentés respectivement sur les figures 5.8, 5.10, 5.12 et 5.14. Les champs de
déplacement, de déformation totale, de déformation plastique et de contrainte de référence sur
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al

Fi1G. 5.4 — Maillage de niveau 1 de la plaque trouée.

.

Niveau 1 Niveau 2 Niveau 3

Fi1G. 5.5 — Maillages finauzx de la plague trouée pour le premier incrément de chargement.

ﬁ/j g ﬁﬂ
22
= ﬁ

Fia. 5.6 — Déformation du maillage final pour le premier incrément de chargement.

I~

les maillages de niveau 3, 5 et 6 sont présentés respectivement sur les figures 5.9, 5.11, 5.13 et
5.15. Pour une grandeur donnée, les échelles de représentation sont les mémes pour chacun des
maillages. L’ensemble de ces figures permet de comparer qualitativement les différentes solutions
obtenues.

La plasticité (figure 5.12) apparait au bord du trou dans la zone de contrainte maximale. Il faut
noter que le maillage de niveau 1 ne permet pas de modéliser la plasticité au bord du trou car
celui-ci est trop grossier.

A la fin d’un calcul et pour les niveaux 1 et 2, deux types de solutions sont connus. Les solutions
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Niveau 3 de référence Niveau 5 de référence Niveau 6 de référence

Fi1G. 5.7 — Maillages correspondant aux niveaur de références.

présentées sous les titres niveau 1 et niveau 2 correspondent a la solution convergée matérialisée
par le double cercle de la figure 5.1. Ces solutions sont celles qui sont calculées classiquement
par la méthode des éléments finis.

Les solutions sous les titres niveau 1 final et niveau 2 final correspondent aux solutions obtenues
lors de la derniére remontée vers le niveau le plus fin du dernier V cycle effectué. La comparaison
de la déformation plastique du niveau 1 a celle du niveau 1 final montre que les solutions sont
tres différentes. En effet, la solution de niveau 1 est élastique alors que celle du niveau 1 final
est plastique. Or, la solution de référence sur un maillage plus fin (de niveau 5 ou 6) montre que
la plasticité existe dans la zone de contrainte maximum. Ainsi, la résolution par une approche
multigrille FAS permet de transmettre la plasticité a des grilles trop grossieres pour la modéliser.
Grace a I’approche FAS, la solution des maillages les plus grossiers tend a se rapprocher de la
solution physique (solution calculée sur un maillage fin).

Niveau Umazx €tmaz | Etmaz VM(U)max
10°m | 1073 | 107° 108 N
1 2.884 | 2.023 0 3.749
2 2.901 | 2.637 | 0.330 4.070
3 * 3.172 | 0.813 4.176

1 final 2.901 | 2.487 | 0.377 3.690
2 final 2.901 2.864 | 0.619 4.127
référence 3 | 2.916 | 3.280 | 0.911 4.196
référence 5 | 2.924 | 3.935 | 1.731 4.381
référence 6 2.924 4.010 | 1.852 4.410

TAB. 5.3 — Comparaison de u, €, ¢ et VM (o) mazimum sur différents niveaux et sur différents
maillages de référence.

Le tableau 5.3 compare quantitativement les différentes solutions (en déplacement, en déformation
totale, en déformation plastique et en contrainte) obtenues avec les solutions de référence. Le
symbole V M représente 'opérateur de Von Mises. Dans ce tableau les solutions des niveaux 1 et
2 sont différentes des solutions des niveaux 1 final et 2 final (surtout au niveau de la modélisation
de la plasticité). Ces deux derniéres solutions tendent vers les solutions de référence. L’étoile
apparaissant dans le tableau signifie que la zone de déplacement maximale n’est pas contenue
dans le maillage local de niveau 3.

Enfin, La localisation du maillage permet de limiter le nombre de degrés de liberté du modele
numérique pour des structures élastoplastiques.
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Niveau 1 Niveau Niveau 3

Niveau 1 final Niveau 2 final

Fi1G. 5.8 — Champ de déplacement pour le premier incrément de chargement.

Niveau 3 de référence Niveau 5 de référence Niveau 6 de référence

Fi1Gc. 5.9 — Champ de déplacement de référence pour le premier incrément de chargement.

5.4 Synthese

Ce chapitre présente une adaptation de la “S(T)AR-method” pour modéliser des problémes non
linéaires. La non linéarité étudiée est liée au matériau. Il s’agit d’'un matériau au comporte-
ment élastoplastique. Puisqu’une non linéarité méme locale peut avoir une influence globale a
Iéchelle de la structure, la stratégie vue jusqu’alors (raffinement de maillage du grossier vers le
fin) n’est plus adaptée. Il est nécessaire de mettre en place des cycles sur les niveaux créés. Cette
technique est une méthode multigrille non linéaire appelée “FAS” (Full Approximation Scheme)
utilisée suivant un schéma “FMG” (Full MultiGrid). La “S(T)AR-method” non linéaire propose
un raffinement de maillage uniquement spatial. La discrétisation temporelle tenant compte de
I’évolution quasi-statique du chargement reste constante.
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Niveau 1 Niveau 2 Niveau 3

Niveau 1 final Niveau 2 final

F1G. 5.10 — Champ de déformation totale pour le premier incrément de chargement.

Niveau 3 de référence Niveau 5 de référence Niveau 6 de référence

Fi1G. 5.11 — Champ de déformation totale de référence pour le premier incrément de chargement.

Ce chapitre présente préalablement la modélisation d’un matériau élastoplastique. L’algorithme
de Newton adapté a la résolution de problemes d’élastoplasticité est résumé sous la forme du
tableau 5.1.

La partie suivante détaille la stratégie des V cycles non linéaire (“FAS”) (tableau 5.2) utilisée sous
la forme “FMG”. La gestion des variables internes au cours des cycles est délicate. La stratégie
“FMG” n’est pas utilisée pour ses capacités d’accélération de convergence de la résolution mais
pour transmettre et propager ’état plastique de la structure d’un niveau a I'autre. La technique
de raffinement de maillage spatial est identique a celle employée dans le chapitre consacré a la
statique linéaire (partie 3.1.1).

Les résultats présentés sur les figures 5.8 a 5.15, et dans le tableau 5.3 montrent que I'utilisation
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Niveau 1 Niveau 2 Niveau 3

Niveau 1 final Niveau 2 final

Fi1G. 5.12 — Champ de déformation plastique pour le premier incrément de chargement.

Niveau 3 de référence Niveau 5 de référence Niveau 6 de référence

FiG. 5.13 — Champ de déformation plastique de référence pour le premier incrément de charge-
ment.

du raffinement local de maillage identifie les zones plastifiées. Les cycles entre les grilles trans-
mettent ’état plastique d’un niveau fin a un niveau grossier. Si la finesse des maillages est trop
grossiére pour modéliser fidélement une zone plastique, la restriction de I’état plastique pendant
les cycles permet aux niveaux grossiers de contenir une information (I’état plastique) qu’ils ne
pourraient identifier par eux-mémes. De plus la résolution multigrille permet d’anticiper la so-
lution c’est-a-dire de prédire une solution de niveau plus fin sur un niveau grossier.

Finalement, une stratégie de calcul automatique a précision controlée est proposée pour des
problemes de structures quasi-statiques a comportement non linéaire. Cette approche a deux
objectifs.

D’une part la stratégie développée doit étre capable de maitriser automatiquement la qualité
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Niveau 1 Niveau 2 Niveau 3

Niveau 1 final Niveau 2 final

Fic. 5.14 — Champ de contrainte de Von Mises pour le premier incrément de chargement.

Niveau 3 de référence Niveau 5 de référence Niveau 6 de référence

FiG. 5.15 — Champ de contrainte de référence pour le premier incrément de chargement.

des simulations non linéaires.

D’autre part elle doit apporter des outils a I'ingénieur pour pallier la difficulté de définir des
modeles discrets adaptés a la résolution des problémes non linéaires, tant sur la finesse des
maillages (effet d’échelle) que sur la position au cours du temps des zones qui nécessitent un
maillage fin.



Chapitre 6

Bilan - Perspectives

Bilan

La simulation numérique par la méthode des éléments finis fait partie des outils standards des
ingénieurs mécaniciens. Elle permet & I'ingénieur de concevoir de nouveaux composants et/ou
de prédire le comportement d’une structure existante. La complexité des structures étudiées
(intégrant le comportement non linéaire du matériau et le chargement dynamique) engendre des
maquettes numériques qui nécessitent des moyens de calcul treés importants voire prohibitifs.
Le développement de méthodes de simulation numérique performantes offrant la possibilité de
réaliser de telles simulations est I'un des axes de recherche actuel dans le domaine de la dyna-
mique non linéaire des structures. Une revue des différentes stratégies explorées pour répondre
a cette problématique est proposée dans le chapitre 1. Le travail présenté dans ce mémoire s’ins-
crit dans cette lignée. Le chapitre 2 rappelle la modélisation d’un probléme de référence par la
méthode des éléments finis.

Le travail présenté dans ce mémoire a pour but d’optimiser le maillage spatial et temporel afin
de répondre & une exigence de qualité concernant la solution donnant lieu a un effort de calcul
minimal. Cet objectif se décline en deux volets. Le premier consiste a limiter le nombre de degrés
de liberté d’un maillage spatial et le nombre de piquets de temps de la discrétisation temporelle
d’un calcul. Le second consiste a maitriser la précision de la solution numérique en tout point
du domaine d’étude. Pour atteindre ces deux objectifs, une méthode de résolution avec plu-
sieurs échelles d’espace et de temps, nommée “STAR-method”, est mise en place. Il s’agit d’une
méthode de raffinement de discrétisation spatiale et temporelle locale et automatique. Le sigle
“STAR” correspond & l'expression anglaise : Space Time Automatic Refinement. Cette méthode
propose une stratégie permettant d’identifier les zones ou les discrétisations spatiale et tempo-
relle ne sont pas suffisamment fines pour satisfaire le critere de précision requis. Elle s’appuie
sur 'utilisation d’indicateurs d’erreurs comparant les solutions de deux grilles successives.

Les données d’entrée de la “STAR-method” sont la discrétisation spatiale et temporelle du
premier niveau, le choix d’'un indicateur d’erreur et la précision souhaitée sur les résultats. Le
maillage final optimisé pour que la solution atteigne la précision requise n’est connu qu’a la fin
du calcul.

L’apport d’une stratégie de type “STAR-method” est multiple. L’utilisateur n’intervient plus
pour définir le maillage adapté a une précision donnée. La précision de la solution devient donc
indépendante de son (in-) expérience. Le raffinement local de maillage permet de concentrer
I'effort de résolution uniquement dans les zones spatiales et temporelles de la structure qui le
nécessitent. La finesse du maillage s’adapte au cours de la résolution jusqu’a ce qu’elle atteigne
une échelle pertinente. Le nombre de degrés de liberté et le nombre de piquets de temps sont
réduits par rapport a une méthode classique. Enfin, la qualité de la solution est controlée au
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cours de la résolution. La précision des résultats est connue et garantie a I’issue du calcul.

La seule contrainte consiste a démarrer le processus par deux analyses spatio-temporelles gros-
sieres, nécessaires a 1’évaluation de ’erreur pour le premier niveau. Cependant, lorsque le raffi-
nement de maillage se produit sur le domaine de calcul complet, le surcroit en terme de cout de
calcul ne peut excéder un tiers du cout total.

Pour adapter le maillage spatial et temporel d’une structure suivant la sollicitation a laquelle
elle est soumise, une démarche automatique est indispensable. En effet, si le maillage adapté
au calcul envisagé était connu au préalable, la description fine de la succession des maillages
spatiaux et temporels prendrait beaucoup de temps. De plus, elle ne parait pas réalisable bien
qu’elle soit possible.

Au cours de ce mémoire, la “STAR-method” est développée en plusieurs étapes.

Premiere étape

La premiere étape consiste a développer la stratégie pour des problemes de statique linéaire (cha-
pitre 3). Dans ce type de modélisation le temps n’intervient pas. La méthode est alors désignée
par “S(T)AR-method”. La modélisation de problemes statiques linéaires permet de présenter
la stratégie de raffinement de la discrétisation spatiale. Le calcul est réalisé sur des maillages
(appelés aussi niveaux ou grilles) de finesse croissante. Un indicateur d’erreur détermine l’er-
reur entre les solutions calculées sur deux grilles successives. La comparaison de ’erreur avec la
précision souhaitée désigne les éléments finis & sous-découper. Les éléments finis créés constituent
le niveau suivant. Si ce niveau est local (c’est-a-dire qu’il ne recouvre pas U'intégralité du niveau
précédent), la frontiere du maillage spatial 02 se décompose en deux types de bords classiques
0192, 322 et un nouveau type 01.£2. Sur ce dernier bord, la continuité du champ de déplacement
est imposée a la frontiere entre deux niveaux.

Quatre indicateurs d’erreurs sont testés. Ils sont respectivement définis a partir des champs de
déplacement, de contrainte, de densité d’énergie et d’énergie. L’utilisation de ces indicateurs d’er-
reurs sur différents cas tests montre qu’ils ne convergent pas tous avec le méme ordre. L’ordre de
convergence d’'un indicateur d’erreur dépend de la grandeur sur laquelle il est construit. De plus,
il dépend de la “régularité” du probleme traité. Une plaque trouée bidimensionnelle sollicitée en
traction est un cas régulier alors que celui d’une plaque fissurée bidimensionnelle ne ’est pas.
Une singularité modifie I’ordre de convergence d’un indicateur d’erreur. Une singularité de type
fissure conduit a la divergence des indicateurs d’erreurs basés sur les champs de contrainte et de
densité d’énergie alors que ceux basés sur les champs de déplacement et d’énergie convergent.
L’indicateur d’erreur le plus pertinent du point de vue mécanique est basé sur ’énergie car cette
grandeur est toujours finie pour les probléemes traités. Le comportement d’une fissure dépend
de V’échelle a laquelle elle est considérée. Un trou oblong de rayon r se comporte a 1’échelle
de la structure comme une fissure lorsque les éléments finis de longueur caractéristique h sont
suffisamment grossiers (c’est-a-dire tant que r/h < 3). Il se comporte comme un trou circulaire
“régulier” lorsque le rapport r/h > 6. Le changement de comportement se produit lorsque le
rapport r/h évolue entre 3 et 6.

Les études numériques menées sur différents cas tests montrent que la précision des résultats
obtenus avec la méthode de raffinement de maillage automatique correspond a celle requise. La
qualité de la solution est contrdlée (voir annexe C). De plus, le gain réalisé en nombre de degrés
de liberté sur le maillage final résultat du raffinement automatique par rapport au maillage de
référence est au minimum de 50 % et peut atteindre plus de 90 %. En ce sens, la “S(T)AR-
method” optimise le maillage de la structure étudiée par rapport a la précision souhaitée sur
la solution. D’autres simulations montrent que I'influence du maillage de niveau 1 sur le calcul
disparait avec le raffinement. Le choix du maillage grossier n’a pas d’influence sur la qualité
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de la solution lorsqu’elle a convergé. Pour atteindre une précision donnée, I’algorithme raffine
automatiquement le maillage jusqu’a une taille de maille indépendante de la taille de maille
initialement choisie.

Deuxieme étape

La seconde étape développe la “STAR-method” pour des problemes de dynamique linéaire (cha-
pitre 4). Les discrétisations spatiales et temporelles sont couplées en introduisant le concept de
domaine espace temps élémentaire. Un domaine espace temps élémentaire peut étre représenté
sous la forme d’un diagramme composé de la discrétisation spatiale sur I’axe horizontal et de la
discrétisation temporelle sur ’axe vertical. Les maillages spatial et temporel de chaque niveau
sont construits en utilisant ce concept. Le principe du raffinement du maillage spatial et temporel
est semblable & celui utilisé pour les problemes de statique linéaire. Des domaines espace temps
de finesse croissante sont créés au cours du calcul. Les solutions obtenues sur deux domaines
de niveaux successifs sont comparées pour évaluer I'erreur associée a chaque domaine espace
temps élémentaire du niveau le plus grossier. Cette estimation est réalisée par l'intermédiaire
d’un indicateur d’erreur basé soit sur le champ de déplacement soit sur I’énergie. La comparaison
de lerreur a la précision souhaitée désigne les domaines espace temps du niveau le plus fin a
sous-découper. Les domaines ainsi créés constituent le niveau suivant. Si ce nouveau niveau est
local, des conditions aux limites (spatiales et temporelles) supplémentaires sont nécessaires pour
calculer le vecteur d’état associé a la nouvelle discrétisation. Le choix de ces conditions est guidé
par la conservation des efforts de liaison a l'interface de deux niveaux successifs. L’étude de la
stabilité du schéma montre que la continuité du champ de vitesse a 'interface de deux niveaux
successifs est requise. Cette continuité garantit la conservation de ’énergie liée aux efforts de
liaison.

Les données d’entrée et de sortie contiennent la valeur du pas de temps du niveau 1 en plus de
celles de la méthode développée dans 'étape précédente (statique linéaire).

Les études numériques montrent que l'utilisation d’une telle stratégie permet d’obtenir un
maillage spatial final dont la zone de plus forte densité suit la propagation et la réflexion des
ondes dans la structure. Bien que le raffinement de domaine espace temps ne soit réalisé que
d’un niveau grossier vers un niveau plus fin, le maillage spatial en un point fixe de ’espace passe
successivement de grossier a fin et de fin a grossier et ainsi de suite. Les éléments finis deviennent
successivement plus fins puis plus grossiers sans utiliser de procédure spécifique “d’enlevement”
d’éléments. C’est 'une des caractéristiques originales de la stratégie proposée.

Le controle de la qualité de la solution au cours du calcul est une autre caractéristique de la
méthode. Si 'ordre de convergence de la méthode est suffisant (voir annexe C), les résultats
satisfont la précision demandée.

Enfin, le bilan énergétique numérique calculé a posteriori pour un cas test confirme la conserva-
tion de I’énergie au cours de la résolution.

Troisieme étape

La troisieme et derniere étape développée dans ce travail adapte la stratégie présentée jusqu’a
présent aux problemes quasi-statiques non linéaires (chapitre 5). Cette analyse met en oeuvre
la “S(T)AR-method” & chaque évolution du chargement. La non linéarité considérée est liée au
comportement du matériau. Il s’agit d’'un matériau élasto-plastique a écrouissage cinématique.
Pour un chargement donné (ou pour un instant donné), le raffinement du maillage est uniquement
spatial. Une non linéarité locale peut avoir une influence a I’échelle globale de la structure. La
prise en compte du comportement non linéaire du matériau conduit a mettre en place des
cycles sur les niveaux créés (“aller-retours” itératifs entre les grilles). Cette technique est une
méthode multigrille non linéaire appelée “FAS” (Full Approximation Scheme) utilisée suivant
un schéma “FMG” (Full MultiGrid). La gestion des variables internes au cours des cycles est
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délicate. La stratégie FMG n’est pas utilisée pour ses capacités d’accélération de convergence
de la résolution mais pour transmettre et propager 1’état plastique de la structure d’un niveau
a lautre. La technique de raffinement de maillage spatial est identique a celle employée dans le
chapitre consacré a la statique linéaire.

Les résultats présentés montrent que l'utilisation du raffinement de maillage local identifie les
zones plastifiées. Les cycles entre les grilles transmettent 1’état plastique d’un niveau fin a un
niveau grossier. Si la finesse des maillages est trop grossiere pour modéliser fidelement une zone
plastique, la transmission de I’état plastique pendant les cycles permet aux niveaux grossiers de
contenir une information (1’état plastique) qu’ils ne pourraient identifier par eux-mémes.

Le raffinement local de maillage concentre 'effort de résolution uniquement dans les régions de
la structure qui le nécessitent.

Perspectives

Amélioration de la “S(T)AR-method” non linéaire

La vitesse de convergence de la “S(T)AR-method” non linéaire n’est pas améliorée par 'utili-
sation de la technique “FAS” en version “FMG”. L’une des difficultés dans la modélisation de
problemes non linéaires est de rendre compte d’un comportement plastique moyen lors du pas-
sage d’une grille fine & une grille grossiere. Comment traduire I’état plastique d’un élément fini
parent si seulement I'un des éléments finis enfants est plastique 7 Quel modele faut-il développer
pour que ’élément parent ait le méme comportement global que ses éléments enfants 7

De plus, les non linéarités envisagées jusqu’alors sont de type matériau. Comment adapter la
méthode pour d’autres types de non linéarité (géométrique, liée a la présence de pieces en
contact...) ?

Développement de la “STAR-method” non linéaire

Sur la base des étapes déja mises en place, la stratégie de raffinement espace temps pour des
problemes de dynamique non linéaire reste a développer. Il parait possible d’utiliser une stratégie
“FMG” en raisonnant non plus avec les maillages spatiaux mais avec les domaines espace temps.

Choix de l’indicateur de raffinement de maillage

Dans ce travail, les indicateurs choisis pour sous-découper un élément fini ou un domaine espace
temps élémentaire sont basés sur des indicateurs d’erreurs. Que se passe-t-il si d’autres mesures
d’erreurs sont utilisées ? Quels seraient les sous-découpages obtenus si I’estimateur d’erreur de
Zienkiewicz et Ziu était utilisé ? Il est important de noter que 'utilisation de tels estimateurs
d’erreurs cotite cher lors de I’évaluation de 'erreur. Si ce cotit supplémentaire est trop important,
le choix d’un tel indicateur peut étre pénalisant pour la “STAR-method”.

Il serait également intéressant d’associer a une mesure d’erreur d’autres types de criteres, par
exemple des criteres basés sur 'endommagement du matériau.

Une investigation pourrait étre menée en vue de découpler la discrétisation spatiale de la
discrétisation temporelle. Dans cette configuration, il est nécessaire de proposer un indicateur
différent pour raffiner la discrétisation spatiale et la discrétisation temporelle.

Investigation sur les schémas d’intégration temporelle

Afin d’améliorer I'algorithme, il serait possible d’étudier et de tester différents schémas numé-
riques avec la “STAR-method”. Comment se comporte la méthode de raffinement automatique
de maillage si le schéma numérique utilisé est explicite 7 Une étude succincte du schéma de la
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différence centrée pour des problémes unidimensionnels montre qu’aucune difficulté n’est a at-
tendre, hormis I’évaluation du pas de temps critique pour des problemes de dimension supérieure
a un. Cependant, cette étude non présentée dans ce mémoire reste a développer de maniere plus
approfondie.

Les résultats présentés dans le chapitre 4 montrent que le cumul de erreur du schéma de
l'accélération moyenne en fonction du temps conduit a 1’élargissement des domaines espace
temps au cours du temps sur chaque niveau. Il serait intéressant d’utiliser d’autres schémas
d’intégration numérique afin de limiter cette dérive. Les schémas de Galerkin discontinu (an-
nexe B) ainsi que ceux de Krenk [67] pourraient étre testés car leur ordre de convergence est
plus élevé que ceux de la famille de Newmark.

Noels et al. [85, 86] a étudié la bascule des schémas explicites vers implicites et vice versa pour
des calculs dynamiques ou la discrétisation spatiale reste constante au cours du temps. Son
travail montre qu’il est possible de réaliser un gain considérable sur le temps des simulations
numériques par rapport & une simulation classique sans bascule. Dans un premier temps, il
serait intéressant de coupler cette stratégie de bascule de schémas d’intégration avec celle d’un
calcul par sous-domaine. Chaque sous-domaine est défini avec sa propre discrétisation spatiale
et temporelle et son propre schéma d’intégration temporelle. La bascule entre les différents types
de schéma serait indépendante pour chaque sous-domaine. Dans un second temps, le couplage
de la bascule de schéma peut étre envisagé avec un raffinement de maillage automatique. Dans
cette configuration, les régions ou les discrétisations spatiale et temporelle évoluent ne sont pas
connues & ’avance. Le type de schéma (explicite ou implicite) s’adapterait aux discrétisations
spatiales et temporelles de chaque région.

Développement de stratégies adaptatives pour la méthode X-FEM

Le probleme de ’adaptation de maillage se pose pour les méthodes alternatives a la méthode des
éléments finis. Rannou et al. [95] développe actuellement ce type de stratégie avec la méthode
X-FEM pour modéliser la propagation de fissure.

Applications

Les cas tests présentés sont académiques afin de tester et d’éprouver la méthode pour des si-
mulations dont la solution s’appréhende aisément. Bien entendu, I'objectif de ce travail est de
développer a plus long terme une méthode capable de répondre aux attentes des ingénieurs. Les
applications envisageables pour cette stratégie de résolution sont multiples.

Pour suivre I’évolution de la propagation d’une fissure, les méthodes classiques consistent a re-
mailler intégralement la structure afin de modéliser sa propagation. Un remaillage local de type
“STAR-method” remplacerait avantageusement les efforts nécessaires au remaillage en captant
automatiquement le front de la fissure. Le nombre de degrés de liberté serait ainsi limité et le
remaillage intégral a chaque pas de temps serait supprimé.

La modélisation de I’assemblage de pieces par soudage nécessite d’adapter le maillage au fur et
a mesure de la création du cordon de soudure. Pour cette application un raffinement de maillage
automatique semble adapté.

L’enlévement de matiere et la formation de copeaux dans les opérations d’usinage est un phéno-
mene dynamique non linéaire multiéchelle. Sa modélisation par la stratégie développée semble
donc pertinente.

Enfin, la derniere application soulignée correspond a celle présentée dans 'introduction de ce
mémoire. Il s’agit de modéliser un impact dans ’entrée d’air d’un réacteur d’avion. Les temps
de calcul de telles simulations sont tres longs car les modeles comptent des milliers de degrés de
liberté. De plus, les simulations actuelles nécessitent la détermination a priori des zones d’im-
pacts contrairement a des simulations réalisées avec la, “STAR-method”. Cette méthode propose
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une stratégie possible pour améliorer le temps de ces simulations en limitant le nombre de degrés
de liberté et de piquets de temps tout en contrélant la qualité des résultats.

D’une fagon générale, 'approche proposée dans ce travail peut s’appliquer a tout type de calcul
de structure dont le controle de la précision est souhaité.



Annexe A

Méthode du gradient conjugué pour
la résolution d’un systeme linéaire

Cette annexe est un prolongement de la section 2.3 pour la résolution d’un systéme linéaire du
type :

Ax=0» (A.1)

ou la matrice A est aussi une matrice symétrique, définie positive de dimension n.  représente
le vecteur des inconnues et b le vecteur du second membre connu.

A.1 Méthode générale

La méthode du gradient conjugué est une méthode itérative. Le vecteur des inconnues x est
construit a chaque itération d’indice k& comme une suite de vecteurs de la forme :

2(0)
{ 2+ — ) 4 ()0 (A.2)

ot p'¥) est la direction de recherche et a(¥) le pas & litération k.
La minimisation de la fonctionnelle K(x) (équation (A.3)) est équivalente a la résolution de
I’équation (A.1).

1
K(x) = 5 zTAzx—blx (A.3)

La fonctionnelle erreur FE, définie & partir du résidu R de I’équation (A.1) est décrite par
I’équation (A.4).

E.(R) = % RTA'R avec R—b—Ax (A.4)

Lorsque le systeme (A.1) est résolu, erreur E,(R) est nulle.
En remplagant R par sa définition dans l’expression (A.4), E,(x) s’écrit suivant (A.5). La
quantité bT A b étant constante, la minimisation de K (z) équivaut a celle de E,(z).

1

Er(:c) = 5 RTA_lR
= Sb-A2) A (b Ax) (A.5)
1

= 5 (xTAx)—blx+ % (bT A b)
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La relation (A.6) est obtenue en reportant dans (A.5) la définition du vecteur 2*+1) défini &
I'itération k + 1.

Ep(z)) = % (b— A (z® + a®pENT AL (B — A (z®) 1+ B pk)y)
= S (R—aPAp®)T AR - 0®Ap®) (A.6)
(k)y2
= E.(z®) - oFp®TR® 4 () pMT A p*)

2

La méthode du gradient conjugué est basée sur la minimisation de E,(x) par rapport a alk),

a®) est défini tel que le minimum de ET(w(k)) par rapport & o®) soit nul.
(k)T R(K)
- (k)yy — (k) - P~ T 7
IOItl(}CI)l(Er(w )=0 < « DT A o (A.7)

Les différentes méthodes du gradient se distinguent par le choix de la direction de recherche p*).

Si ptk) = R™ 1a méthode est simplement appelée méthode du gradient et la solution z*+1)
est incrémentée de la maniere suivante :

p®OT R

(k1) _ g0 4 PO RT
T T LT A pk)

R™) (A.8)

Le gradient conjugué est construit afin de rendre les quantités p*=1) et R orthogonales.

p-DTR(E)  —  p(k=1T(p _ A gk)
pFDT(h = A (21 4 k=D pk-1)y)

(k—1)T R(k—1) (A.9)
_ o k=D)Tpk-1) P (k—=D)T (k—1)
= P R p—DT A p(kq)p Ap
= 0
La direction de recherche p(®) est alors déterminée par :
p) = RK) 4 pF) ph—1) (A.10)

ot la quantité ¢*) est choisie de maniére & rendre maximum le coefficient de réduction de l'erreur

gk).
Le coefficient (%) est déterminé dans la relation (A.11) o Perreur E,(2(*)) est écrite en utilisant
la définition de a(*).

1 p(k’)TR(k) 2
Bat) = By(a®) - 1Bt

E)T p(k)\2 A1l
_ B (1- (pWT RK)) (A.11)
(pMT A p®))(RPT AT RW)

= Er(zc(k))(l — g(k))

Pour minimiser erreur E, (1), %) doit étre maximal. En utilisant la définition de p®*)
(équation (A.10)), ) devient :
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(R(kTR ¢ k lTR( ))

pk)  —
(R(k)TAqR(k))(R(k)TA R® (¢,(k)) (k DT A pk) 4 2(¢(k))2p(k71)TA R(k))
(RFIT R(k))2
N (RWTATTREYRMPT A RF) 4 (¢(R))2p(k-1)T A p(k) 4 2(p(k))2pk-1)T A R*))
(A.12)
La quantité ¢(¥) est choisie afin de rendre ) maximal. Pour cela le dénominateur de %) doit
étre minimal.
k—1)T k
o — _ PTARD (A.13)
pE—UT A p(h—1)
L’intérét de choisir p® tel que p® = R*) + »F pE=1) vient du fait que :
(k=0T g mk=1) _ . (k=1)T ®p
p Ap : g A(RY + ¢ ) (A.14)

Les vecteurs p'¥) sont dits A-conjugués. Ils forment une base de 'espace considéré. En théorie,
la méthode du gradient conjugué est une résolution directe car la solution est obtenue en exac-
tement n itérations.

Par commodité, la quantité ¢(¥) est généralement exprimée uniquement en fonction des résidus.

RMT R(K)

¢(/f) - v
R(k—l)TR(k:—l)

(A.15)

Finalement, le gradient conjugué s’écrit sous la forme :

RFT Rpk) B
k) — R 1 — T D) p—1)
R R

kT k
21 _ gy PUITRY g
p(k)TA p(k)

A.2 Conditionnement

La vitesse de convergence du gradient conjugué dépend fortement du conditionnement de la
matrice A. Si cette matrice est mal conditionnée, il est possible de transformer le systeme initial
(A.1) en un systeme équivalent mieux conditionné du type :

Q'Az=Q ' (A.16)

La matrice A est dite pré-conditionnée. Si le conditionneur @ est symétrique défini positif, facile
A inverser et “proche” de A alors Q' A est mieux conditionné.

Les choix extrémes de @ sont :

- Q =1 (Q est la matrice identité). Dans ce cas la matrice Q est facile a inverser mais le
conditionnement de Q' A est le méme que celui de A.

- Q = A. Dans ce cas Q' A est bien conditionnée car Q' A = 1, mais I'obtention de Q est
trés couteuse.
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La difficulté est de rendre Q' A symétrique définie positive. Le systeme de référence (A.16) est
donc transformé de la facon suivante :

Qfl/ZA Qfl/Q Q1/2'l3 _ Qfl/Qb (A17)
ﬁ,_/ ~—— Hb’_/
1 1 1

La matrice A1 = Q24 Q'/2 est bien symétrique définie positive.

Les trois conditionneurs classiques sont :
- le conditionneur de Jacobi : Q = D,
- le conditionneur de Gauss Seidel : Q = (D — L)DY(D — L),

- le conditionneur SSOR : Q = —— (D —w L)D YD — w LT).
w(2—w)

Les matrices D et L sont définies telles que A =D — L — L™
D contient uniquement les termes diagonaux de A.
L contient les termes de la partie triangulaire inférieure de A, sa diagonale est composée de zéros.

En pratique, Q n’est pas inversée. A chaque itération k, le systéme Q z*) = R est résolu.

A.3 Algorithme

L’algorithme du gradient conjugué pré-conditionné est présenté dans la table A.1. Le préconditionneur
est la matrice A diagonalisée suivant la méthode présentée par la relation (2.74).

A.4 Gradient conjugué par bloc

L’algorithme du gradient conjugué est constitué uniquement par des multiplications de matrices
avec des vecteurs. Cet algorithme est donc adapté pour résoudre un systéeme matriciel par bloc

du type :
VR ()= (h1

ou A, V., F représentent des matrices. La méthode du gradient conjugué par bloc repose sur la
méme démonstration que celle du gradient conjugué classique présenté précédemment (section
A.1). L’algorithme est détaillé dans le tableau A.2.

Dans le tableau A.2 les matrices IN et G sont des matrices diagonalisées suivant la technique
(2.74) telle que :

- la matrice N corresponde & la diagonalisation de la somme des matrices A et V7T,

- la matrice G corresponde a la diagonalisation de la somme des matrices V' et F'.
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1 - Initialisation de la résolution k =0
2 RO =p— Az
2 - Pré-conditionnement
20 = Q1RO
3 - Calcul de la direction de recherche p(©)

4 - Passage a l'itération k =k + 1
5 - Détermination de o)
) 2 (BT (k)
@ T pTA p®
b p

k)

6 - Actualisation de I'inconnue x

7 - Calcul du résidu R®
RF =p— A gk
8 - Pré-conditionnement
2(k) — QflR(k)
9 - Calcul du paramétre ¢*)
k)T p(k
o) — TR
2 (k—1)T p(k—1)
10 - Calcul de la direction de recherche p(®)
pk) = z(B) 4 (k) p(k—1)
11 - Calcul d’une erreur err
12 - Comparaison de 'erreur err au critére d’arrét e
Si err > € alors retour en 4.

Si err < € le calcul est terminé.

TaB. A.1 — Algorithme du gradient conjugué pré-conditionné de référence pour résoudre un

systeme d’équations linéaires.
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1 - Initialisation de la résolution £ =0

RO) _ R\ (b [A VT
RO by V F

2 - Pré-conditionnement
0 — 0
Lo (=) _( N'RY
Zgo) G*leo)

3 - Calcul de la direction de recherche p(©)

(0) (0)
O P )_,0_( *
Y ( Py ) < =) )

4 - Passage a l'itération k =k + 1
5 - Détermination de a(%)

k)T k kT k
o ATRO L ETRY

6 - Actualisation de 'inconnue m(

7 - Calcul du résidu R*)

by — (V2P + F ()

k _1p(k
o (=) _( NTRY
P G'RY
9 - Calcul du parametre ¢(F)
ng)Tng) i zgk:)TR(Qk)

¢( ) —
DT =1 (=T pe=T)

1
10 - Calcul de la direction de recherche p(®)

oo (B (Y e (A

PO = S = e e e
) Z9 Y2

11 - Calcul d’une erreur err

12 - Comparaison de 'erreur err au critere d’arrét e

Si err > € alors retour en 4.
Si err < € le calcul est terminé.

8 - Pré-conditionnement

TaB. A.2 — Algorithme du gradient conjugué pré-conditionné par bloc de référence pour résoudre
un systeme d’équations linéaires.



Annexe B

Autre schéma d’intégration
temporelle : (Galerkin Discontinu en
temps

Mise en garde : les notations utilisées ici sont spécifiques a cette annexe.

B.1 Principe

Le schéma de Galerkin Discontinu (GD) [76, 33, 34] en temps est un schéma d’intégration
temporelle. La discrétisation de la dimension spatiale par la méthode des éléments finis per-
met de définir classiquement les matrices de masse M et de raideur K associées au systeme.
La discrétisation de l'intervalle de temps est identique a la section 2.2.2. L’intervalle de temps
d’étude [0, 7] est divisé en r pas de temps soit r + 1 instants. Le pas de temps At est choisi
constant. Les efforts extérieurs sont définis a tout instant t¢,,, ils sont désignés par le vecteur f,,.
Dans cette annexe, le champ de vitesse est noté exceptionnellement v, le champ de déplacement
reste noté u. La notation @ désigne la dérivée du champ u par rapport au temps. Cette annexe
se limite a la description du schéma de Galerkin Discontinu pour des problemes de dynamique
linéaire. Les forces internes sont donc directement écrites sous la forme K u.

Le schéma de Galerkin Discontinu autorise des discontinuités (ou des sauts) dans le champ de
déplacement u et dans le champ de vitesse v comme indiqué sur la figure B.1. Sur cette figure, le
vecteur g représente aussi bien le champ de déplacement u que le champ de vitesse v. A chaque
instant t,,, la fonction g n’est pas bijective et les deux valeurs g, et g existent. Ces notations
correspondent & la définition suivante :

q,, = lim q(t, +¢)

e—0—

+ _ .
a5 = Iy a2

Le saut du champ g & l'instant ¢,, est noté [q,,] = q;, — q,,-

L’algorithme de Galerkin Discontinu est établi a partir de I’équation de mouvement classique
(B.1) additionnée d’une équation supplémentaire en vitesse (B.2) [34].
Mio=f-Ku (B.1)
u—v=0 (B.2)

Les équations (B.1) et (B.2) sont reformulées a l'aide d’une formulation faible en temps en
introduisant deux types de fonctions poids wsa et wi selon 1’équation (B.3) ou I, représente
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\/
~

tm—1 tm tm—l—l tm—|—2

Fi1c. B.1 — Définition des variables associées aux champs de vitesse et de déplacement pour le
schéma de Galerkin Discontinu.

Pintervalle [t,,, tmt1]-

wi(Mo+Ku— fdt+ [ we K(u—v)dt
Im Im (B.3)
+ w2, Kuy] +wi,, Mv,]=0 Vwy, Yws

Les équations de ’algorithme de Galerkin Discontinu sont écrites en introduisant dans I’équation
(B.3) une évolution linéaire des différentes quantités g mises en jeu entre deux instants successifs
tm et tm-i—l :

_tm-l-l_t_t,_ t—tm _

et en intégrant explicitement la relation ainsi obtenue.

En définissant les inconnues en déplacement et en vitesse suivant (B.4), le systéeme a résoudre
s’écrit sous la forme (B.5).

v, v
u, = u_
+
U = ul (B.4)
Uy = u2
vl = wl
\ v;z-&-l = v2
i 1 1 T B
1 1
0 K ——AtK ——-AtK u2 K u™
2 2
5 = (B.5)
1
0 0 §At2M* M* v2 F2*
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avec

2
M* =M + gAt2K

Fl*:gF1+va—%F2—§AtKu*

F2*=F14+F2+ Mv —AtKu~

Les vecteurs F'1 et F'2 sont calculés en considérant une variation linéaire F' de 'effort extérieur
f entre les instants t,, et t,;,+1 (figure B.2).

17’7 f A

\/
~

m m+1

Fia. B.2 — Définition des différents efforts dans le schéma de Galerkin Discontinu.

(tm+1 - t) (t - tm)
Tfm + A7 Pt

F(t) =

At

t_m
F1 = F(t)dt
/Im SR

tna1 — t
F1= / L F(t)dt
Im

L’expression finale des vecteurs F'1 et F2 est :

F1= At(% Fon + % fmﬂ)

F2 — At(é £+ é me)

La premiére étape de résolution consiste a calculer v et vo en extrayant de (B.5) le systeme :

M* g M vl F1*
) = (B.6)
“APM* M* v2 F2*

3
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Or ce systeme n’est pas symétrique. Pour le rendre symétrique, il suffit d’intervertir les deux
lignes du systeéme (B.6) qui devient :

1
gAt?M* M* v2 F2*
) = (B.7)
M* gM vl F1*

Sous cette forme, ce systeme peut étre résolu en utilisant la méthode du gradient conjugué par
bloc présentée par le tableau A.2. Lorsque les vecteurs v1 et v2 sont connus, les vecteurs ul et
u2 sont calculés a partir des deux premieres équations du systeme (B.5) simplifiées par K.

1 1
ul =u" + EAt vl — EAt v2

1 1
u2:u7+§At 'v1+§At v2

Les accélérations sont calculées a posteriori a partir du champ de vitesse.

Le schéma de Galerkin Discontinu définit deux fois plus d’inconnues qu’un schéma classique de
type Newmark, la dimension du systéeme a résoudre est donc deux fois plus grande.

L’algorithme de Galerkin Discontinu est synthétisé dans le tableau B.1.

B.2 Comparaison succincte avec le schéma de Newmark

Les caractéristiques du schéma d’intégration temporelle sont présentées en comparant, pour un
cas test donné, les solutions calculées avec le schéma de Galerkin Discontinu avec celles obtenues
avec un schéma de Newmark (schéma de I'accélération moyenne 5= 1/4 et v = 1/2).

Le cas test choisi modélise une poutre encastrée a une extrémité et sollicitée en traction a ’autre.
La géométrie de la poutre et ’évolution de 'effort appliqué en fonction du temps sont illustrés
par la figure B.3. La longueur a de la poutre est de 8 m. L'effort F' est de 108 N. Le matériau
utilisé a un module d’Young de 211 GPa, une masse volumique de 7800 kg.m ™3 et un coefficient
de Poisson de 0.3. Le temps total de simulation est de 7.7 ms. Le pas de temps choisi est 1.5 fois
le pas de temps critique. Les solutions comparées sont la vitesse en bout de poutre au cours du
temps et I’évolution de la contrainte le long la poutre a un instant donné.

f@®)

A\
=
—~
~
S~—

t =4 ms

Fi1G. B.3 — a gauche : poutre encastrée a une extrémité et sollicitée en compression a l'autre et
a droite : allure de Ueffort en fonction du temps.

La comparaison au cours du temps de la vitesse du noeud libre en bout de poutre est donnée
sur la figure B.4.
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1 - Calcul préalable
2
M*=M + §At?K

2 - Initialisation de la résolution pour l'instant initial m = 0

— + + +

3 - Passage a l'itération m =m + 1
4 - Détermination des termes du second membre

F1,, = At(% fo o+ % me)

F2,, — At(é £+ % me)
5

1 2
F1; = 2 F1,+Mvwv,, ,—-F2,—--AtKu, ,

3 3

F2, =F1,+F2,+Muv, —AtKu,_,

5 - Calcul des vitesses par la résolution du systeme par un gradient conjugué par bloc

1

gAtQM* M* V2, F2,
2 =

M oM vl,, F1},

6 - Calcul des déplacements

1 1
ul,, =u,, |+ -Atvl, — éAt v2,,

6

1 1
U2, =u,, |+ EAt vl,, + EAt v2,,

6 - Si m = r le calcul est terminé sinon retour en 2

TAB. B.1 - Algorithme de Galerkin Discontinu de référence pour résoudre un systéme d’équations

linéaires.

Les contraintes de compression calculées avec les deux schémas d’intégration temporelle sont

représentées suivant la longueur de la poutre au temps t = 7.7 ms sur la figure B.5.

Sur ces graphiques, les améliorations apportées par le schéma de Galerkin Discontinu sont
évidentes. Ce schéma filtre les hautes fréquences parasites d’origine numérique qui apparaissent

en utilisant le schéma de Newmark aussi bien pour les vitesses que pour les contraintes.

Enfin, 'ordre de convergence de ce schéma (non montré ici) est de 3 alors qu’il est que de 2 pour

le schéma de Newmark [76].

Le schéma présenté dans cette annexe appartient a une famille de schémas beaucoup plus

générale étudiée par Réthoré et al. [96].
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~ Galerkin Discontinu

=
S
=
=
@)
Z

le.E_ 9SSOIA

2%¥1073  3*1073 4*1073 5*1073 6*1073 7*¥10~3 8*107°

1073

Temps t [s]

Fi1c. B.4 — Vitesse du noeud libre en bout de poutre au cours du temps.

Galerkin Discontinu

Newmark ----------

[ed] uonoen ap durenuo))

Fi1c. B.5 — Contraintes de traction le long de la poutre a linstant t = 7.7 ms.



Annexe C

Mesure d’erreur

La méthode des éléments finis mise en oeuvre dans ce mémoire correspond a une formulation en
déplacement des équations d’équilibre. C’est une méthode convergente. Son ordre de convergence
est noté d’ordre q. Si 4y, désigne la solution numérique en déplacement calculée sur un maillage
de finesse h et u,; la solution continue exacte, la propriété de convergence s’écrit :

dhy >0, Vh < hg ||’l7,h — uewH ~ (C h (Cl)

U, est la représentation de la solution continue exacte u,, discrétisée sur le maillage de finesse
h. Sans cette discrétisation, la comparaison des solutions @ et u,, n’est pas envisageable. La
figure 1.2 établit le lien entre les solutions u,, et 4, en présentant les solutions associées a chaque
modele permettant de passer d’une description continue & une résolution discrete.

L’équation (C.1) contient trois inconnues.

- C représente une constante qui dépend entre autre du chargement et des conditions aux limites.
- U, est la solution en déplacement exacte.

- q est 'ordre de convergence. Pour la méthode des éléments finis, 'ordre est supposé connu et
égal a deux (¢ = 2). Il reste donc deux inconnues C' et wey.

En considérant une discrétisation spatiale deux fois plus grossiere 2h par rapport a h, une
deuxieme équation est écrite. Le maillage de finesse 2h correspond au maillage grossier et celui
de finesse h au maillage fin. Les relations de convergence pour les solutions calculées sur les
maillages de finesses h et 2h sont :

|Ton — Uer|| =~ C (2h)4

[ — ttea|| ~ C h (C2)

A partir des deux relations (C.2) et connaissant la valeur de ¢ (¢ = 2 pour la méthode des
éléments finis), la constante C' peut étre déterminée. Si ¢ n’est pas connu, il est nécessaire d’ef-
fectuer trois calculs sur des maillages de finesses 2h, h et h/2, pour estimer les valeurs de C' et
de gq.

D’apres (C.2), les quantités ||@op, — Uez|| €t ||@n — ey || sont lides par :

| @y, — wez|]] =~ C (2h)7

HﬁQh - ue:c” ~ 29C h (03)
|Ton — wer|| = 27[|Wp — Uea|
En remarquant que :
|Ton —an|| = |@2n — Uer + Uex — Uy

(C.4)

= [[(Tan — Uez) — (Un — Uez) |
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et en utilisant 'inégalité triangulaire, il est possible d’encadrer la quantité ||@s, — @y || suivant
I’équation (C.5). Cette relation permet de majorer la norme de Ierreur contenue dans la solution
discrete up, par la norme de la différence des solutions numériques calculées sur les maillages 2h
et h. Il est également possible d’encadrer la norme de ’erreur réalisée sur la solution discrete
U9, par la norme de la différence des solutions numériques calculées sur les maillages 2h et h.

IA

|Ton — e || — ||Tn — ez || [T — n| < [|Ton — Uex|| + (| Tn — Ues]|

C (2h)7 — C |

IN

|t2n, — @ || ©5)
|C hi1(29 = 1)| < [|aan — G|

|29 = )| |[T@n — wez|| < [|2n, — @|

Remarque : 'inégalité (C.5) n’est pas stricte du fait de I'utilisation des approximations précédentes

(C.2).
Les relations (C.5) permettent également d’estimer la constante C :

o =

= @~ D (©6)

Dans le cadre de la méthode des éléments finis, lorsque le probleme traité est régulier, la solu-
tion en déplacement converge avec un ordre g = 2 si les fonctions d’interpolation des éléments
finis sont linéaires. Donc la quantité (29 — 1) vaut 3. La mesure de ||@g, — @yl est une limite
supérieure de I'erreur exacte.

Lorsque le probleme traité comporte localement une singularité (par exemple une fissure), la
convergence de la méthode des éléments finis peut étre affectée localement (proche de la singu-
larité). Lorsque le probleme contient une fissure, la convergence de la solution en déplacement
obtenue avec la méthode a raffinement de maillage spatial local passe de 2 & 0.5 (voir sections
3.2.2 et 3.2.6). Proche de la singularité, la mesure de ||@g, — @p|| n'est pas représentative de
I’erreur exacte. De plus, les quantités calculées proches d’une singularité ne sont pas toujours
fiables. Loin de la singularité, la convergence de la solution n’est pas affectée par celle-ci et I’ordre
classique de convergence est toujours valable. Ainsi, loin d’une singularité, ’erreur exacte peut
étre estimée.

En conclusion, les mesures d’erreurs choisies sont basées sur la comparaison de quantités calculées
par la méthode des éléments finis sur un maillage de finesse 2h (maillage grossier) et sur un
maillage de finesse h (maillage fin). En se plagant loin d’une singularité ils mesurent l'erreur
exacte. La méthode de raffinement automatique de maillage permet donc de controler la qualité
de la solution.



Annexe D

Démonstration de stabilité de la
“STAR-method” dans le cas général

D’une facon générale, un domaine espace temps élémentaire n’est pas divisé en deux suivant
chacune de ses dimensions X et T mais en p intervalles constants comme l'indique la figure D.1.

T T

A i A

J t]
tm+1 Pvn+p At
il "

pm+p—1 p

Atj th

'
pm+1 R e -
'

j pm—+1 Atj L
tm i1 - :
X thh P X

A\
\

Niveau j Niveau 7 +1

Fic. D.1 — Domaine espace temps élémentaire Q) parent de niveau j et les domaines espace
temps enfants engendrés sur le niveau j + 1.

La démonstration présentée dans cette annexe suit la méme démarche que celle de la partie 4.1.4
oup=2.

La conservation du terme lié aux forces de liaison est écrite sur un domaine espace temps
élémentaire parent de niveau j et les domaines espace temps enfants de niveau j + 1 engendrés
par le sous-découpage du domaine parent. Les termes associés aux forces de liaison des niveaux
j et j+ 1 s’écrivent selon (D.1) et (D.2).

. 1 .7 .
By = [l 1] (1)
J
i+1 ! p i+1 T i+l
Eﬁr IZA—Q[%LH] [flgjo;Jrifl] (D.2)
i=1

La conservation des termes E}l et E}lﬂ liés aux forces d’interface repose sur l'interpolation

linéaire des vitesses a l'interface entre le domaine parent Qt/ et le domaine enfant Q1. Cette
hypothese est décrite par 1’équation (D.3).

.1 (A A ‘
u;i’:rn+i:2_,u§>jn+p+<l_z_,> ug;nl pour ¢ ={0,1,...,p} (D.3)
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En introduisant (D.3) dans le premier terme de Eﬁl, la quantité [u;:rnaﬂfl] devient (D.4).
- j+1 _ i+l - j+1
[upm-i-i—l] - (upm-i-i - pm-i-i—l)
N (1 - f) aitl 1oL (1 - g) it (D.4)
p PP p) P p PP » pm
1, . j+1 . j41
= ]_j(u%m—i-p - ug)m )

En utilisant la relation (D.4), le terme associé aux forces de liaison de niveau j + 1 se développe
de la maniere suivante :

P
j+1 D .+l T i1l
B = A—tj[uivmﬂfﬂ il
i=1
P T . - .
= Z A—tj(ﬂi;mﬂ; - u;;kll):r(fl;mﬂ — fléj_nJri—l)
i=1
1 i1 . P - »
. it
- A—tj(u;mﬂ) ~ Upm) Z('fl;m—i-z‘ — i)
- (D.5)
L 7Y j+1 ; - )
= 2 ey = )T (PG = D + (e = S
J+1 41 i1 i
R (flpm—l-(P—l) a flpm+(p—2)) + (.flpm+p — flpm+(p_1))>
L. j+1 L INT i1 1
= A—tj(Ufamﬂo — W) (fU oy — FU)
1 ; ‘ , A
_ = -J-‘rl _ 'j+1 T ]+1 _ ]+1
T A (@ mr1y = @om ) (Pl gy — Flom)

La relation (D.5) traduit le collage de maillage temporel entre les domaines espace temps
élémentaires parents de niveau j et ceux enfants de niveau j + 1. Les développements suivants
présentent le collage de maillage spatial.

Les instants t{;%l (Vm € {0,...,7;}) sont les piquets de temps du niveau j + 1 qui coincident
avec les instants ¢}, du niveau j. A ces instants donnés et sur la frontiére commune aux niveaux
j et j+ 1, le champ de vitesse @ est imposé de la maniére suivante :
s J+1 — o)
upm amgﬁ} - ( S um)

oo Vm € {0,...,r;} (D.6)
ou Ps est un opérateur de prolongement spatial entre les niveaux j et j + 1. L’opérateur Ps
étant choisi pour étre compatible avec ’assemblage des matrices par la méthode des éléments
finis, la relation entre les efforts de liaison des niveaux j et j + 1 s’écrit :

fUl, = Ps” fUH (D.7)
La compatibilité de l'opérateur Ps avec ’assemblage des matrices par la méthode des éléments

finis signifie que les matrices de masse et de raideur définies sur deux niveaux successifs sont
liées par I'opérateur Ps telles que :

M), = Ps" M) Ps (D.8)
Ki, =Ps" Kif! Ps (D.9)
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L’introduction de la relation (D.6) dans (D.5) et l'utilisation de la définition (D.7) conduisent au
développement (D.10). Sous les hypotheses énoncées dans cette section, le développement (D.10)
montre que le terme associé aux forces de liaison se conserve entre deux niveaux successifs. Il
n’y a ni dissipation, ni création d’“énergie” au cours du processus de raffinement de maillage
spatial et temporel dans le cadre des schémas de Newmark pour v = 1/2.

Bt = Aitjm;;ap — Al (FUSL — FUED
- A%j (Ps (i) ) =) (FUty = U
_ Aitj(ufw —al) ' Ps” (FU)), — FUIEY) (D.10)
N Aitj@f}m - %)T(flfnﬂ B flfﬁ)
= & (15
= B,

Les conditions aux limites (spatiales et temporelles) appliquées aux frontieres des domaines sous-
découpés entre deux niveaux successifs doivent vérifier la continuité des vitesses pour assurer la
stabilité de ’algorithme quelle que soit la valeur de p. Le collage temporel a I'interface de deux
niveaux j et j + 1 est assuré par l'interpolation linéaire du champ de vitesse du niveau j vers
le niveau j + 1. Le collage spatial est réalisé grace a 'opérateur Ps, choisi linéaire, compatible
avec ’assemblage des matrices éléments finis.
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Annexe E

Structure de données

E.1 Structure de données pour la statique linéaire et la quasi-
statique non linéaire

La structure de données détaillée dans cette section est utilisée aussi bien pour modéliser des
problemes statiques linéaires que des problemes quasi-statiques non linéaires.

La gestion de la filiation logique et géométrique entre les éléments finis parents et les éléments
finis enfants nécessite la création d’une structure de données adaptée. Les informations reliant
les éléments parents aux enfants reposent sur l'utilisation de pointeurs. Dans ’environnement
Cast3m, la structure mise en oeuvre repose sur une Table. La Table des filiations parent-enfants
s’appelle FILIA. Sa structure pour des éléments quadrangulaires ainsi que les informations qu’elle
contient sont décrites par la figure E.1 ou une fleche représente un pointeur. La dimension de la
Table n’est pas figée a son initialisation. Elle s’adapte et s’agrandit au fur et a mesure du calcul.
Elle ne diminue jamais car aucune procédure permettant d’enlever des éléments n’est nécessaire.

Voici un exemple d’utilisation de la Table FILIA. Si le maillage créé correspond & la figure E.2,
I’élément mis en évidence appartient au niveau 4.

L’acces a la forme du second coté de ’élément 6 du niveau 3 se fait par la commande forma-
lisée par filia.4.6.2. forme.1l. Le nom de I'étiquette “1” contenu dans “forme” est arbitraire. Il
pourrait prendre une autre appellation. Si filia.4.6.2. forme.1 = 1 alors ce c6té est un segment
et les étiquettes “Xc”, “Yc¢” et “R” n’existent pas. Si filia.4.6.2. forme.1 = 2 alors ce coté ap-
partient a un cercle dont le centre et le rayon sont donnés par les étiquettes “Xc”, “Yc” et “R”.
L’orientation du cercle est donnée par les éléments parents le formant.

L’étiquette “enfant” donnant le numéro du premier enfant n’existe que si I’élément parent est
sous-découpé. Dans le cas d’éléments bidimensionnels quadrangles, un élément parent a quatre
enfants. Si la numérotation des éléments est ordonnée, le numéro du premier enfant n f permet
de déduire les numéros des trois autres (nf+1, nf+2 et nf +3). Les informations géométriques
sur les éléments enfants se trouvent dans la méme Table en incrémentant de un le numéro du
niveau. Les conditions aux limites appliquées a chaque co6té d’un élément sont définies par le
code contenu dans I’étiquette “bc” suivant :

1 : définit un bord libre,

21 : définit un bord a déplacement Ux imposé,

22 : définit un bord a déplacement Uy imposé,

23 : définit un bord a déplacements Ux et Uy imposés,

3 : définit un bord a effort imposé.

Suivant la dimension spatiale (1D, 2D, 3D) du probléme traité, la Table FILIA est adaptée. Un
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Numéro du niveau

Numéro de 'élément fini

Coté d’un élément

Conditions aux [ be ] [forme}

limites et '

géométrie ‘

d’un coté
enfant Numéro du premier enfant
b Type de conditions aux limites pour le c6té
forme Forme du coté de ’élément fini

Abscisse du centre du cercle

Ordonnée du centre du cercle

2kl laln

Rayon du cercle

Fic. E.1 — Structure de données FILIA établissant la relation de filiation logique et géométrique
entre les éléments finis parents et enfants en statique et quasi-statique. Dans cet exemple les
éléments sont des quadrangles (2D). Une fleche représente un pointeur.

élément poutre ou barre (1D) possede deux noeuds extrémités, un élément triangulaire (2D)
trois cotés, un élément quadrangulaire (2D) quatre c6tés, un élément cubique (3D) huit faces et
un élément tétraédrique (3D) quatre faces.

La Table FILIA contient le lien logique et géométrique entre les éléments finis des différents
niveaux. Les maillages éléments finis sont rangés dans la Table appelée MAIL détaillée par la
figure E.3. Le nombre nb de niveaux a réaliser n’étant pas connu avant la fin du calcul, la di-
mension de cette Table évolue au cours de la résolution.

E.2 Structure de données pour la dynamique linéaire

Pour traiter des problémes de dynamique linéaire, la Table FILIA est modifiée. Elle est schéma-
tisée sur la figure E.4. Puisque la “STAR-method” repose sur le concept de domaines espace
temps élémentaires, la structure de données utilisée doit permettre de les décrire. Les informa-
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Maillage final

coté 3

wit /6 S

coté 1

Maillage 4

Maillage 3

Maillage 2

Maillage 1

Fic. E.2 — Extraction de l’élément fini quadrangulaire numéro 6 du niveau 4 : Filia.4.6.

Niveau

Maillage Maillage Maillage
de Q1 de 0?2 de 3

FiG. E.3 — Structure de données de la Table MAIL. Une fleche représente un pointeur.

tions établissant la filiation entre les domaines espace temps élémentaires parents et enfants sont
reliées par des pointeurs.

Pour chaque niveau (figure E.4), la liste des domaines espace temps élémentaires est repérée par
un numéro. Les caractéristiques de chaque domaine espace temps élémentaire sont :

- le numéro de I’élément fini e qui constitue le domaine élémentaire,

- le numéro du premier instant te sur lequel est défini le domaine élémentaire,

- le numéro de son premier enfant en fant s’il est sous-découpé,

- Perreur erreur associée a ce domaine élémentaire.

L’erreur associée a un domaine élémentaire est celle calculée en comparant la solution de ce
domaine élémentaire avec celle de ses enfants. L’étiquette en fant n’existe que si l'erreur erreur
ne respecte pas le critére de précision demandée.

Le nombre de niveaux nécessaires pour satisfaire la précision requise sur I’ensemble du domaine
de calcul n’est connu qu’a la fin du calcul. Ainsi, la dimension de la Table FILIA n’est pas figée a
son initialisation. Le nombre de domaines espace temps élémentaires définis pour chaque niveau
n’est également connu qu’a la fin du calcul. La dimension de la Table associée & ce nombre n’est
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donc pas figée.

Numéro du niveau

Numéro du domaine espace

temps élémentaire

erreur

@ Numéro de 1’élément dans la Table ELE

Numéro premier instant définissant le domaine espace temps élémentaire

enfant Numéro du premier domaine espace temps élémentaire fils
erreur Erreur associée au domaine espace temps élémentaire

Fig. E.4 — Structure de données FILIA pour la filiation entre les éléments finis parents et fils
de type quadrangle en dynamique linéaire. Une fléche représente un pointeur.

Pour accéder a I’élément fini désigné par le numéro e dans la Table FILI A, une nouvelle Table
ELE est créée (figure E.5). Cette table contient toutes les informations relatives & un élément
fini. Pour chaque numéro d’élément fini correspondant a I’étiquette e de la Table FILIA, la table
ELE contient les informations sur :

- Pélément fini ef proprement dit (c’est-a-dire la position des noeuds),

- les caractéristiques de chacun des cotés de I’élément fini sous les étiquettes 1, 2, 3, 4 (si les
éléments utilisés sont quadrangulaires),

- le numéro de I’élément fini enfant decoupe dans la Table ELE.

Si les éléments utilisés sont des éléments unidimensionnels (éléments de barre ou de poutre),
ils ne possedent que deux numéros de cotés. Ils représentent le numéro de chacun des noeuds
extrémités d’un élément fini. Si les éléments finis sont tridimensionnels les numéros des cotés
correspondent aux numéros des faces des éléments.

Les caractéristiques associées a chacun des cotés sont identiques a celles utilisées pour définir
des problemes de statique ou de quasi-statique. Elles ne seront pas détaillées a nouveau. Le
type de conditions aux limites appliquées & un noeud, un c6té ou une face suivant la dimension
de I’élément fini (1D, 2D ou 3D) est régi par le méme code que celui présenté dans la section E.1.

La dimension de la Table ELE n’est pas connue avant la fin du calcul. Ainsi sa dimension n’est
pas figée a l’initialisation de la Table.

Voici un exemple d’utilisation des Tables FILIA et ELE. L’acces a 1’élément fini constituant le
domaine espace temps élémentaire numéro 5 du niveau 3 se fait en deux étapes. La premiere
consiste a récupérer dans la variable a, par exemple, le numéro de 1’élément fini de la Table
FILIA : a = filia.3.5.e. La deuxiéme étape consiste a récupérer 1’élément fini proprement dit se
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Numéro de 1’élément fini

Coté d’un élément

i

Défini pour

chaque coté ( )

Elément fini

decoupe | Numéro du premier fils

Type de conditions aux limites pour le coté
forme Forme de ’élément fini

Abscisse du centre du cercle

Ordonnée du centre du cercle

Rayon du cercle

aaa'ala

Fic. E.5 — Structure de données ELE des éléments finis créés pour la dynamique linéaire. Une
fleche représente un pointeur.

trouvant dans la Table ELE dans la variable b, par exemple : b = ele.a.ef. L’acces au type de
conditions aux limites appliquées au quatrieme coté de cet élément fini se fait par la commande
ele.a.4.bc. Enfin, ele.a.4. forme désigne la forme de ce méme coté.
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Annexe F

Organigrammes

F.1 Statique linéaire

La figure F.1 schématise la structure générale de I’algorithme “S(T)AR-method” linéaire corres-
pondant au chapitre 3. Le tri des bords est I’étape permettant de distinguer les frontieres 012,
0o et 01,8 de OV de niveau j.

F.2 Dynamique linéaire

La figure F.2 schématise la structure générale de I’algorithme “STAR-method” linéaire corres-
pondant au chapitre 4. Le tri des bords est 1'’étape permettant de distinguer les frontieres 01y,
02, et 01,07, de 9, a 'instant t7, de niveau j.

F.3 Quasi-statique non linéaire

La figure F.3 schématise la structure générale de 'algorithme “S(T)AR-method” non linéaire
correspondant au chapitre 5. Le tri des bords est ’étape permettant de distinguer les frontieres
01V, 0oV et 01,8¥ de OV de niveau j.
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J=0
Initialisation
e s Choix de
Création du Définition ye 1s Précision
. Iindicateur .
niveau 1 des bords , souhaitée e
d’erreur

Définition du modele

!

Tri des bords

Raffinement du maillage
i Création du niveau j + 1
A

Application des CL
a chaque type de bord

i Sij=1

Calcul de la solution

Sij#1

y

Calcul de l'erreur

entre les niveaux
jetg—1

!

Identification
de l'erreur maximale
erTmaz

!

Comparaison
de errpa: et €

Sierrmas > €

Si errmar < €

Y

Post-traitement
des résultats

Fi1c. F.1 — Structure générale de lalgorithme de la “S(T)AR-method” linéaire.
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j=0
m =0
v
Initialisation
du des de I'indicateur de la
maillage bords d’erreur précision
v
Boucle sur les niveaux j =j +1
Si 0, 7
m Boucle sur le temps <
Si @, 3 Raffinement (local) du maillage
p Création du niveau j + 1
‘ Construction du maillage Q, ‘
v
‘ Définition du modele associé & Q, ‘
v
‘ Tri des bords ‘
\
Si 4 3 Sim=2k+1 Sim =2k
Calct}/l d? o ApPlicatiorx des Si an 3 Si Qin D
avec I’équation CL & chaque type
) d’équilibre de bord - j . j
M iig + K ug = £ . SiQm €O SiQ O
Calcul du vecteur Application des Application des Projection spatiale
d’état U7, CL a chaque type CL sur 89(a) do w/—L et 1)
de bord m/2 . m/2
M sur O,
! Calcul du vecteur ¥
Calcul du vecteur 26t J g
A%, 4 d’état Um sur Qm(a) Calcul de 'il() avec
d’état Um 5z . 54 o a1s
I’équation d’équilibre
Pr(')‘;(:lclti()n .b.I])ilEl‘le M{n,ﬁ‘zn + K‘Znuiﬂ = f‘Zn,
de Uy, 1o et iy, /o SUT
(b)) — 0 (a/b)
v
Calcul de ugn sur
Q (b) — 0 (a/b)
v
Assemblage du
vecteur d’état U7,
sur Q(a) et Q(b)
y v v v
T Sim<r;
»m=m-+1 /
Sim =1 -
Sij=1
i Sij#1
Calcul de l'erreur entre les niveaux j et j — 1
v
Récupération de I'erreur maximale errqz
v

Comparaison de errpgg et €

Si errmaz > €

Si errmes < €

Post-traitement des résultats

Fic. F.2 — Structure générale de l'algorithme de la “STAR-method”.
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Organigrammes

J=0

< \

Initialisation
du des de l'indicateur de la de toutes les
maillage bords d’erreur précision variables

i

Boucle sur le temps m =m + 1

i

A

Boucle sur les niveaux j = j + 1

i

Définition du modele

i

Tri des bords

|

Application des CL
a chaque type de bord

i

Initialisation des variables
(0 i(0) (0 §(0 i(0
i, i, e, v, £

]

Calcul de la solution par

A

Raffinement du maillage
Création du niveau j + 1

V cycles non linéaires (“FAS”)

i

Si ETTcycle > €Ecycle

Calcul de lerreur d’un cycle

Si ETTcycle < €cycle

Sij=1

Sij#1

Y

Calcul de 'erreur entre
les niveaux j et j — 1

i

Identification de ’erreur maximale
ETTmax

i

Si errmar > €

Comparaison de err,q, et e

Sierrmas < €

Sim #r;

Sim=r;

Post-traitement des résultats

Fia. F.3 — Structure générale de l'algorithme de la “S(T)AR-method” non linéaire.
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