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Résumé

Grâce au récent développement des technologies de fabrication additive, il est devenu
possible de fabriquer des composants multi-échelles, où l’on contrôle complètement la
microstructure. Il se pose aujourd’hui la question de la tenue en service de tels matériaux,
notamment dans la perspective de diminuer les marges de sécurité en contrôlant mieux la
résistance mécanique. Dans cette thèse, on se propose d’étudier la propagation de fissure
sous chargement quasi-statique en présence de zones architecturées. On se concentre ici
sur le cas où la fissure ne traverse pas les zones architecturées. Ces zones produisent donc
un effet à distance.

Cette question est étudiée à travers des approches numériques et expérimentales. Le
modèle numérique est basé sur des calculs éléments finis et une propagation de fissure
représentée par un algorithme par longueur d’arc. Le dispositif expérimental est constitué
d’éprouvettes Compact Tension (CT) ou Tapered Double Cantilever Beam (TDCB) issues
de l’impression 3D, la fissuration est faite par chargement lent avec suivi de la fissure
grâce aux méthodes de corrélation d’images. La comparaison des approches numériques
et expérimentales sur des éprouvettes non-architecturées permet de faire des hypothèses
physiquement fondées pour la suite du travail.

La prospection numérique permet de mettre en avant deux effets intéressants : une
augmentation locale de la résistance à la propagation et l’apparition d’une instabilité snap-
back. Une validation expérimentale est ensuite recherchée. Les outils de calculs sont utilisés
pour affiner les choix de géométries afin de faire face aux problématiques expérimentales.
Les deux phénomènes observés dans la phase de prospection numérique sont retrouvés
expérimentalement. Une étude paramétrique permet de vérifier que les tendances obtenues
numériquement sont retrouvées dans les résultats expérimentaux. Enfin, l’analyse des
phénomènes observés mène à une discussion sur la notion de ténacité effective.

Mots clés: Propagation de Fissure, Matériaux Architecturés, Corrélation d’image,
Analyse par Éléments Finis, Homogénéisation
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Introduction

La mécanique de la rupture s’attache à décrire dans quelles conditions et comment
des fissures s’initient et se propagent. Face au développement de nouveaux matériaux de
structures, qui répondent à des problématiques industrielles, ce champ de recherche fait
face à des défis inédits. Dans ce travail, on s’intéresse à une classe de ces nouveaux maté-
riaux, les matériaux architecturés, et on se pose la question de comment leur introduction
hors du chemin de fissure peut modifier le phénomène de propagation de la fissure. Cette
thèse est financée dans le cadre d’un contrat doctoral du ministère de la recherche et de
l’innovation. Elle a été effectuée au laboratoire LaMCoS de l’INSA Lyon en partenariat
avec le laboratoire IMSIA de l’ENSTA Paris.

Dans cette introduction générale, des éléments de contexte sur les matériaux architec-
turés et les enjeux qui mènent à l’étude de la fissuration sont donnés. Puis le sujet précis
et les objectifs de cette thèse sont détaillés, pour finir sur une explication de l’organisation
du manuscrit.

Matériaux architecturés
Les matériaux architecturés représentent une large classe de matériaux, où la micro-

structure a été modifiée, optimisée, afin d’obtenir des propriétés intéressantes à l’échelle
effective. Un exemple est donné en Figure 1. Ces matériaux connaissent un très fort
développement car ils répondent à des problématiques de poids en gardant des propriétés
mécaniques intéressantes. Cela les rend particulièrement adaptés aux problématiques de
l’industrie du transport où la recherche de l’allègement des structures tout en gardant la
fiabilité est un enjeu prépondérant. C’est pourquoi certains matériaux architecturés sont
déjà utilisés dans le domaine de l’aéronautique. C’est le cas par exemple des composites
sandwich qui sont présents dans plusieurs parties des avions modernes, comme présenté
en Figure 2.

FIGURE 1 – Composite sandwich avec
cellules en nid d’abeille utilisé dans l’aé-

ronautique. Source : [CAS 20].
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FIGURE 2 – Image de l’avion de
ligne Boeing 787 Dreamliner. Les
zones en bleu représentent l’uti-
lisation de composites sandwich.
Source : https://www.boeing.com/
commercial/787/by-design, consulté

le 30/06/2023.

Le développement grandissant de ces matériaux et leur application dans l’industrie
sont rendus possibles grâce au développement des techniques de fabrication, comme par
exemple les technologies de fabrication additive. Face à l’intérêt grandissant de l’industrie,
notamment du transport, pour les matériaux architecturés, la recherche en mécanique doit
fournir des outils pour déterminer leur tenue en service.

Enjeux de la mécanique de la rupture
Parmi les outils qui permettent d’évaluer la tenue en service d’une structure, ceux

de la mécanique de la rupture présentent un intérêt particulier. Dans le contexte où l’on
souhaite allonger la durée de vie des équipements, il est important de prédire comment
les fissures vont s’initier, si elles vont se propager et, le cas échéant, en combien de temps
elles mèneront vers une défaillance globale du système.

Comme le matériau parfait n’existe pas, des défauts propices à l’apparition de micro-
fissures existent dans toutes les applications. Dans des domaines ou la sécurité est un
enjeu essentiel comme par exemple dans l’aéronautique, le nucléaire ou le bâtiment, la
fissuration doit obligatoirement être prise en compte avec des outils robustes.

Le fait de mieux comprendre les fissures et leur risque de propagation permet également
de diminuer les marges de sécurité. La mécanique de la rupture a permis de montrer qu’une
structure fissurée peut encore avoir une durée de vie relativement longue. Cela permet
donc d’augmenter les durées de vie des équipements, ce qui rejoint les enjeux de durabilité
auxquels font face de nombreuses industries. Le fait de diminuer les marges de sécurités
permet également de moins sur-dimensionner et donc d’alléger les structures, ce qui dans
le domaine du transport équivaut à une économie de carburant.
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Problème étudié dans cette thèse
Dans cette thèse, on se place à la croisée des domaines de la mécanique de la rupture

et de l’étude des matériaux architecturés. On se pose la question de l’existence de phé-
nomènes de rupture spécifiques dans ces matériaux. En particulier, la question à laquelle
on souhaite répondre est : comment utiliser les matériaux architecturés pour améliorer
la résistance à la propagation de fissure d’une structure ? Cette question est très vaste et
peut être étudiée sous plusieurs aspects. Dans le travail présenté ici, on se concentre sur
la configuration suivante : une fissure se propage dans un milieu homogène et des zones
architecturées sont ajoutées de part et d’autre du chemin de fissure. Cette configuration
est illustrée en Figure 3. On se placera dans le cas où la fissure se propage en ligne droite,
la propagation à l’intérieur des zones architecturées n’est donc pas envisagée. De plus,
l’étude des matériaux architecturés est restreinte aux configurations bidimensionnelles
monophasiques poreuses.

FIGURE 3 – Configuration étudiée
dans cette thèse : zones architecturées

hors du chemin de fissure.

L’objectif est de déterminer quels sont les effets possibles de l’ajout de zones archi-
tecturées dans cette configuration. Pour cela, des outils robustes pour caractériser ce
problème ont dû être mis en place. Le sujet est étudié à la fois du point de vue numérique
et expérimental. La simulation numérique offre la possibilité de réaliser un grand nombre
de tests virtuels à un prix très faible par rapport aux expériences. Elle est donc utilisée
pour prospecter les comportements potentiellement intéressants. L’aspect expérimental,
de son côté, est utilisé car il permet de vérifier que les phénomènes identifiés apparaissent
en réalité et ne sont pas issus de biais du modèle.

Le sujet de thèse permet d’explorer de nouveaux comportements en propagation de
fissure. Il présente l’intérêt académique d’approfondir la compréhension de phénomènes
complexes lors de la propagation de fissure. De plus, les configurations présentées per-
mettent d’ouvrir le champ des possibles quant à l’augmentation de la résistance de struc-
tures sensibles à la propagation de fissure.
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Organisation du manuscrit
Ce manuscrit est organisé en cinq parties dont on donne ici les principaux axes.

Partie I : État de l’art
Cette partie contient un unique chapitre, le Chapitre 1, et présente un tour d’horizon

de la littérature disponible pour traiter le sujet de thèse. Cet état de l’art est construit
autour des deux thèmes principaux : la mécanique de la rupture et les milieux architec-
turées. Les méthodes disponibles pour traiter les problèmes de propagation de fissure et
pour modéliser les matériaux architecturés sont présentés. Enfin, un catalogue des études
mélangeant ces deux domaines est dressé.

Partie II : Études préliminaires
Dans cette deuxième partie, les études préliminaires nécessaires à l’étude de l’effet

des zones architecturés sur la fissuration sont présentées. Un travail est nécessaire sur les
deux grands thèmes de la thèse : la mécanique de la rupture (Chapitre 2) et les milieux
architecturés (Chapitre 3).

Le Chapitre 2 présente l’étude de la fissuration d’une éprouvette imprimée en 3D
sans porosité. Cette étude permet de mettre en place les outils numériques et expérimen-
taux pour étudier la propagation de fissure. En particulier, la comparaison des résultats
numériques et expérimentaux sur ce cas de référence permet de faire des hypothèses physi-
quement fondées qui seront ensuite utilisées pour traiter de l’effet des zones architecturées.
Dans ce chapitre, le rôle essentiel des conditions aux limites dans la modélisation de la
phase de propagation est mis en évidence. Cet aspect a donné lieu a une publication.

Le Chapitre 3 présente le modèle qui permet de calculer le comportement élastique
équivalent des zones architecturées : l’homogénéisation linéaire par éléments finis. Ce
modèle est implémenté et appliqué sur des exemples de milieux architecturés. Le calcul
de coefficients élastiques équivalents sera utilisé par la suite pour remplacer la description
précise de la zone architecturée. Cela sera utile pour limiter le temps de calcul, mais aussi
pour discriminer les effets de chaque composante du comportement effectif.

Partie III : Influence de la présence de zones architecturées hors du chemin
de fissure

Cette troisième partie constitue le cœur du travail réalisé lors de cette thèse. Il s’agit
de l’étude de l’effet de l’ajout de zones architecturées hors du chemin de fissure sur les
phénomènes de propagation. Ce problème est étudié à la fois du point de vue numérique
(Chapitre 4) et du point de vue expérimental (Chapitre 5).

Le Chapitre 4 présente les résultats de la prospection numérique. La simulation pour
quelques exemples intéressants est présentée. Une analyse des phénomènes est réalisée en
distinguant les différentes phases de la propagation. Des effets renforçants pour la fissura-
tion sont mis en lumière. Puis, des études paramétriques sont présentées, elles permettent
d’approfondir la compréhension des phénomènes en discriminant les paramètres influents.

Le Chapitre 5 s’attache à la validation expérimentale de l’apparition des phénomènes
renforçants décrits au Chapitre 4. La mise en place de l’essai pour les éprouvettes avec
zones architecturées est détaillée. En particulier, le dialogue avec le calcul éléments finis
est utilisé pour diminuer les risques de problèmes expérimentaux. Les résultats expéri-
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mentaux, ainsi que leur comparaison avec le modèle numérique, sont présentés.
Partie IV : Vers une définition de ténacité effective

Cette quatrième partie est constituée d’un unique chapitre (6). Il présente la réflexion
autour de la définition d’une ténacité effective qui représenterait les effets observés dans
cette thèse. Cette notion est envisagée comme la mesure de la performance de la zone ar-
chitecturée par rapport au comportement en propagation de fissure. Différentes définitions
sont comparées numériquement et le lien entre celles-ci est discuté.
Partie V : Conclusion et perspectives

Cette dernière partie présente une synthèse des enseignements tirés des recherches
effectuées pendant cette thèse. Quelques perspectives et questions ouvertes sont également
présentées.
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État de l’art
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Chapitre 1

État de l’art sur la rupture et les
matériaux architecturés

Ce chapitre a pour objectif de présenter les bases bibliographiques sur lesquelles le travail
de thèse s’appuie. L’état de l’art est dressé autour des deux thèmes principaux de la thèse :
la mécanique de la rupture fragile et les matériaux architecturés. Ces deux domaines sont
présentés séparément, puis la rupture des matériaux multi-échelles (dont font partie les
matériaux architecturés) est évoquée. L’état de l’art sur ce point présente des études récentes
et une question en suspens : celle de la ténacité effective.
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1. État de l’art sur la rupture et les matériaux architecturés

1.1 Mécanique de la rupture fragile

1.1.1 Théorie
On s’intéresse à la mécanique d’un solide Ω en présence d’une fissure Γ, comme re-

présenté en Figure 1.1. Ce solide est soumis à un champ de déplacement imposé uD sur
une partie de sa frontière ∂ΩD, un effort surfacique imposé tN sur une autre partie ∂ΩN .
On a ∂Ω = ∂ΩN ∪∂ΩD ∪Γ. On ne considère pas de force volumique. Les champs de dé-
placements, contraintes et déformations obtenus sont notés respectivement u, σ et ε. Le
problème mécanique s’écrit alors :

divσ = ρü

u= uD sur ΩD

σ ·n= tN sur ΩN

σ ·n= 0 sur Γ.

(1.1)

FIGURE 1.1 – Présentation du pro-
blème étudié en mécanique de la rup-

ture.

1.1.1.1 Mécanique élastique linéaire de la rupture

Dans cette thèse, on s’intéresse à la Mécanique Élastique Linéaire de la Rupture
(MELR). Ce cadre théorique a été la première approche utilisée pour décrire la rupture
des matériaux. Cela est dû à ses hypothèses simplificatrices qui ont rendu le problème
plus accessible. Cependant, les solutions issues de la MELR sont loin d’être simplistes.
D’autre part, elles s’appliquent à un très grand nombre de problèmes industriels. En effet,
ce cadre théorique a été utilisé dans la résolution de problèmes à différentes échelles : du
génie civil [LEA 16] aux composants micro-électroniques [EVA 18], et pour des matériaux
très divers : métaux [MAH 07], céramiques [JAU 12], polymères [MAT 76].

Dans le cadre de la MELR, plusieurs hypothèses sont considérées comme satisfaites.
En particulier, le matériau est supposé élastique linéaire. La pointe de fissure étant une
zone très fortement sollicitée du fait des effets de concentration de contrainte, cette hy-
pothèse n’est pas valable dans cette zone. Cependant, il a été montré que si les effets
non-linéaires liés à des contraintes élevées sont cantonnés à une petite zone en pointe de
fissure, cela n’a pas d’influence sur le comportement global [BUI 76]. Cette hypothèse,
appelée hypothèse de plasticité confinée, est caractéristique des matériaux dits fragiles,
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Mécanique de la rupture fragile

pour lesquels la rupture intervient avant la plasticité à grande échelle. Dans ce cadre, la
loi de comportement peut s’écrire :

σ = Cε, (1.2)

où C est le tenseur de Hooke, ou tenseur d’élasticité. La déformation dans l’hypothèse des
petites perturbations s’écrit :

ε= 1
2
(
∇u+t ∇u

)
. (1.3)

La MELR s’appuie également sur d’autres hypothèses. La première est que les fissures
n’interagissent pas, la plupart des études se restreignent à une fissure unique. De plus,
une restriction d’échelle doit être mise en place : la fissure doit être relativement grande
par rapport aux dimensions caractéristiques de la structure et du matériau, afin de ca-
ractériser un problème de propagation de fissure et non d’initiation. En effet, un effet de
taille a été mis en évidence [BAZ 98], qui prouve qu’il existe un comportement différent
lorsque la fissure est petite. Cette hypothèse permet également, dans la plupart des cas,
de s’affranchir de la dépendance à la micro-structure et ainsi de considérer des lois de
comportement homogène.

En plus de ces hypothèses, on se restreindra dans cette thèse à l’étude de solides
sous chargement quasi-statique. Cela veut dire que les problèmes d’impacts ne seront
pas évoqués. Cependant, cela n’exclut pas, a priori, l’étude de la propagation de fissure
dynamique, qui peut avoir lieu sous chargement lent dans le cas de fissures qui accélèrent.

1.1.1.2 Approche énergétique

Historiquement, la première approche de mécanique de la rupture est une approche
énergétique, proposée par Griffith en 1920 [GRI 20]. Il propose le principe suivant : la
fissure se propage quand l’énergie mécanique qui serait relâchée par la propagation est
suffisante pour créer les deux surfaces libres de l’extension de la fissure.

Cette théorie permet de décrire le bilan d’énergie lors de la propagation de fissure.
Pour commencer, ce bilan est écrit comme la variation d’énergie potentielle et cinétique
qui sont compensées par les dissipations du système. Il s’agit du premier principe de la
thermodynamique, écrit en termes de puissances :

dP
dt + dEk

dt =−dEdiss

dt . (1.4)

L’énergie potentielle P est définie comme l’énergie élastique stockée dans le solide moins
le travail des forces extérieures, soit :

P = Eel−W ext. (1.5)

L’énergie élastique stockée est définie en fonction de la densité volumique d’énergie de
déformation ψ, et s’écrit de la façon suivante dans le cadre de la loi de comportement
élastique :

Eel =
∫

Ω
ψ dV =

∫
Ω

1
2ε : C : ε dV. (1.6)
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1. État de l’art sur la rupture et les matériaux architecturés

La puissance développée par les forces extérieures s’écrit :

P ext =
∫

∂Ω
σ ·n · dudt dS. (1.7)

Au final, l’énergie potentielle s’écrit :

P = 1
2

∫
Ω
σ : ε dV −

∫ t

0

[∫
∂Ω
σ ·n · dudt dS

]
dt. (1.8)

Dans le cadre de la MELR, on considère les dissipations plastiques et visco-plastiques
comme négligeables. La seule dissipation écrite dans ce modèle est donc celle issue du
processus de fissuration. Cette dissipation a été décrite par Griffith [GRI 20]. L’énergie
dissipée lors de l’avance de fissure d’une surface dA/dt est l’énergie nécessaire à créer les
deux surfaces libres :

dEdiss

dt = 2γdA
dt =Gc

dA
dt , (1.9)

Gc est l’énergie de surface multipliée par deux, aussi appelée énergie de Griffith. Cette
grandeur ne dépend que du matériau considéré.

En intégrant les définitions des énergies potentielles et dissipées au bilan d’énergie, on
obtient :

dEel

dt −
∫

∂Ω
σ ·n · dudt dS+ dEk

dt =−Gc
dA
dt , (1.10)

soit, en réécrivant les dérivées en passant par la surface de fissure et en isolant le terme
cinétique : (∫

∂Ω
σ ·n · ∂u

∂A
dS− ∂E

el

∂A
−Gc

)
dA
dt = dEk

dt . (1.11)

On introduit ici la notion de taux de restitution d’énergie, définie comme :

G=
∫

∂Ω
σ ·n · ∂u

∂A
dS− ∂E

el

∂A
, (1.12)

on remarque également qu’il s’agit de l’opposé de la dérivée de l’énergie potentielle par
rapport à la surface de fissure, à chargement fixé :

G=−∂P
∂A
|chargement fixé. (1.13)

Le bilan s’écrit alors :

(G−Gc)
dA
dt = dEk

dt . (1.14)

L’irréversibilité du processus de fissuration s’écrit dA
dt ≥ 0. D’autre part, si l’on consi-

dère que l’état initial est un état d’équilibre, on a, au moins pendant une période, dEk

dt ≥ 0.
À partir de ces deux inégalités et du bilan (1.14), on peut distinguer trois cas :
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Mécanique de la rupture fragile

FIGURE 1.2 – Schéma représentant les trois modes de fissuration : l’ouverture de fissure
(mode I), le cisaillement dans le plan (mode II) et le cisaillement hors plan ou déchirement

(mode III).

— Lorsque G < Gc, la seule manière de respecter le bilan (1.14) et les inégalités est
que dA

dt = 0. Cela signifie que la fissure ne se propage pas.
— Lorsque la fissure se propage de manière stable, c’est-à-dire que le solide est à l’état

d’équilibre à chaque instant de la propagation, on a des conditions quasi-statiques,
donc dEk

dt = 0. Cela implique G=Gc.
— Lors d’une propagation dynamique, instable, avec une fissure qui accélère, la puis-

sance des quantités d’accélérations est strictement positive, donc on a forcément
G>Gc pour respecter le bilan d’énergie.

Au final, le critère de Griffith s’écrit de la manière suivante :

Critère de propagation 
G<Gc ⇔ Pas de propagation
G=Gc ⇔ Propagation stable
G>Gc ⇔ Propagation rapide

(1.15)

Cas d’un problème à un paramètre de chargement
Dans le cas où le chargement extérieur peut être réduit à un unique déplacement

imposé u et sa force de réaction F , le travail des forces extérieures peut s’écrire :

W ext =
∫ u

0
F du. (1.16)

L’énergie élastique, de son côté, peut être calculée sur les bords du domaine en utilisant
les équations d’équilibre :

Eel =
∫

∂Ω
f ·u dS = 1

2Fu. (1.17)

1.1.1.3 Approche locale

En parallèle de l’approche énergétique de Griffith, de nombreux scientifiques se sont
intéressés à la recherche du comportement mécanique en pointe de fissure. Irwin [IRW 57]
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1. État de l’art sur la rupture et les matériaux architecturés

présente une solution pour les champs de déplacement et de contrainte à proximité de la
pointe de fissure, en se basant sur les solutions de Westergaard [WES 39] :

Solution asymptotique - Déplacement



u1(r,θ) = KI

µ

√
r

2π cos θ2

(
κ−1

2 + sin2 θ

2

)
+ KII

µ

√
r

2π sin θ2

(
κ+ 1

2 + cos2 θ

2

)

u2(r,θ) = KI

µ

√
r

2π sin θ2

(
κ+ 1

2 − cos2 θ

2

)
−KII

µ

√
r

2π cos θ2

(
κ−1

2 − sin2 θ

2

)

u3(r,θ) = 2KIII

µ

√
r

2π sin θ2
(1.18)

Solution asymptotique - Contrainte



σ11(r,θ) = KI√
2πr

cos θ2

(
1− sin θ2 sin 3θ

2

)
− KII√

2πr
sin θ2

(
2 + cos θ2 cos 3θ

2

)

σ22(r,θ) = KI√
2πr

cos θ2

(
1 + sin θ2 sin 3θ

2

)
+ KII√

2πr
sin θ2 cos θ2 cos 3θ

2

σ12(r,θ) = KI√
2πr

cos θ2 sin θ2 cos 3θ
2 + KII√

2πr
cos θ2

(
1− sin θ2 sin 3θ

2

)

σ23(r,θ) = KIII√
2πr

cos θ2

σ13(r,θ) = KIII√
2πr

sin θ2

(1.19)

où µ est le module de cisaillement du matériau, κ est la constante de Kolosov du maté-
riau, qui s’exprime en fonction du coefficient de Poisson ν : κ = 3− 4ν dans l’hypothèse
des déformations planes et κ = (3− ν)/(1 + ν) dans l’hypothèse des contraintes planes.
Les directions 1 et 2, ainsi que les coordonnées cylindriques r et θ sont définies sur la
Figure 1.1. Les solutions sont décomposées en trois modes, représentés par les trois Fac-
teurs d’Intensité des Contraintes (FIC) KI , KII et KIII . Ces modes correspondent aux
directions possibles de sollicitation de la fissure : l’ouverture de fissure, le cisaillement
dans le plan et le cisaillement hors plan (ou déchirement). Ils sont représentés en Figure
1.2. La particularité de ces solutions est que la contrainte est infinie en pointe de fissure :
on parle alors de singularité des champs de contrainte et de déformation.
Remarque 1 : En réalité, la contrainte ne peut pas être infinie en pointe de fissure.
La solution asymptotique se base sur une loi de comportement linéaire élastique. Or, en
pointe de fissure, les effets non-linéaires ne peuvent pas être négligés. Les équations (1.18)
et (1.19) sont donc valables uniquement en dehors de la zone de non-linéarité, qui est très
petite dans le cadre de la MELR.
Remarque 2 : La solution présentée est exacte dans le cas d’une fissure dans un milieu
infini. Elle est également une bonne approximation de ce qui se passe dans des situations
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Mécanique de la rupture fragile

réelles, à condition d’être loin les conditions aux limites (chargements et bords libres). La
zone dans laquelle la solution (1.18) et (1.19) prévaut sur les termes d’effet de bord est
appelée zone de K-dominance.
Remarque 3 : Lorsque KIII = 0 et que la géométrie est invariante dans l’épaisseur, on
est en présence d’un problème en deux dimensions. Deux hypothèses sont alors possibles :
les déformations planes et les contraintes planes. La solution présentée est exacte dans
le cas des déformations planes, mais pas dans le cas des contraintes planes [BUI 06]. En
effet, dans ce cas, elle mène à une déformation hors plan ε33 proportionnelle à 1/

√
r. Or,

les équations de compatibilité imposent ε33,11(x1,x2) = ε33,22(x1,x2) = ε33,12(x1,x2) = 0 1,
ce qui veut dire que ε33 est une fonction affine de x1 et x2. On a donc une contradiction et
la solution asymptotique est fausse en contrainte plane. Cependant, elle reste une bonne
approximation si l’on se place assez loin du front de fissure.

L’intensité de la singularité est représentée par les FIC. Ils sont donc une mesure de
la sollicitation de la fissure, au même titre que le taux de restitution d’énergie G. Irwin
[IRW 57] montre que dans le cas d’un matériau isotrope, on peut écrire :

G= 1
E′

(
K2

I +K2
II

)
+ 1 +ν

E′
K2

III , (1.20)

où E est le module de Young. E′ est le module de Young équivalent qui vaut E dans
l’hypothèse des contraintes planes et E/(1−ν) dans l’hypothèse des déformations planes.
L’équation (1.20) est connue sous le nom de formule d’Irwin. Elle montre l’équivalence
entre l’approche énergétique de Griffith et l’approche locale. Lorsqu’une fissure est solli-
citée uniquement en mode I, on peut alors définir un critère de propagation équivalent au
critère énergétique (1.15) :

Critère de propagation en mode I
KI <KIC ⇔ Pas de propagation
KI =KIC ⇔ Propagation stable
KI >KIC ⇔ Propagation rapide

(1.21)

où KIC =
√
E′Gc est la ténacité du matériau considéré.

1.1.2 Méthodes numériques
Les solutions analytiques présentées dans les équations (1.18) et (1.19) font apparaître

les FIC, qui dépendent du chargement appliqué. Se pose alors la question du lien entre ces
deux grandeurs. Quelques solutions analytiques existent pour des géométries simples, mais
dans la plupart des cas de structures plus complexes, ce lien n’est pas connu. Il est donc
nécessaire d’avoir accès à des méthodes numériques pour déterminer les champs en pointe
de fissure. De plus, comme évoqué au paragraphe précédent, les solutions asymptotiques ne
sont valables que dans la zone de K-dominance, et ne sont pas capables de représenter les
effets de bord. Le recours aux méthodes numériques est donc indispensable pour calculer
précisément les champs mécaniques dans toute la structure. Les méthodes présentées ici se

1. La notation ,i représente la dérivée partielle par rapport à xi
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1. État de l’art sur la rupture et les matériaux architecturés

basent sur la méthode des éléments finis, ou Finite Element Methods (FEM). Celle-ci est
très largement utilisée en mécanique des milieux continus, car elle permet de représenter
un très grand nombre de problèmes physiques sur des géométries complexes pour un
coût raisonnable. Inclure l’analyse de la fissuration dans un cadre éléments finis permet
de bénéficier de ces avantages et de développer des méthodes de calcul qui s’intègrent
plus facilement dans les routines de calcul industrielles. Il existe cependant des approches
en mécanique de la rupture qui n’utilisent pas les éléments finis, comme les méthodes
pertubatives [LAZ 11].

1.1.2.1 Représentation d’une fissure dans un calcul éléments finis

La première question qui se pose est celle de la représentation géométrique d’une
fissure dans un maillage éléments finis. En effet, les formes de fissures, notamment en
trois dimensions, peuvent être complexes et non adaptées aux algorithmes de maillage
classiques. L’autre difficulté majeure est la présence de champs singuliers en pointe de
fissure. La recherche de méthodes numériques s’est largement concentrée sur la façon de
représenter au mieux ces champs.
Fissure représentée dans le maillage

La première famille de méthodes est celle qui représente la fissure explicitement dans
le maillage. La fissure est représentée par une entaille très fine ou une ligne de nœuds
initialement coïncidents, mais sans aucune raideur les liant entre eux. Les éléments de
Barsoum [BAR 74] sont utilisés en pointe de fissure. Ils présentent un nœud supplémen-
taire qui permet de mieux capturer les champs singuliers (Figure 1.3a). Dans ces modèles,
une nouvelle géométrie doit être définie à chaque fois que la fissure se propage, ce qui peut
mener à de lourds algorithmes de remaillage.

Une autre méthode est celle des zones cohésives [BAR 59, DUG 60]. Dans cette ap-
proche, la fissure est remplacée par des éléments avec un comportement spécifique qui,
lorsque la condition de fissuration est respectée, n’ont plus aucune raideur. Dans ce cas,
la fissure est explicitement représentée dans le maillage, mais la propagation peut être
implémentée sans remaillage, à condition de connaitre a priori le chemin que va prendre
la fissure.
Méthodes enrichies

Une seconde famille de méthodes est celle où la fissure est définie explicitement, mais
incluse implicitement dans le maillage élément finis. Cela est rendu possible par les mé-
thodes enrichies, c’est-à-dire où de nouveaux degrés de liberté sont ajoutés. C’est le cas
notamment de la méthode des éléments finis étendus ou eXtended Finite Element Me-
thod (XFEM) [BEL 99, MOË 99, MOË 02, GRA 02]. Dans cette approche, la fissure est
incluse implicitement dans le modèle en dotant les éléments traversés par la fissure d’un
degré de liberté en saut de déplacement. C’est l’enrichissement discontinu, présenté en
Figure 1.3b. La fissure n’a donc pas à être maillée explicitement, ce qui permet de re-
présenter des fissures à géométries complexes, notamment en 3D, et d’utiliser un même
maillage pour plusieurs longueurs de fissure différentes, ce qui évite d’avoir à faire appel
à des algorithmes de remaillage. Le principe d’enrichissement des nœuds avec de nou-
veaux degrés de liberté est également utilisé pour améliorer la représentation des champs
singuliers. Un degré de liberté correspondant au comportement asymptotique au premier
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Mécanique de la rupture fragile

ordre (proportionnel à
√
r) est ajouté aux nœuds à proximité de la pointe de fissure, c’est

l’enrichissement singulier, présenté en Figure 1.3b.
Méthodes à représentation diffuse de la rupture

Enfin, il existe une famille de méthode où la fissure n’est pas définie explicitement,
mais remplacée par un champ d’endommagement [KAC 58]. Il s’agit d’une description
diffuse de la rupture. Pour présenter plus en détail cette méthode, on part de l’approche
variationnelle de la rupture. Francfort et Marigo [FRA 98] ont montré que le problème
de mécanique de la rupture peut être vu comme une minimisation globale de l’énergie
totale :

Approche varitionnelle de la rupture

Le déplacement et la surface de fissure sont des minimiseurs de l’énergie totale :

(u,Γ) = arg min
ut∈U
Γt∈G

Etot(ut,Γt), (1.22)

avec :

Etot(u,Γ) =
∫

Ω
ψ(u,Γ)dV +Gcχ

n−1(Γ)−W ext, (1.23)

où χn−1(Γ) est la mesure de Hausdorff de dimension n− 1 de la fissure, c’est-à-dire sa
surface dans un calcul 3D et sa longueur dans un calcul 2D. L’avantage de cette for-
mulation est qu’elle intègre la propagation et l’initiation de fissure dans le calcul des
champs mécaniques. Ce problème peut être régularisé grâce à l’introduction d’un champ
d’endommagement d :

Etot(u,d) =
∫

Ω
(ψ(u,d) +Gcγ(d))dV −W ext. (1.24)

Plutôt que devoir tester des configurations de fissures différentes, il suffit donc de faire
varier le champ scalaire d. Malheureusement, l’intégration de ce problème à un code élé-
ments finis mène à une dépendance au maillage. Cela est dû à une perte d’ellipticité du
problème lorsque la courbe contrainte-déformation devient décroissante. L’endommage-
ment devient alors localisé et la zone de localisation correspond à un élément du maillage.
Pour faire face à cette problématique, plusieurs solutions ont été proposées. On peut citer
l’idée des modèles d’endommagement non locaux [STE 04], ou les modèles à effet retard
[ALL 97]. Dans les deux cas, une longueur interne est introduite a posteriori pour limi-
ter la localisation de l’endommagement. De nombreux modèles à longueurs internes ont
été proposés, jusqu’à parvenir à une formulation où cette longueur est introduite a priori
dans le calcul. Il s’agit des modèles d’endommagement par champ de phase [BOU 00]. Ces
derniers ont été justifiés par la démonstration de la Γ-convergence [BRA 98], qui indique
que lorsque la longueur interne tend vers 0, le cadre théorique de la MELR est retrouvé.

Dans le cas des modèles d’endommagement par champ de phase, la forme de l’énergie
totale est :

E(u,d) =
∫

Ω
g(d)ψ(u)dV + Gc

4cs

∫
Ω

(
s(d)
lc

+ lc∇d ·∇d
)

dV −W ext, (1.25)
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1. État de l’art sur la rupture et les matériaux architecturés

g(d) est la fonction de dégradation de la raideur, s(d) est la fonction qui donne l’ordre du
modèle champs de phase, lc est la longueur caractéristique introduite dans le modèle et
cs =

∫ 1
0
√

1− s(z)dz est un paramètre de normalisation. Plusieurs options pour les fonc-
tions s et g ont été proposés dans la littérature. Il y a donc une grande variabilité des
modèles de champ de phase. L’influence des fonctions de dégradation a été étudié par
Kuhn et al. [KUH 15]. Concernant la fonction s, on peut citer les modèles AT2 qui res-
pectent s(d) = d2 [BOU 00, BOU 08, MIE 10] et les modèles AT1 qui respectent s(d) = d
[PHA 11]. La formulation peut également inclure un découplage de l’énergie de traction
et de compression afin d’endommager uniquement le comportement en traction [MIE 10].

Pour résoudre numériquement ce problème, l’introduction d’une variable histoire per-
met d’imposer l’irréversibilité du phénomène de propagation de fissure. La résolution est
ensuite découplée entre les problèmes d’élasticité et d’endommagement pour accélérer la
convergence [MIE 10, MOL 17].

Au final, les méthodes d’endommagement par champ de phase sont nombreuses. Cer-
taines donnent des résultats qui corrèlent très bien avec les expériences [PHA 17]. Cepen-
dant, il subsiste une question importante : celle de la définition de la longueur caractéris-
tique. D’abord pensé comme un paramètre numérique amené à tendre vers 0, des études
récentes se penchent sur l’interprétation physique de cette grandeur [MOL 20, DOI 23].

Synthèse
Au final, il existe une grande variété de méthodes pour représenter une fissure dans

un calcul éléments finis. Afin de synthétiser cette liste, les méthodes FEM avec fissure
représentée explicitement, XFEM et Champs de phases (AT2) sont illustrées en Figure
1.3 sur un problème simple. On voit que les champs de déplacement et contrainte calculés
sont relativement similaires.

1.1.2.2 Modélisation de la propagation

Une fois que la fissure est représentée dans le modèle éléments finis, il faut mettre en
place un algorithme de propagation qui fait avancer la fissure lorsque les conditions de
chargement sont remplies. La façon d’appréhender cette propagation dépend de la famille
de méthode utilisée.

Dans le cas des méthodes d’endommagement par champ de phase, la propagation se
base sur la formulation variationnelle du problème. L’endommagement est un degré de
liberté, au même titre que les déplacements nodaux. La propagation est donc incluse dans
la résolution du problème mécanique et l’endommagement évolue avec le chargement afin
de minimiser l’énergie globale.

Dans le cas des méthodes à zone cohésive, la propagation est représentée par une loi
de traction-séparation. La loi de comportement des éléments cohésifs est définie comme
la contrainte de traction en fonction de l’ouverture de la fissure représentée par l’élément.
Cette loi a une partie croissante pour des ouvertures faibles, puis une partie décroissante
et enfin, à partir d’une certaine ouverture, l’élément n’a plus aucune raideur.

Les autres méthodes, FEM avec fissure explicitement représentée dans le maillage
et XFEM, ont besoin d’être complétées par un critère de propagation. Il faut pouvoir
déterminer si la fissure se propage et dans le cas échéant, dans quelle direction. Le critère
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Mécanique de la rupture fragile

(a) Modèle éléments finis avec
fissure explicitement représen-

tée dans le maillage

(b) Modèle éléments finis
étendu (XFEM)

(c) Modèle champ de phase

FIGURE 1.3 – Comparaison des méthodes de représentation d’une fissure dans un
maillage éléments finis, appliqué à un exemple simple d’ouverture d’une fissure en mode

I.
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1. État de l’art sur la rupture et les matériaux architecturés

de propagation en quasi-statique est G = Gc. Le critère le plus utilisé est KI = KIC en
mode I. En présence de mode I et II, la direction de propagation peut être déterminée par
le critère de taux de restitution de l’énergie maximale [ERD 63] ou le principe de symétrie
locale [GOL 74]. En présence de mode III, les critères de propagation sont complexes à
définir, car on observe une segmentation de la fissure [LAZ 20]. Une fois que la direction de
propagation a été définie, un algorithme de propagation peut être construit en augmentant
la longueur de fissure à chaque fois que le critère de propagation est rempli. Pour cela, il
faut être capable d’évaluer précisément les FIC.

1.1.2.3 Calcul des Facteurs d’Intensité des Contraintes

Dans cette partie, les méthodes permettant d’obtenir les FIC à partir de champs
mécaniques sont présentées.

La première méthode, la plus intuitive, se base sur l’observation de la singularité
en pointe de fissure, car c’est là qu’interviennent explicitement les FIC. En projetant les
champs calculés sur la solution asymptotique (cf. (1.18) et (1.19)), il est possible d’obtenir
les FIC qui correspondent le mieux aux champs de déplacement obtenus. Cette méthode
présente un inconvénient majeur : elle s’appuie sur les champs mécaniques en pointe de
fissure, exactement là où le calcul éléments finis est le moins précis.

Il existe également des méthodes intégrales. La première à avoir été présentée est
l’intégrale J introduite par Rice [RIC 68]. Il montre que, pour n’importe quel contour
fermé C incluant la pointe de fissure, la quantité suivante est égale au taux de restitution
d’énergie :

J =
∫
C

(
ψδj1−σij

∂ui

∂x1

)
njds=G, (1.26)

où s est l’abscisse curviligne le long du contour et n est la normale sortante au contour. Il
est possible, grâce à l’introduction de champs d’extension virtuelle de la fissure [MOR 87]
de transformer cette intégrale en intégrale de domaine. Cette méthode est équivalente
à la méthode G− θ [SUO 92]. Le champ d’extension virtuelle est noté q, l’intégrale de
domaine s’écrit alors :

J =−
∫

Ω

(
ψδij−σik

∂uk

∂xj

)
∂qj

∂xi
dV. (1.27)

Cette intégrale est calculée sur tout le solide Ω. Cependant, pour limiter les points de
calcul et pouvoir se concentrer sur ce qui se passe dans la zone proche de la fissure, il est
souhaitable d’effectuer le calcul sur un domaine plus petit. De plus, pour augmenter la
précision, on aimerait exclure la pointe de la fissure. Pour cela, on travaille sur un domaine
représenté en Figure 1.4, et on définit un champ d’extension virtuelle nul à l’extérieur du
contour externe C, et constant à l’intérieur du contour interne Ci. L’intégrale peut donc
s’écrire sur un domaine D ⊂ Ω :

J =−
∫

D

(
ψδij−σik

∂uk

∂xj

)
∂qj

∂xi
dV. (1.28)

Cette méthode permet de calculer avec une bonne précision le taux de restitution de
l’énergie. Cependant, il est impossible de distinguer les modes de rupture. Pour cela,
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Mécanique de la rupture fragile

FIGURE 1.4 – Schéma représentant
la zone de calcul de l’intégrale J avec
l’extension en intégrale surfacique.

l’intégrale d’interaction peut être utilisée. Cette méthode a été proposée par Stern et al.
[STE 76] et Yau et al. [YAU 80], puis développée en 3D [GOS 98]. Le principe est d’étudier
un état total (tot) composé de l’état réel (r) et d’un champ auxiliaire (a). En développant
à partir de l’équation (1.28), on obtient l’intégrale J comme la somme de l’intégrale J des
deux états et d’une intégrale d’interaction Ir,a :

J tot = Ja +Jr + Ir,a, (1.29)

avec :

Ir,a =−
∫

D

[
1
2 (σr

mlε
a
ml +σa

mlε
r
ml)δij−

(
σr

ik
∂ua

k

∂xj
+σa

ik
∂ur

k

∂xj

)]
∂qj

∂xi
dV. (1.30)

D’autre part, en appliquant la même superposition à la formule d’Irwin (1.20), on obtient :

J tot = Ja +Jr + 2
[ 1
E′

(Kr
IK

a
I +Kr

IIK
a
II) + 1 +ν

E
(Kr

IIIK
a
III)

]
, (1.31)

donc :

Ir,a = 2
[ 1
E′

(Kr
IK

a
I +Kr

IIK
a
II) + 1 +ν

E
(Kr

IIIK
a
III)

]
. (1.32)

En choisissant des champs auxiliaires spécifiques, il est possible d’isoler chaque mode. Par
exemple, pour isoler le mode II, il suffit de prendre un champ qui respecte Ka

I =Ka
III = 0

et Ka
II = 1.

1.1.3 Méthodes expérimentales
Les expériences en mécanique de la rupture ont deux objectifs principaux : identifier

les paramètres matériaux spécifiques à la mécanique de la rupture (donc la ténacité KIC

dans la plupart des cas) et servir de référence pour la validation des modèles. Dans cette
partie, les essais les plus utilisés sont présentés.

1.1.3.1 Géométries d’éprouvettes

Pour mesurer des grandeurs relatives au régime de propagation stable, c’est-à-dire à
KI = KIC , il faut travailler en configuration stable. Cela veut dire qu’il faut trouver des
configurations où le chargement a besoin d’être augmenté pour faire avancer la fissure.
Outre la caractérisation d’un régime de propagation intéressant, cela permet de contrôler
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1. État de l’art sur la rupture et les matériaux architecturés

l’avancée de fissure lors des expériences pour avoir le temps de réaliser des mesures.
En pratique, une configuration est stable si, à chargement constant, l’avancée de fissure
implique une diminution du FIC :

∂KI

∂a
|chargement constant < 0. (1.33)

Cette définition dépend donc du chargement considéré. Il existe des configurations stables
en déplacement imposé et instables en force imposée. Cependant, les configurations stables
en force imposée le sont forcément en déplacement imposé aussi [MAR 16]. La stabilité
en déplacement imposé est donc plus facile à atteindre, et les essais de mécanique de la
rupture sont ainsi souvent pilotés en déplacement.

Les différentes éprouvettes utilisées en mécanique de la rupture sont illustrées en Fi-
gure 1.5. Parmi les essais classiques de la mécanique des milieux continus, la flexion
trois points présente une configuration stable pour certaines longueurs de fissures, elle est
donc utilisée pour caractériser la propagation de fissure [XU 99a]. Des essais spécifiques
à la mécanique de la rupture ont également été créés. C’est le cas notamment de l’essai
Compact Tension (CT). À l’origine conçu pour mesurer les grandeurs à l’initiation de
la propagation, il est aujourd’hui largement utilisé pour caractériser la propagation de
fissure [PHA 17, COR 21, XU 99b]. En plus d’être une configuration stable, l’essai CT se
distingue par la simplicité de son système de chargement : des goupilles sont insérées dans
les trous de l’éprouvette et on impose un déplacement à ces goupilles. D’autres éprou-
vettes partagent le même système de chargement. C’est le cas des éprouvettes DCB pour
Double Cantilever Beam. Il s’agit d’une éprouvette CT dont la dimension perpendiculaire
à la charge est plus longue. Elles sont notamment utilisées pour étudier des problèmes de
dé-cohésion de couches minces [DAG 22]. Les éprouvettes TDCB (Tapered Double Can-
tilever Beam) ont la particularité de stabiliser encore plus la propagation de fissure, et
sont donc utilisées dans le cas de matériaux très fragiles [WAN 96]. Enfin, des éprouvettes
Compact Tension Shear (CTS) sont utilisées pour caractériser le mode I + II. Dans toutes
les autres éprouvettes présentées, les fissures sont sollicitées en mode I pur.

1.1.3.2 Mesure de la longueur de fissure

La mesure de la longueur de fissure pendant un essai a deux objectifs principaux :
détecter le moment où la fissure commence à avancer et suivre la propagation.

Une des premières méthodes qui a été utilisée pour mesurer la longueur de fissure
est la méthode de la chute de potentiel ou Potential Drop Technique [BAR 57]. Cette
méthode s’appuie sur la diminution de conductivité électrique de l’éprouvette lorsque la
fissure croît.

Une seconde famille de mesure s’appuie sur la mesure de champ de déplacement. La
corrélation d’image ou Digital Image Correlation (DIC) [SUT 83] est une méthode qui,
à partir d’une photographie dans la configuration initiale et une dans la configuration
finale, permet de trouver le champ de déplacement. Le déplacement est recherché parmi
une famille de fonctions que l’on considère physiquement admissible, en se restreignant
habituellement à des fonctions continues. Dans ce cas, le saut de déplacement caracté-
ristique d’une fissure ne peut pas être représenté précisément par cette méthode. Il est
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Mécanique de la rupture fragile

FIGURE 1.5 – Géométrie des éprouvettes utilisées en mécanique de la rupture.

donc possible de détecter la présence de fissure grâce à l’accumulation d’erreur de cor-
rélation. Cette méthode est relativement robuste car elle ne nécessite pas d’hypothèses,
mais elle présente un défaut : l’utilisateur doit mettre en place un seuil qui peut paraître
arbitraire. Une autre méthode pour mesurer la longueur de fissure à partir des données de
DIC consiste à utiliser les champs asymptotiques pour trouver leur origine. Pour cela, on
s’appuie sur une solution asymptotique plus détaillée que celle présentée dans l’équation
(1.18), les séries de Williams [WIL 57] :

u(r,θ) =
∑

i=I,II

( −1∑
n=nmin

bni φ
n
i (θ)rn/2 + b0iφ

0
i + b1iφ

1
i (θ)
√
r+

nmax∑
n=2

bni φ
n
i (θ)rn/2

)
, (1.34)

où φn
i (θ) sont des fonctions connues, sans dimension qui dépendent de la constante de

Kolosov, et bni sont des coefficients qui dépendent du chargement et des caractéristiques
matériaux. On distingue quatre types de termes dans cette expression :

— Les termes à n < 0, ou termes super-singuliers. Ils sont utilisés pour capturer la
non-linéarité à proximité de la pointe de fissure [ROU 09, HUI 85]. C’est eux qui
seront utilisés pour déterminer la position du front de fissure.

— Le terme à n= 0 qui représente le mouvement de corps rigide.
— Le terme à n= 1, ou terme singulier. C’est le terme qui a été donné pour la solution

approchée (1.18).
— Les termes à n> 1, ou termes sub-singuliers. Ils permettent de capturer les effets des

conditions aux limites à distance [HAM 07], ainsi que le terme relatif au T −stress
qui représente la traction ou la compression parallèle à la direction de propagation
de fissure.

La position du front de fissure est celle qui annule le premier terme super-singulier b−1
I .

Dans le cas d’une solution linéaire élastique, ce terme est censé être nul, car sinon il
mènerait à une énergie infinie. En l’annulant, on trouve donc le front de fissure élastique
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1. État de l’art sur la rupture et les matériaux architecturés

équivalent. En pratique, la projection sur les séries de Williams est réalisée à une position
de fissure arbitraire, puis on itère cette position d’une distance [HAM 07] :

∆a= 2b−1
I

b1I
. (1.35)

La procédure s’arrête lorsque l’incrément ∆a devient suffisamment petit.

1.1.3.3 Mesure des Facteurs d’Intensité des Contraintes

La mesure des facteurs d’intensité des contraintes est très importante pour pouvoir
identifier la grandeur clé des lois de propagation : KIC ou, de manière équivalente, Gc.

Pour certaines éprouvettes normalisées comme la CT, il existe des formules qui per-
mettent de déterminer le FIC en mode I en fonction de la longueur de fissure et la force
appliquée [TAD 10] :

KI = F

e
√
W
fg

(
a

W

)
, (1.36)

où e est l’épaisseur de l’éprouvette,W une dimension caractéristique et fg est une fonction
sans dimension qui dépend de la géométrie de l’éprouvette. Cette fonction a été identifiée
numériquement sur des modèles éléments finis.

La DIC peut également être mise à profit pour mesurer les FIC. Les méthodes pour
déterminer les FIC à partir des champs mécaniques ont été exposées dans la partie nu-
mérique 1.1.2.3 : il est possible d’utiliser des méthodes intégrales [RÉT 05] ou de projeter
sur les séries de Williams [ROU 06, ROU 09]. Si, pour les méthodes numériques, les mé-
thodes intégrales sont les plus précises, ce n’est pas le cas lorsque les champs sont issus
de la corrélation d’image. En effet, la méthode par projection sur les séries de Williams
permet de travailler uniquement sur les champs de déplacement et non les champs de
contrainte et déformation. On s’affranchit ainsi de la dérivée spatiale des champs mesurés
qui est source d’imprécision [RÉT 08, RÉT 11].

Enfin, il est également possible de mesurerKI par l’intermédiaire du taux de restitution
de l’énergie G en utilisant sa définition −∂P/∂A. L’énergie potentielle est calculée à partir
des courbes de charge.

1.2 Matériaux architecturés
Dans cette partie, des généralités sur les matériaux architecturés sont présentées. La

première étape est de donner une définition de ce que ce terme représente. Les utilisa-
tions et l’intérêt de tels matériaux sont ensuite expliqués. Enfin, les méthodes pour leur
fabrication et leur modélisation sont présentées.

1.2.1 Définition
Pour commencer, il convient de donner une définition du terme matériau architec-

turé. Aucune définition consensuelle n’existe dans la littérature. Tout d’abord, ce qu’on
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Matériaux architecturés

FIGURE 1.6 – Divers exemples de matériaux architecturés selon la définition A + B +
échelle + forme. Source : [ASH 13].

appelle ici matériaux architecturés peut être nommé par différents termes : matériaux hy-
brides, architecturés ou micro-architecturés, méta-matériaux. En anglais, cette diversité
est encore plus élevée avec les termes architected et architectured, qui sont tous les deux
utilisés.

Ashby et Bréchet [ASH 03] définissent les matériaux hybrides comme le mélange A +
B + échelle + forme, A et B étant deux matériaux différents, dont l’un peut être le vide.
Ashby donne des exemples de ces matériaux en Figure 1.6. En suivant cette définition, les
matériaux composites et certains alliages peuvent être considérés comme des matériaux
hybrides. La définition que l’on prendra ici est un peu plus restrictive et s’appuie sur deux
caractéristiques principales :

— Les matériaux architecturés présentent une difficile séparabilité des échelles, ou une
ambiguïté entre matériau et structure. On pourrait argumenter que cette ambiguïté
existe dans tous les matériaux, car tous les mécanismes de déformations peuvent
s’expliquer par une description du matériau à une échelle plus faible. Cependant, les
matériaux architecturés se détachent car les échelles considérées sont si proches que
l’on utilise la même théorie pour les décrire. Cette difficile séparabilité des échelles
est proche de ce qu’Alexis Faure appelle dans sa thèse [FAU 18] « une cinématique
complexe à l’échelle de sa configuration ».

— Les matériaux architecturés ont une configuration contrôlée. Lors de la fabrication
de ces matériaux, on doit être capable de fabriquer leur architecture avec un haut
niveau de contrôle des dimensions. Cela exclut les composites à répartition aléatoire
et les mousses, où les pores ne sont généralement pas dimensionnés avec une grande
précision.

La Figure 1.7 résume la définition énoncée. Dans les matériaux architecturés, il existe
une échelle intermédiaire qui est celle de sa configuration ou de son architecture. Dans la
suite de ce travail, on appellera cette configuration micro-structure par abus de langage.
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1. État de l’art sur la rupture et les matériaux architecturés

FIGURE 1.7 – Échelles considérées dans le cadre des matériaux architecturés. Adapté
à partir de [BAR 15].

Bien que la définition donnée ici puisse décrire un très grand nombre de matériaux diffé-
rents, dans cette thèse, on se restreindra à l’étude des matériaux poreux, monophasiques,
à configuration bidimensionnelle et périodique.

1.2.2 Utilisation
Le développement important des matériaux architecturés est motivé par le grand in-

térêt que ces matériaux peuvent présenter. Un premier effet recherché est la capacité à
allier des comportements que différents matériaux peuvent présenter séparément mais
qui, habituellement, n’existent pas ensemble. Pour illustrer cet aspect, une carte d’Ashby
[ASH 03] est tracée en Figure 1.8. Dans les matériaux de structure classiques, il existe
une certaine corrélation entre module de Young et densité. Il n’existe pas de matériau
à haut module de Young mais léger. Or, cet alliance de propriétés est intéressante pour
l’industrie, notamment dans le domaine du transport où les problématiques de poids sont
très importantes. Comme illustré sur la Figure 1.8, l’utilisation de matériaux architecturés
permet d’atteindre cette zone d’intérêt.

Le second effet recherché est l’apparition de propriétés inédites. Par exemple, il est
possible d’obtenir un coefficient de Poisson négatif. Cet effet, observé pour la première fois
par Love [LOV 92] a ensuite été expliqué par Gibson [GIB 82]. Ces matériaux sont appelés
auxétiques [LAK 87] et présentent à la fois un intérêt théorique et applicatif [PRA 12].

1.2.3 Fabrication
Dans le cas des matériaux poreux bidimensionnels, la technologie de fabrication la

plus utilisée est l’impression 3D. Il existe plusieurs technologies de fabrication additive :

— La plus courante des technologies est la fabrication par dépôt de fil fondu ou Fused
Deposition Modeling (FDM). Des fils de matériau sont fondus, extrudés à travers
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Matériaux architecturés

FIGURE 1.8 – Carte d’Ashby représentant les matériaux en fonction de leur module
de Young et de leur masse volumique. Matériaux classiques comparés avec une famille de

zone architecturée. Adapté à partir de [FAU 18], sur des résultats de [FLE 10].

une buse et déposés couche par couche. Originellement développée pour les ma-
tériaux polymères, cette technologie a été étendue aux matériaux métalliques et
composites [ÇEV 20]. Elle présente ainsi une versatilité intéressante, amplifiée par
la possibilité de réaliser des impressions avec plusieurs matériaux [ESP 14]. Bien que
le matériau obtenu puisse souvent être considéré comme élastiquement homogène
et isotrope, il présente des anisotropies pour certaines physiques, notamment pour
le comportement en rupture [COR 21].

— Une autre technologie de fabrication additive est la stéréolithographie (SLA). Cette
méthode consiste à polymériser une résine liquide par laser ou autre source lumi-
neuse, pour créer des couches solides [HUA 20]. Le choix de matériau est alors res-
treint aux résines photosensibles. L’avantage de cette technique est l’état de surface
et l’homogénéité du matériau obtenu.

— Enfin, il existe une famille de méthode d’impression 3D qui se repose sur des lits
de poudres comme par exemple les méthodes de Selective Laser Sintering (SLS). Le
matériau est déposé sous forme de poudre et est fondu ou fritté grâce à une source
laser. Cette méthode présente l’avantage de pouvoir s’appliquer à des matériaux
polymères, céramiques ou métalliques [KRU 05].

1.2.4 Modélisation
1.2.4.1 Homogénéisation

Comme indiqué au paragraphe 1.2.1, la configuration des matériaux architecturés a
un effet direct sur leur comportement. Elle doit donc être incluse dans l’analyse du com-
portement mécanique d’une structure constituée de ce matériau, c’est-à-dire que la micro-
structure doit être maillée précisément. Dans le cas de structures de grande taille, le temps
de calcul devient alors prohibitif. C’est pour cette raison qu’a été introduite la notion
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1. État de l’art sur la rupture et les matériaux architecturés

d’homogénéisation, qui permet de proposer, à partir de l’analyse de la micro-structure,
un comportement homogène équivalent.

Il existe un très grand nombre de méthodes d’homogénéisation. On les classera ici en
deux catégories : les méthodes directes et les méthodes descriptives. Ce que l’on appelle ici
méthodes directes sont des approches où l’on cherche à définir directement les coefficients
matériaux équivalents en fonction des fractions volumiques et des coefficients matériaux
des phases présentes. Ce que l’on appelle ici méthodes descriptives est l’ensemble des
méthodes où l’on prend en compte la structure exacte de la répartition des phases et on
étudie en détail le comportement à l’échelle de la micro-structure du matériau.

La façon la plus intuitive de proposer un comportement équivalent d’un matériau hé-
térogène est la loi des mélanges. Il s’agit de la méthode directe la plus simple. La propriété
effective est alors la moyenne des propriétés de chaque phase, pondérée par leur fraction
volumique. En élasticité, la loi des mélanges en raideur [VOI 87] constitue une borne su-
périeure (borne de Voigt) et celle en souplesse [REU 29] une borne inférieure (borne de
Reuss) de la raideur effective réelle. Ce résultat a été démontré par Hill [HIL 52, HIL 63].
Dans le cas de matériaux poreux, une des phases présente une souplesse infinie. La borne
de Reuss donne alors une souplesse infinie, donc une raideur nulle. Les méthodes directes
peuvent également donner des solutions plus précises. Dans le cas où une phase est en
quantité négligeable devant l’autre, l’approximation d’Eshelby [ESH 57] peut être utili-
sée. Le matériau est approximé par une matrice avec une inclusion sphérique. La solution
analytique d’Eshelby est alors utilisée pour définir les coefficients élastiques équivalents.
Lorsque l’hypothèse de fort contraste de fraction volumique de phase n’est pas respectée,
il faut définir une approximation à l’ordre supérieur. En effet, dans ce cas, les inclusions ne
sont pas assez espacées pour être considérées comme indépendantes. Le schéma de Mori-
Tanaka [MOR 73] permet de calculer les coefficients équivalents en prenant en compte les
interactions entre les inclusions. Pour cela, la solution d’Eshelby est modifiée en changeant
les conditions aux limites. Cette méthode atteint sa limite lorsque les inclusions ne sont
pas séparées, par exemple dans le cas de matériaux à pores ouverts, où tous les pores
sont inter-connectés. Pour répondre à cette problématique, l’approche auto-cohérente a
été proposée [HIL 65]. Cela consiste à appliquer l’approche de Mori-Tanaka en remplaçant
la matrice par un matériau équivalent.

Les méthodes descriptives, de leur côté, s’intéressent en détail à la cinématique locale.
Ces méthodes sont parfois appelées homogénéisation asymptotique car elles se basent sur
un développement de Taylor du déplacement en un déplacement moyen et de petites
fluctuations à l’échelle de l’architecture. Pour cela, de nombreuses méthodes utilisent la
méthode des éléments finis. Le problème d’homogénéisation par éléments finis a été dé-
veloppé dans les années 60 [HAS 62, HIL 63] et est résumé dans les ouvrages de Yvonnet
[YVO 19] et de Bornert [BOR 01]. Récemment, de nouvelles méthodes ont été dévelop-
pées pour gagner en efficacité. Il s’agit par exemple d’algorithmes utilisant la transformée
de Fourier rapide [MIC 99] ou des méthodes FE2 [FEY 99] qui permettent de limiter le
nombre de problèmes éléments finis à résoudre. En parallèle de ces méthodes numériques,
des solutions analytiques ont été développées pour certains matériaux architecturés par-
ticuliers. C’est le cas par exemple des nids d’abeille [GIB 97], où le tenseur d’élasticité
équivalent est calculé en considérant, en 2D, que les parois du nid d’abeille sont des
poutres.
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Rupture de matériaux multi-échelles

Dans le cas des structures périodiques contrôlées, la géométrie de la micro-structure est
connue avec un haut niveau de précision. Pour valoriser cette connaissance, les méthodes
asymptotiques par éléments finis semblent convenir au mieux. C’est donc cette approche
qui sera détaillée et implémentée au Chapitre 3.

1.2.4.2 Séparabilité des échelles

Les méthodes d’homogénéisation s’appuient sur l’hypothèse de séparabilité des
échelles. Cette hypothèse assure que l’on peut remplacer la description détaillée de la
micro-structure par un comportement homogène équivalent. Pour expliciter cette hypo-
thèse, il convient de définir les longueurs caractéristiques en jeu. La taille caractéristique
de la structure étudiée est notée lS . Cette structure est constituée d’hétérogénéités dont
la taille caractéristique est lh. Les problématiques de temps de calcul apparaissent si
lS >> lh. Dans ce cas, on introduit une échelle intermédiaire qui représente le volume sur
lequel on va proposer un comportement équivalent. On note sa taille caractéristique lm.
L’hypothèse de séparabilité des échelles s’exprime alors comme :

lh� lm� lS . (1.37)

Le choix du volume sur lequel les propriétés équivalentes sont définies est un point
important de la mise en place des méthodes d’homogénéisation. La séparabilité des échelles
donne une première indication. Cependant, il est difficile de définir avec certitude des
grandeurs limites pour que cette hypothèse soit validée. On définit le Volume Élémentaire
Représentatif (ou VER) comme le volume de taille caractéristique idéale. Il s’agit du
plus petit échantillon permettant de représenter l’ensemble du matériau. En pratique, on
augmente progressivement la taille du domaine d’homogénéisation, et le VER est défini
comme le volume à partir duquel on a atteint un critère de convergence. Cependant, cette
définition peut être discutable car le VER dépend alors de la méthode d’homogénéisation.
Par exemple, un modèle prenant en compte la périodicité d’une structure aura besoin de
moins d’informations pour représenter toute la structure.

1.3 Rupture de matériaux multi-échelles
On s’intéresse à présent à l’étude de la rupture de matériaux architecturés et autres

matériaux multi-échelles qui partagent les mêmes problématiques.

1.3.1 Études existantes
La question de la rupture dans des milieux hétérogènes existe depuis bien avant que

l’utilisation de matériaux composites ou architecturés aient pris une grande ampleur.
La rupture de matériaux naturels comme le bois [BIG 11], les os [GOD 15] ou la nacre
[KUM 05] a été étudiée et leur caractère multi-échelle a dû être pris en considération.
D’autre part, bien que la fissuration de matériaux métalliques soit souvent étudiée à
l’échelle où ces matériaux sont considérés homogènes, l’étude de l’initiation de macro-
fissures peut être abordée à travers la coalescence ou la propagation de micro-fissures à
l’échelle des grains. Des études de propagation de fissure à travers les grains [HER 11] ont
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1. État de l’art sur la rupture et les matériaux architecturés

donc permis de développer les méthodes pour la propagation de fissure en milieux hété-
rogène. D’autre part, des études de la rupture de matériaux composites ont été réalisées,
qu’il s’agisse de problèmes de dé-cohésion de plis [DAG 22] ou de propagation de fissure
dans des milieux avec une matrice et des inclusions [LEB 20, LEB 21, BRO 20]. Enfin,
des études sur les matériaux architecturés poreux existent [GIB 89, RÉT 17, CAR 20].

Dans cette grande diversité d’études de la rupture de matériaux hétérogènes et multi-
échelles, plusieurs méthodes sont utilisées. Numériquement, un grand nombre d’auteurs
ont choisi la méthode d’endommagement par champ de phase [HOS 14, BRO 20, NGU 19,
CAR 20]. L’avantage principal de cette méthode dans ce contexte est qu’elle permet
de travailler avec des fissures à topologie complexe, car celles-ci n’ont pas à être re-
présentées explicitement dans le modèle. Cependant, les problématiques liées au temps
de calcul sont exacerbées dans ce cas par la nécessité de mailler finement la géométrie à
l’échelle de la micro-structure. D’autres études s’appuient sur des approches perturbatives
[GAO 89, GAO 91, LEB 20, LEB 21], cohésives [MOR 18, MOR 20], éléments discrets
[ABI 19], ou XFEM [KUM 15]. Au niveau des méthodes expérimentales, les méthodes
utilisées sont l’observation des faciès de rupture pour identifier les différentes phases de
propagation [MES 20], la tomographie pour suivre le front de fissure [LAC 14] et la DIC
[RÉT 17]. Les difficultés expérimentales sont la difficile répétabilité des essais, et la ré-
solution des appareils de mesure nécessaire pour observer des phénomènes à des tailles
parfois microscopiques.

Dans les études citées, les comportements observés sont divers. Des comportements
anisotropes ont pu être observés avec une direction préférentielle de propagation de fissure
[RÉT 17]. Les changements de direction de la fissure peuvent entraîner une augmentation
de la résistance à la propagation équivalente par tortuosité du chemin de fissure [CAR 16,
HOS 14]. Les études sur matériaux hétérogènes montrent également une augmentation de
la résistance à la propagation de fissure grâce au contraste de propriétés élastiques entre
les phases [HOS 14]. Enfin, certaines études existent sur ce que l’on veut étudier dans
cette thèse : les effets à distance d’hétérogénéités [MOR 18, MOR 20].

1.3.2 La question de la ténacité effective

La modélisation de la propagation de fissure n’échappe pas aux problématiques de
calcul propres aux matériaux multi-échelles. Pour gagner en temps de calcul, il serait
souhaitable de pouvoir procéder à une homogénéisation du comportement en fissuration.
Cela veut dire être capable de définir un matériau homogène équivalent doté d’une loi de
propagation de fissure, et donc en particulier d’une ténacité. Cependant, l’homogénéisa-
tion en mécanique de la rupture pose plus de problèmes que l’élasticité ou la thermique.
En effet, le comportement global de la structure est très affecté par les phénomènes ayant
lieu en pointe de fissure. Cela rend discutable l’hypothèse de séparabilité des échelles, né-
cessaire à la définition d’un comportement homogène équivalent. Malgré cette incertitude,
des définitions de ténacité effective ont été proposées dans la littérature.

Dans le cas d’un matériau constitué de deux phases de différentes ténacité,s mais de
comportements élastique identiques, Gao et Rice [GAO 89] ont proposé une méthode par
perturbation pour obtenir les facteurs d’intensité des contraintes. Roux et al. [ROU 03]
en ont tiré une définition de la ténacité effective. Cependant, avec cette même approche,
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Rupture de matériaux multi-échelles

FIGURE 1.9 – Contour pour le calcul de l’intégrale J extérieure dans le cas d’une fissure
qui traverse une zone hétérogène. Stratégie de Hossain et al. [HOS 14] pour calculer la

ténacité effective.

Gao [GAO 91] a montré que la présence de propriétés élastiques hétérogènes perturbait
également les FIC. La définition de la ténacité effective doit donc prendre en compte les
ténacités des phases en présence, mais aussi leurs lois de comportement élastique.

D’autres études se sont consacrées au calibrage de paramètres propres à des méthodes
numériques spécifiques sur des calculs à plusieurs échelles. C’est le cas notamment de
Ngyuen et al. [NGU 12] qui, à l’aide d’un modèle cohésif, ont proposé une procédure
pour définir une loi de traction-séparation à l’échelle macroscopique. Ils ont également
montré l’existence d’un VER dans le cas de matériaux hétérogènes à distribution aléatoire.
On peut également citer l’approche de Nguyen et al. [NGU 19] qui, à partir de calculs
d’endommagement par champ de phase à deux échelles, ont ajusté les paramètres du
modèle (Gc et lc) à l’échelle macroscopique pour faire correspondre les courbes de charge
de la structure.

Il existe également une famille de méthodes qui définit le taux de restitution d’énergie
équivalent à chaque instant de la propagation. Pour cela, une stratégie possible est de se
concentrer sur le chargement nécessaire à faire propager la fissure [VAS 16]. La ténacité
équivalente à l’instant t est celle qui, appliquée à un matériau homogène, donnerait le
même chargement à la propagation. Une autre stratégie est celle proposée par Hossain et
al. [HOS 14], justifiée analytiquement par Hsueh et Bhattacharya [HSU 16] et reprise en-
suite dans d’autres études [KUH 16]. Cette stratégie s’appuie sur l’intégrale J. Les auteurs
proposent d’évaluer le taux de restitution d’énergie équivalent en évaluant l’intégrale J en
dehors de la zone d’hétérogénéité ou, dans le cas d’un matériau entièrement hétérogène,
très loin de la pointe de fissure. Cette stratégie est illustrée en Figure 1.9.

Une fois que le taux de restitution d’énergie équivalent est défini à chaque instant, il
faut déterminer une valeur unique à retenir pour la ténacité effective. Les études évoquées
ci-dessus ([HOS 14, VAS 16]) proposent de prendre la valeur maximale pendant toute la
propagation. Cette approche est adaptée à une situation de dimensionnement, où l’on
souhaite évaluer les valeurs de chargement à ne pas dépasser pour se mettre à l’abri des
phénomènes de rupture. Néanmoins, il existe d’autres études qui optent pour le choix
de la valeur moyenne pendant la propagation [PAT 13, LI 13]. Cette approche présente
l’avantage de prendre en compte toutes les phases de la propagation de fissure et non juste
la plus critique. De plus, Lebihain et al. [LEB 21] ont montré qu’elle coïncide pour certains
modèles à l’énergie dissipée pendant tout le processus de fissuration. Les approches en
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moyenne et en maximal sont fondamentalement différentes mais Lebihain et al. [LEB 21]
ont montré que les résultats devenaient proches si l’on respecte une certaine condition de
séparabilité des échelles.

Récemment, Schneider [SCH 20] a proposé une autre définition de la ténacité effective.
Cette définition s’appuie sur une approche variationnelle et a l’avantage de ne pas supposer
a priori de l’isotropie du comportement en rupture, et de ne pas avoir besoin de définir
de fissure initiale, ce qui peut, dans d’autres modèles, affecter le résultat. Cette stratégie
a été analysée par Michel et Suquet [MIC 22] qui montrent en particulier qu’elle échoue
à représenter l’influence de l’hétérogénéité élastique sur la ténacité effective.

Enfin, on peut citer les méthodes qui s’appuient sur le coarse-graining. Cette méthode
est une méthode très utilisée en dynamique moléculaire. Eid et al. [EID 21] ont appliqué
cette approche à la propagation de fissure en milieux poreux pour définir une ténacité
effective. Le principal avantage de cette approche est qu’il n’est pas nécessaire de définir
de VER, dont l’existence même en mécanique de la rupture n’est pas évidente.

Différentes définitions de la ténacité effective existent dans la littérature. Elles ne sont
pas directement liées les unes aux autres. Il n’existe pas, à l’heure actuelle, de définition qui
permet de représenter tous les effets observés et qui s’applique à toutes les configurations.

1.4 Bilan sur l’état de l’art
Ce chapitre a servi à présenter l’état de l’art autour de deux grands domaines : la

mécanique de la rupture et les matériaux architecturés.
La mécanique de la rupture est un domaine plutôt récent à l’échelle de l’histoire de la

mécanique, l’article fondateur datant de 1920 et les théories principales ayant été dévelop-
pées dans les années 60. Il connaît encore des bouleversements, comme l’arrivée des mé-
thodes d’endommagement par champ de phase dans les années 2000, et des questions non
résolues, comme les critères de propagation en présence de mode III. Numériquement, les
méthodes d’endommagement par champ de phase ont pris de l’ampleur ces dix dernières
années, mais elles souffrent de temps de calcul parfois prohibitifs, et de la question non
résolue du choix de la longueur caractéristique. C’est pourquoi aujourd’hui coexistent les
approches éléments finis avec fissure représentée explicitement, XFEM, champ de phase,
et zone cohésive, sans qu’une méthode ne s’impose comme étant la plus adaptée en toutes
circonstances. Expérimentalement, les essais sont difficiles à contrôler car les phénomènes
sont dictés par ce qui se passe en pointe de fissure, donc le moindre défaut localisé à
cet endroit peut influencer le comportement global. La problématique du suivi de front
de fissure est également un point critique de la mise en place d’un banc d’essai sur la
fissuration. À cause de toutes ces difficultés, la corrélation entre essais et simulation de
propagation de fissure reste, encore aujourd’hui, un sujet de recherche important.

De son côté, l’étude des matériaux architecturés est un domaine qui s’est énormément
développé avec le progrès des méthodes de fabrication additive. Certaines méthodes de
modélisation comme les méthodes d’homogénéisation se sont développées avant que les
matériaux architecturés prennent de l’ampleur, car elles sont utiles pour d’autres maté-
riaux, dont les matériaux naturels et les composites. L’arrivée des matériaux architecturés
ouvre encore plus de possibilités de propriétés matériaux. De nouvelles configurations in-
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téressantes sont encore proposées régulièrement. Cela indique qu’il reste probablement
des propriétés matériaux à explorer dans ce très large champs des possibles.

Les deux domaines ce cette thèse se rencontrent autour des problématiques de rupture
multi-échelle. Ce sujet est en développement, comme l’indique les nombreuses publications
ces cinq dernières années. Il semble que les phénomènes observés soient encourageants
quant à l’utilisation des matériaux multi-échelles, et en particulier les matériaux archi-
tecturés, pour augmenter la résistance à la propagation de fissure des structures. Tous les
comportements possibles n’ont pas été explorés ; en particulier, il existe très peu d’études
sur les effets à distance de zones architecturées sur la propagation de fissure. C’est ce qui
sera exploré dans la suite de cette thèse.

La rencontre entre les problématiques de propagation de fissure et celles des matériaux
architecturés s’est beaucoup focalisée sur la question de la ténacité effective. Les tentatives
de définition se heurtent à un choix difficile de VER, car l’existence même de cette notion
n’a pas été prouvée pour la mécanique de la rupture. La seconde difficulté est la nécessité
qu’une définition unique de la ténacité effective, si elle existe, doit pouvoir être capable de
rendre compte de la très grande diversité des effets observés. Au final, il existe aujourd’hui
plusieurs définitions qui ne sont pas clairement liées entre elles. Cette question sera abordée
au chapitre 6, à travers la comparaison de plusieurs définitions dans le cas de l’effet à
distance des zones architecturées.
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Études préliminaires
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Chapitre 2

Étude de la fissuration d’une
éprouvette issue de l’impression 3D

Ce chapitre porte sur le problème de fissuration d’une éprouvette CT issue de l’impression
3D. L’étude de ce problème permet de présenter les méthodes expérimentales et numériques
utilisées ici pour étudier la propagation de fissure. La comparaison entre le calcul et les
résultats expérimentaux permet également de faire des hypothèses physiquement fondées
pour la suite du travail.
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2. Étude de la fissuration d’une éprouvette issue de l’impression 3D

2.1 Propagation de fissure dans une éprouvette CT

2.1.1 Présentation de l’essai
Dans ce chapitre, on s’intéresse à un essai Compact Tension (CT). L’essai CT a été

originellement pensé pour mesurer le facteur d’intensité des contraintes au moment où la
fissure commence à se propager, ce qui est considéré comme la ténacité. Les nombreux
standards (ASTM E1820-09 1, ASTM D5045-14 2, [TAD 10]) caractérisant cet essai sont
calibrés sur la partie de l’essai où la fissure n’avance pas. Cependant, comme cet essai
présente une configuration stable, il a beaucoup été utilisé pour observer la phase suivante :
celle de la propagation de fissure [PHA 17, COR 21, XU 99b]. Les choix de modélisation,
qui ont été validés sur la première phase, doivent donc être questionnés au regard de la
comparaison avec l’expérience pendant la phase de propagation.

Les dimensions de l’éprouvette étudiée sont données en Figure 2.1. En particulier,
l’épaisseur est fixée à e = 5 mm et la longueur caractéristique à W = 40 mm. Pour des
raisons pratiques relatives à la fabrication des éprouvettes, l’épaisseur utilisée ici est plus
faible que celle recommandée par les normes. Cela aura surtout une influence sur le choix
de l’hypothèse 2D à adopter. Le chargement se fait par l’intermédiaire de goupilles en
acier, insérées dans les trous de l’éprouvette. La goupille du bas est maintenue immobile
et un déplacement croissant à vitesse constante est imposé à celle du haut. Il s’agit d’une
configuration stable en déplacement imposé, mais instable en force imposée. Comme la
géométrie et le chargement sont invariants dans l’épaisseur, l’essai CT est étudié dans le
cadre d’analyses 2D.

FIGURE 2.1 – Dimensions en mil-
limètres de l’éprouvette CT considérée

dans ce chapitre.

2.1.2 Paramétrisation du problème
Un des éléments clé permettant de simuler la propagation de fissure est le calcul du

facteur d’intensité des contraintes correspondant à un chargement donné. Ce problème
peut être adimensionné en utilisant le théorème de Vaschy-Buckingham (ou théorème Π).
Le détail de cet adimensionnement est détaillé en annexe A. Les fonctions qui décrivent
ce problème sont :

1. ASTM E1820-09 standard test method fo measurement of fracture toughness. West Conshohocken,
PA : ASTM International ; 2009

2. ASTM D5045-14 standard test methods for plane-strain fracture toughness and strain energy release
rate of plastic materials. West Conshohocken, PA : ASTM International ; 2009
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Propagation de fissure dans une éprouvette CT
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F est la force sur la goupille, u son déplacement, E et ν sont des modules de Young
et coefficients de Poisson du matériau, KI est le facteur d’intensité des contraintes, a la
longueur de fissure, e et W sont des dimensions, données en Figure 2.6. Dans l’annexe A,
le lien entre ces deux fonctions est obtenu à partir de la formule d’Irwin :

k2 =−1
2
∂S

∂ā
, (2.3)

où ā= a/W est la longueur de fissure adimensionnée. En utilisant ce formalisme, le dépla-
cement uc et la force Fc respectant la condition de propagation KI = KIC peuvent être
facilement calculés :
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On définit alors le déplacement et la force adimensionnés, correspondant à la condition
KI =KIC :

ū≡ uCE

KIC

√
W

= 1
k (ν, ā) , (2.6)

F̄ ≡ FC

KICe
√
W

= S (ν, ā)
k (ν, ā) . (2.7)

Cet adimensionnement permet de mettre en évidence deux aspects du problème in-
téressants pour la suite. Premièrement, toutes les grandeurs du système peuvent être
identifiées grâce à la connaissance précise de la fonction S. Cette fonction correspond à la
raideur de l’éprouvette, donc tous les phénomènes qui seront observés par la suite peuvent
être liés à des effets de raideur et de la dérivée de la raideur. Deuxièmement, cette fonc-
tion ne dépend ni du module de Young, ni de l’épaisseur de l’éprouvette, ni de la ténacité
KIC . Tous les résultats présentés sous forme adimensionnée ne dépendent donc pas de
ces paramètres. La seule valeur matériau qui a a priori une influence sur les grandeurs
adimensionnées calculées est le coefficient de Poisson. Dans le cas d’un matériau unique,
S et k sont notées comme des fonctions de ā uniquement, et les notations S′ et S′′ sont
introduites pour signifier les dérivées de S par rapport à ā.
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2. Étude de la fissuration d’une éprouvette issue de l’impression 3D

2.2 Méthodes numériques

2.2.1 Algorithme par longueur d’arc
La phase de propagation, dans le cadre d’un critère KI = KIC , peut être déterminée

par la connaissance de la fonction S. L’objectif des simulations éléments finis est donc
d’estimer cette fonction. En pratique, même si les fonctions S et k sont liées, on estime
les deux pour augmenter la précision des calculs. En effet, la présence de la dérivée dans
l’équation (2.3) est source d’erreur numérique. Le fait d’estimer k directement permet
d’avoir une mesure précise de S′. La mesure de k est rendue possible par les méthodes
de calcul de facteur d’intensité des contraintes, présentées au chapitre 1 (1.1.2.3). Ici,
l’intégrale d’interaction est utilisée pour obtenir KI .

Les fonctions S et k ont comme paramètre la longueur de fissure. L’approche qui
consiste à les déterminer numériquement est appelée algorithme par longueur d’arc. Elle
est différente de l’approche classique de propagation où le chargement est imposé, puis la
longueur de fissure est itérée pour obtenir la condition KI = KIC . Les deux algorithmes
sont présentés en Figure 2.2. L’algorithme par longueur d’arc présente deux avantages
principaux :

1. Il présente une simplification de l’algorithme et une accélération du temps de cal-
cul par rapport à un algorithme standard. Dans l’algorithme standard de propa-
gation 2.2a, l’itération est réalisée sur le chargement, directement lié au temps, et
la longueur de fissure est augmentée progressivement tant que la condition de pro-
pagation KI ≥ KIC est vérifiée. L’algorithme par longueur d’arc 2.2b, permet de
calculer directement les paramètres de chargement vérifiant la condition de propa-
gation KI =KIC avec un unique calcul éléments finis par valeur de a. Cela permet
donc de diminuer fortement le nombre de calculs éléments finis par rapport à un
algorithme de propagation.

2. Comme on itère sur un paramètre qui ne dépend pas explicitement du temps, l’al-
gorithme par longueur d’arc est très performant pour détecter des phénomènes d’in-
stabilité [CRI 81].

Les calculs éléments finis sont réalisés avec le logiciel commercial Abaqus. L’algorithme
par longueur d’arc avec remaillage est codé avec un ensemble de scripts Matlab et Python
qui interagissent avec Abaqus. Le post-traitement et l’analyse des données sont réalisés
avec Matlab. Les codes associés à cette méthode sont donnés en Annexe B.

2.2.2 Maillage
Dans les modèles numériques présentés dans ce chapitre, la fissure est représentée

explicitement dans le maillage. Des éléments de Barsoum [BAR 74] sont utilisés en pointe
de fissure pour aider à capturer la singularité. Le maillage est représenté en Figure 2.3. Il
est constitué d’éléments finis quadrangles bilinéaires de taille maximale hglob. Le maillage
est raffiné dans les zones d’application des conditions aux limites, et en pointe de fissure
où un maillage radial est défini. La taille des éléments dans cette zone est hloc.

La convergence du modèle est vérifiée en observant l’influence des paramètres hglob et
hloc sur les fonctions de raideur et de FIC. La taille du maillage global influence peu les
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Méthodes numériques

(a) Algorithme de propagation (b) Algorithme par longueur d’arc

FIGURE 2.2 – Schémas comparant l’algorithme de propagation standard avec un algo-
rithme par longueur d’arc.

résultats, car pour hglob ∈ [0.1,2] mm, la différence maximale observée sur la raideur et
le FIC est de 0.03 %. Au niveau du maillage local, la convergence est considérée atteinte
lorsque hloc = 0.1 mm. En effet, quand on passe d’une taille de maille de 0.1 mm à 0.01
mm, la différence observée n’est que de 0.03 % sur le FIC et 0.1 % sur la raideur.

FIGURE 2.3 – Maillage utilisé pour le calcul des FIC et de la raideur sur les éprouvettes
CT.

2.2.3 Conditions aux limites
Afin de simuler le comportent de l’éprouvette sous chargement, il faut transformer

le contact réel entre les goupilles et les trous en un ensemble de conditions aux limites
compatibles avec les éléments finis, c’est-à-dire des déplacements ou forces imposés sur
un ensemble de nœuds. La modélisation réaliste du contact n’est pas envisagée, car cela
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2. Étude de la fissuration d’une éprouvette issue de l’impression 3D

augmentait grandement la complexité du modèle. En particulier, il faudrait être capable
de caractériser le coefficient de frottement, la surface de contact et le caractère glissant
ou non du contact. De plus, il est possible qu’il existe plusieurs régimes pendant un même
essai. Il existe plusieurs façons de simplifier la modélisation du chargement pour l’essai
CT, et la littérature ne permet pas de trancher pour définir une condition aux limites qui
serait adaptée en toute circonstance. C’est pourquoi plusieurs modélisations sont testées
ici :

— Mouvement de corps rigide, Figure 2.4(a) : dans cette modélisation, un mouvement
de corps rigide est appliqué au cercle représentant le trou [FAR 17, FAR 18]. Ce
mouvement est composé d’une translation imposée et d’une rotation libre. Lorsque
ce modèle est utilisé en force imposée, le déplacement imposé est ajusté pour obtenir
la force voulue.

— Contact sans frottement, Figure 2.4(b) : la goupille est représentée mais est consi-
dérée comme rigide à la vue des différences de module de Young entre l’acier et le
polymère issu de l’impression 3D (module de Young environ 200 fois plus élevé). Un
déplacement est imposé aux goupilles et le contact avec les trous est modélisé sans
frottement [PRI 99, IVA 15]. Ce modèle n’est pas utilisé en force imposée.

— Force uniforme/Déplacement moyen, Figure 2.4(c) : une force est distribuée unifor-
mément sur le trou. Cela permet au trou de pouvoir se déformer. Le déplacement de
référence est défini comme la moyenne des déplacements des nœuds sur la surface
du trou. Lorsque ce modèle est utilisé en déplacement imposé, la force est ajustée
pour obtenir le déplacement moyen voulu. Ce modèle est proche de l’approche qui
consiste à mailler l’intérieur des nœuds et imposer un chargement au noeud central
[SAX 07].

— Chargement ponctuel, Figure 2.4(d) : un déplacement ou une force est appliqué sur
le nœud du haut pour la goupille du haut et sur le nœud du bas pour celle du bas
[RIT 79, LAR 86, PHA 17].

En plus de cet ensemble de conditions aux limites au niveau des goupilles, on ajoute
une approche hybride entre expérimental et numérique. Seule une partie de l’éprouvette
est modélisée, ce domaine est illustré en Figure 2.4(e). Les conditions aux limites aux
bords du domaine sont les déplacements mesurés au même endroit par corrélation d’image
[ROU 15], hormis au niveau de l’entaille, qui est constituée de surfaces libres. Ce modèle
sera par la suite appelé conditions aux limites issues de la DIC. En pratique, les dépla-
cements des nœuds aux bords du domaine sont imposés à partir des données mesurées
en DIC. Comme les maillages de la DIC et du modèle numérique sont différents, cela a
nécessité une interpolation préalable. Ce modèle sera considéré comme représentant les
conditions aux limites réelles car elles représentent le chargement vu par la fissure, en
s’affranchissant des difficultés liées au système de chargement, et en particulier le contact
entre les goupilles et l’éprouvette.

2.3 Méthodes expérimentales
Dans cette section, le dispositif expérimental ainsi que les méthodes de post-traitement

sont présentés. Dans ce chapitre, 3 éprouvettes sont testées. Elles sont nommées CT 1,
CT 2 et CT 3.
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FIGURE 2.4 – Schéma représentant les différentes conditions aux limites testées. (a)
Mouvement de corps rigide, (b) Contact sans frottement, (c) Force uniforme / Dépla-
cement moyen, (d) Chargement ponctuel, (e) Sous-domaine utilisé pour le modèle avec

conditions aux limites issues de la DIC.

2.3.1 Impression 3D
Les éprouvettes étudiées dans cette thèse ont été produites par fabrication additive.

Cela permettra dans un second temps, au Chapitre 5, d’introduire des zones architecturées
dans les pièces. L’imprimante utilisée est la ProJet 3510HD de 3DSystems. Le procédé
s’appelle multijet modelling : des micro-gouttelettes de résine sont projetées puis polymé-
risées à l’aide d’une lumière UV. Les épaisseurs de couches obtenues sont très faibles : il
est possible de descendre jusqu’à 19 µm. Ici, l’épaisseur de couche est fixée à 32 µm. Cela
permet d’obtenir un matériau globalement homogène et isotrope. La résine utilisée est la
VisiJet M3 Crystal qui permet un rendu relativement translucide.

Lors de l’impression 3D, des supports en cire sont également fabriqués. Pour les retirer,
un traitement thermique à 65°C doit être réalisé. Cette étape est également mise à profit
pour relaxer les contraintes résiduelles, qui ont tendance à courber les échantillons de faible
épaisseur comme les éprouvettes CT étudiées ici. Pour cela, la pièce est placée entre deux
plaques d’acier pendant toute la durée du traitement thermique. La procédure consiste à
placer les éprouvettes 40 minutes à 65°C puis les faire refroidir lentement pendant trois
heures jusqu’à la température ambiante.

2.3.2 Dispositif expérimental
Le dispositif expérimental est celui mis en place par Corre et Lazarus [COR 21]. Une

première phase de pré-fissuration en fatigue est utilisée pour obtenir une fissure. Cela
permet par la suite de s’affranchir de la phase d’amorçage et de n’étudier que la propa-
gation stable de la fissure. Cette étape est réalisée sur une machine de traction Instron
ElectroPulse. Une force sinusoïdale de fréquence 4 Hz et de charge 40±20 N est imposée,
et le critère d’arrêt est défini comme le moment où la raideur de l’éprouvette a diminué
de 25 %. Dans le cas des éprouvettes CT utilisées ici, il faut environ 50 000 cycles pour
obtenir une fissure de 2-3 mm. Un mouchetis est ensuite appliqué sur l’éprouvette pour
permettre des mesures par corrélation d’images. Les éprouvettes sont peintes en blanc,
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2. Étude de la fissuration d’une éprouvette issue de l’impression 3D

FIGURE 2.5 – Image du montage expérimental pour la traction avec corrélation d’image.

puis une bombe de peinture noire est utilisée pour déposer des taches de taille variable
pouvant aller de 0.05 à 0.6 mm. Des images du mouchetis sont données en Figure 2.6.

Les tests de fissuration sont réalisés sur une machine de traction Instron 3342 avec
un capteur d’effort de 30kN. Le montage complet avec le dispositif de prise de vues
pour la corrélation d’image est présenté en Figure 2.5. Le chargement est un déplacement
imposé à vitesse constante de 0.1 mm/min. Pour la corrélation d’image, un appareil Nikon
D300s avec une lentille AF-S Micro NIKKOR 60mm sont utilisés. Les photos sont prises
à intervalle régulier de 20 secondes (soit environ 50 photos par essai) et les données de
force et de déplacement sont récupérées à chaque prise de vue. La taille physique d’un
pixel est environ 18 µm.

2.3.3 Corrélation d’image
Pour réaliser les analyses de corrélation d’image, le logiciel Ufreckles [RÉT 18] est

utilisé. Cette analyse consiste à trouver le champ de déplacement u(x) tel que :

f(x) = g(x+u(x)), (2.8)

où f est l’image de référence, et g l’image déformée, représentées ici par des niveaux de
gris fonction des coordonnées des pixels. Les images sont données en Figure 2.6. Cette
équation est résolue en utilisant un algorithme des moindres carrés non-linéaire, où la
fonction coût suivante est minimisée :

e2 =
∑
x

(f(x)−g(x+u(x)))2 . (2.9)
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FIGURE 2.6 – Schéma présentant le calcul des déplacements par DIC appliqué à la
dernière image d’un des tests. Les images de référence et déformée sont analysées pour en

déduire un champ de déplacement en pixel.
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2. Étude de la fissuration d’une éprouvette issue de l’impression 3D

FIGURE 2.7 – Schéma de la zone
Pacman sur laquelle les champs expéri-
mentaux sont projetés sur les séries de

Williams.

Le déplacement u est cherché parmi une famille de fonctions projetées sur une base
[BES 06]. Dans le cas étudié ici, cette base est constituée des fonctions de forme utilisées
en éléments finis. Par conséquent, un maillage doit être défini. Dans le cadre de cette étude,
le maillage est structuré et composé de quadrangles bilinéaires de 10 pixels de côté (Figure
2.6). Théoriquement, cette méthode permet d’obtenir des champs de déplacement avec
une précision sub-pixel [TOU 97]. Les champs de déplacements pour la dernière image
d’un essai sont donnés en Figure 2.6.

Afin de calculer la longueur de fissure et les FIC à partir des champs expérimentaux,
la projection sur les séries de Williams est utilisée. On rappelle ici l’expression des séries
de Williams, qui ont été définies au paragraphe 1.1.3.2 :

u(r,θ) =
∑

i=I,II

( −1∑
n=nmin

bni φ
n
i (θ)rn/2 + b0iφ

0
i + b1iφ

1
i (θ)
√
r+

nmax∑
n=2

bni φ
n
i (θ)rn/2

)
. (2.10)

En pratique, la méthode décrite au paragraphe 1.1.3.2 est appliquée ici, c’est-à-dire que la
position de fissure est testée sur une ligne rectiligne et on cherche la position qui respecte
b−1
I = 0. Les études de Henniger et al. [HEN 10] et Mathieu et al. [MAT 12] suggèrent que
la troncature de la série en utilisant nmin =−3 et nmax = 7 mène a une bonne estimation
des paramètres de rupture. C’est donc cette base qui est utilisée ici.

Cette projection des champs de déplacement est réalisée sur une zone qu’il faut définir.
Le choix doit se porter sur une zone où la mesure du déplacement est précise et où les
séries de Williams sont valides. La première restriction exclut tout point trop proche des
lèvres de la fissure. En effet, la discontinuité n’est pas introduite dans les fonctions de
formes utilisées pour rechercher les champs de déplacements, donc le saut de déplacement
ne peut être représenté précisément. La seconde restriction s’applique en pointe de fissure,
où la loi de comportement linéaire élastique n’est pas valide, et loin de la fissure où les
séries de Williams ne sont plus pertinentes. Avec ces deux critères la zone sur laquelle la
projection est réalisée a une forme de Pacman, avec un rayon exterieur rext et en excluant
une zone de rayon rint. Le domaine de projection est illustré en Figure 2.7.

Afin d’identifier la taille de la zone à exclure rint, les déformations mesurées par DIC
sont analysées (Figure 2.8). On considère que l’hypothèse de linéarité est valable pour
une déformation inférieure à 1%. L’identification de rint est illustrée sur la Figure 2.8. La
ligne tracée en noir correspond à la forme théorique d’une ligne d’isodéformation, dont
on a adapté la taille pour qu’elle corresponde à la limite de déformation à 1% sur les
données expérimentales. La valeur identifiée de rint est le rayon maximal de la forme
obtenue. Cette méthode donne un rayon intérieur de 150 pixels soit environ 2.7 mm. On
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FIGURE 2.8 – Choix de rint à partir d’un critère sur la déformation ε22. La déformation
est donnée en % au moment du début de la propagation.

FIGURE 2.9 – Identification de
rext à partir d’un critère sur la K-

dominance.

remarque que cette valeur est très grande, le critère de déformation à 1% est probablement
excessivement restrictif. Cette valeur est toutefois utilisée dans ce chapitre.

Le rayon extérieur est introduit afin d’exclure les zones où les effets de bord peuvent
être prédominants. Ces effets peuvent être représentés dans les séries de Williams par
les termes subsinguliers. Néanmoins, comme le but de la projection sur cette solution
est de déterminer les FIC, il est intéressant de se placer dans une zone où le terme qui
dépend des FIC est important. On cherche donc à caractériser la zone de K-dominance.
Pour cela, le déplacement vertical est tracé en fonction de la distance au front de fissure
sur une ligne perpendiculaire au chemin de fissure (Figure 2.9). Le déplacement de corps
rigide, c’est-à-dire le terme d’ordre 0, est soustrait au déplacement obtenu par corrélation
d’image. La zone de K-dominance est définie comme la plage de valeur de r sur laquelle il
est possible d’identifier une loi linéaire de pente 1/2 sur les courbes logarithmiques avec
un écart inférieur à 0.5 %. Cette méthode est illustrée pour un exemple en Figure 2.9
et donne rext = 600 px pour le point considéré. Cette même méthode est appliquée aux
trois éprouvettes testées et à différents stades de la propagation, pour trouver une valeur
minimale de 300 px. C’est cette valeur qui sera retenue pour réaliser la projection sur les
séries de Williams.
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FIGURE 2.10 – Courbes de charge obtenues pour les trois éprouvettes. (a) Force en
fonction du déplacement machine, (b) Force en fonction de l’ouverture de fissure.

2.4 Corrélation Essais-Calculs
Cette section est consacrée à la comparaison entre essais et calculs, qui permet d’iden-

tifier les paramètres matériaux et de tester des hypothèses de calcul. Les conclusions
présentées ici sont également valables pour d’autres matériaux comme cela a été présenté
dans l’article écrit dans le cadre de cette thèse [TRI 23]. Dans ce manuscrit, seuls les
résultats correspondant à la résine Visijet M3 Crystal, qui est le matériau utilisé dans les
chapitres suivants, sont présentés.

2.4.1 Identification des données matériaux
Dans le cadre de la MELR, le matériau est considéré comme linéaire élastique. Afin

de justifier cette hypothèse, les courbes de charge expérimentales sont données en Figure
2.10a. Elles présentent une phase linéaire avant la propagation, ce qui indique que les
conditions de l’essai permettent de considérer un matériau linéaire élastique. De plus, on
ne prend pas en compte les potentiels effets de la viscosité. Bien que des phénomènes de
relaxation puissent avoir lieu au sein de ce matériau, ils ne seront pas pris en compte car
la vitesse de chargement est fixée identiquement pour tous les essais et aucune phase de
décharge n’est étudiée. Enfin, le matériau est considéré comme homogène et isotrope.

L’identification des paramètres matériaux est faite à partir des données expérimentales
et des comparaisons avec des calculs. Afin de pouvoir discuter des hypothèses 2D et du
choix de conditions aux limites, l’identification des coefficients élastiques et de l’énergie
de rupture ne doit pas s’appuyer sur un modèle qui dépendrait de ces hypothèses.

2.4.1.1 Coefficients élastiques

Les coefficients élastiques sont généralement identifiés à partir de tests de traction.
Cependant, en raison de la viscosité du matériau, les résultats de tests de traction ne sont
valables que sur une plage restreinte de vitesse de déformation. Comme les éprouvettes CT
présentent un champ de déformation hétérogène, il n’est pas évident de choisir une vitesse
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FIGURE 2.11 – Schéma représentant les points de mesure de l’ouverture de fissure
(COD).

de sollicitation pour les tests de traction qui mèneraient à un comportement élastique
équivalent. Afin d’évaluer l’impact des effets de viscosité sur les coefficients élastiques, des
essais de traction ont été réalisés avec plusieurs vitesses de sollicitation. Un impact élevé
a été observé sur le module de Young : E = 0.97 GPa pour ε̇22 = 10−4s−1 et E = 1.19 GPa
pour ε̇22 = 10−3s−1. Il est donc préférable d’identifier le module de Young directement sur
les essais CT. En revanche, le coefficient de Poisson mesuré ne dépend pas de la vitesse
de sollicitation. Le coefficient de Poisson est donc issu des essais de traction :

ν = 0.49±0.02. (2.11)

On a donc un matériau proche de l’incompressibilité. Par la suite, les modèles 3D et
déformations planes seront donc dotés d’éléments finis hybrides permettant de représenter
les déformations isochores.

Pour identifier le module de Young sur les essais CT, un recalage des raideurs initiales
numériques et expérimentales est effectué. Deux possibilités correspondantes à deux fonc-
tions de raideurs distinctes sont explorées. La première fonction de raideur est S, présentée
en section 2.1.2, proportionnelle à F/U . La seconde raideur proposée est appelée SCOD :

SCOD = F

E · e · (COD) , (2.12)

où COD (Crack Opening Displacement) est le déplacement d’ouverture de fissure, c’est-
à-dire la différence de déplacement entre un point de la partie supérieure de l’entaille
et celui du point symétrique par rapport à la fissure. Ici, les points de mesure du COD
sont les points à l’angle de l’entaille, comme illustrés sur la Figure 2.11. Du point de vue
expérimental, cette grandeur est évaluée grâce à la corrélation d’image. Les courbes de
force en fonction de l’ouverture de fissure obtenues sont données en Figure 2.10b.

Comme indiqué précédemment, il est préférable de faire des identifications de pa-
ramètres matériau qui ne dépendent pas des hypothèses que l’on souhaite discuter. En
particulier, pour que le calcul ne dépende pas de l’hypothèse 2D choisie, la raideur numé-
rique est identifiée à partir de calculs 3D. Le maillage présenté en Figure 2.3 est extrudé
en introduisant 25 éléments dans la demi-épaisseur. La valeur du COD considérée est la
moyenne des ouvertures de fissure le long de l’épaisseur. Il est également souhaitable que
l’identification du module de Young ne dépende pas du choix de conditions aux limites
définies au paragraphe 2.2.3. L’influence de celles-ci sur les fonctions de raideur est alors
étudiée et les résultats sont présentés en Figure 2.12. Ils montrent que le type de modé-
lisation des conditions aux limites a une influence non-négligeable sur la raideur S, mais
n’a pas d’influence sur SCOD. C’est donc cette deuxième fonction qui est utilisée pour

49
Cette thèse est accessible à l'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2023ISAL0061/these.pdf 
© [J. Triclot], [2023], INSA Lyon, tous droits réservés



2. Étude de la fissuration d’une éprouvette issue de l’impression 3D

0.4 0.6 0.8 1

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

(a)

0.4 0.6 0.8 1

0

0.05

0.1

0.15

(b)

FIGURE 2.12 – Fonctions de raideur en fonction du type de conditions aux limites.
Les raideurs sont évaluées sur un calcul 3D, en faisant varier la longueur de fissure. (a)
Raideur calculée en fonction du déplacement machine, (b) Raideur calculée en fonction

de l’ouverture de fissure.

l’identification du module de Young.
Remarque : Sur les deux types de courbes de charges données (Figures 2.10a et 2.10b),
on observe une dispersion relativement élevée de la raideur initiale d’une éprouvette à
l’autre. Cette dispersion est à attribuer en majorité à des longueurs de fissure initiales
différentes et non à une diversité de comportement du matériau.

En pratique, la fonction de raideur initiale est identifiée numériquement en imposant la
longueur de fissure initiale mesurée par DIC avec un module de Young unitaire. La pente
de la fonction F = f(COD) expérimentale (Figure 2.10b) est estimée et le module de
Young correspondant est calculé à partir de l’équation (2.12). Cela mène à une mesure de
E par éprouvette testée. La valeur retenue est la moyenne des trois mesures et l’incertitude
est l’écart maximal à la moyenne :

E = 1.28±0.09 GPa. (2.13)

2.4.1.2 Énergie de rupture

L’énergie de rupture Gc est identifiée en estimant l’énergie dissipée lors de la propa-
gation de fissure. Pour cela, on fait l’hypothèse que la seule dissipation non nulle est issue
de la propagation de fissure à G = Gc. D’après la définition du taux de restitution de
l’énergie (Équation (1.13)), on a :

Gc =−1
e

∂P
∂a

. (2.14)

L’énergie potentielle est calculée à partir des courbes expérimentales (Figure 2.10a). À
chaque instant de la propagation, représenté par une force Fi et un déplacement ui,
l’énergie potentielle est l’énergie élastique moins le travail des forces extérieures :
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FIGURE 2.13 – Identification du taux de restitution d’énergie. (a) Schéma représentant
les calculs d’énergie à un instant donné de la propagation. (b) Énergie dissipée en fonction

de la longueur de fissure.

Pi = Eel
i −W ext

i = 1
2Fiui−

∫ ui

0
Fdu. (2.15)

Les énergies associées sont schématisées en Figure 2.13a. Les énergies ainsi calculées pour
les trois éprouvettes sont tracées en fonction des longueurs de fissure mesurées par DIC en
Figure 2.13b. L’énergie potentielle a bien une évolution affine par rapport à la longueur de
fissure, ce qui confirme l’hypothèse d’une propagation à G constant. La valeur de Gc est
identifiée en utilisant la pente de la courbe pour chaque éprouvette. La valeur retenue est
la moyenne des trois valeurs obtenues et l’incertitude est l’écart maximal à cette moyenne :

Gc = 1.15±0.02 kJ/m2. (2.16)

2.4.2 Hypothèses 2D

Comme la géométrie est invariante dans l’épaisseur si l’on considère que le front de fis-
sure est droit, il est intéressant de faire des modèles 2D afin de gagner en temps de calcul.
De plus, la DIC est une méthode intrinsèquement plane car les mesures sont faites en sur-
face. Pour ces deux raisons, se pose la question du formalisme 2D qui, en mécanique, offre
deux possibilités distinctes : les Contraintes Planes (CP) et Déformations Planes (DP).
En élasticité, le choix entre CP et DP se fait habituellement en comparant l’épaisseur aux
autres dimensions. En mécanique de la rupture, la présence de champs asymptotiques
complique cette question. Afin de faire le choix le plus pertinent possible, trois grandeurs
d’intérêt sont étudiées : la raideur de l’éprouvette, les champs de déplacement locaux et
l’énergie de rupture.
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FIGURE 2.14 – Modules de Young
identifiés en 2D avec hypothèses de
contraintes planes et déformations
planes comparées avec la valeur identi-

fiée en 3D.

2.4.2.1 Raideur de l’éprouvette

Le premier critère de décision s’appuie sur la raideur de l’éprouvette. On cherche à
comparer les raideurs 3D, CP et DP. Pour cela, l’identification du module de Young,
présentée au paragraphe 2.4.1.1, est réalisée à nouveau sur des modèles DP et CP. Les
modules de Young ainsi identifiés sont comparés à la valeur obtenue à partir d’un modèle
3D. Ces résultats sont donnés en Figure 2.14. Les intervalles de tolérance des modèles 3D
et CP se chevauchent grandement, tandis que les intervalles 3D et DP sont complètement
distincts. Par conséquent, le modèle de contraintes planes est plus apte à représenter la
raideur de l’éprouvette, ce qui est en accord avec le fait que l’épaisseur de l’éprouvette
soit relativement faible devant les autres dimensions.

2.4.2.2 Champ de déplacement en pointe de fissure

Dans le cas où l’on s’intéresse à des grandeurs locales comme les FIC, l’information sur
la raideur globale de l’éprouvette n’est pas suffisante : il faut également que les champs
asymptotiques en pointe de fissure soient bien représentés par l’hypothèse 2D choisie. Lors
de l’analyse par DIC, des champs de déplacements, a priori tridimensionnels, sont projetés
sur une solution 2D qui dépend du choix entre CP et DP. La comparaison des champs
asymptotiques en CP et DP avec les champs mesurés donne les éléments nécessaires pour
faire ce choix.

En pratique, la projection sur les séries de Williams est réalisée parallèlement en
DP et CP, et les champs projetés sont comparés avec les déplacements expérimentaux
initiaux. Ensuite, la moyenne spatiale de cette différence est calculée sur toute la zone de
projection. Les erreurs relatives ainsi obtenues sont tracées en fonction du déplacement
machine, pour les trois éprouvettes testées en Figure 2.15. L’algorithme de projection
sur les séries de Williams en DP présente une difficile convergence pour les coefficients de
Poisson s’approchant de 0.5. Ainsi, à titre d’exception pour le calcul qui suit, le coefficient
de Poisson utilisé sera de 0,48 (et non pas de 0.49 comme identifié au paragraphe 2.4.1.1).

La différence entre les champs mesurés et leur projection sur les séries de Williams
est plus élevée pour l’hypothèse des déformations planes pour les trois éprouvettes, et
tout au long de l’essai. Par conséquent, les champs mesurés localement sont plus proches
de la solution en CP que de la solution en DP. De plus, on peut noter que l’erreur de
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FIGURE 2.15 – Erreur relative de projection moyennée sur toute la zone en fonction
de l’avancée de la goupille mobile pour chaque éprouvette.

projection obtenue semble très répétable d’un essai à l’autre. Cela renforce l’idée que cet
écart mesuré peut servir de critère pour évaluer la pertinence de la solution asymptotique.

2.4.2.3 Énergie de rupture

Le dernier critère de choix d’hypothèse 2D pose la question de quelle hypothèse per-
met de représenter le processus de rupture dans son ensemble. Il s’appuie sur l’énergie de
rupture. Cette valeur a été identifiée au paragraphe 2.4.1.2 de façon idépendante de l’hy-
pothèse 2D. Il est également possible de faire une mesure qui dépend de cette hypothèse
en identifiant le FIC pendant la propagation et en déduisant l’énergie de rupture associée
grâce à la formule d’Irwin (1.20).

Le FIC en mode I est identifié par DIC en utilisant la projection sur les séries de
Williams. La valeur KI est liée au coefficient d’ordre un identifié par la projection par :

KI = b1Iµ
√

8π. (2.17)

Les FIC calculés en CP sont donnés en Figure 2.16a. La valeur de KIC est calculée
comme la moyenne de toutes les valeurs de KI mesurées après le début de la propagation.
On considère que la propagation a commencé lorsque la raideur a diminué de 5 % par
rapport à la raideur initiale. La dépendance de l’énergie de rupture obtenue au choix
entre CP et DP est alors double : la projection sur les séries de Williams donne des
résultats différents selon la solution choisie, et la formule d’Irwin s’exprime différemment.
Les résultats obtenus sont donnés en Figure 2.16b. L’incertitude des valeurs issues de la
DIC est calculée par propagation d’incertitudes sur KIC , E, et ν dans le cas DP.

Le domaine d’incertitude de la valeur identifiée en CP inclut la valeur de référence,
tandis que la valeur identifiée en DP est très éloignée : on constate un écart entre les
moyennes de plus de 100 %. L’hypothèse des contraintes planes est donc plus adaptée
pour représenter le phénomène de fissuration dans son ensemble.
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FIGURE 2.16 – Comparaison des énergies de rupture identifiées en 2D avec hypothèses
de contraintes planes et déformations planes, comparées avec la valeur identifiée en 3D.

(a) Identification de KIC en CP. (b) Comparaison DP/CP avec le 3D.

2.4.2.4 Discussion

Dans cette partie, trois méthodes pour discriminer entre les hypothèses 2D ont été
présentées en se basant sur la raideur, les champs de déplacement sur la surface libre à
proximité de la pointe de fissure, et l’énergie de rupture globale.

En mécanique des milieux continus, il est connu que les zones proches des surfaces libres
peuvent être représentées par un modèle de contraintes planes. Au cœur de l’éprouvette, à
l’inverse, c’est l’hypothèse de déformations planes qui est plus pertinente. Selon l’épaisseur
de la pièce étudiée, la zone proche du bord a une importance plus ou moins dominante,
ce qui mène à considérer un modèle CP pour les éprouvettes très fines et DP pour les
éprouvettes très épaisses. Cependant, l’épaisseur limite entre ces deux cas n’est pas définie
quantitativement. La première méthode de choix entre CP et DP présentée permet de
donner une réponse, car elle prend en compte l’épaisseur de la pièce et permet d’analyser
quantitativement les différences de raideur des modèles 3D, CP et DP.

L’utilisation de la DIC signifie que certains paramètres sont mesurés sur une surface
libre. À cet endroit, l’état de contrainte devrait a priori être plus proche des contraintes
planes que des déformations planes. Néanmoins, la présence de champs asymptotiques
complique cette question. En effet, il a été démontré par Bui [BUI 06] que cette solution
n’est pas exacte en contraintes planes, bien que tout de même adaptée dans certaines
situations. De plus, comme le montrent Bazant et Estenssoro [BAZ 78], l’ordre de la
singularité peut dépendre de la forme du front de fissure, et donc perturber l’état 2D. La
seconde méthode de choix entre CP et DP fournit un outil auto-cohérent pour évaluer
quelle hypothèse est la plus adaptée pour représenter les champs mesurés par DIC à
proximité de la pointe. L’hypothèse choisie mène ainsi à l’évaluation la plus précise du
FIC sur la surface libre. Cependant, il est possible que le FIC varie dans l’épaisseur.
La dernière méthode présentée permet de s’assurer que le FIC mesuré en surface est
représentatif du phénomène global de rupture.

Pour conclure sur le choix des hypothèses 2D, il s’agit d’un problème qui n’est pas
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trivial car la mécanique de la rupture s’appuie à la fois sur des valeurs locales et globales ;
or les valeurs locales ne sont disponibles qu’en surface. C’est pour cela qu’il faut vérifier
plusieurs aspects avant de prendre une décision. Si, pour des éprouvettes plus épaisses, les
trois critères ne pointent pas dans la même direction, cela signifie que le problème ne peut
pas être modélisé en 2D. Cependant, dans le cas présenté ici, tous les critères mènent à la
conclusion que l’hypothèse de contraintes planes est la plus adaptée. C’est donc celle-ci
qui sera utilisée par la suite.

2.4.3 Influence des conditions aux limites
Dans cette partie, la comparaison essai-calcul est réalisée en se concentrant sur la

mesure de KI dans une situation donnée. Le but est de déterminer quelle modélisation
du chargement est capable de reproduire les résultats expérimentaux. C’est pourquoi on
prend le FIC identifié par projection sur les séries de Williams des champs issus de la DIC
comme référence. Comme motivé dans la section précédente, on choisit l’hypothèse des
contraintes planes.

Au niveau de la simulation, on se place dans une configuration similaire à celle des
mesures expérimentales : les longueurs de fissures testées sont celles issues de la DIC et le
chargement est celui mesuré par la machine de traction au moment de la prise de photo.
Des conditions aux limites en force imposée et déplacement imposé sont testées.

2.4.3.1 Conditions aux limites en déplacement imposé

L’effet des Conditions aux Limites (CL) en déplacement imposé est présenté en Figure
2.17. Les quatre CL sur les goupilles présentées au paragraphe 2.2.3, ainsi que les CL
réelles issues de la DIC sont testées. L’évolution du FIC obtenu est comparée avec les
valeurs expérimentales, obtenues par projection sur les séries de Williams des champs de
DIC. Dans la première colonne (Figure 2.17a, 2.17c et 2.17e), on se concentre sur les CL
sur les goupilles. La seconde colonne (Figure 2.17b, 2.17d et 2.17f) met en évidence la
comparaison avec les CL issues de la DIC.

On s’intéresse dans un premier temps aux résultats de la première colonne. Les dif-
férents types de CL testées mènent à des résultats très différents les uns des autres, et
aucun modèle ne permet de reproduire parfaitement la valeur expérimentale durant l’in-
tégralité de la propagation. Lors de la phase linéaire, avant le début de la propagation, le
modèle de contact sans frottement donne un résultat proche de la valeur expérimentale.
Les modèles avec mouvement de corps rigide et déplacement ponctuel représentent respec-
tivement une borne supérieure et inférieure des résultats obtenus. Cependant, pendant la
phase de propagation, le modèle de contact sans frottement ne permet plus de représenter
les évolutions du FIC obtenu par DIC. La valeur expérimentale sort également des bornes
définies par les CL de mouvement de corps rigide et de déplacement ponctuel.

Dans la seconde colonne, les quatres conditions aux limites sont remplacées par la
plage de valeur couverte par les bornes (mouvement de corps rigide et déplacement ponc-
tuel) pour mettre en avant la comparaison avec le modèle utilisant les CL issues de la
DIC. Dans les trois cas présentés, ce dernier modèle permet de reproduire les résultats
expérimentaux avec une très grande précision, y compris à la fin de la propagation. Les
écarts des différents modèles aux valeurs expérimentales au dernier point de mesure sont
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donnés dans le Tableau 2.1. Le modèle avec les conditions aux limites issues de la DIC
présente une imprecision inférieure à 5 % tandis qu’une erreur de 9 % a été observée pour
le modèle avec CL sur la goupille.

Éprouvette Écart entre les valeurs expé-
rimentales et le modèle avec
les CL sur les goupilles

Écart entre les valeurs expé-
rimentales et le modèle avec
les CL issues de la DIC

CT 1 1 % 1 %
CT 2 9 % 4%
CT 3 6 % 4%

TABLEAU 2.1 – Écarts du FIC mesuré par différents modèles par rapport à la valeur
expérimentale au dernier point de mesure effectué.

2.4.3.2 Conditions aux limites en force imposée

Il a été noté au paragraphe 2.4.1.1 (Figure 2.12a), que la raideur dépendait grande-
ment du type de conditions aux limites utilisé. Pour s’affranchir de cette dispersion, des
modèles à force imposée sont testés. Par ailleurs, dans ce cas, on s’affranchit également
de l’hypothèse 2D choisie, car le facteur d’intensité des contraintes en fonction de la force
est indépendant du choix entre CP et DP. Les trois conditions aux limites testées sont
comparées en Figure 2.18a. Ce graphique montre que tous les modèles mènent à la même
valeur du FIC. Dans la suite de l’analyse, une seule modélisation est conservée, celle du
mouvement de corps rigide.

Les trois autres graphiques de la Figure 2.18 présentent la comparaison entre le modèle
éléments finis avec force imposé, la valeur expérimentale issue de la DIC et la formule
donnée dans les normes ASTM E1820-09 et ASTMD5045-14, et par Tada et al. [TAD 10] :

KI = F

e
√
W

(2 + a
W )(0.886 + 4.64 a

W −13.32( a
W )2 + 14.72( a

W )3−5.6( a
W )4)

(1− a
W )3/2 . (2.18)

Le modèle à force imposée est compatible avec les résultats expérimentaux dans la
phase linéaire, mais pas dans la phase de propagation. Les écarts mesurés au dernier
point de mesure sont de 5 % pour CT 1, 20 % pour CT 2 et 16 % CT3. La formule
donne des résultats sensiblement similaires au modèle éléments finis, c’est-à-dire proche
de l’expérimental dans la phase linéaire, mais pas durant la propagation.

2.4.3.3 Discussion

Dans cette étude, les résultats expérimentaux ont été retrouvés avec un haut niveau
de précision par le modèle avec conditions aux limites issues de la DIC. Cela valide la
pertinence du modèle éléments finis, notamment l’hypothèse du comportement matériau
linéaire élastique, homogène et isotrope. Les écarts observés entre les résultats expérimen-
taux et les autres modèles sont donc uniquement dus à la modélisation des conditions aux
limites.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

FIGURE 2.17 – Conditions aux limites en déplacement imposé comparées aux résultats
expérimentaux. (a-b) : éprouvette CT 1, (c-d) : éprouvette CT 2, (e-f) : éprouvette CT
3. La première colonne (a, c et e) montre la comparaison des CL sur les goupilles. La

seconde colonne (b, d et f) montre la comparaison avec les CL issues de la DIC.
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(a) (b)

(c) (d)

FIGURE 2.18 – Conditions aux limites en force. (a) : Comparaison des différents modèles
sur l’exemple de la CT 1. (b-d) Comparaison du modèle éléments finis avec les données
expérimentales et la formule donnée dans les normes ASTM E1820-09 et ASTM D5045-14.

(b) éprouvette CT 1, (c) éprouvette CT 2, (d) éprouvette CT 3.
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Bilan sur le problème de référence

Module de Young (E) 1.28±0.09 GPa
Coefficient de Poisson (ν) 0.49±0.02
Énergie de rupture (Gc) 1.15±0.02 kJ/m2

TABLEAU 2.2 – Coefficients matériau identifiés lors de la corrélation essai-calcul du
problème de référence.

Lors de la phase linéaire, le résultat obtenu dépend du type de conditions aux limites
lorsqu’un déplacement est imposé, mais pas lorsqu’une force est appliquée. Ce résultat
est en adéquation avec le principe de Saint Venant [SAI 55]. Les modèles à force imposée
permettent de retrouver les résultats expérimentaux dans la phase linéaire, ce qui valide
le module de Young identifié.

Pendant la propagation, seules les conditions aux limites issues de la DIC permettent
de reproduire les résultats expérimentaux. Le principe de Saint Venant est ici mis en défaut
car des écarts entre des conditions aux limites simplifiées et réelles sont observées. Cette
observation souligne que le problème de propagation de fissure est fondamentalement
différent du problème d’élasticité avec une fissure stationnaire.

2.5 Bilan sur le problème de référence
Dans ce chapitre, les méthodes relatives à la propagation de fissure sont présentées.

Ces méthodes seront utilisées dans la suite de la thèse. Numériquement, l’algorithme par
longueur d’arc sera utilisé au Chapitre 4 pour étudier l’effet de zones architecturées. Le
montage expérimental présenté sera également réutilisé au Chapitre 5 pour valider les
résultats numériques.

L’étude du problème de référence a permis d’identifier des paramètres matériau. Les
lois de comportements utilisées dans le reste de ce manuscrit seront donc basées sur ces
valeurs, récapitulées dans le Tableau 2.2.

Le choix de l’hypothèse 2D a été fait à la lumière de trois comparaisons, qui permettent
de s’assurer que tout le phénomène de fissuration est bien pris en compte. Pour l’épaisseur
choisie, les conditions de contraintes planes sont ici les plus pertinentes. C’est donc cette
hypothèse qui sera utilisée par la suite, que ce soit dans les calculs éléments finis ou dans
l’analyse des données expérimentales.

L’étude de l’influence des conditions aux limites a permis de mettre en avant une
sensibilité du modèle de propagation à celles-ci, qui n’existe pas dans la phase linéaire.
Les conditions aux limites simplifiées mènent à des résultats parfois erronés lors de la
propagation. Cet aspect n’est pas reproductible d’un essai à l’autre. Il est donc difficile à
prévoir. Cette étude sert ici d’avertissement sur l’utilisation de systèmes de chargement
à base de goupille. Bien que très adapté à créer des configurations stables, ce système
présente une variabilité des conditions exactes de contact qui se traduisent par une diffi-
cile modélisation des conditions aux limites. Dans le cadre de cette thèse, on est amené à
faire de la prospection numérique. Pour cela, le choix de conditions aux limites ne peut
s’appuyer sur les champs issus de la DIC, car ce modèle nécessite des données expérimen-
tales. Les conditions aux limites simplifiées seront donc utilisées en gardant en mémoire
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que cela peut mener à des erreurs dans certains cas. La validation expérimentale reste
donc obligatoire pour s’assurer que la prédiction réalisée est proche de la réalité.
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Chapitre 3

Homogénéisation par éléments finis

Ce chapitre présente le modèle et l’implémentation d’un algorithme d’homogénéisation li-
néaire élastique. La méthode présentée ici permet en trois calculs éléments finis d’identifier
la loi de comportement effective à l’échelle macroscopique. Trois types de chargement sont
testés et le choix des conditions aux limites périodiques est justifié. La méthode est appliquée
à des matériaux architecturés à architecture hexagonale bidimensionnelle pour en extraire
les paramètres matériaux à l’échelle effective.
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3. Homogénéisation par éléments finis

3.1 Modèle d’homogénéisation asymptotique par élé-
ments finis

Dans ce chapitre, le modèle permettant le calcul de la loi de comportement équivalente
à l’échelle macroscopique d’un matériau architecturé est décrit. Au chapitre 1 (1.2.4.1),
de nombreuses familles de méthodes d’homogénéisation ont été présentées. La méthode
choisie ici est l’approche asymptotique linéaire avec résolution par éléments finis. Cette
approche a été détaillée par exemple dans les ouvrages de Yvonnet [YVO 19] et Bornert
[BOR 01]. La raison de ce choix est la possibilité de représenter le comportement exact de
la zone. Un des avantages recherchés est qu’on ne suppose pas a priori l’isotropie de la loi
de comportement équivalente. L’approche linéaire d’ordre un est utilisée car elle permet
d’avoir des résultats assez précis avec un nombre raisonnable de calculs éléments finis et
un formalisme relativement simple.

On s’intéresse ici au comportement élastique des matériaux architecturés. En lien avec
les hypothèses utilisées dans cette thèse, le comportement en plasticité et la viscosité ne
sont pas étudiés. D’autre part, les phénomènes de flambages des matériaux architecturés
sont beaucoup étudiés dans la littérature [COM 16], mais cet effet sera négligé ici, car l’on
considère que les chargements sont uniquement de la tension et non de la compression.

3.1.1 Problème à deux échelles
3.1.1.1 Définition des échelles

Afin de présenter le modèle d’homogénéisation, on se place sur l’étude d’un VER Ω.
Ce domaine est constitué d’un matériau hétérogène connu. La frontière de ce domaine
sera notée ∂Ω. La contrainte à l’échelle microscopique est notée σ et la déformation ε.
Ces grandeurs sont liées par :

σ(x) = C(x) : ε(x) (3.1)

C(x) est le tenseur d’élasticité, qui dépend de la position dans le cas d’un matériau
hétérogène. Il est considéré connu.

L’homogénéisation consiste à définir des grandeurs macroscopiques σM et εM ,
constantes dans le domaine d’étude. L’objectif est de déterminer le tenseur d’élasticité
homogénéisé CH tel que :

σM = CH : εM (3.2)

3.1.1.2 Condition de Hill-Mandel

Afin de définir des relations de changement d’échelle cohérentes avec les lois de la
thermodynamique, le bilan énergétique doit être conservé. L’énergie totale de déformation
du VER étudié s’écrit de la manière suivante :

Etot = 1
2

∫
Ω
σ : ε dV (3.3)

Il est également possible d’identifier l’énergie totale à partir des données macroscopiques :
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Modèle d’homogénéisation asymptotique par éléments finis

Etot = |Ω|2 σ
M : εM (3.4)

où |Ω| représente le volume du solide. La conservation d’énergie lors du changement
d’échelle mène au lemme de Hill-Mandel [HIL 63]. Celui-ci s’écrit, en introduisant l’opé-
rateur moyenne sur Ω comme < ·>Ω= 1/|Ω|

∫
Ω · dV , de la manière suivante :

Lemme de Hill-Mandel

σM : εM =< σ : ε>Ω (3.5)
Cette équation représente la conservation d’énergie lors du changement d’échelle.
Elle doit être respectée lors de la définition de grandeurs macroscopiques.

3.1.1.3 Identification de la loi de comportement macroscopique

Afin d’identifier CH , un modèle d’homogénéisation doit contenir les ingrédients sui-
vants :

— Une définition de la contrainte macroscopique en fonction de la contrainte à l’échelle
microscopique.

— Une définition de la déformation macroscopique en fonction de la déformation à
l’échelle microscopique.

— La définition d’un ensemble de problèmes éléments finis permettant d’identifier
toutes les composantes de CH .

Le dernier élément mérite une discussion particulière. Pour définir ces problèmes élé-
ments finis, il faut déterminer les conditions aux limites à appliquer à Ω, c’est-à-dire un
ensemble de force ou déplacement imposé sur la frontière de ce domaine. Afin de définir
le nombre de calcul à réaliser, il faut étudier les dimensions du problème. CH est un
tenseur d’ordre quatre et de dimension trois, ce qui veut dire qu’il contient 81 compo-
santes. Cependant, l’équilibre en moment à l’échelle macroscopique impose σM

ij = σM
ji . On

en déduit la symétrie suivante pour le tenseur d’élasticité CH
ijkl =CH

jikl. D’autre part, si la
définition du tenseur de déformation macroscopique conserve la propriété de symétrie de
ε, on a également CH

ijkl = CH
ijlk. Cela permet de réduire le nombre de composantes indé-

pendantes à 36. Enfin, il existe une symétrie mineure qui impose CH
ijkl =CH

klij ce qui mène
au final à 21 composantes indépendantes. Ce nombre peut encore être réduit en faisant
des hypothèses sur les symétries du milieu architecturé, mais il est possible de créer un
modèle d’homogénéisation avec ces seules hypothèses. En pratique, les 36 composantes
sont évaluées et la symétrie mineure est vérifiée a posteriori. L’équation (3.2) correspond
à six équations scalaires indépendantes. Il faut donc réaliser six calculs éléments finis pour
avoir les 36 composantes. Lors de la description des problèmes élastiques à résoudre, il
faut s’assurer que cela mène à 36 équations linéairement indépendantes.

Par la suite, on définit deux approches, une en déformation et une en contrainte,
contenant les trois ingrédients évoqués pour définir le problème d’homogénéisation.
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3. Homogénéisation par éléments finis

3.1.2 Approche en déformation
3.1.2.1 Déformation moyenne

Dans cette première approche, la déformation macroscopique est définie comme la
moyenne des déformations locales. La déformation microscopique peut alors s’écrire
comme une décomposition en terme moyen et une fluctuation :

ε(x) = εM +ε′(x) (3.6)
Le déplacement correspondant s’écrit :

u(x) = εMx+u′(x) (3.7)
Le fait d’avoir < ε >Ω= εM impose que la moyenne des fluctuations de déformation

est nulle, ce qui peut être développé de la manière suivante :

< ε′ >Ω= 0⇔ 1
2|Ω|

∫
Ω

(
∇u′+∇Tu′

)
dV = 0

⇔
∫

∂Ω

(
u′⊗n+n⊗u′

)
dS = 0

(3.8)

La dernière équation présente la condition sous laquelle la déformation macroscopique
peut être calculée comme la moyenne des déformations. Il s’agit d’une condition sur les
bords du domaine, cela permet donc de définir quelles conditions aux limites utiliser pour
les calculs éléments finis. La façon la plus simple de respecter cette condition est de définir
que la fluctuation du déplacement u′ est nulle sur les bords du domaine. Cette condition
aux limites est appelée Déformation Homogène (DH) et s’écrit de la manière suivante :

Conditions aux limites de Déformation Homogène (DH)

Le déplacement est imposé sur tous les bords du domaine et respecte :

u|∂Ω = εM ·x (3.9)

Il faut alors tester six valeurs de εM . Pour s’assurer d’obtenir des équations linéairement
indépendantes, il faut que les valeurs choisies constitue une base de l’espace correspondant
aux tenseurs d’ordre deux symétriques en trois dimensions. La base utilisée ici est :

εM
1 =

1 0 0
0 0 0
0 0 0

 , εM
2 =

0 0 0
0 1 0
0 0 0

 , εM
3 =

0 0 0
0 0 0
0 0 1

 ,

εM
4 = 1

2

0 0 0
0 0 1
0 1 0

 , εM
5 = 1

2

0 0 1
0 0 0
1 0 0

 , εM
6 = 1

2

0 1 0
1 0 0
0 0 0


(3.10)

Une seconde façon de respecter la condition (3.8) est d’imposer les déplacements pé-
riodiques sur la frontière du domaine. Cela veut dire que l’on peut décomposer ∂Ω en
une partie Γ+ et une partie Γ− contenant un ensemble de surfaces identiques deux à deux
comme illustré en Figure 3.1. Ce cas est appelé Déformation Périodique (DPer) et s’écrit :
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Modèle d’homogénéisation asymptotique par éléments finis

FIGURE 3.1 – Schéma représentant
les conditions aux limites périodiques :
la décomposition de la frontière en une
partie Γ+ et une partie Γ− et la pério-
dicité de la fluctuation de déplacement

u′.

Conditions aux limites de Déformation Périodique (DPer)

A chaque point du bord Γ+ est associé un point de Γ−. Les fluctuations de dépla-
cement s’écrivent :

u′+ = u′− (3.11)
La condition à imposer à ces nœuds est donc que les déplacements vérifient :

u+−u− = εM · (x+−x−) (3.12)

Les déformations macroscopiques imposées sont les mêmes que dans le cas DH.

3.1.2.2 Définition de la contrainte macroscopique

A partir de la définition de la déformation macroscopique et des conditions aux limites
compatibles avec cette définition, on cherche à exprimer la contrainte macroscopique pour
que la condition de Hill-Mandel (3.5) soit respectée. La somme des énergies de déformation
à l’échelle microscopique s’écrit :

1
2

∫
Ω
σ : ε dV = 1

4

∫
Ω

(
σ :∇u+σ :∇Tu

)
dV (3.13)

On transforme cette expression en utilisant les équations d’équilibre à l’échelle micro-
scopique, qui imposent que σ soit symétrique et que divσ = 0. Puis le théorème de la
divergence est utilisé :

∫
Ω
σ : ε dV =

∫
Ω
σ :∇u dV

=
∫

Ω
div (σ ·u)dV

=
∫

∂Ω
u ·σ ·n dS

(3.14)

On écrit ensuite le déplacement en utilisant la décomposition (3.7) :
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3. Homogénéisation par éléments finis

∫
Ω
σ : ε dV =

∫
∂Ω
u ·σ ·n dS

=
∫

∂Ω

(
εM ·x+u′

)
·σ ·n dS

= εM :
∫

∂Ω
σ⊗x ·n dS+

∫
∂Ω
u′ ·σ ·n dS

(3.15)

Le second terme est nul dans le cas des conditions aux limites de DH. Dans le cas des
conditions aux limites périodiques, ce terme est nul si le σ ·n est anti-périodique, ce qui
est le cas lorsque le milieu est réellement périodique. C’est ce que l’on considérera ici.
L’énergie peut donc s’écrire :∫

Ω
σ : ε dV = εM :

∫
Ω
div(σ⊗x) dV

= εM :
∫

Ω
σ dV

(3.16)

L’écriture du Lemme de Hill-Mandel permet alors de définir la contrainte équivalente :

σM : εM = εM :< σ >Ω

⇒ σM =< σ >Ω
(3.17)

3.1.3 Approche en contrainte
3.1.3.1 Contrainte moyenne

Dans cette seconde approche, la contrainte macroscopique est définie a priori comme
la moyenne des contraintes locales. La contrainte microscopique peut alors s’écrire comme
une décomposition en terme moyen et une fluctuation :

σ = σM +σ′ (3.18)
La moyenne des fluctuations est nulle si :∫

∂Ω
σ′⊗x ·n dV = 0 (3.19)

Comme dans le cas de l’approche en déformation, on a une condition sur les bords du
domaine qui sert à définir les conditions aux limites à utiliser. Une solution possible est
d’imposer σ′ ·n= 0 sur la frontière du domaine. Cette condition aux limites est appelée
Contrainte Homogène (CH) et s’écrit :

Conditions aux limites de Contrainte Homogène (CH)

L’effort est imposé sur les bord du domaine et respecte :

t|∂Ω = σM ·n (3.20)

Pour rendre le problème bien posé, il faut au moins une condition aux limites en
déplacement, on impose alors que le déplacement moyen de la frontière soit nul.

Les valeurs de σM testées sont :
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Implémentation

σM
1 =

1 0 0
0 0 0
0 0 0

 , σM
2 =

0 0 0
0 1 0
0 0 0

 , σM
3 =

0 0 0
0 0 0
0 0 1

 ,

σM
4 =

0 0 0
0 0 1
0 1 0

 , σM
5 =

0 0 1
0 0 0
1 0 0

 , σM
6 =

0 1 0
1 0 0
0 0 0


(3.21)

3.1.3.2 Définition de la déformation macroscopique

Comme pour l’approche précédente, on utilise la condition de Hill-Mandel pour définir
la déformation macroscopique. L’énergie s’écrit toujours :

1
2

∫
Ω
σ : ε dV = 1

2

∫
∂Ω
u ·σ ·n dS

= 1
2

∫
∂Ω
σ : 1

2 (u⊗n+n⊗u)dS
(3.22)

Les conditions aux limites de CH permettent d’écrire :∫
Ω
σ : ε dV = σM :

∫
∂Ω

1
2 (u⊗n+n⊗u)dS

= σM :
∫

Ω
ε dV

(3.23)

En écrivant la condition de Hill-Mandel, on en déduit que la déformation macroscopique
compatible avec cette approche en contrainte est la moyenne des déformations :

σM : εM = σM :< ε>Ω

⇒ εM =< ε>Ω
(3.24)

3.2 Implémentation
Aux vues des géométries que l’on souhaite étudier dans cette thèse, l’implémentation

est réalisée en 2D. L’hypothèse des contraintes planes est choisie, en lien avec les conclu-
sions du Chapitre 2. L’extension de ce code en 3D ne pose pas de difficulté spécifique. Le
nombre de cas de chargement à tester est alors réduit au nombre de trois : traction dans
les deux directions du plan et cisaillement dans le plan.

L’ensemble de la méthode est illustré en Figure 3.2. La programmation est réalisée
dans Matlab et utilise le logiciel éléments finis Abaqus. Un premier fichier Abaqus est
généré avec la géométrie du volume étudié, les données des matériaux constitutifs et un
maillage. Ensuite, une fonction codée dans matlab identifie les bords du domaine et impose
les conditions aux limites DH, DPer ou CH, et génère un fichier par chargement. Puis, les
problèmes éléments finis sont résolus sur Abaqus, les moyennes spatiales des contraintes
et déformations sont calculées et le tenseur élastique équivalent est identifié.

Dans le cas des matériaux poreux, quelques précisions sont nécessaires. Le milieu hé-
térogène est constitué de deux phases dont l’une a une souplesse infinie. Le vide fait donc
intégralement partie du modèle : les moyennes des champs doivent prendre en compte
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3. Homogénéisation par éléments finis

FIGURE 3.2 – Schéma représentant la méthode de calcul du comportement élastique
équivalent. Illustré sur un cas de chargement en déformation homogène avec E = 1 GPa

et ν = 0.49.
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Application à des motifs hexagonaux

cette phase également. Cela ne pose pas de problème pour le calcul de la contrainte ma-
croscopique, car les zones poreuses peuvent être considérées comme des zones de raideur
nulle. Pour le calcul de la déformation macroscopique, en revanche, cela est plus pro-
blématique. Une solution simple à ce problème est de mailler également le vide et d’y
appliquer un module de Young très faible devant celui du matériau constitutif. L’autre
problématique est la présence de vide sur la bordure du domaine. Cela pose notamment
problème lors de l’application de conditions aux limites en contrainte, ce qui, appliqué à
un milieu sans raideur mène à une déformation infinie. Pour remédier à cela, il est possible
de redécouper la cellule élémentaire afin que celle-ci ait un contour homogène plein. Dans
ce cas, il n’est plus nécessaire de mailler le vide, car la déformation moyenne peut être
calculée grâce au théorème de la divergence :

< ε′ >Ω= 1
2|Ω|

∫
∂Ω

(u⊗n+n⊗u)dS (3.25)

Le second aspect qui mérite d’être discuté est l’application des conditions périodiques.
Une précaution doit être prise sur le maillage des bords du domaine : un maillage régulier
est imposé pour que l’on puisse associer les nœuds deux par deux. Les conditions aux
limites périodiques sont définies par ensemble de deux nœuds ; pour lier ces nœuds la
fonction equation d’Abaqus est utilisée. Malheureusement, il n’est pas possible avec cette
méthode de définir une équation ayant un second membre : les équations doivent s’écrire
sous la forme ∑iαiui = 0 avec αi des coefficients définis par l’utilisateur. La solution
proposée ici est de définir un nœud de référence par paire de nœuds à joindre, pas attaché
à la géométrie, auquel on applique comme déplacement le second membre de l’équation
(3.12) : εM (x+−x−). L’équation (3.12) peut ainsi être implémentée dans le formalisme
d’Abaqus.

Les codes Matlab développés pour cette méthode sont donnés en Annexe C pour le
cas des conditions aux limites périodiques.

3.3 Application à des motifs hexagonaux
Dans cette partie, les trois méthodes (DH, DPer et CH) sont appliquées à une géométrie

paramétrée et les résultats sont présentés. Les contraintes sont adimensionnées par le
module de Young du matériau constitutif de telle sorte que les résultats présentés ne
dépendent pas de cette grandeur. Le coefficient de Poisson choisi est ν = 0.49 en lien avec
le matériau utilisé expérimentalement dans le reste de cette thèse.

3.3.1 Description des motifs
Le motif choisi ici est un pavage hexagonal du fait de son utilisation fréquente dans la

littérature [GIB 97]. Les paramètres définissant sa géométrie sont définis en Figure 3.3.
Dans cette étude, il a été choisi de faire varier l’angle de l’hexagone tout en gardant la
même taille de cellule élémentaire et la même porosité. Le calcul des dimensions corres-
pondantes est donné en Annexe D. Les différentes géométries obtenues pour une porosité
de p= 0.55 pour un angle variant entre −40 et 60° sont données en Figure 3.4.
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3. Homogénéisation par éléments finis

FIGURE 3.3 – Dimensions du pavage
hexagonal paramétrisé étudié.

FIGURE 3.4 – Géométries obtenues en imposant une porosité constante p = 0.55, une
taille de cellule constante et un angle θ variant entre −40 et 60 °.

3.3.2 Comparaison des méthodes

Afin de comparer les modèles d’homogénéisation, on se concentre ici sur la géométrie
θ = 40°. En lien avec ce qui a été dit au paragraphe 3.2, la cellule étudiée pour l’approche
en contrainte est légèrement différente afin d’avoir un contour homogène. Les déformées
obtenues pour les trois chargements pour les trois méthodes dans le cas d’une cellule
contenant quatre hexagones est donnée en Figure 3.5. Les formes déformées observées sont
relativement similaires pour les trois méthodes pour les chargements 1 et 2 (chargements
de traction). Il existe tout de même des effets de bords qui diffèrent d’une méthode à
l’autre. C’est particulièrement le cas du modèle CH où, par exemple, l’hexagone en bas à
gauche pour le chargement 1 a une déformée différente de celle que l’on peut observer pour
les autres méthodes. Au niveau du chargement de cisaillement, les trois méthodes donnent
des formes très différentes et seule la méthode DPer donne une même déformation pour
tous les hexagones de la cellule.

On étudie ensuite l’influence de la taille du domaine sur lequel on effectue l’homogé-
néisation. On garde une cellule carrée et l’on duplique le motif dans les deux directions.
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Application à des motifs hexagonaux

FIGURE 3.5 – Déformées pour les différentes conditions aux limites pour les trois
chargements nécessaires à l’homogénéisation en 2D.

Afin d’observer une seule grandeur scalaire, la valeur étudiée est la norme du tenseur
d’élasticité équivalent, définie pour la notation de Voigt comme :

‖C‖= tr (C ·C) (3.26)

où tr représente l’opérateur trace. Les résultats, adimensionnés par la norme du matériau
constitutif sont donnés en Figure 3.6.

Les trois méthodes donnent des résultats sensiblement différents, mais semblent tous
converger, plus ou moins vite, vers une même valeur pour une taille de cellule très grande.
Les tenseurs d’élasticité obtenus pour le cas DPer ne dépendent quasiment pas de la taille
de cellule. Cela est dû au fait que les conditions aux limites périodiques représentent
un milieu périodique infini, c’est donc la valeur la plus proche du CH que l’on cherche.
D’autre part, sur la Figure 3.6, pour toutes les tailles de cellule testées, on observe l’ordre
suivant :

‖CH
CH‖< ‖CH

DP er‖< ‖CH
DH‖ (3.27)

Ce résultat est en adéquation avec le fait, démontré par Huet [HUE 90], que le modèle
CH représente une borne inférieure de la raideur et le modèle DH une borne supérieure.

Au final, le modèle avec les conditions aux limites périodiques semble le plus perfor-
mant car il permet, avec une cellule élémentaire très petite de représenter le comportement
effectif. En effet, avec seulement quatre hexagones dans la cellule, la valeur obtenue est
dans l’intervalle représenté par les bornes des modèles CH et DH calculé pour 144 motifs.
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3. Homogénéisation par éléments finis
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FIGURE 3.6 – Norme du tenseur
d’élasticité obtenu par les différentes mé-
thodes en fonction de la taille du do-

maine étudié.

Le fait de travailler avec quatre motifs au lieu de 144 diminue fortement la complexité du
modèle et donc le temps de calcul.

3.3.3 Calcul des coefficients équivalents
Une fois le tenseur d’élasticité identifié, il est intéressant d’extraire des grandeurs

relatives au comportement élastique et parlantes dans le monde des sciences de l’ingénieur
comme les modules de Young, coefficients de Poisson et modules de cisaillement. Pour cela,
il faut décider sur quelle loi de comportement on va projeter les résultats numériques,
notamment au niveau des hypothèses d’anisotropie. Pour θ = 40 °, l’homogénéisation
donne le tenseur de raideur écrit en notation de Voigt suivant :

CH = E

 0.138 0.115 2 ·10−6

0.115 0.271 1 ·10−5

2 ·10−6 1 ·10−5 0.0487

 (3.28)

On obtient une matrice symétrique, ce qui vérifie la symétrie mineure, évoquée au pa-
ragraphe 3.1.1.3. De plus, aux vues des différences d’ordre de grandeurs avec les autres
composantes on peut considérer que CH

13 = CH
23 = 0. La matrice a donc 4 composantes

différentes, que l’on considère indépendantes. Cela correspond à une loi de comportement
orthotrope, ce qui est cohérent avec les symétries du motif. Ce raisonnement est également
valable pour les autres valeurs de θ.

La loi de comportement élastique linéaire orthotrope s’écrit en contraintes planes : εM
11
εM

22
2εM

12

=

 1/E1 −ν21/E2 0
−ν12/E1 1/E2 0

0 0 1/µ12


σ

M
11
σM

22
σM

12

 (3.29)

Cette loi fait intervenir deux modules de Young correspondant aux deux directions du
plan E1 et E2, un module de cisaillement µ12 et deux coefficients de Poisson ν12 et ν21.
On a donc cinq paramètres matériaux. Cependant, la symétrie mineure impose :

ν12
E1

= ν21
E2

, (3.30)

on a donc quatre coefficients indépendants : E1, E2, ν12 et µ12.
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Application à des motifs hexagonaux
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FIGURE 3.7 – Coefficients équivalents obtenus. E et µ représentent les modules d’élas-
ticité du matériau constitutif.

La loi (3.29) est écrite en souplesse donc, pour faire l’identification, on commence par
inverser la matrice CH obtenue par homogénéisation. Puis, on résout le système à quatre
équations et quatre inconnues pour trouver E1, E2, ν12 et µ12. Cela ne serait pas possible
en déformations planes car l’expression de la loi de comportement fait alors apparaitre
des coefficients hors plans E3, ν13 et ν23.

Les résultats des coefficients équivalents calculés pour différentes valeurs de l’angle θ
sont données en Figure 3.7. Ces résultats respectent la borne de Voigt car E1/E, E2/E
et µ12/µ sont inférieurs à 1−p = 0.45. Le coefficient de Poisson respecte la condition de
stabilité qui stipule ν2

12 < E1/E2. On observe également des comportements qui varient
grandement avec l’angle de l’hexagone, quand bien même ces matériaux présentent les
mêmes phases en les mêmes proportions. Enfin, on remarque que pour θ ≤ 20°, on a
ν12 < 0. Ce comportement est appelé auxétisme, il correspond à un matériau dont la
section transverse augmente lorsqu’il est soumis à une traction. Une illustration de ce
phénomène est donnée en Figure 3.8.
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3. Homogénéisation par éléments finis

FIGURE 3.8 – Illustration du comportement auxétique sur un matériau contenant le
pavage hexagonal avec θ =−40°.

3.4 Bilan sur l’homogénéisation linéaire élastique
La méthode d’homogénéisation présentée ici permet, en trois calculs éléments finis

linéaires élastiques, de calculer le comportement effectif d’une zone architecturée bidi-
mentionnelle. L’utilisation des conditions aux limites périodiques permet de limiter gran-
dement la taille des problèmes numériques à résoudre.

L’application des méthodes d’homogénéisation a des structures hexagonales pério-
diques a permis de comparer les méthodes et de mettre en évidence les avantages du
modèle utilisant les conditions aux limites périodiques. Cela a aussi permis d’illustrer la
diversité des comportements effectifs possibles des matériaux architecturés. En effet, à
partir d’un même matériau, réparti en une même densité moyenne sur tout le domaine,
des comportements effectifs très différents ont été identifiés. En particulier, alors que le
matériau constitutif a un coefficient de Poisson de 0.49, la valeur du coefficient de Pois-
son effectif varie énormément et peut même prendre des valeurs négatives. On montre
ainsi qu’à partir d’un matériau homogène isotrope, on peut obtenir des comportement
orthotropes très différents et originaux, grâce à l’architecture locale.
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Troisième partie

Influence de la présence de zones
architecturées hors du chemin de

fissure

75
Cette thèse est accessible à l'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2023ISAL0061/these.pdf 
© [J. Triclot], [2023], INSA Lyon, tous droits réservés



Cette thèse est accessible à l'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2023ISAL0061/these.pdf 
© [J. Triclot], [2023], INSA Lyon, tous droits réservés



Chapitre 4

Étude numérique de l’effet des zones
architecturées

Dans ce chapitre, l’algorithme par longueur d’arc est utilisé pour prospecter les effets pos-
sibles de l’ajout de zones architecturées hors du chemin de fissure sur le phénomène de
propagation. Des effets intéressants sont mis en évidence et analysés. Une étude paramé-
trique permet de distinguer les effets des caractéristiques mécaniques de la zone sur les
phénomènes observés.
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4. Étude numérique de l’effet des zones architecturées

4.1 Problème étudié
Dans ce chapitre, on étudie une éprouvette CT à laquelle on ajoute des zones ar-

chitecturées de part et d’autre de la fissure, comme illustré en Figure 4.1. La symétrie
par rapport au plan x2 = 0 est conservée donc on considère que la fissure se propage en
ligne droite, dans le plan de symétrie. Le but est d’étudier l’effet à distance des zones
architecturées sur la propagation de fissure. La pointe de fissure se trouve toujours dans
le matériau plein, mais les zones architecturées modifient les champs mécaniques et ont
donc un impact sur la fissure. Afin d’avoir un élément de comparaison, les calculs sont
également effectués sur une éprouvette pleine, qui servira de référence.

FIGURE 4.1 – Géométrie globale
du problème étudié dans ce chapitre :
éprouvette CT avec zones architecturées
de part et d’autre de la fissure. Le pro-
blème étudié dans ce chapitre est indé-

pendant de l’épaisseur.

Les zones architecturées sont composées de motifs périodiques poreux. Les motifs
hexagonaux présentés au Chapitre 3 sont utilisés. Ils sont illustrés à titre de rappel en
Figure 4.2a. Les dimensions exactes ont été calculés en Annexe D. La taille de la cellule
est adaptée pour que 36 hexagones soient positionnés dans la zone de 10 mm x 10 mm.
En plus de ces motifs, un pavage de trous circulaire présentant une porosité plus faible
est ajouté pour cette étude. Les dimensions de la cellule élémentaire pour ce motif sont
données en Figure 4.2b.

(a) (b)

FIGURE 4.2 – Géométrie des motifs utilisés dans ce chapitre. (a) Rappel des géométries
des cellules hexagonales parametrées à porosité constante p = 0.55. (b) Motif circulaire

ajouté pour cette étude, p= 0.41.
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Résultats

La méthode numérique utilisée est l’algorithme par longueur d’arc, présenté au Cha-
pitre 2. La longueur de fissure est itérée et, à chaque valeur testée on évalue par éléments
finis les fonctions de raideur S et de FIC k. Ces fonctions viennent du paramétrage du pro-
blème expliqué au paragraphe 2.1.2, qui s’appuie sur une analyse dimensionnelle effectuée
en annexe A. On rappelle ici l’expression de ces fonctions :

S (ν, ā) = F

Eue
et k (ν, ā) = KI

√
W

Eu
. (4.1)

On rappelle également la définition de la longueur de fissure adimensionnée ā= a/W . Le
chargement correspondant à la condition KI =KIC peut s’écrire de manière adimension-
née :

ū= ucE

KIC

√
W

= 1
k (ν, ā) et F̄ = Fc

KICe
√
W

= S (ν, ā)
k (ν, ā) . (4.2)

Tous les résultats dans ce chapitre seront présentés de manière adimensionnée et les phé-
nomènes observés sont donc indépendants de la ténacité du matériau, de son module de
Young et de l’épaisseur de l’éprouvette. Le seul paramètre matériau qui a a priori un effet
est le coefficient de Poisson, qui sera fixé pour cette étude à ν = 0.49. Il a été vérifié que
cette valeur n’affecte pas les résultats commentés dans ce chapitre (cf. Annexe E).

En pratique, le modèle éléments finis est constitué de la moitié de l’éprouvette afin
de profiter de la symétrie du problème pour diminuer le temps de calcul. La condition
aux limites imposée au trou est le déplacement moyen imposé avec force uniformément
répartie. Ce type de chargement a été défini et testé au Chapitre 2. Les calculs sont réalisés
avec l’hypothèse de contrainte plane. Comme pour le coefficient de Poisson, il a été vérifié
que les effets observés sont également visibles en déformations planes (cf. Annexe E).
Enfin, les zones architecturées sont, dans un premier temps, représentées explicitement
dans le maillage, c’est-à-dire que l’homogénéisation n’est pas envisagée.

4.2 Résultats

4.2.1 Fonction de raideur
Les fonctions k et S identifiées numériquement pour les différentes géométries testées

sont données en Figure 4.3. La zone grisée représente la phase de propagation où la pointe
de fissure est entre les zones architecturées, il ne s’agit pas de la zone d’influence de la
zone architecturée, qui correspond à la zone où les fonctions S et k diffèrent d’un cas à
l’autre, et qui est bien plus large.

Comme expliqué au paragraphe 2.1.2, toute la propagation de fissure est régie par la
fonction S(ā) et sa dérivée S′(ā), directement liée à k(ā) par l’expression :

k2(ā) =−1
2S
′(ā). (4.3)

La fonction S joue donc un rôle majeur dans la propagation de fissure. Ainsi, il est
intéressant de commencer par décrire cette fonction pour le cas de l’éprouvette pleine
Splein et pour le cas des éprouvettes architecturées SA. Toutes les fonctions de raideur
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4. Étude numérique de l’effet des zones architecturées
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FIGURE 4.3 – Fonctions régissant la propagation de fissure identifiées numériquement
sur différentes géométries d’éprouvettes, pleines et architecturées avec différents motifs.

sont strictement décroissantes car l’avancée de fissure s’accompagne forcément d’une perte
de raideur. Lorsque la fissure avance d’un incrément δa, une partie de la pièce n’est plus
capable de supporter la charge, c’est ce qui fait diminuer la raideur.

Pendant toute la propagation, on a SA ≤ Splein, ce qui vient du fait que l’on a rajouté
des cavités dans l’éprouvette, la raideur obtenue est donc forcément inférieure (borne
de Voigt [VOI 87]). Plus précisément, sur la Figure 4.3, on distingue quatre phases en
fonction de la position de la fissure :

1. En amont de la zone : pour ā < 0.45, les éprouvettes architecturées présentent une
raideur inférieure à l’éprouvette pleine SA <Splein mais une dérivée similaire : S′A ≈
S′plein ou kA≈ kplein. Cela peut s’expliquer par le fait que, dans cette phase, la partie
qui ne peut plus supporter la charge lors d’une avancée de fissure ne contient aucune
cavité donc la différence de raideur est identique au cas plein (δSplein = δSA).

2. Entre les zones architecturées : ensuite, a lieu une phase de transition, caractérisée
par SA <Splein et S′A >S′plein ou kA <kplein. Lors de l’avancée de la fissure, la partie
qui ne peut plus supporter la charge contient des cavités donc sa perte a moins d’effet
que la perte de la même partie dans l’éprouvette pleine (|δSplein|> |δSA|).

3. En aval de la zone, à proximité de celle-ci : la fissure est encore influencée par la
zone architecturée. Le comportement en terme de raideur est ici assez similaire à la
phase précédente.

4. En aval de la zone, éloigné de celle-ci : pour ā > 0.7, les fonctions Splein et SA

deviennent très similaires : SA ≈ Splein et S′A ≈ S′plein. Dans cette phase, la zone
architecturée n’est plus sollicitée mécaniquement donc elle n’a plus d’influence sur
le problème étudié.

4.2.2 Conséquence sur une expérience en déplacement imposé
À partir des fonctions S et k, il est possible de calculer les paramètres de chargement ū

et F̄ grâce aux équations (4.2). Les courbes de charge et de longueur de fissure en fonction
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FIGURE 4.4 – Courbes représentant la propagation de fissure pour différentes géométries
d’éprouvettes, pleines et architecturées avec différents motifs.

du déplacement sont ainsi tracées en Figure 4.4. Ces courbes représentent une expérience
en déplacement imposé. L’algorithme par longueur d’arc ne permet de calculer que la
phase de propagation, à KI = KIC . Or, dans une expérience en déplacement imposé,
cette phase est précédée d’une phase linéaire, jusqu’à l’initiation de la propagation. Pour
représenter la partie linéaire dans les courbes de la Figure 4.4, une longueur initiale de
fissure est choisie arbitrairement (a0 = 10 donc ā0 = a0/W = 0.25) et un trait est tracé
entre le point (ū = 0, F̄ = 0 et ā = a0/W ) et le premier point de la propagation, calculé
pour a= a0.

La première remarque que l’on peut faire sur ces courbes est qu’il est possible de mo-
difier significativement le comportement en propagation de fissure par l’ajout de zones
architecturées. En effet, les courbes représentant les éprouvettes architecturées sont dif-
férentes de la référence. L’effet des zones architecturées n’est pas trivial à expliquer. En
particulier, pour les motifs hexagonaux, un phénomène spécifique apparaît : il existe une
zone où plusieurs valeurs de ā et F̄ correspondent à une même valeur de ū. Il s’agit d’une
instabilité snap-back, ce phénomène est discuté en détail dans la partie 4.3.6.

4.2.3 Calculs d’énergies

Afin d’analyser plus en détail les résultats, une analyse énergétique est également
conduite. Les énergies du système peuvent être écrites de manière adimensionnée en divi-
sant par une énergie de référence que l’on définit comme : GcWe. L’énergie dissipée par
le processus de fissuration est Gce(a−a0), donc s’écrit de manière adimensionnée :

Ēdiss = ā− ā0. (4.4)

L’énergie élastique stockée s’écrit de la façon suivante pendant la propagation :

Eel = 1
2ucFc = 1

2
K2

ICWe

E

S

k2 . (4.5)
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4. Étude numérique de l’effet des zones architecturées

En utilisant la formule d’Irwin en contraintes planes et le lien entre les fonctions k et S
(Equation (4.3)), cette énergie s’écrit :

Eel =−GceW
S

S′
, (4.6)

soit, sous forme adimensionnée :

Ēel =− S
S′
. (4.7)

Dans le cas d’une propagation stable, le bilan d’énergie s’écrit W ext =Efiss +Eel, ce qui
permet d’écrire facilement le travail des forces extérieures en fonction de la raideur :

W̄ ext = ā− ā0−
S

S′
. (4.8)

Afin d’étudier les variations de l’énergie, les dérivées des fonctions d’énergie par rapport
à la longueur de fissure adimensionnée sont également calculées. En pratique, cette dérivée
est réalisée numériquement grâce à une méthode d’interpolation quadratique sur trois
points. Les énergies et dérivées d’énergies sont données en Figure 4.5.

L’effet des zones architecturées est encore une fois significatif et difficile à décrire. On
observe plusieurs phases : dans un premier temps, l’énergie élastique stockée et le travail
des forces extérieures des cas architecturés sont inférieures au cas de référence, puis cette
tendance s’inverse. Au niveau des dérivées la comparaison avec le cas de référence donne
trois zones : au début les dérivées d’énergies sont inférieures à la référence, puis elles
deviennent supérieures et enfin, elles redeviennent inférieures. Les phénomènes en jeux
seront expliqués dans la partie suivante.

4.3 Analyse de l’effet des zones architecturées
Dans cette partie, les résultats des Figures 4.4 et 4.5 sont commentés en détail, zone par

zone, afin d’expliquer les phénomènes observés. Les effets sur les courbes de charge sont
reliés aux grandeurs énergétiques et le caractère renforçant ou non des zones architecturées
est discuté.

On définit la longueur de fissure à partir de laquelle la fissure est entre les zones
architecturées comme ā1 = 0.45, et celle à laquelle on sort de cette zone comme ā2 = 0.7.

4.3.1 Effet dans la phase linéaire
La partie linéaire de la courbe de charge est définie uniquement par l’état à ā = ā0.

Dans le cas étudié et tracé sur la Figure 4.4, la pointe de fissure est en amont de la
zone. La raideur des éprouvettes architecturées est donc strictement inférieure à celle de
l’éprouvette pleine, et cela se retrouve sur les courbes de charge. La seconde particularité
de cette phase est que S′A ≈ S′plein. On a donc un k similaire, c’est-à-dire un FIC similaire
à même déplacement imposé. Cela se traduit par une initiation de la propagation à un
même déplacement sur la Figure 4.4.

Au début de la propagation, la force appliquée par la machine de traction est plus
faible dans le cas architecturé alors que le déplacement est le même. À ce stade, le travail
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FIGURE 4.5 – Énergies calculée avec un chargement ajusté pour obtenir une propagation
quasi-statique (KI =KIC) pendant toute la propagation.
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4. Étude numérique de l’effet des zones architecturées

FIGURE 4.6 – Résultats numériques en amont des zones architecturées. Identification
de deux parties à comportements différents : (a) et (b).

mécanique nécessaire à faire propager la fissure, ainsi que l’énergie élastique stockée,
est plus faible dans le cas architecturé. À l’initiation, l’ajout des zones architecturées a
donc un effet fragilisant en terme d’énergie et de force mais n’as pas d’effet en terme
de déplacement. Il convient de rappeler que la longueur de fissure initiale est choisie
arbitrairement. Les effets observés dans cette zone étant très dépendants de cette valeur,
il est important de préciser que l’effet des zones architecturées dans la phase linéaire
seraient différents si on choisissait une autre valeur de a0.

4.3.2 Effet en amont des zones

Afin d’analyser ce qui se passe en amont des zones architecturées, on donne les diffé-
rentes courbes de longueur de fissure, de charge et d’énergie, restreintes aux longueurs de
fissures correspondantes (ā < ā1). Ces courbes sont données en Figure 4.6. On divise la
partie en amont des zones architecturées (partie I) en deux phases (a) et (b). Les limites
sont tracées de manière approximatives car, en toute rigueur, les limites entre les différents
phénomènes ne sont pas strictement les mêmes pour tous les motifs testés.

Dans la partie I(a), les phénomènes sont très similaires à ceux de la phase linéaire : la
raideur des éprouvettes architecturées est plus faible que celle des éprouvettes pleines mais
la fonction k est similaire dans tous les cas. Cela se traduit par une courbe de longueur
de fissure en fonction des déplacements similaires et une force à déplacement équivalent
inférieure pour les cas architecturés. D’un point de vue énergétique, comme pour la phase
linéaire, l’énergie stockée et le travail des forces extérieures est plus faible pour le cas
architecturé. Au niveau de la propagation, on observe :
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Analyse de l’effet des zones architecturées

dĒel
A

dā ≈
dĒel

plein

dā ≈ 0. (4.9)

L’avancée de fissure, dans tous les cas testés, ne relâche presque pas d’énergie élastique.
L’apport d’énergie des forces extérieures est donc entièrement utilisé pour la propagation
de fissure et est par conséquent le même pour l’éprouvette pleine et les éprouvettes ar-
chitecturées. La phase I(a) est donc une phase où la raideur est plus faible dans les cas
architecturés mais la résistance à la propagation en terme d’énergie dépensée est la même.

La phase I(b) se distingue de la I(a) au niveau des calculs d’énergie. Ici, l’avancée de
fissure relâche plus d’énergie dans le cas des éprouvettes architecturées. La propagation se
fait donc avec un apport d’énergie moindre de la machine de traction. Dans cette phase,
l’ajout des zones architecturées a donc un effet fragilisant en énergie à fournir.

4.3.3 Effet entre les zones
Comme pour la partie précédente, les différentes courbes sont données en restreignant

aux longueurs de fissures entre les zones architecturées (ā1 < ā < ā2) en Figure 4.7. Afin
d’analyser les phénomènes énergétiques, cette partie (II) est divisée en quatre phases (a),
(b), (c) et (d).

FIGURE 4.7 – Résultats numériques entre les zones architecturées. Identification de
quatre parties à comportement différents : (a), (b), (c) et (d).

La partie II(a) est très similaire à celle d’avant (I(b)). L’énergie élastique stockée
continue de diminuer lors de la propagation. Cependant, cette diminution est de moins
en moins rapide pour les cas architecturés, jusqu’à un point où dĒel

A/dā= 0.
Dans la partie II(b), on observe un phénomène particulier : l’avancée de fissure, au

lieu de libérer de l’énergie élastique stockée, permet de stocker encore plus d’énergie. Cela
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4. Étude numérique de l’effet des zones architecturées

se traduit par dĒel
A/dā > 0. Cet aspect n’existe pas dans le cas de référence, c’est donc un

phénomène nouveau apporté par l’ajout des zones architecturées. Afin d’expliquer com-
ment l’avancée de fissure peut s’accompagner d’une augmentation de l’énergie élastique
stockée, on rappelle l’expression :

Ēel = S

(−S′) . (4.10)

Les fonctions S et −S′ sont toutes les deux décroissantes donc la variation de Ēel vient
de la compétition entre ces deux variations. La fonction S est la raideur et la fonction
−S′ = 2k2 représentent la fragilité en déplacement imposé. L’évolution de Ēel peut donc
être interprétée comme la compétition entre la raideur et la fragilité. Pour que l’énergie
accumulée dans la pièce augmente, il faut que la diminution de la raideur soit compensée
par la diminution rapide de la fragilité.

La conséquence du fait que dĒel
A/dā > 0 est que l’incrément de travail extérieur doit

être bien plus élevé pour le cas architecturé que pour les éprouvettes pleines. En effet, le
travail des forces extérieures couvre intégralement la dissipation de Griffith, et permet de
stocker de l’énergie dans la pièce. Il en résulte que la résistance à la propagation en énergie
des éprouvettes architecturées augmente progressivement. Il arrive un moment où, pour
une même longueur de fissure, on a dépensé autant d’énergie pour les cas architecturés et
le cas de référence : W̄ ext

A = W̄ ext
plein.

Dans la phase suivante (II(c)), l’avancée de fissure s’accompagne toujours d’une aug-
mentation de l’énergie élastique stockée dans l’éprouvette architecturée. On est même
arrivés à un point où l’énergie élastique stockée est plus importante pour les cas archi-
tecturés que pour le cas de référence. Par conséquent, le travail des forces extérieures
est également plus élevé. Cela veut dire que pour arriver aux longueurs de fissures dans
cette zone, on a consommé plus d’énergie pour les cas architecturés. L’ajout des zones
architecturées a donc clairement un effet renforçant en énergie dans cette phase.

Effet renforçant : Augmentation du travail des forces

Il existe une plage de valeur de la longueur de fissure où le travail des forces néces-
saires pour arriver à cette longueur de fissure est plus élevé dans le cas de l’éprou-
vette architecturée que dans le cas de référence. Ce phénomène est présent pour
tous les motifs testés dans cette étude.

Pour l’éprouvette à motif hexagonal avec θ =−40°, au moment où W̄ ext
A est maximal, il

est environ 23 % supérieur à W̄ ext
plein au même stade de la propagation.

Au niveau des courbes de charge et des longueurs de fissure en fonction du déplacement,
les parties II(b) et II(c) sont relativement similaires. Le fait d’avoir une fonction k plus
faible à même longueur de fissure pour les cas architecturés se traduit par un déplacement
à imposer pour arriver à cette longueur plus élevé. Dans le cadre d’une expérience en
déplacement imposé, la propagation de fissure est alors retardée. Il arrive un point où la
courbe de charge des cas architecturés passe au-dessus de la courbe de référence. On a
donc une raideur apparente F̄ /ū plus élevée pour le cas architecturé alors que la borne
de Voigt impose toujours SA < Splein à même longueur de fissure. Cela s’explique par le
fait que, à même ū, la longueur de fissure n’est pas la même. Le retard de la propagation
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en déplacement imposé est un effet renforçant.

Effet renforçant : Retard en déplacement imposé

Il existe une large plage de valeur où la propagation de fissure est retardée en
déplacement imposé par l’ajout de zones architecturés. En dehors de cette plage de
valeur, la longueur de fissure atteinte à même niveau de chargement en déplacement
est similaire pour les éprouvettes architecturées et pleines. Cet effet est observé pour
toutes les éprouvettes. La conséquence est que, en ralentissant la propagation de
fissure, la diminution de force est également ralentie.

Un phénomène particulier est observé sur les courbes de charge du motif hexagonal
ré-entrant (θ =−40°), la force augmente légèrement au cours de la propagation. On dis-
tingue donc deux types de motifs : ceux qui mènent à une réponse après le pic de force
totalement adoucissante, c’est-à-dire avec une force décroissante et ceux qui mènent à une
réponse partiellement durcissante, c’est-à-dire avec une phase où la force est croissante.
En analysant les énergies en présence, on en déduit qu’une phase est durcissante si et
seulement si :

dW̄ ext

dā < 2dĒel

dā , (4.11)

ou, en intégrant W ext = Eel +Ediss :

dĒdiss

dā <
dĒel

dā . (4.12)

Les cas où la force augmente sont donc caractérisés par une plus grande énergie accumulée
dans la pièce que dissipée par le processus de fissuration. Dans ce cas, la plus grande partie
de l’énergie apportée par le chargement est stockée dans l’éprouvette et non utilisée pour
faire avancer la fissure.

Dans la partie II(d), l’avancée de fissure s’accompagne à nouveau d’une relaxation
de l’énergie élastique dans le cas architecturé. Cette relaxation devient rapidement plus
importante que celle du cas de référence :

0>
dĒel

plein

dā >
dĒel

A

dā . (4.13)

Par conséquent, l’incrément de travail des forces extérieures devient également inférieur au
cas de référence. Pour les éprouvettes à motifs hexagonaux, on observe même une valeur
négative : dW̄ ext

A /dā < 0. Cela veut dire que l’avancée de fissure se fait sans aucun apport
d’énergie de la machine de traction, elle s’accompagne même d’une restitution d’énergie
au milieu extérieur. Ce phénomène est caractéristique de l’instabilité snap-back et sera
discuté plus en détail dans la partie 4.3.6. Au final, dans la partie II(d), on a toujours un
travail des forces extérieur plus élevé pour le cas architecturé mais l’avancée de la fissure
demande de moins en moins d’énergie.
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4. Étude numérique de l’effet des zones architecturées

FIGURE 4.8 – Résultats numériques en aval des zones architecturées. Identification de
deux parties à comportements différents : (a) et (b).

4.3.4 Effet en aval des zones
La dernière zone étudiée est celle où la fissure se trouve en aval des zones architecturées.

Les courbes détaillées de cette partie (III) sont données en Figure 4.8 et sont divisées en
deux phases : (a) et (b).

La phase III(a) est une transition entre la phase précédente (II(d)) et un retour à un
état où toutes les éprouvettes se comportent de la même façon. Dans la phase III(b), l’ajout
de la zone architecturée n’a plus aucun effet sur les courbes représentant une expérience
en déplacement imposé et sur les énergies en jeux. Comme indiqué au paragraphe 4.2.1
cela s’explique par le fait que les zones ne sont quasiment plus sollicitées mécaniquement.

4.3.5 Bilan énergétique en quasi-statique
On s’intéresse au bilan des énergies impliquées dans la propagation de fissure lorsque

l’on atteint la fin (ā = 1). On se concentre ici sur le cas où l’expérience est réalisée en
propagation quasi-statique du début à la fin. Le cas de l’instabilité est traitée dans la partie
suivante (4.3.6). Dans la dernière phase de propagation, la différence de raideur entre les
éprouvettes architecturées et l’éprouvette pleine tend à disparaitre. Pour ā > 0.87, toutes
les courbes de la Figure 4.8 sont très proches. Cela veut dire que pour arriver à ce stade
de propagation, le déplacement imposé est le même pour toutes les éprouvettes, l’énergie
fournie par la machine de traction et l’énergie élastique stockée dans l’éprouvette sont
également identiques. Les effets présentés précédemment n’ont donc pas de conséquences
à long terme sur la fissuration. Le ralentissement de la fissure par rapport au déplacement
imposé n’est que temporaire et la fissure finit par rattraper son retard à la sortie de
la zone. Au niveau de l’énergie élastique accumulée, il existe une phase fragilisante au
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début, suivie d’une phase renforçante qui fait plus que compenser la première et enfin une
dernière phase fragilisante, ce qui fait que :

W̄ ext
plein(ā= 1) = W̄ ext

A (ā= 1) (4.14)

Cette observation s’explique par le fait que, lorsque l’éprouvette a été totalement fissurée,
il n’y a plus aucune énergie élastique stockée (F = 0). Dans le cas d’une propagation
quasi-statique, le bilan total s’écrit alors :

Ediss(a=W ) =W ext(a=W ), (4.15)

soit :

Gc(W −a0)e=
∫ +∞

0
F du. (4.16)

L’énergie dissipée par le processus de fissuration ne dépend donc que du matériau, de
l’épaisseur et de la longueur de fissure parcourue. L’énergie nécessaire à casser la pièce
est donc insensible à la fonction de raideur et donc à l’ajout de zone architecturée dans
le cas d’une fissure stable.

4.3.6 Le cas particulier du snap-back
On s’intéresse ici à un phénomène particulier présent pour les éprouvettes à motifs

hexagonaux : l’instabilité snap-back en sortie de zone. Pour illustrer ce phénomène, les
courbes pour θ =−40° sont données en Figure 4.9. Trois points spécifiques sont identifiés
(A, B et C) pour aider la compréhension. Le snap-back apparait quand la condition
KI = KIC mène un même déplacement pour plusieurs longueurs de fissure. On a donc
non-unicité de la solution en déplacement imposé et instabilité. Cela vient d’une fonction
k non monotone et donc d’une fonction S′ non monotone. La condition nécessaire à
l’apparition d’instabilité est qu’il existe ā tel que S′′(ā) = 0.

On s’intéresse dans un premier temps au chemin quasi-statique, ou stable, qui suit
les courbes tracées en traits pleins sur la Figure 4.9. Ce comportement ne peut pas être
observé dans le cadre d’une expérience à déplacement imposé croissant. Il correspond
à l’expérience de pensée suivante : arrivé au point A, on décharge l’éprouvette assez
lentement pour conserver l’état d’équilibre, puis quand le point B est atteint, on peut
reprendre le déplacement imposé croissant. Pendant la phase de décharge, on a alors un
phénomène intéressant : la force et le déplacement diminuent, mais la fissure continue
d’avancer. L’explication peut être faite en regardant les énergies en jeu. Le chemin (AB)
se trouve dans les phases II(d) et III(a) identifiées précédemment. Les énergies respectent
donc :

dW̄ ext
plein

dā > 0> dW̄ ext
A

dā ,

0>
dĒel

plein

dā >
dĒel

A

dā .

(4.17)
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(a) Courbe de charge (b) Longueur de fissure

FIGURE 4.9 – Courbes de charge (a) et de longueur de fissure (b) pour le motif hexagonal
réentrant (θ =−40 °), présentant une instabilité snap-back. Représentation du chemin où
le chargement est adapté pour rester dans des conditions quasi-statiques et du chemin à

déplacement imposé croissant présentant une phase dynamique.

Dans le cas des zones architecturées hexagonales, on diminue le travail des forces exté-
rieures car on restitue de l’énergie à la machine en déchargeant la pièce. L’énergie élas-
tique est relâchée plus vite que pour la solution de référence, elle est à la fois la seule
source d’énergie qui permet de propager la fissure mais aussi ce qui permet de restituer
de l’énergie à la machine. Pour résumer, cette phase est caractérisée par une force et
un déplacement décroissants, mais une avancée de fissure permise par le relâchement de
l’énergie élastique stockée.

Dans le cadre d’une expérience à déplacement imposé, le chemin pris n’est pas le
chemin stable mais une propagation rapide, dynamique, que l’on considère instantanée,
entre les points A et C. Ce chemin est généralement appelé snap-through. L’hypothèse
utilisée ici est que la fissure commence à se propager et s’arrête à la même valeur du FIC.
Pendant la phase dynamique, on a KI > KIC et donc les calculs d’énergie réalisés au
paragraphe 4.2.3 ne sont plus valables ici. Pour des raisons de clarté, on effectue ici les
calculs en gardant les dimensions 1. Le bilan global s’écrit :

W ext
A = Eel

A +Ediss
A +Ek, (4.18)

où Ek est la contribution sous forme d’énergie cinétique. À la fin de la propagation, il
n’y a plus d’énergie élastique stockée dans l’éprouvette, le travail des forces nécessaire à
rompre l’intégralité de la pièce est donc déterminée par l’énergie dissipée par la fissuration
stable et la contribution cinétique. L’énergie de fissuration correspond à la dissipation de
Griffith. Elle est donc la même pour le chemin stable, le chemin instable et l’éprouvette
de référence. Le bilan s’écrit donc :

1. L’adimensionnement des grandeurs F et u se base sur la condition KI = KIC , ce qui peut amener
des confusions dans cette partie.
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W ext
instable(a=W ) = Ediss

A (a=W ) +Ek(a=W )
=Gce(W −a0) +Ek(a=W )
=W ext

plein(a=W ) +Ek(a=W )>W ext
plein(a=W ).

(4.19)

L’apparition de l’instabilité s’accompagne donc d’une augmentation du travail des forces
nécessaire à fissurer entièrement la pièce : cet aspect est illustré en Figure 4.10. Au final,
l’apparition de l’instabilité est un phénomène renforçant au niveau de la résistance à la
propagation de fissure.

FIGURE 4.10 – Mise en évidence
de l’augmentation de l’énergie nécessaire
à la fissuration dans le cas du snap-
through. On voit apparaitre une contri-

bution supplémentaire Ēk.

Effet renforçant : Instabilité snap-back

Lors de la propagation instable caractéristique de l’instabilité snap-back, de l’éner-
gie est transférée sous forme d’énergie cinétique. Cette énergie était auparavant
accumulée dans l’éprouvette. Au final, la rupture complète de l’éprouvette nécessite
plus d’énergie que pour le cas de référence où tout autre cas où la fissure reste
stable. Cet effet n’est pas observé pour toutes les architectures testées.

Le lien avec les courbes de charge illustré en Figure 4.10 permet de quantifier Ek et
donc l’augmentation du travail des forces nécessaire à casser la pièce. Pour le cas tracé
ici, Ek = 4.1 mJ, cela représente une augmentation de l’énergie nécessaire à la fissuration
de 2%. Cependant, la valeur de l’énergie totale est grandement dépendante de la longueur
de fissure initiale. Si l’on prend a0 = 20 mm à la place de 10, l’augmentation de l’énergie
nécessaire passe à 3.5%.

L’effet observé ici est analogue à ce qui a été observé par Roux et al. [ROU 03] dans leur
étude sur la propagation de fissure en milieux hétérogènes. Ils distinguent les cas de weak
pinning, où la fissure se propage tout le long en quasi-statique et de strong pinning lorsque
la fissure reste bloquée puis se propage de manière dynamique. Les auteurs montrent alors
que le cas de strong pinning s’accompagne d’une augmentation de la ténacité apparente.
La nouveauté du travail présenté ici par rapport à cette référence est que le phénomène
de snap-back a été observé alors que la pointe de fissure est dans un matériau homogène.
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4.3.7 Synthèse

Dans cette section l’effet de l’ajout des zones architecturées a été analysé en détail. Il
en ressort que l’influence des zones n’est pas trivial à expliquer et présente plusieurs phases
où les comportements sont significativement différents. L’analyse de ces phases a permis
d’extraire trois phénomènes intéressants pour augmenter la résistance à la fissuration :
le retard de la propagation en déplacement imposé, l’augmentation du travail des forces
extérieures dans les phases II(c) à III(a) et l’apparition du snap-back.

Le premier phénomène, le retard de la propagation en déplacement imposé, est une
conséquence directe du fait que la fonction de fragilité en déplacement k est plus faible dans
les zones II(b) à III(a). Le retard de propagation implique une diminution de force moins
rapide que pour le cas de référence. Dans le cas d’une structure chargée en déplacement,
cet effet permet de supporter la charge plus longtemps, au prix d’une résistance en force
au départ légèrement diminuée.

Le second phénomène vient de la comparaison des énergies à même longueur de fissure.
Dans les parties II(c) à III(a), l’énergie apportée par les efforts extérieurs est plus élevée
dans les cas avec zones architecturées. Ceci est la conséquence d’une compétition entre
la raideur plus faible et la fragilité plus faible qui, à certains stades de la propagation,
mène à une accumulation d’énergie élastique dans l’éprouvette plus importante. Cet effet
peut être utilisé en plaçant les zones architecturées de sorte à ce que la longueur de fissure
qu’on ne souhaite pas dépasser se trouve dans la zone II(c) à III(a). Ainsi, pour arriver à la
longueur de fissure que l’on considère critique, l’éprouvette a supporté plus de sollicitation
énergétique.

Ces deux premiers effets peuvent être qualifiés de temporaires, car ils sont compensés
dans la dernière phase, à la sortie de la zone. À la fin de la propagation, l’énergie qui a
été stockée dans l’éprouvette est de nouveau déchargée et le retard de la propagation à
déplacement imposé est également compensé. Toutefois, ces effets restent intéressants car,
lorsque des critères de conception sont définis, on fixe une longueur de fissure maximale
admissible et on ne souhaite pas aller jusqu’à la rupture totale. Les effets présentés ici
peuvent donc très bien s’ajuster pour répondre à ce type de contrainte.

Pour finir, il existe un phénomène qui a un effet permanent sur la résistance à la
propagation de fissure : l’instabilité snap-back. Ce phénomène n’apparaît pas pour tous
les motifs. Cette instabilité s’accompagne d’une nouvelle contribution sous forme d’éner-
gie cinétique pendant le processus de fissuration, donc d’une augmentation de l’énergie
nécessaire à briser la pièce.

4.4 Études paramétriques

Dans cette section, deux études paramétriques sont présentées afin d’approfondir la
compréhension de l’effet des zones architecturées sur la fissuration. On s’intéresse d’une
part à la densité du motif et d’autre part au choix du motif, et donc de son comportement
élastique équivalent.
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FIGURE 4.11 – Comparaison des modèles avec différentes densités de motifs avec le
modèle présentant un comportement orthotrope équivalent à la place des zones architec-

turées. Calculs réalisés pour le motif hexagonal θ =−40°.

4.4.1 Influence de la densité

La première étude paramétrique présentée est l’influence de la densité du motif. Pour
cette partie, seul le motif hexagonal présentant θ =−40° est étudié. La densité du motif
est modifiée par homothétie en conservant la taille des zones architecturées. La porosité
et les dimensions relatives de la cellule unitaire sont inchangées donc le comportement
élastique équivalent devrait être le même, si l’hypothèse de séparabilité des échelles est
respectée. En plus des différentes densités, un modèle avec le comportement équivalent
calculé au Chapitre 3 est testé. Dans ce modèle, les zones architecturées sont remplacées
par un maillage plein, sans porosité, auxquelles on associe le comportement orthotrope
calculé par homogénéisation.

Les fonctions de raideurs pour les différentes densités et le modèle équivalent sont
données en Figure 4.11a. Toutes les courbes représentant les différentes densités sont
indissociables. Le modèle avec comportement équivalent donne également une fonction
de raideur similaire. L’écart des fonctions de raideur avec le comportement équivalent est
tracé en Figure 4.11b. Les différents écarts sont très faibles, et pour une densité de 6 x 6
motifs, il est strictement inférieur à 1.5 % durant toute la propagation.

Plusieurs conclusions peuvent être tirées de ces observations. Premièrement, cela valide
numériquement le calcul d’homogénéisation. Deuxièmement, cela veut dire que, à partir
de 6 x 6 motifs, la séparabilité des échelles peut être considérée comme atteinte, et il n’est
pas nécessaire de densifier la zone au-delà de cette valeur. Enfin, il est possible de conclure
que les effets des zones architecturées sur la fissuration sont bien exclusivement liés à la
raideur et variation de raideur induite par l’architecture. Ces effets ne sont donc pas liés
à la présence intrinsèque de cavité.

Le fait d’avoir des résultats similaires entre le modèle où la zone architecturée est
représentée explicitement et le modèle utilisant le comportement équivalent permet d’uti-
liser ce dernier dans les simulations. Cette possibilité présente deux avantages. Le premier
est le gain en temps de calcul. En effet, un maillage beaucoup moins fin peut être utilisé
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lorsque l’on n’a pas à représenter chaque porosité : le nombre de degrés de liberté passe de
100 000 pour 10 x 10 motifs à 30 000 pour le modèle équivalent. Cela fait ainsi gagner du
temps sur la résolution et sur l’algorithme de remaillage. Le second avantage d’utiliser le
modèle de comportement équivalent est la possibilité de tester des comportements effectifs
arbitraires, sans connaitre a priori la forme de l’architecture à laquelle ils correspondent.

4.4.2 Influence du comportement mécanique de la zone
On souhaite étudier l’influence du choix de la zone architecturée sur les trois phéno-

mènes renforçants identifiés. On propose de chiffrer les phénomènes renforçants à l’aide
d’un unique scalaire pour chacun des trois effets. Le choix de ces critères et le lien entre
eux sera discuté plus en détail au Chapitre 6.

Pour le retardement en déplacement imposé, on regarde le rapport entre les dépla-
cements à imposer pour atteindre la même longueur de fissure pour l’éprouvette archi-
tecturée testée et l’éprouvette de référence. On choisit de regarder le maximum de cette
donnée, c’est-à-dire :

c1 = max
ā

(
ūA

ūplein

)
. (4.20)

Pour l’augmentation de l’énergie nécessaire à atteindre une certaine longueur de fissure,
de façon assez similaire, on s’intéresse au rapport entre le travail nécessaire à atteindre la
même longueur de fissure dans le cas de l’éprouvette architecturée testée et l’éprouvette
de référence. On choisit également le maximum de cette valeur :

c2 = max
ā

 W̄ ext
A

W̄ ext
plein

 . (4.21)

Enfin, pour l’instabilité snap-back, on s’intéresse à l’augmentation de l’énergie totale
nécessaire pour rompre l’éprouvette :

c3 = W ext
A (a=W )

W ext
plein(a=W ) (4.22)

Dans un premier temps, on s’intéresse aux motifs hexagonaux. On fait varier l’angle
des hexagones et on observe la variation des trois critères. Les résultats sont donnés en
Figure 4.12. Une première observation est que les trois critères ont des évolutions avec
l’angle des cellules hexagonales qui vont toutes dans le même sens. Les angles négatifs
semblent favoriser les effets renforçants identifiés. Il se pose alors la question du lien avec
les propriétés élastiques équivalentes. En effet, les valeurs de θ négatives sont associées à un
faible module de Young dans la direction verticale, un faible module de cisaillement dans
le plan et un coefficient de Poisson ν12 négatif. Cette étude ne permet pas de déterminer
lequel de ces effets domine.

Afin de déterminer quel paramètre matériau a le plus d’influence, on applique des
comportements équivalents imposés. Chacun des quatre paramètres matériau est ainsi
étudié séparément, en partant d’une base commune, constituée du matériau suivant :
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FIGURE 4.12 – Effet de l’angle des hexagones sur les différents phénomènes renforçants.

E1
E

= 0.2, E2
E

= 0.2, ν12 = 0, et µ12
µ

= 0.1. (4.23)

L’effet des quatre paramètres (E1, E2, ν12 et µ12) est donné en Figure 4.13. Pour
chaque critère, l’échelle de l’axe des ordonnées est identique pour les quatre études afin de
comparer l’ordre de grandeur de chaque effet. L’effet du module de Young dans la direction
horizontale (E1) est négligeable sur les trois critères. A l’inverse, l’effet du module de
Young dans la direction verticale (E2) est très important. Plus cette valeur est petite,
plus les effets renforçants sont significatifs. Pour le troisième critère, qui caractérise le
snap-back, on observe que l’effet devient très rapidement nul lorsque E2 augmente. En
réalité, il n’y a pas d’instabilité pour E2/E ≥ 0.25. Le coefficient de Poisson ν12 a un effet
visible, mais moins important que E2. Une valeur absolue faible de ce coefficient semble
favoriser les effets renforçants. Le coefficient de Poisson, comme le module de Young
dans la direction verticale, a un effet sur l’apparition du snap-back, que l’on observe
uniquement sur la plage de valeur −0.8< ν12 < 0.7. Enfin, le module de cisaillement dans
le plan (µ12) semble avoir un effet plus important que le module de Young dans la direction
horizontale (E1) mais moins important que le coefficient de Poisson. Ce coefficient est le
seul dont l’étude n’est pas similaire pour les trois critères. En effet, alors qu’un module
de cisaillement faible semble augmenter les deux premiers critères, c’est une valeur élevée
qui favorise le troisième effet renforçant.

Cette étude permet de conclure sur l’effet du comportement équivalent sur les phé-
nomènes observés. C’est le module de Young dans la direction verticale qui a un effet
dominant. Les effets renforçants observés pour des cellules hexagonales à angle négatif
sont donc à associer à leur faible module de Young dans cette direction. À l’inverse, le
module de Young dans la direction horizontale n’a pas d’influence sur les comportements
étudiés. Cette remarque est intéressante car cela veut dire que l’on peut placer des ma-
tériaux très raides dans la direction parallèle à la fissure, tout en gardant l’impact sur la
fissuration. Cette option peut être intéressante dans des applications à chargement plus
complexe où la zone peut être sollicitée horizontalement également. Cette forte aniso-
tropie peut être présente dans les matériaux architecturés, et c’est ce qui les rend plus
intéressants qu’une simple phase homogène plus souple.

En plus de permettre de conclure sur l’effet des paramètres matériaux représentant les
zones architecturées, cette étude a permis de comparer les critères correspondant aux trois
effets renforçants identifiés. Il en résulte que les deux premiers critères, qui représentent le
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4. Étude numérique de l’effet des zones architecturées

FIGURE 4.13 – Effet des coefficients élastiques équivalents de la zone architecturées sur
les trois effets renforçants. Les paramètres non-étudiés sont fixés à E1/E= 0.2, E2/E= 0.2,

ν12 = 0 et µ12/µ= 0.1.
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Bilan de l’effet des zones architecturées sur la fissuration

retard en déplacement imposé et l’augmentation du travail des forces nécessaire à atteindre
une certaine plage de valeur de la longueur de fissure, une évolution très similaire. Le
critère lié au snap-back est de son côté légèrement différent. Cela n’est pas étonnant car
il s’appuie sur une analyse hors de l’état d’équilibre, contrairement aux deux autres. La
comparaison entre les critères d’évaluation de la performance des zones architecturées sera
étudiée plus en détail au Chapitre 6.

4.5 Bilan de l’effet des zones architecturées sur la
fissuration

Dans ce chapitre, la prospection numérique des comportements possibles avec des zones
architecturées de part et d’autre de la fissure a été présentée. Il en ressort que, d’après
le modèle numérique, il est possible de modifier significativement le comportement en
propagation de fissure. Les phénomènes alors observés sont relativement complexes et ont
été analysés en détail.

Parmi les effets identifiés dans cette analyse, certains vont dans le sens d’une aug-
mentation de la résistance à la fissuration. Ces effets sont un retard de la propagation en
déplacement imposé, une augmentation du travail nécessaire pour atteindre une certaine
plage de valeur de la longueur de fissure et une augmentation de l’énergie nécessaire à
rompre entièrement l’éprouvette dans le cas d’une instabilité snap-back. Ces trois phéno-
mènes renforçants peuvent être mis à profit dans une logique de conception.

Des études paramétriques ont permis d’affiner la compréhension des phénomènes.
D’une part, la séparabilité des échelles a été vérifiée. Même pour un motif relativement
grossier et avec peu de répétition, les résultats obtenus sont proches du modèle élastique
équivalent. Cela veut dire que les effets observés sont bien le fait d’un matériau architec-
turé et non d’une porosité seule. D’autre part, une étude sur les propriétés effectives de
la zone a permis d’identifier que le paramètre le plus influent sur les effets renforçants est
le module de Young équivalent dans la direction verticale. Les effets renforçants sont liés
à une valeur faible de ce paramètre.
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Chapitre 5

Étude expérimentale de l’effet des
zones architecturées

Dans ce chapitre, la validation expérimentale des phénomènes observés au chapitre précédent
est recherchée. La mise en place de l’essai se confronte à une bifurcation du chemin de
fissure hors du plan médian. Le protocole est adapté afin de faire face à cette problématique.
L’essai obtenu est analysé pour rechercher les effets renforçants identifiés précédemment et
la comparaison quantitative avec les résultats numériques est présentée. Enfin, une étude
paramétrique est réalisée pour comparer les évolutions du modèle numérique avec celles des
essais réalisés.
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5. Étude expérimentale de l’effet des zones architecturées

5.1 Présentation de l’essai

Dans ce chapitre, on souhaite réaliser des expériences de fissuration où la fissure passe
entre les zones architecturées afin de reproduire les effets observés au Chapitre 4. Pour cela,
les méthodes expérimentales présentées au Chapitre 2 sont appliquées à des éprouvettes
présentant des zones architecturées. La géométrie globale est, dans un premier temps, la
même qu’au Chapitre 4, et les zones sont constituées de 6 x 6 motifs en accord à la fois
avec la séparabilité des échelles montrée numériquement au paragraphe 4.4.1 et avec la
précision géométrique que l’on peut obtenir par impression 3D. Les motifs envisagés sont
les pavages hexagonaux paramétriques présentés et étudiés au Chapitre 3.

Les premières expériences réalisées sur des éprouvettes architecturées présentent une
bifurcation de fissure : à un moment, la fissure quitte le plan de symétrie de la pièce
pour finir dans une des zones architecturées. Ce phénomène est illustré en Figure 5.1 pour
une éprouvette présentant l’architecture hexagonale avec θ = 0°. Le chemin de fissure est
observé sur les champs de norme de la déformation, obtenus par corrélation d’image : on
considère qu’une déformation supérieure à 20 % est la marque du saut de déplacement
caractéristique de la présence d’une fissure.

FIGURE 5.1 – Chemin de fissure ob-
tenu sur une éprouvette architecturée.
Chemin observé sur les champs de norme
de la déformation en %, seuil placé à 20

%.

Cette bifurcation est due à une instabilité du chemin de fissure. Les porosités ont
tendance à attirer les fissures, ce qui a été observé de nombreuses fois par le passé, par
exemple dans les travaux de Bittencourt et al. [BIT 96] ou de Pham et al. [PHA 17].
La moindre perturbation de la symétrie de l’essai peut ainsi mener à une bifurcation
complète de la fissure. Cette instabilité du chemin de fissure est associée à une valeur du
T-stress négative [COT 80]. Expérimentalement, les perturbations de symétrie peuvent
venir du montage : le fait d’avoir une goupille immobile et une goupille mobile entraîne
une dissymétrie des conditions de contact et donc des conditions de limites effectives. Il
a été montré au Chapitre 2 que les conditions de chargement ont un fort impact sur le
régime de propagation. La rupture de symétrie peut également s’expliquer au niveau du
matériau où des hétérogénéités de très petite taille en pointe de fissure, issues du procédé
de fabrication, peuvent perturber le chemin de fissure.
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Stabilisation du chemin de fissure

5.2 Stabilisation du chemin de fissure
Dans cette partie, on présente les différentes stratégies utilisées pour limiter la bifurca-

tion de fissure observée. En effet, cette bifurcation a lieu avant la sortie de la zone, ce qui
empêche d’observer certains phénomènes liés à l’effet à distance de zones architecturées
sur la fissuration, identifiés au Chapitre 4. On cherche ici à modifier l’essai pour obtenir
un chemin de fissure droit, tout en restant dans une configuration proche de ce qui a été
étudié au Chapitre 4.

5.2.1 Modification de la géométrie
La première stratégie consiste à utiliser les outils de la simulation numérique pour

trouver des configurations qui minimisent le risque de bifurcation. Pour cela, un modèle
d’endommagement par champ de phase est utilisé. L’avantage de cette méthode recherchée
ici est que le chemin de fissure n’est pas connu a priori et peut être calculé par le modèle.
Afin de varier la géométrie, différents motifs pour les zones architecturées sont testés. La
modification de la géométrie globale de l’éprouvette est également envisagée. En plus de
l’éprouvette CT définie au Chapitre 4, on envisage l’utilisation d’éprouvettes TDCB, dont
les dimensions sont données en Figure 5.2a. Cette géométrie permet d’observer des effets
très similaires à ceux étudiés au Chapitre 4, comme présenté en Figure 5.2b. Ce graphique
présente les résultats numériques, obtenus par algorithme par longueur d’arc pour les
éprouvettes TDCB. Les tendances observables sont très similaires à celles présentée au
Chapitre 4 (Figure 4.4a). La géométrie TDCB peut donc être utilisée au même titre que
la géométrie CT.

(a)

0 2 4 6 8 10 12
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0.1

0.15

0.2

(b)

FIGURE 5.2 – Présentation du problème sur les éprouvettes TDCB. (a) Géométrie
de l’éprouvette TDCB, (b) Résultats numériques, obtenus par l’algorithme par longueur

d’arc pour ce problème.

Pour réaliser les simulations avec la méthode d’endommagement par champ de phase,
l’implémentation sur Abaqus de Molnár et Gravouil [MOL 17] est utilisée. Ce code utilise
une formulation d’ordre 2 (AT2) et une fonction de dégradation quadratique. Dans ce
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5. Étude expérimentale de l’effet des zones architecturées

modèle, le pas de temps est adaptatif ce qui permet de détecter les phénomènes d’insta-
bilité quand celui-ci se fixe à la valeur minimale autorisée par l’algorithme. Une longueur
caractéristique de 1 mm est choisie. Le maillage est raffiné entre les zones architecturées
avec des éléments de 0.1 mm de largeur à cet endroit. Ce modèle a été développé en défor-
mations planes, c’est donc dans ces conditions qu’il est utilisé ici, en faisant l’hypothèse
que cela ne change pas le chemin de fissure obtenu. Le module de Young et coefficient
de Poisson et l’énergie de Griffith utilisés sont les valeurs identifiées au Chapitre 2 et que
l’on rappelle ici :

E = 1.2 GPa, ν = 0.49, et Gc = 1.15 kJ ·m−2 (5.1)

Une fissure initiale est définie en ayant des nœuds initialement coïncidents sans aucune
raideur les liant. La perturbation de la symétrie est introduite en définissant un maillage
non structuré entre les zones architecturées. Afin de gagner en temps de calcul, seule la
zone architecturée et la bande définissant le chemin de fissure que l’on souhaite obtenir
sont dotés de degrés de liberté en endommagement.

Dans un premier temps, on compare les chemins de fissure obtenus numériquement et
expérimentalement pour vérifier la capacité du modèle d’endommagement par champ de
phase à prédire les chemins de fissure. Une comparaison pour des essais préliminaires avec
un motif auxétique est donnée en Figure 5.3. Les géométries CT et TDCB sont testées.
Dans les deux cas, les chemins de fissures obtenus numériquement et expérimentalement
sont similaires. Pour l’éprouvette CT, la bifurcation n’a pas lieu dans le même sens mais
cela ne change pas l’analyse, car le sens de la bifurcation dépend de la perturbation de la
symétrie, que l’on ne maîtrise pas. La comparaison de ces deux essais permet d’identifier
que le changement de la géométrie globale a un impact sur le chemin de fissure et que
cet impact est capturé par les simulations d’endommagement par champ de phase. La
prospection des géométries d’éprouvette avec ce modèle est donc adaptée pour prédire à
quel moment la fissure risque de bifurquer et pour chercher des configurations minimisant
ce risque.

Les différentes géométries sont alors testées et les chemins de fissures obtenus sont
donnés en Figure 5.4. On observe que, pour un même motif, la fissure bifurque plus tard
pour les éprovettes TDCB que pour les éprouvettes CT. La configuration TDCB a donc
tendance à stabiliser le chemin de fissure. Au niveau de la comparaison entre les motifs,
plus l’angle θ est grand, plus la fissure bifurque tard. La configuration TDCB avec un
motif θ = 40° présente une légère bifurcation de fissure, mais celle-ci ne va pas jusqu’à
plonger dans la zone architecturée. Dans ce cas une instabilité snap-back est observée,
cela est illustré à la Figure 5.5.

Au final, cette étude montre qu’il est possible de limiter le risque de bifurcation de la
fissure en changeant la géométrie de l’éprouvette. La géométrie globale sélectionnée est
l’éprouvette TDCB. On restreint l’analyse aux motifs hexagonaux à angle θ = 0 et 40 °.

5.2.2 Préparation d’éprouvette
Malheureusement, même avec les géométries sélectionnées pour diminuer le risque de

bifurcation, un essai répétable sans que la fissure ne plonge dans une zone architecturée
n’est pas atteint. La seconde stratégie proposée pour stabiliser le chemin de fissure est d’in-
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(a)

(b)

FIGURE 5.3 – Comparaison des chemins de fissures obtenus numériquement et expé-
rimentalement. (a) Pour une éprouvette CT à motif auxétique. (b) Pour une éprouvette

TDCB avec le même motif.

troduire une rainure pour guider la fissure. L’idée est de fragiliser légèrement l’éprouvette
dans le plan médian pour favoriser la propagation dans cette direction.

Une rainure est introduite de chaque côté de l’éprouvette afin de conserver la symétrie
par rapport au plan de mi-épaisseur de l’éprouvette. Les positions des rainures sont illus-
trées en Figure 5.6. En pratique, une première rainure est directement imprimée en 3D.
Pour avoir un fond d’entaille plus net, une lame de cutter est passée dans la rainure. Au
final, les profondeurs obtenues sont d’environ 0.7 à 0.9 mm. On considérera, en première
approximation, que cette rainure n’a pas d’autre effet que de guider la fissure. Elle n’est
donc pas prise en compte dans le calcul.

In fine, l’introduction de cette rainure permet, pour les géométries choisies, d’obtenir
un essai répétable où la fissure reste entre les zones architecturées.
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5. Étude expérimentale de l’effet des zones architecturées

FIGURE 5.4 – Chemins de fissure identifiés sur les champs d’endommagement obtenus
numériquement par champ de phase sur les différentes géométries testées.

5.3 Résultats expérimentaux
Dans cette partie, les résultats obtenus en utilisant le protocole avec des éprouvettes

TDCB dotés de rainures sont présentés.

5.3.1 Courbe de charge et instabilité
Les courbes de charge pour deux essais, correspondant à des éprouvettes TDCB avec

zones architecturées à motif hexagonal, pour des angles respectifs de θ = 0° et 40°, sont
données en Figure 5.7. Ces courbes présentent d’abord une phase linéaire. Les pentes
des courbes correspondant aux deux éprouvettes sont très proches, mais ce n’est qu’une
coïncidence. En effet, les raideurs des deux éprouvettes sont a priori légèrement différentes
pour une longueur de fissure équivalente et cela est compensé par des longueurs de fissure
initiales distinctes. À la suite de la phase linéaire, une courte phase où la force décroit
rapidement a lieu. Ensuite, on observe une décroissance lente de la force. Pour le cas
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Résultats expérimentaux

FIGURE 5.5 – Résultat obtenu par champ de phase pour une géométrie d’éprouvette
où la fissure a très peu bifurqué et une instabilité a été observée. Courbe de charge et

champs d’endommagement obtenus avant et après le saut de force.

FIGURE 5.6 – Schéma représentant
les rainures introduites pour stabiliser le
chemin de fissure, sur vue de face des
éprouvettes et de côté (zoom sur la par-

tie où on observe la rainure).

θ = 0°, il s’agit presque d’un plateau de force. L’essai se termine par une chute de force
brutale, correspondant à une phase de propagation de fissure dynamique. Cette phase
dure moins de 0.1 s, ce qui est très rapide par rapport à la durée de l’essai qui est de 10
à 30 min.

Le changement de régime entre quasi-statique et dynamique est également visible sur
les faciès de rupture, comme montré sur la Figure 5.8. On observe sur ces images une nette
différence d’état de surface. Bien que le phénomène soit macroscopiquement proche d’une
rupture fragile, on observe localement des marques d’endommagement qui témoignent
d’une certaine ductilité sur la face quasi-statique (à droite sur la Figure 5.8). Ces marques
sont absentes dans la phase dynamique où le faciès de rupture est beaucoup plus lisse et
transparent. On observe alors des hétérogénéités qui sont dues au matériau, dont les plus
grandes mesurent environ 30 µm.

La phase de propagation dynamique ne s’arrête pas avant que la force soit nulle,
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5. Étude expérimentale de l’effet des zones architecturées

FIGURE 5.7 – Courbes de charges
obtenues expérimentalement des motifs

hexagonaux d’angle 0° et 40°.

FIGURE 5.8 – Photographies, prises au microscope optique HIROX MXB-5000REZ, des
faciès de rupture obtenus. Mise en évidence de deux zones correspondantes à deux régimes

distincts de la propagation. Régime quasi-statique à droite et dynamique à gauche.

c’est-à-dire avant la rupture complète de l’éprouvette. Cela entre en contradiction avec les
résultats numériques obtenus par longueur d’arc et fournis en Figure 5.2b. Les simulations
s’appuient sur des méthodes quasi-statiques, les effets dynamiques sont donc négligés.
Ce sont ces effets, comme l’inertie ou les phénomènes de réflexion d’ondes, qui peuvent
expliquer la rupture totale dans le cas réel. Cela est d’autant plus probable que l’instabilité
commence alors que la pointe de fissure est proche du bord droit (moins de 15 mm du
bord).
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5.3.2 Mesure des longueurs de fissure
Afin de comparer les résultats expérimentaux et numériques, il est intéressant d’avoir

une mesure de la longueur de fissure. De plus, cette grandeur est nécessaire à l’identifica-
tion du taux de restitution de l’énergie.

Le moyen déjà utilisé au Chapitre 2 de réaliser cette mesure est la corrélation d’image
avec projection sur les séries de Williams. L’application de cette méthode à des éprouvettes
à zones architecturées mérite quelques commentaires. Si l’on applique la zone de projection
en forme de Pacman identifiée au Chapitre 2, les champs des zones architecturées vont être
pris en compte. Cela pose deux problèmes majeurs. D’une part, la mesure des champs
de déplacement dans cette zone est très peu précise, dû au grand nombre de surfaces
libres dans cette zone. D’autre part, les séries de Williams ne sont a priori pas valides
dans les milieux hétérogènes. Pour faire face à ce problème, on choisit une forme de zone
de projection différente, illustrée en Figure 5.9. Cette forme permet d’inclure un grand
nombre de points tout en excluant les zones architecturées.
Remarque : Afin d’avoir un nombre suffisant de points, il a fallu diminuer la valeur
de la zone à exclure en pointe de fissure. La valeur identifiée au Chapitre 2 était de 150
pixels, mais ici, une valeur de 40 pixels est utilisée. Ce changement a peu d’influence car
les dimensions de la zones affectent très peu la longueur de fissure mesurée, comme cela
est démontré en Annexe F.

FIGURE 5.9 – Zone de projection sur les séries de Williams pour les éprouvettes archi-
tecturées. Norme du déplacement en pixels (1 px ≈ 0.02 mm).

Le problème de la mesure par DIC est la fréquence d’acquisition. La mesure n’est
disponible qu’à l’instant où l’on prend la photo. Cela signifie que le point juste avant
le départ de l’instabilité ne peut pas être mesuré précisément avec cette méthode. Une
seconde méthode utilisée est d’observer les faciès de rupture, sur lesquels on observe deux
changements de régimes : de la fatigue au quasi-statique, caractérisant la longueur initiale
de fissure, et du quasi-statique au dynamique, caractérisant la longueur à l’apparition de
l’instabilité. La mesure de la position de ces deux fronts est faite sur des photos des
faciès de rupture, dont un exemple est donné en Figure 5.10. Des points sont placés
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5. Étude expérimentale de l’effet des zones architecturées

manuellement sur le front, la valeur retenue est la moyenne de la parabole ajustée sur ces
points. Les deux faciès de rupture de chaque éprouvette sont étudiés et l’incertitude sur la
longueur de fissure est définie comme la différence entre les valeurs issue des deux faces.
Cette différence est très faible (de l’ordre de 0.3 mm) pour la longueur de fissure finale.

FIGURE 5.10 – Identification des longueurs de fissure sur les faciès de rupture. Exemple
de l’identification de la longueur de fissure finale, avant la phase dynamique.

Afin de comparer les deux méthodes de mesure de longueur de fissure, on donne les
différents résultats en fonction du déplacement de la goupille en Figure 5.11 pour un essai.
Le déplacement correspondant au point avant l’instabilité est identifié sur les courbes de
charge, qui ont une grande fréquence d’acquisition, comme étant le dernier point avant
la chute brutale de force. La longueur initiale mesurée sur les faciès de rupture et les
longueurs issues de la DIC dans le régime où la fissure est stationnaire (u < 0.5 mm) sont
cohérentes. En effet, la plupart des points de mesure DIC sont dans l’intervalle de tolérance
de la mesure faite sur les faciès de rupture. Seuls les trois premiers points de la DIC sont
hors de cet intervalle. Les premières photos présentent un déplacement très faible donc
les erreurs de mesure de la DIC pour celles-ci sont relativement importantes. Au niveau
de la longueur de fissure finale, on ne peut pas comparer directement les mesures, car
elles ne sont pas faites au même instant. On peut tout de même observer que la mesure
de la longueur finale est significativement plus élevée que le dernier point issu de la DIC,
et qu’elle n’est pas dans la continuité de l’évolution précédente. Il est possible que la
propagation accélère entre le dernier point mesuré par la DIC et le début de la phase
dynamique mais cet écart parait élevé. Pour expliquer cette différence, on peut émettre
l’hypothèse que les définitions du front de fissure utilisées pour les deux méthodes de
mesure ne sont pas tout à fait équivalentes. Dans le cas de la DIC, le front de fissure
élastique équivalent est mesurée alors que la mesure sur les faciès de rupture s’appuie
sur la zone endommagée par la propagation quasi-statique. Cette seconde définition peut
donc mener à une longueur de fissure plus élevée et la différence entre les deux mesures
est alors de l’ordre de la taille de la process zone.

Pour conclure sur la mesure de longueur de fissure, la mesure par DIC semble adaptée
pour le début de l’essai mais elle ne permet pas de mesurer la longueur au moment de
l’apparition de l’instabilité. La mesure sur les faciès de rupture est utilisée pour cette
valeur, en gardant à l’esprit que les deux mesures s’appuient sur des définitions différentes
du front de fissure.

5.3.3 Identification de l’énergie de rupture
La mesure du taux de restitution de l’énergie permet de mesurer l’énergie de rupture

pour les éprouvettes architecturées. L’idée est de vérifier que la propagation a lieu à
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FIGURE 5.11 – Comparaison des mé-
thodes de mesure de fissure pour une
éprouvette avec θ = 0°. La longueur ini-
tiale et le point juste avant la phase dy-
namique sont mesurés sur les faciès de

rupture.

G = Gc, et que le taux de restitution de l’énergie critique Gc est bien le même que celui
mesuré sur les éprouvettes pleines.

Le taux de restitution d’énergie G est identifié en traçant l’énergie potentielle, calculée
à partir des courbes de charge, en fonction de la longueur de fissure, comme expliqué au
Chapitre 2 (paragraphe 2.4.1.2). La courbe obtenue pour une des éprouvettes testées est
donnée en Figure 5.12. Il existe une grande plage de valeurs où le comportement peut être
approximé par une loi affine. Cela montre que la propagation a lieu à G constant et il est
possible d’identifier une valeur de Gc. Cette valeur est obtenue en divisant la valeur de la
pente par l’épaisseur de l’éprouvette. En réalité, la surface de fissure est légèrement plus
faible que e ·a à cause de la rainure. Cependant, comme indiqué au paragraphe 5.2.2, on
fait l’hypothèse que la rainure n’a pas d’influence sur le comportement global.
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FIGURE 5.12 – Identification du taux
de restitution d’énergie sur une éprou-

vette avec zones architecturées.

L’identification de l’énergie de rupture est réalisée pour chacune des 20 éprouvettes
testées dans le cadre de ce chapitre. Quelques données statistiques sur les valeurs identifiées
sont données dans le Tableau 5.1. Les énergies de rupture identifiées sur les éprouvettes
pleines sont également données à titre de comparaison. La première information qui peut
être repérée sur ces données est que les valeurs mesurées sur les éprouvettes pleines se
trouvent dans l’intervalle de confiance 1 constitué par les mesures sur les éprouvettes
architecturées. Cela confirme que la propagation a bien lieu pour une valeur deGc similaire

1. L’intervalle de confiance à 95% est calculé comme la moyenne plus ou moins deux fois l’écart-type
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5. Étude expérimentale de l’effet des zones architecturées

Épouvettes avec zones architecturées
Nombre d’éprouvettes 20

Moyenne des Gc mesurés 1.15 kJ/m2

Ecart-type 0.12 kJ/m2

Intervalle de confiance à 95% [0.91;1.39] kJ/m2

Épouvettes de référence
Gc mesuré sur CT1 1.16 kJ/m2

Gc mesuré sur CT2 1.13 kJ/m2

Gc mesuré sur CT3 1.17 kJ/m2

TABLEAU 5.1 – Valeur des énergies de Griffith identifiées sur les éprouvettes architec-
turées comparées aux Gc identifiées sur les éprouvettes de référence.

au cas de référence. Le fait de ne pas prendre en compte la rainure ne mène pas à des
résultats significativement différents sur cette mesure. La rainure est assez peu profonde
pour que son effet soit négligeable devant la variabilité des propriétés matériaux. Une
seconde remarque qui peut être faite est que la dispersion des valeurs mesurées sur les
éprouvettes architecturées semble plus importante que pour les trois essais de référence.
Cela peut s’expliquer par des variations du vieillissement du matériau et du procédé de
traitement thermique. En effet, les éprouvettes architecturées étant plus nombreuses, elles
ont été traitées en plusieurs fournées et ont vécu des vieillissements plus ou moins longs
entre leur fabrication et les essais.

En conclusion, la mesure de l’énergie de rupture sur les éprouvettes a permis de valider
que la propagation a bien lieu à G = Gc et que ce Gc est le même que le matériau
constitutif. Cela veut dire que l’hétérogénéité introduite par les zones architecturées est
suffisamment loin du front de fissure pour pouvoir considérer que la fissure se comporte
bien comme étant dans des champs mécaniques homogènes.

5.3.4 Effet des zones architecturées
Au Chapitre 4, des effets renforçants de l’ajout des zones architecturées ont été iden-

tifiés. Ces effets sont rappelés ici :

1. Retard de propagation en déplacement imposé : la fissure se propage moins loin pour
les éprouvettes architecturées à même niveau de chargement. Une des conséquences
est une force qui décroit moins rapidement, voire qui présente un palier ou augmente.
Ainsi, au bout d’un moment, la force est plus importante que pour l’éprouvette de
référence.

2. Augmentation du travail des force dans une certaine zone : il existe un stade de
la propagation, où, pour arriver à la même longueur de fissure, on a dépensé plus
d’énergie dans le cas des éprouvettes architecturées.

3. Instabilité snap-back : l’instabilité s’accompagne d’une contribution supplémentaire
sous forme d’énergie cinétique donc une augmentation de l’énergie nécessaire à casser
entièrement la pièce.

L’idée est de voir si ces effets apparaissent effectivement dans les résultats expérimentaux
obtenus.

Afin d’observer le premier effet, les courbes de charges et de longueur de fissure expéri-
mentales doivent être tracées. La courbe de référence est obtenue en testant une éprouvette
TDCB, sans zones architecturées. Cette éprouvette ne présente pas de rainure, ce qui va
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Résultats expérimentaux

permettre de vérifier que l’ajout de rainure n’empêche pas d’observer les effets renforçants.
Les courbes sont données en Figure 5.13. Les deux essais présentés ici n’ont pas la même
longueur de fissure initiale, la comparaison de la phase linéaire, avant la propagation, n’est
donc pas pertinente. Sur ces courbes le ralentissement en déplacement imposé est obser-
vable. En effet, très rapidement après le début de la propagation, la longueur de fissure
à chargement équivalent est bien plus faible pour le cas architecturé. La conséquence sur
les courbes de charges est également observée : la force diminue très lentement et, à partir
de u ≈ 0.9 mm, la force est plus importante que pour le cas de référence, et ce jusqu’au
début de l’instabilité.
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FIGURE 5.13 – Effet des zones architecturées sur les résultats expérimentaux. Compa-
raison d’un résultat sur une éprouvette TDCB pleine avec une TDCB avec zones archi-

tecturées (θ = 0°).

Pour espérer observer les deux autres effets renforçants, il faut tracer les grandeurs
énergétiques (énergie élastique stockée et travail des forces extérieures) en fonction de la
longueur de fissure. Les énergies calculées à partir des courbes de charge expérimentales
sont données en Figure 5.14. La comparaison des courbes de travail des forces extérieures
(Figure 5.14a) pose un problème qui mérite d’être discuté. Cette grandeur étant une
grandeur intégrale, sa valeur à chaque point dépend de tous les états précédents, donc
en particulier de l’état initial. La valeur de W ext est ainsi grandement dépendante de la
longueur de fissure initiale. Plus précisément, il y a une différence d’énergie de Gce∆a0
qui est utilisée pour combler l’écart de longueur de fissure initiale ∆a0. On propose donc
la correction, tracée en Figure 5.14a, qui consiste à retrancher cet écart d’énergie à la
courbe représentant l’éprouvette pleine pendant la propagation.

L’augmentation du travail des forces dans une certaine zone est observé car la courbe
du travail des forces extérieures du cas architecturé dépasse la courbe de référence corrigée
à partir de a≈ 23 mm et reste au-dessus jusqu’à l’apparition de l’instabilité. Au dernier
point de mesure, le travail des forces est 13 % plus élevé pour le cas architecturé. On
observe également, comme dans le cas numérique, que pour l’éprouvette architecturée,
l’avancée de fissure s’accompagne d’une augmentation de l’énergie stockée.

Au niveau de l’instabilité snap-back, le fait que la propagation dynamique aille jusqu’à
la rupture complète change les énergies en jeu. L’augmentation de l’énergie nécessaire à
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FIGURE 5.14 – Effet des zones architecturées sur les énergies calculées expérimentale-
ment. Comparaison d’un résultat sur une éprouvette TDCB pleine avec une TDCB avec

zones architecturées (θ = 0°).

casser l’éprouvette n’est pas observés dans le cas présenté ici. En effet, à la fin de la
propagation le travail des efforts dépensé est plus élevé pour le cas de référence.

5.4 Comparaison avec les résultats numériques
Des effets similaires à l’étude numérique du Chapitre 4 ont été identifiés sur les essais.

Dans cette partie, on présente une comparaison quantitative entre résultats expérimentaux
et numériques.

5.4.1 Sur une éprouvette
On s’intéresse dans un premier temps à un unique essai. On présente les résultats pour

un essai dont les zones architecturées sont constituées d’un motif hexagonal avec θ = 0°.
Les courbes de charge et de longueur de fissure comparant les approches numériques et
expérimentales sont données en Figure 5.15. Le calcul est légèrement adapté à l’expérience
dans le sens où la longueur initiale est celle mesurée expérimentalement et la valeur de
KIC utilisée est celle obtenue à partir du Gc identifié dans le cadre de cet essai. Cela
permet ne pas discuter des différences qui seraient issues de la variabilité du Gc, discutée
au paragraphe 5.3.3.

Au niveau de la courbe de charge (Figure 5.15a), la corrélation entre les résultats
numériques et expérimentaux est excellente dans la phase linéaire. Cela indique qu’il y a
très peu de variabilité des coefficients élastiques, et que le choix du type de condition aux
limites est adapté à la modélisation de la phase linéaire. À l’initiation de la propagation, la
courbe expérimentale est légèrement adoucie par rapport à la courbe numérique. Cela est
dû à un comportement pas entièrement fragile. Néanmoins, le modèle élastique linéaire
approxime bien le comportement car l’écart sur la force maximale n’est que de 7 %.
Pendant la propagation quasi-statique, la corrélation entre numérique et expérimental
n’est pas parfaite, mais peut être considérée comme très bonne à la vue de la complexité
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FIGURE 5.15 – Comparaison entre les résultats expérimentaux et numériques pour une
éprouvette avec θ = 0°.

des phénomènes mis en jeu. L’initiation de l’instabilité a lieu à un déplacement imposé
très similaire mais pour une force un peu plus faible que celle prédite numériquement.
Cet écart peut venir de l’effet de la rainure, pas prise en compte dans le calcul. Une autre
hypothèse pour expliquer cette différence vient des conditions aux limites. Il a en effet été
montré au Chapitre 2 que même si les conditions aux limites sont adaptées à décrire la
phase linéaire, elles peuvent mener à des écarts dans la phase de propagation.

Au niveau de la longueur de fissure, la corrélation entre les résultats numériques et
issus de la DIC est excellente. Le point juste avant l’instabilité présente une longueur de
fissure plus importante que la prédiction numérique. Cela appuie l’hypothèse, évoquée au
paragraphe 5.3.2, que les deux types de repérage du front de fissure ne sont pas équivalents.
Le calcul linéaire élastique est compatible avec la mesure par DIC, mais pas avec la mesure
sur les faciès de rupture. Le front de fissure qui est compatible avec le calcul éléments
finis linéaire élastique est celui défini comme l’origine du comportement asymptotique de
la singularité. Il s’agit d’une définition vue de loin par opposition avec l’analyse des faciès
de rupture, qui mesure une grandeur qui prend en compte la longueur de fissure plus une
zone endommagée.

5.4.2 Étude paramétrique
Dans cette partie, une étude paramétrique est mise en place, à la fois numériquement

et expérimentalement. L’idée est de tester la capacité du modèle numérique à représenter
des tendances. Un second objectif est de porter un regard critique sur les écarts observés
sur une éprouvette au paragraphe précédent. L’étude paramétrique permet en effet de
déterminer si l’analyse faite sur cette éprouvette est généralisable à tous les essais.

Le choix du paramètre à faire varier s’est porté sur la longueur des zones architecturées,
notée lx sur la Figure 5.2a. Cette étude présente l’avantage d’avoir a priori une grande
influence sur l’instabilité. En effet, si l’on considère que l’instabilité est liée à la sortie de
la région entre les zones architecturées, en changeant la longueur de celles-ci, l’apparition
de la phase dynamique devrait être décalée. On étudie donc l’effet de lx dont on prendra
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des valeurs en nombre de motifs, un motif ayant une taille de 10/6 mm. Des valeurs de
quatre à neuf motifs sont testées, à la fois numériquement et expérimentalement. Seul le
motif θ= 0° est considéré dans cette étude. Pour les essais, deux à quatre répétitions pour
chaque valeur de lx sont présentées, soit un total de 19 éprouvettes.

Les courbes de charges numériques et expérimentales sont données respectivement en
Figure 5.16a et 5.16b. Les courbes numériques sont tracées en prenant la même longueur
de fissure initiale pour toutes, et la ténacité identifiée au Chapitre 2. Pour les courbes
expérimentales, un seul essai pour chaque longueur testée est présenté pour des raisons de
clarté. À la fois du point de vue expérimental et numérique, on observe que le paramètre
choisi a effectivement un effet sur le moment où l’instabilité apparait. La longueur de la
zone a également un effet sur le comportement en propagation quasi-statique : pour lx = 4
motifs, on observe un plateau de force, alors que lorsque lx augmente, la force est de plus
en plus décroissante dans cette même phase. Ce phénomène est visible à la fois sur les
courbes numériques et expérimentales. Cette observation montre que, qualitativement,
le modèle numérique est capable de prédire les tendances de comportements pendant le
régime de propagation de fissure.
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FIGURE 5.16 – Effet de la longueur de zone sur les courbes de charges numériques
(obtenues par longueur d’arc) et expérimentaux.

Afin de réaliser une analyse quantitative, on s’intéresse aux données au moment où
l’instabilité débute. Ce point est déterminé numériquement par k′(ā) = 0 et expérimen-
talement par le dernier point de mesure avant la chute brutale de force. On s’intéresse à
la fois à la force, le déplacement imposé et la longueur de fissure à cet instant. Ces trois
grandeurs en fonction de la longueur de zone sont données en Figure 5.17. Des tendances
affines sont identifiées sur les points expérimentaux et numériques. Lors de la simulation,
aucune instabilité n’a été observée pour le cas lx = 4 motifs donc la courbe numérique n’est
tracée que de 5 à 9 motifs. Sur ces trois graphiques les tendances numériques et expéri-
mentales sont très proches. En particulier, la pente des courbes obtenues numériquement
est retrouvée avec un haut niveau de précision dans les essais pour les trois grandeurs :
l’écart des pentes identifiées est de 5 % pour le déplacement imposé, 11 % pour la force
et 8 % pour la longueur de fissure. Au niveau des valeurs absolues, les écarts observés
au paragraphe précédent semblent se généraliser : l’instabilité a lieu à un déplacement
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FIGURE 5.17 – Effet de la longueur de zone architecturée sur les données à l’initiation
de la phase dynamique. Comparaison des tendances numériques et expérimentales.

imposé prédit par la simulation, mais à une force plus faible et une longueur de fissure
plus élevée. Ces écarts entre numérique et expérimental semblent systématiques, ce qui
va dans le sens des explications données au paragraphe précédent.

5.5 Bilan sur la validation expérimentale
Lors de la mise en place de la validation expérimentale, un problème a été rencontré :

la bifurcation de la fissure qui se loge dans les zones architecturées. Cette problématique
a été traitée en utilisant des outils de la simulation numérique pour limiter le risque
de bifurcation et en introduisant une rainure pour aider à guider le chemin de fissure. Le
protocole obtenu permet, de façon reproductible, d’observer l’effet de zones architecturées
sur la fissuration.

Deux des trois effets renforçants identifiés au Chapitre 4 ont été reproduits expérimen-
talement et ce malgré l’introduction de la rainure qui fragilise l’éprouvette. Ces deux effets
sont le ralentissement en déplacement imposé et l’augmentation de l’énergie à fournir pour
atteindre une certaine plage de valeur de longueur de fissure.

L’instabilité qui avait été mise en lumière dans les résultats expérimentaux, est éga-
lement retrouvée ici. La corrélation entre le début de la phase dynamique et la sortie de
la région entre les zones architecturées a été confirmée. En effet, lors de l’étude paramé-
trique, l’allongement de la zone a mené à un retardement de l’instabilité de manière très
reproductible. À cause d’effets dynamiques, qui n’avaient pas été pris en compte dans le
modèle numérique, le régime instable mène à une rupture complète de l’échantillon. Cela
empêche, pour le cas présenté ici, d’observer l’augmentation de l’énergie utilisée dans le
processus de fissuration prédite au Chapitre 4.

La comparaison des courbes obtenues avec la simulation révèle une excellente adéqua-
tion entre les approches numériques et expérimentales. Cette très bonne corrélation est
valable à la fois sur l’évolution des grandeurs pendant un essai, mais aussi lors de la com-
paraison de plusieurs géométries, ce qui a été mis en évidence dans l’étude paramétrique.

Pour conclure, ce chapitre a montré qu’il est possible de modifier expérimentalement
le comportement en fissuration en ajoutant des zones architecturées de part et d’autre du
chemin de fissure. Certains effets prédits numériquement ont été observés dans les essais.
La comparaison avec les résultats de simulations permet d’affirmer que le modèle éléments
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finis est capable de prédire les phénomènes avec une très bonne précision. L’influence des
conditions aux limites, évoqué au Chapitre 2, n’est donc pas pénalisante dans ce cas. Il
se peut que l’idéalisation de la modélisation des conditions aux limites soit à l’origine du
léger écart sur la force mais cela n’empêche pas de représenter des tendances et d’être
capable de comparer les géométries entre elles. Cela permet donc d’envisager des études
numériques paramétriques pour optimiser le comportement en fissuration avec l’ajout de
zones architecturées.
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Quatrième partie

Vers une définition de ténacité
effective

117
Cette thèse est accessible à l'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2023ISAL0061/these.pdf 
© [J. Triclot], [2023], INSA Lyon, tous droits réservés



Cette thèse est accessible à l'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2023ISAL0061/these.pdf 
© [J. Triclot], [2023], INSA Lyon, tous droits réservés



Chapitre 6

Comparaison de définitions de la
ténacité effective

Ce dernier chapitre pose la question de l’évaluation de la performance des zones archi-
tecturées en terme de résistance à la propagation de fissure. La ténacité effective est une
grandeur qui, si on parvient à en donner une définition unique, pourrait servir de mesure
objective de cette performance. Ici, quelques définitions issues de la littérature et adaptées
pour le cas d’étude sont calculées. Ces définitions sont comparées sur un grand nombre de
cas numériques afin de conclure sur le lien qu’elles ont les unes avec les autres.
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6. Comparaison de définitions de la ténacité effective

6.1 Intérêt de la définition de ténacité effective
Dans ce chapitre on se pose la question de l’existence d’une ténacité effective permet-

tant de décrire les phénomènes observés aux Chapitres 4 et 5. L’intérêt d’avoir un unique
scalaire évaluant la performance de l’assemblage avec les zones architecturées est de sim-
plifier la comparaison des géométries. Dans l’optique de réaliser de l’optimisation afin de
trouver des configurations idéales, il faut d’abord définir un indicateur de la performance
de la configuration étudiée. Or, les effets présentés précédemment sont très complexes
donc l’évaluation par un unique scalaire n’est pas trivial. Ainsi, la notion de ténacité
effective est abordée ici sous l’angle de l’évaluation de la performance et non dans une
volonté d’homogénéisation en vue d’une simulation de propagation à l’échelle effective.

Au Chapitre 4 (paragraphe 4.4.2), trois critères d’évaluation de l’effet des zones ar-
chitecturées ont été proposés à partir d’une analyse phénoménologique. On se pose ici la
question du lien de ces critères avec les définitions existantes de ténacité effective.

Dans ce chapitre, on appellera ténacité l’énergie de rupture Gc, et non KIC . L’idée est
ainsi de se poser la question de l’existence et de l’unicité d’une ténacité effective Geff

c .

6.2 Définitions considérées
Dans cette partie, on explicite les définitions de ténacités effectives qui seront com-

parées par la suite. Comme expliqué au Chapitre 1 (paragraphe 1.3.2), il existe un très
grand nombre de propositions dans la littérature sans qu’aucune des approches ne s’im-
pose comme étant adaptée à toute situation. Dans cette partie, on reprend des idées issues
des études existantes pour les appliquer au cas de la propagation de fissure entre les zones
architecturées. Le choix des définitions considérées s’est porté sur deux critères. Le pre-
mier est la facilité d’implémentation : il fallait que le calcul soit un simple post-traitement
des calculs éléments fins. Le second critère est le fait que la définition soit capable de re-
présenter l’effet du contraste de propriétés élastiques sur la résistance à la propagation. En
effet, les phénomènes que l’on souhaite représenter sont issus de variations de la raideur.

6.2.1 Définitions basées sur le chargement
La première définition de ténacité effective qui est adaptée au problème étudié dans

cette thèse est celle qui s’appuie sur le chargement nécessaire à faire propager la fissure.
L’idée s’appuie sur les travaux de Vasoya et al. [VAS 16] et consiste à définir la ténacité
qui, appliquée à une éprouvette homogène sans porosité, mènerait à un même chargement
à rupture que l’éprouvette architecturée étudiée. Cela mène à une définition de ténacité
équivalente pour chaque longueur de fissure testée. Pour avoir une valeur unique, on
considère à la fois la moyenne et le maximum de cette grandeur. Ces deux approches
seront discutées.

Pour expliciter cette ténacité effective, il faut choisir un paramètre de chargement. On
peut alors définir une grandeur par paramètre de chargement considéré : le déplacement
imposé, la force de réaction ou l’énergie fournie. D’après l’annexe A, le taux de restitution
d’énergie s’écrit en fonction de la fragilité en déplacement imposé k de la façon suivante :
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Définitions considérées

G= kEu2

W
. (6.1)

Pendant la propagation, on a G = Gc pour le cas d’une éprouvette pleine (plein) et le
cas d’une éprouvette architecturée (A). Les déplacements pendant la propagation pour
chacun des cas s’écrivent :

u2
A = GcW

kAE
et u2

plein = GcW

kpleinE
. (6.2)

Geq−u
c est définie comme la ténacité qu’il faudrait avoir pour obtenir uA avec un matériau

plein, c’est-à-dire une fonction kplein :

u2
A = Geq−u

c W

kpleinE
, (6.3)

soit :

Geq−u
c =

k2
plein

k2
A

Gc = u2
A

u2
plein

Gc. (6.4)

On remarque que cette définition est liée au premier critère, identifié au chapitre 4 (Équa-
tion (4.20)) pour décrire le ralentissement de propagation de fissure en déplacement im-
posé. Ce lien s’écrit :

c1 ≡max
a

(
uA

uplein

)
= max

a


√√√√Geq−u

c

Gc

 (6.5)

Concernant le chargement en force, la force à rupture peut s’écrire en ajoutant la
fonction de raideur S :

FA = GcWEe2S2
A

k2
A

et Fplein =
GcWEe2S2

plein

k2
plein

. (6.6)

On définit Geq−F
c de manière analogue à Geq−u

c :

Geq−F
c =

k2
plein

k2
A

S2
A

S2
plein

Gc = F 2
A

F 2
plein

Gc (6.7)

Enfin, concernant le chargement en énergie, on considère l’énergie élastique stockée
dans le solide à un instant donné. Cette énergie est liée au taux de restitution d’énergie
par :

Eel = 1
2Fu= 1

2GWe
S

k2 . (6.8)

On définit Geq−E
c de manière analogue aux deux définitions précédentes et on obtient :

Geq−E
c =

k2
plein

k2
A

SA

Splein
Gc = Eel

A

Eel
plein

Gc. (6.9)
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6. Comparaison de définitions de la ténacité effective

Comme cette définition s’appuie sur l’énergie élastique stockée à un instant donné et non
sur le travail des forces extérieures, il n’existe pas de lien trivial avec le critère en énergie
définit au Chapitre 4 (Équation (4.21)).

Au final, cette approche donne trois définitions distinctes de la ténacité équivalente :

Geq−E
c = Eel

A

Eel
plein

Gc, Geq−u
c = u2

A

u2
plein

Gc et Geq−F
c = F 2

A

F 2
plein

Gc. (6.10)

6.2.2 Définition basée sur l’intégrale J

La seconde approche qui est étudiée est celle proposée par Hossain et al. [HOS 14],
justifiée par Hsueh et Bhattacharya [HSU 16], et qui s’appuie sur l’intégrale J. L’idée
est d’évaluer cette intégrale sur un contour externe aux hétérogénéités. Cette grandeur
correspond à un taux de restitution d’énergie équivalent. Si les conditions de propagation
sont réunies, cette grandeur est alors une ténacité effective. Ici, c’est l’intégrale de domaine
(Équation (1.27)) et non celle de contour qui a été utilisée.

Afin d’expliquer cette méthode, un exemple avec plusieurs choix de contours est donné
en Figure 6.1. L’intégrale J a été popularisée car elle est indépendante du contour [RIC 68].
Cependant, ce résultat n’est valable que pour les matériaux sans trous. Cela veut dire que
les intégrales calculées sur les contours Γ1 et Γ2 sont identiques. Pendant la propagation,
on a :

J(Γ1) = J(Γ2) =Gc. (6.11)

Les contours Γ3 et Γ4, de leur côté, entourent des porosités. L’indépendance du contour ne
s’applique pas et donc l’intégrale sur ces domaines donne un résultat différent. Néanmoins,
ces deux contours mènent à la même intégrale J, car la zone entre ces contours (appelée
D34 sur la Figure 6.1) ne contient aucune porosité. On considère que l’intégrale sur ces
contours externes est la ténacité équivalente :

J(Γ3) = J(Γ4)≡Geq−J
c . (6.12)

L’idée est que, dans tous les cas, il existe une échelle à laquelle le matériau contient des
hétérogénéités. L’intégrale J utilisée dans le cadre des milieux continus et appliquée ici
sur les contours Γ1 et Γ2 est donc déjà une homogénéisation. La ténacité effective serait
alors l’intégrale J calculée sur un contour assez loin pour que le matériau soit considéré
comme homogène. Si les seules hétérogénéités présentes sont celles entre les contours Γ2
et Γ3, alors l’intégrale sur ce contour très lointain est égale à celle sur Γ3 et Γ4.

Au final, cette définition permet d’évaluer une valeur de ténacité équivalente par lon-
gueur de fissure testée. Comme pour la définition précédente, les valeurs maximales et
moyennes pendant la propagation sont retenues comme propositions de ténacité effective.
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Méthodes pour la comparaison des ténacités effectives

FIGURE 6.1 – Schéma représentant
différents contours (incluant ou non les
zones architecturées) permettant d’ex-
pliquer la méthode basée sur l’intégrale

J.

6.3 Méthodes pour la comparaison des ténacités ef-
fectives

Dans cette partie, les tests numériques pour comparer les évolutions des différentes
définitions de la ténacité effective sont décrits.

6.3.1 Surfing Boundary Conditions
Dans ce chapitre, on souhaite avoir un regard le plus général possible sur la propaga-

tion de fissure entre les zones architecturées. L’idée est de discuter uniquement des effets
intrinsèques de l’ajout de ces zones et non des effets qui seraient liés à une géométrie
d’éprouvette spécifique comme les CT et TDCB. C’est pourquoi c’est l’approche de Hos-
sain et al. [HOS 14], appelée Surfing Boundary Conditions, qui est mise en place. Cette
approche consiste à appliquer sur le bord du domaine des déplacements correspondant
à une fissure avançant à vitesse constante. Appliqué au cas de l’algorithme par longueur
d’arc, cela veut dire que pour chaque longueur de fissure, on applique un déplacement
imposé sur les bords du domaine correspondant à la solution asymptotique autour d’une
fissure. L’idée est que, lorsqu’on se place assez loin de l’hétérogénéité, on devrait voir un
champ homogène, donc respectant les solutions de la mécanique de la rupture en milieu
homogène. En pratique, on applique la condition aux limites sur les bords du domaine en
excluant les lèvres de la fissure (∂Ω\Γ). Le déplacement imposé est calculé à partir de la
solution asymptotique en pointe de fissure d’ordre un en mode I, présentée au Chapitre
1 (Équation (1.18)). La condition aux limites s’exprime alors en fonction d’un paramètre
de chargement Kcharge, des coordonnées cylindriques dont l’origine est la pointe de fissure
(ra, θa), de la constante de Kolosov κ et du module de cisaillement µ comme :

u|∂Ω\Γ = Kcharge

2µ

√
ra

2π (κ− cosθa)
(

cos(θa/2)
sin(θa/2)

)
. (6.13)

Ce problème mécanique est un problème à un paramètre de chargement, et celui-ci
est le facteur d’intensité des contraintes appliqué sur le bord : Kcharge. Afin de définir les
ténacités effectives qui s’appuient sur le chargement et décrites au paragraphe 6.2.1, il faut
définir un chargement en déplacement, en force et en énergie élastique qui correspondent
à ce chargement. Concernant l’énergie élastique, on considère l’énergie de déformation

123
Cette thèse est accessible à l'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2023ISAL0061/these.pdf 
© [J. Triclot], [2023], INSA Lyon, tous droits réservés



6. Comparaison de définitions de la ténacité effective

dans le domaine d’étude. Celle-ci peut être calculée dans le volume ou sur les bords en
utilisant le théorème de la divergence :

Eel = 1
2

∫
Ω
σ : ε dV = 1

2

∫
∂Ω
σ ·u ·n dS (6.14)

On cherche ensuite à définir une force et un déplacement généralisés notés respective-
ment Q et q. Concernant le paramètre de chargement en déplacement, on le construit pour
qu’il soit directement lié au chargement Kcharge, homogène à une longueur en utilisant
la longueur caractéristique du domaine d’étude W et la pression caractéristique que l’on
définit comme le module de cisaillement µ. L’expression de q est donc :

q = Kcharge

√
W

µ
. (6.15)

Afin d’avoir des paramètres de chargement en déplacement, force et énergie cohérents,
on souhaite que les déplacements et forces généralisés mènent donnent un bilan énergétique
égal à l’énergie de déformation, soit :

Eel = 1
2qQ. (6.16)

On définit donc la force généralisée en fonction de l’énergie et du déplacement afin de
satisfaire l’équation (6.16). Le paramètre Q est ainsi lié aux champs de contraintes par :

Q= 2Eel

q

= µ

Kcharge

√
W
·
∫

∂Ω
σ ·u ·n dS

= 1
2

∫
∂Ω
σ ·
(√

ra

2π (κ− cosθa)
(

cos(θa/2)
sin(θa/2)

))
·n dS

(6.17)

6.3.2 Procédure de calcul
La géométrie étudiée dans ce chapitre est donnée en Figure 6.2a. Le choix d’une

structure très longue s’explique par la volonté d’observer ce qui se passe à grande distance,
à la fois en amont et en aval, des zones architecturées. Pour cette étude, on choisit une
valeur du coefficient de Poisson du matériau constitutif de ν = 0.3. Grâce à la linéarité du
problème, les valeurs du module de Young et de la ténacité du matériau constitutif n’ont
pas d’influence sur les résultats adimensionnés par ces valeurs.

La procédure de calcul est illustrée en Figure 6.3. L’itération est réalisée sur la longueur
de fissure. Pour chaque valeur de la longueur de fissure, on commence par tester un
chargement arbitraireKcharge =Ktest. En pratique, une valeur deKtest = 1 MPa ·

√
mm est

utilisée ici. Un exemple de champ de déformation obtenu à cette étape est donné en Figure
6.2b. Le facteur d’intensité des contraintes est mesuré grâce à l’intégrale d’interaction sur
un contour en pointe de fissure, n’incluant pas de partie architecturée. Cette grandeur,
notée Kmes, est a priori différente de Ktest car les zones architecturées ont un impact sur
les champs mécaniques en pointe de fissure. À partir de cette mesure et de la linéarité de
la relation entre Ktest et Kmes, on en déduit le paramètre de chargement qu’il faudrait
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Méthodes pour la comparaison des ténacités effectives

(a)

(b)

FIGURE 6.2 – Présentation du problème de Surfing Boundary Conditions. (a) Géométrie
du problème étudié. Dimensions en millimètres. (b) Champs de déformation verticale dans
la configuration déformée (amplification x900) pour un chargement de Ktest = 1 MPa ·√

mm, le module de Young utilisé ici est E = 1 GPa.

appliquer vérifier le critère de propagation KI =KIC en pointe de fissure. Le chargement
s’écrit :

Kprop = Kmes

KIC
Ktest. (6.18)

L’énergie de déformation qui correspond à ce chargement est obtenue à partir de la
valeur mesurée sur le cas test et en remarquant que cette grandeur a une dépendance
quadratique au paramètre de chargement :

Eel =
(
Kprop

Ktest

)2
Eel

mes =
(
Kmes

KIC

)2
Eel

mes (6.19)

6.3.3 Calcul des ténacités effectives
Pour évaluer la ténacité effective basée sur l’intégrale J, un post-traitement supplémen-

taire est ajouté à la phase de simulation éléments finis. L’intégrale Jext est calculée sur un
contour extérieur aux zones architecturées dans le cas Kcharge = Ktest. La valeur corres-
pondant à la condition de propagation est calculée en utilisant la dépendance quadratique
de l’intégrale J au chargement en déplacement, comme pour l’énergie élastique :

Geq−J
c =

(
Kmes

KIC

)2
Jext. (6.20)

Les ténacités effectives basées sur le chargement sont évaluées en adaptant les défini-
tions données dans les équations (6.4), (6.7) et (6.9) au système de chargement en Surfing
Boundary Conditions :

125
Cette thèse est accessible à l'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2023ISAL0061/these.pdf 
© [J. Triclot], [2023], INSA Lyon, tous droits réservés



6. Comparaison de définitions de la ténacité effective

FIGURE 6.3 – Schéma illustrant la procédure de calcul pour le problème en Surfing
Boundary Conditions.
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Méthodes pour la comparaison des ténacités effectives

Geq−E
c = Eel

A

Eel
plein

Gc, Geq−u
c = q2

A

q2
plein

Gc et Geq−F
c = Q2

A

Q2
plein

Gc. (6.21)

Il faut alors identifier les paramètres de chargement pour le cas de référence d’un solide
plein, sans zone architecturées. On pourrait appliquer la procédure expliquée au para-
graphe 6.3.2, mais il est également possible de traiter ce cas de manière semi-analytique.
En effet, dans ce cas, les solutions asymptotiques sont une bonne approximation dans
tout le domaine d’étude. Le facteur d’intensité en pointe de fissure et celui appliqué sur
les bords sont identiques : Kmes = Ktest. Le chargement à appliquer pour respecter la
condition de propagation est donc KIC . Ainsi, le déplacement généralisé s’écrit :

qplein = KIC

√
W

E
(6.22)

L’énergie de déformation, de son côté, peut être calculée en utilisant la définition sur-
facique (6.14). Sur les bords du domaine, le déplacement est connu car imposé par les
conditions aux limites. La contrainte peut être approximée par la solution asymptotique,
donnée au Chapitre 1 (Équation (1.19)). L’énergie peut donc être calculée grâce à une
intégrale numérique de fonctions connues.
Remarque : Dans le cas sans zone architecturée, on trouve un paramètre de chargement
indépendant de a (6.22). Le cas de chargement étudié ici n’est donc pas assimilé à une
expérience à déplacement imposé croissant. Il n’est donc pas possible, avec le formalisme
choisi, de discuter de l’apparition potentielle d’instabilité. Le phénomène de snap-back ne
sera donc pas étudié dans ce chapitre.

6.3.4 Zones architecturées testées
Dans cette étude, les zones architecturées testées sont définies par leur loi de compor-

tement orthotrope équivalente. On ne cherche pas à définir l’architecture correspondante.
L’idée est de tester une vaste gamme de propriétés pour cette zone pour que les analyses
faites dans ce chapitre puissent être considérées comme étant les plus générales possibles.
Pour cela, 400 jeux de propriétés orthotropes sont testés. Les coefficients matériaux sont
choisis de manière aléatoire mais doivent respecter les bornes de Reuss et Voigt. Pour cela,
les modules de Young sont choisis entre 0 et E, le module de cisaillement entre 0 et µ et
le coefficient de Poisson ν12 entre −

√
E1/E2 et

√
E1/E2. De plus, l’inéquation suivante

est vérifiée :

0< ‖CH‖< ‖C‖ (6.23)

où CH est le tenseur d’ordre deux représentant la loi de comportement orthotrope équiva-
lente de la zone architecturée sous forme de notation de Voigt et C est celui du matériau
isotrope constitutif. La norme utilisée est ‖C‖ = tr (C ·C). La répartition des 400 jeux
de paramètres est illustrée en Figure 6.4. L’étude proposée couvre un large spectre de
propriétés matériau. Ce spectre est probablement plus large que ce qui est possible d’ob-
tenir par des architectures périodiques poreuses à un seul matériau constitutif, comme le
montre les travaux de Djourachkovitch et al. [DJO 23].
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FIGURE 6.4 – Répartition des propriétés matériaux pour les 400 simulations à compor-
tement aléatoire de la zone. (a) Modules de Young dans les deux directions, (b) Coefficient

de Poisson dans de plan et (c) Module de cisaillement.

6.4 Résultats de comparaisons de ténacités effectives
Dans cette section, les résultats du problème en Surfing Boundary Conditions sont

exposés. Les différentes définitions de la ténacité effective sont comparées.

6.4.1 Résultat pour une simulation

Dans cette partie, les résultats de simulation pour un comportement orthotrope des
zones architecturées unique sont présentés. Les propriétés élastiques de la zone sont :

E1
E

= 0.2, E2
E

= 0.2, ν12 = 0, et µ12
µ

= 0.1. (6.24)

On s’intéresse à la comparaison des définitions proposées pour la ténacité effective. En
particulier, l’évolution de ces grandeurs avec la longueur de fissure est étudiée ici. Cette
évolution est donnée en Figure 6.5. La première observation qui peut être faite est que
les quatre définitions présentées sont différentes, il n’existe pas de couple de définitions
qui soient équivalentes. Néanmoins, certaines similarités peuvent être observées. Premiè-
rement, on observe que toutes les ténacités tendent rapidement vers Gc en aval des zones.
En amont des zones, elles tendent également vers Gc mais plus lentement. Cette obser-
vation peut être corrélée avec les observations faites au Chapitre 4 où l’effet des zones
architecturées était relativement marqué en amont des zones, mais disparaissait rapide-
ment en aval. Le deuxième point commun qui peut être identifié est le fait que toutes
les ténacités étudiées semblent être maximales pour la même longueur de fissure, environ
a= 0.64W , soit juste avant la fin de la zone qui est positionnée à 0.65W . Les maxima de
toutes les grandeurs semblent donc décrire le même instant de la propagation, on peut
émettre l’hypothèse que ces valeurs soient liées. Enfin, dans tous les cas, ces maxima sont
supérieurs à Gc. Cela permet d’affirmer qu’il existe une plage de valeur de la longueur de
fissure pour laquelle l’ajout des zones architecturées a un effet renforçant, peu importe le
critère choisi. En particulier, cela veut dire que dans cette plage de valeur, il faut plus de
déplacement, plus de force et plus d’énergie stockée dans l’éprouvette pour faire propager
la fissure.

128
Cette thèse est accessible à l'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2023ISAL0061/these.pdf 
© [J. Triclot], [2023], INSA Lyon, tous droits réservés



Résultats de comparaisons de ténacités effectives

FIGURE 6.5 – Comparaison des téna-
cités équivalentes en fonction de la lon-
gueur de fissure pour une simulation.

6.4.2 Résultats pour un grand nombre de simulations
Dans cette partie, les 400 simulations réalisées sont utilisées pour comparer les défini-

tions de ténacités entre elles. On s’attache tout d’abord à la question de la valeur scalaire
unique à retenir pour les définitions de ténacités effectives, qui dépendent de la longueur
de fissure. Le maximum et la moyenne des ténacités équivalentes calculées sont considérées
tour à tour.

Pour commencer, les maxima de ténacités équivalentes sont calculés pour chacune
des quatre définitions qui dépendent de la longueur de fissure équivalente. Les résultats
sont donnés en Figure 6.6 où les définitions basées sur le chargement sont comparées à
celle qui s’appuie sur l’intégrale J. Ces résultats montrent que les différentes définitions
mènent à des relations globalement monotones les unes envers les autres. Les maxima
issus des définitions sont donc bien liés, comme cela avait été supposé au paragraphe
précédent. Les relations observées sont linéaires et passent toutes par le point Geq

c = Gc,
ce qui montre la continuité entre le modèle avec éprouvette pleine et celui avec des zones
architecturées. Cependant, aucune des pentes ne vaut 1, la plus proche étant la pente
de Geq−E

c /Gc = f(Geq−J
c /Gc) avec un coefficient directeur de 1.16. Les définitions de

ténacité effective basées sur la valeur maximale sont donc liées entre elles mais ne sont
pas équivalentes. Elles permettent néanmoins de classer les zones architecturées testées
en fonction de leur performance de façon similaire d’une définition à l’autre.
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FIGURE 6.6 – Étude des valeurs maxi-
males de ténacités équivalentes, compa-
raison entre les définitions basées sur
le chargement et la définition basée sur

l’intégrale J.
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6. Comparaison de définitions de la ténacité effective

La seconde façon de retenir une valeur unique de ténacité effective est de calculer
la moyenne des grandeurs proposées pendant toute la propagation. Pour les moyennes,
aucune relation monotone entre les définitions n’a a été trouvée. C’est pourquoi on s’in-
téresse ici à la répartition des résultats obtenus pour les simulations. La dispersion des
données de Gmoy

c est donnée en Figure 6.7. Les deux grandeurs qui s’appuient sur une
analyse énergétique (Geq−J

c et Geq−E
c ) mènent des valeurs moyennes proches de Gc. Cela

est dû au fait que la moyenne des taux de restitution de l’énergie reste Gc car l’énergie
totale dissipée reste Gceamax. La définition qui s’appuie sur le déplacement fournit des
valeurs supérieures à Gc alors que la définition qui s’appuie sur la force donne des valeurs
inférieures à Gc. Le fait de définir la ténacité effective comme la moyenne des ténacités
équivalentes mène à la conclusion que l’ajout des zones architecturées a un effet renforçant
en déplacement, un effet affaiblissant en force et pas d’effet significatif en énergie. La seule
définition qui est en mesure de représenter l’effet renforçant des zones architecturées est
donc celle basée sur le chargement en déplacement. La Figure 6.8 compare les données
ainsi obtenues avec la ténacité effective calculée comme le maximum de l’intégrale J. Ici,
les mêmes remarques que pour la Figure 6.6 peuvent être faites. En particulier, les deux
définitions comparées présentent une relation monotone. Par conséquent, si l’on classe
les zones architecturées (représentées par leur comportement mécanique) sur la base du
critère Gmoy−u

c , le classement est similaire à celui fait sur les Gmax
c .

6.4.3 Discussions

Dans cette section on a comparé quatre définitions différentes du taux de restitution
de l’énergie effectif en fonction de la longueur de fissure. Le calcul de la ténacité effective
à partir de ces définitions est envisagé à travers la moyenne et le maximum pendant la
propagation.

Les définitions s’appuyant sur la moyenne occultent certains effets intéressants de
l’ajout de la zone architecturées. En particulier, cela donne l’impression que les zones
architecturées n’ont aucun effet sur l’énergie nécessaire à faire propager la fissure. Or, il
a été montré au Chapitre 4, vérifié expérimentalement au Chapitre 5, et observé sur la
Figure 6.5, qu’il existe une plage de valeur de la longueur de fissure où l’ajout des zones
architecturées a un effet renforçant en énergie. Les définitions basées sur la moyenne
gomment les variations locales et ainsi ne peuvent pas représenter les effets locaux qui
sont pourtant nombreux dans les phénomènes décrits dans cette thèse. Néanmoins, la
définition Gmoy−u

c permet de représenter que pendant toute la propagation l’ajout des
zones architecturées a, en moyenne, un effet renforçant en déplacement imposé.

Les définitions basées sur le maximum, à l’inverse, sont pertinentes pour décrire les
effets locaux, et ce pour les quatre définitions du taux de restitution de l’énergie équivalent.
Ces quatre maxima représentent le même instant de la propagation : juste avant la fin de
la zone. À cet instant, l’ajout des zones architecturées implique une augmentation de la
force, du déplacement et de l’énergie à appliquer pour faire propager la fissure.

La comparaison entre la moyenne et le maximum pour la définition basée sur l’énergie
mérite une discussion spécifique. On montre que le maximum permet de représenter les
effets temporaires alors que la moyenne représente l’effet total qui est nul. Cette observa-
tion peut être mise en parallèle avec les résultats de Lebihain et al. [LEB 21] qui montrent
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Résultats de comparaisons de ténacités effectives

(a) Définition basée sur le chargement en énergie (b) Définition basée sur l’intégrale J

(c) Définition basée sur le chargement en déplace-
ment

(d) Définition basée sur le chargement en force

FIGURE 6.7 – Répartition des valeurs obtenues pour les 400 comportements de zone
testés en prenant la moyenne pendant la propagation des différentes ténacités équivalentes.
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6. Comparaison de définitions de la ténacité effective
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FIGURE 6.8 – Comparaison des té-
nacités effectives calculées à partir du
maximum de la définition basée sur l’in-
tégrale J et de la moyenne de la défini-
tion sur le chargement en déplacement.

que le fait de prendre la moyenne et le maximum est équivalent lorsque la séparabilité des
échelles est vérifiée. Plus la séparabilité des échelles est marquée 1, moins on va observer de
variation locale et donc les effets temporaires sont occultés. Dans le cas de l’effet de zones
architecturées présenté dans cette thèse, on a intérêt à ne pas trop marquer la séparabilité
des échelles pour pouvoir observer un effet renforçant en énergie.

Au final, on a identifié cinq définitions de ténacités effectives pour représenter les effets
renforçants des zones architecturées sur la propagation de fissure. Ces cinq définitions sont
composées des quatre maxima et de Gmoy−u

c . Bien que donnant des valeurs différentes les
unes des autres, ces grandeurs ont des relations monotones les unes avec les autres. Cela
veut dire qu’elles permettent de classer les zones architecturées selon leur performance de
manière similaire. Dans le cadre de la recherche d’optimisation de l’effet renforçant des
zones, ces cinq définitions peuvent être utilisées de manière interchangeable.

La définition Gmax−u
c est directement liée (Équation 6.5) au critère représentant le

retard de la propagation en déplacement imposé, qui avait été proposé au Chapitre 4.
Les cinq définitions de la ténacité effective proposées ici étant liés entre elles, elles sont
également directement liées à ce critère. Cela signifie que l’effet du comportement matériau
sur la ténacité effective est assimilable à celui présenté au paragraphe 4.4.2. En particulier,
au premier ordre, la haute résistance à la fissuration est attribuée à une valeur faible du
module de Young dans la direction verticale.

1. On parle ici de la séparabilité des échelles entre la taille de la zone architecturée et la taille carac-
téristique de la structure.
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Bilan sur la question de la ténacité effective

6.5 Bilan sur la question de la ténacité effective
Dans ce chapitre, plusieurs stratégies permettant de définir la ténacité effective d’une

configuration avec zones architecturées hors du chemin de fissure ont été présentées. Cer-
taines sont directement liées aux effets renforçants identifiés au Chapitre 4 et aux critères
qui avaient été utilisés dans ce chapitre.

Afin de comparer les différentes définitions, des tests numériques ont été réalisés sur un
problème en Surfing Boundary Conditions. Cette étude permet de généraliser les résultats
à toute géométrie d’éprouvette ayant une fissure sollicitée en mode I par un chargement
suffisamment lointain. Des effets similaires aux études sur les éprouvettes CT et TDCB
ont été observés. Cela permet d’affirmer que les effets observés aux Chapitres 4 et 5 sont
intrinsèquement liés à la présence de zones architecturées et non un effet de structure
propre à ces éprouvettes. Seule l’instabilité snap-back n’a pas pu être observée, car le
chargement étudié dans ce chapitre est indépendant de la longueur de fissure.

Parmi les huit stratégies proposées, cinq permettent de représenter l’effet renforçant
des zones architecturées. Il s’agit surtout de définitions basées sur les grandeurs maximales
pendant la propagation, car les valeurs moyennes ont tendance à occulter les effets locaux
qui sont intéressants dans ce cas d’étude. On montre que ces cinq définitions sont équiva-
lentes dans notre étude dans le sens où elles permettent de classer les zones architecturées
testées dans un ordre très similaire. Ces cinq définitions peuvent donc être utilisées pour
la mesure de performance de la configuration. Cependant, cela ne permet pas, a priori, de
conclure sur la pertinence de ces définitions de ténacités effectives pour l’homogénéisation
ou pour des comportements hors du spectre de cette thèse.

Le fait d’avoir une mesure de la performance de la configuration ouvre la possibilité de
faire de l’optimisation paramétrique pour trouver le comportement de la zone architecturée
idéale. Dans le cas étudié ici, il semble que les effets renforçants soient liés à une très faible
raideur de la zone. Cela veut dire que si l’on effectue une optimisation ayant pour but
de maximiser la ténacité effective, on obtiendra probablement une zone avec un module
de Young vertical tendant vers zéros. Cependant, cela ne parait pas forcément optimal
pour des applications industrielles. Pour aller jusqu’à l’optimisation, il faut donc définir
un compromis, ce qui devra être adapté à l’application recherchée.
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6. Comparaison de définitions de la ténacité effective
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Cinquième partie

Conclusions et perspectives
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Cette dernière partie présente les conclusions du travail réalisé dans cette thèse en
commençant par un résumé des différents résultats significatifs. Ensuite, on discute en
quoi ces résultats répondent à la question originellement posée et en quoi ils contribuent
à la connaissance dans le domaine d’étude. Les limitations sont également évoquées et
quelques perspectives ouvertes par ce travail sont données.

Synthèse des résultats
L’objectif fixé dans cette thèse était d’explorer la possibilité d’augmenter la résistance

à la propagation de fissure, en ajoutant des zones architecturées. Pour cela, des outils
pour l’étude de la fissuration d’éprouvettes issues de l’impression 3D ont été mis en place.
Il s’agit à la fois d’un modèle numérique basé sur un algorithme par longueur d’arc,
d’un montage expérimental, mais aussi d’un ensemble d’hypothèses qui forment un cadre
adapté à représenter la physique de ce problème. Cela a permis de mettre en lumière les
difficultés qui existent lors de la corrélation entre approches numériques et expérimen-
tales en mécanique de la rupture. Elles viennent en particulier de la sensibilité accrue
des phénomènes aux conditions aux limites, même lointaines. Les outils numériques et
expérimentaux ainsi mis en place ont ensuite été appliqués au problème de propagation
de fissure entre des zones architecturées. Un code d’homogénéisation a également été dé-
veloppé pour aider à la modélisation des zones architecturées et les décrire du point de
vue de leur comportement mécanique.

L’analyse des résultats numériques révèle plusieurs effets renforçants de l’ajout des
zones architecturées. Ces effets sont catégorisés en deux groupes : des effets locaux qui
finissent par être compensés en fin de propagation et un effet permanent. Les effets lo-
caux sont un retard de la propagation en déplacement imposé et une augmentation de
l’énergie nécessaire à atteindre une certaine plage de valeur de la longueur de fissure.
L’effet permanent est issu de l’instabilité snap-back qui entraîne l’apparition d’une contri-
bution supplémentaire au bilan énergétique : l’énergie cinétique. Ainsi, l’énergie nécessaire
à rompre entièrement la structure est augmentée. Les effets locaux sont retrouvés de fa-
çon très précise dans les expériences réalisées. L’instabilité snap-back, de son côté, est
observée mais dû à des effets dynamiques non pris en compte dans le modèle, la fissure ne
s’arrête pas. Cela empêche d’observer l’augmentation de l’énergie à fournir pour rompre
l’éprouvette. Une très bonne corrélation entre les approches numériques et expérimen-
tales a été observée. Cela confirme la robustesse des méthodes numériques utilisées ici
pour représenter la problématique étudiée.

Enfin, le choix du critère pour évaluer la performance des zones architecturées a été
discuté, à travers la comparaison de plusieurs définitions de la ténacité effective. Certaines
définitions de cette grandeur issues de la littérature ont permis de caractériser les effets
renforçants identifiés précédemment. Au final, les résultats de comparaison montrent qu’il
est possible d’évaluer les phénomènes renforçants en terme de propagation par un unique
scalaire.
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Contributions du travail de thèse
Les résultats issus des recherches effectuées dans le cadre de cette thèse permettent

de répondre à la question initialement posée. Il est effectivement possible de modifier
le phénomène de propagation de fissure en ajoutant des zones architecturées hors du
chemin de fissure. De plus, cette modification peut être vue comme une amélioration de
la résistance à la propagation de fissure, car plusieurs phénomènes renforçants ont été
identifiés. Cela a permis d’explorer un nouveau champ de possibilités pour l’utilisation
des matériaux architecturés.

Les effets observés peuvent être utilisés avantageusement. Appliqué à des problèmes
industriels, l’ajout de zones architecturés peut retarder la propagation de fissure jusqu’à
un certain seuil. Cela peut permettre de retarder la défaillance de la structure afin d’aug-
menter la durée de vie et donner le temps de réagir entre la détection de la fissure et
cette défaillance. C’est surtout les effets locaux qui permettent cette application. L’in-
stabilité snap-back est intéressante car elle arrive après un grand stockage d’énergie dans
l’éprouvette. Cependant, dans la plupart des cas d’application, on ne souhaitera pas faire
apparaitre d’instabilité car cela mène à une perte de contrôle des phénomènes de fissura-
tion. Ainsi, il parait pertinent de placer les zones architecturées de telle sorte à ce que le
début de l’instabilité, si elle existe, soit peu après la longueur de fissure que l’on considère
comme critique et que l’on souhaite ne pas dépasser.

L’étude de ce problème a également permis d’aborder une question non résolue et qui
suscite un vif intérêt dans la communauté de la mécanique de la rupture : celle de la
ténacité effective. Un lien entre certaines définitions pour la configuration étudiée a été
mis en évidence.

Au-delà des résultats eux-mêmes, quelques commentaires peuvent être faits sur la
démarche adoptée pendant cette thèse, et en particulier sur la relation entre les approches
numériques et expérimentales. Il existe un réel dialogue entre ces deux approches et les
liens peuvent être détaillés en plusieurs aspects :

— Les essais nourrissent le modèle. Les essais servent à tester des hypothèses et à
choisir laquelle est la plus adaptée. Cela a été particulièrement mis en lumière dans
la discussion sur l’effet des conditions aux limites. Une approche mixte numérique et
expérimentale est même utilisée pour discriminer les effets des conditions aux limites
du reste des phénomènes. Les essais servent également à caractériser le matériau.
La compréhension des phénomènes est alors essentielle pour ne pas simplement
ajuster les paramètres matériaux afin de retrouver les données expérimentales, ce
qui pourrait mener à un manque de reproductibilité des résultats.

— Le calcul aide la mise en place des essais. Les outils de simulations sont ensuite
utilisés pour guider le choix des essais à réaliser. Ils permettent de tester un grand
nombre de configurations à moindre coût et sont donc utilisés pour choisir la géo-
métrie des éprouvettes à tester. La simulation s’est également avérée précieuse lors
de la rencontre de difficultés expérimentales comme la bifurcation de fissure. Elle
a permis dans ce cas de trouver des configurations plus favorables à ce que l’on
souhaite observer.

— Les essais valident les résultats numériques. Cette dernière utilisation montre que le
modèle, calibré sur un cas de référence, est toujours pertinent dans le cadre de son
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utilisation finale, ici en présence de zones architecturées. Cela permet de discriminer
entre les résultats numériques qui ont une réalité physique et ceux qui viennent d’un
biais du modèle.

Limites et perspectives
La question à l’origine de cette thèse, celle de l’utilisation de matériaux architecturés

pour augmenter la résistance à la propagation de fissure, est très large. Afin de la traiter
de manière rigoureuse, il a fallu restreindre l’étude à des configurations spécifiques, qui ne
couvrent pas l’intégralité du champ des possibles. Quelques possibilités d’ouverture sont
présentées ici.
Effets non pris en compte

Une des hypothèses qui a été faite dans ce travail est que la fissure se propage en
ligne droite, selon les conditions de symétrie. Or, il a été observé que la fissure a tendance
à bifurquer et il a fallu forcer la propagation en ligne droite dans les expériences. On
peut à présent se poser la question de l’existence de configurations où la fissure reste
naturellement droite. Pour cela, une des méthodes qui peut être utilisée est de tester
numériquement des configurations en cherchant à maximiser la valeur du T-stress, et
trouver des cas où celle-ci est positive.

Le fait d’avoir une fissure qui change de direction peut, en soit, être intéressant. L’étude
des cas où la fissure bifurque peut être envisagée. Ce qui se passe quand la pointe est dans
la zone architecturée est également un domaine d’intérêt qui n’a pas été étudié pendant
cette thèse.

D’autre part, l’étude réalisée ici se concentre sur des configurations invariantes dans
l’épaisseur, de telle sorte que des hypothèses 2D puissent être utilisées. Cependant, certains
effets tridimensionnels pourraient être intéressants à explorer. Toutefois, cette étude serait
considérablement plus complexe, tant du point de vue expérimental que numérique.

Une des hypothèses qui a influé les résultats obtenus est celle des conditions quasi-
statiques. Le fait de ne pas prendre en compte des effets dynamiques a empêché de décrire
la fin de l’instabilité observée. De futures études pourraient se concentrer sur l’influence
de l’inertie ou des phénomènes de réflexion d’ondes pour comprendre pourquoi la fissure
dynamique ne s’arrête pas. En particulier, il serait intéressant de comprendre les énergies
en jeux dans cette phase.
Vers des applications réelles

Au terme de ce travail, on a évoqué la possibilité d’utiliser les phénomènes renforçants
identifiés dans des cas d’application réels. Cependant, cette application n’est pas directe à
partir des résultats présentés ici et quelques études supplémentaires seraient nécessaires.

Premièrement, dans ce travail, le chargement a été défini comme un pur mode I,
avec des conditions quasi-statiques. Pour aller vers l’application à des cas industriels, des
chargements plus complexes doivent être envisagés. Il s’agit par exemple de tester des
propagations en mode II, mode III et en multi-mode. On peut aussi imaginer étendre
l’étude réalisée ici aux cas de chargement en fatigue ou dynamique. Tout cela doit être
réfléchi au regard de l’application choisie.
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Les applications devront également se confronter à d’autres questions. En particulier,
il faut être capable de caractériser les implications de la perte de raideur de la struc-
ture. Globalement, il est nécessaire d’évaluer la performance, pas seulement en terme de
propagation de fissure, mais aussi sur les aspects fonctionnels de la structure étudiée. La
définition de ce critère de performance plus généralisé que la ténacité effective définie ici
pourrait être ensuite utilisé pour aller vers de l’optimisation pour trouver les configura-
tions idéales.
La question de la ténacité effective

Pour finir, lors de ce travail, la question de la ténacité effective a été évoquée. Elle a
été traitée dans le cas restreint de la configuration choisie pour cette étude. Cependant,
la comparaison montre qu’il est possible de représenter plusieurs phénomènes avec un
unique scalaire. Il serait donc intéressant de voir si ce genre de résultat peut être trouvé
pour d’autres configurations.
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Sixième partie

Annexes
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Annexe A

Adimensionnement du problème de
fissuration d’une éprouvette CT

On présente ici l’adimensionnement du problème de propagation de fissure dans une
éprouvette CT. Ce raisonnement est également valide pour une éprouvette TDCB. La
première étape se porte sur la détermination du facteur d’intensité des contraintes KI

dans une condition de chargement donnée. La géométrie de ce problème est illustrée en
Figure A.1.

FIGURE A.1 – Éprou-
vette CT étudiée ici.

Les différentes grandeurs qui interviennent dans le problème d’identification du facteur
d’intensité des contraintes sont :

— Les grandeurs géométriques : la taille de la fissure a, la largeur de l’éprouvette W
(mesurée du centre du trou au bord droit dans le cas où la fissure se propage de
gauche à droite) et l’épaisseur e. Le reste des dimensions seront considérées comme
fixes et ne sont pas incluses dans la paramétrisation du problème.

— Les grandeurs matériaux : le module de Young E, le coefficient de Poisson ν.
— Les grandeurs relatives au chargement : le déplacement des goupilles u, la force de

réaction F et le Facteur d’Intensité des Contraintes (FIC) KI .
Lorsqu’on envisage un problème en déplacement imposé, les grandeurs F et KI sont

les valeurs de sortie du problème et les autres sont des paramètres d’entrée. De par la
linéarité du comportement du matériau, cette configuration est équivalente à celle en force
imposée.

En prenant W comme longueur caractéristique et E comme pression caractéristique,
on peut construire un nombre sans dimension par grandeur physique intervenant dans

143
Cette thèse est accessible à l'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2023ISAL0061/these.pdf 
© [J. Triclot], [2023], INSA Lyon, tous droits réservés



A. Adimensionnement du problème de fissuration d’une éprouvette CT

le problème. Le théorème de Vachy-Buckingh, ou théorème Π, permet de déduire que
chaque valeur de sortie du problème peut être exprimé en fonction des autres nombres
sans dimensions :

F

EW 2 = f1

(
a

W
,
e

W
,ν,

u

W

)
(A.1)

KI

E
√
W

= f2

(
a

W
,
e

W
,ν,

u

W
,
)

(A.2)

Il est ensuite possible d’introduire des hypothèses liées à la connaissance physique
des phénomènes. Ici on peut supposer que le FIC et la force évolue linéairement avec le
déplacement. De plus, l’épaisseur n’impacte pas le FIC, alors qu’elle a un effet linéaire sur
la force. Les équations peuvent alors être réécrites comme :

F

Eue
= S

(
a

W
,ν,
)

(A.3)

KI

√
W

Eu
= k

(
a

W
,ν
)

(A.4)

S et k sont les fonctions qui décrivent le problème. Elles ne dépendent pas de E, KIC et e.
Par conséquent, l’étude de propagation de fissure présentée sous forme adimensionnée ne
dépend d’aucune de ces valeurs. Dans cette étude, on considère un coefficient de Poisson
fixé, donc les fonctions dépendent uniquement de la longueur de fissure adimensionnée
ā= a/W .

S et k peuvent ensuite être liées en utilisant la définition du taux de restitution d’éner-
gie. La variation d’énergie potentielle peut s’écrire :

dP = dEel−dW ext = 1
2(Fdu+udF )−Fdu= 1

2(udF −Fdu) (A.5)

On en déduit le taux de restitution de l’énergie :

G=−∂P
∂A
|u=cste =−1

2u
∂F

∂A
|u=cste =−1

2
∂S

∂a
Eu2 =− 1

2W
∂S

∂ā
Eu2 (A.6)

Le taux de restitution de l’énergie peut également être écrit en utilisant la formule d’Irwin :

G= K2
I

E
= k2(ā)Eu2

W
(A.7)

En utilisant (A.6) et (A.7), on en déduit :

k2(ā) =−1
2
∂S

∂ā
(A.8)

Pour traiter la propagation de fissure, on écrit la condition de propagation KI =KIC .
Cela permet de trouver le chargement critique pour chaque longueur de fissure :

uc = KIC

√
W

E

1
k (ā) , (A.9)

Fc =KIC

√
We

S (ā)
k (ā) . (A.10)
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Annexe B

Algorithme par longueur d’arc

Dans cette partie les codes nécessaires à la simulation de propagation de fissure par
longueur d’arc sont donnés. La procédure est divisée en plusieurs étapes :

1. Les fichiers de calculs pour chaque longueur de fissure sont générés. Cette étape
nécessite un remaillage du domaine d’étude.

2. Les problèmes éléments finis sont résolus dans Abaqus
3. Un post-traitement permet d’identifier les fonctions S et k.

Algorithme de remaillage
L’algorithme de remaillage est codé sous forme de script python utilisant des fonctions

propres à Abaqus. Ce script génere un fichier de mise en donné (en .inp) par longueur
de fissure testée. Le pas de longueur de fissure n’est pas constant pour raffiner les calculs
dans les zones à fort gradients de comportement, notamment en début et fin de zone
architecturée. Pour chaque longueur de fissure, la géométrie est modifiée, la pièce est
maillée puis les fichiers de calcul sont générés. La phase de modification de la géométrie
dépend fortement de la paramétrisation de celle-ci dans le modèle Abaqus. Ainsi, elle doit
être modifiée pour être réutilisée sur un autre modèle. L’algorithme de remaillage consiste
à diminuer progressivement la taille des mailles jusqu’à ce que l’algorithme d’Abaqus
parvienne à mailler la pièce entièrement et sans erreur.

from abaqus import *
from abaqusConstants import *
from caeModules import *
from driverUtils import executeOnCaeStartup
import numpy as np

# Nom du modèle dans Abaqus
modelinit='model'

openMdb('geom.cae')

# Definition des longueurs de fissure à tester
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B. Algorithme par longueur d’arc

A=np.concatenate((np.arange(1,10,1),np.arange(10,25,0.5),
np.arange(25,31,0.25),np.arange(31,39,1)))

for i in range(0,len(A),1):
# Nom du fichier
str1=str(A[i])
str1 = str1.replace(".", ",")
str1 = str1.replace(",0", "")
if A[i]<10 :

modelname='a0{nb}'.format(nb=str1)
else :

modelname='a{nb}'.format(nb=str1)
mdb.Model(name=modelname, objectToCopy=mdb.models[modelinit])

# Modification de la géométrie pour appliquer la longueur de
#fissure.
p=mdb.models[modelname].parts['Part-1']
s = p.features['Partition face-2'].sketch
mdb.models[modelname].ConstrainedSketch(name='__edit__',

objectToCopy=s)
s2 = mdb.models[modelname].sketches['__edit__']
g, v, d, c = s2.geometry, s2.vertices, s2.dimensions,

s2.constraints
s2.setPrimaryObject(option=SUPERIMPOSE)
d[1].setValues(value=A[i], )
s2.unsetPrimaryObject()
p.features['Partition face-2'].setValues(sketch=s2)
del mdb.models[modelname].sketches['__edit__']
p.regenerate()
p.regenerate()
a = mdb.models[modelname].rootAssembly
a.regenerate()

# Algorithme de remaillage
partInstances =(a.instances['Part-1-1'], )
a.generateMesh(regions=partInstances)
V=a.verifyMeshQuality(criterion=ANALYSIS_CHECKS)
region=a.getUnmeshedRegions()
cnt=0
while V['failedElements'] or region!=None :

cnt=cnt+1
e1 = a.instances['Part-1-1'].edges
a.seedPartInstance(regions=partInstances, size=1.0-cnt/500.0,

deviationFactor=0.1, minSizeFactor=0.1)
a.generateMesh(regions=partInstances)
V=a.verifyMeshQuality(criterion=ANALYSIS_CHECKS)
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region=a.getUnmeshedRegions()
print('Remeshed, mesh size = {nb}').format(nb=1.0+cnt/500.0)

# Création des fichiers de calculs
mdb.Job(name=modelname, model=modelname, description='',

type=ANALYSIS, atTime=None, waitMinutes=0, waitHours=0,
queue=None, memory=90, memoryUnits=PERCENTAGE,
getMemoryFromAnalysis=True, explicitPrecision=SINGLE,
nodalOutputPrecision=SINGLE, echoPrint=OFF,
modelPrint=OFF, contactPrint=OFF, historyPrint=OFF,
userSubroutine='', scratch='', resultsFormat=ODB,
multiprocessingMode=DEFAULT, numCpus=1, numGPUs=0)

mdb.jobs[modelname].writeInput(consistencyChecking=OFF)

Post-traitement dans Matlab
Cette fonction permet d’identifier les fonctions S et k pour une valeur de la longueur

de fissure. Afin d’utiliser cette fonction, il faut au préalable définir les mots clés suivants
dans les fichiers de mise en donné Abaqus :

*Node print, nset=RP, frequency=9999
U2, RF2

Cette commande permet que le déplacement et la force du point d’application des
conditions aux limites soient écrites dans le fichier .dat lors de la résolution du problème
par Abaqus.

function [S, k]=pst(filename)

% Constantes : Module de Young, épaisseur et longueur caractéristique
E=1281;
e=5;
W=40;

fid=fopen([filename '.dat'],'r');
a=fgets(fid);
while ischar(a)

if strfind(a,'U2'), break, end
a=fgets(fid);

end
a=fgets(fid);
a=fgets(fid);
a=fgets(fid);
Anum=str2num(a);
U=Anum(2);
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B. Algorithme par longueur d’arc

F=Anum(3);
while ischar(a)

if strfind(a,'K1'), break, end
a=fgets(fid);

end
K=str2num(a(32:end));
fclose all;

S=F/E/U/e;
k=K*sqrt(W)/E/U;
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Annexe C

Codes d’homogénéisation linéaire
élastique avec conditions aux limites

périodiques

Dans cette partie, l’implémentation de l’homogénéisation linéaire élastique est dé-
taillée. Cette méthode permet, à partir d’un fichier Abaqus contenant la géométrie maillée
d’une cellule élémentaire, de calculer le tenseur d’élasticité effectif. La méthode présen-
tée ici est celle qui utilise les conditions aux limites périodiques. Cette procédure est
entièrement codée dans Matlab et s’organise en plusieurs étapes :

1. Les fichiers de mise en données sont créés pour chaque cas de chargement. En par-
ticulier, les conditions aux limites périodiques sont ajoutées.

2. Les trois problèmes éléments finis, correspondant aux trois cas de chargement en
2D, sont résolus.

3. Un post-traitement est réalisé pour mesurer les moyennes des contraintes dans la
cellule.

4. Le calcul du tenseur d’élasticité est identifié à partir des contraintes moyennes et
des déformations macroscopiques imposées correspondantes.

Génération des fichiers de calcul avec les conditions
aux limites périodiques

La fonction qui permet d’écrire le fichier de calcul avec les conditions aux limites est
détaillée ici. Elle prend en entrée le nom du fichier contenant le maillage de la cellule
élémentaire et un entier correspondant au chargement (1 = traction horizontale, 2 = trac-
tion verticale, et 3 = cisaillement) . En plus d’écrire le fichier de mise en données éléments
finis, cette fonction mesure la taille globale de la cellule, ce qui sera ensuite utile pour le
calcul des contraintes moyennes.

L’idée dans ce code est de créer des sets nœuds ordonnés correspondant aux différents
bords de la cellule, afin de pouvoir définir des équations liant les nœuds deux à deux.
Le chargement est appliqué sur un nœud RP qui n’est pas rattaché à la géométrie, mais
inclus dans les équations. Des fichiers textes INPUTA.txt et INPUTB.txt sont utilisés
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C. Codes d’homogénéisation linéaire élastique avec conditions aux limites périodiques

pour écrire les commandes Abaqus qui ne changent pas d’un cas à l’autre. En particulier,
il est indiqué dans le premier fichier texte un couplage entre un nœud au centre (appelé
CENTRE et non relié à la géométrie) et l’intégralité de la bordure de la cellule (BC ).
L’idée est d’imposer un déplacement moyen nul du solide en fixant le nœud central et en
lui faisant correspondre le déplacement moyen de la bordure.

Le code est donné ci-après :

function [Lx,Ly]=geninput(filename,chgmt)

fin=fopen(filename,'r');
fout=fopen([filename(1:end-4) '_chgmt' num2str(chgmt) '.inp'],'w');

a=fgets(fin);

% Recuperation du maillage
while ischar(a)

if strfind(a,'*Node'), break, end
fprintf(fout,a);
a=fgets(fin);

end
fprintf(fout,a);
a=fgets(fin);
while ischar(a)

if strfind(a,'*Element'), break, end
Anum=str2num(a);
Nodes(Anum(1),1)=Anum(2);
Nodes(Anum(1),2)=Anum(3);
fprintf(fout,a);
a=fgets(fin);

end

Lx=max(Nodes(:,1))-min(Nodes(:,1));
Ly=max(Nodes(:,2))-min(Nodes(:,2));

while ischar(a)
if strfind(a,'*End Assembly'), break, end
fprintf(fout,a);
a=fgets(fin);

end

%% Creation de noeuds de référence
fprintf(fout,['**\n *Node\n 1,1., 0. , 0.\n']);
fprintf(fout,['**\n *Node\n 2,0., 0. , 0.\n']);
fprintf(fout,'*Nset, nset=RP\n 1,\n');
fprintf(fout,'*Nset, nset=CENTRE\n 2,\n');
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%% Creation des sets
% Recherche des noeuds sur la bordure
TOP=find((abs(Nodes(:,2)-Ly/2)<1e-5));
TOP_SANSBORD=find(all([(abs(Nodes(:,2)-Ly/2)<1e-5),abs(Nodes(:,1))~=Lx/2],2));
BTM=find((abs(Nodes(:,2)+Ly/2)<1e-5));
BTM_SANSBORD=find(all([(abs(Nodes(:,2)+Ly/2)<1e-5),abs(Nodes(:,1))~=Lx/2],2));
LEFT=find((Nodes(:,1)==-Lx/2));
LEFT_SANSBORD=find(all([Nodes(:,1)==-Lx/2,(abs(Nodes(:,2))<Ly/2)],2));
RIGHT=find((Nodes(:,1)==Lx/2));
RIGHT_SANSBORD=find(all([Nodes(:,1)==Lx/2,(abs(Nodes(:,2))<Ly/2)],2));
BC=[TOP;BTM;RIGHT_SANSBORD;LEFT_SANSBORD];

% Ranger les set par ordre de coordonnées (x ou y) croissantes
A=[Nodes(TOP,1), TOP]; A=sortrows(A); TOP=A(:,2);
A=[Nodes(TOP_SANSBORD,1), TOP_SANSBORD]; A=sortrows(A); TOP_SANSBORD=A(:,2);
A=[Nodes(BTM,1), BTM]; A=sortrows(A); BTM=A(:,2);
A=[Nodes(BTM_SANSBORD,1), BTM_SANSBORD]; A=sortrows(A); BTM_SANSBORD=A(:,2);
A=[Nodes(RIGHT,2), RIGHT]; A=sortrows(A); RIGHT=A(:,2);
A=[Nodes(RIGHT_SANSBORD,2), RIGHT_SANSBORD]; A=sortrows(A); RIGHT_SANSBORD=A(:,2);
A=[Nodes(LEFT,2), LEFT]; A=sortrows(A); LEFT=A(:,2);
A=[Nodes(LEFT_SANSBORD,2), LEFT_SANSBORD]; A=sortrows(A); LEFT_SANSBORD=A(:,2);

% Ecriture des sets
fprintf(fout,'*Nset, nset=TOP, instance=Part-1-1, unsorted\n');
id=1;
while id<length(TOP+1)

for i=id:id+9
if(i>length(TOP+1)), break, end
fprintf(fout,[num2str(TOP(i)) ', ']);

end
id=id+10;
fprintf(fout,'\n');

end

--------------------------------------------------
Tous les autres sets sont écrits de la même façon
--------------------------------------------------

%% Génération des équations
if chgmt==1

for i=1:length(RIGHT)
fprintf(fout,'**\n*Equation\n2\n');
fprintf(fout,['Part-1-1.' num2str(RIGHT(i)) ', 2, 1.\n']);
fprintf(fout,['Part-1-1.' num2str(LEFT(i)) ', 2, -1.\n']);
fprintf(fout,'**\n*Equation\n3\n');
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C. Codes d’homogénéisation linéaire élastique avec conditions aux limites périodiques

fprintf(fout,['Part-1-1.' num2str(RIGHT(i)) ', 1, 1.\n']);
fprintf(fout,['Part-1-1.' num2str(LEFT(i)) ', 1, -1.\n']);
fprintf(fout,['RP, 1, -1.\n']);

end
for i=1:length(TOP_SANSBORD)

fprintf(fout,'**\n*Equation\n2\n');
fprintf(fout,['Part-1-1.' num2str(TOP_SANSBORD(i)) ', 1, 1.\n']);
fprintf(fout,['Part-1-1.' num2str(BTM_SANSBORD(i)) ', 1, -1.\n']);
fprintf(fout,'**\n*Equation\n2\n');
fprintf(fout,['Part-1-1.' num2str(TOP_SANSBORD(i)) ', 2, 1.\n']);
fprintf(fout,['Part-1-1.' num2str(BTM_SANSBORD(i)) ', 2, -1.\n']);

end
end

if chgmt==2
for i=1:length(TOP)

fprintf(fout,'**\n*Equation\n2\n');
fprintf(fout,['Part-1-1.' num2str(TOP(i)) ', 1, 1.\n']);
fprintf(fout,['Part-1-1.' num2str(BTM(i)) ', 1, -1.\n']);
fprintf(fout,'**\n*Equation\n3\n');
fprintf(fout,['Part-1-1.' num2str(TOP(i)) ', 2, 1.\n']);
fprintf(fout,['Part-1-1.' num2str(BTM(i)) ', 2, -1.\n']);
fprintf(fout,['RP, 2, -1.\n']);

end
for i=1:length(LEFT_SANSBORD)

fprintf(fout,'**\n*Equation\n2\n');
fprintf(fout,['Part-1-1.' num2str(RIGHT_SANSBORD(i)) ', 1, 1.\n']);
fprintf(fout,['Part-1-1.' num2str(LEFT_SANSBORD(i)) ', 1, -1.\n']);
fprintf(fout,'**\n*Equation\n2\n');
fprintf(fout,['Part-1-1.' num2str(RIGHT_SANSBORD(i)) ', 2, 1.\n']);
fprintf(fout,['Part-1-1.' num2str(LEFT_SANSBORD(i)) ', 2, -1.\n']);

end
end

if chgmt==3
for i=1:length(LEFT_SANSBORD)

fprintf(fout,'**\n*Equation\n2\n');
fprintf(fout,['Part-1-1.' num2str(RIGHT_SANSBORD(i)) ', 1, 1.\n']);
fprintf(fout,['Part-1-1.' num2str(LEFT_SANSBORD(i)) ', 1, -1.\n']);

end
for i=1:length(LEFT)

fprintf(fout,'**\n*Equation\n3\n');
fprintf(fout,['Part-1-1.' num2str(RIGHT(i)) ', 2, 1.\n']);
fprintf(fout,['Part-1-1.' num2str(LEFT(i)) ', 2, -1.\n']);
fprintf(fout,['RP, 2, -1.\n']);
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end
for i=1:length(TOP)

fprintf(fout,'**\n*Equation\n3\n');
fprintf(fout,['Part-1-1.' num2str(TOP(i)) ', 1, 1.\n']);
fprintf(fout,['Part-1-1.' num2str(BTM(i)) ', 1, -1.\n']);
fprintf(fout,['RP, 1, -1.\n']);

end
for i=1:length(TOP_SANSBORD)

fprintf(fout,'**\n*Equation\n2\n');
fprintf(fout,['Part-1-1.' num2str(TOP_SANSBORD(i)) ', 2, 1.\n']);
fprintf(fout,['Part-1-1.' num2str(BTM_SANSBORD(i)) ', 2, -1.\n']);

end
end

fprintf(fout,'**\n')

%% Materiaux et debut du step
fchar=fopen(['INPUTA.txt'],'r');
a=fgets(fchar);
while ischar(a), fprintf(fout,a), a=fgets(fchar), end
fprintf(fout,'\n');

%% Chargement
if chgmt==1

fprintf(fout,['RP, 1, 1, ' num2str(Lx) '\n']);
end
if chgmt==2

fprintf(fout,['RP, 2, 2, ' num2str(Ly) '\n']);
end
if chgmt==3

fprintf(fout,['RP, 2, 2, ' num2str(Ly/2) '\n']);
fprintf(fout,['RP, 1, 1, ' num2str(Lx/2) '\n']);

end

%% Fin du step
fchar=fopen(['INPUTB.txt'],'r');
a=fgets(fchar);
while ischar(a), fprintf(fout,a), a=fgets(fchar), end

fclose all;

Post-traitement : calcul des contraintes moyennes
L’étape de post-traitement est détaillée ici. La commande suivante doit au préalable

être indiquée dans la mise en donnée Abaqus :
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C. Codes d’homogénéisation linéaire élastique avec conditions aux limites périodiques

*El print, elset=ALL, frequency=9999
IVOL, S11, S22, S12

Cette commande permet d’écrire, pour chaque point d’intégration du modèle élément fini,
le volume associé et les composantes du tenseur de contraintes obtenues. La contrainte
moyenne est calculée en pondérant les contributions par leur volume associées et le volume
total est calculé avec les dimensions Lx et Ly afin de prendre en compte les phases de
vide.

function [S11moy,S12moy,S22moy]=pst(Filename,Lx,Ly)

Vtot=Lx*Ly;

fid=fopen(Filename,'rt');
a=fgets(fid);
cnt=1;

while ischar(a)
if strfind(a,'IVOL'), break, end
a=fgets(fid);

end
a=fgets(fid);
a=fgets(fid);
a=fgets(fid);

while ischar(a)
if strfind(a,'MAXIMUM'), break, end
if ~isempty(~any(str2num(a),1))

Anum=str2num(a);
dV(cnt)=Anum(3);
S11(cnt)=Anum(4);
S22(cnt)=Anum(5);
S12(cnt)=Anum(6);
cnt=cnt+1;

end
a=fgets(fid);

end

S11moy=S11'*dV/Vtot
S22moy=S22'*dV/Vtot
S12moy=S12'*dV/Vtot

fclose all;
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Annexe D

Calcul des dimensions de la cellule
hexagonale

Dans cette annexe, les dimensions de la cellule hexagonale sont calculées. La géométrie
globale est donnée en Figure D.1. L’idée est de faire varier l’angle θ et d’adapter les valeurs
de l, h et c afin de garder une dimension de cellule et une porosité constante.

FIGURE D.1 – Dimensions du pavage
hexagonal paramétrisé.

Pour garder les dimensions de la cellule (lx et ly), les dimensions doivent être :

l = lx
2cosθ (D.1)

h= ly− l sinθ (D.2)
Ensuite, la valeur de c doit être ajustée pour retrouver la porosité imposée. Pour

exprimer cette dernière valeur, les dimensions du petit hexagone, celui qui définit le trou,
doivent être exprimées :

l2 = l− c

2cosθ (D.3)

h2 = h+ 2sinθ(l− l2)− c

cosθ (D.4)

La porosité peut alors être exprimée :

p= 1− 2h2− l2 sinθ
2h− l sinθ (D.5)

155
Cette thèse est accessible à l'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2023ISAL0061/these.pdf 
© [J. Triclot], [2023], INSA Lyon, tous droits réservés



D. Calcul des dimensions de la cellule hexagonale

où h2 et l2 dépendent de c. Pour trouver la valeur de c qui donne la porosité voulue,
cette dernière équation est résolue en utilisant un algorithme de Newton-Raphson. Les
dimensions obtenues pour lx = 1 mm, ly = 1 mm,p = 0.55 sont données dans le Tableau
D.1.

angle h l c
-40° 1.42 0.65 0.197
-30° 1.29 0.58 0.216
-20° 1.18 0.53 0.232
-10° 1.09 0.51 0.246
0° 1 0.5 0.258
10° 0.91 0.51 0.269
20° 0.82 0.53 0.276
30° 0.71 0.58 0.280
40° 0.58 0.65 0.278
50° 0.40 0.78 0.266
60° 0.13 1 0.231

TABLEAU D.1 – Dimensions en mm pour lx = 1 mm, ly = 1 mm et p= 0.55
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Annexe E

Effet des hypothèses 2D et du
coefficient de Poisson sur les

simulations de propagation en
présence de zones architecturées

Dans cette annexe, on s’intéresse à l’effet du coefficient de Poisson du matériau consti-
tutif, ainsi que du choix de l’hypothèse 2D sur les calculs réalisés au Chapitre 4. La
géométrie globale du problème est rappelée en Figure E.1a. On se concentre ici sur un
unique motif pour la zone architecturée : la cellule hexagonale dont l’angle est θ =−40°.
La géométrie de ce motif est rappelée en Figure E.1b.

(a) (b)

FIGURE E.1 – Géométrie du problème étudié dans cette partie. (a) Dimensions globales
de l’éprouvette. (b) Illustration du motif utilisé.
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E. Effet des hypothèses 2D et du coefficient de Poisson sur les simulations de
propagation en présence de zones architecturées

Effet de l’hypothèse 2D
Les courbes de longueur de fissure et de force en fonction du déplacement pour les

hypothèses de contraintes planes et déformations planes sont données en Figure E.2.
Cette étude est réalisée à un coefficient de Poisson de ν = 0.49.
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(a) Courbe de charge
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(b) Longueur de fissure

FIGURE E.2 – Effet de l’hypothèse 2D sur les courbes de charges et de longueur de
fissure obtenues pour l’éprouvette pleine et celle avec le motif hexagonal.

On observe un effet similaire tout au long de l’essai et d’une éprouvette à l’autre. Cet
effet se caractérise par une modification de la grandeur ū. A même longueur de fissure, le
déplacement qui mène à la propagation est plus élevé pour le cas des contraintes planes
que pour les déformations planes. La force en fonction de la longueur de fissure semble peu
affectée par l’hypothèse 2D. Le choix entre CP et DP semble agir comme un coefficient
multiplicatif sur la valeur de ū. Ce coefficient est constant pendant la propagation et
constant d’une éprouvette à l’autre.

L’hypothèse 2D utilisée a un effet significatif sur les grandeurs calculées pendant la
propagation. Cependant, cet effet est un effet constant qui ne change pas les analyses
qualitatives faites au Chapitre 4. Ainsi, il est possible de conclure que les phénomènes
identifiés dans ce chapitre apparaissent également si l’hypothèse de déformations planes
est choisie au lieu des contraintes planes.
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Effet du coefficient de Poisson
L’effet du coefficient de Poisson est testé dans le cadre de l’hypothèse des contraintes

planes. Les courbes de charge et de longueur de fissure pour différents coefficients de
Poisson sont données en Figure E.3. Que ce soit pour l’éprouvette pleine ou l’éprouvette
architecturée, le coefficient de Poisson a un effet négligeable sur le comportement global.
On peut ainsi conclure que l’étude réalisée au Chapitre 4 pour un coefficient de ν = 0.49
est généralisable à tous les coefficients de Poissons entre 0 et 0.49.

(a) Courbe de charge (b) Longueur de fissure

FIGURE E.3 – Effet du coefficient de Poisson sur les courbes de charges et de longueur
de fissure obtenues pour l’éprouvette pleine et celle avec le motif hexagonal.
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E. Effet des hypothèses 2D et du coefficient de Poisson sur les simulations de
propagation en présence de zones architecturées
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Annexe F

Sensibilité des grandeurs issues de la
projection sur les séries de Williams

aux dimensions de la zone de
projection

Dans cette thèse, on a été amené à identifier la zone sur laquelle il est le plus pertinent
d’effectuer la projection sur les séries de Williams pour identifier les paramètres relatifs
à la rupture. Cette étude a été réalisée au paragraphe 2.3.3 et donne une zone avec
rint = 150 px et rext = 300 px. Cependant, au Chapitre 5, on a été amenés à utiliser une
zone différente, avec en particulier une zone exclue en pointe de fissure (dont la taille est
rint) plus petite. On propose d’étudier ici la sensibilité de des mesures par projection sur
les séries de Williams aux dimensions de la zone dans le cas de référence, c’est-à-dire le
cas d’une éprouvette sans zones architecturées.

Dans cette étude, on fait varier rint entre 40 et 150 pixels, et rext entre 200 et 300 pixels.
Les tests sont réalisés sur l’éprouvette de référence CT 1, et l’hypothèse de contraintes
planes est utilisée. On obtient une quarantaine de mesures qui sont toutes tracées en
Figure F.1. Les courbes sont quasiment toutes superposées, que ce soit pour la mesure de
la longueur de fissure ou celle du facteur d’intensité des contraintes.

Cette étude permet de montrer que les dimensions de la zone ont très peu d’effet sur
les grandeurs mesurées. La méthode de mesure des facteurs d’intensité des contraintes et
de la longueur de fissure est très robuste, même en dehors de la zone identifiée comme
idéale au paragraphe 2.3.3. Les critères alors utilisés sont probablement trop restrictifs et
le rint minimum utilisable est inférieur à 40 px. Lors de l’application de cette méthode à
des éprouvettes avec des zones architecturées, une valeur de rint = 40 px peut donc être
utilisée sans que cela n’ait d’influence sur la longueur de fissure mesurée.
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F. Sensibilité des grandeurs issues de la projection sur les séries de Williams aux
dimensions de la zone de projection
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FIGURE F.1 – Grandeurs identifiées par DIC pour l’éprouvette CT 1. Faisceaux de
courbes obtenus en faisant varier les dimensions de la zone de projection. (a) Longueur

de fissure. (b) Facteur d’intensité des contraintes.
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