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Abstract :
Nuclear power plants are an important source of energy production in France. However,
following the various accidents and risks associated with this technology, nuclear safety is
a global concern. In France, standards are continually being imposed on existing nuclear
facilities and on the next generations under development. Among the many aspects of
nuclear safety, the dimensioning of mechanical structures is an important subject for
industrial players. Framatome’s core business is the design and justification of nuclear
power plants. These must be designed to withstand extreme operating conditions, such as
earthquakes, plane crashes or pipe ruptures. Numerical modeling of this type of loading
requires dynamic temporal analyses to consider these multi-scale phenomena. However,
such analyses are CPU and memory intensive. The aim of this thesis is to develop a new
heterogeneous (different integration schemes) and asynchronous (different time steps) inte-
grator, based on the GC coupling method, with improved energy conservation properties.
The multi-scale phenomena present in the reactor block are simulated using an explicit
integrator with small time steps for the contact zones and an implicit integrator with large
time steps for the rest of the structure. A co-simulation demonstrator is developed between
the Code Aster and Europlexus software packages in order to get closer to an industrial
development and thus demonstrate the performance gain, for a three-dimensional reactor
block model, provided by the multi-time-scale co-simulation approaches.

Keywords : reactor block, asynchronous heterogeneous time integrator, co-simulation,
earthquake, contact, Code Aster, Europlexus, energy conservation
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Résumé :
Les centrales nucléaires sont une source de production d’énergie importante en France.
Cependant, suite aux différents accidents et aux risques encourus avec cette technologie,
la sûreté nucléaire est une préoccupation mondiale. En France, des normes sont imposées
continuellement sur les installations nucléaires existantes et sur les prochaines générations
en développement. Parmi les nombreux aspects de la sûreté nucléaire, le dimensionnement
des structures mécaniques est un sujet important pour les acteurs industriels. L’activité
principale de l’entreprise Framatome concerne le dimensionnement et la justification des
centrales nucléaires. Celles-ci doivent être conçues pour résister à des conditions extrêmes
d’utilisation telles que des séismes, des crashs d’avion ou encore des ruptures de tuyauterie.
La modélisation numérique de ce type de chargement passe par des analyses dynamiques
temporelles afin de considérer ces phénomènes multi-échelles en temps. Cependant, réaliser
ces analyses demande beaucoup de temps CPU et de mémoire. L’objectif de la thèse est
le développement d’un nouvel intégrateur hétérogène (différents schémas d’intégration)
asynchrone (différents pas de temps), basé sur la méthode de couplage GC, ayant de
meilleures propriétés relatives à la conservation énergétique. En effet, les phénomènes
multi-échelles en temps présents dans le bloc réacteur sont des cas d’usages favorables
aux méthodes multi-échelles en temps, avec un intégrateur explicite pour les zones de
contact, comportant une discrétisation temporelle fine, et un intégrateur implicite pour
le reste de la structure, discrétisé par des pas de temps plus gros. Un démonstrateur de
co-simulation est développé entre les logiciels Code Aster et Europlexus pour se rapprocher
d’un développement industriel et ainsi montrer le gain de performance, pour un modèle
tridimensionnel de bloc réacteur, apporté par les approches de co-simulation multi-échelles
en temps.

Mots clés : bloc réacteur, intégrateur temporel hétérogène asynchrone, co-simulation,
séisme, contact, Code Aster, Europlexus, conservation d’énergie
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Il n’y a pas de problèmes ; il n’y a que
des solutions. L’esprit de l’homme in-
vente ensuite le problème. Il voit des
problèmes partout.

De André Gide
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1
Introduction

La sûreté nucléaire est d’une importance primordiale dans le domaine de l’énergie nucléaire,
visant à garantir la protection des individus, de l’environnement et des générations futures
contre les risques associés aux activités nucléaires. Les installations nucléaires, telles que
les réacteurs nucléaires, sont soumises à des normes strictes établies par les autorités de
sûreté et notamment l’Autorité de Sûreté Nucléaire (ASN) en France. Parmi les nombreux
aspects de la sûreté nucléaire, le dimensionnement des structures mécaniques est un sujet
important pour les acteurs industriels.
Le dimensionnement des structures mécaniques dans le contexte nucléaire vise à garantir
leur intégrité, leur fiabilité et leur durabilité face à diverses contraintes opérationnelles,
environnementales et accidentelles. Ces structures, telles que les cuves de réacteurs, les
enceintes de confinement et les systèmes de support, doivent être conçues de manière à
résister aux charges statiques et dynamiques, aux variations de température, aux séismes
et à d’autres sollicitations potentielles.
La conformité aux normes imposées par les autorités de sûreté est un élément essentiel dans
la conception et le dimensionnement des structures mécaniques dans le domaine nucléaire.
Ces normes sont établies sur la base d’études approfondies, de recherches expérimentales
et de retours d’expérience afin de garantir un niveau élevé de sécurité et de réduire les
risques associés à l’exploitation des installations nucléaires. Le parc nucléaire existant
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Chapitre 1. Introduction

est, lui aussi, soumis aux nouvelles normes exigées par l’ASN. Par conséquent, des études
mécaniques sont aussi effectuées sur les différents réacteurs en fonctionnement sur le
territoire français ou à l’étranger.
L’entreprise Framatome, acteur majeur du secteur nucléaire, conçoit des centrales nucléaires
et notamment leur circuit primaire dont le principe est expliqué dans la Figure 1.1,
assure également d’autres fonctions comme l’approvisionnement des équipements pour
les chaudières nucléaires et un service de maintenance pour les réacteurs. Framatome est
composé de plusieurs entités dont le département DTIM (Direction Technique et Ingénierie
Mécanique) ayant pour rôle le dimensionnement des structures pour une large variété de
cas d’utilisation incluant également des conditions extrêmes d’utilisation. La démarche
choisie au sein du département DTIM est hybride : expérimentale et numérique. La
stratégie des essais adoptée est de reproduire les structures de manière à être représentatif
des physiques. Framatome dispose de moyens importants d’essai au Creusot mais pas
seulement, d’autres centres existent comme en Allemagne. Il arrive aussi que des essais
soient commandés pour être réalisés par d’autres entreprises comme le CEA qui dispose de
moyens d’essais expérimentaux d’envergure. Cependant, réaliser des essais expérimentaux
demande des moyens financiers importants, requiert des processus longs à mettre en place
et ne peuvent pas être intégralement instrumentés. L’utilisation de simulations de modèles
numériques permet de palier aux inconvénients de la démarche heuristique basée sur le
retour d’expérience et les essais réalisés. En effet, les simulations peuvent être réalisées
à moindre coût, les modélisations sont réutilisables pour des jeux de données différents
tels que les propriétés matériaux, des géométries et autres, et les résultats sont accessibles
sur l’ensemble du système analysé, y compris dans des zones non instrumentables à
l’aide d’essais. Afin de garantir la validité physique des modélisations réalisées, celles-ci
sont, d’une manière ou d’une autre, validées sur la base d’essais. Les deux démarches
sont donc complémentaires.
Les conditions extrêmes d’utilisation telles que les séismes, les crashs d’avions et les
pertes du réfrigérant primaire (APRP) nécessitent d’effectuer des calculs numériques
dits dynamiques (résultats dépendant du temps). Ces modélisations sont effectuées par
la section DTIMRD (Analyses dynamiques du circuit primaire, des internes de cuve
pressurisé et des râteliers de stockages combustibles) par la méthode des éléments finis
pour dimensionner les centrales nucléaires, dont notamment le bloc réacteur (BR) représenté
sur la Figure 1.2. Ce dernier est dimensionné pour résister à des incidents extrêmes tels
que la rupture de tuyauteries du circuit primaire, différents types de séismes ou encore
des crashs d’avions. Lors de la simulation de ces différents scénarios, des phénomènes
complexes apparaissent pouvant faire intervenir des effets localisés multi-échelles en espace
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Figure 1.1 – Réacteur à eau pressurisée (REP) [Kam19]

et en temps (contact, interaction fluide-structure, etc.). Or, la complexité de modélisation
liée à ces phénomènes nécessite une discrétisation temporelle et spatiale fine conduisant à
un allongement considérable des temps de calcul (de l’ordre de plusieurs jours).
La stratégie actuellement employée pour modéliser ces phénomènes est déclinée en deux
volets : des modèles 2D appelés BR développés avec le code SYSTUS [Apa23] et un modèle
3D appelé BR 3D développé avec le code ANSYS [23].
Les modèles BR sont réalisés de manière à minimiser la complexité du modèle tout en
étant représentatives des phénomènes d’intérêts. Ainsi, l’utilisation d’éléments finis de type
poutre, coque, ressort (linéaires ou non), contact, maille acoustique, de super-élément et
masse ponctuelle est privilégiée. De même, lorsque la modélisation de lois de comportement
plus complexes est nécessaire, celles-ci peuvent être identifiées à l’aide de calculs en éléments
finis 3D. La loi de comportement identifiée est ensuite intégrée au sein des modélisations
simplifiées. En revanche, avec l’augmentation des exigences issues des normes, l’intégration
continue de modélisations de plus en plus fines telles que des phénomènes multi-échelles
3D locaux (impact, frottement, plastification locale) est nécessaire.
Or, la modélisation de ces phénomènes multi-échelles en espace et en temps nécessite
une discrétisation temporelle et spatiale fine de plus en plus fine afin d’être capable de
représenter les phénomènes locaux associés. Cela a pour conséquence une perpétuelle
augmentation des temps de calcul des simulations de BR nécessitant la création de
méthodes numériques d’intégration temporelle alternatives assurant la compatibilité des
temps de calculs avec les besoins industriels (aide à la décision, chaînage de logiciels,...).
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Chapitre 1. Introduction

Une des solutions permettant de réduire drastiquement les temps de calculs consisterait
à employer une méthode multi-échelles en espace et en temps adaptée aux caractères
non-linéaires et localisés des phénomènes traités.

Figure 1.2 – Schéma bloc réacteur

Le LaMCoS (Laboratoire de Mécanique des Contacts et des Structures), unité mixte
de recherche de l’INSA de Lyon et du CNRS, développe des méthodes multi-échelles
en espace et en temps. La méthode originale proposée par [Gra00], nommée méthode
GC, a été enrichie par plusieurs thèses traitant de l’impact pour les ponts roulants
sous séismes [Fek17], les impacts d’outils pour les structures composites aéronautiques
[Cha14], l’entrechoquement entre les bâtiments sous séismes [Amb+22], l’interaction
fluide-structure [Nun+17].
Ces méthodes permettent de décomposer un problème complexe en plusieurs sous-domaines.
Chacun de ces sous-domaines dispose de sa propre échelle de temps ainsi que de sa propre
discrétisation spatiale. Le résultat du système global est ensuite accessible en résolvant
un problème aux interfaces entre les différents sous-domaines.
Les calculs sur chacun des sous-domaines étant non intrusifs, ceux-ci peuvent être réalisés
en parallèle par des logiciels spécialisés (Europlexus, Ansys, LS-Dyna, Cast3m, Code Aster,
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etc.). Par la suite, les résultats de ces sous-domaines sont utilisés pour résoudre l’ensemble
du système et ainsi obtenir un résultat global. L’ensemble de ces étapes constitue la
méthode de co-simulation.
Les objectifs initiaux de cette thèse sont multiples. La méthode de co-simulation permet
d’accélérer les résultats mais à un certain prix. En effet, en utilisant la méthode actuelle,
une faible dissipation numérique d’énergie est constatée au niveau des interfaces entre les
différents sous-domaines [Gra00]. Cette dissipation numérique dégrade les résultats des
différentes simulations utilisant cette méthode, et d’autant plus que le rapport entre les
différentes échelles de temps est grand.

L’objectif scientifique de cette thèse est d’améliorer les méthodes de co-simulation
implicite/explicite à pas de temps asynchrone couplée à l’échelle micro disponibles dans
la littérature, telle que la méthode GC [Gra00], en réduisant la dissipation numérique à
l’interface des sous-domaines. Des recherches actives ont été conduites sur le sujet depuis
plus de vingt ans. La méthode GC a bénéficié de plusieurs avancées avec notamment
une extension à d’autres schémas que ceux de la famille de Newmark (MGC) [Mah+11],
une nouvelle écriture du problème pour généraliser la méthode aux schémas d’intégration
temporelle alpha-généralisé en assurant une nouvelle propriété d’interface (BGC) [Bru+15],
etc. L’un des derniers verrous concernant cette méthode concerne la dissipation d’énergie
à l’interface des sous-domaines. La méthode MGC permettait d’annuler cette dissipation
d’énergie mais elle s’avère en fait mal adaptée à la co-simulation lorsque l’on souhaite
traiter les non-linéarités localisées avec une échelle fine en temps et conserver une échelle
en temps large pour les parties linéaires du problème (couplage macro-temps).

L’objectif industriel de cette thèse consiste à adapter la méthode de co-simulation à
la simulation du bloc réacteur lors d’incidents extrêmes et à démontrer la réduction en
temps de calcul par rapport à une simulation purement réalisée en explicite ou implicite.
L’implémentation résultante a pour but d’être facilement adaptable aux simulations des
autres équipements du circuit primaire principal (CPP). La co-simulation est ici développée
entre deux logiciels, Code Aster pour le sous-domaine implicite du calcul et Europlexus
pour le sous-domaine explicite du calcul.

Les travaux réalisés pendant cette thèse sont présentés dans ce manuscrit en trois cha-
pitres distincts :

— Le premier chapitre présente une étude bibliographique sur les méthodes numériques
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Chapitre 1. Introduction

nécessaires pour réaliser une étude dynamique des structures. La recherche de la
solution du problème de référence est approchée par la méthode des éléments finis. La
discrétisation temporelle est utilisée sur le problème de référence afin d’obtenir une
solution approchée. Plusieurs méthodes sont présentées en exposant pour chacune
son domaine d’utilisation. Enfin, les méthodes de partitionnement en espace sont
introduites avec les méthodes multi-échelles en temps.

— Le deuxième chapitre rappelle les équations de la dynamique des structures en
utilisant l’écriture Lagrangienne. La méthode multi-échelle en temps GC [Gra00] est
développée puis une amélioration est apportée, nommée dans le manuscrit méthode
BLG. Une analyse de stabilité détaillée est conduite pour la méthode proposée afin
de définir son domaine d’utilisation.

— Le troisième chapitre illustre la méthode GC et BLG avec la co-simulation implicite-
explicite d’un modèle tridimensionnel d’un bloc réacteur simplifié. La stratégie de
co-simulation du démonstrateur avec les logiciels Code Aster et Europlexus est
expliquée et justifiée. Des résultats numériques provenant de calculs complets réalisés
sur Europlexus sont comparés avec ceux obtenus par la co-simulation.
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2
Etat de l’art des méthodes multi-échelles en

temps

Ce premier chapitre présente les différents outils nécessaires pour étudier la dynamique d’un
corps déformable. Tout d’abord, un problème de référence est présenté afin de décrire les
équations de la dynamique pour un problème mécanique. Ensuite, la méthode des éléments
finis est appliquée pour chercher une solution approchée au problème de référence dans le
domaine spatial. De la même manière, plusieurs méthodes de discrétisation temporelle sont
présentées pour également obtenir une réponse approchée dans le domaine temporel. Enfin,
les méthodes permettant la décomposition d’un domaine en plusieurs sous-domaines sont
détaillées.
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2.1. Problème de référence

2.1 Problème de référence

Le problème de référence est défini sur Ω un domaine fermé de R3 avec ∂Ω correspondant à
la frontière. Les conditions limites de type Neumann et Dirichlet, représentées par les indices
suivants N et D, sont appliquées au domaine Ω (avec ΓN ∩ ΓD = ∅ ; ∂Ω = ΓN ∪ ΓD). Le
cas étudié ici est un matériau homogène, isotrope et élastique. Le comportement mécanique
du domaine Ω est défini par les équations aux dérivées partielles suivantes : quantité de
mouvement, moment cinétique, loi contrainte-déformation, conditions limites et conditions
initiales. Les principales inconnues sont le champ de déplacement u et le tenseur des
contraintes symétriques σ en tout point x du domaine Ω et pour tout instant t ∈ [t0; tf ] :

1. Equation d’équilibre dynamique :

divσ + f = ρü dans [t0, tf ]× Ω (2.1)

2. Relation de comportement pour un matériau élastique linéaire :

σ = Cϵ (2.2)

3. Mesure de déformation :
ϵ =

1

2

(
∇u+ (∇u)T

)
(2.3)

4. Les conditions limites :
u|ΓD

= g (2.4)

σ · n|ΓN
= F (2.5)

5. Les conditions initiales :

u(x, t0) = u0 ; u̇(x, t0) = u̇0 (2.6)

avec f le chargement extérieur appliqué au volume, ρ la masse volumique, ü le champ
d’accélération, C le tenseur de Hooke, ϵ le tenseur de déformation linéaire, g le champ
de déplacement imposé, n le vecteur normal au corps et pointant vers l’extérieur, F
le chargement extérieur appliqué à la surface, u0 et u̇0 respectivement le déplacement
initial et la vitesse initiale.
Le problème de référence présenté décrit un problème de mécanique. Dans la pratique, les
problèmes rencontrés présentent de trop grandes complexités pour être résolus directement.
Ces problèmes sont donc écrits sous leur forme faible en utilisant le principe des puissances
virtuelles. Cette méthode conserve les propriétés du problème de référence présenté, mais
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Figure 2.1 – Problème de mécanique de référence

a pour avantage d’être plus adaptée aux techniques de résolution approchées.
Le principe des puissances virtuelles est basé sur le principe fondamental de la dynamique
multiplié par un vecteur virtuel v, en intégrant sur le domaine Ω. Le théorème de la
divergence et v = 0 sur la frontière ΓD donnent le résultat suivant :

∀t ∈ [t0; tf ] ∀v ∈ V
∫
Ω

ρü · v dΩ =

∫
Ω

f · v dΩ−
∫
Ω

Tr[σϵ(v)] dΩ +

∫
ΓN

F · v dS

(2.7)
La variable u est définie sur le domaine U :

U =
{
u ∈ H1(Ω× [t0, tF ]) | u(x) = u sur ΓD

}
(2.8)

La variable v est définie sur le domaine V :

V =
{
v ∈ H1(Ω× [t0, tF ]) | v(x) = 0 sur ΓD

}
(2.9)

Enfin, pour les champs précédents, on donne la définition du domaine de Sobolev H1(Ω) :

H1(Ω) =

{
a ∈ Ω,

∫
Ω

∥a∥2dx <∞,

∫
Ω

(
∂a

∂x

)2

dx <∞
}

(2.10)

Le problème de référence est désormais exprimé sous forme faible (2.7) à partir de laquelle
la discrétisation spatiale peut être introduite.
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2.2. Discrétisation en espace

2.2 Discrétisation en espace

La complexité des comportements mécaniques et des géométries a entraîné le développement
de méthodes de résolutions approchées permettant le traitement de problèmes pratiquement
quelconques. Le problème initial est approché en discrétisant l’espace. Le domaine de la
mécanique du solide adopte pour référence la méthode des éléments finis Lagrangienne
(MEF) [Zie71] pour discrétiser en espace. Le domaine continu Ω de dimension infinie est
projeté sur un domaine approché et fini Ωh, discrétisé en espace tel que Ωh = ∪eΩe.
Le champ de déplacement est approché par la MEF comme ci-dessous :

u (x, t) ∼ uh (x, t) =
n∑

i=1

ϕi(X)ui(t) (2.11)

Le champ de déplacement est approximé par uh (X, t) ; ϕi(X) est la fonction de forme
associée au degré de liberté ui(t). Le domaine V défini par l’équation (2.9) est également
approximé par un domaine approché et fini Vh. L’équilibre dynamique associé avec le
principe des puissances virtuelles (2.7) peut s’écrire sous forme matricielle en réinjectant
le champ de déplacement approximé (2.11) :

∀t ∈ [t0; tf ] ∀vh ∈ Vh

n∑
i=1

n∑
j=1

üi

[∫
Ω

ρϕiϕj dΩ

]
vh
j = −

n∑
i=1

[∫
Ω

Tr[σϵ{ϕi}] dΩ
]
vh
i

+
n∑

i=1

[∫
Ω

fϕi dΩ

]
vh
i +

n∑
i=1

[∫
ΓN

Fϕi dS

]
vh
i

(2.12)

L’équation (2.12) sous forme matricielle s’écrit :

∀Vh ∈ Vh
(
MÜ+ Fint − Fext

)T
Vh = 0 (2.13)

où U est le vecteur des déplacements nodaux. La matrice de masse M, le vecteur des
efforts intérieurs généralisés Fint et Fext le vecteur des forces externes sont construits
par assemblage des éléments finis :

— Matrice de masse
Mij =

∑
e

∫
Ωe

ρeϕe
iϕ

e
jdΩ

e (2.14)
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— Vecteur des forces intérieures

Fint
i =

∑
e

∫
Ωe

Tr[σeϵe(ϕe
i )]dΩ

e (2.15)

— Vecteur des forces externes

Fext
i =

∑
e

∫
Ωe

f eϕe
idΩ

e +

∫
∂Ωe

Feϕe
idS

e (2.16)

avec l’indice e représentant l’indice associé à un élément fini et la somme
∑

e représentant
l’assemblage sur l’ensemble des éléments finis du domaine Ωh afin d’obtenir un résultat
global sur le domaine. Si le cas d’étude porte sur un matériau élastique linéaire, alors le
vecteur des efforts intérieurs généralisés Fint peut être détaillé sous la forme d’un produit
matriciel entre la matrice de rigidité K et le vecteur des déplacements nodaux U :

Fint = KU (2.17)

avec
Kij =

∑
e

∫
Ωe

Tr
[
Ceϵe(ϕe

i )ϵ
e(ϕe

j)
]
dΩe (2.18)

Enfin, le problème mécanique pour des milieux continus est obtenu à partir de la formulation
faible discrétisée en espace par la Méthode des Éléments Finis :

∀t ∈ [t0; tf ], MÜ(t) +KU(t) = Fext(t) (2.19)

avec pour conditions aux limites (2.4) et initiales (2.6) écrites sous la forme discrète :

∀t ∈ [t0; tf ] et U ∈ Uh LDU = G (2.20)

où LD est l’opérateur d’interface de Dirichlet permettant de sélectionner les degrés de
liberté concernés par la condition limite. G est le vecteur de déplacements nodaux imposés.

U(t0) = U0 U̇(t0) = U̇0 (2.21)

avec U0 et U̇0 respectivement le déplacement nodal initial et la vitesse nodale initiale.
L’équation de l’équilibre dynamique (2.19) est semi-discrétisée en espace. La discrétisation
temporelle est détaillée dans la partie suivante.
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2.3 Discrétisation en temps

La méthode des éléments finis permet d’obtenir une équation d’équilibre semi-discrétisée
en espace suffisante pour la résolution de problèmes statiques. La résolution de problèmes
dynamiques demande la prise en considération de la variable temporelle pour décrire une
solution dépendante du temps. Les méthodes d’intégration temporelle sont utilisées pour
résoudre en temps ces problèmes en divisant l’intervalle de temps considéré [t0, tf ] en un
nombre fini de sous-intervalles [tn, tn+1]. La solution finale du problème sera définie en
temps seulement sur ces instants tn appartenant aux différents sous-intervalles. Pour les
résolutions des cas statiques, les déplacements aux noeuds étaient les seules inconnues.
En dynamique, il devient nécessaire de calculer les vitesses et accélérations aux noeuds.
La solution à l’instant tn est définie par les trois quantités cinématiques :

Un = U(tn); U̇n = U̇(tn); Ün = Ü(tn) (2.22)

Cette solution à l’instant tn est calculée à partir de la solution de l’instant précédent
(méthode à un pas), ou à partir de solutions de plusieurs instants antérieurs (méthode
multi-pas). Ces méthodes d’intégration temporelle sont aussi appelées schémas temporels.
Ces méthodes d’intégration temporelle sont réparties en deux catégories : les schémas
explicites et les schémas implicites.
Les schémas explicites sont utilisés pour des phénomènes non-linéaires comme des chocs,
où les modes hautes fréquences impactent fortement la réponse globale du système. Ces
schémas effectuent les calculs à chaque pas de temps pour un faible coût de calcul, qui
s’explique par une inversion de matrice directe du fait du caractère diagonal de la matrice
de masse. Néanmoins, les méthodes explicites sont conditionnellement stables, nécessitant
de calculer au sein de domaines prédéfinis un pas de discrétisation qui permet d’assurer
la propriété de stabilité de ces schémas [condition CFL[CFL28]]. Les schémas implicites
[HOU50 ; New59 ; WFB72 ; CH93] impliquent des techniques de résolution itératives
coûteuses en temps de calcul. En revanche, ils ont l’avantage d’être inconditionnellement
stables. Leurs pas de discrétisation ne sont donc pas bornés à un domaine d’utilisation
prédéfini, mais sont seulement contraints par la précision requise.
Ces schémas sont caractérisés par plusieurs paramètres : la précision, la consistance, l’ordre
de convergence et la stabilité. La convergence de ces méthodes d’intégration temporelle
vers la solution exacte du problème approximé est assurée par le théorème de Lax [LR56] :
la méthode choisie est convergente si la méthode est stable et consistante.
Il existe d’autres méthodes d’intégration temporelle, qui en introduisant de la dissipation
numérique répondent aux problèmes des modes hautes fréquences parasites. En effet, l’inté-
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gration temporelle des équations de l’équilibre dynamique semi-discrétisée peut engendrer
des modes hautes fréquences dûs à la discrétisation spatiale. Ces méthodes d’intégration
temporelle implicite sont conçues pour amortir ces oscillations hautes fréquences artificielles
tout en conservant les modes basses fréquences. Plusieurs schémas implicites dissipatifs
conservant le second ordre existent comme la méthode Hilber-Hughes-Taylor (HHT-α)
[HHT77a] avec pondération sur les forces internes, la méthode Wood–Bossak–Zienkiewicz
(WBZ-α) [WBZ80] avec pondération sur les efforts d’inertie et la méthode Chung–Hulbert
(CH-α) [CH93]. La méthode α-généralisé (CH-α) est une écriture plus générale incluant
les méthodes HHT-α et WBZ-α. Ces méthodes abordent la problématique des hautes
fréquences engendrées par la discrétisation spatiale en introduisant parfois de l’énergie nu-
mérique, ce qui peut altérer le résultat. D’autres schémas d’intégration temporelle traitent
également de l’apparition de ces hautes fréquences tout en préservant la conservation
de la quantité de mouvement, du moment cinétique et de l’énergie, tel que l’algorithme
EMCA (Energy Momentum Conserving Algorithms) [STW92], développé par Simo et
Tarnow, qui vérifie les équations du mouvement à mi-chemin de chaque pas de temps tn+ 1

2

et possède une stabilité inconditionnelle. La conservation exacte de l’énergie est un sujet de
recherche très actif avec les travaux de Krenk [Kre08 ; Kre06a ; Kre06b]. Ces algorithmes
ont pour vocation de conserver l’énergie, d’assurer des ordres de convergences élevés tout
en dissipant les hautes fréquences sans altérer les basses fréquences.

2.3.1 Schémas de Newmark

La méthode d’intégration en temps pour la résolution du problème dynamique certainement
la plus utilisée aujourd’hui provient de Newmark [New59]. La discrétisation temporelle
de l’équation d’équilibre dynamique semi-discrétisée en espace s’écrit :

∀t ∈ [t0, tf ] MÜ(t) +CU̇(t) +KU(t) = Fext(t) (2.23)

avec M la matrice de masse, K la matrice de raideur et C la matrice d’amortissement
introduite ici pour définir un cas plus général. L’intervalle de temps [t0,tf ] est divisé en un
nombre fini de pas de temps tel que : t0 < t1 < t2 < ... < tn < ... < tf et un pas de temps
h = tn+1−tn supposé constant. La famille des schémas de Newmark constitue des méthodes
d’intégration à un pas, les quantités relatives à chaque piquet de temps tn+1 sont calculées
en fonction de celles qui les précèdent (en tn) et des efforts extérieurs entre ces deux instants.
Par un développement en série de Taylor à l’ordre 2, les déplacements et vitesses sont
définis en fonction de l’intégrale de l’accélération sur l’intervalle [tn, tn+1]. L’intégrale de
l’accélération est calculée à partir de l’équation d’équilibre (2.23). Il est possible d’exprimer
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les déplacements U(tn+h) au temps tn+1, en fonction des déplacements U(tn) au temps tn.

U(tn + h) = U(tn) +

∫ tn+1

tn

U̇(τ)dτ (2.24)

Le facteur 1 est pris en compte sous le signe intégral et on utilise une intégration par partie.
Comme la primitive du facteur 1 est (τ−tn+1), le résultat de l’intégration par partie donne :

U(tn + h) = U(tn) +
[
(tn+1 − τ) U̇n

]tn+1

tn
+

∫ tn+1

tn

Ü(τ) (tn+1 − τ) dτ (2.25)

Finalement, la borne supérieure du terme entre crochet a une valeur égale à zéro dans
l’expression des déplacements au temps tn+1. Le terme restant (tn+1−tn) est la définition du
pas de discrétisation h. La définition des vitesses à l’instant tn+1 suit la même expression
que celle des déplacements (2.24) :

U̇n+1 = U̇n +

∫ tn+1

tn

Ü(τ)dτ (2.26)

Un+1 = Un + h U̇n +

∫ tn+1

tn

Ü(τ) (tn+1 − τ) dτ (2.27)

Les accélérations ne sont pas connues au moment du calcul sur l’intervalle de temps. Les
intégrales sont approximées en utilisant une pondération [GR97] faisant intervenir les
paramètres γ et β. Ces paramètres sont utilisés dans les schémas de Newmark :

∫ tn+1

tn

Ü(τ)dτ ≃ (1− γ) h Ün + γ h Ün+1 (2.28)

∫ tn+1

tn

(tn+1 − τ)Ü(τ)dτ ≃ (
1

2
− β) h2 Ün + β h2 Ün+1 (2.29)

Les paramètres 0 < γ < 1 et 0 < β < 1
2

expriment le degré de pondération des accélérations.
Finalement en implémentant cette dernière relation dans les relations (2.26) et (2.27), la
vitesse, le déplacement et l’accélération sont maintenant reliés au cours du temps :

U̇n+1 = U̇n + (1− γ)hÜn + γhÜn+1 (2.30)

Un+1 = Un + hU̇n + h2

(
1

2
− β

)
Ün + h2βÜn+1 (2.31)
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Il est maintenant possible d’exprimer l’équilibre dynamique (2.23) à l’instant tn+1 en fonc-
tion de l’accélération à l’instant tn+1 en substituant les relations (2.30), (2.31) dans (2.23) :

(
M+ γhC+ βh2K

)
Ün+1 =Fext

n+1 −C
(
U̇n + (1− γ)hÜn

)
−K

(
Un + hU̇n +

(
1

2
− β

)
h2Ün

) (2.32)

L’une des méthodes utilisées pour implémenter les schémas de Newmark est la méthode
prédicteur-correcteur. Pour plus de clarté, les prédicteurs vitesses P U̇n+1 et les prédicteurs
déplacements PUn+1 sont définis par :

P U̇n+1 = U̇n + (1− γ)hÜn (2.33)

PUn+1 = Un + hU̇n + h2

(
1

2
− β

)
Ün (2.34)

Les prédicteurs ne dépendent que des termes à l’instant tn. Les relations (2.30) et (2.31)
deviennent :

U̇n+1 =
P U̇n+1 + γhÜn+1 (2.35)

Un+1 =
PUn+1 + h2βÜn+1 (2.36)

Finalement, en substituant les relations (2.35) et (2.36) dans l’équation (2.32), celle-
ci devient :

M̃Ün+1 = Fext
n+1 −CP U̇n+1 −KPUn+1 (2.37)

avec M̃ la matrice de masse effective :

M̃ = M+ γhC+ βh2K (2.38)

Le couple de paramètres (γ, β) influe directement sur le comportement de l’algorithme de
Newmark comme le montrent les équations (2.37), (2.36), (2.35). Une étude détaillée est
nécessaire afin de déterminer les propriétés des schémas de la famille de Newmark. La conver-
gence est un critère important. La convergence est assurée si et seulement si les propriétés de
stabilité et de consistance sont satisfaites [LR56 ; Hug87]. Les vecteurs d’état XT

n = [U̇T
n UT

n ]

à l’instant tn et XT
n+1 à l’instant tn+1 sont introduits pour l’étude de convergence.
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Consistance
La consistance d’un schéma est étudiée en comparant l’état du système à deux instants
tn et tn+1. La consistance d’un schéma d’intégration est vérifiée si la solution approximée
tend vers la solution exacte lorsque le pas de temps h tend vers 0 :

lim
h→0

Xn+1 −Xn

h
= Ẋ(tn) (2.39)

La famille des schémas de Newmark vérifie cette relation (2.39) :

lim
h→0

Xn+1 −Xn

h
= lim

h→0

[
(1− γ)Ün + γÜn+1

U̇n + h(1
2
− β)Ün + hβÜn+1

]
=

[
Ün

U̇n

]
(2.40)

La propriété de consistance est vérifiée (2.40), pour toutes valeurs γ et β. Cette condition
est nécessaire la convergence de la solution numérique vers la solution exacte quand le
pas de temps h tend vers 0.

Stabilité
Un schéma d’intégration est dit stable s’il existe un pas d’intégration h0 > 0 tel que
∀h ∈ [0, h0], une perturbation finie du vecteur d’état Xn à l’instant tn n’entraîne qu’une
modification non croissante du vecteur d’état Xn+1 à l’instant ultérieur tn+1. La méthode
la plus utilisée pour évaluer la stabilité d’un schéma d’intégration est l’étude spectrale
[GR97 ; HHT77b] d’un système linéaire non amorti entre deux instants tn+1 et tn. L’analyse
spectrale étudie les vecteurs propres de la matrice d’amplification :

Xn+1 = AXn (2.41)

L’obtention de la relation (2.41) passe par la multiplication des relations (2.30) et (2.31)
par la matrice de masse M. Par la relation d’équilibre dynamique (2.37) à l’instant tn+1, il
est possible de substituer les termes MÜn+1 et MÜn afin d’avoir une relation de récurrence
ne dépendant que des variables composant les vecteurs d’état :[

γhK M

M+ βh2K 0

]
︸ ︷︷ ︸

H0

[
Un+1

U̇n+1

]
=

[
(γ − 1)hK M(

β − 1
2

)
h2K−M hM

]
︸ ︷︷ ︸

H1

[
Un

U̇n

]
(2.42)

Pour effectuer l’analyse spectrale, le système est découplé et appliqué à un seul mode
j de coordonnées modales [u(t), u̇(t)]. Le système est multiplié par M−1. La fréquence
naturelle est représentée par ω et est adimensionnée, ce qui donne Ω = hω. Dans cette
étude, l’amortissement et la force extérieure ne sont pas considérés. Nous obtenons alors
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une récurrence de la forme :[
γΩ2

j 1

1 + βΩ2
j 0

]
︸ ︷︷ ︸

H0

[
un+1

hu̇n+1

]
=

[
(γ − 1)Ω2

j 1(
β − 1

2

)
Ω2

j − 1 1

]
︸ ︷︷ ︸

H1

[
un

hu̇n

]
(2.43)

Finalement, la matrice d’amplification A s’obtient à partir de (2.43), avec A = H−1
0 H1,

telle que : [
un+1

hu̇n+1

]
= [A]

[
un

hu̇n

]
(2.44)

Par l’étude du déterminant de la matrice d’amplification A, det(A − λI), l’équation
caractéristique est obtenue :

det(A− λI) = λ2 − λ

(
2−

(
γ +

1

2

)
ζ2
)
+ 1−

(
γ − 1

2

)
ζ2 (2.45)

avec ζ2 = Ω2

1+βΩ2

La condition de stabilité, obtenue par la valeur de la norme du rayon spectrale ρ(A) ≤
1, dépend des paramètres γ et β. Afin d’assurer la stabilité, le signe du déterminant
doit être négatif ∆ ≤ 0 :

∆ ≤ 0 ⇒
(
γ +

1

2

)2

− 4β ≤ 4

Ω
(2.46)

On a alors une paire de valeurs propres complexes conjuguées qui s’écrit :

λ1,2 = ρe±iϕ (2.47)

avec ρ et ϕ définis comme :

ρ =

√
1−

(
γ − 1

2

)
ζ2 (2.48)

ϕ = arctan

ζ
√

1− 1
4

(
γ + 1

2

)2
ζ2

1−
(
γ − 1

2

)
ζ2

 (2.49)

Les propriétés du schéma de Newmark sont déterminées grâce aux équations (2.46) et
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(2.48). Elles sont résumées ci-dessous et illustrées par la Figure (2.2).

1

2
≤ γ et

1

4

(
γ +

1

2

)2

≤ β Schéma inconditionnellement stable (2.50a)

1

2
≤ γ et

1

4

(
γ +

1

2

)2

> β Schéma stable si h ≤ hc =
1

ωjmax

√
γ
2
− β

(2.50b)

avec ωjmax la plus grande fréquence propre du système discrétisé. Cette valeur est ha-
bituellement associée à la plus grande valeur fréquence propre du plus petit élément
(si le matériau est homogène).

0.25

Inconditionellement stable
racine complexe

Inconditionellement stable
racine réelle

Instable

Conditionnellement stable

(
1
2
, 1

4

) β =
γ
2

γ

β

β =
1
4

( 1
2
+
γ
) 2

0.5

1

0.5 1.51 2

Figure 2.2 – Stabilité du schéma de Newmark

Le schéma de Newmark devient instable si γ < 1
2

et ∀β d’après l’équation (2.48). En effet,
le rayon spectral ρ(A) > 1 introduit de l’énergie au schéma. D’après l’équation (2.48), pour
qu’un schéma de Newmark puisse avoir des propriétés de stabilité, la condition γ ≥ 1

2
doit

être satisfaite. La valeur du deuxième paramètre β définie le domaine de stabilité du schéma.
Le schéma de Newmark devient conditionnellement stable (2.50b) si β < 1

4

(
γ + 1

2

)2. La
condition de stabilité revient ici à ne pas dépasser un pas de temps critique maximal :
h ≤ hc =

1

ωjmax

√
γ
2
−β

. Le cas particulier β = 0 et γ = 1
2
, aussi appelé différence centrée,

est un schéma de Newmark dit explicite si la matrice de masse peut s’écrire comme une
matrice diagonale, aussi appelée matrice de masse lumpée [ZTZ05 ; GR15 ; BLM00 ; Wu06]
et ceci en assumant par ailleurs la conservation de la masse. Ce schéma de Newmark est
stable, si et seulement si, la valeur maximale du pas de temps h ≤ hc =

2
ωmax

(condition
de CFL donnée par Courant, Friedrichs et Lewy [CFL28]).
Le schéma de Newmark est inconditionnellement stable (2.50a) si β ≥ 1

4

(
γ + 1

2

)2. Dans
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cette famille de schéma de Newmark, le schéma de Newmark implicite (appelé schéma de
l’accélération moyenne) existe pour γ = 1

2
et β = 1

4
et est de précision maximale.

Le Tableau 2.1 résume les propriétés de plusieurs algorithmes de la familles de Newmark :

Nom de la méthode γ β Limite de stabilité ωh

Différence centrée 1/2 0 2

Fox Goodwin 1/2 1/12
√
6

Accélération linéaire 1/2 1/6 2
√
3

Accélération moyenne 1/2 1/4 ∞
Tableau 2.1 – Présentation d’algorithmes de la famille des schémas de Newmark

Méthode énergétique
L’étude de la stabilité d’un schéma d’intégration temporelle peut aussi être menée par une
étude énergétique d’un système [Hug87 ; KH05 ; Kre06a]. En effet, le bilan énergétique
permet de déduire l’évolution de l’énergie d’un système et par conséquent l’amortissement
numérique si le schéma d’intégration est dissipatif. Le bilan énergétique associé à un
système élastique linéaire s’obtient en multipliant l’équation d’équilibre dynamique semi-
discrétisée (2.23) par les vitesses U̇ :

d

dt

(
1

2
U̇TMU̇+

1

2
UTKU

)
= U̇TFext − U̇TCU̇ (2.51)

L’équation (2.51) représente la variation de l’énergie mécanique E en fonction de la
variation des efforts extérieurs et de la variation de l’énergie dissipée décrite par la
matrice d’amortissement C.

E = Ec + Ep =
1

2
U̇TMU̇+

1

2
UTKU (2.52)

avec Ec et Ep désignant l’énergie cinétique et l’énergie de déformation élastique, respec-
tivement. L’évolution du bilan énergétique discrétisé (2.51) entre deux instants s’écrit
∆E = En+1−En. Dans le contexte continu en temps, et sans l’influence des forces extérieures
F = 0 et de l’amortissement introduit par la matrice C, l’énergie mécanique du système est
conservée. Cependant les propriétés du schéma d’intégration temporelle peuvent modifier
cette propriété. On distingue trois alternatives :

— ∆E > 0, le schéma numérique introduit de l’énergie numérique supplémentaire
au système. Ce comportement, non physique, traduit une instabilité du schéma
numérique utilisé.
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2.3. Discrétisation en temps

— ∆E = 0, le schéma numérique est conservatif. Il ne perturbe pas le bilan énergétique
globale du système.

— ∆E < 0, le schéma numérique introduit de la dissipation numérique qui se traduit
par une diminution du bilan énergétique global du système au cours du temps.

La forme discrète de l’équation du bilan énergétique s’écrit comme un incrément de
l’énergie mécanique sur l’intervalle de temps entre les instants tn et tn+1. Cet incrément
peut être exprimé en termes de valeurs moyennes et d’incréments du déplacement et de
la vitesse par l’identité suivante [Hug87] :[

1

2
U̇TMU̇+

1

2
UTKU

]n+1

n

=< U̇n >T M[U̇n]+ < Un >T K [Un] (2.53)

Afin de simplifier le développement, deux opérateurs ont été introduits dans l’équation
précédente. L’opérateur de différence directe et l’opérateur de valeur moyenne, comme
indiqué ci-dessous :

[Un] = Un −Un−1 (2.54)

< Un >=
Un +Un−1

2
(2.55)

Avec les nouveaux opérateurs différence (2.54) et valeur moyenne (2.55), les incréments de
vitesse pour les schémas de Newmark (2.30) et (2.31) s’écrivent [KH05 ; Kre06a] :

[U̇n] = h < Ün > +

(
γ − 1

2

)
h[Ün] (2.56)

[Un] = h < U̇n > +
(
β − γ

2

)
h2[Ün] (2.57)

En substituant les incréments de vitesses et de déplacements dans (2.53) avec les relations
de Newmark (2.56) et (2.57) et en utilisant l’équation d’équilibre pour faire apparaître
la contribution des efforts extérieurs Fext, l’équation devient :[

1

2
U̇TMU̇+

1

2
UTKU

]n+1

n

=h < U̇n >T< Fext
n > +h

(
1

2
− γ

)
< U̇n >T M[Ün]

+
h2

2
(2β − γ) < Un >T K[Ün]

(2.58)

où < Fext
n > est définie selon la définition (2.55). Afin de réduire les termes de cette équation

d’équilibre à des formes quadratiques, le terme h < U̇n >T dans le premier terme du côté
droit du signe égal est éliminé en utilisant la définition de l’incrément de déplacement (2.57) :
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Chapitre 2. Etat de l’art des méthodes multi-échelles en temps

[
1

2
U̇TMU̇+

1

2
UTKU

]n+1

n

=[Un]
T < Fext

n > +h

(
1

2
− γ

)
< U̇n >T M[Ün]

+
h2

2
(2β − γ) [Ün]

T
(
K < Un >T − < Fext

n >
) (2.59)

Les termes K < Un >T − < Fext
n > peuvent être remplacés par M < Ün >T en

utilisant l’équation d’équilibre dynamique (2.23). Finalement ce terme s’écrit sous forme
incrémentale et peut se mettre dans la partie gauche de l’équation :[

1

2
U̇TMU̇+

1

2
UTKU+

h2

2
(2β − γ) ÜTMÜ

]n+1

n

=

[Un]
T < Fext

n > +h

(
1

2
− γ

)
< U̇n >T M[Ün]

(2.60)

Le terme < U̇n >T est substitué à l’équation ci-dessus en utilisant la définition de
l’incrément de vitesse (2.56) :

[
1

2
U̇TMU̇+

1

2
UTKU+

h2

2
(2β − γ) ÜTMÜ

]n+1

n

=

[Un]
T < Fext

n > +h

(
1

2
− γ

)
[Un]

TM[Ün]−
h2

2
(2β − γ)

(
1

2
− γ

)
[Ün]

TM[Ün]

(2.61)

La dernière étape du développement consiste à simplifier le deuxième terme se situant
à droite du signe égal en utilisant l’équation de mouvement (2.23). Cette simplification
génère un terme relatif aux forces extérieures regroupées dans le premier terme et un
terme quadratique relatif à la matrice de rigidité :

[
1

2
U̇TMU̇+

1

2
UTKU+

h2

2
(2β − γ) ÜTMÜ

]n+1

n

=

[Un]
T

(
< Fext

n > +

(
γ − 1

2

)
[Fext]

)
−
(
1

2
− γ

)(
h2

2
(2β − γ) [Ün]

TM[Ün] + [Un]
TK[Un]

)
(2.62)

Le bilan énergétique défini dans la relation (2.62) permet d’obtenir la relation pour un
incrément du travail des efforts extérieurs :

∆Wext = [Un]
T

(
< Fext

n > +

(
γ − 1

2

)
[Fext]

)
(2.63)
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2.3. Discrétisation en temps

L’étude de la stabilité par la méthode énergétique développée par [Kre06a] part de
l’expression du bilan énergétique (2.62) pour une force extérieure nulle Fext = 0 afin
d’étudier les vibrations libres. En exprimant les incréments d’accélération en termes
d’incréments de déplacement à l’aide de l’équation homogène du mouvement Fext = 0,
l’expression du bilan énergétique devient :[

1

2
U̇TMU̇+

1

2
UTKeqU

]n+1

n

= −
(
1

2
− γ

)
[Un]

TKeq[Un] (2.64)

où la matrice Keq est la matrice de rigidité équivalente donnée par :

Keq = K+ h2
(
β − γ

2

)
KM−1K (2.65)

Pour que l’algorithme soit stable, les termes entre crochets à gauche du signe égal doivent
être définis positifs et les termes à droite de l’équation doivent être nuls ou fournir une
dissipation. Ces conditions sont satisfaites pour le couple de paramètres γ = 1

2
et β = 1

4
.

Le terme de droite doit être négatif ou nul pour des raisons de stabilité ce qui implique
γ ≥ 1

2
. Si le paramètre γ > 1

2
alors de l’amortissement numérique est introduit dans le

schéma numérique. La matrice Keq doit être définie positive pour assurer la stabilité. On
a alors la condition β ≥ γ

2
. Les propriétés du schéma de Newmark inconditionnellement

stable sont retrouvées sous une autre forme :

1

2
≤ γ ≤ 2β (2.66)

La condition (2.66) sur le paramètre β peut être relaxée pour obtenir une relation dé-
pendante d’un pas de temps critique hc permettant d’assurer que la matrice de rigidité
équivalente Keq est définie positive. Le pas de temps critique hc dépend du comportement
de la structure décrite par la matrice de rigidité K et la matrice de masse M. La solution
du problème est exprimée en fonction des modes propres de la structure U1, ...,Um :

U(t) =
m∑
j=1

uj(t)Uj (2.67)

où uj(t) représente les coordonnées modales décrivant la dépendance au temps de la solution
décrite pout le modes propre Uj . La solution du problème de vibration libre est donnée par :

U(t) =
m∑
j=1

Uje
iωjt (2.68)
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Chapitre 2. Etat de l’art des méthodes multi-échelles en temps

avec i le nombre complexe imaginaire défini tel que i2 = −1 et ωj la pulsation propre
associée au mode propre j. En substituant la relation (2.68) dans l’équation du mouvement
d’un système libre non amorti, l’équation aux valeurs propres suivantes apparaît :

(
K− ω2

jM
)
Uj = 0 (2.69)

Les modes propres satisfont les conditions d’orthogonalité par rapport à la fois à la matrice
de masse M et à la matrice de rigidité K :

UT
j MUk = δjk (2.70)

UT
j KUk = ω2

j δjk (2.71)

avec δjk représentant le symbole de Kronecker. L’orthogonalité de modes propres permet
de traiter de manière indépendante chaque mode. En remplaçant la solution modale (2.67)
dans le bilan énergétique, pour chaque mode j, une équation énergétique est définie :[

1

2
u2
j +

1

2

(
1 +

(
β − γ

2

)
(ωjh)

2
)
ω2
ju

2
j

]n+1

n

=

−
(
γ − 1

2

)(
1 +

(
β − γ

2

)
(ωjh)

2
)
ω2
j∆(uj)

2

(2.72)

L’équation (2.72) met en évidence que le terme relatif à la rigidité ω2
j est remplacé par

un terme provenant de la rigidité équivalente
(
1 +

(
β − γ

2

)
(ωjh)

2
)
ω2
j . Ce terme doit être

positif pour tous les modes j :

∀j
(
1 +

(
β − γ

2

)
(ωjh)

2
)
≥ 0 ⇒ h2 ≤ 1

ω2
j

(
γ
2
− β

) (2.73)

Cette condition sur le pas de temps doit être satisfaite pour tous les modes j. Il en
résulte que le pas de temps h est majoré par un pas de temps critique hc représentant la
condition de stabilité pour la plus haute fréquence du système pour assurer la stabilité
du schéma sur tout le domaine fréquentiel. Finalement, la condition de stabilité définie
dans l’équation (2.50b) est retrouvée :

h ≤ hc =
1

ωjmax

√
γ
2
− β

(2.74)

En s’appuyant sur les deux études, si γ < 1
2

alors les schémas de Newmark introduisent
une dissipation numérique et une instabilité au schéma. Une étude plus complète [Hug87 ;
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2.3. Discrétisation en temps

GR15] sur les schémas de Newmark montre que si γ ̸= 1
2

alors l’algorithme a une précision
d’ordre 1, et si γ = 1

2
alors la précision de l’algorithme est du second ordre.

Erreur d’amplitude et de périodicité
Lors de l’utilisation de schémas d’intégration temporelle pour résoudre des problèmes
dynamiques, il est important de s’assurer que la solution numérique obtenue est suffisam-
ment précise. Deux des critères de précision les plus couramment utilisés sont l’erreur
d’amplitude et l’erreur de périodicité.
L’erreur d’amplitude se réfère à la différence entre l’amplitude de la solution numérique et
celle de la solution exacte du problème. Cette erreur peut être due à plusieurs facteurs,
notamment à la discrétisation temporelle, à l’erreur d’arrondi et à l’erreur de troncature.
Les schémas d’intégration temporelle, tels que les schémas de Newmark, peuvent introduire
des erreurs d’amplitude qui peuvent affecter la précision de la solution numérique. Géradin
et al. [GR97] définissent l’erreur d’amplitude pour les schémas de Newmark comme étant :

ρ− 1 = −1

2

(
γ − 1

2

)
Ω2 +O(h4) (2.75)

L’erreur de périodicité, quant à elle, se réfère à la capacité du schéma d’intégration tempo-
relle à reproduire des solutions périodiques avec la bonne période et la bonne amplitude.
Cette erreur peut être causée par des erreurs d’approximation dans les formules de discrétisa-
tion temporelle ou par des erreurs numériques telles que l’accumulation d’erreurs d’arrondi.
L’erreur de périodicité est définie pour les schémas de Newmark comme suit [GR97] :

∆T

T
=

ωh

ϕ
− 1 = −1

2

(
β − 1

12

)
Ω2 +O(h3) (2.76)

L’ordre de précision des schémas de Newmark peut se calculer à partir de différents
paramètres, cinématiques (déplacement, vitesse, accélération) mais aussi à partir des
relations (2.75) et (2.76) faisant référence aux erreurs d’amplitude et de périodicité. L’ordre
de précision atteint par les schémas de Newmark en fonction des paramètres γ et β :

— Schéma de Newmark précis à l’ordre 1 si γ ̸= 1
2

et ∀β
— Schéma de Newmark précis à l’ordre 2 si γ = 1

2
et β ̸= 1

12

— Schéma de Newmark précis à l’ordre 3 si γ = 1
2

et β = 1
12

Schéma de Newmark explicite : différence centrée
Les schémas de la famille de Newmark se déclinent en deux sous parties : les schémas
implicites et les schémas explicites. Pour illustrer le cas des schémas explicites, le schéma
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Chapitre 2. Etat de l’art des méthodes multi-échelles en temps

de la différence centrée est étudié. Ce schéma a pour paramètres β = 0 et γ = 1
2
. Par

conséquent, les formules (2.35), (2.36) du schéma de la famille de Newmark deviennent :

U̇n+1 =
P U̇n+1 +

1

2
hÜn+1 (2.77)

P U̇n+1 = U̇n +
1

2
Ün (2.78)

Un+1 =
P Un+1 = Un + hU̇n +

1

2
h2Ün (2.79)

Remarque : on peut noter ici le caractère "explicite" du schéma par le fait que le
déplacement Un+1 est connu avant d’avoir résolu l’équation du mouvement (très utile pour
le contact et les grandes déformations).

Enfin l’équilibre dynamique discrétisé en espace et en temps s’écrit pour le schéma
de la différence centrée :

M̃Ün+1 = Fext
n+1 −CP U̇n+1 −KUn+1 (2.80)

avec M̃ la matrice de masse modifiée :

M̃ = Mlump +
1

2
hC (2.81)

Pour le cas où l’amortissement n’est pas considéré C = 0, alors l’équilibre dynamique
(2.80) devient :

M̃Ün+1 = Fext
n+1 −KUn+1 (2.82)

avec Mlump la matrice de masse diagonalisée pour l’utilisation des schémas explicites [GR15 ;
ZTZ05 ; BLM00 ; Wu06]. Le système (2.80) est devenu explicite avec les déplacements ne
dépendant que des déplacements calculés au temps précédents tn. Les vitesses quant à elles
dépendent des vitesses à l’instant tn+1, cependant l’amortissement n’étant pas considéré,
la matrice de masse modifiée est directement la matrice de masse lumpée Mlump.
La résolution de ce système demande une inversion de la matrice de masse, résultat trivial
du fait de la diagonalité de la matrice de masse. La conséquence directe est la réduction du
temps de calcul pour résoudre ce système pour un pas de temps explicite. La contrepartie
à considérer pour l’utilisation de ce schéma, expliquée pendant l’analyse de stabilité du
schéma de Nemwark 2.3.1, est la perte de stabilité si le pas de temps (2.74) choisi n’est
pas inférieur au pas de temps critique h < hc .
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2.3. Discrétisation en temps

Remarque : en présence d’amortissement (2.81) soit on considère C = δMlump, soit
on utilise l’approximation de Belytschko [BLM00] :

MlumpÜn+1 +CU̇n+ 1
2
+KUn+1 = Fext

n+1 (2.83)

avec U̇n+ 1
2
= Un+1−Un

h

2.3.2 Schéma α-généralisé

Dans le but de réduire les instabilités numériques causées par les hautes fréquences,
l’algorithme de Newmark permet d’introduire une dissipation numérique. Cette dissipation
peut être introduite en utilisant Newmark avec γ > 1

2
, mais cela conduit à une précision

du premier ordre par rapport au pas de temps. Pour obtenir une précision du second
ordre, Hilber, Hughes et Taylor [HHT77a] ont proposé de pondérer les forces internes,
tandis que Wood, Bossak et Zienkiewicz [WBZ80] ont proposé de pondérer les forces
d’inertie plutôt que les forces internes. Chung et Hulbert [CH93] ont proposé de combiner
ces deux méthodes. Les avantages de ces méthodes par rapport à l’algorithme dissipatif
de Newmark sont la possibilité de minimiser la dissipation des basses fréquences et de
maintenir la précision du second ordre. Le principe de la méthode consiste à pondérer
les forces d’inertie entre les temps d’intégration à l’aide du paramètre αm et les forces
internes et externes entre les temps d’intégration à l’aide du paramètre αf . Les relations
de base entre les déplacements, les vitesses et les accélérations restent les mêmes que pour
l’algorithme de Newmark. Cependant, l’équation d’équilibre est réécrite en pondérant
les forces entre les temps d’intégration :

MÜn+αm +CU̇n+αf
+KUn+αf

= Fext
n+αf

(2.84)



Fext
n+αf

=(1 + αf )F
ext
n+1 − αfF

ext
n

Un+αf
=(1 + αf )Un+1 − αfUn

U̇n+αf
=(1 + αf )U̇n+1 − αfU̇n

Ün+αm =(1 + αm)Ün+1 − αmÜn

(2.85)

Cette pondération revient à résoudre l’équation (2.84) à un instant dépendant des para-
mètres αf et αm tel que : tn+α = tn+1 + (1 + α)h | α ∈ [0; 1].
La stabilité et la dissipation numérique du schéma d’intégration sont contrôlées par les
paramètres γ, β, αf et αm. Pour des valeurs particulières des paramètres αf et αm, le
schéma α-généralisé donne des schémas, déjà identifés, de Newmark :
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Chapitre 2. Etat de l’art des méthodes multi-échelles en temps

— Pour αm = αf = 0, le schéma de Newmark,

— Pour αf = 0, le schéma WBZ [WBZ80],

— Pour αm = 0, le schéma HHT [HHT77a].

Comme pour les schémas de la famille de Newmark, la méthode α-généralisée est résolue par
un algorithme prédicteur-correcteur en utilisant les mêmes relations liant les déplacements
(2.31) et les vitesses (2.30) aux accélérations.
De la même manière que pour les schémas de la famille de Newmark, l’étude de la stabilité
du schéma α-généralisé permet de déterminer les propriétés et domaines d’utilisation.
L’étude est menée par une analyse spectrale de la matrice d’amplification obtenue par
les relations (2.30), (2.31) et (2.84) : un+1

hu̇n+1

h2ün+1

 = A

 un

hu̇n

h2ün

 (2.86)

avec A la matrice d’amplification [GR15] :

A =
1

D

1− αm − αfβΩ
2 1− αm

1
2
(1− 2β − αm)

−γΩ2 1− αm + (1− αf )(β − γ)Ω2 1− αm − γ − (1− αf )
(
β − γ

2

)
Ω2

−Ω2 −(1− αf )Ω
2 (1− αf )

(
β − 1

2

)
Ω2 − αm


(2.87)

avec D = 1 − αm + (1 − αf)βΩ
2

Les caractéristiques numériques de l’algorithme sont obtenues en suivant la même démarche
que celle utilisée dans la section 3.3.2.2. Les résultats principaux sont présentés ici, mais
pour plus de détails, le lecteur peut se référer aux sources [CH93 ; HHT77a ; KC99]. En
examinant les fréquences propres de la matrice, la stabilité inconditionnelle, également
appelée A-stabilité, est obtenue en s’assurant que les valeurs propres sont imaginaires
conjuguées [CH93 ; GR97]. Pour ce faire, il est nécessaire de vérifier les relations suivantes :

γ ≥ 1

2
− αm + αf

αm ≤ αf ≤
1

2

β ≥ 1

4

[
1

4
+ γ

]2 (2.88)

La précision en second ordre en temps, étudiée par le facteur d’amortissement et la
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2.4. Méthode de décomposition de domaine

périodicité, est obtenue en vérifiant [CH93] :

γ =
1

2
− αm + αf (2.89)

En étudiant le rayon spectral ρ (la valeur absolue maximale des valeurs propres de
la matrice A) lorsque Ω tend vers l’infini, il est possible d’exprimer les paramètres
d’intégration en fonction de ρ∞ (ρ pour Ω → ∞) pour maximiser la dissipation des
hautes fréquences. En supposant que la condition (2.89) ait déjà été vérifiée, la condition
qui doit être satisfaite est alors :

β =
1

4
(1− αm + αf )

2 (2.90)

Pour la méthode de Hilber-Hughes-Taylor (HHT) avec αm = 0 et la méthode de Wood-
Bossak-Zienkiewicz (WBZ) avec αf = 0, les équations (2.89) et (2.90) permettent d’expri-
mer tous les paramètres en fonction de ρ∞. Cependant, pour le schéma α-généralisé de
Chung-Hulbert (CH), il est nécessaire d’établir une nouvelle relation reliant αm et αf . Cette
relation est obtenue en minimisant la dissipation numérique des basses fréquences [CH93], ce
qui réduit la perte de précision. La relation liant ces deux paramètres est exprimée comme :

αf =
αm + 1

3
(2.91)

L’ensemble des paramètres d’intégration exprimés en fonction de ρ∞ est synthétisé dans
le Tableau 2.2. Les méthodes Chung-Hulbert et Wood-Bossak-Zienkiewicz peuvent se
retrouver dans la situation où ρ∞ = 0 ce qui induit un amortissement des hautes fré-
quences en un pas de temps.

Nom de la méthode αm αf β γ ρ∞

HHT 0 ρ∞−1
ρ∞+1

1
4
(1 + αf )

2 1
2
+ αf ρ∞ ∈

[
1
2
, 1
]

WBZ ρ∞−1
ρ∞+1

0 1
4
(1− αm)

2 1
2
− αm ρ∞ ∈ [0, 1]

CB ρ∞−1
ρ∞+1

ρ∞−1
ρ∞+1

1
4
(1− αm + αf )

2 1
2
+ αf − αm ρ∞ ∈ [0, 1]

Tableau 2.2 – Propriétés des schémas α-généralisés

2.4 Méthode de décomposition de domaine

La simulation numérique est devenue un outil clé pour la compréhension et la conception
de structures et de systèmes mécaniques complexes. Cependant, la complexité et la taille
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Chapitre 2. Etat de l’art des méthodes multi-échelles en temps

des problèmes considérés nécessitent souvent des ressources informatiques importantes,
limitant ainsi la résolution du problème sur un seul ordinateur. Pour relever ce défi, les
méthodes de décomposition de domaine ont été développées pour diviser le domaine de
calcul en sous-domaines plus petits, qui peuvent être résolus simultanément sur plusieurs
processeurs en utilisant des techniques de calcul parallèle. Les méthodes de décomposition
de domaine permettent de réduire le temps de calcul et les coûts tout en offrant une
haute précision de la solution. Les méthodes de décomposition de domaine répondent
également à un autre besoin, la modélisation de phénomènes multi-physiques comme
les interactions fluide-structure nécessitant deux modèles physiques distincts. Dans ce
contexte, l’objectif de cette section est de présenter un aperçu des différentes méthodes
de décomposition de domaine utilisées en mécanique numérique, les avantages et les
inconvénients des méthodes avec recouvrement et sans recouvrement qui sont les deux
principales approches pour la décomposition en sous-domaines.
La décomposition en sous-domaines est une méthode populaire pour résoudre des problèmes
de grande taille en mécanique numérique [TW06 ; FR91a]. Elle consiste à subdiviser le
domaine de calcul en plusieurs sous-domaines, qui peuvent être résolus simultanément
et indépendamment les uns des autres. Les méthodes de décomposition de domaine
peuvent être classées en deux catégories principales : les méthodes avec recouvrement et
les méthodes sans recouvrement [SBG96]. Les méthodes avec recouvrement, telles que la
méthode de Schwarz et la méthode de Neumann-Neumann, ont été largement étudiées
dans la littérature [Gan06]. D’un autre côté, les méthodes sans recouvrement, telles que la
méthode de décomposition de domaine FETI (finite element tearing and interconnect),
ont été développées plus récemment [FLL98]. Dans cette section, la discussion porte sur
ces deux catégories de méthodes de décomposition de domaine et de leurs avantages
et inconvénients respectifs.
La décomposition en plusieurs sous-domaines est illustrée dans la suite pour la résolution
d’un système linéaire discrétisé en espace et en temps :

AX = B (2.92)

avec A une matrice définie positive, X et B deux vecteurs. Dans le cas d’un problème
élastique linéaire discrétisé en temps par un schéma de Newmark, ces termes deviennent :

A = M+ βh2K

X = Ü

B = Fext −KpU

(2.93)
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2.4. Méthode de décomposition de domaine

où M et K sont les matrices de masse et de rigidité, Fext est le vecteur des forces
extérieures, Ü le vecteur des accélérations. L’utilisation du schéma de Newmark fait
intervenir le paramètre β et le vecteur des prédicteurs de déplacement pU (2.36). Ensuite,
par la définition du problème dynamique (2.37) et le schéma de Newmark, toutes les
quantités cinématiques sont liées entre elles. Enfin, ce système est développé pour deux
sous-domaines. Les conclusions obtenues par la suite sont généralisables à un plus grand
nombre de sous-domaines.

2.4.1 Méthodes avec recouvrement

Les méthodes de décomposition avec recouvrement considèrent un recouvrement partiel
entre les sous-domaines comme le montre la Figure 2.3. Cette propriété est exprimée
mathématiquement par la relation suivante :

Ω = Ω1 ∪ Ω2 et Ω1 ∩ Ω2 ̸= ∅ (2.94)

Ce détail implique que les sous-domaines sont de même nature. La première méthode
utilisant ce principe est la méthode de Schwarz [WT04], développée à l’origine pour résoudre
le problème de Laplace. Elle consiste à résoudre une condition de Dirichlet à l’interface
définie à partir de la résolution de l’autre sous-domaine. Étant une méthode itérative, un
critère de convergence est à définir. L’inconvénient de cette méthode est la nécessité d’avoir
un recouvrement des sous-domaines influençant directement la vitesse de convergence. Plus
la zone de recouvrement est petite et plus la vitesse de convergence est lente. Si la zone de
recouvrement devient égale à 0, Ω1 ∩Ω2 = ∅, alors l’algorithme ne converge plus comme le
montre l’étude mathématique de convergence de la méthode de Schwarz [Lio88 ; Lio90].

Ω1 Ω2

Zone de recouvrement

Figure 2.3 – Décomposition en deux sous-domaines avec recouvrement
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Chapitre 2. Etat de l’art des méthodes multi-échelles en temps

Une autre méthode avec recouvrement, la méthode Arlequin [Dhi98 ; DR05 ; Gha+13], a été
développée récemment pour coupler différents modèles. Elle duplique les états mécaniques
dans la zone de recouvrement et active des forces de couplage fictives pour contrôler la
disparité entre les différents états mécaniques, tels que les déplacements, les déformations
et les contraintes. Le champ de force fictif peut être modélisé à l’aide d’une approche rigide
(Lagrangienne), élastique (pénalisation) ou d’une combinaison des deux (pénalisation-
dualité). De plus, pour éviter une double comptabilisation de l’énergie du système dans la
zone de recouvrement, le travail virtuel associé à chaque modèle est pondéré par une fonction
de pondération. Une exposition plus détaillée de cette méthode est disponible dans [DR05].

2.4.2 Méthodes sans recouvrement

Contrairement aux méthodes avec recouvrement, les méthodes sans recouvrement (éga-
lement appelées méthode de Schur) partitionnent un domaine global en plusieurs sous-
domaines disjoints tels que leur intersection est vide :

Ω = Ω1 ∪ Ω2 et Ω1 ∩ Ω2 = ∅ (2.95)

La Figure 2.4 illustre le partitionnement sans recouvrement d’un domaine Ω en deux
sous-domaines Ω1 et Ω2. L’interface entre ces sous-domaines est représentée par Γ.

Ω2Ω1

Γ

Figure 2.4 – Décomposition en deux sous-domaines sans recouvrement

Pour garantir le couplage entre les sous-domaines, il est nécessaire de s’assurer de la conti-
nuité des quantités cinématiques (2.96) et de l’équilibre des forces (2.97) sur l’interface Γ :

X1 = X2 sur Γ (2.96)
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2.4. Méthode de décomposition de domaine

F1 = F2 sur Γ (2.97)

Les méthodes sans recouvrement sont réparties en trois catégories, chacune avec une
manière différente de traiter les continuités à l’interface :

— Approche primale,

— Approche duale,

— Approche mixte.

2.4.2.1 Approche primale

Dans cette méthode sans recouvrement, également appelée méthode du complément de
Schur primale, la continuité cinématique du vecteur inconnu est implicitement imposée
au niveau des interfaces entre les sous-domaines. L’équilibre des forces d’interface est
vérifié a posteriori en numérotant les nœuds et en créant deux groupes : l’un est composé
des nœuds internes au sous-domaine et l’autre est composé des nœuds de l’interface
avec les sous-domaines voisins. Le système présenté en début de section (2.92) s’écrit
pour deux sous-domaines :A1 0 A1Γ

0 A2 A2Γ

AT
1Γ AT

2Γ AT
Γ


X1

X2

XΓ

 =

F
ext
1

Fext
2

Fext
Γ

 (2.98)

La contribution des noeuds internes aux sous-domaines Ωi (i = 1, 2) est représentée par
l’opérateur Ai ; la contribution des noeuds interagissant avec les sous-domaines Ωi (i = 1, 2)
et l’interface Γ sont associées à l’opérateur AiΓ, et les inconnues du problème XΓ.
Le problème est condensé sur ces inconnues XΓ par élimination des inconnues internes
Xi avec les deux premières lignes du système d’équations linéaires (2.98) :

HXΓ = BΓ (2.99)

avec H l’opérateur d’interface, aussi appelé complément de Schur primal, défini par :

H = AΓ −
2∑

i=1

AT
iΓA

−1
i AiΓ (2.100)

et le second membre BΓ condensé s’exprime :

BΓ = FΓ −
2∑

i=1

AT
iΓA

−1
i AiΓFi (2.101)
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Chapitre 2. Etat de l’art des méthodes multi-échelles en temps

La continuité entre les sous-domaines est exprimée par le système linéaire (2.92). La résolu-
tion de ce système linéaire implique l’inversion de la matrice H. L’inversion de cette matrice
dense par une méthode directe peut s’avérer coûteuse. Les méthodes itératives permettent
d’accélérer cette opération : les références Alfio Quarteroni et al. [QSS07] introduisent
plusieurs de ces méthodes. La mise en place de cette méthode demande l’accès aux opéra-
teurs, ce qui peut être fastidieux si ces opérations sont réalisées par des codes industriels.
En effet, il faut être en mesure d’accéder aux contributions internes et de l’interface.

2.4.2.2 Approche duale

La méthode du complément de Schur duale impose l’équilibre des efforts à l’interface
et vérifie la continuité des quantités cinématiques a posteriori. Le système présenté en
début de section 2.92 s’écrit pour deux sous-domaines : A1 0 −CT

1

0 A2 −CT
2

−C1 −C2 0


X1

X2

Λ

 =

F
ext
1

Fext
2

0

 (2.102)

où le multiplicateur de Lagrange Λ représente les efforts au niveau de l’interface de
couplage Γ, les matrices Ci (i = 1, 2) sont des opérateurs signés permettant de sélectionner
les degrés de liberté à l’interface Γ afin de respecter la condition cinématique imposée
(2.103). Ces matrices sont booléennes si les interfaces sont compatibles ou composées
de différents termes provenant de la méthode de Mortar [BMP93] si l’interface n’est
pas compatible. Enfin, les vecteurs Xi (i = 1, 2) représentent la quantité cinématique
utilisée pour la résolution du système.

C1X1 +C2X2 = 0 (2.103)

Il convient de souligner que d’un point de vue discret, il y a une différence [CG02]
entre imposer la continuité des déplacements, vitesses et accélérations en dynamique. Le
problème est condensé de la même manière que pour la méthode primale en utilisant les
deux premières lignes du système d’équations linéaires (2.102).

HΛ = B (2.104)

avec H l’opérateur d’interface, aussi appelé opérateur de Steklov-Poincaré, défini par :

H =
2∑

i=1

CiA
−1
i CT

i (2.105)
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2.5. Méthodes multi-échelles en temps

et le second membre B condensé s’exprime :

B = −
2∑

i=1

CiA
−1
i Fi (2.106)

La méthode itérative du gradient conjugué, connue sous le nom de méthode FETI (Finite
Element Tearing and Interconnecting) et introduite par Farhat et Roux [FR91b], est
souvent utilisée pour résoudre ce problème matriciel. La résolution peut aussi s’effectuer
de manière directe en inversant la matrice H. Plus de détails seront apportés sur cette
méthode dans le chapitre suivant par la présentation détaillée de la méthode GC [GC01].

2.4.2.3 Approche mixte

Les méthodes mixtes combinent les propriétés des méthodes duale et primale, c’est-à-
dire que l’équilibre des forces et la continuité des quantités cinématiques sont vérifiés.
Cette méthode est basée sur la méthode du Lagrangien augmenté [R82] afin d’intégrer les
conditions cinématiques d’interface. Une fonctionnelle modifiée est obtenue et s’écrit :

L̃ =
2∑

i=1

[
1

2
XT

i AXi

]
(C1 +C2)

T Λ+
1

2
(C1 +C2)

T Ã (C1 +C2) (2.107)

avec Ã un opérateur symétrique, défini positif, appelé raideur d’interface. La minimisation
de la fonctionnelle (2.107) conduit au système linéaire suivant :A1 + CT

1 ÃC1 CT
1 ÃC2 −CT

1

CT
2 ÃC1 A2 + CT

2 ÃC2 −CT
2

−C1 −C2 0


X1

X2

Λ

 =

F
ext
1

Fext
2

0

 (2.108)

D’autres méthodes sont disponibles pour créer la fonctionnelle L̃, comme l’utilisation d’un
opérateur de raideur d’interface Ã associé à chaque sous-domaine.

2.5 Méthodes multi-échelles en temps

En mécanique des structures, il est crucial de déterminer le niveau de résolution adéquat
pour résoudre correctement le problème à traiter. Des techniques de changement d’échelle
existent pour décrire le matériau à différentes échelles, allant d’une description microsco-
pique à une description macroscopique. Pour la résolution numérique, des méthodes de
changement d’échelle, telles que les méthodes multi-grilles, sont utilisées pour résoudre les
équations aux dérivées partielles à différents niveaux de résolution. Outre le matériau et la
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structure, les échelles liées à la réponse de la structure à une sollicitation donnée doivent
également être prises en compte. Cela implique la résolution des maillages en temps et
en espace à différentes échelles pour décrire les phénomènes physiques. Lorsqu’il s’agit
de problèmes d’impact en dynamique transitoire, les schémas temporels explicites sont
souvent utilisés pour décrire le comportement haute fréquence du problème. Cependant, si
les maillages présentent de grandes différences de tailles d’éléments, cela peut être coûteux
en temps de calcul, car le plus petit élément impose le pas de temps pour l’ensemble de la
structure. Les méthodes multi-échelles en temps ont été développées pour adapter le pas
de temps et le schéma d’intégration au sous-domaine considéré, réduisant ainsi les coûts
en temps de calcul, en particulier pour des longues simulations. Ces méthodes consistent
à découper la structure en plusieurs sous-domaines en s’appuyant sur les méthodes vues
dans la section 2.4, chaque sous-domaine ayant sa propre discrétisation en temps et son
propre schéma de résolution adapté à la dynamique des sollicitations. Un raccord en
temps doit être réalisé au niveau de l’interface entre les sous-domaines, et différentes
techniques sont proposées dans la littérature pour le faire [PH04 ; MGC09 ; Mah+11 ;
BCD06 ; GC01 ; CG02 ; Bru+15]. En effet, la stratégie utilisée à l’interface pour créer
un raccord peut être basée sur l’échelle temporelle macroscopique ou microscopique, ce
qui aura des conséquences directes sur le résultat.
En dynamique des structures non linéaire, la méthode FETI (Finite Element Tearing and
Interconnecting) permet de coupler différents sous-domaines [FR91b ; FCR94] grâce à son
cadre puissant basé sur une approche de Schur duale, en introduisant des multiplicateurs
de Lagrange afin de satisfaire les conditions de continuité cinématique à l’interface entre
les sous-domaines sans recouvrement. Gravouil et Combescure (méthode GC) ont étendu
la méthode FETI au cas de la dynamique des structures non linéaire multi-pas de temps
[CG02 ; GC01], permettant de coupler n’importe quel intégrateur temporel de Newmark
avec son propre pas de temps. La principale caractéristique de la méthode GC est d’assurer
la continuité de la vitesse à l’interface sur l’échelle de temps fine, ce qui garantit la stabilité
de l’algorithme de couplage, comme le démontre la méthode de l’énergie. Néanmoins,
le couplage de schémas d’intégration temporelle avec la méthode GC n’est précis qu’au
premier ordre dès que des pas de temps différents sont adoptés dans les sous-domaines.
Par ailleurs, une dissipation d’énergie parasite est générée à l’interface, dont la quantité
augmente avec le rapport entre les différentes échelles de temps. Le développement détaillé
de cette méthode est présenté dans la partie 3.2.2.
L’une des applications les plus intéressantes de la méthode GC consiste à coupler le
schéma explicite de Différence Centrée (CD "Central Difference"), lié à un sous-domaine
avec une discrétisation fine de l’espace et un pas de temps fin, avec le schéma implicite
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d’Accélération Moyenne Constante (CAA "Constant Average Acceleration"), lié à un
sous-domaine avec une discrétisation grossière de l’espace et un grand pas de temps. Il
a été appliqué à divers problèmes de dynamique des structures avec impacts [BCD06 ;
Fek+17 ; CRG14], de propagation des ondes dans les problèmes d’interaction sol-structure
avec des domaines non bornés [Zaf+16 ; Bru+16 ; Li+18 ; Li+21 ; BDR21] et les problèmes
d’interaction fluide-structure [Cre+17 ; Med+18 ; MCP19 ; CMP20 ; Med+22]. Le cas du
couplage explicite/explicite à plusieurs pas de temps est également d’un grand intérêt dans
le cas du problème d’interaction fluide-structure avec la dynamique d’impact [Nun+17]. Par
ces différents projets présentés, la méthode GC a été implémentée dans plusieurs logiciels
afin de réaliser des couplages de code. Les gains de temps apportés par le déploiement de
cette méthode de co-simulation au sein de codes éléments finis industriels sont significatifs
[BCD06 ; Fek+17 ; CRG14].
Plusieurs méthodes multi-échelles en temps dérivées de la méthode GC existent et sont
classées en deux catégories : les méthodes multi-échelles en temps avec résolution de
l’interface sur l’échelle fine en temps et les méthodes multi-échelles en temps avec réso-
lution de l’interface sur l’échelle grossière en temps. On note également des méthodes
alternatives multi-échelles en temps : avec recouvrement [Gha+13], faiblement intrusive
avec recouvrement (global-local) [Bet+17].
Le deuxième ordre de précision a été atteint avec les travaux de Prakash et Hjelmstad
en considérant la continuité de la vitesse au pas de temps grossier plutôt qu’au pas de
temps fin comme dans la méthode GC [PH04]. En outre, la méthode se révèle stable et
satisfait la propriété de préservation de l’énergie au sens de la méthode de l’énergie. Une
généralisation des méthodes GC et PH a été proposée dans [Bru+15], appelée méthodes
BGC-micro et BGC-macro, en étendant le couplage aux schémas dissipatifs α-généralisés.
D’autres méthodes précises de second ordre, différentes des méthodes PH et BGC-macro,
ont été proposées dans la littérature [KN14 ; MGC09 ; Mah+11 ; YD22 ; SR19]. Elles
sont toutes basées sur la continuité des vitesses à l’échelle de temps grossière et elles
partagent les mêmes propriétés que la méthode PH.
Les méthodes multi-échelles sont aussi utilisables sur des modèles hybrides. En adaptant
la méthode GC pour des essais numériques/expérimentaux hétérogènes à pas de temps
multiples, Pegon et Magonette [Bon+08] ont développé les méthodes PM. Dans cette
méthode, le sous-système physique est testé expérimentalement avec un pas de temps
fin, car il contient un composant clé de l’ensemble du système, tandis que le reste du
système est simulé numériquement avec un pas de temps plus grand. Ce processus a été
étendu à plusieurs cas tels que l’essai hybride sismique [Bur+17], l’essai hybride d’incendie
[Abb+20] et l’essai hybride en temps rapide à taux multiples [Bur+17 ; Abb+19]. Bursi
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et al . [BJW09 ; Bur+10] a amélioré la méthode PM, appelée PM-α, en permettant le
couplage de schémas α-Généralisés (G-α) dotés d’une dissipation numérique. Les méthodes
PM et PM-α restent précises au premier ordre lorsque des schémas de Newmark du second
ordre sont couplés, comme la méthode GC.
La méthode GC et ses variantes (PM [Bon+08], PM-α [Bur+10], BGC-micro [Bru+15])
assure la continuité des vitesses à l’interface sur l’échelle fine en temps. Pour le cas du
couplage multi-pas de temps (CD/CAA) explicite non-linéaire et implicite linéaire, ces
méthodes sont beaucoup plus efficaces que les méthodes basées sur la continuité à l’échelle
grossière en temps car elles ne nécessitent pas d’itération sur le sous-domaine implicite.
Ce constat a conduit à adopter les méthodes basées sur la continuité sur la micro-échelle
pour mettre en place des stratégies de co-simulation avec impacts [CRG14 ; BCD06 ;
Fek+17] ou avec des d’interaction fluide-structure [Cre+17 ; Med+18 ; MCP19 ; CMP20 ;
Med+22 ; Nun+17].
En effet, à notre connaissance, la méthode PH et les autres méthodes dont la continuité
cinématique est imposée au pas de temps grossier, n’ont été étendues à la dynamique
non linéaire que dans [PTH14], en adoptant des stratégies de Newton-Raphson pour
résoudre le sous-domaine implicite lié au pas de temps grossier mais aussi pour résoudre le
sous-domaine explicite lié au pas de temps fin. Cela peut être considéré comme un grave
inconvénient pour les problèmes dynamiques non linéaires rapides basés sur une résolution
explicite efficace, non itérative, sur le pas de temps. Par conséquent, l’imposition de la
continuité de vitesses sur l’échelle de temps fine semble plus appropriée que l’imposition de
la continuité des vitesses sur l’échelle grossière lorsque les non-linéarités sont concentrées
sur le sous-domaine explicite à l’échelle de temps fine.

2.6 Conclusion & motivation

Ce chapitre introduit les outils mathématiques nécessaires pour calculer des résultats
approchés relatifs à des problèmes mathématiques trop complexes pour avoir un résul-
tat analytique. La méthode des éléments finis et les schémas de la famille de Newmark
permettent de passer d’un problème dynamique continu à un problème discret. La discré-
tisation temporelle introduit la notion de résolution de problèmes successifs au cours du
temps afin d’obtenir un résultat global en temps. Les systèmes obtenus sont implicites ou
explicites, ce qui implique des coûts de calculs et des stratégies de résolutions différentes.
De plus, la possibilité de résoudre plusieurs problèmes physiques ou d’utiliser différentes
méthodes de résolution au sein d’un même problème est introduite par les méthodes de
décomposition de domaine et notamment la méthode de Schur duale. Enfin, il est possible
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de décomposer une structure en plusieurs sous-domaines ayant chacun leur propre méthode
d’intégration temporelle et leur propre échelle de temps. Pour des applications comportant
des non-linéarités concentrées sur l’échelle fine, nous privilégierons les méthodes assurant
la continuité des quantités à l’interface sur l’échelle fine du système partitionné, avec
démonstration de la stabilité numérique globale de la méthode de couplage.
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3
Nouvelle approche de résolution multi-échelles
en temps pour la dynamique précise au second

ordre

Le bloc réacteur peut être sujet à des impacts au niveau des clés radiales, ce qui créé
plusieurs échelles de temps au sein d’une seule modélisation. Une optimisation possible de
cette modélisation est la considération de ces différentes échelles de temps en adoptant des
stratégies propres à chacune d’entre elles. Après un rappel des méthodes multi-échelles en
temps comme la méthode GC, une nouvelle méthode est proposée dans le but d’obtenir de
meilleures propriétés de convergence.
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3.1. Introduction

3.1 Introduction

De nos jours, la complexité des problèmes pratiques d’ingénierie augmente considérable-
ment lorsqu’il s’agit de prendre en compte un nombre croissant de sous-systèmes physiques
en interaction. Les problèmes multi-physiques tels que l’interaction structure-structure, l’in-
teraction sol-structure et les problèmes complexes d’interaction thermique-fluide-structure
rencontrés dans les applications des réacteurs nucléaires, nécessitent la résolution de diffé-
rentes physiques à différentes échelles dans l’espace et dans le temps. En se concentrant
sur la discrétisation temporelle, l’intégration dans le temps des équations non-linéaires
couplées représentant les phénomènes multi-physiques avec un pas de temps unique s’avère
inefficace en termes de temps de calcul. Une stratégie pour traiter efficacement le pro-
blème couplé consiste à diviser le domaine en plusieurs sous-domaines dans lesquels la
discrétisation de l’espace, le schéma d’intégration temporelle et la taille du pas de temps
pour un sous-domaine donné sont choisis indépendamment des paramètres temporels liés
aux autres sous-domaines. Une telle stratégie numérique peut être considérée comme un
intégrateur temporel asynchrone hétérogène (HATI) [Bru+15 ; GCB15] capable de traiter
des problèmes multi-physiques et multi-échelles tout en garantissant une précision, une sta-
bilité et des propriétés de préservation de l’énergie adéquates pour l’algorithme de couplage.

Ce chapitre présente tout d’abord la formulation variationnelle d’un problème dynamique
divisé en deux sous-domaines. Des multiplicateurs de Lagrange sont introduits pour
imposer des conditions cinématiques dans la formulation variationnelle : les différences
entre les méthodes GC et BLG sont mises en évidence. Les caractéristiques de la méthode
BLG sont démontrées en explorant les propriétés spectrales de la matrice d’amplification
pour un oscillateur partitionné en deux sous-domaines, en termes de stabilité, d’ordre de
l’erreur de troncature locale, de dissipation numérique et d’erreur d’allongement de la
période. Enfin, l’erreur globale est calculée pour vérifier la convergence au second ordre
de la méthode BLG ainsi que deux normes différentes d’énergie générée à l’interface. Ces
normes correspondent à l’énergie d’interface et la pseudo-énergie d’interface définie dans
la méthode énergétique, afin d’évaluer l’avantage de la méthode BLG par rapport à la
méthode GC en termes de dissipation d’énergie parasite.
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3.2 Une nouvelle méthode de co-simulation

3.2.1 Problème de référence en dynamique transitoire

Le problème de référence est défini dans la section précédente 2.1. Afin de résoudre l’approxi-
mation spatio-temporelle de la forme forte présentée dans les équations (2.1)-(2.6), on se
concentre ici sur la méthode des éléments finis avec une intégration temporelle multi-échelles.
En conséquence, on considère le Lagrangien semi-discrétisé suivant L (continu en temps) :

L(U, U̇) = T (U̇)− V(U) (3.1)

avec :

T (U̇) =
1

2
U̇TMU̇ (3.2)

V(U) =
1

2
UTKU− fTU (3.3)

où T est l’énergie cinétique, V l’énergie potentielle, U le vecteur nodal de déplacement
généralisé de dimension n (le nombre de degrés de liberté du maillage par éléments finis),
U̇ le vecteur nodal de la vitesse généralisée, M la matrice de masse symétrique définie
positive et introduite par l’équation (2.14), K la matrice de raideur symétrique définie
par la relation (2.18) et f les forces extérieurs données (sur le volume et les frontières)
définie par la relation (2.16). Le principe de Hamilton est basé sur l’intégrale d’action
suivante discrétisée dans l’espace et continue dans le temps :

A(U, U̇) =

∫ tf

t0

L(U, U̇)dt (3.4)

L’intégrale d’action conduit au principe de Hamilton (stationnarisation) :

δA(U) = 0 ∀δU ∈ U0 (3.5)

où U0 =
{
H1(Ωh)× [t0, tf ] | δU(., t0) = 0 ; δU(., tf ) = 0 ; δU(x, .)|ΓD

= 0
}
, et Ωh le maillage

du domaine. L’équation (3.5) implique :∫ tf

t0

δL(U, U̇)dt = 0 ∀δU ∈ U0

⇔
∫ tf

t0

δUT (−KU+ f) dt +

∫ tf

t0

δU̇TMU̇dt = 0

(3.6)
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3.2. Une nouvelle méthode de co-simulation

On obtient alors l’équation d’Euler-Lagrange suivante :

MÜ+KU = f (3.7)

Cette équation peut être contrainte par exemple par la relation de vitesse suivante :

G(U̇)|ΓD
= LU̇ (3.8)

où L est une matrice booléenne sélectionnant les degrés de liberté concernés par la condition
aux limites. Afin d’assurer cette propriété dans la forme variationnelle, la forme mixte
suivante, basée sur les multiplicateurs de Lagrange, est utilisée :

A(U, U̇, λ) =

∫ tf

t0

(
L(U, U̇) + λTG(U̇)

)
dt (3.9)

L’intégrale d’action stationnaire modifiée (3.9) implique :

δA = 0 ∀δU ∈ U ∀δλ ∈ Λ (3.10)

où U =
{
H1(Ωh)× [t0, tf ] | δU(., t0) = 0 ; δU(., tf ) = 0

}
et Λ =

{
H−1/2(Γh

D)× [t0, tf ] | δλ(., t0) = 0 ; δλ(., tf ) = 0
}
.

L’équation (3.10) donne :∫ tf

t0

(
δL(U, U̇) + δλTG(U̇) + λT δG(U̇)

)
dt = 0

⇔
∫ tf

t0

δUT (−KU+ f) dt +

∫ tf

t0

δU̇T
(
MU̇+ LTλ

)
dt

+

∫ tf

t0

δλTLU̇dt = 0

⇔
∫ tf

t0

δUT
(
−MÜ−KU+ f + LTΛ

)
dt +

∫ tf

t0

δλTLU̇ dt = 0

(3.11)

où le terme Λ = −λ̇ peut être interprété comme une force à l’interface qui garantit
la relation de vitesse (3.8). L’équation d’Euler-Lagrange du principe variationnel mo-
difié est alors donnée par : {

MÜ+KU = f + LTΛ

LU̇ = 0
(3.12)

L’équation du mouvement définie dans le paragraphe précédent (2.19) est retrouvée avec
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les équation (3.12). La présence du multiplicateur de Lagrange permet de contraindre le
système à respecter la condition limite sur la frontière (2.20).
Dans le paragraphe suivant, la continuité de la vitesse entre deux interfaces sera le concept
fondamental afin de coller différents sous-domaines avec différentes échelles de temps.

3.2.2 Méthodes multi-échelles

KU Le principe variationnel modifié peut être adapté pour ajouter plusieurs sous-domaines
en introduisant un Lagrangien L pour chaque sous-domaine. Les équations du mouvement
(3.12) restent les mêmes. Les indices A et B font référence aux deux sous-domaines. L’ajout
d’un second terme Lagrangien modifie le principe variationnel précédent (3.10) comme suit :

A(UA, U̇A,UB, U̇B, λ) =

∫ tf

t0

(
LA(UA, U̇A) + LB(UB, U̇B) + λTG(U̇A, U̇B

)
dt (3.13)

Ici, l’équation des contraintes cinématiques G fait référence à la continuité des vitesses
à l’interface des deux domaines ΓI :

G(U̇A, U̇B)|ΓI
= LAU̇A + LBU̇B (3.14)

De plus, l’équation des contraintes doit respecter la condition suivante (liaison parfaite) :

G(U̇A, U̇B)|ΓI
= 0 (3.15)

Finalement, l’intégrale d’action stationnaire (3.13) donne les équations d’Euler-Lagrange
pour les deux sous-domaines semi-discrétisés en espace et continus en temps dans le
domaine temporel [t0; tf ] :{

MAÜA +KAUA = fA + LAT

Λ ;

MBÜB +KBUB = fB + LBT

Λ ;
(3.16)

LAU̇A + LBU̇B = 0 (3.17)

Ainsi, la continuité des vitesses (3.17) à l’interface entre les sous-domaines est assurée
par les multiplicateurs de Lagrange. Les termes LAT

Λ et LBT
Λ représentent les forces

d’interface entre le sous-domaine A et le sous-domaine B.
La superposition résout le problème global Eq. (3.16) en deux étapes. La première étape
consiste à résoudre le problème "libre", puis le problème "lié". Tout d’abord, le pro-
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3.2. Une nouvelle méthode de co-simulation

blème "libre" résout les sous-domaines indépendamment les uns des autres. D’autre
part, le problème "lié" résout les sous-domaines en tenant compte des forces d’inter-
face. La somme des termes "libre" et "lié" décrit complètement le problème, avec les
forces externes et d’interface :MÜfree +KUfree = f

MÜlink +KUlink = LTΛ
(3.18)

où l’indice free fait référence au problème "libre" et l’indice link fait référence au pro-
blème "lié". Les schémas numériques de résolution sont modifiés en décomposant U, U̇, Ü

de cette manière : 
U = Ufree +Ulink

U̇ = U̇free + U̇link

Ü = Üfree + Ülink

(3.19)

En outre, la discrétisation temporelle de Newmark [Hug87] dans l’Eq. (3.18) donne :
(
M+ βh2K

)︸ ︷︷ ︸
M̃

Üfree = f −KpU

M̃Ülink = LTΛ

(3.20)

où M̃ est la matrice de masse effective et pU est le terme de déplacement prédictif :pU̇t = U̇t−1 + (1− γ)hÜt

pUt = Ut−1 + hU̇t−1 + h2
(
1
2
− β

)
Üt

(3.21)

où β et γ sont des paramètres de Newmark permettant de modifier les propriétés pour
les schémas d’intégration temporelle [Hug87] et h est le pas de temps. L’indice t fait
référence à la discrétisation temporelle du paramètre continu t précédemment défini dans
le domaine temporel [t0; tf ].
Pour chaque instant, l’équation d’interface est résolue pour calculer les termes de liaison
à partir des termes libres :

LAU̇A + LBU̇B = 0

⇒LAU̇A
link + LBU̇B

link = −LAU̇A
free − LBU̇B

free

(3.22)

En substituant la relation concernant les vitesses de "liaison" données dans Eq. (3.18)
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dans l’équation d’interface (3.22), l’équation devient :

HvelΛ = bvel (3.23)

avec :

{
Hvel = LAγhM̃A−1

LAT

+ LBγhM̃B−1

LBT

bvel = −LAU̇A
free − LBU̇free

(3.24)

Dans la littérature, l’opérateur d’interface et le vecteur correspondant à la partie libre
de la contrainte Eq. (3.22) sont représentés par H et b. Pour plus de clarté dans la
suite du document, l’indice vel est introduit en référence à la contrainte de vitesse à
l’interface utilisée pour construire la matrice Hvel et le vecteur bvel. L’opérateur d’interface
Hvel est une matrice carrée dépendant du nombre de degrés de liberté à l’interface. Le
scalaire h représente le pas de temps.
L’approche présentée ci-dessus permet de résoudre des problèmes avec plusieurs sous-
domaines. La partition en plusieurs sous-domaines donne également la possibilité d’avoir
des échelles de temps différentes selon les sous-domaines. La discrétisation temporelle est
alors spécifique à chaque sous-domaine ici défini comme : hA le pas de temps pour la
macro échelle entre le temps t0 et tm et hB le pas de temps pour la micro échelle entre
tj−1 et tj. Le rapport entre hA et hB est appelé m et est défini comme tel :

m =
hA

hB
(3.25)

Dans la suite, nous envisageons des rapports d’échelles entiers, mais ceci peut être ai-
sément généralisable au cas où m ∈ R+∗, et avec plusieurs sous-domaines (jusqu’à 10
voir Mahjoubi [Mah+11]).
Le paramètre de discrétisation du temps j est introduit pour énumérer les micro pas de
temps au sein d’un macro-pas de temps : j ∈ [1,m].{

MAÜA
m +KAUA

m = fAm + LAT

Λm

MBÜB
j +KBUB

j = fBj + LBT

Λj ; j ∈ [1;m]
(3.26)

où MB = MB
lump est la matrice de masse lumpée (diagonalisée) pour les intégrations

temporelles explicites [ZTZ05 ; GR15 ; BLM00 ; Wu06].

3.2.2.1 Méthode GC

La méthode GC [Gra00], est basée sur la continuité des vitesses à l’interface, à l’échelle fine
en temps. La stabilité a été démontrée par l’utilisation de la méthode de l’énergie telle qu’in-
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3.2. Une nouvelle méthode de co-simulation

Figure 3.1 – Deux sous-domaines avec des discrétisations temporelles différentes

troduite par Hughes pour un algorithme de couplage hybride explicite/implicite [Hug87]. La
méthode PM, dérivée de la méthode GC, est également basée sur la continuité des vitesses
sur l’échelle fine en temps et une preuve alternative de stabilité a été fournie par l’étude des
propriétés spectrales de la matrice d’amplification d’un système fractionné à un seul degré
de liberté [Bon+08] (problème du "split-oscillator"). La continuité des vitesses s’écrit :

LAU̇A
j + LBU̇B

j = 0 (3.27)

Cette condition est assurée par l’interpolation linéaire des vitesses et des multiplicateurs
de Lagrange de l’échelle grossière vers l’échelle fine dans le temps. Les équations (3.28) et
(3.29) permettent de relier, à chaque itération, la résolution du sous-domaine B (indice
j) au sous-domaine A (indice m) :

Λj =

(
1− j

m

)
Λ0 +

j

m
Λm (3.28)

LAU̇A
j,free = LAU̇A

m,free

(
j

m

)
+ LAU̇A

0,free

(
1− j

m

)
(3.29)

L’équation d’interface est résolue à la micro échelle temporelle pour calculer les termes
de liaison à partir des termes libres :

LAU̇A
j + LBU̇B

j = 0

⇒LAU̇A
j,link + LBU̇B

j,link = −LAU̇A
j,free − LBU̇B

j,free

(3.30)

En substituant la relation concernant les vitesses "liées" et les multiplicateurs de Lagrange
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dans (3.18), (3.28), (3.29), dans l’interface Eq. (3.30), l’équation devient :

HvelΛj = bj,vel (3.31)

avec :

{
Hvel = LAγAhAM̃A−1

LAT

+ LBγBhBM̃B−1

LBT

bj,vel = −LAU̇A
j,free − LBU̇j,free

(3.32)

Enfin, la méthode GC permet de combiner différents schémas d’intégration temporelle pour
effectuer une analyse dynamique. Le second ordre de convergence des schémas temporels de
Newmark n’est pas conservé avec la méthode GC dès que des pas de temps différents pour
les sous-domaines sont considérés mais la stabilité globale du système couplé est assurée.
En effet, lorsque des schémas d’intégration temporelle précis du second ordre sont couplés,
la convergence globale n’est plus que du premier ordre [Gra00]. L’objectif de ce chapitre
est de proposer une méthode améliorée, basée sur la continuité de la vitesse à l’échelle
de temps fine, capable de conserver le second ordre de convergence et la stabilité globale
du système couplé. Les méthodes de collage sur la micro-échelle sont privilégiées afin de
profiter de la plus grande flexibilité de ces approches par rapport à celles basées sur la
continuité de la vitesse à l’échelle de temps grossière, notamment dans le cas non-linéaire.

3.2.2.2 Bilan énergétique

Le bilan énergétique discret pour les schémas d’intégration temporelle de Newmark est
donné par [Hug87 ; KH05 ; Kre06a]. Afin de simplifier le développement, deux opérateurs
sont introduits : L’opérateur de différence directe et l’opérateur de valeur moyenne,
comme indiqués ci-dessous :

[un] = un − un−1 (3.33)

< un >=
un + un−1

2
(3.34)

où les indices (n− 1, n) font référence aux pas de temps des deux échelles : Macro pas de
temps (0, m) et micro pas de temps (j − 1, j). Sans amortissement et sur un pas de temps
macro [t0, tm], le bilan énergétique discret peut être exprimé comme suit (voir l’équation
(2.62) obtenue par le développement détaillé dans le paragraphe 2.3.1) :

64

Cette thèse est accessible à l'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2023ISAL0055/these.pdf 
© [Y. Le Nôtre], [2023], INSA Lyon, tous droits réservés



3.2. Une nouvelle méthode de co-simulation

[
1

2
U̇TMU̇+

1

2
UTKU+

(
β − γ

2

) h2

2
ÜTMÜ

]tm
t0

= ...

[Um]
T

{
< fm > +

(
γ − 1

2

)
[fm]

}
−
(
γ − 1

2

){
[Um]

TK[Um] +
(
β − γ

2

)
h2[Üm]

TM[Üm]
} (3.35)

De plus, l’Eq. (3.35) peut s’écrire en introduisant l’incrément des énergies sur un pas de
temps macro ∆Wkin, ∆Wint, ∆Wcomp, ∆Wext, ∆Wdiss, termes liés aux énergies classiques
cinétique, interne, complémentaire, externe et dissipée données par :

∆Wkin,m +∆Wint,m +∆Wcomp,m = ∆Wext,m +∆Wdiss,m

∆Wkin,m =
1

2

{
U̇T

mMU̇m − U̇T
0MU̇0

}
∆Wint,m =

1

2

{
UT

mKUm −UT
0KU0

}
∆Wcomp,m =

(
β − γ

2

) h2

2

{
ÜT

mMÜm − ÜT
0MÜ0

}
∆Wext,m = [Um]

T

{
< fm > +

(
γ − 1

2

)
[fm]

}
∆Wdiss,m = −

(
γ − 1

2

){
[Um]

TK[Um] +
(
β − γ

2

)
h2[Üm]

TM[Üm]
}

(3.36)

Lorsque l’on considère deux sous-domaines avec deux échelles de temps, le bilan énergétique
discret s’écrit comme suit :

∆WA
m = ∆WA

cin,m +∆WA
int,m +∆WA

comp,m −∆WA
ext,m

−∆WA
diss,m −∆WA

interface,m

∆WB
m = ∆WB

cin,m +∆WB
int,m +∆WB

comp,m −
m∑
j=1

∆WB
ext,j

−
m∑
j=1

∆WB
diss,j −∆WB

interface,m

(3.37)

∆WA
m +∆WB

m = 0

où
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∆Winterface,m = ∆WA
interface,m +∆WB

interface,m

∆WA
interface,m = [UA

m]
T

{
LT

A < Λm > +

(
γA −

1

2

)
LT

A[Λm]

}
∆WB

interface,m =
m∑
j=1

{
[UB

j ]
T

{
LT

B < Λj > +

(
γB −

1

2

)
LT

B[Λj]

}} (3.38)

Le bilan énergétique discret dans l’Eq. (3.38) représente le travail des forces d’interface
des deux sous-domaines A et B. Lorsque ce terme diffère de zéro, le schéma de couplage
résultant n’est pas conservatif. Si l’énergie de l’interface augmente, le schéma peut devenir
instable car de l’énergie est injectée dans le système. Dans le cas de la méthode GC,
l’énergie d’interface dans l’Eq. (3.38) est nulle ou négative et diminue pendant la durée de
la simulation, ce qui indique que la méthode génère une certaine dissipation d’énergie à
l’interface, ce qui entraîne la perte d’un ordre de précision lors du couplage des schémas
d’intégration temporelle du second ordre [GCB15].

3.2.2.3 Une alternative à la continuitié des vitesses à l’interface : GCacc

Comme proposé dans la littérature [Cho+19 ; BJW09], assurer la continuité des accéléra-
tions, à la place de la continuité des vitesses pour la méthode GC, peut également être
étudiée dans le but d’améliorer les propriétés énergétiques des algorithmes de couplage.
La continuité de l’accélération à l’échelle de temps fine est définie comme suit :

LAÜA
j + LBÜB

j = 0 (3.39)

Par conséquent, l’équation d’interface notée par la relation (3.31) est modifiée par la
nouvelle équation cinématique de contrainte, ce qui conduit à un opérateur d’interface,
désigné par Hacc, et à un nouveau vecteur du côté droit de l’équation, désigné par bj,acc,
comme indiqué ci-dessous :{

Hacc = LAM̃A−1

LAT

+ LBM̃B−1

LBT

bj,acc = −LAÜA
j,free − LBÜj,free

(3.40)

Comme pour les vitesses dans la relation (3.29) à l’échelle du micro temps du sous-domaine
A dans la méthode GC, l’accélération au jeme micro pas de temps du sous-domaine A
n’existe pas. Elle est donc estimée par une interpolation linéaire :

LAÜA
j,free = LAÜA

m,free

(
j

m

)
+ LAÜA

0,free

(
1− j

m

)
(3.41)
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3.2. Une nouvelle méthode de co-simulation

Cette méthode (la continuité des accélérations à l’interface sur l’échelle fine en temps)
est appelée GCacc. L’utilisation de la continuité de l’accélération pour tous les micro
pas de temps a donné des résultats intéressants. En effet, un ordre de convergence plus
élevé est obtenu, égal à deux lorsque l’on couple des schémas d’intégration temporelle
du second ordre. Néanmoins, il s’avère que la plage de stabilité est considérablement
réduite par rapport à la méthode GC. Afin de comparer avec la méthode de couplage
proposée dans la suite, l’étude des propriétés spectrales de la matrice d’amplification pour
un problème d’oscillateur partitionné est effectuée dans la section suivante, mettant en
évidence la faible performance du schéma GCacc en termes de stabilité, malgré le second
ordre de précision. La construction de la matrice d’amplification A est construite selon
la démarche de Bonelli et al . [Bon+08].

3.2.2.4 Une nouvelle méthode à pas de temps multiples : la méthode BLG

L’idée est de réaliser une continuité de vitesse à l’interface sur l’échelle de temps fine et
de changer la forme de la condition de continuité du dernier pas de temps fin afin de
bénéficier d’un ordre de précision plus élevé provenant de la continuité d’accélération, tout
en conservant les caractéristiques de stabilité de la méthode GC. Ainsi, les continuités
cinématiques suivantes sont considérées :{

LAU̇A
j + LBU̇B

j = 0 , j = 1, ...,m− 1

LAÜA
m + LBÜB

m = 0
(3.42)

La continuité cinématique donnée dans l’équation (3.42) caractérise le nouvel algorithme
de couplage, appelé méthode BLG dans la suite. La deuxième équation de contrainte, qui
est la continuité de l’accélération à l’interface au dernier pas de temps micro, conduit à une
équation d’interface telle que donnée dans l’équation (3.40), écrite au pas de temps micro
lorsque j = m. Ainsi, les équations d’interface changent au cours du pas de temps macro.
Lorsque l’instant micro temporel est différent de l’instant macro temporel, c’est-à-dire
lorsque (j < m), le problème d’interface conserve la forme de la méthode GC :

HvelΛj = bj,vel (3.43)

avec :

{
Hvel = LAγAhAM̃A−1

LAT

+ LBγBhBM̃B−1

LBT

bj,vel = −LAU̇A
j,free − LBU̇j,free

(3.44)

Lorsque l’instant micro temporel est égal à l’instant macro temporel, c’est-à-dire (j = m),
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alors le problème d’interface prend la forme :

HaccΛm = bm,acc (3.45)

avec :

{
Hacc = LAM̃A−1

LAT

+ LBM̃B−1

LBT

bm,acc = −LAÜA
m,free − LBÜm,free

(3.46)

La méthode BLG est résumée dans l’algorithme 1. La continuité de l’accélération à
l’interface à l’échelle de temps macro (j = m) a un impact sur l’équation de contrainte
définie sur l’échelle de temps micro. En effet, la vitesse "libre" utilisée pour l’interpolation
linéaire du sous-domaine A et la vitesse "libre" utilisée pour le premier pas de temps
micro du sous-domaine B sont issues de la continuité d’accélération de la dernière échelle
de temps macro. Ensuite, les propriétés spectrales de la matrice d’amplification liée au
problème de l’oscillateur partitionné pour la méthode de couplage BLG sont étudiées. En
plus de la stabilité, l’ordre de précision, le rapport d’amortissement, l’allongement de la
période et la dissipation d’énergie à l’interface sont examinés, montrant que la méthode
BLG s’avère très appropriée pour le couplage.

3.3 Analyse de la cohérence et de la stabilité d’un os-

cillateur partitionné

L’algorithme de couplage utilise deux schémas d’intégration temporelle différents liés à
deux sous-domaines avec des pas de temps différents. L’analyse spectrale modale n’étant
pas applicable dans ce cas, une preuve de stabilité peut être fournie par l’utilisation de la
méthode de l’énergie [Hug87]. La stabilité de la méthode GC a également été démontrée à
l’aide de la méthode de l’énergie en montrant que la pseudo-énergie d’interface, exprimée
en Eq. (3.126), est négative et décroissante. La stabilité est donc assurée tant que les deux
sous-domaines satisfont à leurs propres exigences de stabilité [Gra00]. On démontre que
la pseudo-énergie de l’interface est égale à zéro dans les cas de la méthode PH [PH04],
de l’algorithme de couplage proposé par Karimi et Nakshatrala [KN14] et de la méthode
BGC-macro [Bru+15], toutes les méthodes étant basées sur la continuité de la vitesse
au pas de temps grossier. Dans le cas de la méthode PM basée sur la continuité de
la vitesse au pas de temps fin, il est montré que la pseudo-énergie de l’interface n’est
pas monotone décroissante [Bon+08]. Par conséquent, plutôt que de trouver une norme
d’énergie strictement décroissante, les auteurs adoptent une approche alternative basée sur
l’étude spectrale de la matrice d’amplification liée au système à un seul degré de liberté
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3.3. Analyse de la cohérence et de la stabilité d’un oscillateur partitionné

Algorithm 1: BLG Method
Données d’entrée: γA, βA, γB, βB, fA, fB, MA, MB, KA, KB, hA,hB

Sortie: U, U̇, Ü, Etotal

1 M̃A ←MA + βAhA2
KA

2 M̃B ←MB + βBhB2
KB

3 for n = 1 to N avec un pas de temps macro [tn; tn+1] = [t0; tm] do
4 Calculer pUA

m et pU̇A
m ; /* Sous-domaine A */

5 ÜA
m,free ← M̃A−1

(
fAm −KAUpA

m

)
6 Correction :

{
U̇A

m,free ← pU̇A
m + γAhAÜA

m,free

UA
m,free ← pUA

m + βAhA2
ÜA

m,free

7 for j = 1 to m do
8 Calculer pUB

j et pU̇B
j ; /* Sous-domaine B sur [tj−1; tj] */

9 ÜB
j,free ← M̃B−1

(
fBj −KBUpB

j

)
10 Correction :

{
U̇B

j,free ← pU̇B
j + γBhBÜB

j,free

UB
j,free ← pUB

j + βBhB2
ÜB

j,free

11 Condition d’interface cinématique :
12 if j < m then
13 Λj = H−1

vel ·
(
−LAU̇A

m,free
j
m
− LAU̇A

0,free(1− j
m
)

14 −LBU̇B
j,free

)
15 else
16 Λm = H−1

acc ·
(
−LAÜA

m,free − LBÜB
m,free

)
17 ÜB

j,link ← M̃B−1
(
LBT

Λj

)
18 U̇B

j,link ← γBhBÜB
j,link

19 UB
j,link ← βBhB2

ÜB
j,link

20 finalement :


ÜB

j = ÜB
j,free + ÜB

j,link

U̇B
j = U̇B

j,free + U̇B
j,link

UB
j = UB

j,free +UB
j,link

21 return ÜB
m, U̇B

m, UB
m, Λm

22 ÜA
m,link ← M̃A−1

(
LAT

Λm

)
23 U̇A

m,link ← γAhAÜA
m,link

24 UA
m,link ← βAhA2

ÜA
m,link

25 finalement :


ÜA

n+1 = ÜA
m = ÜA

m,link + ÜA
m,free

U̇A
n+1 = U̇A

m = U̇A
m,link + U̇A

m,free

UA
n+1 = UA

m = UA
m,link +UA

m,free

/* Résultat complet

*/
26 Mise à jour du bilan énergétique discrétisé
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(SDOF) divisé en deux sous-domaines A et B. Ici, comme pour la méthode PM [Bon+08],
une méthode d’étude spectrale [Dah63] est utilisée pour la méthode BLG afin de caractériser
la stabilité de l’algorithme de couplage en fonction du rapport de pas de temps. L’étude
spectrale de la matrice d’amplification permet également d’évaluer l’erreur de troncature
locale, l’amortissement numérique et l’allongement de la période. De plus, les erreurs
globales en termes de déplacement, de vitesse et d’accélération, comme l’accumulation des
erreurs de troncature locales sur la durée de la simulation, sont également tracées pour
vérifier l’ordre de convergence de la méthode BLG. L’énergie d’interface et la pseudo-énergie
d’interface de la méthode énergétique [Hug87] sont scrutées pour évaluer les caractéristiques
énergétiques de la méthode proposée par rapport à la méthode GC. Enfin, l’erreur relative
associée au déplacement à l’interface est étudiée pour les deux méthodes GC et BLG.

3.3.1 Problème d’oscillateur partitionné

L’étude d’un oscillateur à un seul degré de liberté (SDOF) permet de vérifier l’ordre de
précision des méthodes de couplage. Le second ordre de convergence est recherché pour
les problèmes de dynamique linéaire afin de réduire l’erreur des quantités calculées selon
le carré du pas de temps. Ainsi, l’objectif de la méthode de couplage est de conserver le
second ordre de convergence des schémas d’intégration temporelle couplés. L’équation
du mouvement de l’oscillateur non amorti, caractérisée par sa masse M et sa rigidité
K, sans force extérieure, est donnée par :

ü(t) + ω2u(t) = 0 (3.47)

où ω2 =
√

K
M

est la fréquence angulaire. Un déplacement est imposé à l’instant initial :
u(0) = u0. L’oscillateur à un seul degré de liberté est divisé en deux parties : sous-domaines
A et B, comme illustré sur la Figure 3.2. La masse et la rigidité sont également divisées :
M = MA + MB et K = KA + KB. La masse et la rigidité des deux sous-domaines
dépendent du rapport b1 comme suit :

b1 =
MA

MB
=

KB

KA
(3.48)

La fréquence propre du SDOF est calculée par :

f =
1

2π

√
K

M
= 1Hz (3.49)

Le rapport b1 permet d’explorer différentes caractéristiques des sous-domaines couplés A
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3.3. Analyse de la cohérence et de la stabilité d’un oscillateur partitionné

et B : dans le cas de b1 = 1, les fréquences propres des deux sous-domaines sont égales, ce
qui correspond au cas de deux éléments finis avec le même matériau élastique homogène
et la même taille, alors que le cas b1 ̸= 1 permet d’explorer le cas de différents matériaux
élastiques ou différentes tailles d’éléments finis pour un même matériau élastique.

MA

MB

KA

KB

MK

Figure 3.2 – Oscillateur SDOF divisé en deux sous-domaines A and B

3.3.2 Analyse de stabilité

3.3.2.1 Construction de la matrice d’amplification de la méthode BLG

L’analyse de stabilité est effectuée sur l’équation d’équilibre sans amortissement :

MÜ+KU = f (3.50)

A partir de cette équation, une matrice d’amplification est construite pour relier le vecteur
d’état au temps tm au vecteur d’état précédent relatif au t0 comme :

Xm = AX0 + F0 (3.51)

où X0 est le vecteur d’état dépendant de la formulation de l’algorithme de couplage, A
la matrice d’amplification, et F0 le vecteur de charge provenant des forces externes. Le
vecteur d’état au temps t0 est défini comme suit :

X0 =
[
XA

0 XB
0

]T (3.52)

où XA
0 , XB

0 sont les vecteurs d’état des sous-domaines A et B. Le vecteur d’état XA
0

est composé des quantités cinématiques du sous-domaine A à l’échelle de temps macro,
complétées par la vitesse libre comme dans [Bon+08 ; Bur+10] :

XA
0 =

[
UA

0 U̇A
0 U̇A

0,free Ü
A
0

]T
(3.53)

Le vecteur d’état XB
0 est composé des quantités cinématiques du sous-domaine B à
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l’échelle de temps macro :

XB
0 =

[
UB

0 U̇B
0 ÜB

0

]T
(3.54)

Comme ci-dessus, le vecteur d’état Xm rassemble les vecteurs d’état relatifs aux sous-
domaines A et B à l’instant tm. Ainsi, les vecteurs d’état X0 et Xm rassemblent 7
composantes chacun. La matrice d’amplification est calculée numériquement pour différents
rapports de pas de temps m et différents rapports b1 afin d’explorer les propriétés de
stabilité de la méthode BLG lors du couplage des schémas d’intégration temporelle de
Newmark caractérisés par leurs paramètres

(
γA, βA, γB, βB

)
. La construction de cette

matrice d’amplification A est détaillée étape par étape.
Le vecteur de charge n’est pas considéré dans l’analyse comme dans [Bon+08 ; Bur+10],
en supposant que la puissance du terme principal de son approximation est supérieure
à l’ordre de précision de l’algorithme de couplage. La relation (3.51) pour un pas de
temps macro devient :

Xm = AX0 (3.55)

Partie libre du sous-domaine A sur le macro pas de temps [t0; tm]

Le développement commence par la décomposition de l’équation du mouvement en une
partie libre et une partie liée. Ainsi, le problème libre pour le sous-domaine A est ré-
solu à l’instant tm :

M̃AÜA
m,free = −KAUpA

m (3.56)

et le problème lié à l’instant tm :

M̃AÜA
m,link = LAT

Λm (3.57)

Pour le sous-domaine A, les formules d’approximation de Newmark sont utilisées :

U̇A
m,free = U̇pA

m + αA
2 Ü

A
m,free

UA
m,free = UpA

m + αA
1 Ü

A
m,free

(3.58)
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3.3. Analyse de la cohérence et de la stabilité d’un oscillateur partitionné

avec les notations αA
1 = βAhA2 et αA

2 = γAhA. Les expressions des prédicteurs s’écrivent :

U̇pA

m = U̇A
0 + hA(1− γA)ÜA

0

UpA

m = UA
0 + hAU̇A

0 + hA2
(
1

2
− βA)ÜA

0

(3.59)

En utilisant Eq. (3.56) et les approximations de Newmark dans Eq. (3.58) et Eq. (3.59), la
relation pour le sous-domaine A entre le vecteur d’état libre à l’instant tm et le vecteur
d’état à l’instant t0 est obtenue :

XA
m,free = AAA

freeX0 (3.60)

avec la matrice AAA
free donnée par :

AAA
free =
I+ αA

1 Z1 hA
(
I+ αA

1 Z1

)
0

(
1
2
− βA

)
hA2 (

I+ αA
1 Z1

)
αA
2 Z1 I+ αA

2 hA Z1 0
(
1− γA

)
hAI+ αA

2

(
1
2
− βA

)
hA2

Z1

αA
2 Z1 I+ αA

2 hA Z1 0
(
1− γA

)
hAI+ αA

2

(
1
2
− βA

)
hA2

Z1

Z1 hA Z1 0
(
1
2
− βA

)
hA2

Z1


(3.61)

avec la matrice Z1 qui est définie comme : Z1 = −M̃A−1
KA. Dans le cas de l’oscilla-

teur partitionné, la matrice identité I devient égale à la valeur scalaire 1 et la matrice
AAA

free est de taille 4 × 4.

Partie libre du sous-domaine B sur un micro pas de temps [tj−1; tj]

Pour le sous-domaine B, un pas de temps micro donné par l’intervalle de temps [tj−1; tj]

est considéré, avec l’indice j allant de 1 à m de façon à couvrir le pas de temps macro
[t0; tm]. Le pas de temps micro est donné par hB = tj − tj−1. Le développement commence
par la décomposition de l’équation du mouvement en une partie libre et une partie liée.
Ainsi, le problème libre du sous-domaine B à l’instant tj s’écrit :

M̃BÜB
j,free = −KBUpB

j (3.62)

et le problème lié à l’instant tj :

M̃BÜB
j,link = LBT

Λj (3.63)

Pour le sous-domaine B, les formules d’approximation de Newmark sont utilisées :
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U̇B
j,free = U̇pB

j + αB
2 Ü

B
j,free

UB
j,free = UpB

j + αB
1 Ü

B
j,free

(3.64)

avec les notations αB
1 = βBhB2 et αB

2 = γBhB, les prédicteurs sont définis :

U̇pB

j = U̇B
j−1 + hB(1− γB)ÜB

j−1

UpB

j = UB
j−1 + hBU̇B

j−1 + hB2
(
1

2
− βB)ÜB

j−1

(3.65)

En utilisant Eq. (3.62) et les approximations de Newmark dans Eq. (3.64) et Eq. (3.65), la
relation pour le sous-domaine B entre le vecteur d’état libre à l’instant tj et le vecteur
d’état à l’instant tj−1 est obtenue :

XB
j,free = ABB

freeXj−1 (3.66)

avec la matrice ABB
free donnée ci-dessous :

ABB
free =I+ αB

1 Z2 hB
(
I+ αB

1 Z2

) (
1
2
− βB

)
hB2 (

I+ αB
1 Z2

)
αB
2 Z2 I+ αB

2 hB Z2

(
1− γB

)
hBI+ αB

2

(
1
2
− βB

)
hB2

Z2

Z2 hB Z2

(
1
2
− βB

)
hB2

Z2

 (3.67)

avec la matrice Z2 définie comme : Z2 = −M̃B−1
KB. Dans le cas de l’oscillateur partitionné,

la matrice identité I devient égale à la valeur scalaire 1 et la matrice ABB
free est de taille 3×3.

Partie liée du sous-domaine B sur un micro pas de temps [tj−1; tj]

Au micro temps tj avec j ≤ m − 1, nous supposons la continuité de la vitesse expri-
mée comme :

LAU̇A
j + LBU̇B

j = 0 (3.68)

ce qui conduit au problème d’interface dont l’inconnu est le multiplicateur de Lagrange
au temps tj :

HvelΛj = −LA

[
j

m
U̇A

m,free +

(
1− j

m

)
U̇A

0,free

]
− LBU̇B

j,free (3.69)

avec
Hvel = αA

2 L
AM̃A−1

LAT

+ αB
2 L

BM̃B−1

LBT

(3.70)
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3.3. Analyse de la cohérence et de la stabilité d’un oscillateur partitionné

Le multiplicateur de Lagrange est utilisé dans le problème de liaison du sous-domaine B,
donné dans Eq. (3.63), afin d’exprimer l’accélération de la liaison :

ÜB
j,link = M̃B−1

LBT

H−1
vel

(
−LA

[
j

m
U̇A

m,free +

(
1− j

m

)
U̇A

0,free

]
−LBU̇B

j,free

) (3.71)

En introduisant :

Z3 = −M̃B−1

LBT

H−1
velL

A

Z4 = −M̃B−1

LBT

H−1
velL

B
(3.72)

l’accélération liée devient :

ÜB
j,link = Z3

[
j

m
U̇A

m,free +

(
1− j

m

)
U̇A

0,free

]
+ Z4U̇

B
j,free (3.73)

L’accélération liée peut aussi s’écrire sous la forme :

ÜB
j,link = WA

j X
A
0 +WBXB

j−1 (3.74)

avec la matrice WA
j , dépendant de l’indice j, donnée ci-dessous :

WA
j =

[
j

m
αA
2 Z3 Z1

j

m

(
Z3 + αA

2 hA Z3 Z1

)
· · ·(

1− j

m

)
Z3

j

m

(
hA
(
1− γA

)
Z3 + αA

2 hA2
Z3 Z1

(
1

2
− βA

))] (3.75)

et la matrice WB, indépendante de l’indice j, donnée par :

WB =
[
αB
2 Z4 Z2 Z4 + αB

2 h
B Z4 Z2 · · ·(

1− γB
)
hB Z4 + αB

2

(
1

2
− βB

)
hB2

Z4 Z2

] (3.76)

Enfin, la relation est écrite en termes de vecteurs d’état :

XB
j,link = ABA

j,linkX
A
0 +ABB

linkX
B
j−1 (3.77)
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avec la matrice ABA
j,link :

ABA
j,link =

α
B
1 W

A
j

αB
2 W

A
j

WA
j

 (3.78)

et la matrice ABB
link :

ABB
link =

α
B
1 W

B

αB
2 W

B

WB

 (3.79)

Vecteur d’état complet du sous-domaine B sur un micro pas de temps [tj−1; tj ]

Nous ajoutons la solution libre précédente dans Eq. (3.66) à la solution de liaison dans
Eq. (3.77) pour obtenir :

XB
j = ABA

j XA
0 +ABBXB

j−1 (3.80)

avec les notations simplifiées ABA
j = ABA

j,link et ABB = ABB
free +ABB

link.

Relation de récurrence pour le vecteur d’état du sous-domaine B à l’instant
tm−1

Nous utilisons Eq. (3.80) pour j variant de 1 à m− 1. Pour j = 1, la relation s’écrit :

XB
1 = ABA

1 XA
0 +ABBXB

0 (3.81)

Pour j = 2, l’équation (3.80) devient :

XB
2 = ABA

2 XA
0 +ABBXB

1

=
(
ABA

2 +ABBABA
1

)
XA

0 +
(
ABB

)2
XB

0

(3.82)

En raisonnant par récurrence, on peut exprimer le vecteur d’état relatif au sous-domaine
B à l’instant tm−1 :

XB
m−1 =

(
m−1∑
j=1

(
ABB

)m−1−j
ABA

j

)
XA

0 +
(
ABB

)m−1
XB

0 (3.83)
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3.3. Analyse de la cohérence et de la stabilité d’un oscillateur partitionné

Dans ce qui suit, nous utilisons les notations simplifiées suivantes :

ABA⋆
m−1 =

(
m−1∑
j=1

(
ABB

)m−1−j
ABA

j

)
(3.84)

et
ABB⋆

m−1 =
(
ABB

)m−1 (3.85)

En conséquence, le vecteur d’état relatif au sous-domaine B à l’instant tm−1 s’écrit :

XB
m−1 = ABA⋆

m−1 XA
0 +ABB⋆

m−1 XB
0 (3.86)

Partie libre du sous-domaine B sur le dernier micro pas de temps [tm−1; tm]

La partie libre du sous-domaine B sur un micro pas de temps s’écrit :

XB
m,free = ABB

freeX
B
m−1 (3.87)

En utilisant Eq. (3.86), celle-ci devient :

XB
m,free = ABA

m,freeX
A
0 +ABB

m,freeX
B
0 (3.88)

avec
ABA

m,free = ABB
freeA

BA⋆
m−1

ABB
m,free = ABB

freeA
BB⋆
m−1

(3.89)

Partie liée du sous-domaine B sur le dernier micro pas de temps [tm−1; tm]

Au dernier pas de temps micro [tm−1; tm], nous supposons la continuité de l’accélération
au temps tm, exprimée comme :

LAÜA
m + LBÜB

m = 0 (3.90)

ce qui conduit au problème d’interface dont l’inconnue est le multiplicateur de Lagrange
au temps tm :

HaccΛm = −LAÜA
m,free − LBÜB

m,free (3.91)

avec
Hacc = LAM̃A−1

LAT

+ LBM̃B−1

LBT

(3.92)
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L’accélération liée s’écrit :

ÜB
m,link = −M̃B−1

LBT

H−1
accL

AÜA
m,free − M̃B−1

LBT

H−1
accL

BÜB
m,free (3.93)

En introduisant :

Z3
⋆ = −M̃B−1

LBT

H−1
accL

A

Z4
⋆ = −M̃B−1

LBT

H−1
accL

B
(3.94)

l’accélération liée devient :

ÜB
m,link = Z3

⋆ ÜA
m,free + Z4

⋆ ÜB
m,free (3.95)

L’accélération liée peut aussi s’écrire sous la forme :

ÜB
m,link = VAXA

0 +VBXB
0 (3.96)

avec les matrices VA et VB données ci-dessous :

VA = Z3
⋆ [AAA

free]4,: + Z4
⋆ [ABB

free]3,: A
BA⋆
m−1

VB = Z4
⋆ [ABB

free]3,: A
BB⋆
m−1

(3.97)

Dans l’expression ci-dessus, nous employons la notation [AAA
free]4,: correspondant à la

quatrième ligne de la matrice [AAA
free] dans le cas de l’oscillateur partitionné et [ABB

free]3,: la
troisième ligne de la matrice [ABB

free]. Enfin, la relation s’écrit en termes de vecteurs d’état :

XB
m,link = ABA

m,linkX
A
0 +ABB

m,linkX
B
0 (3.98)

avec la matrice ABA
m,link :

ABA
m,link =

α
B
1 V

A

αB
2 V

A

VA

 (3.99)

avec la matrice ABB
m,link :

ABB
m,link =

α
B
1 V

B

αB
2 V

B

VB

 (3.100)
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3.3. Analyse de la cohérence et de la stabilité d’un oscillateur partitionné

Vecteur d’état complet du sous-domaine B à l’instant tm

Nous ajoutons la solution libre précédente dans Eq. (3.88) à la solution de liaison dans
Eq. (3.98), au temps tm, pour obtenir :

XB
m = ABAXA

0 +ABBXB
0 (3.101)

avec
ABA = ABA

m,free +ABA
m,link

ABB = ABB
m,free +ABB

m,link

(3.102)

Partie liée du sous-domaine A sur le macro pas de temps [t0; tm]

L’accélération liée s’écrit :

ÜA
m,link = −M̃A−1

LAT

H−1
accL

AÜA
m,free − M̃A−1

LAT

H−1
accL

BÜB
m,free (3.103)

En introduisant

Z5 = −M̃A−1

LAT

H−1
accL

A

Z6 = −M̃A−1

LAT

H−1
accL

B
(3.104)

l’accélération liée devient :

ÜA
m,link = Z5Ü

A
m,free + Z6Ü

B
m,free (3.105)

L’accélération liée peut aussi s’écrire :

ÜA
m,link = TAXA

0 +TBXB
0 (3.106)

avec les matrices TA et TB données ci-dessous :

TA = Z5[A
AA
free]4,: + Z6[A

BB
free]3,: A

BA⋆
m−1

TB = Z6[A
BB
free]3,: A

BB⋆
m−1

(3.107)

Enfin, la relation est écrite en termes de vecteurs d’état :

XA
m,link = AAA

m,linkX
A
0 +AAB

m,linkX
B
0 (3.108)
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avec la matrice AAA
m,link :

AAA
m,link =


αA
1 T

A

αA
2 T

A

0

TA

 (3.109)

et la matrice AAB
m,link :

AAB
m,link =


αA
1 T

B

αA
2 T

B

0

TB

 (3.110)

Vecteur d’état complet du sous-domaine A à l’instant tm

La solution libre précédente du sous-domaine A dans Eq. (3.60), au temps tm, est ajoutée
à la solution liée du sous-domaine A dans Eq. (3.108), au temps tm, pour obtenir :

XA
m = AAAXA

0 +AABXB
0 (3.111)

avec
AAA = AAA

free +AAA
m,link

AAB = AAB
m,link

(3.112)

Matrice d’amplification reliant les vecteurs d’état globaux sur un macro pas
de temps [t0; tm]

Enfin, en utilisant Eq. (3.101) et Eq. (3.111), la matrice globale A est donnée par :

A =

[
AAA AAB

ABA ABB

]
(3.113)

[
XA

m

XB
m

]
=

[
AAA AAB

ABA ABB

]
︸ ︷︷ ︸

A

[
XA

0

XB
0

]
(3.114)

3.3.2.2 Analyse de la matrice d’amplification

La matrice d’amplification A permet d’étudier la stabilité de l’algorithme de couplage. La
stabilité de la méthode BLG est analysée en calculant les valeurs propres de la matrice
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3.3. Analyse de la cohérence et de la stabilité d’un oscillateur partitionné

d’amplification. Les valeurs propres non nulles sont associées à des vecteurs propres linéaires
indépendants. Il en résulte que la condition d’un rayon spectral de la matrice d’amplification,
noté ρ(A), inférieur ou égal à 1 est suffisante pour démontrer la stabilité de la méthode.
Le rayon spectral est défini par le maximum du module des valeurs propres. Pour le
problème de l’oscillateur partitionné, cette condition s’écrit :

|λi| ≤ 1, i = 1, ..., 7 (3.115)

Enfin, la stabilité est étudiée en traçant le module des valeurs propres en fonction de la
fréquence angulaire réduite ΩB = ωBh

B. Parmi les sept valeurs propres, une seule paire
est conjuguée complexe, ce qui donne les valeurs propres principales, tandis que les cinq
autres sont des valeurs parasites. Dans notre cas, le rapport de pas de temps m est fixé à
plusieurs valeurs (m = 1, 10, 20) pour étudier son influence sur la stabilité de la méthode.
A titre de comparaison, l’étude spectrale de la matrice d’amplification liée à la méthode
GC a été réalisée selon les travaux de [Bon+08 ; Bur+10].
Le module des fréquences propres est représenté sur la Figure 3.3 où le schéma implicite
d’accélération moyenne (Constant Average Acceleration), défini par βA = 1

4
et γA = 1

2
,

est couplé au schéma explicite des différences centrées (Central Difference), défini par
βB = 0 et γB = 1

2
. On peut vérifier que la limite de stabilité est ΩB = 2 pour tous les cas

avec m > 1, correspondant à la condition de stabilité de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL)
[CFL28] liée au sous-domaine B, avec une surperformance dans le cas de m = 1.
L’étude de la stabilité de la méthode GCacc est réalisée de la même manière que pour
la méthode GC. Le module des fréquences propres est représenté sur la Figure 3.4 où le
schéma implicite d’accélération moyenne est couplé au schéma explicite des différences
centrées. Pour un rapport de pas de temps m = 1, une surperformance est présente avec
une limite de stabilité supérieure à celle imposée par la condition de stabilité de CFL
du sous-domaine B comme pour la méthode GC. Cependant, pour les rapports de pas
de temps suivants (m = 10 et m = 20) la limite de stabilité est drastiquement réduite
par rapport à la limite de stabilité de stabilité de la méthode GC, correspondant à la
limite de stabilité du schéma explicite des différences centrées ΩB = 2 utilisé pour le
sous-domaine B. En effet, la limite de stabilité pour m = 10 est ΩB,crit = 0.4734, et la
limite de stabilité pour m = 20 est ΩB,crit = 0.2385.
L’analyse de stabilité de la méthode BLG suit le même processus. Trois configurations
sont testées pour différents rapports de pas de temps :

— couplage d’un schéma d’accélération moyenne (CAA) implicite, défini par βA = 1
4

et
γA = 1

2
avec un autre schéma CAA implicite, défini par βB = 1

4
et γB = 1

2
.
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Chapitre 3. Nouvelle approche de résolution multi-échelles en temps pour la dynamique
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(c) m = 20

Figure 3.3 – Module des fréquences propres
de la matrice d’amplification pour l’oscillateur
partitionné dans le cas de la méthode GC, lors
du couplage des schémas CAA et CD avec dif-
férents rapports de pas de temps m et b1 = 1.

— couplage d’un schéma CAA implicite avec un schéma explicite des différences centrées
(CD)

— couplage d’un schéma CD explicite avec un autre schéma CD explicite

Pour la première configuration, dans la Figure 3.5, pour un rapport de pas de temps
m = 1, la méthode est stable pour toutes les valeurs de ΩB. Lorsque m ̸= 1, la méthode
devient instable à partir d’une certaine valeur appelée ΩB,crit : ΩB,crit ≃ 5 pour m = 10 et
ΩB,crit ≃ 7 pour m = 20. Contrairement à la méthode GC, qui est inconditionnellement
stable avec des intégrateurs temporels inconditionnellement stables, la méthode proposée
devient instable pour une certaine valeur de ΩB,crit dépendant du rapport de pas de temps
m. Cependant, la limite de stabilité ΩB,crit est largement supérieure à la condition CFL
ΩB,crit = 2 [CFL28] et augmente en fonction du rapport de pas de temps m.
Pour la deuxième configuration, représentée sur la Figure 3.6, le rapport de pas de temps
m = 1 donne une instabilité à ΩB = 2.8, donc supérieure à la condition CFL comme
trouvée dans le cas de la méthode GC. Lorsque m ̸= 1, la méthode BLG devient instable
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Figure 3.4 – Module des fréquences propres
de la matrice d’amplification pour l’oscillateur
partitionné dans le cas de la méthode GCacc,
lors du couplage des schémas CAA et CD avec
différents rapports de pas de temps m et b1 = 1.

pour une valeur proche mais inférieure à la condition CFL. Plus le rapport de pas de
temps m augmente, plus ΩB, crit semble tendre vers 2.
Pour la troisième configuration, représentée sur la Figure 3.7, correspondant au couplage
explicite/explicite, nous considérons différentes valeurs du paramètre b1 afin de prendre en
compte des situations avec des tailles d’éléments différentes ou des matériaux élastiques
hétérogènes, comme exploré dans [Cho+19]. Pour chaque rapport de pas de temps m, le
paramètre b1 est choisi de telle sorte que b1 = m. Comme observé sur la Figure 3.7, la
méthode BLG devient instable à une valeur légèrement inférieure à la condition CFL mais
très proche. Plus le rapport de pas de temps m augmente, plus ΩB,crit semble tendre vers
2. Ce cas de couplage explicite/explicite est intéressant car la méthode BLG s’avère être
aussi stable que la méthode GC, avec l’avantage, comme on le montrera dans la suite,
d’être précise au second ordre, surpassant la méthode GC.
Les figures précédentes montrent que la méthode BLG devient instable pour ΩB,crit en
fonction du rapport de pas de temps m. Dans la Figure 3.8, la limite de stabilité ΩB,crit est
tracée en fonction du rapport de pas de temps m, pour différents cas de couplage (CD/CD,
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Figure 3.5 – Module des fréquences propres
de la matrice d’amplification pour l’oscillateur
partitionné dans le cas de la méthode BLG,
lors du couplage des schémas CAA et CAA
avec différents rapports de pas de temps m et
b1 = 1.

CAA/CD) et différentes valeurs de b1. À l’exception de la surperformance pour le cas
m = 1, le couplage devient instable pour ΩB,crit inférieur à la condition CFL mais ΩB,crit

tend rapidement vers la condition CFL lorsque le rapport de pas de temps augmente.
En outre, on constate que la prise en compte de différentes tailles d’éléments finis ou de
matériaux élastiques (b1 = m) a un effet positif sur la stabilité.
Il est également important de souligner que, d’un point de vue industriel, la configuration
b1 = 1 représente le pire cas d’utilisation de la méthode BLG pour coupler le schéma CAA
avec le schéma CD, nous indiquant la limite de stabilité ΩB,crit à adopter pour un m fixe.
Dans la Figure 3.9, les principales valeurs propres sont tracées dans le plan complexe pour
le cas du couplage CAA/CD avec un rapport de pas de temps fixe m = 20. Tant que les
valeurs propres restent dans le cercle unitaire, tracé en pointillés et en vert, caractérisé
par son centre [0; 0] et un rayon égal à 1, les algorithmes de couplage GC, GCacc et BGL
restent stables. Dans le cas de la méthode GC, on constate que les positions des valeurs
propres complexes conjuguées partent du point droit du cercle unitaire, à la position [1; 0],
correspondant au cas avec le petit pas de temps. Puis, à mesure que le pas de temps
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Figure 3.6 – Module des fréquences propres
de la matrice d’amplification pour l’oscillateur
partitionné dans le cas de la méthode BLG,
lors du couplage des schémas CAA et CD avec
différents rapports de pas de temps m et b1 = 1.

augmente, en gardant le rapport de pas de temps m constant, les positions des valeurs
propres pour la méthode GC décrivent des branches circulaires, avec le point central [0; 0],
depuis le point de départ [1; 0] jusqu’au point final, proche de [−1; 0]. Les deux branches
liées aux deux valeurs propres principales liées à la méthode GC forment un cercle fermé.
Une branche circulaire reste à l’intérieur du cercle unitaire tandis que l’autre branche
sort du cercle unitaire, vers des valeurs réelles négatives inférieures à −1, indiquant la
limite de stabilité pour une certaine valeur du pas de temps. Afin de visualiser la limite
de stabilité, ΩB,crit est représenté sur la Figure 3.9 avec un point bleu pour la méthode
GC. Elle correspond à la condition CFL caractérisée par ΩB,crit = 2. Cette évolution des
valeurs propres dans le plan complexe à mesure que le pas de temps augmente correspond
à l’évolution des valeurs propres du schéma CD, décrite par exemple dans [CR08].
Dans le cas de la méthode GCacc, les principales valeurs propres complexes de l’amplification
sont représentées dans le plan complexe. Le point de départ des valeurs propres est situé près
du point [1; 0] et décrit ensuite deux branches circulaires pour finalement former un cercle
fermé, proche du point final du cercle unitaire [−1; 0]. À partir d’un certain pas de temps, les
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Figure 3.7 – Module des fréquences propres
de la matrice d’amplification pour l’oscillateur
partitionné dans le cas de la méthode BLG,
lors du couplage des schémas CD et CD avec
différents rapports de pas de temps m et b1 =
m.

valeurs propres principales complexes bifurquent et deviennent toutes deux réelles. Après la
bifurcation, une valeur propre réelle se dirige vers le centre du cercle tandis que l’autre sort
du cercle unitaire, ce qui indique la limite de stabilité de l’algorithme de couplage. Le cercle
fermé dans le plan complexe obtenu avec la méthode GCacc est très similaire à celui obtenu
avec le schéma de différence centrale seul [CR08]. Pour le schéma CD, la limite de stabilité
correspond à la condition CFL ΩB,crit = 2. Comme les valeurs propres liées à l’algorithme
de couplage GCacc décrivent avec précision le cercle unitaire, on peut conclure que la
méthode de couplage GCacc n’entraîne pas d’amortissement numérique, contrairement à
la méthode GC et à la méthode BLG proposée. Néanmoins, nous traçons également la
limite de stabilité, indiquée par un point dans la Figune 3.9. Elle correspond à la valeur
ΩB,crit = 0.2385, montrant une forte diminution de la limite de stabilité de l’algorithme de
couplage GCacc. Pour un rapport de pas de temps m = 100, les deux branches circulaires
décrites par les valeurs propres complexes sont représentées sur la Figure 3.10. La limite
de stabilité, indiquée par un point, est à nouveau réduite par rapport au cas m = 20, avec
une valeur ΩB,crit = 0, 048. En conséquence, bien que l’algorithme de couplage GCacc ait
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Figure 3.8 – Evolution de la limite de stabilité ΩB,crit en fonction du ratio entre les pas de
temps m.

des propriétés très intéressantes en termes d’amortissement numérique, la forte réduction
de la limite de stabilité lorsque le rapport des pas de temps augmente est prohibitive pour
son utilisation dans les problèmes de couplage hétérogène à plusieurs pas de temps.
Dans le cas de la méthode BLG, les valeurs propres décrivent d’abord, comme pour la
méthode GC et la méthode GCacc, des cercles fermés, du point de départ [1; 0] au point
d’arrivée proche de [0; 1], appartenant au cercle unitaire. Ensuite, les valeurs propres
décrivent un second cercle, plus petit que le précédent, avec des valeurs propres sortant du
cercle unitaire, indiquées par le point rouge pour lequel la limite de stabilité est égale à
ΩB,crit = 1, 93, donc légèrement inférieure à la condition CFL. Globalement, en comparant
les positions des valeurs propres des méthodes GC et BLG, on constate que les cercles
fermés liés aux deux méthodes sont proches l’un de l’autre. Néanmoins, dans la première
partie de la branche circulaire, du point de départ [1; 0] au point [0; 1], on peut observer que
les branches circulaires de la méthode BLG semblent plus proches du cercle unitaire que
les branches circulaires de la méthode GC. Cela semble indiquer que la méthode BLG est
meilleure que la méthode GC en termes d’ordre de précision et de propriétés de conservation
de l’énergie. Ces observations seront confirmées dans la suite du paragraphe. Pour évaluer
plus précisément les différences en termes de limite de stabilité entre les méthodes BLG,
GCacc et GC, les ΩB,crit sont résumés dans le Tableau 3.1 pour le couplage CAA/CD et
pour deux rapports de pas de temps, m égal à 20 et 100. Dans le cas précédent de m = 20,
les limites de stabilité ΩB,crit sont différentes pour les trois méthodes : GC ΩB,crit = 2,
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GCacc ΩB,crit = 0.2385 et BLG ΩB,crit = 1, 93. En augmentant le rapport des pas de temps
m, on constate que ΩB,crit pour la méthode BLG tend vers la condition CFL ΩB,crit = 2.
Cela est confirmé par la Figure 3.10 avec le rapport de pas de temps m = 100. On constate
que le deuxième cercle fermé est plus petit dans le cas m = 100 que dans le cas m = 20.
Ainsi la limite de stabilité ΩB,crit, indiquée par le point rouge, tend vers la condition CFL :
Ici, comme déjà donné dans le Tableau 3.1, nous avons BLG ΩB,crit = 1.99.
Comme le montre le Tableau 3.1, la méthode GC permet de conserver la condition CFL dans
le cas du couplage CAA/CD comme démontré dans [Gra00]. La première méthode, appelée
précédemment GCacc, montre une réduction drastique de la limite de stabilité lorsque le
rapport des pas de temps m augmente. Néanmoins les valeurs propres décrivent exactement
le cercle unitaire, présentant des caractéristiques intéressantes en termes d’ordre de précision
et d’amortissement numérique, au prix d’une réduction prohibitive de la limite de stabilité.
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Figure 3.9 – Evolution des valeurs propres principales de la matrice d’amplification dans le
plan complexe pour les méthodes BGL et GC, lors du couplage des schémas CAA et CD pour
m = 20.
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3.3. Analyse de la cohérence et de la stabilité d’un oscillateur partitionné

m = 20 m = 100
ΩB,crit GC 2 2
ΩB,crit BLG 1,93 1,99
ΩB,crit GCacc 0,2385 0,048

Tableau 3.1 – Résumé de ΩB,crit pour les trois méthodes étudiées pour le couplage des schémas
CAA et CD pour m = 20 et m = 100.
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Figure 3.10 – Evolution des valeurs propres principales de la matrice d’amplification dans le
plan complexe pour les méthodes BGL et GC, lors du couplage des schémas CAA et CD pour
m = 100.

3.3.3 Erreur de troncature locale

L’erreur de troncature locale τ̄n est définie comme suit :

τ̄n = AX̄(tn)− X̄(tn+1) (3.116)

où X̄(tn) et X̄(tn+1) sont les solutions exactes du vecteur d’état à l’instant tn et tn+1 et
A reste la matrice d’amplification (3.114) étudiée dans la section précédente. L’erreur de
troncature locale s’écrit : τ̄n = αhAk

+O(hAk+1
), avec α une constante et k la puissance

du terme principal de l’erreur de troncature locale. La puissance k correspond à la pente
de l’erreur de troncature dans un graphique log-log.
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Avec le couplage GC, la Figure 3.11 donne l’erreur de troncature locale pour m = 20

pour différentes quantités telles que le déplacement, la vitesse, l’accélération, pour les
sous-domaines A et B. A partir de la Figure 3.11, les ordres de précision liés aux différentes
quantités sont donnés ci-dessous :

τ̄A
u = O(hA4

) τ̄A
u̇ = O(hA3

) τ̄A
ü = O(hA2

) (3.117)

τ̄B
u = O(hA4

) τ̄B
u̇ = O(hA3

) τ̄B
ü = O(hA2

) (3.118)

Le plus petit ordre de précision lié aux différentes quantités fournit la puissance k du
premier terme de l’erreur de troncature locale. On peut donc conclure que la puissance
du terme principal des accélérations est égale à 2, ce qui donne une erreur de troncature
locale d’ordre 2 pour la méthode GC. On note que l’ordre de précision de τ̄n ne dépend
pas de m dès que m > 2 [GR97 ; Hug83].
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Figure 3.11 – Erreurs de troncature locales τ̄ de l’oscillateur partitionné, pour différentes
quantités (déplacement, vitesse, accélération pour les deux sous-domaines), dans le cas de la
méthode GC couplant les schémas CAA et CD avec un rapport de pas de temps m = 20.

Avec le couplage BLG, les erreurs de troncature locales en termes de déplacement, de vitesse
et d’accélération sont représentées sur la Figure 3.12. L’identification des pentes donne :

τ̄A
u = O(hA4

) τ̄A
u̇ = O(hA3

) τ̄A
ü = O(hA4

) (3.119)

τ̄B
u = O(hA4

) τ̄B
u̇ = O(hA3

) τ̄B
ü = O(hA4

) (3.120)
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3.3. Analyse de la cohérence et de la stabilité d’un oscillateur partitionné

Il ressort que les erreurs de troncature locales en termes d’accélération présentent un ordre
de précision égal à 4, au lieu d’un ordre égal à 2 dans le cas de la méthode GC. Les erreurs
de troncature locales en termes de vitesse régissent l’ordre de précision de l’erreur de
troncature locale égale à 3 dans le cas de la méthode BLG qui est d’un ordre supérieur à la
méthode GC : τ̄n = O(hA3

). La méthode BLG permet donc de gagner un ordre de précision.
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Figure 3.12 – Erreurs de troncature locales τ̄ de l’oscillateur partitionné, pour différentes
quantités (déplacement, vitesse, accélération pour les deux sous-domaines), dans le cas de la
méthode BLG couplant les schémas CAA et CD avec un rapport de pas de temps m = 20.

L’étude de l’erreur de troncature locale permet de déterminer la convergence et l’ordre de
convergence grâce au théorème d’équivalence de Lax [Smi91]. Selon le théorème d’équi-
valence de Lax, une méthode est convergente d’ordre k si la méthode est stable et que
la puissance du terme principal de l’erreur de troncature locale est égale à k + 1. Par
conséquent, lorsque le rapport des pas de temps m est supérieur à 2, la méthode BLG est
convergente d’ordre 2 par rapport à la méthode GC convergente d’ordre 1. La deuxième
équation de contrainte, à savoir la continuité de l’accélération à l’interface au dernier
micro pas de temps, améliore l’ordre de convergence pour la méthode BLG. Dans la suite,
l’étude des erreurs globales permettra de vérifier ces résultats.

3.3.4 Amortissement algorithmique et allongement de la période

L’étude de la convergence comprend également l’étude de l’allongement de la période
et de l’amortissement numérique avec la fréquence angulaire réduite exprimée comme
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suit : Ω =
√

kA+kB

mA+mBh
A = ωhA. Le système est considéré comme un oscillateur SDOF avec

amortissement pour identifier l’amortissement numérique [Hug83]. En conséquence, les
principales valeurs propres conjuguées complexes de la matrice d’amplification peuvent
être exprimées comme [Hug83 ; GR97 ; Bon+08 ; Bru+15] :

λ1,2 = e−ξ̄ω̄hA±iω̄hA

(3.121)

où ξ̄ est le rapport d’amortissement numérique et ω̄ la fréquence angulaire numérique. Sur la
base de Eq. (3.121), le rapport d’amortissement numérique peut être donné comme [GR97] :

ξ̄ = − ln|λ1,2|
|ϕ| (3.122)

où ϕ est l’angle numérique ϕ = arg(λ1,2). La Figure 3.13 représente l’évolution du rapport
d’amortissement numérique ξ̄ en fonction de Ω pour la méthode BLG et un rapport de pas
de temps m = 20. Afin d’obtenir l’ordre de précision du rapport d’amortissement numérique,
la pente de la courbe dans un diagramme log-log est calculée entre deux macro-pas de temps
proches : ln(ξ(hA

2 ))−ln(ξ(hA
1 ))

ln(hA
2 )−ln(hA

1 )
. L’ordre de précision obtenu pour la méthode BLG est ξ̄ = O (Ω3)

pour tout rapport de pas de temps m par rapport à ξ̄ = O (Ω) pour la méthode GC.
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Figure 3.13 – Rapport d’amortissement numérique ξ̄ de l’oscillateur partitionné pour le
couplage des schémas de Newmark CAA et CD avec un rapport de pas de temps m = 20.
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3.3. Analyse de la cohérence et de la stabilité d’un oscillateur partitionné

L’allongement de la période est donné par [GR97] :

T̄ − T

T
=

Ω

ϕ
− 1 (3.123)

Où T̄ est la période numérique et est définie comme suit : T̄ = 2π
ω̄

.
La Figure 3.14 montre l’ordre de précision de l’allongement de la période de la méthode
BLG et GC T̄−T

T
= O(Ω2). Les schémas de Newmark CAA et CD sont tous deux d’ordre

2 [Hug83]. Ainsi, comme la méthode GC, la méthode BLG conserve l’ordre de précision
de l’allongement de la période des schémas CAA et CD.
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Figure 3.14 – Allongement de la période T̄−T
T de l’oscillateur partitionné pour le couplage des

schémas de Newmark CAA et CD avec un rapport de pas de temps m = 20.

En résumé, l’étude de la méthode BLG sur un oscillateur SDOF partitionné permet
de conclure sur l’ordre de convergence de la méthode. En effet, plusieurs configurations
variées ont permis d’illustrer la limite de stabilité de la méthode en traçant le rayon
spectral en fonction de la fréquence angulaire réduite du sous-domaine CD explicite B.
Comme la méthode GC, la méthode s’avère conditionnellement stable dans le cas du
couplage CAA/CD, avec une limite de stabilité très proche de la condition CFL liée au
sous-domaine B lorsque m augmente. De plus, l’étude de la matrice d’amplification a mis
en évidence des ordres de précision plus élevés en termes d’erreur de troncature locale
et d’amortissement numérique que la méthode GC dont le principal inconvénient est son
ordre de précision égal à 1. Cela permet de conclure sur le second ordre de précision et
de convergence de la méthode BLG, ce qui constitue une amélioration par rapport au
premier ordre de précision de la méthode GC.
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3.3.5 Erreur globale

Le but ici est d’évaluer les ordres de précision des quantités totales par les méthodes de
couplage avec les schémas de Newmark : CAA et CD dans une configuration comprenant
plusieurs échelles de temps (m > 1). L’ordre de précision est calculé pour le déplacement,
la vitesse et l’accélération. L’étude porte dans un premier temps sur la méthode GCacc puis
la méthode BLG est comparée à la méthode GC originale [Gra00]. L’équation d’équilibre
de l’oscillateur non amorti sans forces externes est donnée dans Eq. (3.47). Un déplacement
initial est imposé au moment initial : u(0) = u0. La vitesse initiale est supposée égale à
0 : u̇(0) = 0. Le rapport b1 est égal à 1, correspondant à une hypothèse de même taille
pour les éléments finis couplés. Les valeurs numériques des masses et des rigidités des deux
sous-domaines sont les suivantes : MA = 1 ·10−6 kg, KA = 1 ·104 Nm−1 et MB = 1 ·10−6 kg,
KB = 1·104 Nm−1. A partir de ces valeurs, le pas de temps critique est égal à hB

crit = 2·10−5s.
La fréquence angulaire du système est : ω = 1 ·105rad s−1 = ωA = ωB. Le temps final de la
simulation de vibration libre est presque égal à trois fois la période : Tf ≈ 3T = 2 · 10−4s.
Les ordres de convergence des méthodes de couplage à pas de temps multiples sont
déterminés en calculant l’erreur relative des quantités d’intérêt, c’est-à-dire les déplacements,
vitesses et accélérations des deux sous-domaines.
Le problème de l’oscillateur SDOF a une solution analytique pour le déplacement, la
vitesse et l’accélération définis comme suit :

uref (t) = u0 cos (ωt)

u̇ref (t) = −u0ω sin (ωt)

üref (t) = −u0ω
2 cos (ωt)

(3.124)

Les valeurs calculées par les méthodes à pas de temps multiples dans le temps sont ensuite
comparées aux valeurs analytiques pour obtenir les erreurs relatives. Les erreurs relatives
sont calculées au dernier pas de temps de la macro-échelle t = Tf exprimées comme :

erru =
|u(Tf )− uref (Tf )|

uref (Tf )

erru̇ =
|u̇(Tf )− u̇ref (Tf )|

u̇ref (Tf )

errü =
|ü(Tf )− üref (Tf )|

üref (Tf )

(3.125)

Les ordres de précision des méthodes de couplage à pas de temps multiples sont obtenus en
calculant les erreurs relatives (3.125) pour une gamme de valeurs. La fréquence angulaire
réduite pour le sous-domaine macro A, définie comme ΩA = ωAhA, est calculée pour
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3.3. Analyse de la cohérence et de la stabilité d’un oscillateur partitionné

une gamme de valeurs du pas de temps hA ∈ [10−7; 10−6] s. Par conséquent, la fréquence
angulaire réduite pour le sous-domaine micro B ΩB = ωBhB varie également sur une
plage de valeurs car le pas de temps micro hB dépend de hA car étant défini comme
hB = hA

m
. En outre, le pas de temps micro hB doit satisfaire la condition CFL du schéma

CD : hB < hB
crit. Enfin, tracer les erreurs relatives (déplacement, vitesse, accélération)

en fonction de la fréquence angulaire réduite permet de vérifier les ordres de précision
en identifiant la pente des courbes dans un tracé log-log.

Etude de la méthode GCacc
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Figure 3.15 – Erreurs relatives des déplacements pour la méthode de couplage GCacc utilisant
les schémas CAA et CD avec des pas de temps multiples
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Figure 3.16 – Erreurs relatives des vitesses pour la méthode de couplage GCacc utilisant les
schémas CAA et CD avec des pas de temps multiples
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Figure 3.17 – Erreurs relatives des accélérations pour la méthode de couplage GCacc utilisant
les schémas CAA et CD avec des pas de temps multiples

Enfin, les Figures (3.15-3.17) permettent de conclure que le second ordre de précision
des schémas d’intégration temporelle de Newmark (CAA & CD) est préservé avec la
méthode GCacc pour les deux sous-domaines. La méthode GCacc conserve un ordre de
précision de plus que la méthode GC.
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Etude de la méthode BLG
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Figure 3.18 – Erreurs relatives des déplacements pour les méthodes de couplage GC et BLG
utilisant les schémas CAA et CD avec des pas de temps multiples
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Figure 3.19 – Erreurs relatives des vitesses pour les méthodes de couplage GC et BLG utilisant
les schémas CAA et CD avec des pas de temps multiples
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Figure 3.20 – Erreurs relatives des accélérations pour les méthodes de couplage GC et BLG
utilisant les schémas CAA et CD avec des pas de temps multiples

Le deuxième ordre de précision des schémas d’intégration temporelle de Newmark (CAA &
CD) est conservé grâce à la méthode BLG pour les deux sous-domaines, comme le montre
les Figures (3.18-3.20). Il est important de confirmer que la méthode GC ne converge
qu’au premier ordre pour les trois quantités cinématiques. La méthode BLG gagne donc
un ordre de convergence par rapport à la méthode GC.

3.3.6 Pseudo-norme énergétique et bilan énergétique

Le bilan énergétique pour deux sous-domaines ayant déjà été défini dans la partie 3.2.2.2,
cette partie commence directement par la définition de la pseudo-énergie. La propriété de
stabilité peut également être étudiée avec la méthode de la pseudo-énergie. Cette méthode
a été proposée par Hughes [Hug87] afin de démontrer la condition de stabilité des schémas
mixtes, combinant des schémas implicites et explicites. La méthode de couplage est stable
si la pseudo-énergie de l’interface est égale ou inférieure à zéro. L’équation d’équilibre de
la pseudo-énergie discrète pour le schéma de Newmark dans un domaine est donnée par :[

1

2
ÜTAÜ+

1

2
U̇TKU̇

]m
0

=
1

h
[U̇m]

T [fm]−
(
γ − 1

2

){
[Üm]

TA[Üm]
}

(3.126)

avec A = M +
(
β − γ

2

)
h2K.

L’équation discrète du bilan pseudo-énergétique est étendue au cas de deux sous-domaines
A et B, en considérant le pas de temps macro hA et une série de pas de temps mi-
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3.3. Analyse de la cohérence et de la stabilité d’un oscillateur partitionné

cro hB, sur un pas de temps macro hA. Un terme supplémentaire, correspondant à
l’énergie d’interface, apparaît en raison de la condition cinématique utilisant les multi-
plicateurs de Lagrange ; l’équation discrète du pseudo-bilan énergétique sur un pas de
temps macro hA est donnée par :

∆EA
kin,m +∆EA

int,m +
m∑
j=1

{
∆EB

kin,j +∆EB
int,j

}
= · · ·

∆EA
ext,m +

m∑
j=1

∆EB
ext,j +∆EA

diss,m +
m∑
j=1

∆EB
diss,j +∆Einterface

(3.127)

La pseudo-énergie d’interface [Bru+15] est exprimée comme suit :

∆Einterface =− 1

hA

[U̇m]
AT {

LT
A[Λm]

}
· · ·

−
m∑
j=1

{
1

hB

[U̇j]
BT {

LT
B[Λj]

}} (3.128)

Les ordres de précision pour la pseudo-énergie d’interface et l’énergie d’interface, définie
par l’équation (3.38), sont calculés pour l’oscillateur non amorti sans forces externes dans
Eq. (3.47), avec les mêmes paramètres présentés dans l’erreur globale dans la section
3.3.5. Comme le montre la Figure 3.21, les ordres de précision de la pseudo-énergie
d’interface et de l’énergie d’interface gagnent également un ordre avec la méthode BLG
par rapport à la méthode GC.
L’erreur de pseudo-énergie est définie comme le rapport entre le maximum de la valeur abso-
lue de la pseudo-énergie et le maximum de la valeur absolue de l’énergie mécanique initiale.

erreur pseudo energie =
max(|∆Einterface|)

max(|∆Ekin +∆Eint|)
(3.129)

L’erreur du bilan énergétique est définie en suivant la définition de l’erreur pseudo-
énergétique :

erreur du bilan energetique =
max(|∆Winterface|)

max(|∆Wkin +∆Wint|)
(3.130)

Après avoir déterminé l’ordre de précision, l’évolution de l’énergie d’équilibre en fonction
du temps fournit des informations sur la dissipation numérique à l’interface générée par
les méthodes de couplage GC et BLG. L’étude de cas porte sur le couplage d’un schéma
de Newmark implicite (CAA) et d’un schéma de Newmark explicite (CD). Trois différents
pas de temps micro avec le même rapport de pas de temps m = hA

hB = 20 sont choisis
pour illustrer l’intérêt de la méthode :
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Figure 3.21 – Erreurs relatives du bilan énergétique et de la pseudo-énergétique pour les
méthodes de couplage GC et BLG utilisant les schémas CAA et CD avec des pas de temps
multiples

— hB = 0.1 · hB
crit = 2 · 10−6s et hA = 4 · 10−5s

— hB = 0.01 · hB
crit = 2 · 10−7s et hA = 4 · 10−6s

— hB = 0.005 · hB
crit = 1 · 10−7s et hA = 2 · 10−6s

Le sous-domaine B a un pas de temps micro respectant la condition CFL comme hB <

hB
crit avec hB

crit = 2 · 10−5.
Le bilan énergétique non conservatif est égal à l’énergie d’interface Winterface calculée
par le travail des multiplicateurs de Lagrange comme indiqué dans Eq. (3.38). L’énergie
d’interface est représentée pour différents cas sur la Figure 3.22. Pour la méthode GC,
l’énergie d’interface diminue avec le temps. C’est moins le cas pour la méthode BLG,
pour laquelle l’énergie d’interface est globalement décroissante mais avec des oscillations
positives dans certains cas. La méthode BLG a une dissipation d’énergie globalement plus
faible que la méthode GC au temps final t = 1 · 10−4. Le Tableau 3.2 reprend les énergies
d’interface au temps final pour les différents cas. On peut noter que la méthode BLG
entraîne moins de dissipation d’énergie que la méthode GC, surtout lorsque les pas de
temps sont petits. En effet, pour le plus petit pas de temps considéré dans le Tableau 3.2
(hB = 1 · 10−7s), la dissipation d’énergie est réduite d’un facteur de 35.
L’avantage de la méthode BLG en termes de réduction de la dissipation d’énergie par
rapport à la méthode GC peut être étudié plus en détail avec une simulation plus longue.
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3.3. Analyse de la cohérence et de la stabilité d’un oscillateur partitionné

Winterface,BLG Winterface,GC

hB = 2 · 10−6s -3820 J -5700 J
hB = 2 · 10−7s -242.01 J -2582.75 J
hB = 1 · 10−7s -39.75 J -1385.43

Tableau 3.2 – Résumé de Winterface pour les méthodes BLG et GC pour différents micro pas
de temps au temps t = 1 · 10−4s.
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Figure 3.22 – Énergies d’interface pour les méthodes de couplage GC et BLG utilisant les
schémas CAA et CD pour différents micro pas de temps (hB), avec le rapport de pas de temps
m = 20.

Une simulation 10 fois plus longue est considérée : Tf ≈ 30T = 2 · 10−3s. Le rapport de pas
de temps m reste égal à 20 et le pas de temps micro est égal à hB = 0.005 · hB

crit (plus petit
pas de temps dans le Tableau 3.2). L’énergie de l’interface normalisée par le maximum
de l’énergie est étudiée pour les méthodes GC et BLG. L’énergie relative d’interface est
le rapport entre l’énergie d’interface et l’énergie mécanique initiale :

Erreur relative energie interface(t) =
∆Winterface(t)

max(|∆Wkin(t) + ∆Wint(t)|)
(3.131)

L’amélioration apportée par la méthode BLG en termes d’énergie est mise en évidence
sur la Figure 3.23 avec une différence remarquable au temps final Tf = 2 · 10−3s. En
fait, l’énergie d’interface relative de la méthode BLG au moment final est égale à 0.07,
tandis que celle de la méthode GC est égale à 0.96.
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Figure 3.23 – Énergie relative d’interface pour les méthodes de couplage GC et BLG utilisant
les schémas CAA et CD avec hB = 1 · 10−7s et un rapport de pas de temps m = 20.

3.4 Comportement du déplacement à l’interface

Les conditions limites utilisées par les méthodes GC et BLG imposent la continuité des
vitesses ou de l’accélération sur l’échelle fine en temps. De ce fait, le comportement du
déplacement à l’interface n’est pas imposé. Afin d’étudier ce déplacement à l’interface,
l’erreur relative (3.132) associée au déplacement à l’interface du sous-domaine A et du sous-
domaine B pour chaque macro pas de temps est tracée pour un couplage implicite/explicite
ayant un rapport de pas de temps m = 20 et un micro pas de temps hB = 1 · 10−7s. Le
temps de simulation est étendu pour étudier la dissipation numérique des méthodes : il
est de tfinal = 1 · 10−2 s, c’est à dire 5000 macro pas de temps réalisés.

um,err =
uA
m − uB

m

uA
m

(3.132)

La Figure 3.24 présente l’erreur relative du déplacement associée à chaque méthode de
couplage. L’erreur relative du déplacement obtenue par la méthode GC est positive, et
après la première oscillation, est globalement décroissante pour se stabiliser autour d’une
erreur relative proche de 3 · 10−3 L’erreur relative du déplacement obtenue par la méthode
BLG oscille autour de la valeur 0. Cette erreur est plus importante pour la méthode GC
que pour la méthode BLG avec la présence d’un léger déphasage entre les deux résultats.
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Figure 3.24 – Erreur relative du déplacement à l’interface entre les deux sous-domaines pour
les méthodes de couplage GC et BLG utilisant les schémas CAA et CD avec hB = 1 · 10−7s et un
rapport de pas de temps m = 20.

En complément de la Figure 3.24, les déplacements du sous-domaine B, correspondant
à l’échelle de temps micro, sont tracés dans la Figure 3.25 pour les deux méthodes GC
et BLG comparés aux déplacements théoriques (3.124). La figure 3.25 met en évidence
l’amortissement numérique de la méthode GC au cours du temps avec un déplacement
tendant vers 0. Ce comportement explique la convergence des erreurs pour la méthode GC
vers une valeur donnée en Figure 3.24. Le déplacement calculé par la méthode BLG est
aussi représenté dans la Figure 3.25. Un amortissement numérique est également observé
par rapport aux résultats théoriques. Cependant, le déplacement calculé par la méthode
BLG est beaucoup moins amorti que celui calculé par la méthode GC.

103

Cette thèse est accessible à l'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2023ISAL0055/these.pdf 
© [Y. Le Nôtre], [2023], INSA Lyon, tous droits réservés



Chapitre 3. Nouvelle approche de résolution multi-échelles en temps pour la dynamique
précise au second ordre

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012

time in s

-1

-0.5

0

0.5

1

d
is

p
la

c
e
m

e
n
t 
in

 m
reference

BLG

GC

Figure 3.25 – Comparaison du déplacement du sous-domaine B pour les méthodes GC et
BLG avec le déplacement théorique

Il est à noter que le problème modélisé ici est un couplage de deux oscillateurs harmo-
niques multi-échelle en temps. La comparaison de l’erreur relative du déplacement et du
déplacement par rapport aux résultats théoriques montre les avantages notables de la
méthode BLG par rapport à la méthode GC.

3.5 Conclusion

Un intégrateur temporel asynchrone hétérogène précis au second ordre, appelé méthode
BLG, a été présenté en renforçant la continuité cinématique au pas de temps fin. Il
s’agit d’une version améliorée de la méthode GC, précise seulement au premier ordre.
La méthode BLG permet de coupler n’importe quel intégrateur temporel de Newmark
et est précise au second ordre avec des pas de temps différents. Les deux méthodes sont
basées sur la continuité de la vitesse au pas de temps fin, mais la méthode BLG suppose
une continuité de l’accélération au lieu d’une continuité de la vitesse au dernier pas de
temps fin sur le pas de temps grossier.
Les caractéristiques en termes de stabilité, de précision, de dissipation numérique et
d’allongement de la période liées à l’algorithme proposé sont examinées par le biais
de l’étude des propriétés spectrales de la matrice d’amplification liée à un oscillateur
partitionné. L’étude détaillée des cas de couplage implicite/explicite et explicite/explicite
à plusieurs pas de temps a montré que la méthode BLG offre des propriétés de stabilité
analogues à celles de la méthode GC, avec l’avantage décisif d’être plus précise d’un
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3.5. Conclusion

ordre de grandeur. En outre, l’inconvénient de la méthode GC concernant la dissipation
d’énergie est atténué grâce à la méthode BLG. Comme la méthode BLG est basée sur
la continuité cinématique au pas de temps fin, des applications prometteuses devraient
être explorées en remplaçant la méthode GC par la nouvelle méthode BLG dans divers
problèmes couplés multi-physiques et multi-échelles, éventuellement non-linéaires. Plusieurs
types d’applications potentielles sont attendues avec la méthode BLG. Elles vont des
problèmes non-linéaires d’interaction sol-structure, à la dynamique structurelle avec des
contacts frottants pendant un tremblement de terre de longue durée, en passant par des
problèmes complexes d’interaction fluide-structure dans les réacteurs nucléaires.
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4
Co-simulation implicite-explicite de modèle
tridimensionnel d’un bloc réacteur simplifié

Ce dernier chapitre présente un démonstrateur de co-simulation entre les logiciels Code Aster
et Europlexus. Le développement du démonstrateur découle d’un besoin industriel présenté
dans cette partie. La stratégie de développement pour faire communiquer les deux logiciels
est présentée. Ensuite, le modèle tridimensionel utilisé pour la simulation ainsi que les
hypothèses choisies sont expliqués. Enfin, les résultats obtenus par méthode de co-simulation
sont comparés à ceux obtenus intégralement en implicite ou explicite sans méthode de co-
simulation. Les méthodes de co-simulation multi-échelles utilisées sont la méthode GC et la
méthode BLG.
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Chapitre 4. Co-simulation implicite-explicite de modèle tridimensionnel d’un bloc
réacteur simplifié
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4.1. Problématique industrielle

4.1 Problématique industrielle

La justification des matériaux et géométries utilisés pour les structures composant le bloc
réacteur nécessite la réalisation de simulations dynamiques de modèles éléments finis. Ces
modélisations sont réalisées sur les logiciels Ansys [23], Systus [Apa23], LS-Dyna [Ans23]
et Europlexus [alt23b].

Lors de ces simulations, le bloc réacteur est soumis à différentes sollicitations extrêmes
telles que des chutes d’avions, des séismes, ou encore des ruptures de tuyauteries. Dans le
cas des séismes, les durées simulées peuvent être de plusieurs dizaines de secondes. Lors de
la simulation des réponses du bloc réacteur sous sollicitations extrêmes, les mouvements de
réponses lents du bloc réacteur peuvent engendrer l’apparition des phénomènes non-lisses
de dynamique rapide tels que des contacts impactant et glissements entre pièces ainsi que
de la plasticité locale. Afin de bien prendre en compte de tels phénomènes, et de faciliter
les convergences des calculs, des échelles de discrétisation en temps et en espace très fines
doivent être considérées. Cependant, cela a pour conséquence l’augmentation des temps
de calculs et donc du temps de réalisation des études d’ingénieries.

Pour la résolution des problèmes de dynamique plus lente, tel que le balancement de
l’enveloppe de cœur, l’usage d’algorithme d’intégration temporelle implicite est privilégiée.
L’avantage de cette méthode réside principalement dans son inconditionnelle stabilité en
pas de temps lors de la résolution de système linéaire. En plus de cela, les phénomènes
intervenant dans des problèmes de dynamiques lentes possèdent des échelles caractéris-
tiques de discrétisation plus grossières. L’inconditionnelle stabilité du schéma d’intégration
implicite combinée à la simulation de phénomènes de dynamiques lentes permet l’usage
d’une discrétisation spatiale et temporelle grossière. Cette méthode est donc adaptée pour
des calculs simulant une durée physique longue de structures linéaires à dynamique lente,
et non de la simulation de dynamique rapide modélisant des phénomènes non-réguliers
tels que ceux présent dans les modèles de blocs réacteurs.

La résolution des problèmes de dynamique rapide, telle que la simulation numérique d’im-
pacts, passe le plus souvent pas l’usage d’un algorithme explicite. Le principal avantage
d’une telle méthode réside dans son absence de besoin de convergence itérative rendant
ce schéma d’intégration temporelle propice à la simulation de problème intégrant des
non-linéarités non-régulières. L’usage de schéma d’intégration temporelle explicite impose
également l’usage d’un pas de temps d’intégration inférieur au pas de temps critique de
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réacteur simplifié

résolution minimal pour l’ensemble de l’espace discrétisé. Ce pas de temps minimal étant
directement proportionnel à la taille minimale de la discrétisation spatiale, la nécessité
d’une discrétisation fine dans les zones de non-linéarités non-régulières implique l’usage
d’un pas de temps d’intégration très fin. La combinaison d’une discrétisation spatiale et
temporelle fine a pour conséquence des temps de résolution importants (de l’ordre de
plusieurs jours). Cette méthode est donc adaptée pour des calculs simulant une durée
physique courte et non des séismes de plusieurs dizaines de secondes.

En définissant plusieurs sous-espaces simulés soit à l’aide d’une méthode de résolution
d’intégration temporelle implicite ou explicite, la méthode de co-simulation permet de
s’affranchir des limites inhérentes à l’usage de ces schémas d’intégration temporelle en les
faisant communiquer entre eux à l’aide d’un coupleur. La localisation des non-linéarités
non-régulières permet la définition d’un sous-domaine restreint au voisinage de celles-ci.
Une discrétisation spatiale et temporelle fine ainsi qu’une intégration temporelle explicite
nécessaire à la simulation de la dynamique rapide peuvent alors y être considérées. D’autre
part, le sous-domaine restant traitera de la dynamique lente des structures linéaires. Une
discrétisation spatiale et temporelle grossière ainsi qu’une intégration temporelle implicite
peuvent alors y être utilisées. Ainsi, les limitations inhérentes au traitement numérique
de la dynamique rapide sont donc partiellement levées et des écarts importants entre les
échelles de temps de résolutions propres aux sous domaines peuvent coexister.

La méthode de co-simulation s’applique donc parfaitement au cas du bloc réacteur du fait
de la présence de phénomènes localisés non-linéaires multi-échelles en espace et en temps
(contact non-linéaire, interaction fluide-structure, interaction sol-structure, etc) et de celles
de sollicitations extrêmes de longue durée telles que lors d’un séisme. Le principal avantage
offert est la réduction du temps de calcul global par discrétisation fine localement et d’une
discrétisation plus grossière pour la majorité restante de la structure. Un autre avantage
réside dans l’imposition de l’amortissement structurel sur les sous-domaines implicites afin
de ne pas contraindre à nouveau le pas de temps critique des sous-domaines explicites.
En effet, dans le cas du schéma de la différence centrée avec prise en compte des forces
d’amortissement visqueuses avec la matrice de Rayleigh, il a été démontré que le pas de
temps critique est réduit par la présence de l’amortissement haute fréquence [BLM00]
(voir le paragraphe 2.3.1).

Ce chapitre est consacré à la présentation du démonstrateur implicite/explicite pour
la co-simulation d’une sollicitation extrême de type séisme sur un modèle de bloc ré-
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acteur simplifié.

4.2 Calcul tridimensionnel implicite/explicite pour un

Bloc réacteur simplifié

Cette section présente les différentes étapes nécessaires au développement d’un démonstra-
teur de la méthode de co-simulation dans un environnement industriel par l’utilisation
de logiciels dédiés à chaque sous-domaine pour la résolution du problème dynamique. La
première étape pour réaliser un calcul dynamique est la construction d’un modèle 3D
comprenant un maillage associé et incluant des hypothèses simplificatrices. Ensuite, deux
calculs de références sont réalisés à l’aide de méthode d’intégration temporelle implicite
du logiciel Code Aster [Fra23] et explicite du logiciel Europlexus [alt23b]. Les calculs
réalisés sont par la suite comparés au calcul réalisé à l’aide de la méthode de co-simulation
couplant les deux logiciels Code Aster et Europlexus. Enfin, une analyse entre les différentes
méthodes de calcul est présentée en expliquant les limites de notre modèle.

4.2.1 Présentation du modèle 3D

Comme expliqué en introduction de ce manuscrit 4.1, concernant les calculs effectués au
sein de la section DTIMRD de l’entreprise Framatome, on cherche à minimiser les temps
de calculs tout en fournissant des résultats représentatifs des phénomènes d’intérêts. C’est
la raison pour laquelle l’utilisation d’éléments finis de type poutre, coque, super-éléments,
masse ponctuelle, ressort et amortisseur est préférée.
Les méthodes de co-simulation étant plus adaptées au traitement des maillages éléments
finis volumique 3D, un maillage en élément fini de type hexaèdre représentatif d’un modèle
de bloc réacteur simplifié a été construit. Pour ce faire, la construction du maillage
tridimensionnel a été réalisée sur le logiciel Cast3m [alt23a], illustré par le schéma présent
sur la Figure 4.1 avec une géométrie simplifiée illustrée en Figure 4.2. La géométrie
finale comporte plusieurs éléments : l’enveloppe de cœur, la cuve, les six tubulures et
les 4 clés radiales et leurs supports.
Un maillage hexaédrique structuré composé d’éléments CUB8 [alt23a] est obtenu à partir
du logiciel Cast3m. Le maillage complet ainsi qu’une coupe verticale sont présentés au
sein de la Figure 4.4 et de la Figure 4.5 respectivement.
Plusieurs géométries et interfaces ont été modifiées. Les tubulures sont modélisées afin
d’éviter d’appliquer directement les excitations sismiques sur des noeuds de la cuve.
Cette partie fait la jonction entre la cuve et le génie civil sur lesquels sont appliqués les
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CAST3M

Maillage
.mgib ou .med

Salome Meca
- Code Aster EUROPLEXUSCoupleur

Création fichier .comm

Figure 4.1 – Chaîne de calculs finale

Clé radiale

Cuve
Enveloppe de Coeur

Tubulaire

Figure 4.2 – Modélisation simplifiée du bloc réacteur, vue en coupe

excitations sismiques. La géométrie des tubulures, qui était originellement cylindrique, n’a
pas d’importance significative dans la transmission des efforts vers le reste de la structure
et a donc été simplifiée par des pavés droits. Le contact entre l’enveloppe de coeur et la
cuve a été simplifié comme le montre la Figure 4.5. Dans cette modélisation, ces deux
parties sont liées et encastrées au niveau de l’interface présentée sur cette même Figure
4.5. Enfin, les clés radiales et leurs supports sont modélisés avec quelques simplifications
concernant la position de certaines coordonnées afin d’optimiser le maillage et d’obtenir
un maillage compatible. La Figure 4.6 montre le jeu présent entre les deux solides. Ce jeu
reprend les efforts tangentiels permettant ainsi de limiter le balancement de l’enveloppe
de coeur par rapport à la cuve. Le contact entre ces deux solides est modélisé dans notre
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Figure 4.3 – Vue 3D du maillage complet composé d’éléments héxaèdres

modèle. Il y a 2 zones de contact par clé radiale soit 8 zones de contact pour la structure
globale comportant 4 clés radiales. La taille des mailles composant ces clés radiales impacte
directement la taille des mailles de l’enveloppe de coeur par leurs éléments communs à
l’interface afin d’assurer la compatibilité des maillages. Ce critère, la compatibilité des
maillages, influe également sur la taille des mailles de la cuve. Le modèle total est composé
de 96546 noeuds, soit 65835 éléments hexaèdres.
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Figure 4.4 – Vue de coupe du maillage complet

Figure 4.5 – Zoom sur la partie encastrée reliant l’enveloppe de coeur à la cuve
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Figure 4.6 – Vue de dessus pour une clé radiale

4.2.2 Présentation des logiciels utilisés

Lors de la simulation de calculs de bloc réacteur sous sollicitation extrême telle que le séisme,
des impacts sur la cuve sont induits pas les mouvements lents de balancement de l’enveloppe
de cœur au niveau des clés radiales. Les problèmes de contact sont habituellement discrétisés
finement et résolus par un logiciel de dynamique rapide. Cette méthode d’intégration
temporelle est adéquate pour la zone sujette au contact mais surdimensionnée pour le
reste de la structure. C’est la raison pour laquelle une méthode de co-simulation est
privilégiée. Les logiciels utilisés pour simuler le comportement du bloc réacteur simplifiés
sont : Europlexus [alt23b] pour les zones comprenant les contacts (clés radiales) et Code
aster [Fra23] pour le reste de la structure.

4.2.2.1 Code Aster

Code Aster est un logiciel libre de calcul par éléments finis, développé par le groupe EDF
(Électricité de France) et diffusé depuis 2001 [Dur]. Ce logiciel permet de réaliser des simula-
tions numériques en mécanique des structures, en thermique, en acoustique, en écoulement
de fluides, en électromagnétisme et en couplage multi-physique. Le logiciel originellement
développé en langage Fortran est depuis quelques années mis à jour avec un portage des
fonctions vers le langage Python pour faciliter la lecture et la compréhension du code source.
De plus, le récent développement d’un "container" facilite grandement l’installation et le
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développement du Code Aster. En effet, le "container" permet de créer un environnement
disposant de toutes les conditions nécessaires au bon fonctionnement du logiciel.
Code Aster dispose d’une grande communauté d’utilisateurs et de développeurs, ce qui
permet de bénéficier d’un support technique de qualité et d’une documentation abon-
dante. Il est également intégré à la suite logicielle Salomé-Meca, qui offre une interface
graphique conviviale pour la préparation des modèles, l’exécution des simulations et la
visualisation des résultats.
En utilisant Code Aster, il est possible de résoudre des problèmes complexes dans de
nombreux domaines de l’ingénierie, tels que la conception de structures, l’optimisation de
pièces mécaniques, la simulation de procédés industriels, la modélisation de phénomènes
physiques complexes, etc.

4.2.2.2 Europlexus

Europlexus est un logiciel de simulation sous licence, issu de la fusion des codes Plexus,
Eurodyn et Plexis-3C, développé par le CEA (Commissariat à l’énergie atomique et aux
énergies alternatives) et le JRC (Joint Research Centre) depuis 2013. Il est conçu pour
l’analyse de phénomènes transitoires rapides, tels que la dynamique des structures et
l’interaction fluide-structure. La discrétisation spatiale se base sur des méthodes éléments
finis, de volumes finis, d’éléments spectraux et de particules SPH (Smoothed Particle
Hydrodynamics). Pour l’intégration en temps, le logiciel utilise une méthode explicite.
Le calcul dynamique est non-linéaire en termes de géométrie (grands déplacements et
rotations) et de matériaux. Il propose une bibliothèque de modèles de matériaux, allant
du verre aux métaux en passant par les polymères, qui prend en compte les domaines
plastiques et les dommages.
En utilisant Europlexus, il est possible de résoudre des problèmes d’interaction fluide-
structure et de dynamique rapide tels que des impacts, des chocs, des explosions et des
propagations d’ondes, pour finalement calculer les conséquences de ces phénomènes sur
des structures complètes.

La gestion des contacts est modélisée sur le logiciel Europlexus. Europlexus dispose de
plusieurs modèles de contact : la méthode du contact glissant et la méthode Pinball.

Méthode du contact glissant
La méthode du contact glissant (ayant comme mot clé GLISS) concerne des lignes (2D) ou
des surfaces (3D). Cette méthode, développée par Hallquist et Benson [HGB85 ; BH90], est
basée sur la détection du contact "maître/esclave". Cette technique calcule le "gap" entre
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les noeuds "esclaves" et les surfaces "maîtres" afin de vérifier si il y a interpénétration.
La définition des surfaces "maître" et "esclave" influence les résultat obtenus. Il existe
en effet plusieurs configurations, référencées dans la littérature [BY93], pour lesquelles
les contacts ne sont pas détectés. Les forces de contacts sont calculées par la méthode
des multiplicateurs de Lagrange dans Europlexus.

Méthode Pinball
La méthode Pinball (ayant pour mot clé PINB) a été développée par Belytschko et
O’Neil [BN91]. Cette méthode simplifie les détections de contact et d’interpénétration,
par rapport aux méthodes de ligne et de surface glissantes, en associant à chaque élé-
ment une sphère (Pinball).
Les conditions de contact telles que le calcul du gap et l’interpénétration sont directement
calculées sur les sphères ce qui réduit considérablement les étapes de l’algorithme. L’in-
terpénétration se calcule facilement en mesurant la distance entre les sphères. Si celle-ci
est inférieure à la somme de leurs rayons alors il y a interpénétration :

d < R1 +R2 (4.1)

avec d la distance entre le centre de deux éléments, R1 et R2 respectivement les rayons
des éléments 1 et 2. Si une interpénétration entre des éléments est détectée, les efforts de
contact sont appliqués au système par la méthode des multiplicateurs de Lagrange ou la
méthode de la pénalité en imposant une relation sur les vitesses. Cette méthode repose sur
la définition de la sphère. Le rayon de la sphère est défini de deux manières différentes :

— Le rayon de la sphère comprend tous les noeuds de l’élément,

— Le rayon de la sphère est calculé afin d’obtenir un volume équivalent de l’élément
fini.

Ces deux définitions posent des problèmes de détection spatiale pour des éléments irréguliers
et déformés et pour les éléments ayant de très faibles épaisseurs (poutre, plaque, barre).
Belytschko et Yeh [BY93] ont proposé une amélioration de l’algorithme Pinball. Afin
d’améliorer la précision de la détection spatiale en cas de détection d’interpénétration, une
méthode consiste à subdiviser le PINBALL initial, nommé PINBALL parent (de niveau
0), en deux PINBALLs plus petits appelés PINBALLs descendants (de niveau 1).
Cette subdivision est répétée jusqu’à ce qu’il n’y ait plus d’interpénétration détectée entre
les descendants. Pour améliorer la précision de la détection spatiale, il est important de
choisir judicieusement le niveau de fragmentation des PINBALLs, tout en veillant à ne
pas réduire excessivement le pas de temps. Cette approche est recommandée dans [Cas02].
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La méthode de contact choisie pour la modélisation du contact entre les clés radiales
est la méthode PINBALL. Ce choix s’appuie sur la détection des interpénétrations plus
pertinente. La fragmentation des PINBALL est fixée à 1. Ce choix est un compromis
entre pertinence des résultats et temps de calcul.

4.2.3 Présentation de la stratégie de co-simulation

L’objectif industriel de cette thèse est la création d’un démonstrateur pour la co-simulation.
Pour réaliser ce couplage implicite-explicite dans un milieu industriel, il faut choisir
un logiciel modélisant chaque partie. Le logiciel Code Aster a été choisi pour simuler
la partie implicite de la géométrie présentée dans la Figure 4.7a. Quant à la partie
explicite représentée par la Figure 4.7b, elle est simulée par le logiciel Europlexus. Un code
extérieur, appelé dans le suite du chapitre "coupleur", est nécessaire pour communiquer
les informations d’un logiciel à l’autre.

4.2.3.1 Communication entre Code Aster, Europlexus et le coupleur

La communication entre les logiciels avec le coupleur est assurée par un mécanisme de
type tubes, aussi appelé "pipe". Les tubes sont majoritairement utilisés sous UNIX ou
LINUX. Ce procédé permet de passer outre la sauvegarde temporaire sur le disque dur des
données et de directement les envoyer en mémoire des processus concernés. Ce transfert
est effectué par des fichiers nommés, de tailles nulles, ouverts lors du premier appel du
coupleur pour devenir des tubes. Chaque logiciel dispose de deux fichiers tubes propres
permettant des échanges d’informations dédiés. Le nombre de tubes par processus est
de deux car le transfert d’information est unidirectionnel. Chaque côté du tube entre le
coupleur et le logiciel est soit ouvert en écriture, soit en lecture. La lecture du tube a pour
effet de détruire l’information qui y est stockée, un seul processus peut lire les données
stockées par le tube. De plus, il convient de noter que la lecture d’un tube peut entraîner
un blocage, c’est-à-dire que le processus de lecture sera mis en attente si aucune donnée
n’est disponible. Cette caractéristique permet de synchroniser les processus, les processus
de lecture étant synchronisés avec les processus d’écriture.

4.2.3.2 Procédures effectuées sur Code Aster et Europlexus

Les logiciels Code Aster et Europlexus construisent les matrices de masse M (2.14) et de
raideur K (2.18) directement à partir des maillages fournis en entrée et des caractéristiques
matériaux. Les flèches dessinées en pointillées rouges sur la Figure 4.8 représentent les
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(a) Maillage concerné par le sous-domaine 1 (b) Maillage concerné par le sous-domaine 2

(c) Maillage complet composé des deux sous-domaines

Figure 4.7 – Répartition du maillage complet en 2 sous-domaines distincts

principaux échanges entre le coupleur et les logiciels Code Aster et Europlexus. Les matrices
de condensation HE et HI (3.32) sont construites en fonction des matrices de masses
effectives M̃ (3.20) propres aux deux sous-domaines calculées à partir des paramètres des
schémas de Newmark choisis γ et β, ainsi que des pas de temps relatifs à chacun des
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sous-domaines. Seules les valeurs des quantités relatives aux noeuds se situant au niveau
de l’interface des sous-domaines sont envoyées au coupleur. Par souci d’optimisation des
temps de calcul, la décomposition L.U. des opérateurs H est effectuée au début et une fois
pour toute. La matrice H−1 ne varie pas en fonction du temps, elle est donc stockée pour
être utilisée par la suite dans le calcul des multiplicateurs de Lagrange. Les deux logiciels
réalisent la simulation en parallèle sans prendre en compte les forces d’interface entre
les sous-domaines, puis le coupleur résout le problème condensé à l’interface Eq. (2.104)
permettant de calculer les forces d’interface, ce qui permet de compléter finalement les
quantités. Le second membre b est construit à partir des vitesses libres (3.32) envoyées
par Code Aster et Europlexus. Code Aster n’envoie que les vitesses libres sur l’échelle
macroscopique, une interpolation linéaire est ensuite réalisée par le coupleur pour assurer
la continuité des vitesses sur l’échelle microscopique du sous-domaine explicite simulé par
Europlexus. Les forces d’interface, c’est-à-dire issues des multiplicateurs de Lagrange, sont
calculées à chaque micro pas de temps à partir de la décomposition L.U. des opérateurs
d’interfaces HE et HI , ainsi que le vecteur b. Ces forces sont ensuite transmises aux noeuds
d’interfaces afin d’assurer la continuité et de calculer les quantités sur chaque sous-domaine
provenant des efforts d’interface. Les différents échanges entre les logiciels et le coupleur,
ainsi que les opérations réalisées à chaque étape sont résumés dans la Figure 4.8.
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Figure 4.8 – Co-simulation avec les logiciels Code Aster et Europlexus pour la méthode GC

La co-simulation avec la méthode BLG suit globalement la même architecture que celle
présentée par la Figure 4.8. La modification s’opère à deux endroits : lors de la réception
des opérateurs H en définissant un nouvel opérateur Hacc (3.46) et lors de la réception
des quantités libres du coupleur envoyées par les logiciels. Pour le dernier pas de temps de
l’échelle microscopique entre deux pas de temps macroscopique, les accélérations libres sont
envoyées à la place des vitesses libres. Ce processus est décrit dans la Figure 4.9 ci-dessous.
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Figure 4.9 – Modification dans le coupleur pour effectuer la méthode BLG

4.2.4 Application numérique

4.2.4.1 Description du modèle

La co-simulation entre les logiciel Code Aster et Europlexus est réalisée sur la géométrie
divisée en deux-sous domaines présentée dans la Figure 4.7c. Le sous-domaine (SD)
implicite, en Figure 4.7a, est résolu par le logiciel Code Aster en utilisant un schéma
d’intégration temporelle de Newmark (schéma CAA). Le sous-domaine (SD) explicite, en
Figure 4.7b, est résolu par le logiciel Europlexus par un schéma d’intégration temporelle
explicite (schéma CD). Le nombre de degrés de liberté (ddl) et les pas de temps utilisés
pour chacun des sous-domaines sont indiqués dans le Tableau 4.1. Le choix de fixer le
micro pas de temps et de faire varier le macro pas de temps n’influe pas sur la présence de
dissipation d’énergie à l’interface. En effet, augmente le macro pas de temps va diminuer
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la précision et peut créer un déphasage des résultats obtenus. Cependant, les schémas
d’accélérations moyennes (CAA) sont par définition inconditionnellement stables, ce qui
permet d’assurer la non présence d’amortissements numériques.

SD explicite SD implicite Interface
ddl 7728 282744 1320
Pas de temps 2 · 10−6 s m · 2 · 10−6 s -

Tableau 4.1 – Pas de temps h et degrés de liberté associés à chaque sous-domaine

Les propriétés matériaux pour les deux sous-domaines sont choisies de manière arbitraire
et correspondent à un acier "standard" :

— La masse volumique ρ = 7800 kgm−3

— Le module de Young E = 210 · 109 Pa

— Le coefficient de Poisson ν = 0.3

Le modèle tridimensionnel est étudié suivant deux analyses : une analyse modale et
une analyse temporelle.

Analyse modale
Une analyse modale est réalisée afin d’étudier les fréquences propres du modèle. Ces résul-
tats sont nécessaires à l’analyse des résultats temporels pour comprendre si des fréquences
propres sont mises en résonance par le chargement utilisé. L’analyse modale est effectuée
avec le logiciel Code Aster par l’opérateur "CALC_MODES". Cet opérateur résout l’équa-
tion (4.2) pour trouver les valeurs propres ω et les modes propres X du système étudié.

(
K− ω2M

)
X = 0 (4.2)

Cet opérateur donne pour résultat une liste classée par ordre croissant des fréquences
propres du système.

Analyse temporelle
Le chargement extérieur pour cette simulation correspond à un chargement sismique. Les
spectres d’accélérogramme fournis sont illustrés sur les Figures 4.10a, 4.10b et correspondent
à des sollicitations horizontales.
Le chargement sismique peut être imposé au modèle de deux manières différentes :

— En calculant l’effort équivalent en chacun des noeuds avec la force définie comme :

F = −Mγ∆ (4.3)
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Chapitre 4. Co-simulation implicite-explicite de modèle tridimensionnel d’un bloc
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Figure 4.10 – Sollicitation sismique horizontale
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4.2. Calcul tridimensionnel implicite/explicite pour un Bloc réacteur simplifié

avec F le vecteur des forces sismiques, M la matrice de masse, γ l’accélération du
séisme et ∆ le vecteur donnant la direction du séisme (x, y ou z). Dans cette situation,
qui correspond à la situation classique d’un calcul sismique, les quantités obtenues
sont exprimées dans un repère relatif au sol et les forces extérieures sismiques résultent
de la mise en mouvement des masses du modèle avec le séisme.

— En appliquant directement les accélérations provenant du séisme aux noeuds en
contact avec le sol. Dans cette situation, les quantités obtenues sont exprimées dans
un référentiel absolu en pilotant directement les quantités imposées au cours du
temps. Dans un code explicite, on peut imposer les accélérations ou les vitesses.

La deuxième modélisation est celle utilisée pour appliquer le séisme à la structure com-
plète. Les accélérations sont imposées plutôt que les vitesses. Cela permet d’utiliser les
accélérogrammes fournis directement, sans avoir à intégrer les signaux en temps.
Ce choix d’imposer les accélérations s’appuie sur la facilité d’implémentation proposée
par Europlexus sur les sous-domaines explicites.

Figure 4.11 – Noeuds soumis aux sollicitations sismiques

La validation des résultats provenant de la co-simulation implicite-explicite passe par une
comparaison avec un calcul de référence réalisé par Europlexus. Le calcul de référence
utilise le même pas de temps 2 · 10−6 s et est réalisé pour une durée simulée de 4 secondes.
Pour vérifier la validité des résultats, un observateur est placé (voir Figure 4.12) sur
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Chapitre 4. Co-simulation implicite-explicite de modèle tridimensionnel d’un bloc
réacteur simplifié

la géométrie et sert d’indicateur de comparaison. L’observateur est un noeud nommé.
Le déplacement est la quantité cinématique observée pour l’observateur 1 se trouvant
dans la zone explicite proche du contact.

Observateur 1

Figure 4.12 – Observateur 1 placé au niveau d’une des clés radiales

4.2.4.2 Résultats numériques

L’analyse modale effectuée sur la géométrie complète permet de connaître les premières
valeurs propres du système, elles sont notées dans le Tableau 4.2. Les premières déformées
de ces valeurs propres sont représentées dans les Figures 4.13 et 4.14.

Mode Fréquence propre (Hz)
1 17.7Hz
2 17.7Hz
3 25.86Hz
4 25.86Hz
5 38.49Hz
6 38.49Hz

Tableau 4.2 – Premières fréquences propres issues de l’analyse modale
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4.2. Calcul tridimensionnel implicite/explicite pour un Bloc réacteur simplifié

(a) Déformée modale du mode 1 (b) Déformée modale du mode 2

(c) Déformée modale du mode 3

Figure 4.13 – Déformées modales du bloc réacteur

Le modèle prenant en compte uniquement les parties cylindriques de la cuve et de l’en-
veloppe de cœur, la plaque de fond support n’a pas été prise en compte. C’est la raison
principale pour laquelle les modes de coques présentent des fréquences propres inférieures
à celle du mode de balancement. En ce qui concerne le mode de balancement en air
de l’enveloppe de cœur, il manque uniquement la masse du fond support. Quand bien
même cette masse est omise, la fréquence du mode de balancement de cœur est proche
de celle obtenue à la suite de multiples essais réalisés en air par le passé. Dans la dy-
namique du bloc réacteur, la prise en compte de l’interaction fluide-structure entre la
cuve et l’enveloppe de cœur joue un rôle de premier ordre. Ainsi, une des améliorations
du modèle serait d’ajouter la modélisation de la présence d’eau dans l’espace annulaire.
Pour se faire de multiples modélisations peuvent être envisagées telles que des masses
ajoutées, des mailles acoustiques, etc. Une fois l’influence de l’eau ajoutée dans le mo-
dèle, la fréquence propre du balancement de cœur devrait descendre sous la dizaine de hertz.
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Chapitre 4. Co-simulation implicite-explicite de modèle tridimensionnel d’un bloc
réacteur simplifié

(a) Déformée modale du mode 4 (b) Déformée modale du mode 5

(c) Déformée modale du mode 6

Figure 4.14 – Déformées modales du bloc réacteur

Les excitations sismiques utilisées comme chargement pour l’analyse temporelle sont aussi
étudiées dans le domaine fréquentiel afin d’anticiper les résultats de l’analyse temporelle.
Par la méthode des transformées de Fourier, l’excitation initialement exprimée dans le
domaine temporel est visualisée dans le domaine fréquentiel. Plusieurs pics d’énergie sont
présents, comme observé sur la Figure 4.15. L’énergie fournie par les excitations suivant
la direction x prédomine sur celle suivant la direction y. Les pics sont aux fréquences
suivantes : 2.4Hz, 2.6Hz, 3Hz. Plus largement, les fréquences sollicitées par ces excitations
sismiques se trouvent dans la plage de fréquence [0; 8] Hz. La fréquence de balancement
de l’enveloppe de coeur est sensé être à 8Hz. Cependant, aucune fréquence propre du
modèle 3D du bloc réacteur simplifié ne risque de rentrer en résonance compte tenu des
simplifications apportées et expliquées dans le paragraphe ci-dessus. La mise en résonance
d’une des fréquences propres de l’enveloppe de coeur ou de la cuve aurait des répercussions
directes, accompagnées de risques de concentration de contraintes.
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4.2. Calcul tridimensionnel implicite/explicite pour un Bloc réacteur simplifié
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Figure 4.15 – Transformée de Fourier des sollicitations sismiques

La Figure 4.16 trace le déplacement de l’observateur 1 en fonction du temps pour un
rapport de pas de temps m = 4000 entre l’échelle implicite et explicite. Le déplacement
obtenu par une simulation complète Europlexus est tracée pour comparaison (résultat
de référence). On constate que la réponse prédite par la co-simulation est amortie aux
niveaux des pics de réponse. Par contre, la réponse prédite par la co-simulation ne semble
présenter qu’un déphasage très faible par rapport aux résultats de référence.
Sur la Figure 4.17, différents rapports de pas de temps sont explorés et comparés aux
résultats de référence provenant du calcul complet Europlexus pour le déplacement en-
registré en l’observateur 1. Plus le rapport de pas de temps m devient grand et plus les
pics de réponse obtenus sont amortis. Ce résultat général était attendu car la méthode de
couplage multi-échelles génère une dissipation à l’interface. Pour des grands rapports de
pas de temps m = 5000 ou m = 10000, les différences aux pics deviennent importantes.
Dans la pratique du calcul sismique, il faut aussi noter que de tels rapports entre les
pas de temps ne seront pas utilisé car cela conduit à des pas de temps dans le logiciel
implicite de l’ordre de 20ms, ce qui paraît trop grand pour un calcul sismique implicite
qui adopte généralement des pas de temps de l’ordre de quelques millisecondes afin de
représenter correctement fréquences du signal sismique [Peg01].
La figure 4.17 est agrandie en début de simulation (voir figure 4.18) afin de visualiser le
déplacement pour tous les rapports de pas de temps m. Les résultats présentés sont pour
un temps de simulation très courts, la raison est expliquée dans la section 4.2.4.3. Pour
ce temps de simulation très court, de légers écarts supérieurs à la solution de référence
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Chapitre 4. Co-simulation implicite-explicite de modèle tridimensionnel d’un bloc
réacteur simplifié

Figure 4.16 – Evolution du déplacement de l’observateur 1 au cours du temps pour m = 4000

apparaissent à mesure que le rapport de pas de temps augmente. Pour le rapport de pas
de temps m = 10000, un écart plus important est visible. Cet écart est marqué par une
perte d’amplitude comparé aux autres rapport de pas de temps représentés.
Le bilan énergétique pour un calcul réalisé par la méthode de co-simulation pour un
rapport de pas de temps m = 4000 est représenté sur la Figure 4.19. La dissipation de
l’énergie à l’interface, représentée par la Figure 4.20 et calculée selon l’Equation (3.131),
en fin de simulation représente 3.5% du bilan énergétique. Cette dissipation est liée au
rapport entre les échelles de temps m. Il serait intéressant d’effectuer la même simulation
avec un rapport de pas de temps plus petit pour la même durée de calcul simulée.
Cette dissipation d’énergie se retrouve également dans la réponse de l’observateur 1 d’un
point de vue fréquentiel illustré sur Figure 4.21. Toutes les fréquences sont retranscrites
sauf aux alentours de 15Hz. De plus, les amplitudes sont plus faibles pour le résultat
provenant de la co-simulation. Ces résultats expriment à la fois la dissipation énergétique
à l’interface provenant de l’algorithme de couplage et de l’effet de distorsion en fréquence
provenant du pas de temps grossier du sous-domaine implicite.
Cet exemple d’utilisation de la méthode de co-simulation présente le principal avantage de
cette méthode en réduisant considérablement le temps de calcul d’une même simulation.
En effet, lors d’une simulation du modèle de la maquette soumise à une excitation sismique
de 4 secondes avec un rapport de pas de temps entre les deux sous-domaine m = 10000, le
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4.2. Calcul tridimensionnel implicite/explicite pour un Bloc réacteur simplifié

Figure 4.17 – Evolution du déplacement de l’observateur 1 au cours du temps pour différents
rapports de pas de temps m

temps CPU est réduit de 2 fois, comme indiqué dans la Figure 4.22. D’après cette Figure,
il est observable que la majeure partie du temps de calcul est consacrée au sous-domaine
explicite dans le calcul implicite-explicite. Ainsi, l’effort numérique est focalisé sur ce
sous-domaine sans compromettre la qualité des résultats. La stratégie de co-simulation
implicite-explicite proposée permet donc d’accélérer le temps de résolution pour ce cas
d’application. Elle permet en effet de réduire les coûts de calcul tout en garantissant une
précision de calcul élevée dans les zones d’intérêt, notamment les zones de contact. D’après
notre retour d’expérience, le gain obtenu en terme de temps de calcul est proportionnel au
temps de calcul simulé. La simulation du chargement sismique complet de 15 secondes
offrirait un gain en temps plus important.
Enfin, la comparaison des temps de calcul entre un calcul complet explicite et une co-
simulation en présence d’amortissements haute fréquence, comme dans le cas de la matrice
visqueuse de Rayleigh proportionnelle à la matrice de raideur, serait bien plus avantageuse
pour la stratégie de co-simulation proposée. En effet, dans cette situation, le pas de
temps critique du calcul complet explicite est drastiquement réduit, d’un facteur pouvant
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Chapitre 4. Co-simulation implicite-explicite de modèle tridimensionnel d’un bloc
réacteur simplifié

Figure 4.18 – Evolution du déplacement de l’observateur 1 au cours du temps pour différents
rapports de pas de temps m pour un temps simulé plus court

Figure 4.19 – Bilan énergétique de la co-simulation pour m=4000
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4.2. Calcul tridimensionnel implicite/explicite pour un Bloc réacteur simplifié

Figure 4.20 – Evolution de l’erreur relative de l’énergie d’interface en fonction du temps pour
m = 4000
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Figure 4.21 – Transformée de Fourier du déplacement de l’observateur 1

atteindre 100, alors que le pas de temps explicite de la co-simulation ne serait pas touché
en introduisant l’amortissement haute fréquence uniquement dans le Code Aster.

4.2.4.3 Limitation technique

Le développement et les calculs sont développés sur un ordinateur portable. Le développe-
ment sur une machine en local permet d’avoir une version figée des logiciels Europlexus
et Code Aster et d’avoir plus de flexibilité pour effectuer des modifications. Cependant,
effectuer des calculs sur une machine portable peut également entraîner des limitations.
La principale limitation rencontrée concerne la mémoire allouée par le logiciel Code Aster.
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Figure 4.22 – Comparaison des temps CPU entre un calcul complet sur Europlexus et un
calcul co-simulé

En effet, avec la géométrie choisie comme sous-domaine implicite, il est possible de réa-
liser seulement 300 pas de temps implicites seulement. Une fois cette valeur excédée, le
programme s’arrête par manque de mémoire. Cette limitation technique explique le choix
d’avoir présenté des résultats pour des rapports de pas de temps m grand afin d’arriver
aux instants où les valeurs des excitations sismiques sont importantes.

4.3 Conclusion

Un démonstrateur de la méthode de co-simulation implicite-explicite est présenté dans
cette partie. Il permet de coupler les logiciels Code Aster et Europlexus d’une manière peu
intrusive. Cette démarche est définie pour ces deux logiciels, mais peut être appliquée à
d’autres logiciels. La modélisation choisie concerne la réponse dynamique d’un bloc réacteur
soumis à une sollicitation sismique. Le modèle est composé d’un maillage élément fini
volumique 3D provenant d’une simplification des géométries de la cuve et de l’enveloppe
de coeur composant le bloc réacteur. Un calcul effectué par le logiciel Europlexus sert de
référence afin de valider les résultats obtenus par la co-simulation. Les résultats obtenus
sont globalement corrects, l’utilisation de la co-simulation avec des différences importantes
entre les différentes échelles de temps du modèle (m = 10000) amortit les réponses. La
dissipation énergétique, pour un rapport de pas de temps m = 4000, représente 3.5%

de l’énergie totale du système. Un rapport de pas de temps m plus petit offrirait une
dissipation énergétique plus faible.
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4.3. Conclusion

Le modèle utilisé ici ne comporte pas d’amortissement. La prochaine étape est la quan-
tification de l’amortissement numérique comparé aux amortissements de Rayleigh. En
effet, il serait pertinent de savoir si la dissipation énergétique induite par ces méthodes
de co-simulation sont négligeables pour des simulations longues comme des séismes (une
dizaine de secondes). Le gain en temps de calcul sera beaucoup plus marqué dans cette
configuration car l’amortissement serait appliqué sur le sous-domaine implicite permettant
ainsi de conserver le pas de temps critique propre à la condition de CFL pour le sous-
domaine explicite.

D’autre part, 50% du temps de calcul est consacré au coupleur (figure 4.22). Plusieurs
optimisations sont envisageables à ce niveau (échange des données, lectures et écritures
sur disque, solveur correspondant à l’opérateur de condensation H) afin d’obtenir un
gain CPU supplémentaire.

135

Cette thèse est accessible à l'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2023ISAL0055/these.pdf 
© [Y. Le Nôtre], [2023], INSA Lyon, tous droits réservés



Chapitre 4. Co-simulation implicite-explicite de modèle tridimensionnel d’un bloc
réacteur simplifié

136

Cette thèse est accessible à l'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2023ISAL0055/these.pdf 
© [Y. Le Nôtre], [2023], INSA Lyon, tous droits réservés



5
Conclusions et perspectives

5.1 Conclusions

Cette thèse propose une nouvelle méthode de co-simulation à pas de temps asynchrone
permettant de s’attaquer à la problématique de l’augmentation des temps de calculs
de simulation intégrant des phénomènes multi-échelles spatiaux et temporels de plus
en plus fins. A l’heure de la sobriété numérique, développer des moyens permettant de
réduire les temps de calcul, et donc in fine la consommation électrique des ordinateurs
et/ou des serveurs de calcul, est une direction de recherche justifiée de bien des points
vus. Une telle direction de recherche répond à une problématique éthique de réduction
d’impact environnemental, mais répond également à des besoins industriels de réduction
des temps de réalisation des études. De même, à l’heure de la légifération des impacts
du numériques sur l’environnement, taxes supplémentaires telle que la taxe GAFA, la
réduction des temps de calcul s’inclue également dans une démarche d’anticipation de
taxe supplémentaire potentielle.
A cela vient s’ajouter les enjeux actuels concernant les justifications de plus en plus
poussées des centrales nucléaires. Les éléments composant les centrales nucléaires sont
dimensionnés pour résister à des conditions extrêmes d’utilisation telles que des séismes,
des crashs d’avion ou encore des ruptures de tuyauterie. Or, les normes sur les seuils de
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Chapitre 5. Conclusions et perspectives

tolérances liés à ces éléments sont régulièrement mises à jour, impliquant ainsi l’utilisation
de modélisations de plus en plus fines et donc de temps de calcul plus importants. Ainsi,
l’obtention de méthodes de calculs permettant la réduction du temps de simulation permet
également d’augmenter la qualité et la précision des résultats fournis tout en conservant
des temps de calculs compatibles avec les contraintes industrielles.

Le développement d’un démonstrateur de co-simulation implicite/explicite multi-échelle
en temps dans le cadre de cette thèse démontre la faisabilité de la réduction des temps de
calculs et s’inscrit donc pleinement dans la problématique évoquée.

Le développement du démonstrateur passe premièrement par la compréhension des phéno-
mènes physiques en jeu lors de ces incidents extrêmes par l’étude de la réponse dynamique
d’une structure. Il est possible d’étendre ces méthodes aux calculs multi-échelles en temps
par les intégrateurs temporels hétérogènes asynchrones. L’intérêt de ces méthodes réside
dans la capacité à diviser une structure en plusieurs sous-domaines, chacun comportant
leur propre méthode de résolution et leur propre échelle de temps. Concrètement, les
zones d’impact et de non-linéarités sont regroupées dans le même sous-domaine tandis
que le reste de la structure, comportant des parties plus régulières, est regroupé dans
un sous-domaine. Les zones de contact sont résolues par des algorithmes explicites. Le
reste de la structure est résolu par des algorithmes implicites permettant ainsi d’avoir
des pas de temps plus grands grâce aux propriétés de stabilité inconditionnelle de ces
schémas d’intégration temporelle. Plusieurs méthodes existent pour résoudre ces méthodes
multi-échelles en temps dont la méthode GC.

Basée sur la méthode GC, une nouvelle méthode multi-échelle en temps est proposée,
la méthode BLG. Les deux approches reposent sur la continuité de la vitesse au pas de
temps fin. En revanche, la méthode BLG requiert une continuité de l’accélération plutôt
qu’une continuité de la vitesse pour le dernier pas de temps fin correspondant au pas de
temps grossier. Cette nouvelle méthode est étudiée afin de déterminer ses propriétés. Par
une analyse spectrale de la matrice d’amplification liée à un oscillateur partitionné, les
caractéristiques de stabilité, de précision, de dissipation numérique et d’allongement de
période sont étudiées pour des cas de couplage implicite/explicite et explicite/explicite.
La méthode BLG converge avec un ordre en plus que la méthode GC, ce qui permet de
conserver l’ordre de convergence des schémas de Newmark. Par conséquent, la dissipation
d’énergie liée à l’utilisation de la méthode GC est atténuée avec la méthode BLG. La
nouvelle méthode est conditionnellement stable contrairement à la méthode GC qui est

138

Cette thèse est accessible à l'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2023ISAL0055/these.pdf 
© [Y. Le Nôtre], [2023], INSA Lyon, tous droits réservés



5.2. Perspectives

inconditionnellement stable si chaque sous-domaine respecte ses conditions de stabilité.

Enfin une stratégie de co-simulation multi-échelle en temps est présentée pour répondre à
la problématique industrielle initialement posée. Plusieurs zones d’impact sont présentes
dans le bloc réacteur, entrainant la nécessité de considérer plusieurs échelles de temps. Du
fait de la complexité à modéliser l’ensemble des phénomènes multi-échelles présents dans
le bloc réacteur, le modèle de réacteur 3D a été simplifié pour seulement modéliser les
contacts entre les clés radiales qui permettent de reprendre les efforts radiaux. Parmi les
chargements externes possibles (APRP, crash d’avion et séisme), un séisme caractérisé par
des sollicitations horizontales selon les deux directions est adopté. Ce séisme est appliqué
au niveau des tubulures du bloc réacteur.

Un démonstrateur de la méthode de co-simulation dans un cadre industriel est présenté.
Cette preuve de concept réalise le couplage entre le logiciel Code Aster pour le sous-domaine
implicite et le logiciel Europlexus pour le sous-domaine explicite. Un développement consé-
quent a été nécessaire afin d’implémenter la méthode GC dans les fichiers sources de ces
deux logiciels, et de réaliser des échanges entre ces logiciels et le coupleur pour résoudre le
problème d’interface.

Les résultats présentés dans le cadre de ce travail résultent de l’utilisation de la méthode
GC pour coupler les différents domaines. Un calcul de référence explicite complet est réalisé
avec le logiciel Europlexus. L’utilisation de la méthode de co-simulation pour le modèle
étudié permet un gain en temps de calcul notable en dégradant légèrement les résultats.
En effet, les comportements globaux sont correctement représentés, mais les amplitudes
de déplacements aux pics de réponse et les hautes fréquences sont amorties. Ce résultat
s’explique par le fait que la méthode GC dissipe de l’énergie à l’interface et l’utilisation
d’un rapport entre les pas de temps des deux sous-domaines très grands (m ≥ 1000) qui
a pour effet de distordre les hautes fréquences du séisme.

5.2 Perspectives

Les avancées proposées durant ces travaux de recherche conduisent à de nouvelles perspec-
tives de développement scientifiques et industrielles :

Tout d’abord, le déploiement du démonstrateur sur une plateforme bénéficiant de moyens
techniques plus avancés permettrait de ne plus avoir la limitation du nombre de pas de
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Chapitre 5. Conclusions et perspectives

temps implicites réalisables par le logiciel Code Aster. Des rapports de pas de temps
plus cohérents (50 ≤ m ≤ 1000) pourraient être ainsi expérimentés pour des temps de
calcul simulés correspondant aux chargements (15 s) et finalement avoir une plus faible
dissipation numérique à l’interface et moins de filtration des hautes fréquences.

L’enrichissement des modèles par la prise en compte de l’amortissement dans les structures
permettraient d’avoir une modélisation plus complète. Il serait introduit par la notion
d’amortissement de Rayleigh, permettant de définir la matrice d’amortissement comme
étant une combinaison linéaire des matrices de rigidité et de masse ou simplement en
fonction de la matrice de rigidité pour filtrer uniquement les hautes fréquences provenant
de la discrétisation finie des modèles et des contacts. L’amortissement serait ajouté pour le
sous-domaine implicite afin de ne pas dégrader le pas de temps critique du sous-domaine
explicite. Des modifications seraient également à apporter aux développements effectués
sur le Code aster pour la construction de la matrice d’amortissement et la modification de
la matrice de masse effective.

Le démonstrateur actuel est également capable de coupler les logiciels avec la méthode
BLG. Cependant, il n’a pas été testé au cours de ce travail de thèse sur le modèle du bloc
réacteur simplifié. Les résultats encourageants obtenus sur le problème académique de
l’oscillateur partitionné laissent penser que cette méthode pourrait diminuer de manière
significative les erreurs à l’interface. La méthode BLG semble aussi prometteuse pour des
applications fluide-structure pour lesquelles les deux sous-domaines, solide et fluide, sont
traités avec des schémas explicites. En effet, dans cette situation, la stabilité du couplage
par la méthode BLG est quasiment identique à celle de la méthode GC avec l’avantage
important de conserver le second ordre de précision, contrairement à la méthode GC.

Les méthodes partitionnées proposées sont particulièrement appropriées pour les applica-
tions d’interaction fluide-structure car elles permettent d’assurer la stabilité du couplage
grâce au formalisme versatile des approches duales. Pour des problèmes combinant des
physiques différentes, nécessitant des approches hybrides à différentes échelles d’espace
et de temps, les méthodes de co-simulation peuvent devenir précieuses pour répondre
aux exigences industrielles.
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contact et un intégrateur implicite pour le reste de la structure. Un démonstrateur de co-simulation est développé
entre les logiciels Code Aster et Europlexus pour se rapprocher d’un développement industriel et ainsi montrer le
gain sur un modèle tridimensionnel atteignable avec ces méthodes multi-échelles en temps.
En effet, les phénomènes multi-échelles en temps présents dans le bloc réacteur sont simulés avec un intégrateur explicite et 
des petits pas de temps pour les zones de contact et un intégrateur implicite avec des gros pas de temps pour le reste de la 
structure. Un démonstrateur de co-simulation est développé entre les logiciels Code Aster et Europlexus pour se rapprocher 
d'un développement industriel et ainsi montrer le gain de performance, pour un modèle tridimensionnel de bloc réacteur, 
apporté par les approches de co-simulation multi-échelles en temps.
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