
HAL Id: tel-02269136
https://tel.archives-ouvertes.fr/tel-02269136

Submitted on 22 Aug 2019

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Croissance de fissures en interaction : étude numérique
du cas ”En passant”

Marie-Emeline Schwaab

To cite this version:
Marie-Emeline Schwaab. Croissance de fissures en interaction : étude numérique du cas ”En passant”.
Material chemistry. Université de Lyon, 2018. English. �NNT : 2018LYSE1276�. �tel-02269136�

https://tel.archives-ouvertes.fr/tel-02269136
https://hal.archives-ouvertes.fr


�� ������� ��� � 	
������	��

����� �� �����	
� �� ������	���� �� ����
������ �� ��	
 ��

��������	�
� ����� ������ ���� �

����� ���
���� ����
���	���� �
 �	
�����	���� �� ����

 ������
� �� ���
��
 !
���	����

����
�� ����	�����
 �� ����������� ��� �

������������� �������

������ �� �	�
�����	 �������

���
����� �������� �� ��	������	��

�������


����
 �� ���� ������� �� �

���� ������� ������ �� ��������� ����� ����� �������� �� ��� ��  ����!�
�	
��	� ��	���� "�#��� �� ���$������%� ����� �������� �� �����% ��  ����!�
������	 ����������� &'�����!� �� ��������� ����� ��� �� ��� �(�)'����!�
����	��� ��	����	� *��$�%%�!��� +�',��%'�� ���!�� -������ ��� � �(�)'����'��
�
	������ ���	��� "�#��� �� ���$������%� ����. *��'%���� �(�)'����'��

��� ������ *��$�%%�!�� +�',��%'�� ���!�� -������ ��� � &'�����!� �� ��/%�
������� �	������� *��$�%%�!�� 0��. ��� 0�,'��





��������

���� �� ���	
�� �

���� �� �
����� ��

���
��	����� �

� ���������� �
���	
�� ����
������ �����
�	�� �

��� ������ 	
���� ������� �������� �� ������
 ����
 �� ������� � � � � � � � � � � � �

����� ������ ������������ �� ��������� ������� �� ������� � � � � � � � � � � �

����� 	����� ��
���� ����� � ������������ ������� �� ������� � � � � � � � � �

����� ���������� ��������  ���������� !���� ��� ��"� ��������� � � � � � � � #

����$ %�����
 ������������� �� ��� �&� '����� ����������� � � � � � � � � � � � ��

����� ����������� �� ��� �	�� �����!��" ��� �(������ �� � ������� ������ )��� �*
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��$ �%& '�
	�� ��� �
��� ��	��(���	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� )����� ������( 
"���	� Θ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$

��� *�&� ������	�� �	�"��	� 	������ �	 ��� +��"�+ 	�����( ������ � � � � � � � � � �,

��# )����� �		�������� 	�-("����	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��, ������� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �#

��. &����� �� ��� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �,

���/ ������� �� �����(��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �.

���� ���'� �� ��� ���0��	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  /

���� �����"� ���"���	� ��(�� 1�� ������� ��������	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  /

��� ��	���"� 	
 ��� ��� ���� ��� �"��	"����( ������ 2	��� � � � � � � � � � � � � � �  �

���$ ������� ������� ����� '� ����� ��� 3����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   

��� ���������� ��-����	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  .

��� 4�("��� ������� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $/

�� )��� ��� 	�-("����	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $�

��$ &���-��� �	����( ���"����	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $�

��� %�5"��� 	
 ��� ������( ���������� 	� ��� �%& �����������	� ������	� � � � � � $�

��� �1	�"��	� 	
 ��� ������� ���� ��(�� 1���"� ��� ������� ��������	� � � � � � � � � � � $$

��# 4������( ��	������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $�

��. )����� θi(Δy) �1	�"��	�� 
	� 	������� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $�

���/ )����� θi(Δy) �1	�"��	�� 
	� ��������� 	1��������( ���� � � � � � � � � � � � � � $#

���� %�����
���( ��� ��1����( 
�	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $.
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 ������ ����� � � � � � � � � � � � � � � � � �/
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��� ������� ���� ����� ��� ����������� ������ ��� ����������� ������ �� ��� (Δx,Δy)
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  �

��! ������� ���� ����� �� �"#����� ����� �� ��� (Δd, α) �����$ ��%������ �� ��� �����

�&���' � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  

�� ������� ���� ����� �� �"#����� ����� �� ��� (Δd, α) ����� � � � � � � � � � � � � � �  

��( �������� �"#������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  �

��) ������� ���� ����� ��� ������� �"#������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  !

��* ��+#���� ���,�������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   

��- ��'.����� ���,�������� ���� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  )

�/ 0�'������� 1��2��� �3����'����� ��� ��'.����� ���,�������� � � � � � � � � � � �  )

�� �"#������ ��%������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  -

� ��'.����� ���,�������� 2��� ���&��� �����'��� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � (/

�� �&����� �"#������ ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (

�! 4����� ����� ��%������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (�

� ����.���� �� A 2��� ��� ������� �" ���'���& � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (!

�( ������������ ����� φ ��� d � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ( 

�) ��'����1�� ������ ����� ����������� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ((

�* �5��� �� � �������.��� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ()

�- �"#������ ����������� �� � ����� '���.' � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (*

��/ ��� ��� θk ����.���� ����� ��� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (-

��� +�3�'.' ���.����� ����� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � )/

�� ������� �"#������ ���,�������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � )�

��� "����2��� ���������� �� ��� ���.����� ��'������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � )

��! 4��������� ��'������ %� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � )�
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 �� ������ �� ��������� �� ������ ��� ��% �����
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�� ���� ��������� �� �'�����
 ����� �� 
��� �� ��� �����������( ��� ���������

�� ����
� ��������� �� ��� ��
�� ��������� &�� ����� �� ������ ����������� #�� ���������

�� )��
�� *�+ #��� �� ���������� ��� ������ ������������ ������ �� �

�����
 ����� ,����-�'��

a > b. ���������� � �
��� ���/���� �� ��$���� �� �� ����'��
 ������� σ∞� "������ ����� ���� ���

�����
� �� ��� ����������� �� �� ���#� ���� ��� ��'���� ������ �� ��� �
��� �� 
����� �� ��� ��� ��

��� �

���� ��� �� ��
���� �� ��� ����� ����� �� σmax = σ∞(1 + 2a/b) � &�� ������ �����������

����� Kt �� ���� ��$��� �� Kt = 2a/b ���� ��������� �'
�����
� �� ��������� �� ���� �
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��3
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�� � ����� ��% ��� �������� �� ������� ��$����� &�� ���� �� "����������3� ������ ��������

*4+ �

�#�� �� ����� �����$��� ������ ���
���� �� ��� ��% ���� �� �#� ����������� 
������%

������� "�

���� *5+ ��� )�#�� *6+ ���#�� ���� ������ �����
����� �� �� �� ��� ����� r−1/2� #��� r
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 �� � �� ����� ���� � ! " �#�$� % (x, y)
 %& �'! ()* � (r, θ)


'��%� #+� � &� * &�$# %"� #) #+� #�( �$�� ���
	
�!
 �%&��&, #+�  $-.(#)#�" $#��$$�/�*& �$ �%#���*-

&�/%�& '- �%�0��$ * 1���+# 2�%"#�)%$,  %&  $�# )2 (�)'*�.�&�(�%&�%# $" * �$, KI , KII  %& KIII 


�% ()* � "))�&�% #�$ #+� $#��$$ /�*& �3( %$�)% " % '� �3(��$$�&  $�
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4
√
2πr

(
5cos

θ

2
− cos

3θ

2

)
+

KII

4
√
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)
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√
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√
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√
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√
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�+� ")�5"��%#$ )2 #+� *� &�%� )�&�� )2 #+�$� �3( %$�)%$, KI , KII  %& KIII ,  �� #+� ������

��������� �	
���� ���! )2 #+� #+��� ")���$()%&�%� .)&�$ )2 2� "#���  %& O(1) �")%$# %# #��. �%

#+� �3( %$�)%! #��.$  �� $�'�$�%��* � #��.$ $�"+  $ #+� ��$#��$$ )� ')�%& �- �6�"#$  "#�%� 2 �

2�). #+� "� "7 #�( 89:


�)%$�&���%� #+ #  "� "7 " % '� &�/%�&  $ #+� *)"�$ )2  &�$")%#�%��#- �% #+� &�$(* "�.�%# /�*&

u )2  $)*�& ')&-, �# �$ �$�2�* #) &�$#�%���$+ #+� #+��� ' $�" $)*�"�# #�)% .)&�$ )2 #+� "� "7
 �+�

&�$(* "�.�%# ;�.( [u] = u+ − u− �$ #+�% &�/%�& '- #+� &�6���%"� '�#1��% #+� #1) /�*&$  "�)$$

#+� 2� "#��� $��2 "�
 <+�*� .)$# "� "7$  �� $)*�"�#�& �%&�� ").(*�3 .�3�&�.)&� *) &�%�,  %-

$#��$$ )� &�$(* "�.�%# /�*&  �)�%& #+� "� "7 #�( �$  *�%� � ").'�% #�)% )2 #+� #+��� 2)**)1�%�

.)&�$,  $ �3(��$$�& �%  � �#�$� % "))�&�% #� $-$#�. ��� ���
	
4!�

• .)&� �, )� )(�%�%�� #+� "� "7$ *�($ .)0�  1 - 2�). � "+ )#+�� �%  &���"#�)% (��(�%&�"�* �

#) #+� (* %� )2 #+� "� "7


[ux] = 0, [uy] �= 0, [uz] = 0 �	
=!

• .)&� ��, )� $*�&�%�� #+� "� "7 *�($  �� $+� ��& �% &���"#�)% )�#+)�)% * #) #+� "� "7 2�)%#


[ux] �= 0, [uy] = 0, [uz] = 0 �	
>!
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[ux] = 0, [uy] = 0, [uz] �= 0 ���*�

+�#�� ��� ��
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������ �� 
����� �
������$� �� �� ����� 
� �� ������#�
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KI = lim
r→0

μ

κ+ 1

√
2π

r
[u2] �����

KII = lim
r→0

μ

κ+ 1

√
2π

r
[u1] ���/�

����� μ �� ��� ����� ����
�� �� ��� �������
 ��� κ ��� 0�
���# �������� ,���� #�
�� �������

�� ��� 1������2� ����� ν ��� ��� �
��� ������ �� ������ �����������

κ =

⎧⎨
⎩
3− 4ν ��� �
��� ������
3− ν

1 + ν
��� �
��� ������

���3�

4���� ��� #�
��� �� ��� ������ ��������$ ������ ��� ��
$ 5������$ ��� ��������� �� ��� ������

�����
����$�  �� �
�� ���#��� �� ��������� �� ��� ������ �� ��� ��) ��
��������� 4��� �����

���� �� ����������� ,�

  � �����
 �� ��������� ��� ��) ����������� ��������� ,������ ��� 6���

�� �������#� �� ,��� ��� �� ��� ��) ���������� �� �

� ������� �5������� ����� ������� �����

���, ���� ��� �������#� ���� ���� �������
�  ���) ,��� ����� ������ ������ � ������ �����
 #�
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 ����� �����
�� 
� �� � ��) ��� �� ��� �������� ����� �� �� ��6���$�

4� ����#��� ���� ��� 
��� ��,�� �����
���� ��� �"������ �� � �������
 ��������� 5������$

KIc� ��� ������� ���������� ,��� ���������� ��� �������
� ����� ,��� ��� ��) ���� ���

���������� �� ��$ ���� ���7�������� ��  ��� � ��� �
��$ �������� �� �� �����
���� ������
� ���

�� ��6���� ��������� 8�,�#��� �"��������� �� � ��#�� �������
 ��#� �������� �� KIc ���������
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�,��� ������ ���� ���� ��$������



� ������� 	
 �������� ��������� ����������� ����������

�������� ��  !"�#�$ %& &� � '$�(�$ � ���%�%' (�� ) �%  % �' &�� ��%��) ��&��%�


����� �����	 ��
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��������� �	� 
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�$�� (���%' ��� *��+ �% �%'$��, �&� �� �%�$-��� ./01 ���2&� ������ ) �% 	345 &� 6�"%)�%' &� ��- �6

6���&"� 7 ���%��� .80 �� �%  9& %���% �6 &� :��& ���%���$ �6 &� �7�)-%�7���� &� �%&��)"�&��%

�6 &� �"�6��  % �'- γs �$$�* ) ���2&� &� ��%��) � �����'�&��% �6 � ��  9��&�%' ) 6 �& �� �%

 % �'-�(�$�%� ���($ 7
 � � γs �&�%)� 6�� &�  % �'- % � ����- &� �� �& % * 6���&"� �"�6�� �

� � "%�& �� � �%) �� �%&��%����$$- &� ) &� &�  % �'- % � ����- 6�� (�%) (� �+�' 
 �% &�  # %& �6

� !"�����&�&�� ����+ �����'�&��%1 �%) % '$ �&�%' �$$ %�%�7 ���%���$ *��+�1 &�  % �'- (�$�%� 

( &*  % &*� �%�&�%&� t �%) t+ dt ��  9�� �� ) ���

δWext = dWk + dWel + 2eγsdl ;	
	5<

����  !"�&��% ��%# -� &��& &� *��+ �6  9& �%�$ 6��� � δWext �� ��%# �& ) �%  �&� � &� #����&��%

�6 &� +�% &��  % �'- Wk1 �6 &� �&���%  % �'- Wel �� &� �� �&��% �6 % * 6���&"� �"�6�� � *� %

&� ����+ &�&�$ $ %'&� �%�� �� � �6 dl
 �� % *$- �� �& ) �"�6�� �� � �7�"%& &� 2dA = 2edl1

*�&� e ( �%' &� &���+% �� �6 &� 7 )�"7
 =� % dt '� � &� 01  !
 ;	
	5< ��% ( � *��&& % �%

& �7� �6 ��* ���

Ẇext = Ẇk + Ẇel + 2eγs l̇ ;	
		<

�� ������ ������� ��	� G1 &��& �� &� ��- &�  % �'- ��%�"7 ) )"��%' ����+ �����'�&��% � � "%�&

�6 % *$- �� �& ) 6�  �"�6�� � �� �1 ��% ( ) :% ) ���

G = − d

edl
(Wel −Wext) ;	
	4<

����+ �����'�&��% *�$$ ( "%�&�($ �6 dWk/dt > 0 .	>0 *���� &��%�$�& � ���

∂Wk

∂A
.
dA

dt
> 0 ;	
	><

��# % &��& &� ���"7�&��% &��& &� ����+ ��%%�& � �$ �%) �%$- �)#�%� 1 �
 
 dA/dt > 01 * 

� &�� # �
∂Wext

e∂l
− ∂Wel

e∂l
− 2γs > 0 ;	
	8<

���

G > 2γs 6�� "%�&�($ �����'�&��% ;	
	/<

�% &� �&� � ��%)1 * �$ ��$- ' & 6��7  !
 ;	
		< �%) ;	
	4< &��& &� 6�$$�*�%' 7"�& � 7��% &�" 

�& �$$ &�7 � �6 � !"�����&�&�� �����'�&��% �

Gl̇ = 2γs l̇ ;	
	?<

�� ���2&� �����'�&��% ���& ���% � �"$&� 6��7 &� &*� ��$"&��%� �6 &���  !"�$�&-� �� ����+ ������
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I +K2
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+

1
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 �, ΘΘΘ . '! �� ! .� ! �� �, %��"!��&� (O,x,y, z, ) �(�� # �&�) �� ��

�, %"&%� �$"�&% &�! ��"#&' �� �, %"&%� �"��� /�  ��)
 �
815 &�! &%�� &� & #&**��) �$�%����
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��&� 5 &� ��.��� ��#&' ) �# �"�% * "�$"3&���� �"&����"#�  &%, *���� M �� Ω ���� Mη6��9�

Mη = M + η.Θ(M) /�
DA1

� ��$(�! " 67?9 )&4 �,  � ")( " ' &� "&� &���%�&� ! ���, �, %,�� � 4�"�$&' %"&%�  +� �����

. '! ΘΘΘ
 =, � � )' %���) �, "#&' 4&"�&����� &�! �&���) ψ &� �,  � ")( ! ����( �� 3 %�# � �

G(ΘΘΘ) =

∫
D
(ψ∇.ΘΘΘ− σσσ : (∇uuu∇ΘΘΘ)) dV /�
7B1

� " G(ΘΘΘ) �� �, �����  � ")( " ' &� "&� � �� �� & -$&����( ! * �! �� �� �, 4�"�$&' %"&%�
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����� O ������ �� ��� �� ��!� ��� ���� ���!�� ������
 ���������� ���� ������� ΘΘΘ�
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� ��� �� ��� !������� ��+ �� ����� �����+ �� ����
� �� ��
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• ΘΘΘ ���� �� 
��

� ������� �� ��� �� 
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J tot =

∫
Γ
(ψtotnx − (σcij + σaij)(u

c
i,x + uai,x)nj)ds %&�+')

 ��	� ��� �����	
�� ui,x 
� ui,x = ∂ui/∂x� ,���	��� ψ
tot 
� ��� ��	�
� ���	�� �� ��� ����	
������

����� ��� ����� ��� �� ��������  
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1
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(σcij + σaij)(ε

c
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-� �"� %&�+') �� ���� ��� ��
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]
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II �� �� ����� ��������� �� ��� )��) ���
� θi ���� ���� ��.!� /���� �������������

�� ��� ���∗ ����� �	� �� ����$��������# �� ��� ���������� ����
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�����+
� θi ��
��� ���������
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��� 0��# 1&# 12# .�3

���� K∗
I ��� K∗

II ��� ��������� �,
�����
� �� ��� ��� +����� �,������� ��� ��� )��) ���
�� -��

��
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������# ���� ����������� �
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���� �� ��� �������
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[
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I (θi)

K∗
II(θi)

]
=

[
M11(θi) M12(θi)

M21(θi) M22(θi)

]
.

[
KI

KII

]
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0123# �� �� ��� ����� 22�

M11(θi) = 1− 3π2

8
m2 +

(
π2 − 5π4
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)
m4 +

(
π9

9
− 11π4
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+

119π6

15360

)
m6

+ 5.07790m8 − 2.88312m10 − 0.0925m12 + 2.996m14 − 4.059m16

+ 1.63m18 + 4.1m20 +O(m22)
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M12(θi) = −3π
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(
10π

3
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)
m3 +
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−2π − 133π3
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59π5

1280

)
m5

+ 12.313906m7 − 7.32433m9 + 1.579m11 + 4.0216m13 − 6.915m15
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3
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− 59pi5
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)
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− 6.73023m7 + 4.44112m9 − 1.5340m11 − 2.0700m13 + 4.684m15

− 3.95m17 − 1.32m19 +O(m21)
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��
���

���� θi = πm(−1 < m < +1) � !"��!# �� $�!$ %!#& '"() � * ��  ! �� "(�#�!%& +(%+$ %!� ��,

 -� !,�"!


����� ��������	
� 	� �� ���� ������	�� �
� ������
�� 	� � �������� ��	����

�	
�

�" ,.))%(�/ 0 ���1 �, % )%+(",+"2�+ %22("%+� �" '(%+�.( � +(�� (�% '"( +(%+$ 2("2%#%��"! %( 

*%, � "!  ! (#3 *%&%!+ %!� .!+"!+ (! � ���� )�+(",+"2�+ *( %$�!# 2("+ ,, ,
 	 2( , !��!# �� 

)%� (�%& %, +"!��!.".,0 �,"�("2�+0 %!� �")"# ! "., '"( %&& ,+%& , ( ,.&�, �! ,4.%( �(""� ,�!#.�

&%( ,�( ,, 5 &�, %� �� +(%+$ ��20 ���+� �, 2�3,�+%&&3 .!%++ 2�%*& 
 �"� 6 (0 %&& )%� (�%&, �%6 

% ,)%&& ,� ( 2( , !�%��6 6"&.) .!� ( ���+� �� �( %6 (%# ) +�%!�+%& 2("2 (�� , %( !"� ,�%�

��,��+%&&3 )%�+��!# �� +"!��!..) *.&$ � ,+(�2��"!
 1",� )%� (�%&, ��&& #" ��(".#� �! &%,��+

�(%!,'"()%��"!, * '"( *( %$�!#0 ,.+� %, 2&%,��+ � '"()%��"! "( �� !.+& %��"! "' )�+("�+(%+$,


�� /"! �� ( �! &%,��+��3 2( 6%�&, �, $!"�! %, �� '(%+�.( 2("+ ,, /"! "( ,") ��) , %, �� 

2&%,��+ /"! � * +%., �� .!� (#" , ��,,�2%��"! ) +�%!�,), ���1 �, �!6%&�� �! ���, ( #�"!
 �� 

,)%&& ,+%& 3� &��!# %,,.)2��"! 2",�.&%� ��%� �� '(%+�.( 2("+ ,, /"! �, ).+� ,)%&& ( ��%! %&&

"�� ( +�%(%+� (�,��+ & !#��, "' �� 2("*& ) �!+&.��!# �� +(%+$ & !#��
 �!� ( ,.+� +"!����"!,0 �� 

,�( ,, 5 &� 2("6�� � *3 �� ���1 �� "(3 %( 6%&�� "! %! %!!.&.,  !+&",�!# �� '(%+�.( 2("+ ,,

/"! � �� ���")�!%!+ /"! 
 �.�,�� �� %!!.&.,0 �� ,�( ,, 5 &�, %( �")�!%� � *3 *".!�%(3

+"!����"!, %!� ���10 ���+� �, %! %,3)2�"��+ %22("%+� �" '(%+�.( 0 %&," *( %$, �"�! ���#
 �
7�




���� �����	 
��
 ���	��� � ����������� ������
� �� ���
���	 ��

�����	 ��� � ���� ����	
�
� ����
��� ��	���� 
� 
�� �
���� �	����� �
����� ��� �

��
 �������	� �� � ��� ��� �	����	 ���	�� σ∞ ��	 !"�# �������� �� ��� ����� 	$��	�	� 
���	
�� ��	 
��
 ��� ��	�	 ��	�����
 ��	���	�� ��	 ���
	� %�	 �
���� ����	 �� ��	 ������
 &��	 ��

����	$ ��� 
�������	� � ��� �����	�	��� '� �	�	��� ���� ������ �� ��	 ����	 �����	�
����������� (�����	 ��	 )*�������
	 �������+ ��	 �� ������
 �������� �	
��	� ��
	 �����
������� �� ������� 
��������� ���� ���	 ���������� ��	 ���	 ��	���� ���	�� �	��� �� σ∞+ ���
0�

��� �����	 
��
 ���	��� � ����������� ������
� �� ���
���	

,� �	 ���	 �		� �� �	
���� ���+ ��	 
�����
�� ������
� �� ���
���	 �	
����
� ���	� �� -��.��/�

��� �� 	��	������ �� 	�	�� ������������ �����	�+ �� ���
� ��	 �����
	 ��� ������ 	�	���	� 
��*

�	�	� %�	 ����������� ������
� �� ���
���	 
������� �� ��	����� ��	 �����	� ��	���*�	
����
��� 

�� � ����	+ ����	�� �� �����
������ ��	 ����������� ��� �����
����� 
���	��� �� �� �������� ��

!"�#� %�	 
��
 �	���� ��� ����	 �	
��	 ����� ��	 �����	�	� ����� ���	�� 
���������� ��	

-���� ��		 	�	�� ψ� 0	��	�	����� 
��
� �� ���	���� �����������	� ����	�� ��	 ����	� ���	�	����*

���� �� ψ� ����������� ������
�	� �� ���
���	 �	1���	 � �	������&	� �����	�	�� 2���	*3	�� �������

�	
���1�	� ��	 ���	� �� ���� ����
���	 ��� ��	 �� ���������� �
���� �����	 �������	 �� �	��	�	��

� ������ ���������� �	��		� �������	� ��� ���	� ���	������

'� ���� �	
����+ �	 3��� ��� �� ��	�	�� ��� ����	*3	�� �	���������	� ����	 ���� ��	 ��
�� ����	

�	����� 4	 ���� ��	� ��	�	�� �� ���	 �	����� ��	 ���	� �� #�	�	 �� ��� 56�7+ ���	� ����	�	��	�

���� ,��1�� � #���8� �� ��� 59:7+ �� ���
� ��	 �	����� ���� 
����	� ; ��	 ���	�+ ��� ��� ���	��
��

����	�	��������

����� ��� ��	
� ��
�� �����

%�	 ����������� ������
� �� ���
���	 �� �	���	� ���� ��	 ��
�� ��	���� ����
�� ����	 �	����

�	�	���	� � !	�����	 ��� <����
�	 59�7� %�	 ��� �� ���� �	
���1�	 �� �� 	�������� � ���������


��������	 ���� ��	 ���� �� ��	���� ����
� ��� �	�������	 ����� ���	��
�� ���� ��� �	
���1�	��

'� �� �	�� ����	� �� ���� 
����	� �����	��+ ����� ���
� �����	 �	
����
��



�� ������	 
� ��������� �	����	�� ����	������ �����	����

����� ������	�


��� ����� � � � !� ��" #� $���" �%  �� ���&!' #�%  ��  ��  ��(!�!����%#��� � � � � � !� �(#��

'�#% #� �% #(��) "� �(!#%�" $) � %&!$�( �* +�(#�$��� "�,%�" �� ���� ����� 	
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/� ����&��

 ��  #!� "�(#+� #+�� �*  ���� +�(#�$��� �(� %�  �0�% #% � ����&% 1 �%) �''(���� � �!!#%2 *(�!

 �#� !� ��" 3#�� %������(#�) �$�)  �� 4&��#� � #� ���&!' #�%� ��� '(������� �(� � �&�����#�% �*

�4&#�#$(#&! � � ���

��� � � � +�(#�$��� ��% $� �����#,�" #% �  3� �� �2�(#���

• ���	�����	 �������	�1 �&�� ��  ��  �!'�(� &(� T �(  �� �#%��(#��" "�*�(!� #�%  �%��( ε1 �(�

%������()  � "�,%�  ��  ��(!�!����%#��� � � � �* � !� �(#�� ��  ��) �''��( #%  �� ,(� 

�%" ����%" '(#%�#'�� �*  ��(!�")%�!#���

• ���	���� �������	� (�'(���% "#��#'� #+� '��%�!�%� �%" �� �&��  �� ���#�# � #�% �#� �()

 �� !� �(#�� 3�%  �(�&2�� 5�#�� %� "#(�� �) !���&(�$��1  ��) (�'(���% � (��� !� �(#��

� � � �&�� ��  �� �()� ���#%� !#�(�� (&� &(�1  �� "#����� #�% "�%�# ) �( '��� #� "�*�(!� #�%�

�% !�"��� &�#%2 #((�+�(�#$�� "�*�(!� #�%1  ��  � �� "�*�(!� #�% ε ��%%� $� &��" �� �%

�$��(+�$�� +�(#�$��� � #� '�( # #�%�" #% � # � �$��(+�$�� ��!'�%�% 1  �� ���� #� "�*�(!� #�%

εe1 �%"  �� #% �(%�� '��� #� "�*�(!� #�% εe�

ε = εe + εp 6
�7.8

��� %&!$�( �%" %� &(� �*  �� #% �(%�� +�(#�$��� V11��� 1Vk #� �% �($# (�() ���#�� "(#+�% $)

 �� !�"����" '��%�!�%�% ��!'��9# ) �%"  �� ��+�� �* "� �#�� �%� 3#����  � ��%�#"�(�

���
 � ������������


��� ,(� ��3 �*  ��(!�")%�!#�� #� &��" &%"�(  �� �!��� ����� "�*�(!� #�% ���&!' #�%�

ρė = σ : ε̇+ r − "#+q 6
�7:8

3��(� ρ #�  �� "�%�# )1 e  �� #% �(%�� �'��#,� �%�(2) 6�%�(2) '�( &%# !���81 r  �� ��� ��&(��

"�%�# ) �%" q  �� ��� ;&9�

5� �9'(��� ����%" ��3 �*  ��(!�")%�!#��  �(�&2�  �� ���&�#&��&��! #%�4&��# )�

σ : ε̇p − ρ(ψ̇ + sṪ )− q
∇T
T

� 0 6
�7<8

3��(� ψ = e− Ts #�  �� �'��#,� *(�� �%�(2) �%" s  �� �'��#,� �% (�')�

����� 	��


5� ���&!�  �� �9#� �%�� �* �  ��(!�")%�!#� '� �% #�� *(�! 3�#��  �� � � � ��3� "�(#+�� ��

��%2 ��  �#� �����( *&%� #�% #� ��%��+� #% (�2�("  � T 1 ��%+�9 #% (�2�("  � εe �%" ��� Vk1  ��
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��		 	�	��� ψ = ψ(εe, T,Vk)� $������ �	������� ��	 �	�������� �� �� �����%�	 �� �	���	�	 ��	 ����	

���� �� 	�����
��� ���� 	�� &��'() ��� &��'*)�

σ = ρ
∂ψ

∂εe
&��'+)

s = −∂ψ
∂T

&��',)

$��� σ ��	 ���	�� �	���� ��	� ��	 ���� �����%�	 �� ε�

-� ������� �� �� �����%�	 �� �	!�	 ��	 ���� �����%�	� �� ��� Vk�

AK = ρ
∂ψ

∂Vk
&��./)

0��	 ���� ����	 	�� &��'+) �� � ����	 ��� �	�
��%��� ��	 	�������� �� �� ���	����	 �	!�	� ���	����

�����%�	 	�� &��./) �� �	�	�� � �	!������ �� ��	 ���� ���	���� �����%�	� Ak� 1��	 	�������� ��	

�	����	� �� %����
	 ��	 ���%	� �� ��������

��������� �	
�

2 ����������� ���	����� φ = φ(ε̇p, V̇k) �� �������
	� �� 
����	�	 ��	 ���	�� 2� ��� ��	 ����	 ���� 

����� � �
���� ���	����� �� � 
���	��	�� ��� �� 	����	 
������	�
� ���� ��	 ���� �� ��	������

����
�� ������	���� ��	 ����	 ���� ��	 ������������	� ��	������� %	
��	��

−ρ ∂ψ
∂εp

ε̇p − ρ
∂ψ

∂Vk
V̇k − q∇T

T
� 0 &��.�)

⇔ σ : ε̇p −AkV̇k − q∇T
T

� 0 &��.�)

3�	 !��� �	�� �	�	�� �� �	
����
�� ����������� ��� ��	 �	
��� �� ��	���� ������������ %��� ����

%	 �������	 ���	�	��	���� ���� ��	 ���	��

3�	 ����������� ���	����� �� �	�	����� 
���	� �� � �������	 �
���� ���
���� �� V̇k� ���� 	����	

��������
 ���������� �� ��	 �	
����
�� ������������ 3�	 	������ �	������ �� ��	��

AK = − ∂φ

∂V̇k

&��.4)

5��� ��	 
����	�	����� ��� ��� ���	���

σ =
∂φ

∂ε̇p
&��.')
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�� �������� � � !"�# !�$$�����%� �%������# φ∗& %'�����! � �%"( � � ��(��!������� �# ����$)%�*&

�$ %)��� ���)����!�

φ∗(σ,Ak) = sup
(ε̇p,V̇k)

[σ : ε̇p −AkV̇k − φ(ε̇p, V̇k)] +	
,,-

.�  �/� � ���

ε̇p =
∂φ∗

∂σ
+	
,0-

−V̇k =
∂φ∗

∂Ak
+	
,1-

����� �����	
�� �� ���� ���	 ��	���
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)� ���� ���	�� �	 
�����	� � �����	 ���	���� �������	� ��	 �����	 d� �	�	��	�� �� ���� ���	 ���

���
	� )� �� ��	 
��
 ����	 !	�� ���
���� ��� ����	� �	��		� 0 *����
� ���	����+ ��� 1 *
����	�	��

���	�+� ,� �	��	�	�� ��
�� 
��
��� ��� ���� ��
�	������ d ����	� �������� �	��		� ��	�	 ����	��

,�	 ��� 	-����	 �� ��!���	 ��� �� 
���� �	
���� Γ 	-�	����� �� ��	 x ���	
����� � ����� 
��


�� x = 0 ��� �	 �����-����	� ���

d(x) = e−|x|/lc *��&.+

,��� 	-���	����� ���� �� 
������	�� ���� ��	 ����� 
��
 ��������� d(0) = 1� d(±∞) = 0 ��� ��

lc → 0 ��	 �����	 ���� �	 ���� 	�	����	�	 ��� �� x = 0� )� 	"� *��&.+ ��	 �	���� �
��	 �����	�	�

lc 
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��
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��
 ���
�	���

�� 	�	��� ������������ ������
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� �� �	�	��	��

�� ��	 ��/	 �� �	� ���
���	 �����
	� �� 012#� )� �����	 �����	 ������
�	�� ��	 ����� 	
�����

��	��� �� 
������
�	� �� ������� ���� ��	 ��!���	 ��� 
��	� 3��	 ���� ��	 	-���	����� ���
����

�� 	"� *��&.+ �� �������� �� ��	 ���	�	����� 	"�������

d(x)− l2cd
′′(x) = 0 *��&4+

��� �������� �� 	"� *��&4+ ���� �	
	������� ������� ��	 
���������

d = ���

{
inf
d
I(d)

}
*��5'+

��	�	 �	 �	!�	 ��	 ���
������ I(d) ���

I(d) =
1

2

∫ +∞

−∞

[
d2 + l2cd

′2] dx *��5�+

)� ��	 
��	 �� �� ��!���	 ���� I(d = e−|x|/lc) = lcΓ� 6	
�������� Γ �� ��	 
��
 �����
	 ��

��	 ����� 
��
 �	��	�	������� �� � ����� ���	� ���� �	 ���	 �� ������� �� �� �����	 �����	

�	��	�	�������� Γ = I(d = e−|x|/lc)/lc� 7	 ��� �	�	����/	 �� ����	� ���	����� Γ �� � ���
���� ��

��	 �����	 d ��	�	�� �� ��� ����� ���	������� ���� Ω�

Γ(d) =

∫
Ω
γ(d,∇d)dV *��5�+
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����� γ(d,∇d) �� ��� ����� ������� 	�
��� ��
����
� �� �� �� !"# ��� �$��%�&$' () �*� +
�,
-

�.��$'�' �( /� ���0&��($�1 '�2�'�' 3# lc�

γ(d,∇d) = 1

2lc
d2 +

lc
2
|∇d|2 +
�,/-

��������� ���	
���

4� �$��('05� ��� ��" �("�6 )��� �$��%#�

E(ε, d) =

∫
Ω
ψ(ε, d)dV +
�,�-

��� 5�(��$ )��� �$��%# '�$���# �� ���$ �.!�����' &��

ψ(ε, d) = g(d).ψ0(ε) +
�,7-

����� ψ0(ε) �� ��� 0�0&" ���&�$ �$��%# &$' g(d) & !&�&3("�5 '�%�&'&��($ )0$5��($�

ψ0(ε) =
1

2
εTC0ε +
�,,-

g(d) = (1− d)2 + k +
�,8-

����� C0 �� ��� 0$'& &%�'  &����&" ���9$���  &���. &$' k & 2��# � &"" $0 ���5&" ��&3�"��#

!&�& �����

��( �*� +
��:- &$' +
�,,-1 �� �� !(���3"� �( '���2� ��� ��&�� "&� '�;$�$% ��� ��� ������ ��$�(��

σ = ρ
∂ψ

∂ε
⇒ σ = g(d)σ0 = g(d)C0ε +
�,:-

����� σ0 ��)��� �( ��� ������ ��$�(� () ��� 0$'& &%�'  &����&"� �*� +
�,:- �""0���&��� �(� ���

'& &%� ;�"' � !&5�� ��� �������� &$' '�%�&'�� ���  &����&" ���9$����

��5&0�� () ��� '�90�� 5�&5< ��!����$�&��($1 �� �&2� �( ��'�;$� ��� )�&5�0�� �$��%#� =&<�$% ($5�

 (�� &$ &$&"(%# ���� ��&$'&�' ���=1 ��� )�&5�0�� �$��%# �� �.!�����' &� ��� !�('05� 3�����$

��� 5����5&" �$��%# ��"�&�� �&�� gc &$' ��� 5�&5< �0�)&5� '�;$�' �$ �*� +
�,�-

W (d) =

∫
Ω
gcγ(d,∇d)dV +
�,>-

��$&""#1 5($��'���$% k ≈ 0 ��� �(�&" !(��$��&" �$��%# () ��� �#��� 5&$ 3� ������$ &��

Ep(u, d) =W (d) + E(ε, d)−Πext(u) +
�8?-

=

∫
Ω
[gcγ(d,∇d) + (1− d)2ψ0(ε)]dV −

∫
∂Ω

t.udA +
�8
-

����� E(ε, d) ��)��� �( ��� )��� �$��%# &$' Πext �( ��� �(�< () �.���$&" )(�5�� t &5��$% ($ ���
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*--/, �#��	�� ⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
ḋ � 0

f − gcδdγ � 0

ḋ(f − gcδdγ) = 0

*��+�,

�� ���
� �	 �������
	� ��	 �����"�	 f % ���� �� d� f = ∂ψ/∂d = 2(1−d)ψ0(ε) ��� ��	 ������	�����

��������� δdγ�

δdγ =
∂γ

∂d
−Div(

∂γ

∂∇d) *��+0,

=
1

ld
(d− l2cΔd) *��+',

!� �	 
�����	� ��	 
��	 ��	� �����	 �� ��
�	����� *ḋ > 0, ��	 ������ 	������� �� �#��	� *��+�,

�����	� ���� f = gcδdγ ���
� ��������	� �� ��	 �����	 	�������� ����

gc
lc

(
d− l2c∇d

)
= 2(1− d)ψ0(ε) *��+�,

���������
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����	�� ��	 ������
	�	�� �	�� ��� ��	 ����	 �	�� ��	
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1�� 	�
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���� �����	 �� ����	� "# ��	 ������� ����	� 	�����
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	 � ������# �����"�	�

Hn+1 =

⎧⎨
⎩ψ0(ε) �� ψ0(ε) > Hn,

Hn ���	����	.
*��+2,

/�	�% ����� � �������# ���	�	� ���	����� 	�	��#% �	 �	� ��	 	�������� ��� �� ��	 �����	 �	���

dn+1 = 3��

{
inf
d

∫
Ω
[gcγ(d,∇d) + (1− d)2H]dV

}
*��++,
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un+1 = ���

{
inf
u

∫
Ω
ψ(u, dn)dV −

∫
∂Ω

t.dA

}
'
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FEM results
Ghelichi’s results : arctan(α)
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Δyi = Δy0i +Ai|Δx|αi 4���5
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 !����� ���  !����� !������" ��� ����#� ���������	 ������ �� �� �� ������� ���$	������� ���%

�� � ���	� ���% ��� ��&���� �� ��" # �� ������ �� 
��� �� ���������	 ������� ��� Δx > 0%

#��� ���������� ��� �
������ ��� �� #��� �����	� ��� �� ����� ��
� �� ������ '� ��	��

���� λr ���������(��	 �� ������ �� �
������ �� ���)� ����" ��� ���� ������ ���� ��

�����
�����	 ���� λa ��� �� ��������) (�� �� ��#� ����� *����� ������#� ������	 
��
��"

�� ���� ���������� ������ � �������� #��)���� ��� �� )������ �+�� #��� �� ������ Δy

�� �� �� ���� �� �� ����� ��	�� ��� ����� #" Δy0a �= 0�% ���� �
������ #���� 
�)�����	

��� ����� ��
 �������� �����
�����	 �� )�" ����� ��������� �� �� ����� ��	��% �"
�����" �� ��

'�#� ��� � ,�&����� ��� ��  !����� ��� ����� ��� �� ���� �� ��-���� ���������� �� �
������
��� �� ����������.�
������ ���������� ���� '� ���/(�� Δya �������� ���� �� �
����� ��
��������) #��)���� ��#����� ��� ���� ��
���
������� �� �� ���� ��
� ��� ���� ����"� �����
�� �������� ���
���#� �� �� ����� ��(�

Δy0i Ai αi

Δya 0.45 1.5 0.77
Δyc 0 0.95 0.66
Δyr 0 0.41 0.86

θ0 λ α

θa 44.8 0.96 2.35
θr −16.3 0.35 1.61
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θ0i ≈ −64.1◦

θi

−64.1◦ θi − θ0i > 0

(Δx,Δy)

Δy = 1

Δx = 0

θi

Δx = 0 Δy � 5.10−2

Δy ≈ 10−3

(Δx,Δy)
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�������	 ������ � �� ���� ���� �� ������� ���� ��	� �� � �� �����! ����� ���	� ������
θ0i = −64.1◦ "�� ������ �� �
���� �� ����������� ��	
����� θi − θ0i �� �� ���� ��	� ���!�
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������ �� ����������� "��� ���� ������������
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�� ����/� �� )*�0 ��� ��� ��  ��� � ������ �� ��  ��� �� �� �� ����������� ���������

��� ��� �� ��! �����" (Δx,Δy) �� ��� �� "���� ��1��� ���������� ��� �
����� ��

���������� ��� ��������

2�� ������ ���" ���� ��	��$���� �������� (|θi| > 10◦)� ���� ��������� �� �
������ ��� ���� ���
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�� � �� �
������ ������ ��� � ���

����� �� Δy  �! ������� ���� �� ����������� 
����� ��� �! 4��� �� ��� 5�6 �� ���! �

����%

�� �����	 ���������! �� �� ���� �������� �� � ���  �����	� ��� ��"� �� ������ �����

� ���	� �� ����� ��	��$���� �
������� 7��� " ��� $�� ���� 
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 �) ���!#�%"��& '� ��$� ���) #) ���!#�)

�
�
� !��! ��������� ��,�"�!�"+ #)�"%��� #) !�� ,�!��#�" 3#�
 )�! �%�.��� -����#)*4 ��) �����*�!�

���.���)!#�""+ .��, !��#� �%!�� !#��
 �! #� ����#-"� !��! #))�� !#�� �����*�!#�) #� �����!�� -�.���

!�� �,��*�)�� �. � ��,�"�!� �������


�) !�� �#)*%"�� ���� �. ���.��!"+ ��""#)��� ������ (d = 0)& !�� ������ �����*�!� �!��#*�! �����

'#!��%! ��1��!#)* �) �#!��� �#��
 �� )�!�� #) ���!#�) �
�
;& !�#� ���%"! #� )�! #)��,��!#-"� '#!�



L = 4
d = 0

d � 1.84
d = 0.3 d = 1 d = 1.84

d = 1.85
d = 2 d = 3

d
d = 4 d = 5 d = 7
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� �

L� ����� A �� ������ ���	�����" ����	�� ��� 	 �	��� ��	� � d� �� ���� ������" 	���� d � 1.5 ���

�� ����� �	���� �	���	� ���	�	����� ��� ����	� ����� ����������� �� �����- ��� ��	��� ��	��
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��	�" ���������

.����� ��� ���	�� � L �� �����+�	��- �� � 	����� �� d �� + �� � d = 1.8 ��� �� +�� A ≈ 2.36
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���� φ �� d� ���� � �� ����  ! L = 4 "#

$%& φ �� ���' ���� %�  (� ��# !)  (�  �* %'�*� !)  (�  +! "*!��� �'"��#�' �
 ���, d = 0.05 "#-
.*��, d = 0.5 "#

$.& �' %����#�' +� ( !.���/% �!'-  (� "�%"0� %*+%1� 2!�' %*#!� !� (!�!'%**1
 �(� �'3��'"� !)
d !' φ #%1 +�** .� % "!#4� % �!'%* %� �)%" 
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�!� "�%"0 4% (� 4����' �'� % ��4�*��/� "!#4!'�' -  (% ��  ! �%1 d � 2.5 "# +(� (��  (� "�%"0�

�' ����" !� %�� ���(%4��- θk  %0�� � � *%� '��% �/� /%*�� $�'��"% �'� ��4�*��!'& +(�'  (� "�%"0�5

 �4� %�� !/��*%44�'� .1 %' (!��6!' %* ��� %'"� "!#4����� .� +��' 0.06 "#%'� 0.16 "#


�(��� 7�%' � ��� #�� .� �' ��4�� �� �' *��( !)  (� �'"��#�' 5� *�'� (, !�� "!#4� % �!'� �'��"% �

 (%  (�  ��'�'� 4!�' �� ���%**1 ��#!/�� )�!#  (� 4*% � "�' �� .1 % ��� %'"� �#%**��  (%' !'�

$56% !) %** "%���  �� ��& !�  +! Li $29% !) %** "%���  �� ��&
 �(� ��#%�'�'� "%��� "!����4!'�  !

�� �% �!'� +� ( % /��1 �#%** L-  (% ��  ! �%1  (� 4�!4%�% �!' � %� �� '�%�*1 % "!�'"���'"�-  (�

��4�*��/�  ! %  �%" �/�  �%'�� �!' !""���  (�' )!� %' !/��*%4 �#%**��  (%' 0.24 "#
 �(��� ����* �
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!/��*%4 89- :;- <	=
 �(�1 %�� (!+�/�� "!'3�" �'� +� (  (� �4�"��" ��4���#�' +� %��  �1�'�  !

��4�!��"� '�#���"%**1, �%*.� �� ��� 8	= +��� !'� !)  (� )�+ � �����  (% ��4!� ��  (� ��4�*��!'

 ! %  �%" �!'  �%'�� �!'  %0�'� 4*%"� .�)!�� !/��*%44�'�
 �(��- �' !�� !4�'�!'- "!'��#  (%  (���

% '!'���� #% ���%* �>�" % 4*%1 �'  (��� ��4���#�' �


�!� % ���� L = 7 "# /%*��-  (� �'� �%* (!��6!' %* ��4%�% �!' .� +��'  (� "�%"0� �� *%��� �'!��(

 (%  (� ��4�*��/� 4(%�� (%� �4%"�  ! �')!*� %'� �� '! %� ��"�%**1  ��'"% ��- %� �� �(!+' �' ���


	
	:. )!� /%��!�� �'� �%*  �%'�/���� ��4%�% �!' ��� %'"�� d
 �'���  (��� "!'�� �!'�- � �� 4!���.*�  !

�� ��#�'�  (� #%��#�# !) ��4�*��!' θrm %�  (�  �* %'�*� !)  (� #!� �'"*�'�� �'"��#�' - %� +�**

%�  ! ���' �)1  (� .���''�'� !) "�%"0 �' ��%" �!'
 �'����- )!� *%��� L /%*���-  (� "�%"0� +�** � %� 

 ! 4�!4%�% � �' %' %*#!� 4��)�" *1 � �%��( )%�(�!'- +� ( /��1 +�%0 *!"%* ��4�*��!' %'�*�
 ?�

���'� %�.� �%��*1  (� .���''�'� !)  (� ��4�*��/� 4(%�� %�  (� 4!�' +(!�� %.�"���% "!����4!'��

 !  (� �' ����" �!' .� +��'  (� "�%"0 !����'%* %��� %'�  (�  %'��'  !  (� #%��#�# !) ��4�*��!'
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�	 ��� ������ �� ��������� �������� 	���	� � d� ��� ���������' ������& ��' ��� ���� ����#
 �� ���������	& ��� d = 0.1 �� �� d = 2.4 ���

�(�� ���� ������� )�����' �� ��� ���
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� -�./ ���� ��� ����#� ����� �� �� ��� ���� ��	�� ��� ��� ��	�
� ��,�& ��� �0��� �� ������

��	����� ������� �������' �	 ���	���� �� ��
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��' �� �� �����������*� �� ��� ������ ���� �	 �� ��
�	 ������ ��� 	�����������  ��� ���*��
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 ��# -2.&  �� 
��	 10 �� ∗ 20 �� ������� �����	 �� �+
��� ����

��� �������& ������� � ������
��� ��	�
�&  ����
� ��	��'�� ����� ��������� ����������

�
�� �� L �� ��� ���	�� ��	�����&  ��� ������ ��� *��
� �� d ���  ���� ��� ���# �� � ��������

���
��� %� ��	�	 ��� ���� ����
������ � ������
��� ������ ��� 	������� �� 34& 234 �� �34

����� ��� ��� ������� 1 ��� �+
��� ����& ��� ����� �� ����*��
� ������ ��� d = 1.84 ��� 1

��� ���� �� � ����� ����� � ��� Ox 	������� ���  � ���� ���5�& ��� ����� ������ ��� �������

*��
�� �� d = 1.986 2.25 �� 2.55 �� ��������*��'�

1*�����'& ��� � ���� ������ ��� ������� *��
�� �� d& d = 1.806 1.74 �� 1.71 ��& �� ��� �����

�� ������� � ��� 7' 	������� ���� ���� ���5��� 1 ���� ����& ��� ������� �� ��� ���
���� ��

��������� �������� �� ���� ������	 ����� �*������ ���� ��!��� ���� ��� *�������� �����*�	  ���



L = 4
5% 15% 25%
d = 2.25 d = 1.74

(Δx,Δy) = (2.10−2, 2.10−2)

(Δx,Δy)
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|y − Yi| = A1,2.(x−Xi)
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��� 
���& 5 $����$'$ � %�( (�. '! *�3%� '+� &���%%�%� !, '+� �%'���-'�!% &�'(��% '+� -��-7$�

�$ $+!(% �% ��� 
���-5 (�'+ '+�$ *�3%�'�!% �%'���-'�!% !--��$ "�-+ ���)��� �% '+� #�!#���'�!%

'+�% �$�%� '+� �%'��$�-'�!% "�'+!* #��$�%'�* �% $�-'�!% 
���
�

����� ����	
�
 � ��� ���������� ���������� �������
�� �� �������
 �����

8� -!"#���* !�� $�"�)�'�* '��2�-'!���$ '! �%*�� �� ��� "!*�) 9:;� �+�$ "!*�) %��)�-'$ ��#�)$�!%

�%* -!%$�*��$ '+�' -��-7 �%'���-'�!% !%). &���% �' !/��)�#5 (+�-+ -!���$#!%*$ �% !�� -�$� '! '+�
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� ����� 	���� ����
���������� �
� ��
 ������� �$�� �
��
 �
� ��������� θrm �� ������% &�����

����� �� ��	� ����������" �'��	 �
� ������������ �� �
� ������ �	�� �� ��������� 
�����

(������ ��� ��������" �
� ��� �� ��� �������� ������ ��� ��� ������� �
� ���������� �� �
� �������)

��� �� �
� ��� ������ �
����	  	��� �%�����% #������ �
� ���'�  ���� �*����%  ���� ��

�
��! ���� ��� ��  ���� ������ +� ��� ��� ��� ������� �
� ���������� �� �
� ������

�	�� �� ���������� ��$� (L, d) ���#������� ���� ������ �� #��
 '���� �� ������ , ��������� ��

�����	�� ��� �
� 	���-������� ������ �� �
��� ���������

����	��� �� ��������

�� �������% ������ �
� ������ �	�� �� ��������� �� 
� &��� �� ������ ��� �
� �����	

�%�����% ������� �� ���� ������� +� ./0 �
� ��
��� ���$�� �
�� ���#��� #% �������	 �
�

�������� �������� (δx, δy) #������ �
� ���' ���� � ��
 ���� ������ �� �������	 �
� ��-

*�������� �������%� 1� 2(34 �� $��% #������" ���' ����	���� �� �� ��� ��� ���� ������ ��


���� �� ���
 �$�� �
�� ����	  
�	
-����� ����� 5� �
������� �������� �
� ������

�	�� �� ��������� #������ �2-���'� ���� �
� ��	������ ��
� ������#�� �� ������� ����� ��
��

�
� &��� �'�� �����	 �
� ������� �����

����� � 6$��	�6 ���' ��
 �� ����������) ��� ���' �� �������� �� �������� �� �
� (x, y)

���� �� �
� �
� ��� ��������� �� �������� ��������� ������ ���� ����������, �
� $��	� ���'

�� �����% �
� ������ ���� #������ �
��� ��� ��
�  ��� ��	� ���!� 1 ���� ���������� �	�� θk

�� �
�� ���������� ��� ��
 xsmth �������� ���	 �
� $��	� ��
 #%  ������	 ����� &�� �
�

��������� �	�� θrm �� �
�� �'�� � �
� ������ �� θk(xsmth)� �
� &� �� ������ �� 2 �� ���	

 ��� 70 ������! �������� �� �
� ��
� �
� ����� �� ���������� � �
� ������ ��$����� �� �
�

���� ���������� �	�� �$��  78-������ ���� ������� �� �
� ���' ��
�" ������� �� θrm ���������



θrm d

θrm

d

L θrm

θrm

Wel = C1(J
−2/3I1 − 3) + C2(J

−4/3I2 − 3)

C1 C2 J

I1 I2
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 	����� 	
�
�� �	�� � �&)��
�� �
��� �
�

������ ��� ���������� � 
 �����! *�%+ ���������
���� #� �
������
�� �� 
�� ���������	 ��

��	��� ������� �� �� ������� � ��� ,�
����
�����! ������ ���	������ � ��� �	�� � �
�����	�

� �������� �! 
		��� 
� �-��
 �
����
� �
�
�����. ��� ��
�
��������� ������ lc � 
 ��
��)

���	 ������������ 	
�
��� " 	 �� �� ��� ��� /�
,�� ��
��)���	 ���������
��� �� ��
�����

����
����� �����	 �! +��0� �� ��� 1234 
�	 ��������	 �� ������ 5��� � ����	��� �������
��!

��� �-��������� ��������	 �� ������ 6�5� +�� �����
��� ������� ��������	 �� ���� ������ ����

��
����	 
� �
�� 7�������� %���
�	�� �����������

����� ����	
�
��

���� � ����	
�� �	��	�
��

 � 
�� 
�
�� �������� �
��� �� �&)��
��� �� 
 ��
�� ��
��� ��	�� ��� �
�� ��� � ��������

�
�
������ ��
� �� ������ ��6. 
 10 �� ∗10 �� �,�
�� ��
�� �����	 �! �� ��
��� �����
��!
���
�
��	 �! L 
�	 d� �� ��
�� ������ 8��� %��� ���59�

"�� ���� �
� �����	 � 
 ���� � h = 0.1 �� ����� ��� ��
�� �
� ������
��! ���
�
��. 


�����
� ����
����
� ��� ���
����� ��� �����
� ��
�� ���� (����	� ���� ��� ��� ���� ���� �
�

�����������! �����
��	 ����� �� ��
���	 
��� 2 ��� /�
��� �� ���	 ����
� ,�
	�
��� ��������

����!������

 ���� ��
��)���	 ����	� 	 �� ��������
�� ��)������� 
� �
�� ���� ����� ��� �
-���� ����


��� � ������! ���	�� ��
�� �
��
���� �� hmax = lc/2 1:;� 234�  � ���� ��� �
�� ���� ���� h


���� 
�� �����
���� �� ������� 6���6 
�	 6���:� � ��
� 
�� ������ ������	 ���	 �� ������	 �

��
���� �� lc� L� � d 
�	 �� � 
����
��� �
���	 �! ���� �
��
����� /� 
 ������� ��� ������ ����

�������	 �� lc = 0.2 �� 
�	 ������	 
 �
��� ������ � ��������� 
���	 Nelem ≈ 180000

	����	��� � (L, d)� 
�	 ���� ��� ���� � ��� �����
���� ���� �
���� 
�� �����
���� ���

�������� ���� 
�	 ����! ����������

�����	��� � ��� �����
���� �� ���	 �� � �� �
����
�� ���� ��� ������� ���������.

<���=� �	���� E &����=� �
�� ν �����! ����
�� �
�� Gc

+
����
� 5 1, 8.103 +&
 0.35 5000 >?�2

+
����
� � 1 +&
 0.35 100 >?�2
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��� ������ � ��� �������� ������ ���

������ 	
� � ������ �� 	�
���� ���������� �� ���� ���� ������ �� !"#� $%� L = 4&
d = 1 '!& lc = 0.2 !!& ! (��� # ) "�%"��(��*

+�,�- (.� �%�-�/* !%0�#�  -0 (.� �-���1 ��#� *� � (�*& ! (��� # ) �* !%��  2�- (% ���  -0

! (��� # 3 (% ����
 4�*(  * �- *�'(�%- 3
	& ν . * -% �5�'( %- (.� '� '2* (� 6�'(%���*
 - (.�

%(.�� . -0& E  -0 Gc  5�'( (.� *(� �- �-���1� (.�1 �!" '( (.� '� '2 "�%" � (�%- *"��0 7�(

-%( �(* *. "�&  * #%-�  * (.� '%!"�( (�%- �* '%-,����0 �- ��� �0* (% (.� (�!� 0�*'��(�8 (�%- 9*��

*�'(�%- 	
3
):


��
���� ����������

�.� '.%�'� %$ 7%�-0 �1 '%-0�(�%-* 9'# !"�0 "%�-(*& ��*(��'(�0 0�����* %$ $���0%!  -0 �!"%*�0

0�*"# '�!�-(: . *  *��-�;' -( �!" '( %- (.� ;- # *. "� ( 2�- 71 ��<'� '2*
 =� �-�(� ##1 (.%��.(

(.� ��77��<'# 0 '# !"* �*�0 �- (.� ��"���!�-(* >�  �� (�1�-� (% *�!�# (� >��� 7�*( !%0�##�0 71

�!"%*�0 uy  -0 $��� ux  #%-� (.� (%"  -0 7%((%! *�0�* %$ (.� * !"#�
 �* >� . ,� *��- �- *�'(�%-

	
)
3& �(  ""� ��0 (. (& �- (.� ' *� %$ ����  ( #� *(&  - �0� # '# !" 9�!"%*�0 ux  -0 uy %- 7%(.

�0��*: �*  7�((�� ;(
 =.�- >� ' !� (% (.�* �� #�* (�%-&  *��-�;' -( -�!7�� %$ '%!"�( (�%-* . 0

 #�� 01 7��- '%!"#�(�0�  *  '%-*�?��-'�& ��*�#(* "��*�-(�0 �- *�'(�%- 	
3
	 ��� �0�-� (.� �!" '(

%$ lc %- (.� '� '2* *. "� >��� %7( �-�0 ! 2�-� (.� $��� (� -*,��*� 0�*"# '�!�-(  **�!"(�%-
 -

(.� %(.�� . -0&  ## ��*�#(* �- *�'(�%- 	
3
@ ��� �0�-� (.� , �� (�%-* %$ θrm >�(. d $%� 0�5���-( lc

>��� '%!"�(�0 �-0�� (.� �0� # '# !"  **�!"(�%-


�- ���
 	
� >� "��*�-(  - �� !"#� %$ .%> (.� ;- # " (. *. "� �*  5�'(�0 71 (.� '.%�'� %$ 7%�-0 �1

'%-0�(�%-*
 �* ��"�'(�0&  - �0� # '# !" ��(��-* >� 2�� ��"�#*�%-& 7%(. �- (��!* %$ (.� ! ��!�!

 -�#� %$ ��"�#*�%-  -0 (.� #�-�(. %$ (.� ��"�#*�,� '%!"%-�-(
 �(  #*%  5�'(�0 (.� .%%2 (% *<*. "�

(� -*�(�%-& >.�'. . ""�-�0 $%� *! ##�� , #��* %$ d >.�-  - �0� # '# !" > * �*�0
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	 �� ��� ��	� ����
� ��
���� �� L = 4 ��� d = 1
��� lc = 1 ��� �
����
� � ��������� 
�	 ���� ��
������� 	����
������ ��	������

���
�
�	�� �������

 !� ��
� 	����
������ U �����	 �� �� 
�����	 
� ���" 	��� � #��	 ��	��� 
 � �����

�!
��� �� �!� ���
�� �����$� %� �� ��
�!�	 �����
	 �� N ���� ������ � ������ � ������ �����
���

#��! �!� &�
��'��
��� ���
�
��� 
�������� (��� �&� ��))*� +��#��� �# ���������� ��
��� �!�

�����	 	����
������ �� �!������ �����
��	 ,$ ΔU = U/N �

 !� �
��� �
-�� ,$ N #��� 	������$ 
���� �!� �
��
��� � ���
�� �����$ ,��#��� �# ���� �����


�	 �!�� �!� ��
�- �
�! �!
��� .!��� �
��� �
���� � N ��# �!� �����
���� #� ���� �!��

�� �
��� ����! � ������ �!� �����
��� �� �������	�

%� ���� ���� #� �!# !# �!� ��
�- �
�!� 
�� �	�/�	 ,$ �!� �!��� � N � 0 ���! � ��
��

N = 1250 $���	� 
 �!$���
��$ ����
������ ,�!
����� #��! �!� �# ��
�-� 1����� ��� � ���� 2��$

	�,���� N #��� ���� ,����� �������" �
�� �!�� ����� N !
� ������ ����� � �!� /�
� �
�! �!
�� 
�	

��� �����/�
�� �
��
���� 
�� �� �!� 
���
����� �!
���  !� ������ � �!� �������� � 
���
����

��
������ (!
������� �
��� #��! ���
��� N* �� 
�����	 � 
 ������ ������� 2�� �
�� ��������� �!�

���� � �!� ��������� ������� �� ,
���$ 
�����	 #!�� �!
����� N �

%� �!��	 ,� ���	 �!
� �!� ������ �!��� � N �� �� ��	����	��� ��� �!�� �
�
�������

+��
��� �!� ��� ����� �� � ������ 
 ��
�� �����$ �
��
��� ,��#��� �# ����	'���� ������ N

���� ,� �!��� �� ���
�	� � lc 
�	 Gc� #!�� �
���� 
�� 
�� 
� ��
$ �� �!� �����$ ,
�
���� %�

�
������
�� Gc ����� ��
�- ���
�
���" ���
��� Gc 
��#� �� � ��� ���� ���� ����������� #!���

lc !
� 
� ������ ������

  ���� �� ���	$ � �!� ������ � lc 
�	 (L, d) � ��
�- �
�!�� #� �������	 �!� �
�� Δu =

4.10−5 �� 
���� 
�� �����
�����



θrm

lc = 0.2 L = 4 d = 1

φd 0.98

θrm

θrm

2

θrm

y



L = 4 d = 1
lc = 0.5

f f − 100
Δs
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����� ��� ! �"� �"# $��# "%�& '( ��" ()�(�! ����� ��!*� !� �(+� " �,++(!� �� �" ����! �(& !*(

� +-$�!(# ����� ��!*� #� "�! �(+� " �,++(!� � �! �$$ ! +( �!(��� �.!(� � �(�!� " ��+�-!�! �"

.��+(& �����%�! �" /(��+(� ��,++(!� � ( !*(� /(��-�( �. �+�$$  ��(%-$�� ! (�  " !*( +(�* ��

/(��-�( �"( ����� ! � 0-+�(# �-##("$, ������ �(1(��$ ($(+("!� �* � � "# �. 0-+� %("(��$$,

*���("� '*(" � ����� ! � �������*(� !*( �!*(� ������ �" ()�+�$(  � % 1("  " � %� 
�2�.� !*(

!��!-�-� $�!(� �!�%(� �. !*( /�!!�+ ����� ��!* �����%�!(#  " $(�� !*�" � *-"#�(# ! +( �!(���

�* � �����%�! �"  � �$(��$, "�! 3-�� 4�!�! � �"# !*-� �-!� #( !*( ����( �. 1�$ # !, �. �-� �*��(4

5($#  +�$(+("!�! �"�

�� �*�'"  " � %� 
�2��& !*( # �!�"�( ��1(�(# /, � ����� ! � /(!'((" !'� ��"�(�-! 1( ��1(# .��+(�

6'( ��1(# �"$, �"( �-! �. 277 .��+(� !� �((� +(+��, -�( �(���"�/$(8  � "�! � %��#  "# ��!�� �.

��+�$ �"�( ' !* !*( 3-�� 4�!�! � !, ���-+�! �"& ��  !  � +�) +-+ �! !*( �"�(! �. �����%�! �"�

� /(!!(�  "# ��!��  � !*( �,++(!�, /(!'((" !*( ������� �! '�� +(��-�(#  " !*�(( # 9(�("! '�,��

• ��� (��* �����& !*( "-+/(� �. :/���(" "�#(�:&  (� !*( "�#(� ' !* φd > 0.98& '�� ()�+4

 "(# �� � .-"�! �" �. !*( ��(-#�4! +(� �,++(!�,  � /���(" '*(" !*( !'� ������ ��+�� �(

# 9(�("! "-+/(� �. "�#(�� �-! �. �$$ !*�(( +(!*�#� !(�!(#  !  � !*( $(��! �($ �/$(& /(��-�(

(�! +�! "% '*(!*(� !*( # 9(�("�( /(!'((" !*( !'� ����� � ;(�  � "(�(���� $, ��/ !���,�

• <( �$�� �!-# (# *�' !*( ����� ! �� �#1�"�( /(!'((" ��+�-!�! �"�$ �!(��� �*( $��! ���(�!4

�/$( .��+(  � !*( $��! .�� '* �* /�!* ������ ��1(� !*( ��+( # �!�"�(& ���! !* � �� "! !*(

������ !("# !� �$!(�"�!(  " !*( � �����%�! �"�

• <(  "!��#-�(# �" ��,++(!�, +(��-�( Δs =
√

Σ(x1 − x′2)2 +Σ(y1 − y′2)2& '* �* �## �� "!

�(� �� "! �. !*( ����� 6�$$ "�#(� ' !* φd � 0.988 !*( # �!�"�( /(!'((" � ����� (x1, y1) �"#

� �("!��$ �,++(!�, �(=(�! �" (x′2, y′2) �. !*( �!*(��

�*(�( !*�(( +(!*�#� % 1( ��+����/$( �(�-$!� �"# �$$�'(# -� !� #(!(�+ "( !*( -��/$( .��+(

�($ �/$,�

�" �$$ ���( '( !(�!(#& !*( �(�-$� 1( ��+��"("! '�� ("! �($,  "�$-#(#  " !*( $��! �#+ �� /$( .��+(>

!* � $ + !�! �" # # "�!  +���! �-� �!-#,�

����� ���� �	
�� ����� �� �	��� ����	�	��� 	����� �� lc
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