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Modélisation en grandes déformations du comporte-
ment hystérétique des renforts de composites : applica-
tion à l’estampage incrémental

Les matériaux composites connaissent une croissance exponentielle d’utilisation que

ce soit dans le domaine de l’aérospatial, l’aéronautique, l’automobile ou encore le sport.

Cette évolution signi�cative s’explique notamment par les excellentes propriétés méca-

niques que propose ce genre de matériaux. De plus, le ratio caractéristiques/poids est

extrêmement favorable à ces derniers puisqu’ils restent plus légers que les matériaux

usuellement employés par le passé. Cependant, ils sont aussi extrêmement coûteux et

moyennement maîtrisés comparés aux connaissances scienti�ques qui existent pour les

matériaux cristallins. L’outil de simulation numérique est donc devenu partie intégrante

de l’amélioration des procédés de mise en forme, ce qui nécessite, entre autres, l’élabo-

ration de modèles mécaniques. Jusqu’à maintenant, compte tenu des stratégies d’em-

boutissage utilisant un seul couple poinçon/matrice, les chargements étaient supposés

monotones et donc les lois de comportement associées étaient hyperélastiques ou vis-

coélastiques. Toutefois, étant donné que la demande industrielle ne cesse de croître et la

complexité des géométries demandées aussi, nous proposons au travers des travaux pré-

sentés ici, des approches innovantes et originales comme la mise en forme incrémentale

et la gestion des conditions aux limites. Ces nouvelles approches induisent des varia-

tions de chargement en cisaillement ou en �exion et les modèles hyperélastiques ne sont

donc plus su�samment riches pour correctement modéliser les procédés d’estampage.

L’étude du comportement hystérétique étant nouvelle pour les matériaux composites, les

travaux présentés se focalisent alors sur les renforts secs. C’est ainsi qu’une approche

expérimentale a été réalisée a�n de connaître la réaction du tissé soumis à ce type de

chargements non monotones. Puis, des modèles dissipatifs hystérétiques ont été établis

en vue de les intégrer dans un logiciel de calcul par éléments �nis. En�n, des simulations

numériques avec comparaisons expérimentales sont proposées, basiques au début pour

valider les modèles puis plus complexes pour montrer l’intérêt de telles modélisations et

de telles stratégies.

MOTS CLÉS : Hystérésis, Dissipation, Renforts de composite, UV-DIC, Estampage

incrémental



Modelling thehysteresis behaviour of composite rein-
forcement under large strains : application to incremen-
tal stamping

Composite materials are experiencing exponential growth in use in the aerospace,

aeronautics, automotive and sports sectors. This signi�cant development is mainly due

to the excellent mechanical properties o�ered by this type of material. In addition, the

ratio characteristics/weight is extremely advantageous since they remain lighter than

the materials usually used in the past. However, they are also extremely expensive and

moderately understood compared to the scienti�c knowledge that exists for crystalline

materials. Numerical simulation tool has therefore become an integral part of the im-

provement of shaping processes, which requires the development of mechanical models.

Until now, given stamping strategies using a single punch/matrix pair, the loads were

assumed to be monotonous and therefore the associated behavioural laws were hyper-

elastic or viscoelastic. However, given that industrial demand is constantly growing and

the complexity of the geometries which is also increasing, we propose, through the work

presented here, innovative and original approaches such as incremental forming and the

management of boundary conditions. These new approaches induce cyclic loading va-

riations in shear or bending and hyperelastic models are therefore no longer enough

reliable to properly model stamping processes. As the study of hysteresis behaviour is

new for composite materials, the work presented then focuses on dry reinforcements.

Thus, an experimental approach was carried out to determine the reaction of the fa-

bric once it was subjected to cyclic loading. Then, dissipative hysteretic models were

established for integration into �nite element calculation software. Finally, numerical

simulations with experimental comparisons are proposed, initially basic to validate the

model and then more complex to show the interest of such models and strategies.

KEYWORDS: Hysteresis, Dissipation, Composite reinforcements, UV-DIC, Incremen-

tal stamping
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Introduction

Les matériaux composites à �bres continues intéressent de plus en plus les marchés

industriels que ce soit dans le domaine de l’industrie aéronautique, aérospatial, automo-

bile, sportif, médical ou encore énergétique. Cet engouement ne cessant de croître, les

challenges associés deviennent de plus en plus complexes.

En e�et, bien que ces matériaux connaissent une croissance d’utilisation exponentielle,

ils restent néanmoins moyennement bien maîtrisés tant les approches sont multiples.

Compte tenu des di�érents types de matériaux composites, des di�érents moyens de

mise en forme et de transformation, la compréhension des phénomènes physiques n’est

pas encore totale. Des verrous technologiques, techniques et scienti�ques subsistent en-

core comme les limites de géométries pouvant être drapées. En e�et, avec les approches

actuelles, modi�er la forme d’un composite en faisant intervenir un seul couple poin-

çon/matrice peut amener à avoir de très hauts taux de cisaillement qui fragilisent la pièce,

des plissements qui réduisent de manière considérable les caractéristiques mécaniques

ou encore du �ambement qui réduit la rigidité en tension. De plus, certaines formes ne

sont pas réalisables avec ce type d’approche. Un autre point peu maîtrisé à l’heure ac-

tuelle est la gestion des contraintes résiduelles induites par les procédés d’estampages

ou de thermoestampages.

De plus, la connaissance de la géométrie �nale, des contraintes résiduelles, des angles

de cisaillement, des courbures etc. est primordiale pour parfaitement connaître l’état �-

nal de la pièce, ses points faibles et ses défauts. Deux approches sont donc possibles

pour améliorer les capabilités, une approche essai-erreur et une approche par simulation.

L’approche essai-erreur ne nécessite pas d’écriture de modèles ou lois de comportement,

ne nécessite pas d’intégration dans des logiciels de calculs, mais reste extrêmement coû-

teuse et chronophage. Les installations y sont souvent très lourdes et les coûts (de la ma-

tière première, des outillages, ...) très élevés. Ceci explique donc l’utilisation massive de

l’outil numérique permettant de réaliser une multitude de simulations de mise en forme.

Dans notre cas, les modélisations et simulations suivront les hypothèses imposées par les

approches macroscopiques puisqu’on s’intéressera essentiellement à l’analyse de l’état

�nal de la pièce une fois mise en forme. Les e�ets locaux (frottement entre mèches, ...)

seront donc intrinsèques à la modélisation. Nous n’allons pas quanti�er le frottement,

mais plutôt caractériser l’énergie perdue, dissipée à cause de ce dernier par exemple.

C’est dans ce contexte que s’inscrivent les travaux de cette thèse qui consiste donc de ten-

ter de lever certains verrous notamment sur les géométries ne pouvant pas être réalisées

1



Introduction

à l’heure actuelle, sur la connaissance des contraintes résiduelles et sur l’optimisation

(suivant un critère choisi) des mises en forme. On propose donc au travers de ce ma-

nuscrit des approches innovantes et originales comme l’optimisation des techniques de

mise en forme par approche incrémentale et la gestion des conditions aux limites. Ces

approches, nouvelles dans le domaine des composites, induisent, de facto, des charge-

ments non-monotones (le composite est soumis à des phases de chargement croissantes

et décroissantes). Ces chargements particuliers induisent eux-mêmes des variations de

contraintes non-monotones. D’un point de vue expérimental, on peut voir que le com-

portement des composites à �bres longues et à résine (thermoplastique ou thermodur-

cissable) a un comportement extrêmement complexe faisant intervenir des approches

thermiques et visqueuses. A�n de commencer à maîtriser le comportement d’un com-

posite soumis à des chargements non-monotones, on propose ici de se focaliser sur les

renforts secs qui sont toutefois très utilisés via le procédé de mise en forme RTM de la

famille des LCM.

Une approche expérimentale a donc été faite dans un premier temps sur un renfort de

composite à �bre longue. Un protocole a été développé initialement pour les préimpré-

gnés puis adapté pour les renforts secs en vue de faire de la corrélation d’image a�n

de s’assurer d’avoir de bons champs de déformation. Ce protocole est présenté dans le

chapitre 2 de ce présent manuscrit.

À partir de cette campagne expérimentale, le comportement mécanique en cisaillement

et en �exion a été observé comme étant fortement non-linéaires et ne suivant pas les

mêmes trajets lors des phases de charge et de décharge. Ainsi, des lois de comportement

spéci�ques, dissipatives et hystérétiques sont développées et identi�ées a�n de corres-

pondre aux constatations expérimentales. Ces travaux étant relativement conséquents,

ils représentent le chapitre 3 et 4.

En�n, ces lois de comportement ont été intégrées dans un code de calcul par éléments

�nis a�n de pouvoir réaliser des simulations de mise en forme, monotones au début pour

valider les modèles puis en employant des stratégies de transformation plus complexes

avec des géométries nouvelles. Le chapitre 5 consiste donc à comparer les approches

hyperélastiques, dissipatives et expérimentales. Des analyses de trajet de chargement y

seront également présentées en discutant des possibilités qu’apporte la mise en forme

incrémentale. Nous y verrons également l’intérêt de maîtriser les contraintes résiduelles.

Remarque : dans l’ensemble de ce manuscrit, les tenseurs d’ordre 2 (matrices) seront

écrits en gras (F, Fe, S, ...), les tenseurs d’ordre 1 (vecteurs) seront écrits avec une barre

(G1, e1, ...) et les tenseurs d’ordre 0 (scalaires) seront écrits avec une police normale (Ksh,

µ, ...).
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1. Matériaux composites et simulations de mise en forme

1.1 Présentation générale des matériaux composites
Les matériaux composites intéressent de plus en plus la communauté industrielle et

donc, de facto, la communauté scienti�que. Ce tel engouement, ne cessant de croître,

peut être expliqué par plusieurs raisons. Premièrement, un tel matériau propose de très

bonnes caractéristiques mécaniques, thermique, acoustique ou autres tout en étant très

compétitif en terme de masse. Les secteurs aéronautiques, aérospatiaux, automobile ou

même médicaux ont ainsi tout intérêt d’y porter intérêt en vue de les intégrer dans leurs

conceptions. De plus, ce genre de matériau peut être modulé à souhait par des mélanges

de matériaux primaires ayant leurs propres caractéristiques mécaniques. De ce fait, des

assemblages peuvent être réalisés, ce qui conduit à une structure �nale complètement

maîtrisée et dimensionnée de façon très optimisée.

Un matériau composite peut être dé�ni comme étant un assemblage d’au moins deux

constituants primaires qui ne se dégradent pas l’un avec l’autre. En choisissant bien les

constituants primaires, il est possible d’arriver à un résultat présentant des caractéris-

tiques mécaniques nettement supérieures aux propriétés de ses composants pris indé-

pendamment. C’est ainsi, par dé�nition, un matériau hétérogène.

La connaissance de cette caractéristique n’est pas nouvelle puisque les matériaux com-

posites existent depuis un certain nombre d’années et sont connus sous des formes, des

compositions ou des appellations très di�érentes. Des armes de chasse (arc, lance, ...)

trouvées sur des sites archéologiques en Mongolie sont constituées de di�érents maté-

riaux (bois, tendon et corne). Plus tard le torchis a été utilisé lors de la construction de

bâtiments pour ses propriétés thermiques d’isolation. Puis de plus en plus d’applications

ont vu le jour en utilisant des couplages de matériaux plus ou moins complexes. De nos

jours, de très nombreuses applications existent en essayant de coupler le maximum de

propriétés de di�érents matériaux. Le béton armé pour les applications génie civil, du

caoutchouc renforcé par des tissus et des câbles pour le pneumatique, de la �bre de verre

couplée avec d’autres composants pour permettre une forte capacité d’isolation (fours

industriels, moteurs, ...), etc.

Comme il est possible de le voir dans les exemples ci-dessus, dans la majorité des cas,

un matériau composite est formé d’un renfort (armature d’acier pour le béton armé,

tissus/câbles pour les pneumatiques, ...) et d’une matrice (béton, caoutchouc, résine, ...).

Dans le cadre des travaux présentés au travers de ce manuscrit, il est question de maté-

riaux composés d’un renfort tissé, sec, couplé avec une résine organique. Le rôle principal

du renfort est de donner à la structure la majeure partie de ses caractéristiques méca-

niques (résistance, rigidité, ...). Ce renfort peut se présenter sous di�érentes formes, il

peut s’agir d’un matériau �breux ou d’un matériau particulaire ayant plus ou moins

d’inclusion. La cohésion de la structure et la transmission des e�orts vers le renfort sont

assurées par la résine. Ce liant est pour la plupart des applications une matière plastique

spéci�que dé�nie comme étant une résine thermoplastique ou une résine thermodurcis-

sable. Les propriétés du matériau �nal dépendent donc des caractéristiques des éléments

primaires, de la distribution spatiale, de l’orientation du renfort et de l’interaction entre
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les di�érents composants. Nous verrons plus tard que des défauts rendant le matériau

moins intéressants pour certaines applications peuvent apparaître. Des détails sur les

types de renforts et les matrices souvent utilisés pour ce type de matériau dans les ap-

plications en mécanique sont présentés ci-dessous.

Les renforts

Les renforts de composites peuvent être classés en plusieurs familles suivant la nature

de leurs compositions. Les plus connues sont présentées ci-dessous :

— Les renforts particulaires : la matrice est renforcée par une phase dispersée de

particules. Il s’agit généralement d’inclusions granulaires (gravier pour le béton,

craie, ...), lamellaires (talc, mica, ...) ou aciculaires (wallastonite, �bres courtes). Les

composites à renforts particulaires ont peu de caractéristiques mécaniques fortes.

Ainsi, les applications à des �ns structurelles sont rares et ils sont plutôt employés

dans des applications spéci�ques ou pour des produits de grande consommation

ne nécessitant pas de rigidité ou de résistance. Ils sont cependant souvent uti-

lisés pour réduire la densité des matrices et ainsi des composites (utilisation de

microbilles de verre dans les résines thermodurcissables par exemple).

— Les renforts à �bres discontinues : la matrice est renforcée par une phase disper-

sée de �bres courtes (de longueurs inférieures à 100 fois leur diamètre) avec ou

sans orientation privilégiée. Les �bres courtes sont assemblées en nappes appelées

mats et représentent un apport volumique en �bre de l’ordre de 30%. Le composite

obtenu est alors un polymère renforcé. De même que précédemment, l’utilisation

de �bre courte n’amène pas à des caractéristiques mécaniques fortes. Ainsi, les

applications sont privilégiées pour des pièces non-structurelles comme les pare-

chocs ou les tableaux de bord par exemple. Une partie de ces matériaux sont fa-

briqués à partir du recyclage des matériaux à �bres continues.

— Les renforts à �bres continues : la matrice est renforcée par une phase dispersée

de �bres continues. Comme son nom l’indique, la longueur des �bres est environ

égale à la longueur de la pièce. Les directions privilégiées des �bres confèrent à

la pièce �nale ses caractéristiques mécaniques principales. Les applications sont

beaucoup plus courantes dans l’industrie. En choisissant correctement les orien-

tations de �bres, en empilant plusieurs couches de ce type de matériau, il devient

possible d’avoir une structure �nale optimisée en terme de masse en fonction de

la rigidité. Les �bres peuvent être de di�érentes natures : verre, carbone, aramide,

lin, etc.

La matrice

Il existe deux catégories principales de matrices qui sont souvent employées dans les

applications industrielles en mécanique :

— Les matrices organiques : qu’elles soient polymères thermoplastiques, thermodur-

cissables ou élastomères elles représentent la très grande majorité des matrices
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utilisées industriellement grâce à leurs faibles coûts et à la facilité de leur mise en

œuvre. Certaines d’entre elles sont recyclables (thermoplastiques et élastomères)

puisqu’elles peuvent être refondues sans perdre de façon signi�cative leurs ca-

ractéristiques. Les matrices thermodurcissables sont quant à elles beaucoup plus

di�ciles à recycler puisque cette résine spéci�que se dégrade lors d’une réchau�e

à haute température.

— Les matrices minérales : les matrices céramiques et métalliques sont destinées à

des applications de pointe. Elles interviennent lorsque les conditions environne-

mentales ne permettent pas l’utilisation d’une matrice organique (hautes tempé-

ratures, hygrométrie défavorable, forte pression). On retrouve ce genre de matrice

pour les échappements de moteurs d’avion ou de tuyères de fusée.

Les travaux développés et présentés dans ce manuscrit de thèse concernent plus parti-

culièrement l’étude de la mise en forme incrémentale des renforts de composites à �bres

continus. Le développement d’un protocole expérimental a toutefois été établi pour des

préimprégnés de type thermoplastique (renfort de composite à �bre longue et matrice

thermoplastique) pour ensuite être établi dans le contexte des renforts secs de compo-

sites à �bre longue seulement.

Compte tenu de la diversité de type de �bre, il sera question dans les travaux présentés

ici de �bre de carbone pour l’étude sur les renforts secs et d’un préimprégné �bre de

verre/résine PA66 pour le protocole expérimental.

1.2 Matériaux composites à �bres continues et ma-
trice organique

Comme énoncé précédemment, les travaux de cette thèse de doctorat se focalisent

essentiellement sur les renforts de composites à �bres continues. Une partie expérimen-

tale traitera les préimprégnés en �bre de verre/PA66. Il est donc question dans cette sec-

tion de présenter les di�érents types de renforts existants, les matrices communément

utilisées ainsi qu’une rapide description des préimprégnés.

1.2.1 De la �bre aux di�érents types de renforts de composites

Les renforts de composites à �bres longues peuvent avoir di�érentes architectures,

di�érents tissages et di�érentes stratégies de conception. Le point commun de ces ren-

forts est qu’ils sont constitués de �bres et donc de mèches. Une mèche étant un ensemble

plus ou moins conséquent de �bres. Une fois les mèches fabriquées, les métiers à tisser

vont générer des structures plus ou moins complexes, allant de renforts unidirectionnels,

appelés UD, à des renforts 3D, appelés Interlock en passant par des renforts tissés en 2D

ou 2,5D.
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1.2.1.1 Les �bres

Le principal constituant d’un renfort de composite est une mèche. Suivant le sens

de fabrication du renfort, cette mèche peut s’appeler la chaîne ou la trame. La �gure 1.4

montre le métier à tisser et ainsi la chaîne et la trame. Toutefois, une mèche est constituée

de N �bres alignées dans la même direction. Les �bres, suivant l’application du renfort

de composite, peut être de di�érente nature.

— Les �bres naturelles : ce sont des �bres de lin, de balsa, de chanvre ou encore de jute.

Cette liste n’étant pas exhaustive il est tout de même intéressant de spéci�er que

de nombreuses entreprises, utilisant les avancées techniques et technologiques

commencent à proposer des produits de qualité satisfaisante a�n d’être employés

dans l’industrie automobile ou spatiale. À titre d’exemple, l’entreprise bcomp avec

le produit powerRibs® propose des produits développés en relation avec l’agence

spatiale européenne a�n d’apporter des solutions aux problématiques posées par

l’industrie du sport automobile. Il est cependant important de spéci�er que les

pièces fabriquées à partir de �bres naturelles ne sont que très rarement des pièces

structurelles.

— Les �bres organiques : les plus connues sont les �bres de carbone, de verre et d’ara-

mide. Elles ont l’avantage de proposer de très bonnes caractéristiques mécaniques

mais sont plus coûteuses. Ces �bres sont très �nes (quelques micromètres de dia-

mètre). De telles �bres sont employées dans de très nombreux domaines notam-

ment de pointes nécessitant la fabrication de pièces structurelles tout en ayant

une masse la plus réduite possible. On les retrouve essentiellement dans les in-

dustries aérospatiales, aéronautiques, automobiles, médicales, environnementales

(éoliennes) et dans le sport de haut niveau ainsi que dans la musique.

Les �bres organiques sont ainsi beaucoup plus employées, il en existe donc une multi-

tude de sortes qui présentent leurs avantages et inconvénients. Il est question dans ce

manuscrit d’étudier les renforts de composites à �bre organique et notamment de car-

bone et de verre.

Fibre de carbone

La �bre de carbone est la �bre proposant le plus d’avantages dans la conception d’un ren-

fort de composite. En e�et, en plus d’avoir une faible densité (allant de 1.7 à 1.9 Kg/m3
),

une bonne conductivité thermique, une résistance à la température et une bonne �exi-

bilité elle est avant tout très résistante à la traction et à la compression. Il existe deux

principaux procédés de fabrication ainsi que deux possibles phases de traitement de la

�bre lui donnant des caractéristiques légèrement di�érentes.

— Production à partir de �bres de polyacronitrile (PAN - Based). C’est la méthode

la plus courante puisqu’elle conduit à des �bres de bonnes qualités tout en ayant

un coût de production moyen. (Ligne de production de la société CarbonNexus®
Australia en annexe A.1.)
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Bobines de PAN

Bobines de BRAI

OXYDATION
Air

CARBONISATION
Azote

GRAPHITISATION
Gaz inerte

TRAITEMENT 
DE SURFACE

ENSIMAGE

200 – 300 °C
30 min – 3h

700 – 1500 °C
2 – 10 min

  400 °C
2 – 10 min

  2500 °C
1 – 2 min

2000 - 3000 °C
1 – 2 min

Haute résistance

Haut module

Faible rigidité

Figure 1.1 – Illustration de la fabrication des �bres de carbone [DUP 08]

— Production à partir de �bres de brai par �lage de résidus de pétrole ou de houille

(Pitch - Based).

Elle est cependant très peu résistante à la corrosion (d’où la réutilisation très di�cile des

coi�es de lanceurs spatiaux par exemple), le recyclage n’est pas évident et elle possède

une forte conductivité électrique qui peut s’avérer être très défavorable dans certains

cas.

La �gure 1.1 schématise le procédé de fabrication des �bres de carbone. La ligne du

haut montre la transformation de �bre de BRAI en une �bre de carbone. Le process se

déroule en deux étapes, une première qui consiste à carboniser le brai en utilisant une

température avoisinant les 400 ° C. Un second traitement vient augmenter le taux de

carbone dans les �bres via une étape de graphitisation à environ 2500 ° C. La seconde

ligne montre le process de fabrication pour les �bres de PAN.

Fabricant Nom Classe Module

(GPa)

Résistance

à la

rupture

(MPa)

Allongement

à la

rupture

(%)

Précurseur

SOFTICAR T300 HR 230 3530 1.5 PAN

T800S IM 294 5880 2.0 PAN

M60J HM 588 3920 0.7 PAN

HEXCEL AS-4 HR 228 4278 1.8 PAN

AS-4D HR 245 4692 1.9 PAN

IM-7 IM 290 5760 2.0 PAN

IM-9 IM 290 6100 2.1 PAN

CYTEC P-55 S HM 380 1900 0.5 BRAI

P-75 S HR 520 2100 0.4 BRAI

P-100 S HR 760 2410 0.3 BRAI

P-120 S HR 825 2410 0.3 BRAI

Tableau 1.1 – Propriétés en traction des �bres de carbone usuelles [DUP 08]

Contrairement au premier cas, une étape préliminaire d’oxydation est nécessaire a�n de
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�ler les �laments du précurseur. Ils sont ensuite maintenus en tension et carbonisés. Les

éléments non carbonés sont alors volatilisés laissant une �bre plus pure en carbone. Les

�bres issues de ce processus sont dites de haute résistance (HR). Un second traitement

peut toutefois être réalisé en vue d’améliorer la structure de la �bre en éliminant les

restes non carbonés ce qui augmente le caractère graphitique de la �bre et ainsi, ses

propriétés mécaniques. Ce sont les �bres ayant un haut module d’élasticité (HM).

Les �bres possédant un haut module d’élasticité se déformera donc très peu mais sa

résistance à la rupture est limitée, elle aura un caractère fragile. A contrario, si la �bre a

un module plus faible sa résistance à la rupture sera plus élevée. Cependant, elle pourra

plus se déformer. Cette di�érence provient notamment du caractère graphitique de

la �bre. La table 1.1 référence de manière non-exhaustive quelques types de �bre de

carbone produites par di�érents constructeurs. On remarque la nette di�érence entre

les �bres issues du process PAN et les �bres issues du process BRAI.

Figure 1.2 – Utilisation des �bres de carbone de 1970 à aujourd’hui [DUP 08]

L’utilisation de la �bre de carbone ne cesse de croître et ainsi, induit de nouveaux chal-

lenges d’un point de vue scienti�que. La �gure 1.2 montre de façon très intuitive l’inté-

rêt que portent les acteurs industriels et sportifs. Il est intéressant de noter que le sport

fut l’un des précurseurs concernant l’utilisation de cette �bre. L’évolution exponentielle

dans le domaine industriel peut s’expliquer par l’utilisation massive de composite en

�bre de carbone pour des pièces pas forcément structurelles et ainsi présentant moins

de risque en terme d’innovation et de sécurité. L’aéronautique est un peu plus regar-

dante quant à l’utilisation de ces nouveaux matériaux. En e�et, les enjeux humains et

�nanciers ne sont pas de la même ampleur.

En conclusion, la �bre de carbone propose de très bonnes caractéristiques mécaniques
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tout en étant légères et manipulable facilement. Cependant, sa production étant di�cile

et nécessitant beaucoup d’énergie, cette �bre reste la plus coûteuse. Des alternatives

existent en proposant des caractéristiques mécaniques, légèrement inférieures, mais avec

un coût compétitif. C’est pourquoi, dans certaines applications, des mélanges peuvent

être faits en couplant des renforts à base de �bres de carbone et des renforts à base de

�bres de verre ou en utilisant de la matrice auto renforcée [SEL 18]. On parle alors de

matériau hybride.

Fibre de verre

La fabrication de la �bre de verre est, contrairement à la �bre de carbone, beaucoup

plus maîtrisée. En e�et, la création et la transformation du verre sont utilisées depuis

très longtemps ce qui permet d’abaisser le coût de production de ce type de �bre. Les

propriétés mécaniques des �bres de verre, bien que plus faibles que celle du carbone

(d’après Texonic
1
), ne sont pas à négliger.
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Figure 1.3 – Illustration du processus de fabrication des �bres de verre [BER 08]

La production de �bre de verre consiste à utiliser un bain fondu de matière première

(silice, calcium, fer, ...) qui permet d’avoir un �ux continue de matière à l’état visqueux

(température d’environ 1500 °C). Dans un second temps, ce �ux passe à grande vitesse

dans une �lière ayant des ori�ces dont le diamètre peut être plus ou moins grand (ce

qui donne le diamètre de la �bre) puis par un organe de dépôt d’ensimage. Une fois le

verre en fusion passé par la �lière, il est refroidi a�n de former les �laments. Les �bres

ainsi fabriquées ont plusieurs dénominations comme les �ls silionnes, les rovings ou les

strati�ls et sont des �bres continues. Ces �laments ont un diamètre compris entre 5 et

1. Des données sont proposées sur le site suivant : https://texonic.net/tableau/proprietes-des-�bres/
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24 micromètres et sont assemblés a�n de former des �ls plus épais. Pour fabriquer un

�l, il faut réaliser un assemblage qui peut varier dans une fourchette de 1000 à 12000

�laments. En�n, l’ensemble est enroulé et stocké.

Type Type

Composant E (%) C (%) A (%) Composant E (%) C (%) A (%)

SiO2 52-62 64 72 Fe2O3 0.05-0.8 - -

Al2O3 12-16 4 0.3 TiO2 0-1.5 - -

CaO 16-25 8 10 R2O 0-2 - -

MgO 0-5 3 2.8 F2 0-1 - -

Na2O - 14 14.2 K2O - 1 -

B2O3 0-10 6 - SO3 - - 0.6

Tableau 1.2 – Composition massique de quelques types de �bre de verre [BER 08]

Le tableau 1.2 montre les compositions chimiques pour trois types de �bres de verre

utilisées dans des applications structurelles. La composition de type E est la plus courante

et la plus employée dans l’élaboration de matériaux composites à matrice organique. La

�bre de type A permet des applications industrielles plus spéci�ques. Celle de type C est

plus résistante à la corrosion et ainsi les applications sont elles aussi plus spéci�ques.

L’utilisation de ce type de �bre est multiple. On les retrouve notamment dans des pièces

semi-structurelles ou structurelles dans les domaines de l’automobile, du sport, de l’aé-

ronautique (très présent dans le Concorde) ou encore dans le ferroviaire (TGV). L’une de

ses meilleures qualités est sa très faible conductivité thermique. C’est pourquoi, de nom-

breux matériaux isolants de hautes performances sont réalisés à partir de cette �bre (Mor-
gan ThermalCeramics est l’un des leaders mondiaux avec leur produit SuperWool®Plus).

A partir de ces �bres, il est possible de les assembler pour former les mèches qui consti-

tuent le renfort de composite. Une mèche est donc un regroupement plus ou moins

conséquent de �bres.

Il est intéressant de spéci�er que dans les deux types de �bre, une phase d’ensimage

a lieu. L’agent actif d’ensimage est choisi pour lier les �laments qui vont former une

mèche. Il est important de bien choisir les composants de l’ensimage puisqu’ils vont être

en contact avec les résines organiques. Il faut donc que ce soit compatible et ainsi ne soit

pas néfaste au matériau composite. Les propriétés en traction, la masse volumique, la

masse linéique et le taux d’ensimage font partie des points de contrôle qualité des �bres.

1.2.1.2 Les mèches

Les �bres obtenues par les méthodes présentées ci-dessus peuvent continuer à subir

des transformations a�n de leur attribuer de nouvelles caractéristiques. A�n de former

un renfort de composite, les �bres sont assemblées pour former des mèches plus ou
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moins denses en �bres. La fabrication de mèche peut suivre di�érents principes tels que :

— Le retordage ou moulinage : cette méthode apporte une déformation en torsion

des �bres continues. Ceci a pour objectif d’améliorer les propriétés mécaniques et

d’assembler par torsion plusieurs �bres et ainsi de réduire la section. Cela apporte

une meilleure cohésion.

— La texturation : cette méthode donne aux �bres une meilleure elasticité.

— Le guipage : méthode qui consiste à enrouler une �bre autour d’une âme.

La quantité de �bres dans une mèche peut varier de 1000 �bres à plusieurs dizaines de

milliers de �bres pour une mèche. La dénomination usuelle est respectivement mèche

1K ou mèche 24K (1000 ou 24000 �bres dans une mèche). Il est important de savoir que

plus des tissés sont élaborés à partir de mèches denses, plus il sera di�cile de les draper

pour des pièces à forts angles de cisaillement.

1.2.1.3 Les renforts de composites

Compte tenu de la quantité de géométries di�érentes, les renforts de composite

peuvent avoir tous types de forme. Il peut y avoir des renforts unidirectionnels (UD),

des tissages surfaciques (2D), des tissages interlocks (2,5D) ou encore tridimensionnels

(3D). Exceptés pour les UD, les tissages nécessitent à chaque fois une mèche dans la di-

rection de la fabrication appelée la chaîne et une mèche perpendiculaire à cette direction

appelée la trame. Concernant les UD, les renforts sont souvent un assemblage de di�é-

rents UD cousus entre eux avec une �bre de nylon par exemple. On parle alors de Non

Crimp Fabric, communément appelé NCF.

Les renforts unidirectionnels (UD)

Ce type de renfort est une succession de mèches parallèles les unes avec les autres. Ils

proposent une forte rigidité dans la direction des mèches seulement, d’où leurs utili-

sations spéci�ques et ils souvent assemblées avec des UD dans d’autres directions. On

parle alors de structure en strati�é. Le composite ainsi formé possède des caractéris-

tiques mécaniques fortes dans les directions d’empilement. Ce type de renfort est lar-

gement utilisé dans l’aéronautique puisqu’il possède l’avantage de ne pas être soumis

au phénomène d’embuvage que nous traiterons lors de la présentation des renforts 2D.

À titre d’exemple, un strati�é hybride verre/aluminium, breveté sous le nom de GLARE

pour Glass Laminate Aluminium Reinforced Epoxy est utilisé pour certaines portions

du fuselage de l’Airbus A380. L’un des problèmes courant dans ce type de renfort est le

délaminage qui consiste à séparer les di�érentes couches et donc de fragiliser le renfort.

A�n d’éviter ce phénomène les couches peuvent être cousues entre elles. On parle alors

de NCF (Non Crimp Fabric). D’autres possibilités existent toutefois comme le tufting ou

le piquage, mais restent encore dans le domaine de la recherche.
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Les Non Crimp Fabrics (NCF)

Les NCF sont généralement un empilement d’UD dans des directions di�érentes dont les

couches sont cousues entre elles. Ce matériau béné�cie à la fois des caractéristiques mé-

caniques des �bres, n’est pas soumis aux problèmes liés au délaminage et à l’embuvage.

Cependant, la couture vient empêcher le matériau de se déformer naturellement et ainsi

les enjeux industriels en terme de comportement et de simulation sont très présents. Ses

grandes qualités et son importante utilisation dans le milieu de l’aéronautique fait de ce

matériau un produit très convoité par la communauté scienti�que.

Les tresses

Lorsque l’on souhaite réaliser une pièce tubulaire, cylindrique ou présentant un axe de

révolution, la méthode de tressage est l’une des plus courantes. Celle-ci consiste, en utili-

sant une machine de tressage adaptée, de générer des tubes à partir de mèche. La densité

de mèches ainsi que l’angle de tressage et la vitesse de production sont les trois acteurs

principaux jouant sur la qualité du produit �ni. Cependant, cette solution n’est pas adap-

tée pour fabriquer des pièces de révolution ayant un diamètre très élevé. Dans ce cas,

c’est majoritairement des robots qui viennent poser une mèche sur un mandrin. Le man-

drin tournant, le robot peut ainsi placer di�érentes couches suivant di�érents angles de

dépose. C’est la méthode employée pour fabriquer des corps de lanceurs spatiaux par

exemple (procédés AFP, ATL, ...).

Les renforts 2D ou tissés

Ce type de renfort sont un entrecroisement de mèches suivant deux directions perpen-

diculaires, la chaîne et la trame. Il existe une multitude d’agencements possibles ce qui

dé�nit l’armure du renfort. Pour ce type de tissage (2D), la fabrication suit les mêmes

principes que la fabrication pour le textile grand public.

 

Peigne 

Lisses 

Figure 1.4 – Illustration du processus de fabrication des renforts de composite
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La �gure 1.4 schématise le procédé de fabrication de tels renforts, en montrant bien que

la chaîne suit le sens de fabrication et la trame est perpendiculaire. Des outils spéciaux

comme les lisses et les peignes sont utilisés pour aligner les �ls de chaîne comme on le

souhaite. Une lance va ensuite récupérer le �l de trame et l’entrelacer entre les �ls de

chaîne. Une telle machine des métiers à tisser peut essentiellement former trois armures

di�érentes, utilisées dans les secteurs industriels, qui sont dé�nies par le type d’entrela-

cement :

— La toile ou ta�etas : la mèche de trame passe, de façon alternative, au-dessus puis

en dessous de chacune des mèches de chaîne. Le fort entrelacement et la densité

de mèches vont faire varier la rigidité et la déformabilité du ta�etas.

— Le sergé N ·M : le �l de trame ne passe plus de façon alternative mais de façon

séquentielle telle que N fois au-dessus et M fois en dessous des �ls de chaîne en

se décalant d’un �l par passage. Comme il est possible de le constater, cet enche-

vêtrement va générer une structure diagonale au tissé et ainsi ce dernier va avoir

des comportements spéci�ques.

— Le satin N : chaque mèche de trame passe au-dessus de N mèches puis au-dessous

d’une seule. Avec cette stratégie de tissage, le motif diagonal présent dans les

sergés n’existe plus et ainsi l’armure est beaucoup plus souple et se déforme très

facilement notamment en cisaillement. L’objectif principal étant d’enlever cet e�et

de diagonale en positionnant les points de liage de façon moins uniforme.

Un ta�etas, un sergé 2 ·2 et un satin 8 sont présentés �gure 1.5 avec une vue de dessus

et une vue de côté pour chacun des types de renfort. Les vues de côté sont intéressantes

puisqu’elles montrent l’un des principaux défauts de ce genre de renfort, l’embuvage.

 

(a) Ta�etas

 

(b) Sergé 2x2

 

(c) Satin-8

Figure 1.5 – Les di�érents motifs de tissage 2D.

L’embuvage implique une déformation de l’armature si on applique un e�ort dans le sens

des mèches. En e�et, l’entrelacement des mèches permet une certaine liberté au renfort.

Appliquer une tension sur les mèches, c’est enlever cette liberté et donc le renfort va

forcément se déformer en conséquence.
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Figure 1.6 – Embuvage d’un tissé

Ainsi l’embuvage (noté e) est dé�ni, par l’équation 1.1, comme étant la longueur rela-

tive entre la longueur du tissu dans une direction et la longueur d’une mèche suivant

cette même direction. Ce phénomène, étudié de multiples fois [BUE 98, BOI 01, LOM 05,

HIV 08] détériore les comportements mécaniques des renforts. C’est ce qui explique l’uti-

lisation de ces matériaux lorsque qu’il n’y a pas ou peu d’e�ort de traction sur les mèches

lors des sollicitations en service.

e =
lmèche− lrenfort

lmèche

(1.1)

Compte tenu des matériaux disponibles pour la fabrication de mèches, de la diversité

des armures et de la quantité de géométries de tissage possible, il est possible de créer

une multitude de renforts tissés. On remarquera que si le renfort est identique suivant le

sens chaîne et suivant le sens trame alors il est équilibré. Finalement, pour caractériser

un tel renfort, quatre quantités sont nécessaires : les mèches utilisées (nature, densité de

�bre, ...), l’armure souhaitée, la densité de mèches pour chaque réseau (en mèche/mm)

et en�n l’embuvage maximum autorisé.

Il se peut que parfois, un utilisateur souhaite une structure plus épaisse. Dans ce cas, un

empilement de tissé est possible, mais comme pour les strati�és avec les UD, ces con�gu-

rations particulières sont soumises au délaminage qui vient réduire les caractéristiques

mécaniques de la superposition. A�n de répondre à cette problématique, les industriels

et acteurs du tissage proposent des interlocks 3D ou des interlocks 2,5D.

On remarquera que les interlocks tissés 2,5D sont à la frontière entre les renforts 2D

et les renforts 3D. En e�et, il s’agit d’un assemblage de renfort 2D, mais dont certaines

mèches de chaîne vont aller chercher une ou plusieurs mèches de trame dans les couches

supérieures et inférieures de l’empilement. Ceci permet d’obtenir des renforts épais et

résistants au délaminage. Cependant, ils ne possèdent aucunes caractéristiques méca-

niques dans la direction perpendiculaire au plan du renfort.
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Les renforts/interlocks 3D

Ce type de renfort est très particulier puisque les entrelacements de mèches ne sont plus

uniquement dans un plan mais aussi dans l’espace sur di�érents plans. Ainsi, le tissu

obtenu peut être relativement épais comparé aux tissés 2D allant jusqu’à la dizaine de

centimètres. Comme l’entrelacement est multidirectionnel il n’y a plus de problème de

délaminage. En�n, il propose des caractéristiques mécaniques dans les trois directions.

 

(a) Type 1

 

(b) Type 2

 

(c) Type 3

 

(d) Type 4

Figure 1.7 – Les di�érents motifs de tissage 3D [GU 02]

La �gure 1.7 propose di�érentes structures plus ou moins complexes. Ces structures

ont une in�uence directe sur le comportement du matériau que ce soit en tension, en

cisaillement ou en �exion [GU 02]. Ces renforts présentent des caractéristiques méca-

niques dans toutes les directions de tissage. Compte tenu de la complexité de tissage, le

coût de ce type de matériau est très élevé.

Le renfort Hexcel®G1151

Au travers de cette thèse, on s’intéressera essentiellement à un renfort 2,5D fabriqué par

Hexcel® qui est l’un des leaders mondiaux dans les technologies avancées de composites.

Le renfort en question est le G1151 dont les principales caractéristiques sont décrites

dans le tableau 1.3. On remarquera l’armure originale de ce tissé qui est complexe et

dé�nie comme le 3X/Formable par Hexcel® et par la �gure 1.8c.

Hexcel®G1151
Masse surf. Référence Armure Répartition Densité �bre (�ls/cm)

(g/m2
) (%) Chaîne Trame

630 G1151 3X / Formable 51 / 49 7.4 7.4

Fibre de renfort Largeur std Épaisseur Poudrage Constituant

Chaîne Trame (mm) (mm)

T300JB 6K

40D HR

T300JB 6K

40D HR

1000 0.62 Oui Carbone

Tableau 1.3 – Caractéristiques du renfort Hexcel®G1151

La �gure 1.12 représente trois visions de ce renfort tissé. Premièrement une illustration

de la forme générale du tissé �gure 1.8a et une vue détaillée du tissage complexe en
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�gure 1.8b. En�n, une modélisation CAO à partir d’informations issues de tomographie

par rayons X est proposée �gure 1.8c. Des détails supplémentaires peuvent être trouvés

dans les travaux d’Audrey Wendling [WEN 13, WEN 12, WEN 11].

 

80 mm

(a) Renfort

 

6,66 mm

(b) Vue en détail

 

(c) CAO [WEN 13]

Figure 1.8 – Renfort tissé sec étudié : Hexcel®G1151

Hexcel®G1151
Essai Tissu/Métal Tissu/Tissu Mèches/Mèches

Orientation 0° 90° 0°/ 0° 0°/ 90° 0°/ 0° 0°/ 90°

Coe�cient de frottement 0.17 0.17 0.67 0.537 0.57 0.54

Tableau 1.4 – Coe�cients de frottement du renfort Hexcel®G1151 [WEN 13]

La table 1.4 regroupe les di�érents coe�cients de frottement [WEN 13] qui seront utiles

lors des simulations de mises en forme, traitées dans le chapitre 5. De plus, sur la �-

gure 1.8b, on aperçoit très clairement les grains de poudre qui permettent une meilleure

manipulation du tissé. Ce sont les petits points, répartis aléatoirement, jaunâtres qui

ressemblent à de la poussière. Néanmoins, ce poudrage modi�e de façon considérable

le comportement du tissé en cisaillement comme il est possible de le constater dans le

chapitre 2 de ce manuscrit.

1.2.2 Les matrices organiques à résine thermoplastique
Maintenant que les renforts à �bres continues ont été détaillés, il est question de

parler du second matériau utilisé pour fabriquer un composite, la matrice organique

dans notre cas. Une matrice organique n’est ni plus ni moins que du plastique de plus ou

moins bonne qualité, qui peut faire partie de deux catégories : les thermoplastiques ou les

thermodurcissables. Nous allons essentiellement parler des matrices thermoplastiques

puisque les thermodurcissables, de part leur résistance à la fatigue moyenne, leur dureté

faible, et leur caractère infusible et insoluble une fois polymérisés font qu’elles sont de
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moins en moins utilisées. Bien que l’intérêt des thermoplastiques soit en plein essor,

les résines thermodurcissables restent tout de même les plus utilisées dans l’industrie

puisque les coûts de production sont faibles et les procédés de mises en forme maîtrisés.

Trois catégories de thermoplastiques sont distinguées :

— Plastiques hautes performances : classe de polymères qui o�re une fourchette de

température d’utilisation large, une stabilité chimique (à court et long terme) et

des propriétés mécaniques correctes. De plus, elle di�ère par les quantités pro-

duites (faibles) et leurs prix (élevé). Cependant, elles sont très souvent employées

dans l’élaboration de matériaux composites.

— Plastiques techniques : ce sont des plastiques de gamme moyenne qui o�rent tou-

tefois de bonnes caractéristiques, ce qui leur permet d’être souvent employés pour

les pièces structurelles.

— Les plastiques standards : ce sont des plastiques qui sont fabriqués à la chaîne et

donc les caractéristiques ne sont pas su�santes pour en faire des pièces structu-

relles. On les retrouve donc dans des applications grand public (plomberie, sacs,

...).

La �gure 1.9 montre le positionnement de quelques thermoplastiques de référence sui-

vant leurs caractéristiques
2
.
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Figure 1.9 – Classi�cation des principaux polymères thermoplastiques

Contrairement aux thermodurcissables qui sont irréversiblement solides une fois refroi-

dis, les thermoplastiques n’ont pas besoin de se réticuler (phase de durcissement lors de la

fabrication). Ceci implique donc que les cadences de production peuvent être beaucoup

plus élevées. De plus, ils peuvent être remodelés, retraités ou modi�és facilement une

fois fabriqués. En�n, le caractère répétable de ce genre de matériau est excellent. Cepen-

dant compte tenu du coût de fabrication de ces matrices, la mise en forme de géométries

2. Figure inspirée du site http://www.bloomoon.eu/fr/
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Matériaux composites à �bres continues et matrice organique

complexes n’est pas encore totalement maîtrisée. Ceci explique donc l’intérêt des com-

munautés industrielles concernant les simulations de mises en forme des renforts secs

puis injection de matrice d’une part, mais aussi des simulations de thermo-estampage

ou thermoformage pour les préimprégnés.

Finalement, face aux matrices thermodurcissables, les avantages des composites à ma-

trice thermoplastiques sont multiples :

— Réversibilité et recyclage.

— Meilleure stabilité sur le court et long terme (notamment pour le stockage).

— Propriétés mécaniques égales ou supérieures.

— Cadence de production plus rapide.

Dans la section suivante nous traiterons les di�érentes méthodes d’élaboration de ma-

tériaux composites à partir de renforts secs. Par exemple, un des procédés de fabrica-

tion très courant est le Resin Transfert Moulding (RTM) [RUD 97, POT 99, PAR 00] qui

consiste à déformer le tissu sec pour ensuite injecter une résine thermoplastique ou ther-

modurcissable. Ce procédé, montrant quelques avantages, nécessite une phase de com-

paction plus ou moins longue a�n d’imprégner correctement le renfort et ainsi avoir

une pièce �nale de bonne qualité sans inclusions ou autres porosités. Cette phase de

compaction vient réduire considérablement les cadences de production. Pour répondre

à cette problématique, les préimprégnés ont été développés et sont sujets à de nombreux

sujets de recherche. En e�et, l’engouement industriel notamment automobile est très

fort puisque ce type de matériau permet à la fois d’avoir de très bonnes caractéristiques

mécaniques tout en étant rapide à former. Ces matériaux sont souvent sous forme de

renforts déjà imprégnés de résine et donc la phase de compaction a été faite en amont

de la mise en forme.

1.2.3 Les préimprégnés
Le préimprégné est par dé�nition un matériau composite déjà constitué. Il est le ré-

sultat de la combinaison d’un renfort et d’une matrice thermoplastique ou thermodurcis-

sable. De manière générale, l’imprégnation des renforts est obtenue en les faisant traver-

ser un bain de polymère à l’état fondu. Une fois cette étape faite, les renforts maintenant

imprégnés forment des plaques semi-�nies dans lesquelles des porosités subsistent. A�n

d’avoir un produit �ni de bonne qualité, ces plaques vont être empilées et consolidées à

haute pression [CAM 10] soit en passant dans une presse chau�ée soit en passant dans

un laminoir dont une première partie est chaude et une seconde froide. En e�et, il est

nécessaire de réchau�er les plaques semi-�nies pour pouvoir retravailler la résine et

remplir les porosités. On notera donc que les procédés de mise en forme pour les ther-

modurcissables sont di�érents.

Le thermoplastique BondLaminate Tepex®dynalite 104-RG600(4) 47%

Ce préimprégné est celui utilisé lors de la campagne expérimentale qui est décrite dans

le chapitre 2. Il s’agit d’un matériau composé d’un sergé 2 ·2 en �bre de verre et d’une
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Figure 1.10 – Procédés adaptés à la préconsolidation de préimprégnés [CAM 10]

matrice thermoplastique moyen/haut de gamme, le Polyamide 66 (PA66). Des caracté-

ristiques utiles sont présentées dans le tableau 1.5.

Les travaux de thèse présentés dans ce manuscrit s’orientent toutefois, en grande par-

tie, sur les renforts secs, leurs comportements et leurs drapabilités. Ainsi, la prochaine

partie traitera essentiellement des procédés de mise en forme des renforts secs souvent

employés par l’industrie des composites.

1.3 Procédés de mise en forme
La principale façon de mettre en forme les matériaux concernés par notre étude est de

les mouler en utilisant, dans la majorité des cas, un couple poinçon/matrice. Compte tenu

des contraintes de production, des cadences, des géométries, des matériaux constituant

le renfort et la matrice, les coûts et la quantité de pièces à produire, di�érents procédés

de mise en forme ont alors été inventés et étudiés [GAY 05, POT 99].

Parmi les procédés les plus utilisés, le Liquid Composite Moulding (LCM) [ROC 06,

SIM 04, CHE 99] est l’un des plus courant puisqu’il propose plusieurs avantages, no-

tamment en terme de cadence. En e�et, l’idée est de mettre en forme le renfort sec qui

est beaucoup plus simple à déformer avant injection de la résine à l’état liquide/pâteux.

Ceci permet en outre d’avoir des géométries �nales très proches de la géométrie désirée

et donc évite d’avoir recourt à des phases ultérieures d’usinage, souvent complexes et

coûteuses. Toutefois, l’injection de la matrice est une étape délicate puisqu’elle se doit
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BondLaminate Tepex®dynalite 104-RG600(4) 47%
Roving Glass - PP Consolidated Composite Laminate

Données Unité Valeurs

Chaîne Trame

Fibre - Verre

Armure - Sergé 2 ·2
Masse surfacique (renfort) g/m2

600

Densité de mèche 1/cm 2.5 2.5

Distribution % 50 50

Polymère - Polypropylene (PP)

Densité de �bre % 47

Epaisseur plaque semi-�nie mm 0.5

Nombre de couche - 4

Masse volumique g/m3
1.81

Module sens chaîne GPa 19

Module sens trame GPa 23

Résistance à la rupture MPa 370

Résistance à la rupture MPa 380

Allongement à la rupture % 2.1

Allongement à la rupture % 2.0

Température de fusion °C 163

Tableau 1.5 – Caractéristiques du BondLaminate Tepex®dynalite 104-RG600(4) 47%

d’être très bien maîtrisée a�n d’éviter toutes porosités ou défaut dans le matériau.

Ce procédé dit de moule fermé a l’avantage de permettre le contrôle des émissions vola-

tiles de composés organiques lors de la fabrication, en e�et la matrice fondue n’est jamais

en contact direct avec l’atmosphère ambiante. Deux possibilités se distinguent avec ce

type de procédé :

— L’infusion sous vide.

— Le Resin Transfert Moulding (RTM).

Le détail de ces deux types de production de matériaux composites est présenté ci-

dessous.

1.3.1 Infusion sous vide
L’infusion sous vide consiste à placer le renfort entre un couple membrane/drain et

le moule. Le principe consiste à faire une mise sous vide du système en utilisant un sac à

vide fortement déformable et une pompe qui va aspirer l’air et la résine. Le fait de réduire

la pression dans le système va appliquer un e�ort, qui grâce à l’utilisation d’un drain et

d’un séparateur perforé, va déformer le renfort jusqu’à la géométrie souhaitée. La pompe

va plaquer le renfort contre le moule et amorcer l’écoulement de la résine. La membrane
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(ou séparateur) est fabriquée à partir d’un matériau poreux qui facilite l’écoulement de

la résine autour du renfort. Bien que ce procédé autorise la production en série avec

une bonne répétabilité, la qualité des produits �nis est moyenne. En e�et, la gestion et

l’inspection de l’épaisseur sont di�ciles et des porosités peuvent subsister. De plus, il est

di�cile de faire des géométries extrêmement complexes sans que ce procédé devienne

coûteux. En�n, l’état de surface de la pièce est moins bon du côté de la membrane que

du côté du moule.

 

Aspiration
Joint
Drain
Membrane / Séparateur
Renfort sec
MouleRésine

Sac à vide

Figure 1.11 – Illustration du processus d’infusion

La �gure 1.11 décrit la phase d’aspiration de la résine. Le sac à vide s’est alors déjà dé-

formé et donc a aussi déformé le renfort sec contre le moule. La résine commence éga-

lement à être drainée sur la pièce en s’aidant de la membrane comportant des porosités.

La membrane perforée ou �let de drainage est une pièce complexe et est à manipuler

avec délicatesse puisqu’elle impose par la suite les vitesses de �ux de résine et l’état

de la résine. Les avantages d’une telle méthode sont essentiellement basés sur la faci-

lité de mise en oeuvre. Cependant pour des géométries complexes, cette méthode n’est

pas la meilleure car l’écoulement de la résine n’est pas forcément possible dans certaine

con�guration. Ainsi, une méthode complémentaire est proposée, basée sur une approche

di�érente de mise en forme, le Resin Transfert Molding (RTM).

1.3.2 Resin Transfert Moulding (RTM)

Ce procédé, ancien et bien maîtrisé permet aussi la réalisation de pièces en composite

à partir de renforts trissés [RUD 97, POT 12, OKS 01, KRU 12]. Trois phases principales

permettent de le dé�nir :

— Le préformage du renfort sec (�gure 1.12a). Elle consiste à emboutir un renfort de

composite à �bres longues dans un moule en utilisant, dans la majorité des cas, un

poinçon. L’utilisation de deux parties rigides et pilotables va permettre de mieux

maîtriser la compression et ainsi l’épaisseur du renfort. De plus, grâce à ce pro-

cédé, l’état de surface de la pièce �nale est extrêmement correct des deux côtés.

En�n, a�n de mieux maîtriser la formation de plis lors de la déformation du ren-

fort, il est possible d’utiliser des serre-�ans qui viennent appliquer une pression

(plus ou moins répartie) sur le tissé induisant un peu de tension dans les mèches.
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— La deuxième étape (�gure 1.12b) consiste à injecter de la résine dans le renfort

ainsi préformé. L’ensemble est ensuite maintenu à une température judicieuse-

ment choisie pour faire polymériser la résine. C’est la phase la plus longue du

procédé.

— En�n, une fois la résine consolidée, le poinçon remonte et la pièce est évacuée.

Elle peut connaître des phases de post-traitement (�gure 1.12c).

 

(a) Mise en forme

 

(b) Injection

 

(c) Démoulage

Figure 1.12 – Illustration du processus RTM

L’engouement industriel pour ce procédé est fort puisqu’il permet de maîtriser l’épais-

seur des produits �nis, de maîtriser le taux volumique de �bre, d’avoir un bon état de

surface, de faire des géométries complexes (dans une certaine mesure), d’être automa-

tisable facilement et d’avoir des cadences de production respectable. Toutefois, malgré

son utilisation dans l’industrie, ce procédé n’est pas totalement contrôlé pour des formes

complexes (non-développables par exemple). Ces éléments conduisent donc les indus-

triels des secteurs automobiles et aérospatiaux à porter un grand intérêt au développe-

ment et à la recherche associés au procédé.

Cependant un tel procédé permet, en cas de géométrie complexe, d’avoir plus de liberté

concernant la mise en forme du renfort et de l’injection de la matrice. Les travaux de cette

thèse se focalise donc sur la première étape de ce procédé (�gure 1.12a) qui consiste à

la mise en forme du renfort de composite. L’objectif est d’utiliser la liberté induite par

ce procédé pour réussir à mettre en forme des renforts secs (tissés, interlocks, ...) sur

des géométries complexes. Deux approches vont être étudiées et décrites par les travaux

présentés au travers de ce manuscrit :

— Une approche par mise en forme incrémentale : cette approche consiste à utiliser

plusieurs poinçons au lieu d’un seul et de suivre des séquencements judicieuse-

ment choisis a�n de pouvoir draper des renforts sur des géométries complexes

d’une part mais aussi a�n de pouvoir réduire les défauts du renfort une fois celui-

ci déformé. Des travaux récemment publiés [COU 18] montrent que les défauts

induits par la phase de mise en forme varient en fonction des séquencements im-

posés. Cependant, les travaux en question sont basés sur des géométries simples

et sur des cas académiques. L’objectif est donc de proposer des solutions numé-

riques, �ables et robustes a�n d’être capable de maîtriser ce type de mise en forme

à l’échelle industrielle.

— La seconde approche possible consiste à maîtriser les conditions aux limites en

imposant des déplacements ou des forces de rappel sur les bords des renforts et
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de les piloter. Cette stratégie permet en outre de modi�er la structure du renfort

sec avant la phase d’injection de la résine. Ainsi, les angles de cisaillement, les

contraintes internes ou les �ambements locaux peuvent être impactés aussi bien

positivement que négativement.

Compte tenu des coûts des renforts secs, des procédés de mise en forme des matériaux

composites, du nombre de séquencements possibles pour la mise en forme incrémentale,

la simulation numérique propose un avantage considérable en rendant possible la pré-

diction de l’état du matériau une fois déformé. Cependant, a�n d’avoir des approches so-

lides et robustes, les lois de comportement employées dans les calculs par éléments �nis

se doivent d’être à jour. En e�et, la mise en forme incrémentale ou la gestion des condi-

tions aux limites induisent de nouveaux phénomènes inexistants par le passé comme

l’évolution non-monotone de l’angle de cisaillement ou de la courbure en �exion. Il est

donc important, avant de réaliser des simulations, de caractériser les matériaux en ques-

tion. Comme il l’a été dit précédemment, cette thèse se focalise sur le comportement du

renfort Hexcel® G1151. La prochaine section propose donc quelques généralités sur les

simulations de mises en forme, les grandes hypothèses communément utilisées et les

modes de déformation.

A titre d’exemple d’application du procédé RTM dans l’industrie, le F-22 Raptor
3

est

composé de 325 composants fabriqués à partir de ce process, la majeure partie étant les

longerons pour les ailes (environ 4.5m de longueur). Ces longerons sont constitués d’une

partie en composite (carbone et matrice thermodurcissable) couplée avec deux capots en

alliage métallique. La �gure 1.13 montre la position des longerons en carbone ainsi que

le design associé.

 

Capots (alliage métallique)

Toile  en sinusoïde (composite RTM) 

Figure 1.13 – Exemple d’application industriel du procédé RTM

L’avantage d’utiliser ce procédé, d’après Boeing, est de pouvoir avoir le contrôle sur

les paramètres dimensionnels de la pièce (épaisseur notamment) ainsi que les coûts ré-

currents compétitifs (pour la réparation par exemple). La maintenance et la réparation

sont aussi plus rapides. Le contrôle dimensionnel permet entre autres d’avoir des ajus-

3. Image issue du site https://www.globalsecurity.org/military/systems/aircraft/f-22-mp.htm
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Simulation de mise en forme des tissés

tements parfaits avec peu de calage ce qui induit moins de contrainte, moins d’usure et

une meilleure résistance à la fatigue tout en étant plus léger.

1.4 Simulation de mise en forme des tissés
La qualité du produit une fois mis en forme dépend de façon signi�cative des para-

mètres de contrôle des opérations de formage. Deux approches di�érentes permettent

de les déterminer : des campagnes essais/erreurs, dont le coût est directement propor-

tionnel à la complexité et/ou à la dimension de la pièce ou alors l’utilisation d’outils de

simulation. A l’instant T , l’outil de simulation o�re beaucoup plus d’avantages, de part

son coût relativement faible d’utilisation, dans certains cas sa rapidité pour fournir des

résultats et surtout sa polyvalence. En e�et, il est possible d’avoir toutes sortes de char-

gements et donc de résultats a�n de voir l’impact de certains paramètres sur la mise en

forme. Cependant, cet outil demande souvent des très nombreuses heures de travail en

amont de son utilisation. Il faut commencer par caractériser le matériau que l’on sou-

haite étudier, développer les modèles mécaniques associés, véri�er ces modèles par des

comparaisons expérimentales, intégrer les modèles dans des logiciels de calcul, véri�er

la justesse des résultats et surtout avoir une certaine expertise et un certain recul pour

traiter les résultats obtenus.

Les objectifs principaux de la simulation numérique sont donc les suivants :

— Caractéristique géométrique : la position des mèches et des �bres après déforma-

tion du renfort. De même pour leurs orientations.

— Caractéristique mécanique : les contraintes résiduelles du renfort déformé, l’angle

de cisaillement, l’état mécanique de la pièce.

— Caractéristique structurelle : détissage, rupture de �bre, plissement et fort angle

de cisaillement. Le fait d’avoir des angles de cisaillement trop élevés va empêcher

la résine de s’écouler correctement et ainsi des zones fragiles seront créées. En�n,

des �ambements locaux peuvent être présents ce qui nuit considérablement aux

caractéristiques mécaniques du composite �nal.

La simulation permet aussi d’avoir une idée de valeur des paramètres idéaux (vitesse des

poinçons, taille initiale du renfort, orientation privilégiée, température, ...) a�n d’optimi-

ser la qualité de la pièce et la capabilité du process.

1.4.1 Notion d’échelle - de la �bre à la pièce
Les caractéristiques intrinsèques du renfort une fois déformé ne sont pas toutes dé-

�nies à la même échelle. En e�et, compte tenu du caractère multiéchelle (�gure 1.14)

d’un composite, les simulations amènent à di�érents résultats. L’utilisation d’un renfort

composé de mèches elles-mêmes composées de �bres fait que la rupture d’une �bre ne

sera pas décelée si on réalise des simulations à l’échelle macroscopique. A contrario, le

plissement macroscopique ne peut pas être analysé par des simulations à l’échelle mi-

croscopique.
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De ce fait, plusieurs approches, à di�érentes échelles, peuvent être e�ectuées :

— L’échelle microscopique : c’est l’échelle de la �bre et de leurs interactions. Avec ce

genre d’approche, il est encore à l’heure actuelle très di�cile de pouvoir simuler

l’ensemble des �bres. En e�et, un renfort étant composé de mèches qui sont elles

même composées de plusieurs milliers de �bres, les temps de calcul seraient alors

considérables. Ainsi, seulement quelques centaines de �bres par mèches peuvent

être prises en compte.

— L’échelle mésoscopique : c’est l’échelle de la mèche et de leurs états après défor-

mation. De ce fait, des simulations à cette échelle permettent d’avoir accès à des

phénomènes et défauts locaux du renfort. La stratégie la plus courante pour simu-

ler des renforts à cette échelle est l’utilisation de volume élémentaire représentatif

(VER) en utilisant le caractère périodique des tissages. En principe, la taille d’un

VER s’approche de la taille d’une maille élémentaire du renfort.

— L’échelle macroscopique : c’est l’échelle de la pièce qui permet d’avoir accès à des

caractéristiques larges de la pièce telles que les plissements, les angles de cisaille-

ment, les contraintes résiduelles ou encore les �ambements locaux. Elle permet

aussi d’étudier la formabilité de pièces dont la géométrie peut être complexe.

 

 470 mm 6,66 mm 4 mm

Echelle macroscopique Echelle mésoscopique Echelle microscopique

Figure 1.14 – Di�érentes échelles de modélisation

Compte tenu des objectifs de cette thèse, la stratégie de modélisation et de simulation

suit les principes et les e�ets de l’échelle macroscopique. Toutefois, pour avoir une vision

globale des principes de modélisation et de simulation, les trois échelles vont être décrites

ci-dessous.

1.4.1.1 La �bre - modélisation à l’échelle microscopique

À l’échelle microscopique, le composant étudié est la �bre. Le comportement de cette

dernière étant orthotrope linéaire, les lois de comportement associées sont bien connues

et déjà bien avancées. Cependant, la gestion du contact entre les centaines de �bres

simulées reste toujours un enjeu majeur pour avoir des résultats �ables et en accord

avec la théorie.

26



Simulation de mise en forme des tissés

Dans un cadre plus général, les modèles existants qui s’approchent le plus de ce contexte

sont ceux e�ectués sur des cordes ou des câbles fortement torsadées [JIA 99, NAW 00,

SRE 06, GHO 07]. Toutefois l’approche microscopique dans la simulation des renforts de

composites reste rare notamment à cause du nombre élevé de �bres dans chaque mèche

[LAT 11]. Deux approches particulièrement connues et utilisées à l’heure actuelle ont

été développées par Zhou [ZHO 04] et par Durville [DUR 10].

(a) Modèle de Zhou [ZHO 04] (b) Modèle de Durville [DUR 10]

Figure 1.15 – Modélisation à l’échelle microscopique d’un renfort

Le principal problème de ce type de simulation est le temps de calcul qui est directement

proportionnel aux nombres de �bres simulées. Ainsi, la stratégie est de remplacer un

petit groupe de �bres (réelles) par une seule �bre (numérique). Ainsi, une mèche com-

posée de plusieurs milliers de �bres réelles peut, numériquement, en contenir quelques

centaines. De plus, avoir accès aux quantités qui intéressent l’industrie comme les plis-

sements et les défauts macroscopique n’est pas encore envisageable. En�n, l’ordre de

grandeur des études à l’échelle microscopique est d’environ quelques micromètres.

1.4.1.2 Le renfort - modélisation à l’échelle mésoscopique

La modélisation à l’échelle mésoscopique stipule que la mèche n’est plus un as-

semblage de �bre, mais un matériau continu. Cette approche est beaucoup moins in-

tuitive que la microscopique puisque qu’il est très di�cile de connaître l’architec-

ture exacte du tissé et des défauts de tissage. A�n de répondre à ces problématiques,

la tomographie par rayon X est très souvent employée lors d’études à cette échelle

[WEN 11, WEN 12, WEN 13, NAO 14, NAO 15]. Cette méthode bien que di�cile et coû-

teuse, n’est pas intrusive et/ou destructive et peut ainsi être utilisée en parallèle de proto-

coles expérimentaux. De plus, l’approche mésoscopique permet d’avoir des informations

qui sont originalement di�ciles d’accès à l’échelle macroscopique. Les propriétés les plus

intéressantes et donc les plus recherchées sont les suivantes :

— La perméabilité locale du renfort qui dépend de la déformation de la maille élé-

mentaire [HER 80, BAR 00, DES 05, LOI 08, HSI 09, KHA 14, AZE 17]. Cette ap-

proche permet d’alimenter les simulations en mécanique des �uides concernant

l’écoulement de la résine dans le renfort.

27



1. Matériaux composites et simulations de mise en forme

— Les propriétés thermiques macroscopiques pour la simulation d’échanges ther-

miques et l’analyse de la conductivité thermique du matériau.

— Le comportement mécanique du renfort permettant d’alimenter les modèles à

l’échelle macroscopique.

Comme il est possible de le constater, il y a une forte relation entre l’échelle mésosco-

pique et l’échelle macroscopique. De nombreux travaux d’homogénéistation et de re-

lation entre ces deux échelles ont été faits [DAS 92, DAS 96, HSI 99, BIG 01, LOI 08].

Ainsi, des approches analytiques ont été développées et sont généralement fondées sur

une simpli�cation de la géométrie de la mèche dans la maille élémentaire. Des hypo-

thèses particulières sont également prises pour décrire les comportements mécaniques

et thermiques.

(a) Structure à modéliser (b) Modélisation analytique

Figure 1.16 – Modélisation analytique mésoscopique de Kawabata [KAW 73]

A titre d’exemple, Kawabata en 1973 a développé des approches en décrivant les mèches

comme des ensembles de segments schématisant leurs lignes moyennes (�gure 1.16a).

Ces segments suivent alors des comportements de types barres en traction élastique

(�gure 1.16b). Les points de croisement sont quant à eux modélisés par des couples res-

sorts/amortisseurs de di�érents types [KAW 73, KAW 80].

Ces approches analytiques fournissent des bons résultats dans la détermination du com-

portement mécanique en tension des mèches. Cependant, ils sont plus limités pour les

modes plus complexes tels que le cisaillement ou la �exion. La simulation par éléments

�nis permet donc de contourner ce genre de problématique, mais nécessite deux infor-

mations supplémentaires : les conditions aux limites du renfort et sa géométrie. Comme

il est question d’approche mésoscopique, la géométrie est une quantité di�cile d’obten-

tion compte tenu de la complexité de certains tissages. Elles peuvent soit être obtenues

théoriquement à partir des caractéristiques de la mèche et de l’armure, soit expérimen-

talement par l’utilisation de la tomographie par rayons X.
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Approches théoriques

Des modèles et des logiciels ont été développés a�n de déterminer la géométrie �nale de

la maille élémentaire. Deux logiciels sont principalement utilisés. WiseTex développé à la

Katholieke Universiteit Leuven [VER 05] se basant sur des travaux antérieurs de Lomov

[LOM 00, LOM 06] (�gure 1.17a). La géométrie du renfort est obtenue par minimisation

de l’énergie de déformation des mèches au sein du renfort en prenant en compte les

di�érentes contributions mécaniques. Ceci nécessite l’identi�cation par approche expé-

rimentale de nombreuses données dont certaines peuvent être complexes à identi�er. Le

second logiciel, TexGen développé à l’université de Nottingham [SHE 07] n’utilise pas de

considérations mécaniques. De plus, il permet de réaliser facilement des mailles élémen-

taires dans lesquelles les mèches peuvent avoir des sections variables non-symétriques le

long de leurs lignes moyennes. Cependant, des problèmes d’interpénétration de mèches

subsistent et nuisent au résultat.

(a) WiseTex [LOM 00] (b) TexGen [SHE 07]

Figure 1.17 – Génération numérique d’un renfort 3D

Approche expérimentale

La microtomographie par rayons X est l’une des approches la plus étudiée et la plus uti-

lisée pour accéder expérimentalement à la géométrie d’une maille élémentaire. De nom-

breux travaux de recherche ont permis la maîtrise de ce protocole [WEN 11, WEN 12,

WEN 13, NAO 14, NAO 15].

Ce protocole expérimental nécessitant de lourdes installations consiste à scanner un

échantillon représentatif d’un renfort a�n d’y générer sa cartographie tridimensionnelle.

Il est ensuite possible de traiter les images obtenues (�gure 1.18a) en isolant chacune

des mèches et en les maillant (�gure 1.18b). Cette méthode permet d’avoir accès à la

vraie géométrie de la maille élémentaire et ainsi des traitements numériques appropriés

peuvent être réalisés sans problème d’interpénétration de mèches.

Une fois le modèle maillé, il est possible d’y appliquer des conditions aux limites, des

lois de comportement hypoélastique [GAS 00] ou hyperélastique [CHA 11a, CHA 11b,

CHA 12] a�n d’y voir la déformation des mèches. En�n, de récents travaux on permit

d’avoir des approches particulières sur les conditions aux limites périodiques, qui per-

29



1. Matériaux composites et simulations de mise en forme

(a) Tomographie 3D d’un interlock (b) Modèle obtenu maillé [NAO 15]

Figure 1.18 – Modélisation d’un interlock à partir d’une microtomographie par rayons

X

mettent d’avoir des informations plus précises quant à la déformation de la cellule élé-

mentaire [AZE 17].

 

  

Figure 1.19 – Di�érents types de conditions aux limites périodiques [AZE 17]

Cette méthode ne permet cependant pas, à l’heure actuelle, de modéliser et de simuler

un renfort tissé dans son entièreté lors d’une mise en forme. Toutefois les approches mé-

soscopiques et l’étude d’homogénéisation [HSI 99] ou multiéchelles [GEE 03, OZD 08]

permettent d’étudier une cellule élémentaire représentative (CER) qui donne des infor-

mations sur le comportement du tissage à une échelle plus petite. A�n d’avoir le com-

portement général du renfort, l’approche macroscopique reste la plus adéquate.

1.4.1.3 La pièce - modélisation à l’échelle macroscopique

L’approche macroscopique est la plus adaptée pour la modélisation et la simulation

de renfort de composite à l’échelle de la pièce. La principale hypothèse réside dans le fait

que le renfort est ainsi considéré continu homogène alors qu’il est non continu (poreux)

et non homogène initialement. Il sera donc impossible d’avoir accès à des informations

�nes comme les défauts locaux, mais l’objectif d’une telle stratégie est d’étudier la forma-

bilité et la prédiction des défauts observables sur les tissés. La richesse de l’information
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sur les défauts dépend à la fois des approches de modélisation et des caractéristiques mé-

caniques conférées. Les caractéristiques peuvent provenir d’essais expérimentaux réali-

sés à l’échelle du tissé ou d’observations et de conclusions déduites de simulations à des

échelles moindres, microscopiques et mésoscopiques.

 

Expérimentation Modélisation Recalage

Milieu poreux hétérogène Hypothèses de milieu continu

Essais Lois de comportement Recalage et simulation

Milieu continu homogène

Figure 1.20 – Approche macroscopique de modélisation mécanique

La réutilisation de résultats obtenus à des échelles inférieures constitue d’ailleurs la prin-

cipale raison d’être des modèles correspondants. Dans l’histoire des approches macro-

scopiques, les premières étaient essentiellement géométriques. Les approches géomé-

triques ne prenant pas en compte les rigidités en cisaillement et en �exion, elles sont

alors devenues mécaniques par analyse éléments �nis.

Approches géométriques

L’approche géométrique se base sur la cinématique de la déformation et non par rapport

au caractère mécanique du renfort. Ainsi, l’algorithme du �let a été l’un des précurseurs

puisque très étudié [MAR 56, VAN 91, WAN 99, BOR 02, BOI 04], de plus il est simple et

les calculs sont rapides. Il s’agit toutefois d’une méthode ne permettant pas de prendre

en compte les phénomènes physiques de déformation et sert donc essentiellement de

première approche. De plus, cette méthode considère qu’il n’y a pas de glissement entre

les mèches, suppose qu’elles sont inextensibles, ne prend pas en compte de rigidités de

�exion ou de cisaillement. En�n, le renfort s’apparente à un système de barres in�niment

�exibles reliées par des liaisons rotules. Étant donné que les comportements mécaniques

sont absents, les simulations de mise en forme ne génèrent pas d’e�orts et de frottements.

La �gure 1.21 décrit cette méthode : la position d’un point C est déterminée à partir

de deux géodésiques tracées sur la surface à draper issues des points connexes A et B

[WAN 99].
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Sans considérations mécaniques, les résultats sont identiques quels que soient les types

de renfort, de l’armure ou du type de mèche. Il ne faut pas oublier qu’à l’échelle ma-

croscopique, le renfort de composite est considéré comme un milieu continu et donc les

comportements mécaniques sont intrinsèques.

C1

C2

A

B
C

Figure 1.21 – Méthode du �let : détermination de la position du point C connaissant

celles de A et B [BOI 04]

Le verrouillage en cisaillement des mèches, les variations d’épaisseur ou encore les �am-

bements locaux sont donc inexistants. Toutefois, un exemple d’application est donné sur

la �gure 1.22 mais cette méthode n’est plus utilisée aujourd’hui puisque des approches

beaucoup plus réalistes, mais plus di�ciles et plus lourdes ont été et sont toujours en

cours de développement.

(a) Pièce (b) Drapage à 0
◦

Figure 1.22 – Drapage d’une pièce complexe avec l’algorithme du �let [VAN 91,

BOR 03]

Cet algorithme reste toutefois une méthode intéressante comme approche préliminaire

pour des pièces non-développables.

Approches mécaniques

Les approches mécaniques peuvent être diverses. En e�et, on peut utiliser une géné-

ralisation de la théorie du �let en modélisant le renfort par approches discrètes. Cette

dernière consiste à considérer le textile comme un assemblage non-continu d’éléments

déformables [SHA 04, SZE 05, BOU 07]. Il s’agit, grossièrement, de l’algorithme du �let

mais avec des caractéristiques mécaniques induites dans chaque élément. Le renfort est

ainsi modélisé par des noeuds reliés entre eux par des barres et des couples ressorts/a-

mortisseurs (�gure 1.23) qui permettent de modéliser les rigidités et donc les réponses
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en élongation, cisaillement, torsion et �exion. Les méthodes développées par Sze et Liu

[SZE 05] proposent des modèles pour une large gamme de sollicitation. Toutefois, ces

approches sont peu utilisées dans le cas des tissus techniques, car elles restent peu pré-

cises.

Contrairement à l’algorithme du �let, cette approche permet de prendre en compte des

phénomènes de contact entre pièces et de facto, de frottement. La �gure 1.24b montre

une mise en forme d’emboutissage hémisphérique. Le résultat macroscopique en terme

de géométrie est correct, mais il reste di�cile d’avoir accès aux états de contraintes ou

à des quantités spéci�ques dans l’élément.

Figure 1.23 – Modélisation d’une particule O connectée à ses quatre voisins (a) avec

modélisation de l’élongation (b), du cisaillement (c) et (d), et de la �exion (e) [SZE 05]

Tow
element

Shear
element

Blank holder
boundary

Friction
element

Tow
element

Shear
element

Blank holder
boundary

Friction
element

Δ

(a) (b)

Figure 1.24 – (a) Discrétisation du renfort en trellis et (b) exemple de mise en forme

d’un emboutissage sphérique [SHA 04, SKO 07]

D’après la section 1.4.1.3, il est supposé qu’un matériau composite à l’échelle macro-

scopique peut être considéré comme un matériau continu anisotrope. Ainsi, des ap-

proches de modélisations continues, considérant que les mèches ne glissent pas lors de

la mise en forme du renfort, ont été développées. Avec ce genre d’approche, les lois

de comportement doivent être décrites de façon particulière a�n d’être en adéquation

avec les formalismes en question. Di�érentes approches, qu’elles soient hypoélastiques

[PEN 05, BAD 08, KHA 10], hyperélastiques [SPE 72, THI 07, DRI 10, CHA 12, CHA 11a]

ou viscoélastiques [GUZ 15, GUZ 16, KRA 15] ont déjà prouvé leurs e�cacités. Ces lois

de comportement spéci�ques associées à des éléments �nis de type coques pour les tissus

2D ou des briques pour les 3D sont très souvent employées.
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La �gure 1.25 décrit bien la faisabilité de ce genre d’approche. Toutefois, bien que cette

méthode a l’avantage de pouvoir être implémentée facilement dans des codes éléments

�nis, elles ne prend pas en compte les variations de caractéristiques mécaniques inhé-

rentes à l’armure associée. Par conséquent le seul mode de déformation pris en compte

est le cisaillement dans le plan. De plus, les hypothèses de non-extensibilité des �bres

et d’incompressibilité du matériau sont faites ce qui implique que la �exion ne peut pas

être facilement décrite dans ce contexte.

Figure 1.25 – Résultats expérimentaux et numériques d’un emboutissage de type

double dôme avec mèches orientées à 45
◦

sur un tissé 2D [KHA 10]

(a)Discrétisation de l’élément �ni

semi-discret.

(b) Mise en forme d’une géomé-

trie fortement non développable.

Figure 1.26 – Élément triangulaire semi-discret et application [HAM 09]

C’est ainsi qu’un couplage est fait entre une approche discrète dans laquelle la �exion

est simulée et une approche continue dans laquelle le cisaillement plan est décrit.

Les approches semi-discrètes sont la combinaison d’une approche continue et d’une ap-

proche discrète. Souvent les parties discrètes et continues sont associées à un même

élément de type lagrangien. Les e�orts générés par une contribution en tension et ci-

saillement sont appelés les e�orts membranaires et sont associés à la partie continue

de l’élément. La contribution en �exion est quant à elle associée à la partie discrète de

l’élément �ni. Di�érents modèles ont été développés, dédiés aux tissus 2D utilisant des

éléments coques [HAM 08, HAM 09, BEL 12] (�gure 1.26), mais aussi aux tissus 3D uti-

lisant des éléments briques (hexaédriques) [LUY 09a]. L’intérêt d’un tel élément est de
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pouvoir représenter le plus �dèlement et simplement possible les directions des mèches

dans la préforme et de prendre en compte l’anisotropie complexe de ces matériaux.

Les travaux de cette thèse s’inscrivent donc dans le cadre de l’approche semi-discrète. Les

contributions membranaires (tension/compression et cisaillement) suivent une descrip-

tion continue tandis que la contribution en �exion est décrite par une approche discrète.

Des détails sur l’élément �ni permettant cette description seront donnés dans l’annexe

E.

1.4.2 Modes de déformation à l’échelle macroscopique
Maintenant que la stratégie de modélisation a été dé�nie, il est nécessaire d’y appli-

quer des lois de comportement. Ces lois de comportement doivent correspondre à des

déformations propres du matériau. Une hypothèse très largement admise dans le milieu

de la simulation de mise en forme de matériau composite est le découplage des modes de

déformation. En e�et, lors d’une simulation de mise en forme d’un renfort 2D avec un

des éléments �nis de type coque et une approche semi-discrète, le tissé va subir di�érents

types de déformation. La compétition entre les di�érentes énergies en jeu va ensuite faire

en sorte que le tissu cisaille, forme des plis ou se comprime.

 

In-plane modes

In-plane shear Elongation

Bending

Dissipative Elastic

Out of plane

Picture Frame
test

Bi axiale tensile
test

Cantilever
test

Figure 1.27 – Principaux modes de déformation lors de la mise en forme de renfort de

composite

La �gure 1.27 décrit le découplage des trois modes principaux qui seront pris en compte

dans ces travaux de thèse : l’élongation de la �bre, le cisaillement dans le plan et la �exion

hors plan.

1.4.2.1 Cisaillement plan

Le cisaillement plan est un mode de déformation non-linéaire qui dissipe de l’énergie

par frottement mésoscopique principalement (frottement entre mèches). Souvent, le ci-

saillement possède une faible rigidité qui augmente avec l’angle de cisaillement de façon
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exponentielle (�gure 1.29). En e�et, à l’état initial, des interstices d’une certaine taille

existent. Lorsque la déformation commence, les mèches vont pivoter les unes par rap-

port aux autres ce qui génère du frottement et donc de la dissipation d’énergie. Mais cela

génère aussi une fermeture des interstices jusqu’au moment où ils sont complètement

fermés. Ainsi, l’angle de verrouillage est atteint et la dissipation d’énergie du tissu n’est

plus due au frottement entre mèches, mais due à de la compression entre ces dernières

(�gure 1.28).

 

(a) Rotation

 

(b) Rotation et compression

 

(c) Compression

Figure 1.28 – Mécanisme de cisaillement du tissé Hexcel®G1151 [LUY 09b]

À partir de ce moment, si le tissé est parfait, alors l’e�ort peut croître indé�niment. Ce-

pendant, en réalité, d’autres modes vont apparaître comme la �exion hors plan, l’élon-

gation de mèche, ou encore la détérioration du renfort qui va s’amorcer (déchirure de

�bre, détissage, ...). Nous verrons cela lors de l’approche expérimentale décrite dans le

chapitre 2.

 

Modèle 
hyperélastique

Modèle 
hystérétique

Expérimentale

Figure 1.29 – Comportement mécanique en cisaillement du renfort Hexcel®G1151 -

Essai de Picture Frame
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Le comportement en cisaillement permet toutefois aux renforts de se déformer pour

atteindre des géométries �nales non-développables. Son étude est importante pour deux

raisons :

— Étude de la déformabilité du renfort, a�n de prendre des formes complexes sans

que des plissements ou défauts apparaissent.

— Étude de la perméabilité du renfort. En e�et, lorsque de forts angles de cisaillement

prennent place, l’écoulement de la matrice devient de plus en plus di�cile.

La très grande rigidité au début de la déformation en cisaillement d’un renfort provient

de l’ensimage qui a tendance à "coller" les �bres pour pouvoir manipuler les renforts

sans les détériorer de façon signi�cative. Toutefois, dès que l’e�ort devient trop impor-

tant, cet ensimage cède et n’a plus d’in�uence (ce qui forme un plateau le temps que les

interstices de la �gure 1.28 se ferment). Une remarque importante concerne le caractère

dissipatif du renfort en terme de cisaillement. En e�et, nous verrons dans le chapitre 5

que des phénomènes de chargement cyclique peuvent apparaître lors des mises en forme

des renforts tissés. Cependant, dans la littérature actuelle, il est di�cile de trouver des

modèles caractérisant les renforts pour ce type de chargement particulier. Des premiers

travaux préliminaires [ABD 18] récents ont permis de véri�er l’intérêt de ce genre de

modélisation pour les modes de déformation en cisaillement et en �exion. L’objectif des

travaux présentés dans cette thèse est donc d’aller plus loin dans la modélisation dissipa-

tive en vue de pouvoir simuler des mises en forme incrémentales de façon cohérente. En

e�et, les simulations actuelles mêmes incrémentales utilisent, dans la majorité des cas,

des modèles hyperélastiques [SPE 72, THI 07, DRI 10, CHA 12, CHA 11b]. La �gure 1.29

décrit le comportement expérimental en cisaillement du renfort Hexcel®G1151 suite à

un chargement cyclique.

Comme il est possible de le constater, les modèles hyperélastiques ne sont pas su�sam-

ment riches pour décrire ce genre de comportement. Le chapitre 3 de ce manuscrit se fo-

calise donc sur la description mécanique de ce phénomène dissipatif par deux approches

di�érentes.

1.4.2.2 Flexion hors plan

Un second mode de déformation non-linéaire est la �exion hors plan dont l’énergie

dissipée provient essentiellement du frottement entre �bres à l’échelle microscopique.

Pendant de longues années, la rigidité en �exion des renforts secs a été négligée puis-

qu’elle est relativement faible comparée aux autres [HAM 08]. Toutefois, de récentes

études ont montré que la formation de plissement (génération, taille, position et forme)

lors de la mise en forme était directement liée à la �exion. Comme pour le cisaillement,

plusieurs dispositifs expérimentaux permettent de caractériser ce mode de déformation

au travers de sa courbure. Ces dispositifs seront introduits dans le chapitre 2.

En�n, d’autres études ont aussi montré que le comportement en �exion des renforts secs

avait un caractère irréversible, c’est-à-dire dissipatif [ABD 17, ABD 18]. Cependant, lors
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de mise en forme, des phénomènes de chargements non-monotones en �exion peuvent

aussi apparaître. Même lors de géométries simples, si des serre-�ancs sont utilisés, alors

des évolutions de courbures non-monotones peuvent intervenir. Ainsi, le comportement

hystérétique en �exion du tissé doit aussi être écrit.

 
Expérimentale

Modèle 
hyperélastique

Modèle 
hystérétique

Figure 1.30 – Comportement mécanique en �exion du renfort Hexcel®G1151 - Essai

�exion trois points [BIL 08, BIL 09, BIL 10]

1.4.2.3 Traction - Compression

Le troisième mode intéressant qui apparaît lors d’une mise en forme est la traction

uniaxiale qui est quant à elle considérée comme étant purement élastique.

 

  
      

      

      

      + d 

      

Figure 1.31 – Traction uniaxiale sur un ta�etas de verre : mécanismes et courbe expé-

rimentale [BUE 98]

En e�et, les �bres de carbone et de verre étant relativement rigides en traction et compte

tenu de l’hypothèse macroscopique sur le caractère quasi-inextensible des �bres, on
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considérera qu’il n’y a pas de dissipation d’énergie induite par la déformation de ces

dernières. Toutefois, lors d’un essai de traction sur des tissés 2D ou 2,5D, deux phéno-

mènes se produisent successivement.

— Premièrement on aperçoit que le tissé n’a pas de rigidité en tension dans les pre-

miers pourcentage de déformation. Ceci est la cause directe de l’embuvage qui

donne une certaine liberté au tissu pour se déformer sans e�ort. L’embuvage va

alors diminuer jusqu’à devenir nul dans la direction de sollicitation et va augmen-

ter dans la direction perpendiculaire.

— Une fois que l’embuvage dans la direction sollicitée s’annule, les mèches se

tendent et imposent une rigidité cette fois-ci très grande.

C’est pour cette raison que les équipementiers aéronautiques n’utilisent pas ce genre de

tissé lorsque qu’il y a des chargements en traction. L’embuvage, donnant une certaine

liberté au renfort dans les premiers pourcentages de déformation, nuit de façon consi-

dérable à son utilisation. En�n, l’embuvage va initier le phénomène d’avalement qui fait

en sorte que la longueur du tissé diminue dans la direction orthogonale à la sollicita-

tion. Ce processus fait donc glisser les mèches les unes avec les autres ce qui contredit

notre seconde hypothèse macroscopique de non glissement des mèches. Toutefois, l’em-

buvage étant souvent très petit (de l’ordre de 1%), ce phénomène peut être négligé dans

la modélisation macroscopique.

1.4.3 Mise en forme incrémentale
Un point important, qui vient motiver les travaux de cette thèse est la mise en forme

incrémentale. En e�et, dans de récentes publications [WAL 03, LE 08, FIO 10, COU 18], il

est montré que l’utilisation de plusieurs outils peut avoir des e�ets positifs sur le résultat

de mise en forme.

 

  

 

Figure 1.32 – Mise en forme Double Dôme par approche séquentielle [COU 18]
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La diminution du nombre de plissements, de leurs tailles, la réduction des angles de

cisaillement, des contraintes internes ou encore des phénomènes de �ambements locaux

peut permettre une meilleure durée de vie à la pièce ainsi fabriquée.

La maîtrise de ce genre de procédé est donc importante et nécessite des modèles plus

riches que ceux utilisés actuellement. La �gure 1.32 montre une application courante,

le double dôme. Trois séquencements issus des travaux de Coutandin et al. [COU 18]

sont présentés. Le poinçon est découpé en quinze parties indépendantes qui peuvent

être pilotées avec précision par l’utilisation de vérin asservis.

Comme il est possible de le constater, la mise en forme séquentielle ou incrémentale

change le résultat �nal en terme de géométrie. Des investigations plus poussées vont

être menées dans le dernier chapitre de ce manuscrit a�n de montrer l’intérêt industriel

d’une telle méthode et quelles conclusions et perspectives peuvent en être tirées.

1.5 Bilan - Chapitre 1
La diversité et la complexité des matériaux composites font que ce chapitre n’a pu

traiter qu’une in�me partie de ce domaine riche, dense et en expansion. Toutefois, une

présentation de leur composition, de la �bre au renfort en passant par la matrice a été

faite. Les principaux procédés de fabrication, de �bre puis des renforts permettent de

comprendre les mécanismes de déformation d’un renfort et de comprendre qu’il s’agit

d’un matériau multiéchelle plus ou moins délicat à modéliser. La friction entre �bre et/ou

mèche étant l’un des principaux acteurs de la dissipation d’énergie fait que pour certaines

applications académiques ou industrielles, les modèles actuels ne sont plus su�samment

riches pour décrire la physique de déformation d’un renfort lors de sa mise en forme.

De part la complexité de ce type de matériau, les enjeux industriels et économique asso-

ciés à la simulation de mise en forme des renforts ont également été présentés au travers

des di�érentes techniques de modélisation et des hypothèses associées. L’objectif de cette

thèse est donc de continuer les investigations et expertises de ce type de matériau a�n de

proposer des modèles, des stratégies de mise en forme et des protocoles expérimentaux

intéressants, accessibles et permettant d’arriver à un meilleur résultat. C’est ainsi que les

travaux de cette thèses se sont articulés autours de quatre grands axes de recherche :

— Une approche expérimentale, en développant une nouvelle possibilité de

connaitre l’état de déformation macroscopique d’un matériau lors d’essai de ré-

férence de type picture frame test. Cette approche sera détaillée dans le chapitre

2 et elle permet de s’assurer de la bonne déformation du matériau lors des essais

a�n d’avoir des comportements �ables sur lesquels se baser pour modéliser de fa-

çon numérique le matériau. Cette méthode pourra éventuellement permettre de

pouvoir faire du contrôle actif lors de la mise en forme des renforts secs.

— Une approche de modélisation thermodynamiquement admissible pour avoir une

certaine robustesse dans les modèles dans le chapitre 3.
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— Des lois d’évolutions énoncées dans le chapitre 4 pour décrire le comportement

hystérétique et donc les boucles d’hystérésis qui viendront compléter le modèle

du chapitre 3.

— Des stratégies de mise en forme originales par approche incrémentale permettant

notamment de déterminer des trajets de déformation possibles, permettant d’op-

timiser une quantité souhaitée (angle de cisaillement, contraintes résiduelles, ...)

seront proposées dans le chapitre 5.

— La gestion des conditions aux limites pilotables a�n de pouvoir interagir avec

le renfort lors de sa déformation. Ceci peut avoir des in�uences sur la taille des

plissements ou encore sur l’angle de cisaillement et les contraintes résiduelles.

Cette approche sera également présentée au travers du chapitre 5.

L’état de l’art présenté dans ce premier chapitre permet, en outre, d’avoir du recul sur ce

type de matériau pour pouvoir comprendre les phénomènes induits lors de déformation

et ainsi permet d’apporter une pierre à un édi�ce ne cessant d’évoluer. Comme il est

possible de le remarquer, pour la majorité des approches existantes dans la littérature,

les comportements des matériaux, et notamment, des renforts sont souvent considérés

comme hyperélastiques sans prendre en compte le comportement irréversible, dissipatif

et hystérétique observé expérimentalement.
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2. Protocole et caractérisation expérimentale

2.1 Méthodes et protocoles expérimentaux de caracté-
risation

L’objectif principal de cette section est de proposer un protocole expérimental utili-

sant la corrélation d’image a�n de s’assurer d’avoir un champ de cisaillement cohérent

pour la caractérisation du renfort Hexcel® G1151. Dans un premier temps, des géné-

ralités sur les types d’essais utilisés dans ces travaux seront présentées suivi par une

présentation du protocole expérimental et en�n de la caractérisation en �exion et en

cisaillement du tissé.

2.1.1 Caractérisation en cisaillement

Le cisaillement dans le plan, dans le cadre des travaux présentés ici consiste à la

rotation de mèches par rapport à d’autres autour d’un point de rotation. De manière

générale, et il s’agit d’une hypothèse majeure de la section 2.2, le tissé et le préconsolidé

utilisés ont une architecture initiale étant orientée à 0/90 ce qui signi�e que la trame est

perpendiculaire à la chaîne. Lors de la déformation, l’angle relatif entre les deux mèches

va soit diminuer (on parle alors de cisaillement positif) soit augmenter (on parle alors de

cisaillement négatif). A�n de caractériser le comportement mécanique d’un renfort sec

ou d’un préconsolidé en cisaillement dans le plan, deux essais, maîtrisés et très souvent

employés sont disponibles.

— L’essai de Bias Extension Test (BET) : cet essai permet de caractériser le compor-

tement en cisaillement dans le plan d’un renfort ou d’un préconsolidé sans avoir

de mesures faussées par divers phénomènes parasites tels que de la tension dans

les mèches. En e�et, cette méthode a l’avantage de proposer un montage en lais-

sant les bords de l’éprouvette libres. Toutefois, il ne permet pas de réaliser des

essais soumis à des chargements non monotones. En e�et, l’éprouvette ayant les

bords libres, des modes de �ambement vont prendre place et il n’y aura plus de

déformation en cisaillement. Ce phénomène sera montré dans le chapitre 5 lors de

l’application numérique des modèles proposés. Cet essai est décrit par la section

2.1.1.1.

— L’essai de Picture Frame (PF) : contrairement à l’essai de BET, cette procédure

permet de réaliser des chargements cycliques. Toutefois, compte tenu de la ciné-

matique imposée, si l’éprouvette n’est pas parfaitement positionnée dans le mon-

tage et si les �bres ne sont pas correctement alignées avec les bords du cadre, des

tensions parasites de �bre peuvent avoir lieu et ainsi réduire la véracité des résul-

tats. De plus, cette tension peut générer une hétérogénéité du champ de cisaille-

ment. A�n de s’assurer des bonnes conditions d’essai, une méthode de corrélation

d’image sous rayons ultraviolets a été mise en place et appliquée. Cette méthode

a été initialement pensée pour les préconsolidés, mais a ensuite été adaptée pour

les renforts secs. Cet essai est décrit par la section 2.1.1.2.
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2.1.1.1 L’essai de Bias Extension Test

L’avantage de l’essai de BET est sa simplicité. La caractérisation qui permet de déter-

miner le module de cisaillement revient à faire un simple essai de traction sur un éprou-

vette dont les mèches sont orientées à +/− 45° par rapport à la direction de traction

(�gure 2.1) [HAR 04, POT 06, CAO 08, LOM 08]. Pour que cet essai fonctionne convena-

blement et pour être dans de bonnes conditions, il faut que la longueur L de l’éprouvette

à l’état initial soit au moins le double de sa largeur l (L > l/2). Il faut aussi que la ri-

gidité en tension des mèches soit grande face à la rigidité en cisaillement (ce qui est

généralement le cas) et qu’il n’y ait pas de glissement entre réseaux de mèches. Si ces

trois conditions sont satisfaites alors trois zones distinctes vont se générer lors de l’es-

sai. Une zone centrale (zone ZA), dans laquelle a lieu du cisaillement pur, quatre zones

demi-cisaillées (zones ZB) et en�n deux zones où les mèches ne cisaillent pas (zones ZC).

L

d

D

l

D


AZ

BZ

CZ

Figure 2.1 – Cinématique du Bias Extension Test (BET) [CAO 08, GUZ 15]

À partir des hypothèses précédentes et de la cinématique de déformation imposée par

cette méthode, il est possible de calculer, par l’équation 2.1, l’angle de cisaillement dans

la zone ZA à partir du déplacement d imposé.

γ(d) =
π

2
−2 ·acos

(√
2

2
·
(

1+
d

L− l

))
(2.1)

Dans cette équation, d est le déplacement du haut de l’éprouvette, qui correspond, à

quelques approximations près (mise en tension de l’éprouvette, jeux, glissement entre le

mors et les mèches) au déplacement du mors mobile de la machine.

Le principal défaut de ce type d’essai est le fait qu’il est impossible de faire des analyses

pour des chargements cycliques. En e�et, des phénomènes de �ambement apparaissent

et ainsi, le mode de déformation en cisaillement n’est plus caractérisé. De plus, compte

tenu de la présence de trois zones de déformation distinctes, le traitement des résultats
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n’est pas trivial. En e�et, la quantité mesurée étant l’e�ort de traction, il est di�cile d’ac-

céder aux contributions énergétiques de chacune des zones. Des travaux précédemment

établis pour l’essai de PF [HAR 04] ont été adaptés dans le cadre du BET [LUY 09b]. Il

s’agit d’une approche énergétique comparant la puissance interne de déformation à la

puissance externe mesurée par la machine. En e�et, à l’équilibre, ces deux puissances

étant égales, il sera possible de déterminer le couple de cisaillement en fonction du dé-

placement imposé (d) et de l’e�ort (F) mesuré.

Pint = Pext (2.2)

De plus, comme les zones ZC ne se déforment pas (en théorie), alors aucune énergie n’y

est emmagasinée ou dissipée. De ce fait, le bilan énergétique interne peut s’écrire de la

façon suivante :

Pint =
∫

ΩA

Cs (γ) · γ̇ ·dΩ+
∫

ΩB

Cs

(
γ

2

)
· γ̇

2
·dΩ (2.3)

Dans l’équation 2.3, les quantités suivantes peuvent être dé�nies :

— Cs est le couple surfacique de cisaillement, soit de la zone cisaillée si Cs (γ) soit de

la zone demi-cisaillée si Cs
(

γ

2

)
.

— ΩA, ΩB sont respectivement l’aire de la zone A et la somme des aires des zones B.

— γ̇,
γ̇

2 sont respectivement la variation de l’angle de cisaillement dans la zone A et

dans les zones B entre deux incréments de chargement.

La puissance extérieure est quant à elle calculée de façon usuelle en utilisant la formu-

lation courante, dé�nie par l’équation 2.4.

Pext = F · ḋ (2.4)

Dans ses travaux, Emmanuel de Luycker [LUY 09b] a écrit la formule permettant de

calculer le couple en fonction des données mesurées par l’équation 2.4, à savoir :

— F est l’e�ort mesuré par le capteur positionné sur la machine de traction-

compression.

— ḋ est la vitesse imposée sur le mors mobile lors de l’essai.

En supposant que l’angle de cisaillement est homogène dans les zones, que l’essai est

parfaitement réalisé et qu’il n’y a pas de glissement, le couple de cisaillement total en

fonction du déplacement est donné par la formule 2.5. Notons que D est dé�nie sur la

�gure 2.1 et que d est le déplacement imposé.

Cs (γ(t)) =

√
2

2ΩA
·F ·D ·

√
1−
(

D+d√
2 ·D

)2

− ΩB

2ΩA
·Cs

(
γ(t)

2

)
(2.5)

Cette équation n’est pas triviale à résoudre puisque nous avons à la fois le couple de

cisaillement total et le couple des zones demi-cisaillées qui intervient. Une méthode sé-

quentielle détaillée dans les travaux [LUY 09b] permet de trouver les solutions de cette
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équation en connaissant, à partir de l’expérience les données D et F et à partir de l’ini-

tialisation de l’algorithme la valeur du couple pour les zones demi-cisaillées. En e�et,

pour des petits angles, il est possible de supposer que l’évolution du couple est linéaire

ce qui permet d’écrire l’équation 2.6.

Cs

(
γ

2

)
=

1
2
·Cs (γ) (2.6)

Cette hypothèse oblige donc d’avoir de nombreux points expérimentaux au début de

l’essai pour être certain d’être proche de très petits angles de cisaillement.

Le Bias Extension Test présente de nombreux avantages mais, il ne peut pas être utilisé

dans le cadre de cette thèse. En e�et, il ne permet pas l’application de chargement cy-

clique puisque des phénomènes comme du �ambement ou de la compression peuvent

apparaître lors de la phase de décharge (voir chapitre 5). Ainsi, l’essai de Picture Frame

devenait plus pertinent et est décrit dans la section suivante.

2.1.1.2 L’essai de Picture Frame

Cet essai permet d’imposer une cinématique de cisaillement pur sans avoir à faire

à di�érentes zones qui cisaillent de manière di�érente. Théoriquement, le champ de ci-

saillement est constant au sein de l’éprouvette si cette dernière est bien positionnée dans

le montage. Le montage est plutôt simple, quatre côtés de même longueur assemblés par

des liaisons pivots légèrement excentrées pour ne pas in�uencer la cinématique. Les

quatre côtés ont la même longueur notée Lc comme présenté �gure 2.2. Ce dispositif lar-

gement utilisé et étudié [PEN 04, HAR 04, CAO 08] impose que l’éprouvette soit coupée

et placée de façon très précise. En e�et, si les mèches ne sont pas alignées avec le cadre

alors d’autres modes de déformation peuvent intervenir comme de la tension dans les

mèches ou des phénomènes de �ambement locaux.

d

γ
2

Lc

Figure 2.2 – Cinématique du Picture Frame Test (PF) [GUZ 15]
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À partir d’une approche géométrique, il est possible de calculer l’angle de cisaillement

généré par le déplacement.

γ(d) =
π

2
−2 ·acos

(√
2

2
+

d
2Lc

)
(2.7)

Dans les chapitres 3 et 4 de ce manuscrit, il est question de chargements cycliques, c’est

donc ce type d’essai qui sera réalisé. Toutefois, a�n de s’assurer d’avoir un champ de ci-

saillement correct et homogène, la méthode de corrélation d’image par rayons ultravio-

lets initialement élaborée pour les préconsolidés [DEN 19] (section 2.2) sera également

mise en oeuvre pour les renforts secs. De plus, nous verrons que grâce à cette méthode,

des optimisations quant à l’utilisation du picture frame peuvent être faites (section 2.2.3).

En�n, nous verrons dans le chapitre suivant que l’élaboration des modèles de compor-

tement ne se base pas sur le couple de cisaillement, mais sur la contrainte de cisaille-

ment. Contrairement à la contrainte, le couple est une quantité plus physique qui per-

met d’être mieux interprétée, mais qui reste di�cile d’utilisation pour l’élaboration de

modèles théoriques. C’est ainsi que, contrairement à de très nombreux travaux, nous ne

parlerons pas de couple de cisaillement, mais bien de contrainte de cisaillement.

Comme il est di�cile de mesurer une contrainte lors d’un essai, les seules données dispo-

nibles sont les données géométriques et les données mesurées telles que le déplacement

et l’e�ort. Il est donc nécessaire d’écrire une relation permettant de calculer la contrainte

de cisaillement à partir des données connues. A�n d’éviter d’alourdir le contenu de ce

chapitre, le détail du calcul est présent en annexe B.1.

Comme pour le BET, il est question de faire un équilibre entre l’énergie interne de défor-

mation et l’énergie externe apportée au système. Les quantités nécessaires à l’étude et à

la modélisation sont les composantes hors diagonales du tenseur de contrainte de Piola-

Kirchho� II communément appelé S. La puissance interne est donc calculée à partir de

ce tenseur et de son dual par l’équation B.5.

Pint =
1
2

∫
Ω0

S : ĊdΩ (2.8)

La puissance extérieure est la même que celle proposée par l’équation 2.4. L’étude de

l’équilibre énergétique conduit �nalement à la relation 2.9. (Le détail des calculs étant en

annexe B.1.)

S12 +S21 =
F ·
√

2 ·D · sin
(

π

4 −
γ

2

)
cos(γ) ·Ω0 ·h

(2.9)

Dans cette équation 2.9, sont présents les termes suivants :

— F qui est l’e�ort mesuré lors de l’essai.

— D qui est la longueur de la diagonale du carré formé par le cadre à l’état initial

telle que D = 2√
2
·Lc.
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— γ est l’angle de cisaillement calculé à partir de l’équation 2.7.

— Ω0 est la surface de l’éprouvette à l’état initial.

— h l’épaisseur du tissu étudié.

— S12 , S21 sont respectivement les composantes hors diagonales 12 et 21 du tenseur

des contraintes de Piola-Kirchho� II noté S. Elles représentent la contrainte en

cisaillement présente dans l’éprouvette.

La méthode de caractérisation en cisaillement étant maintenant dé�nie, il est possible de

discuter des méthodes de caractérisation du deuxième mode étudié dans ce manuscrit,

la �exion hors plan.

2.1.2 Caractérisation en �exion
Lors de la mise en forme de renfort de composite ou de préconsolidé, la �exion

joue un rôle majeur dans la formation des plissements. Longtemps ignorée, des travaux

[HAM 07, BOI 11] ont montré que la prise en compte de ce mode de déformation n’était

à la fois pas négligeable et relativement complexe. De nombreuses méthodes existent

pour caractériser la �exion hors plan. Cependant, comme pour le cisaillement, certaines

d’entre elles ne sont pas adaptées pour réaliser des essais cycliques.

2.1.2.1 L’essai de �exion cantilever

L’essai cantilever est le plus ancien puisque développé dans les année 30 par Peirce

[PEI 30]. Cet essai est très simple puisqu’il nécessite un montage facilement transpor-

table et peu encombrant comme présenté �gure 2.3a.

 

(a) Montage expérimental

θ = 41.5°
Plan
Horizontal

Renfort

Plan
Incliné

l

(b) Schématisation

Figure 2.3 – Essai normalisé de Cantilever

Une éprouvette est positionnée sur un plateau horizontal de telle façon qu’elle se dé-

forme sous son propre poids. Cette déformation doit atteindre un plan incliné à environ

θ = 41.5°. La rigidité de �exion est alors quanti�ée par son module noté Gm dé�nie par

DeBilbao et Szablewski [SZA 03, BIL 08].

Gm =
l3 · cos

(
θ

2

)
8 · tan(θ)

· m ·g
l

. (2.10)
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Cet essai étant un standard, il repose toutefois sur l’hypothèse forte de linéarité entre

le moment de �exion et la courbure. Toutefois, des travaux plus ou moins récents

[LIV 64, KAW 80, BIL 10] stipulent que le comportement peut parfois être très forte-

ment non linéaire d’autant plus si des chargements cycliques sont imposés. Ainsi, les

rigidités mesurées par cette méthode ne sont qu’une estimation globale ce qui permet

d’établir des lois de comportement simples mais approximatives. A�n de répondre à cette

problématique, l’essai de �exion trois points a été mis en place.

2.1.2.2 L’essai de �exion trois points

L’essai de �exion trois points permet d’avoir une approche plus réaliste puisque la

distribution de la courbure et du moment de �exion n’est plus supposée linéaire. Le

protocole consiste à poser une bande de renfort sur deux appuis et de faire déplacer un

mors mobile en le pilotant soit en déplacement soit en e�ort. À partir du début de l’essai,

la ligne moyenne du renfort (i.e. à mi-épaisseur du renfort) est �lmée, enregistrée puis

traitée. Cette donnée permettra par la suite de calculer la courbure en tous points de la

ligne moyenne.

(a) Eprouvette à l’état initial (b) Eprouvette à l’état déformée

Figure 2.4 – Essai de �exion trois points [ABD 18]
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Figure 2.5 – Approximation polynomial de la ligne moyenne déformée pour d = 30mm
[ABD 18]
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En analysant avec un logiciel de traitement d’image l’évolution de la ligne moyenne à

chaque prise de vue, il est alors possible d’avoir l’évolution spatiale de la courbure. Il est

d’abord nécessaire d’avoir la déformée de l’éprouvette, puis d’approximer cette déformée

par une fonction souvent polynomiale.

Une fois le polynôme établi, il est possible de calculer la courbure par la formule suivante :

C(x) =
d2z(x)

dx2(
1+
(

dz(x)
dx

)2
) 3

2
(2.11)

dans laquelle
d2z(x)

dx2 et
dz(x)

dx sont respectivement la dérivée seconde et première de la

fonction z(x) qui décrit l’évolution de la déformée le long de l’éprouvette :

z(x) =
8

∑
i=0

Ai · xi
(2.12)

La caractérisation en �exion se fait en étudiant le moment de �exion en fonction de la

courbure. La méthode pour calculer le moment consiste à déterminer de façon géomé-

trique certains paramètres et ensuite, en faisant l’équilibre statique des e�orts, il sera

possible de remonter au moment de �exion en tous points de l’éprouvette. Dans les cas

considérés ici, seuls les moments au point d’application de la force seront calculés.

La cinématique de déformation est montrée �gure 2.6. Dans la littérature, il est souvent

estimé que le moment de �exion au centre de l’éprouvette est égale à M
(L

2

)
= F · L

4 .

Toutefois, cette hypothèse est vraie dans le cadre des petites déformations alors que

dans notre cas, la rigidité en �exion de notre renfort sec (Hexcel®G1151) est faible, de

ce fait une rotation se crée autour des supports �xes du montage. Il est alors important

de prendre en compte cette nouvelle répartition d’e�orts (zoom de la �gure 2.6).

 
  

 

 

 

  

  

 

 

 

  

     

Eprouvette à l’état initial
Eprouvette à l’état déformé

 

  

  

Figure 2.6 – Schématisation de l’évolution des e�orts aux appuis [ABD 18]
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L’objectif ici est donc de connaître le moment généré au point d’application de la force

F en fonction des e�orts de réaction R, Rx et Rz.

La première étape consiste à déterminer les inconnues géométriques telles que x1, B et β.

Les variables x1 et B positionnent le point (respectivement suivant x et z) d’application a0
de l’e�ort de réaction. Comme le problème est symétrique nous nous intéressons seule-

ment à la partie gauche du montage. Géométriquement, on trouve les relations suivantes

(le détail des calculs est donné en annexes B.2 et B.2.1) :

B = z
(
−Lm

2
+ x1

)
(2.13)

x1 =

√
2 ·B ·

(
Rm +

e
2

)
−B2

(2.14)

β = asin
(

x1

Rm + e
2

)
(2.15)

Comme il est possible de le constater, nous avons trois équations pour trois inconnues.

La résolution du système est possible, mais nécessite toutefois l’utilisation d’un solveur

comme celui présent sur Excel (voir annexes B.2 et B.2.2) . Une fois ces quantités dé-

terminées, il est nécessaire d’écrire l’équilibre statique en�n de pouvoir déterminer les

e�orts de réactions en fonction de l’e�ort connu F .

R =
F

2 · cos(β)
(2.16)

Rx = R · sin(β) =
F

2 · cos(β)
· sin(β) (2.17)

Ry = R · cos(β) =
F
2

(2.18)

En�n, en réalisant l’équilibre des moments au point d’application de la force, il vient le

moment de �exion M généré par les e�orts de réaction.{
0 si x < x1
M (x) =−Rx ·

(
z
(
x− Lm

2

)
+B
)
+Rz ·

(Lm
2 − x1

)
sinon

(2.19)

Donc pour x = Lm
2 on a :

M
(

Lm

2

)
=−Rx · (z(0)+B)+Rz ·

(
Lm

2
− x1

)
(2.20)

De plus, il est important de spéci�er que l’e�ort F mesuré est un e�ort réparti sur la

largeur de l’éprouvette. Toutefois, lors de simulation de mise en forme, les lois de com-

portement développées sont présentes pour un élément �ni de type coque. Il est ainsi

nécessaire de normaliser l’e�ort en un point. Ainsi, il est question de diviser l’e�ort F par
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la largeur de l’éprouvette notée l. L’unité de l’e�ort "normalisé" est alors des N.mm−1
.

En conséquence, le moment "normalisé" M(C) ne sera pas en N.mm mais bien en N.

Cet essai de �exion trois points, si piloté en e�ort, peut permettre d’avoir des charge-

ments pseudo-cycliques. Toutefois, pour imposer un chargement cyclique avec des va-

riations positives et négatives de la courbure, l’essai le plus adapté est celui initialement

développé par Kawabata [KAW 73, KAW 80] qui impose une cinématique de �exion pure

(courbure constante dans l’éprouvette).

2.1.2.3 L’essai Kawabata

Cet essai permet d’imposer des chargements cycliques avec une courbure constante

tout le long de l’éprouvette. L’objectif de cette thèse étant en partie de décrire le com-

portement hystérétique d’un matériau, l’essai Kawabata montre bien le comportement

fortement non-linéaire que ce soit en chargement ou en déchargement.

 

      

 
 

 

Eprouvette à l’état initial
Eprouvette à l’état déformé

  

Figure 2.7 – Schématisation de l’essai Kawabata [BIL 10, SAC 17, BOI 18]

Les travaux [BIL 10] montrent que l’utilisation de ce montage peut s’avérer particuliè-

rement utile. Toutefois, n’ayant pas accès à ce genre de montage, il sera question, pour

ce mode de déformation, de décrire les boucles d’hystéresis en se basant sur les essais

cycliques déjà réalisés dans les travaux précédents [BIL 10, ABD 17, ABD 18]. Toutefois,

l’avantage de cette méthode est que le moment de �exion est directement mesuré par le

montage.

En résumé, a�n de caractériser la �exion pour des chargements cycliques, l’essai Kawa-

bata est le plus adapté. Toutefois, n’ayant pas eu accès à ce type de montage, on supposera

le comportement présenté dans le chapitre 3 en se basant sur les résultats expérimen-

taux des travaux précédents [BIL 10] et [ABD 18]. Concernant le cisaillement, nous nous

orientons vers le picture frame test. Toutefois, a�n de certi�er du bon comportement du
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matériau, une approche par corrélation d’image a été faite pour être certain d’avoir un

champ de cisaillement homogène dans l’éprouvette. La section suivante propose donc un

protocole expérimental initialement prévu et élaboré pour les préconsolidés puis adapté

pour les renforts de composite.

2.2 Champs de cisaillement par corrélation d’image

Cette section a pour but de proposer un protocole expérimental innovant permet-

tant de réaliser de la corrélation d’image sur les renforts de composites mais aussi sur

les préimprégnés à l’état fondu. En e�et, l’objectif était de modéliser le comportement

élasto-visco-plastique par approche hystérétique d’un préimprégné. Cependant, compte

tenu du comportement déjà particulier d’un renfort sec et des possibilités de modélisa-

tion, les travaux de cette thèse se sont tout d’abord focalisés sur la modélisation d’un

tissu sec et sur l’intérêt de tels modèles avant de modéliser le comportement d’un pré-

consolidé.

La corrélation d’image consiste à avoir accès au champ de déformation d’une éprouvette

de façon visuelle. L’idée repose dans la déformation d’un mouchetis préalablement ap-

pliqué sur l’éprouvette puis de prendre des images à intervalles réguliers lors de l’essai.

A�n de prendre de bonnes images, il faut que le mouchetis soit de bonne qualité, résiste

à la température (dans notre cas), ne change pas les caractéristiques du matériau testé

et ne se dégrade pas avec le chargement imposé sur l’éprouvette. Actuellement, dans

la majorité des cas, il faut éclairer le mouchetis avec de la lumière blanche. Cependant,

en utilisant un matériau composé d’un renfort en �bre de carbone ou de verre, cette

lumière blanche va générer des ré�exions et détériorer la qualité de la corrélation. Un

logiciel de post-traitement va ensuite découper le mouchetis en zones (subsets) et va,

image par image, suivre la déformation de chacune des petites zones en les comparant

avec une image de référence. La résolution spatiale dépend donc de la taille des zones

ainsi créées.

De plus, il existe deux méthodes pour suivre les zones, la première étant la méthode sé-

quentielle ou du lagrangien actualisé qui consiste à prendre comme image de référence

l’image précédente. La seconde méthode consiste à prendre l’image à l’état initial comme

référence (méthode lagrangienne). La première méthode permet d’avoir un résultat cor-

rect même lorsque l’échantillon est soumis à de grandes déformations, cependant l’erreur

est accumulée à chaque image. La seconde permet d’avoir un très bon résultat, mais ne

fonctionne pas de façon optimale pour les grandes déformations. Dans les deux cas, nous

avons accès au déplacement de chaque pixel dans chaque cases et on peut en déduire les

champs de déformations. Comme il est question ici d’appliquer cette méthode pour un

essai de BET, la déformation est alors grande (de l’ordre de 150%) ainsi la méthode du

Lagrangien actualisé sera employée.
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2.2.1 Problématique et enjeux
Comme présenté dans le chapitre 1, les procédés de mise en forme des préconso-

lidés nécessite l’état fondu du matériau comme le thermoestampage [CHE 11, GUZ 15,

GAB 16, GUZ 16] qui reste l’un des procédés les plus utilisés. Toutefois, il y a un manque

de protocoles expérimentaux permettant de caractériser ce matériau lorsque qu’il est aux

alentours de sa température de fusion, et notamment le comportement visqueux en ci-

saillement. Ceci peut s’expliquer par l’état complexe du matériau qui est à la fois pâteux

et solide (la résine organique à l’état pâteux et le renfort à l’état solide).

Problématiques générales concernant la corrélation d’image usuelle

Dans la littérature, il existe des méthodes mais toujours applicables en dessous de la

température de fusion [GOD 07, LOM 08, KOE 10, CAN 12, DRI 12, CAM 13, GRA 13] et

ainsi qui ne permettent pas de caractériser le matériau une fois fondu. De plus, comme il

a été montré récemment, des hétérogénéités de températures sont présentes lors des pro-

cédés de thermoestampages [GUZ 15, GUZ 16]. Ces hétérogénéités doivent être prises en

compte pour pouvoir correctement modéliser le comportement du matériau. Ces hétéro-

généités obligent d’avoir des informations complémentaires sur l’état de déformation du

préimprégné lors de l’essai de caractérisation. L’accès à cette information peut se faire

par corrélation d’image.

 

Yarn relfection
Droplet relfection

7 mm

x
y 60 mm

Figure 2.8 – Illustration du processus de formation de goutte des préconsolidés : À

gauche, l’état initial | Au centre, l’état déformé | À droite, détails sur les ré�exions lumi-

neuses (gouttes et mèches)

Toutefois, les di�cultés sont multiples puisque la corrélation d’image usuelle par ré-

�exion de lumière est �able lorsque le matériau est à l’état solide, homogène ou lorsque

que le mouchetis ne change pas les caractéristiques mécaniques du matériau testé.

Lorsqu’il est question de corrélation d’image sur un preimprégné, il est impératif de

réaliser des essais à chaud, avec un matériau hétérogène (la matrice fond et s’écoule
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le long des �bres) et de la peinture haute température change le comportement de

l’éprouvette. De ce fait, même si des méthodes existent pour les hautes températures

[LYO 96, GRA 09, PAN 11, CHE 12, BLA 15, FAN 15, MEY 15, SU 16, HO 17, HU 18] ap-

pliquées sur des matériaux cristallins, ces derniers restent à l’état solide.

Novak a développé des travaux pour les composites C/SiC [NOV 11] et des adaptations

sur les thermoplastiques ont été faites, mais pour des basses températures [LEB 03]. De

plus, d’autres méthodes existent, mais nécessitent des installations lourdes en utilisant

des mouchetis par laser [HO 17] ou à partir de lumière monochromatique bleu [LYO 96,

PAN 11, CHE 12]. Ces méthodes ne sont toujours pas utilisables pour les préimprégnés

compte tenu de l’état physique du matériau une fois chau�é. Cet état spéci�que implique

donc que les méthodes usuelles, même en utilisant des polariseurs comme le propose

LePage [LEP 16] ne sont pas applicables.

 

(a) (b) (c) (d)

Figure 2.9 – Illustration du processus de formation de goutte de résine thermoplastique

En e�et, LePage propose d’utiliser des polarisateurs pour réduire le �ou sur les pixels

mais aussi permettant de supprimer les ré�exions parasites induites par les surfaces ru-

gueuses ou même lisses. Cette méthode ne peut pas s’appliquer dans notre cas puisque

les matériaux testés par LePage sont des alliages à mémoire de forme. Le préimprégné est

quant à lui beaucoup plus di�cile a utiliser puisque l’évolution de sa forme lors d’un essai

de BET est très importante. Cette variation de forme empêche un mouchetis en peinture

de rester en place et ainsi il génère des variations de lumière importante. Il est donc

très compliqué pour le logiciel de corrélation d’image de pouvoir suivre la déformation

puisque des variations de nuances de gris peuvent prendre place. De plus, ceci induit des

interruptions de �ux optiques et donc des perturbations lors du post traitement de cor-

rélation d’image. En�n, l’intensité de la lumière est très fortement impactée et donc les
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résultats de post traitement aussi. En�n, puisque l’état de la matrice est pâteux/visqueux

et que la vitesse de déformation est faible, les méthodes de Particle Image Velocimetry

proposées par [KEA 92, SCA 00, SCA 02] ne sont pas applicables. C’est pourquoi une

nouvelle approche a été proposée.

L’idée est donc de ne plus utiliser le principe de ré�exion de lumière sur un mouche-

tis préalablement déposé mais plutôt de faire en sorte que l’éprouvette soit elle-même

la source de lumière. Cette stratégie peut s’avérer intéressante, mais des précautions

doivent être prises. Premièrement, il est nécessaire de trouver un matériau en guise de

mouchetis qui résiste à la température, ne soit pas soluble puisque la matrice thermo-

plastique fond, et qui ne change pas le comportement du composite. L’idée proposée ici

est donc de coupler les travaux de [BER 06, SCH 09, PAN 13, BER 14, MON 14, HU 16,

PAN 18]. Les travaux de Berke ou Schreier montrent l’intérêt d’utiliser des rayons ul-

traviolets. De plus, les travaux de Ber�eld et Hu [BER 14, HU 16] utilisent des particules

�uorescentes pour contourner le problème de ré�exion de lumière. Si la caméra est équi-

pée d’un �ltre ultraviolet, les rayons parasites ne seront pas captés. Ainsi, la majeure

di�érence entre la corrélation d’image usuelle et la corrélation d’image par ultraviolet

réside dans le fait qu’il ne s’agit plus de ré�exion d’une source extérieure de lumière

blanche mais que ce soit l’éprouvette elle-même la source de lumière.

Problématiques concernant la corrélation d’image usuelle pour les préimpré-
gnés

Lors de la réchau�e de l’éprouvette, celle-ci va passer de l’état solide à un état mi-

solide/mi-pâteux. En e�et, le renfort tissé reste solide, mais la matrice thermoplastique

va fondre et plusieurs phénomènes vont apparaître.

— Premièrement des gouttes vont se former et couler le long des �bres jusqu’aux

points de croisement entre mèches. Ainsi, de plus grosses gouttes vont être pré-

sentes à ces endroits (�gures 2.8 et 2.9) et rester tout le long de l’essai. Ces gouttes

vont avoir tendance à ré�échir la lumière dans une in�nité de directions et ceci

va réduire de façon considérable la qualité de la corrélation d’image.

— Secondement, l’écoulement de la matrice thermoplastique va ainsi rendre partiel-

lement apparentes les mèches et donc les �bres constituant le renfort. Comme

dans la majorité des cas, ces �bres sont soit en verre soit en carbone, d’autres

ré�exions de lumière vont apparaître si on utilise une source de lumière blanche

extérieure.

— En�n, pendant l’essai de BET, les mèches vont pivoter les unes contre les autres

(�gure 2.10) puis, à l’échelle de la mèche, des phénomènes de compression vont

apparaître (�gure 2.10). Ceci va avoir tendance à générer un e�et de pression qui

va forcer la résine à sortir des mèches (comme si on presse une éponge gorgée

d’eau). Ainsi, la taille des gouttes va augmenter et encore changer les directions

de ré�exion de lumière dans le cas d’utilisation de lumière blanche extérieure.

Le matériau utilisé pour réaliser le mouchetis dans cette nouvelle méthode doit donc ne

pas être miscible a�n de rester en surface même si la taille de la goutte évolue. De plus,
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l’évolution de la taille de goutte va légèrement déplacer le mouchetis, déplacement qui,

compte tenu de la déformation totale de l’éprouvette et de la quantité de résine peut être

négligé. Le paragraphe suivant décrit donc dans le détail le protocole expérimental mis

en place pour répondre aux problématiques explicitées ci-dessus.

 

(a) (b)

Droplet formation during the experiment

8 mm 4 mm

Figure 2.10 – Formation des gouttes lors de l’essai de BET. À gauche, avant l’essai | À

droite, après l’essai

2.2.2 Protocole proposé pour les thermoplastiques
A�n de répondre aux problématiques décrites ci-dessus, l’utilisation d’un mouche-

tis à base de poudre phosphorescente et d’un éclairage par ultraviolet semble être la

meilleure solution. En e�et, l’utilisation d’une poudre permet d’une part d’avoir une

émission lumineuse identique dans toutes les directions, ce qui très important puisque

la déformation de l’éprouvette est conséquente. De plus, la poudre ne sera pas absorbée

ou diluée et restera sur la surface de l’éprouvette si la dépose est faite une fois la matrice

fondue.

Finalement, le mouchetis appliqué sur le préimprégné n’est pas de la peinture, mais di-

rectement la poudre dé�nie par le tableau 2.1.

2.2.2.1 Propriétés du mouchetis

Le mouchetis doit donc être composé de particules thermorésistantes phosphores-

centes qui adhèrent à la résine, qui ne soient pas solubles et qui ne se mélangent pas avec

les autres matériaux (visqueux ou non). Plusieurs matières peuvent être utilisées, notam-

ment sous forme de poudre, telles que le nitrure de boron hexagonal ou du strontium

aluminate. Celle utilisée dans les travaux présentés dans ce manuscrit est un produit

photoluminescent de la marque TechnoGlow® qui réagit aux rayons ultraviolets sous

forme de �uorescence. L’avantage d’une telle poudre réside dans ses caractéristiques

qui sont parfaitement compatibles avec les problématiques soulevées ci-dessus. En e�et,

cette poudre est très lumineuse une fois appliquée dans une atmosphère ultraviolette,

elle résiste à des températures allant jusqu’à 1900°C ce qui correspond à des tempéra-

58



Champs de cisaillement par corrélation d’image

tures correctes pour une large gamme de préimprégnés. Les principales caractéristiques

de cette poudre sont présentées dans le tableau 2.1.

Identi�cation du produit Pigment photoluminescent

Composition Strontium aluminate

Température de fusion 1960°C

Densité 3.6 - 3.9 g/cm3

Toxicité Non radioactif et non toxique

Valeur de PH 11 - 12

Taille des particules < 50µm
Fournisseur TechnoGlow Inc.

Tableau 2.1 – Propriétés des particules photoluminescentes utilisées en tant que mou-

chetis

La taille des particules est d’environ 50 µm et elles adhèrent à la fois sur la résine thermo-

plastique fondue et à la fois sur les mèches. Compte tenu de la petite taille des particules,

et la petite quantité nécessaire, on peut assumer (hypothèse véri�ée, voir section 2.2.2.6)

que la variation du comportement mécanique une fois le mouchetis appliqué est négli-

geable.

2.2.2.2 Application du mouchetis

L’application du mouchetis est une étape délicate puisque l’éprouvette testée est si-

tuée dans un four et montée en température. Il est donc nécessaire de prendre quelques

précautions de sécurité pour la dépose de la poudre.

 

Phase A Phase B Phase C

First check of the 

specimen state

Spraying of the speckle 

pattern onto the specimen in 

accordance with Fig. 5c

165

900

Beginning of the experiment

Thermocouple 1 & 5

Thermocouple 3 & 6

Thermocouple 2 & 4

Première vérification 
de l’état de l’éprouvette 

Application du mouchetis 

Figure 2.11 – Variations de température de l’éprouvette lors de la projection du mou-

chetis et disposition des sondes thermiques
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Plusieurs méthodes ont été testées ce qui a permis de tendre vers une solution applicable.

En considérant les problèmes présentés dans la section précédente, la meilleure solution

consiste à appliquer le mouchetis directement sur l’éprouvette lorsqu’elle est déjà placée

dans l’enceinte thermique et chau�ée (�gure 2.12). De plus, comme l’essai est réalisé

à haute température (proche de la température de fusion de la résine thermoplastique),

l’application du mouchetis doit être faite par projection de poudre sur l’éprouvette (�gure

2.12).

Pour projeter la poudre et compte tenu des conditions d’essai, il n’est pas possible d’uti-

liser de bombe aérosol ou d’autres diluants in�ammables. Ainsi, l’idée est de réaliser une

mixture poudre/eau qui peut être projetée sur l’éprouvette. Toutefois, pour avoir un bon

mouchetis, il est nécessaire d’appliquer plusieurs fois de la mixture. Pour chaque applica-

tion, il est nécessaire d’ouvrir la porte de l’enceinte thermique et donc pendant ce laps de

temps, l’éprouvette est exposée à la température ambiante. De plus, l’eau présente dans

la mixture va refroidir localement l’éprouvette. Ainsi, des variations de température à la

fois locales mais aussi globales vont apparaître à chaque dépôt de poudre. Pour assurer

la bonne homogénéité de température sur l’éprouvette, il est donc nécessaire d’attendre

que les zones refroidies soient réchau�ées à la température désirée.

 

Tensile machine

Isothermal oven

Upper clamp

Specimen

Lower clamp
Thermal isolation Polychromated mirror

Optical fiber and vent

Particles flow

Photoluminescent

particles

Ultraviolet

rays

Emmited visible light

(a)

(b) (c)

Figure 2.12 – Montage expérimental : (a) Montage général et description des éléments

| (b) Projection de la poudre phosphorescente | (c) Visualisation des rayons UV (en violet)

et de la lumière visible générée par l’éprouvette (en vert)
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Pour avoir une bonne maîtrise de l’état de l’éprouvette lors du plan d’expérience, des

essais préliminaires ont été e�ectués en utilisant des sondes thermiques à plusieurs en-

droits a�n d’avoir un visuel de l’évolution de la température. Ceci est représenté �gure

2.11.

Une fois que la température est maîtrisée et que l’eau de la mixture s’évapore, la poudre

va adhérer aux mèches et à la matrice thermoplastique.

Le protocole proposé est résumé par les étapes ci-dessous :

— Etape 1 : placement de l’éprouvette dans le montage expérimental (�gure 2.11).

— Etape 2 : chau�age de l’éprouvette légèrement au-dessus de sa température de

fusion (�gure 2.11 Phase A).

— Etape 3 : projection de la mixture poutre/eau sur l’éprouvette (�gure 2.12), véri�-

cation du mouchetis et répétition si besoin (�gure 2.11 Phase B).

— Etape 4 : stabilisation de la température et évaporation de l’eau de la mixture

(�gure 2.11 Phase C).

Appliquer le mouchetis une fois la matrice thermoplastique fondue permet de recouvrir

les gouttes formées lors de la phase de chau�age. Sur la �gure 2.13, on aperçoit clairement

l’absence de ré�exions parasites, et la seule lumière visible provient du mouchetis et

donc de l’éprouvette elle-même. La �gure 2.14 montre l’évolution du mouchetis pendant

l’essai expérimental.

2.2.2.3 Émission de rayons UltraViolets (UV)

Travailler à haute température (jusqu’à 600°C) fait qu’il est très di�cile d’utiliser

un générateur de lumière UV à l’intérieur du montage expérimental sans modi�er la

conception de l’enceinte thermique. De ce fait, la solution présentée dans ce manuscrit

consiste à utiliser une source externe de rayons UV et de transporter les rayons par des

�bres optiques qui seront ensuite ré�échis par un miroir polychromatique (�gure 2.12).

Le faisceau optique traverse la porte de l’enceinte thermique par un ori�ce déjà présent

sur cette dernière. De plus, a�n d’avoir la meilleure luminosité possible, et après plusieurs

essais, le miroir a dû être incliné d’un angle d’environ 20 degrés. De plus compte-tenu de

la qualité photoluminescente des particules, un éclairage UV indirect est su�sant pour

produire une lumière émise de bonne qualité pour les post-traiter (�gure 2.13).

Les caractéristiques de la source de rayons UV sont présentées par le tableau 2.2.

Finalement, l’essai doit être fait dans une atmosphère sombre pour éviter toutes lumières

parasites qui viendraient masquer l’intensité lumineuse de la lumière générée par les

particules phosphorescentes. Il est donc idéalement conseillé d’utiliser une salle noire,

mais l’utilisation de rideaux noirs opaques fonctionne également.

2.2.2.4 Acquisition des données

La méthode proposée dans ce manuscrit s’applique essentiellement pour de la corré-

lation d’image 2D, toutefois elle peut être facilement adaptée à de la stéréocorrélation,
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Identi�cation du produit DYMAX Light Curing Systems

Modèle Blue Wave 50

Lampe Spot Lamp

Émission UVA et lumière visible bleue

Longueur d’onde 300 - 450 nm

Sortie UV 3 mW.cm−2
en régime nominal

Tableau 2.2 – Propriétés du générateur de rayons UV

de la corrélation d’image en 3D. L’ensemble des données techniques pour appliquer cette

méthode de corrélation sont présentées dans le tableau 2.3 et le tableau 2.4.

Données d’acquisition Valeur

Vitesse de déformation 0.25mm.s−1

Résolution de la caméra 4 Mégapixels

Largeur du capteur 15 mm

Hauteur du capteur 15 mm

Temps d’exposition 150 ms

Gain 50

Ouverture de la lentille Maximum

Objectif 100 mm HD Re�ex®lens

Filtre Infrarouge et Ultraviolet

Fréquence d’acquisition 1 image/s

Tableau 2.3 – Informations sur l’acquisition des données in-situ

De plus, lors de l’acquisition d’image par la caméra (enregistrement d’une image par

seconde), les données de déplacement machine et d’e�ort sont synchronisées et enre-

gistrées suivant la même fréquence que l’acquisition d’image. L’enregistrement d’image

commence lorsque le mouchetis est appliqué sur l’éprouvette et lorsque la température

est stabilisée.

2.2.2.5 Post-traitement

Les di�érentes images capturées par la caméra à des temps réguliers contiennent

donc l’évolution dans le plan du mouchetis. Cette information peut donc être post traitée

en utilisant un logiciel commercial de corrélation d’image tel queVic2D-2006®. Comme il

a été dit précédemment, une stratégie de corrélation en lagrangien actualisé est employée

à cause de la grande déformation de l’éprouvette (�gures 2.13 et 2.14).
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Données d’acquisition Valeur

Logiciel de post-traitement Vic2D-2006®
Type de corrélation 2D - DIC

Stratégie de corrélation Incrémentale

Image de référence Image précédente

Zone de travail 1.1 Megapixels

Largeur 1705 pixels

Hauteur 663 pixels

Calibration 0.097 mm/pixel

Taille du subset 105 x 105 pixels

Résolution spatiale 0.047 pixel | 0.0045 mm

Résolution de déformation 0.044%

Nombre d’image 168

Logiciel d’analyse Matlab®
Nombre de points exportés 377

En largeur 13

En hauteur 29

Logiciel d’observation Paraview®

Tableau 2.4 – Informations sur le post-traitement des données récoltées

 

L

d

D

l

D


AZ

BZ

CZ   

  

  

(a) (b) (c) (d) (e)

Figure 2.13 – Essai de BET : (a) Eprouvette pour t = 0s | (b) Eprouvette pour t = t f | (c)

Eprouvette avec poudre phosphorescente sous rayons UV | (d) Maillage générée à partir

de Vic2D-2009®| (e) Résultat après analyse éléments �nis sous Matlab®

Avec le logiciel de corrélation, il est donc possible d’avoir, pour chaque image, la position

de chacun des points distribués régulièrement. Il est aussi possible d’exporter ces don-

nées (�gure 2.13 d) et donc d’avoir la possibilité de créer un maillage d’éléments �nis avec

Matlab®. Ce maillage est ensuite utilisé pour calculer la déformation dans chaque direc-
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tion, mais aussi et surtout l’angle de cisaillement expérimental au sein de l’éprouvette.

Cette donnée est d’importance majeure puisqu’elle permettra ou non de valider notre

caractérisation expérimentale. Le résumé de cette procédure est donné ci-dessous :

— Etape 1 : acquisition des images synchronisées et des données machines.

— Etape 2 : post-traitement des images par Vic2D-2006®.

— Etape 3 : extraction des champs de déplacement et création d’un maillage d’élé-

ments �nis avec Matlab®.

— Etape 4 : calcul éléments �nis pour avoir accès aux déformations, contraintes et

champs de cisaillement, toujours avec Matlab®.

— Etape 5 : exportation des résultats et visualisation avec Paraview®.

2.2.2.6 Résultats pour le Bias Extension Test

Le matériel utilisé dans cette section est le préimprégné présenté par le chapitre 1.

L’essai est celui de BET présenté section 2.1.1.1. Ce test est très courant pour caractéri-

ser le cisaillement dans une éprouvette sans avoir d’e�ort parasite dû à la tension des

mèches. Les dimensions de l’éprouvette pour cet essai sont les suivantes :

— Largeur : 60 mm.

— Longueur : 150 mm.

— Épaisseur : 2 mm.

— Orientation initiale des �bres : 0/90° orientées à -45/+45° pour l’éssai.

— Nombre de couche : 4.

Les résultats présentés dans la partie suivante sont issus d’une série de cinq essais réalisés

dans les mêmes conditions de chargements et températures. Seulement une moyenne

avec les incertitudes sera présentée sur les graphes, notamment pour des raisons de

clarté.

Détection du champ de cisaillement au sein de l’éprouvette

En suivant les méthodes de post-traitement, il devient possible de déterminer le champ

de cisaillement de l’éprouvette. Les �gures 2.13 et 2.14 montrent bien que les trois zones

de cisaillement présentées section 2.1.1.1 (ZA, ZB and ZC) sont clairement visibles. Cepen-

dant, le champ de cisaillement dans les zones ZB n’est pas homogène comme le stipule la

théorie, mais évolue de façon continue en proposant un gradient de cisaillement (passant

de 0 à γ). Toutefois, ce résultat est plutôt rassurant puisque physiquement, les �bres qui

composent l’éprouvette ne peuvent pas passer d’un angle nul (zone ZC) à un angle total

(zone ZA) sans continuité. De plus, la �gure 2.1 montre la cinématique de déformation

d’une éprouvette pour un essai de BET, mais pour des tissus secs. Ici, il s’agit de thermo-

plastique, la résine ayant un rôle important limitant la liberté de déformation, il est tout

à fait normal d’avoir ce genre de phénomène. De plus, une singularité apparaît pour l’en-

semble des essais e�ectués sur les zones supérieures et inférieures de l’éprouvette. Ceci

peut s’expliquer par les échanges thermiques entre l’éprouvette et les mors du montage,
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la résine à cet endroit est moins chaude donc plus visqueuse et ainsi la déformation est

plus di�cile. De plus, la forte rigidité des mèches peut également jouer un rôle majeur

sur la déformation de cette zone.

 

Figure 2.14 – Evolution de l’angle de cisaillement lors de l’essai de BET : (a) d = 0mm
| (b) d = 20mm | (c) d = 30mm | (d) d = 40mm

L’évolution de l’angle de cisaillement est présentée sur la �gure 2.14. Dans la zone cen-

trale, l’angle est plutôt bien dé�ni et homogène du début à la �n de l’essai. Le champ

de cisaillement dans la zone B est quant à lui plutôt hétérogène et des phénomènes lo-

caux apparaissent notamment à cause de zones encore sèches, de glissements de �bres

et d’une forte rigidité en �exion dans le plan des mèches. Toutefois, la valeur moyenne

de l’angle de cisaillement dans les zones ZB tend à être égale à la moitié de l’angle de

cisaillement dans la zone complètement cisaillée. Ceci est très rassurant étant donnée la

cinématique de déformation de cet essai.

Comparaison entre le déplacement mesuré par corrélation et le déplacement
théorique

La �abilité de cette approche de corrélation par rayons UV est évaluée en comparant

le déplacement imposé, donc théorique avec le déplacement mesuré par la corrélation

d’image. En e�et, si les résultats sont proches (en considérant les incertitudes de mesure

dans les deux cas), il sera alors possible d’avoir une opinion qualitative de cette méthode.

La �gure 2.15 montre l’évolution du déplacement en fonction du temps moyennée sur

cinq essais réalisés dans les mêmes conditions de températures et de chargements. Deux

comparaisons sont faites. La première consiste à comparer le déplacement théorique et

le déplacement mesuré sur la partie supérieure de l’éprouvette (proche du mors mobile).

S’il n’y a pas de phénomène de glissement, la valeur mesurée doit être proche de la valeur

théorique.

Comme il est possible de le constater sur la �gure 2.15, le déplacement corrélé est proche

du déplacement théorique. Toutefois, des petites déviations subsistent au début de l’essai,

ce qui peut être expliqué par la compensation des jeux machine et des jeux d’assemblage.

Deux observations importantes peuvent tout de même être relevées :
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— De t = 0s à t = 5s : Les jeux machine et d’assemblage provoquent un délai dans

le mouvement de l’éprouvette qui sont présents les quelques premières secondes

de l’essai. Ce délai crée donc un déphasage entre le déplacement mesuré et le

déplacement théorique.

— De t = 160s à t = 210s : La di�érence entre les deux approches peut s’expliquer

par di�érents arguments. A partir de t = 160s, l’angle de cisaillement atteint en-

viron 50° ce qui est proche de l’angle de verrouillage du renfort sec constituant

le préimprégné. Après cette limite, l’éprouvette ne cisaille plus, mais va subir des

processus de dégradation comme du détissage (�gure 2.17). La seconde possibilité

réside dans le glissement de l’éprouvette entre les mors (�xe ou mobile). En�n, sur

la �gure 2.17, il est possible de voir un phénomène de glissement entre �bres. Ceci

a un impact signi�catif sur le déplacement et sur le cisaillement entre mèches.

— de t = 5s à t = 160s : Le comportement est nominal.

La seconde comparaison qui peut être faite concerne les éléments présents au centre

de l’éprouvette. Étant donné la cinématique du BET, les éléments situés au milieu de

l’éprouvette (pour L/2) doivent subir un déplacement égale à la moitié du déplacement

des éléments situés en haut de l’éprouvette. La �gure 2.15 montre également ce phéno-

mène puisque le déplacement mesuré par corrélation et le déplacement théorique cor-

respondent. Toutefois, à partir de 180s, des di�érences apparaissent ce qui con�rme le

glissement de l’éprouvette dans les mors du montage.

 

Figure 2.15 – Évolution temporelle du déplacement, mesures e�ectuées en haut et au

centre de l’éprouvette

En�n, une troisième approche a été faite en appliquant la corrélation d’image sur le mors

mobile de la machine. Cette analyse supporte le fait qu’il y a du glissement à la �n de
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l’essai (toujours pour t = 160s) puisque peu de di�érence entre la corrélation d’image et

le mouvement réel du mors n’a été détectée. La corrélation d’image sur les mors (mobile

et �xe) a été faite par approche usuelle, c’est à dire, par ré�exion de lumière blanche sur

un mouchetis à base de peinture.

Comparaison entre le cisaillementmoyen dans la zoneAmesuré par corrélation
et le cisaillement théorique

Les deux parties précédentes ont permis de montrer la faisabilité de la méthode en la

comparant avec des méthodes déjà utilisées et maîtrisées. Il est donc maintenant pos-

sible de mesurer l’évolution de l’angle de cisaillement moyen dans la zone centrale. Pour

faire cela, la valeur de l’angle de cisaillement a été prise sur l’ensemble des éléments du

maillage situés dans la zone centrale de l’éprouvette, puis moyennée. Cette manipulation

a été faite pour chacune des images des cinq essais.

 

Figure 2.16 – Évolution temporelle de l’angle de cisaillement moyen dans la zone A

(zone centrale)

La �gure 2.16 représente ainsi l’évolution de l’angle moyen mesuré par corrélation. Cette

évolution est comparée avec l’évolution théorique imposée par la cinématique du BET

pour les tissus secs, mais aussi avec l’évolution de l’angle de cisaillement directement

mesuré sur l’éprouvette pour di�érents états de chargement. Ces mesures ont été faites

en utilisant le logiciel ImageJ qui permet de manipuler des images pour avoir accès à

des caractéristiques telles que l’angle entre deux droites. Ce traitement spéci�que a été

fait pour des valeurs de déplacement égales à d = 15,25,30,35,40,45,50 et 52 mm.

Toutefois, cette méthode n’est présentée qu’à titre informatif puisqu’il n’existe pas de
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méthode correcte et �able a�n de mesurer un angle de cisaillement sur un préimprégné

à la main.

Comme précédemment, plusieurs observations peuvent être tirées de la �gure 2.16.

— La première remarque concerne la di�érence entre l’évolution théorique (équation

2.1) et l’évolution mesurée par corrélation. L’écart considérable, présent dès le

début de l’essai peut s’expliquer par la présence de résine thermoplastique. En

e�et, cette résine joue le rôle d’obstacle et diminue la liberté de mouvement des

mèches. Cette équation décrit l’évolution de l’angle de cisaillement dans un cas

parfait, sans frottement entre mèche et dans le cadre des renforts secs.

— La deuxième remarque concerne l’évolution de l’angle de cisaillement, mesurée à

partir de la corrélation qui est quasiment linéaire de d = 0mm à d = 45mm. Ceci

est tout à fait normal puisque la vitesse de déformation est constante.

— En�n à partir de d = 45mm on remarque l’apparition d’un plateau qui est principa-

lement causé par l’approche de l’angle de verrouillage. Dans notre cas, l’angle de

verrouillage est environ égal à 50°. À partir de ce moment, même si on continue

à déplacer le mors mobile, l’angle de cisaillement se stabilise et d’autres modes

de déformation ou d’endommagement apparaissent tels que de la �exion (dans

le plan et hors plan), du détissage ou du glissement de réseaux de mèches. Ce-

pendant, ce phénomène de verrouillage est tout à fait normal compte tenu de la

cinématique de déformation du BET.

 

Yarns unweaving

Black areas created

by slipping fibers

(a) (b)

15 mm

15 mm

Figure 2.17 – Deux types de dégradation de l’éprouvette : (a) Détissage | (b) Glissement

de réseau de �bre et recouvrement

D’une manière générale, il est possible de constater que cette méthode est plutôt �able

et facile à mettre en place. Les écarts entre la mesure par corrélation d’image et les me-

sures faites à partir du logiciel ImageJ sont tout à fait cohérentes. Les écarts peuvent

s’expliquer soit par la faible précision lors de la mesure de l’angle de cisaillement avec
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ImageJ, soit par l’erreur générée par la stratégie de corrélation utilisée qui a tendance à

ajouter une erreur (petite) pour chaque traitement d’image.

En�n, comme il l’a été dit précédemment, les travaux développés dans les chapitres

suivants se focalisent sur les renforts secs compte tenu du comportement elasto-visco-

plasto-hystérétique extrêmement complexe à modéliser. En e�et, l’objectif est de com-

mencer par modéliser le comporte élasto-plasto-hystérétique des renforts secs avant

d’enrichir les modèles avec des approches visqueuses et thermiques. Ainsi, a�n de pou-

voir caractériser du mieux possible des renforts secs en cisaillement, cette méthode de

corrélation a été adaptée. En e�et, il n’y a plus le problème de la résine thermoplastique

qui fond et donc de travailler avec un matériau multiétats (solide/pâteux). Toutefois, de

nouveaux challenges apparaissent, ils seront décrits et analysés dans la section suivante.

2.2.3 Adaptation pour les renforts secs
Comme il l’a été dit précédemment, a�n de s’assurer du bon champ de cisaillement

au sein du renfort sec lors d’un essai de Picture Frame, la méthode de corrélation par

rayons ultraviolets peut être appliquée. Compte tenu de la �nesse des particules photo-

luminescentes, nous verrons au travers des �gures 2.21, 2.22, 2.23 que le comportement

mécanique du renfort n’est pas impacté.

 

White light

Light reflection No light reflection

UV light

Figure 2.18 – Illustration du phénomène de re�et parasite ainsi que de la solution cor-

rective en utilisant la méthode UV-DIC pour un essai de Picture Frame

La seule contrainte imposée par cette méthode réside dans la manipulation. En e�et, il

n’est pas possible de réaliser l’essai à la verticale comme usuellement. Ainsi, une machine

de traction biaxiale a été modi�ée a�n de pouvoir accueillir le montage et notamment la
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structure porteuse du drap noir pour être dans une obscurité totale et éviter d’éventuels

rayons de lumière visible.

In�uence du mouchetis sur le comportement du renfort

Comme il est possible de le constater sur la �gure 2.19, l’application du mouchetis ne

change pas le comportement mécanique du tissé. Il est toutefois important de prendre

en compte la densité du tissage. En e�et, le renfort Hexcel®G1151 est un interlock 2,5D,

relativement rigide en cisaillement et ainsi l’in�uence de la poudre photoluminescente

est négligeable. Si l’essai est réalisé sur un sergé ou un ta�etas classique, des précautions

et des véri�cations préliminaires telles que prises pour réaliser la �gure 2.19 devront être

faites.

De plus, il est aussi important de remarquer le léger e�et trompette sur la �gure 2.19.

Cette irrégularité provient de la tension dans les �bres qui vient fausser le résultat expé-

rimental. On remarque aussi le comportement quasi-linéaire lors de la phase de charge-

ment qui est aussi dû à de la tension dans les mèches. A�n de réduire cet e�et indésirable,

l’application de la méthode de corrélation permettra à la fois de s’assurer d’avoir un bon

champ de cisaillement, mais permettra aussi d’optimiser le placement de l’échantillon

dans le montage.

² 

Figure 2.19 – Comparaison de la mesure d’e�ort entre une éprouvette mouchetée et

une éprouvette n’ayant pas de mouchetis
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Optimisation de l’essai de PF par corrélation d’image

La première étape ici est donc de véri�er si la corrélation d’image fonctionne correcte-

ment même avec les renforts secs denses (type G1151). Les �gures 2.20 et 2.21 montrent

la faisabilité de la méthode pour un unique essai. Toutefois, une série de 5 essais ayant

les mêmes conditions de chargement a été faite a�n de s’assurer de la reproductibilité

de la méthode. Les résultats des cinq essais di�èrent de façon négligeable (variations des

angles de cisaillement inférieures à 5%).

 

5
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Angle théorique : 42°

Figure 2.20 – Méthode UVDIC sur un essai de Picture Frame

² 

Figure 2.21 – Comparaison de l’angle de cisaillement entre l’angle théorique et les

angles mesurés par corrélation d’image
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2. Protocole et caractérisation expérimentale

Comme il est possible de le constater sur la �gure 2.20 le champ de cisaillement est

plutôt homogène dans l’éprouvette et correspond de manière satisfaisante à l’angle de

cisaillement théorique attendu. Les disparités visibles sur la �gure 2.20, représentés par

les écarts entre les courbes de la �gure 2.21 peuvent s’expliquer de di�érentes façons :

— Premièrement, il est impossible d’avoir un champ de cisaillement parfaitement

homogène compte tenu de la nature du matériau testé.

— Deuxièmement, la déposition de poudre étant une étape délicate, il se peut que cer-

taines zones soient moins couvertes et ainsi la corrélation d’image peut s’avérer

moins pertinente. C’est notamment le cas dans les coins de l’échantillon puisqu’il

est nécessaire d’éviter de déposer de la poudre dans les articulations du cadre a�n

de limiter d’éventuels frottements qui viendraient fausser le résultat.

De plus, sur la �gure 2.21 l’e�et trompette est clairement présent. A�n d’éviter ces ten-

sions parasites dans l’échantillon, l’idée est de supprimer le maximum de tension pos-

sible en accrochant seulement quelques mèches au cadre, au niveau des articulations.

A�n de véri�er la cohérence de l’idée, la corrélation d’image prend tout son sens. En

e�et, si le champ de cisaillement, dans ce contexte, est identique au champ de cisaille-

ment présenté �gure 2.19 alors la méthode fonctionne et l’e�ort mesuré sera beaucoup

moins perturbé par les tensions parasites. Des travaux analogues ont été publiés récem-

ment, en utilisant des approches di�érentes, mais en arrivant aux mêmes conclusions

[LEB 03, MIL 10, STE 19].

 

(a) Placement usuel

 

(b) Placement optimisé

Figure 2.22 – Comparaison du champ de cisaillement du Hexcel®G1151 entre la mise

en place usuelle et la proposition optimisée

Compte tenu de la densité de mèche dans le renfort G1151, le champ de cisaillement

est relativement homogène même si toutes les mèches ne sont pas attachées au cadre.

Cette méthode fonctionne dans notre cas, mais des précautions doivent être prises et des

véri�cations préliminaires sont nécessaires (véri�cation du bon champ de cisaillement
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Champs de cisaillement par corrélation d’image

par exemple). Une fois les véri�cations faites, il est possible de réaliser l’essai. La �gure

2.22 montre la di�érence de comportement entre une éprouvette ayant l’ensemble de ses

mèches attachées (�gure 2.22a) et une éprouvette aux bords libre (�gure 2.22b).
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Figure 2.23 – Comparaison de l’évolution de l’e�ort en fonction de l’angle de cisaille-

ment entre les deux approches
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Figure 2.24 – Comparaison de l’angle de cisaillement entre l’angle théorique et les

angles mesurés par corrélation d’image entre les deux approches

Sur cette �gure on remarque très clairement que le comportement avec la méthode op-

timisée se rapproche du comportement qu’il est possible d’avoir avec un essai de BET
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2. Protocole et caractérisation expérimentale

[ABD 18]. L’e�et trompette disparaît puisque la tension dans les mèches devient inexis-

tante. C’est donc à partir de ce protocole que les essais de caractérisation du renfort Hex-
cel®G1151 ont été faits. Les résultats sont présentés dans les sections suivantes (sections

2.3 et 2.4).

La �gure 2.24 montre deux importants phénomènes. Premièrement, le renfort de compo-

site n’est pas sensible à la vitesse de chargement. En e�et, l’essai réalisé pour l’éprouvette

2 est plus rapide que pour l’éprouvette 1 et l’angle de cisaillement évolue de la même fa-

çon. Deuxièmement, elle con�rme le bon fonctionnement de la méthode puisque l’écart

entre l’angle de cisaillement mesuré et l’angle théorique est très faible.

2.3 Comportement expérimental en cisaillement du
Hexcel®G1151

À partir des conclusions du chapitre précédant, le comportement du renfort sec Hex-
cel®G1151 est décrit par la �gure 2.25.

 

  

  

Sample

  
  

  

Figure 2.25 – Comportement expérimental sous chargement cyclique Hexcel®G1151
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Comportement expérimental en �exion du Hexcel®G1151

Le résultat est issu d’une série de cinq essais suivant les mêmes conditions de chargement

et de vitesse. Les incertitudes y sont également montrées.

Comme il est possible de le constater sur la �gure 2.25, le comportement est fortement

non-linéaire que ce soit pour les phases de chargement ou les phases de déchargement.

De plus, le comportement pour des angles négatifs est identique, mais pour des raisons

de clarté seule la partie positive est montrée.

Pour passer de la courbe e�ort - déplacement à la courbe contrainte de cisaillement -

angle de cisaillement, les équations 2.7 et 2.9 ont respectivement été utilisées. Les para-

mètres nécessaires sont les suivants :

— D = 180 mm.

— Ω0 = 10388 mm2
(≈ 102 mm de côté).

L’objectif du chapitre suivant sera donc de développer une loi de comportement thermo-

dynamiquement admissible pour modéliser ce comportement élasto-plasto-hystérétique.

2.4 Comportement expérimental en �exion du Hex-
cel®G1151

Le comportement en �exion est une tout autre approche que ce soit dans les méthodes

expérimentales, la caractérisation ou la modélisation.

 

  

Figure 2.26 – Comportement expérimental en �exion Hexcel®G1151 et esquisse d’es-

sai Kawabata
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2. Protocole et caractérisation expérimentale

N’ayant pas eu accès à un banc d’essai de �exion Kawabata, le comportement mécanique

du Hexcel®G1151 est issu de travaux déjà réalisés de [BIL 10] et [ABD 17, ABD 18].

Aucun essai Kawabata n’a pour l’instant été e�ectué, mais compte tenu des données

présentées �gure 2.26 et des essais réalisés sur d’autres renforts, nous allons supposer le

comportement cyclique du renfort comme symétrique.

2.5 Bilan - Chapitre 2
Dans ce chapitre 2 nous avons pu mettre en évidence un certain nombre d’informa-

tions importantes pour la poursuite des travaux de cette thèse.

— Premièrement, compte tenu du comportement hystérétique déjà complexe à étu-

dier et à modéliser pour les renforts de composite, l’étude initiale de travaux sur

les préconsolidés s’est plutôt focalisée sur les tissus secs.

— Deuxièmement, ce chapitre propose un nouveau protocole expérimental a�n de

mesurer le champ de déplacement et ainsi d’en déduire le champ de cisaillement.

Cette méthode originale, utilisant des rayons ultraviolets [DEN 19] a permis d’une

part, de proposer une solution simple et d’autre part, d’optimiser l’utilisation de

l’essai de Picture Frame a�n de s’a�ranchir des tensions dans les mèches.

— Troisièmement, les méthodes de calcul du moment de �exion, de la courbure ou

encore de la contrainte de cisaillement ont été proposées.

— En�n, le comportement en cisaillement et en �exion ont été mis en avant avec

des chargements cycliques (non-monotones) pour le cisaillement et une observa-

tion du comportement pour la �exion. Nous verrons dans le chapitre suivant que

l’hypothèse des trajets de charge - décharge est correcte puisque les résultats de

simulation corroborent les résultats expérimentaux que ce soit pour des géomé-

tries simples (hémisphère, BET, ...) ou plus complexes (croix 4 branches, T, boite,

...).

Ce chapitre se termine donc sur la caractérisation, par approche expérimentale, des deux

comportements dissipatifs et hystérétiques. L’objectif du chapitre suivant est donc de

proposer des modèles identi�ables et cohérents pour modéliser ces trajets asymptotiques

particulièrement complexes. Il sera ensuite question de les intégrer dans un logiciel de

calcul par éléments �nis, de les véri�er et de les exploiter.
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Chapitre 3

Thermodynamique des processus irréversibles des
milieux anisotropes en transformations �nies
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3. Thermodynamique des processus irréversibles des milieux anisotropes en

transformations �nies

3.1 Introduction et motivation
Comme nous l’avons vu dans le chapitre 1 de ce manuscrit, l’objectif est de simu-

ler la mise en forme incrémentale des renforts de composite en prenant en compte

d’éventuels chargements non-monotones en �exion hors plan et en cisaillement dans

le plan. De nombreux travaux existent basés sur des approches d’élasticité non-linéaire

[DEL 16, KOM 13a, KOM 10, KOM 13b, KOM 10, KOM 16, KAW 73, PEN 05, XUE 03,

TUR 16, CUO 16, DEL 15] mais aucune d’entre elles ne propose un critère de plasticité

ou de descriptions hystérétiques du comportement des matériaux. Cependant, des tra-

vaux expérimentaux attestent du comportement dissipatif des renforts [ALL 10, LIU 05,

HAR 04, CAO 08, ABD 17]. De plus, il est courant que des grands mouvements entre

les chaînes et les trames soient créés lors de la phase de mise en forme du renfort. Ces

mouvements génèrent du frottement entre les �bres qui est principalement responsable

de cette perte d’énergie [MON 17].

De nombreux types de modèles existent comme les modèles élastiques [DEL 16,

KOM 13a, KOM 10, KOM 13b, KOM 10, KOM 16, KAW 73, PEN 05, XUE 03, TUR 16,

CUO 16, DEL 15, DAE 16, DÖR 17, HOL 00, HOL 96, HOL 01] ou hyperélastique

[CHA 12, ITS 01, ITS 04, ITS 13b], des modèles visco-élastiques permettant d’étudier

l’impact thermique de la matrice sur les préconsolidés [GUZ 16, HAR 11] ou encore des

modèles dissipatifs mais en petites transformations [KRA 16]. Toutefois, il n’existe au-

cunes approches permettant d’accéder aux contraintes résiduelles d’un renfort sec en

grandes transformations. L’objectif de ce chapitre est donc de proposer des modèles per-

mettant de prendre en compte le caractère dissipatif (et donc irréversible) du matériau.

Étant donnée la complexité des comportements en cisaillement et en �exion, la descrip-

tion élasto-plasto-hystérétique sera décomposée en deux chapitres. Ce présent chapitre

décrira le comportement élasto-plastique (dissipatif) en cisaillement et en �exion. Les

modèles ainsi développés permettront de décrire les frontières supérieures et inférieures

des courbes expérimentales. Le chapitre 4 enrichira les modèles élasto-plastiques en y

ajoutant l’approche hystérétique a�n de décrire les boucles d’hystérésis qui s’activent

lors de phase de charge/décharge.

L’objectif ici est donc de proposer un modèle élasto-plastique (dissipatif) pour le mode

de déformation en cisaillement et un second pour le mode en �exion. Pour cela, deux

approches seront utilisées :

— Une approche thermodynamique a�n d’écrire une loi de comportement thermo-

dynamiquement admissible pour le mode de déformation en cisaillement. Ceci est

réalisé en se basant sur des hypothèses qui seront décrites par la section 3.2.1 et

en proposant une approche alternative à ce qu’aurait pu faire Spencer [SPE 92].

L’utilisation d’un formalisme en lagrangien total permet de proposer un modèle

dissipatif intégrable dans un logiciel de calcul et facilement identi�able.

— Une approche plus basique, phénoménologique, permettra de décrire le compor-

tement dissipatif en �exion hors plan. Nous traiterons ce modèle à la �n de ce

78



Modélisation en cisaillement

chapitre 3.

En�n, il sera nécessaire d’adapter les modèles proposés pour les intégrer dans un logiciel

de calcul par éléments �nis. Cette étape sera présentée au début du chapitre 5.

3.2 Modélisation en cisaillement
L’une des originalités présentée au travers de ce modèle est l’adaptation de la décom-

position additive de Green-Naghdi [GRE 65, GRE 71] pour l’utiliser dans un contexte de

milieu anisotrope en grande transformation. Ceci permet de décrire de manière simple la

loi d’écoulement plastique en suivant les standards de la théorie de la dissipation maxi-

male (loi d’écoulement plastique et dé�nition du multiplicateur plastique). De plus, un

critère de dissipation à une seule variable est proposé ce qui conduit à établir un retour

radial en grandes transformations ne dépendant que de cette dernière. Nous verrons que

la variable en question est l’angle de cisaillement ayant dissipé de l’énergie, γp. Ceci im-

plique aussi que la résolution numérique du problème est très rapide et peut simplement

être faite en utilisant la méthode d’optimisation de Newton - Raphson.

En�n, les travaux présentés dans ce chapitre et dans le chapitre 4 ont abouti à la publi-

cation d’un article scienti�que [DEN 18].

3.2.1 Hypothèses et conditions d’utilisation
Le modèle présenté dans cette section peut être utilisé que dans le cadre particulier

des renforts secs et suivant certaines hypothèses. Le domaine de validité est donc, comme

pour beaucoup de modèles, limité. Les hypothèses majeures sont présentées ci-dessous,

d’autres viendront lors du déroulement de l’écriture de la loi, dans les sections suivantes.

— Le mode de déformation en traction - compression (supposé élastique) et le mode

de cisaillement (supposé dissipatif) sont découplés. C’est une hypothèse rela-

tivement courante dans les approches numériques, analytiques et expérimen-

tales. Même si de récentes publications montrent l’intérêt du couplage des modes

[KAS 16, KOM 16, KAS 17, MIT 16a, MIT 16b], il reste encore très di�cile de le

faire. Dans le cadre élastoplastique, ceci est encore plus di�cile puisqu’il est né-

cessaire d’écrire une fonction seuil, une loi d’écoulement plastique et de l’implé-

menter correctement dans un logiciel de calcul. De plus, d’un point de vue expéri-

mental, l’hypothèse de découplage des modes reste valable dans la mesure où les

déformations en cisaillement lors des mises en forme restent souvent inférieures

à l’angle de verrouillage du tissé. En�n, le modèle proposé ici reste une première

approche pour décrire le comportement dissipatif d’un renfort. De futurs travaux

pourront prendre en compte ces couplages si nécessaire en�n d’enrichir la maî-

trise des phénomènes dissipatifs.
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3. Thermodynamique des processus irréversibles des milieux anisotropes en

transformations �nies

— Les tenseurs de déformations et de contraintes sont supposés être écrits à partir de

quantités généralisées qui sont déjà intégrées dans l’épaisseur du matériau. Pour

des raisons de clarté, les tenseurs de déformations et contraintes généralisées se-

ront simplement appelés tenseurs de déformations et de contraintes. Compte tenu

de cette hypothèse, le potentiel d’énergie libre sera calculé par unité de surface et

non par unité de volume. Cette hypothèse s’explique par le fait que dans de nom-

breux cas, l’épaisseur d’un renfort sec n’est pas excessive comparée aux autres

dimensions. Dans ce cas, seule la projection du gradient de transformation dans

le plan formé par le matériau sera considérée. Ainsi, les tenseurs auront seulement

quatre composantes.

— Puisque les �bres de carbone et/ou de verre sont très rigides, elles ne peuvent pas

se déformer de façon considérable [HAM 13b, LIU 05, HAR 04, CAO 08]. Ainsi,

elles sont considérées quasi-inextensibles. La contribution en terme d’énergie de

l’élongation de ces �bres sera donc purement élastique et donc il n’y aura pas

de dissipation d’énergie. En considérant la première hypothèse et le fait que les

�bres ne s’allongent quasiment pas, le processus de dissipation en cisaillement est

alors supposé suivre une cinématique de cisaillement pur [HAM 13b, HAM 13a,

THI 07].

— Compte tenu des informations données dans le chapitre 1, l’approche est macro-

scopique. Le modèle est, de facto, présenté et développé en suivant les hypothèses

des approches macroscopiques (pas de glissement de mèches par exemple).

3.2.2 Cinématique des déformations
L’objectif de cette section est de dé�nir l’ensemble des tenseurs fondamentaux né-

cessaires au développement du modèle. Pour cela, nous commencerons par une discus-

sion sur la décomposition additive de Green-Naghdi (GN) pour les milieux anisotropes

en grandes transformations. Nous verrons aussi l’intérêt de l’associer avec la décom-

position multiplicative de Kröner-Lee (KL). En e�et, ces décompositions permettent de

dissocier la partie dissipative et la partie élastique de la transformation totale. Comme la

cinématique de la transformation dissipative est connue (cisaillement pur), la transfor-

mation totale est également connue (imposée par l’utilisateur), il devient ainsi possible

de déterminer les quantités élastiques.

3.2.2.1 Discussion sur la théorie de la con�guration intermédiaire

La décomposition additive de Green-Naghdi étant relativement connue dans les

études en petites transformations ou dans le cadre des matériaux cristallins [SIM 88],

elle n’a toutefois jamais été appliquée pour des matériaux anisotropes connaissant

de grandes transformations. À partir d’études déjà menées [GRE 65, SIM 88, SIM 85,

DEG 51, ITS 13a], il est possible de montrer la compatibilité de cette décomposition pour

le domaine qui nous intéresse. La démonstration est présentée en annexe C.1 et le ré-

sultat par l’équation 3.1. Couplée avec la décomposition multiplicative de Kröner-Lee
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dé�nie par l’équation 3.2, elle permet de proposer une description des tenseurs utiles

pour la suite dans la con�guration initiale. On parle ainsi d’approche en lagrangien total

(toutes les quantités sont rattachées à la con�guration initiale du problème).

E= Ee +Ep (3.1)

F= Fe ·Fp (3.2)

La décomposition additive de Green-Naghdi (équation 3.1) sépare le tenseur des défor-

mations de Green-Lagrange E en deux parties. Une partie élastique Ee et une partie plas-

tique (ayant donc dissipée de l’énergie) Ep. La décomposition multiplicative de Kröner-

Lee va quant à elle permettre de travailler sur le gradient de transformation en le décom-

posant en une partie élastique Fe et une partie plastique Fp. L’utilisation de telles dé-

compositions permet d’utiliser la méthode de la con�guration intermédiaire nécessitant

une con�guration dans laquelle la déformation plastique et les contraintes résiduelles

sont uniquement présentes [LEE 69, SPE 69, LUB 04]. Cette méthode de con�guration

intermédiaire et l’utilisation des deux décompositions présentées au-dessus permettent

d’écrire l’ensemble du modèle en Lagrangien Total. C’est-à-dire que toutes les quan-

tités sont rattachées à la con�guration initiale C0. Ceci est plutôt intéressant puisque

dans cette con�guration, l’ensemble des quantités utiles sont connues. La méthode de la

con�guration intermédiaire est schématisée par la �gure 3.1.

 

  
  

  

  

 
 

 
 

  
 
  

 
  

        

        

     

(a) Con�guration intermédiaire

 

  

  

  

  

 
 

 
 

   

   

          

        

      

(b) Position des mèches

Figure 3.1 – Méthode de la con�guration intermédiaire et décomposition des tenseurs

F et E et C [DEN 18]

Sur la �gure 3.1 les quantités dé�nies sont les suivantes :

— C0 : con�guration initiale du matériau.

— C f : con�guration �nale du matériau.

— Cr : con�guration relaxée du matériau. C’est celle qui est appelée la con�guration

intermédiaire.
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transformations �nies

— F, Fe, Fp : respectivement, le gradient de transformation totale, la partie élastique

et la partie dissipative du gradient.

— E, Ee, Ep : respectivement, le tenseur des déformations totales de Green-Lagrange,

la contribution élastique et la contribution dissipative.

— C, Ce, Cp : respectivement, le tenseur de Cauchy-Green, sa partie élastique et sa

partie dissipative.

— G1, G2 : direction des chaînes et trames à l’état initial.

Comme dit précédemment, le tenseur F est connu puisqu’il s’agit du chargement imposé

soit par l’utilisateur, soit par les simulations. La contribution dissipative de ce tenseur

est aussi connue puisqu’on sait que la cinématique de déformation dissipative en cisaille-

ment est une cinématique de cisaillement pur. À partir des équations 3.1 et 3.2, il devient

possible de dé�nir les quantités élastiques. Une description des cinématiques est faite

dans la section suivante.

3.2.2.2 Description des cinématiques de déformation

La description des cinématiques de déformation permet, en utilisant les décomposi-

tions et les hypothèses, de dé�nir toutes les quantités nécessaires à la modélisation.

Cinématique de la transformation totale

La cinématique de la transformation totale est imposée par l’utilisateur ou le chargement.

Cette cinématique correspond au gradient de transformation totale noté F. Le tenseur

dé�ni par l’équation 3.3 est déjà projeté et sa cinématique est décrite par la �gure 3.2.

 

    

    

 
 

 
 

  

  

  
  

  

  
 

Figure 3.2 – Cinématique de la transformation totale. État initial à gauche, état �nal à

droite

F= ∑
i

∑
j

Fi j
(
Gi⊗G j

)
avec i, j = [1,2] (3.3)

À partir de l’équation 3.3 et des relations usuelles, il est possible d’écrire le tenseur de
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Cauchy-Green droit C et le tenseur de Green-Lagrange E.

C= Ft ·F (3.4)

E=
1
2
(C− Id) (3.5)

Cinématique de la transformation plastique

Étant données les hypothèses sur le comportement de la �bre (hypothèses 2 et 3 ; �bre

quasi inextensible et découplage des modes), deux types de cinématique en cisaillement

pur sont possibles et présentés sur la �gure 3.3. (Sur cette �gure, l’angle γp représente la

contribution dissipative de l’angle de cisaillement). Dans les deux cas, la con�guration

initiale est notée C0 et est dé�nie par un carré (A, B, C, D). La con�guration intermédiaire

est quant à elle dé�nie par un losange en gris (Ar, Br, Cr, Dr). La �gure 3.3a montre la

cinématique la plus générale. Toutefois, pour symétriser la forme du tenseur des défor-

mations E, la cinématique présentée par la �gure 3.3b est préférable. En e�et, comme le

modèle doit satisfaire le principe d’objectivité, ce choix stratégique n’a pas d’importance

sur l’élaboration du modèle puisque la di�érence entre les deux approches proposées est

une simple rotation de corps rigide.

Dé�nition 3.2.1 Principe d’objectivité
— Invariance par rapport à la superposition de corps rigide : lorsque le solide ou le ma-

tériau est soumis à un mouvement de corps rigide (translation, rotation, ...), aucunes
contraintes ne sont générées au sein du matériau.

— Indépendance par rapport à l’observateur (ou référentiel) : les modèles constitutifs
doivent être établis à partir de quantités indépendantes de l’observateur et de son
mouvement. La position d’un point n’est pas une grandeur objective. La vitesse éga-
lement puisqu’elle dépend du mouvement de l’observateur. Toutefois, les distances ou
un angle de cisaillement sont des grandeurs objectives puisqu’elles ne dépendent pas
de la position du référentiel.

De ce fait, la cinématique symétrique sera utilisée pour écrire la loi de comportement. À

partir des hypothèses et du choix de la cinématique, il est possible d’écrire la contribution

dissipative du gradient de transformation Fp donnée par l’équation 3.6.

Fp = Fpi j
(
Gi⊗G j

)
avec i, j = [1,2] (3.6)

Cependant, cette fois, nous connaissons la cinématique et il est ainsi possible d’écrire de

façon formelle ce tenseur :

Fp = cos
(

γp

2

)(
G1⊗G1 +G2⊗G2

)
+ sin

(
γp

2

)(
G1⊗G2 +G2⊗G1

)
(3.7)

A partir de ce tenseur symétrique et des dé�nitions usuelles, il est possible de calculer

les contributions plastiques des deux autres tenseurs Cp et Ep :

Cp = Ft
p ·Fp (3.8)
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(a) Cinématique non symétrique

 

  

  

  

  

 
    

  

  

   
  

  
 

(b) Cinématique symétrique

Figure 3.3 – Cinématique de la transformation plastique (cisaillement pur)

De manière formelle, ce tenseur peut aussi s’écrire sous la forme suivante :

Cp = Id +2 cos
(

γp

2

)
sin
(

γp

2

) (
G1⊗G2 +G2⊗G1

)
(3.9)

Or, d’après la relation trigonométrique 2 cos
( γp

2

)
sin
( γp

2

)
= sin(γp) il est possible de

simpli�er l’équation précédente en vue de calculer la contribution plastique du tenseur

de Green-Lagrange Ep :

Ep =
1
2
(Cp− Id) =

1
2

sin(γp)
(
G1⊗G2 +G2⊗G1

)
(3.10)

Maintenant que les quantités sont dé�nies pour la transformation totale et la transfor-

mation plastique, il est possible de décrire les quantités élastiques en s’aidant des décom-

positions dé�nies par les équations 3.1 et 3.2.

Cinématique de la transformation élastique

Cette cinématique est actuellement inconnue. Cependant, en utilisant toutes les données

présentées au-dessus, il devient possible de décrire l’ensemble des quantités élastiques

de manière cohérente. Premièrement en utilisant la relation additive de Green-Naghdi

adapté pour les milieux anisotropes en grandes transformations, il vient :

Ee = E−Ep (3.11)

De plus, en considérant la dé�nition de F donnée par l’équation 3.3 et en appliquant la

décomposition multiplicative de Kröner-Lee on a :

Ee =
1
2
(
Ft

p ·
(
Ft

e ·Fe− Id
)
·Fp
)

(3.12)

Comme il est possible de le voir, l’écriture de la contribution élastique n’est pas usuelle.

En e�et, le caractère Lagrangien total du modèle apporte quelques modi�cations. Le

84



Modélisation en cisaillement

couplage entre les deux décompositions permet de ramener la contribution élastique

du tenseur de Green-Lagrange Ee dans la con�guration initiale. Ceci montre clairement

l’intérêt de ces décompositions puisque �nalement, l’ensemble des tenseurs nécessaires à

l’écriture du modèle ne dépendent que de quantités objectives et nécessitent de connaître

uniquement l’état initial du matériau. Il est donc maintenant question d’écrire la loi de

comportement. Pour cela, il est important de dé�nir des quantités cohérentes. C’est l’ob-

jectif de la section suivante.

3.2.2.3 Quantités primales et duales associées aux cinématiques de déforma-
tion

D’un point de vue énergétique, il est nécessaire d’utiliser le dual des quantités dé�nies

au-dessus. De plus, comme le modèle est basé sur une approche en Lagrangien total en

grandes transformations, le tenseur des contraintes est celui de Piola-Kirchho� II (PKII)

noté S. Son dual énergétique, qui permet d’écrire l’énergie de déformation par unité

de volume Wde f , est le tenseur des déformations de Green-Lagrange E. À partir de ce

postulat, il est possible d’écrire la loi de comportement.

Wde f =
∫

E : SdΩ (3.13)

3.2.3 Loi de comportement associée et identi�cation
Trois conditions sont nécessaires pour écrire la loi de comportement élasto-plastique

en Lagrangien total basée sur un critère en cisaillement pur :

— Un potentiel d’énergie libre Ψ : la dérivée de ce potentiel permet d’écrire le

tenseur des contraintes S.

— Un critère de plasticité fs : ce terme est directement connecté au potentiel de

dissipation D. Ce critère permet de savoir si on se situe dans la zone élastique

ou la zone plastique du matériau, notamment grâce à la limite d’élasticité Sy. Ce

critère peut aussi être appelé fonction seuil.

— Une loi d’écoulement plastique : elle est aussi dé�nie par le potentiel de dissi-

pation D.

De plus, des hypothèses supplémentaires sont prises a�n d’encadrer le modèle et de lui

dé�nir un domaine de validité cohérent avec son environnement. Par exemple, comme

il est question de déformation d’un renfort de composite, nous allons considérer que

l’énergie dissipée ne produit pas assez de chaleur pour prendre en compte les variations

de température dans le modèle. Ainsi, trois hypothèses supplémentaires sont prises :

— La température est supposée constante lors de la déformation, ainsi Ṫ = 0. Avec

Ṫ la variation temporelle de température.

— La température est supposée homogène dans le renfort, ainsi ∇(T ) = 0.

— Une seule variable interne est utilisée et dé�nie dans ce modèle, il s’agit de la

contribution plastique du tenseur de Green-Lagrange Ep.
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— La déformation élastique n’a pas d’impact sur la déformation plastique, ainsi

.
Ep=

0.

— La déformation élastique n’a pas d’impact sur l’ensemble des variables internes

autres que la déformation plastique, ainsi

.
Ak= 0.

A�n de déterminer le potentiel d’énergie libre et le critère de plasticité, il est nécessaire

de commencer par dé�nir le potentiel de transformation noté Φ0 qui est la somme d’un

potentiel élastique Ψ (Énergie libre de Helmholtz) et d’un potentiel dissipatif D [BER 12,

CHA 86, LEM 01, SIM 85].

Φ0 = Ψ+D (3.14)

A partir de cette équation, il est possible, d’une part de décrire le caractère élastique de la

transformation tout en la couplant avec le phénomène dissipatif. Le caractère élastique

est décrit par le potentiel d’énergie libre par la section 3.2.3.1. Les phénomènes dissipatifs

sont quant à eux plus complexes et seront décrits au travers des sections 3.2.3.2, 3.2.3.3

et 3.2.3.4.

3.2.3.1 Potentiel d’énergie libre

La description du potentiel d’énergie libre est basée sur les travaux bien connus de

la thermodynamique des processus irréversibles. De plus, deux axiomes fondamentaux

doivent être respectés.

Dé�nition 3.2.2 Axiome d’objectivité - La puissance virtuelle des e�orts intérieurs asso-
ciée à tout mouvement rigide est nulle.

Dé�nition 3.2.3 Axiome de l’équilibre - Pour tous milieux matériels repérés dans un réfé-
rentiel absolu, à chaque instant et pour tous mouvements virtuels (oumouvements possibles)
v∗, la puissance virtuelle des quantités d’accélérations est égale à la somme des puissances
virtuelles des e�orts intérieurs et des e�orts extérieurs.

D’un point de vue mathématique, ces axiomes sont représentés par l’équation suivante :

Pint +Pext = Pacc ∀v∗ (3.15)

De plus à partir des travaux présentés dans [BER 12, CHA 86, LEM 01, SIM 85], on peut

écrire l’inégalité de Clausius-Duhem dans l’hypothèse des petites déformations, qui est

le fondement de tous modèles thermodynamiquement admissibles. La relation résultante

de la démonstration est rappelée équation 3.16.

σ : D−ρ

(
dΨ

dt
+ s

dT
dt

)
−q

∇(T )
T

> 0 (3.16)

L’objectif est donc d’adapter l’équation 3.16 à notre problème. Dans cette équation, cer-

taines quantités doivent être adaptées et d’autres non :
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— σ représente la contrainte en petites déformations. Il faut donc transformer cette

quantité dans le cadre des grandes transformations.

— D représente le tenseur du taux de déformations dans l’hypothèse des petites per-

turbations. Il faut aussi mettre à jour cette quantité.

— ρ est la masse volumique du matériau. Hors comme notre approche utilise des

tenseurs généralisés et déjà intégrés dans l’épaisseur, on préférera µ, la masse

surfacique au lieu de ρ.

— s est l’entropie spéci�que du système.

— T est la température du système.

— q est le �ux de chaleur.

Le terme σ : D provient du calcul de la puissance générée par les e�orts internes :

Pint =−
∫

Ω0

σ : DdΩ0 (3.17)

L’écriture du tenseur PKII en fonction des contraintes de Cauchy est possible par l’équa-

tion 3.18 communément utilisée :

σ = FSFt
(3.18)

De plus, de la même façon, il est courant d’écrire la relation entre la variation du tenseur

de Green-Lagrange et la variation des déformation dans le cadre des petites perturba-

tions :
.

E = FDFt → D= F−t .
EF−1

(3.19)

En injectant ces résultats dans le produit doublement contracté entre le tenseur de

contrainte et le tenseur de déformation, on obtient :

σ : D=
(
FSFt) :

(
F−t .

EF−1
)

(3.20)

En�n en utilisant le propriété de permutation circulaire en algèbre tensoriel décrite par

la dé�nition 3.21, on obtient l’équation 3.22.

Dé�nition 3.2.4 Permutation circulaire - Soit A, B et C trois tenseurs d’ordre deux. La
permutation circulaire peut s’écrire de la façon suivante :

A : (BC) =
(
ACt) : B=

(
BtA

)
: C (3.21)

σ : D= F−1FSFtF−t :
.

E (3.22)

En simpli�ant, il vient donc la relation �nale suivante :

σ : D= S :
.
E (3.23)

Soit :

Pint =−
∫

Ω0

S :
.
E dΩ0 (3.24)
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L’inéquation initialement écrite de Clausius-Duhem 3.16 devient donc, en grandes trans-

formations, l’inéquation suivante :

S :
.
E−µ

(
dΨ

dt
+ s

dT
dt

)
−q

∇(T )
T

> 0 (3.25)

En utilisant les principes de l’état local il est possible de dé�nir le potentiel d’énergie

libre Ψ qui dépendra donc de variables d’états.

Dé�nition 3.2.5 État local - Les principes de l’état local postulent que l’état thermodyna-
mique d’un milieu en un point et à un instant donné est entièrement dé�ni par la connais-
sance de la valeur d’un certain nombre de variables. L’état local fait intervenir deux types de
variables : les variables externes et les variables internes. Les externes sont celles qui peuvent
être mesurées ou observées comme la déformation totale ou la température. Les variables
internes sont quant à elles spéci�que au système étudié, on ne peut pas les mesurer, mais
on peut les calculer. Elles sont souvent reliées aux phénomènes dissipatifs, car elle donne des
informations sur l’histoire du matériau. Les processus ainsi dé�nis seront thermodynami-
quement admissible si, à chaque instant de la déformation, l’inégalité de Clausius-Duhem
est satisfaite. En�n, les variables dé�nies précédemment s’appellent aussi variables d’états
ou variables thermodynamiques.

Ψ = Ψ(E,T,Ep,Ee,Ak) (3.26)

Toutefois, en considérant la décomposition additive de Green-Naghdi (équation 3.1), le

potentiel précédent peut aussi s’écrire sous la forme suivante :

Ψ = Ψ((E−Ep) ,T,Ak) (3.27)

Ψ = Ψ(Ee,T,Ak) (3.28)

En injectant ce potentiel dans l’inéquation de Clausius-Duhem (équation 3.25) on a :(
S−µ

∂Ψ

∂Ee

)
:
.
Ee + S :

.
Ep −µ

(
s+

∂Ψ

∂T

)
∂T
∂t
−µ

∂Ψ

∂Ak
Ȧk−q

∇(T )
T

> 0 (3.29)

En considérant maintenant les hypothèses présentées au début de cette section et au

début du chapitre 3.2.1, il est possible de simpli�er l’inéquation précédente a�n d’avoir

une forme plus facilement utilisable :(
S−µ

∂Ψ

∂Ee

)
:
.
Ee> 0 (3.30)

La situation la plus contraignante pour l’inéquation précédente est le cas suivant :

S= µ
∂Ψ

∂Ee
(3.31)
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Pour déterminer le tenseur de contrainte, il est nécessaire de dériver le potentiel par le

tenseur de Green-Lagrange. Avant tout, il faut dé�nir ce potentiel, à partir des hypo-

thèses de déformation membranaires. En e�et, d’un point de vue élastique, nous avons

deux déformations en tension (une déformation pour chacune des directions de mèches)

et une partie en cisaillement. Comme on a fait l’hypothèse de découplage des modes, il

est possible de dé�nir le potentiel d’énergie libre de la façon suivante :

Ψ(I11, I22, I12) = Ψel (I11, I22)+Ψsh (I12) (3.32)

La partie élongation est écrite avec une raideur signi�cative compte tenu de l’hypothèse

de non-élongation des mèches. De plus, il faut que le potentiel soit nul au début de la

déformation puis il faut qu’il suive une évolution convexe pour pouvoir être dérivé sans

avoir de problème de continuité. Il faut donc tout d’abord dé�nir les invariants I11, I22, I12.

— I11 : L’invariant en élongation dans la première direction de mèche (direction de

la trame G1).

— I22 : L’invariant en élongation dans la seconde direction de mèche (direction de la

chaine G2).

— I12 : L’invariant pour le cisaillement dans le plan.

 

  

  

Première direction des mèches

Deuxième direction des mèches

Elongation
(Première direction)

Elongation
(Seconde direction)

Cisaillement pur
dans le plan

Figure 3.4 – Les trois modes de déformation membranaire

Ce sont des invariants spatiaux, qui sont dé�nis de manière usuelle et le plus simplement

possible :

Ii j = Ee :
(
Gi⊗G j

)
(3.33)

Or, en prenant en compte la dé�nition tensorielle du tenseur E [BIS 17] et de la méthode

de la con�guration intermédiaire (la transformation élastique permet de passer de l’état
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relaxé à l’état totalement déformé) on a :

Ee =
1
2
(
gi j−gri j

)(
Gi⊗G j

)
(3.34)

Avec :

gi j = gi ·g j (3.35)

= |gi||g j|cos(α)

gri j = gri ·gr j (3.36)

= |gri||gr j|cos(αr)

Avec α et αr les angles entre les vecteurs gi,g j et gri,gr j. De plus, comme la multiplication

est commutative, il est ainsi possible d’écrire les invariants par la forme suivante :

I11 =
1
2
(|g1||g1|cos(0)−|gr1||gr1|cos(0))

=
1
2
(|g1||g1|− |gr1||gr1|)

I22 =
1
2
(|g2||g2|cos(0)−|gr2||gr2|cos(0)) (3.37)

=
1
2
(|g2||g2|− |gr2||gr2|)

I12 = |g1||g2|cos(α)−|gr1||gr2|cos(αr)

Or comme l’angle entre les deux vecteurs déformés est dé�ni comme suivant :

α =
π

2
− γ

αr =
π

2
− γr

Il vient la forme �nale des invariants :

I11 =
1
2
(|g1||g1|− |gr1||gr1|)

I22 =
1
2
(|g2||g2|− |gr2||gr2|) (3.38)

I12 = |g1||g2|sin(γ)−|gr1||gr2|sin(γp)

Avec γ l’angle de cisaillement de la transformation totale et γp, l’angle de cisaillement

ayant contribué à la dissipation d’énergie. Cette petite démonstration reste intéressante

puisqu’elle fait le lien entre l’écriture mathématique des invariants et la physique de

déformation du phénomène. Toutefois, pour les démonstrations futures, nous utiliserons

les expressions suivantes :

I11 = Ee : (G1⊗G1)

I22 = Ee : (G2⊗G2) (3.39)

I12 = Ee : (G1⊗G2)+Ee : (G2⊗G1)
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A partir de la dé�nition des invariants et des conditions d’écriture du potentiel, une

forme habituelle et couramment utilisée peut être écrite de la façon suivante :

Ψ =
1
2
(
K1 I2

11 +K2 I2
22 +Ksh I2

12
)

(3.40)

De la dérivée première au tenseur des contraintes S

D’après l’inégalité de Clausius-Duhem, la dérivée première du potentiel nous donne le

formalisme du tenseur des contraintes PKII noté S. La dérivée n’étant pas triviale, il est

nécessaire de la décomposer en di�érents termes :

S= µ
∂Ψ

∂Ee
= µ

∂Ψ(I11, I22, I12)

∂Ee
(3.41)

Avec

∂Ψ(I11, I22, I12)

∂Ee
=

∂Ψ

∂I11
· ∂I11

∂Ee
+

∂Ψ

∂I22
· ∂I22

∂Ee
+

∂Ψ

∂I12
· ∂I12

∂Ee
(3.42)

et

∂Ψ(I11, I22, I12)

∂I11
= K1 I11

∂Ψ(I11, I22, I12)
2

∂2I11
= K1

∂Ψ(I11, I22, I12)

∂I22
= K2 I22

∂Ψ(I11, I22, I12)
2

∂2I22
= K2 (3.43)

∂Ψ(I11, I22, I12)

∂I12
= Ksh I12

∂Ψ(I11, I22, I12)
2

∂2I12
= Ksh

et

∂I11

∂Ee
= G1⊗G1

∂I2
11

∂2Ee
= 0

∂I22

∂Ee
= G2⊗G2

∂I2
22

∂2Ee
= 0 (3.44)

∂I12

∂Ee
= G1⊗G2

∂I2
12

∂2Ee
= 0

Ce qui conduit à la description du tenseur �nal :

S= µ K1
(
Ee :

(
G1⊗G1

))
·
(
G1⊗G1

)
+ µ K2

(
Ee :

(
G2⊗G2

))
·
(
G2⊗G2

)
(3.45)

+ µ Ksh
(
Ee :

(
G1⊗G2 +G2⊗G1

))
·
(
G1⊗G2 +G2⊗G1

)
Dans l’équation 3.45 les quantités nouvelles sont les suivantes :

— K1 : rigidité des mèches dans la première direction.

— K2 : rigidité des mèches dans la seconde direction.

— Ksh : rigidité en cisaillement du renfort (puisque S est symétrique).

Maintenant que le tenseur des contraintes de Piola-Kirchho� II est dé�ni à partir de

quantités connues elles mêmes dé�nies dans les sections précédentes, il est alors possible

de travailler sur la partie dissipative du modèle.
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3.2.3.2 Critère de plasticité

Maintenant que le tenseur des contraintes est dé�ni, il est possible de continuer l’éla-

boration du modèle élasto-plastique en dé�nissant les di�érentes quantités dissipatives

du modèle. Comme l’ensemble des modèles élasto-plastique le nécessite, la première

étape consiste à dé�nir un critère de plasticité. Ce critère correspond à la contribution

dissipative du potentiel de déformation Φ0 de l’équation 3.14. Ce potentiel dissipatif peut

s’écrire de façon courante [BER 12, CHA 86, LEM 01, SIM 85] sous la forme suivante :

D = S :
.
Ep (3.46)

Le tenseur des contraintes S étant déjà dé�ni, il reste à calculer la dérivée temporelle de

la contribution dissipative du tenseur des déformations :

.
Ep=

.
γp

2
cos(γp)

(
G1⊗G2 +G2⊗G1

)
(3.47)

Comme la variation de la déformation plastique ne possède que des composantes hors

diagonale, il est possible d’écrire une fonction seuil f 0
s (S) usuelle, le plus simplement

possible, décrivant le caractère dissipatif du modèle et en imposant une limite d’élasticité

Sy [BER 12, CHA 86, LEM 01, SIM 85].

f 0
s (S)=

∣∣S :
(
G1⊗G2 +G2⊗G1

)∣∣−Sy (3.48)

Cette fonction seuil permet de délimiter la zone élastique de la zone dissipative. Il existe

ainsi trois domaines dans lesquels la contrainte peut se situer :

— Le domaine élastique : ζ≡
{
S | f 0

s (S)< 0
}

.

— La limite du domaine élastique : υ≡
{
S | f 0

s (S) = 0
}

.

— Le domaine plastique : ς≡
{
S | f 0

s (S)> 0
}

.

Tout critère de plasticité peut être décrit de manière graphique. Ici, ce critère peut être

schématisé dans l’espace des contraintes de Piola-Kirhcho� II rattaché à ce problème. La

�gure 3.5 représente donc cette surface de charge.

A�n de choisir dans quel domaine nous nous situons, il est nécessaire de réaliser une

prédiction élastique. On calcule les tenseurs en supposant que le comportement du ma-

tériau est élastique et on regarde la valeur du critère et son signe. Si le critère est négatif,

alors le comportement est réellement élastique. Si le critère est nul, nous sommes à la

frontière, mais le comportement est quand même élastique. Si le critère est positif alors la

dissipation rentre en jeux et il sera nécessaire de calculer la quantité d’énergie dissipée

pour faire en sorte que le critère redevienne nulle. C’est ce qui s’appelle l’écoulement

plastique.

3.2.3.3 Loi d’écoulement plastique

La loi d’écoulement plastique permet de déterminer la variation de déformation plas-

tique nécessaire pour faire en sorte que la fonction seuil (ou critère de plasticité) passe
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Figure 3.5 – Critère de plasticité représenté dans l’espace des contraintes de Piola -

Kirchho� II (S)

d’une valeur positive à une valeur nulle. De plus, l’objectif ici est de minimiser l’éner-

gie, c’est-à-dire d’emprunter le chemin le plus court possible pour revenir à la frontière

de la surface de charge (ou fonction seuil). Pour réaliser cela, le principe de dissipation

maximal (ou travail maximal) détaillé dans les travaux de Simo et Hughes [SIM 85] ou

encore de Lemaitre et Chaboche [CHA 86, LEM 01], permet d’écrire le postulat suivant :

fs(S) = 0 →
.
Ep = λ

∂ fs(S)
∂S

(3.49)

Dans cette équation λ est le multiplicateur plastique qui représente la distance à parcou-

rir pour revenir à la frontière d’élasticité. Cette égalité résulte du principe de dissipa-

tion maximale [LUB 84] qui dérive le critère par l’état de contrainte S. Ceci est logique

puisque cette fonction seuil est dé�nie dans cet espace. De plus, cette relation traduit la

règle de normalité, qui implique que le vecteur vitesse de déformation est dans le même

sens que la normale extérieure à la frontière d’écoulement (puisque λ ≥ 0). Il est donc

nécessaire de calculer cet écoulement plastique, décrit par le multiplicateur plastique.

.
Ep = λ

∂ fs(S)
∂S

(3.50)

.
Ep = λ · sgn

(
S :
(
G1⊗G2 +G2⊗G1

))
·
(
G1⊗G2 +G2⊗G1

)
(3.51)

Or, d’après l’équation 3.47 on a aussi :

.
Ep =

.
γp

2
cos(γp)

(
G1⊗G2 +G2⊗G1

)
(3.52)
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On a donc la dé�nition du multiplicateur plastique :

λ =

.
γp

2
cos(γp) sgn

(
S :
(
G1⊗G2 +G2⊗G1

))
(3.53)

Maintenant que le multiplicateur plastique est dé�ni, d’après [SIM 85, SIM 88, BER 12] il

est nécessaire de véri�er quelques conditions supplémentaires et notamment les condi-

tions complémentaires de Kuhn-Tucker [HAN 81, KUH 51] :{
fs(S)< 0→ λ = 0
λ > 0→ fs(S) = 0

→ λ fs(S) = 0 (3.54)

et la condition de consistance :

λ ḟs(S) = 0 si fs(S) = 0 (3.55)

En�n, pour le moment, aucun écrouissage n’est admis, ainsi la plasticité est considérée

comme parfaite. Or, d’un point de vue expérimental, nous avons vu que ce n’était pas le

cas, l’évolution de la contrainte en fonction de l’angle de cisaillement ne forme pas un

plateau (�gure 3.6). Ainsi, il est important de dé�nir des lois d’évolution d’écrouissage

(isotrope et cinématique) qui permettront de décrire l’évolution de l’état physique du

matériau lors de sa déformation. C’est l’objectif de la section suivante.

 

Figure 3.6 – Modèle de plasticité parfaite et comparaison avec l’évolution expérimen-

tale

La �gure 3.6 illustre la plasticité parfaite, sans prise en compte d’écrouissage.

3.2.3.4 Détermination des lois d’écrouissage

Il existe deux types d’écrouissages, l’écrouissage isotrope qui modi�e la taille de la

surface de charge et l’écrouissage cinématique, qui déplace le centre de la surface de

charge. L’objectif de cette partie est de les dé�nir. De plus, les écrouissages sont des

phénomènes dissipatifs, ainsi ils dépendent de la variable γp et sont considérés comme

des variables internes.
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L’écrouissage isotrope α(γp)

L’écrouissage isotrope consiste à modi�er la taille de la surface de charge. L’évolution

de la taille de la surface de charge est identique qu’il s’agisse d’angle de cisaillement po-

sitif ou d’angle de cisaillement négatif. De plus, à l’état initial, la taille de la surface de

charge est de deux fois la limite d’élasticité dé�nie au-dessus Sy. En�n, compte-tenu du

comportement en cisaillement du matériau, plus la valeur absolue de l’angle de cisaille-

ment qui dissipe (γp) augmente, plus la taille de la surface va augmenter. Ce processus

est schématisé par la �gure 3.7.

 

 
 
 

 
 

Figure 3.7 – Schématisation de l’écrouissage isotrope en l’appliquant sur la surface de

charge dé�nie précédemment

De plus, comme le comportement est antisymétrique, l’évolution de la taille de la surface

va être symétrique. La �gure 3.8 décrit l’évolution de la taille de la surface de charge en

fonction de l’angle de cisaillement γp. En�n, étant donné que la surface de charge évolue

de façon symétrique, l’écriture de la loi d’évolution fera intervenir la valeur absolue de

l’angle. Ceci permet de réduire considérablement le nombre de paramètres à identi�er.

Remarque : On travaille habituellement avec le rayon de la surface de charge, ce qui

correspond dans notre cas, à la demie distance entre les deux plans qui décrivent notre

surface de charge.

Pour déterminer l’évolution de la taille de la surface de charge, il faut que la somme de

l’écrouissage isotrope et de l’écrouissage cinématique nous donne le comportement ex-

périmental du renfort. Nous ferons donc l’hypothèse que la taille et le centre de la surface

de charge vont évoluer de la même façon. Ainsi, pour décrire l’écrouissage isotrope, il

faut que la taille de la surface évolue comme la moitié de l’écart entre le comportement

expérimental et la plasticité parfaite. Ce concept est présenté par la �gure 3.9.

95



3. Thermodynamique des processus irréversibles des milieux anisotropes en

transformations �nies

 

𝑆𝑦 
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𝑆𝑦 +  𝛼(40) 

Figure 3.8 – Évolution de la taille de la surface de charge en fonction de l’angle de

cisaillement

 

𝑆𝑦 + 𝛼(40) 

Figure 3.9 – Schématisation de la stratégie d’élaboration de la loi d’évolution de

l’écrouissage isotrope

La limite élastique Sy étant déjà dé�nie, il est nécessaire d’écrire uniquement l’évolution

de α(γp). La �gure 3.9 montre donc la courbe sur laquelle la loi d’évolution va se baser. La

�gure 3.10 montre aussi l’écart avec l’approximation polynomiale de la loi d’évolution.

La loi d’évolution de l’écrouissage isotrope α(γp) est un polynôme ayant la forme la plus

simple possible a�n de limiter le nombre de paramètre à identi�er. Cette loi est présentée

équation 3.56.
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Figure 3.10 – Schématisation de la stratégie d’élaboration de la loi d’évolution de

l’écrouissage isotrope recentrée

α(γp) =
4

∑
i=1

Ai
∣∣γp
∣∣i

(3.56)

Les paramètres associés à cette loi d’évolution sont présentés dans le tableau 3.1. Le

critère de plasticité prenant en compte cet écrouissage isotrope peut donc s’écrire de la

façon suivante :

f α
s (S,γp) =

∣∣S :
(
G1⊗G2 +G2⊗G1

)∣∣−(Sy +
4

∑
i=1

Ai
∣∣γp
∣∣i)

(3.57)

L’écrouissage isotrope étant dé�ni, on remarque par la �gure 3.9 que le critère n’est

toujours pas su�samment riche. En e�et, bien que la surface de charge évolue en terme

de taille, il faut aussi pouvoir la déplacer dans l’espace des contraintes de PKII a�n de

pouvoir décrire le comportement élasto-plastique du renfort. Déplacer une surface de

charge peut être décrit par l’écrouissage cinématique. C’est ce que nous allons étudier

dans la section suivante.

L’écrouissage cinématique q(γp)

L’écrouissage cinématique déplace le centre de la surface de charge sans changer sa

taille. Ce processus est schématisé par la �gure 3.13. Ce centre est souvent appelé, dans

la théorie des écrouissages, par un tenseur d’ordre deux noté X et il doit être choisi de

façon à écrire le tenseur des contraintes réduites noté S−X à la place du tenseur des

contraintes usuel S dans le critère de plasticité. Il vient donc la relation suivante :

fXs (S,X) =
∣∣(S−X) :

(
G1⊗G2 +G2⊗G1

)∣∣−Sy (3.58)
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Une précaution est à prendre lors de la dé�nition du tenseur X puisqu’il doit réduire le

tenseur S suivant la direction de l’écoulement plastique. Or comme l’écoulement plas-

tique est dans la direction

(
G1⊗G2 +G2⊗G1

)
. Une description possible pour écrire ce

tenseur des contraintes réduites est le formalisme suivant proposé par l’équation 3.59.

 

 
 
 

 
 

Figure 3.11 – Schématisation de l’écrouissage cinématique en l’appliquant sur la sur-

face de charge dé�nie précédemment

 

Figure 3.12 – Évolution du centre de la surface de charge en fonction de l’angle de

cisaillement

Comme précédemment, l’objectif est de décrire, à partir d’une approche expérimentale,

l’évolution du centre de la surface de charge. En d’autres termes, il est nécessaire de
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déterminer la loi d’évolution q(γp).

X=
1
2

q(γp)
(
G1⊗G2 +G2⊗G1

)
(3.59)

Comme on peut le remarquer, le déplacement du centre de la surface de charge ne change

pas la dimension de cette dernière. Comme pour l’écrouissage isotrope, l’écrouissage ci-

nématique possède des propriétés de symétrie. En e�et, le comportement est antisymé-

trique. Comme précédemment, on peut se permettre d’écrire l’évolution du centre de

la surface de charge seulement pour des angles positifs. Par application d’un critère de

symétrie, on pourra dé�nir la loi d’évolution pour n’importe quel angle de cisaillement.

De plus, en considérant la stratégie utilisée précédemment, on remarque que l’évolution

est la même (on considérera que la taille et le mouvement de la surface de charge évo-

luent de la même manière). On voit donc l’intérêt de bien choisir ses lois d’évolution.

Dans ce cas, les paramètres à identi�er seront les mêmes. Ceci réduit donc la di�culté

d’approche inverse a�n de déterminer les coe�cients des lois.

 

𝑞
൫𝛾

𝑝
൯ 

𝛾𝑝  [𝐷𝑒𝑔] 

Figure 3.13 – Évolution du centre de la surface de charge en fonction de l’angle de

cisaillement

La loi d’évolution est donc dé�nie de la façon suivante (en prenant en compte le com-

portement antisymétrique de la loi d’évolution) :

q(γp) = signe(γp)
4

∑
i=1

Qi
∣∣γp
∣∣i

(3.60)

En injectant ce terme dans le critère de plasticité, il vient :

X :
(
G1⊗G2 +G2⊗G1

)
= 2

1
2

q(γp) = q(γp) (3.61)
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Le critère de plasticité peut �nalement s’écrire de la façon suivante :

fXs (S,X) =

∣∣∣∣∣S :
(
G1⊗G2 +G2⊗G1

)
− signe(γp)

(
4

∑
i=1

Qi
∣∣γp
∣∣i)∣∣∣∣∣−Sy (3.62)

L’écrouissage cinématique étant maintenant dé�ni, il devient possible de coupler les

deux lois d’écrouissage présentées. C’est ce qui s’appelle l’écrouissage mixte.

L’écrouissage mixte

L’écrouissage mixte est le couplage des deux écrouissages dé�nis précédemment. Le cri-

tère de plasticité associé est ainsi présenté par l’équation 3.63.

fs(γp) =
∣∣S :
(
G1⊗G2 +G2⊗G1

)
−q(γp)

∣∣− (Sy +α(γp)) (3.63)

fs(γp) =

∣∣∣∣∣S :
(
G1⊗G2 +G2⊗G1

)
− signe(γp)

4

∑
i=1

Qi
∣∣γp
∣∣i∣∣∣∣∣−

(
Sy +

4

∑
i=1

Ai
∣∣γp
∣∣i)

(3.64)

 

 
 
 

 
 

Figure 3.14 – Schématisation de l’écrouissage mixte en l’appliquant sur la surface de

charge dé�nie précédemment

On remarque que la seule variable inconnue est la contribution dissipative de l’angle de

cisaillement γp. Or, comme nous l’avons dit précédemment, si le critère est positif, alors

il nécessaire de déterminer le multiplicateur plastique (directement relié à γp) pour faire

en sorte que le critère redevienne nul. Compte tenu du comportement fortement non

linéaire du critère, la méthode utilisée est celle de Newton - Raphson présentée dans la

section suivante.
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Figure 3.15 – Évolution de l’écrouissage mixte en fonction de l’angle de cisaillement

En�n, on remarque bien sur la �gure 3.15 que le couplage entre l’écrouissage isotrope

et l’écrouissage cinématique permet de bien décrire le comportement expérimental du

renfort. Les paramètres des polynômes présentés équation 3.56 et équation 3.60 ainsi que

les paramètres matériaux comme la limite d’élasticité Sy ou la rigidité en cisaillement Ksh
sont donnés dans le tableau 3.1.

Paramètres K1 K2 Ksh A1|Q1 A2|Q2 A3|Q3 A4|Q4 Sy µ
Valeurs 10000 10000 500 0.1020 -0.0214 0.5132 2.2415 0.4794 1

Tableau 3.1 – Paramètres du modèle monotone avec écrouissage en cisaillement

Remarque : Les paramètres Ai et Qi sont donnés pour un chargement en cisaillement

exprimé en radians et non en degrés. Les équations 3.56 et 3.60 nécessitent donc l’angle

de cisaillement γp exprimé en radians.

Le modèle étant maintenant dé�ni, que ce soit au travers de l’écriture du tenseur des

contraintes en fonction du tenseur des déformations, du critère de plasticité ou encore

des lois d’évolution isotrope et cinématique, il est maintenant nécessaire de décrire la mé-

thode de résolution numérique permettant de déterminer le paramètre γp de telle façon

que le critère de plasticité redevienne nul. En e�et, la procédure d’utilisation du modèle

nécessite de réaliser une prédiction élastique dans un premier temps. La prédiction élas-

tique consiste à véri�er l’état du critère de plasticité (négatif, nul ou positif comme décrit

précédemment). Si le critère est positif, alors il est nécessaire d’appliquer la méthode du

retour radial par dissipation maximal a�n de déterminer la quantité d’énergie à dissiper

pour revenir sur la frontière de la surface de charge (écoulement plastique présenté pré-

cédemment). Comme le modèle est fortement non-linéaire, il est nécessaire d’utiliser un

algorithme d’optimisation. Le protocole est présenté dans la section suivante.
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3.2.4 Résolution numérique du modèle
La résolution de ce modèle nécessite des paramètres d’entrée et un algorithme d’op-

timisation de type Newton - Raphson. Les variables d’entrée sont les suivantes :

— Le gradient de transformation F qui est imposé par l’utilisateur ou par le char-

gement (nous verrons comment calculer ce tenseur dans le cas d’utilisation d’un

logiciel de calcul par éléments �nis dans le chapitre 5).

— L’angle de cisaillement γ qui est aussi imposé par l’utilisateur ou par le charge-

ment.

La procédure d’utilisation et de résolution de ce modèle est ainsi présentée ci-dessous :

Données d’entrée : F et γ

Calcul des tenseurs : Fp, Ep, E, Ee à partir des équations présentés précédemment.

(Eqs. 3.7, 3.10, 3.5, 3.12)

Calcul du tenseur des contraintes de Piola - Kirchho� II Sprediction (Eq. 3.45).

Réalisation de la prédiction élastique à partir du critère de plasticité fs (Eq. 3.64).

 

                    

 
 
 

 
 

Si fs ≤ 0

S = Sprediction

Comportement élastique

Cas 1

 

                    

 
 
 

 
 

Si fs > 0

Application de Newton - Raphson pour

déterminer γp de telle façon que fs = 0
Mise à jour de Ep
Mise à jour de Ee
Mise à jour de S

Véri�cation que fs = 0

Comportement dissipatif

Cas 2

Données de sortie : S, γp

Tableau 3.2 – Schématisation de la stratégie de modélisation dissipative

Un exemple d’application du calcul du gradient de transformation et de l’ange de cisaille-
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ment sera proposé dans le chapitre 5. Les paragraphes suivant décrivent les algorithmes

permettant de réaliser la prédiction élastique et le retour radial. Les routines matlab®
sont présentes en annexe D.3.

La prédiction élastique

Algorithme 1 Prédiction élastique et retour radial

1 Variable
2 F:Gradient de transformation
3 γ, γp:Angles de cisaillement
4 Qi, Ai:Paramètre d’écrouissage cinématique et isotrope
5 K1, K2, Ksh:Paramètres matériau en tension et en cisaillement
6 Sy, µ:Limite d’élasticité et masse surfacique
7 Fp, Ee, S, fs:Tenseurs fondamentaux et critère de plasticité
8 ε:Critère d’arrêt de la boucle itération
9 IMax, Itération:Nombre d’itération max, Variable itérative
10 Début
11 Pour t variantDe t0 à t f Faire
12 Prédiction élastique
13 Fp← cos

( γp
2

)(
G1⊗G1 +G2⊗G2

)
+ sin

( γp
2

)(
G1⊗G2 +G2⊗G1

)
14 Ee← 1

2

(
Ft

pFp− Id
)
− 1

2 (F
tF− Id)

15 S←µ [K1 ·Ee(1,1) Ksh ·Ee(1,2); Ksh ·Ee(2,1) K2 ·Ee(2,2)]

16 fs←
∣∣∣S12 +S21− signe(γp) ∑

4
i=1 Qi

∣∣γp
∣∣i∣∣∣−(Sy +∑

4
i=1 Ai

∣∣γp
∣∣i)

17 Si fs < 0 Alors
18 Comportement élastique
19 Sinon
20 Comportement dissipatif → retour radial
21 Répéter
22 Détermination de γp avec NRAlgo

23 Mise à jour de Fp, Ee, S et calcul de fs

24 Itération←Itération+1
25 Jusque | fs| ≤ ε ou Itération > IMax

26 FinSi
27 FinPour
28 Fin
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La prédiction élastique est la première partie de l’algorithme et se fait à partir d’un point

initial (qui peut être un point soit à l’intérieur soit à la frontière de la surface de charge).

À cet instant t = ti, on connaît le gradient de transformation, l’angle de cisaillement et

l’angle de cisaillement plastique γi−1
p . On sait que γi−1

p = 0 si aucun phénomène dissipatif

n’a encore eu lieu. Dans le cas 2 du tableau gris, la prédiction élastique nous amène au

point Se
12+21 (étoile verte en dehors de la surface de charge) qui est l’état de contrainte

du matériau si ce dernier était purement élastique. Comme nous sommes en dehors de la

surface de charge, le critère est forcément positif fs > 0. L’objectif est donc de déterminer

l’angle γi
p tel que fs = 0. En schématisant, il faut que Se

12+21 devienne Si
12+21, c’est-à-dire

que la contrainte revienne sur la frontière de la surface de charge. Le moyen le plus

rapide de revenir est de suivre la parallèle de l’axe

(
G1⊗G2 +G2⊗G1

)
. C’est ce que

nous montre l’écoulement plastique par l’équation 3.53. Ainsi, après avoir pris certaines

précautions comme bien mettre à jour les écrouissages (car comme il y a dissipation, alors

il y a évolution de la taille et de la position de la surface de charge) il faut déterminer

l’angle γi
p. Compte tenu de la non-linéarité du problème, il faut utiliser un algorithme

itératif qui est présenté par l’algorithme 1.

Le retour radial

Le retour radial nécessite l’utilisation de la méthode de Newton - Raphson proposée par

l’algorithme 1. La méthode de Newton - Raphson réside dans l’utilisation des tangentes.

Comme nous cherchons la racine du critère de plasticité, il faudra donc le dériver. De

plus, cette méthode converge rapidement au résultat si la solution est proche du premier

incrément. Dans notre cas, il s’agit de déterminer une évolution de l’angle de cisaillement

ayant dissipé de l’énergie, à savoir γp. En considérant la �gure 3.15, on peut écrire, à

l’incrément i :

γ
i
p = γ

i−1
p +∆γp (3.65)

De plus, en considérant l’équation de la tangente, on a :

y =
∂ fs

∂γp

(
γ

i−1
p
)
·
(
γ

i
p− γ

i−1
p
)
+ fs(γ

i−1
p ) (3.66)

Bien entendu, nous cherchons la racine de la fonction seuil, ainsi pour chaque itération,

la valeur de γi
p tel que y = 0.

∂ fs

∂γp

(
γ

i−1
p
)
·
(
γ

i
p− γ

i−1
p
)
+ fs(γ

i−1
p ) = 0 (3.67)

Ce qui conduit à la relation suivante :

γ
i
p = γ

i−1
p −

fs(γ
i−1
p )

∂ fs
∂γp

(
γ

i−1
p

) (3.68)
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Avec :

∆γp =−
fs(γ

i−1
p )

∂ fs
∂γp

(
γ

i−1
p

) (3.69)

et (détail de la démonstration en annexe C.2) :

∂ fs

∂γp

(
γ

i−1
p
)
= κ ·

(
−µ ·Ksh · cos(γi−1

p )−
4

∑
i=1

Qi i
∣∣γp
∣∣i−1

)
− signe(γp) ·

4

∑
i=1

Ai i
∣∣γp
∣∣i−1

(3.70)

Avec :

κ = signe

(
S :
(
G1⊗G2 +G2⊗G1

)
− signe(γp)

4

∑
i=1

Qi
∣∣γp
∣∣i)

(3.71)

La �gure 3.16 schématise ce processus itératif avec deux incréments.

 

Δ1൫𝛾𝑝൯ 

Δ2൫𝛾𝑝൯ 

Figure 3.16 – Description de la méthode de Newton - Raphson appliquée au modèle

La résolution numérique NRAlgo est donc détaillée dans l’annexe D.3 sous forme d’algo-

rithme écrit sous Matlab®.

3.2.5 Résultat de simulation en chargement cyclique et compa-
raison avec l’expérience

A�n de véri�er le bon comportement du modèle, l’un des premiers essais de véri�cation

était d’imposer un chargement (donc le gradient de transformation F) correspondant à

un essai de Picture - Frame. Pour cela, la forme du gradient choisi est la suivante :

F= cos
(

γ

2

)(
G1⊗G1 +G2⊗G2

)
+ sin

(
γ

2

)(
G1⊗G2 +G2⊗G1

)
(3.72)
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3. Thermodynamique des processus irréversibles des milieux anisotropes en

transformations �nies

En faisant varier γ de façon cyclique comme présenté sur la �gure 3.17, il devient possible

d’avoir la réponse du modèle qui est proposée et comparée avec l’expérience sur la �gure

3.18.

 

Figure 3.17 – Chargement en cisaillement pour validation du modèle

Temps [sec] 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

γ [Deg] 0 13.5 10 21.2 17.3 29.5 25.3 39.2 34.2 46 0

Tableau 3.3 – Chargement cyclique à amplitude croissante

 

Figure 3.18 – Comparaison entre simulation numérique et l’expérience de Picture

Frame
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Modélisation en �exion

Comme il est possible de le constater, le modèle réagit très bien lors de la phase élastique

et des frontières supérieures et inférieures de la courbe expérimentale. Le modèle ainsi

proposé est donc relativement �able, rapide et optimisé pour être inscrit dans un logiciel

de calcul par éléments �nis. En e�et, malgré la boucle itérative induite par l’algorithme

de Newton - Raphson, il est tout de même intéressant d’avoir un modèle dissipatif néces-

sitant seulement 9 paramètres à identi�er. Toutefois, en ce qui concerne les chargements

cycliques, le comportement est pour l’instant supposé élastique et il est clairement vi-

sible que cette approche n’est absolument pas satisfaisante. Ainsi, un enrichissement de

ce modèle est nécessaire et sera présenté dans le chapitre suivant, le chapitre 4. Main-

tenant que les comportements membranaires (tension et cisaillement) ont été décrits, il

est question de discuter du comportement hors plan, à savoir, la �exion.

3.3 Modélisation en �exion
La modélisation en �exion n’a malheureusement pas été faite dans le cadre d’une ap-

proche thermodynamique. En e�et, une simple approche phénoménologique a été éta-

blie en vue de l’intégrer dans un code de calcul par éléments �nis. Cette approche est

présentée dans la section suivante.

3.3.1 Approche empirique

La modélisation en �exion correspond dans un premier temps à un comportement

hyerpélastique.

 

Figure 3.19 – Comparaison entre l’approche phénoménologique et l’expérience de

�exion trois points [BIL 10, ABD 17, ABD 18]
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3. Thermodynamique des processus irréversibles des milieux anisotropes en

transformations �nies

Dans le chapitre suivant, nous proposons une méthode pour prendre en compte le com-

portement hystérétique. Tout d’abord, cette méthode sera appliquée pour le modèle en

cisaillement puis dans un second temps nous verrons qu’elle sera très simple à adapter

et à appliquer pour la déformation en �exion.

La �gure 3.19 montre donc l’évolution expérimentale et le modèle proposé. Le modèle

fonctionne également dans le cas d’un chargement négatif. Le modèle décrivant l’évo-

lution du moment de �exion en fonction de la courbure est présenté par l’équation 3.73.

Ce modèle est inspiré des travaux de [BIL 10, ABD 17, ABD 18].

M(C) = signe(C) ·Mmax ·
(

1− exp
(
−|C|

Kb

))
(3.73)

Les paramètres associés sont présentés dans la table 3.4 et l’algorithme Matlab® par

l’annexe C.4.

Comme le modèle est pour l’instant équivalent à un modèle hyperélastique, les charge-

ments cycliques n’ont pas d’in�uence sur le résultat.

Paramètres Mmax Kb
Valeurs 0.12172 0.0185

Tableau 3.4 – Paramètres du modèle monotone en �exion hors plan

3.4 Bilan - Chapitre 3
Au travers de ce chapitre, nous avons pu écrire une loi de comportement dissipative

en se basant sur une formulation élasto-plastique en lagrangien total et basée sur un

critère en cisaillement pur. Nous avons aussi remarqué que, dans l’état actuel, cette loi

n’est pas su�samment riche pour décrire le comportement hystérétique lors de char-

gements non-monotones. Il s’agit toutefois d’un premier enrichissement des lois hyper-

élastiques usuellement employées. On remarquera aussi que le nombre de paramètres

à identi�er est relativement limité et ainsi la phase d’identi�cation (par approche in-

verse par exemple) est relativement simple. Un autre point fort de ce modèle est qu’il

dispose d’une unique variable inconnue. De ce fait, un simple algorithme d’optimisation

de Newton-Raphson su�t pour tendre très rapidement vers la solution. Toutefois, ceci

augmente (légèrement) le temps de calculs compte tenu que cette méthode est une mé-

thode itérative. Son implémentation numérique dans un logiciel de calcul sera présentée

dans le chapitre 5.

Le modèle en �exion est quant à lui beaucoup moins théorique puisqu’il s’agit d’une

approche phénoménologique a�n de pouvoir tout de même prendre en compte le com-

portement hystérétique en �exion dans le chapitre suivant.
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Chapitre 4

Lois d’évolution : dérivées fractionnaires versus
approche par surfaces imbriquées
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4. Lois d’évolution : dérivées fractionnaires versus approche par surfaces imbriquées

4.1 Introduction et motivation
Comme nous avons pu le voir, le comportement expérimental en cisaillement ou

en �exion est très fortement non-linéaire. Lors de chargements cycliques, des boucles

d’hysteresis peuvent se former comme on peut le constater sur la �gure 4.1. Des travaux

dans d’autres domaines stipulent l’intérêt de ces boucles [KHI 13, DAR 14b, DAR 14a].

 

OK NOK NOK 

NOK 

NOK 

NOK 

Figure 4.1 – Comparaison du modèle dissipatif avec l’expérience et mise en avant du

problème pour les chargements cycliques

Les premières approches présentées dans le chapitre précédent ne permettent pas de

décrire ces trajectoires asymptotiques et des méthodes doivent être mises en place pour

avoir des modélisations plus réalistes. Tout au long de ce chapitre nous allons parler de

phases de décharge ou déchargement et de phases de recharge ou rechargement. Les

phases de déchargement consistent à réduire le chargement imposé au renfort. C’est la

partie descendante des boucles d’hystérésis si l’angle de cisaillement est positif ou la

partie ascendante des boucles si l’angle est négatif. La recharge est l’exact contraire.

On propose donc deux approches di�érentes, une thermodynamiquement admissible fai-

sant intervenir des surfaces de charges imbriquées et une autre plus phénoménologique

faisant intervenir des dérivées d’ordre non-entier, les dérivées fractionnaires. Comme

précédemment, la première partie de ce chapitre se consacrera au mode de déformation

en cisaillement. Une seconde partie traitera du cas en �exion en montrant la rapidité

d’adaptation du modèle aux dérivées fractionnaires.

4.2 Modélisation en cisaillement
Par le biais du chapitre précédent, nous avons écrit une loi de comportement dissipa-

tive en cisaillement. Toutefois, nous avons aussi vu que lors de chargements cycliques,

le modèle ne suivait pas le bon trajet de retour et le comportement hystérétique n’est

ainsi pas pris en compte. Il existe plusieurs possibilités pour décrire ce trajet :
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Modélisation en cisaillement

— Ce trajet asymptotique peut dans un premier temps être approché par morceaux.

C’est ce que propose MRoz [MRO 67, MRO 76] dans ses travaux. En e�et, les fortes

non-linéarités peuvent être décrites par plusieurs lignes droites. La �gure 4.2

schématise cette approche en utilisant des surfaces de charge de type Von Mises

plus connues. L’idée pour développer un tel modèle est d’ajouter des surfaces de

charges, plus petites, dans la surface de charge initiale présentée précédemment

par la �gure 3.5. La méthode consiste à écrire une loi d’évolution di�érente pour

les surfaces internes tandis que les lois d’évolution de la surface externe restent

identiques aux équations 3.64, 3.56 et 3.60. Les lois des surfaces internes sont di-

rectement reliées aux lois de la surface externes. Chaque surface dispose aussi

de sa propre limite d’élasticité et de ses propres paramètres (rigidité, ...). Cette

approche sera présentée au travers de la première partie de ce chapitre.

 

Figure 4.2 – Schématisation de la méthode de MRoz dans le cadre des contraintes de

VonMises [OTT 05, MEG 15]

— La seconde approche consiste à décrire ce trajet de façon continue par l’utilisation

d’un modèle mathématique de dérivée fractionnaire. Ceci consiste à ne garder que

la surface externe, mais de modi�er l’évolution de la contrainte lors des décharges

ou recharges. Nous verrons que cette méthode est plus simple et plus rapide à

identi�er que la méthode des surfaces imbriquées. Les détails sont présentés dans

la seconde partie de ce chapitre.

4.2.1 Utilisation de la méthode des surfaces imbriquées

La méthode des surfaces imbriquées n’est pas récente puisque les premiers travaux

datent de 1967 développés par MRoz [MRO 67, MRO 76]. MRoz stipule que l’utilisation

de surfaces de charges imbriquées permet de modéliser par morceau les fortes non-

linéarités que forment les boucles d’hystérésis. Lorsqu’il s’agit de développer un mo-

dèle hystérétique, il est souvent complexe et fastidieux de décrire les mécanismes de

déformation d’une part, mais aussi d’identi�er ces modèles d’autres parts. Cette théorie
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4. Lois d’évolution : dérivées fractionnaires versus approche par surfaces imbriquées

a toutefois été reprise dans d’autres travaux, notamment pour la plasticité des milieux

cristallins par Ziegler ou Prager [MRO 67, DAF 75, EIS 68, ZIE 55, ZIE 59].

Ces méthodes ne sont toutefois pas applicables directement pour notre problème, il est

donc nécessaire de partir de la théorie et de développer nos propres lois d’évolutions.

En e�et, les surfaces doivent évoluer proportionnellement à la surface maître, la sur-

face externe. L’objectif est donc dans un premier temps, d’écrire les lois d’évolutions et

dans un second temps de déterminer les paramètres. Nous verrons que cette méthode,

bien que thermodynamiquement admissible nécessite beaucoup de paramètres pour bien

fonctionner. La �gure 4.3 propose donc une description de notre modèle en adaptant la

théorie de MRoz. On y voit donc le passage d’une seule surface de charge à trois surfaces

dont deux sont internes, plus petites.

 

 
 
 

 
 

 
 
 

 
 

Frontière 
supérieure

Frontière 
inférieure

Figure 4.3 – Méthode de MRoz adaptée à notre problématique

En terme de notation, nous noterons les surfaces de la façon suivante :

— La surface la plus petite sera la surface 1.

— La surface la plus grande (la surface extérieure) sera la surface n.

— Toutes surfaces comprises entre la plus petite et la plus grande seront notées sur-

face i de telle façon que i ∈]2,n−1[.

La �gure 4.4 schématise le phénomène de déplacement de surface pour un chargement

positif. Le processus d’évolution est présenté ci dessous pour un modèle à trois surfaces

(donc n = 3 et i = 2) :

— Comportement élastique entre le début du chargement et l’état de contrainte A de

la �gure 4.6. On se situe à l’intérieur de la surface 1. [Etat A0 sur la �gure 4.4].
— Une fois que l’état de contrainte A est obtenue, la prédiction élastique renvoie

une valeur positive du critère de plasticité. On a ainsi un début de dissipation qui

apparaît avec les lois d’évolution propres à la surface active, la surface 1. [Etat A1
sur la �gure 4.4].

— On continue le chargement en dissipant de l’énergie, à chaque fois la prédiction

élastique renvoie une valeur positive du critère. [Etat A2 sur la �gure 4.4].
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Modélisation en cisaillement

— Il est important de noter qu’après chaque retour radial e�ectué pour la surface 1,

on véri�e si nous n’avons pas dépassé la frontière de la surface légèrement plus

grande donc ici de la surface 2. Si le retour radial renvoie une valeur en dessous

de la frontière de la surface 2 alors on peut passer à l’incrément suivant. Si le

retour radial renvoie une valeur au-dessus de la frontière de la surface 2 alors

c’est la surface 2 qui devient active, on applique donc un second retour radial

avec les paramètres de cette surface 2 et on met à jour la surface 1 qui devient

alors inactive et qui va simplement suivre la déformation. C’est ce qu’il se passe

pour l’état de contrainte au point B sur la �gure 4.6. [Etat B0 sur la �gure 4.4].

 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

    

    

   

 
 
 
 
 

  

 
 
 
 
 

   

Figure 4.4 – Schématisation des mouvements des surfaces de charge imbriquées lors

de la phase de chargement

— La surface 2 étant maintenant active, le comportement évolue en suivant les pa-

ramètres de cette surface. La surface 1, inactive, se met à jour avec des lois spéci-

�ques présentées dans la suite de ce chapitre. [Etat B1 sur la �gure 4.4].
— On arrive à l’état de contrainte C où le même principe que précédemment s’ap-

plique. La surface 3 devient donc active et les surfaces 1 et 2 suivent. Les lois

d’évolution de la surface 3 correspondent aux lois présentées dans le chapitre

précédent par les équations 3.56 et 3.60. [Etat C sur la �gure 4.4].
— Les tailles et le déplacement des surfaces évoluent jusqu’à atteindre l’état de

contrainte D. C’est à partir de ce moment que nous allons commencer à décharger
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4. Lois d’évolution : dérivées fractionnaires versus approche par surfaces imbriquées

le matériau. [Etat D0 et D0+ sur la �gure 4.4].

La schématisation de cette évolution est proposée par la �gure 4.4. On y remarque no-

tamment que les surfaces restent en contact tout le long de l’évolution d’une surface plus

grande (par exemple, la surface 1 reste en contact avec la surface 2 quand la surface 2 est

active).

La �gure 4.5 schématise quant à elle le phénomène de déplacement de surface pour un

déchargement. Le processus d’évolution est présenté ci-dessous pour un modèle à trois

surfaces (donc n = 3 et i = 2).

 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

  

    

    

 
 
 
 
 

   

Figure 4.5 – Schématisation des mouvements des surfaces de charge imbriquées lors

de la phase de déchargement

— La surface 3 était précédemment active. Maintenant que la phase de décharge-

ment a commencé, la contrainte se situe dedans la plus petite surface, ainsi le

comportement est élastique. [Etat D1 sur la �gure 4.5].
— La prédiction élastique renvoie un critère de dissipation positif, on vient donc

d’entrer en contact avec la frontière inférieure de la petite surface de charge (sur-

face 1). Les mêmes lois associées se mettent en place et la contrainte évolue en

fonction de l’angle de cisaillement dissipant de l’énergie, γp. Il s’agit de l’état de

contrainte E sur la �gure 4.6. [Etat E0 sur la �gure 4.5].
— La plus petite surface évolue pour rentrer en contact avec la surface 2. Comme

précédemment, on véri�e pour chaque incrément de calcul s’il n’y a pas d’inter-

pénétration de surface. [Etat E1 sur la �gure 4.5]. Lorsque la surface 2 devient

active (Etat de contrainte F sur la �gure 4.6), les lois d’évolution spéci�que à cette

surface sont prises en compte. La surface 1, comme précédemment suit le mou-

vement. [Etat F0 sur la �gure 4.5].
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Modélisation en cisaillement

— Comme pour le chargement, la décharge continue son chemin jusqu’à rentrer en

contact avec la surface externe, la surface 3 dans notre cas (Etat de contrainte G
sur la �gure 4.6). [Etat F1 sur la �gure 4.5].

Les états de contraintes sont donc dé�nis sur la �gure 4.6 dans le cas d’une charge et

d’une décharge. On remarque bien le comportement hystérétique approché par mor-

ceaux grâce aux mouvements de chacune des surfaces de charge.

 

 

 

 

 

 

 
 

Figure 4.6 – Description en terme de Contrainte - Angle de cisaillement du mouvement

des surfaces de charge

 

    
   

     
    

     
  

     
  

   
      

    

   
      

    

   
      

  

   
      

  

                  
                  

       

   

   

      

Figure 4.7 – Explication de l’évolution de la taille et du centre des surfaces lors d’un

chargement
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4. Lois d’évolution : dérivées fractionnaires versus approche par surfaces imbriquées

La cinématique de deux surfaces de charge est présentée par la �gure 4.7 dans le cas d’un

chargement et par la �gure 4.8 dans le cas d’un déchargement.

 

    
 

    
   

    
   

   
     

 

   
     

   

                  
                  

         

   

    
  

Figure 4.8 – Explication de l’évolution de la taille et du centre des surfaces lors d’une

décharge

On aperçoit que sur les �gures 4.7 et 4.8, l’évolution d’une surface de charge interne est

directement liée à l’évolution de la surface externe qui elle est très bien maîtrisée. C’est en

s’appuyant sur cette constatation que sont développées les lois d’évolution spéci�ques.

Trois cas de �gure se présentent ainsi :

— La surface n est active et l’ensemble des surfaces imbriquées i ∈]1,n[ ainsi que le

plus petite surface 1 doivent être mises à jour. On appellera cet état, le cas 1.

— Une des surfaces imbriquées i est active, ainsi l’ensemble des surfaces j ∈]1, i−1]
plus petites que la ime

doivent être mises à jour ainsi que la plus petite, la surface

1. On appellera cet état, le cas 2.

— La plus petite surface (surface 1) est active, seule celle-ci doit être mise à jour. On

appellera cet état, le cas 3.

Les fonctions d’évolution pour chacun des trois cas sont proposées au travers des para-

graphes suivants.

Cas 1 : La surface n est active

Dans ce cas, les lois d’évolution de la surface extérieure (la surface n) sont les mêmes

que dans le chapitre précédent puisqu’il s’agit de cette surface qui décrit les frontières

supérieures et inférieures du comportement expérimental :

fs =
∣∣S12 +S21−qn

(
γ

t
p
)∣∣− (Sy +αn

(
γ

t
p
))

(4.1)
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Modélisation en cisaillement

Avec les lois d’évolution suivantes :{
qn
(
γt

p
)
= signe

(
γt

p
)

∑
4
i=1 Qi

∣∣γt
p
∣∣i

αn
(
γt

p
)
= ∑

4
i=1 Ai

∣∣γt
p
∣∣i (4.2)

Comme la plus grande surface est active, il est nécessaire de mettre à jour l’ensemble des

surfaces plus petites à partir des lois d’évolution proposées ci-dessous. En e�et, d’après

les �gures 4.7 et 4.8 les rayons des surfaces vont évoluer de Syi +αi
(
γt−1

p
)

à Syi +αi
(
γt

p
)

et

les centres vont évoluer de qi
(
γt−1

p
)

à qi
(
γt

p
)

avec γt−1
p l’angle de cisaillement à l’instant

t−1 et γt
p l’angle de cisaillement à l’instant t .{

αi
(
γt

p
)
= aiαn

(
γt

p
)

ai > ai−1,∀i
qi
(
γt

p
)
= S12 +S21− signe(S12 +S21) ·

(
Syi +αi

(
γt

p
)) (4.3)

La mise à jour de la taille et du centre de la surface s’applique sur chacune d’entre elles.

Dans les équations 4.3, le paramètre ai est un coe�cient multiplicateur qui permet de

contrôler le taux d’agrandissement ou de rétrécissement d’une surface interne en fonc-

tion du taux de la surface externe. Une fois ce taux déterminé, il s’agit de déplacer la

surface interne a�n de garder le contact avec la surface externe ce qui donne la valeur

qi.

En e�et, bien que les surfaces internes ne soient pas actives, leurs rayons et centres

doivent évoluer proportionnellement au rayon et centre de la grande surface.

Cas 2 : Une des surfaces internes i est active

Nous sommes dans le cas où une surface interne serait active et cette dernière possède

d’autres surfaces à l’intérieur. Dans ce cas, le critère de plasticité est toujours le même :

fs (γt) =
∣∣S12 +S21−qi

(
γ

t
p
)∣∣− (Syi +αi

(
γ

t
p
))

(4.4)

Toutefois, les lois d’évolution seront adaptées pour cette surface i et avec hi, la rigidité

en cisaillement de la surface i :{
αi
(
γt

p
)
= aiαn

(
γt

p
)

qi
(
γt

p
)
= qi

(
γt−1

p
)
+hi ·

(
γt

p− γt−1
p
) (4.5)

De plus, l’ensemble des surfaces j tel que j ∈ [1, i− 1] à l’intérieur de cette surface i
doivent être mises à jour par les relations suivantes :{

α j
(
γt

p
)
= a jαn

(
γt

p
)

q j
(
γt

p
)
= S12 +S21− signe(S12 +S21) ·

(
Sy j +α j

(
γt

p
)) (4.6)

C’est le cas le plus di�cile. Le cas le plus simple est le cas suivant, celui dans lequel la

plus petite surface est active.
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Cas 3 : La surface 1 est active

Les critères de plasticité des surfaces internes sont légèrement di�érentes que celui de la

surface externe. Il s’agit de la même formulation, mais les lois d’évolution des écrouis-

sages isotrope et cinématique sont di�érentes. La fonction seuil pour une surface i ou la

surface 1 s’écrit de la façon suivante :

fs
(
γ

t
p
)
=
∣∣S12 +S21−q1

(
γ

t
p
)∣∣− (Sy1 +α1

(
γ

t
p
))

(4.7)

Les lois d’évolutions associées sont les suivantes, avec h1 la rigidité en cisaillement de la

surface 1 : {
α1
(
γt

p
)
= a1αn

(
γt

p
)

q1
(
γt

p
)
= q1

(
γt−1

p
)
+h1 ·

(
γt

p− γt−1
p
) (4.8)

Dans le couple d’équations 4.8, le paramètre h1 est un paramètre associé à l’évolution

du centre de la surface de charge. Maintenant que chacune des lois d’évolutions a été

établie, il est nécessaire d’identi�er les paramètres associés. C’est l’objectif de la section

suivante.

4.2.1.1 Identi�cation et véri�cation du modèle

Comme il est possible de le constater, l’identi�cation des paramètres de ce modèle

est assez délicate compte tenue de la quantité de variables à quanti�er.

 

  
      

 
 
    

   
  

 
  

  

  
      

 
 
    

   
  

 
  

  

 
 
    

   
  

 
  

  

Figure 4.9 – Détail de l’évolution de la contrainte en fonction de l’angle de cisaillement

sur la boucle d’hystérésis 3

En e�et, chaque variable a1, ai, h1, hi, évolue en fonction de l’angle de cisaillement plas-

tique γp. La méthode pour déterminer les variables est la suivante :
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— la partie linéaire des déchargements correspond à l’évolution de la taille de la

petite surface de charge 1. On peut donc quanti�er le paramètre a1 par la relation

suivante :

a1 =
S12 +S21−Starget

1 −2Sy1

2αn
(4.9)

— A�n de déterminer les paramètres ai il faut se �xer des limites en terme de

contrainte a�n d’approcher le comportement hystérétique du mieux possible. Par

analogie à l’écriture précédente, on peut quanti�er ai par la relation suivante :

ai =
S12 +S21−Starget

i −2Syi

2αn
(4.10)

La valeur αn est calculée avec l’angle de cisaillement plastique γp qui correspond

au Starget
i pour la boucle traitée. Par exemple, pour la troisième boucle d’hystérésis,

on aura αn(29°).

— Les paramètres h1 et hi sont deux variables identi�ées à partir d’un algorithme de

dichotomie en donnant le point de départ et le point d’arrivée. Par exemple, pour

déterminer h1 il est nécessaire de donner en paramètre d’entrée les points Starget
1

et Starget
i de la surface adjacente sur la �gure 4.9.

Cette identi�cation doit être faite pour chacune des boucles d’hystérésis. À partir des

valeurs données pour chacune des boucles, des lois d’évolution en fonction de l’angle

de cisaillement peuvent être décrites. Les paramètres identi�és pour cinq boucles sont

donnés dans le tableau 4.1 avec i = 2 puisque nous avons seulement trois surfaces dont

deux internes. A partir de cette table de données il est possible de déterminer les évolu-

Angle de cisaillement [Deg]

Paramètres 13.5 21.07 29.55 39.09 45.89
a1 5 2.2 1.33 0.977 0.848

a2 2 1.5 1.15 0.99 0.99

h1 20 20 20 40 40

h2 7 6 4 8 8

Tableau 4.1 – Valeur des paramètres pour le modèle des surfaces de charge imbriquées

tions de ces paramètres en fonction de l’angle de cisaillement (exprimé en degré) avec

une approche polynomiale par exemple. Les évolutions sont proposées par les �gures

4.10a et 4.10b. Ces paramètres sont donnés dans le tableau 4.2 et par les équations 4.11

et 4.12 .

Les fonctions d’évolution associées à une surface k (k = 1 si on travaille sur la plus petite

surface, k = 2 si on travaille sur la surface 2, etc ...) sont les suivantes :

ak =
5

∑
l=1

Ck
l

∣∣γp
∣∣l−1 k ∈ [1, ..., i, ...,n−1] (4.11)
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(a) Évolution des paramètres a1 et ai

 

(b) Évolution des paramètres h1 et hi

Figure 4.10 – Évolution des paramètres a et h en fonction de l’angle de cisaillement

hk =
5

∑
l=1

Dk
l

∣∣γp
∣∣l−1 k ∈ [2, ..., i, ...,n−1] (4.12)

Les limites élastiques et les paramètres Ck
l et Dk

l pour la surface 1 et la surface 2 sont

donnés dans le tableau ci-dessous :

Surface k Ck
1 Ck

2 Ck
3 Ck

4 Ck
5

k = 1 23.1267 -2.3556 0.097 -0.0018 1.254e-5

k = 2 3.2325 -0.109716 0.001329 0 0

k = 1 si |γ|< 13.5 2.13 0.2126 0 0 0

k = 2 si |γ|< 13.5 2.4 -0.02961 0 0 0

Surface k Dk
1 Dk

2 Dk
3 Dk

4 Dk
5

k = 1 -41.95 2.0964 0 0 0

k = 2 -7.120 2.276 -0.11376 0.00167 0

k = 1 si |γ|< 29.55 20 0 0 0 0

k = 2 si |γ|< 13.5 2 0.3764 0 0 0

k = 1 si |γ|> 39 40 0 0 0 0

k = 2 si |γ|> 39 8 0 0 0 0

Limite élastique Sy1 Sy2
0.25 0.38

Tableau 4.2 – Paramètres ak et hk pour les lois d’évolution décrites précédemment

Le mouvement et l’évolution de la taille de chacune des surfaces sont donnés par les

graphes 4.14a et 4.14b. Ces deux évolutions représentent le mouvement et la variation

de taille des surfaces qui permettent de décrire la dernière boucle d’hystérésis présentée

par la �gure 4.9 en suivant le trajet de chargement proposé par la �gure 4.11. La �gure

4.15 correspond au comportement du renfort simulé suite au même chargement que celui

présenté précédemment par la �gure 3.17. On remarque que la modélisation en utilisant

la méthode des surfaces de charge de type MRoz est plutôt fonctionnelle, représentative,

et même prédictive. Elle fonctionne pour des chargements positifs et aussi négatifs (cf.

�gure 4.13).
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Modélisation en cisaillement

 

Figure 4.11 – Chargement appliqué pour simuler une phase de charge-décharge pour

des angles positifs et négatifs

 

(a) Évolution de la taille des surfaces de

charge

 

(b) Évolution du centre des surfaces de

charge

Figure 4.12 – Évolution de la taille et du centre des surfaces de charge

 

Figure 4.13 – Description par morceau des la boucle d’hystérésis pour des angles po-

sitifs et négatifs
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4. Lois d’évolution : dérivées fractionnaires versus approche par surfaces imbriquées

 

(a) Surface active lors du charge-

ment précédent
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(b) Évolution des angles de ci-

saillement

Figure 4.14 – Évolution des surfaces et des angles de cisaillement

4.2.1.2 Résolution numérique du modèle des surfaces de charge

Données d’entrée : F et γ

Calcul des tenseurs : Fp, Ep, E, Ee à partir des équations présentées précédemment.

Calcul du tenseur des contraintes de Piola - Kirchho� II Sprediction (Eq. 3.45).

Prédiction élastique à partir des Eqs. 4.7, 4.4, 4.1

 

 
 
 

 
 

                    

Si fs ≤ 0, ∀i,1,n

S = Sprediction

Comportement élastique

 

 
 
 

 
 

                    

Si fs > 0

Il faut véri�er quelle est la surface active.

En e�et, le critère de la surface 1 peut être

positif tandis que les autres sont négatifs.

Le critère de la surface 2 peut être positif,

la surface 1 devient donc interne.

Chacun des cas sont ci-dessous.

Comportement dissipatif

Tableau 4.3 – Schématisation de la stratégie de modélisation hystérétique

L’intégration de ce modèle dans un algorithme vient dès le moment de la prédiction

élastique. En e�et, il y a dans notre cas, trois critères à véri�er au lieu d’un unique comme

précédemment. Suivant le critère qui est positif, trois cas distincts peuvent se présenter.
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Cas 3 : La surface 1 (la plus petite) est active
 

 
 
 

 
 

                    

Application de Newton - Raphson pour déterminer γp de

telle façon que fs = 0
Mise à jour de Ep
Mise à jour de Ee
Mise à jour de S
Mise à jour de α2 et q2
On refait une prédiction élastique sur la surface 2

Tableau 4.4 – Cas 3 : La surface 1 (la plus petite) est active

Cas 2 : La surface i (une des surfaces internes) est active

 

 
 
 

 
 

                    

Application de Newton - Raphson pour déterminer γp de

telle façon que fs = 0
Mise à jour de Ep
Mise à jour de Ee
Mise à jour de S
On met à jour les surfaces internes à la surface i :

Mise à jour de α j et q j tel que j ∈ [1, i−1]
Mise à jour de αi+1 et qi+1
On refait une prédiction élastique sur la surface i+1

Tableau 4.5 – Cas 2 : La surface i (une des surfaces internes) est active

Cas 1 : La surface n (la plus grande) est active

 

 
 
 

 
 

                    

Application de Newton - Raphson pour déterminer γp de

telle façon que fs = 0
Mise à jour de Ep
Mise à jour de Ee
Mise à jour de S
On met à jour les surfaces internes à la surface n (toutes

les surfaces internes) :

Mise à jour de α j et q j tel que j ∈ [1,n−1]

Tableau 4.6 – Cas 1 : La surface n (la plus grande) est active

Les actions mises en place pour chacun des cas en terme de retour radial à dissipation

maximal sont présentées par les tableaux grisés. L’algorithme Matlab® est quant à lui

proposé en annexe D.3.1.

La description algorithmique de chacun de ces cas est proposée par l’algorithme 2. L’al-
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gorithme matlab® associé est proposé en annexe D.3.1.

Algorithme 2 Prédiction élastique et retour radial pour le modèle multisurfacique

1 Début
2 Pour t variantDe t0 à t f Faire
3 Prédiction élastique
4 Fp← cos

( γp
2

)(
G1⊗G1 +G2⊗G2

)
+ sin

( γp
2

)(
G1⊗G2 +G2⊗G1

)
5 Ee← 1

2 (F
tF− Id)− 1

2

(
Ft

pFp− Id
)

6 S←µ [K1 ·Ee(1,1) Ksh ·Ee(1,2); Ksh ·Ee(2,1) K2 ·Ee(2,2)]

7 αn ← ∑
4
i=1 Ai

∣∣γp
∣∣i et qn ← ∑

4
i=1 Qi

∣∣γp
∣∣i

8 α1 ← a1 ·αn et q1 ← h1 ·qn

9 fs1←|S12 +S21−q1|− (Sy1 +α1)

10 Si fs1 < 0 Alors
11 Comportement élastique
12 Sinon
13 Comportement dissipatif → retour radial
14 Algorithme Matlab® proposé en annexe D.3.1
15 FinSi
16 FinPour
17 Fin

 

Figure 4.15 – Résultat de simulation utilisant la méthode des surfaces de charge
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Ce modèle permet donc de bien décrire les boucles d’hystérésis mais son intégration

dans un code de calcul peut s’avérer relativement complexe et la quantité de paramètres à

identi�er est très élevée. De plus, le nombre de paramètres est directement proportionnel

au nombre de surfaces utilisées. Dans notre cas, nous avons eu besoin de deux surfaces

internes et ceci a nécessité l’identi�cation de 23 paramètres qui viennent s’ajouter aux

11 paramètres utilisés pour dé�nir la loi dissipative du chapitre précédent. Ces deux

inconvénients font qu’une seconde approche a été mise en place, phénoménologique,

mais qui permet de réduire considérablement le nombre de variables et de paramètres à

identi�er. C’est le sujet de la section suivante, l’approche par dérivée fractionnaire.

4.2.2 Optimisation par la méthode de la dérivée fractionnaire
La modélisation des chargements cycliques peut se faire de di�érentes manières. La

solution proposée précédemment fonctionne mais est relativement lourde à mettre en

place, à identi�er et à intégrer dans un code de calcul par éléments �nis. Il est donc

possible de développer des modèles sophistiqués et complexes avec de nombreux pa-

ramètres. La di�culté d’identi�cation est ainsi directement proportionnelle au nombre

de paramètres. Toutefois, il existe des méthodes alternatives pour décrire les comporte-

ments hystérétiques de manière plus directe. Dans ce cas, il est nécessaire de coupler le

modèle dissipatif présenté chapitre 3 avec un modèle permettant de décrire les boucles

d’hystérésis. De récents travaux utilisant la méthode de la dérivée fractionnaire ont été

établis et ont prouvé son e�cacité [KRA 15, KRA 16, GAL 04, DEÜ 13]. Dans [KRA 16]

des modèles viscoélastiques dépendant du temps ont été écrits suivant l’hypothèse des

petites déformations et ils ne nécessitent que peu de paramètres. Cette approche permet

donc d’avoir une bonne description physique des phénomènes tout en étant facilement

identi�ables. Ceci indique donc qu’il est possible d’étendre les travaux déjà e�ectués à

de nouveaux travaux, notamment sous l’hypothèse des grandes déformations.

Une dérivée fractionnaire consiste à dériver une fonction à un ordre non-entier. Suivant

les cas, on réduit le champ d’application de cette dérivée pour des ordres de dérivation

allant de 0 à 1. Mais il se peut que l’ordre prenne la valeur de −1 et ainsi nous avons à

faire à une intégrale [POD 98]. De plus, il existe plusieurs façons de calculer une dérivée

fractionnaire :

— La dérivée de Weyl [MIL 75] peut être employée si la fonction est périodique.

— La dérivée au sens de grunwald - Letnikov [OLD 74, BAG 86, COS 96, HEY 94,

KOE 84, NON 95, SCH 93, CAP 71, BAG 83, GAL 04, DEÜ 13] est souvent utilisée

lorsqu’il est question d’intégrer cette méthode dans des logiciels de calcul par élé-

ments �nis. En e�et, cette approche inclut, de façon intrinsèque, une discrétisation

de la fonction. Le point fort de cette méthode est qu’elle ne fait pas intervenir un

calcul d’intégrale et ainsi évite l’utilisation de méthodes comme Simpson, Gauss

ou autres. Cependant, ce n’est pas cette méthode qui sera utilisée dans notre cas

puisqu’elle fait intervenir une discrétisation et donc une erreur à chaque incré-

ment de calcul. Nous verrons que compte tenu de la forme de la fonction à dériver,
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il est possible de calculer sa dérivée fractionnaire de façon formelle.

— La dérivée au sens de Riemann - Liouville est la première dé�nition établie pour

les fonctions continues. Toutefois, cette description n’est pas adaptée à notre pro-

blème comme peut l’expliquer Podlubny (Paragraphe 2.4.1, Page 78, dans son livre

[POD 98]). En e�et, cette dé�nition est purement mathématique et ne prend pas en

compte les conditions imposées par les approches mécaniques comme des condi-

tions initiales non-nulles par exemple.

— Les travaux présentés dans cette section s’appuient donc sur la dérivée au sens

de Caputo [CAP 71], plus adaptée aux approches physiques des problèmes. Cette

dé�nition est souvent employée dans le cadre la mécanique pour des problèmes

faisant intervenir la viscosité et la plasticité.

La théorie de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo va donc être décrite dans la

section suivante. Elle sera également appliquée sur une fonction a�ne puisque c’est ce

qui va nous intéresser par la suite.

4.2.2.1 Théorie de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Comme il l’a été dit précédemment, la dérivée au sens de Caputo est la plus adaptée

pour résoudre les problèmes mécaniques. La dé�nition la plus générale de la dérivée est

présentée équation 4.13 pour toutes fonctions f (t) dé�nies et dérivables sur un intervalle

[a,b].

Dα
a f (x)

∣∣∣
c
=

1
Γ(n−α)

∫ x

a

f (n)(t)
(x− t)α+1−n dt, n ∈ N (4.13)

Dans l’équation 4.13 di�érentes quantités sont présentes :

— La fonction Gamma au dénominateur du premier terme. Elle est dé�nie par l’équa-

tion 4.14 avec ses deux propriétés principales (équations 4.15 et 4.16).

Γ(z) =
∫ +∞

0
e−xxz−1dx, z ∈ R+

∗ (4.14)

Cette équation possède deux propriétés fondamentales qui seront utiles.

Γ(z+1) = zΓ(z) (4.15)

La relation entre les quantités factorielles et la fonction gamma est présentée par

l’équation 4.16.

Γ(z+1) = z! (4.16)

— La fonction sujette à la dérivée fractionnaire f (t) et ses dérivées d’ordre entier

f (n)(t).
— La paramètre α représente l’ordre de la dérivation fractionnaire de telle façon que

α> 0. Cette condition est une propriété induite par Caputo lors de l’établissement

de sa dé�nition.

126



Modélisation en cisaillement

— Le paramètre n qui représente l’ordre de la dérivée entière de la fonction f (t).
— Le paramètre a qui correspond à la borne inférieure d’intégration si la fonction

est dé�nie sur un intervalle [a,b].

La forme de la fonction à dériver la plus générale et à la fois la plus adaptée à notre

problème peut être dé�nie par l’équation 4.17.

f (x) = b(x−a)λ +d, λ ∈ Z, b ∈ R, d ∈ R, a ∈ R (4.17)

Comme la dérivée fractionnaire est distributive et multiplicative [CAP 71, POD 98]

l’équation 4.17 peut être divisée en deux parties indépendantes (équation 4.13).

Dα

b f (x)
∣∣∣
c
= bDα

a (x−a)λ

∣∣∣
c
+Dα

a d
∣∣∣
c
= bDα

a (x−a)λ

∣∣∣
c

(4.18)

De plus, la dérivée d’une constante au sens de Caputo est nulle par dé�nition.

Une dernière propriété de la dérivée fractionnaire est la fonction Beta qui relie la fonction

Gamma à un calcul d’intégral.

β(z,w) =
∫ 1

0
xz−1(1− x)w−1dx, z ∈ R+

∗ ,w ∈ R+
∗ (4.19)

Cette fonction β peut aussi être écrite de la façon suivante :

β(z,w) =
Γ(z)Γ(w)
Γ(z+w)

(4.20)

Maintenant que les principales propriétés de la dé�nition au sens de Caputo ont été

décrites, il est possible de les exploiter au travers d’un exemple concret qui correspond

à notre problématique. En e�et, nous verrons plus tard dans ce chapitre que la fonction

à dériver est une fonction linéaire. En considérant le cas le plus général présenté par

l’équation 4.21, il est possible de calculer de façon formelle sa dérivée fractionnaire.

f (x) = (x−a)λ, λ ∈ Z, a ∈ R (4.21)

Le calcul formel de cette dérivée apporte de nombreux avantages dont notamment le

fait de ne pas discrétiser l’intégrale ce qui évite l’utilisation de méthode de calcul de type

Simpson ou Gauss. Ces méthodes apportent à la fois de petites erreurs tout en ralen-

tissant le calcul. L’application de la dérivée au sens de Caputo à la fonction présentée

équation 4.21 est proposée par l’équation 4.22.

Dα
a f (x)

∣∣∣
c
=

dα
a (x−a)λ

d(x−a)α

∣∣∣
c
=

1
Γ(n−α)

∫ x

a

((t−a)λ)(n)

(x− t)α+1−n dt (4.22)

Le détail du calcul est présenté ci dessous :

— On commence par calculer la dérivée d’ordre n de la fonction f (t) :

((t−a)λ)(n) =
λ!

(λ−n)!
(t−a)λ−n, such as λ ≥ n (4.23)
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— En utilisant ce résultat, l’équation (4.22) devient :

Dα
a (x−a)λ

∣∣∣
c
=

1
Γ(n−α)

λ!
(λ−n)!

∫ x

a

(t−a)λ−n

(x− t)α+1−n dt (4.24)

— En appliquant un changement de variable, il devient possible de transformer les

bornes d’intégration de [a,x] à [0,1]. De plus, en utilisant la fonction β, on peut

simpli�er l’intégrale :

t = a+ s(x−a)→


t = a⇒ s = 0
t = x⇒ s = 1
dt = (x−a)ds

(4.25)

Ceci conduit à la formulation suivante :

Dα
a (x−a)λ

∣∣∣
c
=

(x−a)λ−α

Γ(n−α)

λ!
(λ−n)!

∫ 1

0

sλ−n

(1− s)1−n+α
ds (4.26)

— L’utilisation de la fonction β conduit à l’équation 4.26 :

β(z,w) =
∫ 1

0
xz−1(1− x)w−1dx→


x = s

z = λ−n+1
w = n−α

(4.27)

ce qui conduit à :

β(λ−n+1,n−α) =
Γ(λ−n+1)Γ(n−α)

Γ(λ+1−α)
(4.28)

— En utilisant aussi les propriétés de l’équation 4.16, il vient :

Γ(z+1) = z!→
{

λ! = Γ(λ+1)
(λ−n)! = Γ(λ−n+1) (4.29)

— En injectant l’équation 4.29 dedans l’équation 4.26, il vient l’équation 4.30.

Dα
a (x−a)λ

∣∣∣
c
=

Γ(n−α)Γ(λ+1)Γ(λ−n+1)
Γ(n−α)Γ(λ−n+1)Γ(λ+1−α)

(x−a)λ−α
(4.30)

Finalement, le résultat de la dérivée fractionnaire de l’équation 4.17 est proposé équation

4.31.

Dα
a (x−a)λ

∣∣∣
c
=

Γ(λ+1)
Γ(λ+1−α)

(x−a)λ−α
(4.31)

La dérivée d’une fonction linéaire basique décrite équation 4.32 devient donc l’équation

4.33.

f (x) = x− x0 (4.32)
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En e�et, il s’agit de la même chose que pour l’équation 4.21 mais en considérant λ = 1
et a = x0. La dérivée est donc écrite par l’équation 4.33.

Dα(x− x0)
∣∣∣
c
=

Γ(2)
Γ(2−α)

(x− x0)
1−α

(4.33)

La description de cette fonction en imposant x0 = 1 et en faisant varier la variable α est

présentée par la �gure 4.16. Toutefois, il est important de prendre en compte le domaine

de validité de la fonction. En e�et, comme la puissance est de l’ordre de 1−α et comme

α ∈ [0,1] il est alors impératif que x≥ x0. Il est donc indispensable de séparer les cas :

Dα(x− x0)
∣∣∣
c
=

{
Γ(2)

Γ(2−α)(x− x0)
1−α si x≥ x0

− Γ(2)
Γ(2−α)(x0− x)1−α si x < x0

(4.34)

Comme la fonction est linéaire et impaire il vient :

f (x0− x) =− f (x− x0) (4.35)

Au travers de cette possibilité il est possible de généraliser l’équation 4.34 a�n d’être

valide quelque soit le domaine de validité de la fonction (pour ce cas particulier seule-

ment) :

Dα(x− x0)
∣∣∣
c
= sign(x− x0) ·

Γ(2)
Γ(2−α)

· |x− x0|1−α
(4.36)

 

Figure 4.16 –Dérivée fractionnaire de la fonction f (x) = x−x0 avec x0 = 0 et en faisant

varier l’ordre de α

En�n, il est possible de contrôler le comportement de la dérivée fractionnaire correcte-

ment avec très peu de paramètres. Cet avantage permet de rendre cette méthode simple

et e�cace même si le modèle développé n’est pas trivial. Sur la �gure 4.16, di�érentes

con�gurations de la dérivée fractionnaire de la fonction dé�nie par l’équation 4.35 sont
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tracées. Il y a cinq con�gurations en augmentant l’ordre de dérivation et deux autres

con�gurations correspondants à une homothétie et une orientation du résultat. En e�et,

en posant une fonction f̃ (x) dé�nie par l’équation 4.37 et en faisant varier ses para-

mètres, il est possible de transformer le résultat de la dérivée fractionnaire basique en

l’orientant ou en la translatant.

f̃ (x) = K1 +K0 ·Dα(x− x0)
λ

∣∣∣
c
, K0 ∈ R and K1 ∈ R (4.37)

Finalement, il est aussi possible de faire varier les paramètres K1, K0 et α en fonction de

l’abscisse. L’équation 4.37 peut donc �nalement être re-écrite comme dé�nie par l’équa-

tion 4.38.

f̃ (x) = K1(x0)+K0(x0) ·Dα(x0)(x− x0)
λ

∣∣∣
c

(4.38)

Les fonctions K1(x0), K0(x0) ou α(x0) peuvent aussi être dé�nies soit par des constantes,

des fonctions linéaires ou des polynômes.

L’objectif de la section suivante est donc d’appliquer et d’adapter cette méthode au pro-

blème physique du comportement hystérétique de notre renfort sec.

4.2.2.2 Loi de comportement associée

Avant d’appliquer cette méthode à notre problème, quelques rappels sont nécessaires.

Le modèle dissipatif propose donc une évolution de la contrainte S en fonction de l’angle

de cisaillement γ en utilisant un critère de plasticité noté fs.

S = µ
[
K1
(
Ee :

(
G1⊗G1

))
·
(
G1⊗G1

)
+K2

(
Ee :

(
G2⊗G2

))
·
(
G2⊗G2

)
+

Ksh
(
Ee :

(
G1⊗G2 +G2⊗G1

))
·
(
G1⊗G2 +G2⊗G1

)] (4.39)

A la �n du chapitre 3, nous avons aussi vu que le modèle dissipatif permet de bien décrire

la frontière supérieure et inférieure du comportement expérimental, mais la modélisation

renvoyait un comportement élastique pour les boucles d’hystérésis.

 

  
       

     

                        

  

    

  

Figure 4.17 – Objectif de la dérivée fractionnaire : passage d’une évolution linéaire à

une évolution hystérétique
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L’objectif est donc d’utiliser la méthode de la dérivée fractionnaire pour transformer

l’évolution élastique (linéaire) en évolution hystérétique (non-linéaire). De plus comme

il est possible de le remarquer, le comportement en cisaillement est uniquement décrit

par les composantes 12 et 21 du tenseur des contraintes S. Ainsi, nous allons uniquement

nous focaliser sur ces deux composantes. En�n, comme le tenseur des contraintes S est

symétrique, le détail du calcul de la dérivée sera seulement écrit pour la composante 12,

le calcul étant exactement le même pour la composante 21.

S :
(
G1⊗G2

)
= S12 = µKsh

(
Ee :

(
G1⊗G2

))
= µKshEe12 (4.40)

Lors d’une phase de décharge, la variable dissipative γp est constante (il n’y a pas de

dissipation, il s’agit simplement de l’énergie stockée (élastique) qui est redistribuée), ce

qui permet de dé�nir la contrainte uniquement dépendante de la variable γ. L’évolution

de cette contrainte étant pour le moment linéaire (équation 4.40), on peut lui appliquer

la dérivée fractionnaire en rapport avec la section précédente.

S12 =
1
2
·Sloopi

j +µ ·Ksh ·B ·
dαEe12

dγα

∣∣∣∣∣
c

(4.41)

Dans l’équation 4.41 apparaissent les quantités suivantes :

— Sloopi
j est la valeur de la contrainte quand la phase de déchargement commence

ou que la phase de recharge commence (voir �gure 4.18).

— B est une variable de contrôle permettant l’orientation de la dérivée fraction-

naire. Ce paramètre reste constant lorsqu’une boucle est active mais peut évoluer

lorsque le modèle dissipatif est actif.

— j correspond au cas en question pour le temps t . S’il s’agit d’un déchargement

alors j = 0, s’il s’agit de la phase ascendante d’une boucle d’hystéresis (recharge)

j = 1 (voir �gure 4.18).

 

Figure 4.18 – Comportement mécanique du renfort Hexcel®G1151 et mise en avant

des boucles d’hystérésis
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A partir de la dé�nition du tenseur Ee dans le chapitre 3, équation 3.12, il est possible de

modi�er la composante Ee12 l’équation 4.40 par la forme suivante :

Ee12 =
1
2
(F11F12 +F21F22− sin(γp)) (4.42)

De plus, en utilisant les invariants usuels anisotropiques, il est possible de dé�nir un lien

entre l’équation 4.41 et l’angle de cisaillement imposé par le chargement. Ces invariants

couramment utilisés (on peut, par exemple, les retrouver dans les travaux [CHA 11b])

sont dé�nis par l’équation 4.43. Il est important de noter que les mèches formant le

renfort sont considérées inextensibles ce qui permet de dire que les invariants I41 et I42
tendent vers 1 :

Invariants anisotropiques→


I41 = G1 ·C ·G1 ≈ 1
I42 = G2 ·C ·G2 ≈ 1
I421 = G2 ·C ·G1

Icp = sin(γ) = I421√
I41∗I42

(4.43)

Avec C= FtF.

A partir de ces invariants, il est possible de dé�nir l’angle de cisaillement γ.

sin(γ) =
I421√

I41 ∗ I42
≈ I421 = F11F12 +F21F22 (4.44)

En utilisant cette dé�nition et celle dé�nie par l’équation 3.12 il est possible d’écrire la

relation entre la déformation élastique et l’angle de cisaillement γ.

Ee12 =
1
2
(sin(γ)− sin(γp)) (4.45)

De plus, comme l’état élastique lors de la décharge (ou de la recharge) ne commence pas

pour γ = 0 mais pour γ = γ
loopi
0 il est nécessaire d’appliquer un changement de variable

de telle façon à ce que la dérivée fractionnaire ait son point de départ au bon endroit.

Ainsi, on a plus sin(γ)mais sin(γ̃) tel que γ̃= γ−γ
loopi
0 . En�n, on voit expérimentalement

que lors de la décharge (ou de la recharge), la variation d’angle n’excède pas quelques

dégrées (5°dans la cas du Hexcel® G1151), il est donc possible d’approximer le sinus au

premier ordre et ainsi d’écrire sin(γ̃)≈ γ̃. Une petite di�érence à noter dans le cas d’une

recharge, il ne s’agit pas d’utiliser l’indice 0 mais l’indice 1 de telle façon que γ̃= γ−γ
loopi
1

(voir �gure 4.18).  sin
(

γ− γ
loopi
j

)
≈ γ− γ

loopi
j

Ee12 =
1
2

(
γ− γ

loopi
j − sin(γp)

) (4.46)

En mettant à jour l’équation 4.46 il vient :

S12 =
1
2

Sloopi
j +µ ·Ksh ·B ·

dα

(
1
2

(
γ− γ

loopi
j − sin(γp)

))
dγα

∣∣∣∣∣
c

(4.47)
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En considérant maintenant les propriétés établies précédemment concernant la dérivée

fractionnaire au sens de Caputo, la dérivée du terme sin(γp) est nulle, on peut donc

réécrire l’équation 4.47 sous la forme suivante :

S12 =
1
2

Sloopi
j +µ ·Ksh ·B ·

dα

(
γ− γ

loopi
j

)
dγα

∣∣∣∣∣
c

 (4.48)

En utilisant le résultat équation 4.36 on peut écrire la relation suivante qui correspond à

l’évolution hystérétique lors d’un déchargement ou d’une recharge :

S12 =
1
2

[
Sloopi

j +µ Ksh B signe
(

γ− γ
loopi
j

)
Γ(2)

Γ(2−α)

∣∣∣γ− γ
loopi
j

∣∣∣1−α
]

(4.49)

On remarque que comparé au modèle multisurfacique de type MRoz, ce modèle aux

dérivées fractionnaires ne possède que deux variables à identi�er : α et B. L’identi�cation

sera donc beaucoup plus rapide et nécessitera moins d’énergie. L’objectif de la section

suivante est donc de déterminer les lois d’évolution de ces variables en fonction de l’angle

de cisaillement.

4.2.2.3 Identi�cation et véri�cation du modèle

L’objectif de cette section est de déterminer les lois d’évolution des deux variables α

et B du modèle précédent. Di�érentes approches sont présentées allant de la plus simple

à la plus complexe. L’une des di�cultés dans l’écriture des modèles hystérétiques est

que dans certains cas, les boucles ne sont pas symétriques. Autrement dit, le trajet de

décharge est di�érent de celui de la recharge. Ainsi, il est nécessaire de déterminer un

couple de lois, une qui décrira le comportement en déchargement et une qui décrira le

comportement en chargement. La �gure 4.19 illustre ce problème et on peut voir sur la

�gure 4.20 que les boucles sont symétriques pour des angles de cisaillement inférieurs à

25°. Cette non-symétrie complexi�e radicalement le modèle.

 

         

              

Figure 4.19 – Symétrie et non-symétrie des boucles d’hystérésis
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Nous n’avions pas eu ce problème avec les surfaces de charge de Mroz puisque les sur-

faces internes suivent et évoluent proportionnellement à la surface externe qui est pilotée

par l’angle de cisaillement. Ainsi, même lors d’une recharge, les tailles de surfaces auront

évoluées (elles seront plus petites) et ainsi, il n’y aura pas de chevauchement.

Nous verrons aussi que pour la modélisation en �exion, comme le comportement est sup-

posé symétrique grâce à l’essai Kawabata, on obtient une loi de comportement simple

avec des paramètres rapidement identi�ables. La �gure 4.20 propose quatre façons d’ap-

procher les boucles d’hystérésis.

Dans chacun des quatre cas, il existe quatre phases distinctes dé�nies ci-dessous. Cha-

cune de ces phases prend e�et à partir du moment où le matériau a dissipé de l’énergie.

(γp 6= 0, sinon le comportement est élastique). Ces quatre phases correspondent à quatre

con�gurations possibles :

— Phase 1 notée P1 : dissipation en chargement, ce qui signi�e que |γ| évolue et est

plus grand que |γprev|. γp évolue aussi. C’est la frontière supérieure du compor-

tement expérimental et elle est décrite par le modèle présenté dans le chapitre

3.

— Phase 2 notée P2 : dissipation pendant le déchargement, ce qui signi�e que |γ|
évolue et est plus petit que |γprev|. γp évolue aussi. C’est la frontière inférieure du

comportement expérimental et elle est aussi décrite par le modèle présenté dans

le chapitre 3.

— Phase 3 notée P3 : comportement hystérétique pendant le déchargement, ce qui

signi�e que |γ| évolue et est plus petit que |γprev|. Cependant γp est constant. C’est

la phase descendante d’une boucle d’hystérésis.

— Phase 4 notée P4 : comportement hystérétique pendant la recharge, ce qui signi�e

que |γ| évolue et est plus grand que |γprev|. Cependant γp est constant. C’est la

phase ascendante d’une boucle d’hystérésis.

 

  

 

 

Figure 4.20 – Identi�cation des paramètres et description des quatre modèles à com-

plexité croissante
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Figure 4.21 – Comparaison des di�érents modèles proposés allant du plus simple au

plus complexe mais aussi plus complet

Les quatre modélisations proposées sont donc dé�nies sur la �gure 4.21.

Pour des raisons de clarté dans l’élaboration des modèles, nous allons poser les écritures

suivantes γ̃= γ−γ
loopi
0 et γ† = γ−γ

loopi
1 . Les conditions sont traduites mathématiquement

ci-dessous :

Phase :


P1 si |γ| ≥ |γprev|
P2 si |γ|< |γprev|
P3 si |γ|< |γprev| et

∣∣γp
∣∣ constant

P4 si |γ| ≥ |γprev| et
∣∣γp
∣∣ constant

(4.50)

Modèle (a) présenté par l’équation 4.51

En utilisant ce modèle, seulement 9 paramètres sont nécessaires et présentés dans la table

3.1. Ce modèle permet donc de bien dé�nir les frontières supérieures et inférieures du

comportement expérimental mais ne permet pas l’accès au comportement hystérétique.

Le résultat de ce modèle est présenté par la �gure 4.21(a). Ce modèle est très simple, très

rapide et facilement identi�able. Il permet une première approche du comportement.

S12 =


µKshEe12 si P1
µKshEe12 si P2
µKshEe12 si P3
µKshEe12 si P4

(4.51)

Modèle (b) présenté par l’équation 4.52

Ce modèle applique la dérivée fractionnaire uniquement pour la phase P3 et ainsi il re-

quiert plus de paramètres et une loi d’évolution pour chacune des variables supplémen-

taires. Géométriquement parlant, le paramètre α peut être considéré comme la partie

linéaire de la boucle d’hystérésis. Plus α sera grand plus la partie linéaire le sera. Dans

un premier temps et compte tenu de l’évolution des formes des boucles d’hysteresis, on
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peut considérer α constant. Le paramètre d’orientation de la dérivée dépend quant à lui

de l’état de contrainte du matériau au début de la boucle d’hystérésis.

S12 =


µKshEe12 si P1
µKshEe12 si P2
1
2

[
Sloopi

0 +µKsh
[
∑

3
m=0 Bm |S0|m

]
sign(γ̃) Γ(2)

Γ(2−α) |γ̃|
1−α
]

si P3

µKshEe12 si P4

(4.52)

Paramètres α B0 B1 B2 B3
Valeurs 0.95 0.0061 0.0112 -1.8983E-04 9.3262E-06

Tableau 4.7 – Valeur des paramètres pour le modèle b

Les paramètres identi�és sont proposés dans la table 4.7. Les paramètres pour la partie

dissipative sont toujours présents table 3.4. Le résultat associé correspond à la �gure

4.21(b).

Modèle (c) présenté par l’équation 4.53

Le modèle proposé ici permet de modéliser la partie ascendante de la boucle d’hystérésis.

On travaille donc sur la partie P4. Ce modèle est schématisé par la �gure 4.21(c, d) avec

des losanges ou sur la �gure 4.20.

S12 =


µKshEe12 si P1
µKshEe12 si P2
1
2

[
Sloopi

0 +µKsh
[
∑

3
m=0 Bm |S0|m

]
sign(γ̃) Γ(2)

Γ(2−α) |γ̃|
1−α
]

si P3

1
2

[
Sloopi

1 + µKsh
[
∑

3
n=0 B∗n |S1|n

]
sign

(
γ†) Γ(2)

Γ(2−β)

∣∣γ†
∣∣1−β

]
si P4

(4.53)

Comme précédemment, les paramètres sont dé�nis dans le tableau 4.8 :

Paramètres β B∗0 B∗1 B∗2 B∗3
Valeurs 0.40 0.1 -0.0021 3.495E-04 -2.7219E-05

Tableau 4.8 – Valeur des paramètres pour le modèle c

Ce modèle permet donc de décrire entièrement les boucles d’hystérésis. Cependant,

compte tenu de l’évolution exponentielle de la frontière supérieure, il est nécessaire de

faire évoluer à la fois le paramètre B mais aussi le paramètre β. En e�et, si on laisse β

constant, le modèle n’est plus �able puisque des chevauchements de courbes peuvent

apparaître (�gure 4.19). Ainsi, on propose un dernier modèle faisant varier les deux va-

riables de pilotages de la dérivée fractionnaire pour la partie ascendante (B∗ et γ†
) des

boucles.
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Modèle (d) présenté par l’équation 4.54

Le détail de ce modèle, plutôt complexe et plus long à identi�er est présenté ci dessous :

S12 =


µKshEe12 si P1
µKshEe12 si P2
1
2

[
Sloopi

0 +µKsh
[
∑

3
m=0 Bc

m |S0|m
]

sign(γ̃) · Γ(2)
Γ(2−α) |γ̃|

1−α
]

si P3

1
2

[
Sloopi

1 + µ ·Ksh ·
[
∑

3
n=0 Bc∗

n |S1|n
]
· sign

(
γ†) · Γ(2)

Γ(2−β(γ1))
·
∣∣γ†
∣∣1−β(γ1)

]
si P4

(4.54)

Les paramètres associés en table 4.9, en plus des paramètres présentés table 3.4, com-

plètent et décrivent l’évolution des variables β et B.

Paramètres β0 β1 Bc∗
0 Bc∗

1 Bc∗
2 Bc∗

3
Valeurs 1.6879 -1.6398 0.0150 -0.0019 3.3985E-04 -2.4439E-06

Tableau 4.9 – Valeur des paramètres pour le modèle d

L’ordre de dérivation évolue comme une fonction linéaire présentée par l’équation (4.55).

β(γ1) =

{
0.95 si |γ|< 0.453 rd
β1 |γ1|+β0 sinon (4.55)

 

Figure 4.22 – Modélisation du comportement hystérétique avec la méthode des déri-

vées fractionnaires

Lors de simulations numériques, les angles de cisaillement ne sont pas uniquement po-

sitifs. Le modèle doit donc fonctionner dans le cas ou des angles négatifs apparaîtraient.
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Ainsi, ce modèle doit pouvoir prédire le comportement aussi bien pour des valeurs po-

sitives que négatives. En utilisant le modèle (c) il est possible d’avoir une modélisation

semblable à la �gure 4.22. Cette simulation propose une prédiction jusqu’à des angles de

cisaillement atteignant environ 60° ce qui est relativement satisfaisant. En e�et, d’une

part il n’est pas très commun d’arriver à des angles aussi élevés et d’autre part, à partir

de tels angles, des couplages de modes, notamment cisaillement/�exion vont apparaitre

et l’hypothèse de découplage n’est plus vraiment véri�ée.

4.2.2.4 Résolution numérique du modèle des dérivées fractionnaires

La résolution numérique de cette méthode est beaucoup plus simple que la méthode

précédente. En e�et, une unique équation vient décrire le comportement hystérétique.

Suivant le modèle choisi, l’identi�cation est plus ou moins longue et l’intégration dans un

code de calcul par éléments �nis plus ou moins di�cile. Toutefois, la méthode générale

est proposée via l’algorithme 3 et par les algorithmes Matlab® en annexe D.3.6.

Données d’entrée : F et γ

Calcul des tenseurs : Fp, Ep, E, Ee à partir des équations présentées précédemment.

(Eqs. 3.7, 3.10, 3.5, 3.12)

Calcul du tenseur des contraintes de Piola - Kirchho� II Sprediction (Eq. 3.45).

Réalisation de la prédiction élastique à partir du critère de plasticité fs (Eq. 3.64).

 

                    

 
 
 

 
 

Si fs ≤ 0

Deux cas existent :

Soit γp = 0 alors on a S = Sprediction
Soit γp 6= 0 alors on a l’activation des

boucles d’hystérésis et donc du modèle

hystérétique

Comportement élastique
Comportement hystérétique

Cas 1

 

                    

 
 
 

 
 

Si fs > 0

Application de Newton - Raphson pour

déterminer γp de telle façon que fs = 0
Mise à jour de Ep
Mise à jour de Ee
Mise à jour de S

Véri�cation que fs = 0

Comportement dissipatif

Cas 2

Données de sortie : S, γp
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Contrairement à l’approche utilisant les surfaces imbriquées qui intervient dans le ca-

ractère dissipatif du modèle, les dérivées fractionnaires s’appliquent dans le cadre de

l’élasticité. En e�et, lorsque le critère de plasticité est négatif, on se situe forcément à

l’intérieur de la surface de charge et donc entre la frontière supérieure et inférieure de

la courbe expérimentale. Le comportement est donc soit élastique au tout début de la

déformation soit hystérétique. La méthode pour choisir dans quel cas nous nous situons

est basée sur l’étude de la valeur de l’angle de cisaillement ayant dissipé de l’énergie γp.

Algorithme 3 Algorithme de calcul modèle hystérétique en cisaillement

1 Variable
2 F:Gradient de transformation
3 γ, γp:Angles de cisaillement
4 Qi, Ai:Paramètre d’écrouissage cinématique et isotrope
5 K1, K2, Ksh:Paramètres matériau en tension et en cisaillement
6 Sy, α, β0, β1, µ, Bi, B∗i :Paramètres
7 Fp, Ee, S, fs:Tenseurs fondamentaux et critère de plasticité
8 ε:Critère d’arrêt de la boucle itération
9 IMax, Itération:Nombre d’itération max, Variable itérative
10 Début
11 Pour t variantDe t0 à t f Faire
12 Prédiction élastique
13 Si fs < 0 Alors
14 Si γp = 0 Alors
15 Comportement élastique
16 Sinon
17 Si |γ|< |γprev| Alors
18 appliquer la phase P3 du modèle choisi
19 Sinon
20 appliquer la phase P4 du modèle choisi
21 FinSi
22 FinSi
23 Sinon
24 Comportement dissipatif → retour radial
25 FinSi
26 FinPour
27 Fin
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Si cet angle est nul, alors on considère le comportement élastique (en e�et, nous n’avons

pas encore dépassé le seuil d’élasticité). Si cet angle est di�érent de zéro, alors on consi-

dérera le comportement comme hystérétique (puisque de l’énergie a été dissipée).

Ensuite, pour savoir si nous sommes dans une situation de décharge ou de recharge,

l’idée est de regarder l’évolution de la valeur absolue de l’angle de cisaillement γ. Si l’évo-

lution est croissante alors nous serons dans la phase P4, le cas de recharge. A contrario

l’évolution est décroissante alors nous suivons un trajet de décharge.

La méthode générale est présentée par l’algorithme 3 et le détail du code Matlab® est

présenté en annexe D.3.1.

Il est donc maintenant possible de comparer les deux approches.

4.2.3 Identi�cation et véri�cation du modèle

La �gure 4.23 compare les résultats de simulations en utilisant les deux modèles : sur-

faces imbriquées et dérivées fractionnaires. On voit que les deux modèles représentent

bien le comportement dissipatif hystérique du renfort.

 

Figure 4.23 – Comparaison entre les deux modèles précédents (MRoz et Dérivées Frac-

tionnaires)

Le tableau ci-dessous (tableau 4.10) compare de façon quantitative les deux modèles. Les

critères de comparaisons sont multiples comme le nombre de paramètres a identi�er, la

di�culté d’intégration dans un code de calcul par éléments �nis, le temps de calcul, ect.
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SI∗ (MRoz) DF∗∗ (a) DF∗∗ (b) DF∗∗ (c) DF∗∗ (d)

Temps de calcul∗∗∗ [sec] 2.8 1.5 2.8 2.8 2.8

Nombre de variables 11 7 9 10 11

Nombre de paramètres 34 11 16 21 22

Di�. d’identi�cation +++ - = + ++

Di�culté d’intégration ++ – = = =

Adaptabilité = ++ +++ +++ +++

thermodynamique x x x

Représentativité + – + ++ +++

.∗ : SI→ Surfaces Imbriquées

.∗∗ : DF→ Dérivée Fractionnaire

.∗∗∗ : Temps de calcul pour le chargement proposé table 3.3

Tableau 4.10 – Comparaison suivant di�érents critères des modèles proposés dans le

chapitre 4

4.3 Modélisation en �exion hors plan
Dans le chapitre précédent, nous avons écrit, par approche phénoménologique, la

loi d’évolution qui décrit le comportement en �exion du renfort. Cette loi est rappelée

ci-dessous :

M(C) = signe(C) ·Mmax ·
(

1− exp
(
−|C|

Kb

))
(4.56)

Dans cette équation, les di�érentes quantités sont les suivantes :

— C : représente la courbure à l’instant t .
— Mmax : représente l’asymptote horizontale vers laquelle le comportement a ten-

dance à tendre.

— Kb : représente un paramètre matériau équivalent à la rigidité de �exion qui per-

met d’orienter la zone élastique au début du chargement.

Les paramètres identi�és sont présentés dans le chapitre précédent par la table 3.4. L’ap-

plication de la dérivée fractionnaire est donc directement appliquée sur la courbure (par

analogie à l’application de la dérivée sur l’angle de cisaillement pour le modèle en ci-

saillement).

4.3.1 Utilisation de laméthode de la dérivée fractionnaire par ap-
proche empirique

En reprenant la dé�nition générale de la dérivée fractionnaire (équation 4.36 et équa-

tion 4.38) on peut directement écrire la relation suivante :

M = Mloopi
j +Bb · signe

(
C−Cloopi

j

)
· Γ(2)

Γ(2−α)
·
∣∣∣C−Cloopi

j

∣∣∣1−α

(4.57)
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qui fait intervenir les quantités suivantes :

— i correspond au numéro de la boucle

— Mloopi
j correspond à la valeur du moment de �exion juste avant l’instant à partir

duquel la décharge ou la recharge commence.

— Cloopi
j correspond à la valeur de la courbure juste avant l’instant à partir duquel

la décharge ou la recharge commence.

— α est l’ordre de la dérivée fractionnaire.

— Bb
est la variable qui permet d’orienter la dérivée fractionnaire.

— j correspond à l’état du modèle hystérétique. Si j = 0 alors il s’agit d’une décharge.

A contrario, si j = 1 il s’agit d’une recharge.

Comme précédemment, la dérivée fractionnaire ne s’applique pas tout le temps. On a

ainsi les phases suivantes :

Phase :


P1 si |C| ≥ |Cmax| ou |Mprev|> Mmax
P2 si C < |Cprev| et |C| < |Cmax|
P3 sinon

(4.58)

Les modèles associés sont donc les suivants :

M (C) =


signe(C) ·Mmax ·

(
1− exp

(
− |C|Kb

))
si P1

Mloopi
0 +

[
∑

8
δ=0 Bδ |C|δ

]
· sign

(
C−Cloopi

0

)
· Γ(2)

Γ(2−α) ·
∣∣∣C−Cloopi

0

∣∣∣1−α

si P2

Mloopi
1 +

[
∑

8
δ=0 Bδ |C|δ

]
· sign

(
C−Cloopi

1

)
· Γ(2)

Γ(2−α) ·
∣∣∣C−Cloopi

1

∣∣∣1−α

si P3

(4.59)

Il s’agit donc maintenant d’identi�er les paramètres. Toutefois, compte tenu des boucles

qui sont cette fois ci considérées symétriques, les variables α et Bb
seront indépendantes

de l’état hystérétique (décharge ou recharge). Ainsi il s’agit d’écrire les lois d’évolution

de ces deux variables.

4.3.2 Identi�cation et véri�cation du modèle
Comme pour le modèle en cisaillement, la variable α représente la partie linéaire en

début de boucle. On remarque ici que la dimension est relativement petite, on a donc

α plus petit que pour le modèle en cisaillement. Le paramètre Bb
est déterminé pour

chaque chargement en utilisant la dichotomie a�n de pouvoir représenter correctement

les boucles en orientant la dérivée. Nous avons ainsi les lois d’évolution suivantes :

α = constante ∀C ∈ R (4.60)

Bb (C) =
8

∑
δ=0

Bδ |C|δ (4.61)

Les paramètres associés sont présentés par la tableau 4.11 :
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Paramètres MMax Kb α B0
0 B0

1
Valeurs 0.12 0.0185 0.6 0.345603 16.509639

Paramètres B0
2 B0

3 B0
4 B0

5
Valeurs -517.17926 7.50417E+03 -6.305304E+04 3.220819E+05

Paramètres B0
6 B0

7 B0
8

Valeurs -9.849992E+05 1.657047E+06 -1.178558E+06

Tableau 4.11 – Valeur des paramètres pour le modèle en �exion hors plan

Nous laissons volontairement plusieurs chi�res signi�catifs puisque l’un des problèmes

de la dérivée fractionnaire est sa sensibilité. Une erreur de l’ordre de 1e-5 peut impacter

le comportement numérique du matériau. Il est donc nécessaire de prendre certaines pré-

cautions lors de l’identi�cation des paramètres (critère de convergence de la dichotomie

de l’ordre de 1e-10 par exemple).

Le résultat pour un chargement multicyclique est présenté par la �gure 4.24. On re-

marque bien que la dérivée fractionnaire permet de décrire des boucles d’hystérésis quel

que soit le signe de la courbure et de façon très simple. En e�et, douze paramètres suf-

�sent pour identi�er les quatre variables utilisées a�n de décrire le comportement hys-

térétique en �exion.

4.3.2.1 Résolution numérique du modèle des dérivées fractionnaires

La résolution numérique est très simple et est proposée par l’algorithme 4. Le code

Matlab® est quant à lui présent dans l’annexe D.3.6.

 

Figure 4.24 – Modélisation en �exion cyclique par approche aux dérivées fraction-

naires
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Contrairement au modèle en cisaillement, on remarque e�ectivement que lorsque les

boucles sont symétriques, il est beaucoup plus simple d’appliquer un modèle hystéré-

tique.

Algorithme 4 Algorithme de calcul modèle hystérétique en �exion

1 Variable
2 C:Calculer à partir de l’élément �ni hybride présenté dans le chapitre suivant
3 Mmax, α, Bb, Kb:Variables du modèle
4 Bdelta:Paramètre de la loi d’évolution de Bb

5 Début
6 Pour t variantDe t0 à t f Faire

7 Si |C| ≥ |Cmax| ou
∣∣Mt−1

∣∣≥ |Mmax| Alors
8 Calcul M à partir de l’équation 4.56 (P1)

9 M ← signe(C) ·Mmax ·
(

1− exp
(
− |C|Kb

))
10 M0 ← M C0 ← C Cmax ← C
11 M1 ← M C1 ← C
12 Bb calculée à partir de l’équation 4.61

13 Bb ← Bb (C) = ∑
8
δ=0 Bδ |C|δ

14 SinonSi C < Ct−1 et |C| ≥ |Cmax| Alors
15 Calcul M à partir de l’équation 4.57 (P2)

16 M ← M0 +Bb · sign(C−C0) · Γ(2)
Γ(2−α) · |C−C0|1−α

17 M1 ← M C1 ← C
18 Sinon
19 Calcul M à partir de l’équation 4.57 (P3)

20 M ← M1 +Bb · sign(C−C1) · Γ(2)
Γ(2−α) · |C−C1|1−α

21 M0 ← M C0 ← C
22 FinSi
23 Ct−1 ← C Mt−1 ← M
24 FinPour
25 Fin
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Bilan - Chapitre 4

4.4 Bilan - Chapitre 4
Au travers de ce chapitre nous avons enrichi le modèle dissipatif présenté par le cha-

pitre 3 dans l’objectif de pouvoir simuler des mises en forme de renforts secs faisant

intervenir des chargements non-monotones. Pour cela, deux approches ont été propo-

sées :

— Une première approche sophistiquée, thermodynamiquement admissible mais né-

cessitant de nombreux paramètres, faisant intervenir beaucoup de variables et

donc étant di�cile à identi�er. Cette approche par surfaces imbriquées est ins-

pirée d’anciens travaux établis par MRoz en 1967. Bien que cette méthode soit

intéressante, sa complexité fait d’elle une méthode non optimisée pour les calculs

actuels faisant souvent intervenir un nombre conséquent d’éléments �nis. C’est

pourquoi une deuxième approche a été proposée.

— Cette seconde approche n’a malheureusement pas pu être véri�ée pour satisfaire

les principes thermodynamiques. En e�et, le potentiel d’énergie libre correspond

à la dérivée temporelle de la déformation élastique. Or ici, nous avons la dérivée

suivant l’angle de cisaillement et à un ordre non-entier. Des travaux ont été com-

mencés à ce propos et sont présentés en annexe D.2. Toutefois, cette approche

thermodynamique en employant la dérivée fractionnaire reste une question ou-

verte.

Ces deux modèles ont été élaborés, identi�és et testés sur des cas test et sur Matlab®.

L’intégration dans un logiciel de calcul par éléments �nis étant une étape délicate, les

deux modèles sont toutefois fonctionnels. Cependant, seul le modèle utilisant la dérivée

fractionnaire sera utilisé étant donnée sa facilité de déploiement et d’identi�cation.

Les objectifs du prochain chapitre sont donc multiples :

— Présentation de l’élément �ni coque hybride et adaptation du modèle dissipatif/-

hystérétique dans ce contexte.

— Validation des modèles en utilisant une approche de dynamique explicit ce qui in-

duit des contraintes d’intégration, notamment à cause de vibrations numériques

des noeuds qui ne représentent pas la réalité. (Des phénomènes de charges/dé-

charges vont apparaitre mais ils sont purement numériques, ils ne sont pas à

prendre en compte.)

— Validation sur des cas-tests : Picture Frame, Bias Extension Test, Flexion 3 Pts.

— Validation sur des cas maîtrisés en chargement monotone : hémisphère, pyramide,

double-dôme.

— Utilisation des modèles pour prédire les déformations suite à des mises en forme

incrémentales.

— Utilisation des modèles pour prédire les déformations suite à la gestion des condi-

tions aux limites.

— Analyse des contraintes résiduelles.
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Chapitre 5

Application des modèles et simulation de mise en
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5. Application des modèles et simulation de mise en forme

5.1 Intégration des modèles dans un logiciel de calcul
de dynamique explicite

L’objectif de cette section est de présenter dans les grandes lignes le moyen numé-

rique utilisé a�n de mener des simulations de mise en forme de renforts secs. Une brève

description de l’élément �ni utilisé y sera faite. Plus de détails seront toutefois donnés à

propos de l’intégration du modèle dans le code de calcul puisque certaines précautions

doivent être prises et ne sont pas triviales.

5.1.1 Description de l’élément �ni
Le sujet de cette thèse n’étant pas l’étude d’un élément �ni, cette section sera brève

mais est nécessaire pour comprendre l’adaptation du modèle hystérétique en vue de l’in-

tégrer dans un logiciel de calcul. L’outil utilisé est un logiciel de calcul par éléments �nis

développé en interne : Plas�b2. Il permet la simulation de mise en forme des renforts de

composite, mais aussi des plaques de préimprégnés puisque des approches thermiques

et visqueuses y sont aussi développées. L’approche est en dynamique explicite confor-

mément aux schémas de Newmark [NEW 59] en suivant la stratégie des di�érences cen-

trées.

L’élément �ni utilisé pour les simulations est un élément coque hybride. En e�et, il pos-

sède la caractéristique d’avoir deux approches di�érentes en fonction des modes de dé-

formation.

2

1

3
5

4

6

h5

h4

h6

γ2

γ1

ψ2

ψ3

φ3

φ1

(e)

(a)

(b)

(c)

Figure 5.1 – Élément �ni de type coque S3 avec ses éléments voisins

— Le mode de déformation en �exion hors plan est décrit par une approche semi-

discrète faisant intervenir les éléments voisins a�n de calculer la courbure hors

plan que subit l’élément. L’ensemble des détails sont écrits dans les travaux de

thèse suivant [HAM 07]. Cette approche permet pour notre loi de comportement,

d’avoir directement accès à la courbure qui est l’unique paramètre d’entrée du

modèle.
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— Les modes de déformation membranaires (cisaillement, traction/compression)

sont quant à eux traités comme si l’élément �ni était continu et l’approche propo-

sée est celle décrite par Belytschko [BEL 00]. Cette approche nous donne le gra-

dient de transformation F qui est le paramètre d’entrée du modèle en cisaillement.

Les grandes lignes sont proposées ci-dessous et quelques détails sont donnés en

annexe E.1.

Dans la méthode présentée ci-dessous, on voit que lors du calcul de la contrainte, le

gradient de transformation F est donné dans la base locale de l’élément �ni alors que

notre modèle nécessite le gradient F dans la base matérielle (base générée à partir des

directions de mèches) du renfort. En e�et, dans le modèle en cisaillement les vecteurs

utilisés sont G1 et G2 donc la direction des mèches dans la base globale.

 
Initialisation (t = 0s)

 Définition d’une base locale (     ) (voir Annexe)

 Calcul de la matrice jacobienne   en base locale (voir Annexe)

 Calcul de l’inverse de la matrice jacobienne   
     en base locale

Ici  est en majuscule car il s’agit des vecteurs à l’état initial

Calcul (t > 0s)

 Calcul de la matrice jacobienne   en base locale (voir Annexe)

 Calcul du gradient  en base locale             

 Calcul de la matrice B [Bmenb]  (cf. belytschko)

 Calcul de la contrainte  par la LDC en base locale : Les modèles interviennent ici

 Calcul de sigma  en base locale

           
 

      

 Définition d’un vecteur stress (base locale) [T] en base locale (cf. belytschko)

  

   
   

   

 

       
       

             

 Calcul des forces nodales [    ] en base locale (cf. belytschko)

 Calcul des forces nodales [    ] en base matérielle

 Mise à jour de la position des nœuds par le schéma numérique explicite (voir Annexe)

Or nous avons besoin, pour le calcul par éléments �nis de la contrainte dans la base

locale. La méthode consiste à de projeter F dans la base globale, calculer S dans cette

même base puis de rapporter S dans la base locale. Ce processus est le plus simple, car à

quelques calculs tensoriels près, il évite de réécrire le modèle dans une base locale indi-
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rectement dépendante des directions des mèches à l’état initial. En e�et, à l’état initial,

les mèches ne sont pas forcément alignées avec les bases locales de chacun des éléments

�nis. L’objectif de paragraphe suivant est donc de décrire cette approche.

5.1.1.1 Adaptation des lois de comportement

A�n de pouvoir valider l’intégration numérique de la loi dissipative, plusieurs véri�-

cations seront faites dont une comparaison entre le modèle hystérétique (donc dissipatif)

et le modèle hyperélastique. En e�et, pour des chargements monotones, aucunes di�é-

rences ne doivent être notées. De plus, dans ce chapitre, nous allons analyser l’intérêt des

modèles hystérétiques et ainsi de nombreuses comparaisons entre des simulations hy-

perélastiques et dissipatives seront e�ectuées. C’est pourquoi il est nécessaire de décrire

ces deux lois dans le cadre de l’utilisation d’un logiciel de calcul par éléments �nis.

Loi dissipative - hystérétique

Comme nous l’avons vu précédemment, le modèle hystérétique nécessite, en paramètre

d’entrée le tenseur F dans la base matérielle or nous avons, au travers de l’élément �ni, le

gradient de transformation dans sa base locale notée (e1,e2) (cf. annexe E.1). Le gradient

peut donc être écrit de la façon suivante :

F(e1,e2) = Fi j ·
(
ei⊗ e j

)
(5.1)

Pour un tenseur dé�ni dans le plan du tissé (contraintes intégrées dans l’épaisseur) :

Fi j ·
(
ei⊗ e j

)
= F11 · (e1⊗ e1)+F12 · (e1⊗ e2)+F21 · (e2⊗ e1)+F22 · (e2⊗ e2) (5.2)

On connait la projection des directions initiales des mèches G1 et G2 dans la base locale,

autrement dit, on a : {
G1 = L11 e1 +L12 e2
G2 = L21 e1 +L22 e2

(5.3)

Une autre formulation possible est la suivante :[
G1
G2

]
=

[
L11 L12
L21 L22

]
·
[

e1
e2

]
= [P] ·

[
e1
e2

]
(5.4)

Cependant, nous avons besoin de passer de la base (e1,e2) à la base (G1,G2). L’équation

précédente permet le contraire. On doit donc simplement inverser la matrice de passage

P. [
e1
e2

]
=

[
L11 L12
L21 L22

]−1

·
[

G1
G2

]
= [P]−1 ·

[
G1
G2

]
(5.5)

Avec

[P]−1 =

[
LInv

11 LInv
12

LInv
21 LInv

22

]
(5.6)
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Il vient donc l’écriture de la base locale dans la matérielle (G1,G2) :{
e1 = LInv

11 G1 +LInv
12 G2

e2 = LInv
21 G1 +LInv

22 G2
(5.7)

Ainsi, l’équation 5.2 peut s’écrire dans la base matérielle en remplaçant les vecteurs e1
et e2 par leurs équivalents projetés :

Fi j ·
(
Gi⊗G j

)
= F11 ·

((
LInv

11 G1 +LInv
12 G2

)
⊗
(
LInv

11 G1 +LInv
12 G2

))
+ F12 ·

((
LInv

11 G1 +LInv
12 G2

)
⊗
(
LInv

21 G1 +LInv
22 G2

))
+ F21 ·

((
LInv

21 G1 +LInv
22 G2

)
⊗
(
LInv

11 G1 +LInv
12 G2

))
+ F22 ·

((
LInv

21 G1 +LInv
22 G2

)
⊗
(
LInv

21 G1 +LInv
22 G2

)) (5.8)

Ce qui est équivalent au résultat suivant (en développant les termes et avec

F11,F12,F21,F22 les composantes de F dans la base (e1,e2)) :

Fi j ·
(
Gi⊗G j

)
= F11 ·

(
LInv2

11
(
G1⊗G1

)
+LInv

11 LInv
12
(
G1⊗G2

))
+ F11 ·

(
LInv

12 LInv
11
(
G2⊗G1

)
+LInv2

12
(
G2⊗G2

))
+ F12 ·

(
LInv

11 LInv
21
(
G1⊗G1

)
+LInv

11 LInv
22
(
G1⊗G2

))
+ F12 ·

(
LInv

12 LInv
21
(
G2⊗G1

)
+LInv

12 LInv
21
(
G2⊗G2

))
+ F21 ·

(
LInv

21 LInv
11
(
G1⊗G1

)
+LInv

21 LInv
12
(
G1⊗G2

))
+ F21 ·

(
LInv

22 LInv
11
(
G2⊗G1

)
+LInv

22 LInv
12
(
G2⊗G2

))
+ F22 ·

(
LInv2

21
(
G1⊗G1

)
+LInv

21 LInv
22
(
G1⊗G2

))
+ F22 ·

(
LInv

22 LInv
21
(
G2⊗G1

)
+LInv2

22
(
G2⊗G2

))
(5.9)

En posant les tenseurs de structures suivant :

L11Inv=

[
LInv2

11 LInv
11 LInv

12
LInv

12 LInv
11 LInv2

12

]
(5.10)

L12Inv=

[
LInv

11 LInv
21 LInv

11 LInv
22

LInv
12 LInv

21 LInv
12 LInv

22

]
(5.11)

L21Inv=

[
LInv

21 LInv
11 LInv

21 LInv
12

LInv
22 LInv

11 LInv
22 LInv

12

]
(5.12)

L22Inv=

[
LInv2

21 LInv
21 LInv

22
LInv

22 LInv
21 LInv2

22

]
(5.13)

il est possible d’écrire le gradient initialement dans la base (e1,e2) dans sa nouvelle base

(G1,G2) adaptée pour le calcul de la contrainte par la loi de comportement proposée

précédemment (chapitres 3 et 4) :

Fi j ·
(
Gi⊗G j

)
= F11 ·L11Inv+F12 ·L12Inv+F21 ·L21Inv+F22 ·L22Inv (5.14)
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5. Application des modèles et simulation de mise en forme

A contrario, une fois la contrainte calculée dans la base matérielle (G1,G2) il faut la

projeter dans la base de l’élément �ni en vue de calculer les e�orts internes, on utilise

donc la même formulation mais cette fois avec les quantités non-inversées (à partir de

l’équation 5.3) :

Si j ·
(
ei⊗ e j

)
= S11 ·L11+S12 ·L12+S21 ·L21+S22 ·L22 (5.15)

avec S11,S12,S21,S22 les composantes de S dans la base (G1,G2) et les tenseurs de struc-

tures L11, L12, L21 et L22 dé�nies ci dessous :

L11=
[

L2
11 L11L12

L12L11 L2
12

]
L22=

[
L2

21 L21L22
L22L21 L2

22

]
(5.16)

L12=
[

L11L21 L11L22
L12L21 L12L22

]
L21=

[
L21L11 L21L12
L22L11 L22L12

]
(5.17)

À partir de ces calculs de projection de tenseur, on a montré qu’il était assez intéressant

de choisir cette stratégie au lieu de réécrire le modèle dans une nouvelle base. De plus, les

calculs des tenseurs de structures doivent être faits qu’une seule fois étant donné qu’on

travaille avec les directions des mèches à l’état initial.

Loi hyperélastique associée

A�n de pouvoir comparer les approches hyperélastiques et les approches dissipatives -

hystérétiques, il est nécessaire d’avoir la même évolution lors des phases de chargement.

L’évolution hyperélastique sera donc dé�nie à partir de l’équation suivante :{
S12 = µ Ksh E12 si |γ|< γ0

S12 = signe(γ)
(

Sy
2 +∑

5
i=1 Ai |γ|i

)
sinon

(5.18)

 

Figure 5.2 – Représentation de la loi de comportement hyperélastique cohérente avec

la bordure supérieure du comportement expérimental
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Intégration des modèles dans un logiciel de calcul de dynamique explicite

Avec les valeurs Ai, Sy identiques aux valeurs dé�nies dans la table 3.1. E12 est calculé à

partir du gradient de transformation F dans la base matérielle (G1,G2). S sera donc dans

cette même base. Il faudra donc, comme son analogue hystérétique, le projeter dans la

base locale de l’élément �ni (e1,e2). La �gure 5.2 montre que le modèle hyperélastique

représente bien la frontière supérieure du comportement expérimental (dans la base ma-

térielle). Dans la suite de ce chapitre, il est donc question de véri�er le modèle hystéré-

tique puis de comparer les approches hyerpélastique et dissipative. En�n, une étude sur

la mise en forme incrémentale sera e�ectuée.

5.1.1.2 Véri�cations

A�n de valider l’intégration dans un logiciel de calcul des modèles, une première

comparaison a été e�ectuée entre le comportement expérimental, la modélisation nu-

mérique par Matlab® et la modélisation numérique par Plas�b2.

Picture Frame Test

La �gure 5.3 propose la comparaison pour un chargement en cisaillement non-

monotone. On voit clairement que l’intégration dans le logiciel de calcul fonctionne

malgré les quelques précautions à prendre.

Figure 5.3 – Comparaison du modèle hystérétique entre l’approche expérimentale,

la modélisation sur Matlab® et la modélisation sur Plas�b2 pour un chargement non-

monotone en cisaillement

En e�et, le schéma temporel de calcul de Plas�b2 étant en dynamique explicite, des phé-

nomènes vibratoires des noeuds viennent perturber le calcul. Pour une loi dissipative

- hystérétique, lorsque le noeud vibre dans le sens de la décharge, la contrainte s’ef-

fondre et donc des répercussions non-négligeables interviennent sur le calcul des e�orts

internes et donc sur le calcul de la nouvelle position des noeuds aussi. Ce phénomène

ne représente pas la réalité ou la physique du matériau. A�n de limiter ce problème, il
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5. Application des modèles et simulation de mise en forme

est nécessaire de s’assurer que le noeud ne vienne pas en arrière à cause de vibration,

mais bien à cause du chargement. Ainsi, une zone de tolérance doit être appliquée pour

s’assurer de ne pas considérer une vibration du noeud pour une décharge.

Le cas en cisaillement hystérétique fonctionnant correctement, au travers d’une simula-

tion de picture frame test, il est possible de véri�er la loi hyperélastique en cisaillement.
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Numerical prediction, hyperelastic — Matlab

Numerical prediction, hyperelastic — Plasfib2

Figure 5.4 – Comparaison du modèle hyperélastique entre l’approche expérimentale,

la modélisation sur Matlab® et la modélisation sur Plas�b2 pour un chargement non-

monotone en cisaillement

De même que précédemment, l’intégration fonctionne correctement. De plus, les pro-

blèmes vibratoires ne sont plus très graves puisque le modèle étant hyperélastique la

variation parasite n’a pas beaucoup d’in�uence sur la contrainte. Cette dernière est lé-

gèrement modi�ée mais ne s’e�ondre pas. Ainsi, l’impact sur le calcul est négligeable.

Comme pour le modèle hystérétique, la comparaison a été faite en appliquant le char-

gement proposé par la �gure 3.17 ou la table 3.3 du chapitre 3. La validation des deux

modèles (hyperélastique et hystérétique) en cisaillement est donc faite.

 

Figure 5.5 – Évolution de l’angle de cisaillement lors d’une simulation éléments �nis

d’un Picture Frame Test suivant une charge et une décharge
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Flexion Trois Points

En ce qui concerne la �exion, le même type de véri�cation a été e�ectué dont les résul-

tats sont proposés �gures 5.6 et 5.7. Le calcul en �exion est direct et ne nécessite pas

de changement de base puisqu’il s’agit d’une relation directe entre la contrainte et le

moment de �exion.
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Figure 5.6 – Comparaison du modèle hyperélastique entre l’approche expérimentale,

la modélisation sur Matlab® et la modélisation sur Plas�b2 pour un chargement non-

monotone en �exion hors plan
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Figure 5.7 – Comparaison du modèle hystérétique entre l’approche expérimentale,

la modélisation sur Matlab® et la modélisation sur Plas�b2 pour un chargement non-

monotone en �exion hors plan

On remarque ici aussi que l’intégration numérique est plutôt correcte et coïncide par-

faitement avec les modèles Matlab®. Toutefois, comme pour le modèle hystérétique en
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5. Application des modèles et simulation de mise en forme

cisaillement, le modèle hystérétique en �exion nécessite de prendre quelques précau-

tions pour les mêmes raisons vibratoires que précédemment.

Bias Extension Test

Un essai complémentaire de véri�cation par approche expérimentale est l’essai de Bias

Extension Test. En e�et, nous avons vu dans le chapitre 2 que pour caractériser le cisaille-

ment pur en chargement non-monotone, l’essai de Picture Frame était le plus adéquat.

En e�et, le problème du Bias Extension Test est que lorsque des chargements cycliques

(non-monotones) y sont appliqués, lors de la phase de décharge, un pli va se former (phé-

nomène de �ambement). L’idée est alors de comparer les simulations hyperélastique et

dissipative pour voir si ce phénomène de �ambement peut être prédit.

Remarque : on notera que pour générer une déformation numérique hors plan comme le

�ambement, il est nécessaire d’ajouter à la mise en donnée une petite perturbation pour

générer le mode de �ambement (qui consiste à légèrement décaler (1e-10) un noeud dans

la direction perpendiculaire au plan formé par le renfort) . En e�et, sans cette perturba-

tion, les déformations seraient parfaitement dans le plan et ainsi aucun phénomène ne

serai créé. Dans les deux cas (hyperélastique et hystérétique) la perturbation sera mise

en place.

Le chargement appliqué est donc une simple charge - décharge. Le résultat est proposé au

travers de trois �gures (5.8, 5.9, 5.10). La première représente l’évolution de la contrainte

de cisaillement dans chacune des parties d’une éprouvette de BET (cf. �gure 2.1).

 

Close up 

𝒜1 

Figure 5.8 – Évolution de la contrainte dans les di�érentes zones du Bias Extension

Test ainsi que l’e�ort mesuré lors d’un essai non-monotone

La �gure 5.8 montre un phénomène extrêmement important pour mieux comprendre les

mécanismes de déformation lors de mise en forme (simulation et réalité). Nous pouvons

détailler cette �gure en la découpant en trois parties :
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Intégration des modèles dans un logiciel de calcul de dynamique explicite

— Première partie t ∈ [0,300[ sec : Il s’agit de la phase de chargement, on aperçoit

alors 4 courbes : La courbe d’e�ort expérimental en trait discontinu, et les trois

états de contrainte correspondant aux trois zones du BET. L’état de contrainte

dans la zone non cisaillée est bien égal à 0 et l’état de contrainte dans les quatre

zones semi-cisaillées est bien plus petit que l’état de contrainte de la zone totale-

ment cisaillée.

— Seconde partie t ∈ [300,320[ sec : Dans cette étape, la décharge commence, la

force diminue ainsi. De plus, les contraintes dans l’éprouvette diminuent aussi

et l’état de contrainte dans les zones semi-cisaillées est alors négatif, on rentre

en compression alors que l’état de contrainte dans la zone totalement cisaillée

et l’e�ort sont encore positifs. Ceci est clairement intéressant puisque des phé-

nomènes non intuitifs sont alors décrits et prédits par les modèles hystérétiques

comme avoir un e�ort positif (équivalent à une traction) alors que la contrainte

est en compression dans certaines parties de l’éprouvette, phénomène qui est très

complexe à voir expérimentalement. Ceci permet donc d’avoir une nouvelle vi-

sion sur la compétition cisaillement/�exion puisque les modèles hyperélastiques

ne permettent pas d’avoir de tels résultats.
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Initial state 

(theory) 
t = 0s 
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Figure 5.9 – Schématisation des zones semi-cisaillées qui ont une contrainte négative

alors que l’e�ort reste positif

— La dernière partie t ∈ [320,620] sec : La contrainte n’évolue plus dans cette phase

quelle que soit la zone étudiée. En e�et, la compétition �exion/cisaillement donne

l’avantage à la �exion et ainsi du �ambement apparaît (cf. �gure 5.10). Comme

on peut le constater, ceci n’apparaît pas en utilisant un modèle hyperélastique

puisque la contrainte, lors de la décharge, va suivre le même trajet que la phase

de charge.
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5. Application des modèles et simulation de mise en forme

Le détail de l’état de contrainte est schématisé par la �gure 5.9. Pour t = 320 sec on

voit bien que l’état de contrainte dans les zones semi-cisaillées (B1, B2, B3, B4) est bien

négatif.

Sur la �gure 5.10 trois états de chargement sont présentés en comparant l’approche hy-

perélastique (réversible) et l’approche dissipative (irréversible). L’état (a) correspond à

l’état �nal de chargement. L’état (b) correspond au début de la décharge. On aperçoit

des plis se former dans les zones semi-cisaillées. En�n, l’état (c) correspond à un laps de

temps un peu plus grand et le pli s’est généralisé sur l’ensemble de l’éprouvette. L’uti-

lisation de loi de comportement hyperélastique ne fera pas apparaître le �ambement,

puisque l’énergie au lieu d’être majoritairement dissipée est stockée. Ainsi, lors de la

décharge, cette énergie est restituée et l’éprouvette reviendra à son état initial. C’est ce

qu’on voit avec les phases (a), (b) et (c) de la �gure 5.10.
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Figure 5.10 – Flambement hors plan : comparaison entre une simulation irréversible

(dissipative) et réversible (hyperélastique). Confrontation avec l’expérience

On voit aussi, par comparaison avec l’expérience (cas (d) sur la �gure 5.10) que la défor-

mée théorique coïncide correctement avec la déformée numérique.

Cette approche montre donc de façon signi�cative l’intérêt d’utiliser des modèles hys-

térétiques. Nous verrons par la suite, que pour des simulations de mise en forme simple

(chargements essentiellement monotones comme l’hémisphère ou la pyramide),les dif-

férences entre les deux approches ne sont pas notables. Toutefois, pour des géométries

plus complexes nécessitant des approches de mise en forme incrémentales, nous verrons

que les modèles hystérétiques prennent tout leurs sens.
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Au travers de cette simulation et comparaison avec l’expérience, on vient de
montrer que les modèles hystérétiques permettent de considérer des phéno-
mènes négligés et non quanti�és jusqu’à présent.
L’objectif de la prochaine section est de proposer l’ultime phase de véri�cation du modèle

hystérétique en faisant des simulations de mise en forme dans lesquelles les chargements

sont essentiellement monotones. Ainsi peu de di�érence devrait être notables, aussi bien

en terme d’angle de cisaillement, moment de �exion, courbure, contraintes ou encore de

géométrie.

5.2 Validation des modèles par simulations mono-
tones

Le chargement dans cette section est monotone et est présenté �gure 5.11. Il s’agit

simplement d’emboutir le renfort en déplacement le poinçon sur une distance dé�nie en

amont (PunchTarget sur la �gure 5.11).

 

PunchTarget 

Figure 5.11 – Déplacement du poinçon imposé pour les simulations monotones

De plus, les simulations et comparaisons dans cette section 5.2 concernent trois mises

en forme usuellement employées pour valider les modèles :

— L’hémisphère (5.12 (a)) : cette mise en forme a l’avantage de former des plis et

d’avoir des champs de cisaillement bien dé�nis. Elle a aussi l’avantage d’être très

bien maîtrisée expérimentalement. Les premières comparaisons sont très souvent

e�ectuées à partir de cette géométrie.

— Le double dôme (5.12 (b)) : cette géométrie a l’avantage d’avoir une forme un peu

plus complexe. De plus, les poinçons vont venir écraser les éventuels plis qui vont

se former et on peut donc suivre de façon précise l’évolution des mécanismes de

déformation. Cette géométrie a aussi l’avantage d’être souvent utilisée expéri-

mentalement.
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— La pyramide (5.12 c)) : cette géométrie est un peu plus rare mais permet d’utili-

ser des serre-�ancs ce qui induit une distribution plus complexe des plissements.

N’apportant rien de particulier dans notre cas, cet essai ne sera pas présenté ici.

 

 

 

 

 

 

 

(a) (b) (c)

Figure 5.12 – Simulations traitées dans la section 5.2 par approche monotone

La �gure 5.12 représente ces trois géométries. On y aperçoit, à chaque fois, les outils

qui seront considérés comme rigide en noir et le renfort en gris. Ces deux approches

sont donc présentées ci-dessous notamment en comparant le modèle hystérétique avec

le modèle hyperélastique pour des chargement monotones.

5.2.1 Hémisphère
L’emboutissage hémisphérique est très répandu dans le domaine de la simulation,

car malgré sa simplicité apparente, il permet toutefois de créer des plissements, d’avoir

des champs de cisaillement larges et ainsi permet de comparer de façon quantitative les

modèles.

 

 

 

 

 

 

 

 

Mold | L = 500 mm, l =  500 mm,  160 mm 

Fabric | L = 420 mm, l = 420 mm (G1151)

Punch |  150 mm

Mold | r = 10 mm

Figure 5.13 – Outillage numérique et renfort pour la simulation de mise en forme hé-

misphérique

Les résultats de simulations sont présentés par les �gures 5.14, 5.15 et 5.16. On y compare

notamment les états de chargement en cisaillement (angle de cisaillement), en �exion
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(courbure dans le sens trame et chaîne) et les états de contrainte dans les mêmes con�-

gurations. On compare aussi la di�érence de géométrie résultant de la comparaison ma-

croscopique des deux approches (hyperélastique et dissipative).

 

Figure 5.14 – Comparaison en terme d’état de chargement en cisaillement et en �exion

des deux approches : dissipative (à gauche) et hyperélastique (à droite)

Sans grande surprise, il n’y a pas beaucoup de di�érence entre les deux approches pour

ce type de simulation. Le problème de ce genre de comparaison est qu’il s’agit d’une

approche macroscopique, il est di�cile de quanti�er les écarts a�n de faire des choix

stratégiques en terme de mise en forme. En e�et, il est di�cile de dire quelles sont les

di�érences entre ces deux modèles. C’est ainsi, que pour la suite des comparatifs, lors-

qu’il s’agit de quantités de déformations ou de contraintes, les résultats comparés seront

présentés sous forme de radar comme sur la �gure 5.15. Cette approche, beaucoup plus

visuelle permet d’un simple coup d’oeil, de savoir quelle stratégie de modélisation ou de

simulation choisir pour quel critère.
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On voit par exemple, sur la �gure 5.15 à droite, sur le radar, que les deux approches

pour l’emboutissage hémisphérique sont quasiment identiques en terme de déformation

du renfort. Toutefois, il faut garder en tête que les modèles hystérétiques prennent en

compte de la dissipation d’énergie. Ainsi, le renfort ne reviendra pas dans son état initial

si on retire les poinçons. Nous pouvons donc quanti�er les déformations plastiques et

l’énergie dissipée. A contrario, avec un modèle hyperélastique, le renfort une fois libre

de ses contraintes va restituer toute l’énergie stockée et reviendra donc à son état initial.

Les modèles hystérétiques permettent donc de prendre en compte et de quanti-
�er les contraintes résiduelles dans un renfort et ainsi son retour élastique une
fois le chargement terminé.

 

Figure 5.15 – Approche quantitative de comparaison par radar (a droite). En jaune le

modèle hystérétique et en bleu le modèle hyperélastique. Vue en coupe de la géométrie

déformée à gauche

 

 

 

 

 

Figure 5.16 – Comparaison de la contrainte de cisaillement dans le renfort : hystéré-

tique (à gauche) et hyperélastique (à droite)

Sur la �gure 5.15 on voit bien que pour ce genre de chargement, les di�érences ne sont

pas notables. Les petites variations de valeur proviennent du fait que le modèle hys-

térétique dissipe de l’énergie et ainsi la compétition entre le mode de déformation en
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cisaillement et le mode de déformation en �exion n’est pas exactement identique. Toute-

fois, les di�érences visibles sur cette �gure ne sont pas su�samment importantes pour

en tirer des conclusions. De la même façon, la �gure 5.16 montre que la di�érence en

terme de contrainte est très faible.

 

 

 

 

 

Figure 5.17 –Comparaison du moment de �exion dans le renfort : dissipative (à gauche)

et hyperélastique (à droite)

Comme il l’a été dit précédemment, l’approche comparative des déformations et

contraintes se fera uniquement grâce aux radars. Les �gures présentant le tissu déformé

seront donc utilisées seulement lorsque des propriétés intéressantes seront présentes.

 

Figure 5.18 – Graphe radar des di�érentes quantités comparées : déformations,

contraintes et observations macroscopiques
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Compte tenu des résultats présentés ici et des résultats expérimentaux présents dans

la thèse [ABD 18], nous pouvons conclure que les lois de comportement sont capables

de prédire le comportement expérimental. Ainsi, nous pouvons les utiliser dans des si-

tuations plus complexes mais connues dans un premier temps puis nouvelles dans un

second temps.

5.2.2 Double Dôme
La seconde application du modèle porte sur l’emboutissage double dôme. En e�et,

cette géométrie est aussi régulièrement utilisée pour véri�er les modèles.
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Figure 5.19 – Outillage numérique et renfort pour la simulation de mise en forme

double dôme

 

Figure 5.20 – État de déformation et de contrainte du double dôme : comparaison hy-

perélastique et hystérétique

164



Validation des modèles par simulations monotones

Sur cette géométrie, nous pouvons voir le poinçon coupé en 15 parties. Il s’agit en réalité

de l’outillage numérique qui sera utilisé pour les mises en forme incrémentales. Toute-

fois, si nous faisons translater les 15 poinçons en même temps, les entrefers étant trop

petits, le résultat ne sera pas in�uencé.

Contrairement à précédemment, nous a�cherons uniquement la géométrie déformée

avec le modèle hystérétique ainsi que les graphes radar permettant de comparer les deux

modèles.

 

Figure 5.21 – Champ de cisaillement et de �exion sur l’essai de double dôme pour le

modèle hystérétique

Comme pour l’emboutissage hémisphérique, le double dôme ne donne pas d’informa-

tions pertinentes supplémentaires. Nous pouvons toutefois considérer les modèles hysté-

rétiques opérationnels puisque les résultats entre les approches hyperélastiques et hysté-

rétiques ne présentent pas de di�érences signi�catives. Nous pouvons donc commencer

à étudier la stratégie de mise en forme incrémentale en utilisant uniquement les modèles

hystérétiques.
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5.3 Mise en forme incrémentale
Les mises en forme incrémentales consistent à déformer un renfort en utilisant plu-

sieurs poinçons indépendamment. Une multitude de trajets de chargement peut donc

être testée a�n d’optimiser un critère choisi préalablement. Par exemple, nous pouvons

tenter de réduire l’angle de cisaillement maximum en utilisant un certain trajet de char-

gement (ou séquencement). Toutefois, si on veut réduire le plissement, une autre straté-

gie pourra éventuellement être utilisée. L’objectif de cette section est donc de montrer

quelques résultats intéressants, sur lesquels des discussions peuvent être menées.

 

(a) (b) (c)

(d) (e)

Figure 5.22 – Outillages numériques utilisés pour les simulations de mise en forme

incrémentale

Pour cela, nous allons utiliser cinq géométries très di�érentes les unes des autres. Nous

allons commencer par une géométrie en U (5.22(a)) puis par le double dôme (5.22(b)) avec

des chargements spéci�ques puisque le poinçon est découpé en 15 morceaux pilotables

indépendamment. Dans un second temps, l’analyse se portera sur la simulation d’em-

boutissage de boite (5.22(c)), puis du T (5.22(d)) et en�n sur une géométrie extrêmement

complexe comme une croix avec quatre branches (5.22(e)).

Remarque : Comme on peut s’en douter, la quantité de chargement di�érents peut être

extrêmement grande, ainsi l’outil de simulation devient un atout de taille dans la maîtrise

de ce type de procédé.

5.3.1 Motivation et objectifs
Dans un contexte industriel ne cessant d’évoluer, les géométries à draper deviennent

de plus en plus délicates. Les méthodes de mise en forme usuelles ne sont parfois pas
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capables de permettre la déformation du renfort sans l’endommager ou le détruire. Ainsi,

de nouvelles méthodes doivent être proposées a�n d’apporter des solutions constructives

à ce verrou technologique et technique. De récents travaux ont permis de montrer les

points forts et les points faibles de telles méthodes [COU 18].

L’objectif de cette section est aussi de compléter les informations données dans les pré-

cédents travaux en y comparant les approches hyperélastiques et dissipatives d’une part

mais aussi en confrontant di�érents trajets de chargement d’autre part.

Un autre détail notable réside sur le fait que l’utilisation de serre-�ancs dans les phases

d’emboutissage contribue parfois à la génération de chargements cycliques sur le renfort.

Ces derniers ne sont pas convenablement considérés par des approches hyperélastiques.

En�n, une approche dissipative permet d’avoir accès aux contraintes résiduelles pré-

sentes dans le renfort une fois celui-ci drapé, ce que ne permet pas une approche hyper-

élastique. Nous verrons à la �n de ce chapitre, au travers d’une comparaison entre les

deux approches, que l’utilisation de modèles hystérétiques permet l’accès à cette infor-

mation qui est d’une importance majeure si on souhaite faire de l’analyse post-process.

On peut par exemple regarder la déformation de la pièce lorsqu’on enlève le ou les poin-

çon(s), si on veut simuler le comportement de la pièce une fois mise en service comme

certains travaux ont pu commencer à l’étudier Aridhi et Al. [ARI 19] ou encore si on

veut avoir des informations pour la phase d’injection de résine du procédé RTM. Cette

information, jusqu’à maintenant non ou peu disponible permet d’avoir une meilleure

connaissance de l’état globale du renfort une fois déformé et ainsi, savoir précisément

ou se situent les zones critiques, fragiles ou endommagées.

5.3.2 Proposition de cas test
A�n d’avoir un point de vue complet sur la mise en forme incrémentale, plusieurs

géométries apportant chacune des informations pertinentes ont été utilisées.

5.3.2.1 Simulations avec la géométrie en U

 

 

 

 

Fabric | L = 510 mm, l = 50 mm (G1151)

Poinçons (4 ici)

Moule

1 2 3 4 

Figure 5.23 – Outillage numérique pour la simulation de mise en forme en U
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Deux chemins de chargement sont proposés :

— Le type F : ce chemin correspond à la mise en forme usuelle, en une seule étape

(�gure 5.24(a)).

— Le type I : ce trajet correspond à la mise en forme incrémentale, dans le cas pré-

sent, les poinçons extérieurs commencent à déformer le renfort. Une fois qu’ils

ont atteint leurs positions d’arrivée, les poinçons internes commencent à bouger

(�gure 5.24(b)).

 

Die N° 1, 2, 3 & 4 

(a) Type F

 

Die N° 1 & 4 
to 6 & 10 to 

15 Die N° 2 & 3 

(b) Type I

Figure 5.24 – Chargements étudiés pour la mise en forme en U

L’intérêt d’une telle simulation réside dans le fait que l’utilisation de serre-�ancs (consi-

dérés comme les poinçons 1 et 4) change le résultat �nal. Ceci n’est pas nouveau, on sait

déjà que si on utilise des serre-�ancs c’est pour éviter le plissement. Toutefois, on voit

par la �gure 5.26 que la variation de courbure n’est pas monotone et est générée par les

serre-�ancs.

La �gure 5.25 montre la géométrie �nale du renfort une fois la stratégie F appliquée. On

remarque l’écart entre le moule et le renfort au centre du montage.

 

Figure 5.25 – Champ de courbure sens trame pour la simulation de type F de mise en

forme en U
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Bleu clair Bleu Bleu foncé Blanc

Figure 5.26 – Variations de courbure sens chaîne lors d’une simulation en U

 

Figure 5.27 – Champ de courbure sens trame pour la simulation de type I de mise en

forme en U

Cet écart, peut ensuite être écrasé par un autre poinçon, toutefois cette étape d’écrase-
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ment va générer du �ambement local et ainsi diminuer considérablement les caractéris-

tiques mécaniques du renfort.

En utilisant la stratégie I (�gure 5.27), cet écart n’existe plus et ainsi le tissu est cor-

rectement drapé. La �gure 5.28 montre le mouvement d’un noeud situé au centre du

renfort, on voit que la courbe en noir se stabilise sur une hauteur de plus d’environ 5

mm (chargement F) alors qu’avec le chargement I l’écart n’existe plus.

 

Figure 5.28 – Comparaison entre les stratégies F et I sur la taille du pli formé au centre

du montage

La �gure 5.29 compare de façon quantitative les deux approches. On voit clairement que

la stratégie de type I permet bien d’avoir une géométrie �nale du renfort qui correspond

au moule. En e�et, la courbure est plus élevée ce qui signi�e que le changement de

direction est plus prononcé sur le haut du moule.

 

Figure 5.29 – Comparaison quantitative par radar entre les approches F et I pour la

simulation en U

170



Mise en forme incrémentale

De plus sur le dernier radar (à droite), la stratégie I n’apparaît pas puisqu’il n’y a pas de

plissement.

A partir de cet essai simple, on a vu que la mise en forme incrémentale peut avoir des

in�uences non négligeables sur la géométrie et sur les écarts entre la géométrie sou-

haitée (moule) et la géométrie obtenue (renfort). Dans ce cas spéci�que, les poinçons

1 et 4 peuvent être considérés comme des serre-�ancs. Un exemple d’application plus

complexe est proposé ci-dessous.

5.3.2.2 Simulations avec la géométrie du double dôme

L’outillage numérique est proposé par la �gure 5.30. Comme on peut le constater,

le poinçon est découpé en 15 tronçons égaux. Ceci induit donc une multitude de trajets

de chargement possibles, or seulement trois seront présentés ici, deux maintenant et un

plus tardivement dans le manuscrit. Les deux premiers trajets sont décrits par la �gure

5.31.
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Figure 5.30 – Outillage numérique et renfort pour la simulation de mise en forme de

double dôme

Comme précédemment, le trajet F (�gure 5.31a) correspond à un emboutissage usuel

c’est-à-dire avec un déplacement des 15 poinçons à la fois. Le trajet I (�gure 5.31b) cor-

respond à un trajet incrémental. La couronne extérieure est dans un premier temps mise

en mouvement puis les trois poinçons centraux suivent.

La comparaison entre ces deux chargements est proposée par la �gure 5.32. Sur cette

�gure, on peut voir que d’un point de vue macroscopique sur la géométrie de la pièce

que peu de di�érences sont notables.
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Die N° 1 to 15 

(a) Type F

 

Die N° 1 to 6 
& 10 to 15 

Die N° 7, 8 & 9 

(b) Type I

Figure 5.31 – Chargements étudiés pour la mise en forme du double dôme

 

Figure 5.32 – Comparatif des résultats entre les approches F (à gauche) et I (à droite)

pour la simulation de double dôme
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L’approche par radar n’apporte pas beaucoup d’informations supplémentaires excepté

le fait que la courbure est une peu plus élevée dans l’approche I (incrémental). Ceci s’ex-

plique par le même phénomène que précédemment, la couronne vient d’abord déformer

le renfort puis les trois poinçons centraux viennent �nir de draper le tissé. La tension

apportée par la couronne va donc permettre d’éviter d’éventuels écart entre le moule et

le renfort. Ainsi, le renfort est mieux drapé dans le cas d’une stratégie incrémentale.

 

Figure 5.33 – Comparaison quantitative par radar entre les approches F et I pour la

simulation de double dôme

 

Figure 5.34 – Comparaison géométrique des deux approches F (en blanc) et I (en rouge)

pour la simulation de double-dôme

La �gure 5.34 compare les deux géométries. En blanc, la géométrie �nale issue de la

stratégie F et en rouge la géométrie �nale issue de la stratégie I. On observe que la géo-
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métrie rouge correspond mieux au moule que la géométrie blanche. Les di�érences ne

sont pas signi�catives, mais sont présentes. Finalement, ce petit écart (avec la straté-

gie F) va générer du �ambement local lors de l’injection de résine et ainsi détériorer les

caractéristiques mécaniques de la pièce.

En�n, un troisième trajet est proposé par la �gure 5.35. Ce chargement plus particulier

induit un type de défaut courant dans la mise en forme incrémentale.

 

Die N° 1, 6 & 11 Die N° 2, 7 & 12 Die N° 3, 8 & 13 Die N° 4, 9 & 14 Die N° 5, 10 & 15 

70 

Figure 5.35 – Cas de chargement (type 3) pour l’emboutissage du double dôme

 

Figure 5.36 – Résultat de la troisième stratégie de chargement pour la mise en forme

double dôme
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En e�et, comme on peut le constater sur la �gure 5.36 le drapage du renfort dans ces

conditions n’est pas optimal. Jusqu’à l’étape 6, l’ensemble se comporte correctement.

Toutefois, sur la dernière étape, un pli va se former et s’écraser. L’angle de cisaillement et

la courbure vont croître de manière signi�cative ce qui va avoir comme e�et de fragiliser

la pièce �nale. On peut voir l’évolution de la courbure et de l’angle de cisaillement sur

le radar (toujours sur la �gure 5.36) en jaune.

Ce défaut extrêmement préjudiciable pour la pièce est plus visible sur la �gure 5.37. On

y aperçoit clairement le pli écrasé et donc un endroit de faiblesse et de concentration de

contrainte.

 

Figure 5.37 – Défaut prédit par la simulation de mise en forme du double dôme

Comme on a pu le voir au travers de cet exemple, les trajets de chargement peuvent

permettre l’accès à de meilleurs résultats mais peuvent aussi permettre la génération

de plissements ou de concentrations de contrainte. C’est pourquoi une �ne analyse du

résultat et la compréhension des phénomènes de déformation sont nécessaires aux bons

choix stratégiques.

5.3.2.3 Simulations avec la géométrie de la boite

La boite fait partie des géométries régulièrement demandées. En e�et, son utilisation

est multiple, comme pour des rehausses de siège par exemple. L’idée ici est encore une

fois d’appliquer un chargement non-monotone par l’utilisation d’un serre-�anc qui fait

le tour de la géométrie souhaité puis par l’emboutissage du renfort par un poinçon.

La géométrie est proposée �gure 5.38. Les deux chargements sont décrits par la �gure

5.39a pour la mise en forme usuelle et par la �gure 5.39b pour la mise en forme incré-

mental.
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P

BH

Mold

Fabric (G1151)

Figure 5.38 –Outillage numérique et renfort pour la simulation de mise en forme d’une

boite

 

BH & P 

(a) Type F

 

BH P 

(b) Type I

Figure 5.39 – Chargements étudiés pour la mise en forme de la boite

 

Figure 5.40 – Comparaison quantitative par radar entre les approches F et I pour la

simulation de la boite
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Les résultats de simulation en terme d’angle de cisaillement, courbure sens trame et

courbure sens chaîne sont présentés par les radars de la �gure 5.40 et par la �gure 5.41.

 

Figure 5.41 – Comparatif des résultats entre les approches F (à gauche) et I (à droite)

pour la simulation de la boite

 

F

I

Figure 5.42 – Comparaison de la taille du défaut lors de la mise en forme de la boite.

En haut, la stratégie usuelle et en bas la stratégie incrémentale
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Encore une fois, pas de di�érences majeures sur les caractéristiques, toutefois des varia-

tions cycliques de courbure identiques à celles présentées par la �gure 5.26 sont générées.

De plus, la �gure 5.42 représente l’intérêt de l’utilisation de la stratégie incrémentale

puisque l’écart entre le renfort et le moule est plus faible avec cette approche.

En conclusion de ces trois premières géométries, nous pouvons retenir deux choses :

— L’utilisation de serre-�ancs génère des chargements non-monotones en �exion et

parfois en cisaillement. A�n de connaître le bon état de contrainte du renfort à

cet instant-ci, l’utilisation de modèle hystérétique est important.

— A�n de réduire l’écart entre le moule et le renfort lors de la mise en forme et

ainsi d’éviter de venir écraser le tissé pour la phase d’injection de résine, ce qui

aura tendance à générer du �ambement local, l’emboutissage incrémentale est

pertinent. L’idée consiste à draper dans un premier temps l’extérieur de la forme

pour tendre le renfort et ensuite de venir draper l’intérieur de la géométrie (comme

ce qui a été fait pour le double dôme avec la deuxième stratégie).

Ces trois premières géométries restaient tout de même relativement simples comparées

à certaines demandes industrielles. En e�et, il n’y avait pas de changements de directions

brutales, les formes y étaient souvent symétriques, etc. L’objectif des deux géométries

suivantes est d’aller un peu plus loin dans l’analyse des chargements incrémentaux en

proposant des trajets plus variés que l’utilisation de poinçon en guise de serre-�ancs.

5.3.2.4 Simulations avec la géométrie en T

Dans ce contexte les géométries seront un peu plus di�ciles à mettre en forme. Par

exemple, la �gure 5.43 propose l’outillage pour la mise en forme du T.

 

P_Top [PHT]

BH_Right [BHR]

P_Right [PR]
P_Left [PL]

BH_Left [BHL]

Mold

Fabric (G1151)

BH_Top [BHT]

 

 

 

 

 

 

 

Figure 5.43 – Outillage numérique et renfort pour la simulation de mise en forme du

T

Les chargements sont proposés par la �gure 5.44. L’objectif est de comparer une mise
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BHT, BHR, BHL, 
PT, PR & PL 

(a) Type F

 

BHT, BHR & BHL 

PT & PR 

PL 

(b) Type I

Figure 5.44 – Chargements F et I étudiés pour la mise en forme du T.

en forme usuelle 5.44a et une mise en forme incrémentale 5.44b en utilisant le modèle

hystérétique dans chacun des cas.

 

Figure 5.45 – Comparaison de la géométrie macroscopique et de l’angle de cisaillement

pour les approches F (à gauche) et I (à droite) pour la simulation du T

L’angle de cisaillement issu des simulations est présenté par la �gure 5.45. On peut aussi

y voir les di�érences de géométrie �nale. On remarque qu’avec une approche usuelle,

un pli se forme et réduit considérablement les propriétés mécaniques de la pièce. De

plus, l’écart entre le moule et le renfort est très présent. A contrario, avec une approche

incrémentale, l’écart disparaît et le plissement sur le devant de la géométrie est très
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fortement réduit.

La �gure 5.46 propose des plans de coupe dans deux directions a�n de comparer les

approches. On voit très clairement que l’approche incrémentale permet d’emboutir le

renfort sur cette géométrie tout en limitant les plissements et/ou les recouvrements qui

ne peuvent pas être admissibles.

 

Strategy F

Strategy IA B

A

B

I
F

F
I

Figure 5.46 – Comparaison des déformations des renforts pour les deux approches (F

et I) pour la simulation du T

L’approche incrémentale permet donc d’avoir une forme macroscopique plus adéquate

et respectant la géométrie du moule. Toutefois l’analyse des déformations et contraintes

montre que malgré une meilleure géométrie, l’approche incrémentale génère de plus

grands angles de cisaillement, mais une courbure moins élevée (�gure 5.47). Toutefois,

compte tenu du comportement mécanique du renfort, les moments de �exion sont iden-

tiques et la contrainte de cisaillement est nettement plus élevée avec l’approche incré-

mentale.

 

Figure 5.47 – Comparaison quantitative par radar entre les approches F et I pour la

simulation du T
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En conclusion, l’optimisation de la géométrie n’est pas sans conséquences. Bien que le

plissement ou le recouvrement disparaissent avec la stratégie I, l’angle de cisaillement

est plus important. Il est donc important de bien analyser les di�érentes stratégies et

d’en peser les points positifs et négatifs.

La dernière géométrie étudiée est une croix 4 branches. Dans un premier temps, quatre

trajets de chargement seront proposés et une comparaison en terme de géométrie sera

faite. Dans un second temps, une analyse des déformations et contraintes est e�ectuée

à partir des graphes radars. La variation de l’angle de cisaillement d’une partie des élé-

ments �nis est proposée a�n d’en schématiser les variations cycliques d’angle de ci-

saillement. Toutefois, compte tenu de la géométrie intéressante, un moule en bois a été

fabriqué a�n de comparer les approches hystérétiques, hyperélastiques et expérimen-

tales. Ainsi, une simulation utilisant le modèle hyperélastique est également proposée.

5.3.2.5 Simulations avec la géométrie de la croix 4 branches

L’outillage est proposé par la �gure 5.48. Le montage est constitué de la croix et de

quatre poinçons identiques.

  

 

 

 

1 2 

3 4

4 

Figure 5.48 – Outillage numérique et renfort pour la simulation de mise en forme de

la croix 4 branches

Compte tenu du nombre de poinçons, les trajets de chargement sont multiples. Seule-

ment quatre d’entre eux sont proposés ici :

— Le trajet P : il s’agit du trajet en parallèle. Les poinçons 1 et 2 commencent à dé-

former le renfort jusqu’à atteindre leurs positions �nales, après quoi les poinçons

3 et 4 commencent leurs mouvements.

— Le trajet F : il s’agit de la mise en forme usuelle ou les quatre poinçons bougent

en même temps.

— Le trajet U : les poinçons déforment le renfort les uns après les autres.
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— Le trajet D : le chargement est identique au trajet P toutefois, on travaille en dia-

gonale ici. C’est-à-dire que les poinçons 1 et 4 commencent et les poinçons 2 et 3

terminent la déformation du renfort.

L’ensemble de ces chargements sont proposés par les �gures 5.49 et 5.50.

 

Die N° 1 & 2 

Die N° 3 & 4 

(a) Type P

 

Die N° 1, 2, 3 & 4 

(b) Type F

Figure 5.49 – Chargements P et F étudiés pour la mise en forme de la croix.

 

Die N° 1 Die N° 2 Die N° 3 Die N° 4 

(a) Type U

 

Die N° 1 & 4 

Die N° 2 & 3 

(b) Type D

Figure 5.50 – Chargements U et D étudiés pour la mise en forme de la croix.

La �gure 5.51 représente l’état de déformation macroscopique ainsi que les champs de

cisaillement. On remarque que quel que soit le trajet, le résultat semble être sensiblement

le même à cette échelle. Toutefois les champs de cisaillement (�gure 5.51) et de courbure

(�gures 5.52 et 5.53) di�èrent légèrement de manière locale. En e�et, certains trajets

génèrent plus de plissement que d’autres, ainsi les courbures et angle de cisaillement

vont varier.

Ces variations d’angle de cisaillement et de courbure en fonction des stratégies utilisées

sont présentées par les radars de la �gure 5.56. On remarque notamment que la stratégie

P n’est pas du tout adapté à ce problème. Constat appuyé par la �gure 5.54 qui comporte

l’état de déformation dans des plans de coupe passant au travers de la croix.

Dans ces plans de coupe on remarque que le trajet P est le moins optimisé pour cette

géométrie. On peut donc, à partir de la �gure 5.54, avoir certaines conclusions sur les
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types de chargement. Les géométries du renfort déformé pour les autres stratégies sont

en revanche identiques. Ainsi, une approche en terme de contraintes/déformations est

nécessaire.

  

P F

U D

P F U D

Figure 5.51 – Comparaison de la géométrie et de l’angle de cisaillement pour les quatre

approches (P, F, U et D) sur une simulation de croix 4 branches

On remarque sur la �gure 5.52 que le champ de courbure au niveau de la génération

des plissements est plus prononcé pour les chargements types P et F alors qu’elle est

quasiment nulle en suivant la stratégie U ou D.

  

P F

U D

P F U D

Figure 5.52 – Comparaison de la géométrie et de la courbure sens chaîne pour les

quatre approches (P, F, U et D) sur une simulation de croix 4 branches
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P F

U D

P F U D

Figure 5.53 –Comparaison de la géométrie et de la courbure sens trame pour les quatre

approches (P, F, U et D) sur une simulation de croix 4 branches

Le constat est le même dans le cas de la courbure sens trame. De plus, comme il l’a été

dit précédemment, sur la �gure 5.54 sont présentées les di�érentes déformées du renfort

en fonction des stratégies. On remarque très nettement que la stratégie P génère un fort

plissement et un changement de direction brutal de la déformation dans le plan de coupe

A.

  

A B

Strategy P

Strategy F

Strategy U

Strategy D

F
P

D U

U

D F P

A

B

Figure 5.54 – Comparaison des déformations des renforts pour les quatre approches

(P, F, U et D) pour la simulation de croix 4 branches

Dans le plan de coupe B on voit aussi que les stratégies U et F ont tendance à générer

des variations brutales de géométrie ce qui induit des variations brutales de courbure.
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Ceci fragilise le renfort et donc la pièce une fois la résine injectée. La stratégie donnant

le meilleur résultat macroscopique semble être pour le moment la stratégie D.

Figure 5.55 – Évolution de l’angle de cisaillement de certains éléments lors de la simu-

lation de la croix 4 branches suivant la stratégie D

La �gure 5.55 représente les variations d’angle de cisaillement. On remarque que les

di�érences peuvent atteindre 40 degrés. La trajectoire de la contrainte est donc forte-

ment in�uencée par le modèle utilisé. Un exemple permettant de confronter l’approche

hyperélastique et dissipative est proposé �gure 5.57.

 

Figure 5.56 – Comparaison quantitative par radar entre les approches P, F, D et U pour

la simulation de la croix 45°.
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D’un point de vue déformations et contraintes, la �gure 5.56 nous conforte dans le fait

que la stratégie P n’est pas adaptée. De plus, on voit que les stratégies F et U (respecti-

vement en verte et en jaune) sont très présentes alors que la stratégie D (en violet) est

di�cilement distinguable. Ceci implique donc que, d’un point de vue déformations/con-

traintes, la stratégie D est la plus optimisée que ce soit en terme de cisaillement ou de

�exion.

Une dernière comparaison intéressante consiste à confronter les modèles et simulation à

une approche expérimentale. Sur la �gure 5.57 on peut voir un moule en bois correspon-

dant aux dimensions de la croix 4 branches utilisée pour les simulations. Les résultats de

simulation dissipative et hyperélastique y sont également proposés.

 

                      

      

      

 
 

   
 
 

  

      

                   

   

Figure 5.57 – Comparaison entre l’approche dissipative (à gauche), hyperélastique (au

milieu) et expérimentale (à droite) sur une simulation de croix 4 branches sous la straté-

gie D

Comme on peut le constater, l’approche dissipative (à gauche dans la �gure 5.57) corres-

pond beaucoup mieux au résultat attendu expérimentalement. L’utilisation du modèle

hyperélastique renvoi à une déformation non compatible (au milieu dans la �gure 5.57).

Les deux simulations ainsi que l’approche expérimentale suivent la stratégie de mise en

forme incrémentale D. On notera sur la �gure 5.58 que le constat est direct. L’approche

dissipative est beaucoup plus réaliste et permet d’avoir une meilleure description des

déformations et contraintes.

La di�érence de géométrie �nale entre les approches hyperélastiques et dissipatives peut

s’expliquer de di�érentes façons :
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— Les variations de l’angle de cisaillement (allant jusqu’à environ 40° sur la �gure

5.55) donnent des variations de contraintes di�érentes suivant l’utilisation d’un

modèle hyperélastique ou hystérétique. La contrainte n’étant pas la même, les

e�orts internes seront de facto di�érents et ainsi la compétition entre les modes

de déformation en cisaillement ou en �exion sera in�uencée.

— Dans l’utilisation du modèle hyperélastique, il n’y a pas de dissipation d’énergie,

ainsi le renfort souhaite restituer l’énergie qu’il a emmagasiné. Ce phénomène

va contribuer à la création de déformations excessives qui n’ont pas lieu d’être

lorsqu’on se situe dans des conditions nominales de chargement.

  

Figure 5.58 – Comparaison quantitative par radar entre les approches dissipative et

hyperélastique pour la simulation de la croix 4 branches

Une section à la �n de ce chapitre décrira de façon plus précise et quantitativement cette

restitution d’énergie lors de l’emploi de modèle hyperélastique.

Remarque :On remarquera que dans cette section, la majorité des renforts étaient orien-

tés à +/- 45 ° par rapport aux moules. Ceci est volontaire et permet d’avoir des résultats

exploitables. En e�et, l’utilisation de renforts alignés avec le moule amène à des angles

de cisaillement très élevés, à des courbures très prononcées et à la formation de multi-

tude de plissements. Ainsi, comme la gestion de l’orientation du tissu ne rentre pas dans

les travaux présentés dans ce manuscrit, aucune étude à ce propos ne sera reportée ici.

En conclusion de cette section, il est important de retenir que les trajets de mise en forme

incrémentale jouent un rôle majeur dans l’évolution de la géométrie, des déformations

et des contraintes. Toutefois, optimiser un critère (par exemple réduire les plissements)

peut avoir des impacts sur les autres quantités (angle de cisaillement ou courbure). Il

est donc important de bien maîtriser ces trajets, de bien comprendre les phénomènes

de déformation et la compétition entre les modes de déformation. Une dernière étape

d’optimisation consiste à manipuler les conditions aux limites des renforts en utilisant

des pinces ou des ressorts par exemple. C’est l’objectif de la section suivante.
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5.4 Mise en forme incrémentale avec gestion des
conditions aux limites

L’objectif de cette section est de brièvement introduire la gestion des conditions aux

limites a�n de pouvoir encore mieux optimiser un critère choisi. Cette approche se fera

par l’utilisation de deux cas proposés précédemment : le U et la boite.

L’étude de la boite dans ce contexte montre que l’utilisation de pinces ou de gri�es pour

tirer le renfort une fois la pièce drapée peut permettre de réduire la courbure ou les

angles de cisaillement.

L’étude du U permet de voir quelle est l’in�uence sur la géométrie �nale si on utilise des

ressorts aux extrémités du renfort a�n de lui imposer une contrainte en tension maîtrisée.

Ceci permettra de plaquer le tissé correctement contre le moule lors de sa mise en forme.

5.4.1 Exemple d’application avec la boite

Ce premier exemple consiste à venir manipuler les bords du renfort a�n de réduire

l’angle de cisaillement généré dans les coins (d’environ 70 °). La �gure 5.59 rappelle ce

problème.

 

!

Figure 5.59 – Stratégie de gestion des conditions aux limites pour réduire l’angle de

cisaillement et donc la contrainte de cisaillement dans une simulation de boite

L’idée est donc de venir tirer avec des pinces ou des crochets à certains endroits du

renfort pour tenter de réduire l’angle de cisaillement sans modi�er la géométrie de la

pièce drapée. Les zones en question pour notre cas sont symbolisées en rouge sur la

�gure 5.59. Les résultats d’une telle approche sont proposés au travers des �gures 5.60

et 5.62.
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Figure 5.60 – Répartition de l’angle de cisaillement en gérant les conditions aux limites

dans une simulation de boite

 

Figure 5.61 – Répartition de la contrainte de cisaillement en gérant les conditions aux

limites dans une simulation de boite

Figure 5.62 – Comparaison entre l’approche usuelle, l’approche incrémentale et l’ap-

proche incrémentale avec gestion des conditions aux limites

La �gure 5.60 décrit donc l’état avant (à gauche) et après (à droite) la procédure de ti-

rage. On voit que l’angle de cisaillement passe de -70° à -53°. Cette di�érence est notable
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puisque plus l’angle de cisaillement est élevé plus la zone est fragilisée. De la même fa-

çon, on voit par la �gure 5.61 que la contrainte de cisaillement a été dispersée ce qui est

tout aussi béné�que puisque la zone est moins sensible dans ces conditions.

En�n, la gestion des bords du renfort permet aussi d’encore mieux le positionner sur

le moule. On voit sur la �gure 5.62 les trois états du renfort par rapport au moule en

fonction des cas :

— A : mise en forme usuelle sans gestion des conditions aux limites.

— B1 : mise en forme incrémentale sans gestion des conditions aux limites.

— B2 : mise en forme incrémentale avec gestion des conditions aux limites.

On voit donc sur cette �gure que la stratégie incrémentale avec gestion des conditions

aux limites permet d’avoir une excellente géométrie �nale tout en diminuant l’angle de

cisaillement. Il faut toutefois faire attention à ne pas trop tirer sur le renfort, les mèches

étant très rigides, mais très cassantes, la tension dans les �bres doit être limitée. A�n de

limiter cette tension dans le renfort, il est possible d’utiliser des ressorts qui se déforme-

ront à la place des mèches. Cette possibilité est présentée dans le paragraphe suivant.

5.4.2 Utilisation de ressort

L’utilisation de ressort pour gérer les conditions aux limites du renfort permet d’im-

poser une certaine tension dans les mèches tout en limitant leurs déformations. En e�et,

la rigidité du ressort est pilotable facilement. En repartant de la géométrie du U et en

utilisant des ressorts aux extrémités, on voit sur la �gure 5.63 que le renfort épouse par-

faitement bien le moule (plus de détails sont donnés sur la �gure 5.64).

 

Figure 5.63 – Evolution temporelle de la géométrie déformée en utilisant des ressorts

en tant que conditions aux limites

L’utilisation de ressorts est courante dans le procédé RTM. En e�et, cette stratégie

évite l’utilisation de serre-�ancs et donc de moyens de production supplémentaires qui

peuvent parfois être extrêmement complexes.
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With spring Without spring Spring

Figure 5.64 – Comparaison de la géométrie �nale entre l’approche dissipative sans

gestion des conditions aux limites et avec gestion des conditions aux limites

Sur cette �gure (5.64), les extrémités du ressort sont encastrées. La rigidité étant dé�nie,

il est possible de piloter le mouvement de certains endroits du renfort. Toutefois, il est

important de faire attention à bien placer ces ressorts et à bien maitriser les rigidités. En

e�et, des e�ets néfastes sur les mises en forme peuvent arriver comme on peut le voir

sur la �gure 5.65.

 

Figure 5.65 – Résultat de simulation dissipative de la croix 4 branches suivant le type

D en utilisant des ressorts comme conditions aux limites

Sur la �gure 5.65 la stratégie employée est de type diagonal (stratégie de type D de la

section précédente) en utilisant le modèle hystérétique. Les ressorts dans ce cas n’ont

pas été judicieusement utilisés puisque, bien que l’écart entre le renfort et le moule ait

été réduit, un pli conséquent s’est formé au centre de la pièce. Il est donc important de

choisir de façon stratégique la position des ressorts.

La dernière approche que permet les modèles hystérétiques concerne les contraintes

résiduelles. C’est l’objet de la dernière section de ce chapitre.
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5.5 Contraintes résiduelles, observations et discus-
sions (sur renforts secs)

Le procédé RTM (voir chapitre 1) est constitué de trois phases principales : le préfor-

mage du renfort de composite, l’injection de résine et le démoulage. En vue de connaître

les propriétés nécessaires à la seconde phase de ce procédé ainsi que les propriétés in-

trinsèques au renfort une fois celui ci drapé, la connaissance des contraintes résiduelles

et déformations élastiques/plastiques représente une donnée importante.

En e�et, souvent lors du démoulage, la pièce à l’état �nal va avoir tendance à se déformer

et ainsi ne plus respecter les conditions de qualité requises. Un autre phénomène consiste

au fait que la pièce, une fois terminée est déjà sous contrainte ce qui peut la rendre plus

vulnérable aux chocs par exemple.

 

D H D D

D D D

H H

H H H

Figure 5.66 – Comparaison de l’évolution de l’angle de cisaillement au sein d’un BET

lorsque l’éprouvette est libérée (plus aucun chargement n’y sont imposé). D : simulation

hystérétique (dissipative), H : simulation hyperélastique

La �gure 5.66 montre l’évolution de l’angle de cisaillement lorsque les conditions aux

limites de l’essai ont été enlevées. Le premier duo en haut à gauche de la �gure représente

l’état du BET lorsqu’un déplacement lui est imposé. À l’instant juste après, plus aucune

contrainte ne lui est imposé, ainsi, il est libre de tout mouvement. On remarque que pour

le modèle hystérétique, l’éprouvette ne revient pas à son état initial. Ceci est tout à fait
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normal puisque de l’énergie a été dissipée. La petite di�érence entre l’état déformé et

l’état une fois l’éprouvette relaxée correspond au retour élastique.

 

D D D

D D D

H H H

H H H

Figure 5.67 – Comparaison de l’évolution de la contrainte de cisaillement au sein d’un

BET lorsque l’éprouvette est libérée (plus aucun chargement n’y est imposé). D : simu-

lation dissipative, H : simulation hyperélastique

 

Figure 5.68 – Évolution temporelle de l’énergie de déformation en cisaillement pour

un essai de BET. Comparaison entre l’approche hyperélastique et l’approche dissipative

A contrario, en utilisant le modèle hyperélastique, l’éprouvette revient à son état initial

en restituant l’énergie qu’elle avait stockée.
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La �gure 5.67 montre le même phénomène, en visualisant le champ de contrainte de

cisaillement. On voit que le modèle hyperélastique revient à un état de contrainte nul

alors que le modèle hystérétique retourne à un état de contrainte di�érent de zéro (né-

gatif puisque le retour élastique se fait jusqu’à la limite inférieure du comportement

expérimental).

 

Figure 5.69 – Comparaison de la géométrie macroscopique entre une simulation dis-

sipative (à gauche) et hyperélastique (à droite) lorsque les poinçons reviennent à leur

position de départ
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La �gure 5.68 représente l’évolution temporelle de l’énergie en cisaillement. On y voit

bien que l’énergie du modèle hyperélastique tend vers zéro alors que l’énergie du modèle

hystérétique tend vers une valeur di�érente de zéro. Cette évolution permet de quanti�er

la quantité d’énergie dissipée.

En�n la �gure 5.69 décrit l’évolution du renfort lorsque les poinçons sont retirés pour la

mise en forme de la croix, type D. À gauche, le modèle hystérétique et à droite le modèle

hyperélastique. On remarque encore une fois le retour élastique total lorsque le modèle

hyperélastique est utilisé. En�n, si on regarde la �gure 5.57, on peut apercevoir une

légère di�érence entre la simulation et l’expérience. Ceci s’explique exactement par ce

phénomène de retour élastique. En e�et, l’état du renfort dans la simulation correspond

au moment où les poinçons sont encore présents ainsi, le renfort n’a pas été libéré de ses

contraintes. L’état n’est donc pas relaxé alors que sur la photo issue de l’expérience, le

tissu a été libéré, les poinçons enlevés et ainsi le retour élastique a bien pu avoir lieu. Si on

regarde le résultat de la �gure 5.69 le résultat �nal correspond au résultat expérimental

avec le même creux au centre de la croix.

5.6 Bilan - Chapitre 5
Au travers de ce chapitre, nous avons pu prendre en considération di�érents phé-

nomènes concernant la mise en application des modèles hystérétiques. Premièrement,

une série de véri�cations a été faite a�n de s’assurer que ce type de modèle permettait

d’avoir accès aux mêmes résultats que les modèles hyperélastiques pour des chargements

simples.

Dans un second temps, nous avons vu que grâce au modèle hystérétique, des phéno-

mènes jusqu’alors jamais interprétés peuvent désormais être étudiés. Nous pouvons par

exemple prendre en considération des phénomènes de �ambement lors d’un essai de

BET cyclique. De plus, les observations expérimentales coïncident avec la simulation

dissipative.

À partir de ce modèle, des chargements plus complexes peuvent être mis en place comme

de la mise en forme incrémentale. On a pu voir que dans de nombreux cas, le trajet de

chargement n’avait pas d’in�uence signi�cative sur le résultat. Toutefois, nous avons

pu remarquer que la simple utilisation de serre-�ancs induisait dans certains cas des

variations non-monotones en �exion. Ainsi, l’utilisation de modèle hystérétique est plus

intéressante.

Lorsque les géométries deviennent plus complexes comme le T ou la Croix, on remarque

que la mise en forme incrémentale prend tout son sens. En e�et, il est possible d’opti-

miser un critère comme le plissement. Toutefois, nous avons pu voir que l’optimisation

d’un critère (comme l’angle de cisaillement, le plissement, la courbure maximale, ...) peut

porter préjudice à d’autres quantités. Par exemple, si on veut optimiser l’angle de cisaille-

ment (le réduire) alors il y aura peut-être plus de courbure ou plus de plissement. Ainsi,

des choix stratégiques doivent être faits a�n d’arriver à un résultat optimum. C’est ainsi
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que la simulation numérique prend sens, puisque le modèle étant développé et intégré,

il est possible de réaliser plusieurs simulations di�érentes.

L’approche incrémentale est intéressante mais nécessite des temps de calcul plus longs

et plus de ressources.

A�n d’optimiser encore plus la géométrie ou le critère choisi, la gestion des conditions

aux limites peut permettre d’avoir accès à des résultats intéressants mais comme nous

avons pu le constater, des précautions sont à prendre.

En�n, l’utilisation de modèle hystérétique permet d’avoir accès à des quantités très im-

portantes pour la modélisation des pièces de composite une fois en service ou pour les

étapes de mise en forme post préformarge. Nous avons vu à la �n de ce chapitre que les

résultats de simulation étaient relativement satisfaisants au vu de la comparaison avec

l’expérience.
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Conclusion

Au travers de ce présent manuscrit et de ces trois années de thèse, des lois de compor-

tement dissipatives et hystérétiques ont été mises en place a�n de pouvoir étudier dans

de bonnes conditions des méthodes innovantes et originales de mise en forme.

Les objectifs et les approches ont été multiples et variés. Trois grands axes se dégagent

de cette thèse de doctorat :

— Une approche expérimentale permettant de mieux comprendre les phénomènes

de dissipations et des modes de déformation. Au travers de cette approche, un

protocole a été mis en place a�n de s’assurer d’avoir des champs de cisaillement

homogènes et cohérents. Initialement développée pour les préimprégnés, cette

méthode de corrélation d’image sous rayons ultraviolets a été adaptée pour les

renforts secs qui sont au coeur de l’étude. À partir de ce champ de cisaillement et

des informations captées par le banc d’essai, les lois de comportement ont pu être

identi�ées.

— Une approche de modélisation, dans laquelle di�érents modèles et lois de com-

portement on été écrits. Un développement thermodynamiquement admissible

en suivant le premier et le second principe a tout d’abord mené à l’écriture d’une

loi dissipative semblable à une loi élastoplastique. Le caractère hystérétique est

quant à lui approché de deux façons, une première faisant intervenir des surfaces

de charge imbriquées, théorie thermodynamiquement admissible, mais extrême-

ment lourde à identi�er et à intégrer dans un code de calcul par éléments �nis.

Toutefois, a�n de pouvoir proposer un modèle plus simple à identi�er et à mani-

puler, une loi phénoménologique a également été proposée à partir de la théorie

de la dérivée fractionnaire et de travaux réalisés en petites déformations.

— Une approche numérique par simulation, qui permet une fois les lois de comporte-

ment identi�ées grâce à l’approche expérimentale, de les intégrer dans un logiciel

de calcul. Ainsi des simulations numériques ont permis d’une part de valider les

modèles et d’autre part d’aboutir à des conclusions intéressantes sur les méthodes

de mise en forme incrémentale.

A partir de ces trois approches, des conclusions ont pu être tirées à propos de la mise en

forme incrémentale. Les travaux étant nouveaux dans ce domaine pour les composites,

des études et analyses doivent être poursuivis. Toutefois, on a pu voir que pour optimi-
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ser un critère en particulier, il est nécessaire de faire des concessions sur d’autres. On

remarque aussi que parfois, quel que soit le trajet de chargement, le résultat est identique.

Il est donc important de prendre des choix de façon stratégique et maitrisée.

En�n, à partir des modèles dissipatifs, il devient possible de connaître l’état de contrainte

dans un renfort lorsque celui-ci vient d’être déformé. Ainsi, il est possible d’avoir accès

aux contraintes résiduelles, déformations plastiques et au retour élastique.

Perspectives

Une des perspectives importante serait de rajouter le mode déformation en �exion dans

le plan. En e�et, comme avec les modèles hystérétiques (dissipatifs), des phénomènes

de �ambement peuvent apparaître, le fait de gérer la �exion d’une �bre au sein d’un

élément peut être tout à fait intéressant.

De plus, des analyses plus poussées concernant les mises en forme incrémentales et

la gestion des conditions aux limites permettraient d’arriver à draper des géométries

complexes.

Il serait aussi intéressant de pouvoir compléter et enrichir les modèles proposés avec des

approches thermiques et visqueuses a�n de pouvoir simuler des procédés de thermo-

estampage pour les préconsolidés.

En�n, écrire le modèle aux dérivées fractionnaires avec une approche thermodynamique

permettrait de mettre un place une modélisation e�cace, simple et adaptable facilement

pour beaucoup de types de matériaux.

Optimiser la méthode UVDIC pour faire de l’identi�cation par approche inverse puis-

qu’on connait les champs de cisaillement réel du bias extension test. Ceci permettrait

par exemple de con�rmer les phénomènes de compressions alors que l’e�ort mesuré est

toujours positif.
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Annexe A

Annexe associée au chapitre 1

A.1 Procédé de fabrication de �bre de carbone à partir
de �bre PAN

Étape 1 : Bobine de PAN

Figure A.1 – Bobine de PAN
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Étape 2 : Oxydation à l’air

Figure A.2 – Oxydation à l’air
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Procédé de fabrication de �bre de carbone à partir de �bre PAN

Étape 3 : Carbonisation à l’azote

Figure A.3 – Carbonisation à l’azote
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A. Annexe associée au chapitre 1

Étape 4 : Graphitisation au gaz inerte

Figure A.4 – Graphitisation au gaz inerte
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Procédé de fabrication de �bre de carbone à partir de �bre PAN

Étape 5 : Traitement de surface

Figure A.5 – Traitement de surface
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Étape 6 : Ensimage

Figure A.6 – Ensimage
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Procédé de fabrication de �bre de carbone à partir de �bre PAN

Étape 7 : Stockage

Figure A.7 – Stockage
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Annexe B

Annexes associées au chapitre 2

B.1 Relations pour l’identi�cation des paramètres du
Picture Frame Test

Le Picture Frame test est un essai permettant d’imposer une cinématique de défor-

mation en cisaillement pur (Fig.B.1). L’expression du gradient de transformation de cette

cinématique, projeté dans la base globale (G1, G2) est donné par :

F= cos
(

γ

2

)(
G1⊗G1 +G2⊗G2

)
+ sin

(
γ

2

)(
G1⊗G2 +G2⊗G1

)
(B.1)

et avec α qui représente l’angle entre les réseaux de chaîne et trame (à l’état initial,

α = 90°).

 

  
  

 
 

 
 

  

Figure B.1 – Picture Frame Test

Le tenseur de Cauchy Green droit la base globale :

C= FtF=
(
G1⊗G1 +G2⊗G2

)
+2cos

(
γ

2

)
sin
(

γ

2

)(
G1⊗G2 +G2⊗G1

)
(B.2)

or, en introduisant la relation trigonométrique suivante :
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2cos
(

γ

2

)
sin
(

γ

2

)
= sin(γ) (B.3)

il vient :

C=
(
G1⊗G1 +G2⊗G2

)
+ sin(γ)

(
G1⊗G2 +G2⊗G1

)
(B.4)

La puissance interne générée par la déformation est le produit doublement contracté

entre Piola - Kirchho� II S et de son dual, la variation de Cauchy Green Droit C.

Pint =
1
2

∫
Ω

S : ĊdΩ (B.5)

Le tenseur de Piola - Kirchho� II étant inconnu, posons le comme suivant :

S= S11 ·
(
G1⊗G1

)
+S22 ·

(
G2⊗G2

)
+S12 ·

(
G1⊗G2

)
+S21 ·

(
G2⊗G1

)
(B.6)

calculons maintenant la dérivée de Cauchy Green Droit Ċ :

Ċ= γ̇ · cos(γ) ·
(
G1⊗G2 +G2⊗G1

)
(B.7)

ainsi, il vient Pint :

Pint =
1
2
· γ̇ · cos(γ) · (S12 +S21) ·h ·Ω0 (B.8)

En utilisant un approche énergétique on peut établir une relation entre la puissance

interne développée par les e�orts en cisaillement et la puissance extérieur développée

par les e�orts externes, telle que :

Pint = Pext ⇒
1
2

∫
Ω

S : ĊdΩ = F · ḋ (B.9)

On a donc �nalement la relation suivante :

1
2
· γ̇ · cos(γ) · (S12 +S21) ·h ·Ω0 = F · ḋ (B.10)

soit :

S12 +S21 =
2 ·F · ḋ

γ̇ · cos(γ) ·h ·Ω0
(B.11)

Il est donc nécessaire d’identi�er les variables γ̇ et ḋ. Ceci peut être fait par une approche

géométrique, approche présentée ci-dessous.

γ(d) =
π

2
−2 · arccos

(√
2

2
+

d
2Lc

)
(B.12)

or :

Lc =

√
2

2
·D (B.13)
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il vient donc la relation suivante :

γ(d) =
π

2
−2arccos

(
D+d√

2D

)
(B.14)

La variation temporelle de l’angle de cisaillement peut être calculée en décomposant la

dérivée de la façon suivante :

∂γ(d)
∂t

=
∂γ(d)

∂d
· ∂d

∂t
(B.15)

avec :

∂γ(d)
∂d

=
1

D
√

2
· (−2) · −1√

1−
(

D+d
D
√

2

)2
(B.16)

En développant le terme au carré au dénominateur il est possible d’écrire la relation

suivante :

∂γ(d)
∂d

=
2√

D2−d2−2dD
(B.17)

Dans un second temps, on a, par approche trigonométrique sur la �gure B.1 :

cos
(

α

2

)
=

D+d
2Lc

=
D+d√

2D
(B.18)

soit :

d =
√

2 ·D · cos
(

α

2

)
−D (B.19)

d2 = 2 ·D2 · cos2
(

α

2

)
−2 ·
√

2 ·D2 · cos
(

α

2

)
+D2

(B.20)

dD =
√

2 ·D2 · cos
(

α

2

)
−D2

(B.21)

En injectant ces égalités dans l’équation B.17, il vient :

D2−d2−2dD = 2 ·D2 ·
(

1− cos2
(

α

2

))
(B.22)

D2−d2−2dD = 2 ·D2 · sin2
(

α

2

)
(B.23)√

D2−d2−2dD =
√

2 ·D · sin
(

α

2

)
(B.24)

L’ensemble de ces équations permet �nalement de calculer γ̇ :

∂γ(d)
∂d

=

√
2

D · sin
(

α

2

) (B.25)

γ̇ =
∂γ(d)

∂t
=

√
2

D · sin
(

α

2

) · ḋ (B.26)
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En injectant le résultat précédent dans l’équation B.11, on a �nalement les relations sui-

vantes :

1√
2 ·D · sin

(
α

2

) · cos(γ) · (S12 +S21) ·h ·Ω0 · ḋ = F · ḋ (B.27)

S12 +S21 =
F ·
√

2 ·D · sin
(

α

2

)
cos(γ) ·h ·Ω0

(B.28)

α =
π

2
− γ (B.29)

sin
(

α

2

)
= sin

(
π

4
− γ

2

)
(B.30)

S12 +S21 =
F ·
√

2 ·D · sin
(

π

4 −
γ

2

)
cos(γ) ·h ·Ω0

(B.31)
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Détermination des paramètres de �exion 3 points

B.2 Détermination des paramètres de �exion 3 points

B.2.1 Approche théorique et dé�nition des quantités

 

Figure B.2 – Flexion 3 points : détail de l’appui du renfort sur le banc d’essai

Sur la �gure B.2, nous allons noter les distances comme suivant :

— La distance b0a0 correspond la distance x1
— B est la distance entre la ligne moyenne à l’état initial et la ligne moyenne à l’état

déformé

— c0 est le centre de l’appui supposé parfaitement cylindrique

— a0 correspond à la ligne moyenne à l’état déformée associée au point de contact

entre le renfort et l’appui β correspond à l’angle entre la normale z et la direction

c0a0

La hauteur B correspond à l’ordonnée du point a0 d’abscisse x1. On peut la calculer à

partir de l’approximation de la ligne moyenne (�gure 2.5 du chapitre 2). Or comme la

ligne moyenne est centrée sur 0 et a comme limites [−Lm
2 ; +Lm

2 ] alors la valeur de B est

la suivante :

B = z
(
−Lm

2
+ x1

)
(B.32)

On voit que dans ce calcul, intervient x1 il est donc nécessaire de le dé�nir. En prenant

le triangle formé par les points a0, b0 et c0 qui est rectangle quelque soit la position du

point a0 il est possible d’écrire la relation de Pythagore à partir des quantités suivantes :

||c0a0||= Rm +
e
2

(B.33)

||c0b0||= Rm +
e
2
−B (B.34)

||b0a0||= x1 (B.35)
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Il vient donc :

x2
1 +
(

Rm +
e
2
−B
)2

=
(

Rm +
e
2

)2
(B.36)

Soit la dé�nition de x1 :

x1 =

√
2B
(

Rm +
e
2
−B2

)
(B.37)

Le calcul de l’angle entre les vecteurs c0b0 et c0a0 est calculé à partir d’une simple for-

mule trigonométrique :

β = asin
(

x1

Rm + e
2

)
(B.38)

B.2.2 Exemple de résolution
Un exemple de résolution est présenté ci dessous. Comme il y a trois inconnues avec

trois équations le problème est solvable cependant la forte non-linéarité nécessite l’uti-

lisation d’un solveur. Le critère de convergence de la solution réside dans l’équation

suivante :

B = z
(
−Lm

2
+ x1

)
(B.39)

soit le critère suivant :

B− z
(
−Lm

2
+ x1

)
= 0 (B.40)

Les paramètres d’entrée sont les suivants :

— Rm = 10 mm

— Lm = 115 mm

— e = 1 mm

— Les Hi qui correspond au polynôme associé à la �gure 2.5

La variable pilote est B. La �gure X représente l’agencement du solveur.

 

Figure B.3 – Flexion 3 points : solveur Microsoft® Excel pour trouver les paramètres

B, x1 et γ.

Grâce à ce solveur, on trouve B donc x1 et γ. A partir de ces trois quantités on en déduit

l’ensemble des e�orts sur l’appui et donc le moment généré par approche statique.
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Annexe C

Annexes associées au chapitre 3

C.1 Écriture de la décomposition additive de Green-
Naghdi pour des matériaux anisotropes en
grandes transformations

Dans la con�guration initiale, on a le vecteur G avec sa norme |G|. De même dans la

con�guration relaxée, on a le vecteur gr avec sa norme |gr|. En�n, dans la con�guration

déformée, on a le vecteur g avec sa norme |g|. D’une façon générale, le tenseur F a été

dé�ni comme étant le gradient de transformation entre le système dans sa con�guration

initiale et dans sa con�guration déformée. Il est donc possible de l’écrire de la façon

suivante :

F=
g
G

(C.1)

 

 

 
 

 

 

 

  

  

Figure C.1 – Détails de calculs sur la décomposition vectorielle

De la même façon nous pouvons écrire les relations suivantes :

Fe =
g
gr

(C.2)
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Fp =
gr

G
(C.3)

Nous pouvons déjà véri�er la décomposition multiplicative de Krôner-Lee :

F=
g
gr
· gr

G
= Fe ·Fp (C.4)

De plus, par analyse vectorielle il est possible d’écrire la relation suivante (en considérant

la �gure C.1) :

|g|2 = gtg = g2
x +g2

y (C.5)

On a cependant

g = FG gt = GtFt
(C.6)

ainsi

|g|2 = GtFtFG (C.7)

En considérant la dé�nition du tenseur de Cauchy-Green droit C= FtF il vient :

|g|2 = GtCG (C.8)

En procédant exactement de la même manière pour la contribution dissipative, il vient :

|gr|2 = GtCpG (C.9)

En combinant les deux résultats précédents, il vient :

|g|2−|gr|2 = GtCG−GtCpG = Gt
(C−Cp)G (C.10)

De plus, d’après Kröner-Lee on a :

C−Cp = FtF−Ft
pFp = Ft

pFt
eFeFp−Ft

pFp (C.11)

On a donc :

|g|2−|gr|2 = Gt (Ft
p (Ce− Id)Fp

)
G (C.12)

En repartant des égalités suivantes :

|g|2 = GtCG (C.13)

|gr|2 = GtCdG (C.14)

Au lieu d’écrire le tenseur de Cauchy-Green droit (total ou plastique) en fonction du

gradient de transformation, il est possible de l’écrire en fonction du tenseur de Green-

Lagrange. Par dé�nition on a :

E=
1
2
(C− Id) (C.15)

Ep =
1
2
(Cp− Id) (C.16)

216



Écriture de la décomposition additive de Green-Naghdi pour des matériaux anisotropes en

grandes transformations

Il vient donc :

|g|2 = Gt 2 (E− Id) G (C.17)

|gr|2 = Gt 2 (Ep− Id) G (C.18)

|g|2−|gr|2 = Gt 2 (E− Id) G−Gt 2 (Ep− Id) G (C.19)

Pour �nalement arriver à la relation suivante :

|g|2−|gr|2 = Gt
(2(E−Ep)) G (C.20)

Par identi�cation entre les équations C.12 et C.20 il vient l’égalité suivante :

2(E−Ep) = Ft
p (Ce− Id)Fp (C.21)

En posant la relation suivante E−Ep = Ee, il vient la dé�nition suivante :

Ee =
1
2
Ft

p (Ce− Id) Fp (C.22)
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C.2 Calcul de la dérivée de la fonction seuil
L’objectif de ce paragraphe est de démontrer le résultat de la dérivée de la fonction

seuil directement donnée dans le manuscrit par l’eq. C.44. Pour rappel la fonction seuil

(ou critère de plasticité) est dé�nie par l’équation suivante :

fs(γp) =

∣∣∣∣∣S :
(
G1⊗G2 +G2⊗G1

)
− signe(γp)

4

∑
i=1

Qi
∣∣γp
∣∣i∣∣∣∣∣−

(
Sy +

4

∑
i=1

Ai
∣∣γp
∣∣i)
(C.23)

Posons A la quantité suivante A = S :
(
G1⊗G2 +G2⊗G1

)
− signe(γp) ∑

4
i=1 Qi

∣∣γp
∣∣i

pour des raisons de clarté. A�n d’appliquer la méthode de calcul de Newton - Raphson,

la dérivée de cette fonction doit se faire par rapport à γp.

∂q(γp)

∂γp
=

4

∑
i=1

Qi i
∣∣γp
∣∣i−1

(C.24)

∂α(γp)

∂γp
= signe(γp) ·

(
4

∑
i=1

Ai i
∣∣γp
∣∣i−1

)
(C.25)

∂ fs

∂γp

(
γ

i−1
p
)
=

(
∂S
∂γp

:
(
G1⊗G2 +G2⊗G1

)
−

∂q(γp)

∂γp

)
· signe(A)−

∂α(γp)

∂γp
(C.26)

En e�et, comme les termes d’écrouissage ne dépendent pas de l’angle de cisaillement

plastique, la dérivée s’applique seulement sur le terme de contrainte.

∂ fs

∂γp
=

((
∂S
∂Ee
· ∂Ee

∂γp

)
:
(
G1⊗G2 +G2⊗G1

)
−

∂q(γp)

∂γp

)
· signe(A)−

∂α(γp)

∂γp
(C.27)

On s’intéresse tout d’abord au texte en bleu dans l’eq. C.27. La dérivée du tenseur des

contraintes par le tenseur des déformations élastiques correspond en réalité à la dérivée

seconde du potentiel d’énergie libre.

∂S
∂Ee

=
∂Ψ2

∂2Ee
=

∂

∂Ee

(
∂Ψ

∂Ee

)
=

∂

∂Ee

(
∂Ψ

∂Iii

∂Iii

∂Ee

)
(C.28)

∂S
∂Ee

=
∂

∂Ee

(
∂Ψ

∂Iii

)
∂Iii

∂Ee
+

∂Ψ

∂Iii

∂

∂Ee

(
∂Iii

∂Ee

)
(C.29)

En utilisant le théorème de Swhartz et comme les fonctions dérivées existent et sont

continues alors on peut écrire la relation suivante :

∂Ψ2

∂Ee∂Iii
=

∂Ψ2

∂Iii∂Ee
(C.30)

Il vient ainsi :

∂Ψ2

∂Iii∂Ee
=

∂

∂Iii

(
∂Ψ

∂Ee

)
=

∂

∂Iii

(
∂Ψ

∂Iii

∂Iii

Ee

)
=

∂Ψ2

∂2Iii

∂Iii

∂Ee

∂Iii

∂Ee
(C.31)
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Car

∂

∂Iii

∂Iii

∂Ee
= 0 (C.32)

On a ainsi :

∂S
∂Ee

=
∂Ψ2

∂2Iii

∂Iii

∂Ee

∂Iii

∂Ee
+

∂Ψ

∂Iii

∂

∂Ee

(
∂Iii

∂Ee

)
(C.33)

Or, on a :

∂I11

∂Ee
= G1⊗G1

∂I2
11

∂2Ee
= 0

∂I22

∂Ee
= G2⊗G2

∂I2
22

∂2Ee
= 0 (C.34)

∂I12

∂Ee
= G1⊗G2

∂I2
12

∂2Ee
= 0

et que :

∂Ψ(I11, I22, I12)

∂I11
= K1 I11

∂Ψ(I11, I22, I12)
2

∂2I11
= K1

∂Ψ(I11, I22, I12)

∂I22
= K2 I22

∂Ψ(I11, I22, I12)
2

∂2I22
= K2 (C.35)

∂Ψ(I11, I22, I12)

∂I12
= Ksh I12

∂Ψ(I11, I22, I12)
2

∂2I12
= Ksh

On a donc le résultat suivant :

∂S
∂Ee

= K1
(
G1⊗G1⊗G1⊗G1

)
+ K2

(
G2⊗G2⊗G2⊗G2

)
(C.36)

+ Ksh
(
G1⊗G2⊗G1⊗G2

)
Ou en d’autre terme :

Li jkl = K1
(
G1iG1 jG1kG1l

)
+K2

(
G2iG2 jG2kG2l

)
+Ksh

(
G1iG2 jG1kG2l

)
(C.37)

Or comme seulement la composante 1212 de ce tenseur nous intéresse on a :

L1212 = K1 (G11G12G11G12)+K2 (G21G22G21G22)+Ksh (G11G22G11G22) (C.38)

Or les vecteurs initiaux sont dé�nis comme suivant :

G1 = (1,0)

G2 = (0,1)
(C.39)
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On obtient �nalement :

L1212 = Ksh (C.40)

Ainsi on a :

∂S
∂Ee

:
(
G1⊗G2 +G2⊗G1

)
= Ksh (C.41)

Le second terme de l’équation C.27 est plus simple à déterminer.

∂Ee

∂γp
=

∂E
∂γp
−

∂Ep

∂γp
(C.42)

On sait que E ne dépend jamais de γp ainsi sa dérivée s’annule. Le second terme est

simplement la dérivée (par un scalaire) du tenseur Ep. Compte tenu de sa dé�nition

(eq. 3.10 dans le manuscrit), la quantité dérivée doublement contractée donne le résultat

suivant :(
∂E
∂γp
−

∂Ep

∂γp

)
:
(
G1⊗G2 +G2⊗G1

)
=−2

1
2

cos(γp) =−cos(γp) (C.43)

On en arrive donc à la relation utilisée dans le manuscrit :

∂ fs

∂γp

(
γ

i−1
p
)
= κ ·

(
−µ ·Ksh · cos(γi−1

p )−
4

∑
i=1

Qi i
∣∣γp
∣∣i−1

)
− signe(γp) ·

4

∑
i=1

Ai i
∣∣γp
∣∣i−1

(C.44)

Avec :

κ = signe

(
S :
(
G1⊗G2 +G2⊗G1

)
− signe(γp)

4

∑
i=1

Qi
∣∣γp
∣∣i)

(C.45)
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C.3 Algorithme Matlab® pour le modèle en cisaille-
ment

C.3.1 Prédiction élastique et retour radial

close all; clear all; clc
%Initialisation des variables
T0 = 0; Tf = 500; dt = 0.01; inc = 0;
gamma_table = [...

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
0 13.5 10 21.17 17.3 29.55 25.26 39.17 34.18 46 0] ;

K1 = 10000; K2 = 10000; Ksh = 500; mu = 1; gam_p = 0;
Id = [1 0;0 1]; Sy = 0.4794; Tol = 1e−10; IterMax = 10;
Param_G1151_Cisaillement = [2.2415 0.5132 −0.0214 0.1020];
save_gamma = zeros(1,(Tf−T0)/dt); save_S = zeros(1,(Tf−T0)/dt);
for time = T0:dt:Tf

%% Détermination de gamma
if time > 0

indOfSlope = find(time <= gamma_table(1,:), 1);
y1 = gamma_table(2, indOfSlope−1);
y2 = gamma_table(2, indOfSlope);
x1 = gamma_table(1, indOfSlope−1);
x2 = gamma_table(1, indOfSlope);
gamma = (((y2 − y1)/(x2 − x1))*time) + y1 − (((y2 − y1)/(x2 ...
− x1))*x1);

else
gamma = 0;

end
gamma = gamma*pi/180; %Passage en radians
%%Prédiction élastique
F = [cos(gamma/2) sin(gamma/2); sin(gamma/2) cos(gamma/2)]; ...

%On simule un essai de PF
Fp = [cos(gam_p/2) sin(gam_p/2); sin(gam_p/2) cos(gam_p/2)];
Ee = 0.5*(F'*F − Id) − 0.5*(Fp'*Fp − Id); inc = inc + 1;
S = mu*[K1*Ee(1,1) Ksh*Ee(1,2); Ksh*Ee(2,1) K2*Ee(2,2)];
fs = abs(S(1,2) + S(2,1) − Poly_ExpToNum_Kinematic(gamma , ...

Param_G1151_Cisaillement)) ...
− (Poly_ExpToNum_Isotrope(gamma , Sy, Param_G1151_Cisaillement));

%%Gestion des cas
if fs < 0 %Comportement élastique , pour le moment rien ne se passe

else %Autrement dit fs > 0 −> Retour radial et algo de NR
Iter = 0;
while abs(fs) > Tol && Iter < IterMax %Algo de NR ici

Iter = Iter + 1;
beta = sign(S(1,2) + S(2,1));
dfsg = beta*mu*2*Ksh*−0.5*cos(gam_p);
gam_p = gam_p − fs/(−1*sign(S(1,2) + S(2,1)− ...

Poly_ExpToNum_Kinematic...
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(gamma , Param_G1151_Cisaillement))*mu*Ksh*cos(gam_p));
Fp = [cos(gam_p/2) sin(gam_p/2); sin(gam_p/2) ...

cos(gam_p/2)];
Ee = 0.5*(F'*F − Id) − 0.5*(Fp'*Fp − Id);
S = mu*[K1*Ee(1,1) Ksh*Ee(1,2); Ksh*Ee(2,1) K2*Ee(2,2)];
fs = abs(S(1,2) + S(2,1) − ...

Poly_ExpToNum_Kinematic(gamma , ...
Param_G1151_Cisaillement)) ...

− Poly_ExpToNum_Isotrope(abs(gamma), Sy, ...
Param_G1151_Cisaillement);

end
%On a convergé sur la solution

end
save_gamma(1,inc) = gamma; save_S(1,inc) = S(1,2);

end
plot(save_gamma , save_S)
\label{Algo1}

C.3.2 Algorithme de la loi d’écrouissage cinématique

function val = Poly_ExpToNum_Kinematic(gt, p)
if abs(gt) > 0.0

val = 0;
for ValP = 1:1:length(p)

val = val + p(ValP)*(abs(gt))^(length(p)−ValP);
end

else
val = 0;

end
val = sign(gt)*val;

end

C.3.3 Algorithme de la loi d’écrouissage isotrope

function val = Poly_ExpToNum_Isotrope(gt, sy, p)
if abs(gt) > 0.0

val = 0;
for ValP = 1:1:length(p)

val = val + p(ValP)*(abs(gt))^(length(p)−ValP);
end
val = val + sy;

else
val = sy;

end
end
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C.4 Algorithme Matlab® pour le modèle en �exion

close all; clear all; clc
% Initialisation des variables
T0 = 0; Tf = 10; dt = 0.01; inc = 0;
curv_table = [...
0 10
0 0.093];
M_max = 0.12172; K_b = 0.0185; inc = 0;
save_curv = zeros (1,(Tf−T0)/dt); save_moment = zeros (1,(Tf−T0)/dt);
for time = T0:dt:Tf
inc = inc + 1;
%% Détermination de la courbure
if time > 0
indOfSlope = find(time <= curv_table (1 ,:), 1);
y1 = curv_table (2, indOfSlope−1);
y2 = curv_table (2, indOfSlope);
x1 = curv_table (1, indOfSlope−1);
x2 = curv_table (1, indOfSlope);
C = (((y2 − y1)/(x2 − x1))*time) + y1 − ((( y2 − y1)/(x2 ...
− x1))*x1);
else

C = 0;
end
%% Calcul du moment
M = sign(C)*M_max*(1 − exp(−abs(C)/K_b));
save_curv(1,inc) = C; save_moment(1,inc) = M;
end
plot(save_curv , save_moment)
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Annexe D

Annexes associées au chapitre 4

D.1 Protocole d’identi�cation des paramètres de déri-
vées fractionnaires

L’identi�cation du modèle aux dérivées fractionnaires présenté dans le chapitre X

ne demande pas beaucoup d’énergie puisque seulement 11 variables nécessitent d’être

identi�ées. 7 variables pour le modèle en cisaillement et 4 pour le modèle en �exion.

Certaines des ces variables nécessitent une interprétation des courbes expérimentales et

d’autres nécessitent l’utilisation d’algorithme comme la dichotomie. L’objectif de cette

annexe est de proposer le protocole d’identi�cation pour chacun des deux modèles.

D.1.1 Identi�cation des variables pour le modèle en cisaillement
dans le plan

Les variables à identi�er sont les suivantes :

— µ : pour des raisons de simplicité, ce coe�cient est supposé égale à 1.

— Ksh : c’est la rigidité qui correspond à l’évolution linéaire au début du chargement.

Il est directement possible d’identi�er cette variable sur la courbE expérimentale.

— Ai et Qi : ce sont respectivement les variables associées à l’écrouissage isotrope et

cinématique. Elles sont identi�ées en suivant la méthode décrite dans le chapitre

4.

— Sy : c’est la limite élastique qui est directement lisible sur la courbe expérimentale.

— α : c’est la variable qui correspond à la taille de la partie linéaire qui est visible

lors d’une décharge ou d’une recharge. Elle est rapidement identi�ée en faisant

correspondre la courbe expérimentale avec la courbe numérique comme indiqué

par la �gure D.1. Cette variable est identi�ée pour deux cas : α pour une décharge

et β pour une recharge.
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Time [s] 0 50 0

γ [deg] 0 39 0

Tableau D.1 – Chargement en cisaillement imposé pour déterminer la valeur de Bc de

la �gure D.2

 

Figure D.1 – Di�érentes valeurs du paramètres α et leurs impact sur la modélisation

— Bc est identi�ée à partir d’un algorithme de dichotomie. De plus amples détails

sont donnés plus tard dans cette annexe.

La �gure D.2 représente l’évolution de la variable Bc a�n d’avoir accès aux paramètres

Bm
c . Le protocole consiste à donner une valeur approximative de Bc pour un chargement

donné. A�n de faire la �gure D.2, le chargement appliqué est donné par le tableau D.1.

 

Figure D.2 – Évolution des 5 incréments de dichotomie
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Figure D.3 – Illustration du résidu et de la valeur cible pour l’algorithme de la dicho-

tomie

A partir d’une valeur initiale (�rst value, Step 1 sur la �gure D.2), il est possible d’appli-

quer un algorithme de dichotomie a�n de réduire le résidu (residual sur la �gure D.3).

En fonction du signe du résidu, la valeur de Bc va augmenter ou diminuer a�n de �-

nalement tendre vers la valeur cible (target sur la �gure D.3). Usuellement, il faut cinq

incréments pour trouver la bonne valeur de Bc. Une fois que la solution a convergé, il

faut recommencer l’opération en imposant un chargement un peu di�érent. Ainsi, il est

possible d’établir la �gure D.4 dans laquelle l’ensemble des valeurs Bc ont été trouvées

en fonction de la contrainte de cisaillement S0 au moment de la décharge.

Remarque : sur la �gure la variable Bsh correspond à la variable Bc.

 

Figure D.4 – Interpolation polynomiale a�n de trouver les paramètres décrivant l’évo-

lution de Bc comme une fonction de S0
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En�n, il reste plus qu’à interpoler l’ensemble de ces points et de déterminer les coe�-

cients et donc les paramètres nécessaires à la description de Bc. La méthode est la même

pour la détermination des coe�cients pour la recharge et pour les paramètres du modèle

en cisaillement.

D.1.2 Identi�cation des variables pour le modèle en �exion hors
plan

La méthode pour identi�er le modèle de �exion hors plan est sensiblement la même. La

première étape consiste à déterminer le paramètre α qui correspond à la partie linéaire

du comportement. La second étant consiste à déterminer les paramètres Bδ de la variable

Bb
. Il faut ensuite répéter l’opération pour une fourchette de chargement plus ou moins

grande suivant la précision que l’on souhaite.

D.1.3 Remarque importante concernant l’identi�cation
Comme il l’a été dit précédemment, a�n d’identi�er le paramètre d’orientation de la dé-

rivée fractionnaire il est nécessaire d’utiliser un algorithme de dichotomie. Or cet algo-

rithme nécessite une première valeur plus ou moins proche du résultat recherché. Ainsi,

la meilleure façon d’utiliser cet algorithme est de déterminer manuellement les valeurs

des variables α et B pour le plus petit chargement. Ainsi, la valeur initiale pour l’incré-

ment suivant sera la valeur du résultat de l’incrément précédent. Comme les incréments

sont petits, alors la di�érence de résultat sera petite et l’algorithme convergera plus vite.

D.2 Pistes d’approches thermodynamiques pour la
dérivée fractionnaire

L’objectif est d’écrire la dérivée de Ee12 pas uniquement en fonction de γ et de l’ordre

de dérivation α mais aussi en fonction du temps. En e�et, l’élaboration du potentiel

d’énergie libre nécessite l’utilisation de la dérivée temporelle de cette composante.(
S−µ

∂Ψ

∂Ee

)
:
.
Ee + S :

.
Ep −µ

(
s+

∂Ψ

∂T

)
∂T
∂t
−µ

∂Ψ

∂Ak
Ȧk−q

∇(T )
T

> 0 (D.1)

Or nous avons actuellement la dérivée de Ee en fonction de γ :

S12 =
1
2

[
Sloopi

j +µ Ksh B signe
(

γ− γ
loopi
j

)
Γ(2)

Γ(2−α)

∣∣∣γ− γ
loopi
j

∣∣∣1−α
]

(D.2)

On a donc le postulat suivant :

∂αEe12

∂γα
=

1
2

B signe
(

γ− γ
loopi
j

)
Γ(2)

Γ(2−α)

∣∣∣γ− γ
loopi
j

∣∣∣1−α

(D.3)

228



Pistes d’approches thermodynamiques pour la dérivée fractionnaire

Si on calcul la dérivée temporelle de cette précédente équation :

d
dt

(
∂αEe12

∂γα

)
=

1
2

B
Γ(2)

Γ(2−α)
γ̇ (1−α)

∣∣∣γ− γ
loopi
j

∣∣∣−α

(D.4)

On calcul maintenant la dérivée en fonction de γ de la dérivée fractionnaire initiale :

∂

∂γ

(
∂αEe12

∂γα

)
=

1
2

B
Γ(2)

Γ(2−α)
(1−α)

∣∣∣γ− γ
loopi
j

∣∣∣−α

=
∂α+1Ee12

∂γα+1 (D.5)

De plus on a les relations factorielles suivantes :

Γ(n+1) = nΓ(n) (D.6)

Γ(1−α) = Γ((2−α)−1) (D.7)

Γ(2−α) = Γ(1+1−α) (D.8)

Γ(2−α) = (1−α)Γ(1−α) (D.9)

On a donc les égalités suivantes :

∂α+1Ee12

∂γα+1 =
1
2

B
Γ(2)

Γ(1−α)

∣∣∣γ− γ
loopi
j

∣∣∣−α

=
∂α+1Ee12

∂γα+1 (D.10)

d
dt

(
∂αEe12

∂γα

)
=

1
2

B
Γ(2)

Γ(1−α)
γ̇

∣∣∣γ− γ
loopi
j

∣∣∣−α

(D.11)

On a donc la relation suivante, qui peut être un point de départ pour démontrer l’admis-

sibilité thermodynamique du modèle :

d
dt

(
∂αEe12

∂γα

)
= γ̇

∂α+1Ee12

∂γα+1 (D.12)
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D.3 Algorithme Matlab® pour le modèle en cisaille-
ment de MRoz

D.3.1 Prédiction élastique et retour radial multisurfacique

close all; clear all; clc; format long
P_G1151_S = [2.2415 0.5132 −0.0214 0.1020 0];
load_table = [...

0 50 100 150 200
0 45.89 0 −45.89 0];

T0 = 0; Tf = 200; dt = 0.001; Id = [1 0; 0 1];
K1 = 10000; K2 = K1; mu = 1; Ksh = 500;
Tol = 0.0000000001; IterMax = 50;
gam_p = 0; inc = 0; gam = 0; Iter = 0; incr = 0;
number_of_surface = 3; Surface = 1;
Sy = [0.25 0.38 0.4794];
fseuil_table = zeros(1,3);
q_old = zeros(1,number_of_surface);
q = zeros(1,number_of_surface);
alpha = zeros(1,number_of_surface);
gamma_p = 0; gamma_p_old = 0; gam_old = 0;
%% Debut du calcul
for time = T0:dt:Tf

incr = incr + 1;
%% Phase de chargement
if time > 0

indOfSlope = find(time <= load_table(1,:), 1);
y1 = load_table(2, indOfSlope−1);
y2 = load_table(2, indOfSlope);
x1 = load_table(1, indOfSlope−1);
x2 = load_table(1, indOfSlope);
gam = (((y2 − y1)/(x2 − x1))*time) + y1 − (((y2 − y1)/(x2 − ...

x1))*x1);
end
a(1) = 1.254e−5*abs(gam)^4 − 0.0018*abs(gam)^3 + ...

0.097*abs(gam)^2 −2.3556*abs(gam) +23.1267;
a(2) = 0.0013297*abs(gam)^2 −0.109716*abs(gam) +3.2325;
a(3) = 1;
h(3) = 1;
h(2) = 0.00167*abs(gam)^3 −0.11376*abs(gam)^2 ...

+2.27669*abs(gam) −7.12012;
h(1) = 2.0964*abs(gam) − 41.95;
if abs(gam) < 13.5

h(1) = 20;
h(2) = 0.3764*abs(gam) + 2;
a(2) = −0.02961*abs(gam) + 2.4;
a(1) = 0.2126*abs(gam)+2.13;

end
if abs(gam) < 29.55
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h(1) = 20;
end
if abs(gam) > 39

h(1) = 40;
h(2) = 8;

end
gam = gam*pi/180;
Fp = [cos(gamma_p/2) sin(gamma_p/2); sin(gamma_p/2) ...

cos(gamma_p/2)];
F = [cos(gam/2) sin(gam/2); sin(gam/2) cos(gam/2)];
Ee = 0.5*(F'*F) − 0.5*(Fp'*Fp);
S = mu*[K1*Ee(1,1) Ksh*Ee(1,2); Ksh*Ee(2,1) K2*Ee(2,2)];
q(number_of_surface) = Poly_ExpToNum_Kinematic(gamma_p , ...

P_G1151_S);
alpha(number_of_surface) = Poly_ExpToNum_Isotrope(gamma_p , 0, ...

P_G1151_S);
alpha(1) = a(1)*alpha(number_of_surface);
alpha(2) = a(2)*alpha(number_of_surface);
q(1) = q_old(1) + h(1)*(gamma_p − gamma_p_old);
q(2) = q_old(2) + h(2)*(gamma_p − gamma_p_old);
fseuil_table(1,1) = abs(S(1,2) + S(2,1) − q(1)) − (Sy(1) + ...

alpha(1));
fseuil_table(1,2) = abs(S(1,2) + S(2,1) − q(2)) − (Sy(2) + ...

alpha(2));
fseuil_table(1,number_of_surface) = Check_fs_surface_ext(S, ...

gamma_p , Sy(number_of_surface), P_G1151_S);
for i = 1:1: number_of_surface

if fseuil_table(1,i) > 0
if i < number_of_surface

Surface = i;
alpha(i) = a(i)*alpha(number_of_surface);
q(i) = q_old(i) + h(i)*(gamma_p − gamma_p_old);
[gamma_p , S] = root_surface_int(gamma_p , ...

gamma_p_old , q_old(i), a(i), h(i), Sy(i), S, F, ...
IterMax , Tol, P_G1151_S , mu, Ksh, K1, K2);

q(number_of_surface) = ...
Poly_ExpToNum_Kinematic(gamma_p , P_G1151_S);

alpha(number_of_surface) = ...
Poly_ExpToNum_Isotrope(gamma_p , 0, P_G1151_S);

q(i) = q_old(i) + h(i)*(gamma_p − gamma_p_old);
alpha(i) = a(i)*alpha(number_of_surface);
fseuil_table(1,i) = abs(S(1,2) + S(2,1) − q(i)) − ...

(Sy(i) + alpha(i));
if i == number_of_surface−1

fseuil_table(1,number_of_surface) = ...
Check_fs_surface_ext(S, gamma_p , ...
Sy(number_of_surface), P_G1151_S);

else
alpha(i+1) = a(i+1)*alpha(number_of_surface);
q(i+1) = q_old(i+1) + h(i+1)*(gamma_p − ...

gamma_p_old);
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fseuil_table(1,i+1) = abs(S(1,2) + S(2,1) − ...
q(i+1)) − (Sy(i+1) + alpha(i+1));

end
if i > 1

for j = i−1:−1:1
alpha(j) = a(j)*alpha(number_of_surface);
q(j) = S(1,2) + S(2,1) −sign(S(1,2) + ...

S(2,1))*(Sy(j) + alpha(j));
fseuil_table(1,j) = abs(S(1,2) + S(2,1) − ...

q(j)) − (Sy(j) + alpha(j));
end

end
elseif i == number_of_surface

Surface = number_of_surface; Iter = 0;
while abs(fseuil_table(1,number_of_surface)) > Tol ...

&& Iter < IterMax
Iter = Iter + 1;
val = 0;
for ValP = 1:1:length(P_G1151_S)−1

val = val + P_G1151_S(ValP)*...
(length(P_G1151_S)−ValP)*...
(abs(gamma_p))^(length(P_G1151_S)−ValP−1);

end
dfsg_ext = sign(S(1,2) + S(2,1)− ...

Poly_ExpToNum_Kinematic(gamma_p , ...
P_G1151_S))*...

(−1*mu*Ksh*cos(gamma_p)−val) − sign(gamma_p)*val;
gamma_p = gamma_p − ...

fseuil_table(1,number_of_surface)/dfsg_ext;
Fp = [cos(gamma_p/2) sin(gamma_p/2); ...

sin(gamma_p/2) cos(gamma_p/2)];
Ee = 0.5*(F'*F) − 0.5*(Fp'*Fp);
S = mu*[K1*Ee(1,1) Ksh*Ee(1,2); Ksh*Ee(2,1) ...

K2*Ee(2,2)];
fseuil_table(1,number_of_surface) = ...

Check_fs_surface_ext(S, gamma_p , ...
Sy(number_of_surface), P_G1151_S);

end
alpha(number_of_surface) = ...

Poly_ExpToNum_Isotrope(gamma_p , 0, P_G1151_S);
for j = 1:1:( number_of_surface−1)

alpha(j) = a(j)*alpha(number_of_surface);
q(j) = S(1,2) + S(2,1) −sign(S(1,2) + ...

S(2,1))*(Sy(j) + alpha(j));
fseuil_table(1,j) = abs(S(1,2) + S(2,1) − q(j)) ...
− (Sy(j) + alpha(j));

end
end

end
end
fprintf('Active surface number : S%i \n', Surface')
for i = 1:number_of_surface
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q_old(i) = q(i);
end
gam_old = gam;
gamma_p_old = gamma_p;
plot_S(incr) = S(1,2) + S(2,1);
plot_gamma_t(incr) = gam;

end
figure
plot(plot_gamma_t ,plot_S)

\label{Algo1Mazin}

D.3.2 Algorithme NR pour surface interne

function [gamma_p , S] = root_surface_int(gamma_p , gamma_p_old , ...
q_old , a, h, Sy, S, F, ItMax , Tol, P_G1151_S , mu, Ksh, K1, K2)
val = 0;

for ValP = 1:1:length(P_G1151_S)−1
val = val + P_G1151_S(ValP)*...
(length(P_G1151_S)−ValP)*...
(abs(gamma_p))^(length(P_G1151_S)−ValP−1);

end
val = sign(gamma_p)*val;
q = q_old + h*(gamma_p − gamma_p_old);
alpha_int = a*Poly_ExpToNum_Isotrope(gamma_p , 0, P_G1151_S);
fseuil_int = abs(S(1,2) + S(2,1) − q) − (Sy + alpha_int);
dfsg_int = sign(S(1,2) + S(2,1) − (q_old + h*(gamma_p − ...

gamma_p_old)))*(−1*mu*Ksh*cos(gamma_p) − h) − a*val;
iter = 0;
while abs(fseuil_int) > Tol && iter < ItMax

iter = iter + 1;
gamma_p = gamma_p − fseuil_int/dfsg_int;
q = q_old + h*(gamma_p − gamma_p_old);
Fp = [cos(gamma_p/2) sin(gamma_p/2); sin(gamma_p/2) ...

cos(gamma_p/2)];
Ee = 0.5*(F'*F) − 0.5*(Fp'*Fp);
S = mu*[K1*Ee(1,1) Ksh*Ee(1,2); Ksh*Ee(2,1) K2*Ee(2,2)];
alpha_int = a*Poly_ExpToNum_Isotrope(gamma_p , 0, P_G1151_S);
fseuil_int = abs(S(1,2) + S(2,1) − q) − (Sy + alpha_int);
val = 0;
for ValP = 1:1:length(P_G1151_S)−1

val = val + P_G1151_S(ValP)*...
(length(P_G1151_S)−ValP)*...
(abs(gamma_p))^(length(P_G1151_S)−ValP−1);

end
val = sign(gamma_p)*val;
dfsg_int = sign(S(1,2) + S(2,1) − (q_old + h*(gamma_p − ...

gamma_p_old)))*(−1*mu*Ksh*cos(gamma_p) − h) − a*val;
end
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end

D.3.3 Algorithme pour le critère de la surface externe

function fs = Check_fs_surface_ext(S, gam, Sy, P_G1151_S)
fs = abs(S(1,2) + S(2,1) − Poly_ExpToNum_Kinematic(gam, P_G1151_S)) ...

− (Poly_ExpToNum_Isotrope(gam, Sy, P_G1151_S));
end

D.3.4 Algorithme pour l’écrouissage cinématique

function val = Poly_ExpToNum_Kinematic(gt, p)
if abs(gt) > 0.0

val = 0;
for ValP = 1:1:length(p)

val = val + p(ValP)*(abs(gt))^(length(p)−ValP);
end

else
val = 0;

end
val = sign(gt)*val;

end

D.3.5 Algorithme pour l’écrouissage isotrope

function val = Poly_ExpToNum_Isotrope(gt, sy, p)
if abs(gt) > 0.0

val = 0;
for ValP = 1:1:length(p)

val = val + p(ValP)*(abs(gt))^(length(p)−ValP);
end
val = val + sy;

else
val = sy;

end
end

D.3.6 Algorithme de dérivée fractionnaire pour le mode en
�exion
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close all; clear all; clc
load_table = ...
[0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55
0 0.025 −0.025 0.033 −0.033 0.041 −0.041 0.049 −0.049 0.057 −0.057 ...

0.065];
p_G1151_B = [−1178557.98708372 1657047 .03184689 −984999.217830196 ...

322081 .956161590 −63053.0478413303 7504 .17492314872 ...
−517.592642041782 ...

16.5096391969246 0.345603690491056];
C = 0; T0 = 0; dt = 0.01; Tf =55; M_prev = 0; C_prev = 0;
save_C = zeros(1,(Tf−T0)/dt); save_M = zeros(1,(Tf−T0)/dt);
C_max = 0; inc = 0; alpha = 0.6; M_max = 0.12172; K_b = 0.0185;
for time = T0:dt:Tf

inc = inc + 1;
if time > 0

indOfSlope = find(time <= load_table(1,:), 1);
y1 = load_table(2, indOfSlope−1);
y2 = load_table(2, indOfSlope);
x1 = load_table(1, indOfSlope−1);
x2 = load_table(1, indOfSlope);
C = (((y2 − y1)/(x2 − x1))*time) + y1 − (((y2 − y1)/(x2 − ...

x1))*x1);
else

C = 0;
end
if abs(C) >= abs(C_max) || abs(M_prev) > M_max

M = sign(C)*M_max*(1−exp(−abs(C)/K_b));
M_1 = M; C_0 = C; C_max = C; M_0 = M; C_1 = C;
B = 0;
for ValP = 1:1:length(p_G1151_Bending)

B = B + ...
p_G1151_Bending(ValP)*abs(C).^(length(p_G1151_B)−ValP);

end
elseif (C) < (C_prev) && abs(C) < abs(C_max)

M = M_1 + B*sign(C−C_0)*(gamma(2)/gamma(2−alpha))*...
abs(C−C_0)^(1− alpha);

M_0 = M; C_1 = C;
else

M = M_0 + B*sign(C−C_1)*(gamma(2)/gamma(2−alpha))*...
abs(C−C_1)^(1− alpha);

M_1 = M; C_0 = C;
end
C_prev = C; M_prev = M;
save_M(inc ,1) = M; save_C(inc ,1) = C;

end
plot(save_C , save_M)
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Annexe E

Annexes associées au chapitre 5

E.1 Dé�nition de la base locale de l’élément �ni
L’objectif de cette section d’annexe est de montrer la méthode de calcul du gradient

de transformation à partir de la position des noeuds. En e�et, le gradient de transforma-

tion F étant la variable d’entrée du modèle, il est important de savoir comment ce dernier

est calculé. De plus le calcul de la courbure étant proposé dans les travaux [HAM 07] cette

donnée n’est pas détaillée ici.

Création de la base locale de l’élément �ni (e1, e2)

La première étape consiste à créer une base locale qui correspond à l’élément �ni en

question (ici, l’élément 532 représenté en bleu sur la �gure E.1).

 

1
2

3

4 5

Elément 2 : [5, 3, 2] 

  [169.7, 0]

  

x

y

  [169.7, 169.7]

  

Base globale (   ) en violette

Base locale (   ) en jaune

   [0, -240, 0]

   [-120, -120, 0]

  

  

Figure E.1 – Calcul de la base locale de l’élément �ni S3

Le vecteur unitaire e1 est dé�ni comme étant l’un des cotés du triangle formé par les

deux premiers noeuds de la table de connectivité associée à l’élément, ici le noeud 5 et
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le noeud 3. Ainsi, le vecteur e1 est dé�ni par :

e1 =
x12

||x12||
(E.1)

Le vecteur unitaire e2 est orthogonal au vecteur e1. L’idée est donc de construire un

vecteur normal à l’élément �ni :

e3 = x12∧ x13 (E.2)

et sa norme :

e3 =
x12∧ x13

||x12∧ x13||
(E.3)

De ce fait, il est possible de dé�nir le vecteur e2 :

e2 = e3∧ e1 (E.4)

Ce vecteur est déjà normalisé puisque e3 et e1 sont normalisés.

Création des vecteurs covariants (L1, L2)

Il a été postulé que le premier vecteur covariant L1 était la norme du côté formé par les

deux premiers noeuds de la connectivité, ici le côté 53 du triangle. on a donc :

L1 = ||x12|| e1 (E.5)

 

1
2

3

4 5

   [-120, -120, 0]

   [0, -240, 0]

  [169.7, 0]

  

x

y

  [169.7, 169.7]

  

Base globale (   ) en violette

Base locale (     ) en jaune

Figure E.2 – Calcul des vecteurs covariants dans la base de l’élément �ni S3

Il a été également postulé que le second vecteur covariant L2 suit le côté formé par le

premier et le dernier noeud de la connectivité. On a donc :

L2 · e1 =
x12 · x13

||x12||
(E.6)
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L2 · e2 =
x12∧ x13

||x12||
(E.7)

On peut aussi écrire :

L2 = (e1 · x13) · e1 +(e2 · x13) · e2 (E.8)

Cette formulation n’est cependant pas utilisable puisqu’on ne connait pas les angles entre

les vecteurs e1 et x13 et entre e2 et x13.

Création des vecteurs contravariants (L1, L2)

Par dé�nition, la base contravariante est formée par l’inverse de la base covariante :[
L1

x L1
y

L2
x L2

y

]
·
[

L1x L1y
L2x L2y

]
=

[
1 0
0 1

]
(E.9)

On a ainsi : [
L1

x L1
y

L2
x L2

y

]
=

[
L1x L1y
L2x L2y

]−1

(E.10)

 

1
2

3

4 5

   [-120, -120, 0]

   [0, -240, 0]

  [169.7, 0]

  

x

y

  [169.7, 169.7]

  

Base globale (   ) en violette

Base locale (     ) en jaune

 
 

                 

 
 

           

Figure E.3 – Calcul des vecteurs contravariants dans la base de l’élément �ni S3

On note en majuscule les vecteurs à l’état initial, c’est à dire pour t = 0 sec. Or, à partir

des deux bases dé�nies précédemment, il est possible de calculer la base covariante pour

chaque pas de temps et ainsi pour chaque nouvelle position des noeuds. On a ainsi, non

plus une base écrite avec des majuscules mais avec des minuscules. A partir de ça, il est

possible de calculer le gradient de transformation.

Calcul du gradient de transformation

Le gradient de déformation F est calculé à partir de la relation suivante :

F(e1,e2) = lt
i j ·Li

j (E.11)
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Soit dans notre cas :

F(e1,e2) =

[
l1x l1y
l2x l2y

]t

(e1,e2)

·
[

L1
x L1

y
L2

x L2
y

]
(e1,e2)

(E.12)

Or comme les bases covariantes et contravariantes sont calculées à partir de la base locale

de l’élément �ni, le gradient sera aussi dans la base locale.

 

x

y

  
  

  [219.6, 0]

  [219.6, 96.8]
   [-155, -155, 0]

   [-86.8, -223.7, 0]

 
 

                 

 
 

           

Figure E.4 – Calcul des bases dans l’élément �ni S3 à l’état déformé
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Mise en plan : Double Dôme

E.2 Mise en plan : Double Dôme

 

Figure E.5 – Mise en plan : double dôme
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E.3 Mise en plan : Boite

 

Figure E.6 – Mise en plan : moule boite

 

Figure E.7 – Mise en plan : poinçon boite

 

Figure E.8 – Mise en plan : serre-�anc boite
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Mise en plan : T

E.4 Mise en plan : T

 

Figure E.9 – Mise en plan : moule bas T

 

Figure E.10 – Mise en plan : serre-�anc bas T

 

Figure E.11 – Mise en plan : serre-�anc haut T
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Figure E.12 – Mise en plan : poinçon haut T

 

Figure E.13 – Mise en plan : poinçon bas T
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Mise en plan : Croix 4 branches

E.5 Mise en plan : Croix 4 branches

 

Figure E.14 – Mise en plan : moule croix 4 branches

 

Figure E.15 – Mise en plan : poinçon croix 4 branches
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1 2 3

4 5 6

Figure E.16 – Moule en bois pour comparer les stratégies de mise en forme incrémen-

tale sur la géométrie croix 4 branches
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