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Résumé

Les roulements à billes sont l’un des composants les plus importants et les
plus critiques dans les turbomachines ou dans les éoliennes. Ils nécessitent un
dimensionnement soigné pour allier fiabilité et pertinence économique, abou-
tissant à des roulements compacts, de fortes capacités en charges statique et
dynamique. Ainsi, les butées à billes rencontrées dans les pieds de pales d’éo-
liennes doivent supporter des chargements très élevés, avec des bagues très
fines par rapport aux dimensions du palier. Le roulement à quatre points
de contact à haute vitesse est un autre exemple de bagues minces, où la
cinématique interne est fortement liée à la géométrie des pistes qui elle, dé-
pend de la rigidité des bagues et des logements. Pour cette application, les
pistes intérieures et extérieures sont archées et bien souvent constituées de
deux demi-bagues. La souplesse de ces dernières ainsi que celle du logement
modifie la géométrie interne et l’interaction entre les composants. Cela im-
plique une modification de la distribution de pression et simultanément des
vitesses internes. Par conséquent, la souplesse du roulement et de son en-
vironnement est un paramètre important à prendre en compte pour mieux
estimer le domaine des chargements admissibles pour le roulement.

Il est proposé dans cette thèse un modèle permettant de dimensionner
des roulements à billes à quatre points de contact, principalement dans le
domaine d’application des turbines aéronautiques. Ce modèle est capable de
rendre compte des déformations globales des bagues et de leur logement et
environnement proche. Un ensemble de travaux existants et différentes pos-
sibilités envisagées pour la mise en place d’un modèle de roulement à bagues
déformables est présenté pour définir une stratégie de couplage efficace entre
un modèle analytique et un modèle éléments finis.

La prise en compte de la souplesse des bagues s’appuie sur la résolu-
tion préalable d’un problème semi analytique de modélisation avec bagues
rigides. Ensuite un couplage entre les résultats de ce modèle et un modèle
éléments finis est réalisée pour prendre en compte la souplesse des bagues.
Des choix sont nécessaires pour ce couplage, notamment sur la modélisation
des contacts billes/bagues par l’utilisation de forces nodales pour simuler fi-
dèlement ces contacts. Plusieurs méthodes sont ainsi évaluées pour calculer
au mieux la nouvelle géométrie de la bague, en observant son comportement
lorsqu’elle est soumise au contact d’une bille. Finalement, cette souplesse est
intégrée au modèle semi analytique pour comparer le comportement d’un
roulement à bagues rigides à celui d’un roulement à bagues souples. Des
premiers résultats numériques sur une géométrie académique montrent des
variations des grandeurs internes du roulement (angles de contact, ellipse
de contact) ainsi qu’une meilleure répartition du chargement. Des essais ont
été réalisés pour valider expérimentalement le modèle développé dans cette
thèse. Les comparaisons par mesures du déplacement axial des bagues et
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8 Résumé

des ondulations en surface des bagues montrent que la souplesse du support
n’est pas négligeable, même dans le cas de bagues larges. Également, ces
essais ont démontré la pertinence du couplage entre un modèle analytique
et un modèle éléments finis pour rendre compte des déformations de bagues
de roulements à billes à quatre points de contact.
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Notations

αxx : angle de contact.
α0

i , αO
o : angles de contact radial.

αf : angle de contact libre.
Bi, Bo : largeurs des bagues.
β, β′ : angles de positionnement du vecteur de rotation propre d’une bille.
Cc : point de contact.
Cxx : centre de courbure des pistes.
D : diamètre des billes.
Dal : diamètre des alvéoles de la cage.
di : diamètre intérieur de la bague intérieure.
dm : diamètre moyen du roulement à billes.
δxx : déplacement de la bille dans la bague causé par le contact Hertzien.
δa

xx : déplacement axial des centres de courbure.
δr

xx : déplacement radial des centres de courbure.
δx, δy, δz : translations de la bague intérieure.
Ep : jeu axial.
fi, fo : conformité des pistes.
FX , FY : forces tangentielles au contact bille/bague.
Fc : force centriguge exercée sur la bille.
Fx, Fy , Fz : forces exercées sur la bague intérieure.
G : centre d’un repère.
gi, go : troncature des bagues.
hir : hauteur du lubrifiant au niveau des contacts bille/bague.
Jd : jeu diamétral.
MRxx : moment de frottement par roulement (Rolling).
MSxx : moment de frottement par glissement (Spinning).
MY xx : moment créé par le contact bille/bague.
MY , MZ : moments créés sur la bille par les effets d’inertie.
My, Mz : moment exercés sur la bague intérieure.
N : nombre de billes.
Ω, ω : vitesse de rotation.
ωm : vitesse de rotation propre d’une bille.
ωCa : vitesse de rotation de la cage.
Q : force normale au contact bille/bague.
RCa, rCa, LCa : rayon extérieur, intérieur et largeur de la cage.
ri, ro : rayon des pistes (ri = fiD ; ro = foD).
θ : angle de rotation.
θy, θz : rotations de la bague intérieure.
ψ : position angulaire des billes.

Indices

Ca : cage
G : repère global
i : bague intérieure (inner)
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o : bague extérieure (outer)
r : piste droite d’une bague (right)
l : piste gauche d’une bague (left)
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1.1 État de l’art

Le guidage du mouvement de rotation d’un élément tournant est réalisé
principalement par deux moyens, soit l’utilisation d’un palier lisse, soit l’uti-
lisation d’un palier à roulement. Les paliers possèdent une large gamme de
géométrie pour s’adapter au chargement appliqué (forces axiales, radiales,
moments) et au type de guidage souhaité (palier porteur ou de butée). Les
paliers étant universellement présents lorsqu’il s’agit de guider une rota-
tion, d’importantes recherches sont effectuées afin d’en améliorer les perfor-
mances. Ainsi, la taille et la masse des paliers diminuent, leur durée de vie
et leur capacité de charge augmentent.

Le palier à roulement permettent de transformer les efforts de glissement
des paliers lisses en efforts de roulement. Ainsi ces deux éléments ne sont
pas utilisés dans le mêmes cas de figure.

Les paliers lisses comportent peu de pièce, et sont généralement moins
encombrant qu’un roulement. De plus, ce faible nombre de pièces en mou-
vement leur donne l’avantage d’être peu bruyant. Les paliers lisses sont in-
diqués lorsque les charges sont légères et que les vitesses de rotations sont
lentes ou de faible amplitude.

Les roulements sont généralement utilisés lorsque les charges sont élevées
et la vitesse de rotation importante.

1.1.1 Description d’un roulement à billes

Dans notre étude, nous nous intéressons particulièrement aux roulements
à billes. Ceux-ci sont composés de plusieurs éléments :

Cage

Bague intérieure

Bague extérieure

Bille

Figure 1.1 – Eléments d’un roule-
ment à billes.

la bague extérieure qui est liée à l’un des deux éléments à guider (appelé
logement ou support). Elle est le plus souvent cylindrique sur sa partie
externe. Dans sa partie interne est creusée une gorge, dans laquelle
les billes du roulement se déplacent ;

la bague intérieure qui est liée à l’autre élément à guider (appelé arbre).
Elle est construite de manière similaire à la bague extérieure ;

les billes sont les éléments qui transmettent les efforts entre la bague in-
térieure et la bague extérieure. Ces éléments roulent entre les deux
bagues du roulement ;
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14 Introduction

la cage qui permet de maintenir un espacement régulier entre les billes du
roulement.

Le roulement représenté sur la figure 1.1 est un roulement à une rangée de
billes à gorge profonde. Les pistes sur les bagues extérieure et intérieure sont
toriques d’un diamètre supérieur au diamètre d’une bille. Celle-ci possède
donc deux points de contact : un avec la bague intérieure et un avec la
bague extérieure. Il s’agit d’un type de roulement couramment utilisé dans
les assemblages mécaniques. Il supporte des charges radiales principalement,
et possède une légère mobilité en rotation.

Figure 1.2 – Roulement à quatre
points de contact.

Les roulements que nous étudions ici sont des roulements à quatre points
de contact. Géométriquement, très ressemblants aux roulements à deux
points de contact, les pistes intérieure et extérieure formant une arche (fig.
1.2), la bille peut posséder jusqu’à quatre points de contact (deux sur la
bague extérieure et deux autres sur celle intérieure). Nous différencions donc
quatre pistes : intérieure droite et gauche, et extérieure droite et gauche.

Le premier avantage de cette arche est l’espace libre en son sommet,
qui permet un meilleur drainage du lubrifiant. Il est également possible d’y
ajouter des orifices d’évacuation et d’alimentation en lubrifiant.

Le second avantage est que la partie archée des pistes lui permet d’avoir
un comportement qui se rapproche des roulements à contact oblique, c’est
à dire qu’il supporte mieux les chargements axiaux que les chargements
radiaux. Il est ainsi plus compact que deux roulements à contact oblique
installés côte à côte et les chargements sont plus répartis sur les différentes
pistes.

Par contre, le fait les billes puissent avoir trois ou quatre points de
contact, rend impossible le contact par roulements en tout lieu et simul-
tanément. De manière générale, il y a donc un glissement plus prononcé au
niveau des points de contact, ce qui augmente la puissance dissipée d’une
part, et l’usure des pistes d’autre part.

Ces roulements sont utilisés dans les turbomachines, sur l’arbre princi-
pal, pour reprendre les efforts axiaux, le plus souvent conjointement à un
roulement à rouleaux qui lui transmet les efforts radiaux. Ils sont également
utilisés dans les pieds de grues, ou de pales d’éolienne. Leur grande raideur
en rotation est appréciée dans ces domaines où des moments importants sont
à transmettre.

1.1.2 Modélisation d’un roulement à bagues rigides

Modéliser un roulement à billes consiste à prévoir le fonctionnement
de celui-ci. Il s’agit par exemple de déterminer le déplacement des bagues
l’une par rapport à l’autre, la répartition des charges internes, les vitesses
de glissement, pour éventuellement déterminer sa durée de vie ou la puis-
sance dissipée. Lorsque le roulement est chargé, ses billes se déplacent et
rentrent en contact avec les bagues au niveau de leurs pistes. Les contacts
créent alors de faibles déformations et engendrent un déplacement supplé-
mentaire des bagues. Ces déformations hertziennes restent dans un faible
volume (quelques millimètres cube) elles sont appelées déformations locales.

Les modèles analytiques prennent rapidement en compte ces déforma-
tions locales mais font l’hypothèse que les bagues conservent leur forme
circulaires, leur ovalisation ou leur torsion sont considérées nulles, et nous
parlons alors de modèle à bagues rigides. Citons particulièrement les travaux
de Jones [26] en 1959 qui établissent une formulation analytique à la base du
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1.1. État de l’art 15

modèle présenté dans cette étude. En 1973, Hamrock et Anderson [18], s’en
inspirent pour étudier des roulements à pistes archées, et prennent en compte
les efforts centrifuges créés par les vitesses de rotation élevés. Des modèles
récents sont encore développés pour suivre les spécificités des roulements
actuels. En 1979, Gupta [16, 17], prend en compte les effets dynamiques.
Ces différents modèles, permettent d’obtenir un ensemble de grandeurs in-
ternes permettant de pouvoir estimer des durées de vie, des capacités de
charge, mais également des lois de comportements. Des modèles simplifiés
permettent la détermination rapide et robuste du déplacement des bagues :
Houpert [21], en 1997, propose une méthode unique pour les roulements à
billes et à rouleaux.

Plusieurs études récentes traitent de cas proches celui des roulements à
quatre points de contact de notre étude :

— en 2003, Amasorrain [22] traite, les butées à billes à quatre points de
contact ;

— en 2006, Antoine et al. proposent un méthode pour la détermination
des angles de contact dans les roulements à contact angulaire ;

— en 2010, Jedrzejewski [23] propose un modèle pour ces mêmes roule-
ments, mais en prenant en compte les grandes vitesses.

1.1.3 Modélisation d’un roulement à bagues souples

Pour des roulements faiblement chargés ou à bagues large, l’hypothèse
de bague rigide s’avère satisfaisante. Les grands roulements rencontrés dans
les grues, les éoliennes, au pied de structures tournantes, ont un rôle mul-
tiple. Ils guident la rotation, supportent une masse élevée et parfois servent
d’engrenage. De tels roulements, dit de pivotement (fig. 1.3), font partie de
la structure complète, et se déforment comme chacun de ses éléments. Du
fait, des très faibles vitesse de rotation de ces roulements, une étude statique
de l’état de déformation des bagues peut se révéler suffisante.

Figure 1.3 – Roulement de pivote-
ment. Aguirrebeitia, 2012, [2].

Dans des turboréacteurs, les déformations globales des bagues appa-
raissent pour d’autres raisons. Les exigences en matière de performance et
de consommation induisent en outre des diminutions de masse des divers
composants des moteurs.

Plusieurs pistes peuvent être envisagées. Il est par exemple possible de
changer les matériaux utilisés pour la réalisation des roulements : l’utilisa-
tion de céramique permet en effet de réaliser cette diminution de masse.
L’utilisation de sphères creuses à la place de billes contribue à cette réduc-
tion de masse. Darji [9] montre en 2008 leur bénéfice en terme de durée de
vie.

Il est également possible de regrouper les fonctions des composants : les
bagues sont utilisées comme support ou comme roue dentée. Dans ces cas,
le roulement est alors intimement lié à la structure.

Enfin, une réduction de l’épaisseur des bagues permet également la ré-
duction de la masse des roulements. Nous traitons particulièrement ces deux
derniers phénomènes dans cette étude. Ces deux derniers points incitent à
ne plus considérer les bagues comme des éléments rigides pour le dimension-
nement des roulements.

Figure 1.4 – Étude photo élastique
d’un roulement à rouleaux. Eimer,
1964, [10].

La prise en compte des déformations des bagues et de l’environnement
d’un roulement à billes est un phénomène ancien. En 1964, Eimer [10] réa-
lise une étude photo élastique d’un roulement à rouleaux, permettant de
visualiser les déformations des bagues du roulement, mais également celle
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du support.

Modèles analytiques - Les premiers modèles mis en place pour la prise
en compte de ces déformations furent des modèles analytiques. Dans le but
d’étudier des roulements où la bague extérieure est la roue dentée d’un sys-
tème d’engrenage, Harris et Jones [25] proposent dans un premier temps
d’étudier les déformations des bagues lorsqu’elle sont soumises à des char-
gements en divers points de sa surface. Ils utilisent pour cela la théorie des
poutres courbées de Timoshenko [36] afin de développer une formulation
basée sur une décomposition en série de Fourier. Cette formulation est ex-
plicitée par Harris [19].

Roark et Young [39] établissent des formules analytiques permettant
de déterminer les déformations d’anneaux élastiques soumis à des charge-
ments radiaux. Les déformations calculées restant dans le plan des anneaux,
cette formulation est particulièrement adaptée pour les roulements princi-
palement soumis à des efforts radiaux (roulements à rouleaux par exemple).
Une contrainte de ce modèle est que l’anneau étudié doit posséder une géo-
métrie axisymétrique. Cependant, comme cette formulation analytique ne
dépend que des chargements et de la géométrie des bagues, son calcul est
aisé et rapide. Elle est donc adaptée à l’intégration à des codes de calcul
de roulements à rouleaux pour une première approche des effets des bagues
déformables. Cavallaro et Nélias [6] utilisent cette formulation dans un code
de dimensionnement de roulements à rouleaux. Leur études permettent de
confirmer les résultats démontrés par Harris :

— l’ovalisation des bagues modifie la répartition des charges à l’intérieur
du roulement. Les efforts sont mieux distribués ;

— la souplesse des bagues tend à réduire la raideur du roulement.
Le principal avantage de ces méthodes analytiques est leur simplicité de

mise en œuvre et leur rapidité de calcul. Elles sont cependant limitées par :
— la nécessité d’une axisymétrie des bagues. Ce qui est problématique

lorsque l’on souhaite modéliser des bagues complexes où les systèmes
de fixation (vis, écrous, trous) sont usinés sur les bagues elles-mêmes ;

— leur incapacité à prendre en compte les déformations hors plan des
bagues. Ce qui est problématique lorsque l’on souhaite modéliser des
roulements à contact oblique où les chargements axiaux sont prédo-
minants.

Modèles éléments finis utilisant des éléments de poutres - Ré-
cemment, Yao [38] utilise des éléments de poutres courbées de Timoshenko
(fig. 1.5) pour étudier la réponse dynamique des bagues d’un roulement
à billes. Cette technique permet d’obtenir des résultats rapides en termes
de calcul et possède l’avantage de pouvoir pendre en compte des géomé-
tries plus complexes que les modèles analytiques. De plus ces résultats sont
obtenus sans utiliser de calcul de contact en éléments finis, ce qui est un
bon point pour une application industrielle car un tel calcul est coûteux en
temps. Cependant les bagues étant modélisées par des éléments de poutre,
il n’est pas possible de positionner le chargement dans la piste des bagues
car celle ci n’est pas représentée par ces éléments. Il est de plus impossible
d’étudier la géométrie d’une piste déformée.

Modèles éléments finis pour déterminer une matrice de raideur -
La raideur du roulement devant être intégrée pour dimensionner un arbre de
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Figure 1.5 – Modèle éléments finis utilisé par Yao [38], 2012.

turbine, plusieurs études montre qu’il est possible de la déterminer en utili-
sant les éléments finis. En 2001, Zupan et Prebil [41] étudient un roulement
à billes à quatre points de contact de grande dimension. La structure étudiée
est complexe : plusieurs liaisons boulonnées sont présentes sur les bagues, et
la bague extérieure est une roue dentée. La souplesse des bagues est prise en
compte en déterminant par éléments finis la matrice de raideur des bagues
du roulement. La méthode proposée ne permet cependant pas de prendre en
compte un éventuel changement dans la conformité du roulement.

Wensing [37], utilise un modèle élements finis pour déterminer les modes
de vibration des bagues de roulement et de leur support. Il détermine alors
les matrices de raideur et d’amortissement des bagues afin d’effectuer des
études dynamiques sur toute une ligne d’arbre.

Modèles éléments finis utilisant des ressorts non linéaires - Dans
le but de modéliser un roulement à billes plus fidèlement par éléments fi-
nis, tout en évitant le calcul des contacts, Filetti et Rumbarger [11] pro-
posent en 1970 de remplacer les billes par des ressorts non linéaires reliant
les bagues extérieures et les bagues intérieures. Il s’agit là d’une première
forme de couplage car la raideur des ressorts est calculée analytiquement
par la théorie du contact de Hertz. Plus récemment, en 2008, Daidié [8],
utilise une technique similaire pour le cas particulier de grands roulements à
quatre points de contact rencontrés dans les pieds de grues. Le chargement
est donc principalement statique (faible vitesse de rotation). La souplesse
des bagues extérieures et intérieures est prise en compte, et les ressorts non
linéaires sont fixés entre les centres de courbures des pistes (fig. 1.6).

Figure 1.6 – Modèle éléments finis utilisé par Daidié [8], 2008.

Les résultats sont obtenus avec un temps de calcul faible ce qui pré-
sente un avantage certain. Par ailleurs le modèle utilisé montre une bonne
corrélation avec des mesures expérimentales.

Plus récemment, en 2012, Aguirrebeitia et al. [2] utilisent également
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cette méthodologie sur des roulements à quatre points de contact pour en
déterminer la capacité statique de charge et ainsi valider numériquement
leur modèle analytique [3].

En utilisant cette technique, Chen et Wen [7] montrent, la même an-
née, l’influence des différents éléments du support d’un roulement de moyeu
éolienne et Kania et al. [28] determinent la capacité de roulement de pivo-
tement (pied de grue par exemple).

Cependant, cette méthode ne peut être utilisée qu’en première approche
dans les cas de turbines. En effet, dans les turbo machines, les effets d’iner-
tie ne sont pas négligeables et font apparaitre des configurations dans les
contacts des billes qu’il n’est pas possible de modéliser avec des ressorts non
linéaires (le cas de trois points de contact en particulier).

Modèles éléments finis utilisant des simulations multicorps Avec
un niveau de complexité plus élevé, la simulation multicorps permet de mo-
déliser tous les éléments du roulement à billes. Une telle simulation nécessite
la résolution de nombreux problèmes de contact simultanément ce qui de-
mande des ressources de calcul importantes et un temps de calcul élevé. En
2006, Kania [27] étudie la loi de comportement (force/déformation) d’une
piste et un rouleau de roulement, il pointe alors la difficulté de pouvoir mo-
déliser complètement un roulement par éléments finis. En 2010, Olave [35],

Figure 1.7 – Modèle éléments finis
utilisé par Olave, [35], 2010.

met en œuvre une telle simulation sur un roulement à billes à quatre points
de contact possédant une géométrie non axi symétrique (fig. 1.7). Ce mo-
dèle lui permet de visualiser les points où le système de fixation (assemblage
boulonné) possède une raideur plus importante. Citons également Laniado-
Jacome et al. [30] qui étudient le glissement dans les roulements à rouleaux
avec un modèle multi corps en 2010.

Cependant, afin de modéliser les roulements à grande vitesse, il est né-
cessaire de pouvoir accéder à des grandeurs, comme par exemple les vitesses
de glissement ou les puissances dissipées aux contacts. Ces grandeurs sont
difficiles à obtenir par éléments finis.

Modèles éléments finis utilisant un couplage Afin de conserver la
souplesse de la modélisation éléments finis, tout en ayant la richesse de ré-
sultats des modèles analytiques, le couplage de codes s’avère une piste judi-
cieuse. En 2004, Cavallaro [5] propose un couplage, entre un code analytique
pour roulement à deux rangées de billes et un code de calcul éléments finis.
Ce couplage consiste à faire réaliser par un calcul éléments finis le calcul de
la géométrie des pistes déformées par les forces exercées par les billes. Puis
à utiliser cette géométrie par un modèle semi analytique traitant le cas de
bagues rigides.

1.2 Approche générale et méthodologie de notre
étude

Pour notre part, nous proposons un modèle permettant de dimensionner
des roulements à billes à quatre points de contact, principalement dans le
domaine d’application des turbines aéronautiques. Il devra de rendre compte
des déformations globales des bagues, de leur logement et de son environne-
ment proche. En effet, un roulement s’intégrant dans le système d’un arbre
de turbine dont le comportement dynamique nécessite d’être maîtrisé, la
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raideur et la souplesse des bagues sont souvent un paramètre cible dans la
phase de développement. Ces paramètres peuvent s’ajuster en faisant va-
rier les grandeurs internes du roulement, mais également la géométrie des
bagues. Le cas de bagues extérieures dites en cage d’écureuil illustrent ces
possibilités 1.8.

Figure 1.8 – Roulement avec
bague extérieure en cage d’écureuil.
George et al., 2007, [14].

Notre approche s’appuie sur un modèle semi analytique développé par
Leblanc [31, 32]. Afin d’appréhender ce modèle, nous commencerons par
décrire un roulement à quatre points de contact dans le chapitre 2. Dans
un premier temps la définition des repères que nous utiliserons permettra
de constater les différentes mobilités en jeu dans le roulement. Dans un
deuxième temps nous présenterons les grandeurs qui permettent de caracté-
riser un roulement à billes.

Une fois ces quantités présentées nous pourrons, dans le chapitre 3 établir
le système d’équations à résoudre : un ensemble de relations géométriques et
d’équations d’équilibre. Ce chapitre rend compte des liens et des interactions
qu’il existe entre les différents composants d’un roulement.

Le chapitre 4 présentera la méthode retenue pour prendre en compte
la souplesse des bagues. Nous serons amenés à faire des choix dans la mo-
délisation par éléments finis du contact entre une bille et une bague ; puis
nous étudierons plusieurs méthodes pour calculer la nouvelle géométrie de
la bague, en observant son comportement lorsqu’elle est soumise au contact
d’une bille. Enfin, nous intègrerons cette souplesse au modèle semi analy-
tique afin de comparer le comportement d’un roulement à bagues rigides et
d’un roulement à bagues souples. Cette dernière partie nous permettra de
finaliser le choix de nos options de modélisation.

Le dernier chapitre traitera d’essais réalisés sur deux roulements à billes
commerciaux afin de valider expérimentalement notre modèle. Les compa-
raisons se feront sur des mesures de déplacements axial des bagues et des
ondulations en surface des bagues.
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2.2.5 Angle de contact libre : αf . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

Le roulement représenté dans notre modèle semi-analytique comporte
quatre points de contact et cinq degrés de liberté (ddl). Ces ddl corres-
pondent aux mobilités de la bague intérieure : trois translations, et deux
rotations. La bague extérieure est considérée immobile dans le repère global.
Afin de pouvoir décrire le comportement du roulement à billes, et d’établir
le système d’équations, nous détaillons dans un premier temps les repères
qui sont utilisés pour exprimer les différentes interactions. Puis dans un se-
cond temps, nous présenterons les grandeurs caractéristiques du roulement
qui sont utilisées pour décrire sa géométrie.

2.1 Définition des repères

2.1.1 Repères liés aux bagues

2.1.1.1 Repère global : RG

Le repère RG est le repère global du roulement à billes, considéré gali-
léen. Il permet de positionner les éléments du roulement à l’état initial du
roulement :

RG = {G, xG, yG,zG} (2.1)

Le centre G de ce repère est confondu avec le centre géométrique de la
bague extérieure, et de la bague intérieure lorsque celle-ci est dans son état
initial. L’axe xG définit la symétrie axiale de la bague extérieure. yG et zG

xG

yG

zG

G

Figure 2.1 – Définition du repère
RG.

forment le plan médian de la bague extérieure. Dans la suite, xG sera appelé
l’axe du roulement, zG l’axe horizontal du roulement, et yG l’axe vertical du
roulement. Notons que ce repère est orienté dans le sens indirect. Le torseur
des efforts appliqués à la bague intérieure est défini dans ce repère.
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22 Description d’un roulement à quatre points de contact

2.1.1.2 Positionnement de la bague intérieure : Ri1

Le chargement exercé sur la bague intérieure, associé à la présence de
jeu dans le roulement et aux déformations locales des bagues, entraîne le
déplacement en translation et en rotation de la bague intérieure.

Ri1 = {Gi1, xi1, yi1, zi1} (2.2)

Le centre Gi1 est confondu avec le centre géométrique de la bague inté-
rieure soumise à une translation δ par rapport à sa position initiale. L’axe
xi1 est colinéaire, et de sens contraire à l’axe de symétrie de la bague inté-
rieure. Cet axe peut subir les rotations successives θy autour de (Gi1, yG)
et θz autour de (Gi1, zi1).

Il serait d’usage de définir le torseur des efforts appliqués à la bague
dans ce repère. Cependant, du fait des faibles rotations θy et θz, et du
faible déplacement δ, les repères RG et Ri1 sont pratiquement confondus,
et finalement, nous définirons les efforts dans le repère RG.

xG

yG

zG

G

δ

Gi1

θy

θzyi1

θz
xi1

θy zi1

Figure 2.2 – Définition du repère
Ri1.

Le déplacement δ est défini dans le repère global, il est noté :

δ =







δx

δy

δz







RG

(2.3)

Les rotations successives θy et θz sont classiquement définies par des
matrices de rotation. Sur la figure 2.2 les angles représentés sont positifs.
On appelera par la suite, Θ la rotation de la bague intérieure, définie par le
produit matriciel :

Θ =







− cos θy 0 − sin θy

0 1 0
− sin θy 0 cos θy






·







cos θz − sin θz 0
sin θz cos θz 0

0 0 1






(2.4)

On explicite ici les relations de changement de repère :






X
Y
Z







RG

=







δx

δy

δz







RG

+







− cos θy cos θz cos θy sin θz − sin θy

sin θz cos θz 0
− sin θy cos θz sin θy sin θz cos θy






·







x
y
z







Ri1

(2.5)

2.1.1.3 Repère lié à la bague intérieure : Ri

La bague intérieure est en rotation autour de l’axe (Gi1, xi1). Le repère
Ri permet de décrire ce mouvement de rotation, il s’agit du repère propre
de la bague intérieure.

Ri = {Gi1, xi1, yi, zi} (2.6)
xi1

yi1

zi1

Gi1

θi/i1
yi

θi/i1 zi

Figure 2.3 – Définition du repère
Ri.

Ce repère est la rotation d’angle θi/i1 du repère Ri1 autour de (Gi1, xi1).
Les angles représentés sur la figure 2.3 sont positifs. On appelle ωi la vitesse
de rotation, cette quantité correspond à la dérivée temporelle de l’angle θi/i1.
On note le vecteur vitesse de rotation :

Ωi/i1 = θ̇i/i1 · xi1 = ωi · xi1 (2.7)
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2.1. Définition des repères 23

2.1.2 Repères liés aux billes

2.1.2.1 Mouvement orbital de la bille : Rj
b1

Une bille d’indice j décrit un mouvement de rotation autour de l’axe
(G, xG), ce mouvement est appelé mouvement de rotation orbital de la
bille.

Rj
b1 =

{

G, xG, y
j
b1, z

j
b1

}

(2.8)

Ce repère est la rotation d’angle ψj du repère RG autour de (G, xG).






X
Y
Z







RG

=







1 0 0
0 cosψj − sinψj

0 sinψj cosψj






·







x
y
z







R
j
b1

(2.9)

La matrice de rotation définie précédemment est notée ψj . L’angle ψj

est appelé l’angle de position angulaire de la bille j. Sa dérivée temporelle,
noté ωj

m, est appelée vitesse de rotation orbitale de la bille j. Et on note le
vecteur rotation :

Ωj
b1 = ψ̇j · xG = ωj

m · xG (2.10)

xG

yG

zG

G

ψj
yj

b1

ψj zj

b1

Gjb2
xG

yj

b1

zj

b1

δj

b

dm/2

Figure 2.4 – Définition des repères
R
j
b1 et R

j
b2.

2.1.2.2 Position du centre de la bille : Rj
b2

Ce repère (fig. 2.4) rend compte de la translation de la position du
centre de la bille j dans le repère Rj

b1. Cette translation est la contribution
du déplacement vers le centre de l’alvéole d’une part, dm/2 ·yjb1, et de l’écart
δ
j
b du centre de la bille par rapport au centre de l’alvéole d’autre part.

Le vecteur δjb n’a pas de composante selon l’axe zjb1, ce choix est discuté
en section 3.1.1. La quantité dm correspond au diamètre moyen initial du
roulement (eq. 2.37).

Rj
b2 =

{

Gj
b2, xG, y

j
b1,, z

j
b1

}

(2.11)

On explicite le changement de repère :






X
Y
Z







R
j
b1

=







δj
bx

δj
by + dm

2
0







R
j
b1

+







x
y
z







R
j
b2

(2.12)

2.1.2.3 Rotation propre de la bille : Rj
b3

Le repère Rj
b3 permet de décrire l’axe de rotation propre de la bille j dans

le repère Rj
b2. Pour définir ce repère, nous utilisons un repère intermédiaire,

Rj
b2β′ , permettant de définir les angles de positionnement β et β′.

Rj
b3 =

{

Gj
b2, x

j
b3, y

j
b3, z

j
b3

}

(2.13)

xG

yj

b1

zj

b1

Gjb2

β′

β′ zj

b2β′ = zj

b3

β
xj

b3

β
yj

b3

Figure 2.5 – Définition des repères
R
j
b3 et R

j
b2β′ .

Ce repère est la rotation d’angle β du repère Rj
b2β′ autour de l’axe

(

Gj
b2, z

j
b2β′

)

. L’angle β est créé par les effets gyroscopiques exercés sur la
bille. On explicite le changement de repère :







X
Y
Z







R
j

b2β′

=







cos β − sin β 0
sin β cosβ 0

0 0 1






·







x
y
z







R
j
b3

(2.14)
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24 Description d’un roulement à quatre points de contact

2.1.2.4 Repère intermédiaire : Rj
b2β′

Ce repère (cf fig. 2.5) est le repère intermédiaire permettant de posi-
tionner le repère Rj

b3.

Rj
b2β′ =

{

Gj
b2, x

j
b2β′ , y

j
b1, z

j
b2β′

}

(2.15)

Il est la rotation du repère Rj
b2 d’angle β′ autour de l’axe

(

Gj
b2, y

j
b1

)

.
L’angle β′ est créé par les effets centrifuges exercés sur la bille. Le change-
ment de repère est défini par :







X
Y
Z







R
j
b2

=







− cos β′ 0 − sin β′

0 1 0
− sin β′ 0 cos β′






·







x
y
z







R
j

b2β′

(2.16)

2.1.2.5 Repère point de contact : Rj
cxx

Pour chacun des points de contact de la bille j, il faut associer un repère.
La bille j est susceptible d’avoir quatre points de contact avec les bagues.
Nous utilisons, ici, xx pour désigner soit la piste intérieure droite (ir), soit
la piste intérieure gauche (il), soit la piste extérieure droite (or), soit encore
la piste extérieure gauche (ol). Les repères en chaque point de contact sont
définis comme suit :

— l’axe zjcxx est la normale au point de contact dirigée de la piste xx
vers le centre de la bille.

— l’axe yjcxx est colinéaire et de même sens que l’axe −zjb1.
— l’axe xjcxx complète yjcxx et zjcxx pour former une base directe.
Le point Cj

cxx est le point de contact entre la bille j et la piste xx.

+Gjb2xG

yj

b1

αjir
⊕
yj

ir

zj

ir

xj

ir

αjol⊕
yj

ol

zj

ol

xj

ol

αjil
⊕
yj

il

zj

il

xj

il

αjor
⊕
yj

or

zj
or

xj
or

Figure 2.6 – Définition des repères
R
j
cxx.

Rj
cxx =

{

Cj
cxx,x

j
cxx,−z

j
b1,z

j
cxx

}

(2.17)

Une hypothèse est faite à cette étape : il est supposé que les points de
contact restent coplanaires, dans le plan

{

Gj
b1,xG,y

j
b1

}

, cette hypothèse est
discutée dans la partie 3.1.1.







X
Y
Z







Rj
b2

= δjcxx +αjcxx ·







x
y
z







Rjcxx

(2.18)

Les angles de contact sont définis, différemment selon que le contact est
avec la bague extérieure ou avec la bague intérieure, à droite ou à gauche
(cf fig. 2.6).

δ
j
cil =

D

2







sinαj
il

− cosαj
il

0







R
j
b2

α
j
cil =







− cosαj
il 0 − sinαj

il

− sinαj
il 0 cosαj

il

0 −1 0






(2.19)

δ
j
cir =

D

2







− sinαj
ir

− cosαj
ir

0







R
j
b2

α
j
cir =







− cosαj
ir 0 sinαj

ir

sinαj
ir 0 cosαj

ir

0 −1 0






(2.20)
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δ
j
col =

D

2







sinαj
ol

cosαj
ol

0







R
j
b2

α
j
col =







cosαj
ol 0 − sinαj

ol

− sinαj
ol 0 − cosαj

ol

0 −1 0






(2.21)

δjcor =
D

2







− sinαj
or

cosαj
or

0







R
j
b2

αjcor =







cosαj
or 0 sinαj

or

sinαj
or 0 − cosαj

or

0 −1 0






(2.22)

2.1.3 Repères liés à la cage

2.1.3.1 Repère de la cage : RCa

Nous définissons le repère lié à cage dans son état le plus général (six
degrés de liberté), l’ensemble des degrés de liberté définis ici ne seront pas
tous utilisés par la suite. Le centre géométrique de la cage, est nommé GCa,
sa position est définie dans le repère global du roulement RG. Le repère cage
est noté RCa (fig. 2.7) il est défini par :

xG

yG

zG

G

δ
GCa

θCay

θCazθCax
yCa

θCaz
xCa

θCay θCax
zCa

Figure 2.7 – Définition du repère
RCa.

RCa = {GCa, xCa, yCa, zCa} (2.23)

La cage est définie par une translation et trois rotations successives :

ΘCa =







1 0 0
0 cos θx Ca − sin θx Ca

0 sin θx Ca cos θx Ca







·







cos θy Ca 0 sin θy Ca

0 1 0
− sin θy Ca 0 cos θy Ca







·







cos θz Ca − sin θz Ca 0
sin θz Ca cos θz Ca 0

0 0 1







(2.24)

On explicite les équations de changement de repère :






X
Y
Z







RG

=







δx Ca

δy Ca

δz Ca







RG

+ ΘCa ·







x
y
z







RCa

(2.25)

La bague est en rotation autour de l’axe xG à la vitesse ωCa. Et on note
le vecteur rotation :

ΩCa = θ̇x Ca · xCa = ωCa · xCa (2.26)

2.1.3.2 Repère alvéole : Rj
al

La cage est constituée d’un cylindre de rayon intérieur rCa, de rayon
extérieur RCa et de largeur LCa. Les alvéoles, pour permettre le positionne-
ment des billes, sont supposées centrées sur la largeur de la cage et réparties
régulièrement autour de la cage. Chaque alvéole est repérée par un indice
j, et possède un diamètre Dal. Il est bien sûr nécessaire que le diamètre
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26 Description d’un roulement à quatre points de contact

de l’alvéole soit supérieur au diamètre des billes. L’espace maximal entre la
bille et les parois de l’alvéole, Dal −D est appelé jeu alvéolaire.

Chacune des alvéoles est repérée par son centre, et par un système d’axe
issu d’une rotation et d’une translation d’une repère RCa.

Rj
al =

{

Gj
al, xCa, yal

j , zal
j
}

(2.27)

Le changement de repère est défini de la manière suivante :






X
Y
Z







RCa

=







0
Rc cosψj

Rc sinψj







RCa

+







1 0 0
0 cosψj − sinψj

0 sinψj cosψj






·







x
y
z







R
j
al

(2.28)
où, Rc = (rCa +RCa) /2.

xCa

yCa

zCa

GCa

ψj
yj

al

ψj zj

al

Gjal
xG

yj

al

zj

al Rc

Figure 2.8 – Définition du repère
R
j
al.

2.2 Caractérisation du roulement

Nous définissons ici l’ensemble des grandeurs caractéristiques qui per-
mettent de définir complétement le roulement.

2.2.1 Définition des bagues

Les bagues modélisées dans notre modèle semi-analytique sont consti-
tuées d’un seul bloc. Elles comportent chacune deux pistes de roulement,
l’axe xG est dirigé de la droite vers la gauche. Sur chacune de ces pistes, la
bille possède au plus un point de contact.

Pour une même hauteur d’épaulement à droite et à gauche, les bagues
modélisées sont à symétrie de révolution, et possèdent un plan de symétrie :

— (G, yG, zG) est le plan de symétrie de la bague extérieure,
— (Gi1, yi1, zi1) est le plan de symétrie de la bague intérieure.
Pour définir géométriquement la bague intérieure, sept paramètres sont

nécessaires :
— di : le diamètre intérieur de la bague intérieure,
— Bi : la largeur de la bague intérieure,
— Heil, Heir : les hauteurs gauche et droite de la bague intérieure,
— fi : la conformité initiale des pistes gauche et droite,
— Cr

ir : le positionnement radial des centres de courbure de la piste
intérieure droite,

— Ca
ir : le positionnement axial des centres de courbure de la piste in-

térieure droite,
De même, pour définir la bague extérieure, sept paramètres suffisent :

do, Bo, Heol, Heor, fo, Cr
or, Ca

or.
Il n’est pas nécessaire de disposer de la position des centres de courbure

gauche (Cil et Col) puisque les pistes sont symétriques par rapport au plan
(G, y, z) du repère propre de chaque bague. Les paramètres décris ci-dessus
ne sont pas usuellement utilisés dans le domaine des roulements à billes. Nous
détaillons dans la suite quelques grandeurs courantes des quelles peuvent se
déduire les paramètres géométriques que nous venons de lister.

2.2.2 Hauteur de troncature : ηi, ηo

+C

go

+Col
+Cor

go

Figure 2.9 – Définition de la tron-
cature go.

Les arches formant les bagues intérieures et extérieures définissent des
arcs de cercles tronqués. La troncature go de la bague extérieure (respecti-
vement gi pour la bague intérieure) est l’épaisseur de la partie d’une bague
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2.2. Caractérisation du roulement 27

à gorge circulaire qu’il faut enlever pour obtenir la gorge archée. La tronca-
ture est réalisée de manière symétrique au plan (G, yG, zG) (respectivement
(Gi, yi, zi) pour la bague intérieure). Cette troncature modifie le diamètre
de fond de gorge. La différence entre les deux rayons de fond de gorge, avant
et après troncature, est appelé hauteur de troncature, ηo (respectivement ηi

pour l’intérieur).
La hauteur de troncature, grandeur positive, se calcule à partir du rayon

de gorge ro (ro = fo ·D) et de la troncature go (respectivement ri et gi pour
l’intérieur). Pour la bague extérieure, la hauteur de troncature est :

ηo = ro −
√

r2
o −

(

go

2

)2
(2.29)

De même, pour la bague intérieure :

ηi = ri −
√

r2
i −

(

gi

2

)2
(2.30)

+Cor

ro − ηo

ηo

ro

go

2

sommet de
l’arche

Figure 2.10 – Définition de la hau-
teur de troncature ηo.

2.2.3 Angles de contact radial : α0
o, α0

i

Une des positions de référence d’un roulement est le contact radial. Pour
obtenir cette position, il suffit de translater, à partir de la position initiale,
la bague intérieure dans le plan (G, xG, yG) en direction de l’une des billes
jusqu’à ce que celle-ci soit en contact avec la bague intérieure et la bague
extérieure.

Cette configuration permet de définir les angles de contact radial inté-
rieur, α0

i et extérieur α0
o. La figure 2.11, représente le détail du contact radial

entre la bille et la bague extérieure. La distance Gj
b2Cor est égale à ro −D/2,

il est donc possible d’exprimer l’angle α0
o en fonction de la troncature go du

rayon de la piste extérieure ro et du diamètre des billes D :

α0
o = arcsin

(

go

2ro −D

)

(2.31)

De même, pour l’angle de contact radial intérieur :

α0
i = arcsin

(

gi

2ri −D

)

(2.32)

2.2.4 Jeu diamétral, espace diamétral : Jd, Pd

+

Gjb2

+
Col

+
Cor

α0

o

dx

D
2

ho

go

2

Figure 2.11 – Contact radial avec
la piste extérieure.

Lorsqu’une bille est en contact radial pur avec la bague extérieure (res-
pectivement intérieure), la distance qui sépare le sommet de l’arche du som-
met de la bille est noté ho (respectivement hi). Cette distance peut être
calculée en fonction de l’angle de contact radial, du diamètre des billes et
du rayon des pistes du roulement.

D’une manière similaire au calcul de l’angle de contact radial, il est
possible de calculer la distance dx (fig. 2.11 ).

dx =
(

ro − D

2

)

cosα0
o (2.33)

En utilisant le théorème de Pythagore, on obtient :
(

go

2

)2
+
(

dx +
D

2
+ ho

)2

= ro
2 (2.34)
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Et donc, en substituant la valeur de go et dx :

ho =

√

r2
o −

(

ro − D

2

)2

sin2 α0
o −

(

ro − D

2

)

cosα0
o − D

2
(2.35)

Pour retrouver, la formulation utilisée par Hamrock [18], il suffit de rem-
placer sin2 α0

o par 1 − cos2 α0
o et de factoriser par 1/4 sous la racine carrée :

ho =
1
2

√

D (4ro −D) + (2ro −D)2 cos2 α0
o −

(

ro − D

2

)

cosαo − D

2
(2.36)

Hamrock [18] définit le jeu diamétral Jd comme l’amplitude totale du
déplacement radial autorisé par la bague intérieure selon l’axe (G,yG). Il
faut alors distinguer deux cas 1 : le cas où le nombre de billes est pair, du
cas où le nombre de billes est impair.

Sans jeu, les billes seraient initialement toutes en configuration de contact
radial (avec les deux bagues). En ajoutant du jeu, ce n’est plus le cas, il faut
alors définir une position initiale du roulement. Cette position est fictive,
aucune des billes n’étant en contact avec les bagues. Dans cette position, les
repères propres des bagues sont coïncidant, et l’espace supplémentaire créé
par le jeu est réparti équitablement entre le sommet de la bille et les sommets
de l’arche des bagues intérieure et extérieure. Appelons da

i le diamètre de
la bague intérieure (respectivement da

o pour l’extérieur) pris au niveau du
sommet de l’arche, et dm le diamètre du cercle créé par la position initiale
du centre des billes. Par définition, dm est défini par la relation :

(

dm

2
− D

2
− hi

)

− da
i

2
=
da

o

2
−
(

dm

2
+
D

2
+ ho

)

(2.37)

+

+

ho + Jd

4

hi + Jd

4

+
GxG

yG

dai dm dao

Figure 2.12 – Définition de Pd avec
un nombre de billes pair.

Cette relation traduit le fait que l’espace supplémentaire créé par le jeu
est réparti équitablement de chaque coté de la bille. Nous appellerons dans
la suite Qr l’espace créé par le jeu selon un rayon :

Qr

2
=
(

dm

2
− D

2
− hi

)

− da
i

2

=
da

o

2
−
(

dm

2
+
D

2
+ ho

) (2.38)

L’objectif ici est d’obtenir des relations permettant de calculer Pd, l’es-
pace vide diamétral, et dm, le diamètre moyen, grâce aux paramètres géo-
métriques du roulement.

2.2.4.1 Nombre de billes pair

Ce cas est le plus simple, il suffit de représenter le roulement dans sa
position initiale dans le plan de coupe (G, xG, zG). Dans ce cas particulier,
le jeu diamétral total est donc simplement : Jd = 2Qr. Ainsi, l’espace vide
diamétral total Pd = da

o − 2D − da
i est relié avec Jd par la relation :

Pd = Jd + 2(hi + ho) (2.39)

Donc finalement,

Jd = da
o − 2D − da

i − 2(hi + ho) (2.40)

1. Hamrock [18] ne fait pas cette distinction, et considère implicitement que le nombre
de billes est pair.
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Et le diamètre dm se détermine par la relation :

dm = da
i +

Jd

2
+D + 2hi

= da
o − Jd

2
−D − 2ho

(2.41)

2.2.4.2 Nombre de billes impair

Dans ce cas il n’est plus possible d’utiliser les notations de Hamrock [18]
et Leblanc [31]. Il suffit d’utiliser le Qr défini précédemment.

da

i

2

hi
Qr/2
D

Qr/2
ho

ψ0

2

G
zG

yG

Figure 2.13 – Définition de Pd avec
un nombre de billes impair.

Pour déterminer le jeu diamétral total, on représente le roulement en
position initial dans le plan (G, yG, zG). Sur la figure 2.13 est représenté la
position de deux billes, une selon l’axe vertical, et l’autre, la plus proche de
l’axe vertical du roulement, l’angle ψ0 représentant l’écart angulaire entre
deux billes ψ0 = 2π/N . Le jeu diamétral apparaît clairement :

Jd = Qr

(

1 + cos
ψ0

2

)

(2.42)

L’espace vide diamétral n’a dans ce cas plus de sens, il est inutile de
chercher à le calculer. Il vaut mieux utiliser la notation Qr qui ne dépend
pas de la parité du nombre de billes.

2.2.5 Angle de contact libre : αf

À partir de la position initiale du roulement, la translation de la bague
intérieure le long de l’axe xG mène à la position de contact axial. Cette
position permet de définir l’angle de contact libre αf . L’angle de contact est
l’angle formé par l’axe yjb1 et l’axe Gj

b2C
j
c . Où Cj

c est le point de contact
étudié de la bille j.

Dans cette configuration de contact, chaque bille ne possède que deux
points de contact. L’équilibre des forces sur la bille impose que les angles
de contact intérieur et extérieur soient égaux, de plus, les points Cor, Cil et
Gj

b2 sont alignés. La distance CorCil est donc égale à ro + ri −D :

CorCil = (fo + fi − 1)D = A (2.43)

Pour atteindre la position de contact axial, il suffit de translater la bague
intérieure, ainsi la projection du vecteur CorCil sur l’axe yb1 n’est pas mo-
difiée :

CorCil · yjb1 = ro − ηo − ho − Qr

2
−D − Qr

2
− hi − ηi + ri

= A− (Qr + ho + hi) − ηo − ηi

(2.44)

Et finalement, le calcul de l’angle αf est possible :

+
Gjb2

+
Col

+Cor
+Cil+Cir

yj

b1

αf

Figure 2.14 – Définition de αf bille
en contact radial.

αf = arccos
A− (Qr + ho + hi) − ηo − ηi

A
(2.45)

Dans le cas d’un nombre de billes pair, il est possible d’utiliser la notation
Pd, pour retrouver la formulation de Leblanc [31] :

αf = arccos
A− Pd

2 − ηo − ηi

A
(2.46)
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30 Description d’un roulement à quatre points de contact

La configuration de contact axial permet de définir le jeu axial Ep. Il
s’agit de l’amplitude totale du déplacement axial possible par la bague in-
térieure. Donc, lorsque la bague intérieure est en contact axial (fig. 2.14)
son déplacement par rapport à la position initiale correspond au demi jeu
axial :

1
2
Ep = CorCil sinαf −

(

gi

2
+
go

2

)

(2.47)

Donc, le jeu axial est défini par :

Ep = 2A sinαf − gi − go (2.48)

Enfin, l’angle de contact radial permet de définir la position des centres
de courbure :

Gi1C
j
ir =











−
(

fi − 1
2

)

D sinα0
i

(

dm
2 +

(

fi − 1
2

)

D cosαf

)

cosψj

(

dm
2 +

(

fi − 1
2

)

D cosαf

)

sinψj











Ri1

=







R1

R2 cosψj

R2 sinψj







Ri1

(2.49)

Gi1C
j
il =







R1 + gi

R2 cosψj

R2 sinψj







Ri1

(2.50)

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0073/these.pdf 
© [S. Lacroix], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



Chapitre 3

Équations d’équilibre du roulement
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La détermination de l’état d’équilibre quasi statique du roulement à billes
est réalisé en résolvant un système d’équations analytiques caractérisant son
équilibre. Le système se compose de deux types d’équations :

— des relations géométriques qui traduisent les liens qu’il existe entre
la position des billes et la position des bagues,

— des équations d’équilibre qui traduisent l’équilibre des forces et des
moments qui s’exercent sur les billes, sur les bagues et sur la cage.

3.1 Relations géométriques

Lors de l’application du chargement sur la bague intérieure et de sa mise
en rotation, chacun des éléments du roulement se déplace. La bague inté-
rieure peut translater ou tourner, la cage peut se déplacer entre les deux
bagues, les billes bougent dans l’alvéole de la cage et entre les bagues. Ces
mouvements ont lieu sous contraintes. Par exemple, la cage est confinée entre
les deux bagues, les billes ne peuvent sortir de leurs alvéoles et restent entre
les bagues intérieure et extérieure. Pour introduire ces contraintes dans le
système d’équations, nous les traduisons en équations de fermetures géomé-
triques. Dans ces équations, l’hypothèse est faite que la bague extérieure est
immobile, il s’agit de notre référentiel.

3.1.1 Cas des bagues rigides

Dans un premier temps, les bagues sont considérées rigides, seule la dé-
formation locale due à la présence du contact est prise en compte.

Pour chaque bille, nous pouvons représenter un diagramme traduisant
la position des centres de courbure des pistes et du centre de la bille. Pour
une bille j, ce diagramme est représenté dans le plan

(

Gj
b1, xG, y

j
b1

)

.
La figure 3.1 est souvent représentée dans le cas du contact axial. Ici, le

contact est envisagé dans sa configuration la plus générale. Cependant, deux
hypothèses supplémentaires sont faites :

— les centres de courbures sont fixes dans le repère Ri1 ;
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+

Gjb1

+Cjor +Cjol

+Cj ini

ir
+Cj ini

il

+Gjb2

+Cjir

+ Cjil

yjb1

xG

αor
αol

αir

αil

Figure 3.1 – Déplacements des centres de courbures

— l’ensemble des centres de courbure correspondant à la bille j restent
dans le plan

(

Gj
b1, xG, y

j
b1

)

, c’est à dire que nous négligeons le dé-

placement des centres de courbures selon l’axe zjb1. Le fait que la
bague intérieure tourne selon les axes (Gi1, yG) et (Gi1, zi1) crée un
déplacement selon zjb1 des centres Cj

ir et Cj
il qui, compte tenu des

faibles angles de rotation, restent négligeables (sect. 3.1.1).
Les équations géométriques utilisent des fermetures géométriques sur les

vecteurs Gj
b2C

j
xx, ainsi, les distances entre les centres de courbure et le

centre de la bille sont très souvent sollicitées. Cette distance est simple à
calculer, nous détaillons ici le calcul pour la distance Gj

b2C
j
ir. Le point de

contact intérieur droit est sur la droite
(

Gj
b2C

j
ir

)

, donc :

Gj
b2C

j
ir = fiD + δj

ir − D

2
− hj

ir (3.1)

Où δj
ir correspond au déplacement de la bille dû aux déformations au

niveau du point de contact, et hj
ir correspond à l’épaisseur du film de lu-

brifiant. Ces deux grandeurs sont calculées analytiquement à l’aide de la
théorie du contact élastohydrodynamique ().

Nous rappelons que les bagues sont considérées indéformables, la prise
en compte des déformations interviendra ultérieurement (sect. 3.1.2). La
première fermeture permet de traduire le fait que la bague extérieure ne
s’est pas déplacée :

CjorC
j
ol = −goxG (3.2)

En décomposant cette équation en utilisant le pointGj
b2 et en la projetant
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3.1. Relations géométriques 33

sur les axes xG et yjb1, nous obtenons les premières équations géométriques :

∀j ∈ [|1;N |], −
[(

fo − 1
2

)

D + δj
or − hj

or

]

sinαj
or

−
[(

fo − 1
2

)

D + δj
ol − hj

ol

]

sinαj
ol + go = 0

(3.3)

∀j ∈ [|1;N |],
[(

fo − 1
2

)

D + δj
or − hj

or

]

cosαj
or

−
[(

fo − 1
2

)

D + δj
ol − hj

ol

]

cosαj
ol = 0

(3.4)

Nous effectuons maintenant une fermeture géométrique sur les centres
de courbure intérieurs, pour traduire cette fois-ci la rotation de la bague
intérieure :

C
j
irC

j
il = gixi1 (3.5)

Nous allons décomposer l’équation de la même façon que précédemment.
Cependant, il faut exprimer le vecteur xi1 dans le repère Rj

b2 :

xi1 = ψj
−1 · Θ ·







1
0
0






(3.6)

C’est à dire :

xi1 =







− cos θy cos θz

cosψj sin θz − sinψj sin θy cos θz

− sinψj sin θz − cosψj sin θy cos θz







R
j
b2

(3.7)

Ainsi, les deux équations géométriques résultant de la relation 3.5 sont :

∀j ∈ [|1;N |], −
[(

fi − 1
2

)

D + δj
ir − hj

ir

]

sinαj
ir

−
[(

fi − 1
2

)

D + δj
il − hj

il

]

sinαj
il

+gi (cos θy cos θz) = 0

(3.8)

∀j ∈ [|1;N |], −
[(

fi − 1
2

)

D + δj
ir − hj

ir

]

cosαj
ir

+
[(

fi − 1
2

)

D + δj
il − hj

il

]

cosαj
il

−gi

(

cosψj sin θz − sinψj sin θy cos θz

)

= 0

(3.9)

L’expression de xi1 (eq. 3.7) amène à éclaircir plusieurs points. Dans
un premier temps, nous constatons que la rotation de la bague intérieure
induit le déplacement des centres de courbure hors du plan

(

Gj
b1, xG, y

j
b1

)

,

cela est déduit de la projection non nulle du vecteur xi1 sur zjb1. Il est alors
possible de projeter la relation 3.5 sur ce vecteur. Mais, nous rappelons que
nous faisons l’hypothèse de négliger les déplacements hors plan du centre de
courbure, c’est pourquoi, les angles de contact sont définis tels que sur la
figure 3.1.

L’incohérence apparaît :
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34 Équations d’équilibre du roulement

— S’il est choisit de négliger les déplacements hors plan de Cj
ir et Cj

il,
alors cela équivaut à négliger la quantité − sinψj sin θz−cosψj sin θy cos θz

(eq. 3.7) devant cos θy cos θz pour les petits angles θy et θz, ce qui
est alors tout à fait légitime. Mais, dans ce cas, pourquoi prendre en
compte le terme cosψj sin θz − sinψj sin θy cos θz, dans l’écriture de
xi1 alors qu’ils sont tous deux du même ordre de grandeur ? Cela
reviendrait à négliger les termes en sin θ devant les termes en cos θ
(ou effectuer des développements limités d’ordre 1 en θy et θz). Si
nous effectuons cette opération pour ces équations géométriques, il
faut donc le faire pour toutes les autres équations.

— S’il est choisit de ne pas négliger les déplacements hors plan, alors
il faut définir autrement les angles de contact intérieurs et ajouter
une mobilité supplémentaire à la bille (déplacement hors plan). Le
vecteur δjb possède alors une composante non nulle selon zjb1 (cf fig.
2.4 et eq. 2.12). Procéder ainsi a un impact important car il faut
ajouter des équations au système. Ces équations vont naturellement
découler des projections des équations géométriques sur l’axe zjb1

Il faut, bien sûr, être conscient que nous manipulons ici de faibles nuances,
cependant le fait est qu’il y a une incohérence dans les simplifications effec-
tuées dans la prise en compte ou non des angles θy et θz. Nous conservons
cependant les hypothèses faites initialement. Il s’agissait juste ici de souli-
gner ce point pour le prendre en compte lors de l’interprétation des résultats.

Revenons aux équations géométriques. Jusqu’à présent, les équations ne
permettent pas de prendre en compte le déplacement relatif des bagues.
Pour cela, il suffit d’utiliser une fermeture géométrique utilisant au moins
un centre de courbure intérieur et un extérieur. Par exemple :

CjirG
j
b2 +Gj

b2C
j
ol +CjolC

j ini

ir = CjirGi1 +Gi1G+GCj ini

ir (3.10)

Nous détaillons le calcul des vecteurs au second membre dans l’équation
précédente, dans le repère Rj

b1 :

CjirGi1 = ψj
−1 · Θ ·







−R1

−R2 cosψj

−R2 sinψj






(3.11)

Gi1G = ψj
−1 ·







−δx

−δy

−δz






(3.12)

GC
j ini

ir = ψj
−1 ·







−R1

R2 cosψj

R2 sinψj






(3.13)

Comme pour les autres équations, nous projetons cette relation sur les
axes xG et yjb1 :
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∀j ∈ [|1;N |], −
[(

fi − 1
2

)

D + δj
ir − hj

ir

]

sinαj
ir

−
[(

fo − 1
2

)

D + δj
ol − hj

ol

]

sinαj
ol

+
(

go

2
+
gi

2

)

=

−δx +R1 (cos θy cos θz − 1)

−R2 cosψj cos θy sin θz +R2 sinψj sin θy

(3.14)

∀j ∈ [|1;N |], −
[(

fi − 1
2

)

D + δj
ir − hj

ir

]

cosαj
ir

−
[(

fo − 1
2

)

D + δj
ol − hj

ol

]

cosαj
ol

+A cosαf

=
[

−δy −R1 sin θz +R2 cosψj (− cos θz + 1)
]

cosψj

+
[

−δz +R1 sin θy cos θz −R2 cosψj sin θy sin θz+

R2 sinψj (− cos θy + 1)
]

sinψj

(3.15)

Une rapide analyse des relations 3.14 et 3.15 permet de mieux com-
prendre leur utilité. Comme il a déjà été dit, elles permettent de prendre en
compte le déplacement de la bague intérieure. En effet, dans le cas du contact
axial pur, comme sur la figure 2.14 mais avec contact sur les pistes intérieure
droite et extérieure gauche et en l’absence de lubrifiant, nous avons :

— δj
ir = δj

ol = 0, car contact ponctuel ;
— hj

ir = hj
ol = 0, car absence de lubrifiant ;

— αj
ir = αj

ol = αf , car contact axial pur ;
— θy = θy = 0 car contact axial pur ;
— (gi + go) /2 = A sinαf −Ep/2, d’après la définition du jeu axial (eq.

2.48).
Dans ce cas l’équation géométrique 3.14 devient :

−
[(

fi − 1
2

)

D

]

sinαf −
[(

fo − 1
2

)

D

]

sinαf

+ (fo + fi − 1)D sinαf − 1
2
Ep

= − δx

(3.16)

Une fois simplifiée, cette relation traduit le fait que le déplacement de la
bague correspond au demi jeu axial δx = Ep/2

L’équation 3.15 devient :

∀j ∈ [|1;N |], −
[(

fi − 1
2

)

D

]

cosαf −
[(

fo − 1
2

)

D

]

cosαf

+ (fi + fo − 1)D cosαf

= − δy cosψj − δz sinψj

(3.17)
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36 Équations d’équilibre du roulement

Les N équations donnent alors δy = δz = 0 ce qui est conforme au
contact axial pur. Pour retrouver le fait que les rotations θy et θz de la
bague intérieure sont effectivement nulles, il suffit d’utiliser les relations
géométriques 3.9 et 3.8 qui mènent au système à N + 1 équations :

{

∀j ∈ [|1;N |], cosψj sin θz − sinψj sin θy cos θz = 0

cos θy cos θz = 1
(3.18)

Et donc, nous obtenons finalement θy = θz = 0.
Cependant les équations géométriques 3.14 et 3.15 engendrent un sens

préférentiel pour le roulement. En effet, la fermeture géométrique 3.10 n’est
pas symétrique, le contact axial intérieur droit / extérieur gauche est pri-
vilégié. Lorsque le contact est dans l’autre sens, il est impossible d’évaluer
cette équation.

3.1.2 Cas des bagues déformables

Dans le cas des bagues déformables, la figure 3.1 doit être modifiée. En
effet, la déformation des bagues se traduit d’une part par la modification
de la conformité, et d’autre part par un déplacement des centres de cour-
bures des pistes. Les déplacements des centres de courbures des pistes sont
exprimés dans les repères propres au bagues.

Ainsi, en ajoutant ces déplacements supplémentaires sur la figures 3.1,
on obtient :

+

Gjb1

+
Cj ini

or

+Cjor

+
Cj ini

ol

+Cjol

+Cj ini

ir
+Cj ini

il

+Gjb2

+
+Cjir

+
+

Cjil

yjb1

xG

αor αol

αir

αil
δcc

ir

δcc
il

δcc
or

δcc
ol

Figure 3.2 – Déplacements des centres de courbures, dans le cas de bagues déformables

Les déplacements des centres de courbures sont définis dans le repère lo-
cal de chaque bague. Ainsi, pour chaque point de contact, nous introduisons
de nouveaux paramètres :

— f j
ir, f j

il, la nouvelle conformité des pistes intérieures droites et gauches ;
— f j

or, f j
ol, la nouvelle conformité des pistes extérieures droites et gauches ;
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— δa j
ir , δa j

il , les déplacements axiaux (selon −xi1) des centres de cour-
bure de la piste intérieure ;

— δa j
or , δa j

ol , les déplacements axiaux (selon xG) des centres de courbure
de la piste extérieure ;

— δr j
ir , δr j

il , les déplacements radiaux (selon cosψjyi1 + sinψjzi1) des
centres de courbure de la piste intérieure ;

— δr j
or , δr j

ol , les déplacements radiaux (selon yjb1) des centres de courbure
de la piste extérieure.

Ainsi, par exemple, le vecteur Gj
b2C

j
ol s’écrit dorénavant :

Gj
b2C

j
ol =









−
[(

f j
ol − 1

2

)

D + δj
ol − hj

ol

]

sinαj
ol

−
[(

f j
ol − 1

2

)

D + δj
ol − hj

ol

]

cosαj
ol

0









R
j
b2

(3.19)

La présence de ces paramètres n’introduit pas de nouvelles inconnues
à trouver. En effet, tous ces paramètres seront calculés de manière indé-
pendante à partir des résultats de calculs éléments finis (voir chapitre 4).
Cependant, il faut modifier certaines équations pour prendre en compte ces
changements.

Les deux premières équations (eq. 3.3 et 3.4) sont issues de la projection
sur les axes xG et yjb1 de l’équation 3.2 :

CjorC
j
ol = −goxG (3.2)

Le fait que la bague extérieure se déforme entraîne une modification dans
le second membre de l’équation :

CjorC
j
ol =

(

−go − δa j
or + δa j

ol

)

xG +
(

−δr j
or + δa j

ol

)

yjb1 (3.20)

Les équations géométriques 3.3 et 3.4 sont donc remplacées par :

∀j ∈ [|1;N |], −
[(

f j
or − 1

2

)

D + δj
or − hj

or

]

sinαj
or

−
[(

f j
ol − 1

2

)

D + δj
ol − hj

ol

]

sinαj
ol

+go + δa j
or − δa j

ol = 0

(3.21)

∀j ∈ [|1;N |],
[(

f j
or − 1

2

)

D + δj
or − hj

or

]

cosαj
or

−
[(

f j
ol − 1

2

)

D + δj
ol − hj

ol

]

cosαj
ol

+δr j
or − δr j

ol = 0

(3.22)

De la même manière, l’équation 3.5 devient :

CjirC
j
il =

(

gi + δa j
ir − δa j

il

)

xi1

+
(

−δr j
ir + δr j

il

)

cosψjyi1

+
(

−δr j
ir + δr j

il

)

sinψjzi1

(3.23)
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Et donc, les équations 3.8 et 3.9 sont remplacées par :

∀j ∈ [|1;N |], −
[(

f j
ir − 1

2

)

D + δj
ir − hj

ir

]

sinαj
ir

−
[(

f j
il − 1

2

)

D + δj
il − hj

il

]

sinαj
il

+
(

gi + δa j
ir − δa j

il

)

cos θy cos θz

−
(

−δr j
ir + δr j

il

)

cosψj cos θy sin θz

+
(

−δr j
ir + δr j

il

)

sinψj sin θy

= 0

(3.24)

∀j ∈ [|1;N |], −
[(

f j
ir − 1

2

)

D + δj
ir − hj

ir

]

cosαj
ir

+
[(

f j
il − 1

2

)

D + δj
il − hj

il

]

cosαj
il

−
(

gi + δa j
ir − δa j

il

) (

cosψj sin θz − sinψj sin θy cos θz

)

−
(

−δr j
ir + δr j

il

)

cosψj
(

cosψj cos θz + sinψj sin θy sin θz

)

−
(

−δr j
ir + δr j

il

)

sinψj sinψj cos θy

= 0
(3.25)

Il ne reste plus qu’à modifier l’équation 3.10, car maintenant Cj
or 6= Cj ini

or :

C
j
irG

j
b2 +Gj

b2C
j
ol − δa j

ol xG − δr j
ol y

j
b1 +Cj ini

ol C
j ini

ir

= C
j
irG

j
i1 +Gj

i1G+GCj ini

ir

(3.26)

L’expression de l’ensemble des vecteurs au premier membre ayant déjà
été étudiée (eq. 3.11 3.12, 3.13), nous ne les détaillerons pas ici. Nous rap-
pelons simplement l’expression du vecteur :

CjirGi1 = ψj
−1 · Θ ·







−(R1 − δa j
ir )

−(R2 + δr j
ir ) cosψj

−(R2 + δr j
ir ) sinψj






(3.27)

La projection de l’équation 3.26 sur les axes xG et yjb1 donne :

∀j ∈ [|1;N |], −
[(

f j
ir − 1

2

)

D + δj
ir − hj

ir

]

sinαj
ir

−
[(

f j
ol − 1

2

)

D + δj
ol − hj

ol

]

sinαj
ol

−δa j
ol +

(

go

2
+
gi

2

)

=

+ (R1 − δa j
ir ) cos θy cos θz

− (R2 + δr j
ir ) cosψj cos θy sin θz

+ (R2 + δr j
ir ) sinψj sin θy − δx −R1

(3.28)
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∀j ∈ [|1;N |], −
[(

f j
ir − 1

2

)

D + δj
ir − hj

ir

]

cosαj
ir

−
[(

f j
ol − 1

2

)

D + δj
ol − hj

ol

]

cosαj
ol

−δr j
ol +A cosαf

=

−(R1 − δa j
ir )(cosψj sin θz − sinψj sin θy cos θz)

−(R2 + δr j
ir ) cosψj(cosψj cos θz + sinψj sin θy sin θz)

−(R2 + δr j
ir ) sinψj sinψj cos θy

−δy cosψj − δz sinψj +R2

(3.29)

3.2 Équilibre quasi statique

Les équations suivantes traduisent l’équilibre des forces et des moments
sur les différents éléments composant le roulement. Nous étudions le roule-
ment en régime permanent. L’équilibre que nous allons décrire est donc un
équilibre quasi statique :

— Pour chaque bille :
— équilibre des forces ;
— équilibre des moments au centre de la bille Gj

b2.
— Pour la bague intérieure :

— équilibre des forces ;
— équilibre des moments au centre du roulement G.

3.2.1 Équilibre des billes

Nous étudions dans cette partie l’équilibre quasi statique de la bille j.
Elle est soumise à plusieurs forces et moments :

— en chacun des points de contact, efforts de contact créés par la bague
sur la bille : torseurs T j

cxx ;
— efforts d’inertie : torseur T j

G ;
— efforts de traînée crées par le déplacement de la bille dans un mélange

d’air et de lubrifiant : torseur T j
tr ;

— efforts créés par l’interaction avec la cage au niveau des alvéoles :
torseur T j

al.
Le torseur des efforts de contact créés par la bague sur la bille s’écrit

dans le repère
{

Gj
b2, x

j
cxx, y

j
cxx, z

j
cxx

}

:

T j
cxx =

{

F jcxx
M j

cxx

}

{

Gj
b2

,x
j
cxx,y

j
cxx, z

j
cxx

}

=

{

F j
Xxx F j

Y xx Qj
xx

M j
Rxx −M j

Y xx −M j
Sxx

}

{

Gj
b2

,xj
cxx,yj

cxx, zj
cxx

}

(3.30)

Il est important de remarquer que le torseur des efforts de contact n’est
pas défini aux points de contact mais au centre de la bille. La définition des
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40 Équations d’équilibre du roulement

moments M j
Y xx et M j

Sxx est faite pour coïncider avec les notations intro-
duites par Jones [26], ce qui explique la présence des signes négatifs dans
l’expression du torseur T j

cxx.
Le torseur des efforts inertiels exercés sur la bille par la bague s’écrit

dans le repère Rj
b2 :

T j
G =

{

F jG
M j

G

}

R
j
b2

=

{

0 F j
c 0

0 M j
Z M j

Y

}

R
j
b2

(3.31)

La force centrifuge est donnée par l’expression :

F j
c =

m

2
dm ωj

m
2

(3.32)

où ωj
m est la vitesse de rotation orbitale de la bille et m la masse d’une bille.

Les moments d’inertie sont donnés par les relations :

M j
Y = J ωj

r ω
j
m sin βj (3.33)

M j
Z = J ωr ω

j
m cos βj sin β′j (3.34)

où J est le moment d’inertie de la bille, ωj
r la vitesse de rotation propre de

la bille, βj et β′j les angles de positionnement du vecteur rotation de la bille
(sect. 2.1.2.3 en page 23).

L’effort de traînée créé par le déplacement de la bille dans un nuage
de lubrifiant se traduit par la création d’une force de direction opposée
au mouvement de la bille. Le torseur des efforts associés s’exprime donc
simplement :

T j
tr =

{

F jtr
0

}

R
j
b2

=

{

0 0 F j
tr

0 0 0

}

R
j
b2

(3.35)

L’expression de F j
tr est donnée par la formulation classique de la traînée

aérodynamique :

F j
tr = −1

2
Cd ρm

πD2

4
ωj

mdm

2
(3.36)

où Cd est le coefficient de traînée d’une bille et ρm est la masse volumique
du mélange d’air et de lubrifiant dans lequel la bille se déplace.

Le coefficient de traînée, n’est pas celui d’une bille isolée dans un écou-
lement turbulent. Compte tenu des nombres de Reynolds rencontrés dans
les roulements à billes (environ 45 000), le coefficient de traînée pour une
bille isolée est de 0, 45. Cependant une bille se trouve dans un environne-
ment confiné, entourée par deux bagues et par la cage, précédée et suivie par
d’autres billes. Dans ce cas particulier, citons les travaux de Marchesse [33]
qui se basent sur des calculs de dynamique des fluides pour montrer qu’en
l’occurrence le coefficient de traînée d’une bille est proche de 0, 12.

e
j

bc

x
G

y
j

b1

z
j

b1

C
f

x

C
b

x

F
b

y

F
f

y

F
f

z

F
b

z

Wr . cos B . cos B'

Wr . sin B

F
f

z
z

j

b1

F
f

x

x
G

y
j

b1

Figure 3.3 – Déplacement d’une
bille dans son alvéole. Effet de pa-
lier hydrodynamique et effet ton-
neau/plan.

Les efforts créés par la cage sur les billes sont causés par des effets hy-
drodynamiques :

T j
al =

{

F jal
M j

al

}

R
j
b2

=

{

F j
x al F j

y al F j
z al

M j
x al M j

y al 0

}

R
j
b2

(3.37)

Ces efforts sont la somme de deux effets :
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3.2. Équilibre quasi statique 41

— palier hydrodynamique infiniment court, créé par la composante de
la rotation propre de la bille selon l’axe yjb1 (fig. 3.3) ;

— contact tonneau/plan, créé par la composante de la rotation propre
de la bille selon l’axe xG. Cet effet se situe en deux positions dans
l’alvéole : à l’avant et à l’arrière (fig. 3.3).

Une mobilité des billes est ajoutée afin de pouvoir étudier l’importance
de la cage dans l’équilibre quasi statique du roulement. Les alvéoles des cages
sont des trous cylindriques de diamètre légèrement supérieur au diamètre
des billes (présence d’un jeu alvéolaire Ja). Les billes peuvent se déplacer
d’avant en arrière dans cette alvéole. Il s’agit d’un déplacement hors plan
qui n’est pas pris en compte dans les autres équations géométriques (voir
remarques en page 33). Nous notons ej

al le déplacement de la bille j dans
son alvéole. La connaissance de cette quantité permet de calculer les efforts
exercés par la cage sur la bille.

Le détail de la détermination de ces efforts est donnée en annexe A. Nous
utilisons pour cela les théories de la lubrification hydrodynamique présentée
par Frêne [13].

L’écriture de l’équilibre quasi statique des forces s’écrit :

+
xG

F j
c

⊕ F j
tr

αjir
⊕
F j

Y ir

Qj

ir

F j

Xir

αjol

⊕
F j

Y ol

Qj

ol

F j

Xol

αjil
⊕F j

Y il

Qj

il

F j

Xil

αjor
⊕
F j

Y or

Qj
or

F j

Xor

Figure 3.4 – Forces exercées par les
bagues sur la bille, tracées dans le
repère

{

Gjb2, xG, y
j

b1

}

.

Qjil +Qjir +Qjol +Qjor
+F jXil + F jXir + F jXol + F jXor

+F jY il + F jY ir + F jY ol + F jY or
+F jc + F jtr + F jal
= 0

(3.38)

Pour obtenir des équations exploitables numériquement, nous projetons
la relation 3.38 sur les axes xG, yjb1 et zjb1.

Qj
il sinαj

il −Qj
ir sinαj

ir +Qj
ol sinαj

ol −Qj
or sinαj

or

+F j
Xil cosαj

il + F j
Xir cosαj

ir − FXol cosαj
ol − F j

Xor cosαj
or

+F j
x al

= 0

(3.39)

Qj
il cosαj

il +Qj
ir cosαj

ir −Qj
ol cosαj

ol −Qj
or cosαj

or

−F j
Xil sinαj

il + F j
Xir sinαj

ir − FXol sinαj
ol + F j

Xor sinαj
or

+F j
c + F j

y al

= 0

(3.40)

FY il + FY ir + FY ol + FY or + F j
tr + F j

z al = 0 (3.41)

+

M j

Z

M j

Y

αjir

⊕ M j

Y ir

M j

Sir

M j

Rir

αjol

M j

Y ol

M j

Sol

M j

Rol

αjil

M j

Y il

M j

Sil

M j

Ril

αjor

M j

Y or

M j

Sor

M j

Ror

Figure 3.5 – Moments exercés par
les bagues sur la bille, tracés dans
le repère

{

Gjb2, xG, y
j

b1

}

.

L’équilibre quasi statique des moments exercés sur la bille s’écrit en Gj
b2 :

M
j
Sil +M j

Sir +MSol +MSor

+M j
Ril +M j

Rir +MRol +MRor

+M j
Y il +M j

Y ir +MY ol +MY or

+M j
G +M j

al = 0

(3.42)
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42 Équations d’équilibre du roulement

Nous effectuons la projection sur les axes xG, yjb1 et zjb1 pour obtenir
les équations :

−M j
Sil sinαj

il +M j
Sir sinαj

ir −M j
Sol sinαj

ol +M j
Sor sinαj

or

+M j
Ril cosαj

il +M j
Rir cosαj

ir −M j
Rol cosαj

ol −M j
Ror cosαj

or

+Mx alj

= 0

(3.43)

−M j
Sil cosαj

il −M j
Sir cosαj

ir +M j
Sol cosαj

ol +M j
Sor cosαj

or

−M j
Ril sinαj

il +M j
Rir sinαj

ir −M j
Rol sinαj

ol +M j
Ror sinαj

or

+M j
Z +M j

y al = 0

(3.44)

−M j
Y il −M j

Y ir −M j
Y ol −M j

Y or +M j
Y = 0 (3.45)

Les six équations 3.39, 3.40, 3.41, 3.43, 3.44 et 3.45 forment le système
d’équations caractérisant l’équilibre de la bille j.

3.2.2 Équilibre de la cage

Les efforts qui s’exercent sur la cage, proviennent de trois interactions
différentes :

— dans chacune des alvéoles, une interaction hydrodynamique avec les
billes : torseurs −T j

al ;
— avec la bague extérieure, une interaction hydrodynamique de type

palier infiniment court : torseur Top

— avec la bague intérieure, une interaction hydrodynamique de type
palier infiniment court : torseur Tip

L’interaction avec les billes est décrite dans la section précédente.

y
G

x
G

z
G

y
j

b1

z
j

b1

j

WCa

Figure 3.6 – Position des axes dans
une alvéole de la cage.

Nous choisissons un modèle simplifié à deux degrés de mobilité pour la
cage. La cage de notre modèle possède deux mobilités en translation dans le
plan (G,yG,zG) que nous notons δCa

y et δCa
z . La connaissance de ces deux

déplacements permet de calculer l’intensité des efforts hydrodynamiques en
jeu entre la cage et les bagues. Le détail du calcul de ces interactions est
donné en annexe A.

Le torseur des efforts créés par la bague extérieure sur la cage est défini
de la manière suivante :

Top =

{

Fop
Mop

}

RCa

=

{

0 Fy op Fz op

Mx op My op 0

}

RCa

(3.46)

Le torseur des efforts créés par la bague intérieure sur la cage est défini
de la manière suivante :

Tip =

{

Fip
Moi

}

RCa

=

{

0 Fy ip Fz ip

Mx ip My ip 0

}

RCa

(3.47)

Ainsi, nous pouvons écrire la projection de l’équilibre des forces exercées
sur les axes yG et zG, et la projection de l’équilibre des moments sur l’axe
zG :

Fy ip + Fy op −
N
∑

j=1

(

F y
y al cosψj + F j

z al sinψj
)

= 0 (3.48)
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3.2. Équilibre quasi statique 43

Fz ip + Fz op −
N
∑

j=1

(

F y
y al sinψj + F j

z al cosψj
)

= 0 (3.49)

Mx ip +Mx op −
N
∑

j=1

(

My
x al +M j

x al

)

= 0 (3.50)

3.2.3 Équilibre de la bague intérieure

Il s’agit maintenant d’établir l’équilibre statique de la bague intérieure.
Les efforts s’exerçant sur elle ont été en grande partie définis :

— efforts de contact créés par les billes sur la bague intérieur en chacun
des points de contact : torseurs −T j

cix (eq. 3.30) ;
— effets hydrodynamique avec la cage : torseur −Tip ;
— efforts exercés par l’arbre sur la bague intérieure, conditions aux li-

mites sur la bague : torseur Ti.
Le roulement étudié comporte cinq degrés de liberté, c’est à dire que cinq

efforts peuvent être appliqués sur la bague intérieure : trois forces et deux
moments. Le moment nul étant celui qui correspond à l’axe de rotation du
roulement xG, il est donc commode de définir le torseur Ti dans le repère
global RG.

Ti =

{

Fx Fy Fz

0 −My −Mz

}

RG

(3.51)

Afin d’effectuer les projections, il faut choisir un repère. Pour cela, deux
semblent privilégiés : le repère local de la bague intérieure Ri et le repère
global du roulement RG. Comme le torseur Ti est défini dans le repère global,
nous choisissons d’exprimer tous les torseurs dans ce repère.

Le torseur des efforts de contact est défini (eq. 3.30) dans le repère
{

Gj
b2, x

j
cix, ycix, zcix

}

:

T j
cix =

{

F jcix
M

j
cix

}

{

Gj
b2

,x
j

cix
, y

j

cix
, z

j

cix

}

(3.52)

Dans un premier temps, nous exprimons le torseur Ti dans le repère
{

Gj
b2,xG, yG, zG

}

:

T j
cix =

{

ψj ·αjcix · F jcix
ψj ·αjcix ·M j

cix

}

{Gj
b2

,xG,yG, zG}
(3.53)

Puis nous déplaçons ce torseur au point G :

T j
cix =

{

ψj ·αjcix · F jcix
ψj ·αjcix ·M j

cix +GGj
b2 ×

(

ψj ·αjcix · F jcix
)

}

RG

(3.54)

Pour plus de clarté dans les projections qui vont suivre, nous détaillons
l’expression de ce torseur :

ψj ·αcil ·F jcil =









− cosαj
ilF

j
Xil − sinαj

ilQ
j
il

(

− sinαj
ilF

j
Xil + cosαj

ilQ
j
il

)

cosψj + sinψjF j
Y il

(

− sinαj
ilF

j
Xil + cosαj

ilQ
j
il

)

sinψj − cosψjF j
Y il









(3.55)
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ψj ·αcil ·M j
cil =









− cosαj
ilM

j
Ril + sinαj

ilM
j
Sil

(

− sinαj
ilM

j
Ril − cosαj

ilM
j
Sil

)

cosψj − sinψjM j
Y il

(

− sinαj
ilM

j
Ril − cosαj

ilM
j
Sil

)

sinψj + cosψjM j
Y il









(3.56)

ψj ·αcir ·F jcir =









− cosαj
irF

j
Xir + sinαj

irQ
j
ir

(

sinαj
irF

j
Xir + cosαj

irQ
j
ir

)

cosψj + sinψjF j
Y ir

(

sinαj
irF

j
Xir + cosαj

irQ
j
ir

)

sinψj − cosψjF j
Y ir









(3.57)

ψj ·αcir ·M j
cir =









− cosαj
irM

j
Rir − sinαj

irM
j
Sir

(

sinαj
irM

j
Rir − cosαj

irM
j
Sir

)

cosψj − sinψjM j
Y ir

(

sinαj
irM

j
Rir − cosαj

irM
j
Sir

)

sinψj + cosψjM j
Y ir









(3.58)

GG
j
b2 = GC

j
ol +CjolG

j
b2

= ψj ·







− go
2

dm
2 −

(

fo − 1
2

)

D cosαf

0







R
j
b1

+ψj ·









((

fo − 1
2

)

D + δj
ol − hj

ol

)

sinαj
ol

((

fo − 1
2

)

D + δj
ol − hj

ol

)

cosαj
ol

0









R
j
b1

=







xj
G

yj
G

zj
G







RG

(3.59)

L’utilisation du point intermédiaire Cj
ol dans l’équation précédente est

purement arbitraire. Si la bille j ne possède pas de contact avec la piste
extérieure gauche, il suffit d’utiliser le point Cj

or pour le calcul du vecteur
GGj

b2.
L’équilibre quasi statique de la bague intérieure est donc réalisé en écri-

vant l’égalité des torseurs :

Ti − Tip −
N
∑

j=1

(

T j
cil + T j

cir

)

=

{

0
0

}

RG

(3.60)

Cet équilibre est le plus complexe du système, car il met en jeu toutes
les inconnues entres elles. Les déplacements de la bague, δx, δy et δz n’in-
terviennent pas directement dans cet équilibre. La projection de l’équilibre
des forces sur les axes xG, yG et zG donne :

Fx −
N
∑

j=1

(

− cosαj
ilF

j
Xil − sinαj

ilQ
j
il − cosαj

irF
j
Xir + sinαj

irQ
j
ir

)

= 0 (3.61)
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Fy − Fy ip −
N
∑

j=1

(

− cosψj sinαj
ilF

j
Xil + sinψjF j

Y il + cosψj cosαj
ilQ

j
il

+ cosψj sinαj
irF

j
Xir + sinψjF j

Y ir + cosψj cosαj
irQ

j
ir

)

= 0

(3.62)

Fz − Fz ip −
N
∑

j=1

(

− sinψj sinαj
ilF

j
Xil − cosψjF j

Y il + sinψj cosαj
ilQ

j
il

+ sinψj sinαj
irF

j
Xir − cosψjF j

Y ir + sinψj cosαj
irQ

j
ir

)

= 0

(3.63)

La projection de l’équilibre des moments sur les axes yG et zG s’écrit :

−My −
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[(

− sinαj
ilM

j
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j
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(

sinαj
irM

j
Rir − cosαj

irM
j
Sir

)

cosψj − sinψjM j
Y ir

+ zj
G

(

− cosαj
ilF

j
Xil − sinαj

ilQ
j
il − cosαj

irF
j
Xir + sinαj

irQ
j
ir

)

− xj
G

((

− sinαj
ilF
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= 0
(3.64)
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À ce stade, le système d’équations non linéaires décrivant l’équilibre quasi
statique du roulement à N billes est composé de 8 + 12N équations :

— 6N équations géométriques : 3.21, 3.22, 3.24, 3.25, 3.28 et 3.29 ;
— 6N équations d’équilibre quasi statique des billes : 3.39, 3.40, 3.41,

3.43, 3.44 et 3.45 ;
— 5 équations d’équilibre quasi statique de la bague : 3.61, 3.62, 3.63,

3.64 et 3.65 ;
— 3 équations d’équilibre quasi statique de la cage : 3.48, 3.49, 3.50.
Les inconnues du système sont au nombre de 7 + 13N :
— δx, δy, δz , θy et θz dans le cas où les données sont les forces et les

moments appliqués sur la bague intérieure ou Fx, Fy, Fz, My et Mz

dans le cas où les données sont les déplacements et rotations de la
bague intérieure ;
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— αj
ir, αj

il, α
j
or, αj

ol, les 4N angles de contact ;
— δj

ir, δj
il, δ

j
or, δj

ol, les 4N déplacements de Hertz ;
— hj

ir, hj
il, h

j
or, hj

ol, les 4N épaisseurs de lubrifiant ;
— δCa

y , δCa
z , les deux déplacements de la cage ;

— ej
al, les N déplacements des billes dans les alvéoles de la cage.

Nous constatons que le nombre d’inconnues est exédentaire par rap-
port au nombre d’équations. Pour pouvoir utiliser la méthode de Newton-
Raphson qui nécessite autant d’équations que d’inconnues, nous proposons
de réduire le nombre d’inconnues en reliant les déplacements ej

al entre eux
par la relation :

ej
al = e0

al

(

1 + sign(e0
al)
ωj

m − ωCa

ωCa

)

(3.66)

où ωCa est la vitesse de rotation de la cage.
Cette relation traduit le fait que le déplacement d’une bille dans une

alvéole est la somme d’un déplacement moyen e0
al et d’un terme proportion-

nel à l’écart relatif entre la vitesse de rotation de la cage et la vitesse de
rotation orbitale d’une bille. Ainsi, une bille dont la vitesse orbitale ωj

m est
plus élevée que la vitesse de la cage ωc possède un déplacement ej

al supérieur
au déplacement moyen de toute les billes e0

al. C’est à dire qu’une telle bille
contribue à accélérer la cage.

L’hypothèse mentionnée ci-dessus (eq. 3.66) s’avère au final contrai-
gnante par le fait qu’elle impose un lien non démontré entre les déplace-
ments des billes dans leurs alvéoles. Si ce modèle permet de vérifier l’effet
suivant : la cage possède un rôle de frein sur les billes lorsque celle-ci est
guidée par la bague extérieure, et un rôle moteur lorsqu’elle est guidée par
la bague intérieure, en revanche les déplacements des billes et l’intensité des
effets dus à la présence de la cage ne coïncident pas avec les résultats de
simulation provenant d’autres modèles analytiques (celui de Nélias [34] en
particulier). Ajoutons que l’équilibre quasi statique se trouve peu perturbé
par l’introduction de ce modèle de cage, ce qui était attendu mais reste à ce
stade insatisfaisant. Les résultats issus de ce modèle devront en conséquence
être utilisés sciemment.

Pour conclure, il nous reste à résoudre les équations suivantes (voir en
page 45) :

— 6 N équations géométriques ;
— 6 N équations d’équilibre quasi statique sur les billes ;
— 5 équations d’équilibre quasi statique sur la bague intérieure ;
— 3 équations d’équilibre quasi statique sur la cage.
Auxquelles sont associées les inconnues suivantes (voir en page 46) :
— les 5 déplacements de la bague intérieures, ou les 5 efforts appliqués

sur celle-ci ;
— les 4 N angles de contact ;
— les 4 N déplacements de Hertz ;
— les 4 N épaisseurs de lubrifiant ;
— les deux déplacements de la cage ;
— le déplacement moyen des billes dans leurs alvéoles.
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Dans le but de modéliser les bagues d’un roulement à billes par éléments
finis, nous proposons d’abord plusieurs méthodes pour configurer le calcul à
partir des efforts de contact. Nous nous attacherons dans un premier temps
à faire quelques tests sur une géométrie simple (contact sphère/plan) pour se
rendre compte des difficultés mises en jeu. Puis nous aborderons le cas d’une
bague de roulement à billes. Ceci afin d’étudier l’influence de l’application
des efforts de contact sur le maillage pour le calcul éléments finis sur la
déformée de la bague d’une part, et d’analyser différentes techniques pour le
calcul de la nouvelle conformité de la bague au niveau d’un point de contact
d’autre part.

Puis nous proposerons une méthode pour calculer la nouvelle géométrie
des bagues. Ce qui nous permettra d’étudier le comportement d’une bague et
d’effectuer ainsi une cartographie de sa réponse aux sollicitations d’une bille.
Enfin, nous expliciterons le couplage retenu et présenterons son intégration
au sein d’un modèle semi analytique.

Finalement, nous réaliserons des calculs sur une géométrie simple de
roulement à billes afin de faire des choix dans les différentes options de
calcul, mais également de pouvoir comparer l’état d’équilibre d’un roulement
à bagues souples avec celui d’un roulement à bagues rigides.

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0073/these.pdf 
© [S. Lacroix], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



48 Prise en compte de la souplesse des bagues

4.1 Modélisation du contact

4.1.1 Théorie du contact

Le contact étudié dans le cas d’un roulement à billes est celui d’une bille
sur une bague. Généralement, billes et bagues sont en matériaux métalliques
de type acier. Ce type de contact, considéré comme un contact élastique, a
été étudié par Hertz [20] qui fournit un modèle analytique pour calculer les
géométries de contact et les déplacements des solides. Cette théorie sera uti-
lisée comme référence pour nos comparaisons avec des résultats numériques.
Une théorie alternative est celle développée par Boussinesq [4], qui étudie
l’effet d’une force concentrée sur un massif semi-infini.

Nous allons rappeler les résultats des deux théories que nous utiliserons
dans la suite. Le raisonnement pour aboutir à ces résultats est très bien
détaillé par Harris [19] et Johnson [24].

4.1.1.1 Contact hertzien

Le contact hertzien est défini par :
— deux solides élastiques en contact. Chacun des deux solides sont dé-

finis par deux rayons de courbure au niveau du point de contact, et
par leurs caractéristiques élastiques, module d’Young E et coefficient
de Poisson ν ;

— absence de mouvement relatif autre que le déplacement dû à la dé-
formation des surfaces ;

— la surface de contact est supposée être un ellipsoïde de révolution.
La répartition de pression sur la surface de contact est donnée par une

distribution semi-elliptique :

P (x, y) =
3F

2πab

√

1 −
(

x

a

)2
−
(

y

b

)2
(4.1)

où a et b sont les dimensions de l’ellipse de contact, F la force normale
appliquée sur les solides et (x, y) la position d’un point appartenant à la
surface de contact, (0, 0) est le point de contact.

On appelle pression maximale, la quantité :

Pmax =
3F

2πab
(4.2)

Le déplacement normal pour un point (x, y, z) du massif est donné par
la relation :

uHertz(x, y, z) =
1 − ν2

E

abPmax

2
∫

∞

λ1

(

1 − x2

a2 + w
− y2

b2 + w
− z2

w

)

dw
√

(a2 + w) (b2 + w)w
(4.3)

Lorsque le point (x, y, z) est situé sur la surface chargée alors λ1 = 0. Dans
le cas contraire, λ1 est la solution réelle positive de l’équation :

x2

a2 + λ
+

y2

b2 + λ
+
z2

λ
= 1 (4.4)

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0073/these.pdf 
© [S. Lacroix], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



4.1. Modélisation du contact 49

4.1.1.2 Force concentrée sur un plan

L’étude d’une force concentrée sur un massif semi infini est due à Boussi-
nesq [4]. Une force en un point crée une singularité géométrique, la solution
analytique fournie par Boussinesq n’est donc pas définie au niveau du point
de contact.

Le déplacement vertical d’un point du massif soumis à une force concen-
trée, est donné par :

uBoussinesq(x, y, z) =
F

4πG

(

z2

(x2 + y2 + z2)3/2 +
2(1 − ν)

√

x2 + y2 + z2

)

(4.5)

4.1.1.3 Contact en éléments finis

Le premier objectif dans notre problématique générale est de déterminer
la meilleure façon de répartir les efforts de contacts, issus d’une itération de
calcul de notre modèle semi analytique, sur le maillage de la bague.

Nous ne cherchons pas à calculer le déplacement au niveau du point de
contact, en effet celui-ci est déjà déterminé analytiquement par la théorie
de Hertz. Les déplacements dans l’ellipse de contact nous importent peu.
Car nous cherchons à obtenir la conformité de la bague telle que la bille
la « voit », ce sont donc les déplacements dans le voisinage du point de
contact qui sont importants. Nous cherchons également une solution éco-
nome en temps de calcul. Le calcul éléments finis ayant potentiellement lieu
à chaque itération de notre modèle semi analytique, il est important qu’il
soit le moins pénalisant possible. Il est donc exclu de modéliser le contact
avec une simulation multi corps avec toutes les billes et un maillage fin.
Nous envisageons une méthode ne nécessitant pas de re-maillage pour tenir
compte du déplacement éventuel des billes.

La méthode proposée par Cavallaro [5] est de répartir les efforts de
contact sur trois nœuds du maillage 1. Cette solution va être comparée à
une pression uniforme répartie sur la surface de contact, à une pression dis-
tribuée (théorie de Hertz) sur la surface de contact, ainsi qu’à une force
concentrée positionnée au centre de l’ellipse de contact. Nous étudions le
cas simplifié où il n’y a pas de force tangentielle de contact.

Le chargement éléments finis s’effectuera donc de quatre manières diffé-
rentes :

— simulation multicorps du contact ;
— saisie de la pression conformément à l’équation (4.1) ;
— saisie de la pression moyenne sur l’ensemble de la surface de contact ;
— application d’un effort concentré (force nodale) sur le point de contact ;
— application de 3 forces nodales sur les trois points les plus proches

du point de contact.

Maillage de la zone de contact Nous constatons que, concernant la
contrainte technique d’application du chargement, ces méthodes ne néces-
sitent pas toutes le même niveau de finesse du maillage. En effet, pour la mo-
délisation multicorps du contact, il faut mailler finement la zone de contact
(la bille et le plan) Les tests de performance d’Abaqus [1] traitent le cas
du contact hertzien. Dans ces tests, la zone de contact comporte quatre élé-
ments (hexaèdres) selon la direction d’un rayon. Pour la modélisation 3D,

1. Les trois nœuds les plus proches du point de contact.
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50 Prise en compte de la souplesse des bagues

la documentation recommande l’utilisation d’éléments quadratiques de type
C3D20 (hexaèdres) ou C3D10 (tétraèdres).

Pour représenter la pression sous sa forme distribuée, il faut mailler suf-
fisamment finement la zone de contact. Nous investiguerons dans la suite
deux niveaux de raffinement du maillage. Pour utiliser la pression moyenne,
il suffit de quelques éléments pour obtenir la forme de la surface de contact,
et d’appliquer une pression moyenne. Si nous souhaitons utiliser une force
concentrée, il suffit d’un point au niveau de la position du point de contact.
Enfin, pour le cas de la répartition de l’effort sur trois points, aucune contrainte
n’est nécessaire, il suffit d’utiliser les trois points les plus proches du point
de contact.

Notre problématique est l’étude des déplacements (et non des contraintes)
cela n’entraîne pas de contrainte sur l’utilisation de tétraèdres ou d’hexa-
èdres. Cependant, le maillage d’une zone elliptique sur une bague est plus
aisée avec des éléments tétraèdriques. De plus, l’objectif final est la modé-
lisation de bagues de roulements à billes et cette géométrie est plus aisée à
mailler avec ceux-ci. Nous utiliserons donc les éléments quadratiques C3D10
pour nos études.

Principe de Saint Venant L’objectif de ces comparaisons est de com-
mencer à cerner ce qu’est le voisinage du point de contact, c’est à dire quelle
est la zone qu’il est légitime de prendre en compte pour le calcul de la
nouvelle conformité.

Rappelons toutefois un principe de mécanique des milieux continus : le
principe de Saint-Venant. Ce principe annonce que le comportement d’un
point de l’objet étudié, le plan ou la bague dans notre cas, est indépen-
dant de la façon dont les chargements sont appliqués et dont les conditions
aux limites sont réalisées, à condition que le point considéré soit suffisam-
ment éloigné du point d’application des chargements. En pratique, un point
éloigné de dix fois une longueur caractéristique vérifie le principe de Saint-
Venant. Dans le cas de notre modélisation, la longueur caractéristique est
soit le demi-grand axe soit le demi-petit axe de l’ellipse de contact, cela est
dépendant de la direction d’éloignement. Si, dans le cas du plan, nous pou-
vons sans problème nous éloigner suffisamment du point de contact, il en
est autrement dans le cas des bagues d’un roulement à billes, où les limites
(bord de la bague, bille voisine) sont rapidement atteintes. De plus, comme
nous cherchons à calculer la conformité des bagues au voisinage des points de
contact, nous serons amenés à utiliser de l’information sur des nœuds qui ne
vérifieront pas le principe de Saint-Venant. Il est donc important d’étudier
ces différentes possibilités de chargements.

4.1.2 Application au contact bille/planx
y

z
F

Figure 4.1 – Définition du repère
pour le contact bille/plan.

Afin de faciliter l’approche du problème, nous nous intéresserons à la
modélisation du contact d’une bille sur un massif semi-infini. Ce cas va nous
permettre de poser les bases du problème pour l’étude sur une bague de
roulement.

La frontière du massif est définie par le plan z = 0, et la position du
point de contact est l’origine du repère cartésien. Le massif semi-infini est
situé dans la zone de l’espace z ≤ 0.

Le contact modélisé est celui d’une bille de rayon r = 10 mm, la force
normale appliquée est de F = 342 N. La théorie du contact de Hertz décrit
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4.1. Modélisation du contact 51

alors la surface de contact comme un cercle de rayon rc = 0, 29 mm. Le
déplacement maximal de la surface du plan a lieu au centre du cercle et a
pour valeur 4, 08µm. La pression de contact maximale au centre du cercle,
Pmax, a pour valeur 2000 MPa, la pression de contact moyenne Pmoy est de
1333 MPa. La répartition de pression dans la zone de contact est donnée par

Figure 4.2 – Maillage de la section
de plan.

la relation :

P (x, y) = Pmax

√

1 − x2 + y2

rc
2 (4.6)

Figure 4.3 – Détail région de
contact, maillage Ppd36.

Figure 4.4 – Visualisation du
maillage Ppd36.

En pratique, en éléments finis, nous utilisons une section de plan de
taille suffisante. Afin de ne pas subir l’influence des conditions aux limites, les
frontières de la section de plan sont placées à une distance dix fois supérieure
au rayon de la bille, c’est à dire 100 mm. Ce qui équivaut à 300 fois le rayon
de la zone de contact : le principe de St-Venant est donc respecté. Le plan
n’est pas modélisé dans son ensemble. En effet, en utilisant les symétries
du chargement, il est possible de réduire la zone modélisée. Et ainsi, de
diminuer le temps de calcul. Nous allons comparer plusieurs techniques de
modélisation du contact. Dans ce but, nous choisissons d’utiliser le même
maillage pour une comparaison plus aisée. Le maillage doit donc pouvoir
permettre l’application de tous les cas de chargements détaillés par la suite.
Finalement, nous modélisons une portion circulaire du plan d’angle 120.
La hauteur de la portion de plan utilisée est de 100 mm et son rayon est
également de 100 mm

Les données que nous allons visualiser sont les déplacements nodaux,
à différentes profondeurs du plan. En abscisse des courbes, la distance du
nœud au point de contact, est divisée par le rayon de la surface de contact,
ainsi l’abscisse 1 représente la limite de la zone de contact.

Enfin, nous étudions, pour les cinq cas de chargement, deux niveaux de
finesse de maillage. La seule différence entre les deux maillages concerne
le nombre d’éléments dans la zone de contact. Le premier, le maillage fin
(fig. 4.3), possède 30 éléments dans la zone de contact, il correspond aux
recommandations de la documentation Abaqus (4 éléments selon un rayon
de la zone de contact). Le second, le maillage grossier (fig. 4.4), ne possède
quant à lui que 16 éléments dans la zone de contact.

4.1.2.1 Modélisation multicorps

Notre premier cas d’étude est la modélisation du contact par l’interaction
de deux maillages. Cette simulation ne sera pas retenue, car trop prohibitive
en temps de calcul. Cependant, elle nous permet de valider certains points de
la simulation : type, nombre, taille et répartitions des éléments finis choisis.

Le déplacement théorique au centre de la surface de contact (eq. 4.3)
est de 4, 08µm. Sur la figure 4.5 est représenté le déplacement normal de la
surface du plan le long d’un rayon partant du centre de la zone de contact.
Nous rappelons dans ce cas que la solution est axisymétrique. La distance
est mesurée par rapport au centre de la zone de contact et est adimensionnée
par le rayon du disque de contact. Ainsi l’abscisse 1 correspond à la limite
de la surface de contact. Sur cette figure, nous comparons les déplacements
obtenus par calcul éléments finis sur le maillage fin, UC , ceux obtenus sur
le maillage grossier, UC−G, et la solution analytique de Hertz, UHertz. Pour
faciliter la comparaison avec la solution analytique, nous calculons l’écart
relatif, εC , du déplacement UC par rapport à UHertz (et de manière similaire
avec εC−G).
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Nous constatons très peu de différences entre les résultats visualisés sur
le maillage fin et ceux sur le maillage plus grossier. Dans notre cas, pour la
simulation multicorps, il n’est pas nécessaire de mailler la zone de contact
avec plus de 12 éléments (c’est à dire 36 sur la surface complète). En ef-
fet, par construction, les éléments finis réalisent de bonnes approximations
des déplacements nodaux. Comme seuls les résultats en déplacements nous
intéressent dans cette étude, une faible densité de maille est suffisante.

Nous constatons que sur tout le domaine étudié, de 0 à 10rc, l’erreur
relative est inférieure à 4% par rapport à la formulation analytique de Hertz
(fig. 4.5). Les déplacements de la zone de contact sont très bien estimés
(erreur inférieure à 2%). Ce comportement est à mettre au crédit de la
bonne performance des éléments quadratiques utilisés.

Nous constatons (fig. 4.6) qu’étudier le déplacement en profondeur nous
apporte des erreurs supplémentaires sur les déplacements. À la profondeur
1rc, il faut s’éloigner de 3, 5rc du point de contact pour avoir une erreur sur
les déplacements inférieurs à 5%. Comme nous le constaterons plus tard,
dans le cas d’un contact bille/bague il sera impossible, vu la faible largeur des
bagues par rapport aux dimensions des ellipses de contact, de s’en éloigner
suffisamment pour vérifier ce critère.

4.1.2.2 Pression distribuée

Afin d’éviter une coûteuse simulation multicorps, le cas de chargement
proposé dans un premier temps est une répartition de pression sur la surface
de contact telle que le prévoit la théorie de Hertz.

Sur la figure 4.7, nous observons une bonne concordance du déplacement
calculé avec celui déterminé par Hertz. Les déplacements sur le maillage fin,
UP D, et sur le maillage grossier, UP D−G, possèdent une imprécision plus
élevée à proximité de la frontière entre la zone chargée et la zone non chargée.
Dans les deux cas, l’écart relatif devient rapidement inférieur à 5% dès que
l’on s’écarte de cette frontière.
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Figure 4.6 – Déplacement nodal sous la surface de contact et erreur relative par rapport
à la théorie de Hertz en fonction de la distance au point de contact adimensionnée par le
rayon de la surface de contact. La droite verticale figure la limite du disque de contact.

Concernant les déplacements à l’extérieur de la zone de contact, nous
observons un écart inférieur à 5% dès que l’on s’éloigne de 1, 2rc du centre
du contact. Mailler plus finement la zone de contact permet d’améliorer
l’estimation des déplacements et de diminuer le saut au passage de la zone
chargée et de la zone non chargée.

Nous constatons qu’étudier le déplacement en profondeur nous apporte,
dans ce cas également,des erreurs supplémentaires sur les déplacements (fig.
4.8). À la profondeur 1rc, il faut s’éloigner de 4rc du point de contact pour
avoir une erreur sur les déplacements inférieurs à 5% dans le cas du maillage
fin, et de 5, 5rc dans le cas du maillage grossier.

4.1.2.3 Pression moyenne

Nous étudions maintenant le cas où l’on applique sur la zone de contact
une pression uniforme, Pmoy = 1333 MPa. Cette valeur correspond à la pres-
sion uniforme à appliquer sur la surface de contact pour que la résultante soit
égale à 342 N, la force normale que nous étudions dans cette modélisation
de contact sphère/plan.

L’objectif est de voir si ce changement a une influence sur le déplacement
nodal. Nous nous intéresserons particulièrement aux nœuds à l’extérieur du
disque de contact.

L’observation des déplacements nodaux (fig. 4.9) montre que ce char-
gement ne permet pas de rendre compte des déplacements dans la zone de
contact. En effet, l’erreur y est supérieure à 5%. Cependant, hors de la zone
de contact, l’erreur est acceptable : inférieur à 5% entre 1, 1rc et 10rc. Un pe-
tit saut est visible sur les courbes d’erreur au passage de la zone de contact.
Celui-ci est causé par la transition brusque entre la zone de contact et la zone
non chargée. Alors que dans le cas d’une pression distribuée, cette disconti-
nuité dans le chargement est beaucoup plus faible et donc ce saut n’apparaît
pas dans le cas d’une pression distribuée (fig. 4.7). À iso-maillage, l’utilisa-
tion de la pression moyenne est aussi performante, en dehors de la zone de
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Figure 4.7 – Déplacement nodal à la surface du plan et erreur relative par rapport à la
théorie de Hertz en fonction de la distance au point de contact adimensionnée par le rayon
de la surface de contact. La droite verticale figure la limite du disque de contact.
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Figure 4.8 – Déplacement nodal sous la surface de contact et erreur relative par rapport
à la théorie de Hertz en fonction de la distance au point de contact adimensionnée par le
rayon de la surface de contact. La droite verticale figure la limite du disque de contact.

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0073/these.pdf 
© [S. Lacroix], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



4.1. Modélisation du contact 55

-5

-4

-3

-2

-1

0

0 2 4 6 8 10
0

2

4

6

8

10

12

14

D
ép

la
ce

m
en

t
no

da
l,
U

,
[µ

m
]

E
rr

eu
r

re
la

ti
ve

,
ε,

[%
]

Distance au point de contact

UPM
UPM−G

UHertz
εPM

εPM−G

Figure 4.9 – Déplacement nodal à la surface du plan et erreur relative par rapport à la
théorie de Hertz en fonction de la distance au point de contact adimensionnée par le rayon
de la surface de contact. La droite verticale figure la limite du disque de contact.

contact, que la pression distribuée.
Concernant les déplacements en profondeur (fig. 4.10), les estimations

de déplacements sont plus précises en appliquant une pression moyenne plu-
tôt qu’une pression distribuée. En effet, il faut s’éloigner de 3rc pour avoir
une erreur relative inférieure à 5% alors qu’il fallait s’éloigner de 4, 5rc dans
le cas de l’utilisation d’une pression distribuée.

Puisque ce sont les déplacements nodaux à l’extérieur de la surface char-
gée qui nous importent, il est alors inutile de chercher à appliquer un char-
gement de type pression distribuée sur la surface de contact. Il faut donc
privilégier un chargement par pression moyenne. Celui-ci possède, en outre,
l’avantage d’être plus simple à appliquer sur le maillage. Cependant, si nous
nous intéressons au déplacement en profondeur, alors les recommandations
sont inversées.

4.1.2.4 Force concentrée

Le cas de l’application d’une force concentrée est simple à mettre en
œuvre, il nécessite cependant un maillage adapté : il faut qu’il y ait un
nœud au niveau du point d’application.

L’interaction d’une force ponctuelle et d’un massif semi-infini, ne corres-
pond pas à la théorie du contact de Hertz, il est donc normal de ne pas avoir
les mêmes déplacements.

La modélisation éléments finis ne permet pas de rendre compte de la sin-
gularité du déplacement au niveau du point de contact, il est donc évident
que le résultat de la simulation différera de la solution analytique de Bous-
sineq.

En réalité, la comparaison avec la théorie de Boussinesq a peu d’intérêt,
car le contact bille/bague vérifie les hypothèses de contact hertzien et non
celle de Boussinesq qui traite le cas d’une force ponctuelle. Les différences
entre la modélisation et la théorie sont très marquées : de l’ordre de 50%. Ce
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Figure 4.10 – Déplacement nodal sous la surface de contact et erreur relative par rapport
à la théorie de Hertz en fonction de la distance au point de contact adimensionnée par le
rayon de la surface de contact. La droite verticale figure la limite du disque de contact.
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Figure 4.11 – Déplacement nodal à la surface du plan et erreur relative par rapport à
la théorie de Hertz en fonction de la distance au point de contact adimensionnée par le
rayon de la surface de contact. La droite verticale figure la limite du disque de contact.
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4.1. Modélisation du contact 57

comportement coïncide avec les tests de performances réalisés par Abaqus
[1].

La visualisation des déplacements nodaux (fig. 4.11) indique qu’il est
envisageable d’utiliser cette technique pour la modélisation bille/bague en
utilisant des éléments quadratiques. Dans ce cas une erreur inférieure à 5%
est observée au delà de 2rc L’utilisation d’éléments linéaires (C3D8) mo-
difie beaucoup les résultats, l’erreur relative est supérieure à 10% jusqu’à
une distance de 4rc. Bien que cette méthode semble être idéale (bonne ap-
proximation, facilité d’application du chargement), nous verrons que le fait
de concentrer l’effort en un point pose problème dans le cas du contact
bille/bague.
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Figure 4.12 – Déplacement nodal sous la surface de contact et erreur relative par rapport
à la théorie de Hertz en fonction de la distance au point de contact adimensionnée par le
rayon de la surface de contact. La droite verticale figure la limite du disque de contact.

Le déplacement en profondeur (fig. 4.12) montre le même comportement
que les cas précédents : une augmentation de l’erreur sous la zone de contact.
L’écart par rapport à la formulation analytique de Hertz est à 5% au delà
de 3rc.

4.1.2.5 Trois forces concentrées

Le dernier cas de chargement, celui qui est proposé par Cavallaro [5], est
l’utilisation de trois forces nodales.

Trois points d’application idéaux sont déterminés pour l’application de
ces forces nodales. Ces trois points idéaux sont équirépartis et équidistants
du centre de la zone de contact. La distance au point de contact est choisie
empiriquement et égale à 3/4rc.

Si, sur un maillage donné, il n’y a pas de nœuds, nous appliquons sur
les trois nœuds les plus proches (en surface) du point de contact des forces
nodales. Ainsi, les trois forces nodales sont déterminées de manière à ce
que leur résultante soit égale à la force de contact et qu’elles ne créent
pas de moment autour du point de contact. Les points de chargement sont
equirépartis autour du centre de la zone de contact et distant de la même
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58 Prise en compte de la souplesse des bagues

longueur par rapport au point de contact. (fig. 4.13). Les efforts nodaux à
appliquer sont donc de normes identiques.

x

y
+

+ +
+

Figure 4.13 – Position des trois
points de chargement.

À proximité de la zone chargée, le cas étudié (fig. 4.14) et le cas pré-
cédent où une seule force nodale est utilisée (fig. 4.11) montrent des com-
portements similaires dans la zone de contact : les déplacements sont mal
estimés. Il y a toujours peu de différence entre les résultats du maillage
grossier et du maillage fin.
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Figure 4.14 – Déplacement nodal à la surface du plan et erreur relative par rapport à
la théorie de Hertz en fonction de la distance au point de contact adimensionnée par le
rayon de la surface de contact. La droite verticale figure la limite du disque de contact.

Les déplacements en profondeur (fig. 4.15), montrent toujours le même
comportement. Il n’y a pas de particularités sur ce cas de chargement.

La qualité de cette méthode dépend de la distance des forces nodales
par rapport au centre de la zone de contact. En effet, plus les points sont
rapprochés, plus ce cas de chargement s’apparente du cas d’une force nodale.
Et plus ils sont éloignés, plus la singularité créée par les force nodales se
rapproche de l’extérieur de la zone de contact. Empiriquement, une distance
égale à 3/4rc est un bon compromis.

Dans le tableau 4.1 se trouve l’ensemble des intervalles où l’erreur rela-
tive par rapport à la théorie de Hertz est inférieure à 5%. Ce qui permet
d’amorcer une conclusion sur l’utilisation des différentes méthodes. Rap-
pelons que l’utilisation d’éléments quadratiques influant sur la qualité des
résultats, les éléments linéaires nécessitent de s’éloigner en moyenne de 3rc

pour avoir des erreurs inférieures à 8%.
Concernant les cas que nous venons d’étudier, il faut souligner que si l’on

reste en surface et à l’extérieur de la zone de contact, toutes les méthodes
ont des performances proches. Il est inutile de comparer au delà de 10rc,
les bords de la bague et les billes voisines sont plus proches que cela. Le
comportement en profondeur est plus mitigé avec des erreurs beaucoup plus
élevées sous la zone de contact, il faut de plus s’éloigner, en moyenne, de
3rc pour avoir des erreurs inférieures à 8%. Ainsi, les deux méthodes qui se
dégagent à présent sont :

— la force concentrée, pour sa simplicité d’utilisation, et ses bonnes
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Figure 4.15 – Déplacement nodal sous la surface de contact et erreur relative par rapport
à la théorie de Hertz en fonction de la distance au point de contact adimensionnée par le
rayon de la surface de contact. La droite verticale figure la limite du disque de contact.

performances ;
— et le cas trois forces concentrées pour sa souplesse vis à vis du maillage.

Position des Simulation Pression Pression Force 3 forces
points multicorps distribuée moyenne concentrée concentrées

Surface rc 1, 2rc 1, 1rc 2rc 1, 5rc

rc 3, 5rc 5, 5rc 3rc 2, 5rc 3rc

Table 4.1 – Comparatif des distances à partir de laquelle l’erreur par rapport à la théorie
de Hertz est inférieure à 5% dans le cas du maillage grossier.

4.1.3 Application au contact bille/bague

L’étude du contact bille/bague va porter sur la comparaison des diffé-
rents chargements, et sur les différentes méthodes de sélection de nœuds
pour le calcul de la conformité. Du fait de la perte de géométrie simple, la
comparaison avec les déplacements analytiques ne sera pas effectuée, le cas
de chargement par pression distribuée étant considéré comme notre cas de
référence. Le manque de symétrie de révolution du chargement, nous impo-
sant de choisir un plan pour l’étude des déplacements, nous utiliserons le
plan de positionnement angulaire de la bille dans la bague.

Figure 4.16 – Bague intérieure.

Pour la simulation éléments finis, nous utilisons une géométrie de bague
simple. Il n’y a pas, par exemple, d’orifices de lubrification. Les principales
dimensions sont visibles sur la figure 4.19, la conformité initiale de la bague
est Cini = 0, 52, le diamètre des billes est de db = 8 mm, et le diamètre
intérieur de la bague est de 40 mm. En réalité, les dimensions utilisées ont
peu d’importance car il s’agit d’un calcul linéaire.

Afin d’étudier les déplacements nodaux sous la surface de contact, trois
surfaces de coupe (fig. 4.19) sont positionnés aux profondeurs 1, 9b, 3, 8b et
6, 2b, où b est le demi-petit axe de l’ellipse de contact.
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60 Prise en compte de la souplesse des bagues

Pour simuler le phénomène d’ouverture de gorge, il faut placer la bille
dans une position haute dans la gorge. Cependant, afin d’éviter de créer des
déformations trop importantes, d’avoir une ellipse de contact trop proche
du bord de la bague et de produire des interprétations de résultats difficiles,
la bille sera placée dans une position intermédiaire : l’angle de contact est
de 46˚, l’angle de contact maximal est de 77˚(point de contact hors de la
bague).

++

4mm

9m
m

4,16m
m

0,47m
m

Figure 4.17 – Section de la bague
avec les trois « plans »de coupe.

La force normale de contact appliquée est F = 500 N, pour une telle
géométrie de contact, la théorie de Hertz prévoit un déplacement maximal
de la surface de la bague de δ = 3, 67µm. L’ellipse de contact possède un
demi-grand axe a = 1, 05 mm et un demi-petit axe b = 0, 12 mm.

4.1.3.1 Application des chargements

Pression distribuée L’application de la pression sur l’ellipse de contact
nécessitant de mailler finement l’ellipse, l’utilisation d’éléments tétraédriques
facilitera cette tâche. Et, comme nous l’avons déjà abordé (4.1.2.2 page 52),
cette technique requiert une adaptation du maillage pour suivre le déplace-
ment des billes calculé à chaque itération du schéma de Newton-Raphson.

Le maillage utilisé pour cette étude comprend une zone elliptique pour
l’application du chargement (eq. 4.1 et fig. 4.18). Ce cas de chargement est
noté Bpd.

XY
Z

XY
Z

Figure 4.18 – Maillage de la bague intérieure, détail de la zone de contact. Utilisé pour
les cas Bpd et Bpm.

Le déplacement normal maximal relevé sur la bague est de 4, 1µm, ce
qui est supérieur à celui estimé par la théorie de Hertz, l’écart relatif est
de 10,5%. Cette différence s’explique par la présence d’un déplacement sup-
plémentaire dû à la déformation structurelle de la bague. A noter que cette
déformation n’était pas présente dans le cas du contact bille/plan.

Pression moyenne Pour l’étude du chargement type pression moyenne,
nous utilisons le même maillage que pour la pression distribuée (fig. 4.18).
Les conditions aux limites sont identiques, seule la répartition de pression
sur la surface de contact change. Ce cas de chargement est noté Bpm.

Force concentrée Comme dans le cas du plan, nous appliquons une
unique force nodale au niveau du point de contact. Cette force est nor-
male à la surface de contact et a pour norme Fc = 500N. Le maillage étant
différent des deux cas précédents, il suffit de s’assurer de la présence d’un
nœud au point de contact. Le maillage hors de la zone de contact est effectué
pour avoir des tailles de mailles équivalentes aux deux cas précédents.
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4.1. Modélisation du contact 61

Trois forces concentrées Bien que le maillage Bpd pourrait être réutilisé
pour ce cas, nous utilisons un maillage spécifique afin de positionner les
points de chargement d’une manière similaire à ce qui a été fait pour l’étude
du contact bille/plan (fig. 4.1). De ce fait, les points ne sont pas répartis
équitablement sur toute la surface de l’ellipse de contact. Les trois forces
nodales sont déterminées de façon à ce que leur résultante soit égale à la
force de contact à appliquer, et à ce qu’elles ne créent aucun moment autour
du point de contact. Ce cas de chargement est noté B3f.

Trois forces réparties Les trois forces sont réparties sur trois rayons
séparant l’ellipse en trois surfaces égales. L’une des forces, F1, est positionnée
sur un plan angulaire de la bague vers l’intérieur de la bague. Les trois forces
nodales sont réparties sur une ellipse réduite au 3/4 de l’ellipse de contact.
Les normes des trois forces F1, F2 et F3 sont égales, ce qui a pour avantage
d’une part de respecter la distribution elliptique de la pression et, d’autre
part, de ne pas créer de moment autour du point de contact. Ce cas de
chargement est noté B3fr.

+

b

F1

b

F2

b

F3

3a
4

3b
4

120˚

Figure 4.19 – Position des trois
forces nodales dans le cas B3fr.
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62 Prise en compte de la souplesse des bagues

4.1.3.2 Déplacements nodaux

L’observation des déplacements nodaux (fig. 4.20) montre une dissymé-
trie importante, il y a en effet un déplacement plus important sur le haut
de la bague. La piste ne peut plus être considérée comme un tore à section
circulaire, cependant, nous continuerons à faire cette approximation locale-
ment autour de chaque point de contact pour le calcul de conformité. Le fait
de sélectionner des nœuds vers le haut ou vers le bas de la bague influera
donc sur la conformité.

(a) Pression distibuée, Bpd. (b) Pression moyenne, Bpm.

(c) Force concentrée, Bfc. (d) Trois forces concentrées, B3f.

(e) Trois forces réparties, B3fr. (f) Position ellipse de contact.
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Figure 4.20 – Champs de déplacement nodal de la bague soumise au différents charge-
ments. Unité : µm.

La comparaison des enveloppes de déplacements, permet de faire un tri
entre les cas de chargements. Le cas Bpd est le cas présentant les déplace-
ments les plus importants sur le bord extérieur. Il est important de pouvoir
approcher au mieux ces déplacements car ce sont ceux qui auront le plus
d’influence sur le calcul de la conformité. Les cas Bfc et B3f ne possèdent
pas la même allure de champ de déplacement que le cas Bpd. En effet, les
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4.1. Modélisation du contact 63

forces nodales étant proches du point de contact et donc éloignées du bord de
la bague, ce positionnement ne favorise pas l’ouverture de gorge. Le principal
inconvénient de la méthode B3f est que la sélection des trois nœuds les plus
proches du point de contact tend à concentrer les déplacements au centre de
l’ellipse de contact. Ceci est lié au maillage utilisé qui, ici, est relativement
fin contrairement à celui de Cavallaro. Pour améliorer ce cas, il faudrait
mieux répartir les forces nodales, et notamment vers l’extérieur de la bague.
C’est l’objectif du cas B3fr qui, en éloignant les forces du point de contact
et en les rapprochant des bords des bagues, permet de mieux représenter
les déplacements de la bague. La méthode B3fr nécessite de positionner des
nœuds du maillage aux endroits appropriés, et donc d’adapter le maillage
aux déplacements de la bille. Cependant, pour éviter de remailler la bague
et, tout en assurant une bonne répartition des forces nodales sur l’ellipse
de contact, nous proposons de mailler finement la zone possible du point de
contact et de sélectionner les points les plus proches des points « idéaux »de
la méthode B3fr.
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Figure 4.21 – Déplacement nodal selon l’axe z de la surface de la bague dans le repère
local au point de contact pour différents cas de chargement, en fonction de la position
sur l’axe x. La distance est adimensionnée par rapport au demi grand axe de l’ellipse de
contact.

L’observation quantitative des déplacements nodaux (fig. 4.21) à la sur-
face de la piste confirme les observations effectuées sur les champs de dé-
placements. La proximité des cas Bpd et Bpm est conservée en dehors de
la zone de contact, et les déplacements de Bpm sont sous-estimés dans l’el-
lipse de contact. L’erreur relative de Bpm par rapport à Bpd dans la region
[−2a; −a] est de 7%, ce qui est conforme à ce qui a été observé dans le
cas du contact bille/plan. Les cas Bfc et B3f sont inaptes à modéliser les
déplacements, les erreurs relatives par rapport à Bpd étant de 40% dans
la zone [−2a; −a]. En prenant en compte le déplacement structurel de la
bague, cette valeur reste compatible avec celle qui était atteinte dans le cas
du contact bille/plan P3fc (fig. 4.6).

Nous constatons que le cas B3fr possède un écart relatif de 8,5% par
rapport à Bpd dans l’intervalle [−2a; a], ce qui est satisfaisant. Cependant,
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l’écart relatif atteint 60% vers l’intérieur de la bague à 1, 6a. Si l’on souhaite
utiliser cette méthode, il faut priviligier l’utilisation des points à l’extérieur
de la bague.
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Figure 4.22 – Déplacement nodal selon l’axe z à une profondeur de 1, 9b dans le repère
local au point de contact.

Les déplacements en profondeur (fig. 4.22 et 4.23) montrent une atté-
nuation des différences entre les cas de chargements. À la profondeur 1, 9b
(fig. 4.22), une amélioration significative des estimations des déplacements
est observés dans la zone [1, 5a; 3a] où l’écart relatif entre les différentes
méthodes est inférieur à 10% par rapport au cas Bpd. En étudiant les dé-
placements encore plus profondément sous le contact (fig. 4.23), il n’y a
plus d’amélioration de l’écart relatif. De plus, d’un point de vue pratique,
plus on s’éloigne en profondeur, moins on a de points à disposition pour
l’approximation torique (fig. 4.19 en page 61).

Ainsi, pour conclure sur le choix de la méthode d’application des forces
de contact sur le maillage, la méthode qui remplit le mieux notre cahier
des charges est la méthode B3fr. En veillant cependant à sélectionner des
points en dehors de la zone de contact (au delà de 1, 5a) et en profondeur,
(2b s’avère être suffisant).

4.2 Calcul de la nouvelle géométrie des bagues

4.2.1 Voisinage du point de contact

Les déplacements obtenus par éléments finis étant les déplacements to-
taux de la bague, il faut dans un premier temps obtenir le déplacement
structurel de la bague. Nous avons fait l’hypothèse que le déplacement to-
tal est la somme du déplacement structurel et du déplacement de Hertz.
Ainsi dans un premier temps, nous retranchons au déplacement total, le dé-
placement causé par le contact Hertzien obtenu de manière analytique par
l’équation 4.3.

Nous pouvons maintenant définir le voisinage de la surface de la piste
qui sera utilisé pour le calcul de la nouvelle géométrie. Rappelons que la
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Figure 4.23 – Déplacement nodal selon l’axe z à une profondeur de 3, 8b dans le repère
local au point de contact.

surface à l’intérieur n’est pas utilisée. Les points proches de la surface de
contact possédant des déplacements plus élevés (4.20 en page 62), la géomé-
trie calculée à partir de ces points sera donc différente de celle initiale. Les
points éloignés de la surface de contact possédant des déplacements faibles,
la géométrie estimée à partir de ces points sera donc proche de celle ini-
tiale du roulement. Cependant, en s’éloignant de la zone de contact, nous
nous rapprochons de la zone d’influence du contact de la bille voisine. Nous
devons donc trouver un compromis entre tous ces paramètres.

Disque

Secteur angulaire

Secteur transversal

Figure 4.24 – Définition des zones
de sélection.

Nous comparons trois méthodes pour sélectionner les points autour de
la zone de sélection :

Disque : surface définie par un rayon interne et un rayon externe. L’en-
semble des points entre ces deux limites sont sélectionnés. Cette tech-
nique permet de sélectionner des points au sommet de la bague, là
où les déplacements sont les plus élevés. Mais également de sélec-
tionner des points plus éloignés, latéralement à l’ellipse de contact.
Cette technique possède donc une gamme large de déplacements et de
lieux de sélection. Lors d’angle de contact très élevés ou très faibles,
cette zone est susceptible d’être tronquée et de ne plus conserver sa
géométrie circulaire.

Secteur angulaire : deux rectangles identiques encadrant l’ellipse de contact
selon son grand axe. Cette technique permet de sélectionner des dé-
placements proches de l’ellipse de contact, mais ne permet pas de
sélectionner les forts déplacements au sommet de la bague.

Secteur transversal : deux rectangles identiques mais encadrant l’ellipse
de contact selon son petit axe. Elle permet de sélectionner les forts
déplacements en haut des bagues et les faibles déplacements en bas
des bagues. De manière similaire au cas de sélection par disque, cette
zone sera tronquée dans le cas d’angle de contact très élevés ou très
faibles.

Dans la partie précédente, 4.1, nous avons établi des limites à partir
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desquelles les déplacements estimés par éléments finis correspondent à celles
du contact d’une bille sur une bague. Nous devons donc prendre en compte
ces limites pour le choix des dimensions de ces différentes géométries de zone
de sélection.

4.2.2 Conformités et déplacements des centres de courbure

4.2.2.1 Déplacement structurel

Afin de trouver les déplacements dus à la déformation structurelle de la
bague, il faut retrancher au déplacement total le déplacement analytique du
contact du massif infini. En effet, nous considérons que le déplacement total
se décompose en deux parties distinctes :

— le déplacement créé par le contact.
— le déplacement créé par la déformation structurelle de la bague.

C’est la déformée structurelle qu’il faut utiliser pour le calcul de conformité.

4.2.2.2 Approximation de la nouvelle géométrie

Nous rappelons que nous faisons l’hypothèse que localement, à chacun
des points de contact, la piste est considérée comme un tore. Pour introduire
la nouvelle géométrie dans les équations géométriques, nous devons calculer
les déplacements des centres de courbure et la nouvelle conformité. Pour
aboutir à ces grandeurs, nous proposons plusieurs méthodes :

Approximation torique : la position des points sélectionnés est approxi-
mée par un tore à l’aide de la méthode des moindres carrés. Les pa-
ramètres variables de cette technique sont la position du centre de
courbure et la conformité.

Approximation torique simplifiée : cette technique est similaire à la
précédente mais la conformité n’est plus variable et reste égale à
celle initiale.

Déplacement moyen : au lieu d’effectuer une approximation torique sim-
plifiée, nous proposons de considérer que les déplacements du centre
de courbures sont représenté simplement par le déplacement moyen
des points sélectionnés.

4.2.3 Résultats préliminaires

Nous revenons maintenant sur le cas de étudié dans la partie 4.1.3. Nous
commençons par étudier la conformité calculée à partir des nœuds en surface
de la bague, et nous étudions les trois méthodes de sélections présentées
précédemment. Pour une géométrie de sélection donnée, en nous éloignant de
l’ellipse de contact, nous nous attendons à retrouver la conformité initiale de
la piste. Et dans une zone très proche de la zone de contact les surfaces sont
aplanies ce qui correspond à une conformité plus élevée que celle initiale.
Pour retrouver cette tendance, nous traçons l’évolution de la conformité
calculée par une sélection en disque en fonction de la distance maximale
de sélection (fig. 4.25). Nous observons que la conformité décroît vers la
conformité initiale.

Nous comparons dans la suite la conformité (tab. 4.2) calculée à partir
des résultats de Bpd et B3fr. Dans ces cas nous utilisons les trois méthodes
de sélection en surface et en profondeur 1, 9b. Comme la bague modélisée est
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Figure 4.25 – Conformité calculée à partir d’une sélection par disque en fonction du rayon
maximal de la zone de sélection pour deux angles de contacts. rmin = a et rmax varie
entre 1.2a et 3.8a.

disque secteur secteur
angulaire transversal

Bpd surf. 0,52125 0,52068 0,52150
prof. 0,52151 0,51946(1) 0,52099

B3fr surf. 0,52121 0,52054 0,54304(2)

prof. 0,52135 0,52005(1) 0,53559(2)

Table 4.2 – Conformité calculée à partir de la déformée de la bague en surface ou à
la profondeur 1, 9b. (1) Seul quatre points sont sélectionnés pour le calcul. (2) Résultats
faussés.

encastrée sur la face intérieure, nous utilisons la méthode d’approximation
torique simplifiée.

Les paramètres pour la sélection des points sont les suivants :
— disque : rayon minimal a, rayon maximal 1, 5a.
— secteur angulaire : éloignement minimal a, éloignement maximal 1, 5a,

largeur b.
— secteur transversal : éloignement minimal b, éloignement maximal 2b,

largeur a.
Dans les résultats présentés dans les tableaux 4.2 et 4.3, certains sont

à étudier avec réserve. Les résultats marqués (1) sont calculés à partir de
quatre nœuds (pour rappel il faut au moins trois points pour l’approximation
torique). Les résultats marqués (2) sont faussés à cause de la zone de sélection
qui empiète sur une région où les déplacement sont surestimés. Cela permet
de poser les limites de cette méthode.

Dans les cas Bpd et B3fr, les méthodes utilisées montrent une augmenta-
tion de la conformité (Cini = 0, 52), ce qui était attendu. Cavallaro [5] utilise
une sélection par secteur angulaire et obtient une diminution de la confor-
mité. Cependant, pour l’approximation torique, il utilise les déplacements
en surface non corrigés par les déplacements dus aux contact. Malgré une
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disque secteur secteur
angulaire transversal

Déplacement axial en µm

Bpd surf. 9,16 6,10 11,31
prof. 10,67 -0,95(1) 8,36

B3fr surf. 8,72 4,79 138(2)

prof. 9,56 2,13(1) 92(2)

Déplacement radial en µm

Bpd surf. -4,81 -1,07 -5,12
prof. -6,28 6,51(1) -2,02

B3fr surf. -4,82 -0,51 -127,6(2)

prof. -5,58 2,47(1) -83,42(2)

Table 4.3 – Déplacements du centre de courbure calculés à partir de la déformée de la
bague en surface ou à la profondeur 1, 9b. (1) Seul quatre points sont sélectionnés pour le
calcul. (2) Résultats faussés.

position intermédiaire du point de contact et une bague relativement peu
épaisse, les changements de conformité que nous observons sont très faibles :
inférieure au pourcent. À titre d’exemple, le passage de 0, 52 à 0, 52125 de
la conformité fait évoluer le déplacement maximal au centre de l’ellipse de
3, 67µm à 3, 73µm : un changement de 1,4%. La conformité possédant une
grande influence sur les paramètres du contact, ces légères variations sont
donc à prendre en compte.

Sur le chargement de référence Bpd, nous observons une conformité si-
milaire quelle que soit la méthode de sélection, mis à part le cas (1). Il est
important de comparer les différences entre Bpd et B3fr. Les résultats de
sélection par disque coïncidant entre ces deux chargements, en surface et en
profondeur, cette méthode est donc la plus stable de ce point de vue. Ceci
nous conforte dans le choix de B3fr pour l’application du chargement.

Les déplacements axiaux (selon l’axe de la bague) et radiaux (selon un
rayon de la bague) montrent plus de dispersion dans les valeurs que les
changements de conformité.

Le cas Bpd montre toutefois des déplacements du même ordre de gran-
deur pour les différents tests effectués. Là encore la sélection par disque est
très stable : il y a peu d’écart entre Bpd et B3fr, en profondeur ou en surface.

Ces différents calculs étant réalisés avec l’approximation torique simpli-
fiée, les conditions aux limites appliqués sur la bague (encastrement de la
face intérieure) n’impliquent pas de rotation.

L’approximation torique complète possède en outre une convergence plus
lente surtout dans le cas où les points sont très rapprochés (sélection par
secteur angulaire).

La sélection par disque semble à l’heure actuelle la mieux adaptée pour
le calcul de conformité. Cette méthode sélectionne des points proches de l’el-
lipse de contact dans le plan angulaire (bonne approximation de la confor-
mité) et des points plus éloignés dans le sens transversal (bonne approxima-
tion du déplacement du centre de courbure).

Le cas introductif du contact bille/plan a été utilisé pour choisir les élé-
ments finis à utiliser. Les éléments tétraédriques quadratiques (C3D10) re-
présentent un bon compromis car ils montrent une souplesse d’utilisation, et
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donnent de bons résultats. Ceci est particulièrement vrai lors de l’utilisation
de forces nodales concentrées. Dans ce cas, l’utilisation d’éléments quadra-
tiques permet d’éviter l’usage d’un maillage fin qui, par contre, est nécessaire
avec des éléments linéaires (C3D8 ou C3D4). L’étude du contact bille/plan
ne permet pas de dégager de conclusion certaine sur le choix d’application
des efforts de contact, les méthodes comparées montrant des résultats satis-
faisants à l’extérieur de la zone de contact, dans l’intervalle [a; 5a]. L’étude
en profondeur montre une augmentation importante de l’erreur à proximité
de la zone chargée, dans l’intervalle [0; 2, 5a].

Il faut comparer ces chargements en les appliquant sur la bague pour
constater leurs principaux défauts. En effet, les cas où l’on applique des
forces concentrées proches du point de contact montrent une sous-estimation
des déplacements sur l’extérieur de la bague. Cette observation nous a in-
cité à mieux répartir les forces, en les éloignant du point de contact et
en les rapprochant des extrémités de l’ellipse de contact. Ceci a pour effet
une meilleure approximation des déplacements. Pour s’affranchir d’un re-
maillage, et suivre le mouvement des points de contact, il suffit de mailler
plus finement la zone probable de positionnement de ces points. Et au lieu de
rechercher les points les plus proches du point de contact, nous recherchons
les points les plus proches de ces points idéaux.

Le calcul de conformité montre une dispersion des résultats plus élevée.
Cependant, la méthode de sélection par sphère semble avantageuse car elle
donne des résultats similaires, que l’on ait sélectionné des points en surface
ou en profondeur, sur le cas Bpd (référence) ou B3fr, avec la méthode d’ap-
proximation simplifiée ou avec la méthode d’approximation complète. Les
résultats de cette méthode montrent en outre des résultats conformes avec
ceux qui étaient attendus.

4.3 Cartographie de la nouvelle géométrie

Considérons le cas d’une bille en contact sur une bague, en n’appliquant
sur la bille qu’un effort normal de contact. Pour des conditions aux limites
fixées, l’état de déformation de la bague n’est alors paramétré que par la
position de la bille sur la piste (c’est à dire l’angle de contact) et l’effort
normal appliqué. Or, pour calculer la nouvelle conformité de la bague et
le déplacement du centre de courbure, les seuls renseignements nécessaires
sont les déplacements à la surface de la piste au voisinage du contact. Donc
la conformité et le déplacement du centre de courbure ne dépendent que de
l’angle de contact et de l’effort normal.

D’une part l’étude de cette évolution permet de mieux appréhender le
comportement global de la bague, et de mettre en évidence les zones dans
lesquelles il est judicieux de prendre en compte l’évolution de ces paramètres.
D’autre part, cette étude permettra éventuellement de dégager une simila-
rité, d’une géométrie de bague à l’autre, dans l’évolution de la conformité et
du déplacement du centre de courbure.

4.3.1 Présentation du calcul

Les calculs que nous effectuons ici, sont totalement découplés de notre
modèle semi analytique, il ne s’agit finalement que de l’étude du contact
d’une bille et d’une bague.
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4.3.1.1 Déroulement des calculs

Pour pouvoir effectuer une représentation de la conformité en fonction de
l’angle de contact et de l’effort normal, le principe est simplement d’effectuer
un certain nombre de calculs pour différentes valeurs d’angles et de force
normale. À l’issue de chacun de ces calculs nous déterminons la conformité
et le déplacement du centre de courbure.

Données d’entrée - Pour pouvoir effectuer une représentation, il faut se
fixer la géométrie de la bague, la portion d’arbre modélisée, les conditions
aux limites et les bornes pour le chargement.

Calcul éléments finis - Pour chacun des cas de chargement, une pro-
cédure détermine les dimensions de la zone de contact. Le maillage de la
bague est alors construit pour s’adapter au mieux à la zone de contact. Le
chargement utilisé correspond à une répartition de pression sur la zone de
contact. Il n’y a pas de simulation multi-corps. Cette répartition de pres-
sion est déterminée par la théorie de Hertz. Le calcul effectué est un calcul
linéaire élastique.

Calcul de la géométrie - À l’issue de chaque calcul éléments finis, et à
partir des déplacements à la surface de la piste, la nouvelle conformité et le
déplacement des centres de courbures sont calculés.

Nous vérifions de plus un contrôle de la troncature des ellipses de contact.
Aucun calcul éléments finis n’est effectué si l’ellipse de contact est tronquée
en haut ou en bas de la piste de roulement. Dans ce cas la théorie de Hertz
n’est pas applicable, le calcul et les résultats sur la conformité n’auraient
aucun sens. De plus cette situation correspond à des conditions de fonc-
tionnement dégradées du roulement, qui font apparaître des problèmes plus
importants qu’un changement de conformité. Ainsi, la procédure utilisée
pour ces calculs est la suivante :

Algorithme 1

lire géométrie, chargements, options
pour chaque chargement faire

pour chaque bague faire
calculer géométrie ellipse de contact
si pas de troncature d’ellipse alors

créer maillage
effectuer calcul ef
lire déplacements
calculer conformité
calculer déplacement centre de courbure

fin si
fin pour

fin pour

4.3.2 Cas du roulement R10
20

Il s’agit d’un cas d’étude simplifié se rapprochant de la géométrie réelle
de roulements à billes. Nous traitons premièrement le cas d’une bague mince
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(en largeur) afin de clairement distinguer les phénomènes mis en jeu.

4.3.2.1 Validation du maillage

Comme il a été expliqué précédemment, nous utilisons une répartition
de pression sur la surface de contact. Pour traiter le cas du contact hertzien,
la documentation Abaqus [1] nous fournit quelques pistes pour le type et
la taille des éléments. Il est recommandé d’utiliser quatre éléments selon un
rayon de la surface de contact, et d’utiliser des éléments quadratiques. Nous
utilisons des éléments tétraèdriques quadradiques : C3D10. En notant b le
demi grand axe de l’ellipse, les éléments à la surface de la zone de contact
ont une dimension de b/4. Dans la profondeur de la zone de contact nous
utilisons également cette taille sur au moins deux couches d’éléments.

Figure 4.26 – Maillages normal et

fin de R10

20.

Figure 4.27 – Maillages normal et

fin de R10

20, détail de la zone de

contact.

Nous allons ici justifier la taille des éléments utilisés pour tout le maillage.
Pour cela nous allons effectuer un calcul avec le maillage tel que nous venons
de le décrire, puis avec des tétraèdres deux fois plus petits (en volume).
Nous comparerons ensuite les résultats sur le calcul de la conformité et
du déplacement du centre de courbure. Si il n’y a aucune différence, cela
justifiera la taille des éléments employés.

maillage nb nœuds nb élements nb éléments
contact

normal 48 000 30 000 1 000
fin 105 000 68 000 1 700

Table 4.4 – Comparatif du maillage normal et maillage fin. Bague extérieure et arbre
R10

20.

Le calcul effectué correspond à une charge normale de 500 N avec un
angle de contact de 30̊ . Il s’agit maintenant de comparer, en terme de ré-
sultats les deux maillages :

déplacement déplacement déplacement
maillage conformité Cc axial Cc radial centre contact

[mm] [mm] [mm]
normal 0, 5124668 0, 68341e−3 0, 61620e−3 0, 46389e−2

fin 0, 5124647 0, 72102e−3 0, 65799e−3 0, 46552e−2

écart 1, 7e−4 % 5, 2 % 6, 3 % 0, 35 %

Table 4.5 – Comparatif de résultats entre maillage fin et maillage normal. Bague exté-
rieure et arbre R10

20.

Le déplacement nodal au centre de la zone de contact ne varie que 0, 35 %
entre les deux maillages. Cet écart a tendance à être atténué par le calcul
de conformité. Cependant, nous observons que le calcul des déplacements
du centre de courbure possède une grande sensibilité sur les déplacement
nodaux : l’écart entre les deux maillages croît jusqu’à 6 %. Cependant, plu-
tôt que d’utiliser le maillage fin (trop coûteux) il nous semble judicieux de
diminuer la sensibilité du calcul de déplacement de centre de courbure. Nous
utiliserons donc par la suite le maillage normal.
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4.3.2.2 Validation portion angulaire

Nous allons justifier ici la taille de la portion angulaire choisie pour la
modélisation.

Les conditions aux limites appliquées sont :
— encastrement aux extrémités de l’arbre
— pas de déplacement normal sur les surfaces latérales de l’arbre et du

roulement
Pour valider la dimension angulaire, nous prendrons pour référence une

bague complète, puis nous utiliserons le plus petit angle qui permette d’ob-
tenir des résultats similaires.

déplacement déplacement déplacement
maillage conformité Cc axial Cc radial centre contact

[mm] [mm] [mm]
70̊ 0, 5124605 0, 79115e−3 0, 56508e−4 0, 40443e−2

90̊ 0, 5124675 0, 68925e−3 0, 42888e−3 0, 44834e−2

100̊ 0, 5124668 0, 68341e−3 0, 61620e−3 0, 46389e−2

110̊ 0, 5124664 0, 68099e−3 0, 71565e−3 0, 47192e−2

120̊ 0, 5124645 0, 51246e−3 0, 69384e−3 0, 76948e−3

360̊ 0, 5124629 0, 70973e−3 0, 66054e−3 0, 46101e−2

Table 4.6 – Comparatif des résultats entre différentes tailles de portion angulaire. Bague
extérieure et arbre R10

20 .

Ainsi, utiliser une portion angulaire de 100̊ s’avère être un bon com-
promis. Pour cette valeur, nous avons un écart relatif (par rapport à une
bague complète) inférieur à 1% pour la conformité et pour le déplacement
au centre du contact, de 3, 7% pour le déplacement axial et 6, 7% pour le
déplacement radial.

Figure 4.28 – Comparaison déplacements pour une bague complète et une portion angu-

laire de 100̊ .

L’angle de 100̊ possède une signification physique particulière. En ef-
fet, en observant le champ de déplacement à l’issu du calcul élément fini,
pour la bague complète, nous constatons la présence de deux zones de dé-
placements non nuls. Ces deux zones sont situées à environ 50̊ de part et
d’autre du point de contact. En doublant la force de contact, la position de
ces deux zones n’évolue pas significativement. Nous considérons donc que la
portion angulaire de 100̊ peut être utilisé pour l’ensemble des chargements
admissibles (cf sect. 4.3.2.3) pour cette géométrie.
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4.3.2.3 Enveloppe de chargement

L’ensemble des chargements utilisés pour le calcul de la cartographie de
la conformité répond à plusieurs critères :

— absence de troncature de l’ellipse de contact au sommet de la bague.
Cette situation est la plus dangereuse pour la durée de vie du roule-
ment.

— absence de troncature dans le fond de la gorge. Dans un roulement
à quatre points de contact, les pistes gauche et droite forment une
arche. Il y a continuité de type C0 mais pas C1. Donc si l’ellipse
de contact est à la fois sur la piste gauche et la piste droite, les
hypothèses du contact hertzien n’étant plus vérifiées, le calcul réalisé
ici n’a plus de sens. Notons que les pistes intérieures gauche et droite
de RS ne sont pas continues (deux demi bagues).

— pression maximale au centre de l’ellipse de contact inférieure à 1, 8GPa
Ces trois critères correspondent aux conditions de fonctionnement nor-

males. Il est possible de déterminer la pression maximale en fonction des
dimensions de la zone de contact et de la force normale :

Ph max =
3Fc

2πab
(4.7)

Ces critères permettent de tracer l’enveloppe de chargement pour une
géométrie de roulement donnée. Nous observons (fig. 4.29 et 4.30) que la zone
de chargement admissible est délimitée par les trois zones correspondants
aux critères que nous venons de définir.

Phmax > 1800 MPa
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Figure 4.29 – Enveloppe de chargement bague intérieure R10

20.

La cartographie de la conformité et du déplacement du centre de cour-
bure sera effectuée sur le domaine des chargements admissibles. La limite
sur la pression maximale peut être modifiée. Mais les limites correspondant
aux troncatures ne peuvent pas l’être, car le calcul réalisé ainsi n’aurait
plus de sens (contact non hertzien). Notons un point qu’il est difficile de
visualiser sur les courbes : les pistes intérieures et extérieures ne sont pas
symétriques par rapport au diamètre moyen, dm, du roulement. L’angle de
contact, αc, maximal est de 60̊ pour la bague intérieure et de 57̊ pour la
bague extérieure.
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Figure 4.30 – Enveloppe de chargement bague extérieure R10

20.

4.3.2.4 Résultat cartographie

Il s’agit maintenant d’effectuer quelques calculs pour obtenir la représen-
tation de la conformité et du déplacement du centre de courbure en fonction
de l’angle de contact et de la force normale. Comme chaque fois que nous
effectuons ce type de calculs, il nous faut choisir une zone de sélection pour
l’approximation torique. Nous commencerons par utiliser une zone de sélec-
tion par disque (fig. 4.31). Il est possible d’utiliser l’approximation torique
sans tenir compte des déplacements de la piste pour déterminer la précision
de l’opération. Pour cette bague, et pour cette zone de sélection la précision
relative sur la conformité est inférieure à 1e−3 % et la précision absolue sur
la position du centre de courbure est de 0, 13µm (cf tab. 4.7).

fi δai δri
[−] [µm] [µm]

écart
absolu 6, 7e−5 0, 05 0, 13

Table 4.7 – Ecart absolu maximum
de l’approximation torique, bague
intérieure R10

20, sélection par disque

+

a
1.2a

1.4a

Figure 4.31 – Sélection par disque
R10

20.

Les points sélectionnés sont ceux dont la distance au centre du contact
est comprise entre 1.2a et 1.4a, avec a le demi grand axe de l’ellipse de
contact. Nous étudierons plus loin une autre méthode de sélection.

Conformité Nous effectuons donc le calcul avec la géométrie du R10
20.

L’angle de contact varie de 2̊ à 60̊ avec un pas de 2̊ . La force normale
varie de 100 N à 3100 N avec un pas de 100 N.

Sur la figure 4.32, nous observons l’évolution de la conformité en fonction
de l’effort normal pour un angle de contact donné, pour la bague intérieure.
Dans un premier temps, nous observons une augmentation de la conformité
quel que soit l’angle de contact : le rayon de la piste de roulement augmente.
Cette augmentation est d’autant plus grande que l’angle de contact et la
force normale sont élevés.

Sur la figure 4.32, est représentée la tolérance sur la conformité lors de
l’usinage : ±0, 00125. Nous constatons que pour la géométrie étudiée, tant
que l’angle de contact reste inférieur à 36̊ nous restons dans cet intervalle
de tolérance pour tous les chargements admissibles. La prise en compte du
changement de conformité ne s’avère donc pas judicieuse pour de petits
angles.

Concernant l’évolution de la conformité, nous observons un comporte-
ment linéaire. Par exemple, une approximation de la conformité pour un
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Figure 4.32 – Conformité bague intérieure R10

20 en fonction de la force normale pour diffé-

rentes valeurs d’angle de contact [̊ ]. La conformité initiale figure en trait plein, l’intervalle

de tolérance à l’usinage en pointillés.

angle de 40̊ donne :

∀Fc ∈ [100; 2900], f40̊
i = l40̊

1 + l40̊
2 · Fc

avec, l40̊
1 = 0, 5194049

l40̊
2 = 8, 089563e−7 N−1

(4.8)

Pour ce cas particulier, la somme des résidus est de 1, 37e−8.

Figure 4.33 – Zone de sélection

pour αc = 46̊ , Fc = 1000 N,

1500 N, 2000 N.

Cette approximation linéaire peut être effectuée pour tous les angles
jusqu’à 44̊ . Au delà de cette limite, nous observons l’apparition d’un palier
pour des chargements élevés. Plus l’angle de contact est grand, plus le palier
débute pour des chargements faibles : 2400 N à 44̊ , 1000 N à 48̊ , . . . Ce
phénomène est en réalité dû à la méthode d’approximation torique. En effet,
comme il l’a été expliqué précédemment, nous effectuons l’approximation
torique à partir de certains points à la surface de la piste. Dans notre cas,
nous sélectionnons des points dans un disque autour de l’ellipse de contact
(fig. 4.31). Or, pour de petits angles et de petits chargements, le disque est
complet. Cependant, lorsque le contact à lieu pour des angles élevés, nous
nous retrouvons dans la situation où le disque de sélection est tronqué (fig.
4.33). Il manque donc des points pour l’approximation torique. Ces points
ont une grande importance car ce sont ceux qui possèdent les plus forts
déplacements. C’est pourquoi, la conformité est sous estimée lorsque cette
situation apparaît. D’où la présence de paliers sur les courbes de la figure
4.32.

En observant, la conformité en fonction de l’angle de contact (fig. 4.34),
nous constatons que même une très faible charge peut modifier la conformité.
Ainsi, bien qu’à 100 N, la conformité reste dans l’intervalle de tolérance de
l’usinage, à 200 N il y a déjà un changement notable pour un angle de 54̊
(fig. 4.32). La donnée qui semble la plus influente est donc l’angle de contact
et non pas la force normale.
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Figure 4.34 – Conformité bague intérieure R10

20 en fonction de l’angle de contact pour

différentes valeurs de force normale [kN].

L’étude de la conformité en fonction de l’angle de contact pour une force
normale donnée (fig. 4.34), ne permet pas de faire apparaître un comporte-
ment linéaire. L’évolution correspond plutôt à une loi de type puissance. Par
exemple, pour une force de 1000 N, l’approximation par une loi puissance
donne :

∀αc ∈ [2; 48], f1N
i = p1kN

1 + p1kN
2 · αc

p1kN

3

avec, p1kN
1 = 0, 51948

p1kN
2 = 6, 11770e−16 deg−p1kN

3

p1kN
3 = 7, 53420

(4.9)

Ainsi, pour une géométrie donnée, il est possible d’exprimer la confor-
mité de la piste au niveau d’un point de contact en fonction de l’angle de
contact et de l’effort normal. Dans l’intersection du domaine des charge-
ments admissibles et du domaine où il n’y a pas troncature de la zone de
sélection, nous proposons d’approcher la conformité par une relation de la
forme suivante :

f
R10

20

i (αc, Fc) = pa1 + (pb1 + pb2 · exp (pb3 · αc)) · Fc (4.10)

Pour ce cas, les valeurs numériques sont (avec Fc en Newtons et αc en
degrés) :

pa1 = 0, 51945e+00 [−]
pb1 = 3, 60497e−08 [N−1]
pb2 = 4, 09772e−10 [N−1]
pb3 = 0, 18600e+00 [deg−1]

(4.11)

Déplacement du centre de courbure Le déplacement du centre de
courbure est étudié suivant deux directions :

— le déplacement axial : selon l’axe xi,
— le déplacement radial : selon l’axe yjb1
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Les déplacements axial et radial (fig. 4.35 et 4.36) montrent des évolu-
tions similaires à l’évolution de la conformité. En effet, les évolutions à angle
constant font apparaître un comportement linéaire. Et le comportement à
effort normal constant fait apparaître un comportement en loi puissance.
Nous observons également la présence des paliers dûs à la troncature des
zones de sélection.
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Figure 4.35 – Déplacement axial du centre de courbure, bague intérieure R10

20 , en fonction

de la force normale pour différentes valeurs d’angle de contact [̊ ].
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Figure 4.36 – Déplacement radial du centre de courbure, bague intérieure R10

20 , en fonction

de la force normale pour différentes valeurs d’angle de contact [̊ ].

Le sens du déplacement n’est pas le même pour les petits angles et pour
les grands angles de contact. Il y a une inversion de sens qui a lieu à 34̊
pour le déplacement axial et à 25̊ pour le déplacement radial.
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Nous pouvons premièrement comparer ces déplacements à la tolérance
lors de la phase d’usinage : 0, 025 mm. Le déplacement axial reste très proche
de cette incertitude : −0.026 mm pour Fc = 500 [mm] et αc = 50̊ . Ce-
pendant, en utilisant l’approximation linéaire, pour faire abstraction du
problème de troncature de zone de sélection, le déplacement axial atteint
−0, 047 mm à Fc = 900 N et αc = 50̊ .

Il est également intéressant de comparer ces déplacements aux déplace-
ments du centre de la bille ou de la bague intérieure. Ceci n’est pas possible
avec la modélisation effectuée ici, cela sera fait dans le chapitre consacré aux
résultats de calculs effectués par notre modèle semi analytique.

Déplacement de la surface de la piste La grandeur que nous cher-
chons finalement à modéliser est le déplacement de la piste. La valeur de ce
déplacement n’est pas nécessaire car les équations d’équilibre ne la prennent
pas directement en compte. Ce déplacement est pris en compte par une mo-
dification de la conformité et un déplacement des centres de courbures. Donc
à partir de ces quantités, il est possible de quantifier le déplacement de la
piste tel qu’il est introduit dans le système d’équations. Ainsi le déplace-
ment de la piste est la contribution d’une part du déplacement du centre
de courbure (δa et δr) et de la modification de la conformité d’autre part
((fnew − finit) ·D).

αc

+
Cinic

Fc

yj

b1

xi1

δCc

+Cc

δf δCc

δp

Figure 4.37 – Déplacement piste
intérieure droite R10

20.

Étudions le cas de la piste intérieure droite, dans le repère
{

Gi1,xi1,y
j
b1

}

(fig. 4.37). Le déplacement causé par le changement de conformité, noté δp,
est dirigé dans la même direction que Fc et a pour composante (fnew −finit)·
D. Ainsi, lorsque la conformité diminue δp et Fc sont de sens opposés. Or,
δCc = δaxi1 + δryi1. Donc finalement, pour la piste intérieure droite nous
avons :

δpir =

[

δa
ir + (fir − fi)D sin(αc)
δr

ir − (fir − fi)D cos(αc)

]

{

xi1,yj

b1

}

(4.12)

Dans le cas particulier d’une force normale de 1200 N et d’un angle de
contact de 46̊ et 20̊ , nous avons les valeurs numériques suivantes :

1200 N - 46̊ 1200 N - 20̊
δf δCc δp δf δCc δp

xi1 35,6 - 22,3 13,3 - 0,18 1,81 1,63
yj

b1
- 34,4 39,4 5,0 0,51 - 3,12 - 2,61

norme 49,5 45,3 14,2 0,54 3,61 3,08

Table 4.8 – Déplacement de la piste intérieure R10

20 . Unité : µm.

Sur la figure 4.38 sont représentés les vecteurs δf , δCc et δp pour un angle
de contact de 46̊ et 1200 N. Pour ce cas de chargement, nous observons

δf

δCc

δf

10µm

Figure 4.38 – Déplacement piste
intérieure droite R10

20.

que le changement de conformité possède une influence du même ordre de
grandeur que le déplacement du centre de courbure. Alors que dans le αc =
20̊ , le déplacement de la piste est pris en compte principalement par le
déplacement du centre de courbure, il y a un facteur 7 entre ||δf || et ||δCc ||.
Si la modification de la conformité n’était pas autorisée dans l’approximation
torique, le déplacement de la piste serait entièrement pris en compte par un
déplacement du centre de courbure.

Dans la suite, nous représentons l’ensemble des valeurs possibles pour le
vecteur δf dans le plan (xi1,yi1) (cf fig. 4.39).
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Figure 4.39 – Déplacement de la piste de la bague intérieure R10

20 pour différentes valeurs

d’angle [̊ ] de contact et de force normales. Sélection par disque.

Dans tous les cas de chargement, nous observons un déplacement axial
positif de la piste. Ce qui veut dire que la piste se déplace dans le même sens
que la force de contact. Le déplacement dans le sens radial fait apparaître un
déplacement dans le sens opposé à la charge dans le cas d’un angle de contact
supérieur à 38̊ . Pour les angles inférieurs à cette valeur, le déplacement se
fait dans le même sens que la force. Cependant, notons l’évolution globale
de ces déplacements : plus l’angle de contact augmente, plus le rapport entre
le déplacement axial et le déplacement radial est élevé. Ce phénomène est
aisément compréhensible en observant la figure 4.37.

4.3.2.5 Sélection par secteur angulaire

Nous étudions à présent le cas où l’on sélectionne les points pour l’ap-
proximation torique en utilisant un secteur angulaire plutôt qu’un disque.
La géométrie de la zone de sélection est visible sur la figure 4.40. La hauteur
du secteur correspond à la grande dimension de l’ellipse de contact. Les di-
mensions latérales correspondent à un écartement de 1, 5b et 2, 5b. Le choix

+ 2a

1, 5b

2, 5b

Figure 4.40 – Sélection par secteur
R10

20 .

d’avoir une hauteur égale à la grande dimension de l’ellipse possède un avan-
tage : il est impossible d’avoir une troncature de la zone de sélection. Nous
rappelons qu’aucun calcul n’est effectué si l’ellipse de contact est tronquée.

La figure 4.41 ne fait plus apparaître de paliers, ce qui confirme le fait
que ce phénomène est lié à la troncature de la zone de sélection et non au
comportement réel des bagues.

En comparant la sélection par secteur angulaire (fig. 4.41) et par disque
(fig. 4.32), nous constatons que la conformité calculée est plus faible dans le
premier cas, et pour ces géométries de zone de sélection. Ceci peut s’expliquer
par le fait que les points au déplacement élevé (vers le haut de la piste) ne
sont pas sélectionnés. D’où la tendance à calculer une conformité plus faible
(même principe que pour la troncature de la zone de sélection).

Cependant, bien que nous observions des résultats différents entre les
deux méthodes de sélection, il s’agit bien du même phénomène que nous
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Figure 4.41 – Conformité bague intérieure R10

20 en fonction de la force normale pour

différentes valeurs d’angle de contact [̊ ]. Sélection par secteur angulaire.
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Figure 4.42 – Déplacement de la piste de la bague intérieure R10

20 pour différentes valeurs

d’angle [̊ ] de contact et de force normales. Sélection par secteur angulaire.
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modélisons. Pour s’en convaincre, il suffit par exemple de comparer les dé-
placements de la piste obtenus par ces deux méthodes. En comparant, les
figures 4.39 et 4.42, en faisant abstraction des points où il y a troncature de
la zone de sélection sur la figure 4.39, nous observons bien des déplacements
quasi identiques. Par exemple, pour αc = 46̊ et Qc = 1200 N nous avons un
écart relatif de 10% sur le déplacement axial et de 8% sur le déplacement
radial entre les deux méthodes.

Ainsi, les deux méthodes de sélection ne correspondent pas à la modé-
lisation de deux phénomènes différents, mais à une interprétation différente
de la déformation de la piste menant à un couple conformité/déplacement
du centre de courbure différent. La sélection par disque est plus sensible aux
changements de conformité.

4.3.3 Calcul du déplacement moyen

Plutôt que d’effectuer une approximation torique, nous calculons la nou-
velle géométrie de la bague en déterminant le déplacement moyen des points
sélectionnés dans le voisinage de la zone de contact.

Les résultats obtenus avec la méthode de sélection par disque sont vi-
sibles sur la figure 4.43. Ces courbes sont comparées à celles obtenues avec
l’approximation torique de la figure 4.39.
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Figure 4.43 – Déplacements de la piste de la bague intérieure R10

20 pour différentes valeurs
d’angle de contact [̊ ] et de forces normales, avec le calcul par déplacement moyen.

Nous constatons des différences importantes entre les deux méthodes.
Bien que la norme des déplacement δp reste du même ordre de grandeur
pour les deux cas, nous remarquons qu’avec cette dernière méthode, le dé-
placement de la piste est proche de la direction et du sens de la force normale
appliquée par la bille. Cette méthode ne permet pas de calculer un change-
ment éventuel de conformité, mais permet une approximation plus proche
du déplacement réel de la piste de la bague.

Les évolutions étudiées ici ont permis de montrer un comportement si-
milaire d’évolution pour la conformité et les déplacements axial et radial du

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0073/these.pdf 
© [S. Lacroix], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



82 Prise en compte de la souplesse des bagues

centre de courbure. Ces trois grandeurs possèdent une évolution linéaire en
fonction de la force normale et à angle de contact constant, et une évolution
en loi puissance en fonction de l’angle de contact à force normale constante.
Dans ce cas une approximation de l’évolution en fonction de αc et Fc semble
possible avec six paramètres (eq. 4.10).

Le changement de conformité possède une importance plus faible que le
déplacement du centre de courbure dans le déplacement de la piste δp.

Pour les bagues plus larges du roulements R10
31, nous constatons qu’il

n’est pas judicieux de prendre en compte le changement de conformité des
pistes (fig. 4.44). En effet pour ce roulement, le changement maximal de
conformité sur l’enveloppe de chargement correspond à un écart relatif de
0,05% par rapport à la conformité initiale. C’est à dire un changement de
0, 005 mm sur le rayon de courbure de la piste (proche des tolérances d’usi-
nage).
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Figure 4.44 – Conformité de la bague intérieure R10

31 en fonction de l’angle de contact
pour différentes valeurs d’angle de contact [deg].

4.4 Couplage avec un code de calcul éléments finis

Le système non linéaire d’équation à résoudre pour déterminer l’état
d’équilibre quasi statique du roulement fait intervenir des paramètres liés
à la géométrie de la piste, au niveau de chacun de points de contact. Dans
son état de départ, une piste est considérée comme un tore sur lequel les
billes roulent. Dans le cas de bagues larges, considérées comme rigides, et au
niveau de chaque contact entre une bille et une bague, une déformation se
crée. La quantification de ce déplacement est décrite par la théorie de Hertz.

Dans le cas de bagues fines, et lorsqu’elles ne sont plus considérées comme
rigides, trois échelles de déformation peuvent être distinguées :

— au niveau du point de contact, une déformation est créée par le
contact, comme dans le cas des bagues larges.

— dans la région du contact, la piste se déforme, la gorge s’ouvre, la
conformité change.
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— globalement sur toute la bague, la somme de ces effets créent une
ovalisation, ou une torsion de la bague.

Q

Déplacement structurel
Déplacement total

Figure 4.45 – Déplacement total et
déplacement structurel de la bague.

Donc, dans ce cas, la géométrie globale des pistes ne peut plus être consi-
dérée comme torique. La géométrie de la piste est différente d’un point de
contact à l’autre. C’est à dire que pour chaque bille et pour chaque point de
contact, il faut utiliser des paramètres particuliers dans les équations géo-
métriques. En effet, dans la section 3.1.2, nous introduisons une conformité
et une position des centres de courbure pour chacun des points de contact.

Comme une piste est décrite par la position de son centre de courbure et
par sa conformité, nous considérons donc qu’il suffit de calculer ces nouveaux
paramètres localement en chaque point de contact pour décrire la nouvelle
géométrie.

Dans les trois échelles précédemment citées, la première correspond à un
effet local, et les deux autres à un effet structurel (global). Nous considérons
que le déplacement total d’un point de la piste d’une bague est la somme
de ces deux effets, que nous pouvons découpler. Or, l’effet local (les déplace-
ments Hertziens, utilisées dans les équations géométriques 3.21, 3.22, 3.24,
3.25, 3.28, 3.29) est calculé analytiquement dans notre code de modélisation.

Il reste donc à trouver un moyen de calculer la géométrie locale au niveau
de chaque point de contact sur la piste. Nous envisageons pour cela une
modélisation en éléments finis de la bague et du logement du roulement à
billes.

4.4.1 Intégration au modèle semi analytique

Initialement, le modèle semi-analytique permet de déterminer l’état d’équi-
libre du roulement à billes dans le cas de bagues rigides. Le système d’équa-
tions non linéaire (voir en page 45) est résolu par la méthode de Newton-
Raphson.

Au cours de chacune des itérations de ce schéma, la matrice Jacobienne
du système d’équation est calculée. Lors de ce premier schéma, la cinéma-
tique ainsi que les forces de contact internes au roulement étant méconnues,
il n’est donc pas possible de connaitre la géométrie déformée de la bague.
Ainsi, nous devons modifier la géométrie du roulement à billes au cours de
la résolution par Newton-Raphson.

Initialisation

Iteration de
Newton-Raphson

Pertinence oui

non

Convergencenon

oui

Fin

FEM

Calcul de
la géometrie

Figure 4.46 – Schéma de résolution
pour bague souple.

Entre deux itérations, la nouvelle géométrie du roulement est calculée
à l’aide de la méthode des éléments finis, puis nous injectons ces nouvelles
informations dans le modèle semi-analytique. Le calcul éléments finis qui
détermine la nouvelle géométrie utilise les données de l’itération en cours du
modèle semi analytique (angles, effort, géométrie de chaque contact). Après
l’intégration de la nouvelle géométrie, la méthode de Newton-Raphson, a
pour cible un nouvel état d’équilibre. Un seul calcul éléments finis n’est
donc pas suffisant car la convergence ne serait pas atteinte sur la géométrie
des pistes du roulement.

Le schéma de résolution final est donc celui décrit sur la figure 4.46. Il
s’agit du schéma de Newton-Raphson classique auquel nous ajoutons une
boucle pour calculer la nouvelle géométrie. Ce calcul n’ayant pas lieu à
chaque itération, un test est effectué à la fin de chaque itération pour déter-
miner s’il est nécessaire. En effet, un calcul élément finis à chaque itération
serait trop coûteux en temps avec un taux de convergence très défavorable.

Plusieurs critères sont analysés pour déterminer le besoin d’actualiser la
géométrie des bagues. Nous vérifions :
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84 Prise en compte de la souplesse des bagues

— que le schéma Newton-Raphson a suffisamment convergé afin d’éviter
de faire un calcul sur un état éloigné de la solution d’équilibre (c’est à
dire que l’écart relatif sur la norme des inconnues est faible : inférieure
à 2%).

— que la convergence sur la géométrie de la bague n’est pas déjà atteinte.
— qu’au moins deux itérations du schéma de Newton-Raphson se sont

déroulées entre deux calculs éléments finis.
— et que les variations dans la géométrie des bagues ont encore de l’in-

fluence sur la cinématique interne du roulement. C’est-à-dire que, si
après l’itération consécutive à un calcul éléments finis, l’erreur sur la
norme des inconnues est faible (inférieure à 5%), alors nous n’effec-
tuerons plus de nouveaux calculs éléments finis.

4.4.2 Déroulement du calcul éléments finis

L’objectif de l’étape « Calcul de la géométrie » de la figure 4.46 est donc
de déterminer la géométrie des pistes (conformités et position des centres
de courbure) à partir d’une configuration du roulement. En effet, à l’issue
d’une itération du schéma de Newton-Raphson, une position de la bague
intérieure, des billes, de la cage, et les interactions (forces et moments) entre
tous ces éléments est disponible.

Cette étape se déroule selon la séquence suivante :

Application des efforts - Pour déterminer la nouvelle géométrie, nous
essayons d’utiliser le plus de renseignements issus du modèle semi-
analytique. Nous disposons en particulier de tous les efforts de contact,
des angles de contact, et des dimensions des ellipses de contact. Ces
informations nous permettent donc de définir le chargement utilisé
dans le modèle éléments finis. De plus, comme le chargement est
connu sur les bagues extérieures et intérieures, nous pouvons donc
découpler leur calcul. Les conditions aux limites sur les bagues se-
ront choisies de manière à représenter celles du roulement étudié. Il
sera parfois nécessaire de modéliser une portion d’arbre ou de loge-
ment pour prendre en compte la souplesse du support d’une part, et
pour pouvoir atteindre des conditions aux limites connues (encastre-
ment le plus souvent), d’autre part. La manière dont les efforts de
contact sont appliqués sur le maillage doit être étudiée avec soin afin
de ne pas dégrader ni la précision ni le temps de calcul. Nous avons
explicité et motivé notre choix dans la partie 4.1

Calcul éléments finis - Pour réaliser ce calcul, nous utilisons le logiciel
Abaqus. Ce calcul est la partie la plus longue dans l’étape de déter-
mination de la nouvelle géométrie. Afin de réduire ce temps, nous
utilisons le même maillage pour tous les calculs, et le calcul réalisé
est un calcul élastique linéaire. Cette dernière hypothèse correspond
aux matériaux et aux chargements que nous utilisons. Il est possible
de modifier ultérieurement cette option pour prendre en compte des
phénomènes non linéaires ou de plasticité par exemple, qui pourraient
être importants dans un cas particulier.

Calcul de la géométrie - Une fois le calcul éléments finis terminé, nous
sélectionnons une zone autour de chacun des points de contact pour
en extraire leurs déplacements. Ces déplacements sont alors utilisés
pour calculer les conformités et déplacements des centres de courbure
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4.5. Impact sur le comportement du roulement 85

en chaque point de contact. La manière dont nous effectuons cette
sélection et calculons la géométrie est expliquée en partie 4.2.

Modification de la géométrie - Finalement nous introduisons cette nou-
velle géométrie dans le modèle semi-analytique par l’intermédiaire
des équations géométriques 3.21, 3.22, 3.24, 3.25, 3.28, 3.29. Et les
itérations du schéma de Newton-Raphson se poursuivent avec ces
nouveaux paramètres.

4.5 Impact sur le comportement du roulement

Le roulement à billes étudié dans cette partie (R14
24) est un roulement

à quatre points de contact monté entre deux arbres creux. Ses dimensions
externes sont données sur la figure 4.47, celles internes sont disponibles en
annexe B. Ce type d’assemblage est inspiré de montages utilisés dans les
turboréacteurs, où les roulements sont placés entre des arbres et des loge-
ments fins. Les chargements sont appliqués sur la bague intérieure et nous
appliquons des conditions aux limites symétriques sur les deux extrémités
de l’arbre. Les deux faces aux extrémités des arbres sont encastrées (4.47).

Les cas de chargements envisagés ici sont choisis pour mettre en avant
les effets introduits par la souplesse des bagues et de l’environnement du
roulement. Les quantités importantes à étudier sont les angles de contact,
les pressions de contact (ou les efforts normaux), les dimensions de l’ellipse
de contact. Rappelons que la pression de contact est un paramètre clé pour
le calcul de la durée de vie du roulement. Ces quantités nous permettent éga-
lement de vérifier si la contrainte de contact reste sous la limite d’élasticité ;
une pression de contact maximale de 4 200 MPa est couramment utilisée
comme seuil pour le calcul de la capacité statique de base du roulement
(associé à l’apparition d’une empreinte plastique permanente sur la surface
de roulement).
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Figure 4.47 – Roulement à billes et
conditions aux limites.

Dans l’étude qui suit, la pression de Hertz reste sous 2 000 MPa, ce qui
est parfois associé au niveau de chargement pour lequel des roulements à
billes classiques se comportent élastiquement sur des surfaces idéalement
lisses (matériaux en aisi52100 ou m50).

Fx Fy Mz ωi

Case [kN] [kN] [N.m] tr.min−1

1 20 0 0 1000
2 100 0 0 1000
3 20 12 0 1000
4 20 10 300 1000
5 20 2 et 5 100 à 900 1000

Table 4.9 – Chargements appliqués sur la bague intérieure.

L’angle de contact et le demi grand-axe sont utilisés pour déterminer
si l’ellipse de contact est tronquée ou non. La troncature de l’ellipse est
considérée comme une limite stricte pour la détermination de l’enveloppe des
chargements admissibles. En effet, il en résulte une augmentation importante
de la pression de contact, ce qui conduit à des déformations plastiques et à
une diminution importante de la durée de vie.

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0073/these.pdf 
© [S. Lacroix], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



86 Prise en compte de la souplesse des bagues

4.5.1 Chargement axial

Un chargement axial est appliqué sur la bague intérieure qui tourne à
1 000 tr · min−1. Dans cette situation, le roulement se trouve dans les mêmes
conditions qu’un roulement à deux points de contact. Les contacts se situent
sur les pistes opposées (intérieure-droite/extérieure-gauche) et les billes sont
soumises aux mêmes chargements et angles de contact.

L’angle de contact et le demi grand-axe sont utilisés pour déterminer si
l’ellipse de contact est tronquée ou non. Pour un roulement à billes rigide,
le déplacement de la bague intérieure est causé par le le jeu axial et les
déformations au niveau des points de contact. Le roulement étudié possède
un demi jeu axial de 217µm. L’augmentation du déplacement axial causé
par la déformation au contact est visible dans les résultats du tableau 4.10 :
pour un chargement axial de 20 kN, un roulement à bague rigide se déplace
axialement de 250µm. En prenant en compte la déformation des bagues,
de l’arbre et du logement, nous observons que le déplacement axial est de
395µm, ce qui correspond à une augmentation de 91µm par rapport au
cas de bagues rigides. Cet exemple académique montre que, même pour des
chargements modérés (par rapport à la taille du roulement), la souplesse du
système engendre une augmentation de 30% du déplacement axial.

δx αir αol Qir Qol

Cas [µm] [deg] [deg] N N

1-r 250 42,2 41,8 1486 1497
1-dm 265 43,4 43,0 1452 1462
2-r 304 45,3 45,2 7030 7040
2-dm 395 50,9 50,8 6408 6417

Table 4.10 – Déplacement de la bague intérieure, angles de contact et efforts normaux
pour des bagues rigides (r) et de bagues déformables (dm) avec la sélection par disque.
Cas de chargement 1 et 2.

Un autre résultat intéressant concerne les angles de contact : en prenant
en compte la souplesse des bagues, ceux-ci ont tendance à augmenter. En
conséquence, les efforts normaux au niveau des contacts bille/bague dimi-
nuent afin de conserver l’équilibre statique (tab. 4.10).

Dans notre cas, pour une force axiale de 100 kN, l’angle de contact aug-
mente de 5̊ . La longueur du demi grand-axe de l’ellipse de chargement
restant pratiquement inchangée, le sommet de l’ellipse de contact s’élève
également de 5̊ . Un problème de troncature peut donc apparaître.

4.5.2 Chargement axial et radial

Combiner les chargements nous permet d’étudier le comportement du
roulement à billes dans une situation plus complexe. Ajouter une compo-
sante radiale au roulement permet d’étudier une configuration dans laquelle
des billes peuvent avoir trois points de contact. Dans une telle configura-
tion, les angles de contact et les charges internes ne sont plus distribuées
uniformément entre les billes.

La figure 4.48 compare les effets des méthodes tf, ts et md utilisées pour
calculer la nouvelle géométrie. Il n’y a pas de changement majeur observés
entre l’approximation torique at, et l’approximation simplifiée as. Nous
rappelons que seule la prise en compte du changement de conformité diffère
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Figure 4.48 – Force normale sur la piste intérieure droite. Comparaison entre le cas de
bagues rigides (r), de l’approximation torique avec sélection par disque (at), de l’approxi-
mation torique simplifiée avec sélection par disque (as), de calcul de déplacement moyen
avec sélection par disque (dm) ou par secteur angulaire (dm s). Cas de chargement 3.

Bille à 0̊ Bille à 180̊
δp

ax δp
rad αir δp

ax δp
rad αir

Cas [µm] [µm] [deg] [µm] [µm] [deg]

3-r 0,00 0,00 22,4 0,00 0,00 57,7
3-at -4,65 -16,7 20,0 -16,2 5,73 60,2
3-as -4,40 -15,9 19,9 -17,2 4,86 60,3
3-dm -2,62 -17,3 20,3 -11,5 -7,22 62,6
3-dm s -2,40 -17,4 20,3 -11,2 -7,08 62,2

Table 4.11 – Déplacements axial et radial des centres de courbure de la bague intérieure
pour deux billes opposées, au position angulaire 0̊ et 180̊ . Cas de chargement 3.

entre les deux méthodes. L’écart relatif sur les efforts normaux de contact
n’excèdant pas 5%, cela indique que l’effet du changement de conformité est
non significatif par rapport à l’effet du déplacement des centres courbures.
Les déplacements axiaux et radiaux sont présentés (comme définis sur la
figure 4.37) dans le tableau 4.11 pour des billes opposées dans le roulement,
aux positions angulaires 0̊ et 180̊ . Il est important de noter que ces faibles
déplacements influent grandement la distribution de chargement à l’intérieur
du roulement.

Le changement maximal de conformité (méthode at) est observé pour le
contact entre la bague intérieure et la bille à la position 180̊ . La conformité
à cet endroit est de 0.5214 ce qui représente un écart de 0, 4% par rapport
à sa valeur initiale, c’est à dire une différence de 39µm sur le rayon de
la piste de roulement. Cette différence induit un changement léger sur les
déplacements axial et radial des centres de courbure (tab. 4.11) En effet,
la méthode at mène à δx = 245µm et δy = 174µm, alors que la méthode
as mène à δx = 244µm et δy = 173µm. C’est à dire que nous observons un
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Cas 3-r 3-at 3-as 3-dm 3-dm s

δx [µm] 228 245 244 246 245
δy [µm] 136 174 173 174 174

Table 4.12 – Déplacements axial (δx) et radial (δy) de la bague intérieure. Cas de char-
gement 3.

écart relatif de 0, 4% sur δx et de 1% sur δy. La valeur moyenne de la pression
maximale de Hertz sur tous les contacts du roulement est de 1306 MPa en
prenant en compte le changement de conformité, et de 1301 MPa sans cette
prise en compte. Pour ce cas particulier, le changement de conformité est
négligeable par rapport aux effets du déplacement du centre de courbure.

Citons ici les travaux de Zaretsky et al. [40] qui examinent en 2007 une
nouvelle méthode pour étudier l’influence de la conformité sur la durée de
vie des roulements à billes. Ils montrent alors qu’on assiste à une diminution
importante de la durée de vie du roulement lorsque la conformité des pistes
(en particulier de la piste extérieure) augmente.

En 2013, Gloeckner [15] étudie expérimentalement le rôle de la confor-
mité dans la puissance dissipée et dans la température d’un roulement de
turbine.

Au final dans notre étude, bien que nous n’observions pas de changements
significatifs dans l’équilibre interne du roulement, l’estimation du change-
ment de conformité réalisée par la méthode at semble donc importante
pour la détermination de la durée de vie du roulement.

La forme de la zone de sélection possède également un impact faible sur
les résultats. La taille des zones de sélection utilisée est donnée relativement
aux demi-axe de l’ellipse de contact. Nous utilisons r1 = 1, 2a et r2 = 1, 4a
comme rayon interne et externe de la zone de sélection (fig. 4.31 en page 74).
Dans le cas d’une zone angulaire, nous retenons les grandeurs précédemment
choisies pour obtenir des résultats similaires, c’est à dire : a1 = 3, 5b, a2 = 5b
et h = 2a. Les différences entre ces deux méthodes sont faibles (tab. 4.11)

Notons que la méthode de sélection par secteur angulaire est recomman-
dée quand le contact est haut sur la piste, car dans ce cas, la zone de sélection
par disque est incomplète. En revanche, la méthode de sélection par disque
est plus appropriée pour des angles de contact intermédiaires ou des faibles
charges, car la zone est alors plus étendue que la précédente.

Le calcul du déplacement moyen diffère de l’approximation simplifiée
uniquement par la manière dont les déplacements des centres de courbures
sont calculés. Nous observons des écarts entres les deux méthodes au niveau
du déplacement axial des centres de courbure (tab. 4.11) : la norme du
déplacement calculée avec l’approximation torique (at) est près de deux
fois supérieure à celle obtenue avec le déplacement moyen (dm) pour la bille
à 0̊ . Remarquons également que le signe de δp

rad est différent pour ces deux
méthodes dans le cas de la bille à 180̊ .

Le déplacement radial des centres de courbures, δCc
rad, est représenté sur

la figure 4.49. Deux comportements différents sont observés selon la mé-
thode utilisée pour calculer la géométrie : approximation torique (at ou sa)
ou déplacement moyen (dm). Les deux méthodes convergent vers le même
déplacement du point de contact sur la zone la plus chargée de la bague
intérieure (billes proches de 0̊ ). Cependant, sur le côté opposé, c’est à dire
sur la zone moins chargée, l’approximation torique mène à une expansion de
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Figure 4.49 – Déplacement radial des centres de courbure de la piste intérieure droite
et extérieur gauche. Comparaison entre le cas de bagues rigides (r), de l’approximation
torique avec sélection par disque (at), de l’approximation torique simplifiée avec sélection
par disque (as), de calcul de déplacement moyen avec sélection par disque (dm) ou par
secteur angulaire (dm s). Cas de chargement 3.

la bague, alors que le calcul du déplacement moyen indique une contraction.
Ces tendances sont visibles également sur la bague extérieure. Le calcul par
déplacement moyen est considéré comme le plus représentatif de la réalité
car nous n’avons pas recours à l’hypothèse d’une piste localement torique.
Cependant, la contradiction entre les deux méthodes n’a qu’une influence
marginale sur le comportement global du roulement (angles de contact, ef-
forts normaux et déplacements de la bague intérieure).

La comparaison de la norme du déplacement de Hertz est δp permet
de comprendre l’impact de la déformation de la bague par rapport à la
déformation au contact. La force normale entre la bague intérieure et la bille
à θ = 0̊ est de 3739 N (avec la méthode dm) et conduit à un déplacement de
Hertz de 20, 2µm. Pour le même contact, la norme de δp est de 17, 6µm. Le
fait que ces deux déplacements possèdent le même ordre de grandeur permet
d’expliquer pourquoi les différences entre le calcul en bagues souples et le
calcul en bagues déformables sont si importantes.

4.5.3 Chargement axial et radial avec moment

Les angles de contact, les chemins de roulement et les pressions maxi-
males de contact sont représentées sur la figure 4.50 pour le cas de char-
gement 4 (tab. 4.9) dans lequel un moment est appliqué. Ce moment crée
une large région dans laquelle les billes possèdent trois points de contact.
Sur les figures 4.50a et 4.50c les angles de contact sont représentés par des
lignes pleines et les sommets des ellipses de contact sont représentés en poin-
tillés. Les changements sur les dimensions des ellipses de contact sont moins
prononcés que sur la pression de contact.

La différence maximale entre le cas de bagues rigides et le cas de bagues
souples (dm) est de 5̊ sur l’angle de contact entre la bille à 180̊ et la piste
intérieure droite. La dimension de l’ellipse à cet endroit ne change pas, la
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Figure 4.50 – Angles de contact, position des ellipses de contact (pointillés) et pressions
de contact sur les pistes des bagues. Cas de chargement 4.
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position de son sommet augmente donc de 5̊ . La plus grande variation sur
les dimensions de l’ellipse est de 36% au niveau de la bille positionnée à 108̊ .
Dans cette région, le chemin de roulement est plus large et les pressions de
contact sont les plus élevées en prenant en compte la souplesse des bagues,
car les pressions tendent à s’uniformiser (les hautes pressions diminuent
et les basses pressions augmentent). L’aire totale du chemin de roulement
(la surface entre les courbes en pointillés sur la figure 4.50a) augmente de
6% en comparant dm par rapport à r. La pression moyenne de contact
augmente en passant de 1190 MPa à 1260 MPa ; dans le même temps, la
pression maximale décroît de 8% et l’effort normal maximal décroît de 22%
(de 4425 N à 3428 N).

En dernier point, nous étudions l’évolution du risque de troncature de
l’ellipse de contact. Sur la figure 4.51, nous représentons la position du som-
met de l’ellipse de contact en fonction du moment appliqué Mz, pour deux
cas de charge radiale (Fy = 2 kN ou Fy = 5 kN) et pour la même force axiale
(Fx = 20 kN).
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Figure 4.51 – Position maximale de l’ellipse de contact en fonction du moment Mz pour
deux forces radiales Fy et une force axiale Fx = 20 kN. Cas de chargement 5.

Pour une force axiale de 2 kN, et un moment de 610 N.m la position du
sommet de l’ellipse de contact est de 52̊ pour des bagues rigides. Il ne faut
appliquer qu’un moment de 410 N.m sur des bagues déformables pour obtenir
la même position de l’ellipse de contact, c’est à dire un moment 1, 5 fois plus
faible. Ceci montre l’importance de la prise en compte des déformations des
bagues, du logement et de l’arbre dans la détermination du moment maximal
supporté par la bague pour éviter des troncatures d’ellipse de contact. En
considérant un angle maximal de 54̊ , une force axiale de 20 kN et une force
radiale de 5 kN, nous constatons qu’il est possible d’appliquer un moment
de 560 N.m sur des bagues rigides, alors qu’aucun moment n’est toléré sur
des bagues déformables.

Nous avons présenté dans ce chapitre plusieurs options pour le couplage
mis en place.
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La première concerne la méthode de sélection du voisinage du point de
contact : nous avons constaté que la méthode de sélection par sphère et la
méthode de sélection par secteur angulaire produit des résultats similaires,
et que pour le cas de forts angles de contact, la sélection par secteur angulaire
est à privilégier.

La deuxième option concerne la question de la prise en compte du chan-
gement de conformité : dans nos cas d’études, les changements de conformité
sont faibles et leur présence n’a que peu d’impact sur l’équilibre interne du
roulement. Nous concluons de ce fait que la prise en compte du changement
de conformité n’est pas pertinent.

La troisième option concerne la méthode pour calculer la nouvelle géo-
métrie de la bague : nous retenons la méthode par calcul du déplacement
moyen, qui en comparaison de l’approximation torique, montre une plus
grande robustesse, et qui est plus proche du comportement réel de la bague.

Au final les résultats des calculs réalisés dans ce chapitre ont montré :
— une tendance à l’augmentation des angles de contact qui entraîne une

apparition de troncature d’ellipse de contact pour de faibles charge-
ments et donc une diminution de la capacité de charge du roulement ;

— que des bagues souples tendent à uniformiser les efforts internes et
les répartitions de pression, ce qui est bénéfique pour la durée de vie
du roulement.
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5.1 Présentation des essais

Afin d’évaluer la qualité du modèle proposé pour étudier le compor-
tement de roulements à bagues déformables, nous comparons les résultats
obtenus par le modèle avec ceux obtenus par des essais expérimentaux en
laboratoire. À notre connaissance aucun résultat d’expérience n’a été publié
sur des essais expérimentaux concernant des roulements à billes à quatre
points de contact.

Pour pouvoir comparer le modèle numérique avec des mesures, il faut
tout d’abord déterminer des critères et des grandeurs de comparaison. Nu-
mériquement, beaucoup de paramètres et de grandeurs sont aisément ac-
cessibles, mais expérimentalement, il est difficile d’accéder directement aux
grandeurs internes du roulement à billes.

Nous cherchons donc, en priorité, des grandeurs externes pour les compa-
raisons. Les premières grandeurs auxquelles nous pensons sont les grandeurs
permettant d’obtenir la loi de comportement du roulement à billes, c’est à
dire, les déplacements et rotations des bagues en fonction du chargement
appliqué sur la bague intérieure.

Par ailleurs, nous avions constaté numériquement (sur des bagues fines)
qu’une déformation en forme de tulipe apparaît. Cette déformation étant
située sur la partie externe du roulement à billes, il est donc possible d’y
accéder afin de la mesurer physiquement.

Dans le but d’avoir des essais simples à réaliser et à modéliser, nous allons
nous placer dans un cas favorable pour les essais expérimentaux. Aucune
vitesse de rotation ne sera appliquée sur les bagues du roulement à billes,
et nous utiliserons des chargements statiques. De plus, nous commencerons
par l’étude d’un chargement axial pur du roulement à billes, ce qui aura
comme avantage de créer un déplacement axial pur de la bague mobile. La
comparaison et la validation en seront de ce fait facilitées.

Figure 5.1 – Roulement qj218-
n2ma

5.1.1 Dispositif expérimental

Pour les essais expérimentaux, nous utiliserons un roulement à quatre
points de contact commercial. Afin de se rapprocher de la géométrie de roule-
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94 Validation expérimentale

ment utilisée dans les moteurs pour l’aviation, et par les moteurs snecma en
particulier, notre choix s’est arrêté sur la référence qj218-n2ma disponible
chez le manufacturier skf. Il est composé de 15 billes en acier, maintenues
en position par une bague en bronze. Les bagues extérieures et intérieures
sont toutes les deux en acier, celle intérieure est composée de deux parties.

L’objectif étant d’étudier l’impact de bagues fines, nous choisissons de
comparer deux roulements : un roulement neuf, qui nous servira de roule-
ment de référence, et un roulement sur lequel nous usinerons les bagues pour
les affiner (tab. 5.1). Nous aurons donc ainsi deux roulements possédant les

Roulement Référence Fin

Diamètre
intérieur 90 96
Diamètre
extérieur 160 154
Largeur
bagues 30 25

Table 5.1 – Dimensions externes
des roulements utilisés pour les es-
sais en mm.

mêmes caractéristiques internes, mais ayant une géométrie externe différente
(diamètre intérieur, diamètre extérieur, largeur).

Pour la modélisation du roulement, nous avons besoin de connaître la
géométrie interne du roulement à billes : diamètre des billes, conformités,
angle de contact libre, angles de contact radial. Le fabricant des roulements
utilisés fournit l’angle de contact libre : αf . Les billes sont calibrées en pouce
et huitième de pouce, il est ainsi aisé de connaître leur dimension en mesurant
leur diamètre avec un pied à coulisse ou un palmeur, et d’utiliser la valeur
en pouces la plus proche.

La mesure de la conformité des pistes est plus problématique car il s’agit
de mesurer un rayon de courbure dans une cavité creuse. Pour cela, nous
avons recours à un palpeur tridimensionnel, qui permet la métrologie d’objet
et de surface 3D. Les résultats des mesures effectuées sont disponibles dans
l’annexe C pour le roulement d’origine, et dans l’annexe D pour le roulement
dont les bagues ont été affinées.

Obtenir les mesures d’angles de contact radial est également complexe.
Pour pallier cette difficulté, nous mesurons les jeux axiaux et radiaux du
roulement, puis à l’aide des relations 2.32 et 2.31 en page 27, les angles
de contact radial sont calculés en fonction des jeux mesurés. Sur les deux
roulements utilisés, les diamètres des billes sont identiques : 7/8′′, c’est à
dire D = 22, 225 mm. Les jeux axiaux et radiaux sont également identiques
entre les deux roulements. Le jeu axial est de 70µm, le jeu radial est de
50µm.

Figure 5.2 – Support du roule-
ment.

Cependant, des différences apparaissent dans les mesures de conformités
des pistes. Premièrement, pour un roulement donné, la conformité des pistes
intérieures et extérieures sont différentes, et de petites différences existent
entre les pistes droite et gauche. Deuxièmement, pour une piste donnée, la
mesure ne fournit pas la même valeur sur les deux roulements. Finalement,
sur les pistes intérieures nous obtenons une conformité proche de 0, 51, et
proche de 0, 53 sur les pistes extérieures.

Afin d’appliquer l’effort axial, nous choisissons d’utiliser une machine de
traction/compression d’une capacité de 100 kN.

5 4

1

3

2

Figure 5.3 – Installation expéri-
mentale. 1 : Roulement à billes,
2 : Appareils photos pour la stéréo-
corrélation, 3 : Éclairage, 4 : tra-
verse mobile, 5 : Capteur de force.

Pour maintenir en place le roulement dans cette machine, un support est
conçu spécifiquement. Il est réalisé pour accentuer les effets de souplesse, il
n’est donc pas considéré comme infiniment rigide et sa souplesse devra être
prise en compte dans la modélisation. Une portion d’arbre creux, d’épais-
seur 5 mm est utilisée pour maintenir la bague intérieure. Cet arbre ne vient
pas en appui sur toute la largeur de la bague intérieure. Les deux parties
de la bague intérieure sont maintenues en place par un assemblage vissé.
Ce montage est représenté sur la figure 5.2. La partie inférieure, qui met
en position la bague extérieure est fixe et liée au bâti. Et la partie supé-
rieure qui maintient la bague intérieure est fixée sur la traverse mobile de
la machine de traction/compression. Lors de l’application du chargement,
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5.1. Présentation des essais 95

la traverse se déplace vers le bas et applique ainsi un effort de compression
sur le roulement. Les billes sont alors en contact sur la partie supérieure des
pistes intérieures et sur la partie inférieure des pistes extérieures.

La mesure de l’effort axial sera donnée par le capteur de force interne à
la machine de traction/compression. Celui-ci est positionné sur la traverse
de la machine.

Nous avons envisagé dans un premier temps d’utiliser des capteurs de
déplacement, LVDT, par exemple, pour mesurer le déplacement de corps ri-
gide ; nous sommes alors limités par le fait suivant : pour un simple déplace-
ment axial, un seul des capteurs suffit. Or, pour pouvoir détecter d’éventuels
déplacements ou rotation de la bague, il nous faudrait plusieurs de ces cap-
teurs, répartis tout autour du roulement. En outre, ces capteurs prennent
en compte les déflections locales causées par la présence des billes, rendant
imprécise la mesure de déplacement du corps rigide. Pour ces raisons, l’uti-
lisation de capteurs de déplacement n’est pas retenue ici.

Figure 5.4 – Maillage de la bague
intérieure.

Figure 5.5 – Maillage de la bague
extérieure.

La mesure de déplacement sera effectuée par stéréo-corrélation. Il s’agit
d’une méthode optique de mesure de déplacement similaire aux techniques
de corrélation d’images qui requiert le dépôt d’un mouchetis sur la surface
des bagues. En corrélation classique, un seul système d’acquisition d’images
est utilisé, en comparant une image de référence avec une image dans un état
déformé, il est possible de calculer les déplacements sur une surface plane.
La stéréo-corrélation utilise deux appareils photos qui observent la même
région sous deux angles différents. La corrélation s’effectue entre les images
prises par les deux appareils photos pour un même état de chargement. Nous
obtenons alors la position dans l’espace de chacun des points du mouchetis.
Les déplacements sont obtenus par différence entre un état donné et un état
de référence. Cette technique permet d’observer les déplacements hors plan.
Ainsi, nous déposerons sur les surfaces visibles des bagues extérieures et
intérieures un mouchetis, puis en utilisant cette technique, nous obtiendrons
les déplacements en tout point de cette surface. Pour obtenir le déplacement
de corps rigide des bagues, il suffira alors de moyenner ces déplacements
locaux en surface de bague. L’installation de ce système d’acquisition est
visible sur la figure 5.3.

5.1.2 Adaptation du modèle numérique

La modélisation numérique est réalisée afin d’être aussi proche du sys-
tème réel que possible. Nous tenons donc compte de la géométrie mesurée de
chaque roulement et nous modélisons une partie du montage expérimental.
En effet, les supports des roulements ont été dimensionnés de manière à être
souple et donc à accroître les différence avec un montage rigide. La rigidité
des mors étant considérée comme infinie, ces éléments ne sont pas modélisés.

Le maillage de la bague intérieure et de son support est représenté sur la
figure 5.4. Le support est en contact avec le mors supérieur de la machine de
compression par l’intermédiaire de la surface grisée sur la figure 5.4. Nous
modélisons cette liaison par une condition aux limites de type encastrement.

Le maillage de la bague extérieure et de son support est représentée sur
la figure 5.5. De manière similaire à la bague intérieure, nous utilisons une
condition aux limites de type encastrement pour simuler la liaison avec le
mors inférieur de la machine de traction.
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5.2 Résultats

L’effort axial maximal appliqué sur les roulements est de 100 kN. Celui-
ci est appliqué progressivement. Par ailleurs, deux images (une par caméra)
sont acquises régulièrement pour permettre la mesure du déplacement tout
au long du chargement.

Au total, environ 200 points de mesures sont réalisés pendant la charge,
et 100 points durant la décharge. La partie inférieure du dispositif est lé-
gèrement souple, ce qui cause le déplacement de la bague extérieure vers le
bas. Pour avoir le déplacement relatif de la bague intérieure par rapport à
la bague extérieure, un mouchetis est également appliqué sur cette bague. Il
nous reste à choisir un état de référence pour les calculs des déplacements :
l’état du roulement à billes complètement déchargé n’est pas le choix le plus
judicieux, et nous éliminons cette posibilité. En effet, durant le début de la
charge, les différents jeux de la machine (jeu entre le support et le bâti ou
la traverse de la machine, jeu au niveau de la liaison de la traverse avec son
ensemble de guidage - liaison vis/écrou) et les jeux du montage (jeu interne
du roulement, jeu entre les bagues et leur support) sont tous rattrapés. Ce
dernier jeu n’est rattrapé qu’une fois qu’un chargement supérieur au poids
de la traverse est appliqué. La traverse possède une masse d’environ 115 kg,
c’est donc naturellement que nous choisissons pour état de référence, un
poids légèrement supérieur. La force appliquée de Fax = 1500N est notre
état de référence. Tous les déplacements seront calculés par rapport à cette
valeur.

5.2.1 Déplacement de corps rigide

Nous cherchons dans un premier temps à obtenir le déplacement de corps
rigide de la bague intérieure par rapport à la bague extérieure. Le montage
utilisé et la présence de jeux ne garantit pas que, lors de l’application de la
force axiale pure, le déplacement de la bague soit une translation pure dans
la même direction de l’effort appliqué. Il faut donc être capable de vérifier
le mode de déplacement de cette bague.

À partir de l’état de référence, nous pouvons calculer les déplacements
en surface selon la direction de l’axe du roulement xG, qui est également
l’axe d’application de la force axiale. Nous notons ces déplacements δref

i ,
δref

o , δfin
i , δfin

o . Où i et o signifient respectivement bague intérieure et bague
extérieure, et ref et fin signifient roulement de référence et roulement fin.

Ces déplacements sont représentés sur les figures 5.6a et 5.6b. De haut en
bas, nous pouvons voir l’arbre supportant la bague intérieure, puis la bague
intérieure elle-même, puis la cage, ensuite la bague extérieure, et finalement
le support de la bague extérieure. Entre la cage et la bague intérieure, il est
possible de distinguer les billes. Pour plus de clarté, celles-ci sont indiquées
par une flèche sur les figures 5.6a et 5.6b.

Pour le cas du roulement de référence et pour la cas du roulement fin,
l’angle de vue n’est pas le même. Le repère angulaire est défini de la même
manière pour les deux figures afin de faciliter la comparaison des deux cas.
Dans les deux cas, la première bille est positionnée à proximité de la posi-
tion 0̊ . Sur ces figures les déplacements sont représentés par une échelle de
couleur et superposés sur l’image utilisée pour la stéréo-corrélation (prise
par l’appareil photo de gauche). L’échelle de couleur est identique sur les
deux figures, et son amplitude est choisie de manière à pouvoir étudier les

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0073/these.pdf 
© [S. Lacroix], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



5.2. Résultats 97

1

3

4

2

140°
120°

100°

160°
80°

(a) Roulement de réference

0° 20°

40°

-20°

-40°

1

3

4

2

(b) Roulement fin

770
775
780
785
790
795
800
805
810
815
820
825
830
835
840
845
850

µm

Figure 5.6 – Déplacement en surface des bagues par rapport au chargement de référence.
1 : Support de bague intérieure, 2 : Bague intérieure, 3 : Cage, 4 : Bague extérieure. Les
flêches indiquent la position de billes.
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déplacements sur la bague intérieure. Les données sur la bague extérieure
des deux roulements sont donc hors échelle.

Les mêmes déplacements sont tracés sur les figures 5.7 et 5.8. Sur ces
courbes, nous représentons les déplacements, δref

i , δref
o , δfin

i et δfin
o le long

d’un chemin circulaire visible sur le figures 5.6a et 5.6b. Ces résultats de me-
sures montrent premièrement que les deux bagues (intérieure et extérieure)
possèdent un mouvement de translation dans le sens de la force axiale par
rapport à l’état de référence.

Le déplacement de la bague extérieure est dû à la souplesse du support du
montage. Celui de la bague intérieure est la somme de plusieurs phénomènes :

— le déplacement de la bague extérieure,
— le déplacement des billes (augmentation de l’angle de contact),
— l’enfoncement des billes dans les bagues (contact de Hertz),
— la souplesse des bagues (déformation en tulipe).
Sur les deux cas (référence et fin), le déplacement n’est pas constant le

long du chemin circulaire. Sur la bague extérieure, le contact avec les billes
a lieu sur la partie non visible de la bague, en conséquence la partie visible
de la bague extérieure reste plane. À partir des déplacements obtenus (δref

o

et δfin
o ) il est donc possible de calculer le déplacement de corps rigide de la

bague extérieure par rapport à l’état de référence.
Il faut donc d’abord être capable de positionner le repère lié à la bague

extérieure, le repère RG (fig. 2.1 en page 21) dans le repère du bâti de la
machine d’essai, noté Rbati. Dans ce repère, l’axe xbati est l’axe de dépla-
cement de la traverse, c’est à dire l’axe d’application de la force appliquée
sur la bague intérieure du roulement à billes. Nous faisons l’hypothèse que
la bague extérieure possède un mouvement de translation suivant xbati et
deux rotations, θo,y et θo,z. Ainsi, nous pouvons utiliser des formules de
changement de repères similaires à l’équation 2.5 en page 22 qui concernent
la bague intérieure.







X
Y
Z







RG

=







δo,x

0
0







Rbati

+







− cos θo,y cos θo,z cos θo,y sin θo,z − sin θo,y

sin θo,z cos θo,z 0
− sin θo,y cos θo,z sin θo,y sin θo,z cos θo,y






·







x
y
z







RG

(5.1)
Les points de mesure sur la bague extérieure, le long du chemin circulaire

ont pour coordonnées dans RG :






x
y
z






=







wo/2
Ro · cos θ
Ro · sin θ







RG

(5.2)

Nous pouvons alors approcher les déplacements le long du chemin circu-
laire par une forme analytique du type :

δref
o,rot = δref

o,x −Ro cos θref
o,y sin θref

o,z cos θ +Ro sin θref
o,y sin θ (5.3)

pour le roulement de référence, et :

δfin
o,rot = δfin

o,x −Ro cos θfin
o,y sin θfin

o,z cos θ +Ro sin θfin
o,y sin θ (5.4)

pour le roulement fin. Où Ro est le rayon du chemin circulaire sur la bague
extérieure et θ est la variable angulaire. Les paramètres à déterminer sont :
δref

o et δfin
o les déplacements axiaux des bagues extérieures, θref

o,y , θref
o,z et θfin

o,y ,
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Figure 5.7 – Déplacement en surface des bagues en fonction de la position angulaire. Cas
du roulement de référence.
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θref
o,z les rotations de la bague extérieure. Les résultats de l’approximation

par la méthode des moindres carrés sont donnés dans le tableau 5.2.
Finalement la bague extérieure n’est pas en translation pure et tourne

d’un angle de 0, 019̊ dans le cas du roulement de référence et d’un angle
de 0, 014̊ dans le cas du roulement fin. Ceci pour l’état le plus chargé, c’est
à dire lorsque la force axiale est proche de 100 kN. Le fait que la bague
extérieure tourne et translate n’est pas gênant car nous sommes capables
de le détecter et de le mesurer. Les quantités δref

o,rot et δfin
o,rot sont représentés

Roulement Référence Fin

δo,x 225µm 235µm
θo,y −0, 003̊ 0, 014̊
θo,z 0, 019̊ 0, 010̊

Table 5.2 – Déplacement de corps
rigide de la bague extérieure par
rapport à l’état de référence.

par des courbes en trait plein sur les figures 5.7 et 5.8. Connaissant ces
quantités, nous pouvons alors calculer le déplacement de la bague intérieure
par rapport à la bague extérieure, δref

i/o et δfin
i/o .

δref
i/o = δref

i −
(

δref
o,x −Ri cos θref

o,y sin θref
o,z cos θ +Ri sin θref

o,y sin θ
)

(5.5)

δfin
i/o = δfin

i −
(

δfin
o,x −Ri cos θfin

o,y sin θfin
o,z cos θ +Ri sin θfin

o,y sin θ
)

(5.6)

où Ri est le rayon du chemin circulaire utilisé sur la bague intérieure.
Le résultat est représenté par les points gris sur les figures 5.7 et 5.8.

Il est maintenant possible de calculer le mouvement de solide rigide de la
bague intérieure par rapport à la bague extérieure en utilisant une approxi-
mation similaire aux cas des bagues extérieures (eq. 5.3 et 5.4). En effet, les
déplacements δref

i/o et δfin
i/o sont les déplacements de la bague intérieure dans

le repère RG. Ainsi, nous cherchons à présent les grandeurs δx, θy, et θz tels
qu’ils sont définis sur la figure 2.2 en page 22. C’est à dire, nous approchons
δref

i/o par une fonction de la forme :

δref
i/o,rot = δref

x −Ri cos θref
y sin θref

z cos θ +Ri sin θref
y sin θ (5.7)

et approchons δfin
i/o par une fonction de la forme :

δfin
i/o,rot = δfin

x −Ri cos θfin
y sin θfin

z cos θ +Ri sin θfin
y sin θ (5.8)

Nous constatons (cf tab. 5.3) que la bague intérieure des roulements à
billes possède les mêmes tendances en terme de rotation : une faible rotation
suivant yG et une rotation proche de −0, 03̊ selon zG. Cette rotation ne
sera pas à négliger lors de la modélisation. En effet, les roulements à quatre
points de contact étant peu tolérants au défaut de mésalignement, un faible
angle entraîne des moments importants sur la bague intérieure et change la
cinématique interne du roulement.

Roulement Référence Fin

δx 163µm 139µm
θy 0, 005̊ −0, 012̊
θz −0, 027̊ −0, 032̊

Table 5.3 – Déplacement de corps
rigide de la bague intérieure par
rapport à la bague extérieure.

Maintenant que nous connaissons le mouvement de corps rigide de la
bague intérieure, il est possible d’isoler le déplacement en surface de bagues.
Nous faisons l’hypothèse que le déplacement mesuré par stéréo-corrélation
est la somme d’un déplacement global d’une part, dû au mouvement de
corps rigide de la bague, et d’un déplacement local causé par la déformation
des bagues au niveau des contacts avec les billes d’autre part. Ainsi pour
obtenir les déplacements en surface, nous effectuons la soustraction :

δref
surf = δref

i/o − δref
i/o,rot (5.9)

pour le cas du roulement de référence. Et, de même, pour le cas du roulement
fin :

δfin
surf = δfin

i/o − δfin
i/o,rot (5.10)
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Figure 5.9 – Déplacement en surface des bagues par rapport à la surface moyenne de la
bague pour le cas du roulement de référence.
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Figure 5.10 – Déplacement en surface des bagues par rapport à la surface moyenne de la
bague pour le cas du roulement fin.

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0073/these.pdf 
© [S. Lacroix], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



102 Validation expérimentale

Ces résultats expérimentaux sont tracés sur les figures 5.9 et 5.10 par
des lignes grises.

Sur ces mêmes figures nous représentons également les résultats obtenus
numériquement par les courbes noires. Le système expérimental n’étant pas
axi-symétrique, les déplacements observés et calculés ne le sont donc pas.

Nous observons deux effets sur les figures 5.9 et 5.10 :

— un effet à longues ondulations dû à la géométrie non axi-symétrique.
— un effet à courtes ondulations causé par la présence des billes.

Les longues ondulations nous incitent à nuancer les propos de calcul des
mouvements des corps rigides des bagues intérieures : l’approximation (eq.
5.7 et 5.8) n’a pas pu se faire sur la surface entière car les deux caméras
utilisées ne peuvent avoir toute cette surface dans leurs angles de vue. Avec
ces deux caméras, il est de plus impossible d’effectuer une corrélation sur
l’ensemble de l’image à cause de la profondeur de champ trop faible. Nous
rappelons par ailleurs que l’approximation sur les bagues extérieures ne pose
pas de problème car la surface visible reste plane.

Ainsi les résultats des approximations permettant le calcul de mouve-
ment de corps rigides des bagues intérieures serait plus juste si les déplace-
ments étaient disponibles tout autour de la bague.

Sur la figure 5.10, nous observons un bon accord entre les courbes expéri-
mentales et numériques. Les amplitudes de chacune des ondulations causées
par la présence des billes sont très proches : 9µm numériquement et 12µm
expérimentalement.

Sur la figure 5.9, nous faisons des observations similaires au niveau des
amplitudes : 3, 5µm numériquement et environ 5µm expérimentalement.
Cependant, le décalage entre les courbes numérique et expérimentale, dans
le cas du roulement de référence, montre qu’il y a un écart sur les angles de
rotation estimés. En effet, la courbe expérimentale est proche de l’horizontal
et ne suit pas l’effet de grande ondulation visible sur la courbe numérique.
Une correction pourrait être appliquée, mais comme les déplacements ne
sont pas accessibles sur l’ensemble de la surface, cette correction manquerait
d’objectivité.

Les résultats des figures 5.9 et 5.10 confirment que le modèle éléments
finis et la manière dont les chargements (forces de contact) sont appliqués est
satisfaisante et correspond au système réel. La différence dans l’amplitude
des courtes ondulations entre le cas de référence : 5µm, et le cas fin : 12µm,
confirme quant à elle que les bagues du roulement fin sont plus souples que
celles du roulement de référence.

Nous représentons sur les figures 5.11a et 5.11b les résultats des dépla-
cements nodaux par rapport à l’état de chargement de référence pour les
deux roulements étudiés. Nous utilisons la même amplitude de l’échelle de
couleur que celle des figures 5.9 et 5.10 pour faciliter la comparaison.

Les résultats de la simulation numérique ne permettant pas de visualiser
les déplacements relativement à la bague extérieure, il est normal d’observer
des différences avec les résultats expérimentaux des figures 5.9 et 5.10.

Figure 5.12 – Déformations en tu-
lipe de la bague intérieure (facteur
d’échelle 100). Cas du roulement fin.

Les résultats numériques permettent d’observer le phénomène de courtes
ondulations au niveau de chaque bille, c’est à dire une déformée en forme
de tulipe aux bagues du roulement (fig. 5.12).
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5.2.2 Loi de comportement

Les figures 5.9 et 5.10 permettent de connaître la position angulaire où
le déplacement axial de la bague intérieure peut-être mesuré. La courbe
expérimentale croise la surface moyenne de la bague à 140̊ dans le cas du
roulement de référence et à 0̊ dans le cas du roulement fin. Ainsi, en relevant
le déplacement à 140̊ sur la courbe expérimentale de la figure 5.7 nous
obtenons un déplacement axial de 140µm. En opérant de la même manière
avec la courbe en figure 5.8, avec la position angulaire 0̊ , nous obtenons un
déplacement axial de 170µm.
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Figure 5.13 – Loi de comportement dans le cas du roulement de référence.
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Figure 5.14 – Loi de comportement dans le cas du roulement fin.

Dans le cas du roulement de référence (fig. 5.13), nous remarquons que
bien qu’il soit à bagues larges et une fois placé dans un logement souple, il
ne peut pas être considéré comme rigide. Ce qui est démontré par l’écart

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0073/these.pdf 
© [S. Lacroix], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



5.2. Résultats 105

important entre les résultats numériques en bagues rigide, δref,rig
x,num et les ré-

sultats expérimentaux δref
x,exp. Les résultats du modèle avec prise en compte

de la souplesse de bagues, δref
x,num, convergent vers les résultats expérimen-

taux, δref
x,exp, pour des chargements inférieurs à 60 kN. L’écart au delà de cette

limite peut-être causé par un maillage non adapté, ou une zone de sélection
non représentative du voisinage des zones de contact. Cet écart montre les
limites de notre modèle dans le cas de fort chargement lorsque les angles
de contacts sont importants et que la troncature des ellipses de contact est
proche voire effective.

Dans le cas du roulement fin (fig. 5.14), nous observons que le com-
portement obtenu expérimentalement pour des chargements inférieurs à
20kN n’est pas correctement modélisé numériquement. Cependant, pour des
charges plus élevées, l’écart relatif est plus faible : 6% pour une force axiale
de 30 kN et inférieure à 1% pour une force axiale de 100 kN. Nous notons
une très bonne corrélation entre les résultats d’expérience et le modèle nu-
mérique.

Pour conclure, la seule différence dans la modélisation des deux roule-
ments se situe au niveau des maillages utilisés, ce qui souligne leur impact
sur les résultats, particulièrement dans le cas de chargements élevés.
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Conclusion

Dans le cas d’un roulement à billes à bagues minces, intégré à un envi-
ronnement souple ou soumis à de forts chargements, les déformations struc-
turelles de pistes engendrent des modifications dans l’équilibre interne qu’il
est nécessaire d’étudier pour le dimensionnement. Dans ce but, nous avons
étudié plusieurs techniques pour prendre en compte la souplesse des bagues
dans l’équilibre d’un roulement à billes à quatre points de contact. Nous
proposons un couplage entre un code semi-analytique, pour calculer l’équi-
libre interne et la cinématique locale, et un code de calcul éléments finis,
pour déterminer les déformations structurelles des bagues. Le modèle prend
en compte l’ovalisation et la torsion des pistes du roulement et également
l’ouverture des gorges lorsque celle-ci n’est pas à négliger.

Le couplage se décompose en plusieurs étapes :
Application des efforts de contact - Nous montrons qu’il n’est pas né-

cessaire de modéliser par éléments finis le problème de contact entre
la bille et la piste, car l’utilisation de forces nodales judicieusement
placées permet de répondre à ce problème dans notre cas. Le mo-
dèle proposé permet alors un découplage du calcul des effets locaux
(déformations de Hertz) des effets structuraux (ovalisation, torsion).

Calcul éléments finis - Les calculs réalisés sont des calculs linéaires, au-
cun contact n’est déterminé par éléments finis. Ce qui permet un
temps de calcul global faible : environ 20 minutes sur un ordinateur
de bureau pour calcul semi analytique et quatre itérations de calcul
éléments finis ;

Sélection du voisinage des ellipses de contact - Nous proposons trois
techniques se référant respectivement à une géométrie différente :
disque, secteur angulaire, secteur transversal.
Ces techniques montrant peu d’écart entre elles sur l’impact au niveau
des résultats, nous privilégions la méthode de sélection par secteur
angulaire qui est plus robuste lorsque les ellipses de contact sont
placées en position haute.
En revanche, nous recommandons la sélection par disque lorsque les
ellipses de contact sont placées plus bas ou lorsqu’elles sont plus pe-
tites.

Calcul de la nouvelle géométrie des bagues - La prise en compte du
changement de géométrie est réalisée par la modification de la po-
sition des centres de courbure et de la conformité. Cependant, dans
les cas étudiés, le changement de conformité possède un rôle mineur
par rapport au déplacement des centres de courbure. Les faibles va-
riations de conformité ont généralement peu d’impact sur l’équilibre
interne, il n’est donc pas nécessaire de les prendre en compte dans sa
détermination.
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Des variantes sont proposées pour le calcul de la nouvelle géométrie.
Retenons qu’une approximation torique permet de prendre en compte
le changement de conformité, mais introduit des comportements non
réalistes sur la déformée globale des bagues. À l’inverse, le calcul
du déplacement moyen de la zone de sélection ne permet pas de
prendre en compte le phénomène d’ouverture de gorge, mais est très
représentatif du comportement global des bagues. Comme dans les
cas étudiés la conformité varie peu, nous préconisons cette dernière
méthode de calcul du déplacement moyen.

Intégration de la géométrie - La nouvelle géométrie du roulement est
insérée dans les équations d’équilibre du roulement. Cette méthode
perturbant le schéma de résolution, il est nécessaire de ne pas mettre
à jour la géométrie à chaque itération de ce schéma.

Concernant les résultats de ce modèle, nous constatons que la souplesse
des bagues produit deux effets importants sur le fonctionnement interne du
roulement.

Premièrement, les pressions de contact sont mieux distribuées et moins
élevées, ce qui accroît l’enveloppe des chargements possibles.

Deuxièmement, les angles de contact ayant tendance à être plus élevés,
les billes se retrouvent plus rapidement au niveau de l’épaulement de la piste
(troncature de l’ellipse de contact) : cet effet réduit la capacité de charge du
roulement. Ce dernier point est plus limitant que le premier car un contact
au niveau des épaulements des bagues endommage fortement et rapidement
les billes et les pistes.

La confrontation de notre modèle avec des résultats expérimentaux montre
une bonne adéquation entre la théorie et l’expérience. Nous avons comparé
le comportement d’un roulement à bagues larges et d’un roulement à bagues
fines. Les résultats montrent d’une part qu’il n’est pas possible de négliger
la souplesse des bagues larges lorsque celles-ci sont montées dans un sup-
port souple, et que d’autre part, notre modèle est capable de représenter
fidèlement le déplacement axial des bagues, mais également des ondulations
en surface des bagues. Il est également intéressant de noter que, même dans
des cas où le logement du roulement est relativement massif et les bagues
épaisses c’est à dire un cas bagues rigides a priori, l’introduction des défor-
mations structurelles modifie significativement l’équilibre et la cinématique
interne du roulement.

Il reste cependant des efforts à faire pour une meilleure prise en compte
des cas extrêmes tels que les troncatures d’ellipse de contact. L’utilisation
d’un couplage est également possible, mais cette fois ci en calculant par
éléments finis le ou les contacts problématiques.

La méthode proposée est également bien adaptée à un environnement
de type bureau d’études : le temps de calcul est faible, et les éléments finis
permettent de répondre à des attentes en terme de souplesse d’utilisation et
d’ajout d’éléments extérieurs au roulements.
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Annexe A

Forces hydrodynamiques

A.1 Interaction entre la cage et les bagues 109
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La cage est un élément pouvant posséder de multiples formes. Dans les
roulements de petite taille, celle-ci est souvent réalisée par emboutissage.
Cette technique n’est pas utilisée pour les roulements dans les turbomachines
car la cage serait alors source de vibration importantes. Le type de cage
classiquement utilisé dans les roulements aéronautiques est une cage usinée
en alliage de bronze ou de laiton possédant un jeu faible avec l’une des bagues
et un jeu élevé avec l’autre. Dans cette cage sont creusées des alvéoles pour
y positionner les billes. Les alvéoles sont soit des cavités sphériques soit des
cavités cylindriques. Un jeu est présent entre les billes et l’alvéole : le jeu
alvéolaire Ja.

A.1 Interaction entre la cage et les bagues

Une bague et la cage sont donc en interaction par l’intermédiaire de sur-
faces cylindriques. Dans notre modèle de cage, celle-ci possède deux degrés de
mobilité en translation dans le repère RG. Ainsi la cage reste co-axiale avec
la bague extérieure. Cependant dans le but d’utiliser un modèle simple nous
supposerons qu’elle reste également co-axiale avec la bague intérieure. La
cage étant en contact avec les épaulements des bagues, nous devons étudier
quatre interactions sur la cage : avec les bagues intérieures et extérieures,
sur leur partie droite et gauche. Le rapport entre la largeur des zones en
interaction et le diamètre de la cage étant inférieur à 0, 125, le cas est donc
celui d’un palier lisse hydrodynamique infiniment court [13].

Dans le cas du roulement qj218, la cage est centrée sur la bague exté-
rieure et le jeu diamétral est de 0, 6 mm. En considérant une vitesse de cage
ωCa de 5 000 tr · min−1, nous obtenons un nombre de Reynolds d’environ
2000 avec l’huile Mobil Jet II couramment utilisée dans les turboréacteurs.
Ce nombre correspond à un régime turbulent de l’écoulement du film d’huile
dans les paliers.

Figure A.1 – Palier hydrostatique,
Frêne [12], 2004.

Frêne décrit une procédure simple permettant de déterminer les condi-
tions de fonctionnement d’un palier lisse dans le cas d’un écoulement lami-
naire : W , la charge appliquée sur le palier, φ, l’angle de calage, Clam le
couple de frottement.

W = µLV

(

LR

DC

)2 ε

(1 − ε2)2

√

16ε2 + π2 (1 − ε2) (A.1)
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110 Forces hydrodynamiques

Où L est la largeur du palier, R est le rayon du palier, V = ωR est la
vitesse linéaire de l’arbre du palier, µ la viscosité dynamique de l’huile, C
est le jeu radial et ε = e/C est l’excentricité relative.

φ = arctan

(

π

4

√
1 − ε2

ε

)

(A.2)

Clam =
µV R2 L

C

π (2 + ε)

(1 + ε)
√

1 − ε2
(A.3)

Frêne [12] propose une correction dépendant du nombre de Reynolds
pour le couple de frottement dans le cas d’un écoulement non laminaire.
Cette correction est également décrite par Frêne [12] :

Cturb =
(

1 + 0, 0012Re0,94
)

Clam (A.4)

Ce modéle est utilisé pour déterminer les efforts exercés par les bagues
sur la cage en fonction des déplacements de la cage δCa

y et δCa
z

A.2 Interaction entre la cage et les billes

L’interaction entre une bille et une alvéole de la cage est considérée
comme la somme de deux effets (fig. A.2) :

— dans le plan
(

Gb1,xG,z
j
b1

)

un effet de palier hydrodynamique,

— dans le plan
(

Gb1,y
j
b1,z

j
b1

)

un effet tonneau/plan.
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Figure A.2 – Déplacement d’une
bille dans son alvéole. Effet de pa-
lier hydrodynamique et effet ton-
neau/plan.

A.2.1 Effet tonneau/plan

L’effet tonneau/plan étant présent à l’avant et à l’arrière de la bille, il
faut donc calculer deux interactions de ce type. Pour un diamètre de bille de
22, 225 mm, et une vitesse de rotation de 20 000 tr ·min−1, nous obtenons un
nombre de Reynolds d’environ 500, ce qui correspond à un régime laminaire.

L’effet du contact tonneau/plan, dans le cas de films de fluide minces en
régime laminaire est décrit par Kapitza [29] et Nélias [34]. L’effort normal
W et la force de frottement F sont données par les relations suivantes :

W =
6µ D

2 π
√

2ReqU

3 + 2
R

√

ho (A.5)

F = 2µU

√

D

2
Req

∫ 3

−3
f(η)dη (A.6)

avec ho la hauteur du film d’huile. Celle-ci est déterminée en fonction du
déplacement de la bille dans l’alvéole. Et :

Req =
(

2
D

− 2
D + Ja

)−1
(A.7)

R =
2Rz

D
(A.8)

f(η) =
1

√

1
L2 + η2

arctan
1

√

1
L2 + η2

(A.9)

L =
1√
Dho

(A.10)
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A.2. Interaction entre la cage et les billes 111

A.2.2 Effet de palier hydrodynamique

L’effet de palier hydrodynamique est déterminé de manière similaire au
cas du contact cage/bague. Dans le cas de la bille, l’écoulement restant
laminaire, nous utiliserons les relations non corrigées pour tenir compte des
turbulences.
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Annexe B

Dimensions des roulements simplifiés

Grandeur Symbole Unité R10
20 R10

31 R14
24

Géométrie des billes
Nombre de billes N - 20 20 20

Diamètre bille D mm 20,638 20,638 20,638
Géométrie interne

Conformité fi - 0,5195 0,5195 0,5195
piste fo - 0,5124 0,5124 0,5124

Troncature gi mm 0,200 0,200 0,200
go mm 0,210 0,210 0,210

Angle de contact libre αf deg 27,67 27,67 40
Angle de contact radial α0

i deg 14,37 14,37 14,37
Angle de contact radial α0

o deg 24,32 24,32 24,32
Diamètre moyen dm mm 158 158 158

Jeu axial Ep µm 200 200 436
Jeu diamétral Jd µm 80 80 237

Géométrie extérieure
Largeur roulement B mm 20 31 24
Diamètre externe Do mm 189 189 189
Diamètre interne di mm 128 128 128

Hauteur épaulement H mm 10 10 14
Géométrie du logement et de l’arbre

Epaisseur el mm 5,25 5,25 5
Longueur Li mm 100 100 100

Propriétés matériaux
Module d’Young Ei, Eo, Eb GPa 200 200 200

Coefficient de Poisson νi, νo, νb - 0,3 0,3 0,3
Masse volumique ρi, ρo, ρb kg · m−3 7850 7850 7850

∼∼

dm

H

Ll

B

El

x
y

⊗
z

Encastrement

Figure B.1 – Géométrie des roulements simples.
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Annexe C

Dimensions du roulement de référence

Grandeur Symbole Unité Mesures Modélisation

Géométrie des billes
Nombre de billes N - 15 15

Diamètre bille D mm 22,225
Géométrie interne
Dpir mm 22,9657 22,9657

Diamètre Dpil mm 22,9389 22,9657
piste Dpor mm 22,6068 22,6530

Dpol mm 22,6530 22,6530
fir - 0,5167 0,5167

Conformité fil - 0,5161 0,5167
piste for - 0,5311 0,5321

fol - 0,5321 0,5321
Troncature gi mm 0,3574

go mm 0,7707 0,8068
Angle de contact libre αf deg 35
Angle de contact radial α0

i deg 28,7215
Angle de contact radial α0

o deg 34,4651
Diamètre moyen dm mm 125

Jeu axial Ep mm 0,07 0,07
Jeu diamétral Jd mm 0,05 0,05

Géométrie extérieure
Largeur roulement B mm 30 30
Diamètre externe Do mm 160 160

Epaulement externe Deo mm 136 136
Diamètre interne di mm 90 90

Epaulement interne Dei mm 114 114
Géométrie de la cage

Diamètre extérieur Do mm 135,40 135,40
Diamètre intérieur di mm 118,42 118,42

Jeu alvéolaire Jalv mm 0,175 0,175
Propriétés matériaux

Module d’Young Ei, Eo, Eb MPa 200 000
Coefficient de Poisson νi, νo, νb - 0, 3

Masse volumique ρi, ρo, ρb kg.m−3 7850
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Annexe D

Dimensions du roulement fin

Grandeur Symbole Unité Mesures Modélisation

Géométrie des billes
Nombre de billes N - 15 15

Diamètre bille D mm 22,225
Géométrie interne
Dpir mm 22,8383 22,8383

Diamètre Dpil mm 22,9531 22,8383
piste Dpor mm 23,6364 23,5640

Dpol mm 23,5640 23,5640
fir - 0,5138 0,5138

Conformité fil - 0,5164 0,5138
piste for - 0,5318 0,5301

fol - 0,5301 0,5301
Troncature gi mm 0,2897

go mm 0,8086 0,7495
Angle de contact libre αf deg 35
Angle de contact radial α0

i deg 28,1794
Angle de contact radial α0

o deg 34,0728
Diamètre moyen dm mm 125

Jeu axial Ep mm 0,07 0,07
Jeu diamétral Jd mm 0,05 0,05

Géométrie extérieure
Largeur roulement B mm 25 25
Diamètre externe Do mm 154 154

Epaulement externe Deo mm 136 136
Diamètre interne di mm 96 96

Epaulement interne Dei mm 114 114
Géométrie de la cage

Diamètre extérieur Do mm 135,40 135,40
Diamètre intérieur di mm 118,42 118,42

Jeu alvéolaire Jalv mm 0,175 0,175
Propriétés matériaux

Module d’Young Ei, Eo, Eb MPa 200 000
Coefficient de Poisson νi, νo, νb - 0, 3

Masse volumique ρi, ρo, ρb kg.m−3 7850
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