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Résumé

Cette these s’intéresse a la problématique du contact entre matériaux hétérogenes.
L’industrie (automobile, aéronautique, spatiale, . ..) s’intéresse de plus en plus a ces
types de matériaux. Il s’agira par exemple des alliages métalliques, des matériaux
poreux, matériaux composites (composites tissés, interlocks 3D, interlocks 2D), des
billes céramiques contenant des impuretés (porosités/précipités),. .. Dans ce manus-
crit, un modele de contact basé sur les méthodes semi-analytiques a été développé.
Un algorithme de gradient conjugué est utilisé afin de résoudre rapidement le probleme
de contact. Le modele permet de prendre en compte la présence d’'une ou de plusieurs
hétérogénéités isotropes/anisotropes dans le probleme de contact. Une approche
inspirée de la méthode de l'inclusion équivalente proposée par Eshelby est utilisée
dans le solveur de contact pour prendre en compte 'effet de ces hétérogénéités. Les
méthodes de transformées de Fourier rapides (FFT) permettent d’accélérer les cal-
culs. Une méthode numérique a été mise en ceuvre afin de prendre en compte 'inter-
action entre plusieurs hétérogénéités. Le massif peut étre élastique ou viscoélastique.
L’approche développée dans la these peut résoudre a la fois les problemes d’inden-
tation, de roulement/glissement ou de fretting en présence de matériaux élastiques
hétérogenes, viscoélastiques homogenes ou hétérogenes. Les solutions sont données
en termes de champs de pressions, de cisaillements et de contraintes. Dans le cas des
matériaux viscoélastiques le code de calcul est capable de fournir le coefficient de
frottement apparent ainsi que toutes les variables de contact aussi bien en régime per-
manent que transitoire. Le modele a été validé par comparaison avec la méthode des
éléments finis classiques en utilisant le logiciel commercial Abaqus v6.11. Le temps
de calcul ainsi que I’espace mémoire nécessaire sont considérablement réduits par
rapport a la méthode éléments finis. La parallélisation a été introduite dans le code
de contact afin de réduire toujours plus le temps de calcul. Il s’agit d’un code robuste,
rapide et facilement utilisable en Bureau d’Etudes. Une approche expérimentale ori-
ginale a été mise en place afin de mesurer les champs de déplacements a l'interface
des corps en contact. De bonnes corrélations essais/calculs ont été obtenues. Enfin
quelques applications industrielles ont été présentées. Un couplage entre un code
éléments finis structurel et le code semi-analytique de résolution de contact a été
également réalisé.

Mots clés: contact, fretting, semi-analytique, matériaux hétérogenes, compo-
sites tissés, viscoélasticité, anisotropie, approche multi-échelle, couplage de code,
parallélisation.






Abstract

The present PhD thesis deals with contact problems between heterogeneous ma-
terials. Nowadays heterogeneous materials are extensively used in several industrial
domains (automotive, aeronautics, aerospace, ... ). Heterogeneous materials involve
porous materials, aluminum alloys, composites materials (woven composites, inter-
locks 3D, interlocks 2D), metallic or ceramics materials containing impurities (poro-
sities/precipitates). In this work, a contact model based on semi-analytical method
is proposed. A conjugate gradient algorithm is used for a fast resolution of contact
equations. The model can account for one or more isotropic/anisotropic inhomoge-
neities. An approach taking inspiration from the Eshelby equivalent inclusion me-
thod is used in the contact solver to account for the effect of inhomogeneities. 2D
and 3D Fast Fourier Transforms (FFT) are used to speed up the computation. A
numerical method is implemented in order to take into account interactions bet-
ween many heterogeneities. The semi-infinite space/ matrix can be either elastic or
visco-elastic. The model developed in the present PhD thesis can solve indentation,
rolling/sliding or fretting contact problems between heterogeneous elastic materials,
homogeneous or heterogeneous visco-elactic materials. In the case of visco-elastic
materials, the model permits to get the solution in terms of contact pressure distri-
bution, subsurface stresses, apparent friction coefficient, both in the transient and
then steady-state regimes. The model has been validated by performing a compari-
son with the results of a finite element model. The CPU time and memory necessary
are greatly reduced in comparison with the classical finite element method. The mo-
del developed is fast, robust and extremely easy to use. An original experimental
approach was proposed in order to measure the displacement fields at interface of two
contacting bodies. A good agreement between experimental results and numerical
simulations is obtained. Finally, the model is applied on some industrial applica-
tions. A coupling between a finite element model and the semi-analytical code allow
to take into account the effects of structure on contact problem.

Keywords: contact mechanics, fretting, semi-analytic method, heterogeneous
materials, woven composites , viscoelasticity, anisotropy, multiscale modeling, code
coupling, parallelization.
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Introduction

Contexte industriel et scientifique

L’étude et la compréhension des problemes de contact est une problématique
omniprésente dans plusieurs domaines : automobiles, nucléaires, aéronautiques,
aérospatiales, transports ferroviaires, la marine, les turbines a vapeur, escalators,
ascenseurs, . .. Les endommagements liés aux problemes de contact sont nombreux :
amorcage et propagation de fissures entrainant la rupture de pieces, l'usure des sur-
faces en contact, écaillage de fatigue, grippage, . ..

Le sujet a fait 'objet de plusieurs travaux. La littérature recense par exemple plus
de 3000 articles scientifiques qui traitent des problemes d’usure de contact. Cepen-
dant I’évolution incessante des matériaux de structures utilisés, la nécessité d’une
meilleure prédiction de la durée de vie des composants, I'optimisation des méthodes
et pratiques de conception, la recherche incessante de performances toujours plus
élevées obligent les industriels a revoir sans cesse leurs outils de modélisation des
problemes de contact.

Des entreprises comme SKF, leader mondial dans la conception et la fabrication de
roulements pour les industries aéronautiques et aérospatiales, ont introduit depuis
peu une nouvelle génération de roulements appelés roulements hybrides. Ces roule-
ments avec des billes céramiques permettent de réduire la masse des composants,
ont de tres bonnes propriétés isolantes, supportent des vitesses plus élevées et ont
une longue durée de vie en comparaison avec des roulements tout acier. Le seul in-
convénient réside dans le fait que ces billes présentent des défauts (type porosités et
inclusions) et sont donc hétérogenes. La quasi totalité des outils de dimensionnement
de roulements existant sur le marché, supposent un contact Hertzien entre matériaux
homogenes. L’évolution technologique engendrée par 'avenement des roulements
hybrides nécessite une évolution des outils de calculs et de dimensionnement des
roulements prenant en compte le caractere hétérogene des billes céramiques, 1'effet
de la plasticité, . ... Les modeles et outils de calculs doivent évoluer afin de répondre
a ces problématiques.

La société SNECMA du groupe SAFRAN, leader dans le domaine de la concep-
tion et la fabrication des moteurs d’aviations civiles et militaires, a toujours été
intéressée par les problématiques de fretting au niveau du contact aube/disque. Dans
le cadre de la nouvelle génération de moteurs (LEAP-1A, LEAP-1B), les aubes sont
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fabriquées en matériaux composites tissés 3D a matrice organique (CMO) ou a ma-
trice céramique (CMC). Ces modifications ont permis de réduire considérablement
la masse du moteur et donc la consommation de carburant (15%), les émissions
d’oxyde d’azote (50%) et le bruit (jusqu’a 15 décibels). Les pieds d’aubes sont
soumis a des sollicitations de type fretting, qui peuvent engendrer I'amorcage et
la propagation de fissures ainsi que 'usure des surfaces en contact. Si la tribologie
maitrise assez bien la résolution du probleme de contact entre matériaux homogenes,
ceci n’est pas encore le cas avec des matériaux contenant des hétérogénéités ou
pour les matériaux composites. Les résultats obtenus depuis des années dans le cas
des aubes en titane sont donc difficilement transposables au cas des aubes compo-
sites. Surtout qu’il est désormais bien établi que I'orientation locale des fibres peut
avoir un effet prépondérant sur le probleme de contact, 'usure, .... Une difficulté
supplémentaire peut étre relevée dans le cas des matériaux composites a matrices
organiques, ou la matrice est viscoélastique. La viscoélasticité implique la prise en
compte des effets d’histoire sachant que le contact viscoélastique en soi, contrai-
rement au contact élastique, est tres peu étudié dans la littérature. Les méthodes
d’homogénéisation classiques ne peuvent plus s’appliquer de maniere automatique
dans le cas de ces matériaux composites. Le caractere tres localisé des problemes
de contact ne rend pas possible la séparabilité des échelles. Cette rupture techno-
logique doit étre suivie d'une rupture au niveau des approches de résolution des
problemes de contact. L’objectif de cette these est donc de proposer une méthode
de résolution de contact entre matériaux hétérogenes/composites. Le modele doit
pouvoir prendre en compte des hétérogénéités isotropes/anistropes noyées dans des
matrices élastiques ou viscoélastiques. Il s’agit d’'un modele basé sur les méthodes
semi-analytiques. Une approche expérimentale a été développée afin de proposer des
pistes pour valider les méthodes numériques.

Présentation du manuscrit

Le premier chapitre introduit le contexte industriel notamment la problématique
du contact dans les moteurs aéronautiques. Une présentation succincte des tur-
boréacteurs sera faite afin de faciliter la compréhension du contexte industriel de
I’étude. Un zoom sera fait sur le contact aube disque ainsi que sur les différents
modes de défaillances. Une classification des matériaux composites suivant plusieurs
criteres sera réalisée. Les différentes méthodes multi-échelles d’estimation du com-
portement ou de modélisation des matériaux multi-échelles seront présentées. Les
différentes approches de résolution des problemes de contact seront ensuite détaillées.
Un accent particulier sera mis sur la difficulté inhérente a la modélisation du contact
entre matériaux hétérogenes.

Le deuxieme chapitre présente les méthodes semi-analytiques appliquées a la
mécanique du contact. Ces approches sont utilisées depuis plus d'une dizaine
d’années maintenant par I’équipe du Professeur Daniel Nélias au LaMCos de I'INSA




Introduction

de Lyon. Ces méthodes sont basées sur des solutions analytiques et utilisent des
méthodes numériques spécifiques. Ainsi donc, dans ce chapitre seront présentés suc-
cessivement les méthodes de FFT et DC-FFT ainsi que les algorithmes de Gradient-
conjugué. La méthode utilisée pour la discrétisation du massif et des équations du
contact sera également détaillée.

Dans le troisieme chapitre, le modele permettant de prendre en compte des
hétérogénéités isotropes/anisotropes dans une matrice élastique isotrope sera
présenté. Les notions d’inclusion équivalente d’Eshelby et les fonctions potentiels
seront reprises en se basant sur les travaux d’Eshelby [ESH 57, ESH 59], Moschovo-
dis et Mura [MOS 75|. Le modele sera validé par une comparaison avec la méthode
des éléments finis. Une méthode numérique a été mise en ceuvre pour la prise en
compte de l'interaction entre plusieurs hétérogénéités. Des cas d’applications sur
massif revéetu, avec revétement élastique seront présentés. Beaucoup d’améliorations
numériques ont été apportées afin de rendre le code plus robuste et plus rapide.
Une parallélisation OpenMP/MPI et une nouvelle méthode de décomposition ont
été introduites. Les gains en terme de temps de calcul obtenus peuvent aller jusqu’a
11 sur un PC portable classique comparé au cas initial.

Le quatrieme chapitre s’intéressera a la théorie du contact viscoélastique. Une ap-
proche originale basée sur les méthodes semi-analytiques pour résoudre le probleme
de contact entre matériaux viscoélastiques, homogenes ou hétérogenes est présentée.
Des applications au cas d’indentation, de roulement et de fretting sont présentées.
Le modele permet entre autres de quantifier le coefficient de frottement apparent
induit par leffet de la viscoélasticité dans le cas du roulement, glissement ou du
fretting. Le modele fournit des solutions en termes de champs de pression mais aussi
de champs de contraintes aussi bien en régime permanent que transitoire. Il s’agit
des résultats tout a fait nouveaux comparés a ceux existants dans la littérature.
Dans le chapitre 5, il s’agira principalement de présenter le dispositif expérimental
développé au LAMCOS pour mesurer des champs de déplacements a l'interface des
corps en contact. Ce dispositif a fait I'objet de trés nombreuses modifications durant
cette these afin d’arriver a des mesures quantitatives et qualitatives. Le dispositif
ainsi que le protocole expérimental seront présentés. La tomographie sera utilisée afin
de connaitre la microstructure des éprouvettes d’essais en contact. Les techniques
de corrélation d’images 2D permettront de remonter aux champs de déplacements a
I'interface des deux corps en contact. Les résultats obtenus seront comparés a ceux
obtenus au travers d’une simulation numérique ou de calculs analytiques. Le dispo-
sitif expérimental a fait 'objet d’un dépot de brevet SNECMA /LAMCOS.

Dans le dernier chapitre, le modele sera appliqué sur trois cas industriels différents.
Une méthodologie multi-échelle de calculs sur pieces sera présentée. Un prototype
de couplage entre un modele éléments finis et le code semi-analytique sera réalisé
pour résoudre le contact aube/disque. Ensuite I’étude de la nocivité de défauts dans
les billes céramiques sera effectuée et enfin une application dans le cas d’un matériau
composite idéalisé. Les résultats dans le cas de tissages 3D ne pouvant étre présentés
pour des raisons de confidentialité.
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Enfin, une conclusion générale sera formulée ainsi qu'un ensemble de perspectives.




Chapitre 1

Etat de ’art

La premaére partie de ce chapitre s’intéresse au contexte
industriel de ce sujet de these. Un état de ’art portant sur
la problématique du contact entre matériaux hétérogeénes
est ensuite erposé.
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Contexte industriel

1.1 Contexte industriel

La problématique du contact entre matériaux homogenes/hétérogenes est an-
cienne et récurrente. Elle est présente dans de nombreux domaines ; de I’automobile
a l'aérospatiale en passant par 'aéronautique. Les bureaux d’études doivent tenir
compte des endommagements liés au contact dans le dimensionnement et la concep-
tion des mécanismes. Chez les motoristes aéronautiques, les problématiques liées au
contact se posent a plusieurs endroits du moteur. Il est essentiel de disposer d’outils
de calculs robustes permettant de résoudre les problemes de contact. La robustesse
et la fiabilité de ces outils permettront de réduire les campagnes d’essais, d’optimiser
les dimensions des pieces, de mieux prédire les durées de vie, ...

Dans un premier temps, le principe de fonctionnement d’un turboréacteur sera
présenté. La deuxieme partie mettra en relief la problématique du contact entre
matériaux hétérogenes dans le cas des turboréacteurs civils.

1.1.1 Présentations des turboréacteurs

Le turboréacteur est un systeme de propulsion essentiellement utilisé sur les
avions de type commercial ou militaire. Il est apparu & la fin du X7X°™¢ siecle et
a supplanté tous les autres modes de propulsion. Le turboréacteur peut étre mono-,
double-, ou triple corps. Un corps est un ensemble compresseur-turbine accouplé sur
un méme arbre et tournant donc a la méme vitesse. Les turboréacteurs font appel
a deux types de technologies : les turboréacteurs simple-flux et les turboréacteurs
double-flux. Les turboréacteurs a simple flux sont bruyants, polluants et ont une
consommation spécifique élevée. Ils n’atteignent de bons rendements qu’au-dela du
Mach 1. Le turboréacteur simple-flux est surtout utilisé pour les grandes vitesses
de vol et dans le domaine militaire (avions de combat).

Dans le cas des turboréacteurs a double-flux, on admet plus d’air qu’il n’est
nécessaire au générateur de gaz afin de réduire la consommation de carburant et
d’augmenter le rendement de propulsion. Le débit (ou flux) supplémentaire s’écoule
en dérivation autour du générateur de gaz. Les turboréacteurs double-flux sont plus
économiques aux vitesses subsoniques. Dans ces moteurs une soufflante de grande
dimension permet d’absorber un gros débit massique qui ne passe qu’en partie dans
le compresseur BP. L’air pré-comprimé par la soufflante qui ne passe pas dans le
compresseur BP, appelé flux froid, contourne la partie chaude jusqu’a la tuyere
ou il est éjecté, mélangé ou non avec les gaz chauds (Fig.1.1). Cela permet, pour
des vitesses modérées, en dessous de Mach 1.5 environ, d’augmenter la poussée par
augmentation du débit de gaz, et de réduire considérablement le bruit.

La plupart des moteurs civils développés ou co-développés par SNECMA
(CFM56 — 5B, LEAP — 1A, LEAP — 1B) sont des turboréacteurs < double-
corps/double flux (Fig.1.1) ». Tout turboréacteur < double-corps/double flux > est
composé des quatres entités suivantes

— la soufflante ou fan. Les dimensions de la soufflante sont beaucoup plus grandes
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Compresseur Turbine
Soufflante  haute pression haute pression

Axe de turbine
haute pression

Axe de turbine
basse pression

Compresseur Chambre de Turbine ~ Tuyére
basse pression combustion ~ basse pression

FIGURE 1.1 — Représentation simplifiée d'un turboréacteur civil double corps et
double flux.

que celles des étages d’apres. La soufflante comprime le flux d’air qui serait
divisé en un flux primaire et secondaire. Le flux secondaire fournit 1’essentiel
de la poussée (80%).

— le compresseur Basse Pression (BP) et Haute Pression (HP). Le flux d’air passe
dans les compresseurs BP et HP ou il est accéléré avant d’arriver a la chambre
de combustion.

— la chambre de combustion. C’est I’endroit ou est injecté le carburant. L’ajout
de carburant a l'air comprimé permet la combustion du mélange ce qui aug-
mente ’énergie et la température du flux.

— les turbines Haute Pression et Basse Pression. Une partie de 1’énergie cinétique
des gaz de combustion est utilisée pour actionner le compresseur Haute Pres-
sion, ’ensemble du compresseur Basse Pression et la soufflante. Les gaz de
combustion sont ensuite éjectés a grande vitesse a l'arriere du moteur et leur
énergie cinétique restante assure la propulsion par réaction.

Au sein du moteur, ’ensemble des pieces en contact peuvent étre soumis a des
sollicitations de matage, de fretting, de type roulement (avec ou sans glissement).
Suivant la nature des sollicitations, différents types endommagement peuvent étre
rencontrés : rayure, écaillage, usure, oxydation, grippage, fissuration, formation de
débris . .. Dans le moteur, les endommagements liés a des problématiques de fretting,
peuvent étre observés sur des pieces aussi diverses que les aubes, disques, paliers,
cannelures, roulements, douilles, tambours, joints d’étanchéité, ... Les conséquences
peuvent alors aller de la perte de cote, a la perte de fonctionnalité, voire a la rup-
ture des pieces en fatigue. Pour les motoristes, il est essentiel d’acquérir une solide
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connaissance de I’évolution des contacts soumis au fretting, de prédire les durées
de vie des pieces et de rechercher de nouvelles solutions palliatives. Les enjeux
sont la garantie de la sécurité et de l'intégrité des composants, 'optimisation de
la maintenance et 'innovation technologique. Cette these a été réalisée au sein du
département < Méthodes et Outils de Calculs ». Le but des <« Méthodes > est de
fournir des méthodologies et outils aux autres départements (cannelures, roulements,
...). Les approches développées dans cette thése peuvent trouver des applications
dans une grande partie des domaines cités plus haut (roulements, cannelures, ... ).
Les exemples d’applications s’intéresseront principalement au contact aube/disque
ainsi qu’au cas des roulements (roulements hybrides).

1.1.2 Objectif de I’étude

L’objectif de cette these est de développer des modeles permettant une
résolution rapide du probleme de contact entre matériaux hétérogenes élastiques ou
viscoélastiques. La problématique du contact hétérogene se pose a plusieurs niveaux
du moteur. Le contact aube/disque, les roulements hybrides acier /céramique (conte-
nant des impuretés/porosités), les matériaux métalliques contenant des défauts . . .
Les prochains paragraphes mettront en exergue de maniere tres précise la
problématique du contact hétérogene en passant en revue quelques types
d’hétérogénéités matériaux rencontrés dans les turboréacteurs.

1.1.3 Impuretés matériaux, inclusions, défauts

Certains matériaux utilisés dans I'industrie sont hétérogenes. Il arrive assez sou-
vent que ces hétérogénéités soient dues a des défauts durant le processus de fabri-
cation du matériau (Fig.1.2). Ces défauts microstructuraux peuvent étre liés a des
précipités, a des changements de phase, des porosités, ...Ils sont rencontrés assez
fréquemment dans les métaux et matériaux céramiques. L'un des modes d’endomma-
gement, non des moindres dans les problemes de contact est 'endommagement initié
en sous-couche. L’origine de ce mode d’endommagement est liée a des défauts micro-
structuraux qui agissent comme de véritables concentrateurs de contraintes locaux.
Pour les aciers, I'’endommagement se traduit par une transformation microstructu-
rale appelée papillon de fatigue (Fig. 1.3) autour des défauts microstructuraux de
type inclusions (ici inclusion d’alumine). Ces papillons de fatigue peuvent entrainer
I’amorgage et la propagation de fissures qui, sous certaines conditions, rejoignent
la surface et finissent par provoquer un écaillage. Plusieurs lois phénoménologiques
et physiques existent, ([LAM 96], [STI 09]). Ces lois sont basées sur les champs de
pression et/ou de contraintes en sous-couche difficilement accessibles avec la théorie
classique de Hertz. Aussi, au vue du nombre et de la taille des hétérogénéités, il
serait parfois difficile de faire appel a des modeles types éléments finis pour résoudre
ce genre de probleme. La problématique du contact entre matériaux hétérogenes
prend tout son sens dans ces cas de figure.
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FI1GURE 1.2 — Exemple de défauts de type carbures et inclusions dans les roulements
hybrides ([AZE 15]).

1.1.4 Contact aube/disque.

L’aube mobile est assemblée au disque par 'intermédiaire d’une attache. Celle-
ci est composée du pied de I'aube ou bulbe, et d'une alvéole, servant de logement
au pied d’aube. Les attaches aube/disque ont pour fonction essentielle d’assurer la
rétention radiale de 'aube et la transmission des efforts tangentiels entre I'aube et
le disque. Trois familles d’attaches sont employées dans les turboréacteurs actuels :
attache en forme de queue d’aronde, attache marteau et attache sapin. Cette étude
s’intéressera plutot a des attaches queue d’aronde (Fig.1.4) qui sont les plus utilisées
(compresseurs BP, HP, les turbines BP et la soufflante, ...).

Le disque est toujours en matériau métallique. Cependant, ’aube peut étre
constituée d'un matériau métallique ou d’un matériau composite. L’aube métallique
est souvent revetue. La problématique du contact hétérogene se pose bien
évidemment au niveau de l'aube composite, mais également au niveau de 1’aube
métallique dans la mesure ou cette derniere est toujours revétue.

1.1.4.1 Contact aube revétue/disque métallique.

Sur les moteurs C'F'M56 le matériau utilisé pour la fabrication des aubes et du
disque est un alliage de titane : le T — 6 Al — 4V. Cet alliage de titane présente
de tres bonnes propriétés mécaniques pour une tres faible masse volumique. Il est
également peu sensible a la corrosion. Toutefois les propriétés tribologiques des al-
liages de titane en général sont souvent tres médiocres. Pour pallier a ce probleme,
un revetement d’une épaisseur moyenne de 150 microns peut étre ajouté. La nature
de ce revetement peut varier grandement d’un moteur a un autre. Assez souvent un
lubrifiant solide (Molydag) & tres faible coefficient de frottement est déposé sur le

10
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F1GURE 1.3 — Papillon de fatigue dans le 100cr6 autour d’une inclusion d’alumine
[SAN 93].

revétement (Fig.1.5). Il faut toutefois rappeler qu’avant de rajouter le revétement
et le lubrifiant solide, les aubes sont grenaillées au niveau des portées. Ainsi, en plus
du revétement, du lubrifiant solide, on est également en présence des contraintes
résiduelles (en surface) générées par le grenaillage. Le motoriste SNECMA est donc
en présence d’un contact entre matériaux hétérogenes, le matériau hétérogene étant
en effet 'aube en Tt —6Al —4V revétue. Méme si les moteurs CFM56 demeurent une
< success story > unique dans I'histoire de ’aéronautique civile, ils seront remplacés
dans un futur proche par une nouvelle génération de moteurs plus économiques,
plus performants, plus respectueux de ’environnement : les moteurs LEAP avec des
aubes en matériaux composites.

1.1.4.2 Contact aube composite/disque métallique.

Dans le cadre de la nouvelle génération de moteurs (LEAP-1A, LEAP 1-B,
LEAP-1C), les aubes sont fabriquées en matériaux composites (Fig.1.6). Ces modi-
fications permettent au motoriste de réduire considérablement la masse du moteur,
la consommation de carburant, les émissions d’oxyde et enfin le bruit. Les tra-
vaux menés depuis plusieurs années sur I’endommagement par fretting du contact
aube/disque sont remis a plats avec l'arrivée de ces aubes composites. Il est donc
indispensable de développer de nouvelles méthodes pour prendre en compte la struc-
ture composite dans la résolution du probleme de contact, dans la mise en place
des lois d’endommagement, ...Ces aubes étant fortement hétérogenes, le modele
présenté dans cette these peut donc trouver une application dans la problématique
du contact aube/disque avec une aube en matériau composite. La compréhension
des mécanismes d’endommagement passe dans un premier temps par 'identification
des types de chargements subis par le contact aube-disque.

11
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FIGURE 1.4 — Vues du disque de la soufflante du CFM56-5 (a) et de la soufflante
du CFM56-7 (b).

1.1.4.3 Chargements subis par le contact aube/disque

Le contact aube/disque est soumis & deux grandes catégories de sollicitations.
Les sollicitations dites :

— Oligocycliques : Ces sollicitations sont caractérisées par de fortes intensités et
de faibles fréquences. Elles sont associées aux phases de changement de régime
moteur au cours du vol mais sont le plus souvent simplifiées a la phase de
décollage et d’atterrissage. Durant la phase de décollage, la force centrifuge
entraine le déplacement radial des aubes qui viennent se plaquer contre le
disque au niveau des interfaces. Il en résulte un effort normal et des micro-
déplacements relatifs entre ’aube et le disque.

— Polycycliques : 11 s’agit des sollicitations de faibles intensités mais de fortes
fréquences. Les sollicitations polycycliques sont créées par les modes vibratoires
de la structure et les instabilités aérodynamiques. La figure 1.7 représente assez
schématiquement ce type de chargement. Le contact aube disque est donc
soumis a un type de chargement particulier : le fretting. Par définition, le
fretting est un mouvement oscillatoire de faible amplitude, souvent tangentiel,
appliqué aux deux surfaces en contact.

La finalité de la modélisation du contact est de prédire aux mieux les défaillances
du contact aube/disque sous chargement de fretting.

12
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Disque Ti-6Al-4Y
( Molydag
Aube Cu-Ni-In

FIGURE 1.5 — Structure du contact aube-disque revétu [PAU 06]

1.1.5 Modes de défaillances du contact aube/disque sous
chargement de fretting.

1.1.5.1 Cas d’une aube métallique

Comme susmentionné, le contact aube/disque est soumis a des chargements de
type fretting. Plusieurs travaux se sont intéressés a 1’étude de 'endommagement par
fretting du contact aube/disque durant cette derniere décennie. Suivant 'amplitude
de glissement imposée, deux types d’endommagement peuvent étre rencontrés : la
fatigue (fissuration) ou I'usure. L’usure peut étre assimilée & une réponse du systéeme
tribologique suite a une déformation locale excessive. La fatigue peut étre considérée
comme une réponse du systeme tribologique a une contrainte locale excessive. Ces
deux phénomenes ne sont pas totalement découplés. Il arrive parfois d’observer une
compétition entre 'usure et la fatigue.

Usure

Il existe plusieurs types d’usure : 'usure liée au frottement, l'usure par érosion
(enlevement de matiere par un fluide chargé de particules en contact avec la surface
du matériau), I'usure par cavitation (induite par des ondes de chocs créées par
I'implosion de bulles de vapeur dans les liquides) ... Dans notre cas de figure, I'usure
observée sur ’aube est une < usure liée au frottement (fig.1.9) ». Plusieurs approches
de prédiction de l'usure de frottement existent dans la littérature. Elles peuvent étre

13
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FIGURE 1.6 — Représentation photographique du nouveau moteur LEAP avec des
aubes FAN en matériaux composites.

Sollicitations polycycliques
N

\
™. Vol

Vibrations Force cenfrifuge
— a

Sollicitations oligocycliques

Sollicitation

Deécollage Atterri ssage’\

Temps

(b)

F1GURE 1.7 — Sollicitations mécaniques en pieds d’aubes (a) durant les différentes
phases de vols (b).

classées selon 4 grandes catégories :
— les lois d’Archard et dérivée [ARC 53]. Le volume usé est fonction de la distance
de glissement s, et du chargement normal.

W=K s£ (1.1)
Pm
ol p,, représente la limite d’écoulement en terme de pression (approximative-
ment équivalente a la dureté) du matériau le plus mou. Le coefficient d'usure
K est une constante déterminée expérimentalement.
On peut remarquer que cette loi ne prend pas en compte le coefficient de frot-
tement qui, expérimentalement, joue un role prépondérant dans le phénomene
d’usure.
— le concept du troisieme corps. L’interface des deux corps en contact est prise en
compte dans la modélisation de 'usure. Cette interface est baptisée < troisieme
corps » par Godet [GOD 84]. Selon Godet l'usure est gouvernée par trois
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FIGURE 1.8 — Photo d'une aube métallique nue.

phénomenes essentiels : la création, la circulation et ’éjection de débris. La
prise en compte du troisieme corps sur des zones de contact assez grandes (cas
du contact aube/disque) est tres cotiteuse en temps de calculs et est difficile-
ment envisageable dans le cas du fretting Aube/Disque.

les approches thermodynamiques [DRA 01]. L’usure est considérée dans cette
approche comme un phénomene dissipatif 1lié a I’évolution du mécanisme de
détachement des particules. Une analyse micromécanique est ensuite réalisée a
I’aide des lois de thermodynamique des processus irréversibles. Ces approches
sont tres difficiles a mettre en place.

les approches énergétiques [FOU 03b, FOU 03a]. Les modeles d’usure
développés dans le cas du contact aube/disque (SNECMA) sont basés sur les
approches énergétiques. Le concept consiste a relier le volume usé a la quantité
d’énergie dissipée dans le contact durant un cycle de fretting. La particularité
de cette approche repose sur le concept de 1’énergie dissipée, qui prend en
compte a la fois le chargement normal, le coefficient de frottement et I’ampli-
tude du débattement durant ’essai. Ces approches sont tres intéressantes en
raison de leur relative simplicité. Cependant elles ne donnent aucune informa-
tion sur les mécanismes locaux gouvernant le phénomene d’'usure.

Les lois d'usure développées depuis des années pour le contact aube/disque (77 —
6Al—4V)/disque (Ti—6Al—4V) par I'équipe de Fouvry sont donc toutes basées sur
des approches énergétiques. Plusieurs modeles numériques EF ou semi-analytique
d’usure sont basés sur ces lois. Les objectifs des travaux menés par I’équipe du Pro-
fesseur Daniel Nélias ne consistent pas a développer des lois d’usure mais d’utiliser
ces lois afin de prédire I'usure des pieces (aubes) sur de grands nombres de cycles.
Le but de cette these est donc de fournir les champs mécaniques nécessaires a
'utilisation des lois d’usures classiques (approches énergétiques, ... ).
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F1GURE 1.9 — Usure des portées de pieds d’aubes d’une soufflante.

Fissuration

Les études expérimentales mettent en évidence 'amorcage et la propagation de
fissures en fretting (chargement en glissement partiel). L’amorgage de la fissure a lieu
la plupart du temps en bordure de contact ou a la limite entre la zone d’adhérence
et la zone de glissement. Compte tenu du fait que I’endommagement par fissuration
est lié au caractere cyclique de la sollicitation tangentielle, les notions classiques de
la mécanique de la rupture sont les plus souvent utilisées. Ainsi ’amorcage suit les
méme phases que celles décrites par Lemaitre et Chaboche [LEM 96] : (i) Phase
d’accommodation : les concentrations de contraintes créent des microdéformations
plastiques cycliques qui peuvent mettre en jeu des mouvements de dislocations et
des élévations de températures locales. Ces concentrations de contraintes peuvent
étre générées au voisinage des défauts existants ou étre induites par la géométrie
de la piece ou par le chargement appliqué. (ii) Phase d’amor¢age : 'accommodation
de déformations plastiques va induire ’amorcage d’une premiere fissure. La phase
d’amorcage est essentiellement controlée par le cisaillement. (iii) Phase de propaga-
tion : une fois amorcée, la fissure commence par se propager.

Plusieurs criteres d’amorcage basés sur des criteres de fatigue multiaxiaux :
criteres de type Tresca (criteres de Findley [FIN 58], Matake [MAT 77], ...), critéres
de type Von Mises (critere de Sines [SIN 59], de Crossland [CRO 56]), approches
macroscopiques (critere de Dang-Van [DAN 93]) sont alors utilisés pour prédire
I’amorgage de la fissure. Apres amorcage, la fissure se propage en deux étapes
[FOR 61, LIS 04]. Elle se comporte dans un premier temps comme une fissure courte
puis ensuite comme une fissure longue (Fig. 1.10). La phase de transition fissure
courte/ fissure longue a été étudiée en détails par [LIS 03, NIX 88|. La propaga-
tion de la fissure peut étre alors décrite par la Mécanique Elastique Linéaire de la
Rupture. Cette description s’appuie sur une solution analytique des contraintes au
voisinage de la pointe de fissure et 'introduction du facteur d’intensité de contraintes
K. 1l convient de présenter dans un premier temps les différents modes de fissuration
puis ensuite définir ce qu’est le facteur d’intensité de contrainte K.

— modes de fissuration : De maniere générale, il existe trois modes de propa-
gation de fissures (Fig.1.11). Dans la plupart des cas, le chemin de fissuration
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F1GURE 1.10 — Propagation de fissure en deux étapes en condition de fretting-fatigue
[FOR 61].

sera perpendiculaire a la direction de traction qui tend a ouvrir la fissure (mode

).

y

MODE | MODE Il MODE
Ouverture Cisaillement Vissage

FiGURE 1.11 — Différents modes d’ouverture.

— Facteur d’ Intensité des Contraintes. Le facteur d’intensité des contraintes
(FIC ou SIF : Stress Intensity Factor) a été introduit par Irwin [IRW 97]. Le
cas d’une fissure de longueur 2a dans une plaque soumise a une contrainte o
a l'infini dans le cas d’un chargement en mode I est considéré (Fig.1.12).

Les solutions analytiques des champs de contraintes en pointe de fissure
(Fig.1.12), dans le cadre de I’élasticité linéaire, sont données par :

17



1. Etat de Part

FI1GURE 1.12 — Plaque infinie contenant une fissure en mode I.

\/ 0 0 30
Um:a 7mxcos— 1 —sin —sin —
V27 2 2 2
o\/Ta " 0 14 si g . 36
Oy = Cos — sin — sin —
W o 2 2 2
o\/Ta 6 . 0 30
Opy = X €OS — SIn — cos

V2rr 2772 2
(1.2)

Les contraintes tendent donc vers linfini quand (r — 0). En réalité les
contraintes en pointe de fissure sont finies du fait de la plasticité. Mais en
élasticité pure, les contraintes tendent vers l'infini. Il est alors difficile de tra-
vailler avec ces champs de contraintes. Les équations précédentes peuvent se
mettre sous la forme :

K
055 = \/ﬁ X fz,](0> (13)

ou K est une variable finie représentant le facteur d’intensité de contraintes

du mode considéré et s’exprime en MPa.m'/2.
Dans le cas général K s’exprime sous la forme :

K = p.o/ma (1.4)
ou [ représente un facteur de correction géométrique.

L’amorgage et la propagation des fissures dans le cas du contact aube/disque ont
été et continuent d’étre I'objet de nombreuses études [MER 11, DIC 06¢, SUN 12].
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La quasi-totalité des modeles développés que cela soit en fissuration/usure, est
basée sur des champs mécaniques (variables de contact, champs de contrainte en
sous-couche,. .. ). Le but de cette these est de fournir les variables nécessaires a la
mise en place de ces lois.

Cette these ne traite pas directement de 'endommagement par usure ou par fretting
mais se propose de fournir les champs mécaniques nécessaires a la mise en place de
ces diverses lois.

1.1.5.2 Awubes composites

L’endommagement sous contact des matériaux composites interlocks (utilisés
pour le pied d’aube) est tres peu étudié. Il s’agit d’un sujet assez nouveau.
Rappelons que les toutes premieres études de 'endommagement des composites
CMO (Composite a Matrice Organique) se sont limitées a un chargement clas-
sique de traction. Les mécanismes d’endommagement identifiés sont décrits ci-apres.
Lorsque le matériau composite CMO 3D est sollicité mécaniquement en traction, les
torons paralleles a l'axe de sollicitations auront tendance a se tendre entrainant
une dégradation du matériau. L’endommagement s’initie a l'interface des torons
sens chaine et de la matrice ainsi qu’a l'interface entre les torons sens chaine et
sens trame. Ensuite il y a une fissuration inter-torons. Cette fissuration se traduit
par propagation des fissures matricielles d'une interface toron a une autre. Une
décohésion interface toron/matrice est ensuite observée. Le scénario d’endommage-
ment est complété par une multiplication de la fissuration des torons sens trame. La
rupture finale intervient par rupture transverse des torons paralleles a la direction
de chargement et par rupture longitudinale des torons orthogonaux a la direction
de chargement [COU 08, TAN 00].

La figure 1.13 résume les différents mécanismes de dégradation mis en évidence
par El Hage sur un composite tissé 3D CMO sollicité en traction uniaxiale dans le
sens chaine [ELH 06].

Comme mentionné plus haut, les premieres études sur ’endommagement par fret-

ting des aubes composites (CMO, CMC) sont encore balbutiantes. On peut espérer
retrouver certains mécanismes d’endommagements identiques a ceux décrits plus
haut dans le cadre des essais de tractions classiques.
Deux modeles proposent aujourd’hui une description des mécanismes d’endommage-
ments observés dans le cas de 'endommagement des matériaux composites interlocks
(sollicitations classiques) : le modele ODM (Onera Damage Model) [MAR 10] et le
modele du LMT [CAM 00]. Sans toutefois rentrer dans les détails, il est impor-
tant de souligner qu’il s’agit des modeles macroscopiques homogénéisés. Dans ces
modeles se pose donc I’épineuse question de séparabilité des échelles qui n’est pas
forcément respectée dans le cas du contact aube/composite. Il s’agit cependant des
études pionnieres qui permettront d’ouvrir la voie a d’autres types d’approches.

Il convient maintenant de présenter les matériaux composites de maniere générale
puis de situer les composites SNECMA dans la large gamme de matériaux compo-
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O Initiation du dommage == Fissuration des torons sens trame
= Figsuration matricielle inter-toron == Figsuration des torons longitudinaux
«==» Décohésion d'interface Multiplication de la fissuration des

 torons sens trame

FIGURE 1.13 — Mécanismes de dégradation observés sur un tissé 3D CMO [ELH 06].

sites existants dans la littérature.
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1.2 Matériaux composites.

Un matériau composite est un assemblage d’au moins deux matériaux de natures
différentes non miscibles, se complétant et permettant d’aboutir a un matériau dont
I’ensemble des performances est supérieur a celui des composants pris séparément.
Un matériau composite est généralement constitué :

— de renforts, prenant généralement la forme de fibres ou de particules, assurant

I’essentiel des propriétés mécaniques du composite.

— d’une matrice dans laquelle sont noyés les renforts, assurant la cohésion de
I’ensemble et le transfert des efforts ainsi que ’essentiel des propriétés autres
que mécaniques.

L’utilisation des matériaux composites permet de réduire considérablement la
masse des structures du fait de 1’excellent rapport : masse/rigidité/résistance. Ces
matériaux présentent d’autres avantages. On peut citer entre autres :

— Obtention de propriétés spécifiques : En effet il est possible de concevoir

spécialement des matériaux permettant de répondre a un besoin spécifique.
Il est possible de citer le cas des stents (avec des matériaux a coefficients de
Poisson négatifs), ou des matériaux a coefficient de dilatation thermique nulle
pour des applications aérospatiales.

— Matériaux multifonctionnels : le cas des matériaux ayant a la fois de
bonnes propriétés acoustiques, thermiques, une bonne conductivité, une bonne
résistance au feu,. . .

— Faible sensibilité a la fatigue,. ..

Les matériaux composites sont de plus en plus utilisés dans l'industrie
(aéronautique, aérospatial, automobile, ...). Ainsi en intégrant les composites dans
sa chaine de fabrication, le motoriste SNECMA a réussi a réduire considérablement
la masse du moteur (nouveau moteur LEAP). Cette réduction de masse a entrainé
une diminution de la consommation moteur d’environ 15%, des émissions d’oxyde
d’azote de 50%, le bruit (jusqu’a 15 décibels),. .. Les matériaux composites peuvent
étre classés selon plusieurs criteres : la nature de la matrice, la forme des renforts,
I’architecture.

1.2.1 Nature de la matrice

Les matériaux composites peuvent étre classés en trois grandes familles de part
la nature de leurs matrice.

1.2.1.1 Composite a matrice organique

Compte tenu de leurs faibles cotits de mise en ceuvre, les Composites a Matrice
Organique (CMO) sont les plus répandus. Les matrices employées sont des résines
polymeres (thermoplastiques, thermodurcissables ou thermostables). D’un point de
vue mécanique, les thermoplastiques (époxy) sont moins rigides et moins résistants
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que les thermodurcissables (polyester, époxy). Par contre, compte tenu du fait qu’ils
sont plus ductiles, les thermoplastiques résistent mieux a la fissuration. Ils existent
également des matrices thermostables pour des applications hautes températures.

(b) Contre-fiche train d’atterrissage - Messier-

(a) Aube Fan - Snecma/Safran Dowty /Safran

FIGURE 1.14 — Quelques applications des composites a matrice organique (CMO)
hautes performances dans I'industrie aéronautique

1.2.1.2 Composite a matrice céramique

Les matériaux Composites a Matrice Céramique (CMC) sont beaucoup moins
répandus en raison dun cotut tres élevé. Ils sont caractérisés par de tres bonnes
propriétés thermiques qui les rendent particulierement intéressants pour des appli-
cations a haute température. Les renforts sont souvent constitués de carbures de
silicium, de fibres de carbones ou d’alumine (AlsOs3). Ils ont généralement un taux
de porosité assez élevé. La durée de vie des CMC fait 'objet de plusieurs études de
nos jours.

(a) Volets froids en composites thermostructu- (b) Prototype de mélangeur en CMC sur moteur
raux C/SiC (Avion de combat Rafale). CFM56-5C.

FIGURE 1.15 — Quelques applications des composites a matrice céramique (CMC)
sur les moteurs civils et militaires.
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1.2.1.3 Composite a matrice métallique

Les Composites & Matrice Métallique (CMM) ont été élaborés pour tenter de
concilier les qualités des métaux (ductilité, bonne tenue face au vieillissement, .. .)
avec la légereté et les bonnes caractéristiques mécaniques propres aux structures
composites. Ils comportent une matrice en métal léger et des renforts pouvant étre
soit des fibres courtes céramiques ou particules, soit des fibres longues céramiques
métalliques. Les matériaux composites a matrice métallique (CMM) sont utilisés
le plus souvent dans les zones de température relativement élevées (jusqu’a 500°
C). L'un des matériaux phares de SNECMA est le disque ANAM (anneau aubagé
monobloc) fabriqué en une matrice de titane renforcée par des fibres longues SiC'.
L’utilisation de ce matériau a par exemple permis, a performance égale, de réduire la
masse de la structure de maniere conséquente. Compte tenu du cotut de revient assez
élevé, les composites a matrice métallique sont réservés plutot pour des applications
assez exigeantes.

Différents types de renforts peuvent étre utilisés : les fibres de verre (ultra-
répandues), les fibres de carbone, les fibres d’aramides, les fibres végétales. Les
applications < hautes performances », comme dans l'industrie aéronautique ou
aérospatiale, utilisent des fibres longues tissées ou encore empilées en plis unidi-
rectionnels, ce qui permet d’optimiser les propriétés mécaniques du composite. Les
renforts quant a eux sont plutot classés en fonction de leur forme.

§§ §(n“ecma

pe SAFRAN

Disque aubagé Anneau aubagé
classique monobloc
(référence) (-50% masse)

FIGURE 1.16 — Utilisation du composite SiC/Titane pour la fabrication de disque
ANAM.

1.2.2 Forme des renforts

— Particules/Inclusions. Les renforts sont des particules, des billes de petite
taille sans orientation particuliere et ayant une distribution aléatoire ou quasi-
aléatoire.

— Renforts fibres courtes : c’est-a-dire de longueur faible devant les dimen-
sions de la piece. Les fibres courtes peuvent également avoir une distribution
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et une orientation aléatoires.

— Renforts fibres longues : ceux sont des fibres dont la longueur est compa-
rable aux dimensions de la piece. Ces types de renforts se retrouvent le plus
souvent dans les stratifiés et les tissés.

L’expérience a montré, dans la plupart des cas, I'existence d’une interphase
entre les renforts et la matrice. Cette interphase peut se former spontanément
ou étre ajoutée volontairement. Les effets de l'interphase sur les propriétés
mécaniques peuvent étre tres importants. Par contre dans ce document on
ne s’intéressera pas aux effets de l'interphase. Le matériau composite sera
constitué d’une matrice et d’'un renfort.

FIGURE 1.17 — renforts en forme de (a) particules (b) fibres courtes (c) fibres longues.

1.2.3 Structure des pieces composites.

Outre la microstructure, les matériaux composites peuvent aussi étre caractérisés
de par la structure des pieces composites. Les composites a particules ou a fibres
courtes sont généralement de simples matrices chargées. Leur conception et leur
fabrication ne présentent pas de signes distinctifs particuliers. Par contre les compo-
sites a fibres longues possedent la plupart du temps des structures assez particulieres.
Il est alors possible de les classer selon ces structures caractéristiques particulieres.

1.2.3.1 Composites tissés

Le matériau utilisé pour I'aube fan du LEAP est en structure composite tissé.
Dans les composites tissés, les fibres sont tressées ou alignées en < cables > nommés
torons ou fils. Chaque toron peut contenir des centaines ou des milliers de fibres.
Les fils ainsi constitués sont ensuite tissés selon des motifs plus ou moins complexes.
Il existe une large gamme de motifs de tissus. Ils peuvent étre tridimensionnels ou
bidimensionnels en fonction des performances mécaniques souhaitées. La figure 1.18
présente une synthese des préformes textiles les plus répandues. Le matériau de
I’aube est un interlock 3D.
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Pour ces types de matériaux, il existe trois échelles de modélisation : échelle
micro (fibres), échelle méso (torons), échelle macro (échelle de la piece). En fonction
du type de probleme certaines échelles peuvent se révéler non pertinentes pour une
simulation numérique. Par exemple, dans le cas du contact composite pied d’aube,
la simulation peut se limiter a 1’échelle mésoscopique.

Tricoté en sens chaine
Falconnet et al. (2002)

Tissus taffetas 2D

. Tricoté en sens trame
r—Tricoté —|
El-Hage (2006)

Tricoté en sens chaine

— Taffetas

. — Satin
——Tissus — )
— Sergé

. Tressé circulaire
— Hybride

Adanur et Liao (1998)
— Circulaire
—Tress¢ —— Figuré

Biaxial
— Plat L Triaxial

Stratifié cousu (non tissé)
Drapier et Wisnom (1999)

Stratifié cousu (tissé et non tissé)
Cousu L Sandwich cousu

— Interlock 2.5D —[_ Couche-Couche

) Couche a couche
Tissé — Interlock 3D Tissage angle Interlock 3D
L Interlock orthogonal Adanur et Liao (1998)
— Solide )
-pas
— Tressé ——— Cartésien 4-p'i1§
— Tubulaire Muld-pas

Tressé 3D
Dexter (1998)

., Chaine de tricotage multiaxial
Tricoté _E Sandwich tricoté

Tricoté 3D multiaxial
Adanur et Liao (1998)

FIGURE 1.18 — La structure des types de préforme textile

1.2.3.2 Composites stratifiés

Le composite stratifié est formé de plusieurs plis d’orientations variées. Le pli est
composé de torons. Au sein d'un pli, les renforts peuvent avoir n’importe quel type
de disposition pourvue qu’elle soit plane. Les torons sont liés entre eux par la matrice
qui joue un role de liant. Un toron est constitué de plusieurs fibres (Fig.1.19). Il est
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possible d’adapter finement les propriétés mécaniques du stratifié aux sollicitations
extérieures en jouant sur I'ordre et I'orientation des plis. Ils sont moins cotiteux que
les tissés. L’inconvénient majeur de ce type de composite est lié au phénomene de
délaminage.

FIGURE 1.19 — Composites stratifiés.

1.2.3.3 Structures en sandwich

Les structures sandwich sont constituées de deux peaux (généralement ayant de
bonnes caractéristiques mécaniques) collés sur une ame épaisse mais légere, comme
une mousse de polymeres ou un nid d’abeilles, a 'aide d’adhésif (Fig. 1.20). Avec
cette structure, il est possible d’obtenir des pieces ultra-légeres, résistantes et rigides
en flexion et en torsion. Plusieurs échelles peuvent exister en fonction du type de

FIGURE 1.20 — Structures sandwich (image NASA).

matériau composite considéré. Entre 1’échelle micro et macro une échelle méso peut
étre rajoutée.
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Dans le reste de tout ce document lorsqu’on parlera de matériaux composites, il
s’agira donc de matériaux composites a fibres longues tissés 3D (Fig. 1.21) a matrice
organique (CMO) ou & matrice céramique (CMC).

F1GURE 1.21 — Image virtuel d'un VER du composite tissé tridimensionnel CMO
orienté dans le repere du contact.

La modélisation mécanique des matériaux composites/hétérogenes demeure tres
compliquée. Cette difficulté est principalement liée au fait que ces matériaux font
intervenir plusieurs échelles : 2 (micro, macro) a minima et parfois 3 (micro, méso,
Macro).

1.3 Homogénéisation et méthodes numériques
multi-échelles

La description fine des matériaux hétérogenes en général, et celle des composites
en particulier reste assez complexe du point de vue modélisation mécanique. La
nécessité de pouvoir prédire le comportement de ces types de matériaux a fait naitre
au milieu du X X°™¢ siecle le concept de ’homogénéisation micromécanique. L’ob-
jectif étant de remplacer le matériau hétérogene par un milieu homogene équivalent
(MHE). Ceci permet de revenir a un milieu homogene, milieu dans lequel serait
valide les hypotheses de la Mécanique des Milieux Continus (MMC) classique. Dans
cette partie nous présenterons les bases de la théorie de 'homogénéisation ainsi que
les méthodes numériques multi-échelles applicables aux matériaux hétérogenes en
général. L’exposé partira de la méthode la moins cotiteuse a la méthode la plus
coliteuse.

1.3.1 Théorie de ’homogénéisation classique

La démarche d’homogénéisation comporte trois étapes :
— La représentation : C’est la premiere étape de toute démarche d’ho-
mogénéisation. Il s’agit ici de décrire le milieu hétérogene. A ce stade, il
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faut préciser la constitution de cet ensemble (milieu hétérogene). On doit
définir les constituants, leurs morphologies, leur répartition spatiale, les pro-
priétés mécaniques qu’on leur affecte ... La représentation conduit si possible
(séparabilité des échelles) a la définition d'un VER.

— La localisation : Cette étape consiste a établir des relations de passage entre
I’échelle microscopique et 1’échelle macroscopique (tenseur de localisation). Elle
permet de déterminer les champs, a I’échelle microscopique (c’est a dire au sein
d’un VER), induits par un chargement & ’échelle macroscopique (structure).

— L’homogénéisation : Cette étape consiste a déterminer le comportement effectif
homogénéisé.

1.3.1.1 Représentation

Avant de construire le VER, il faudrait vérifier I’hypothese de séparabilité des
échelles.

Séparation des échelles

La taille caractéristique de 1’échelle microscopique d est celle des hétérogénéités.
Cette échelle doit étre pertinente. Elle ne doit pas étre inutilement trop fine, et
surtout les outils de mécanique des milieux continus doivent étre encore applicables.
On s’imagine bien que si on choisit des hétérogénéités de 1'ordre de I’Angstrom, il
faudrait faire de la dynamique moléculaire au lieu de la MMC. Ceci n’est évidemment
pas le but. Soit [ la taille du VER, Ly, la longueur d’onde du chargement, L la
longueur de la structure. Il y a séparabilité des échelles si et seulement si :

— | << L, Lapp : La structure doit étre pouvoir traitée comme un milieu continu.

Le VER de dimension [ doit pouvoir étre traité comme un point a ’échelle de
la structure.

— | >> d sans cette hypothese le comportement de la structure fluctuerait for-
tement d’un point a un autre. La taille des défauts doit étre petite devant la
taille du VER.

La condition de séparabilité des échelles est tres importante dans toute démarche

d’homogénéisation. Une fois cette condition remplie, on passe a 1’étape de la
représentation du VER.

Représentation du VER

— Milieu périodique : Certaines répartitions spatiales se prétent bien a la
construction d’'un VER périodique (Fig.1.22). Une description déterministe
du milieu hétérogene est obtenue (cf.[BOR 01]).

— Milieu aléatoire : Dans le cas des milieux aléatoires (Fig.1.23), la description
géométrique et mécanique ne peuvent plus étre déterministes. Une descrip-
tion statistique sera donc faite a 1’échelle microscopique tout en gardant une
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FI1GURE 1.22 — Exemple de microstructure périodique.

FIGURE 1.23 — Exemple de microstructure a orientation cristalline aléatoire
[POU 13].

physique déterministe a 1’échelle macroscopique (Monte-Carlo classique).

1.3.1.2 Localisation

Cette étape consiste a obtenir des champs microscopiques de contraintes ou
de déformations, induits au sein du VER par le chargement macroscopique de
déformations ou de contraintes.

Dans la suite de ce chapitre,  désignera le vecteur position au sein du VER, V' le
volume du VER, 9V le contour du VER, u(z), o(z), e(x) désigneront respectivement
les champs de déplacements, de contraintes et de déformations microscopiques. Les
champs de contraintes et de déformations macroscopiques sont désignés respective-
ment par : X, F.

0, €% seront les champs macroscopiques imposés.
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<> définit 'opérateur de moyenne sur V' tel que :

<0>:%></0dv et <€>:%x/5dv (1.5)
1% 1%
Les moyennes des champs microscopiques doivent étre égales aux champs macrosco-
piques.
<e>=FE, et <o>=X% (1.6)
L’égalité entre la moyenne des champs locaux et les champs macroscopiques imposés
est vérifiée pour certains types de conditions limites données.

Les conditions limites
Les chargements appliqués au VER doivent correspondre aux sollicitations

([BOR 01]) que le VER subirait au sein de la structure globale. On peut citer les :
— Conditions de déformations homogenes sur le contour

u(z) = %, surdv (1.7)
— Conditions de contrainte homogene sur le contour
on = c’.n, surdV (1.8)

— Conditions aux limites périodiques
u(z) = a + v, surdV (1.9)

ou n est le vecteur normal a la frontiere et v un champ périodique de moyenne nulle.
Le tenseur de localisation

Cette étape consiste a établir des relations explicites (ou implicites) entre
les champs microscopiques et macroscopiques. Les tenseurs de localisation des
déformations A et des contraintes B peuvent se mettre sous la forme fonctionnelle
générique suivante :

ez, t)=A[EW),Y (2 )|z, 2' e V' <t (1.10)
avec < A >= 1,

o(z,t) = B[X({),Y (2 )]z, 2" e V' <t (1.11)

avec < B >= 1,
ol Y est l'ensemble des parametres attachés a la description géométrique et
mécanique retenue du VER.

La différence principale entre les différents schémas classiques d’homogénéisation
réside dans la détermination des tenseurs de localisation.
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1.3.1.3 Bases de ’homogénéisation

Le but de I'homogénéisation est de trouver le comportement effectif du VER
c’est & dire de trouver une relation entre la déformation macroscopique imposée £°
(ou la contrainte macroscopique imposée o) et ¥ =< ¢ > la contrainte résultante
(ou E =< ¢ > la déformation résultante).

0

Exemple : Elasticité linéaire (contrainte homogene o imposée au contour).

Dans le cas particulier de 1’élasticité linéaire :

e(z) =s(z):0(x) ze€V (1.12)

ou s(x) correspond au tenseur de souplesses local. En utilisant ’équation 1.6 il
est possible d’écrire :

E=<e(x)>=<s(z):0()> ze€V (1.13)
Or, les contraintes locales sont déterminées par la relation de localisation (eq.1.11).
o(r) = B(z): o° (1.14)

D’ou :
E =< s(x): B(z): 0" >=< s(z) : B(z) >: 0" (1.15)

L’expression des modules de souplesses homogénéisés ST se met sous la forme :
SHom — < s(z) : B(z) > (1.16)

La figure 1.24 résume les différentes étapes d'une démarche d’homogénéisation.

Dans la démarche qui vient d’étre présentée, la principale difficulté se trouve
donc dans la détermination du tenseur de localisation c’est a dire les tenseurs A
et B. Plusieurs approches et plusieurs schémas existent dans la littérature pour
déterminer ces tenseurs de localisation.

1.3.2 Quelques approches d’homogénéisation
1.3.2.1 Approches a champs moyens

— Bornes d’ordre 1 et d’ordre 2.
Certains scientifiques ont proposé des bornes permettant d’encadrer le com-
portement effectif homogénéisé des matériaux hétérogenes. Les bornes de Voigt
et de Reuss sont des bornes d’ordre 1 qui s’apparentent beaucoup plus a la
loi des mélanges. Voigt fait '’hypothese des déformations uniformes en tout
point c¢’est a dire A = I. Le comportement ainsi obtenu correspond a la borne
supérieure du comportement réel du matériau hétérogene. La borne de Reuss
résulte d'une approximation duale & celle proposée par Voigt [PAU 60] B = I.
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F1GURE 1.24 — Différentes étapes d'une démarche d’homogénéisation [BER ].

Le comportement obtenu avec I'’hypothese de Reuss correspond a la borne
inférieure du comportement réel du matériau hétérogene. Il existe également
des bornes d’ordre supérieur. Ces bornes donnent des encadrements beaucoup
plus étroits du comportement effectif homogénéisé. L'une des plus connues
dans la littérature est celle de Hashin et Shtrikman [HAS 62, HAS 63]. Cette
borne est une borne d’ordre 2 basée sur les tenseurs de polarisation.
— Schéma de Mori-Tanaka.
La méthode de Mori-Tanaka est basée sur la solution du < probleme de
I'inclusion d’Eshelby ». Le tenseur de localisation est construit a partir
de la solution d’Eshelby [ESH 59, ESH 57]. Le principe est de considérer
que les hétérogénéités sont noyées dans une matrice infinie soumise a une
déformation moyenne ¢, inconnue. Le tenseur de localisation est obtenu en
faisant une opération de moyenne. Il existe plusieurs variantes a ce schéma
d’homogénéisation.
— Schéma Auto-cohérent.
Contrairement au schéma de Mori-Tanaka, le schéma auto cohérent suppose
que chaque inclusion est entourée du milieu homogene équivalent. Le calcul
du comportement effectif se fait le plus souvent de maniere numérique. Des
problemes de convergence de la solution peuvent apparaitre. Il est également
tres cotteux en temps de calcul. Cependant les résultats obtenus sont plus
précis que ceux obtenus avec les approches de Mori-Tanaka. Plusieurs variantes
du schéma auto-cohérent existent dans la littérature.
Le livre [BOR 01] présente plus en détails les schémas d’homogénéisation classiques
ainsi que leurs différentes variantes. Les méthodes a champs moyens permettent
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uniquement de déterminer les champs mécaniques moyens par phase. Les champs
locaux microscopiques sont donc moyennés. Il n’y alors aucune information sur la
variation des champs locaux, ni sur leurs répartitions spatiales.

1.3.2.2 TFA et NTFA

Les approches TFA et NTFA, contrairement aux approches a champs moyens,
permettent d’avoir une variation des champs locaux autour de leur valeur moyenne.
Elles sont beaucoup plus riches que les approches a champs moyens classiques et
peuvent étre appliquées a un certain nombre de problématiques industrielles, comme
I'étude du comportement des combustibles nucléaires [LAR 12].

— TFA [DVO 92a, DVO 92b, DVO 94].

Les méthodes d’analyse par champs de transformation développées par Dvo-
rak permettent de prendre en compte la variation des champs moyens. Dvo-
rak [DVO 92a, DVO 94] propose d’approcher les champs locaux réels par des
distributions uniformes par morceaux. La cellule élastique microscopique est
décomposée en une série de sous-volumes. Pour que la méthode donne de
bons résultats, le nombre de sous-volumes doit étre important. Méme dans
ce cas, la TFA prédit un comportement trop raide de la microstructure. Le
fait d’approcher un champ de déformation non-uniforme par des champs uni-
formes par morceaux, ne suffit pas a reproduire le comportement effectif du
matériau. Pour pallier a ce déficit, ’analyse par champs de transformations
non-uniformes (NTFA) a été développée.

— NTFA [MIC 00, MIC 03].

La NTFA ou ” Nonuniform Transformation Field Analysis” a été initiale-
ment développée par [MIC 00] dans le cas des modes plastiques scalaires. Le
concept a été légerement modifié en se basant, non plus sur des modes plas-
tiques scalaires, mais sur des modes plastiques tensoriels [MIC 03]. Le prin-
cipe de base est de décomposer les déformations inélastiques (qui sont vues
comme des champs locaux de déformations libres) sur un ensemble de modes
empiriques non-uniformes. Ces fonctions non uniformes sont définies par I'uti-
lisateur. Elles peuvent étre déterminées par des calculs préliminaires (éléments
finis par exemple). Cela implique que 'utilisateur ait une idée de I'intensité
du chargement puisque le résultat dépend entierement de la détermination de
ces fonctions ou modes plastiques. La méthode NTFA est trés peu couteuse
en temps de calcul. Elle a été appliqué avec succes a plusieurs problemes d’ho-
mogénéisation, notamment dans le nucléaire [LAR 12].
Les approches TFA et NTFA ont été passées en revue assez succinctement. Le lecteur
pourra se référer pour plus de détails aux travaux de Pierre Suquet et son équipe
[MIC 00, MIC 03]. Il faut retenir par contre qu’elles sont difficilement utilisables
dans le cas d'un contact entre matériaux hétérogenes. Plusieurs limitations existent.
Outre la séparabilité des échelles, il faudrait recalculer les modes plastiques a chaque
incrément de charge ou de modification des géométries en contact, ...
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Toutes les approches présentées dans cette partie du manuscrit sont difficilement
transposables au cas d'un contact entre matériaux hétérogenes. L’une des limitations
majeures étant 'hypothese de séparabilité des échelles.

1.3.3 Méthode FE2

La méthode des éléments finis & deux niveaux (FE?) [FEY 00] propose de
discrétiser la structure macroscopique par des éléments finis et d’associer a chaque
point d’intégration un probleme microscopique (VER) représentant la microstruc-
ture élémentaire du matériau (Fig.1.25). Le concept s’inspire directement de la
théorie d’homogénéisation (localisation, homogénéisation). L’étape de la ”localisa-
tion” est remplacée par la résolution d’un second probleme éléménts finis (eq. 1.18)
dans le VER, avec des conditions limites périodiques.

u(z) = o +v (1.17)

avec €° le tenseur des déformations obtenu a chaque point d’intégration du probleme
EF macroscopique, v étant un champ périodique.

La loi de comportement matériau a 1’échelle microscopique est intégrée et un
second probleme EF est résolu avec des conditions limites de ’équation 1.17.

divo =0

o=c:e,surV

o et e periodiques
<o>=% et <e>=F (1.18)

avec ¢ la loi de comportement local.

Le probleme microscopique revient donc a déterminer les champs de contraintes
et de déformations dans le VER. Connaissant les champs de contrainte dans le
VER, on peut remonter a la contrainte macroscopique par une simple opération
de moyenne. Les calculs EF a 1’échelle micro sont completement indépendants et
sont donc aisément parallélisables [FEY 00]. La méthode FE2, certes performante,
possede néanmoins les mémes limitations que la théorie de ’homogénéisation clas-
sique ; elle reste pertinente uniquement lorsque les échelles sont bien séparées. Elle
s’avere également assez cotiteuse en temps de calculs.

1.3.4 Calcul direct

Le calcul direct permet de se passer de I'hypothese de séparabilité des échelles.
Toutes les hétérogénéités sont maillées. Il existe plusieurs variantes optimisées du
calcul direct.
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FIGURE 1.25 — Principe de la méthode FE?[FEY 00].

1.3.4.1 Décomposition de domaines

Les méthodes de décomposition de domaine proposent de diviser une structure
en sous-structures et relations d’interface. Le but principal est de pouvoir introduire
et surtout de profiter des avantages du calcul parallele. Les différentes étapes de
cette méthode sont :

— un découpeur décompose le maillage en sous-domaines en fonction de la nature
du probléme a résoudre (Figs. 1.26 et 1.27)

— Résolution itérative globale.

— Accélération par résolution exacte dans les sous-structures (solution d’un
probleme condensé aux interfaces). Les sous modeles sont résolus en parallele.

— La vérification des conditions de continuité aux interfaces. Il existe plu-
sieurs approches : approches en déplacements ou primales (Balancing Do-
main Decomposition Method [MAN 93]), approches duales (méthode FETI
[FAR 91, FAR 96]) et les approches mixtes (méthode LATIN [LAD 99],
méthode du Lagrangien augmenté [GLO 90]).

Cette méthode quoique tres colteuse peut résoudre une tres grande variété de
problemes multi-échelles. Elle n’est pas limitée par I’hypothese de séparabilité des
échelles. Il s’agit d’une utilisation intelligente et optimale du calcul direct. Il est pos-
sible de résoudre un probleme de contact entre matériaux hétérogenes ou matériaux
composites (a architectures complexes). La principale limitation est liée au fait
que toute la zone de contact doit impérativement se situer dans un seul domaine.
Ceci limite considérablement le nombre de sous-domaines qu’on peut construire. La
méthode de décomposition peut étre aussi tres cotiteuse en temps de calcul.
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FIGURE 1.26 — Schématisation de la méthode de décomposition de domaine sur une
plaque avec plusieurs trous.

1.3.4.2 Méthode Arlequin

Il s’agit d'une approche tres originale. Cette méthode a été développée par Ben
Dhia [BEN 98, BEN 99] pour la résolution numérique de problemes mécaniques pour
lesquels une représentation macro (grossiere) est suffisante, sauf en des zones loca-
lisées (zones d’intéréts). Dans ces zones, des représentations micro sont nécessaires.
La méthode peut aussi étre utilisée pour coupler des modeles différents comme par
exemple des modeles discrets/continus. Cette méthode est fondée sur trois consti-
tuants clés : la superposition de modeles, la partition des énergies et les couplages
énergétiques des modeles superposés.

Considérons le cas d’un solide élastique, occupant un domaine € (Fig.1.28).
Ce domaine contient par exemple une fissure qui occupe un sous-domaine {2, dans
lequel la modélisation héritée de celle mise en place dans 2y, n’est pas assez précise.
Le sous-domaine est donc notre zone d’intérét micro dans lequel on a besoin d'une
modélisation tres fine. Le concept de la méthode Arlequin est de concevoir le modele
local complet souhaité et de le superposer au modele global dans la zone d’intérét.
Dans la zone d’intérét, il existe deux représentations mécaniques différentes donc
deux états mécaniques différents. Une partition énergétique est ensuite réalisée dans
la zone d’intérét par l'introduction de fonctions poids qui forment une partition
de T'unité. Le dernier constituant clé de la méthode est le raccord entre les deux
domaines. La liaison entre les deux domaines est faite via I'introduction d’une zone
de recouvrement €y, (Fig.1.29). La méthode Arlequin peut s’appliquer a plusieurs
problemes industriels : pieces tournantes de turboréacteur en structures composites
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(a)

F1GURE 1.27 — Mise en ceuvre de la méthode de décomposition de domaine sur un
probléme d’acoustique, [MAG |.

stratifiées [TOU 12]; au couplage stochastique-déterministe [PRU 08, PRU 09] ; aux
problémes d’impact [BEN 04]. Elle a également été utilisée pour la modélisation du
fretting wear [BEN 11] dans le cas d’un contact entre matériaux homogenes. On
peut tres bien imaginer une extension de ’approche dans le cas d’un contact entre
matériaux hétérogenes. La difficulté de la méthode Arlequin réside dans le choix
des multiplicateurs de Lagrange recollant les domaines dans leur zone de transition.
Cette difficulté est principalement numérique. Pour certains types de probleme cette
méthode est beaucoup plus lourde a mettre en place, avec des temps de calculs plus
élevés que le calcul direct. C’est le cas du contact hétérogene avec une, deux ou une
dizaine d’hétérogénéités par exemple.

Ces dernieres solutions meéme si elles peuvent fournir des résultats assez précis,
sont difficilement envisageables dans un contexte industriel du fait du temps de calcul
et du cott humain que cela peut engendrer. Au probleme hétérogene se superpose
la problématique assez complexe de la modélisation du contact.
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FIGURE 1.28 — Principe de la méthode Arlequin (a) Modele initial (b) Modele local
(¢) Superposition.
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FIGURE 1.29 — Représentation des modeles macroscopique €2y et microscopique £2;
avec une zone de recouvrement {2y,.

1.4 Modélisation en mécanique des contacts

1.4.1 Approches analytiques
1.4.1.1 Contact Hertzien

La mécanique des contacts a réellement émergé suite a ’article de Heinrich Ru-
dolf Hertz <« On the contact of elastic solids [HER 82] » publié en 1882. Ce papier
est considéré aujourd’hui comme le début de la mécanique de contact qui est deve-
nue ainsi une branche entiere de la mécanique. Hertz s’intéresse a un probleme de
contact élastique sous un chargement normal statique. Les corps en contact sont de
type paraboloide elliptiques et non-conformes. La non-conformité implique que les
surfaces non déformées des deux corps en contact ne sont superposables autrement
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qu’en un point (contact pseudo-ponctuel) ou une ligne (contact pseudo-linéique). Le
cas d'un contact normal sphere/plan peut étre résolu avec I'hypothese classique de
Hertz. Cependant sa théorie ne peut s’appliquer au contact aube/disque. La théorie
de Hertz repose sur trois hypotheses fortes :

— Absence de frottement.

— Matériaux homogenes isotropes.

— Hypothese des massifs élastiques semi-infinis. Cette troisieme hypothese est
vérifiée si la taille de la zone de contact est faible par rapport a la dimension
des corps en contact d'une part et si les rayons de courbure de ces derniers
sont grands par rapport a la dimension du contact.

Les hypotheses de Hertz, bien qu’assez restrictives, suffisent souvent a 1’étude

d’une importante partie des problemes industriels. Beaucoup d’autres modeles ana-
lytiques apparaitront plus tard, traitant des contacts dits non-hertziens.

1.4.1.2 Géométries non-hertziennes

Sont regroupées sous le terme <« Géométries non-hertziennes >, des géométries
en contact ne pouvant étre assimilées a des ellipsoides. Des solutions existent
pour ces types de géométries. Elles sont pour la plupart basées sur I’hypothese
de massif semi-infini. Les solutions d’Aleksandrov [ALE 86] dans le cas des contacts
poingon/plan peuvent étre citées en exemple. Le cas des surfaces rugueuses ayant
un profil sinusoidal fut également abordé par Westergaard [WES 39]. D’autres solu-
tions [GRE 66] traitant le cas d'un contact plan rugueux sont obtenues cette fois-ci a
partir d'une méthode statistique qui suppose une distribution gaussienne d’aspérités
sphériques dont la position des sommets differe.

1.4.2 Approches numériques

1.4.2.1 Méthodes des éléments finis

Il s’agit de la méthode reine en mécanique numérique. Il existe de nombreux logi-
ciels commerciaux avec des Interfaces Homme-Machine simplifiant considérablement
la prise en main et l'utilisation. Une importante quantité de phénomenes phy-
siques (dynamique, thermique, plasticité, viscosité, champs magnétiques,...) peut
étre prise en compte simultanément. Il existe une littérature tres riche (plus de
3000 références sur science direct) sur la résolution des problemes de contact en
utilisant les méthodes éléments finis. Les livres de Wriggers [WRI 06] et Laursen
[LAU 03] constituent de tres riches syntheses. Cependant compte tenu de la forte
non-linéarité induite par la physique du contact, les solutions peuvent parfois di-
verger. Le probleme de contact tangentiel a l'inverse du contact normal demeure
toujours du domaine de la recherche. Ainsi la convergence et parfois I'unicité de la
solution ne sont pas toujours assurées pour des coefficients de frottement tres élevés.
Certains cas industriels, comme les surfaces rugueuses ou des surfaces avec des in-
clusions dures, ne peuvent étre résolus efficacement avec la méthode des éléments
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finis classiques. Il faut également rappeler que les temps de calculs sont assez élevés,
et le sont d’autant plus que l'existence de forts gradients de contraintes oblige a
utiliser un maillage assez fin. Il s’agit cependant de la méthode la plus aboutie en
mécanique numérique.

1.4.2.2 Méthodes des éléments de frontiéres

Les méthodes des éléments de frontieres sont une alternative a la méthode des
éléments finis en mécanique du contact. Il existe une littérature abondante sur le
sujet. Ces approches, comparées a la méthode des éléments finis classiques, sont
plus rapides mais offrent peu de flexibilité en matiere de modélisation numérique

de géométries 3D complexes. Plusieurs ouvrages de référence existent sur le sujet
comme celui de Man [MAN 94] ou de Aliabadi et Brebbia [ALI 93].

1.4.2.3 Différences finies et méthodes multi-grilles

Les méthodes des différences finies furent utilisées pour la premiere fois en
mécanique du contact par Terzopoulos [TER 87, TER 88]. Ils s’intéressent dans
un premier temps a un contact entre corps élastique [TER 87|, puis ensuite au cas
de la plasticité et de la fissuration fragile [TER 88]. Les schémas de type différences
finies sont peu souples du fait de I'utilisation d’une grille réguliere. Il est donc tres
difficile d’approximer des géométries complexes et de gérer correctement les condi-
tions limites. Pour pallier a cette difficulté, Lubrecht [LUB 91] s’est tourné vers les
méthodes multigrilles. Il y aura par la suite plusieurs développements basés sur ces
méthodes ; pour prendre en compte les contacts dans le cas des matériaux revéetus ou
a gradients de propriétés [BOF 12a], puis des matériaux hétérogenes et élastiques
[BOF 14, BOF 15]|. Des développements importants sont encore nécessaires pour
prendre en compte entre autres, ’anisotropie de comportement, la plasticité, cer-
taines distributions d’hétérogénéités, ...

1.4.2.4 Méthodes semi-analytiques

Lorsque les solutions analytiques s’averent difficiles a obtenir, il est alors pos-
sible de discrétiser le probleme et de le résoudre en sommant numériquement les
solutions analytiques de problemes élémentaires. Ces types d’approches seront ap-
pelés < méthode semi-analytique ». Ces méthodes se retrouvent dans plusieurs
domaines de la mécanique : de I’homogénéisation mécanique a la mécanique du
contact en passant par les problemes de thermique, de plasticité, de calcul des fonc-
tions de Green .... Les techniques numériques utilisées par les différents auteurs
varient grandement selon le type de probleme résolu. Les premiers modeles des-
tinés aux problemes de contact sous chargement normal statique furent présentés
d’une part par [BEN 67, JOH 85a] puis par Paul et Hashemi [PAU 81]. Kalker
[KAL 90] publie un ouvrage qui formalise la méthode semi-analytique. Nowell et
Dini [DIN 04, NOW 98] I’applique alors a la problématique de fretting contact dans
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le cas des contacts bidimensionnels. Les approches de Kalker d’origine utilisent des
algorithmes de type Newton-Raphson. La méthode de Newton Raphson sera rem-
placée plus tard par celle de Gauss-siedel dans I'article de Jaeger [JAE 04]. Plusieurs
techniques d’accélération de temps de calcul seront ensuite introduites. C’est le cas
par exemple des méthodes multi-grilles [BRA 90, LUB 91], les transformées de Fou-
rier rapides [JU 96a, NOG 97, POL 00, LIU 01]. La finesse des discrétisations ren-
due possible par ces méthodes les rendent quasiment incontournables [AI 99] dans
I’étude des contacts rugueux. L’équipe du Professeur Daniel Nélias développe depuis
quelques années un code de contact robuste basé sur les méthodes semi-analytiques.
Les premiers travaux remontent & ceux de Christophe Jacq [JAC 02a, JAC 02b] qui
utilise les approches semi-analytiques pour résoudre un contact élastoplastique 3D.
Le code s’est développé depuis et a été appliqué avec succes a des problématiques :

— de contacts thermo-élasto-plastiques [BOU 05, BOU 07]

— de plasticité et d’accumulation de déformation plastique en mécanique du

contact [BOU 07]

— de roulement élasto-plastique [NEL 07b, CHA 11c]

— d’usure de contacts mécaniques [GAL 06, GAL 07b, GAL 10a, GAL 10b]

— de contact entre matériaux anisotropes [BAG 13, BAG 12b, GAO 15]

— de contact entre matériaux hétérogenes [LER 10, LER 11, KOU 14b)]

— du grenaillage [CHA 12a, CHA 11c, CHA 11d]

— de prise en compte des effets dynamiques dans la résolution du contact

— de prise en compte des contacts viscoélastiques hétérogenes, du roulement

viscoélastique sur massif homogene/hétérogene [KOU 14a, KOU 15]

— de fretting contact en présence de massif viscoélastique

Les méthodes semi-analytiques, comparées aux autres méthodes numériques,
présentent ’avantage d’étre tres rapides. Elles peuvent prendre en compte des
géométries complexes 3D, des phénomenes physiques complexes comme la plasti-
cité, la viscoélasticité ... Les approches développées dans cette these se baseront sur
ces méthodes semi-analytiques.

1.4.3 Cas spécifique du contact aube/disque, aube
métallique

La recherche sur le contact aube/disque a été activement soutenue par
les motoristes aéronautiques comme Rolls-Royce, MTU Aero engines, Snecma,
... Evidemment les études sur cette problématique ne sont pas toutes dans le
domaine public. Nous présenterons ici les quelques approches existantes dans la
littérature.

Une premiere approche basée sur les modeles analytiques a été intensément
développée par Nowell et Hills [NOW 98, HIL 88]. Il s’agit de modeles bidimension-
nels dont 1'objectif est d’étudier le contact aube/disque dans le cadre des problemes
de fretting-fatigue. Dans ces travaux, le contact aube-disque est supposé équivalent
a un contact poingon-plan avec des rayons de courbure en sortie de portée comme
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I'illustre la figure 1.30.

¥
Blade :I\\I
'}

FiGURE 1.30 — Approximation géométrique du probleme de contact aube-disque
[RAJ 06]

Une deuxieme approche ayant une forte composante expérimentale a été

développée par Fouvry. Une premiere partie des travaux [MAR 09b, FRI 02, PAU 06]
a consisté au développement des solutions technologiques pour limiter 'endomma-
gement de 'interface aube/disque. Ces solutions passent par I’étude des revétements
et des lubrifiants utilisés dans le contact aube/disque. Une deuxieme partie
[MER 11, VAN 13] s’est consacrée a l'étude expérimentale du fretting-fatigue, a
la mise en place des lois d'usure en vue de prévoir 'amorcage et de déterminer la
durée de vie des contacts aube/disque.
Il existe une troisieme approche basée sur la méthode éléments finis avec valida-
tion expérimentale. Il s’agit ici principalement des travaux de Pommier [MON 15b,
MON 15a] du LMT Cachan et de Cailletaud et Feyel [YAS 11, DIC 06¢| de I’école
des Mines de Paris. Les travaux de Pommier ont consisté principalement, a par-
tir d’un calcul éléments finis, de faire une décomposition des champs mécaniques
en une partie non-locale dépendant du chargement extérieur, et en une partie lo-
cale dépendant de la géométrie des corps en contact. L’avantage de cette approche
réside dans le fait que la composante non-locale est indépendante de la géométrie.
L’équipe de Cailletaud et Feyel a développé durant la these de Vladislav Yastre-
bov [YAS 11] des méthodes numériques avancées de résolution des problemes de
contact avec application au contact aube/disque (Fig.1.31). Une technique de zoom
structural (Fig.1.32) inspiré de [COR 99, SIN 02, BEI 03] fut utilisée pour obtenir
un maillage plus fin au niveau de la portée de l'aube. Le modele fin est piloté a
partir des déplacements relevés sur le modele global. Une attention particuliere fut
également accordée a 'impact du matériau (TA6V) sur les sollicitations en fretting-
fatigue [DIC 06b, DIC 06a].

Une derniere approche basée sur un couplage entre la méthode semi-analytique
pour résoudre le probleme de contact et simuler I'usure, et un modele éléments finis
permettant de prendre en compte le chargement et la géométrie de la structure réelle
a été mise en place par 1’équipe de Daniel Nélias [FUL 11, GAL 07a.
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Modélisation en mécanique des contacts
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FIGURE 1.31 — Distribution de pression au niveau du contact aube/disque obtenue
par la méthode des éléments finis (EF) [GAL 07a].

Tous les travaux mentionnés ci-dessus se sont limités au cas des matériaux ho-
mogenes isotropes. A notre connaissance, aucune étude complete n’existe de nos
jours sur le contact aube/disque dans le cas des matériaux composites tissés 3D.

1.4.4 Cas spécifique du contact aube/disque pour une aube
composite

De maniere générale tres peu d’études existent sur le contact entre matériaux
hétérogenes ou matériaux composites. Les rares études existantes dans la littérature
se sont consacrées principalement aux composites stratifiées d’'un point de vue

numérique [GOO 97, WU 93, CHE 08a] et expérimental [WU 94, YAN 82].

Cette these s’inscrit dans la continuité des travaux de Benjamin Fulleringer
[FUL 11] et de Julien Leroux [LER 13a]. Durant leurs theses, ils ont pris en compte
les hétérogénéités de formes diverses (cube, ellipsoide, sphere, prolate, ...), tout
d’abord plastiques (i.e. incompressibles) puis élastiques. Un couplage entre un lo-
giciel WiseTex et le code semi-analytique, fournissant les premieres descriptions du
tissage du composite fut réalisé par Leroux [LER 13a]. Cependant, plusieurs ver-
rous restaient encore a surmonter afin d’arriver a un code fonctionnel utilisable de
maniere industrielle. Les objectifs portaient sur :

— La description géométrique : Arriver a prendre en compte des ellipsoides in-

43



1. Etat de Part

(e)

FIGURE 1.32 — Modélisation du contact aube-disque par zoom strucural [SIN 02]

clinées facilitant une meilleure description du tissage mais aussi permettant de
traiter des géométries de type penny-shape.

— Les propriétés matériaux : Arriver a prendre en compte la viscoélasticité de
la matrice, ’anisotropie ainsi que la bonne orientation des fibres dans la
résolution des problemes de contact.

— Réduire les temps de calculs et optimiser le code de calcul afin de pouvoir aller
vers des maillages encore plus fins.

— Faire un couplage entre le modele structurel (EF) et le probleme de contact
"pied d’aube” résolu par la méthode semi-analytique.

— Mettre en place une procédure de validation expérimentale et de
compréhension des contacts composites.

1.5 Synthese

Ce premier chapitre a permis de mettre en exergue la problématique du contact
entre matériaux hétérogenes dans le cas du contact aube composite/disque, aube
revétu/disque ou des roulements hybrides, ... Il s’agit d’une problématique tres peu
étudiée dans la littérature et qui nécessite de revoir les outils de modélisation et
de résolution des problemes de contact. Les différentes catégories de composites ont
été ensuite présentées et un accent particulier a été mis sur la spécificité des com-
posites tissés 3D CMO et CMC utilisés par SNECMA. Les différentes méthodes
de modélisation multi-échelles, utilisées dans la littérature pour la modélisation
des matériaux hétérogenes, ont été ensuite détaillées. I1 a été montré que les
méthodes d’homogénéisation ne peuvent s’appliquer au contact hétérogene du fait
du caractere tres local d’'un probleme de contact. Les méthodes semi-analytiques
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Synthese

ainsi que les autres approches de résolution des problemes de contact ont été
présentées. A la complexité des problemes de contact s’ajoute la complexité inhérente
a la modélisation des matériaux hétérogenes. Finalement, ce sont les méthodes
semi-analytiques qui seront retenues et utilisées dans ce manuscrit. Ces méthodes
présentent beaucoup d’avantages. Outre le fait que le temps de calcul et I'espace
mémoire sont considérablement réduits par rapport a la méthode des éléments fi-
nis, ces méthodes peuvent également prendre en compte simultanément plusieurs
géométries et phénomenes complexes comme la plasticité, la viscoélasticité, . ..

Le chapitre prochain présentera les bases de la méthode semi-analytique afin de
faciliter la compréhension du reste du manuscrit.
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Chapitre 2

Méthodes semi-analytiques en
mécanique du contact

Ce chapitre présente les bases de la méthode
semi-analytique utilisée pour la résolution des problemes
de contact. Cette méthode est basée d’une part sur des
solutions analytiques élémentaires et d’autre part sur des
approches numériques. Les algorithmes de résolution
numérique comme la méthode de gradient conjugué
(CGM) et les techniques de transformées de Fourier
(DC-FFT) seront détaillés afin de faciliter la
compréhension du reste du manuscrit.
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Introduction

2.1 Introduction

Les méthodes semi-analytiques sont de plus en plus utilisées dans la résolution
des problemes de contact complexes. En plus d’étre simples d’utilisation en compa-
raison aux méthodes éléments finis, elles permettent d’avoir des gains considérables
en termes de temps de calcul. L’équipe de Nélias développe depuis quelques années
des modeles de contact basés sur ces méthodes. Les premiers travaux remontent
a ceux de Christophe Jacq [JAC 01, JAC 02a] qui utilise pour la premiere fois
les méthodes semi-analytiques pour la résolution d’'un contact élasto-plastique en
présence d’indents et de défauts de surface. Les travaux de Jacq [JAC 01, JAC 02a]
sont basés sur les solutions intégrales de Chiu [CHI 78a, CHI 77a]. Les < solutions
analytiques élémentaires > développées par Jacq [JAC 01, JAC 02a] permettent
ainsi de déterminer les contraintes résiduelles induites par un cuboide élémentaire
de déformation plastique noyé dans un massif semi-infini. Les solutions analy-
tiques ont été intégrées a un algorithme de résolution d’un contact tridimension-
nel afin de prendre en compte l'effet des déformations plastiques induites en sous-
couche. Les développements de Jacq [JAC 01, JAC 02a] ouvrirent la porte a d’autres
problématiques de contacts élastoplastiques et de contact entre surfaces fractales. Le
code s’est développé depuis et a permis de prendre en compte des phénomenes phy-
siques assez complexes. En se basant sur les travaux de Jacq, Boucly [BOU 05] prend
en compte les aspects d’échauffement thermique dans la résolution du probléeme de
contact élastoplastique. En parallele, le modele de plasticité est enrichi avec un al-
gorithme de retour radial initialement développé par Simo et Taylor [SIM 85]. La fi-
nesse de discrétisation rendue possible par cette méthode fait qu’elle a été également
utilisée pour I’étude des contacts rugueux. Antaluca et al [ANT 05, ANT 08] étudia
Ieffet sur, des surfaces dentées, d'un chargement tangentiel (hypothese de glisse-
ment total). Il étudia également le cas d’'une charge roulante sur un massif ayant
un comportement élasto-plastique pour des applications sur roulement a rouleaux
cylindriques [NEL 07a, CHA 11c|. Le cas d'un contact roulant/glissant en présence
d’aspérités en surface a été également étudié par [BOU 07]. En se basant sur 'ap-
proche simplifiée de Antaluca en glissement total [ANT 05], Gallego [GAL 07a] pro-
pose un modele élastique de contact sous condition de stick-slip. Le modele ainsi
développé a été appliqué avec succes a des problématiques de fretting wear en glis-
sement total [GAL 06], glissement partiel [GAL 07c|. Il est des lors possible de si-
muler les 3 modes de fretting [GAL 10a, GAL 10c]. Dans le modele de Gallego, les
problemes de contact normal et tangentiel sont résolus alternativement. Une exten-
sion du modele de Gallego au cas de massifs élastiques revétus a été introduite par
[WAN 10]. Chaise [CHA 11a, CHA 12a, CHA 11b, CHA 12b] a étendu l'usage des
modeles semi-analytiques aux problématiques d’impacts. Son modele a été utilisé
pour étudier la mise en compression des surfaces par des procédés de grenaillage.
Le modele a été amélioré afin de prendre en compte les effets d’inertie dans les
problématiques d’impact. Fulleringer [FUL 11] durant sa these a déterminé des so-
lutions analytiques permettant de prendre en compte 'effet de la plasticité dans la
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2. Méthodes semi-analytiques en mécanique du contact

résolution du probleme tangentiel [FUL 10]. Il développa également les premieres
approches permettant de prendre en compte une hétérogénéité sphérique dans la
résolution du probleme de contact.

Les travaux de Fulleringer [FUL 11] ont été poursuivis par Leroux [LER 13a].
Durant la these de ce dernier, les méthodes semi-analytiques ont été appliquées
a la simulation du fretting dans le cas des matériaux composites a fibres longues
[LER 13b, LER 13a]. Plusieurs méthodologies ont été utilisées pour prendre en
compte diverses formes géométriques d’hétérogénéités [LER 10, LER 11].

De récents travaux permettent de coupler les modeles semi-analytiques de contact
sec avec les contacts lubrifiés [BOS 11, REN 10].

Des développements récents permettent de traiter a la fois des probléemes
d’hétérogénéités et de plasticité. Il est alors possible de prendre en compte la plas-
ticité induite par la présence d’une hétérogénéité.

Enfin, Bagault [BAG 12a, BAG 13] a introduit les différentes formulations ana-
lytiques en déplacements et en contraintes traduisant l’anisotropie de I'un des deux
corps en contact. Des cas d’applications au contact en présence de revétement aniso-
trope élastique ou au contact entre matériaux anisotropes élastiques ont été étudiés
et validés. Une application a la caractérisation du graphéne en couche extrémement
mince a récemment abouti a [GAO 15].

Suite aux diverses theses, il est de nos jours tres difficile de faire ressortir un
algorithme unique pour le code semi-analytique. Plusieurs phénomenes sont pris en
compte de diverses manieres. Pour faciliter la compréhension du reste du manus-
crit, nous allons présenter la méthode juste dans le cas d’un probleme de contact
normal /tangentiel élastique avec calculs des contraintes en sous couche. Ce cas per-
mettra de se familiariser avec la méthode tant d’un point de vue mise en équation
que modélisation numérique. Cette étape est tres importante et facilitera amplement
la compréhension du document. Plusieurs algorithmes numériques avancés seront
présentés et seront intensivement utilisés dans les chapitres 3 et 4.

2.2 Mise en équation du probleme

2.2.1 Cinématique du contact

Soit deux corps élastiques définis par leurs surfaces non déformées dans un repere
orthonormal OX; X, X3, soumis a une force normale W (Fig.2.1).

Le plan X; — X, sépare les 2 corps en contact. Dans le cas du contact entre
surfaces non-conformes, il s’agit du plan tangent au premier point (ou ligne) en
contact. Les surfaces sont alors définies par :

xg) = f(l)(xth)a 95:(),2) = f(2)(951, 1‘2)7 (2-1)
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Mise en équation du probleme

FIGURE 2.1 — Description du probleme de contact.

La séparation de corps en contact est définie par :

hi(w1,22) = fW (21, 22) — P (@1, 22) (2.2)

On supposera que les pentes de f1) et ) sont assez faibles pour approcher ces
surfaces par le plan X; — X,. Cette hypothese est tres importante pour la suite des
travaux présentés dans cette these.

La force normale W est transmise au contact par l'intermédiaire des contraintes
surfaciques (p (x1,22)) dans la zone de contact I'c. La distance entre les deux corps
en contact h(xy,x2), qui permet de définir la condition de contact, est construite a
partir de la séparation initiale des corps h;(x1, z3), le déplacement de corps rigide

§ =0 +6® et le déplacement normal élastique des deux surfaces us = uél) + ugz),

h(&?l,xg) = hl'(I‘l, $2> + ug — ) (23)

La condition de contact est alors définie par

h(x1,x2) = 0, dans le contact, (2.4)

h(z1,x9) > 0, a lextérieur du contact. (2.5)

Le contact tangentiel fait intervenir, des glissements a l'interface des deux corps en

contact. Le terme < glissement > sera défini par le vecteur s a deux composantes s,

et s,9. s’ sera le vecteur glissement & 'instant ¢. L’opérateur * = % sera l'opérateur

dérivé par rapport au temps. Soit x!M) et x*?) les coordonnées de deux points en

2 2
déplacements élastiques tangentiels des surfaces en contact. Quand le systeme passe

d’un instant ¢ a t/, la variation de chaque terme sera supposée linéaire. Les points

(1) #2)
contact des corps 1 et 2 & l'instant ¢. Soit ut? = (u%(1)> et ul® = (u%(2)> les
u u
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2. Méthodes semi-analytiques en mécanique du contact

en contact subissent un déplacement de corps rigide et se retrouve en x*' et x'(?.

Le glissement s’écrit

T T

st=8t(t—t) = {(ut(l) _ ut(2)) _ (ut/(l) _ ut/(2)>} _ ()-ct(l) _ Xt(2)) (t—t) (2.6)

Les vecteurs s* et $* sont colinéaires. Le terme (x!(1) — xt(2)) est la contribution

des déplacements de corps rigide et est fonction de la variation de 0,1, d,2. Il ressort
que :

(Xtu) _ Xt‘@)) (t—t) = (Xt(l) _ ') (Xt@) _x'®Y (2.7)

. - 5.0 g M) g ) _ 5 (2
Xt(l) _ Xt(2)) t — t/ — X1 X1 , X1 X1 ) '
< ( ) (5X2t(1) — Oy W 46,1 — 5, 1P

 —

(2.8)

Pour des raisons de simplicité, A sera utilisée pour indiquer la différence d’une
grandeur entre les instants ¢ et t’. Ce qui revient a écrire :

. . Abq "M + A§ 1P
(xt(l) — xt(2)) (t—t) = (A5 }(1) A :t@)) . (2.9)

Le vecteur glissement a instant ¢ peut alors s’écrire sous la forme :

Aut — Ad,, !
st = ( 1 x1 ) . 2.10
Aub — Ay, ( )

2.3 Discrétisation numérique

Comme il s’agit d’'une méthode semi-analytique, une discrétisation du massif
semi-infini et donc des équations sera donc nécessaire. Dans la suite de ce chapitre,
les équations du probleme peuvent étre présentées sous forme continues ou sous
forme discrétisées. La surface de contact est définie par une grille de points de taille
N, = N; x Ny (Fig.2.2), chaque point étant espacé d'une distance Az, suivant X; et
Axy suivant X,. On verra par la suite que 'utilisation de la transformée de Fourier
discrete obligera a garder des pas constants suivant chaque direction. Chaque point
représente une zone rectangulaire sur laquelle est appliquée des champs de pression
p et de cisaillements q,1, q.o supposés uniformes. L’aire de ces zones est donnée
par dS = Az X Ax,. Une discrétisation en profondeur suivant X3 de pas Azs
pour la détermination des contraintes en sous-couche peut étre rajoutée. Le pas
de discrétisation Axsz suivant X3 doit impérativement étre constant, méthode FFT
oblige. Les coordonnées (1, xo, x3) des points sont définies par iAxy, jAzy, kAxs ou

(4,7, k).
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Discrétisation numérique

= =

FIGURE 2.2 — Discrétisation de la surface de contact.

2.3.1 Equations du probleme de contact

2.3.2 Contact normal

La résolution du probleme de contact entre ces deux corps élastiques revient a
résoudre simultanément un systeme d’équations et d’inéquations qui vérifient les
conditions limites a I'interface du contact. Pour un probleme piloté en effort, 1’effort
normal W est connu. La zone réelle de contact quant a elle est a priori inconnue.

p(z1,22) >0 V(xq,22) € T (2.11)
hi (x1,x9) + us (x1,22) — 5 =0 V (x1,29) € T (2.12)
p(x1,29) =0 V (z1,29) 2 T, (2.13)
hi (1, 29) + us (x1,22) — 5 >0 V (21, 22) T, (2.14)
Zp(xl,xQ)-S:W (2.15)

Tp

ou ug (r1,x2) représente le déplacement élastique total des deux corps au point
(x1,x2), i€ ug(wy,22) = uél) (x1,x9) + u:(f) (x1,xs). Les variables p(zq,z2) et
ug (1, x2) sont inconnues. L’équation comprend donc deux inconnues. Il est donc
nécessaire de trouver une relation entre les champs de pression et le déplacement
normal wug (z1,x2). Dans le cas d’un contact entre matériaux élastiques, le
déplacement normal et les champs de pression sont reliés entre eux par la relation
suivante :

Sous forme continue

(L—v?) (7 (7 p(&n)dédn
uz (21, 72) = ——F— 210
mFE /_oo /_oo \/(f - x1)2 + (77 — x2)2

Sous forme discrétisée

N1 N2

ug (i,§) = uf (i,5) = Y > K5 (i—k,j—1)p (k1) (2.17)

k=1 l=1

53



2. Méthodes semi-analytiques en mécanique du contact

Ces résultats sont basés sur les solutions de Love [LOV 20] pour un massif élastique.
Les expressions analytiques de p(x1,23) et de ug (z1,x2) sont a priori inconnues.
Et pour des géométries de contact complexes, il est quasiment impossible de faire
une résolution analytique du probleme de contact. C’est ici qu’intervient I’approche
numérique (de la partie semi-analytique), on utilisera la discrétisation présentée
a la figure 2.2 ainsi que la méthodologie du gradient conjugué, la méthode FFT
ainsi que d’autres méthodes numériques avancées pour résoudre efficacement les
équations du probleme. Il faut toutefois rappeler que dans la plupart des travaux
de theses présentés au paragraphe 2.1, les solutions analytiques élémentaires ne
sont pas connues a priori. Il faudrait d’abord déterminer les solutions analytiques
élémentaires avant de dérouler la méthode semi-analytique (cas dynamique, ... ).

2.3.3 Contact tangentiel

Lorsque les déplacements élastiques tangentiels u, de composantes u; et us sont
non nuls, il convient de résoudre le probleme de contact tangentiel. Ce cas de figures
apparait lorsqu’'un chargement tangentiel Q est appliqué, ou lorsque les deux corps
en contact ont des propriétés matériaux différentes. Le probleme tangentiel découlera
du probleme normal. Les inconnues du probleme tangentiel sont :

— les cisaillements en surface q,, et ¢, ;

— les déplacements normaux élastiques relatifs uf*" et ud*;

— la zone de glissement I'y; ;

— la zone d’adhérence I'y; ;

— les déplacements de corps rigide 9,1 et d,0;

— les amplitudes de glissement s,; et s,o, on note le vecteur glissement s.

Les données du probleme sont

— le chargement tangentiel Q,, et Q. ;

— la zone de contact I'., elle vérifie I'. =T'y U ;

— les conditions aux limites a 'infini sont celles du massif élastique semi-infini.
Les cisaillements seront exprimés a partir d’une loi de Coulomb.

As; (21, 22)

4z (21, 22) = —fleows = P (T1,T2) - s, (2 70) | V (21, 72) € Ty (2.18)

Aul (z1,29) — A, = As, (11, 72) V (21, 29) € Ty (2.19)
I g7 (21, 22) [|< ficous - P (21, 22) V(z1,22) €Ty (2:20)

Aul (z1,29) — A6, =0 V (21, 29) € Ty (2.21)
> q(r1,12) S = Q- (2.22)
FP

PgUlg =T, (2.23)

ou le domaine T'y; définit la zone en adhérence (stick), I'y la zone de glissement
(slip) et ficow le coefficient de frottement de Coulomb. La variable ¢,, le vecteur
cisaillement de composantes g, et g2, 0, le vecteur déplacement de corps rigide
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de composantes 0,1 et 0,9, S, le vecteur glissement de composantes, s,; ou So. Les
déplacements en surfaces u, sont la résultante des déplacements élastiques générés
par le champ de cisaillements et de pression (cas d’un couplage normal/tangentiel).

2.3.4 Couplage du probléeme normal et tangentiel

Les résultats les plus précis sont obtenus en faisant un couplage entre le probleme
normal et tangentiel. On résout alternativement le contact normal puis tangentiel,
jusqu’a atteindre convergence des deux problemes.

1. Le probleme normal est résolu sans prise en compte des cisaillements a l'inter-
face du contact. L’aire de contact I',. et le champ de pression p sont déterminés.

2. Le probleme tangentiel est résolu en considérant le champ de pression p obtenu
précédemment. Les cisaillements en surface g, et .o, les glissements s, et
Szo ainsi que la zone de glissement I'y; et d’adhérence I'y; sont obtenus.

3. Si les cisaillements sont non-nuls, le probleme normal est de nouveau résolu
en considérant les cisaillements en surface ¢,; et g.o.

Cette boucle itérative est résolue jusqu’a convergence des deux solutions. Les
déplacements élastiques s’écrivent dans le cadre d’un couplage normal/tangentiel
sous la forme :

U1,2,3 (%]) = U'le,Q,Z% (Za j) + U?TQ{B (Za ]) + u‘{,122,3 (27])

N1 N2 Nl N2
=N Ko (i =k g = Dp )+ Y Y KISy (i =k, j — 1) gu (K, 1)
k=1 =1 k=1 =1
N1 Ns
YOS K, (i =k j = 1) quz (k1)
k=1 =1

(2.24)

Il arrive assez souvent que le couplage normal/tangentiel ne soit pas pris en compte
pour des raisons de simplification. A chaque itération de calcul on résolvera de
maniere séquentielle une fois le probleme normal puis une fois le probleme tangentiel.

2.3.5 Contraintes en sous-couche

A partir des solutions en termes de champs de pression, et de cisaillements, il
est possible de remonter aux champs de contraintes en sous-couche. Les contraintes
en sous-couche peuvent s’avérer indispensable si I’'on veut étudier I’endommagement
ou la plasticité en sous-couche. Les équations permettant de remonter aux champs
de contraintes sont basées sur les équations de Love [LOV 20] et le principe de
superposition. L’utilisation du principe de superposition est tout sauf aberrante.
Il s’agit d’un probleme d’élasticité linéaire en petites déformations. Les champs de
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2. Méthodes semi-analytiques en mécanique du contact

contrainte en un point du massif 2 de coordonnées iAxy, jAxy, kAxs peuvent étre
donnés par :

N1 No
UIJ(ivja k) :Z Zp(lam>( ?J(l - l7] —m, ku VQ))

=1 m=1
N1 N»

+qux1(l7m)(c}l?(z_la] —m, k>y2)) (225>
=1 m=1
N1 No

+3 0D @l m)(CFE (i = 1§ —m, k, 1))

=1 m=1

Dans la suite de ce manuscrit, la contrainte élastique sera notée . La contrainte
induite par les hétérogénéités o.

Cette section a présenté assez succinctement les équations de base gouvernant le
probleme de contact normal puis tangentiel. Il convient des lors de présenter assez
rapidement les méthodes numériques mises en ceuvre afin de résoudre efficacement
les problemes posés.

2.4 Résolution numérique

Une des premieres difficultés réside dans les produits de convolutions des
équations 2.24 et 2.25. Le nombre d’opérations nécessaire a une seule double som-
mation évolue en O (N?). Dans le cas 3D, le nombre d’opérations évolue en O (N3).
Les temps de calculs peuvent tres vite devenir prohibitifs et ainsi faire perdre a
la méthode semi-analytique I'un de ses avantages majeurs qu’est le gain en temps
de calculs. Il convient donc d’utiliser des techniques d’accélération de calcul. Deux
techniques existent dans la littérature : ”multi-level-multi-summation” introduite
par Brandt et Lubrecht [BRA 90], et I'utilisation de la méthode de transformée de
Fourrier rapide (FFT) initiée par Ju et Farris [JU 96b]. Les méthodes FFT offrent
beaucoup plus de facilité et de nombreuses librairies existent déja dans la littérature.

2.4.1 Transformées de Fourier discrétes et FFT

Comme mentionné précédemment, la formulation mathématique des problemes
de contact conduit a des produits de convolution entre une source extérieure (comme
la pression) et une fonction modélisant la réponse du matériau considéré (fonc-
tions de Green et coefficients d’influence). L’utilisation du théoréme de convolution,
transforme un produit de convolution formulé dans le domaine spatial a une simple
multiplication dans le domaine fréquentiel grace a la transformée de Fourier. La
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convolution linéaire y(t) entre deux fonctions z(t) et h(t) est définie par :
+oo
y(t) = / 2(Oh(t — T)dr = 2(t) * h(t) (2.26)

Il est possible de faire une analogie entre 1’équation ci-dessus (eq.2.26) et ’équation
donnant le déplacement en fonction du champ de pression, équation qui sera rappelée

ci-dessous :
(1-— Foo oo déd
uz (21, 2) = v / / P&, 77) Sdi (2.27)
Vo)’

_ $2)2

Dans les problémes de contact, la variable y(¢) est inconnue, x(t) et h(t) sont sup-
posées connues. Soit hi(w) et Z(w) les transformées de Fourier respectives des fonc-
tions x(t) et h(t). La transformée de Fourier du produit de convolution de ’équation
2.26 conduit a : B

y(w) = T(w)h(w) (2.28)

Il s’agit des lors d’une convolution continue. Il est donc possible d’avoir la variable
y(t) en utilisant une transformée de Fourier inverse.

+oo
y(t) =1/27 / y(w)e™'dt (2.29)
— 0o

Le probleme de contact est cependant résolu dans un domaine fini et discret. Le
théoreme de convolution continue tel que présenté ci-dessus ne peut s’utiliser en
I’état. Des définitions équivalentes existent sous forme discrete. Soit h, et z,, un
échantillon discret de N valeurs de h(t) et x(t) sur une zone de taille Ly. La trans-
formée de Fourier discrete est définie par

=

—1
he=Y hee /N g0 N-1 (2.30)

T

Il
o

La transformée de Fourier discrete inverse est définie par
N-1
=(1/N)Y h hpe2miri/N i N —1 (2.31)
r=0

De fagon analogue au cas continu, il existe un théoreme de convolution discret,
soit

Us = Tshs, s$=0,..,N—1 (2.32)
avec
N-1
ys=x®h=> xhrinnp—j), $=0,.,N—1 (2.33)
r=0
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2. Méthodes semi-analytiques en mécanique du contact

=0 ifxz<0
H ’ 2.34
(x){zl if x>0 ( )

La convolution discrete se fait sur une longueur infinie a partir des valeurs de
longueurs finies. Ici x et h ont le méme nombre de termes j € [0, N — 1]. La fonction
Heaviside H est active lorsque 7 — r < 0 ce qui permet d’éviter un indice négatif
pour h et se traduit par le remplacement de celui-ci par j —r 4+ N. On a donc une
sommation circulaire, et ainsi introduit une périodicité de ’échantillon (périodicité
de longueur Ly).

2.4.1.1 Méthodes FFT

Les transformées de Fourier discretes de h(t) et z(t) sont rarement implémentées
dans le sens de la définition donnée aux équations 2.30 et 2.31 car cette opération
nécessiterait (N — 1)? produits complexes et N x (N — 1) sommes complexes.
Les temps de calcul peuvent devenir conséquents quand N devient élevé. Dans
la version rapide, seuls § X (log(N) — 2) produits et N x log(N) sommes sont
nécessaire. De maniere générale, les algorithmes FFT dépendent de la factorisation
de N. Plusieurs algorithmes existent de nos jours : ’algorithme de Cooley-Tukey
(pour des tailles N puissance de 2), 'algorithme PFA de Good-Thomas basé sur le
théoreme des restes chinois, ’algorithme de Winograd qui utilise un polynome cy-
clotomique,. .. Actuellement la méthode FFT utilisée dans le code semi-analytique
est une routine développée par Singleton [SIN 69] basée sur l'algorithme de Cooley-
Tukey et qui permet de traiter des cas N non puissance de 2. De la méme fagon, la
transformée de Fourier rapide inverse (IFFT) permet d’effectuer la transformée de
Fourier inverse (IFT) en O(N log N) au lieu de O(N?). Ceci justifie I'utilisation du
théoreme de convolution pour effectuer une convolution dans le domaine fréquentiel
qui cotute O(N) opérations au lieu de la faire dans le domaine initial (temporel ou
spatial) en O(N?) opérations. Au final il aura fallu O(N + 3N) opérations au lieu
de O(N?) ce qui est tres avantageux pour un N important.

2.4.1.2 Source de ’erreur des problemes de contact résolus avec les FFT

L’utilisation de la convolution cyclique induit des erreurs compte tenu de la non-
périodicité spatiale des variables de contact. Cette convolution induit un phénomene
de recouvrement. Ce phénomene est illustré a la figue 2.3 sur une convolution discrete
unidimensionnelle d’un échantillon de pression p et de coefficients d’influence K. La
convolution cyclique suppose une périodicité de la pression. Au début et en fin du
processus de convolution, les pressions ajoutées a gauche et a droite interferent avec
les coefficients d’influence. Le résultat sera donc biaisé a cause de ce phénomene
de recouvrement. Liu et al. [LIU 00a] ont trouvé une solution a ce probleme de
recouvrement en introduisant une technique de zero-padding (Fig.2.4) sur la source
que sont les champs de pression puis une technique de wrap-around (Figs.2.5 et 2.6)
sur les coefficients d’influence que sont les coefficients de Green. Cette méthode est
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Résolution numérique

FIGURE 2.3 — Périodicité et recouvrement induits par le produit de convolution
discret [GAL 07a].

connue sous le nom DC-FFT (Discrete Convolution and Fast Fourier Transform) et
sera présentée ci-dessous.
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FIGURE 2.5 — Wrap-around et zero-padding de coefficients pairs [GAL 07a).
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FIGURE 2.6 — Wrap-around et zero-padding de coefficients impairs [GAL 07a).
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2.4.1.3 La méthode DC-FFT

Les détails de la méthode de Liu [LIU 00a], i.e. la DC-FFT (Discrete Convolu-
tion and Fast Fourier Transform), seront présentés ci-dessous. Comme mentionné
précédemment, la DC-FFT fait appel aux techniques de < zero-padding > et de
< wrap-around >.

1. déterminer les coefficients d’influence; {K}

2. étendre ces coefficients d’influence dans un domaine donné avec le wrap-around
order, {K},y

3. appliquer la FFT pour obtenir {f(s} ;
2N

4. entrer les pressions, {p;} ;

5. étendre les pressions sur le domaine étendu avec zero-padding, p; = p;, j €
[07N_1]7 p]:O7jE[N72N_1]a

. appliquer la FFT pour obtenir {ps},y ;

6
7. effectuer le produit terme & terme dans le domaine fréquentiel, {t,},y ;
8. appliquer 'IFFT pour obtenir {u;},, ;

9

. garder les termes {u;},y, j € [0,N —1].

Zero-padding : Des valeurs nulles de N a 2N+1 sont ajoutées a la distribution
de pression déja définie de 0 a N-1.

Wrap-around order : Le zero-padding n’est pas étendu aux coefficients d’in-
fluence. Ces coefficients sont calculés de 0 a N-1, le coefficient d’indice N
est mis égal a 0, les coefficients de N+1 a 2N-1 sont obtenus a partir des
coefficients 1 a N-1 mais rangés dans le sens inverse, un signe négatif est
éventuellement ajouté a ces derniers suivant la parité de la fonction des coef-
ficients d’influence. Ainsi, les coefficients d’influence K% sont étendus comme
indiqué sur la figure 2.5 alors que les coefficients d’influence K§*' doivent étre
étendus comme indiqué a la figure 2.6 dans la direction X;.

2.4.2 Méthode DC-FFT

Le principe de la DC-FFT a été présenté dans le cas 1D. L’algorithme peut
cependant étre étendu aisément en 2D puis 3D.

2.4.3 Cas 2D

La transformée de Fourier bidimensionnelle (2D-FFT) consiste a utiliser une
transformée de Fourier suivant une premiere direction, suivie d’une deuxieme suivant
I’autre direction. L’algorithme est utilisé dans le cas d'une source surfacique. L’image
peut quant a elle étre :
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2. Méthodes semi-analytiques en mécanique du contact

— surfacique
1 2
ug (i,7) = ub (i, 7) ZZKP (t—k,j—Dp(k1) (2.35)
k=1 1=1
— volumique
N1 Na
ory(i,j, k ZZplm (CT,(i =15 —m, k1)) (2.36)
1=1 m=1

La méthode 2D-DC-FFT réduit le nombre d’opérations de O(N? x NZ) a
O(2N1 x 2N x log(2N; x 2N3)). La convolution dans le domaine fréquentiel
requiert O(2N; x 2N, x log(2N; x 2N3)) opérations supplémentaires. Avec la
transformée de Fourier inverse, O(2N; X 2No+3 x (2N7 X 2N5) xlog(2N; x 2N3))
opérations sont alors requises au total pour la double sommation. Les algo-
rithmes 2D-DC-FFT peuvent également s’utiliser dans le cas d’une source vo-
lumique. Dans ce cas 'algorithme 2D-DC-FFT sera alors exécuté pour chaque
profondeur x3 de la source volumique. Les temps de calculs font que 1’algo-
rithme 2D-DC-FFT a été abandonné pour 'algorithme 3D-DC-FFT dans le
cas des sources volumiques.

2.4.4 Cas 3D

La transformée de Fourier tridimensionnelle consiste a utiliser la transformée
de Fourier rapide suivant les trois directions x1, zq, x3. Cet algorithme est prin-
cipalement utilisé dans le cas d’une source volumique et d’une image volumique

N3—1 Nay—1 Ny —1
JZJ $1,$2,[L’3 Z Z Z Bz]kl .1’1,1’2 335,373 —$§)82l(37{,33£,33§)
=0 xé 0 a:

(2.37)
C’est le plus rapide dans le cas des sources volumiques. Le domaine d’étude
N7 X Ny x N3 est d’abord multiplié par 2 dans les trois directions afin d’obtenir
un produit de convolution cyclique. La transformée de Fourier 3D requiert
alors O(2N; x 2Ny x 2N3 x log(2N7 x 2N3 x 2N3)) opérations. La transformée
inverse requiert également le méme nombre. Compte tenu du fait que la 3D-
DC-FFT requiert 3 transformées directes, le nombre d’opérations pour la triple
sommation est de 'ordre de O(2N; X 2N3 X 2N3 + 3 x 2N; x 2Ny x 2N3 X
log(2N; x 2Ny x 2N3)).

2.5 Résolution du probleme de contact
La résolution des équations de contact fait intervenir un systeme d’équations

et d’inéquations qu’il faut résoudre simultanément. Les formulations varia-
tionnelles associées au probléme ont été introduites par [POL 00]. Une unique
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solution du probleme de contact (contact normal) est obtenue en minimisant
la forme variationnelle suivante.

1
min (§pTA§p + h*Tp +cr — Z )\ijzj) = Agp + h*T — A= 0, (238&)

pij >0, A =0, (2.38Db)
pi; =0, Ay =0. (2.38¢)

La premiere partie de I’équation ci-dessus peut se mettre sous la forme :
Ax =10 (2.39)

La résolution du probleme revient donc a faire une résolution de systemes
linéaires sous contraintes. Certains auteurs comme [HES 80] ont montré que
la méthode de gradient conjugué est bien adaptée a la résolution de ces types
de probleme. De maniere générale, la méthode du gradient conjugué ainsi que
ses différentes variantes seront utilisées assez régulierement dans ce manuscrit
pour résoudre les problemes de contact. Il est donc nécessaire de présenter
assez rapidement son algorithme :

Choix d’une valeur initiale x ;
Initialisation des variables : rq <— Axqg,pg < —71¢,k < 0;

while 7, # 0
T
Q4 ; 2.40
i Apr. (2.40)
Thy1 $ Tpp1 + QrPr; (2.41)
Thi1 < The1 + apApg; (2.42)
7"%+17’k+1
Bt — —F—; (2.43)
Dit1 < —Tk+1 + Brr1Dr; (2-44)
k'~ k+1, (2.45)
end while

La méthode du gradient conjugué présente deux avantages majeurs :

— Le gradient conjugué s’avere performant en temps de calcul, notamment
pour résoudre de grands systemes linéaires.

— L’autre avantage du gradient conjugué est le gain en mémoire par rapport
a certaines méthodes. A chaque itération, la direction conjuguée p; est ob-
tenue uniquement a partir de l'itération pp_;. Le stockage des itérations
précédentes n’est pas nécessaire.

Cette partie fut consacrée exclusivement a la résolution du probleme de contact

normal entre corps homogenes afin de faciliter la compréhension des méthodes
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semi-analytiques. Cependant cette approche peut s’appliquer a des physiques
plus complexes comme le couplage normal/tangentiel, la prise en compte des
hétérogénéités, la prise en compte de la plasticité en sous-couche,. . .

Dans la prochaine section, un effort sera fait afin d’esquisser un algorithme
assez général du code semi-analytique de résolution des problemes de contact.

2.6 Algorithme général du solveur de contact

Fort de toutes les méthodes numériques présentées dans la section précédente,
le fonctionnement global du code SAM peut étre défini par 1'organigramme
de la figure 2.7. Dans le chapitre 4 cet organigramme sera modifié dans le cas
des contacts entre matériaux viscoélastiques. Au corps principal constituant le
solveur de contact peuvent se greffer différents modules permettant de traiter
les problemes d’impact, d’hétérogénéités et d’usure. Le code doit étre d’abord
initialisé. Les données d’entrée peuvent étre par exemple, la géométrie des
deux corps en contact, les propriétés matériaux associées, le chargement, le
coefficient de frottement, des contraintes résiduelles suite a des chargements
thermomécaniques, ...La premiere étape consiste a résoudre le probleme de
contact en utilisant des algorithmes types gradient conjugué présentés au para-
graphe 2.5. Si I’on considere les effets tangentiels, les problemes de contact nor-
mal et tangentiel sont résolus alternativement, I’autre étant maintenu constant,
jusqu’a convergence des deux problemes. A cette étape, les champs de pression
et de cisaillements sont connus. A partir des champs de pression et de cisaille-
ment déterminés précédemment (si les effets tangentiels sont considérés), les
contraintes élastiques c’dans le volume sont calculées & partir de solutions ana-
lytiques élémentaires (Eq. 2.36) en utilisant les techniques 2D-FFT. Toutes ces
solutions analytiques, valides dans un espace semi-infini élastique homogene et
isotrope, sont regroupées dans le livre de Johnson [JOH 85a]. Les eigenstress o
générées par les déformations inélastiques provenant d’inclusions hétérogenes
ainsi que les contraintes résiduelles 0" sont tout simplement ajoutées aux
contraintes élastiques ¢° afin d’obtenir la contrainte totale.

o'(z) = o (z) + 0" (x) + o(z) (2.46)

Cette superposition n’est valable que sous des hypotheses de petites
déformations. La convergence du probleme se fait sur les champs de
déplacements, en utilisant un algorithme de retour radial dans le cas de la
plasticité, en calculant les champs d’eigendisplacements (u}) dans le cas des
matériaux hétérogenes. La contrainte totale est alors utilisée, dans le cas
de la plasticité, comme entrée pour 'algorithme de Retour Radial (return-
mapping). L’incrément de déformation plastique est déterminé en chaque point
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Synthese

Etat Initial Incrément n Effortimposé W | Probléme Normal | _ | Probléme Tangentiel
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FiGure 2.7 — Algorithme général du modele de contact semi-analytique

élastoplastique

du volume. Les nouvelles contraintes résiduelles ainsi que les incréments de
déplacements résiduels en surface sont alors calculés a partir des incréments
de déformations plastiques. La convergence du probleme plastique et des
déplacements résiduels assurent la convergence du probleme de contact. Si
le probleme converge, on passe a I’étape de chargement suivante. Dans le cas
contraire, la géométrie de la surface de contact est actualisée par la prise en
compte des déplacements résiduels, le probleme de contact est alors de nouveau
résolu ainsi que les contraintes et déplacements résiduels.

2.7 Synthese

Ce chapitre a passé en revue les bases de la méthode semi-analytique, méthode
qui sera utilisée dans cette these pour la modélisation du contact. L’ex-
posé s’est limité au cas du contact élastique normal/tangentiel afin de fa-
ciliter sa compréhension. De maniere générale; qu’il s’agisse d’un probleme
d’impact, d'un contact élastique, d’'un contact élastoplastique, ... ; la mise
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en place de la méthode semi-analytique se déroulera suivant trois grandes
étapes que sont : la mise en équations du probleme, la détermination des so-
lutions analytiques élémentaires et enfin la résolution numérique. La mise en
équations est basée sur les équations fondamentales de la mécanique. Certaines
solutions élémentaires existent déja dans la littérature. Cependant d’autres
doivent étre déterminées analytiquement. La méthode du gradient-conjugué
a été également présentée et sera utilisée pour la résolution numérique du
contact. Les temps de calculs, générés par la réalisation des produits de convo-
lutions, sont considérablement réduits grace a 'utilisation des algorithmes de
transformées de Fourier discretes (2D-DC-FFT, 3D-DC-FFT). Les méthodes
et algorithmes utilisés dans ce chapitre seront intensivement mis a contribution
pour la résolution du contact entre matériaux hétérogenes, qui est 'objectif
principal de cette these.

Le chapitre prochain s’inscrira dans la continuité de la these de Julien Le-
roux et s’intéressera a la prise en compte des hétérogénéités élastiques iso-
tropes/anisotropes dans une matrice élastique isotrope.
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Chapitre 3

Massif élastique hétérogene

Dans ce chapitre, les méthodes semi-analytiques
seront utilisées pour résoudre le contact en présence
d’hétérogénéités élastiques noyées dans une matrice
élastique isotrope. Le modele développé a été validé

par comparaison avec une méthode éléments finis. Une
méthodologie numérique a été mise en place afin de
prendre en compte l’effet des interactions entre deux
ou plusieurs hétérogénéités. Une nouvelle méthode de
décomposition ainsi que la parallélisation OpenMP
ont €té introduites afin de réduire les temps de calculs.
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Etat de lart

3.1 Etat de ’art

Le contact entre matériaux hétérogenes est une problématique tres intéressante
pour plusieurs raisons. La présence des hétérogénéités modifie fondamentale-
ment la distribution des contraintes en sous-couche mais aussi la distribution
de pression. D’une part, pour les matériaux métalliques, alliages d’aluminium
ou matériaux céramiques, les mécanismes d’endommagements peuvent étre
initiés par la présence d’impuretés matériaux comme les cavités, inclusions
ou précipités. Les inclusions peuvent augmenter localement les champs de
contraintes locaux, qui peuvent étre a l'origine de ’amorcage et la propaga-
tion de fissures. La présence d’hétérogénéités peut donc réduire la durée de vie
des composants mécaniques comme les roulements [VOS 85, NEL 99, NUG 00,
VIG 03, CHE 08b]. D’autre part, dans le cas de certains matériaux hétérogenes
comme les matériaux composites, ’ajout des renforts modifie considérablement
la distribution des contraintes. Il est désormais établi expérimentalement que la
présence des renforts dans le cas des matériaux composites [TER 11, TER 09|
modifie considérablement le comportement tribologique du matériau compo-
site.

La perturbation induite par la présence des hétérogénéités noyées dans un mas-
sif infini a fait I'objet de plusieurs études [ESH 57, ESH 59, ESH 61, WIL 64,
WAL 67, ASA 75, MUR 84]. Eshelby [ESH 57, ESH 59] fut le premier a pro-
poser une méthode traitant du cas d’une hétérogénéité ellipsoidale noyée dans
une matrice infinie, méthode connue sous le nom de ” Equivalent Inclusion Me-
thod”. Moschovodis et Mura [MOS 75] se sont basés sur les travaux d’Eshelby
pour donner ’expression du tenseur d’Eshelby a I'extérieur d'une hétérogénéité
ellipsoidale comme une fonction des potentiels harmoniques et bi-harmoniques.
Tous ces travaux se sont limités au cas d’un massif infini.

Les solutions analytiques en termes de déplacements, de déformations et de
contraintes en espace semi-infini sont tres difficiles a obtenir. En effet la for-
mulation mathématique est beaucoup plus complexe. La plupart du temps,
plusieurs hypotheses sont posées pour simplifier le probleme. Mindlin [MIN 50]
considere un massif élastique semi-infini contenant une eigenstrain hydrosta-
tique ; Aderogba [ADE 76] suppose une hétérogénéité sphérique avec une ei-
genstrain arbitraire ; [CHI 77b, CHI 78a] a limité son analyse au cas des inclu-
sions cuboidales avec une eigenstrain incompressible; [SEO 70] suppose une
inclusion ellipsoidale avec une eigenstrain purement sphérique.

Plusieurs études se sont intéressées a la concentration des contraintes due a la
présence des inclusions ou des hétérogénéités. Cependant, jusqu’a récemment,
le contact entre matériaux hétérogenes n’était pas résolu. Les auteurs suppo-
saient un contact Hertzien dans le cas du contact entre matériaux hétérogenes
[KAB 02, KAB 05] ou [COU 05]. L’effet d’une hétérogénéité unique de forme
ellipsoidale sur un probleme de contact 2D a été abordé par [KUO 07,
KUO 08]. La prise en compte des hétérogénéités dans le cas d’un contact 3D
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3. Massif élastique hétérogene

a été résolue par Nélias et co-auteurs [JAC 02a, FUL 11, LER 10, LER 11,
LER 13a], puis ensuite par [ZHO 1a]. Ces modeles sont basés sur les méthodes
semi-analytiques développées par [JAC 02b].

Dans ce chapitre, le cas des hétérogénéités isotropes inclinées et anisotropes
a été résolu. Le modele a été validé par la méthode des éléments finis. Une
méthode numérique a été mise en ceuvre pour la prise en compte de 'inter-
action entre plusieurs hétérogénéités. La méthode a été validée dans le cas
d’un revétement élastique. Un accent particulier a été mis sur la réduction
du temps de calcul. Une nouvelle méthode de décomposition ainsi qu’'une pa-
rallélisation du code de calcul ont été mises en ceuvre. En combinant la nouvelle
méthode de décomposition et la parallélisation, il est possible d’avoir un gain
en terme de temps de calculs d'un facteur 11 sur (4 coeurs). Tous les ingrédients
sont désormais réunis pour résoudre le probleme de contact entre matériaux
hétérogenes ou encore entre matériaux composites. Les temps de calculs sont
tres bas comparés a des modeles éléments finis classiques.
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Formulation générale du probleme de contact

3.2 Formulation générale du probleme de
contact

On se place dans un repere de centre O, centré sur le contact. Le plan (O, 7', 72)

définit le plan de contact, et 7’3 ’axe vertical descendant (Fig. 2.1).

Le probleme du contact normal entre deux corps, M1 et M2 avec M2

hétérogene, consiste a résoudre simultanément deux équations et a satisfaire

une inéquation. Il est défini par :

— La conservation de la charge. La charge appliquée sur un massif en contact
W doit étre égale a l'intégrale des pressions de contact p(xy, z5) sur la zone
réelle de contact I',. :

W = [ p(z1,22)dl (3.1)

— La déformée des deux massifs (M1 et M2) en contact :

h(x1, ) = hi(z1,22) + 0 + u§M1+M2) (w1, x2) + uj(x1, T2) (3.2)

avec h;(z1, x2) la distance initiale entre M1 et M2, § est le déplacement rela-
tif des deux corps en contact M1 et M2, uéMHMQ)(xl, x9) est le déplacement
en surface et uj le déplacement induit par la présence des hétérogénéités.

— Les conditions de contact sont :

h((L’l, l’g) >0
contact : hi(x1,z9) = 0 et p(xy,z2) >0
séparation : h;(x1,z2) > 0 et p(xq1,x2) =0 (3.3)

Toute la difficulté de la résolution du contact entre matériaux hétérogenes
réside dans la détermination du champ de déplacement uj et du champ de
contraintes ¢ induit par la présence des hétérogénéités. Dans la suite de ce
chapitre, nous tacherons de détailler I’approche utilisée pour calculer o et uj
ainsi que l'algorithme permettant de coupler le probleme de contact et la prise
en compte des hétérogénéités.

3.3 Prise en compte des hétérogénéités

La méthode de 'inclusion équivalente d’Eshelby est utilisée pour prendre en
compte la présence d’hétérogénéités dans le massif semi-infini.

3.3.1 Solution en espace infini

La topologie du probleme correspond a une inclusion €2 de constantes élastiques

Cl, noyée dans un milieu infini (matrice) D de constantes élastiques Cj,.

L’ensemble est soumis & un chargement uniforme appliqué & l'infini % ou
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3. Massif élastique hétérogene

oY, Le champ de déformations élastiques en tout point du massif semi infini
est perturbé par la présence de I’hétérogénéité. Notons o;; et u; respective-
ment le champ de contraintes et de déplacements induit par la présence de
I'hétérogénéité. La contrainte totale est o;; —1—0% et le déplacement total u; +u.
On vérifie I’équation d’équilibre :

O_ij,j =0 (34)

et 0;; = 0 a l'infini.
Si on se place dans le cadre de I’élasticité linéaire, les composantes du tenseur
des contraintes sont données par la loi de Hooke :

0 L (0 _ I (0
0+ 0y = Oijkl(uk,l +upy) = Cjjy(epy +er) dans Q

o)+ 0y = Ol (ul ) + upg) = Cliy(ed +ew) dans D —Q (3.5)

1, 2,
La méthode de linclusion équivalente d’Eshelby consiste a remplacer
I’hétérogénéité par une inclusion ayant les méme propriétés matériaux que
la matrice mais soumise a une déformation imaginaire appelée déformation
libre ou eigenstrain €* donnée par la relation :

C‘Ijkl(ggl + 5kl) = C%l(égl + Ex — 8;;[) dans (36)

? ?

L’équation d’équivalence (Eq.3.6) est une équation nécessaire et suffisante au
probleme d’équivalence entre inclusion et hétérogénéité. Si la déformation ap-
pliquée est uniforme alors I'eigenstrain &;; et la déformation induite &;; sont
uniformes et reliées entre elles par la relation suivante, valide uniquement dans

Q.

€ij = Sijki X x5 (3.7)

ou Siju est le tenseur d’Eshelby. En remplacant Eq.(3.7) dans Eq.(3.6) on
obtient :
ACijleklmnéT;knn + C%d&?zl = —Acijkﬁgl (38)

ou

I M
Acijkl - O‘jkzl - C'jkl

1, ?

Quand I’hétérogénéité contient une déformation inélastique (thermique, ...)
initiale (inclusion hétérogene), les équations précédentes (Eq.3.6 - Eq.3.8) de-
viennent :

0 = I 0 ine
0y +0i = Cii(ey +em —€5y°) dans Q

o+ 0 = Ch(el +en) dans D —Q (3.9)

en appliquant la méthode de I'inclusion équivalente d’Eshelby,
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Prise en compte des hétérogénéités

Ciljlcl(ggl +ep —e") = C%cz(ggz +ewm—ent —en) (3.10)
Ainsi,
0i; = Clia(Skmnemn — ") = Cliy(SkimnErm — €41) (3.11)
ou

8** — 6* + 6me

Détermination du champ de déformation ¢

La méthode d’Eshelby est valable uniquement dans le cas des déformations
uniformes appliquées a l'infini. Cependant dans les problemes de contact les
déformations sont non uniformes. Moschovidis et Mura [MOS 75| ont étendu
les travaux d’Eshelby aux cas des déformations appliquées non-uniformes. De
maniere générale quand la déformation appliquée est un polynome d’ordre
n, l'eigenstrain correspondant sera également de degré n. Dans le cas d’une
hétérogénéité ellipsoidale, si le champ appliqué est donné par :
0 _ 10 0 0

() = By + By + Ejgaias + -+ (3.12)
ol les coefficients E° sont constants. L’eigenstrain est sous la forme :

é?;kj (.13) = Bl'j + Bijkl’k + Bijkll’kwl =+ (313)

Le champ de déformation associé est donné par :

E€ij (l‘) = Dijkl(x)Bkl + Dijqu(x)Bqu + DijquT(l‘)Bqu,« —+ e (314)

Pour les points situés a lintérieur de I'hétérogénéité, le tenseur Djjx; est
constant et D;j, est linéaire en x. Les expressions de Diji, Dijrig €t Dijrigr
sont données dans le livre de Mura [MUR 87a]. Dans le cadre de ce manuscrit,
on se limitera a une eigenstrain uniforme. Ainsi uniquement les coefficients
D1y seront calculés.

1

Dipg = ——————
)

Wik — 2001055 — (1 — v)(0mdir + ki ji + 05008 + 61 )]
(3.15)

U (x) :/ |z — a'|da’
Q

1 /
o) = | e
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3. Massif élastique hétérogene

Les potentiels harmoniques et bi-harmoniques ¢(z) et ¥(z) s’expriment en
fonction des intégrales elliptiques E(0', k) et F(0', k) [GRA 65], ou :

9/
E# k) :/ (1—kHY2dw
0

e/
, 1
2\ /2
0 =sin~? ( — %)
1
3(af — aj)
k=——F—-- 3.17
- 17

ai, as, a3z étant les demi-axes de l'inclusion ellipsoidale. Le tenseur d’Eshelby
Sijki est obtenu a partir de I'équation Eq. (3.15) :

I

Sijkl = Dijkl(m ) (318)
ou
z! = (2], 28, 2%) représente les coordonnées cartésiennes du centre de I'inclu-
sion.

3.3.2 Solution en espace semi-infini

Mura [MUR 87a] a introduit des méthodes qui permettent de déterminer 1’ei-
genstrain dans le cadre d’un massif semi-infini. Les solutions qu’il obtient sont
assez complexes et ne sont valables que dans le cas d’une eigenstrain pure-
ment hydrostatique. Afin de se débarrasser de cette hypothese simplificatrice
Zhou et al. [ZHO 09] ont proposé une méthode permettant d’étendre la solu-
tion d’Eshelby, valable uniquement en espace infini, a un espace semi-infini. La
méthode consiste donc a décomposer le probleme entre trois sous-problemes
(Fig. 3.1), connu sous le nom de décomposition de Chiu [CHI 78b].
— (1) Une inclusion avec une eigenstrain £* = (£5;; €5; €33; €79;
€35; €55) dans un espace infini
— (2) Une inclusion symétrique de la premiere par rapport a la surface libre
d’eigenstrain €% = (e}, €5,;
€535 €19; —€15; —€53) dans le méme espace
— (3) Un champ de pression —¢™ distribué sur la surface (z3 = 0). Ce champ
est généré par les eigenstrains ¢* et €}
La somme de ces deux solutions génere uniquement une contrainte normale
o™ sur la surface (z3 = 0). La contrainte en tout point du domaine maillé en
n1 X ng X n3 cuboides est donnée par :
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1
1
1
1
1
:

v

’
X3,X3

FIGURE 3.1 — Méthode de décomposition de Chiu.

n3—1lng—1n;—1
I Nk (oI T T
0ij(T1, 02, 73) = E E E Biji(x xla Ty — Ty, T3 — T3)Ep (21, Ty, T3)
z2=021=0z1=0
nyg—1lngs—1ni;—1
I I N (oI T I
+ E E E Biji(r1 — @1, Ty — Ty, 23 + T3)e 5 (11, T3, —73)
zi=0 z1=0 z{=0
no—1n;—1
I ne I I
- E E Mij(xy — ], 29 — 2}, 23)0" (7], 23, 0)
x2—0 r{—O
(3.19)
ou B;j; sont les coefficients d’influence qui relient les contraintes o;; au point de
coordonnée (x1, o, x3) & I'eigenstrain constante définie au centre de 'inclusion

de coordonnée (z!, 2L, x1). Ces coefficients sont reliés au tenseur D;jz; par :

Bz’jkl<x> Ozjmannkl(l') V x € D-Q (320)
Bljkl(x):Cz];/[mn(Dmnkl(x)_lmnkl) V x € (321)

ot : Iijy =1 5 (6it6jk + dixdj1), est le tenseur identité d’ordre 4.

Dans le cas d une inclusion unique centrée en (21,24 0) dans I'espace semi-
infini, la contrainte surfacique ¢” en un point (1,2, x3) de la surface est
donnée par :

O-n(x/h x/27 0) - B33kl(l‘/1 - ZE{, xl2 - IL‘é, —:L'é, )5l:l(x{7 l‘é, IL‘é)

/ I 7 I I * I I I
— Bagp (7] — 21, 2% — 73, L3, )5skz($1a Lo, _$3)

(3.22)
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3. Massif élastique hétérogene

Dans I'équation 3.19, chaque composante du tenseur M;;() est obtenue par
une double intégration de Fj;() sur 2Az; x 2Azy centrée en (21,21, 0).

T +Axl x2+Ar2
1 / / ro
Mij(wy — 1, 20 — 78, 23) / / — o, ke — T4, x3)dx T
x x

—Axq —Axo
(3.23)
La 3D-FFT est alors utilisée pour accélérer la résolution des sous-problemes
(1) et (2) et la 2D-FFT pour le (3). On utilise les techniques de wrap around
et de zero-padding pour s’affranchir de l'erreur de périodicité induite par la
FFT [LIU 00b] (cf. chapitre2).

3.3.3 Déplacement normal dii aux hétérogénéités

Les déplacements normaux u’ dus aux hétérogénéités sont uniquement générés
3

par le champ de pression 0" permettant de créer une surface libre (massif semi-

infini).

no—1ni—1
3(21, 22) Z Z K¥(xy — 2, xy — 25) o™ (2], x) (3.24)
x,=0 z{=0
L’effet d’une pression uniforme sur une surface rectangulaire a été ana-
lysé en détail par Love [LOV 52] et Johnson [JOH 85b]. Les coefficients K%
représentent les coefficients d’influence reliant ¢” en un point (z/,z5,0) au
déplacement normal au point (z1, x5, 0).
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Prise en compte des hétérogénéités

3.3.4 Prise en compte de l’inclinaison de l’inclusion

Pour prendre en compte l'orientation de I'inclusion (Fig. 3.2), il faut respecter

les trois regles ci-dessous :

— Décomposition de Chiu : Compte tenu du fait que les orientations de I'in-
clusion (Fig.3.3) source et de I'inclusion miroir sont différentes, on a besoin
de deux familles différentes de coefficients. Ceci permet d’annuler les ci-
saillements a la surface libre 23 = 0. L’inclusion source et 'inclusion miroir
n’ayant pas les mémes orientations, I’équation de calcul de contraintes fait
intervenir deux tenseurs différents : B;ji; (pour l'inclusion source) et ijkl
(pour l'inclusion miroir).

Dans le cas des hétérogénéités inclinées, I’équation de calcul de contraintes
3.19 se réécrit :

nyg—1lng—1ni—1
Uij(xl’x27x3 Z Z Z Bljkl 561,1'2 :cé,azg - l‘é)ézl(%{,l‘é,l‘é)
:cd—O :c2—0 acl—()
nyg—1lng—1ni—1
+ Z Z Z Bz]kl Il? T2 — Iéﬂ T3+ I§)€:kl<x{7 .735, _Ié)
:1:3:0 :1:2—0 xl—O
na—1ni—1
- Z Z Mij(wy — 1, 29 — 2}, 23)0™ (2], 23, 0)
:z:2_0 :Jcl—O
(3.25)
Le calcul des champs de contraintes fait intervenir cette fois-ci 2 3D-FFT
(Bijkl,ngl) et 2 3D-FFT inverse (Bz-jkl,ijkl).

— Le wrap around : Dans la technique du wrap-around il faut tenir compte
de 'extension de la zone de calcul. Les symétries sur lesquelles sont basées
le wrap-around ne sont valables que dans le repere de I'inclusion. A chaque
point du maillage du repere de contact, il faudrait donc associer un point
image correspondant dans le repere de l'inclusion ainsi que les coefficients
de symétrie correspondant. Ceci est lié au fait que les méthodes FFT ne
pourront étre utilisées que sur les grilles du repere de contact. Il faudrait
faire un transfert de champs des grilles du repere de I'inclusion vers les grilles
du repere du contact dans le cas des inclusions inclinées. Ci-dessous le type
de figure qu’on peut obtenir lorsqu’on ne prend pas en compte les bonnes
symétries (Fig.3.4).

— La derniere étape consiste a prendre en compte la bonne orientation pour
I'inclusion source et I'inclusion miroir. Ainsi donc on introduit deux matrices
de rotation basées sur la convention ZXZ des angles d’Euler, une pour
I'inclusion source et une autre pour l'inclusion miroir.
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3. Massif élastique hétérogene

(a) (b)

FIGURE 3.2 — Contact Sphere/Plan en présence d'une hétérogénéité ellipsoidale
inclinée. (a) Configuration 3D et (b) Configuration 2D.

3.3.5 Prise en compte de ’effet des hétérogénéités dans
I’algorithme de contact

Les contraintes calculées en sous-couche, a partir de la résolution du
contact normal et tangentiel, sont utilisées localement a 1’échelle de chaque
hétérogénéité afin de déterminer leurs eigenstrains respectives a partir de la
méthode de l'inclusion équivalente d’Eshelby. Les hétérogénéités engendrent
des surcontraintes qui seront ajoutées aux contraintes élastiques engendrées
par le probleme de contact. La géométrie de la surface de contact doit étre
actualisée par I'ajout d’< eigen-displacements . Il faudra établir les relations
entre les < eigen-displacements > et les eigenstrains. Apres convergence de ces
déplacements en surface, on actualise définitivement la géométrie de la sur-
face de contact. L’algorithme du couplage entre hétérogénéités élastiques et le
probléeme de contact normal/tangentiel est présenté a la figure 3.5.

Le modele ainsi développé a été validé en utilisant la méthode éléments finis
[KOU 14b].
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FIGURE 3.3 — Méthode de décomposition dans le cas d’'une inclusion inclinée.

o- = . =
0.1
01}
I 0.05
0z

u} o03f o
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n.-:; | [-0.05
05) 01

03 02 1 0 01 02 03

(a) (b) ()

FI1GURE 3.4 — Exemple de champs de contraintes obtenus dans le plan x5 = 0 quand
le wrap — around n’ est pas réalisé correctement ; pour v = E//EM = 4 (avec
vl =M = 0.3) pour une inclusion ellipsoidale isotrope (a; = 0.4a*, ay = a3 = 0.1a*,
da:g/a* = 04, 0= —300)7 (a) 0'12/P0, (b) 0'13/P0, et (C) 0'13/P0.
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FI1GURE 3.5 — Algorithme de résolution lié a la décomposition de Chiu.
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3.4 Validation du modele développé

Les développements réalisés dans le cadre d'une hétérogénéité iso-
trope/anisotrope inclinée ont été validés en utilisant un modele Eléments Finis
(Abaqus v6.11). Cette partie décrit rapidement le modele EF, ainsi que les
comparaisons entre ce dernier et le Code Semi- Analytique. La configuration
EF est présentée a la figure 3.6. On considere un contact entre une sphere rigide
et un solide semi infini contenant une inclusion ellipsoidale située a une profon-
deur dzz. Afin d’avoir une bonne description de l'interface inclusion/matrice,
I'inclusion est définie en réalisant une partition dans le repere local relié au
repere du contact par une rotation de 30° autour de I'axe x5 (Fig. 3.7). Les
dimensions de la sphere et du solide semi-infini sont données dans le Tableau
3.1.

Sphere

Subsurface layer

Solid Inclusion

FIGURE 3.6 — Modele EF utilisé pour la validation.

X1

o

0 30
X1

30°

x2=x'2

X3 xf’,

F1GURE 3.7 — Repere local.
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TABLE 3.1 — Géométrie des corps en contact

Région Géométrie(mm)
Sphere R=31
Solide L1 = LQ = L3 =60

TABLE 3.2 — Propriétés géométriques de l'inclusion ellipsoidale (Cas de référence)

Géomeétrie Position
a1 = 0.4a*, ap = a3 = 0.1a* dxs = 0.4a*

Les propriétés géométriques et la position du centre de I'inclusion sont norma-

lisées par la demi-largeur du contact notée a* (Tableau 3.2).

Une stratégie particuliere de maillage a été mise en place. Une partie nommée

”couche de subsurface” est maillée en utilisant 30, 250 éléments hexaédriques

linéaires (C3D8) de taille 0.02a*, alors que le reste du solide est maillé avec

1,088,349 éléments tétraédriques linéaires (C3D4). La demi-sphere contient

39,671 éléments tétraédriques quadratiques (C3D10). Enfin l'inclusion est

constituée de 11,009 éléments tétraédriques linéaires (C3D4).

Une force ponctuelle d’une valeur Fry = 10000N est appliquée a la sphere.

La demi-largeur du contact de Hertz correspondant a ce chargement est a* =

Imm. Trois calculs ont été réalisés.

— Le premier correspond a un massif homogene : validation entre le modele EF
et le Code Semi-Analytique dans le cadre de la théorie classique de Hertz.

— Le second correspond a une inclusion ellipsoidale inclinée : validation des
développements liés a l'inclusion isotrope inclinée.

— Le dernier considere une inclusion ellipsoidale élastique orthotrope : valida-
tion du modele lié a I’anisotropie des inclusions.

Les propriétés matériaux de l'inclusion, du solide semi-infini et de la sphere

sont données dans le Tableau 3.3.

Le résultat des comparaisons entre le code semi-analytique et la méthode des

éléments finis est présenté a la figure 3.8.

On obtient une tres bonne corrélation entre le code semi-analytique et le

modele EF. Ce qui valide ainsi les développements réalisés dans le cadre de

I'inclusion isotrope/anisotrope inclinée. Dans la suite du document quelques

résultats académiques seront présentés.

Comparaison du temps CPU

Le modele éléments finis est un peu lourd, il s’agit d’'un modele & 1.5 x 10° de

ddls. Le choix d’un modele pareil est justifié principalement pour 2 raisons :

— Pour éviter l'influence des conditions limites sur le probleme de contact,
il faut que les dimensions des corps en contact soient au moins 20 fois
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TABLE 3.3 — Propriétés Matériaux

Région Propriétés Matériaux

Sphere ES =10'° GPa, v =10.3

Solide EM =210 GPa, vM =0.3

Hétérogénéité cas 1 (Isotrope) E!' =210 GPa, vl =0.3
cas 2 (Isotrope) E! =840 GPa, vl =0.3

cas 3 (Orthotrope) El =210 GPa, FEl =623 GPa, FE! =50 GPa
wly =83 GPa,  ply =400 GPa, ul; =20 GPa
vl = 0.15, VL, = 0.26, vl = 0.40

1.25 1.25 1.25

0.75 0.751

P/P, P/Py P/P
05 05 050
0.25 0.25 0.25¢
—SAM result —SAM result —SAM result
—FEM result —FEM result —FEM result
57 05 o0 05 1 15 5 05 o 05 4 15 85 o5 0 o5 1 15
x1/ax x1/ax 1 /ax

(a) (b) ()

FIGURE 3.8 — Comparaison entre la méthode semi analytique (SAM) et la méthode
des éléments finis (EF) ; (a) Contact Hertzien, (b) Hétérogénéité isotrope inclinée et
(c) Hétérogénéité orthotrope inclinée.

supérieures a la zone de contact

— Un maillage plus ou moins fin est indispensable pour décrire finement le
probleme hétérogene.

— Il faut un modele 3D pour décrire le contact hétérogene (hétérogénéité
anisotrope). Dans le cas purement homogene et isotrope un modele axi-
symétrique peut étre utilisé.

Le maillage du code SA comprend 10° points, i.e. 100 x 100x 100. La simulation

des deux modeles (SA et EF) a été réalisée sur le méme PC, un processeur

Intel-Core i5-3210M @2.5GHz. Le tableau 3.4 présente le temps CPU pour les

2 méthodes. La méthode SA utilise la décomposition de Chiu (section 3.3.2).

Le ratio de temps CPU entre les deux méthodes en termes de temps CPU est

de 1 : 8. Il faut toutefois rappelé que la simulation EF a été réalisée avec le

code commercial Abaqus v6.11 et que le modele EF considéré est un modele
3D.
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TABLE 3.4 — Comparaison du temps CPU

Méthode Eléments Finis Code SA(méthode de Chiu)
Temps CPU 44260s(~ 12h18min) 5760s(~ 1h36min)

3.5 Résultats et étude paramétrique

Les résultats se limiteront a un cas purement académique. Les propriétés
matériaux sont choisies arbitrairement.

Considérons un contact normal entre un indenteur sphérique et un solide
élastique semi-infini contenant une inclusion.

L’indenteur de rayon R = 31mm est soumis a une force normale Fy = 10000N.
Le module de Young et le coefficient de Poisson de ’espace semi-infini sont
respectivement : EM = 210G Pa et v™ = 0.3 (le module de compressibilité et
de cisaillement correspondants sont : kM = 175G Pa, ™ = 80.77G Pa).

Pour rappel,

E
b= s (3.26)
o 2(1]_?r ) (327

La pression équivalente de Hertz correspondant a cette configuration est :
Py = 4750M Pa et la demi-largeur de contact a* = 1mm. On étudie donc
I’effet de I'inclusion sur la pression de contact et les contraintes en sous-couche.
L’étude sera faite ici sur une hétérogénéité unique de forme ellipsoidale de
demi-axes a; = 0.4a*, as = 0.1a*, a3 = 0.1a* et située a une profondeur
drs = 0.3a*.

3.5.1 Hétérogénéité isotrope

L’effet d'une hétérogénéité isotrope sur la distribution des champs de pression

et de contrainte sera étudié. L’analyse sera divisée en trois grandes parties :

— Effet du rapport de module de Young v = E!/EM pour v! = v™ = 0.3;

— Effet du rapport du module de compressibilité § = kI /kM pour p! = M =
80.77GPa;

— Effet du rapport du module de cisaillement n = u!/u™ pour k! = kM =
175G Pa.

3.5.1.1 Influence du module de Young

Le coefficient de Poisson est choisi égal & v/ = 0.3. Le tenseur des modules
d’élasticité de I’hétérogénéité est alors donné par :
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] Bl joll
Clant = (I+vhH(1— 2V1)5ij5kl + 2 x (1+ ) (Ous0 + Budyp) (3:28)
vi=vy et BT =~EM (3.29)
Ciljlcl = ’YC%CZ
L’équation (3.10) devient :
(v — 1)C%lsklmn€;nn + 0%1521 =(1- ’Y)C%dggl (3.31)

La figure 3.9 présente les champs de pression normalisés par la pression de
Hertz. Le cas d’une inclusion parallele a la surface de contact est présenté a la
figure 3.9a (# = 0). La figure 3.9b présente le cas incliné 6 = 45°.

5.5

1.5 =9 ——y =0
DO 5 ——v =05
e —~=7=1
L ——7 = H
1251 _—Z—_:;i%o 4.5 —A—"\y{%oo
4t
1r 3.5}
P/PO P/Po 3r
0.751 2.5}
2,
0.5}
1.5}
0.25} T
05¢
957 o5 0 05 1 s 95%°% 05 0 05 15
w1 /ax x1/ax
(a) (b)
FiGure 3.9 — Distribution de la pression de contact normalisée pour différentes
valeurs de v = EY/EM (avec v = vM = 0.3) dans le cas d’une hétérogénéité

isotrope ellipsoidale (a; = 0.4a*, ay = az = 0.1a*, dzg = 0.3a*); (a) 0 = 0 et (b)
0 = 45°.

On remarque que la pression de contact augmente considérablement dans le
cas des hétérogénéités dures v > 1. Et inversement les hétérogénéités molles
~v < 1 réduisent localement la distribution de pression.

Par exemple sur la figure 3.9a, v — oo correspond a une augmentation de
la pression de 24.3% alors que le cas (y — 0) entraine une réduction de la
pression de 32.12%. Le cas référence étant celui correspondant au cas Hertzien
¢’est-a~dire a un massif homogene v = 1.
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4 T
_._9 — 00
——0 = 30°
3.5 ——( = 60°
——0 = 90°
sl ---0 =105°)]

2.5¢
P/PO 2f

1.5¢

FI1GURE 3.10 — Distribution de la valeur adimensionnée de la pression de contact
pour différents angles 6 dans le cas d’une hétérogénéité ellipsoidale isotrope dure
(v =4) de demi-axes (a; = 0.4a*, ay = a3 = 0.1a*, dz3 = 0.4a").

Dans le cas d’'une inclusion inclinée rigide (y — oo et § = 45° voir Fig.
3.9b), une forte augmentation du maximum de la pression de contact peut
étre observée. Dans notre cas ce pic correspond a 5 fois la pression équivalente
de Hertz. Lorsque (v — 0), la pression de contact tend localement vers 0.
L’influence de I'angle d’orientation 6 de 'inclusion est également étudiée dans
le cas d’une hétérogénéité dure : (y = 4), (figure 3.10). Lorsque 6 # 0 les
champs de pression et de contraintes en sous-couche perdent la symétrie par
rapport au plan x; = 0. Quand 'angle 6 tend vers 90°, hétérogénéité est tres
proche de la surface, la surpression est 245.47% fois supérieure au cas 6 = 0.
La figure 3.11 montre la distribution de pression pour différentes profondeurs.
On remarque que lorsque dzxz/a* dépasse 0.7, U'influence de I'hétérogénéité sur
le champ de pression peut étre négligée.

Le Code Semi-Analytique permet également d’avoir acces aux champs de
contraintes en sous-couche (figures 3.12 et 3.13). Les contraintes en sous-couche
augmentent si I'inclusion devient de plus en plus rigide, et inversement dimi-
nuent dans le cas des hétérogénéités molles.

Une étude a été également faite sur la contrainte normale et le cisaillement
a linterface fibre/matrice. Ceci est important lorsque l'on s’intéresse a la
décohésion des fibres. Quand le point M décrit 'interface Fibre/Matrice (fig
3.2b), l'angle ¢ varie de 0° a 360°. Les figures 3.14 et 3.15 présentent la
contrainte normale et la contrainte tangentielle a l'interface fibre/matrice en
fonction de 'angle ¢ pour différentes valeurs du rapport de module de Young.
Dans ce cas précis, il est a noter que la contrainte normale est négative, ce qui
voudrait dire que l'interface de I’hétérogénéité est sollicitée en compression.
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Pour des hétérogénéités rigides (7 — 00) la valeur maximale du cisaillement a
'interface hétérogénéité /matrice, atteint 0.69F, dans le cas de I'hétérogénéité
ellipsoidale (Fig. 3.14). Cette valeur est légeérement plus élevée (0.86F) dans
le cas de I'hétérogénéité sphérique (Fig. 3.15). Il est également important de
remarquer que le maximum de la contrainte normale se situe a £ = 90° alors
que le maximum du cisaillement est situé a & = 45°. Les lois de décohésion
fibre/matrice doivent prendre en compte a la fois la contrainte normale et la
contrainte tangentielle.

3.5.1.2 Effet du module de compressibilité

Dans cette partie on ne s’intéresse qu’a l'effet du module de compressibilité
(! = puM = 80.77G Pa). Physiquement, ce coefficient du tenseur d’élasticité
caractérise la variation de volume. Pour ce faire, on choisit 6 = k! /k*. Dans ce
cas précis, en considérant une hétérogénéité de forme sphérique, 'eigenstrain
sera purement hydrostatique. En particulier, 6 — oo et 6 — 0 correspondent
a faire tendre respectivement le coefficient de Poisson v — 0.5 et v — —1.
Compte tenu du fait que le tenseur C{jkl est isotrope, il peut se décomposer
sur la base des tenseurs isotropes J et K [BER 10].

Ci]jkl = 3kIJijkl + ZMIKijkl (332)
ol : Jijiw = 560 et Kijm = Lijiu — Jijm
Lijw = %(@léjk +00;1), est le tenseur identité d’ordre 4. Jijpen =
k0 (partie sphérique), et Kyjuen = ey (partie déviatorique). Les tenseurs
J et K présentent d’autres propriétés :

J:J=J
K: K=K
J  K=K:J=0
J:Lh=1:J=1
K:ILb=1L:K=0 (3.33)

ol : (I);; = 0;; est le tenseur identité d’ordre 2.

pl =M, k= 5kM (3.34)

ACiju = Clyy — Chy = 3(k" — k™) Jiji = 3(6 — DKM Jiju (3.35)
L’équation (3.10) devient :

3(6 — DEM JijrSkimn pn + Ciiiern = —3(6 = )kM Jijuey, (3.36)
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olt €%, représente la partie sphérique de &Y,.

Les figures 3.16a et 3.16b présentent la pression de contact adimensionnée pour
différentes valeurs du ratio 9.

On observe une augmentation locale de la distribution du champ de pression
quand le matériau tend & devenir incompressible (i.e. quand k! ou § — o).
Le pic de pression est moins élevé dans le cas d’une inclusion parallele a la
surface (0 = 0, Fig. 3.16a) en comparaison avec le cas (0 = 45°, Fig. 3.16b).
Une surpression tout a fait non négligeable peut étre générée du seul fait de
I’augmentation du module de compressibilité.

3.5.1.3 Effet du module de cisaillement

Ici le module de compressibilité de I'hétérogénéité est choisi identique a celui de
la matrice k! = k™M = 175G Pa. Quand I'hétérogénéité est de forme sphérique,
I'eigenstrain est purement déviatorique. Le ratio n = u!/pM définit le ratio
entre le module de cisaillement de 1’hétérogénéité et celui de la matrice. Le

tenseur G}, s'écrit
Cli = 3k Jijia + 20" Kij (3.38)
kh=kEM =M (3.39)
ACijn = Ciljkl - C%cl =2(n— 1)NMKijkl (3.40)

L’équation (3.10) devient :

2(n — 1) KijiSkimnEmm + Ciaer = —2(n — L)puMe) (3.41)

ij

ol e% représente la partie déviatorique de 6?]-.

Les figures 3.17a et 3.17b présentent l'effet de la valeur adimensionnée du
module de cisaillement 7, sur la distribution de pression. Il est important de
remarquer que les évolutions du champ de pression pour différentes valeurs de
n (Fig. 3.17) et de v (Fig. 3.9) sont assez similaires. Les effets du module de
cisaillement et du module de Young sont d’ordre 1 alors que l'effet du module
de compressibilité est d’ordre 2. Toutefois, la surpression générée par le module
de compressibilité est assez élevée pour ne pas étre négligée.

3.5.2 Hétérogénéité anisotrope

Dans cette partie, des propriétés anisotropes seront considérées pour les
hétérogénéités. L’analyse se limitera ici au cas d’'un matériau orthotrope. Les
coefficients d’élasticité dans le repere d’orthotropie Ry thotropie SONt donnés par :
Bl = 210GPa, E} = 623G Pa, Ef = 50GPa, ul, = 83GPa, ul; = 400G Pa
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phy = 20G Pa, vl = 0.15, vl; = 0.26, et vy = 0.4. L’orientation 6 de l'inclusion

est prise égale a 45°.

Les angles d’'Euler de type ZXZ ont été introduits (Fig. 3.18) afin d’établir

une correspondance entre le repere d’orthotropie et le repere du contact en

utilisant trois rotations (y,0,1)) autour des axes de contact (x1,r2,23).

Quatre orientations différentes du repere d’orthotropie seront considérées :

—Cas1:¢o =0°60=0° v = 0° les axes d’orthotropie coincident avec le
repere du contact ;

— Cas 2: ¢ =090° 6 =45° 1 =90°, les axes d’orthotropie coincident avec les
axes de l'ellipsoide.

— Cas 3: o =45° 6 =060°, ¢ = 30°.

— Cas 4 :p=-30° 0 =45° ¢ = 30°.

La figure 3.19 présente la distribution des champs de pression dans le plan

Ty = 0 et T = 0.

On observe que leffet de 1'hétérogénéité sur le probleme de contact

varie énormément en fonction de l'orientation du repere d’orthotropie.

L’hétérogénéité peut se comporter comme une hétérogénéité dure (Cas 1 et

4), ou une hétérogénéité molle (Cas 2 et 3). Ceci est lié essentiellement au

fait que dans les Cas 1 a 4 l'expression du tenseur Cjji; dans le repere du

contact varie énormément. Cette remarque en effet évidente, montre cepen-

dant I'intéréet de prendre en compte les bonnes orientations matériaux dans la

résolution du probleme de contact.

89



3. Massif élastique hétérogene
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FI1GURE 3.11 — Distribution de la valeur adimensionnée des champs de pression

pour différentes valeurs de dzs/a* pour une cavité ellipsoidale (a; = 0.3a*, ay =
az =0.1a*, v — 0); (a) =0 et (b) 6 = 45°.
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-0.2
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-1.2
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FIGURE 3.12 — Contrainte o33/F, dans le plan xo = 0 pour différentes valeurs
de v = ET/EM (avec v! = v™ = 0.3) pour une inclusion ellipsoidale isotrope
(a1 = 0.4a*, ay = a3 = 0.1a*, dzs/a* = 0.4, 0 = 30°); (a) v = 0.25, (b) v =4, et (c)
v — 0.
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FIGURE 3.13 — Contrainte oy3/F, dans le plan xo = 0 pour différentes valeurs
de v = ET/EM (avec v = vM = (.3) pour une inclusion ellipsoidale isotrope
(a1 = 0.4a*, ay = a3 = 0.1a*, dzs/a* = 0.4, 0 = 30°); (a) v = 0.25, (b) v =4, et (c)
v — 0.
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—2.5¢ ' =025
— v =4
—e—"7 — 00
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&(degre)
(a)

FIGURE 3.14 — Contrainte normale et cisaillement (o,,/Py et 7/F,) dans le plan
xy = 0 pour différentes valeurs de v = E!/EM pour une inclusion ellipsoidale
isotrope (a1 = 0.4a*, ay = a3 = 0.1a*, dxs/a* = 0.4, 6 = 30°); (a) 0,/Fp et (b)
T/Po.

---v=0.25
— =4
——7 = 0
- '50 60 120 180 240 300 360
&(degre)
(b)

FIGURE 3.15 — Contrainte normale et cisaillement (o,,/Py et 7/F)) dans le plan
xy = 0 pour différentes valeurs de v = E'/E™ | pour une inclusion sphérique (a; =
ay = ag = 0.2a*, drs/a* = 0.3); (a) 0,/ Py et (b) 7/ F.

93



3. Massif élastique hétérogene
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FIGURE 3.16 — Etude de I'influence du rapport § = k! /kM sur les champs de pression

pour une hétérogénéité ellipsoidale isotrope (a; = 0.4a*, as

0.3a*); (a) 8 =0 et (b) § = 45°.

‘ —e—'r]‘HO

——n=1/2

= a3z = 0.1a*, dxg =

‘ —e—n‘%O

FIGURE 3.17 — Etude de Pinfluence du rapport n = ! /™ sur les champs de pression
pour une hétérogénéité ellipsoidale isotrope (a; = 0.4a*, ay = a3 = 0.1a*, dzz =

0.3a*); (a) =0 et (b) 6=45°.
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FIGURE 3.18 — Angles d’Euler.
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FIGURE 3.19 — Profils de la distribution de pression pour une hétérogénéité aniso-
trope ellipsoidale (a; = 0.4a*, as = az = 0.1a*, dxg = 0.4a*, 6 = 45°); (a) dans le
plan z; = 0 et (b) dans le plan xo = 0.
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La prise en compte des hétérogénéités dans la résolution des problemes de
contact a été présentée jusqu’ici exclusivement dans le cas du contact normal
et des hétérogénéités ellipsoidales. Le paragraphe suivant présentera des cas
connexes qui s’inspirent fortement de ce qui a été présenté jusqu’ici. Ces cas
connexes comprendront des hétérogénéités de formes cubiques ainsi que le
contact tangentiel hétérogene.

3.6 Cas connexes

3.6.1 Hétérogénéités cubiques

La prise en compte des hétérogénéités cubiques s’inspirent fortement de ce qui a
été présenté aux paragraphes 3.3.1,3.3.2 et 3.3.3. Seul le calcul du tenseur D;;
d’ordre 4 change. En effet les fonctions potentiels ¢(x) et ¢ (x) de I’équation
3.15, seront données, dans le cas des hétérogénéités cubiques par [MAC 58].
Les expressions mathématiques seront rappelées ci-dessous.

¢(z) = E(cn) (3.42)

n=1
8
(@)= F (cn) (3.43)
n=1
avec
E =cieolog (R + ¢3) + cacslog (R + ¢1) + e3¢ log (R + ¢2) (3.44)
1 4 [ cac . [ c3C . [cc
-5 {c? tan~! (ﬁ) + c5tan™? (%) + c3tan™! <j};>} (3.45)
1 1
F :ZCICQCgR + 8 {(R2 — c?) cacglog (R + 1) (3.46)
+ (R* — &) cscrlog (R + ¢2) + (R* — ¢3) cicz log (R + ¢3) } (3.47)
1 _ CoC3 _ C3C1 _ C1Co
1 {c‘l1 tan ! <61_R> + c5 tan™*! (@_R) + c3tan™! (CS—R)} (3.48)
et

R = \/C12 + 022 -+ 632 (349)

Le vecteur ¢ = (c1, 2, c3) est défini par les équations suivantes,
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FIGURE 3.20 — Hétérogénéité parallélépipédique rectangle [LER 13a].

C1 = (T1 —a1,T2 — Q2,73 — a3

Cca = (T1 +a1,Ty — az, T3 — as

cs = (1 + a1, + a9, r3 — as

s = (T1 — a1,T2 + az,x3 + as

Cg = (T1 — G1,T2 — A2,T3 + a3

cr = (T1 + a1,%2 — ag, 3 + as

( )
( )
( )
cs = (1 — a1, 9 + a9, x3 — as) (3.50)
( )
( )
( )
( )

cs = (1 +a1,22+ az, 3+ as

Ces fonctions potentiels ont été implémentées dans le code de calcul par Julien
Leroux [LER 13a] dans sa these.

Soit un contact entre une sphere rigide de rayon R = 31mm, soumis a une
force normale Fy = 10000N, et un solide élastique semi-infini contenant une
hétérogénéité de forme cubique. Le module de Young et le coefficient de Poisson
de 'espace semi-infini sont respectivement : EM = 210G Pa et v™ = 0.3.

Les propriétés matériaux du cube sont anisotropes cubiques, B! = 420G Pa,
pl = 14GPa, v = 0.45, ET # 2 x pf x (1 + 1)

Les champs de pression et de contraintes sont présentés respectivement dans
les figures 3.21 et 3.22. La particularité des hétérogénéités cubiques réside
dans le fait que les coins du cube agissent parfois comme des concentrateurs
de contraintes.

3.6.2 Hétérogénéités et contact tangentiel

I1 est possible de prendre en compte 'effet des hétérogénéités dans la résolution
du contact tangentiel.
En présence des hétérogénéités, les équations du probleme de contact tangen-
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—9.5 -1 —0:5 0 0‘.5 1 1.5
x1/ax

FI1GURE 3.21 — Distribution de la valeur adimensionnée de la pression de contact
dans le cas d’une hétérogénéité de forme cubique (a = 0.12a*), avec des propriétés
anisotropes cubiques.

tiel peuvent se réécrire sous la forme :

As,(x1,22)
G- (w1, 22) = —p1 - p(21, T2) - A5 (or,20) | V(z1,22) € Ty
Ault(xq, o) + uf(21, 22) + ub(w1, 1) — Ad; = As, (w1, m) V(z1,22) € Ty
| (@1, 32) [[< - pla1, 22) V(z1,22) € Tt
Ault(xq, o) + ui (21, x2) + ub(xy, 22) — Ad, =0 V(zy,mq) € Ty
FZQ(%,M)S =Q;
LU, =T, (3.51)

ou le domaine I'y; définit la zone en adhérence (stick) et I'y la zone de glisse-
ment (slip).

Les champs de déplacements tangentiels u; sont a la fois causés par les eigens-
trains et par le champ de pression o,,. Les champs u; sont donnés par :

*
(21, 22) g E ngkl (:cl xl,xg x2,x3>€kl <x1,x2,x3>

x3 T2 1

# L Y0 (o1 1 = o) f (4 )

r3 T2 T1

+ZZKZP (SBl—x/17$2_x/2> <x1’$2>
2

) Tl

(i=1,2) (3.52)
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FIGURE 3.22 — Champs de contraintes obtenus dans le plan x5 = 0 pour une
hétérogénéité de forme cubique. (a) 013/, (b) 022/ Py, et (¢) o33/ Po.

Le tenseur d’ordre 3 D}, est donné par :

1
Diy, = Fry T —) (Vorti — 2000, — 2 (1 — V) [D.10i5 + bj0ir]) (3.53)

Les fonctions potentiels ¢ et 1 sont données soit par [MUR 87a] dans le cas
des hétérogénéités de formes ellipsoidales, soit par [MAC 58] dans le cas des
hétérogénéités parallélépipédiques rectangles.

L’algorithme de la figure 3.5 peut toujours s’utiliser, pour faire un couplage
entre hétérogénéités, contact normal et contact tangentiel.
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3. Massif élastique hétérogene

L’approche présentée depuis le début de ce chapitre ne se limitait qu’au cas
d’une inclusion unique. La prochaine partie se consacrera a la prise en compte
de plusieurs hétérogénéités dans les problemes de contact.

3.7 Prise en compte de plusieurs
hétérogénéités

3.7.1 Equations du probleme

Ici il s’agira de prendre en compte plusieurs hétérogénéités (Fig. 3.23) ainsi
que les interactions mutuelles entrp toptes ces hétérogénéités.

lW

F1GURE 3.23 — Contact dans le cas de plusieurs hétérogénéités.

De maniere générale, il est également possible de prendre en compte des
hétérogénéités contenant une déformation inélastique initiale. Ce cas de fi-
gure se rencontre assez souvent dans la modélisation des revétements avec une
déformation initiale, permettant d’introduire des contraintes résiduelles dues
au procédé.

Si on considere le probleme initial de la figure (Fig. 3.23), la déformation totale
¢ en tout point appartenant a une hétérogénéité comporte une partie élastique
¢ et une partie inélastique .

€5 =€y —En° (3.54)
La loi de Hooke donne

i = c;f;kl(gkl —£ine) = g5 = <c;§kl)—lakl el (v =1,2,...,n)
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Prise en compte de plusieurs hétérogénéités

Si le probleme équivalent est considéré, la déformation élastique s’écrit alors :

5;?]. =& — ¥ _ gine (355)

i iJ
La contrainte en tout point appartenant a 'inclusion équivalente s’écrit :

Oi5 = Cz‘jkl<5kl — 8 62?6) (356)
En combinant les équations 3.55 et 3.56 :

i ' -1
Chu(en—en®) = Cynlen—en—en) = 0ij = Ciju((Cling) " Omg—err) (3.57)
Le tenseur o;; peut s’écrire en tout point de l'inclusion :

* ine 0
ou :
o;; est l'eigenstress induite par la présence de l'eingenstrain €7;. 07¢ est l'ei-

genstress induite par 5”” est la déformation macroscoplque appliquée.
Ainsi en combinant les equatlons 3.57 et 3.58 on obtient :

ine

075 =Cijtt(Chimg) " Tg=h1) = Ciit(Clang) " (Ohe 00 )0 =)y, (¥ =1,2,...

1J i3

(3.59)
L’équation 3.59 est nécessaire mais pas suffisante pour la résolution du
probleme d’hétérogénéités multiples.
Elle n’est pas résolvable en I’état. Il s’agit la d’une équation a deux inconnues.
Il faudrait pour cela trouver une relation entre o* et £* ainsi qu’entre o™ et
8lne‘
Pour ce faire, une méthodologie numérique proposée initialement par [ZHO 11]
puis reprise ensuite par [LER 13a] sera utilisée :

3.7.2 Méthodologie numérique

Le massif semi-infini contient n inclusions hétérogenes €2, (¢ =1,2,....,n) et
est discrétisé en N; X Ny X N3 cubes identiques de taille Axq X Axy X Axs.
La forme discrétisée de 1’équation 3.59 peut s’écrire sous la forme :

1 . 1
(Cap CY = 1N0% 50+ Caprigy = (U4 =Cog, O Noas, +06s,);

0<a<N —1,0<B< Ny —1,0< v < Ny — 13.60)

ou CI - est le tenseur matériau élastique de l'inclusion hétérogene [a, 3, 7]

centrée en <x1 ; :Ug, x3> .
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3. Massif élastique hétérogene

L’eigenstrain est supposée constante a 'intérieur de chaque hétérogénéité.
au point :c‘f‘,xg ,xg) de I'élément [«, 3,7] est induit par chacune des

inclusions hétérogenes centrées en <x§,x2, x3> de I'élément [¢, ¢, ¢| et est ob-

k
Oa,8y

tenu en sommant l’ensemble des contributions des eigenstrains de toutes les
hétérogénéités contenues dans le domaine d’étude (massif semi-infini).

N3z—1 No—1 N1—1
v =22 2 2 Baescameficy
©=0 (=0 ¢=0
0<a<N—1,0<B<N,—1,0<y< Ny —1) (3.61)

De facon analogue,

Ns—1 Na—1 Ny—1
aﬁw 2223“5547%06(@
=0 ¢=0 £=0
0<a<N —1,0<B<Ny—1,0<y<Ng—1) (3.62)

L’équation 3.60 se réécrit sous la forme :

N3—1 N2—1 N;1—1

(CIMCM l—ld) DD D Baticaefice T Caprfasy

=0 (=0 ¢=0

N3—1 Ng—1 N;—1
— I M= P 0

©=0 (=0 ¢£=0
0<a<N —1,0<B<N,—1,0< < Ny—1) (3.63)

L’équation 3.63 devient 1’équation nécessaire et suffisante pour la prise en
compte de plusieurs hétérogénéités. La résolution de I’équation 3.63 est réalisée
sur l'intégralité du domaine D. Quand les cubes associés a la discrétisation
ne contiennent pas les eigenstrains initiales et/ou équivalentes, celles-ci sont
simplement mises a 0.

Les équations ci-dessus utilisent massivement des techniques de 3D-FFT pour
accélérer les temps de calculs.

3.7.3 Algorithmes de résolution numérique

Il faudrait maintenant trouver une méthode pour résoudre 1’équation 3.63.
Indépendamment de sa complexité, il s’agit d’un systeme d’équations linéaires
qui peut se mettre sous la forme :

Ax =b (3.64)
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Prise en compte de plusieurs hétérogénéités

Il est alors possible de s’inspirer de certains algorithmes de résolution de grands
systemes linéaires pour résoudre le probleme.
L’algorithme de CGM modifié proposé par [ZHO 11] et utilisé par [LER 13a]
permet d’avoir une bonne convergence pour des matrices symétriques définies
positives.
— Algorithme du gradient conjugué.

Choix d’une valeur initiale € ;

Initialisation du gradient conjugué :

go = A(‘:S —b

[tération numéro p du gradient conjugué

v =Aw,1
Pp-1=—(Gp-1-Wp—1)/(V-Wp_1)
€ =Ep 1 T Pp1Wp_1 (3.66)

9p = Gp—1 t Pp—1V

if (g,.9,)/(b.b) < € then
Fin

end if

Tp—1 = _(gp-v)/(v'wz)—l)
Wp = Gp + Yp—1Wp—1

Cependant la matrice A n’est pas toujours symétrique définie positive. Lorsque
que 'on est en présence d’un coefficient de frottement, ou de distributions
particulieres de déformations résiduelles, 'algorithme du gradient-conjugué
diverge des les toutes premieres itérations. Méme en rajoutant des coefficients
de relaxation, il est quasiment impossible de faire converger le probleme. Du-
rant la these il a fallu étudier et faire appel a d’autres types d’algorithmes de
résolution de systemes linéaires comme :

— le Gradient bi-conjugué stabilisé

— I’Algorithme Orthodir

Avec les méthodes du gradient bi-conjugué stabilisé et la méthode Orthodir,
il est possible de prendre en compte aussi bien des matrices symétriques que
non-symétriques définies positives.

Algorithme du gradient bi — conjugué stabilisé
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Initialisation de ’algorithme du gradient bi-conjugué stabilisé BICGSTAB :

go = Axg— b
do = go
go = 9o
To = 9o

[tération numéro p du gradient bi-conjugué stabilisé

v=Ad, 4
(p-1-9o)
(v.90)
Qp—1 = Tp—1 T Pp—1V

w = AQp—l

(w‘qp—21>

Pp—1 = —

Wp—1 =

[Jwll
Tp = Qp—1 + Wp—1W

€y =¢Ep 1T Pp-1dp-1 + Wp 1Gp1
if (r,.7,)/(b.b) <€ then
Fin

end if

L 7o
Wp—1 V-Go
dp = 1p + Yp-1(dp—1 + wp—1.v)

Tp—1 = —

Algorithme Orthodir

Initialisation de I'algorithme Orthodir :

go = Axg —b
w = go
v=Aw

w

wr = —
o]l

Awy = ——
o]

(3.67)

(3.68)

(3.69)
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Construction du vecteur p de la base A!A- orthonormée

w = Awy_4
v=Aw
for i =1 to p—1
a; = (v.Aw;)
W =W — ;.0

v=v— ;. Aw;

end for
1
W, = ——.W
"ol
A ! (3.70)
W, = ——.0 )
"ol

Pp = —(gp—1.Awp)

€, =€, 1 T PpWyp

9p = Gp—1 + ppAwy

if (g,.9,)/(b.b) < € then
Fin

end if

Il s’agit bien str d’une solution approchée, compte tenu du fait que l'eigens-
train est supposée constante dans chaque hétérogénéité. Cependant une bonne
précision peut étre obtenue si la discrétisation est assez fine et les dimensions
des hétérogénéités pas trop grandes (< 0.4a*).

La méthode déroulée ci-dessus, permet de déterminer 'eigenstrain de chacune
des n inclusions du domaine. Une fois les eigenstrains obtenues, une démarche
similaire a celle présentée 3.3.3 permet de remonter aux champs uj. C'est ce
champ uj qui permet de prendre en compte la présence d'une ou de plusieurs
hétérogénéités dans 'algorithme de résolution du contact.

3.7.4 Validation dans le cas d’un matériau revétu

La méthodologie de prise en compte des influences mutuelles sera validée
ici par la résolution du probleme de contact entre une sphere rigide R et
un massif revétu. Le massif revetu est composé d'un substrat de propriétés
élastiques F, vg, recouvert d’un revetement uniforme de propriétés matériaux
E.,v.. Dans notre cas, v. = vy et E. = 2FE,. Il s’agit donc du cas d'un
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4 :

(o]

(I l _

X3

(a) (b)

Fi1GURE 3.24 — Contact entre une sphere rigide et un massif revétu.

revetement dur. Le rayon R de l'indenteur est fixé égal a 0.21mm. Les pro-
priétés matériaux du substrat sont choisies telles que E; = 210000M Pa et
v, = 0.3. La pression équivalente de Hertz correspondant a la configura-
tion homogene sans revetement est Py = 2106M Pa et la demi-largeur de
contact a* = 0.003mm. L’épaisseur e. du revetement est fixé a 0.25a*. Dans
la modélisation semi-analytique, le revetement sera représenté par une série
d’hétérogénéités de formes cubiques (cf. Fig.3.24) isotropes de propriétés E,, v,
s’étendant sur une profondeur e.. Ici, le formalisme d’Eshelby sera donc ap-
pliqué aux hétérogénéités de formes cubiques. La méthodologie présentée dans
les sections (3.7, 3.7.2,3.7.3) sera utilisée pour prendre en compte les influences
mutuelles entre les différents cuboides.

La comparaison sera faite ici entre le code semi-analytique et un code multi-
grille développé par Hugo Boffy durant sa these [BOF 12b, BOF 14]. L’avan-
tage, par rapport a la solution classique de O’Sullivan, est qu’il est possible
a la fois de comparer les champs de pression et les champs de contraintes
en sous-couche. La figure 3.25 présente la comparaison du champ de pression
entre le code semi-analytique et la solution basée sur les méthodes multi-grilles
[BOF 12b, BOF 14]. La comparaison des champs de contraintes le long des
axes X; et X3 est présentée aux figures 3.26 et 3.27. Une bonne corrélation
existe entre les deux solutions.

Les nouveaux outils ainsi introduits permettent de prendre en compte des ma-
trices non symétriques. Il devient alors possible de résoudre des problemes
de fretting (coefficient de frottement non nul) en présence de plusieurs
hétérogénéités. Au-dela du cas d’un matériau revétu, ce formalisme per-
met de traiter le cas des géométries d’hétérogénéités complexes. Il est pos-
sible de décrire les fibres d’un matériau composite tissé par une succession
d’hétérogénéités de formes cubiques (représentation schématique a la figure
3.28a) ou comme une succession d’hétérogénéités cubiques et ellipsoidales

106



Prise en compte de plusieurs hétérogénéités

1.4

——Code SA, sans infuences mutuelles
——Code SA, avec influences mutuelles
1.2] - - -multigrilles, Boffy et al.(2012)

0.8]
P/F
0.6}
0.4]

0.2¢

38X 05 0 05 17 %is
x1/ax

F1GURE 3.25 — Comparaison du champ de pression obtenu par la méthode semi-
analytique et la méthode multigrille [BOF 12b].

(représentation schématique a la figure 3.28b). La description avec une série
d’hétérogénéités cubiques de sorte que ces hétérogénéités cubiques soient de
méme dimensions que la taille du maillage est celle qui fournit la meilleure
solution.
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1.5

——Code SA7 sans influences mutuelles
——Code SA, avec influences mutuelles
- - -multigrilles, Bofly et al.(2012)

N

x1/ax

(a)

1.5

1

——Code SA, sans influences mutuelles
——Code SA, avec influences mutuelles
- - -multigrilles, Bofly et al.(2012)

-0.5 0 0.5 1 1.5
x1/ax

()

-0.5 0 0.5 1 1.5

1.5

——Code SA, sans influences mutuelles
——Code SA, avec influences mutuelles
- - -multigrilles, Bofly et al.(2012)

RN

35 1 05 0 05 1 15
x1/ax
(b)

1.5 w \ : : ;
——Code SA, sans influences mutuelles
——Code SA, avec influences mutuelles

11 - - -multigrilles, Boffy et al.(2012)
0.5t ~ ~ : .
qu/f%’f%f%\\; 4//N§\§§

-0.5

_1 L
85 1 05 0 05 1 15

x1/ax
(d)

F1GURE 3.26 — Comparaison des champs de contraintes obtenus par la méthode
semi-analytique et la méthode multigrille [BOF 12b] suivant la direction X;; (a)

0'11/P0, (b) UQQ/P(), (C) 0'33/P0, (b) GUM/P().
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1.5

——Code SA, sans influences mutuelles
——Code SA, avec influences mutuelles
- - -multigrilles, Bofly et al.(2012)

N

0.5f

0 05 1
x3/ax

(a)

1.5

——Code SA, sans influences mutuelles
——Code SA, avec influences mutuelles
- - -multigrilles, Boffy et al.(2012)

N

0 05 1
x3/ax

()

1.5

—o—Code SA, sans influences mutuelles
—Code SA, avec influences mutuelles
- - -multigrilles, Bofly et al.(2012)

N

0.5}
092/ P,
22/ 0l

-0.5¢

_1_ L
50 0.5 1
x3/ax
(b)
1.5 .
——Code SA, sans influences mutuelles
——Code SA, avec influences mutuelles
11- - -multigrilles, Bofly et al.(2012)
0.5¢
O-UJ\/[/POO(
-0.5¢
_1 L
1% 0.5 1
x3/ax
(d)

F1GURE 3.27 — Comparaison des champs de contraintes obtenus par la méthode
semi-analytique et la méthode multigrille [BOF 12b] suivant la direction X3 ;(a)

0'11/P[), (b) 0'22/P0, (d) 0'33/P0, (b) O'UM/P().
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(a)

FIGURE 3.28 — Représentation schématique d'une description géométrique d’une
fibre de composites tissés (a) séries de cubes (b) séries de cubes+-ellipsoides.
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Améliorations numériques : nouvelle méthode de décomposition

La béete noire de l'algorithme de résolution de contact entre matériaux
hétérogenes, réside dans le calcul des champs de contraintes élastiques en
sous-couche. L’algorithme de calcul de contraintes élastiques est utilisé aussi
bien dans le cas d’une hétérogénéité unique, multiples, ou lorsque 'on est en
présence de plasticité en sous-couche. Selon le type de probleme considéré, les
routines de < calcul de contraintes > peuvent représenter jusqu’a 90% du temps
de calcul global. Deux approches différentes seront proposées dans les pro-
chains paragraphes de ce chapitre afin de réduire considérablement les temps
de calculs liés aux routines de calcul des champs de contraintes. Une nou-
velle méthode de décomposition sera utilisée pour simuler ’espace semi-infini
(Fig.3.29). Le code de calcul de contact sera ensuite parallélisé. Quel que soit
le type de probleme considéré; les temps de calculs seront, dans le pire des
cas, divisés au moins par 2.

3.8 Améliorations numériques : nouvelle
méthode de décomposition

Dans cette partie une nouvelle méthode de décomposition a été implémentée.
La méthode de décomposition classique de Chiu [CHI 78b] fait intervenir en
plus de 'eigenstrain €* une source miroir ;. Ceci oblige a utiliser quasiment
deux 3D-FFT et une 2D-FFT. La nouvelle méthode (Fig. 3.29, Eq.3.71) se
passe de la source miroir, mais fait intervenir trois 2D-FFT. Les 3D-FFT sont
évidemment plus cotteuses en temps de calcul que les 2D-FFT. Considérons
un maillage tridimensionnel de taille Ny x Ny x N3. Pour éviter les erreurs liées
aux FF'T, il est nécessaire de multiplier la taille du domaine par 2 dans chaque
direction. Le calcul des champs de contraintes en sous-couche se fait sur un
domaine de 2N; x 2Ny x 2N3. Comme mentionné au chapitre précédent, le
calcul se fait en utilisant des techniques de wrap-around et de zero-padding.

Quelle que soit la morphologie de l'inclusion (méme dans le cas des inclu-
sions inclinées), la nouvelle méthode (Fig. 3.29, Eq.3.71) fait intervenir 1 3D-
FFT et 1 3D-FFT inverse, 3 2D-FFT et 3 2D-FFT inverse. Le temps de cal-
cul 77 nécessaire a cette opération varie en O(864N;NoN3log(8N1NoN3) +
432N1 N3y N3 log(4N;Ny)). Ceci quelle que soit la morphologie de I'inclusion.

Considérons & présent la méthode de Chiu (Fig.3.1, Eq.3.19). Cette
décomposition fait intervenir dans le cas des géométries sans orientations
(cubes, spheres, ellipsoides sans orientations) 2 3D-FFT et 2 3D-FFT inverse,
1 2D-FFT et 1 2D-FFT inverse. Le temps de calcul 75 nécessaire a cette
opération varie en O(1728 Ny NoN3log(8 Ny NoN3) + 144N; Ny N3 log(4N1Ny)).
Dans le cas des inclusions inclinées (Fig.3.3, Eq.3.25), il faut remarquer
que l'inclusion source et l'inclusion miroir n’ont plus la méme orientation.
les tenseurs Bjj et ijkl étant différents. Le temps de calcul T3 nécessaire
a la décomposition de Chiu (dans le cas des inclusions inclinées) varie en
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O(3456 N1 No N3 log(8 N1 NoN3) + 144 N1 No N3 log(4N; Ny)).

Afin d’illustrer ce qui vient d’étre énoncé, on choisira Ny = Ny = N3 = N.
L’objectif étant de tracer les ratios % et % en fonction de N (Fig.3.30).
Dans le cas des inclusions inclinées, la nouvelle méthode de décomposition
permet d’avoir un gain de temps de calcul de 4 (Fig.3.30) au niveau du calcul
des contraintes. Dans le cas des géométries sans orientations (spheres, cubes,
inclusions non inclinées) le gain est de 2. Si 'exemple de la partie validation
(section 3.4) est reconsidéré, le gain en terme de temps CPU par rapport a la

méthode éléments finis, en utilisant la nouvelle méthode de décomposition est
1:26.

TABLE 3.5 — Comparaison du temps CPU en utilisant la nouvelle méthode de
décomposition

Méthode Eléments Finis Code SA(nouvelle méthode)
Temps CPU 44260s(~ 12h18min) 1680s(~ 28min)

ng—1lng—1n;—1
0ij(21, T2, T3) Z > Bimlan — o, wp — a5 — af)eq (], 25, 23)

0352 Oxl 0
no—1n;—1

- Z Z Mij(x1 — ], 29 — x4, 23)0" (2], 23, 0)

I=0zI=0

no—1n;—1

- Z Z M (@ — a2l vy — 2l w3)0.. (21, 21, 0)
CCQ—OCC{—O
no—1n;—1
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(3.71)
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FI1GURE 3.29 — Nouvelle méthode de décomposition.
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FIGURE 3.30 — Gain en temps de calculs.

3.9 Améliorations numériques : parallélisation

En Avril 1965, Gordon Earle Moore (1'un des trois fondateurs d’'Intel), déclarait
que la puissance des microprocesseurs sera multipliée par deux tous les 18
mois. La prédiction de Moore devrait normalement fonctionner au moins jus-
qu’en 2015 avant qu’on ne bute sur des bruits parasites : effets quantiques,
désintégration alpha. Cependant depuis 2004, la fréquence des processeurs
tend a stagner en raison des difficultés liées a la dissipation thermique, qui
empeéche une montée en fréquence en dépit de la taille plus faible des compo-
sants. De nos jours, les fréquences des processeurs peuvent atteindre 5GH z.
Il est tres difficile d’aller au-dela. Ainsi la facon naturelle de se débarrasser la
limite de vitesse liée a la fréquence est de dupliquer les unités fonctionnelles
arithmétiques ou processeurs. Le recours au calcul parallele est alors devenu
indispensable si 'on veut augmenter les puissances de calcul. Cependant les
problemes posés par le parallélisme demandent alors de repenser les méthodes
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mathématiques et les méthodes numériques. La quasi-totalité des codes com-
merciaux en mécanique peuvent aujourd’hui s’exécuter en parallele. De plus
en plus de codes académiques emboitent le pas en introduisant du calcul pa-
rallele dans les algorithmes de résolution. Le code semi-analytique devrait donc
emboiter le pas, en faisant appel au calcul parallele. Dans cette partie, nous
présenterons la maniere dont le calcul parallele a été introduit dans 1’algo-
rithme de résolution de contact entre matériaux hétérogenes. Il convient donc
dans un premier temps de présenter les différentes architectures de calculateurs
paralleles qui existent de nos jours.

3.9.1 Différents types d’architecture

Les instructions de code de calcul font intervenir en plus des opérations
arithmétiques, des acces mémoires. Ces acces mémoires sont aussi importants
que les opérations arithmétiques elles-mémes. Il est donc inutile d’augmenter
le nombre de processeurs ou les unités arithmétiques si on n’augmente pas en
méme temps le débit de la mémoire. Cela supposerait donc que la mémoire soit
simultanément de grande taille, pour contenir toutes les données, et capable
d’avoir un débit élevé pour alimenter tous les processeurs. La mémoire doit
donc fonctionner a une cadence plus élevée que les processeurs. Ce fonction-
nement est tout simplement impossible car, et la mémoire et les processeurs
utilisent une méme technologie : celle des semi-conducteurs. Le point le plus
important d’un calculateur scientifique est donc ’architecture mémoire.

— Mémoire partagée. Plusieurs processeurs ont acces simultanément a la méme
mémoire (Fig.3.31). Il s’agit par exemple des ordinateurs de bureau que le
LaMCoS offre a ses doctorants. Cette configuration est efficace pour des
codes de calculs manipulant des données d’entrée de l'ordre du Gigabytes.
Le code semi-analytique sera parallélisé dans cet environnement en utilisant
la bibliotheque OpenMP.

— Mémoire distribuée. Dans ce type de configurations (Fig.3.32), chaque pro-
cesseur va disposer de sa propre mémoire, a laquelle il sera le seul a avoir
acces. Chaque nceud de calcul est formé d’un processeur et de sa mémoire
mais doit pouvoir communiquer avec les autres. Les différents noeuds de cal-
cul seront donc reliés entre eux par un réseau de communication. Le temps de
calcul global dépendra également de la vitesse de transmission des données
via le réseau. La mémoire distribuée est adaptée a des problemes de grandes
dimensions. L’algorithme d’une parallélisation MPI dans un environnement
a mémoire distribuée sera présenté. Cependant, I'implémentation numérique
ne sera pas faite.

— Architecture hybride. Il s’agit d’'une combinaison de la mémoire partagée
et de la mémoire distribuée. Au plus haut niveau, il s’agit des machines a
mémoire distribuée, dont les nceuds de calcul ont eux-mémes une architec-
ture a mémoire partagée, disposant de plusieurs processeurs. La plupart des
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FIGURE 3.31 — Exemple d’architecture a mémoire partagée.
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clusters de calcul de laboratoire ont une architecture hybride. Pour plus de
détails sur les différentes architectures, le lecteur pourra se référer au livre
de Frédéric Magoules et de Frangois-Xavier Roux [MAG 13].
Une breve introduction sera faite sur I’évaluation des criteres de performances
d’un code parallele. Est-ce que le code de contact en question est parallélisable 7

3.9.2 Mesure de la performance

Avant de faire appel a la parallélisation dans un code de calcul, il convient

dans un premier de temps de s’assurer de la pertinence de celle-ci. Il arrive

parfois que l'introduction du calcul parallele fasse exploser les temps calculs.

Pour cela il existe des criteres de performance qu’il convient d’analyser bien

avant [MAG 13].

— Degré de parallélisme. Le degré de parallélisme d'un programme ou d'un
code de calcul, est le nombre d’opérations pouvant étre exécutées simul-
tanément. Plus le degré de parallélisme sera élevé, plus le nombre de pro-
cesseurs utilisés est élevé, plus le gain en temps de calcul est élevé. Si on
note 7' le temps total d’exécution, 7T}, le temps d’exécution parallele, T le
temps d’exécution de la part séquentiel. La formule dit d’Amdhal, permet de
déterminer le temps minimum d’exécution sur une machine parallele com-
portant np processeurs :

Ty =Ts+ 7% (3.72)
Bien évidemment il est difficile voire impossible d’atteindre 7;,,. Cela suppo-
serait que la part parallélisable du code soit parfaitement répartie entre les
différents processeurs sans que 'exécution parallele n’entraine de surcott.
La partie séquentielle de la résolution de contact sera par exemple : la lec-
ture et ’écriture de fichiers, la résolution du probleme normal et tangentiel.
Cependant les algorithmes de calcul de contraintes et de prise en compte
des hétérogénéités sont fortement parallélisables.

- Equilibrage des taches. Un autre critere de performance est la régularité en
termes de temps d’exécution des différentes taches de la partie parallélisable
du code. En effet, si une tache requiert un temps d’exécution plus élevé que
les autres, c’est elle qui va donc déterminer le temps minimal d’exécution en
parallele. Les divers algorithmes de la partie parallélisable du code doivent
étre parallélisés de maniere a avoir un bon équilibrage des taches sur les
différents processeurs.

— Granularité. La granularité d’une tache parallele peut se définir comme le
nombre d’opérations arithmétiques que la tache réalise et le nombre de
données que la tache doit recevoir. Concretement il s’agit du rapport entre le
temps de calculs et celle des échanges entre processus. En effet, 'exécution en
mode parallele entrainera des cotits supplémentaires qui vont réduire 1'effica-
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cité. Sur des machines a mémoire partagée, ces surcotits sont faibles, liés aux
fonctions du systeme d’exploitation qui activent les différents processeurs et
gerent la synchronisation entre processus. Sur un systeme a mémoire dis-
tribuée, les surcotits sont principalement liés aux transferts de données entre
processeurs qui induisent des délais supplémentaires lors de I'exécution en
mode parallele. De maniere simplifiée, ne seront parallélisées que les boucles
parallélisables (bien sir) ayant un temps d’exécution élevé.

— Extensibilité. Un algorithme ou une méthode seront dits extensibles si leur
efficacité ne décroit pas avec le nombre de processeurs. Dans le cas d’un en-
vironnement OpenMP, on peut établir I'extensibilité en exécutant le méme
calcul sur un nombre croissant de processeurs et mesurer la décroissance
du temps de calcul. Aucun algorithme ne sera extensible a l'infini, ce qui
compte c’est d’avoir une bonne extensibilité dans la gamme de processeurs
disponibles. Dans le cas de la parallélisation dans I’environnement a mémoire
partagée, OpenMP, 'extensibilité est bonne entre 2 et 16 processeurs. Ce
qui est tres satisfaisant, puisque le code semi-analytique se veut un code
de calcul <« Bureau d’études (BE) » léger devant tourner sur des ordina-
teurs de bureaux ayant entre 4 et 8 Coeurs. Par contre dans le cas MPI,
'extensibilité dépend fortement du type de probléme a résoudre (couplage
normal /tangentiel, nombre d’hétérogénéités, ... ).

3.9.3 Mémoire partagée : environnement OpenMP
3.9.3.1 Parallélisme de données

Le code de contact fait intervenir des calculs répétitifs sur de grands nombres
de données (calcul du tenseur Bij). Ces grands nombres de données appa-
raissent sous forme de boucles de programme portant sur des tableaux.
Lorsque que le code de calcul effectue par exemple des boucles de programme,
les différents processeurs peuvent se partager le travail, en partitionnant ’en-
semble ou une partie des itérations. Evidemment toutes les boucles d'un pro-
gramme ne sont pas parallélisables. Il y a une série de regles assez strictes a
respecter.
— Dépendance
L’exécution en parallele signifie que les différentes itérations seront effectuées
dans un ordre qui est fonction du nombre de processeurs, du mode de
découpage, et qui de fait est tres aléatoire. La parallélisation ne modifie
pas le résultat du calcul si et seulement si il n’existe pas de dépendance
entre deux ou une série d’instructions. Il existe deux types de dépendances :
la dépendance de données et la dépendance de sorties.
la dépendance de données : Deux instructions ou une série d’instructions
Insts et Instg présentent une dépendance de données, lorsque :
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Out(Insta) N In(Instg) # () (3.73)

Exemple :

Insty :a=b+c¢ Instg:d=0xa (3.74)

la dépendance de sorties : Deux instructions ou série d’instructions Inst et
Instg présentent une dépendance de sorties, lorsque :

Out(Insta) N Out(Instg) # 0 (3.75)

Exemple :

Insty :a=b+c Instg:a=pxd (3.76)

Dans les deux exemples donnés, la dépendance porte sur a.
En résumé une boucle est parallélisable si et seulement si deux instructions
ou séries d’instructions associées a des itérations différentes ne présentent
aucune dépendances de données ou de sorties.
En pratique cette regle peut, dans certains cas, étre contournée, en utilisant
des opérations de réduction.
Les principes tels qu’énoncés sont parfois difficilement vérifiables dans le cas
des boucles imbriquées.

— Cas des boucles imbriquées
Une partie importante des calculs réalisés dans le code de calcul réside
dans des boucles imbriquées. Les performances les plus élevées seront ob-
tenues si la boucle la plus externe est parallélisable, de sorte que la pa-
rallélisation présente la plus forte granularité possible. Cependant ’analyse
de la dépendance au niveau de la boucle externe n’est pas toujours facile
a faire. Il faudrait alors envisager de permuter les boucles afin d’avoir de
bonnes performances.

Plusieurs portions du code de calcul, comme les routines de calculs des tenseurs

D;ji, ont été parallélisées en se basant sur les regles énoncées ci-dessus.

3.9.3.2 Parallélisation des calculs de contraintes

En fonction du type de probleme a résoudre, entre 60% et 90% du temps
d’exécution est passé dans les routines de calcul de contraintes (Eq. 3.19).
L’équation de calcul des contraintes se réécrit dans le domaine de Fourier sous
la forme :

Cas de la décomposition de Chiu,

3ij(817 52, 83) = Bz’jk;l(Sh 52, 83)5‘;1(81, S92, 83) + Bz’jkz(sl, 52, 83)?;“(817 52, 83)

—i-]\//Z'j(Sl, S2, 83)3n($1, 32)
(3.77)

118



Améliorations numériques : parallélisation

Cas de la nouvelle méthode de décomposition,

a\ij(sla S2, 33) = Eijkl(é’l, 52, 33)5125(81, 52, 83) + Mij(sb S2, Ss)ﬁz(é’l? 82)

e . (3.78)
—f—M;f(Sh S9, 83)?23;(81, SQ) —|— MZ-ij(Sl, S9, 33)?zy(817 82)

Le calcul du tenseur des contraintes o;;(z1, 2, x3) se déroule donc en trois

étapes :

— Une transformée de Fourier rapide des variables spatiales de 'espace réel

vers l'espace de Fourier.
— Une série de multiplications et d’additions dans I’espace de Fourier.
— Une transformée inverse de 0;;(s1,52,53) vers le domaine spatial

Uij(l'la T2, 5173)-
Transformée de Fourier Directe

Les tenseurs B;ji; et €f; font intervenir des transformées de Fourier tridimen-
sionnelles (3D-FFT). Les 3D-FFT sont tres cotteuses en temps de calcul com-
parées aux 2D-FFT. Il convient de paralléliser en priorité les routines 3D-FF'T.
Le tenseur B;ji,; possede la symétrie en 77, en kl mais pas la symétrie majeure.
Il existe alors 36 termes distincts pour le tenseur B;j;. Il est alors possible de
réaliser simultanément la transformée de Fourier de ces 36 (Bjju) + 6(c};)
termes. Il s’agit alors (section 3.9.2) d’une portion de code fortement pa-
rallélisable. Ainsi quand 1’on est présence de 42 processeurs, la loi d’Amdhal
appliquée a cette portion de code permet de dire :

Texecution42FFT - TexecutioanFT (379)
Il s’agit d'un gain considérable en terme de temps de calcul.
Multiplication dans le domaine de Fourier
Le calcul des champs de contrainte dans le domaine de Fourier, fait intervenir
une série de multiplications et d’additions.
Cet algorithme a été fortement parallélisé, en utilisant principalement la
méthode de réduction.

Transformée inverse

Une fois les champs de contraintes obtenus dans le domaine de Fourier, il
convient de les ramener dans le domaine spatial.

O'ij(Il,J}Q,lL'g) = FFT_I(/O-\Z‘j(Sl,SQ,S,g)) (380)
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FIGURE 3.33 — Gain en terme de temps de calcul parallélisation OpenMP.

La transformée inverse des champs de contraintes nécessite 6 3D-FFT
indépendantes, ce qui permet de paralléliser entierement cette opération.

3.9.3.3 Evaluation du gain en terme de temps de calcul

En considérant le probleme de contact sur un massif revétu de la section 3.7.4,
le gain en terme de temps de calcul pour une parallélisation OpenMP, est de
1.87 sur 2 processeurs et 3.56 sur 4 processeurs (Fig.3.33). Il faut rappeler ici
qu’il s’agit d’un code Fortran 90 compilé avec Visual Fortran Studio XE 2010
pour Windows. Afin de pouvoir comparer les temps de calculs, 'exécution a
été réalisée sur un processeur Intel Core i7-3740QM avec 4 coeurs. Dans le
cadre de la parallélisation OpenMP, la configuration du contact revétu avec
prise en compte de I'influence mutuelle est celle qui permet d’avoir le plus gros
gain en terme de temps de calculs.

Ainsi, en combinant la nouvelle méthode de décomposition avec la pa-
rallélisation OpenMP, il est possible dans certains cas de figures d’avoir un
gain en termes de temps de calcul d’environ 11, en utilisant au mieux toutes
les ressources d'un PC classique avec 4 coeurs. Il s’agit d’un gain important,
ouvrant la voie a des simulations complexes. Ces améliorations numériques
ont été un important coup d’accélérateur pour le déroulement de la these. Les
simulations prenaient beaucoup moins de temps, plusieurs phénomenes ont pu
étre étudiés, ...

3.9.4 Mémoire distribuée : environnement MPI

La parallélisation a mémoire distribuée mise en ceuvre dans la plupart des
codes éléments finis est basée sur la décomposition de domaines, par découpage
de maillages. Dans le code de calcul semi-analytique, les propriétés des tenseurs
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D;jw seront utilisées pour faire la parallélisation a mémoire distribuée MPI

(Fig.3.34).

Pour une matrice considérée, le tenseur D;;,; ne dépend que de la mor-

phologie et des propriétés géométriques des hétérogénéités considérées. Pour

une inclusion ellipsoidale par exemple, le tenseur D;;i; ne dépend que du
ratio entre les demi-axes aq, as,as des ellipsoides. L’ellipsoide de demi-axes

a; = 0.3a*, a2 = 0.1a",a, = 0.1a™ aura le méme tenseur D;j;; que 'ellipsoide

de demi-axes a; = 0.6a*, as = 0.2a*, a; = 0.2a*. Une sphere de rayon » = 0.1a*

aura le méme tenseur D;j;i; qu'une sphere de rayon r = 0.2a*. Les différentes
hétérogénéités peuvent donc étre classées par familles. Ainsi le calcul de la
surcontrainte d’une famille, ou un certain nombres de familles pourraient étre
affectées & un neeud de calcul MPI (Fig.3.34). Un premier noeud de calcul
résout le probleme de contact normal/tangentiel. Les autres noeuds de calculs
regoivent en entrée les champs de déformations macroscopiques (o ou €°), cal-
culent et stockent les tenseurs D;j;; et fournissent en sortie la surcontrainte liée

a une ou a certains nombres de familles d’hétérogénéités. Ces surcontraintes

sont renvoyées au premier noeud de calcul et le probleme de contact est résolu

a nouveau (Fig.3.34). Le principe et 'algorithme ont été mis au point. Par

contre I'implémentation numérique n’a pas été faite pour plusieurs raisons :

— Il s’agit d'un code qui est toujours en cours de développement. La pa-
rallélisation MPI sera trop intrusive pour les autres développeurs et futurs
utilisateurs.

— Au vue de la dimension des problemes résolus actuellement, une pa-
rallélisation MPI n’est pas forcément prioritaire. Il pourra étre possible d’y
faire appel dans les années futures.

La parallélisation permet en outre d’envisager aujourd’hui la prise en compte

d’eigenstrains d’ordres 1, 2 [LER 13a] ou supérieur. Toute la méthodologie

présentée dans ce chapitre se limite exclusivement aux eigenstrains d’ordre 0.
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3.10 Synthese

Ce chapitre s’inscrit dans la continuité des theses de Julien Leroux [LER 13a]
et de Benjamin Fulleringer [FUL 11] qui se sont intéressés au cas des
hétérogénéités élastiques isotropes noyées dans un massif semi-infini élastique
isotrope. Dans ce chapitre la prise en compte des hétérogénéités anisotropes ou
isotropes inclinées dans le cas du contact entre corps élastiques isotropes a été
présentée. Le modele a été validé par comparaison avec un modele éléments-
finis réalisé avec le logiciel commercial Abaqus v6.11. Une étude fine, de l'effet
du module de compressibilité/cisaillement de I’hétérogénéité sur le probleme
de contact, a été réalisée grace a une décomposition du tenseur d’élasticité
C sur la base des tenseurs isotropes J et K. Les résultats de cette ana-
lyse ont été utilisés en bureau d’études (BE) pour étudier la nocivité de
défauts dans les billes céramiques de roulements hybrides. La méthode per-
met d’accéder aux champs de contraintes normales/tangentielles a l'interface
hétérogénéité /matrice. Ces variables s’averent utiles dans la mise en place des
lois de décohésions hétérogénéité/matrice. Dans le cas des hétérogénéités ani-
sotropes en particulier, il est indispensable de prendre en compte la bonne
orientation du repere d’anisotropie par rapport au repere du contact. Outre
les hétérogénéités de forme ellipsoidale, le modele pourrait également prendre
en compte des hétérogénéités de formes parallélépipédiques.

Une méthode numérique permettant de prendre en compte les interactions
mutuelles entre plusieurs hétérogénéités a été ensuite présentée. De nouveaux
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algorithmes de résolution tels que le Gradient bi-conjugué stabilisé et ’'Ortho-
dir ont été introduits pour résoudre le cas des matrices non symétriques (en
présence de frottement). L’approche a été validée par une comparaison avec
la méthode multi-grille.

Un accent particulier a été mis sur la réduction du temps de calcul et la ro-
bustesse du code. Une nouvelle méthode de décomposition a été proposée per-
mettant de diviser le temps de calcul quasiment par 2 ou par 4 en fonction des
configurations considérées (hétérogénéité inclinée ou non). La parallélisation
a été introduite dans le code de calcul. La parallélisation OpenMP a permis
d’avoir un gain de 1.87 sur 2 coeurs et de 3.55 sur 4 cceurs. En combinant la
nouvelle méthode de décomposition et la parallélisation il est possible, dans
certaines configurations, d’avoir un gain en termes de temps de calcul de 1 : 11.
Ces optimisations numériques ont rendu le code plus rapide. Les temps de
développement et de simulation ont été considérablement réduits. Le code est
des lors utilisé de maniere optimale en bureau d’études. L’algorithme général
d’une parallélisation MPI a été présenté mais n’a pas été implémenté. Cette
parallélisation peut se montrer trop intrusive pour les développeurs et utilisa-
teurs futurs. Aussi, au vue de la dimension des problemes résolus actuellement,
une parallélisation MPI n’est pas forcément prioritaire.

Les travaux présentés dans tout ce chapitre sont limités au cas des matrices
élastiques isotropes. Cependant, dans certaines configurations, les industriels
sont confrontés au cas des matrices viscoélastiques (étanchéités, composites
a matrice organiques, contact pneu/chaussée, ...). Le prochain chapitre sera
consacré au contact entre matériaux viscoélastiques homogenes ou hétérogenes.
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Chapitre 4

Théorie du contact
viscoélastique

Ce chapitre s’intéresse a la modélisation du contact
dans le cas des matériaux viscoélastiques homogénes
mais aussi dans le cas des matériaux viscoélastiques
hétérogenes. Il s’agit d’un modéle pouvant traiter a la
fois des problemes d’indentation, de
roulement/glissement et de fretting. Le modéle a été
validé par comparaison avec un modeéle éléments finis.
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Introduction

4.1 Introduction

Le contact viscoélastique, contrairement au cas élastique, est tres peu étudié
dans la littérature. Cependant, de nombreuses applications et solutions indus-
trielles mettent en ceuvre la problématique du contact entre deux matériaux
dont I'un au moins est viscoélastique. Les applications industrielles les plus
répandues sont le contact pneu/chaussée, le phénomene de fretting dans le
cas des matériaux composites a matrice organique, la biomécanique, 1’étude
de revetements viscoélastiques pour des applications pétrolieres, automo-
biles, aéronautiques et aérospatiales. Dans le cas du contact pneu-chaussée,
les industriels du pneumatique cherchent a mieux comprendre et a mieux
modéliser 'adhérence (frottement, usure) et ses facteurs influents (texture,
vitesse,...). En effet, la viscoélasticité de la gomme du pneu introduit un
différentiel de chargement entre I'avant et ’arriere de la zone de contact, in-
duisant un couple résistant. La détermination de cette résistance au roule-
ment est une problématique qui intéresse fortement les industriels du pneu-
matique. Les concepteurs de chaussée sont quant a eux plutot intéressés par
la compréhension des mécanismes de dégradations des chaussées, donc aux
champs de contraintes en surface et en sous-couche. Cela passe bien évidement
par une modélisation fine du contact entre matériaux viscoélastiques. Certaines
entreprises comme Hexcel, leader dans la fabrication des matériaux compo-
sites, sont fortement intéressées par les problématiques de fretting dans le cas
de ces matériaux. L'un des objectifs de ces études, est de comprendre 'effet
de la matrice viscoélastique sur le comportement a long terme en fretting de
divers matériaux composites [TER 11, TER 09]. Dans la biomécanique, cer-
tains industriels sont intéressés par la tenue et le confort des implants ou des
protheéses. Dans le cas des implants orthopédiques [GER 05] par exemple, le
matériau utilisé est un alliage T7 — 6 Al — 4V qui est en contact avec des tis-
sus mous dont le comportement est supposé viscoélastique linéaire. Enfin dans
le monde aéronautique, les revétements viscoélastiques sont particulierement
appréciés au niveau des structures froides soumises a des sollicitations de fret-
ting.

La plupart des modeles de la littérature qui se sont intéressés au contact
viscoélastique peuvent étre subdivisés en 3 grandes parties : 'indentation, le
roulement/glissement et le fretting. Contrairement au contact ¢élastique dont
les premiers travaux remontent a 1885, le premier modele traitant du contact
viscoélastique a été publié en 1960 par Lee et Radok [LEE 60]. Ils ont donné
les solutions en terme de champs de pression ainsi que I’évolution de la zone de
contact entre une sphere rigide et un massif viscoélastique linéaire. La solution
fournie par [LEE 60] n’est valable que pour une augmentation monotone de la
zone de contact. Une pression négative est obtenue lorsque la zone de contact
décroit, résultat qui n’est pas réaliste. Hunter [HUN 60] et Graham [GRA 67]
ont proposé une amélioration du modele d’origine de Lee et Radok [LEE 60]
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permettant de résoudre le probleme lorsque 1’évolution de la zone de contact au
cours du temps ne possede quun seul maximum. [TIN 66, TIN 68] s’intéresse
au probleme d’indentation viscoélastique lorsque la zone de contact est une
fonction arbitraire du temps. Le modele n’est valide que pour des indenteurs
ayant un profil axisymétrique. Les trois modeles présentés ci-dessus sont basés
sur des formulations analytiques complexes, sont limitées a des géométries
simples (cone, sphere) et a des matériaux viscoélastiques idéalisés avec un seul
temps de relaxation. Plusieurs auteurs se sont intéressés par la suite a I'indenta-
tion dans le cadre des matériaux viscoélastiques avec plusieurs temps de relaxa-
tion. Récemment Greenwood [GRE 10] a résolu le probleme de contact entre
un indenteur axisymétrique et un massif viscoélastique semi-infini. Le modele
proposé par Argatov [ARG 12| permet de résoudre les problemes d’indenta-
tion dans le cas des revétements viscoélastiques. Les modeles de Greenwood
et Argatov mettent en oeuvre des formulations quasi-analytiques complexes.
Enfin un dernier modele [CHE 11], basé sur les approches semi-analytiques, a
été développé pour résoudre le probleme d’indentation entre une sphere rigide
et un massif viscoélastique.

La prise en compte du roulement ou du glissement dans le cadre du contact
viscoélastique a fait l'objet de plusieurs études. [HUN 61] a proposé une
méthode de résolution du contact roulant entre un cylindre rigide et un massif
viscoélastique. Il s’agit d’'un modele 2D en déformations planes qui ne peut
prendre en compte qu'un matériau avec un seul temps de relaxation. Plus
tard, [PAN 80] ont étendu les travaux de Hunter au cas 3D en se basant sur
I'approximation de la théorie du contact linéaire élastique de Kalker ([KAL 72,
KAL 77]; [PAN 77]). Il s’agit d’une hypothese tres forte. Goryacheva [GOR 73]
utilise une autre approche analytique pour résoudre le probleme de contact glis-
sant entre un cylindre rigide et un massif viscoélastique. Un modele tridimen-
sionnel du contact glissant entre un indenteur lisse et un massif viscoélastique
homogene a été proposé bien plus tard par Aleksandrov [ALE 10]. Les solu-
tions en termes de champs de pression et de contraintes ont été obtenues dans
le cas d’'un matériau viscoélastique avec un seul temps de relaxation. Persson
[PER 10] a également présenté une nouvelle formulation analytique permet-
tant de résoudre le probleme de contact glissant entre une sphere/cylindre
rigide et un massif viscoélastique. Il obtient une estimation tres précise du co-
efficient de frottement apparent dans le cas des chargements en déplacement
imposé. En présence d'un chargement en force imposée, 'approche de Persson
[PER 10] ne permet pas d’avoir une bonne estimation de la distribution de
pression. Tous les modeles présentés depuis le début de ce paragraphe sont
basés sur des modeles analytiques ou quasi-analytiques. Certains auteurs ont
résolu le probleme de contact roulant viscoélastique en se basant sur des ap-
proches types éléments finis [PAD 84, PAD 92, LET 94, NAS 98, NAC 04].
La méthode des éléments finis peut prendre en compte n’importe quelles pro-
priétés géométriques et matériaux des corps en contact. La modélisation du
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contact roulant en viscoélasticité nécessite un maillage fin, ce qui engendre des
temps de calcul conséquents. Compte tenu du fait qu’il y a 'un des corps en
contact qui roule, il est parfois difficile d’assurer la convergence du probleme.
L’utilisateur doit donc étre tres attentif sur ’algorithme de détection et le
solveur de contact car il n’est pas du tout facile d’avoir une bonne esti-
mation des champs de pression. Carbone et Putignano [CAR 13] ont intro-
duit récemment une nouvelle approche originale, basée sur les méthodes des
éléments de frontieres, pour résoudre le probleme de roulement ou de glisse-
ment entre un indenteur sphérique et un massif viscoélastique. Leur modele
peut prendre en compte des matériaux viscoélastiques linéaires avec un ou plu-
sieurs temps de relaxation, et peut donc s’appliquer a des matériaux réels. Les
solutions en termes de champs de pression et de coefficient de frottement ap-
parent ne sont données qu’en régime permanent. Le régime transitoire n’étant
pas pris en compte dans le modele. Il s’agit d'un des modeles les plus aboutis
traitant du contact roulant/glissant en viscoélasticité. Dans la suite du ma-
nuscrit, les résultats obtenus par notre modele seront comparés a ceux obtenus
par Carbone [CAR 13].

L’étude du phénomene de fretting dans le cadre du contact viscoélastique
a fait l'objet de plusieurs études notamment dans le cas du PMMA (Poly-
MethylMethAcrylate). Une grande partie de ces travaux s’est limitée a des
études expérimentales [BRI 98, KRI 99, BRI 00, CHA 00, DUB 03, TEN 04,
GER 09, MAR 09a, CAI 11a, CAI 11b, TRE 13, YAS 15]. Les quelques
modeles associés a ces travaux, ne prenaient pas en compte la viscoélasticité
et se limitaient simplement & un contact élastique [DUB 03, TEN 04].
Quasiment tous les travaux présentés jusqu’ici ne se sont intéressés qu’au cas
des matériaux viscoélastiques homogenes. Tres peu d’études se sont intéressées
a la modélisation du contact entre matériaux viscoélastiques hétérogenes. Cette
problématique est cependant fortement présente dans le cas des composites a
matrice organique. Il est depuis bien établi que 'orientation locale des fibres
peut avoir une influence notable sur la réponse en fretting du matériau com-
posite [TER 11, TER 09, LER 11, LER 13c]. Les résultats établis dans le cas
des matériaux homogenes viscoélastiques ne sont donc pas transposables aux
cas hétérogenes viscoélastiques.

Au vue de la problématique industrielle, il est donc nécessaire de pouvoir
modéliser correctement le contact dans le cas de matériaux viscoélastiques
homogenes mais aussi dans le cas de matériaux viscoélastiques hétérogenes.
Dans ce chapitre, une approche semi-analytique de résolution du contact
viscoélastique sera présentée. Il s’agit d’'un modele pouvant traiter a la fois des
probl