
N˚d’ordre 2014-ISAL–0090 Année 2014

THÈSE

ÉLÉMENTS FINIS ISOGÉOMÉTRIQUES MASSIFS COQUE
SANS VERROUILLAGE POUR DES SIMULATIONS EN

MÉCANIQUE NON LINÉAIRE DES SOLIDES

Présentée devant
l’Institut National des Sciences Appliquées de Lyon

pour obtenir
le GRADE DE DOCTEUR

École doctorale :
Mécanique, Énergétique, Génie Civil, Acoustique

Spécialité :
MÉCANIQUE - GÉNIE MÉCANIQUE - GÉNIE CIVIL

par

Robin BOUCLIER
Agrégé de mécanique

Thèse soutenue le 30 septembre 2014 devant la Commission d’examen

Jury

BATOZ JEAN-LOUIS Professeur Président
DE BORST RENÉ Professeur Rapporteur
ABED-MERAIM FARID Professeur Rapporteur
BISCHOFF MANFRED Professeur Examinateur
COCHELIN BRUNO Professeur Examinateur
LEGAY ANTOINE Maître de Conférences Examinateur
COMBESCURE ALAIN Professeur Directeur de thèse
ELGUEDJ THOMAS Maître de Conférences Examinateur

LaMCoS - UMR CNRS 5259 - INSA de Lyon
20, avenue Albert Einstein, 69621 Villeurbanne Cedex (FRANCE)

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0090/these.pdf 
© [R. Bouclier], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0090/these.pdf 
© [R. Bouclier], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



INSA Direction de la Recherche  INSA Direction de la Recherche  INSA Direction de la Recherche  INSA Direction de la Recherche  ----    Ecoles Doctorales Ecoles Doctorales Ecoles Doctorales Ecoles Doctorales ––––    Quinquennal 2011Quinquennal 2011Quinquennal 2011Quinquennal 2011----2015201520152015    
 

SIGLE ECOLE DOCTORALE NOM  ET COORDONNEES DU RESPONSABLE 

 
CHIMIE 

 

CHIMIE DE LYON 
http://www.edchimie-lyon.fr 

 
 
Insa : R. GOURDON 

M. Jean Marc LANCELIN  
Université de Lyon – Collège Doctoral 
Bât ESCPE 

43 bd du 11 novembre 1918 
69622 VILLEURBANNE Cedex 
Tél : 04.72.43 13 95  
directeur@edchimie-lyon.fr 

 

 
E.E.A. 

 
 

ELECTRONIQUE, 
ELECTROTECHNIQUE, AUTOMATIQUE 
http://edeea.ec-lyon.fr 

 
Secrétariat : M.C. HAVGOUDOUKIAN 
eea@ec-lyon.fr 

M. Gérard SCORLETTI 
Ecole Centrale de Lyon 
36 avenue Guy de Collongue 
69134 ECULLY  

Tél : 04.72.18 65 55 Fax : 04 78 43 37 17 
Gerard.scorletti@ec-lyon.fr 
 

 
E2M2 

 

EVOLUTION, ECOSYSTEME, 
MICROBIOLOGIE, MODELISATION  
http://e2m2.universite-lyon.fr 
 

Insa : H. CHARLES 
 

Mme Gudrun BORNETTE 
CNRS UMR 5023 LEHNA 

Université Claude Bernard Lyon 1 
Bât Forel 
43 bd du 11 novembre 1918 
69622 VILLEURBANNE Cédex 

Tél : 06.07.53.89.13 
e2m2@ univ-lyon1.fr 
 

 
EDISS 

 
 

INTERDISCIPLINAIRE SCIENCES-
SANTE 
http://www.ediss-lyon.fr 

 
Sec : Samia VUILLERMOZ 
Insa : M. LAGARDE 

M. Didier REVEL 
Hôpital Louis Pradel 
Bâtiment Central 
28 Avenue Doyen Lépine 

69677 BRON 
Tél : 04.72.68.49.09 Fax :04 72 68 49 16 
Didier.revel@creatis.uni-lyon1.fr 
 

 
INFOMATHS 
 

INFORMATIQUE ET 
MATHEMATIQUES 
http://infomaths.univ-lyon1.fr 
 

 

Sec :Renée EL MELHEM 

Mme Sylvie CALABRETTO 
Université Claude Bernard Lyon 1 
INFOMATHS 
Bâtiment  Braconnier 
43 bd du 11 novembre 1918 

69622 VILLEURBANNE Cedex 
Tél : 04.72. 44.82.94 Fax 04 72 43 16 87 
infomaths@univ-lyon1.fr  

  

 

Matériaux 
 

MATERIAUX DE LYON 
http://ed34.universite-lyon.fr 
 

Secrétariat : M. LABOUNE 
PM : 71.70  –Fax : 87.12  
Bat. Saint Exupéry 
Ed.materiaux@insa-lyon.fr 
 

M. Jean-Yves BUFFIERE 
INSA de Lyon 
MATEIS 
Bâtiment Saint Exupéry 
7 avenue Jean Capelle 

69621 VILLEURBANNE Cedex 
Tél : 04.72.43 83 18 Fax 04 72 43 85 28 
Jean-yves.buffiere@insa-lyon.fr 
 

 
MEGA 

 
 

MECANIQUE, ENERGETIQUE, GENIE 
CIVIL, ACOUSTIQUE  
http://mega.ec-lyon.fr 
 

Secrétariat : M. LABOUNE 
PM : 71.70  –Fax : 87.12  
Bat. Saint Exupéry 
mega@insa-lyon.fr 

 

M. Philippe BOISSE 
INSA de Lyon 
Laboratoire LAMCOS 
Bâtiment Jacquard 
25 bis avenue Jean Capelle 

69621 VILLEURBANNE Cedex 
Tél :04.72 .43.71.70  Fax : 04 72 43 72 37 
Philippe.boisse@insa-lyon.fr 
 

 
ScSo 

ScSo* 
http://recherche.univ-lyon2.fr/scso/ 
 

Sec : Viviane POLSINELLI 
         Brigitte DUBOIS 
Insa : J.Y. TOUSSAINT 

M. OBADIA Lionel 
Université Lyon 2 
86 rue Pasteur 
69365 LYON Cedex 07 
Tél : 04.78.77.23.86  Fax : 04.37.28.04.48 

Lionel.Obadia@univ-lyon2.fr 
 

*ScSo : Histoire, Géographie, Aménagement, Urbanisme, Archéologie, Science politique, Sociologie, Anthropologie 

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0090/these.pdf 
© [R. Bouclier], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0090/these.pdf 
© [R. Bouclier], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



À l’heure des remerciements, il s’agit de n’oublier personne tant cette aventure a été
formidable et enrichissante sur le plan aussi bien scientifique qu’humain.

Mes premières pensées vont à mes encadrants Alain Combescure et Thomas Elguedj.
Je ne les remercierai jamais assez de m’avoir mis dans des conditions idéales pour trai-
ter d’un sujet aussi passionnant. Leur expérience, leur rigueur scientifique, leurs conseils
avisés mais aussi leur disponibilité, leur aide permanente, leur sincérité sont autant d’élé-
ments qui m’ont permis de mener à bien et agréablement ce projet. Au travers de leurs
qualités, ils m’ont transmis leur passion pour la recherche.

Je souhaite aussi remercier Thomas J. R. Hughes pour m’avoir accueilli au laboratoire
ICES à Austin (USA) et m’avoir fait découvrir pendant quelques mois son groupe de
travail, avec les grands spécialistes de l’analyse isogéométrique.

Je souhaite également exprimer toute ma reconnaissance à l’ensemble des membres
du jury pour avoir eu la gentillesse de m’accorder un peu de leur temps : Jean-Louis Batoz
qui m’a fait l’honneur de présider ce jury ; René de Borst et Farid Abed-Meraim pour leur
relecture attentive et minutieuse, et leurs commentaires constructifs ; Manfred Bischoff,
pour son œil d’examinateur éclairé ; enfin, Bruno Cochelin et Antoine Legay, pour avoir
apporté une dimension plus industrielle et une vision plus pratique de mon travail lors de
la soutenance de thèse.

Ensuite, je tiens à remercier l’ensemble de mes collègues et amis du LaMCoS qui,
plus ou moins expressifs, plus ou moins festifs, plus ou moins sportifs, mais tous admi-
rables humainement, ont instauré un climat de bonne ambiance au laboratoire. Une pensée
particulière pour Clém et Tyty, que j’ai suivis depuis Cachan et sur qui j’ai toujours pu
compter. Je pense aussi à Pierrot, Momo, Dav, père Alex, Coco, Did, Yaya, Dam, Nico,
Guillermo, K-Koffi, et tous les autres... Ce fut d’ailleurs avec un plaisir immense que je
me suis vu recevoir de ces personnes le titre de "docteur marto". Un petit clin d’œil aussi
à Aline, Anne et Thibault pour leurs conseils précieux avant la soutenance, ainsi qu’à
Isabelle pour son efficacité. De même, je n’oublie pas mes rencontres outre-atlantiques :
Martina, Omar, Matthias, Katheryn, Ramsey, Avi et Dominik sans qui, mon séjour à Aus-
tin n’aurait pas eu la même saveur. Je n’oublie pas non plus mes amis de Cachan : Cricri,
Adri (l’Ardéchois) et Zinc pour avoir toujours été à mes côtés depuis ma scolarité à l’ENS.

Enfin, je suis fier et ému de dédier ce mémoire à ma famille et à mes amis de longue
date, plus ou moins éloignés de ce monde de la recherche, qui m’ont fait l’immense joie
de leur présence et de leur soutien le jour de la soutenance comme durant toute mon
enfance. À mes parents, je suis infiniment reconnaissant pour avoir toujours cru en moi,
et m’avoir encouragé et guidé au cours des différentes épreuves de la vie. À mes grand-
parents et à ma marraine, je témoigne toute ma gratitude pour leur dévouement et leur
soutien inconditionnel. À mon frère et à mes amis de la Yaute : Racaillera fréro, le Fabrizio
du ski de rando, la Clelia du tour du Mont-Blanc, les Max, Mat, et Flo du scénar scénar,
les Sab, Alex, Yannou et Francinou des Chaussettes Rouges, et le Max buddy de toujours,
un grand merci pour tous ces petits moments plaisants, forts et riches en émotion passés
auprès de vous, et qui m’ont permis de me construire et de me porter jusqu’ici. Et je ne
saurais terminer sans une douce pensée pour ma Sopinette chérie, dont la tendresse, la
joie de vivre, et le sourire embellissent ma vie de tous les jours.

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0090/these.pdf 
© [R. Bouclier], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0090/these.pdf 
© [R. Bouclier], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



Résumé
Avec l’arrivée de l’Analyse IsoGéométrique (IGA), le calcul de coque est devenu

possible en utilisant la géométrie exacte pour des maillages grossiers. Pour cela, les poly-
nômes de Lagrange sont remplacés pour l’interpolation par des fonctions NURBS (tech-
nologie la plus courante en conception assistée par ordinateur). De plus, ces fonctions
possèdent une continuité supérieure ce qui offre une meilleure précision qu’un calcul
éléments finis à nombre de degrés de liberté égal. L’IGA a déjà été développée pour les
formulations coques. Elle n’a été cependant que très peu étudiée pour les modèles massifs
coque. Pourtant, cette deuxième approche est très utilisée par l’ingénieur car elle permet
de calculer des structures minces à l’aide d’éléments continus 3D, c’est-à-dire en faisant
intervenir uniquement des inconnues en déplacements.

La difficulté en calcul de coque est de faire face au verrouillage qui conduit à une
forte dégradation de la convergence de la solution. Le cadre NURBS ne permet pas lui-
même de résoudre ce problème. La meilleure efficacité de l’approximation NURBS ne
peut donc être atteinte sans le développement de techniques particulières pour supprimer
le verrouillage. C’est le but de cette thèse dans le cadre des éléments massifs coque.

Le premier travail a consisté, sur un problème de poutre courbe, à étendre les méthodes
sans verrouillage habituelles au contexte NURBS. Deux nouvelles stratégies ont alors été
développées pour les NURBS : la première est basée sur une technique d’intégration
réduite tandis que la seconde fait appel à une projection B. Le formalisme général des
méthodes B semblant plus adapté, c’est celui-ci que nous avons développé ensuite pour les
éléments massifs coque. Plus précisément, nous avons mis en place une formulation mixte
de laquelle nous avons pu dériver la projection B équivalente. Cette démarche constitue
d’un point de vue théorique le résultat principal du travail : une méthode systématique
pour construire une projection B consistante est de passer par une formulation mixte.

D’un point de vue mise en œuvre, l’idée principale pour traiter le verrouillage des élé-
ments massifs coque a été de modifier l’interpolation de la moyenne dans l’épaisseur de
la coque des composantes du tenseur des contraintes. Un contrôle de hourglass a aussi été
ajouté pour stabiliser l’élément dans certaines situations. L’élément obtenu est de bonne
qualité pour une interpolation de bas degrés et des maillages grossiers : la version qua-
dratique semble plus précise que des éléments standards NURBS de degré 4. La méthode
proposée conduit à une matrice de rigidité globale de petite taille mais pleine. Ce pro-
blème est inhérent aux NURBS. Il a pu être limité ici en utilisant une procédure de type
moindres carrés locaux pour approcher la projection B.

Finalement, l’élément mixte a été étendu avec succès en non linéaire géométrique ce
qui témoigne du potentiel de la méthode pour mener des simulations complexes.

KEYWORDS: élément massif coque, analyse isogéométrique, verrouillage, méthode
mixte, projection B, intégration réduite, contrôle de hourglass, flambage, non linéaire.
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Abstract
With the introduction of IsoGeometric Analysis (IGA), the calculation of shell has

become possible using the exact geometry for coarse meshes. In order to that, Lagrange
polynomials are replaced by NURBS functions, the most commonly used technology in
Computer-Aided Design, to perform the analysis. In addition, NURBS functions have a
higher order of continuity, which leads to higher per-degree-of-freedom accuracy of the
shell solution than with classical Finite Elements Analysis (FEA). IGA has now been
widely applied in shell formulations. Nevertheless, it has still rarely been studied in the
context of solid-shell models. This second shell approach is, however, very useful for en-
gineers, since it enables to calculate thin structures using 3D solid elements, i.e. involving
only displacements as degrees of freedom.

The difficulty in shell analysis is to deal with locking which highly deteriorates the
convergence of the solution. The NURBS framework does not enable to solve the pro-
blem directly. Then, to really benefit from NURBS in shells, specific strategies need to be
implemented to answer the locking issue. This is the goal of the thesis in the context of
solid-shell elements.

The first work has consisted, on a curved beam problem, in extending the locking-
free methods usually encountered in FEA to the NURBS context. From this study, two
new strategies for NURBS have emerged : the first one is based on a selective reduced
integration technique whereas the second one makes use of a B projection. The global
formalism offered by the B method appearing more suitable for NURBS, it has then been
investigated for solid-shell elements. More precisely, a mixed formulation has first been
elaborated from which, it has been possible to derive the equivalent B projection. From a
theoretical point of view, this strategy constitutes the most important result of this work :
a systematic method to construct a consistent B projection is to first establish a mixed
formulation.

With regards to the implementation, the main idea to treat locking of the solid-shell
elements has been to modify the average of the strain and stress components across the
thickness of the shell. Hourglass control has also been added to stabilize the element in
particular situations. The resulting element is of good quality for low-order approxima-
tions and coarse meshes : the quadratic version seems to be more accurate than basic
NURBS elements of order 4. The proposed method leads to a global stiffness matrix of
small size but full. This problem is inherent in NURBS. It has been limited here by using
a local least squares procedure to approach the B projection.

Finally, the mixed element has been successfully extended to geometric non-linearity
which reflects the ability of the methodology to be used in complex simulations.

KEYWORDS: solid-shell element, isogeometric analysis, locking, mixed method, B
projection, reduced integration, hourglass control, buckling, nonlinear.
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Introduction

Le calcul de structures coques n’a cessé de susciter l’intérêt des chercheurs depuis la
naissance du calcul en mécanique. Ceci s’explique certainement par l’importante présence
des structures minces dans le monde de l’ingénierie (génie civil, automobile, aérospatial,
aéronautique, nucléaire, etc). Aujourd’hui, avec l’émergence de la simulation numérique
pour la prédiction d’une part, et l’utilisation accrue de logiciel de Conception Assistée par
Ordinateur (CAO) pour la construction d’autre part, il parait préférable de s’inscrire dans
le cadre de l’Analyse IsoGéométrique (IGA) pour le calcul des coques.

Le concept IGA repose sur l’utilisation pour l’analyse par éléments finis des mêmes
fonctions que celles qui servent à construire la géométrie des modèles de CAO. Les fonc-
tions NURBS remplacent dès lors les polynômes de Lagrange. Comme la CAO utilise
les frontières ou des représentations de surface, l’approche est particulièrement adaptée
pour résoudre des problèmes où la géométrie est construite simplement à partir d’une
surface, ce qui est le cas des coques. Dans ce cadre, le concept offre la possibilité de
traiter conception et analyse avec exactement les mêmes modèles géométriques : l’étape
de maillage parfois délicate et coûteuse devient immédiate et la géométrie du modèle de
calcul peut être représentée de façon exacte, quelle que soit la finesse du maillage. En plus
de l’aspect géométrique, il apparait que les fonctions NURBS possèdent une continuité de
classe supérieure à celle des polynômes de Lagrange. De ce fait, une nouvelle stratégie de
raffinement du maillage, dans laquelle non seulement le degré polynomial mais aussi la
classe de continuité des fonctions peuvent être augmentés, est possible. Grâce à celle-ci,
il est établi de nos jours que le calcul de coque avec des éléments NURBS offre plus de
précision pour un même nombre de degrés de liberté que les éléments finis traditionnels.

L’analyse isogéométrique de coque s’est principalement concentrée jusqu’à mainte-
nant sur les modèles de structure coque. Dans ces modèles, seule la surface moyenne de
la coque est discrétisée. Cette approche, même si elle est intéressante d’un point de vue
réduction du nombre de degrés de liberté, peut présenter des difficultés pour l’ingénieur.
Par exemple, il est délicat de coupler ces éléments coques avec des éléments massifs 3D,
d’incorporer des relations de comportement 3D générales et d’avoir une information sur
le comportement dans l’épaisseur ou encore, de décrire des conditions de contact. Pour
répondre à ces questions, une deuxième approche a émergé en éléments finis classiques :
elle a donné naissance aux éléments massifs coque. L’idée est de prendre un élément
massif continu 3D et de considérer, pour limiter le coût de calcul, une unique couche
d’éléments dans l’épaisseur. L’intérêt est de ne faire intervenir que des déplacements aux
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nœuds comme degrés de liberté, ce qui facilite l’implémentation pour des simulations
complexes. Ainsi, si l’IGA est d’intérêt pour les modèles de structure coque, il parait tout
aussi intéressant d’appliquer le concept aux éléments massifs coque. C’est l’objet de nos
travaux : nous souhaitons développer des éléments NURBS massifs coque afin de fournir
à l’ingénieur une alternative intéressante pour bénéficier de la supériorité des fonctions
NURBS en calcul de coque.

La difficulté principale dans les simulations numériques de coques est de faire face au
verrouillage qui se manifeste d’autant plus que la structure est sujette à de la flexion. Il
en résulte une sous-estimation de la déformation et une sur-estimation de la contrainte si
bien qu’il est nécessaire d’avoir un maillage très fin pour obtenir une approximation cor-
recte. Les éléments NURBS sont, tout comme les éléments finis classiques, sensibles à ce
verrouillage. Assez peu de travaux concernant la suppression du verrouillage des coques
NURBS ont été publiés à ce jour. La stratégie de base en NURBS consiste à élever le degré
d’approximation. Ceci ne fait qu’atténuer le verrouillage sans le résoudre complètement :
même les éléments de haut degré n’y sont pas totalement insensibles et la précision dé-
pend de paramètres critiques tels que l’élancement ou la courbure de la coque. De plus,
l’élévation d’ordre implique une augmentation du nombre de points d’intégration pour le
calcul des intégrales. Ainsi, le coût de calcul augmente et ce, d’autant plus que nous allons
vers des simulations non linéaires ce qui est souvent le cas en ingénierie. Par ailleurs, il
apparait que ce sont surtout les NURBS de bas degrés (quadratiques et cubiques) qui sont
attractives pour l’analyse. En effet, ces fonctions permettent déjà une grande améliora-
tion de la solution par rapport aux éléments finis classiques et sont capables de générer la
plupart des géométries usuelles. Pour ces raisons, la problématique de la thèse se précise
comme suit : nous cherchons à construire un élément NURBS massif coque de bas degré
performant, c’est-à-dire sans verrouillage.

Le couplage des aspects NURBS et élément massif coque rend le problème du ver-
rouillage très délicat à résoudre. D’une part, le cadre NURBS nécessite que la stratégie
employée puisse s’adapter à la continuité supérieure de ces fonctions et à un degré polyno-
mial variable. Cette continuité supérieure implique notamment que la règle d’intégration
optimale ne peut s’écrire élément par élément. Utiliser des techniques d’intégration ré-
duite pour supprimer le verrouillage ne semble donc pas aisé avec les NURBS. C’est plu-
tôt des méthodes mixtes ou de déformations assumées qu’il faut envisager mais alors, la
façon de construire les contraintes ou les déformations doit être compatible avec la conti-
nuité supérieure. Un autre problème, qui semble inhérent au traitement du verrouillage
pour ces fonctions plus continues, est la présence d’une matrice de rigidité globale pleine,
ce qui augmente le coût de la résolution. D’autre part, comme l’élément massif coque
repose sur un modèle 3D complet, toutes les sources de verrouillage de structures minces
sont possibles et combinées : verrouillage en cisaillement (transverse et plan), verrouillage
en membrane, et verrouillage en pincement. Des stratégies judicieuses d’extraction et de
traitement des différentes contributions responsables du verrouillage sont ainsi à implé-
menter. Pour cela, l’utilisation conjointe de plusieurs méthodes comme en éléments finis
classiques avec notamment du contrôle de hourglass est probablement nécessaire.
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Pour répondre à la problématique de la thèse, nous procédons comme suit : après
un premier chapitre bibliographique précisant le contexte du sujet, les développements
apportés s’articulent autour de trois chapitres.

Dans le deuxième chapitre, nous nous intéressons à un problème de poutre courbe
NURBS. Nous utilisons un modèle de structure classique de type Timoshenko. L’intérêt
de commencer par ce problème simplifié est que les contributions responsables du ver-
rouillage sont bien identifiées si bien que seule la première difficulté du sujet est à traiter,
à savoir la maîtrise de la continuité supérieure des NURBS. Dans ce cadre, nous cher-
chons à étendre les méthodes sans verrouillage des éléments finis classiques au contexte
NURBS. Nous élaborons une technique d’intégration réduite et une méthode de projec-
tion B pour les NURBS. La méthode B semble la plus robuste : elle est équivalente à une
méthode mixte et s’applique à tous les types de degré et de continuité des NURBS.

Le troisième chapitre se focalise sur les éléments NURBS massifs coque proprement
dits. On se restreint dans ce chapitre au cas de l’élasticité linéaire dans le cadre des petites
perturbations. L’objectif est d’étendre la stratégie B implémentée pour la poutre courbe
afin de construire un élément NURBS massif coque de bas degré sans verrouillage. La
difficulté supplémentaire est d’extraire les nombreuses contributions responsables du ver-
rouillage de l’élément massif coque. Pour cela, nous proposons une stratégie basée sur
l’utilisation d’un opérateur moyennant la déformation et la contrainte dans l’épaisseur de
la coque. Avec un tel opérateur, il parait nécessaire de partir d’une formulation mixte pour
dériver la projection B mathématiquement bien construite qui peut gérer le verrouillage.
Dans un second temps, nous proposons de diminuer la taille de la matrice de raideur qui
est pleine avec la méthode de projection B proposée. Pour ce faire, nous pouvons mettre
en place une approximation locale de la projection B. Enfin, une procédure de contrôle de
hourglass doit être appliquée pour stabiliser l’élément.

Pour finir, le dernier chapitre concerne l’application en non linéaire géométrique de la
méthodologie développée. Ceci constitue une première étape pour vérifier le potentiel de
l’élément à être utilisé par l’ingénieur dans des simulations complexes. À ce jour, le cadre
de l’élasticité est conservé, la non linéarité provient uniquement des grands déplacements
et grandes rotations. La méthode pour les petites perturbations étant basée sur une for-
mulation mixte, c’est suivant le formalisme de la méthode mixte que l’extension en non
linéaire géométrique est effectuée. Il faut alors construire la matrice tangente mixte de
l’élément et proposer une méthode pour contrôler le hourglass en grands déplacements et
grandes rotations.

Les performances de l’ensemble des méthodes développées dans ce travail sont éva-
luées au travers d’expérimentations numériques usuelles et de comparaisons avec d’autres
techniques jugées aujourd’hui efficaces dans le domaine. À ce stade de l’étude, nous nous
concentrons principalement sur la construction des éléments. Nous cherchons à ce que
ces éléments soient utilisables pour l’ingénieur mais nous n’essayons pas ici de les implé-
menter concrètement et de façon optimale dans des codes éléments finis conventionnels.
L’ensemble des développements numériques est réalisé dans un code "maison" faisant
appel à du langage de calcul matlab.
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Chapitre 1

L’analyse isogéométrique pour le calcul
de coque
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1. L’analyse isogéométrique pour le calcul de coque

1.1 L’analyse isogéométrique
On introduit brièvement dans cette section le contexte de l’analyse isogéométrique.

Pour cela, on commence par rappeler les fondements et objectifs premiers de la méthode
puis, on justifie son application au calcul de coque. Enfin, on donne quelques détails
concernant la construction des fonctions de l’analyse isogéométrique en vue de montrer
l’intérêt de l’approche vis-à-vis de l’approche par éléments finis classiques et, pour pré-
ciser le cadre dans lequel on va se placer pour l’étude.

1.1.1 Principe

L’Analyse IsoGéométrique (IGA) est une approche assez récente qui trouve son ori-
gine dans les travaux de Hughes et al. [HUG 05] avant d’être détaillée et formalisée dans
le livre de Cottrell et al. [COT 09]. Dans un contexte de développement de nouveaux
outils pour le calcul numérique en ingénierie basée sur la simulation, celle-ci introduit
un nouveau paradigme. En effet, la démarche de l’approche est en rupture avec ce qui
est fait en Analyse par Éléments Finis classique (FEA). Habituellement, on commence
par construire l’espace d’approximation de la solution du problème de mécanique. Pour
cela, on utilise des polynômes de type Lagrange qui ont la particularité d’être interpolants
aux nœuds du maillage. Ensuite, on invoque le plus souvent la méthode des éléments
isoparamétriques pour discrétiser la géométrie du problème. À l’inverse, le concept iso-
géométrique propose de partir de la géométrie puis d’invoquer le principe des éléments
isoparamétriques, c’est-à-dire d’utiliser les mêmes fonctions pour le calcul que celles qui
servent à construire la géométrie des modèles de Conception Assistée par Ordinateur
(CAO) (voir figure 1.1 pour l’illustration du concept). En faisant ceci, on ne privilégie
plus uniquement le point de vue calcul. L’objectif de l’approche est au contraire d’essayer
de combler le vide entre les modèles CAO et FEA. On s’offre désormais la possibilité de
traiter conception et calcul avec exactement les mêmes modèles géométriques : les étapes
de construction de géométries simplifiées et de génération de maillages souvent fasti-
dieuses en FEA peuvent ainsi devenir évidentes en IGA. L’approximation par facettes de
la structure laisse par conséquent place à une représentation exacte de la géométrie quel
que soit le raffinement utilisé.

Pour ce faire, les fonctions les plus couramment utilisées sont les Non-Uniform
Rational B-Splines (NURBS) (voir, par exemple, Cohen et al. [COH 80], Piegl et
Tiller [PIE 97], Farin [FAR 01] et Rogers [ROG 00]). Le choix de ces fonctions est cer-
tainement dû à leur grande présence dans les logiciels de CAO et du graphisme par ordi-
nateur ainsi qu’à leur facilité de mise en place (algorithme pour les générer et facilité à
être raffinées par exemple). Ces fonctions permettent de représenter exactement de nom-
breuses formes rencontrées dans l’ingénierie, telles que les sections coniques, et donc les
cercles, les cylindres, les sphères, les ellipsoïdes, etc. En revanche, on peut remarquer que
ces fonctions de la CAO ne permettent pas de générer exactement des hélices ou des sur-
faces hélicoïdales (cf., par exemple, Letcher et Shook [LET 95]). Aussi, il est important
de noter que les NURBS possèdent un aspect structuré si bien que le raffinement local est
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FIGURE 1.1: Principe de IGA vs FEA : inversion de la "flèche" isoparamétrique.

impossible directement. À cause de ceci, on voit apparaitre de plus en plus dans l’IGA
les T-splines (voir, par exemple, Scott et al. [SCO 12]) et les B-Splines hiérarchiques
(cf., par exemple, Vuong et al. [VUO 11]), qui constituent simplement des versions des
NURBS pour lesquelles le raffinement local est possible. Dans ce travail, on se restreint
aux NURBS mais on ne doute pas de l’applicabilité des méthodes développées ici à ces
nouvelles techniques de l’IGA. En plus de l’aspect purement géométrique intéressant des
fonctions NURBS, il apparait que celles-ci sont plus riches pour la résolution du problème
de mécanique que les fonctions éléments finis classiques. Elles possèdent en fait une
continuité de classe supérieure, ce qui permet d’obtenir plus de précision pour un même
nombre de degrés de liberté et de robustesse comparé aux éléments finis traditionnels.
Sur ce principe, de nombreux travaux ont émergé pour prouver l’efficacité de la méthode
dans une multitude de domaines du calcul numérique. On peut citer par exemple : Cottrell
et al. [COT 06] et Hughes et al. [HUG 08] pour le cas de l’analyse vibratoire, Bazilevs
et al. [BAZ 06] et Zhang et al. [ZHA 07] dans le cadre de l’interaction fluide-structure,
Bazilevs et al. [BAZ 07] pour le cas des écoulements turbulents, Gomez et al. [GOM 08]
pour les méthodes de champs de phase, Elguedj et al. [ELG 07, ELG 14] pour les simu-
lations nonlinéaires de matériaux quasi-incompressibles, Kiendl et al. [KIE 09], Benson
et al. [BEN 10] et Echter et Bischoff [ECH 10] pour le calcul de coque, Schillinger et
al. [SCH 12] pour les méthodes de frontière immergée, Temizer et al. [TEM 11] pour la
mécanique du contact et, Wall et al. [WAL 08] pour l’optimisation de forme.

1.1.2 Intérêt pour les coques

Revenant à la description de la géométrie, un point important à mentionner est que
la CAO utilise les frontières ou des représentations de surfaces pour construire des ob-
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1. L’analyse isogéométrique pour le calcul de coque

jets géométriques. Or, la partie calcul nécessite souvent une description volumique de la
géométrie. En pratique, le lien direct entre conception et calcul prôné par la méthode ne
parait donc pas si évident. En effet, il parait encore délicat aujourd’hui avec les NURBS
de développer des techniques permettant de passer d’une représentation surfacique à une
représentation volumique de façon véritablement automatique. Du coté des spécialistes
de la géométrie, de nombreux travaux sont en cours pour répondre à cette problématique.
Il semble qu’une approche basée sur une technique de polycube spline (division du vo-
lume en une multitude de cubes splines) puisse constituer une voie prometteuse (voir, par
exemple, Wang et al. [WAN 08a, WAN 08b] et Xia et al. [XIA 11]).

Fort de ce constat, il apparait que l’analyse isogéométrique pourrait être surtout béné-
fique aujourd’hui dans le cas des coques. En effet, les coques sont des structures élancées
dans deux directions : elles reposent uniquement d’un point de vue géométrique sur la
description d’une surface. Le lien direct entre CAO et calcul redevient alors possible. De
plus, il est à noter que le comportement de ces structures coques peut être très sensible aux
imperfections de géométrie. Par exemple, le flambage dépend grandement de l’amplitude
des imperfections de la surface coque (voir Koiter [KOI 60] qui fut l’un des premiers à
avoir donné des solutions analytiques ou plus récemment [COT 09] qui a repris l’exemple
de Stanley [STA 85]). Une représentation exacte de la surface coque quelle que soit la
taille du maillage NURBS constitue dès lors un atout primordial. Ceci explique certaine-
ment pourquoi, après les premières contributions déjà citées [KIE 09, BEN 10, ECH 10],
les coques isogéométriques ont reçu un si grand intérêt au cours de ces cinq dernières an-
nées (voir, par exemple, [KIE 10, ECH 10, BEN 11, BEN 13, DOR 13, ECH 13, HOS 13,
BOU 13a, BOU 14, CAR 14, CAS 14]). C’est dans ce contexte que se place le travail de
cette thèse.

1.1.3 Mise en place

On explique à présent de façon succincte la construction des fonctions NURBS en
mettant l’accent sur leur propriété de continuité supérieure ainsi que sur la nouvelle stra-
tégie de raffinement qui en découle. Pour plus de détails, on encourage le lecteur inté-
ressé à consulter les références préalablement citées [COH 80, PIE 97, FAR 01, ROG 00,
COT 09] ainsi que Cottrell et al. [COT 07] pour un bon aperçu sur la génération de
maillage et le raffinement. Aussi, on a reporté dans l’annexe A les points principaux
de la technologie NURBS dans l’IGA. Cette annexe offre une vision globale. Elle vise
à faciliter la compréhension de la suite du manuscrit pour un lecteur non familier avec
l’IGA.

1.1.3.1 Les B-Splines

Les fonctions NURBS sont une généralisation des fonctions B-splines et possèdent
par conséquent beaucoup des propriétés des B-splines. Les B-Splines sont des courbes
polynomiales par morceaux construites à partir de fonctions B-Splines. L’espace paramé-
trique des B-Splines est localisé sur des "patchs" contrairement aux éléments finis clas-
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siques pour lesquels l’élément a sa propre paramétrisation. Les patchs peuvent être vus
comme des sous-domaines.

Vecteurs de nœuds Un vecteur de nœuds, en dimension unitaire (1D) dans la direction
e1, noté Ξ, est un ensemble de coordonnées dans l’espace paramétrique ordonnées de
façon croissante :

Ξ =
{

ξ1,ξ2, ..,ξne1+p+1

}
, (1.1)

où ξi ∈ R est le iième nœud, i est l’index du nœud, i ∈ {1,2, ..,ne1 + p+1}, p est le degré
polynomial de la B-Spline et ne1 est le nombre de fonctions associées. Les nœuds parti-

tionnent l’espace paramétrique en éléments, et l’intervalle
[
ξ1,ξne1+p+1

]
forme le patch.

Plus d’un nœud peut être placé au même endroit dans l’espace paramétrique. Les multipli-
cités des nœuds ont des implications importantes sur la continuité des fonctions B-Splines
associées. Si les nœuds sont également espacés, le vecteur de nœuds est dit uniforme et
non-uniforme autrement. Un vecteur de nœuds dont son premier et dernier nœud ont une
multiplicité p+ 1 est qualifié d’ouvert. Dans ce cas, la base est interpolante aux nœuds
frontières de l’intervalle ce qui facilite l’imposition des conditions aux limites. De plus,
des vecteurs de nœuds ouverts permettent d’assembler les patchs de façon équivalente à
l’assemblage des éléments en éléments finis classiques. Par contre, il faut bien noter que
la base qui en découle n’est pas, en général, interpolante aux nœuds intérieurs. Dans notre
travail, on prendra par souci de simplicité des vecteurs de nœuds ouverts. Aussi, on consi-
dérera pour les calculs des structures pouvant être représentées avec un unique patch et,
les nœuds seront en principe insérés de façon uniforme lors du raffinement du maillage.

Fonctions de forme Les fonctions de base B-spline pour un ordre p donné sont définies
récursivement à partir du vecteur de nœuds en utilisant la formule de Cox-de Boor (cf., par
exemple, [COH 80]). On commence avec des fonctions constantes par morceaux (p = 0) :

Me1
i,0(ξ) =

{
1 si ξi ≤ ξ < ξi+1,

0 sinon.
(1.2)

Puis, on construit pour p > 0,

Me1
i,p(ξ) =

ξ−ξi

ξi+p−ξi
Me1

i,p−1(ξ)+
ξi+p+1−ξ

ξi+p+1−ξi+1
Me1

i+1,p−1(ξ). (1.3)

Avec cette formule, on peut remarquer que pour p = 0 et p = 1, la base de fonctions est
identique aux constantes et linéaires par morceaux utilisées classiquement en éléments
finis. La plus grande richesse des B-Splines vient à partir de l’ordre 2. Un exemple de base
de fonctions quadratiques pour un vecteur de nœuds ouvert non-uniforme est présenté
sur la figure 1.2. Une propriété importante des fonctions B-Splines est qu’elles sont de
classe de continuité Cp−1 aux nœuds intérieurs si celui-ci n’est pas répété. C’est le cas ici
aux nœuds de coordonnées paramétriques 1, 2 et 3. Si le nœud à une multiplicité m, la
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1. L’analyse isogéométrique pour le calcul de coque

continuité est en fait Cp−m à ce nœud. Sur l’exemple, la continuité au nœud tel que ξ = 4
est ainsi C0, la multiplicité du nœud étant 2 soit exactement p. Les fonctions de cette base
sont par conséquent interpolantes aux extrémités de l’intervalle et également pour ξ = 4.
Si la multiplicité d’un nœud devient p+ 1, la base est discontinue et le patch est en fait
séparé en deux. En vue d’utiliser les propriétés supérieures de ces fonctions, on prendra
dans notre travail un degré polynomial au moins égal à 2. Outre cette caractéristique
majeure de régularité supérieure, on peut noter comme autres propriétés intéressantes
que :

– les fonctions B-Splines formées à partir d’un vecteur de nœuds ouvert constituent
une partition de l’unité : ∑

ne1
i=1 Me1

i,p(ξ) = 1, ∀ξ ;
– le support de chaque fonction Me1

i,p est compact et compris dans l’intervalle
[ξi,ξi+p+1] ;

– chaque fonction de la base est non-négative sur la totalité du domaine de définition :
Me1

i,p(ξ)≥ 0, ∀ξ.

00 5550 1 2 3 44
0
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M M M M
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M
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e1

FIGURE 1.2: Base de fonctions quadratiques pour un vecteur de nœuds ouvert non-
uniforme Ξ = {0,0,0,1,2,3,4,4,5,5,5}.

Courbes B-Spline Les courbes B-Splines dans Rd sont construites à partir de combi-
naisons linéaires de fonctions B-Splines. Les coefficients à valeurs vectorielles de la base
de fonctions sont appelés points de contrôle. Ils sont l’analogue des coordonnées nodales
en éléments finis classiques. Cependant, la nature non-interpolante des fonctions de base
ne permet pas d’obtenir la même interprétation géométrique des points de contrôle. L’in-
terpolation linéaire par morceaux des points de contrôle forme le maillage de contrôle
ou filet de contrôle. Soit ne1 fonctions Me1

i,p, i ∈ {1,2, . . . ,ne1} et ne1 points de contrôle
Bi ∈ Rd, i ∈ {1,2, . . . ,ne1}, une courbe B-Spline polynomiale par morceaux est définie
par :

C(ξ) =
ne1

∑
i=1

Me1
i,p(ξ)Bi. (1.4)

Un exemple est proposé sur la figure 1.3 pour la base quadratique présentée précédem-
ment sur la figure 1.2. Plus précisément, la figure 1.3(a) montre la courbe et son filet de
contrôle tandis que la figure 1.3(b) présente la courbe et les nœuds du maillage qui la
découpent en éléments. On peut remarquer que la courbe est interpolante au premier et
dernier points de contrôle ainsi qu’au sixième. Ceci est dû au fait que les fonctions asso-
ciées sont C0 aux extrémités et au nœud ξ = 4. Ailleurs, la continuité de la courbe est C1

si bien qu’elle ne passe plus par les points de contrôle.
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FIGURE 1.3: Exemple de courbe B-Spline quadratique par morceaux.

Surfaces et solides B-Splines Pour définir des surfaces B-Splines, il est nécessaire de
construire des fonctions B-Splines 2D. Pour cela, il suffit d’utiliser le produit tensoriel
qui consiste simplement à multiplier les fonctions B-splines 1D dans les deux directions
de l’espace. Ceci signifie qu’en notant Me1

i,p, i ∈ {1,2, ..,ne1} et Me2
j,q, j ∈ {1,2, ..,ne2} les

ne1 et ne2 fonctions B-splines 1D liées aux vecteurs de nœuds Ξ =
{

ξ1,ξ2, . . . ,ξne1+p+1

}
et H =

{
η1,η2, . . . ,ηne2+q+1

}
associées aux directions e1 et e2, nous avons au point de

contrôle B2D
A qui correspond au iième et jième point de contrôle dans les directions e1 et e2,

N2D
A (ξ,η) = Me1

i,p(ξ)M
e2
j,q(η). (1.5)

On omet volontairement à présent, pour simplifier les notations, les indices p et q concer-
nant le degré des fonctions dans les directions e1 et e2 respectivement. Avec ces fonctions
B-Splines 2D, on peut ensuite construire une surface B-Spline à l’aide des n2D = ne1×ne2

points de contrôle B2D
A , A ∈ {1,2, . . . ,n2D} :

S(ξ,η) =
n2D

∑
A=1

N2D
A (ξ,η)B2D

A . (1.6)

De façon analogue, on peut construire des solides B-Splines. Pour cela, il nous faut
définir des fonctions B-Splines 3D en utilisant le produit tensoriel. On rajoute alors la di-
mension e3 avec Me3

k,r, k ∈ {1,2, ..,ne3} les ne3 fonctions B-Splines associées provenant du

vecteur de nœuds Z =
{

ζ1,ζ2, . . . ,ζne3+r+1

}
. Le volume B-Spline s’écrit par conséquent :

V(ξ,η,ζ) =
n3D

∑
A=1

N3D
A (ξ,η,ζ)B3D

A , (1.7)

avec cette fois-ci n3D = ne1×ne2×ne3 et, N3D
A (ξ,η,ζ) désignant la fonction B-Spline 3D

du point de contrôle B3D
A correspondant au iième, jième et kième point de contrôle dans les

directions e1, e2 et e3, c’est-à-dire :

N3D
A (ξ,η,ζ) = Me1

i,p(ξ)M
e2
j,q(η)M

e3
k,r(ζ). (1.8)
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1. L’analyse isogéométrique pour le calcul de coque

Remarque 1 On comprend ici l’origine de l’impossibilité du raffinement local avec ces
fonctions : l’utilisation du produit tensoriel sur l’ensemble du patch.

1.1.3.2 Les NURBS et leur intégration dans l’IGA

Les entités NURBS dans Rd peuvent être interprétées comme des projections ra-
tionnelles d’entités B-Splines dans Rd+1. Les courbes NURBS sont par conséquent des
courbes rationnelles polynomiales. Il faut noter que lorsque l’on parle de degré pour les
courbes NURBS, on veut parler du degré de la B-Spline dont la courbe rationnelle est
générée. En particulier, c’est grâce à cette transformation projective qu’une B-Spline qua-
dratique par morceaux dans R3 peut être utilisée pour construire exactement un cercle
dans R2 (cf. [COT 09]). Avec de telles stratégies, toutes les sections coniques peuvent
être obtenues exactement par les NURBS.

Pour construire une NURBS, il est donc nécessaire de définir un poids propre à chaque
point de contrôle de la NURBS dans Rd . Ce poids est une valeur scalaire qui correspond
à la coordonnée dans la dimension supplémentaire des points de contrôles ("points pro-
jectifs") associés de la B-Spline dans Rd+1. Notons les poids wi, i ∈ {1,2, . . . ,ne1} pour
le cas d’une NURBS 1D. Avec ces poids, les fonctions NURBS 1D peuvent se construire
directement à partir des fonctions B-Splines Me1

i,p, i ∈ {1,2, ..,ne1} telles que :

N1D
i =

Me1
i,pwi

∑
ne1
i=1 Me1

i,pwi
, (1.9)

qui représente la iième fonction NURBS 1D. Dans le cas 2D (respectivement 3D), on
procède de même en repartant des fonctions B-Splines 2D (resp. 3D) (cf équations (1.5),
resp. (1.8)), c’est-à-dire que l’on a :

N2D
A =

N2D
A w2D

A

∑
n2D
A=1 N2D

A w2D
A

(
resp. N3D

A =
N3D

A w3D
A

∑
n3D
A=1 N3D

A w3D
A

)
, (1.10)

w2D
A (resp. w3D

A ) étant le poids du iième et jième (resp. iième, jième et kième) point de contrôle
dans les directions e1 et e2 (resp. e1, e2 et e3). Fidèlement à l’utilisation du produit tenso-
riel, la valeur des poids en multi-dimension s’obtient en multipliant les poids des points
de contrôle associés en dimension unitaire. On retrouve pour ces fonctions NURBS la
plupart des propriétés des fonctions B-Splines, à savoir la continuité supérieure, la par-
tition de l’unité, le support compact composé de p+ 1 éléments et la positivité. Si les
poids sont égaux à 1, les NURBS deviennent d’ailleurs des B-Splines. Les surfaces et
volumes rationnels se définissent de façon analogue à leurs homologues B-Splines (voir
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équations (1.4), (1.6) et (1.7)) en terme de fonctions rationnelles :

C(ξ) =
ne1

∑
i=1

N1D
i (ξ)Bi ;

S(ξ,η) =
n2D

∑
A=1

N2D
A (ξ,η)B2D

A ;

V(ξ,η,ζ) =
n3D

∑
A=1

N3D
A (ξ,η,ζ)B3D

A .

(1.11)

En pratique, on détermine à ce niveau la position des points de contrôle ainsi que la
valeur des poids associés de sorte à représenter exactement des géométries coniques avec
très peu d’éléments. Ensuite, la deuxième phase de l’analyse isogéométrique consiste à
invoquer le principe des éléments isoparamétriques pour construire la solution du pro-
blème. Si c’est l’approximation du déplacement Uh en tout point de la structure que l’on
cherche, on l’écrira sous la forme :

Uh =
n

∑
A=1

NAUA, (1.12)

où n vaut ne1 , ou n2D, ou n3D et, NA remplace N1D
i , ou N2D

A , ou N3D
A suivant la dimension

du problème considéré. UA, A∈ {1,2, . . . ,n} représentent les degrés de liberté du modèle.
On les appelle les variables de contrôle car la solution n’est pas, en principe, interpolante
au niveau de ceux-ci. Afin de réaliser l’intégration numérique des matrices et vecteurs
générés avec les fonctions NURBS, des éléments sont construits à partir des intervalles
entre deux nœuds dans l’espace paramétrique : [ξi,ξi+1] en 1D, [ξi,ξi+1]× [ηi,ηi+1] en
2D et, [ξi,ξi+1]× [ηi,ηi+1]× [ζi,ζi+1] en 3D. Après avoir transporté l’espace physique
sur le domaine paramétrique en utilisant la représentation NURBS au niveau d’un patch,
on transporte chacun de ces éléments dans l’élément parent à travers une seconde re-
présentation, celle-ci affine, et des règles d’intégration de Gauss usuelles sont utilisées
comme en éléments finis classiques. La stratégie habituelle pour calculer numériquement
des problèmes de mécanique consiste à prendre (p + 1) points de Gauss par élément
pour des fonctions NURBS de degré p. Cela se généralise en 2D et en 3D : il en faut
(p+ 1)× (q+ 1) en 2D et (p+ 1)× (q+ 1)× (r+ 1) en 3D. Sauf indication contraire,
c’est ce que nous ferons dans ce travail. La figure 1.4 illustre la procédure de changement
d’espace pour le cas d’un modèle 1D. La géométrie est une courbe NURBS construite à
l’aide d’un unique patch. Comme dans cette figure, on choisira dans la suite toujours un
espace paramétrique de longueur unitaire (nœud initial à ξ = 0 et nœud final à ξ = 1). Le
domaine paramétrique devient donc plus précisément isoparamétrique. L’élément parent
sera quant à lui constitué de l’intervalle [−1,1]d , où d est la dimension considérée. Les
coordonnées associées à ce domaine seront ξ̃ en 1D, auquel on ajoute η̃ en 2D, et ζ̃ en
3D.

13

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0090/these.pdf 
© [R. Bouclier], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés
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i i+1
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i
+(   +1)= ii+1(        -       )

2

FIGURE 1.4: Les différents espaces pour le calcul des éléments NURBS.

Remarque 2 Du fait de la continuité supérieure, les règles d’intégration de Gauss ne
sont pas optimales pour les NURBS. D’autres stratégies plus adaptées à la situation mais
plus complexes (règles d’intégration propres à l’ensemble du patch) ont aussi été élabo-
rées (cf. Hughes et al. [HUG 10] et Auricchio et al. [AUR 12]). Ces dernières ne seront
pas envisagées dans ce travail.

1.1.3.3 Raffinement k : ordre et continuité supérieurs

Après avoir construit le maillage NURBS grossier permettant de générer exactement
la géométrie du problème, on peut le raffiner sans en changer la forme. Pour ceci, deux
mécanismes existent : l’insertion de nœuds et l’élévation d’ordre. L’insertion de nœuds
permet de retrouver le raffinement h en FEA. Il consiste à ajouter des nœuds au vecteur
de nœuds. Pour être totalement identique au raffinement h, l’insertion des nœuds doit être
effectuée de telle sorte que chaque nœud ait une multiplicité égale au degré polynomial de
la base, afin d’assurer une continuité C0 à chaque nœud. L’élévation d’ordre est quand à
elle l’analogue du raffinement p, elle consiste à augmenter le degré polynomial des fonc-
tions de forme. On peut noter que chaque valeur dans le vecteur de nœuds doit être répétée
afin de préserver la discontinuité des dérivées des fonctions dont on élève l’ordre. Si l’on
part d’un maillage où toutes les fonctions sont déjà C0, cette notion coïncide exactement
avec le raffinement p en FEA. Ces équivalences de raffinement avec les stratégies pour les
éléments finis classiques nous montrent que l’IGA englobe en fait FEA. FEA n’est qu’un
cas particulier de l’IGA.

Maintenant, une stratégie d’ordre plus élevé est possible du fait de la flexibilité de
l’insertion de nœuds et de l’élévation d’ordre. On peut introduire une nouvelle procédure
de raffinement dans laquelle le degré polynomial et la continuité des fonctions de forme
sont simultanément augmentés. C’est ce que l’on appelle le raffinement k (cf. [COT 07]).
Ceci peut être atteint en appliquant tout d’abord l’élévation d’ordre sur le maillage gros-
sier puis, en pratiquant l’insertion de nœuds (nœuds que l’on prend de multiplicité 1) pour
obtenir le maillage fin souhaité. En d’autres termes, une fois le degré voulu obtenu, on ra-
joute des éléments en maintenant le plus haut degré de continuité des fonctions NURBS,
à savoir Cp−1 au niveau des nœuds. Un exemple du processus de raffinement k et sa com-
paraison avec le raffinement p classique est présenté sur la figure 1.5. L’exemple concerne
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Le calcul de coque

des fonctions B-Splines 1D de degré 2 pour un maillage constitué de trois éléments. Cet
exemple montre que le raffinement k produit moins de fonctions ayant une classe de conti-
nuité plus élevée, il en résulte un nombre moindre de degrés de liberté. Ceci est présenté
plus en détails dans [HUG 05, COT 09, COT 06, COT 07]. Ce gain explique certainement
en grande partie la supériorité de l’approche NURBS vis-à-vis de la méthode éléments fi-
nis classiques. De ce fait, c’est cette stratégie de raffinement k que nous utiliserons dans
ce travail.

Deux fonctions linéaires

    insertion 
de noeuds en

élévation 
  d'ordre

Raffinement p

Raffinement k

élévation 
  d'ordre

    insertion 
de noeuds en

Sept fonctions quadratiques

Cinq fonctions quadratiques 1

FIGURE 1.5: Comparaison du raffinement classique p avec le nouveau raffinement k.

1.2 Le calcul de coque

La section précédente nous a permis de comprendre l’importance d’utiliser l’IGA dans
les coques aujourd’hui. Pour finir de fixer le contexte de notre travail, il nous faut à pré-
sent se focaliser sur le calcul de coque proprement dit. L’objectif ici est de présenter dans
les grandes lignes les méthodologies relatives aux coques, les problèmes usuellement ren-
contrés et les applications existantes dans le contexte NURBS, ceci permettant de justifier
le cadre dans lequel nous allons nous placer pour contribuer à l’avancée du domaine. On
peux distinguer majoritairement deux approches pour le calcul de structures élancées :
l’approche modèle de structure et l’approche modèle massif. Pour chacune de ces ap-
proches, il apparait un phénomène néfaste de verrouillage qui conduit à un ralentissement
considérable de la convergence de la solution.
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1. L’analyse isogéométrique pour le calcul de coque

1.2.1 Approche modèle de structure
Les premières théories apparues pour résoudre des problèmes de structures élancées

consistent à mettre en place un modèle de structure. On commence par présenter ces
modèles en se référant aux travaux relatifs à la méthode des élément finis classiques. Ce
n’est qu’à la fin de la partie que l’on situe le contexte NURBS de ces techniques.

1.2.1.1 Généralités

On trouve principalement la théorie de Kirchhoff-Love (cf. Kirchhoff [KIR 50] et
Love [LOV 88] pour les premiers travaux) et la théorie de Reissner-Mindlin (voir Reiss-
ner [REI 45, REI 47] et Mindlin [MIN 51] pour l’origine). La théorie de Kirchhoff-Love
peut être interprétée comme un cas particulier de la théorie de Reissner-Mindlin. L’idée
de ces approches est de se référer à la surface moyenne seule pour le calcul en tirant parti,
à l’aide d’hypothèses raisonnables, de la faible épaisseur de la coque. L’intérêt de ces mé-
thodes est de limiter le nombre de degrés de liberté du modèle de calcul puisque ce n’est
plus un volume mais seulement une surface qui est discrétisée.

Pour mieux comprendre, on considère dans le repère global (x,y,z) une coque de
surface moyenne Amoy, d’épaisseur h et de longueurs Lx et Ly (voir figure 1.6). En pratique,
Lx et Ly sont assez proches. On écrit pour simplifier Lx ≈ Ly ≈ L. Il faut vérifier h� L
pour pouvoir parler de coque. On note M de coordonnées vectorielles x, y, et z dans le
repère global le vecteur position générant la coque. À chaque point M, on associe un point
G de la surface moyenne tel que

GM = M−G = z̃e3. (1.13)

e3 constitue la normale à la surface moyenne et z̃ ∈ [−h/2,h/2] est la coordonnée curvi-
ligne suivant cette direction. On construit aussi pour obtenir le repère local deux vecteurs
tangents e1 et e2 à la surface moyenne de sorte que la base (e1,e2,e3) soit orthonormée
directe. Les coordonnées curvilignes dans ces directions e1 et e2 sont notées, respective-
ment, x̃ ∈ [0,Lx] et ỹ ∈ [0,Ly]. Les coordonnées paramétriques associées (∈ [0,1]) sont ξ

et η. Dans la suite, on parlera "d’épaisseur" pour caractériser la direction e3 et de "lon-
gueurs" pour caractériser les directions e1 et e2. On prendra aussi comme notations dans
la base (e1,e2,e3), V1, V2 et V3 pour les composantes d’un champ vectoriel V et, τ11, τ22,
τ33, τ12, τ23 et τ13 pour les composantes d’un champ tensoriel d’ordre 2 symétrique τ.
On fera de même dans la base (x,y,z) avec les indices x, y et z à la place de 1, 2 et 3
respectivement. Avec ceci, on peut définir la géométrie de la coque telle que

M(x̃, ỹ, z̃) = G(x̃, ỹ)+ z̃e3. (1.14)

Du fait de la faible épaisseur h par rapport aux longueurs Lx et Ly, le modèle de
structure est généralement construit en faisant les hypothèses suivantes :

1. l’hypothèse des sections droites, c’est à dire qu’un segment normal à la surface
moyenne non déformée reste droit dans la configuration déformée. On néglige en
fait ici le gauchissement de la section ;

16

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0090/these.pdf 
© [R. Bouclier], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



Le calcul de coque

G

e1

e2
e3x

z
y

Surface moyenne
Épaisseur hAmoy

Ly

Lxx

y
x

z

G

e1

e3

M

UM

FIGURE 1.6: Description de la géométrie et cinématique d’un modèle de structure coque.

2. l’hypothèse de non variation de l’épaisseur, c’est-à-dire que la déformation normale
ε33 est nulle. L’effet poisson dans la direction de l’épaisseur n’est donc pas pris en
compte ;

3. l’hypothèse des contraintes planes : dans les relations de comportement, la
contrainte normale σ33 est négligeable par rapport aux autres composantes du ten-
seur des contraintes.

Plus précisément, ce sont ces hypothèses qui sont à la base de la construction du modèle
de Reissner-Mindlin. Les hypothèses 1 et 2 impliquent une cinématique simplifiée de la
coque : le déplacement UM en M peut en effet s’exprimer en fonction du déplacement
UG de G et de la rotation notée θ = θ1e1 +θ2e2 de la normale suivant e1 et e2 (voir, de
nouveau, figure 1.6). On écrit :

UM = UG +θ∧ z̃e3 = UG(x̃, ỹ)+ z̃θ2(x̃, ỹ)e1(x̃, ỹ)− z̃θ1(x̃, ỹ)e2(x̃, ỹ), (1.15)

où on utilise la notation · ∧ · pour caractériser le produit vectoriel entre deux vecteurs
de l’espace (R3). On remarque alors qu’il nous suffit de connaitre 5 champs scalaires
surfaciques (les trois composantes du déplacement de la surface moyenne et les deux
composantes de rotation de la normale) pour totalement définir la cinématique de la coque.
Dans le cas d’un modèle de Kirchhoff-Love, on rajoute une hypothèse :

4. on néglige le cisaillement transversal, c’est-à-dire que l’on considère au niveau des
déformations ε23 = ε13 = 0. D’un point de vue cinématique, cela signifie que la
normale reste perpendiculaire à la surface moyenne au cours de la déformation de
la coque.

Avec cette hypothèse supplémentaire, on peut exprimer les rotations θ1 et θ2 en fonc-
tion de la dérivée du déplacement de la surface moyenne. Cela permet de se réduire à
la recherche de seulement 3 champs scalaires. Cette dernière hypothèse est d’autant plus
valable que l’épaisseur de la coque est faible. Habituellement, on considère que la théorie
de Kirchhoff-Love s’applique pour une coque mince (c’est-à-dire une coque qui possède
un élancement L/h> 20) tandis que la théorie de Reissner-Mindlin est plutôt utilisée pour
des coques épaisses (soit 4 ≤ L/h ≤ 20) même si, cette dernière permet a priori aussi de
retrouver les résultats avec le cisaillement transversal quasi nul des coques minces.
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1. L’analyse isogéométrique pour le calcul de coque

1.2.1.2 Construction d’un modèle de structure plaque

Nous allons à présent détailler quelque peu la construction du modèle de structure
à partir de la cinématique définie dans l’équation (1.15). Pour simplifier l’exposé, on se
restreint ici à une géométrie plaque, c’est-à-dire que la surface moyenne est plane si bien
que le repère local correspond au repère global. Aussi, on considère le cas basique de
l’élasticité linéaire isotrope homogène en petites perturbations. Le modèle de Reissner-
Mindlin est détaillé et quelques remarques sont faites concernant le modèle de Kirchhoff-
Love. Seulement les ingrédients de base sont donnés. Pour plus d’informations, voir par
exemple, Batoz [BAT 90] ou Hughes [HUG 00] (chapitre 5).

Dans le cas des plaques, l’équation (1.15) devient :
UMx(x,y,z)
UMy(x,y,z)
UMz(x,y,z)

 =


UGx(x,y)
UGy(x,y)
UGz(x,y)

 +z


θy(x,y)
−θx(x,y)

0

 (1.16)

Avec ceci, on calcule les déformations. On utilise la notation V,i pour caractériser la dé-
rivée de V par rapport à la variable i. On rappelle que εzz = 0 d’après l’hypothèse 2. On
peut regrouper les autres composantes de déformation comme suit :

εxx
εyy

2εxy

 =


UGx,x
UGy,y

UGx,y +UGy,x

 +z


θy,x
−θx,y

θy,y−θx,x

 = εm+ zχf ;

{
2εyz
2εxz

}
=

{
UGz,y−θx
UGz,x +θy

}
= γct ;

(1.17)
avec εm les déformations de membrane, zχf les déformations de flexion et γct les défor-
mations de cisaillement transversal. Pour construire les efforts généralisés correspondants
à ces déformations, on exprime l’énergie de déformation Ed du modèle de structure sous
la forme suivante :

Ed =
1
2

∫
Amoy

(
εT
mN +χT

fM +γT
ctT
)

dxdy (1.18)

On remarque que l’intégrale est réalisée uniquement sur la surface moyenne de la struc-
ture.N constitue les efforts résultants normaux (ou de membrane),M représente les mo-
ments de flexion et T correspond aux efforts résultants tranchants (ou de cisaillement). À
la vue des équations (1.17) et (1.18), ces efforts se définissent en fonctions des compo-
santes du tenseur des contraintes tels que :

N =
∫ h/2

−h/2


σxx
σyy
σxy

dz ; M =
∫ h/2

−h/2
z


σxx
σyy
σxy

dz ; T =
∫ h/2

−h/2

{
σyz
σxz

}
dz. (1.19)

Il nous reste pour finir à écrire la relation de comportement du modèle de structure. Pour
cela, on utilise l’hypothèse 3, à savoir le comportement en contraintes planes. On a donc
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la relation :
σxx
σyy
σxy

 = [H]


εxx
εyy

2εxy

 avec [H] =
E

1−ν2

 1 ν 0
ν 1 0
0 0 1−ν

2

 , (1.20)

où E désigne le module de Young du matériau et ν son coefficient de Poisson. Ceci permet
d’établir les relationsN = [Hm]εm etM =

[
H f
]
χf avec :

[Hm] =
∫ h/2

−h/2
[H]dz et

[
H f
]
=

∫ h/2

−h/2
[H]z2dz. (1.21)

Pour le cisaillement transversal, on a :{
σyz
σxz

}
= [Hτ]

{
2εyz
2εxz

}
avec [Hτ] =

[
µ 0
0 µ

] (
et µ =

E
2(1+ν)

)
. (1.22)

µ est le module de cisaillement du matériau. Ceci mène à la relation T = [Hc]γct où :

[Hc] =
∫ h/2

−h/2
[Hτ]dz. (1.23)

À ce niveau, on peut remarquer qu’à cause de la distribution constante des déformations
de cisaillement εyz et εxz dans l’épaisseur (équation (1.17)), les contraintes σyz et σxz
(équation (1.22)) sont incompatibles avec celles obtenues en utilisant un modèle continu
3D complet. La distribution de la contrainte de cisaillement théorique en comparaison
avec celle de la plaque est donnée sur la figure 1.7 pour un effort T (illustration en 1D).
En réponse à cette incompatibilité, un facteur de correction k est habituellement ajouté.
En général, k est déterminé de sorte à obtenir les mêmes énergies de déformation de
cisaillement transversal pour la plaque que pour le modèle continu 3D (voir, par exemple,
Bolle [BOL 47]). Les résultats des calculs d’énergie ont été reportés en figure 1.7. Pour
avoir les mêmes énergies, il faut définir un module de cisaillement modifié pour la plaque
égale à kµ. On prend ainsi k = 5/6 et la relation de comportement liée au cisaillement
devient T = k [Hc]γct .

y

z

Théorique Plaque

FIGURE 1.7: Distribution de la contrainte de cisaillement transversal.
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1. L’analyse isogéométrique pour le calcul de coque

Avec ces développements, on peut écrire l’équilibre de la structure sous forme va-
riationnelle pour résoudre le problème de la plaque par une méthode éléments finis clas-
siques ou NURBS. Pour cela, on discrétise généralement les champs à rechercher en utili-
sant le concept isoparamétrique. Si l’on considère que l’on discrétise la surface moyenne à
l’aide d’une technologie NURBS (cf. équation (1.11)), les champs solutions se cherchent
sous une forme équivalente à celle donnée équation (1.12), c’est-à-dire :

Uh
G =

n2D

∑
A=1

N2D
A (ξ,η)UA

G ; θ
h
1 =

n2D

∑
A=1

N2D
A (ξ,η)θA

1 ; θ
h
2 =

n2D

∑
A=1

N2D
A (ξ,η)θA

2 . (1.24)

On a donc 5 degrés de liberté par point de contrôle construisant la surface moyenne de la
structure élancée.

Dans le cas d’un modèle de Kirchhoff-Love, on rajoute l’hypothèse 4 qui implique
que γct = 0. Cela signifie que UGz,y = θx et UGz,x = −θy (voir équation (1.17)) et que
l’énergie de cisaillement est nulle (cf. équation (1.18)). Seul Uh

G constitue l’inconnue
du modèle, on a trois degrés de liberté par point de contrôle. Maintenant, il faut no-
ter que cela implique des termes de dérivée seconde dans les déformations χf (voir,
de nouveau, équation (1.17)). Il est alors nécessaire d’utiliser des fonctions de conti-
nuité au moins C1 pour garantir la compatibilité de la solution éléments finis. Ceci a
toujours été délicat en éléments finis classiques si bien que des méthodes alternatives
ont dues être mises en place (imposition des relations de Kirchhoff sous forme discrète,
cf. [LYO 77, BAT 80, CRI 83]). En revanche, on peut remarquer avec la section 1.1 que
ce point peut être satisfait immédiatement avec l’utilisation des fonctions NURBS.

1.2.1.3 Modèles de structure coque

On passe à présent brièvement à l’implémentation pour les coques. Pour un bon aperçu
des théories de coque et des formulations numériques, se référer à Bischoff et al. [BIS 04].
Pour plus de détails, voir par exemple, Batoz [BAT 92].

La première possibilité pour les coques est de procéder comme pour les plaques dans
le repère local de la surface moyenne (e1,e2,e3). Cela signifie que l’on cherche les com-
posantes curvilignes des déplacements et des rotations (c’est-à-dire, UG1 , UG2 , UG3 , θ1, et
θ2) en tout point de coordonnées curvilignes (x̃, ỹ). On parle de description curviligne des
éléments coques (voir, par exemple, Koiter [KOI 60], Sanders [SAN 63] et, Ashwell et
Gallagher [ASH 76] pour le contexte éléments finis classiques). Un point important à no-
ter avec cette description et qu’il faut dériver les vecteurs de la base locale si bien que les
courbures de la coque apparaissent explicitement. La description fine des courbures d’une
surface coque quelconque impose une discrétisation d’ordre et de continuité élevés ce qui
peut poser des problèmes en éléments finis classiques mais semble facilement atteignable
avec les fonctions NURBS. On ne rentre pas ici plus dans les détails de cette stratégie :
une application pour les NURBS dans le cas simplifié de la poutre courbe fait l’objet du
chapitre 2 de ce travail.

La description curviligne est très précise mais assez complexe à mettre en œuvre. Pour
simplifier, une autre possibilité réside dans les éléments coques tridimensionnels dégéné-
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rés (ou massifs dégénérés). Ceci a notamment été proposé en éléments finis traditionnels
par Hughes et Liu [HUG 81a], Bathe et Dvorkin [BAT 83], Hughes [HUG 00] (chapitre
6) et Belytschko et al. [BEL 00] (chapitre 9). L’idée de cette seconde stratégie est de dis-
crétiser non seulement la surface moyenne mais aussi la normale à la surface moyenne.
Si l’on prend les NURBS de la section 1.1, on approche donc la géométrie de la coque
équation (1.14) telle que :

Mh =
n2D

∑
A=1

(
N2D

A (ξ,η)B2D
A + z̃N2D

A (ξ,η)eA
3

)
, (1.25)

où B2D
A , A ∈ {1,2, . . . ,n2D} est l’ensemble des points de contrôle permettant de générer

la surface moyenne de la coque et, eA
3 est la normale à la surface moyenne associée au

point de contrôle B2D
A . En utilisant le concept isoparamétrique, le champ de déplacement

solution équation (1.15) est recherché sous la forme :

Uh
M =

n2D

∑
A=1

(
N2D

A (ξ,η)UA
G + z̃N2D

A (ξ,η)θA
2 eA

1 − z̃N2D
A (ξ,η)θA

1 eA
2

)
, (1.26)

avec eA
1 et eA

2 correspondant aux vecteurs tangents au point de contrôle B2D
A . La suite de

l’implémentation suit grossièrement la démarche classique de celle d’un élément mas-
sif continu standard avec intégration numérique ou explicite suivant l’épaisseur. À noter
simplement qu’il faut veiller à se placer dans le repère local pour appliquer la relation de
comportement en contraintes planes (afin d’imposer σ33 = 0).

1.2.1.4 Contexte NURBS

Dans le contexte NURBS, déjà un certain nombre de travaux utilisant une approche
modèle de structure pour le calcul de coque peuvent être répertoriés depuis ces cinq der-
nières années. En utilisant le fameux raffinement k, ces travaux prouvent l’efficacité de la
méthode en termes de précision pour des maillages grossiers. On donne dans la suite les
contributions majeures. Tout d’abord, la continuité supérieure étant facile à implémenter
avec les fonctions de l’IGA, Kiendl et al. [KIE 09] ont développé des éléments NURBS de
type Kirchhoff-Love avec une description fine des courbures de la coque. Ces auteurs ont
aussi proposé une méthode pour connecter des patchs [KIE 10] puisque c’est une conti-
nité C0 et non supérieure que l’on a au bord de ceux-ci. Dans le même temps, Benson
et al. [BEN 10] se sont davantage concentrés sur des éléments de type Reissner-Mindlin
avec une approche coque tridimensionnelle dégénérée. Ces auteurs se sont par la suite
intéressés à des éléments de plus faible coût de calcul de type Kirchhoff-Love [BEN 11]
avant de mettre en place un couplage [BEN 13] entre ces éléments et les précédents de
type Reissner-Mindlin pour palier les problèmes d’imposition de conditions aux limites
et d’assemblage de patchs. Dornisch et al. [DOR 13] ont proposé une façon de décrire
exactement la normale à la coque avec les NURBS dans le modèle de Reissner-Mindlin.
Finalement, Echter et al. [ECH 13] ont construit une famille d’éléments coques hiérar-
chiques. La famille va de l’élément de type Kirchhoff-Love à trois paramètres similaire
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1. L’analyse isogéométrique pour le calcul de coque

à [KIE 09] jusqu’à un élément de type coque massif à sept paramètres qui permet de
prendre en compte la variation d’épaisseur, en passant par un élément de type Reissner-
Mindlin à cinq paramètres.

1.2.2 Approche modèle massif coque
En pratique, même si intéressante d’un point de vue réduction du nombre de degrés

de liberté, la mise en place d’un modèle de structure coque basé sur une discrétisation de
la surface moyenne seule peut présenter des difficultés. Par exemple, il n’est pas immé-
diat de coupler ces éléments coques avec des éléments massifs continus 3D, d’incorporer
des relations de comportement 3D générales et d’avoir une information sur le compor-
tement dans l’épaisseur ou encore, de décrire des grandes rotations ou des conditions de
contact. Une approche modèle massif en éléments finis classiques a par la suite émergé :
elle a donné naissance aux éléments communément appelés aujourd’hui éléments massifs
coque ("solid-shell elements" en anglais). L’objectif de la méthode est simple : coupler les
avantages des éléments massifs et des éléments coques. Pour cela, l’idée est de prendre un
élément massif continu 3D et de considérer, pour limiter le coût de calcul, une discrétisa-
tion de la coque en utilisant une unique couche d’éléments dans l’épaisseur. Ceci implique
notamment que les deux peaux extérieures de la coque sont maillées et seulement des de-
grés de liberté en déplacement sont à considérer. En NURBS, une façon assez simple
pour construire la discrétisation des deux peaux extérieures est de déplacer les points de
contrôle de la surface moyenne de la coque de plus ou moins une demi-épaisseur suivant
la normale à cette surface. C’est cette stratégie qui sera mise en place dans l’ensemble
de ce travail. La figure 1.8 illustre la discrétisation d’une coque dans le cas des NURBS
pour le modèle massif coque comparativement au modèle de structure coque. Sur cette
figure, un degré polynomial de 2 est considéré dans l’épaisseur pour l’élément massif
coque. Dans ce cas, on peut noter que les 3, 5 ou 7 degrés de liberté par point de contrôle
de la surface moyenne suivant le type des éléments de modèle de structure (respective-
ment, Krichhoff-Love, Reissner-Mindlin, ou coque massif) sont à comparer aux 3 degrés
de liberté pour chacun des 3 points de contrôle de l’épaisseur, soit aux 9 degrés de liberté
dans le cas massif coque. Il y a un nombre de degrés de liberté plus élevé mais cette ap-
proche est intéressante pour l’ingénieur car elle est simple à mettre en œuvre. Comme en
3D classique, on recherche la solution en déplacement en tout point M de coordonnées
(x,y,z) de la coque sous une forme équivalente à celle de l’équation (1.12), c’est-à-dire :

Uh
M =

n3D

∑
A=1

N3D
A (ξ,η,ζ)UA, (1.27)

avec ζ représentant la coordonnée paramétrique suivant l’épaisseur.
On résout ainsi la plupart des problèmes rencontrés avec un modèle de structure coque.

Pour résumer, une liste des principaux avantages de l’approche modèle massif peut être
dressée comme suit :

– Les éléments massifs coque offrent la possibilité de modéliser à la fois des struc-
tures minces et épaisses tout en ayant directement accès à la variation (déformation)
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Le calcul de coque

(a) Discrétisation NURBS modèle massif
coque.

(b) Discrétisation NURBS modèle de
structure coque.

FIGURE 1.8: Comparaison des discrétisations du modèle massif coque avec le modèle de
structure coque.

de l’épaisseur. Ceci est intéressant pour des simulations de mise en forme telle que
l’emboutissage de matériaux.

– Les cinématiques de type coque avec rotation de la normale pouvant apparaitre
complexes sont supprimées ;

– Le couplage avec des éléments massifs devient immédiat (uniquement des dépla-
cements volumiques à coupler, plus de rotations surfaciques) ce qui simplifie le
maillage des structures présentant à la fois des parties massives et structurelles ;

– Les éléments massifs coque incorporent des relations de comportement 3D gé-
nérales ce qui permet d’intégrer immédiatement tous les comportements non li-
néaires ;

– En non linéaire géométrique, la description des grandes rotations est simple et il n’y
a plus besoin d’élaborer des procédures de mise à jour des configurations au cours
du calcul (puisqu’il n’y a plus de degrés de liberté en rotation impliqués) ;

– La mise en place des conditions de contact est simplifiée du fait de la discrétisation
de la peau supérieure et inférieure de la coque.

Remarque 3 On précise qu’on se limite pour l’étude à des structures minces qui ne dé-
passent pas un élancement (L/h) de 1000. C’est souvent le cas dans le monde de l’ingé-
nierie. Au delà de cette valeur, on est à la limite d’application d’un élément massif coque
puisque l’intégration numérique dans l’épaisseur ne devient plus correcte (points d’inté-
gration quasiment confondus dans l’épaisseur). Pour les coques extrêmement minces, il
est donc probable qu’un modèle de structure soit plus efficace.

C’est pour toutes ces raisons que ce point de vue a largement été adopté en éléments
finis classiques. Après les premiers travaux d’éléments 3D sans degrés de liberté en ro-
tation que l’on peut certainement accorder à Graf et al. [GRA 86], Belytschko et Bin-
deman [BEL 93], Xu et Cai [XU 93], Sze et Ghali [SZE 93] et, Kim et Lee [KIM 93],
on peut compter une multitude de versions d’éléments massifs coque au cours de ces
dix dernières années (voir, par exemple, Combescure et al. [ABE 02, LEG 03, ABE 09]
qui utilisent une loi de comportment 3D modifiée et, Alves de Sousa et al. [SOU 05a,
SOU 06, SOU 07], Klinkel et Wagner [KLI 97], Reese et al. [REE 00, WRI 96, REE 07]
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1. L’analyse isogéométrique pour le calcul de coque

et Bassa et al. [BAS 12] pour le cas d’une relation de comportement 3D complète). Les
éléments qui en découlent sont simples à utiliser pour des simulations complexes et ont la
particularité d’être très précis pour un coût de calcul modéré.

Étant plutôt intéressés par la vision ingénieur, c’est cette stratégie que nous allons
privilégier dans ce travail. De plus, il apparait que si l’approche modèle de structure
est relativement populaire en IGA, les éléments massifs coque sont beaucoup moins re-
présentés dans le conteste NURBS. En effet, après les premiers travaux de Hughes et
al. [HUG 05] et Echter et Bischoff [ECH 10] qui ont abordé la question de calculer des
structures minces en utilisant plusieurs couches d’éléments massifs 3D dans l’épaisseur,
il semble que l’on soit parmi les premiers à avoir véritablement appliqué l’approche élé-
ments massifs coque aux NURBS (cf. Bouclier et al. [BOU 13b, BOU 13a, BOU 14]).
A présent, d’autres travaux tels que ceux de Cardoso et Cesar de Sa [CAR 14] et Ca-
seiro et al. [CAS 14] ont aussi vu le jour. Aussi, il est à noter la contribution de Hosseini
et al. [HOS 13] qui ont développé un élément isogéométrique quasi-massif coque (dé-
nomination "solid-like shell" en anglais). Ce dernier élément utilise la construction de
Parisch [PAR 95]. Il est basé sur la discrétisation de la surface moyenne seulement mais
ne possède pas de degrés de liberté en rotation si bien qu’il contient des avantages de la
méthode des éléments massifs coque. Plus précisément, 7 degrés de liberté sont attachés
à un point de contrôle de la surface moyenne : les six premiers représentent les déplace-
ments de la peau supérieure et inférieure (3 translations ×2) et le dernier rend compte de
la variation d’épaisseur. On ne rentre pas plus dans les détails de l’implémentation des
éléments massifs coque à ce niveau puisque c’est l’objet de cette thèse. Les chapitres 3
et 4 expliquent la construction des éléments finis NURBS massifs coque que nous avons
mis en place afin de bénéficier à la fois de l’approche IGA et de l’approche modèle massif
pour le calcul de coque.

1.2.3 Problème : traitement du verrouillage

La difficulté principale avec les éléments finis coques est leur sensibilité au ver-
rouillage. Le verrouillage est un phénomène néfaste que l’on peut retrouver dans plu-
sieurs branches des méthodes numériques. Par exemple, en plus du verrouillage propre
aux problèmes coques, celui-ci peut apparaitre lorsque l’on calcule des structures quasi-
incompressibles. Pour une bonne compréhension du verrouillage, on encourage le lecteur
intéressé à consulter de nouveau les livres de [HUG 00] (chapitres 4, 5 et 6), [BEL 00]
(chapitres 8 et 9), [BAT 90, BAT 92] et [BIS 04]. On utilise en principe cette notion pour
dire que numériquement on bloque sur une solution qui n’est pas celle attendue.

1.2.3.1 Le verrouillage dans les coques

En coque, le verrouillage se manifeste d’autant plus que la structure est sujette à de
la flexion. En effet, les fonctions d’interpolation peuvent se retrouver incapables de re-
produire correctement la flexion sans cisaillement et la flexion sans membrane (ou flexion
inextensible) des coques minces. Dans ce cas, des contraintes supplémentaires résultant de
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termes erronées de cisaillement et membrane apparaissent et absorbent la majeure partie
de l’énergie de déformation alors que c’est justement ces contributions qui devraient être
quasiment nulles. En d’autres termes, la solution aura plutôt tendance à se bloquer sur la
solution de cisaillement ou de membrane plutôt que décrire le comportement de flexion.
Les verrouillages associés sont appelés verrouillage en cisaillement et verrouillage en
membrane respectivement. Il en résulte une sous-estimation de la déformation de la coque
et une sur-estimation des contraintes. Pour capter la bonne solution, il est alors nécessaire
de mailler extrêmement finement la coque. Une explication plus détaillée du verrouillage
sera donnée pour le cas d’une poutre dans le chapitre 2 au travers de calculs de rigidités
et de résultats numériques.

Dans notre cas d’élément massif coque, le verrouillage est très présent et très délicat
à traiter. Comme l’élément repose sur un modèle 3D complet, toutes les sources de ver-
rouillage de structures minces sont possibles et combinées : on peut avoir non seulement
du verrouillage en cisaillement (transverse et plan) et du verrouillage en membrane mais
aussi du verrouillage en pincement résultant de la déformation dans l’épaisseur. De plus,
il apparait que d’après Elguedj et al. [ELG 07] pour les matériaux quasi-incompressibles
et Echter et Bischoff [ECH 10] pour les coques, les éléments NURBS soient sujets aux
mêmes types de verrouillage que les éléments finis classiques. La construction d’éléments
NURBS massifs coque performants ne peut donc se faire sans le développement de stra-
tégies pour gérer ce phénomène néfaste.

1.2.3.2 Cadre éléments finis classiques

En éléments finis classiques, le développement de telles stratégies a plus de 40 ans
d’histoire. L’idée principale de toutes les méthodes est de modifier les termes relatifs aux
énergies de cisaillement et de membrane afin de relâcher les trop nombreuses contraintes
imposées par ceux-ci.

Approximations de plus haut ordre et champs compatibles On peut par exemple
augmenter le degré polynomial des fonctions d’approximation du déplacement (approxi-
mations de plus haut ordre, cf. [ASH 76, MEC 80, RAN 98]). En particulier, il a pu
être montré dans Rank et al. [RAN 98] qu’un degré p > 6 est suffisant pour élimi-
ner le verrouillage en cisaillement des plaques minces avec le modèle de Reissner-
Mindlin. Une seconde stratégie simple est de prendre un ordre d’approximation différent
pour chaque composante de la solution recherchée de sorte que les déformations de ci-
saillement et de membrane deviennent compatibles (approche des champs compatibles,
voir [BAB 86, BAB 87, ISH 12]). Le soucis de ces deux méthodes est qu’elles ne font
qu’atténuer le verrouillage sans vraiment le faire disparaître.

Intégration réduite/sélective et méthodes mixtes Ensuite, parmi les méthodes origi-
nales et populaires pour véritablement éliminer le verrouillage, on peut trouver les tech-
niques dites d’intégration réduite et sélective (cf. [ZIE 71, PAW 71, HUG 77a, HUG 77b,
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FLA 81, STO 82, PRA 82, BEL 84, LIU 84]), qui consistent simplement à intégrer les ri-
gidités avec moins de points d’intégration que nécessaire. Ces méthodes sont intéressantes
car elles sont simples à mettre en œuvre et réduisent le coût de calcul. Le point auquel il
faut faire attention est qu’elles mènent la plupart du temps à des instabilités traduites par
des modes parasites, que l’on appelle modes de hourglass ou modes sablier. Ce sont des
modes de déformation à énergie quasi-nulle qui vont souvent de pair avec le traitement
du verrouillage puisqu’ils résultent d’une "relaxation" trop importante des contraintes de
verrouillage. Face à ce problème, Hughes [HUG 77a] a mis en place des règles d’inté-
gration réduite sélective, c’est-à-dire a effectué l’intégration réduite seulement pour les
termes de membrane et de cisaillement (les autres termes étant intégrés avec la règle
usuelle complète), tandis que Flanagan et Belytschko [FLA 81] ont proposé un contrôle
en ajoutant une rigidité artificielle de stabilisation. Alternativement à ces techniques d’in-
tégration réduite et sélective, des éléments basés sur les méthodes mixtes ont aussi été
envisagés (voir [HER 65, MAL 78, NOO 81, PIA 82, CHE 87, BRE 91]). Le principe de
ceux-ci est de rechercher dans le même temps les inconnues cinématiques et statiques.
Ceci permet d’avoir des interpolations indépendantes pour les contraintes et déforma-
tions ce qui offre plus de flexibilité. Cependant, le choix des espaces d’approximation
entre le déplacement et la contrainte ne peut être arbitraire. Il faut vérifier la condition
de Ladyzenskaya-Babus̃ka-Brezzi (LBB) [BRE 91] pour assurer stabilité et convergence
optimale. Malkus et Hughes [MAL 78] ont prouvé l’équivalence d’une classe de mo-
dèles mixtes avec des éléments à un seul champ (déplacement) intégrés avec des règles
d’intégration réduite. Ceci a permis de légitimer les techniques d’intégration réduite et
sélective.

Méthodes des déformations "modifiées" Plus récemment, le développement d’ap-
proches simples, purement en déplacement, qui pourraient simultanément étendre les
procédures d’intégration réduite à des cas plus complexes (axisymétrie et anisotropie
notamment) tout en atteignant la cohérence théorique des formulations mixtes, a donné
naissance à des méthodes de déformations assumées, à savoir la Enhanced Assumed
Strain method (EAS, cf. [SIM 90b, SIM 92, KAS 00]) et l’Assumed Natural Strain me-
thod (ANS, voir [HUG 81b, DVO 84, BUC 93]), à des méthodes de type Discrete Shear
Gap (DSG, cf. [BLE 00, KOS 05]) et, à des méthodes de projections des déformations B
(voir [HUG 80, SOU 96, SOU 05b]). Ces stratégies sont basées sur la modification du lien
entre les déplacements et les déformations. L’opérateur de gradient discret diffère de son
expression usuelle. Plus précisément, les déformations peuvent être enrichies à l’aide de
modes (cf. la méthode des modes incompatibles de Wilson et al. [WIL 73] pour l’origine
des méthodes EAS), ou imposées sous une forme discrète à l’aide de collocations (ANS
et DSG), ou encore projetées sur un espace approprié (méthodes B). À noter peut-être
parmi ces méthodes l’avantage de la procédure B qui offre un formalisme suffisamment
général pour être applicable facilement à tout type d’élément (triangles et quadrangles) et
quel que soit le degré polynomial. Elle résulte seulement en la construction d’une matrice
déformation-déplacement modifiée sans degrés de liberté supplémentaires ou définition
de points de collocation.
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Cas des éléments massifs coque Comme dit dans la section 1.2.2, l’objectif des élé-
ments massifs coque est d’être utilisables pour l’ingénieur. Pour cela, il est important
d’avoir un élément de faible coût de calcul c’est pourquoi les chercheurs se sont principa-
lement intéressés à l’élément de plus bas degré possible, c’est-à-dire la brique à 8 nœuds
qui est basée sur des fonctions d’interpolation linéaires. Ensuite, pour assurer une bonne
précision de l’élément, le verrouillage doit être supprimé. Les sources de verrouillage
étant nombreuses et combinées, l’utilisation conjointe de plusieurs stratégies a été néces-
saire : la plupart des travaux mettent en place des méthodes de déformations assumées
(EAS) couplées avec des schémas d’intégration réduite avec contrôle de Hourglass (voir,
de nouveau, [SOU 05a, REE 07, ABE 09, BAS 12]).

1.2.3.3 Cadre NURBS

Contrairement aux éléments finis classiques, le développement de méthodes sans ver-
rouillage est assez nouveau avec les fonctions NURBS et encore peu d’applications au
calcul de structures coques 3D réelles ont été réalisées. La plupart des stratégies de coque
NURBS (cf. encore [KIE 09, KIE 10, BEN 10, BEN 11, BEN 13, DOR 13]) proposent de
prendre des approximations de plus haut ordre, chose assez aisée avec les NURBS mais
qui ne résout pas totalement le problème du verrouillage. Certainement l’un des premiers
travaux pour véritablement répondre à la question avec les NURBS est celui de Elguedj
et al. [ELG 07]. Ce dernier développe une stratégie de projection des déformations B
pour traiter le verrouillage volumétrique des structures quasi-incompressibles. Ensuite,
on trouve plusieurs contributions concernant le calcul de poutre : par exemple Echter et
al. [ECH 10] ont proposé une approche DSG et Beirão da Veiga et al. [VEI 12b, AUR 13]
ont mis en place une méthode de collocation pendant que nous nous sommes intéressés
à des méthodes semblant plus faciles pour l’ingénieur, à savoir des techniques d’inté-
gration réduite et des stratégies de projection B (cf. Bouclier et al. [BOU 12] qui sera
repris en partie dans le chapitre 2 de ce manuscrit). Des stratégies performantes ont aussi
été proposées pour les plaques de type Reissner-Mindlin (on peut citer Beirão da Veiga
et al. [VEI 12a] pour une méthodologie de type champs compatibles ainsi que Thai et
al. [THA 12] pour une technique de stabilisation basée sur la modification de la matrice
matériau reliée au cisaillement).

Maintenant, si l’on regarde les coques proprement dites avec le point de vue mo-
dèle de structure, on s’aperçoit que l’une des seules contributions est celle de Echter et
al. [ECH 13] avec l’élaboration d’une famille d’éléments hiérarchiques qui a l’intérêt
d’être intrinsèquement libre de verrouillage en cisaillement transversal et en pincement.
Le reste des verrouillages est ensuite supprimé soit par une approche DSG soit par une
méthode mixte. Avec l’approche modèle massif coque, il semble que l’on soit parmi les
seuls à avoir essayé de traiter l’ensemble des verrouillages auquel un tel élément NURBS
est sujet (cf. [BOU 13b, BOU 13a, BOU 14]). Parallèlement à nos travaux, quelques stra-
tégies surtout efficaces pour le verrouillage en cisaillement ont très récemment émergées.
On peut citer par exemple Cardoso et Cesar de Sa [CAR 14] et Caseiro et al. [CAS 14]
qui ont développé des techniques faisant appel à de la collocation (méthodologie ANS).
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1.2.3.4 Problématique de la thèse

On insiste sur le fait que la stratégie de base pour les NURBS qui est d’élever le degré
a des limites. D’une part l’élévation d’ordre entraine un coût important puisque le nombre
de points d’intégration nécessaire augmente. D’autre part, cette méthode ne permet pas de
supprimer complètement le verrouillage : même les éléments de haut degré peuvent rester
sensibles à ce phénomène et la précision dépend de paramètres critiques tels que l’élan-
cement ou la courbure de la coque. Pour assurer la robustesse, c’est-à-dire ici la bonne
convergence de l’élément quelle que soit la taille du maillage, des stratégies plus évoluées
doivent être implémentées. De plus, il est à noter que la plupart des géométries usuelles se
représentent exactement avec du NURBS quadratique, ce qui constitue un autre intérêt,
au delà du simple coût moindre de calcul, de développer des éléments NURBS de bas
degré déjà très précis. Ceci constitue la problématique de la thèse :

Construire un élément fini isogéométrique NURBS massif coque
de bas degré performant : gérer efficacement le verrouillage et le hourglass.

Le formalisme de la stratégie employée doit être suffisamment général pour s’adapter
à la continuité supérieure des NURBS. Pour répondre à cette problématique, nous avons
mis en place au cours de cette thèse une approche mixte qui s’avère équivalente à une ap-
proche B. L’intérêt de cette démarche est qu’elle combine la théorie des méthodes mixtes
avec l’aspect plutôt pratique pour l’ingénieur des méthodes B. Toutefois, comme c’est
souvent le cas pour ces éléments, des modes de hourglass peuvent apparaître dans cer-
taines situations. Ainsi, des stratégies de stabilisation ont aussi été élaborées. On présente
l’ensemble de ces travaux dans les chapitres suivants.
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Chapitre 2

Cas de la poutre épaisse courbe :
extension des méthodes sans

verrouillage dans le contexte NURBS
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2. Formulations NURBS sans verrouillage pour la poutre épaisse courbe

2.1 Introduction
Avant de se focaliser sur les coques proprement dites, on s’intéresse dans ce chapitre

à un problème simplifié de poutre courbe. On envisage pour la résolution une approche
de type modèle de structure avec une description curviligne (voir section 1.2.1). On parle
plus précisément de poutre "épaisse" pour signifier que l’on prend en compte le cisaille-
ment transversal. On utilise ainsi un modèle de structure de type Timoshenko qui est le
pendant du modèle de Reissner-Mindlin pour les poutres. Le problème étudié est simple
mais met en jeu les deux types de verrouillage présents habituellement dans les modèles
de structure coque, à savoir celui en cisaillement transversal et en membrane. Afin d’être
en mesure de développer des éléments NURBS massifs coque sans verrouillage, il nous a
paru souhaitable de commencer par ce cas 1D pour une meilleure compréhension des phé-
nomènes intervenants et mécanismes employés. On va chercher ici à étendre les méthodes
sans verrouillage des éléments finis classiques (cf "Cadre éléments finis classiques" de la
section 1.2.3) au contexte NURBS. Dans l’idée de développer des stratégies utilisables
par l’ingénieur, l’accent sera mis sur les techniques d’intégration réduite et de projection
B. La plupart des résultats exposés dans ce chapitre sont repris d’une précédente contri-
bution (cf. [BOU 12]) dans laquelle des compléments peuvent être trouvés.

2.2 Mise en évidence du verrouillage
On commence par définir précisément le problème étudié. On établit la formulation

standard pour le résoudre et on le discrétise au moyen des fonctions NURBS. On met
ensuite en évidence le phénomène du verrouillage en montrant et en expliquant son effet
sur les calculs numériques.

2.2.1 Poutre courbe de Timoshenko
On reprend les notations de la section 1.2.1. Cette fois-ci le modèle de structure est un

modèle 1D. On s’intéresse à une poutre courbe sujette à de la flexion, à du cisaillement
transversal et à de la membrane. Pour ceci, on considère une poutre de Timoshenko plane
dans (x,y) dans le cadre de l’élasticité linéaire homogène isotrope en petites perturbations
(voir figure 2.1). Les paramètres géométriques définissant la poutre sont : L sa longueur,
x̃ son abscisse curviligne, G(x̃) le centre de sa section S dont l’ensemble des positions
définit sa ligne moyenne, r son rayon de courbure, ξ = x̃

L sa coordonnée paramétrique et,
(e1,e2,e3) son repère local. On suppose que l’on encastre le bord droit (section en x̃ = 0)
et que l’on peut modéliser les efforts appliqués sur l’autre bord (x̃ = L) comme une force
FL = {NL 0 TL}T

(e1,e2,e3)
et un moment ML = {0 ML 0}T

(e1,e2,e3)
. Le long de la ligne

moyenne de la poutre, un chargement réparti est aussi imposé pour représenter les actions
dans le volume. Il se caractérise par une distribution de force f(x̃) = { fe1 0 fe3}

T
(e1,e2,e3)

et de moment m(x̃) = {0 me2 0}T
(e1,e2,e3)

.
La formulation forte du problème peut s’écrire comme suit : trouver les variables
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Mise en évidence du verrouillage
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FIGURE 2.1: Description du problème de référence poutre.

cinématiques, à savoir le déplacement de la ligne moyenne UG(x̃) et la rotation de la
section θ(x̃) ;

UG(x̃) = {UG1(x̃) 0 UG3(x̃)}
T
(e1,e2,e3)

; θ(x̃) = {0 θ2(x̃) 0}T
(e1,e2,e3)

, (2.1)

ainsi que les efforts généralisés, c’est-à-dire la force F(x̃) et le moment M(x̃) ;

F(x̃) = {N(x̃) 0 T (x̃)}T
(e1,e2,e3)

; M(x̃) = {0 M(x̃) 0}T
(e1,e2,e3)

, (2.2)

avec x̃ ∈ [0,L], qui vérifient :
– les contraintes cinématiques :

UG(0) = 0 ; θ(0) = 0, (2.3)

– les équations d’équilibre :{
F,x̃ + f = 0 dans [0,L]
M,x̃ +m+ e1∧F = 0 dans [0,L]

;

{
F(L) = FL

M(L) = ML
, (2.4)

– et les relations de comportement :

N = ESεm ; T = µSγct ; M = EIχ f , dans [0,L]. (2.5)

εm, γct et χ f sont les déformations de membrane, de cisaillement transversal et de flexion
définies telles que :

εm =UG1,x̃−
UG3

r
; γct =

UG1

r
+UG3,x̃ +θ2 ; χ f =−θ2,x̃. (2.6)

E et µ sont les propriétés du matériau : le module de Young et le module de cisaillement
respectivement. I est le moment quadratique de la section par rapport à e2. Il est à noter
que nous ne considérons pas de facteur de correction pour la relation de comportement
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2. Formulations NURBS sans verrouillage pour la poutre épaisse courbe

liée au cisaillement transversal (cf. équation (2.5)). Comme nous n’allons pas comparer
les calculs de poutre à des calculs issus d’un modèle continu 3D complet, ce facteur a
en fait peu d’importance ici. Plus précisément, on peut définir l’espace de recherche des
déplacements tel que :

V =

{
(UG,θ) ∈

[[
H1(]0,L[)

]3]2
=
[[

C0([0,L])
]3]2

, UG(0) = 0, θ(0) = 0
}
, (2.7)

ce qui nous permet d’écrire la formulation variationnelle associée du problème : trouver
(UG,θ) ∈ V tel que :

b((UG,θ),(U∗G,θ
∗)) = l (U∗G,θ

∗) ∀(U∗G,θ∗) ∈ V , (2.8)

avec la forme bilinéaire b(·, ·) et la forme linéaire l(·) suivantes :
b((UG,θ),(U∗G,θ

∗)) =
∫ L

0

(
ESεmε

∗
m +µSγctγ

∗
ct +EIχ f χ

∗
f
)

dx̃,

l (U∗G,θ
∗) =

∫ L

0
U∗G(x̃)

T f(x̃)dx̃+
∫ L

0
θ∗(x̃)T m(x̃)dx̃+U∗G(L)

T FL +θ∗(L)T ML.

(2.9)
Les termes en ES proviennent de l’énergie de membrane, ceux en µS de l’énergie de
cisaillement et, ceux en EI de l’énergie de flexion. La forme l(·) regroupe quant à elle les
termes liés au travail des effort extérieurs.

2.2.2 Formulation éléments finis NURBS
On utilise pour la discrétisation des fonctions NURBS 1D (cf. équation (1.9)). Pour

simplifier les notations on omet l’exposant "1D", c’est-à-dire que l’on prend Ni, i ∈
{1,2, . . . ,n}. Il nous faut tout d’abord construire la géométrie de la courbe traduisant
la ligne moyenne de la poutre. Pour cela, on associe aux fonctions NURBS les points de
contrôle Bi, i ∈ {1,2, . . . ,n} de coordonnées Bix et Biy dans le plan (x,y) de sorte que :

G = x(ξ)x+ y(ξ)y avec x =
n

∑
i=1

Ni(ξ)Bix et y =
n

∑
i=1

Ni(ξ)Biy . (2.10)

L’abscisse curviligne x̃, le jacobien J = x̃,ξ de la transformation entre l’espace paramé-
trique et l’espace physique (voir figure 1.4) et, le rayon de courbure r s’expriment tels
que : 

x̃ =
∫

ξ0=ξ

ξ0=0

√
(x,ξ0)

2 +(y,ξ0)
2dξ0 ;

J = x̃,ξ =
√
(x,ξ)2 +(y,ξ)2 ;

1
r
=

x,ξy,ξξ

J3 −
y,ξx,ξξ

J3 .

(2.11)
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Mise en évidence du verrouillage

Ensuite, en utilisant le principe des éléments isoparamétriques, on cherche l’approxima-
tion (Uh

G1
,Uh

G3
,θh

2) des composantes de déplacement (UG1,UG3,θ2) sous la forme :

Uh
G1

=
n

∑
i=1

Ni(ξ)U i
G1

; Uh
G3

=
n

∑
i=1

Ni(ξ)U i
G3

; θ
h
2 =

n

∑
i=1

Ni(ξ)θ
i
2, (2.12)

avec U i
G1

, U i
G3

et θi
2 les variables de contrôle de (Uh

G1
,Uh

G3
,θh

2). On note dans la suite {UG1}
le vecteur de composantes U i

G1
(respectivement {UG3} pour U i

G3
et {θ2} pour θi

2). Le
système linéaire à résoudre résultant de la substitution des déplacements équation (2.12)
dans la forme faible équation (2.8) peut ainsi s’écrire comme suit : [K11] [K12] [K13]

[K12]
T [K22] [K23]

[K13]
T [K23]

T [K33]



{UG1}
{UG3}
{θ2}

 =


{F1}
{F2}
{F3}

 , (2.13)

avec, pour i ∈ {1,2, ...,n} et j ∈ {1,2, ...,n},

Ki j
11 =

∫ L

0

(
ESNi,x̃N j,x̃ +µS

Ni

r
N j

r

)
dx̃, Ki j

22 =
∫ L

0

(
ES

Ni

r
N j

r
+µSNi,x̃N j,x̃

)
dx̃,

Ki j
33 =

∫ L

0

(
µSNiN j +EINi,x̃N j,x̃

)
dx̃, Ki j

12 =
∫ L

0

(
−ESNi,x̃

N j

r
+µS

Ni

r
N j,x̃

)
dx̃,

Ki j
13 =

∫ L

0

(
µS

Ni

r
N j

)
dx̃, Ki j

23 =
∫ L

0

(
µSNi,x̃N j

)
dx̃,

F i
1 =

∫ L

0
fe1Nidx̃+NLNi(x̃ = L), F i

2 =
∫ L

0
fe3Nidx̃+TLNi(x̃ = L),

F i
3 =

∫ L

0
me2Nidx̃+MLNi(x̃ = L).

Remarque 4 Les équations pour une poutre droite sont évidentes avec les développe-
ments ci-dessus. Dans ce cas, il suffit de faire tendre r vers l’infini ce qui fait disparaitre
les termes en 1

r et 1
r2 .

2.2.3 Illustration numérique du verrouillage
Pour les expérimentations numériques, on va envisager le problème de la poutre

courbe de Timoshenko schématisé en figure 2.2. La poutre décrit un quart de cercle de
rayon R = 100, elle est de section rectangulaire de largeur b = 1 et d’épaisseur h, et
ses paramètres matériaux sont : module de Young E = 10000 et coefficient de Poisson
ν = 0 (on rappelle : µ = E

2(1+ν)). On suit pour l’étude la démarche du travail de Echter et
Bischoff [ECH 10] qui ont considéré le verrouillage d’une poutre NURBS droite de Ti-
moshenko. On choisit d’encastrer la poutre en x̃ = 0 et de la soumettre à un chargement en
moment réparti de façon sinusoïdale me2(θ0) = h3 sinθ0, où θ0 = (x,−e3) est l’angle pa-
ramétrant la géométrie (dx̃ = rdθ0). Ainsi, la sollicitation théorique ne doit comporter que
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2. Formulations NURBS sans verrouillage pour la poutre épaisse courbe

des déformations de flexion. Si l’élément est sensible au verrouillage, les déformations de
cisaillement transversal et de membrane vont empêcher la flexion de se développer. De
plus, on divise le chargement par h3 de sorte à le rendre proportionnel à la raideur de
flexion. Par conséquent, les déplacements et la rotation seront indépendants de l’épais-
seur ce qui facilitera l’étude pour différents élancements R/h. La solution exacte peut être
calculée analytiquement en utilisant les formules de Bresse [BRE 57]. On obtient :

Uex
G1

=−12R3

Eb

[
θ0 cosθ0 +

1
2
(cosθ0 sin2θ0− sinθ0 cos2θ0−3sinθ0)

]
;

Uex
G3

=
12R3

Eb

[
θ0 sinθ0 +

1
2
(sinθ0 sin2θ0 + cosθ0 cos2θ0− cosθ0)

]
;

θ
ex
2 =−12R2

Eb
sinθ0.

(2.14)

x

y

x=L

R

m

e

A

B

3

e1

x=0

e2

FIGURE 2.2: Poutre courbe de Timoshenko avec moment reparti de façon sinusoïdale le
long de la poutre.

La géométrie de la poutre courbe est exactement représentée au moyen de la tech-
nologie NURBS avec un unique élément quadratique. On part du vecteur de nœuds Ξ =
{0,0,0,1,1,1} auquel on associe les points de contrôle B1 = {R 0}T

(x,y), B2 = {R R}T
(x,y)

et B3 = {0 R}T
(x,y) de poids w1 = 1, w2 = 1/

√
2 et w3 = 1 respectivement puis, on ap-

plique la stratégie de raffinement k pour améliorer la discrétisation tout en gardant la
géométrie exacte (cf. section 1.1.3). Évidemment, le rayon de courbure r en tout point de
la ligne moyenne est connu sur cet exemple. Il vaut R le rayon du quart de cercle. Toute-
fois, ce rayon de courbure pourrait être calculé numériquement à chaque point de Gauss
(cf. équation (2.11)). Pour des fonctions NURBS quadratiques et de plus haut degré, on
le retrouve exactement.

Pour mener l’étude, on propose d’observer les résultats relatifs au déplacement normal
UG3 . Évidemment, des tendances similaires pourraient être observées avec les autres com-
posantes de déplacement UG1 et θ2. Tout d’abord, on étudie la convergence de la solution
numérique Uh

G3
le long de la poutre en fonction du nombre d’éléments du maillage (voir
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Mise en évidence du verrouillage

figure 2.3). Pour mesurer la qualité, on calcule l’erreur globale en norme L2 par rapport à
la solution exacte :

||E||=

√∫ L
0 (U

ex
G3
−Uh

G3
)2dx̃√∫ L

0 (U
ex
G3
)2dx̃

. (2.15)

Plus précisément, la figure 2.3(a) concerne les résultats obtenus avec les éléments NURBS
d’ordre 2, 3 et 4 (calculés à partir du système équation (2.13)) sur une poutre relativement
épaisse (R/h = 10). On appelle ces éléments NURBS standards de degré p : "Basique p".
Ces éléments sont standards dans le sens où aucun traitement particulier n’est réalisé pour
traiter le verrouillage. L’approximation quadratique est ensuite étudiée plus en détails dans
la figure 2.3(b) où, en plus de la poutre épaisse (R/h = 10), une poutre mince (R/h = 100)
est calculée. La convergence de la solution semble correcte : on retrouve bien la solution
analytique et ce d’autant plus rapidement que l’ordre d’approximation est élevé. Mainte-
nant, pour un ordre donné, on observe que la convergence dépend de l’élancement de la
poutre : plus la poutre est élancée, plus il faut d’éléments pour obtenir une approximation
satisfaisante de la solution. C’est la manifestation du verrouillage. Pour mieux l’observer,
on représente dans la figure 2.4 l’erreur en fonction de l’élancement pour un maillage
fixe composé de 5 éléments. On réalise cela pour des NURBS quadratiques, cubiques et
quartiques. Le graphe confirme ce que l’on a énoncé plus haut : l’erreur est d’autant plus
importante que l’élancement augmente. Cela signifie que le verrouillage est d’autant plus
accentué que la poutre est mince. On remarque aussi d’après les courbes que l’élévation
d’ordre permet effectivement d’atténuer le phénomène mais sans l’éliminer totalement
(le verrouillage apparait plus loin). L’objectif de développer des éléments insensibles au
verrouillage peut dès lors se caractériser clairement sur cet exemple : les éléments doivent
permettre de calculer une solution totalement indépendante de l’élancement de la poutre.
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FIGURE 2.3: Tracé de l’erreur en norme L2 sur Uh
G3

en fonction du nombre d’éléments
du maillage.

Remarque 5 Concernant les valeurs des paramètres du cas test, aucune unité n’a été
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FIGURE 2.4: Influence de l’élancement de la poutre sur la solution.

donnée. On a en fait supposé que l’on s’est placé dans le Système International d’unités
(SI). Ainsi, aucune modification de valeur n’a été réalisée pour les paramètres en entrée
et en sortie de notre code de calcul. Cette démarche sera valable pour l’ensemble des cas
test menés dans ce travail.

2.2.4 Retour sur l’origine du verrouillage

Comme énoncé en début de section 1.2.3, le verrouillage est lié à l’incapacité des
fonctions d’interpolation de reproduire la flexion sans cisaillement et la flexion sans mem-
brane. Plus précisément, ceci signifie que le verrouillage réside dans l’impossibilité pour
de la flexion non nulle (χh

f 6= 0) d’imposer la membrane nulle (εh
m = 0) et le cisaillement

transversal nul (γh
ct = 0) avec le choix d’approximation basique, c’est-à-dire avec des es-

paces d’approximation identiques pour chacune des composantes de déplacement (voir
équation (2.12)). Cette impossibilité d’avoir εh

m = 0 et γh
ct = 0 dans toute la structure pour

des déplacements
(

Uh
G1
,Uh

G3
,θh

2

)
non nuls provient de l’incompatibilité de degré dans

les termes de déformation de membrane et de cisaillement : on a à la fois besoin des
composantes du déplacement et de leur dérivée pour exprimer εh

m et γh
ct .

Pour montrer le lien entre l’incompatibilité de degré des termes de déformation et le
verrouillage, on propose dans ce paragraphe de se restreindre au cas élémentaire du ver-
rouillage d’une poutre droite de Timoshenko discrétisée avec des éléments finis linéaires
(voir figure 2.5 pour l’illustration). Ce choix a uniquement été fait pour des raisons de
simplicité de calcul des différentes rigidités. Le phénomène mis en évidence dans ce cas
simple est tout à fait comparable à celui intervenant dans le cas de la poutre courbe de la
figure 2.2 discrétisée avec des NURBS de degré au moins égal à 2. La démarche utilisée
pour l’explication ci-après est inspirée de celles communément fournies dans les ouvrages
de référence en éléments finis classiques coque (cf., par exemple, [BAT 90], [HUG 00]
(chapitre 5) et [BEL 00] (chapitre 9)). La poutre droite envisagée pour les calculs est
encastrée sur le bord gauche et est soumise à un chargement fy impliquant flexion et ci-
saillement transversal. On prend pour la discrétisation un unique élément. Sa longueur est
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Mise en évidence du verrouillage

L comme la poutre.

.

L

b, h

N2N1

FIGURE 2.5: Poutre droite en flexion cisaillement discrétisée avec un élément linéaire.

Pour ce problème, la formulation variationnelle devient simplement : trouver
(UGy ,θz) ∈ V tel que :

∫ L

0

(
µSγctγ

∗
ct +EIχ f χ

∗
f
)

dx =
∫ L

0
U∗Gy

fydx ∀(U∗Gy
,θ∗z ) ∈ V , (2.16)

avec les déformations de cisaillement transversal et de flexion qui s’expriment comme
suit :

γct =UGy,x−θz ; χ f = θz,x. (2.17)

Ici, seulement le verrouillage en cisaillement transversal est présent : on va voir qu’il
est dû à l’incompatibilité de degré des termes Uh

Gy,x et θh
z dans γh

ct . Pour la résolution
numérique, on utilise les fonctions d’interpolation linéaires :

N1(x) =−
1
L

x+1 et N2(x) =
1
L

x, (2.18)

ce qui nous permet d’aboutir, après prise en compte des conditions aux limites en dépla-
cement par substitution, au système linéaire à résoudre suivant :

(
[Kct ]+

[
K f
]){U2

Gy

θ
2
z

}
=

{
F
0

}
, (2.19)

où [Kct ] est la raideur de cisaillement transversal et
[
K f
]

la raideur de flexion telles que :

[Kct ] = µS


1
L
−1

2

− 1
2

L
3

 ;
[
K f
]
= EI

0 0

0
1
L

 . (2.20)

En faisant ressortir l’élancement de l’élément, le système peut aussi s’écrire sous la
forme : (

12µ
E

(
L
h

)2 [
K̃ct
]
+
[
K̃ f
]){U2

Gy

θ
2
z

}
=

12L
Ebh3

{
F
0

}
, (2.21)
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2. Formulations NURBS sans verrouillage pour la poutre épaisse courbe

avec [
K̃ct
]
=


1
L2 − 1

2L

− 1
2L

1
3

 ;
[
K̃ f
]
=

[
0 0
0 1

]
. (2.22)

On remarque que lorsque l’élancement (L/h) devient très important, la raideur de ci-
saillement transversal devient prépondérante par rapport à la raideur de flexion. Ceci
reflète bien le fait que la solution associée au cisaillement (de l’ordre de [Kct ]

−1 {F})
devienne quasiment nulle par rapport à la solution de flexion (≈

[
K f
]−1 {F}) pour une

poutre mince. Toutefois, un problème numérique peut apparaitre dans le cas où
[
K̃ct
]

est
inversible. Au lieu de représenter correctement la flexion, c’est-à-dire de calculer :{

U2
Gy

θ
2
z

}
=

(
12µ
E

(
L
h

)2 [
K̃ct
]
+
[
K̃ f
])−1

12L
Ebh3

{
F
0

}
, (2.23)

la solution obtenue numériquement peut se bloquer sur la solution en cisaillement trans-
versal : {

U2
Gy

θ
2
z

}
≈ 1

µbhL

[
K̃ct
]−1
{

F
0

}
. (2.24)

C’est ainsi que s’explique le verrouillage en cisaillement transversal. Pour l’éviter, il faut
que

[
K̃ct
]

soit non inversible de sorte à forcer numériquement la prise en compte de la
contribution de flexion (

[
K̃ f
]
) pour résoudre le système linéaire comme dans l’équa-

tion (2.23) et non pas comme dans l’équation (2.24). L’opérateur
[
K̃ct
]

est non inversible
s’il possède au moins une valeur propre nulle. Pour cela, il faut être capable de représenter
un cisaillement transversal nul qui ne conduise pas à une solution en déplacement nulle.
Ceci n’est pas possible ici puisque :

γ
h
ct =

1
L

U2
Gy
− x

L
θ

2
z . (2.25)

Obtenir γh
ct = 0, ∀x ∈ [0,L] impose deux contraintes qui vont inévitablement se traduire

par U2
Gy

= 0 et θ2
z = 0. Cela signifie un rang de 2 pour

[
K̃ct
]

et par conséquent
[
K̃ct
]

est inversible. Il y a une contrainte de trop. Il faut alors un maillage suffisamment fin
pour que l’élancement de l’élément (L/h) ne soit pas trop important afin de limiter le
poids de (12µL2/Eh2)×

[
K̃ct
]

par rapport à
[
K̃ f
]

et ainsi, rendre compte du comporte-
ment de flexion (équation (2.21)). Pour éliminer cette contrainte supplémentaire quel que
soit le nombre d’éléments du maillage, il est nécessaire d’appliquer les méthodes sans
verrouillage de la partie 1.2.3. Par exemple, on peux élever l’ordre d’interpolation pour
limiter le ratio contraintes supplémentaires sur nombre de degrés de liberté (approxima-
tions de plus haut ordre), choisir un espace d’approximation linéaire pour Uh

Gy
et constant

par élément pour θh
z (méthodes des champs compatibles), prendre en compte un unique

point d’intégration par élément pour calculer γh
ct (techniques d’intégration réduite), re-

chercher dans le même temps que les déplacements un effort de cisaillement constant par
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Construction d’un élément basé sur une technique d’intégration réduite

élément (méthodes mixtes) ou encore, rechercher une déformation de cisaillement modi-
fiée constante par élément (méthodes ANS et B). C’est ce que nous allons tenter de faire
dans la suite pour le cas de la poutre courbe calculée avec des fonctions NURBS de degré
au moins égal à 2.

Remarque 6 Il est à noter que nous n’avons pas envisagé les méthodes de champs com-
patibles pour la poutre courbe. En effet, il n’est pas possible de trouver directement des
espaces d’approximation compatibles respectant à la fois le cisaillement et la membrane
(cf. équation (2.6)).

2.3 Construction d’un élément basé sur une technique
d’intégration réduite

2.3.1 Difficulté de l’approche avec les fonctions NURBS
On commence par envisager d’étendre les techniques d’intégration réduite et sélective

aux NURBS. La matrice de rigidité globale [K] du problème de poutre courbe donnée dans
l’équation (2.13) peut se ré-arranger telle que :

[K] = [Km]+ [Kct ]+
[
K f
]
, (2.26)

où [Km], [Kct ] et
[
K f
]

sont construites à partir des énergies de membrane, de cisaillement
et de flexion. On rappelle que l’idée de la méthode est de relâcher les trop nombreuses
contraintes de membrane et de cisaillement responsables du verrouillage en intégrant les
raideurs [Km] et [Kct ] avec moins de points d’intégration que nécessaire. Ces méthodes
sont donc très attractives pour l’ingénieur car elles résultent en une modification très lé-
gère du code et vont avec une réduction du coût de calcul. Ceci explique leur intérêt
particulier dans les codes commerciaux (cf. [Liv 07, MAK 95]). Plus précisément, si la
règle d’intégration réduite est aussi utilisée pour la raideur

[
K f
]
, on parlera d’intégration

réduite alors que si seulement la raideur de membrane et de cisaillement sont intégrées de
façon réduite, on dira que l’on fait de l’intégration sélective. Pour simplifier, on se place
tout d’abord dans le cas de l’intégration sélective.

La difficulté majeure de telles stratégies avec les fonctions NURBS vient du fait que
la règle habituelle d’intégration basée sur les points de Gauss n’est pas optimale pour une
classe de continuité strictement supérieure à C0 aux nœuds frontières des éléments du
maillage. La règle de Gauss implique plus de points d’intégration que nécessaire dans ce
cas, et ce d’autant plus que la continuité des fonctions au travers des nœuds est élevée.
Il semble alors que la seule façon de développer des règles d’intégration optimales pour
les NURBS soit de raisonner sur l’ensemble du patch qui, moyennant l’utilisation d’un
vecteur de nœuds ouvert, est C0 à sa frontière (cf. Hughes et al. [HUG 10]). Cela com-
plexifie l’implémentation car d’une part, il faut en pré-traitement résoudre un problème
d’optimisation pour connaitre la règle d’intégration optimale du patch et d’autre part, on
ne peux plus adopter une démarche élément par élément pour construire les rigidités.
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2. Formulations NURBS sans verrouillage pour la poutre épaisse courbe

Pour rester intéressant d’un point de vue ingénieur, on propose ici de conserver l’ar-
chitecture élément par élément du code de calcul et aussi, de conserver une règle d’in-
tégration basée sur les points de Gauss. La difficulté d’établir une règle réduite apparait
dès lors clairement : comment connaître le nombre de points d’intégration à supprimer
pour éliminer le verrouillage sans avoir une règle de référence optimale ? Le degré et la
continuité devant être pris en compte pour cela, il semble qu’un point clé du problème soit
de considérer chaque cas de continuité et de degré des éléments finis NURBS et de défi-
nir pour chacun, une règle d’intégration réduite. Une telle démarche parait envisageable
pour des approximations NURBS de bas ordre, car alors peu de cas sont à traiter. En ef-
fet, si l’on considère des NURBS quadratiques en 1D, il y a seulement 3 types différents
d’éléments (voir figure 2.6). Par contre, pour du NURBS cubique, ce sont 6 cas différents
d’éléments qui apparaissent et plus généralement pour un ordre p quelconque, le nombre
de possibilités atteint p(p+1)

2 .

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

N2

N1 N3

(a) Élément avec bords C0/C0.
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

N1

N2

N3

(b) Élément avec bords C1/C0.
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

N1

N2

N3

(c) Élément avec bords C1/C1.

FIGURE 2.6: Fonctions de forme B-Spline locales pour chaque cas d’élément pour l’ap-
proximation quadratique.

2.3.2 Développement d’une stratégie pour des NURBS quadratiques
Pour les raisons évoquées au paragraphe précédent, on se limite ici à des approxima-

tions NURBS d’ordre 2. Les cas à traiter sont ainsi les trois éléments représentés sur la
figure 2.6. Si nous étions dans le cas éléments finis classiques avec les fonctions de forme
habituelles de Lagrange, la règle d’intégration optimale pour intégrer exactement [Km] et
[Kct ] nécessiterait :

nGauss =
4+2

2
, (2.27)

c’est-à-dire 3 points de Gauss par élément puisque le terme de plus haut degré rencontré
est du type

∫ L
0 NiN jdx̃, soit de degré 4. Toujours avec cette hypothèse d’éléments finis

traditionnels, la règle réduite consisterait à prendre 2 points de Gauss par élément, c’est-
à-dire la règle associée à des éléments linéaires. Cela suffirait à supprimer le verrouillage
en membrane et en cisaillement. Par conséquent, il semble évident de définir pour l’élé-
ment fini NURBS de degré 2 avec deux bords C0 (cf. figure 2.6(a)), qui mène en fait
à une approximation identique à celle de l’élément fini quadratique classique, la même
règle réduite. Ensuite, il faut diminuer le nombre de points d’intégration pour les deux
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Construction d’un élément basé sur une technique d’intégration réduite

autres éléments NURBS quadratiques de continuité supérieure (C1/C0 et C1/C1, cf. fi-
gures 2.6(b) et 2.6(c) respectivement). L’utilisation d’un unique point de Gauss pour ces
éléments permet de supprimer le verrouillage mais laisse la possibilité à un mode de hour-
glass de se développer, ce qui génère une instabilité dans le système. Plus précisément,
cette instabilité se traduit par une valeur propre quasi nulle de la matrice de rigidité élé-
mentaire qui ne correspond pas à un mouvement de solide rigide. La matrice de rigidité
élémentaire possède donc un rang déficient de 1. Le mode de hourglass est le mode propre
associé à cette valeur propre quasi nulle. Il s’avère que c’est le même pour l’élément de
bords C1/C0 et l’élément de bords C1/C1 . Sa forme en termes de déformation est repré-
sentée sur la figure 2.7 dans le domaine associé à l’élément parent. On comprend alors
son origine puisque l’évaluation du mode en seulement ξ̃ = 0 conduit à une déformation
de membrane et de cisaillement nulle ce qui l’empêche de produire de l’énergie. Si l’on
avait pris deux points de Gauss, il y aurait eu production d’énergie de membrane et de
cisaillement et le mode ne se développerait pas. Pour la partie flexion, comme la rigidité
est intégrée avec la règle basique pour les NURBS, c’est-à-dire avec (p+ 1) = 3 points
de Gauss, il est normal de trouver une déformation de flexion du mode de hourglass nulle
partout dans l’élément. La contribution de flexion est absente dans le mode de hourglass.

- 1 0 0.5 1

-0.5

0

0.5

1

-0.5
- 1

(a) Déformations de membrane et de cisaillement.

0 0.5 1
-1

-0.5

0

0.5

1

-1 -0.5

(b) Déformation de flexion.

FIGURE 2.7: Forme du mode de hourglass dans les éléments quadratiques C1/C0 et
C1/C1 dû à une intégration sélective avec un unique point de Gauss (en ξ̃ = 0).

Maintenant, il faut noter que dans le cas de régularité supérieure des NURBS, ce mode
de hourglass n’est pas propre à chacun des éléments du maillage. En effet, au niveau d’une
frontière C1, la déformation sera C0 si bien que le mode va en quelque sorte se transmettre
par continuité entre les deux éléments adjacents au nœud frontière. Fort de ce constat, il
apparait en fait qu’on a la présence d’un unique mode de hourglass continu sur une série
d’éléments compris entre deux nœuds C0 (voir figure 2.8 pour la forme du mode dans le
domaine paramétrique pour un patch complet). Par conséquent, le mode de hourglass peut
vraisemblablement être éliminé en ajoutant un point de Gauss dans un seul des éléments
compris dans une zone délimitée par deux nœuds C0. Globalement, la règle réduite qui en
découle peut être résumée comme suit :

1. prendre un point de Gauss par élément ;
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2. Formulations NURBS sans verrouillage pour la poutre épaisse courbe

2. ajouter arbitrairement un point de Gauss dans un élément compris entre deux nœuds
de continuité C0.

En pratique, on choisit de placer le point de Gauss supplémentaire dans l’élément le plus
au centre possible de la zone entre deux nœuds C0 de sorte qu’il interfère moins avec les
frontières de la zone. Il apparait en fait sur les résultats numériques que la qualité de la
solution est meilleure avec un tel choix de positionnement de ce point de Gauss. Pour
assurer une bonne compréhension, on complète ces développements en explicitant dans
la figure 2.9 la règle d’intégration réduite appliquée à différents maillages. On verra dans
la section 2.7 que cette stratégie permet de supprimer complètement le verrouillage tout
en maintenant un rang correct pour la matrice de rigidité globale.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-1

-0.5

0

0.5

1

ξ

(a) Déformation de membrane et de cisaillement.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-1

-0.5

0

0.5

1

ξ

(b) Déformation de flexion

FIGURE 2.8: Forme du mode de hourglass pour un maillage quadratique composé de 5
éléments avec continuité C1 aux nœuds intérieurs.

2.3.3 Contrôle de hourglass

Alternativement, on peut suivre la vision de Belytschko et al. [FLA 81, BEL 84,
LIU 84] pour le contrôle de hourglass. Elle consiste à ajouter une rigidité de stabilisation
à la rigidité sous intégrée. Ici, cela signifie qu’à la place de mettre un point d’intégration
supplémentaire dans un élément entre deux nœuds C0, il nous faut calculer une rigidité
élémentaire de stabilisation propre à cet élément.

La construction de cette rigidité de stabilisation est assez courante en éléments finis
classiques. Toutefois, peu d’auteurs s’attardent à expliquer clairement l’origine de cette
matrice. On tente dans la suite de donner quelques explications. Cette matrice de raideur
artificielle doit permettre, lorsque appliquée au champ de déplacement, de fournir une
énergie correspondante au mode de hourglass afin d’empêcher l’activation de ce dernier.
Il faut par conséquent commencer par déterminer l’énergie propre au mode de hourglass
puis, voir comment la générer avec le champ de déplacement. Pour cela, on suppose des
déformations modifiées dans l’élément comme la somme des déformations classiques et
des déformations dues au mode de hourglass. Les déformations élémentaires classiques
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Construction d’un élément basé sur une technique d’intégration réduite

1 1
C0 C0

C1

Patch

Noeud
Succession d'éléments

nombre de points de Gauss par élément

Stratégie 1
C1

2
C1 C1

1

Élément

(a) Patch où la continuité est C1 aux nœuds intérieurs.

1 1
C0

C1
1
C1

2
C1 C1
1

C0
1 11 2 1

C1 C1 C1 C1 C0

(b) Patch où une continuité C0 est introduite à un nœud intérieur.

1 1
C0

C1
1

C1
2

C1 C1
1

C0
1 11 2 1

C1 C1 C1 C0
C0

2
C1

Élément fini C  / C0 0

(c) Patch où un élément fini C0/C0 est introduit.

FIGURE 2.9: La règle d’intégration réduite basée sur les points de Gauss pour des
NURBS quadratiques.

sont notées εeh

m , γeh

ct et χeh

f et les déformations élémentaires modifiées εemodh

m , γemodh

ct et χemodh

f .
Avec ceci, on peut écrire dans le domaine de l’élément parent :

ε
emodh

m (ξ̃) = ε
eh

m +aεξ̃

γ
emodh

ct (ξ̃) = γ
eh

ct +aγξ̃

χ
emodh

f (ξ̃) = χ
eh

f

. (2.28)

aε et aγ sont des inconnues supplémentaires qui constituent l’amplitude du mode de hour-
glass. L’énergie de déformation élémentaire Eeh

d du problème modifié est :

Eeh

d =
1
2
{Ue}T [Ke]{Ue}+{ae}T [Ke

au]{Ue}+ 1
2
{ae}T [Ke

aa]{ae} , (2.29)

où l’on a noté :
– [Ke] la matrice élémentaire de [K] (équation (2.13)) ;
– {Ue} le vecteur élémentaire des variables de contrôle U i

G1
, U i

G3
et θi

2 (équa-
tion (2.12)) ;

– {ae}=
{

aε aγ

}T le vecteur élémentaire de l’amplitude de hourglass.
L’énergie Eeh

d (équation (2.29)) conduit au système linéaire suivant :[
[Ke] [Ke

au]
T

[Ke
au] [Ke

aa]

] {
{Ue}
{ae}

}
=

{
{Fe}
{0 0}T

}
, (2.30)
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2. Formulations NURBS sans verrouillage pour la poutre épaisse courbe

avec :

[Ke
aa] =


∫

Le

ES(ξ̃)2dx̃ 0

0
∫

Le

µS(ξ̃)2dx̃

 , (2.31)

et :

[Ke
au] tel que

[
Kei

au

]
=


∫

Le

ESNi,x̃ξ̃dx̃s −
∫

Le

ES
Ni

r
ξ̃dx̃ 0∫

Le

µS
Ni

r
ξ̃dx̃

∫
Le

µSNi,x̃ξ̃dx̃ −
∫

Le

µSNiξ̃dx̃

 , (2.32)

pour i ∈ {1,2, · · · ,n}. Le est la longueur de l’élément dans lequel le contrôle de hourglass
est effectué. Maintenant, pour obtenir la contribution du mode de hourglass dans le champ
de déplacement {Ue}, la méthode propose d’ajouter une rigidité

[
Ke

stab

]
au système tel

que : [
[Ke]+ [Ke

stab] [Ke
au]

T

[Ke
au] [Ke

aa]

] {
{Ue}
{ae}

}
=

{
{Fe}
{0 0}T

}
, (2.33)

avec
[Ke

stab] = [Ke
au]

T [Ke
aa]
−1 [Ke

au] , (2.34)

de sorte que la solution recherchée dans l’équation (2.33) soit bien associée à celle du
problème de départ, c’est-à-dire [Ke]{Ue} = {Fe}. L’énergie correspondant au mode de
hourglass Eeh

dhg
, peut dès lors s’exprimer dans le champ de déplacement telle que :

Eeh

dhg
=

1
2
{Ue}T [Ke

stab]{U
e} . (2.35)[

Ke
stab

]
constitue la rigidité élémentaire artificielle de stabilisation à ajouter au système

sous intégré. Pour ne pas être nulle, elle doit être évaluée soit avec la règle d’intégra-
tion complète, soit de façon analytique. Pour simplifier, on utilise dans ce travail la règle
d’intégration complète. En pratique, on ajoute devant cette matrice un coefficient de pé-
nalisation P afin de pondérer la part de cette énergie artificielle dans l’énergie de dé-
formation du problème. Il faut que l’énergie artificielle soit juste suffisante pour évi-
ter le mode hourglass sans réellement prendre part à l’énergie totale du problème. En
fait, une large fourchette de valeurs de P permet un contrôle de hourglass efficace (par
exemple pour P ∈

[
10−3,10

]
sur le problème de poutre courbe de la figure 2.2 discrétisée

avec 5 éléments). On prendra P = 1 dans les expérimentations numériques. En conclu-
sion, cette méthode consiste à remplacer la matrice de rigidité élémentaire appropriée par
[Ke

m] + [Ke
ct ] +

[
Ke

f

]
+P

[
Ke

stab

]
, où [Ke

m] et [Ke
ct ] sont intégrés avec 1 point de Gauss et,[

Ke
f

]
et
[
Ke

stab

]
sont évalués avec 3 points de Gauss.

Remarque 7 Étant donné que pour les NURBS il suffit de faire le contrôle de hourglass
dans un seul élément entre deux nœuds de continuité C0, le surcout numérique de la
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Construction d’un élément basé sur une méthode de projection B

stabilisation est faible. Ceci constitue un nouvel avantage par rapport aux éléments finis
classiques. En effet en FEA, les fonctions traditionnelles de Lagrange étant C0 aux bords
des éléments, les déformations sont C−1 et ainsi, le contrôle de hourglass doit se faire
dans tous les éléments du maillage.

Remarque 8 On aurait pu envisager pour l’étude de l’intégration réduite plutôt que de
l’intégration sélective. Dans ce cas, la contribution de flexion du mode de hourglass n’au-
rait pas été nulle. Elle aurait été de la même forme que les contributions de membrane et
de cisaillement si bien qu’il aurait fallu appliquer exactement le même traitement à

[
K f
]

qu’à [Km] et [Kct ] pour le contrôle de hourglass.

Remarque 9 Dans le même temps que ce travail [BOU 12], une seconde contribution
suite à [HUG 10] concernant des règles d’intégration optimales pour les NURBS a vu
le jour. C’est celle de Auricchio et al. [AUR 12] où il est question de développer des
règles quasi-optimales en maintenant une architecture élément par élément du code de
calcul. Pour cela, de façon analogue à ce qui est fait ici pour le quadratique, chaque
cas de continuité et de degré d’élément NURBS est étudié. On pourrait ainsi penser à
développer des règles d’intégration réduite en dégénérant ces nouvelles règles quasi-
optimales. Pour de l’ordre 2, il ne semble pas que l’on puisse véritablement gagner en
efficacité par rapport à la stratégie que nous avons développée. Par contre, une telle
démarche pourrait s’avérer efficace pour généraliser la stratégie à des éléments NURBS
de plus haut ordre.

2.4 Construction d’un élément basé sur une méthode de
projection B

Afin de développer un formalisme plus général adapté à tous types de degré et conti-
nuité supérieurs des approximations NURBS et, de faciliter la généralisation en 3D pour
le traitement de coque, on envisage à présent d’éliminer le verrouillage au moyen d’une
méthode de projection B. Originairement développée en éléments finis classiques par Hu-
ghes [HUG 80], la méthode a plus récemment été étendue au cas NURBS pour traiter
le verrouillage volumétrique (cf. Elguedj et al. [ELG 07]). L’objectif ici est d’adapter la
procédure décrite dans [ELG 07] au cas du verrouillage en membrane et en cisaillement
de la poutre courbe.

2.4.1 Principe et formulation B

Comme pour l’intégration sélective, on commence par décomposer le système linéaire
en faisant ressortir la contribution de membrane (ES), cisaillement (µS) et flexion (EI)
(voir équation (2.26)). De nouveau, les termes de membrane et de cisaillement vont être
modifiés. Pour cela, l’idée cette fois-ci est de projeter les déformations associées (εm
et γct) sur une base de dimension inférieure afin de supprimer les contraintes liées au
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2. Formulations NURBS sans verrouillage pour la poutre épaisse courbe

verrouillage. On précise que pour cette méthode, il n’est plus question de jouer sur les
règles d’intégration. Les différentes intégrales rencontrées seront évaluées avec la règle
classique pour les NURBS, soit (p+1) points de Gauss pour les éléments de degré p.

On utilise un opérateur de projection linéaire π permettant de construire les déforma-
tions de membrane et de cisaillement modifiées :

εm = π(εm) ; γct = π(γct) . (2.36)

L’énergie potentielle modifiée E p prenant en compte ces nouvelles déformations s’écrit,
avec (UG,θ) ∈ V (équation (2.7)) et l(·) définie équation (2.9) :

E p(UG,θ) =
∫ L

0
ed
(
εm,γct ,χ f

)
dx̃− l(UG,θ), (2.37)

où ed constitue la densité d’énergie de déformation :

ed(εm,γct ,χ f ) =
1
2
(
ESε

2
m +µSγ

2
ct +EIχ

2
f
)
. (2.38)

Comme εm, γct (et bien évidemment χ f ) sont des opérateurs linéaires, on peut écrire avec
α ∈ R et

(
U∗G,θ

∗) ∈ V :
εm ((UG,θ)+α(U∗G,θ

∗)) = εm (UG,θ)+αεm (U∗G,θ
∗)

γct ((UG,θ)+α(U∗G,θ
∗)) = γct (UG,θ)+αγct (U

∗
G,θ

∗)

χ f ((UG,θ)+α(U∗G,θ
∗)) = χ f (UG,θ)+αχ f (U∗G,θ

∗)

. (2.39)

Ainsi, la dérivée directionnelle de la densité d’énergie de déformation modifiée est donnée
par :

∂ed
(
εm,γct ,χ f ((UG,θ)+α(U∗G,θ

∗))
)

∂α
|α=0 =

∂ed

∂εm

(
εm,γct ,χ f (UG,θ)

)
εm(U∗G,θ

∗)

+
∂ed

∂γct

(
εm,γct ,χ f (UG,θ)

)
γct(U

∗
G,θ

∗)

+
∂ed

∂χ f

(
εm,γct ,χ f (UG,θ)

)
χ f (U∗G,θ

∗),

(2.40)

ce qui nous permet de définir les efforts généralisés modifiés comme suit :

N = ESεm ; T = µSγct . (2.41)

La minimisation de l’énergie potentielle modifiée (équation (2.37)) peut finalement être
menée afin d’obtenir la formulation faible B du problème : trouver (UG,θ) ∈ V tel que :

b((UG,θ),(U∗G,θ
∗)) = l (U∗G,θ

∗) ∀(U∗G,θ∗) ∈ V , (2.42)

avec la forme bilinéaire b(·, ·) suivante :

b((UG,θ),(U∗G,θ
∗)) =

∫ L

0

(
ESεmε

∗
m +µSγctγ

∗
ct +EIχ f χ

∗
f
)

dx̃. (2.43)
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Construction d’un élément basé sur une méthode de projection B

2.4.2 Construction : formulation discrète B

Il nous faut à présent définir l’opérateur linéaire de projection π, c’est-à-dire choisir
la norme et l’espace de projection qui lui sont associés. Pour cela, on utilise une stratégie
similaire à celle de [ELG 07].

Concernant l’espace de projection, on envisage pour interpoler les déformations B
des fonctions de degré polynomial (p− 1) si les déplacements sont recherchés dans un
espace de degré p. Ainsi, si l’on suppose que l’espace des déplacements (de fonctions
de base (Ni)i∈{1,2,...,n}) est donné et noté Qp (pour un degré polynomial p des fonc-
tions Ni), on choisit l’espace de projection Qp−1 généré par les fonctions de base "tilde"
((Ñi)i∈{1,2,...,ñ}). Avec les fonctions NURBS, il faut aussi préciser la régularité au travers
des différents nœuds du maillage. Sans innovation, on procède comme pour le degré : on
considère une classe de continuité de moins aux nœuds intérieurs du patch 1 pour les fonc-
tions (Ñi)i∈{1,2,...,ñ} que pour les fonctions (Ni)i∈{1,2,...,n}. Ce choix d’espaces Qp/Qp−1
parait cohérent vis-à-vis de ce qui est fait habituellement en éléments finis classiques.
En effet, dans le cas de fonctions linéaires de type Lagrange pour le déplacement (espace
Q1), les déformations projetées sont recherchées constantes dans l’élément et discontinues
d’un élément à l’autre (espace Q0), ce qui permet bien d’éliminer la contrainte supplé-
mentaire responsable du verrouillage (cf. section 2.2.4). Si maintenant on fait l’analogie
avec les problèmes de structures quasi-incompressibles, on retrouve avec cette stratégie
l’élément de la dilatation moyenne de Nagtegaal et al. [NAG 74].

La construction de l’espace NURBS de projection Qp−1 est assez aisée à partir de l’es-
pace utilisé pour les déplacements Qp. On commence par définir les fonctions B-Spline
associées. Le degré polynomial étant connu, il suffit d’établir le vecteur de nœuds pour
construire les fonctions (cf section 1.1.3). On note Ξp le vecteur de nœuds correspondant
à Qp et Ξp−1 celui associé à Qp−1. On prend p = 2. On peut écrire Ξ2 comme suit :

Ξ2 = {0,0,0,Ξint ,1,1,1} . (2.44)

Ξint désigne le vecteur des nœuds intérieurs et, pour être ouvert, le 0 et le 1 sont répétés
2+1 = 3 fois. Ξ1 associé se défini tout simplement tel que :

Ξ1 = {0,0,Ξint ,1,1} . (2.45)

La seule modification à apporter est de répéter le 0 et le 1 seulement 1 + 1 = 2 fois,
ceci afin de maintenir le vecteur de nœuds ouvert tout en permettant une interpolation
linéaire. Une illustration est donnée sur la figure 2.10 pour un maillage constitué de deux
éléments. Dans le cas des NURBS, il faut ajouter les poids pour définir les fonctions.
Ceci est réalisé très simplement en pratique car la plupart des géométries usuelles se
représentent exactement avec du NURBS d’ordre 2. Nous ne verrons d’ailleurs que des

1. Une exception peut être faite dans le cas d’une continuité C0 à un nœud intérieur pour p≥ 2. Au lieu
de considérer des fonctions C−1 pour Qp−1, on peut garder la continuité C0 à ce nœud (cf. [ELG 07]). Ceci
a peu d’importance sur le résultat final mais peut s’avérer plus simple à implémenter suivant la structure du
code de calcul. Dans ce travail, ce n’est pas ce qui est fait : la règle d’une classe de continuité de moins est
appliquée dans tous les cas.
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2. Formulations NURBS sans verrouillage pour la poutre épaisse courbe

géométries de ce type dans ce travail. Ainsi, pour p > 2 les poids de Qp−1 sont pris tels
que permettant de représenter exactement la géométrie de la structure. Pour p = 2, on
a l’espace de projection Q1, c’est-à-dire que les fonctions NURBS sont les fonctions B-
Spline (poids de 1). Aussi, il est à noter que les fonctions Ni sont construites dans le
domaine paramétrique. On peut donc les écrire comme suit :

Ni ◦ψ
−1(x̃), (2.46)

où ψ est la transformation NURBS exacte entre l’espace paramétrique et l’espace phy-
sique (voir figure 1.4). On construit la base tilde de la même façon :

Ñi ◦ψ
−1(x̃). (2.47)

Par conséquent, même pour un degré p− 1 de l’espace de projection plus faible que le
degré p minimum permettant de représenter exactement la géométrie, la transformation
exacte ψ (associée au degré p) est utilisée. Cela signifie que mêmes les éléments B de bas
ordre (typiquement Q2/Q1 pour nous) sont isogéométriques.

000 1110.5

00 110.5

1 2

N2N1 N3

N1

N2 N3

N4

FIGURE 2.10: Fonctions de base B-Spline Qp/Qp−1 pour un patch composé de deux
éléments quadratiques.

Dans le cas discret, l’équation (2.36) devient :

ε
h
m =

ñ

∑
A=1

ÑAε
Ah

m ; γ
h
ct =

ñ

∑
A=1

ÑAγ
Ah

ct ; (2.48)

où ε
Ah

m (respectivement γ
Ah

ct ) est la projection de ε
h
m (resp. γ

h
ct) sur ÑA. Pour construire ces

projections, on utilise la norme L2 :
ε

Ah

m =
ñ

∑
B=1

M̃−1
AB

(
ÑB,ε

h
m

)
[0,L]

=
ñ

∑
B=1

M̃−1
AB

∫ L

0
ÑBε

h
mdx̃

γ
Ah

ct =
ñ

∑
B=1

M̃−1
AB

(
ÑB,γ

h
ct

)
[0,L]

=
ñ

∑
B=1

M̃−1
AB

∫ L

0
ÑBγ

h
ctdx̃

; (2.49)
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Construction d’un élément basé sur une méthode de projection B

qui mène finalement à la version discrète des déformation modifiées suivante :
ε

h
m =

ñ

∑
A,B=1

n

∑
C=1

ÑAM̃−1
AB

∫ L

0
ÑB

(
NC,x̃UC

G1
− NC

r
UC

G3

)
dx̃

γ
h
s =

ñ

∑
A,B=1

n

∑
C=1

ÑAM̃−1
AB

∫ L

0
ÑB

(
NC

r
UC

G1
+NC,x̃UC

G3
+NCθ

C
2

)
dx̃

; (2.50)

où
[
M̃
]

est une matrice de type "masse" de la base tilde, à savoir :

M̃AB =
(
ÑA, ÑB

)
[0,L] =

∫ L

0
ÑAÑBdx̃. (2.51)

Pour obtenir le système linéaire B à résoudre, il ne reste plus qu’à remplacer les expres-
sions de l’équation (2.50) dans la forme bilinéaire b(·, ·) (équation (2.42)). Il en découle
une matrice de rigidité globale de l’élément B de la forme suivante :

[KB] =
[

Km
]
+
[

Kct
]
+
[
K f
]
, (2.52)

avec
[
Km
]

(respectivement
[

Kct
]
) la raideur modifiée associée à ε

h
m (resp. γ

h
ct). La struc-

ture de ces matrices de rigidité modifiées est telle que :[
Km
]
= ES

[
Bm
]T [M̃]−1 [ Bm

]
;
[

Kct
]
= µS

[
Bct
]T [M̃]−1 [ Bct

]
, (2.53)

où, si on range les degrés de liberté comme dans l’équation (2.13),[
Bm
]
=
[[

Bm1

][
Bm2

]
[0]
]

;
[

Bct
]
=
[[

Bct1
][

Bct2
][

Bct3
]]

(2.54)

avec, pour i ∈ {1,2, ..., ñ} et j ∈ {1,2, ...,n} :

Bi j
m1

=
∫ L

0
ÑiN j,x̃dx̃, Bi j

m2
=

∫ L

0
−Ñi

N j

r
dx̃,

Bi j
ct1 =

∫ L

0
Ñi

N j

r
dx̃, Bi j

ct2 =
∫ L

0
ÑiN j,x̃dx̃, Bi j

ct3 =
∫ L

0
ÑiN jdx̃.

(2.55)

Il est important de remarquer que la méthode proposée conduit à l’inversion de
la matrice

[
M̃
]

ce qui rend presque tout le temps la matrice de rigidité globale [KB]
pleine sur chaque patch. Il semble que ce soit le prix à payer pour avoir une méthode
de degré et continuité supérieurs qui supprime efficacement le verrouillage (voir, par
exemple, [ELG 07] pour la méthode B et [ECH 10, ECH 13] pour la méthode DSG). Seul
le cas éléments finis classiques (c’est-à-dire Q1/Q0) échappe à la règle puisque alors,

[
M̃
]

est diagonale. L’ingénieur doit par conséquent prendre quelques précautions quant à l’im-
plémentation : il faut veiller à pouvoir stocker et inverser une matrice pleine. Le coût de
calcul reste néanmoins raisonnable dans la plupart des cas car avec une telle méthode,
un maillage assez grossier permet déjà d’obtenir une approximation satisfaisante (voir
section 2.7 ci-après). Aussi, suivant l’environnement informatique à disposition, on peut
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2. Formulations NURBS sans verrouillage pour la poutre épaisse courbe

penser pour plus d’efficacité numérique à mettre en place un algorithme itératif de type
gradient conjugué au cours duquel seulement des produits matrice-vecteur sont réalisés
(sans jamais véritablement construire et inverser la matrice pleine). Ce n’est pas ce qui est
fait dans ce travail où est développé un code matlab "maison" mais c’est de cette façon
qu’avait été réalisé le calcul des éléments B de [ELG 07] dans un code fortran. En outre,
en se basant sur une précédente contribution [BOU 13a], nous proposerons dans le cha-
pitre 3 (plus précisément en section 3.4.3) un moyen de limiter ce problème de matrice
pleine.

Remarque 10 La modification de l’opérateur de gradient discret de la formulation pure-
ment en déplacement implique des "violations" de la théorie classique de type Galerkin.
En fait, les manipulations sur les déformations ne peuvent se faire sans aucunes précau-
tions pour garantir la validité de la formulation et de son implémentation numérique.
Pour ceci, il faut se placer dans le cadre plus général de la théorie des méthodes de
déformations assumées avec notamment le principe de Hu-Washizu (voir Simo et Hu-
ghes [SIM 86]). Il faut tout d’abord vérifier la consistance variationnelle de la formu-
lation, c’est-à-dire que la solution du problème B (équation (2.42)) corresponde bien à
la solution du problème de référence (équation (2.8)). Ensuite, un prérequis pour espé-
rer les bonnes propriétés numériques de l’élément (convergence) est de passer le "patch
test" d’Irons (voir Bazeley et al. [BAZ 65]). On parle alors d’assurer la consistance nu-
mérique de la formulation. On a pu montrer en annexe B que ces deux points sont bien
respectés par l’élément B développé ici. Ceci apporte une justification plus théorique des
manipulations proposées pour obtenir les déformations B.

2.5 Construction d’un élément mixte : équivalence avec
l’élément B

Même si un peu moins intéressantes pour l’ingénieur car non basées sur une formu-
lation purement en déplacement, les approches de type méthodes mixtes ont aussi été
très populaires en éléments finis classiques pour traiter le verrouillage. L’intérêt de ces
méthodes est qu’elles possèdent un cadre mathématique bien établi avec notamment la
condition LBB [BRE 91] qui permet d’attester clairement de la validité ou non d’une
discrétisation. N’étant pas mathématiciens de formation et étant plutôt intéressés par le
côté ingénieur, nous ne cherchons pas ici à rentrer plus dans le cadre théorique. Toute-
fois, l’investigation d’une telle méthode sur le problème de poutre courbe nous a conduit
à la construction d’un élément mixte équivalent à l’élément B de la section précédente.
Ce point nous semble important à montrer car il offre encore plus de cohérence à la for-
mulation B : d’une part il permet de mieux interpréter les traitements réalisés et d’autre
part, il laisse la possibilité aux mathématiciens d’étudier rigoureusement l’exactitude de
l’élément.

On montre à présent la façon de retrouver l’élément B de la partie précédente à partir
d’une formulation mixte. On reprend les notations introduites en section 2.2. Dans les
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Construction d’un élément mixte : équivalence avec l’élément B

méthodes mixtes, les efforts généralisés sont recherchés dans le même temps que les
déplacements. Pour traiter le verrouillage ici, c’est plus précisément les efforts normaux
et tranchants (liés à la membrane et au cisaillement respectivement) qui vont constituer
des inconnues supplémentaires. Comme pour les autres méthodes développées, aucun
traitement n’est réalisé pour la flexion : les relations cinématiques et de comportement
associées sont supposées exactement satisfaites. Le problème mixte consiste à trouver à
la fois (UG,θ) ∈ V et (N,T ) ∈ S , où S est l’espace des efforts défini tel que

S =
{
(N,T ) ∈

[
L2 (]0,L[)

]2}
, (2.56)

qui minimisent sur V ⊗S la fonctionnelle mixte suivante :

Epmixte (UG,θ,N,T ) =
∫ L

0

[
1
2

(
EIχ

2
f −

N2

ES
− T 2

µS

)
+Nεm +T γct

]
dx̃− l (UG,θ) .

(2.57)
Maintenant, le point clé est le choix des espaces d’approximation pour les efforts. Pour
retrouver l’élément B, il suffit de prendre le même espace pour les efforts que celui utilisé
pour les déformations projetées (équation (2.50)). En d’autres termes, on choisit Qp pour
les déplacements et Qp−1 pour les efforts. On écrit donc :

Uh
G1

=
n

∑
i=1

NiU i
G1

; Uh
G3

=
n

∑
i=1

NiU i
G3

; θ
h
2 =

n

∑
i=1

Niθ
i
2 ; Nh =

ñ

∑
i=1

Ñiai
N ; T h =

ñ

∑
i=1

Ñiai
T .

(2.58)

On note le vecteur des inconnues cinématiques {U}=
{
{UG1}

T {UG3}
T {θ2}T

}T
et les

deux vecteurs d’inconnues statiques : {aN} de composantes ai
N et {aT} de composantes

ai
T . Avec ces approximations (équation (2.58)), la version discrète du problème mixte de

fonctionnelle Epmixte (équation (2.57)) est telle que :
[
K f
]

[KuN ] [KuT ]

[KNu] − [KN ] [0]
[KTu] [0] − [KT ]



{U}
{aN}
{aT}

 =


{F}
{0}
{0}

 , (2.59)

où, pour i ∈ {1,2, ..., ñ} et j ∈ {1,2, ..., ñ} :

Ki j
N =

∫ L

0

1
ES

ÑiÑ jdx̃ ; Ki j
T =

∫ L

0

1
µS

ÑiÑ jdx̃, (2.60)

et, pour i ∈ {1,2, ..., ñ} et j ∈ {1,2, ...,n} :

[KuN ] =
[
Bm
]T ; [KuT ] =

[
Bct
]T

, (2.61)

avec
[
Bm
]

et
[
Bct
]

définis équation (2.54). Le système linéaire équation (2.59) peut ensuite
être réduit aux seules variables cinématiques en faisant une condensation statique sur toute
la structure des inconnues en effort :{[

Bm
]
{U}− [KN ]{aN}= 0⇒{aN}= [KN ]

−1 [Bm
]
{U}[

Bct
]
{U}− [KT ]{aT}= 0⇒{aT}= [KT ]

−1 [Bct
]
{U}

; (2.62)

51

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0090/these.pdf 
© [R. Bouclier], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



2. Formulations NURBS sans verrouillage pour la poutre épaisse courbe

ce qui conduit finalement à la matrice de rigidité globale suivante :

[Kmixte] =
[
K f
]
+
[
Bm
]T

[KN ]
−1 [Bm

]
+
[
Bct
]T

[KT ]
−1 [Bct

]
. (2.63)

On peut remarquer à présent que :

[KN ]
−1 =

(
1

ES

[
M̃
])−1

= ES
[
M̃
]−1 ; [KT ]

−1 =

(
1

µS

[
M̃
])−1

= µS
[
M̃
]−1

, (2.64)

et ainsi [Kmixte] = [KB] de l’équation (2.52). On obtient donc exactement la même solu-
tion avec l’élément mixte qu’avec l’élément B ce qui nous permet d’établir que les deux
formulations sont équivalentes. Cette équivalence donne un sens plus concret aux mani-
pulations effectuées sur les déformations B : cela revient à rechercher des déplacements
solutions dans Qp tout en imposant les efforts à être dans Qp−1.

Remarque 11 On comprend mieux aussi avec la formulation mixte l’origine d’une ma-
trice de rigidité globale pleine. Celle-ci est liée à la continuité de l’espace Qp−1 qui
empêche d’effectuer la condensation statique (équation (2.62)) élément par élément. En
effet, pour un espace Qp−1 de continuité au moins C0, la condensation doit inévitablement
être globale sur l’ensemble du patch ce qui génère une structure matricielle pleine.

2.6 Application de la méthode DSG [ECH 10] à l’élément
de poutre courbe

Pour finir l’étude, on envisage la méthode DSG développée par Bletzinger et
al. [BLE 00] et Koschnick et al. [KOS 05] et récemment étendue aux NURBS
par [ECH 10] pour traiter le verrouillage en cisaillement transversal de la poutre droite
de Timoshenko. Le travail ici consiste donc simplement en l’application de la procé-
dure de [ECH 10] pour traiter, en plus du verrouillage en cisaillement, le verrouillage en
membrane présent dans une poutre courbe. Ceci offrira un élément de comparaison aux
stratégies d’intégration sélective et B développées. Tout comme B, cette technique DSG
appartient aux méthodes de type déformations modifiées : elle repose sur la modification
des déformations εm et γct . L’intégration numérique est réalisée sans traitement particu-
lier. L’une des particularités de la méthode DSG est qu’elle va faire appel à des techniques
de collocation. La procédure pour construire l’approximation des déformations modifiées
peut être décomposée en quatre étapes :

Intégration : On commence par intégrer les déformations de membrane et de cisaille-
ment pour obtenir la contribution de membrane Uεh

G1
sur le déplacement normal

total Uh
G1

et, la contribution de cisaillement U γh

G3
sur le déplacement transversal total

Uh
G3

:

Uεh

G1
(x̃) =

∫ x̃0=x̃

x̃0=0
ε

h
mdx̃0 ; U γh

G3
(x̃) =

∫ x̃0=x̃

x̃0=0
γ

h
ctdx̃0. (2.65)
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Application de la méthode DSG [ECH 10] à l’élément de poutre courbe

Collocation : Pour éliminer la partie parasite des déformations de membrane et de ci-
saillement, on calcule ensuite le saut discret de membrane Uεi

G1
et de cisaillement

U γi

G3
aux points de collocations. Selon [ECH 10], il apparait que les points de collo-

cation pour la poutre droite B-Spline sont les points de contrôle. On généralise ceci
dans le cas de la poutre courbe NURBS en prenant l’image dans l’espace physique
des abscisses de Greville (voir, par exemple, [PIE 97]). Les abscisses de Greville
ξi, i ∈ {1,2, . . . ,n} associées aux n points de contrôle se définissent en fonctions
des coordonnées paramétriques tels que :

ξi =
ξi+1 +ξi+2 + · · ·+ξi+p

p
. (2.66)

On note dans la suite leur image x̃i. En reprenant le vecteur des inconnues cinéma-

tiques {U}=
{
{UG1}

T {UG3}
T {θ2}T

}T
, on a :

Uεi

G1
=

∫ x̃i

0
ε

h
mdx̃ =

[
BDSGi

m

]
{U} ; U γi

G3
=

∫ x̃i

0
γ

h
ctdx̃ =

[
BDSGi

ct

]
{U} , (2.67)

où le iième vecteur ligne est tel que :[
BDSGi

m

]
=
[[

BDSGi

m1

][
BDSGi

m2

]
[0]
]

;
[
BDSGi

ct1

]
=
[[

BDSGi

ct1

][
BDSGi

ct2

][
BDSGi

ct3

]]
,

(2.68)
avec, pour j ∈ {1,2, ...,n} :

BDSGi j

m1
=

∫ x̃i

0
N j,x̃dx̃, BDSGi j

m2
=

∫ x̃i

0
−

N j

r
dx̃,

BDSGi j

ct1
=

∫ x̃i

0

N j

r
dx̃, BDSGi j

ct2
=

∫ x̃i

0
N j,x̃dx̃, BDSGi j

ct3
=

∫ x̃i

0
N jdx̃,

(2.69)

ce qui compose les deux opérateurs linéaires [BDSG
m ] et [BDSG

ct ].

Interpolation : Ensuite, on peut construire le "déplacement de membrane" modifié

Uεmodh

G1
et le "déplacement de cisaillement" modifié U γmodh

G3
en interpolant les valeurs

des sauts discrets de déformations avec les fonctions NURBS sur le patch :

Uεmodh

G1
=

n

∑
i=1

NiÛεi

G1
; U γmodh

G3
=

n

∑
i=1

NiÛ
γi

G3
. (2.70)

Il faut bien remarquer que les valeurs Ûεi

G1
et Û γi

G3
pour i∈{1,2, ...,n} constituent des

degrés de liberté non-interpolants. Le lien entre Ûεi

G1
(respectivement Û γi

G3
) et Uεi

G1

(resp. U γi

G3
) de l’équation (2.67) doit donc être fait. On note

{
Uε

G1

}
,
{

U γ

G3

}
,
{

Ûε
G1

}
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2. Formulations NURBS sans verrouillage pour la poutre épaisse courbe

et
{

Û γ

G3

}
les vecteurs de composantes Uεi

G1
, U γi

G3
, Ûεi

G1
et Û γi

G3
respectivement. Pour

ceci, on introduit l’opérateur [ADSG] tel que :{
Uε

G1

}
= [ADSG]

{
Ûε

G1

}
et

{
U γ

G3

}
= [ADSG]

{
Û γ

G3

}
, (2.71)

c’est-à-dire, pour i ∈ {1,2, ...,n} et j ∈ {1,2, ...,n} :

ADSGi j = N j(x̃i). (2.72)

La méthode nécessite par conséquent l’inversion de [ADSG], ce qui va générer une
matrice de rigidité globale pleine comme pour la projection B.

Dérivation : Pour finir, il suffit de dériver Uεmodh

G1
et U γmodh

G3
pour établir les déformations

modifiées :

ε
modh

m =
n

∑
i=1

Ni,x̃Ûεi

G1
; γ

modh

ct =
n

∑
i=1

Ni,x̃Û
γi

G3
. (2.73)

En résumé, il vient la matrice de rigidité globale DSG suivante :

[KDSG] =
[
KDSG

m

]
+
[
KDSG

ct

]
+
[
K f
]
, (2.74)

avec les raideurs modifiées telles que :
[
KDSG

m

]
= ES

[
BDSG

m

]T
[ADSG]

−T [Kt ] [ADSG]
−1
[
BDSG

m

]
[
KDSG

ct

]
= µS

[
BDSG

ct

]T
[ADSG]

−T [Kt ] [ADSG]
−1
[
BDSG

ct

] . (2.75)

L’opérateur [Kt ] provient de l’étape de dérivation. Il peut être vu comme une matrice
de raideur de traction unitaire. Son expression est telle que, pour i ∈ {1,2, ...,n} et j ∈
{1,2, ...,n} :

Ki j
T =

∫ L

0
Ni,x̃N j,x̃dx̃. (2.76)

2.7 Résultats numériques : comparaison entre les diffé-
rentes méthodes

L’objectif à présent est de valider au travers d’expérimentations numériques les mé-
thodologies proposées dans ce travail pour supprimer le verrouillage.

2.7.1 Résultats d’une poutre courbe de Timoshenko
On reprend tout d’abord le problème de poutre courbe de la figure 2.2 pour lequel

il a été montré la sensibilité au verrouillage des éléments NURBS standards. La même
démarche que dans la section 2.2.3 est utilisée pour étudier le comportement des élé-
ments développés. On s’intéresse à l’erreur en norme L2 sur UG3 (équation (2.15)) puis
on observe :
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Résultats numériques : comparaison entre les différentes méthodes

– la convergence de la solution en fonction du nombre d’éléments du maillage pour
une poutre épaisse (R/h = 10) et pour une poutre mince (R/h = 100) (voir fi-
gure 2.11 pour l’ordre 2 à comparer avec la figure 2.3(b)) ;

– la dépendance de la solution à l’élancement de la poutre pour un maillage fixe com-
posé de 5 éléments (cf. figures 2.12 pour l’ordre 2 et 2.13 pour les ordres supérieurs
par rapport à la figure 2.4).

On désigne les éléments comme suit : "Sél. 2" fait appel aux techniques d’intégration sé-
lective pour le NURBS quadratique (cf. section 2.3). Plus précisément, "Sél. 2" est utilisé
lorsque le contrôle de hourglass est réalisé par la prise en compte d’un point d’intégration
supplémentaire (section 2.3.2, figure 2.9). Dans le cas du calcul d’une raideur de stabili-
sation (section 2.3.3, équation (2.34)), on complète la désignation si bien que l’élément se
note "Sél. stab. 2". "Bbar p" désigne quant à lui l’élément B Qp/Qp−1 de la section 2.4 et
"DSG 2" renvoie à l’élément quadratique construit par la méthode DSG de la section 2.6.
Pour comparer, on reporte aussi sur les figures 2.12 et 2.13 les solutions de l’élément
NURBS standard. On reprend la notation "Basique p" de cet élément pour le degré p. Il
est à noter qu’un zoom a été réalisé en bas des figures 2.12(a), 2.12(b), 2.13(a) et 2.13(b)
pour faciliter la lecture des niveaux d’erreurs. Pour simplifier la comparaison, les niveaux
d’erreur obtenus pour l’ordre 2 pour le maillage composé de 5 éléments sont finalement
reportés dans le tableau 2.1.
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FIGURE 2.11: Convergence des solutions NURBS quadratiques des techniques proposées
pour la poutre courbe mince et épaisse.
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FIGURE 2.12: Influence de l’élancement de la poutre sur les solutions NURBS quadra-
tiques des techniques proposées.
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FIGURE 2.13: Influence de l’élancement de la poutre sur les solutions NURBS B de plus
haut ordre.

2.7.2 Conclusion des résultats obtenus
Vis-à-vis des résultats obtenus, les conclusions suivantes synthétisant l’efficacité des

éléments peuvent être dressées :
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Résultats numériques : comparaison entre les différentes méthodes

Méthodes Bbar 2 Sél. 2 Sél. stab. 2 DSG 2
||E|| (%) 0.0336 0.6499 0.8661 4.2901

TABLE 2.1: Comparaison en terme de précision des différentes méthodes supprimant le
verrouillage.

Suppression totale du verrouillage : L’ensemble des méthodes proposées permettent
de supprimer totalement le verrouillage. En effet, les solutions deviennent indépen-
dantes de l’élancement de la poutre : les courbes de convergence de la poutre épaisse
sont superposées aux courbes de convergence de la poutre mince (figure 2.11), et
aucune variation notable de la solution à maillage fixé n’est à déplorer jusqu’à un
élancement de 105 (figures 2.12 et 2.13).

Précision et robustesse de l’élément B : L’élément B est le plus précis (cf. tableau 2.1)
et le plus robuste. Le niveau d’erreur est inférieur quel que soit l’élancement à celui
de l’élément basique pour des poutres épaisses (voir figure 2.12(b)). La stratégie
est aussi valable pour les NURBS de plus haut ordre (cf. figure 2.13). Cela signifie
que la construction de la projection et le choix des espaces Qp/Qp−1 semblent être
le meilleur traitement pour supprimer seulement les contributions responsables du
verrouillage, c’est-à-dire sans modifier le reste de la solution. On rappelle que le
prix à payer pour obtenir ces résultats optimaux est l’inversion d’une matrice de
rigidité pleine au niveau du patch.

Approximation simple de l’intégration sélective pour le quadratique : À l’inverse, il
apparait que l’intégration sélective "relâche" en quelque sorte trop de contraintes
si bien que l’on est un peu trop "souple" par rapport à la solution exacte (cf. fi-
gures 2.11(a) et 2.12(a)). Ceci est cohérent avec les développements de la sec-
tion 2.3. La règle d’intégration par les points de Gauss n’étant pas exacte pour
les NURBS, une stratégie basée sur cette règle ne peux fournir de résultats op-
timaux. Par contre, c’est un moyen très simple et de faible coût de supprimer le
verrouillage de l’ordre 2. Aussi, on peut noter que l’ajout d’un point d’intégration
semble plus efficace pour contrôler le mode de hourglass que l’ajout d’une raideur
de stabilisation. Encore une fois, ceci parait normal puisque la raideur de stabilisa-
tion est construite au mieux pour approcher l’énergie du mode de hourglass alors
que l’ajout d’un point de Gauss élimine le hourglass intrinsèquement.

Précision inférieure de la méthode DSG : L’application de la méthode DSG
de [ECH 10] réalisée dans ce travail pour la poutre courbe s’avère être de
moins bonne qualité que les autres méthodes développées (voir figures 2.11(c)
et 2.12(c)). Les stratégies d’intégration réduite et de projection B apparaissent
dès lors tout à fait valables. Toutefois, il est à noter que nous ne sommes pas très
familiers avec la méthode DSG si bien que notre application à la poutre courbe,
avec notamment le choix des points de collocation, n’est peut-être pas la plus
optimale en terme de précision.
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2. Formulations NURBS sans verrouillage pour la poutre épaisse courbe

2.7.3 Complément : résultats d’une poutre console avec un angle
Pour s’assurer de la robustesse des stratégies d’intégration sélective et de projection

B, on complète l’étude par le calcul de la poutre console avec un angle de la figure 2.14.
L’intérêt de cet exemple est que la géométrie contient une singularité au point A. La
continuité de la structure est uniquement C0 à ce point ce qui oblige les fonctions NURBS
à être de même. Pour la construction de l’approximation (qui est plus précisément B-
Spline étant donné que la structure consiste en l’assemblage de deux branches de poutre
droite), on part d’un maillage composé de deux éléments linéaires classiques : vecteur
de nœuds Ξ = {0,0,0.5,1,1}, points de contrôle B1 = {0 0}T

(x,y), B2 = {L 0}T
(x,y) et

B3 = {0 H}T
(x,y) (poids w1 = w2 = w3 = 1) puis, on adopte la stratégie de raffinement k

(section 1.1.3) si bien que la continuité C0 est maintenue en A alors qu’elle atteint Cp−1

pour un degré p aux nœuds intérieurs des deux branches. Par conséquent, la stratégie
d’intégration sélective de la section 2.3 consiste à prendre un point de Gauss par élément
et, pour contrôler le hourglass, à rajouter 1 point de Gauss dans chacune des branches ou
bien, à calculer une raideur de stabilisation propre à un élément de chacune des branches.
Pour la méthode B, il est à noter que les fonctions de Qp−1 sont discontinues au nœud
correspondant au point A.

x
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z

L=10

A
.

H=5
T  =10

Branche 1

Branche 2

.

A

C0

FIGURE 2.14: Description du problème de la poutre console avec un angle.
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FIGURE 2.15: Convergence des solutions NURBS quadratiques des techniques proposées
pour la poutre console mince.

Les paramètres matériaux ainsi que ceux relatifs à la section de la poutre sont les
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Conclusion résumée

mêmes que pour la poutre courbe de la figure 2.2. On considère une poutre mince
(L/h = 100). La poutre est soumise à un effort vertical ponctuel en A (TA = 10) et les
deux branches sont encastrées aux autres extrémités. La quantité d’intérêt choisie pour
l’étude est le déplacement vertical du point A : Uh =Uh

Gy
(A). On s’intéresse aux approxi-

mations quadratiques. On obtient à convergence le déplacement Ucvg = 0.958622. Les
résultats propres à l’intégration sélective sont présentés en figure 2.15(a) et ceux relatifs
à la méthode B en figure 2.15(b). Plus précisément, on trace le rapport Uh/Ucvg en fonc-
tion du nombre d’éléments du maillage de chacune des deux branches de la structure. On
remarque alors la meilleure précision des éléments développés par rapport à la solution
NURBS basique. La solution est d’ailleurs atteinte tout de suite pour la méthode B : il
suffit d’un ordre 2 et de deux éléments. Le verrouillage est responsable de la pauvre pro-
priété d’approximation des éléments standards. Il est enlevé par l’implémentation de la
stratégie d’intégration sélective ou de projection B. Nos éléments développés s’étendent
par conséquent bien au cas de continuité C0 à l’intérieur d’un patch.

2.8 Conclusion résumée
En résumé, les apports du travail réalisé dans ce chapitre peuvent être énoncés suc-

cinctement comme suit :

1. Des techniques d’intégration réduite avec du contrôle de hourglass et des straté-
gies de projection B ont été implémentées dans le cadre NURBS pour supprimer le
verrouillage d’une poutre courbe épaisse.

2. L’intégration réduite est facile à implémenter et de faible coût mais se restreint
aux NURBS quadratiques tandis que la méthodologie B parait plus robuste : elle est
équivalente à une méthode mixte et s’applique à tout type d’approximation NURBS
de degré et de continuité supérieurs.

3. Les deux méthodes sont insensibles au verrouillage et c’est la stratégie B qui semble
la plus compétitive car elle conduit au niveau d’erreur le plus faible.
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Chapitre 3

Développement d’un élément NURBS
massif coque performant pour

l’élasticité en petites perturbations
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3. Élément NURBS massif coque pour l’élasticité en petites perturbations

3.1 Introduction

L’étude du verrouillage d’un modèle NURBS 1D étant effectuée, on dispose à présent
de bases suffisantes pour entrer dans le cœur de la thèse, à savoir la construction d’un élé-
ment NURBS massif coque performant. L’élément doit combiner les avantages de l’ap-
proche IGA (cf. section 1.1) et de l’approche modèle massif coque (voir section 1.2.2)
tout en étant insensible au verrouillage (cf. section 1.2.3). On se restreint ici au cadre de
la statique en élasticité linéaire homogène isotrope en petites perturbations. Les méthodes
B et mixtes paraissant plus robustes et plus précises à la vue du chapitre précédent, ce
sont celles-ci que nous allons envisager pour gérer les verrouillages. Plus précisément,
on propose de mettre en place de telles stratégies afin de modifier l’interpolation de la
moyenne dans l’épaisseur des composantes de déformation et contrainte. Il est délicat
d’écrire directement la projection B. Pour y parvenir, on a tout d’abord mis en place une
formulation mixte de laquelle on a pu dériver la projection B équivalente. Ensuite, on a
tenté de limiter la taille de la matrice de rigidité globale qui est pleine en utilisant une
projection dégradée à l’aide des moindres carrés locaux : on peut ainsi rendre locale la
projection dans chacun des éléments du maillage. Enfin, on s’est rendu compte qu’il est
nécessaire de stabiliser l’élément pour empêcher l’apparition de modes de hourglass dans
certaines situations. Les travaux présentés dans ce chapitre sont majoritairement issus de
deux précédentes contributions (cf. [BOU 13a] pour la base et [BOU 14] pour le contrôle
de hourglass).

3.2 L’élément NURBS massif coque standard

Cette section précise le contexte de la recherche et introduit les notations correspon-
dantes. Elle donne la formulation de base NURBS 3D conduisant à l’élément NURBS
massif coque standard, c’est-à-dire pour lequel aucun traitement particulier visant à limi-
ter le verrouillage n’est envisagé.

3.2.1 Problème coque de référence

On reprend la coque de la figure 1.6 (cf. section 1.2.1) de surface moyenne Amoy et
d’épaisseur h. On étudie son comportement dans le repère global (x,y,z). Cette fois-
ci, tout le volume est discrétisé (voir maintenant figure 3.1). Pour obtenir le volume, on
adopte la stratégie de déplacer les points de contrôle de la surface moyenne de plus ou
moins une demi-épaisseur suivant la normale à cette surface. Le repère local (e1,e2,e3)
est désormais défini en tout point M de la structure. Le domaine occupé par la coque
est noté Ω. On continue de nommer la coordonnée curviligne parcourant l’épaisseur z̃ ∈
[−h/2,h/2] et on reprend ξ, η et ζ comme coordonnées paramétriques (∈ [0,1]) associées
aux directions e1, e2 et e3 respectivement. On utilise pour construire la géométrie une
unique couche d’éléments NURBS 3D dans l’épaisseur. Des fonctions NURBS 3D du
type de celles de l’équation (1.10) sont donc envisagées. Pour simplifier les notations
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L’élément NURBS massif coque standard

on omet l’exposant "3D", c’est-à-dire que l’on prend NA, A ∈ {1,2, . . . ,n} associés aux
points de contrôle BA, A ∈ {1,2, . . . ,n} pour définir le vecteur position M générant la
géométrie :

M =
n

∑
A=1

NA (ξ,η,ζ)BA. (3.1)

La coque est supposée soumise à un effort volumique f dans Ω et, on impose un effort
surfacique F sur le bord ΓF ainsi qu’un déplacement Ud sur le bord Γu. Les bords sont
tels que Γu∩ΓF =∅ et Γu∪ΓF = ∂Ω. Enfin, E et ν désignent de nouveau le module de
Young et le coefficient de Poisson du matériau.

M
e1

e2
e3

x

z
y Surface moyenne Épaisseur h

f

F

Ud

Élément

Amoy

z

FIGURE 3.1: Description du problème de référence coque.

3.2.2 Formulation éléments finis NURBS
L’élément NURBS massif coque repose sur une formulation de type mécanique des

milieux continus 3D. L’élément standard est tout simplement issu d’une formulation pu-
rement en déplacement.

3.2.2.1 Préliminaire et notations

On suit les notations du chapitre 1. La solution en déplacement UM du problème au
point M est exprimée dans le repère (x,y,z) telle que :

UM =
{

UMx UMy UMz

}T
(x,y,z) . (3.2)

Ce déplacement est recherché dans l’espace fonctionnel U qui se définit avec l’espace
fonctionnel V des champs de déplacement tests comme suit :

U =
{

VM ∈
[
H1(Ω)

]3
, VM|Γu = Ud

}
; V =

{
VM ∈

[
H1(Ω)

]3
, VM|Γu = 0

}
.

(3.3)
On peut dès lors écrire l (UM) correspondant au travail des efforts extérieurs dans le
champ de déplacement UM tel que :

l (UM) =
∫

Ω

UM
T fdΩ+

∫
ΓF

UM
T FdΓF . (3.4)
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3. Élément NURBS massif coque pour l’élasticité en petites perturbations

Pour la déformation et la contrainte, on utilise une notation tenseur d’ordre 2 pour les
écrire dans les formulations variationnelles en continu. Dans toute la suite du manuscrit,
cette notation sera privilégiée dans les paragraphes intitulés "Version continue". Dans
(x,y,z), on écrit donc la déformation linéarisée εx et la contrainte de Cauchy σx telles
que :

εx =

εxx εxy εxz

εxy εyy εyz

εxz εyz εzz


(x,y,z)

; σx =

σxx σxy σxz

σxy σyy σyz

σxz σyz σzz


(x,y,z)

. (3.5)

Pour la partie implémentation, on préfère utiliser une notation de Voigt, c’est-à-dire qu’on
les écrit sous forme de vecteurs :

εx =
{

εxx εyy εzz
√

2εxy
√

2εyz
√

2εxz

}T
;

σx =
{

σxx σyy σzz
√

2σxy
√

2σyz
√

2σxz

}T
.

(3.6)

Plutôt que celle des tenseurs, c’est cette notation vectorielle que nous utiliserons dans
les paragraphes intitulés "Version discrète" dans la suite du manuscrit. La déformation
s’obtient classiquement en fonction du déplacement comme suit :

εxx = u,x ; εyy = v,y ; εzz = w,z ;
√

2εxy =
1√
2
(u,y+v,x ) ;

√
2εyz =

1√
2
(v,z+w,y ) ;

√
2εxz =

1√
2
(u,z+w,x ).

(3.7)

On rappelle qu’une relation de comportement de type élasticité linéaire homogène et iso-
trope est considérée dans ce chapitre. Pour ceci, une loi de comportement 3D complète est
envisagée. On écrit la relation au niveau des tenseurs telle que : σx =C εx, C étant l’opé-

rateur de Hooke. La relation est donnée, avec utilisation de la notation de Voigt (équa-
tion (3.6)), par l’introduction de l’opérateur D tel que σx = Dεx qui s’écrit en fonction des
coefficients de Lamé λ et µ :

D =


λ+2µ λ λ 0 0 0

λ λ+2µ λ 0 0 0
λ λ λ+2µ 0 0 0
0 0 0 2µ 0 0
0 0 0 0 2µ 0
0 0 0 0 0 2µ

 avec


λ =

νE
(1+ν)(1−2ν)

µ =
E

2(1+ν)

.

(3.8)
Afin de donner un sens aux déformations et contraintes de la coque (retrouver les

contributions de membrane, cisaillement, pincement) et ainsi décrire la coque comme
ce qui est fait avec un modèle de structure, on préférera travailler dans le repère local
(e1,e2,e3). Celui-ci est construit à partir de la géométrie NURBS, c’est-à-dire avec les
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L’élément NURBS massif coque standard

deux vecteurs tangents t1 et t2 :

t1 =
n

∑
A=1

∂NA

∂ξ
BA ; t2 =

n

∑
A=1

∂NA

∂η
BA ; (3.9)

et le vecteur normal à la coque n :

n = t1∧ t2. (3.10)

On prend ensuite :

e3 =
n
||n||

; e1 =
t1
||t1||

; e2 = e3∧ e1 ; (3.11)

avec || · || la norme euclidienne de R3 habituelle. Dans ce repère, on a les tenseurs de
déformation et de contrainte :

εt =

ε11 ε12 ε13

ε12 ε22 ε23

ε13 ε23 ε33


(e1,e2,e3)

; σt =

σ11 σ12 σ13

σ12 σ22 σ23

σ13 σ23 σ33


(e1,e2,e3)

. (3.12)

et les vecteurs associés :
εt =

{
ε11 ε22 ε33

√
2ε12

√
2ε23

√
2ε13

}T
;

σt =
{

σ11 σ22 σ33
√

2σ12
√

2σ23
√

2σ13

}T
.

(3.13)

Ils sont obtenus par changement de base à partir des quantités globales (équations (3.5)
ou (3.6)). Cette transformation est notée R et est définie au niveau des tenseurs telle que :

εt = PT
εx P = R

(
εx

)
et σt = PT

σx P = R
(

σx

)
, (3.14)

avec la matrice de passage :
P = [e1 e2 e3] . (3.15)

On peut aussi exprimer cette relation en utilisant la notation de Voigt (équations (3.6)
et (3.13)). Cela revient à calculer l’opérateur :

R =



P2
11 P2

21 P2
31

√
2P11P21

√
2P21P31

√
2P11P31

P2
12 P2

22 P2
32

√
2P12P22

√
2P22P32

√
2P12P32

P2
13 P2

23 P2
33

√
2P13P23

√
2P23P33

√
2P13P33√

2P11P12
√

2P22P21
√

2P31P32 (P11P22 +P21P12) (P21P32 +P31P22) (P11P32 +P31P12)√
2P12P13

√
2P22P23

√
2P32P33 (P12P23 +P22P13) (P22P33 +P32P23) (P12P33 +P32P13)√

2P11P13
√

2P21P23
√

2P31P33 (P11P23 +P21P13) (P21P33 +P31P23) (P11P33 +P31P13)


(3.16)

tel que εt = Rεx et σt = Rσx, Pi j étant le terme de la iième ligne et de la jième colonne de
P.
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3. Élément NURBS massif coque pour l’élasticité en petites perturbations

Remarque 12 On retrouve alors que la matrice de comportement est invariante que l’on
soit dans le repère global ou local puisque notre matériau est supposé isotrope, c’est-à-
dire qu’on a bien :

D = R D RT = RT D R, (3.17)

ce qui nous permet de vérifier que la densité d’énergie de déformation est inchangée :
εt

T Dεt = εx
T Dεx.

3.2.2.2 Version continue

Avec tout ceci, la formulation variationnelle du problème de référence s’écrit comme
suit : trouver UM ∈U tel que :∫

Ω

εx(U∗M) : C εx(UM)dΩ =
∫

Ω

εx
∗ : C εxdΩ = l (U∗M) ∀U∗M ∈ V , (3.18)

ou, de façon strictement équivalente dans le repère local (voir remarque 12) : trouver
UM ∈U tel que : ∫

Ω

εt
∗ : C εtdΩ = l (U∗M) , ∀U∗M ∈ V . (3.19)

Ici et dans la suite, on utilise la notation · : · pour désigner le produit doublement contracté
entre deux tenseurs d’ordre 2.

3.2.2.3 Version discrète

Pour établir la version discrète de la formulation, on utilise le principe des éléments
isoparamétriques (cf. équation (1.27) en section 1.2.2). On recherche l’approximation Uh

M
du champ de déplacement UM sous la forme :

Uh
M =

n

∑
A=1

NA(ξ,η,ζ)UA, (3.20)

avec UA =
{

UA
Mx

UA
My

UA
Mz

}T
le vecteur des variables de contrôle de Uh

M au point de
contrôle BA. L’espace d’approximation associé est noté Qp,q,r pour des fonctions NURBS
NA, A ∈ {1,2, ..,n} de degré polynomial p en ξ, q en η et r en ζ. L’expression de l’équa-
tion (3.20) peut s’écrire sous forme matricielle telle que :

Uh
M =

n

∑
A=1

NAUA avec NA =

NA 0 0
0 NA 0
0 0 NA

 . (3.21)
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L’élément NURBS massif coque standard

Avec ceci, on peut exprimer les déformations selon l’équation (3.7) et construire l’ap-
proximation εh

x de εx :

ε
h
x =

n

∑
A=1

BLA
UA avec BLA

=



NA,x 0 0
0 NA,y 0
0 0 NA,z

1√
2

NA,y
1√
2

NA,x 0

0
1√
2

NA,z
1√
2

NA,y

1√
2

NA,z 0
1√
2

NA,x


, (3.22)

ce qui permet, après report dans la formulation faible (équations (3.18) ou (3.19)), d’obte-
nir le système linéaire à résoudre pour déterminer Uh

M. En notant {U} le vecteur regrou-
pant les composantes UA, A ∈ {1,2, ..,n}, le système s’écrit :[

KL]{U}= {F} , (3.23)

où
[
KL] est la matrice de rigidité globale et {F} le vecteur chargement qui se calculent

tels que : [
KL]= ∫

Ω

BLT
D BLdΩ ; {F}=

∫
Ω

NT fdΩ+
∫

ΓF

NT FdΓF . (3.24)

Les opérateurs globaux BL et N regroupent chacune des contributions nodales BLA
, A ∈

{1,2, ..,n} et NA, A ∈ {1,2, ..,n} respectivement :

BL =
[

BL1
| BL2

| · · · | BLn
]

; N =
[

N1 | N2 | · · · | Nn
]
. (3.25)

Les intégrations numériques sont réalisées classiquement pour les NURBS, c’est-à-dire
en utilisant une quadrature de Gauss avec (p+ 1)× (q+ 1)× (r+ 1) points par élément
pour des fonctions générant l’espace Qp,q,r (cf. section 1.1.3). Le système donné dans
l’équation (3.23) constitue la version discrète de l’élément NURBS massif coque stan-
dard.

Il sera montré en section 3.6 (Résultats numériques) qu’il n’est pas nécessaire pour
l’élément massif coque d’élever le degré d’approximation des fonctions dans l’épaisseur
au delà de 2. En d’autres termes, des fonctions quadratiques en ζ permettent déjà d’at-
teindre une très bonne précision. Ceci semble cohérent car on retrouve la description
classique utilisée pour construire un modèle de structure coque, à savoir la distribution
linéaire de la plupart des contraintes et déformations dans l’épaisseur. On se limitera dé-
sormais à un degré 2 dans l’épaisseur pour les éléments massifs coque : espace d’approxi-
mation Qp,q,2. L’élément présenté ici possède des performances limitées car il est sujet
au verrouillage. Des traitements particuliers vont lui être ajoutés pour le rendre efficace,
c’est l’objet des sections suivantes du chapitre.
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3. Élément NURBS massif coque pour l’élasticité en petites perturbations

3.3 Amélioration : construction d’un élément mixte
Comme annoncé dans l’introduction (section 3.1), on se propose pour traiter le ver-

rouillage de l’élément massif coque de faire appel aux méthodes de projection B et mixtes
dont le potentiel a été souligné dans le chapitre 2. C’est plus précisément le cadre théo-
rique des méthodes mixtes qui nous a permis au départ d’établir une formulation consis-
tante. On présente ici la construction de l’élément mixte associé. On garde pour l’approxi-
mation des déplacements l’espace Qp,q,2 et on conserve la règle basique d’intégration des
NURBS, soit (p+1)× (q+1)×3 points de Gauss par élément. Ce choix d’espace d’ap-
proximation et de règle d’intégration sera celui considéré dans toute la suite du chapitre.

3.3.1 Principe de la stratégie

On s’appuie sur les stratégies B et mixte développées dans le chapitre 2 pour les élé-
ments de poutre courbe (voir sections 2.4 et 2.5). L’idée est de rechercher les termes de
déformation responsables du verrouillage (méthode B), ou bien d’efforts correspondants
(méthode mixte), dans un espace de dimension inférieure à celui des déplacements. La
difficulté pour le modèle massif coque est d’extraire les contributions responsables du
verrouillage. En effet, si pour les poutres il est clair que les verrouillages proviennent di-
rectement des composantes de déformation de membrane εm et de cisaillement transversal
γct (cf., pour rappel, équation (2.6)), on ne peut pas en dire autant pour les nombreuses
sources de verrouillage d’un modèle massif. Il faut dans un premier temps se placer dans
le repère local à la coque (travailler avec εt et σt (équation (3.13))) mais ceci ne suffit pas.
Par exemple, on s’attend à trouver les contributions de membrane dans les déformations
ε11 et ε22 or il est vraisemblable que ces composantes de déformation renferment aussi
les contributions de flexion. Il est important de pouvoir extraire de ε11 et ε22 la membrane
de la flexion puisque seule la membrane doit être modifiée pour supprimer le verrouillage
associé. Pour cela, une idée simple est de prendre la moyenne dans l’épaisseur de la coque
des composantes de déformation. Cette stratégie correspond à celle utilisée pour résoudre
de façon analytique en mécanique des milieux continus une poutre soumise à de la trac-
tion et à de la flexion. En effet dans ce cas, on fait l’hypothèse d’une répartition affine
dans l’épaisseur de la déformation longitudinale, la partie constante rend compte de la
membrane tandis que la partie linéaire traduit la flexion (voir figure 3.2 pour l’illustra-
tion).

Plus généralement, c’est en intégrant les composantes de contraintes σ11, σ22, σ12,
σ23 et σ13 suivant l’épaisseur que sont obtenus les efforts résultants de membrane et
de cisaillement d’un modèle de structure (cf., par exemple, équation (1.19) du modèle
de plaque de la section 1.2.1). En modèle de structure, ce sont ces efforts qu’il faut
modifier pour traiter le verrouillage en membrane et en cisaillement. Ces termes sont
reliés à la moyenne dans l’épaisseur des composantes de déformation. Cela justifie la
stratégie d’extraction de la membrane proposée en figure 3.2. De plus, il semble que
l’on puisse procéder de même pour le cisaillement. Dans le cas massif coque, un ver-
rouillage supplémentaire peut apparaitre, celui dû au pincement de la coque c’est-à-
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Amélioration : construction d’un élément mixte

x

y
membrane + flexion

FIGURE 3.2: Principe d’extraction de la membrane sur la flexion : moyenne de la défor-
mation dans l’épaisseur.

dire à σ33 et ε33. Pour palier ce verrouillage de pincement, on peux simplifier la re-
lation de comportement (voir équation (3.8)) de sorte à la rendre quasi-plane (cf., par
exemple, [ABE 02, LEG 03, ABE 09]). Toutefois, il est préférable d’un point de vue phy-
sique de garder une loi 3D complète. Comme le comportement dans l’épaisseur est forte-
ment lié à la membrane du fait de l’effet Poisson, il parait légitime de traiter le pincement
de façon similaire à la membrane et donc aussi, de façon similaire au cisaillement.

Tout ceci nous permet d’établir la stratégie suivante pour résoudre le verrouillage de
l’élément massif coque. Ces verrouillages étant communément attribués à : (i) la mem-
brane ; (ii) le cisaillement (plan et transverse) ; et (iii) le pincement, on propose dans ce
travail de modifier à l’aide d’une projection B l’interpolation de la moyenne dans l’épais-
seur de (i) ε11 et ε22 ; (ii) ε12, ε23 et ε13 ; et (iii) ε33. Cette idée de prendre la moyenne
a initialement été donnée dans [BOU 13b] avant d’avoir été réutilisée dans [BOU 13a].
L’écriture d’une formulation B valable, c’est-à-dire consistante varationnellement et nu-
mériquement (cf. remarque 10) ne parait pas aisée avec les termes de moyenne. Plutôt
qu’une stratégie B, c’est en fait une stratégie mixte faisant intervenir la moyenne des
composantes de contrainte que nous proposons de mettre en place dans un premier temps.

3.3.2 Formulation : version continue

On travaillera désormais toujours dans le repère local (e1,e2,e3) pour exprimer les
contraintes et les déformations. Dans notre cas d’élément massif 3D, le problème mixte
de base consiste à trouver à la fois UM ∈U et σt ∈ S , où S est l’espace des contraintes
défini tel que :

S =
{

σt ∈
[
L2 (Ω)

]6}
, (3.26)

qui minimisent sur V ⊗S la fonctionnelle mixte suivante :

Epmixte

(
UM,σt

)
=

∫
Ω

σt : εtdΩ− 1
2

∫
Ω

σt : C−1
σtdΩ− l (UM) . (3.27)
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3. Élément NURBS massif coque pour l’élasticité en petites perturbations

La minimisation de cette fonctionnelle conduit à l’écriture du problème mixte sous forme
faible : trouver UM ∈U et σt ∈ S tels que :∫

Ω

σt
∗ : εtdΩ+

∫
Ω

εt
∗ : σtdΩ−

∫
Ω

σt
∗ : C−1

σtdΩ = l(U∗M), ∀U∗M ∈ V et ∀σt
∗ ∈ S .
(3.28)

Afin de faire ressortir les contributions responsables du verrouillage, on propose d’écrire :

σt = σt
moy⊥+σt

moy, (3.29)

où σt
moy est la contrainte moyenne dans l’épaisseur et σt

moy⊥ le complément pour obtenir
la contrainte. Pour limiter le verrouillage, le point clé de la méthode envisagée est de mo-
difier l’interpolation de σt

moy. Seule cette contribution constitue donc la partie inconnue
en contrainte de la formulation mixte. On la notera dans la suite σ̃ pour simplifier. La

contribution σt
moy⊥ provient quant à elle du déplacement. Elle s’écrit :

σt
moy⊥ =C εt (UM)−MOY

(
C εt (UM)

)
=C

(
εt−MOY

(
εt

))
, (3.30)

avec l’opérateur moyenne MOY (·) défini comme suit :

MOY
(

εt

)
=

1
h

∫ h/2

−h/2
εt (UM(z̃))dz̃. (3.31)

Le matériau étant homogène, la relation de comportement est constante dans l’épaisseur
c’est pourquoi on peut sortir C de l’opérateur moyenne MOY (·) dans l’équation (3.30).

On procède de manière analogue pour définir la contrainte virtuelle σt
∗, c’est-à-dire que

l’on écrit :
σt
∗ =C

(
εt
∗−MOY

(
εt
∗
))

+ σ̃
∗. (3.32)

Avec ces hypothèses, on peut modifier l’équation (3.28) de sorte à obtenir la formulation
faible de l’élément mixte : trouver UM ∈U et σ̃ ∈ S tels que :∫

Ω

[
εt
∗ : C εt−MOY

(
εt
∗
)

: C MOY
(

εt

)]
dΩ+

∫
Ω

MOY
(

εt
∗
)

: σ̃dΩ

+
∫

Ω

σ̃
∗ : MOY

(
εt

)
dΩ−

∫
Ω

σ̃
∗ : C−1

σ̃dΩ = l (U∗M) , ∀U∗M ∈ V et ∀σ̃∗ ∈ S .

(3.33)

3.3.3 Formulation : version discrète
En tenant compte du fait que l’on recherche l’approximation en déplacement Uh

M dans
Qp,q,2, il nous faut à présent définir un espace d’approximation compatible pour l’incon-
nue en contrainte du problème σ̃h. On procède comme en 1D (voir, encore, sections 2.4
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Amélioration : construction d’un élément mixte

et 2.5). On choisit un degré polynomial de moins pour l’approximation σ̃h que pour Uh
M.

Concernant la régularité au travers des différents nœuds du maillage, on prend une classe
de continuité de moins. L’approximation σ̃ étant constante dans l’épaisseur, un espace de
fonctions constantes en ζ suffit pour σ̃h. L’espace d’approximation utilisé va donc être
Qp−1,q−1,0. On note ÑC, C ∈ {1,2, .., ñ} les fonctions générant cet espace. On exprime
l’approximation σ̃h sous forme matricielle telle que :

σ̃
h =

ñ

∑
C=1

ÑC
σ̃

C avec ÑC
=



ÑC 0 0 0 0 0
0 ÑC 0 0 0 0
0 0 ÑC 0 0 0

0 0 0
√

2ÑC 0 0

0 0 0 0
√

2ÑC 0

0 0 0 0 0
√

2ÑC


. (3.34)

σ̃C =
{

σ̃C
11 σ̃C

22 σ̃C
33 σ̃C

12 σ̃C
23 σ̃C

13
}T

, C ∈ {1,2, .., ñ} est l’ensemble des composantes
du vecteur des variables de contrôle de σ̃h. On désigne par {σ̃} le vecteur regroupant
l’ensemble de ces composantes. Avec ceci, on peut écrire la version discrète du problème
de l’équation (3.33). C’est la version discrète de l’élément mixte. En utilisant le fait que
le repère local soit constant dans l’épaisseur de la coque par construction :

MOY
(

ε
h
t

)
= MOY

(
Rε

h
x

)
= R MOY

(
ε

h
x

)
, (3.35)

et que le matériau soit isotrope (cf remarque 12) :

D = RT D R = R D RT , (3.36)

on obtient le système linéaire suivant à résoudre :[[
KL

uu
] [

KL
σ̃u
]T[

KL
σ̃u
]
−
[
KL

σ̃σ̃

]]{{U}{σ̃}
}

=

{
{F}
{0}

}
, (3.37)

avec, en fonction des différents opérateurs introduits dans ce chapitre :

[
KL

uu
]
=

∫
Ω

[
BLT

D BL−
(

1
h

∫ h/2

−h/2
BL(z̃)dz̃

)T

D
(

1
h

∫ h/2

−h/2
BL(z̃)dz̃

)]
dΩ ;

[
KL

σ̃u
]
=

∫
Ω

[
ÑT R

(
1
h

∫ h/2

−h/2
BL(z̃)dz̃

)]
dΩ ;[

KL
σ̃σ̃

]
=

∫
Ω

ÑT D−1ÑdΩ.

(3.38)

L’opérateur Ñ est bien évidemment un opérateur global qui regroupe l’ensemble des

contributions ÑC
,C ∈ {1,2, .., ñ}.
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3. Élément NURBS massif coque pour l’élasticité en petites perturbations

En pratique, on réalise maintenant une condensation statique des inconnues en
contrainte sur l’ensemble de la structure. Ceci réduit le système de l’équation (3.37) aux
seules inconnues cinématiques. La condensation statique donne :[

KL
σ̃u
]
{U}−

[
KL

σ̃σ̃

]
{σ̃}= {0}⇒ {σ̃}=

[
KL

σ̃σ̃

]−1 [
KL

σ̃u
]
{U} , (3.39)

ce qui conduit à écrire l’équilibre en fonction du déplacement uniquement :[
KL

mixte
]
{U}= {F} avec

[
KL

mixte
]
=
[
KL

uu
]
+
[
KL

σ̃u
]T [

KL
σ̃σ̃

]−1 [
KL

σ̃u
]
. (3.40)[

KL
mixte

]
est la matrice de rigidité globale condensée de l’élément massif coque mixte.

Comme attendu vis-à-vis du chapitre précédent, il s’avère qu’à cause de l’inversion de
l’opérateur

[
KL

σ̃σ̃

]
, cette matrice est pleine. Seul le cas d’un espace de contrainte Q0,0,0

échappe à la règle. Il ne nous intéresse pas car il est similaire aux éléments finis classiques.

Remarque 13 Comme la matrice D est symétrique définie positive et les fonctions
NURBS sont positives, l’opérateur

[
KL

σ̃σ̃

]
est symétrique défini positif. Il est donc bien

inversible.

Remarque 14 Nous ne sommes pas obligés de condenser la matrice de rigidité pour
résoudre. Suivant l’environnement informatique à notre disposition et les critères d’effi-
cacité fixés, il peut être plus intéressant de garder la structure mixte du système (équa-
tion (3.37)) au lieu de celle condensée (équation (3.40)). Toutefois, nous privilégierons
pour la présentation l’écriture condensée de l’élément mixte. En plus du fait que cela
permet de faire le lien avec les méthodes B (cf. chapitre précédent), deux points nous
paraissent justifier ce positionnement : d’une part, cette écriture est plus commode car
similaire aux éléments basiques découlant d’une formulation purement en déplacement.
D’autre part, il est à noter que la matrice mixte de l’équation (3.37) apparait souvent
mal conditionnée de par sa structure (différence de poids des termes de déplacement et
de contrainte), ce qui disparait avec la version condensée.

Remarque 15 Une façon simple pour calculer les rigidités
[
KL

uu
]

et
[
KL

σ̃u
]

est de parcou-
rir deux fois les points de Gauss de la structure. Lors de la première boucle, on calcule
la moyenne dans l’épaisseur de l’opérateur BL. Au cours de cette boucle, on associe aux
trois points de Gauss selon une même épaisseur la moyenne de BL correspondante (voir fi-
gure 3.3 pour l’illustration). Ensuite, on parcourt une deuxième fois l’ensemble des points
de Gauss de la structure en prenant notamment les valeurs des moyennes précédemment
calculées pour déterminer les rigidités proprement dites.
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Équivalence avec un élément B

MOY(B )1
L
MOY(B )2

L

FIGURE 3.3: Mise en œuvre avec la moyenne dans l’épaisseur.

3.4 Équivalence avec un élément B

Comme sous-entendu depuis le début du chapitre, on peut comme en 1D retrouver
l’élément massif coque mixte de la section précédente à partir d’une méthode de projec-
tion B. On montre ici comment se définit cette projection. Pour cela, il faut que l’élément
B construit conduise à une matrice de rigidité strictement identique à celle de l’élément
mixte (cf. équation (3.40)). L’équivalence entre élément B et mixte permet de s’assurer de
la consistance variationnelle de la projection B. Une telle démarche a déjà été menée en
éléments finis classiques : c’est en prouvant l’équivalence avec des méthodes mixtes que
les techniques d’intégration réduite sont devenues pertinentes à utiliser (cf. [MAL 78]).
Une fois la formulation B consistante établie, on se rendra compte qu’elle n’est pas for-
cément identique à ce qui est fait habituellement pour construire B et, qu’un traitement
B classique peut mener à une formulation non consistante variationnellement. Avec l’élé-
ment B construit, on pourra finalement chercher à limiter le coût de calcul en rendant la
projection locale à chacun des éléments du maillage ce qui conduira à une matrice de
rigidité globale creuse. Ceci constitue le plan de la présente section.

3.4.1 Formulation B de l’élément
On suit le formalisme de la section 2.4 pour la construction de l’élément B.

3.4.1.1 Version continue

On commence par considérer un opérateur de projection linéaire π permettant de pro-
jeter la moyenne dans l’épaisseur des déformations pour obtenir :

MOY
(

εt

)
= π

(
MOY

(
εt

))
. (3.41)

Avec ceci, on postule la formulation faible B suivante : trouver UM ∈U tel que :∫
Ω

[
εt
∗ : C εt−MOY

(
εt
∗
)

: C MOY
(

εt

)]
dΩ

+
∫

Ω

MOY
(

εt∗
)

: C MOY
(

εt

)
dΩ = l (U∗M) , ∀U∗M ∈ V .

(3.42)
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3. Élément NURBS massif coque pour l’élasticité en petites perturbations

On va vérifier qu’avec un choix judicieux de l’opérateur π, cette formulation conduit à la
même matrice de rigidité que celle de l’élément mixte de la section précédente.

3.4.1.2 Version discrète

Pour l’opérateur π, on choisit l’espace de projection Qp−1,q−1,0 (le même espace que
celui qui sert à construire σ̃h dans la formulation mixte) et on utilise la norme L2. D’un
point de vue discret, l’équation (3.41) devient donc :

MOY
(
εh

t
)
=

ñ

∑
C=1

ÑCMOY
(
εh

t
)C
, (3.43)

où MOY
(
εh

t
)C

est la projection de MOY
(
εh

t
)

sur ÑC. L’expression de la projection véri-
fie :

MOY
(
εh

t
)C

=
ñ

∑
D=1

M̃−1
CD

(
ÑD,MOY

(
ε

h
t

))
Ω

=
ñ

∑
D=1

M̃−1
CD

∫
Ω

ÑDMOY
(

ε
h
t

)
dΩ, (3.44)

ce qui donne finalement sous forme matricielle (en reprenant bien évidemment l’approxi-
mation Uh

M de UM dans Qp,q,2) :

MOY
(
εh

t
)
= Ñ M̃−1

∫
Ω

ÑT R
[(

1
h

∫ h/2

−h/2
B(z̃)dz̃

)]
dΩ{U} , (3.45)

où M̃ s’apparente à la matrice de masse de la base "tilde", à savoir :

M̃ =
(

Ñ, Ñ
)

Ω

=
∫

Ω

ÑT ÑdΩ. (3.46)

Le remplacement de la moyenne projetée des déformations (équation (3.45)) dans la for-
mulation faible (équation (3.42)) permet de construire la matrice de rigidité globale

[
KL

B

]
de l’élément massif coque B. Il vient :

[
KL

B

]
=

∫
Ω

[
BT D B−

(
1
h

∫ h/2

−h/2
B(z̃)dz̃

)T

D
(

1
h

∫ h/2

−h/2
B(z̃)dz̃

)]
dΩ+

[∫
Ω

ÑT R
(

1
h

∫ h/2

−h/2
B(z̃)dz̃

)
dΩ

]T

M̃−T
[∫

Ω

ÑT D ÑdΩ

]
M̃−1

[∫
Ω

ÑT R
(

1
h

∫ h/2

−h/2
B(z̃)dz̃

)
dΩ

]
,

(3.47)

qui s’écrit, en reprenant les opérateurs définis dans l’équation (3.38) :

[
KL

B

]
=
[
KL

uu
]
+
[
KL

σ̃u
]T

M̃−T
[∫

Ω

ÑT D ÑdΩ

]
M̃−1 [KL

σ̃u
]
. (3.48)
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Équivalence avec un élément B

En remarquant pour finir que :

[
KL

σ̃σ̃

]−1
=

[∫
Ω

ÑT D−1 ÑdΩ

]−1

= M̃−T
[∫

Ω

ÑT D ÑdΩ

]
M̃−1

, (3.49)

on trouve que
[
KL

B

]
=
[
KL

mixte
]

(cf. équation (3.40)) d’où l’équivalence de la méthode

mixte de la section 3.3 et de la méthode B présentée ici.

Remarque 16 M̃ étant symétrique, M̃−1 l’est aussi donc on peut écrire M̃−T
= M̃−1 dans

les équations (3.47), (3.48) et (3.49).

Remarque 17 L’égalité énoncée dans l’équation (3.49) se montre facilement lorsque
l’on passe en écriture indicielle. On voit alors que :[∫

Ω

ÑT D−1 ÑdΩ

](
M̃−1

[∫
Ω

ÑT D ÑdΩ

]
M̃−1

)
= I, (3.50)

où I est l’opérateur identité. En effet, ceci devient en écriture indicielle : pour (C,E) ∈
{1,2, .., ñ}2,

ñ

∑
B,A,D=1

(
ÑC,C−1

i jklÑB

)
Ω

·
(
ÑB, ÑA

)−1
Ω
·
(
ÑA,Ci jklÑD

)
Ω
·
(
ÑD, ÑE

)−1
Ω

. (3.51)

Ci, j,k,l , (i, j,k, l) ∈ {1,2,3}4 est la version indicielle de l’opérateur C. Cet opérateur est

homogène dans la structure donc on peut le sortir de l’intégrale (·, ·)
Ω

si bien qu’il se
simplifie avec son inverse. La réalisation des produits matriciels permet finalement de
conclure la preuve puisque :

ñ

∑
B,A,D=1

(
ÑC, ÑB

)
Ω
·
(
ÑB, ÑA

)−1
Ω
·
(
ÑA, ÑD

)
Ω
·
(
ÑD, ÑE

)−1
Ω

=
ñ

∑
A=1

δCA ·δAE = δCE , (3.52)

avec δ désignant le symbole de kronecker (δAB = 1 si A = B et 0 sinon).

3.4.2 Comparaison avec une stratégie B habituelle
Sans connaissance préalable de la formulation mixte, on aurait pu être tenté de pro-

poser une formulation B pour l’élément massif coque comme suit : trouver UM ∈ U tel
que : ∫

Ω

εt
moy∗ : C εt

moydΩ = l (U∗M) ∀U∗M ∈ V , (3.53)

où la projection se définirait tel que :

εt
moy = εt−MOY

(
εt

)
+MOY

(
εt

)
, (3.54)
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3. Élément NURBS massif coque pour l’élasticité en petites perturbations

avec MOY
(

εt

)
issu de l’équation (3.41) en continu et (3.45) en discret. Cette formula-

tion que l’on va appeler "B habituelle" en comparaison avec l’élément B du paragraphe
précédent proviendrait de la minimisation de l’énergie potentielle suivante :

E p (UM) =
1
2

∫
Ω

εt
moy : C εt

moydΩ− l (UM) . (3.55)

Procéder ainsi semble certainement être le plus trivial vis-à-vis des développements réa-
lisés en 1D. C’est en fait cette formulation B habituelle qui avait été envisagée en premier
lieu pour l’élément massif coque (cf. [BOU 13b]). Plus précisément, on peut remplacer
l’expression de l’équation (3.54) dans la forme faible B habituelle (équation (3.53)) pour
voir les différences avec la formulation B de l’équation (3.42). Par rapport à la formula-
tion B (équation (3.42)), des termes supplémentaires apparaissent. Ce sont globalement
les termes croisés. Ils peuvent être regroupés :

εt
∗ : C

(
MOY

(
εt

)
−MOY

(
εt

))
+MOY

(
εt∗
)

: C
(

εt−MOY
(

εt

))
+MOY

(
εt
∗
)

: C
(

2MOY
(

εt

)
− εt−MOY

(
εt

))
.

(3.56)

Ce sont ces termes qui empêchent la consistance variationnelle de la formulation B ha-
bituelle. Il est en fait nécessaire d’écrire la projection B comme dans l’équation (3.42),
c’est-à-dire de façon équivalente à la formulation mixte (équation (3.33)), pour s’assurer
que la solution recherchée corresponde bien à la solution du problème de départ (équa-
tion (3.19)). L’élément B habituel est donc à éviter au profit de l’élément B développé
ci-avant. C’est ce que nous ferons dans la suite, il ne sera désormais plus question d’élé-
ment B habituel. Des justifications théoriques concernant la consistance variationnelle
sont données dans l’annexe C. Aussi, on profite de cette annexe pour montrer la consis-
tance numérique de la méthode proposée, c’est-à-dire de l’élément B équivalent à l’élé-
ment mixte.

3.4.3 Réduction du coût de calcul : formulation "B locale"
On sait que l’élément NURBS massif coque développé dans ce travail (élément B ou

de façon équivalente élément mixte condensé) a le désavantage de posséder une matrice
de rigidité globale pleine. Bien que ceci semble récurrent dans les méthodes visant à
éliminer le verrouillage NURBS (cf., de nouveau, [ELG 07, ECH 10, ECH 13]), on peut
se rendre compte que très peu de travaux pour limiter ce point néfaste ont été publiés à ce
jour. On propose ici une stratégie pour palier ce défaut. L’idée est de partir de l’élément
B et d’utiliser pour réaliser la projection une méthode des moindres carrés locale (LLSQ)
à chacun des éléments du maillage. L’approche LLSQ a tout d’abord été introduite dans
Mitchell et al. [MIT 11] pour imposer de manière efficace et peu coûteuse des conditions
aux limites de Dirichet pour des fonctions NURBS. Par la suite, un développement plus

76

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0090/these.pdf 
© [R. Bouclier], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



Équivalence avec un élément B

général et théorique de la méthode LLSQ est apparu dans Govindjee et al. [GOV 12].
Cette méthode envisage de considérer une projection non pas globale sur la structure,
mais locale à chacun des éléments puis de lisser la solution sur la structure en question,
ceci de sorte à approcher la solution projetée globalement sans avoir à inverser une matrice
de masse globale qui conduit à un opérateur plein.

L’application dans notre cas de projection B revient simplement à utiliser la procé-
dure LLSQ pour définir un nouvel opérateur de projection πe permettant d’obtenir une

approximation notée MOY
(

εt

)E
de MOY

(
εt

)
(voir, pour rappel, équation (3.41)). On

part d’une projection locale sur chacun des éléments du maillage. Pour ceci, on note les
fonctions de base NURBS locales Ñe

m qui sont la restriction des fonctions de base glo-
bales ÑC sur l’élément e occupant le sous domaine Ωe de Ω. m désigne le numéro local
de la fonction. En d’autres termes, Ñe

m vaut ÑC sur Ωe et est nulle ailleurs dans Ω. En
considérant ñe le nombre d’éléments du maillage et ñm le nombre de fonctions locales par
élément, la projection de MOY(εh

t ) sur Ñe
m par la norme L2 s’écrit telle que :

MOY
(
εh

t
)e

m =
ñe

∑
f=1

ñm

∑
k=1

(
M̃e f

mk

)−1(
Ñ f

k ,MOY
(

ε
h
t

))
Ω f

, (3.57)

où l’on a repris la notation (·, ·) pour le produit scalaire L2 (cf. équation (3.46)). Cette pro-
jection ne requiert plus l’inversion d’une matrice de masse globale mais seulement l’inver-
sion de matrices de masse locales aux éléments. La déformation obtenue est en revanche
discontinue sur l’ensemble de la structure puisque chacun des éléments du maillage est
traité indépendamment, c’est-à-dire qu’aucun assemblage n’est réalisé. La suite de la pro-
cédure LLSQ consiste alors à lisser la déformation de façon non coûteuse en appliquant
la moyenne des degrés de liberté locaux partagés à chaque degré de liberté global corres-
pondant. Ceci se fait en introduisant l’opérateur Booléen d’assemblage A qui transforme
les degrés de liberté locaux :

ε̃
e
m = { ˜ε11

e
m ˜ε22

e
m ˜ε33

e
m ˜ε12

e
m ˜ε23

e
m ˜ε13

e
m} , (3.58)

représentant n’importe quelle déformation :

ε
h
t =

ñe

∑
e=1

ñm

∑
m=1

Ñe
m

ε̃
e
m avec Ñe

m
=



Ñe
m 0 0 0 0 0

0 Ñe
m 0 0 0 0

0 0 Ñe
m 0 0 0

0 0 0
√

2Ñe
m 0 0

0 0 0 0
√

2Ñe
m 0

0 0 0 0 0
√

2Ñe
m


, (3.59)

en degrés de liberté globaux ε̃C, où εh
t = ∑

ñ
C=1 NCε̃C (cf. équation (3.34)). L’application

de la transformation
(
A AT)−1 A à la déformation projetée localement (équation (3.57))

permet dès lors de la lisser. Cette opération reste peu coûteuse car
(
A AT) est diagonale.
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3. Élément NURBS massif coque pour l’élasticité en petites perturbations

Considérant toutes ces notations, on peut finalement écrire sous forme matricielle l’ap-
proximation de la projection de la moyenne des déformations dans l’épaisseur (voir, pour
rappel, équation (3.45)) sous la forme :

MOY
(
εh

t
)E

= Ñ
(
A AT)−1

A
(

M̃E
)−1 [

KEL

σ̃u

]
{U} . (3.60)

L’opérateur
[
KEL

σ̃q

]
et la matrice de masse M̃E sont reliés à la base "tilde" locale. Ils

s’écrivent par bloc, élément par élément, comme suit :[
KEL

σ̃u

]
=

ñe

∑
e=1

∫
Ωe

ÑeT
R
[(

1
h

∫ h/2

−h/2
B(z̃)dz̃

)]
dΩe ;

M̃E
=

ñe

∑
e=1

(
Ñe

, Ñe
)

Ωe
.

(3.61)

En remplaçant l’expression de l’équation (3.60) dans la formulation faible B (cf. équa-
tion (3.42)), on obtient la matrice de rigidité globale

[
KEL

B

]
du problème "B local" qui

s’écrit, en reprenant
[
KL

uu
]

(équation (3.38)) :[
KEL

B

]
=
[
KL

uu
]

+
[
KEL

σ̃u

]T (
M̃E
)−T

AT (A AT)−T
[∫

Ω

ÑT D ÑdΩ

] (
A AT)−1

A
(

M̃E
)−1 [

KEL

σ̃u

]
.

(3.62)

Cette matrice, en plus du fait d’être peu coûteuse à construire puisque l’inversion de M̃E

se fait élément par élément et A AT est diagonale, possède une structure creuse ce qui
limite le coût de l’inversion numérique. On peut connaitre a priori sa largeur de bande
qui est un peu plus grande que celle d’une matrice de rigidité classique mais reste rai-
sonnable. Par conséquent, il est vraisemblable qu’en plus du coût de calcul moindre, on
puisse procéder comme habituellement en éléments finis pour la construction (procédure
élément par élément et stockage de la bande seulement) et pour l’inversion (utilisation de
solveurs standards). Ceci faciliterait l’implémentation de la stratégie dans des codes élé-
ments finis usuels. Des détails seront donnés en section 3.6 (Résultats numériques) et plus
précisément dans la remarque 24. Afin de simplifier les désignations et éviter les confu-
sions, on parlera dans ce qui suit d’élément B local pour l’élément avec application de la
procédure LLSQ et on conservera la terminologie élément B pour celui avec la projection
globale (cf. équations (3.42) et (3.47)).

Remarque 18 La validité théorique de la méthode LLSQ a été prouvée dans [GOV 12].
Plus précisément, il a pu être montré que cette méthode mène à une approximation qui
converge vers la solution projetée obtenue en utilisant les moindres carrés globaux. Cela

signifie ici que l’on peut s’attendre à ce que MOY
(
εh

t
)E

(voir équation (3.60)) converge
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Stabilisation de l’élément

vers MOY
(
εh

t
)

(cf. équation (3.45)). La seule modification de l’élément B local par rap-

port à l’élément B étant le remplacement de MOY
(
εh

t
)

par MOY
(
εh

t
)E

, il parait envi-
sageable que tout comme l’élément B, l’élément B local possède les bonnes propriétés
mathématiques de consistance variationnelle et consistance numérique. Nous ne cher-
cherons donc pas dans ce travail à prouver rigoureusement ce point. Il semble en tout
cas qu’aucun problème n’ait été à déplorer vis-à-vis de ceci dans les expérimentations
numériques de la partie 3.6.

3.5 Stabilisation de l’élément

Les éléments développés dans ce chapitre semblent vérifier la consistance numérique,
c’est-à-dire qu’ils passent le patch test [BAZ 65]. Cette condition est nécessaire pour s’as-
surer des bonnes propriétés numériques des éléments mais n’est pas suffisante. Il faut
aussi vérifier la stabilité de ceux-ci. Ici, on utilise la notion de stabilité comme introduite
dans [BEL 00] (chapitre 8), c’est-à-dire que par élément stable on entend que l’élément
possède un rang correct ce qui signifie, en d’autres termes, que l’élément n’est pas sujet
à du hourglass (voir, pour rappel, section 2.3 et plus précisément sous-section 2.3.2 pour
une compréhension du phénomène de hourglass sur un modèle 1D).

3.5.1 Démarche envisagée

Pour vérifier la stabilité des éléments, on va regarder les valeurs propres des matrices
de rigidité associées. En effet, on rappelle que les modes de hourglass sont des modes
à énergie quasi nulle qui s’ajoutent aux modes de solide rigide. Ainsi s’ils apparaissent,
ils se traduiront par une valeur propre quasi nulle de la matrice de rigidité, cette valeur
propre n’étant pas associée à un mode de solide rigide. Nous verrons, en appliquant cette
approche, que les éléments développés dans ce chapitre peuvent être sujets à du hourglass
suivant les conditions aux limites en déplacement qui sont appliquées au problème de
coque. En 3D, ce n’est pas à cause de l’intégration numérique que les modes parasites
sont générés mais c’est le choix de la formulation mixte (équation (3.33)), ou B (équa-
tion (3.42)), avec l’espace d’approximation pour la moyenne Qp−1,q−1,0, qui permet à
ceux-ci d’apparaître. On propose d’ajouter une rigidité artificielle de stabilisation pour
contrôler ces modes (voir section 2.3.3 pour le cas 1D). Pour ceci, on se restreint à un
ordre 2 suivant les longueurs (p = q = 2). Nous verrons dans la section 3.6 (Résultats
numériques) que la restriction quadratique des éléments semble suffisante pour calculer
avec une bonne précision la plupart des problèmes de coque usuels. Sur les cas tests envi-
sagés, il s’avère que les éléments développés apparaissent au moins aussi précis avec du
degré 2 (en terme de précision pour un nombre de degrés de liberté fixé) que des éléments
coques NURBS standards de degré 4. Se limiter à du degré 2 dans les trois directions
de l’espace nous parait dès lors suffisant pour répondre à la problématique de la thèse, à
savoir la construction d’éléments NURBS massifs coque performants de bas degré.
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3. Élément NURBS massif coque pour l’élasticité en petites perturbations

Remarque 19 L’approche envisagée ici pour traiter la stabilité est une approche in-
génieur. Plus théoriquement, la présence de ces modes de hourglass signifie qu’il
manque quelque chose à la formulation pour être valide d’un point de vue mathéma-
tique. Ceci est certainement relié à la fameuse condition LBB [BRE 91] qui ne doit
pas être satisfaite par notre élément mixte. Encore une fois, nous ne cherchons pas
dans ce travail à établir précisément le cadre théorique. Nous adoptons une vision
ingénieur qui nous parait raisonnable vis-à-vis de ce qui se fait habituellement tout
en ayant conscience de cette limite théorique. Cette pratique est courante (voir, par
exemple, [ABE 09, SOU 07, REE 07, BAS 12] pour ne citer que des éléments massifs
coque). Aussi, on peut remarquer qu’il n’est pas exclu de voir des éléments ne satisfai-
sant pas la condition LBB extrêmement répandus en mécanique. Certainement le cas le
plus marquant est celui de l’élément mixte pression-déplacement P1/P0 de [HER 65].

Pour établir le contrôle de hourglass, on travaille avec l’élément mixte (section 3.3).
Le contrôle de hourglass que l’on va proposer s’applique aussi à l’élément B local (sec-
tion 3.4.3). L’utilisation de la procédure LLSQ pour construire la projection B ne semble
pas avoir de répercussion sur la stabilité de l’élément. Ceci va dans le sens de la re-
marque 18.

3.5.2 Identification des modes de hourglass

La première étape pour contrôler les modes de hourglass est de les identifier. Plus pré-
cisément, on va chercher le champ de déformation ou contrainte du mode de hourglass
pour pouvoir, par la suite, lui associer une énergie ce qui permettra de le faire dispa-
raitre. Pour ce faire, on étudie le problème simplifié d’une plaque d’élancement 10 (voir
figure 3.4). Les longueurs L valent 100 et l’épaisseur h est de 10. Concernant les para-
mètres matériau, on choisit une configuration usuelle (E = 200000 et ν = 0.3). Comme
pour les cas tests en 1D, on ne spécifie pas d’unités pour les paramètres. On suppose que
l’on se place dans le Système International d’unités (SI) si bien qu’aucune modification
de valeurs des paramètres n’est réalisée en entrée et en sortie du calcul (cf. remarque 5).
La discrétisation adoptée est de 8 éléments quadratiques par côté avec une continuité C1

aux nœuds intérieurs. La discrétisation provient donc d’un seul patch et est obtenue avec
le raffinement k (cf. section 1.1.3). C’est ce qui sera fait dans les expérimentations nu-
mériques en section 3.6. Dans le cas plus général d’une discrétisation incluant plusieurs
patchs ou plusieurs zones de frontière C0, il faut effectuer le contrôle de hourglass proposé
dans la suite dans chacun des patchs ou chacune des zones (de manière analogue à ce qui
a dû être fait en 1D, cf. figure 2.9). On rappelle que l’on cherche ici à calculer et étudier
la matrice de rigidité du problème. La plaque est libre. Cette géométrie de type plaque
est choisie pour des raisons de simplicité de visualisation. Elle s’obtient par transforma-
tion linéaire dans les trois directions de l’espace à partir des éléments dans le domaine
isoparamétrique (ξ,η,ζ) (cf. figure 3.4 de nouveau). Ainsi, les modes de hourglass dans
le domaine physique (x,y,z) auront une forme équivalente (moyennant des dilatations)
dans le domaine isoparamétrique.
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Stabilisation de l’élément

x

y
z

L

L

h

Domaine physique
1

11

Transformation
     linéaire

Domaine isoparamétrique

FIGURE 3.4: Problème plaque pour visualiser les modes de hourglass.

On calcule la matrice de rigidité globale condensée du problème plaque (voir équa-
tion (3.40)) puis on détermine ses valeurs propres. Elles sont données dans l’ordre crois-
sant (si mises en valeur absolue) dans le tableau 3.1. Dans ce tableau, "vp" signifie "valeur
propre". Comme attendu, les six premières valeurs propres (no : 1 à 6) sont très faibles
par rapport aux autres. Les modes associés constituent les mouvements de solide rigide
qui sont en pratique bloqués par les conditions aux limites en déplacement. Ensuite, on
voit arriver quatre valeurs propres faibles en valeur absolue (no : 7 à 10). Ce sont celles-ci
auxquelles on associe les modes de hourglass. Elles impliquent un rang déficient de la
matrice de raideur ce qui va générer une instabilité dans le système à résoudre de l’équa-
tion (3.40). Autrement dit, cela signifie que l’on a relâché trop de contraintes avec la
formulation mixte proposée. Les contraintes responsables du verrouillage sont atténuées,
mais dans le même temps, des contraintes supplémentaires sont aussi éliminées, ce qui
génère ce problème de rang de la matrice de raideur.

Vp no 1 à 6 7 8 9 10 11 12 · 900
Valeur vp 10−10 -0.0086 -0.0193 -0.0193 -0.0212 538 1.42×103 · 7.88×106

Solide rigide ×
Hourglass × × × ×

TABLE 3.1: Valeurs propres de la matrice de rigidité globale condensée de l’élément
mixte pour le problème plaque.

On trace dans la figure 3.5 la configuration déformée des quatre modes de hourglass
dans le domaine physique. On observe des oscillations pour la forme des modes. Ceci est
caractéristique des modes de hourglass. Si on ne les contrôle pas, la déformée de notre
problème coque présentera de la même façon des "bosses" (voir l’exemple numérique
du paragraphe 3.6.4). Comme en 1D (cf. figure 2.8(a) de la section 2.3.2), ces modes
de hourglass NURBS possèdent une régularité supérieure. Le champ de déplacement est
quadratique dans les longueurs et de continuité C1 aux nœuds intérieurs. Ainsi, plutôt que
d’être discontinues comme en éléments finis classiques, la déformation et la contrainte
sont C0 aux bords des éléments si bien que le contrôle de hourglass dans un seul élément
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3. Élément NURBS massif coque pour l’élasticité en petites perturbations

du maillage est suffisant pour faire disparaitre le mode parasite associé dans toute la struc-
ture. Le contrôle de hourglass se transfère en quelque sorte par continuité d’un élément à
l’autre. La régularité supérieure des modes de hourglass est bien visible sur les déformées
de la figure 3.5.

(a) Mode associé à la valeur propre no 7
(déplacement suivant z).

(b) Mode associé à la valeur propre no 8
(déplacement suivant y).

(c) Mode associé à la valeur propre no 9
(déplacement suivant x).

(d) Mode associé à la valeur propre no 10
(déplacement suivant x).

FIGURE 3.5: Configuration déformée des modes de hourglass pour la plaque.

Remarque 20 Avec la forme observée des modes de hourglass, on se rend aussi compte
que ceux-ci peuvent être éliminés en fonction des conditions aux limites appliquées en
déplacement. Par exemple, on remarque qu’il suffirait d’encastrer un côté de la plaque
pour les éliminer. Par continuité, le contrôle est ensuite transmis d’un bord à l’autre.

Ainsi, il nous suffit pour pouvoir contrôler ces modes parasites d’identifier leurs
formes dans un élément. On préfère ici prendre un élément milieu (voir figure 3.6), c’est-
à-dire un élément qui possède 4 bords C1 (en termes de continuité du déplacement). Les
modes sont de formes plus simples dans ces éléments que sur ceux du bord. De plus, pour
une meilleure précision dans les calculs, on s’attachera comme dans la section 2.3 à faire
le contrôle de hourglass dans un élément situé le plus au centre possible de la structure.
Autrement dit, si on a un maillage composé de nel

1 éléments dans la longueur e1 et nel
2 dans
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Stabilisation de l’élément

la longueur e2, on fera le contrôle de hourglass dans l’élément de position numérotée no
hg :

no
hg = nel

1 ×bnel
2 /2c+ bnel

1 /2c+1, (3.63)

où b·c désigne la partie entière. On s’intéresse donc pour notre cas à la représentation des
modes dans l’élément 37. Il est délicat de décrire les modes à partir de la déformée, c’est-
à-dire de décrire le champ de déplacement associé. Rappelant que ce que l’on cherche
est plus précisément le champ de contrainte ou de déformation du mode, on peut en fait
plus simplement profiter de la formulation mixte et obtenir directement la contrainte.
Pour cela, on considère la matrice de rigidité élémentaire non condensée de l’élément 37
et on calcule les inconnues de contraintes

{
σ̃e

hgi

}
associées au iième mode de hourglass.

Le champ de contrainte correspondant noté σ̃eh
hgi

étant linéaire suivant les longueurs et
constant dans l’épaisseur (voir équation (3.34)), il est très simple de le définir partout
dans l’élément. En se ramenant dans le domaine parent de l’élément

(
(ξ̃, η̃, ζ̃) ∈ [−1;1]3

)
permettant de réaliser l’intégration de Gauss (voir, de nouveau, figure 3.6), on peut décrire
analytiquement les quatre modes parasites en contrainte comme suit :

σ̃
eh
hg1

=



0
0
0
0
η̃

ξ̃


; σ̃

eh
hg2

=



−ξ̃

ξ̃

0
−η̃

0
0


; σ̃

eh
hg3

=



−η̃

η̃

0
ξ̃

0
0


; σ̃

eh
hg4

=



1
−1
0
0
0
0


. (3.64)

Les numéros 1, 2, 3 et 4 des modes de hourglass correspondent aux numéros 7, 8, 9
et 10, respectivement, des modes propres du tableau 3.1. Ces champs de contraintes
semblent bien cohérents avec les déformées montrées en figure 3.5. On va les utiliser
pour le contrôle de hourglass.

x

y
z

1 2 3 4 5
6

7 8

9

37
17

C0

C0

C0

C0

C1

Domaine physique

Contrôle
de hourglass
élémentaire

37

C1

Domaine isoparamétrique

C1

C1

C1

Description du mode
dans le domaine parent

Domaine parent

FIGURE 3.6: Contrôle de hourglass dans l’élément milieu : on cherche à décrire les modes
dans le domaine parent associé.
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3. Élément NURBS massif coque pour l’élasticité en petites perturbations

3.5.3 Contrôle des modes de hourglass
Maintenant que nous avons le champ de contrainte associé au mode de hourglass

dans l’élément milieu, il nous faut calculer pour le contrôler une raideur élémentaire de
stabilisation

[
KLe

stabi

]
qui produise de l’énergie quand ce iième mode de hourglass est activé.

On peut voir que les modes fournis dans l’équation (3.64) produisent de l’énergie pour
une formulation classique basée sur les déplacements (cf. équation (3.19)). On rappelle la
forme bilinéaire classique :∫

Ω

ε
h∗
t

T
D ε

h
t dΩ =

∫
Ω

σ
h∗
t

T
D−1

σ
h
t dΩ. (3.65)

En utilisant celle-ci et la démarche de la section 2.3.3, on écrit la raideur de stabilisation
élémentaire sous la forme :[

KLe

stabi

]
=
[
KLe

uai

][
KLe

aiai

]−1 [
KLe

aiu

]
, (3.66)

où les différents opérateurs s’expriment tels que :[
KLe

aiai

]
=

∫
Ωe

σ̃
eh
hgi

T
D−1

σ̃
eh
hgi

dΩe ;
[
KLe

aiu

]
=

∫
Ωe

σ̃
eh
hgi

T
R BLdΩe ;

[
KLe

uai

]
=
[
KLe

aiu

]T
.

(3.67)
Ωe représente ici le domaine élémentaire de l’élément milieu choisi pour le contrôle. Ces
raideurs élémentaires de stabilisation sont ensuite ajoutées à la rigidité globale du système
(cf. équation (3.40)). L’équilibre mixte stabilisé s’écrit donc :[

KLstab

mixte

]
{U}= {F} avec

[
KLstab

mixte

]
=
[
KL

mixte
]
+

4

∑
i=1

Pi

[
KLe

stabi

]
. (3.68)

où (Pi)i∈{1,2,3,4} constituent les paramètres de pénalisation de la stabilisation. Ceux-ci
peuvent être choisis en relation avec l’amplitude des modes de hourglass à contrôler.
L’amplitude ai du iième mode peut être retrouvée. Elle se calcule par l’équation :

{ai}=
[
KLe

aiai

]−1 [
KLe

aiu

]
{U} , (3.69)

où {U} est la solution de l’équilibre stabilisé (équation (3.68)). Comme en 1D, une large
fourchette de valeurs de paramètres de pénalisation permet en pratique un contrôle ef-
ficace. Sauf indication contraire, on prendra pour simplifier ces coefficients égaux à 1.
La matrice de rigidité globale de l’élément massif coque mixte stabilisé

[
KLstab

mixte

]
(équa-

tion (3.68)) possède un rang correct. On regroupe dans le tableau 3.2 les valeurs propres
de
[
KLstab

mixte

]
pour le problème de plaque de départ. On voit que seules les valeurs propres

associées aux modes de hourglass sont modifiées. Elles sont à présent positives et suffi-
samment importantes pour générer un peu d’énergie. L’élément ainsi développé n’est plus
sujet aux modes de hourglass.
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Résultats numériques

Évidemment, l’élément B se stabilise de la même manière et une rigidité identique à
celle de l’élément mixte stabilisé (équation (3.68)) est obtenue. De plus comme énoncé
précédemment, il s’avère que les mêmes observations peuvent être réalisées pour l’élé-
ment B local. Cet élément possède aussi 4 modes de hourglass qui peuvent être éliminés
avec la stratégie proposée dans cette section. L’équilibre B local stabilisé s’écrit ainsi tel
que :

[
KELstab

B

]
{U}= {F} avec

[
KELstab

B

]
=
[
KEL

B

]
+

4

∑
i=1

Pi

[
KLe

stabi

]
. (3.70)

Remarque 21 Comme nous avons identifié les modes de hourglass sur un élément mi-
lieu (élément avec 4 bords C1), le contrôle est valable pour des maillages incluant un
tel élément milieu, c’est-à-dire composés d’au moins 3 éléments par côté. Toutefois, on
a pu remarquer au cours des expérimentations numériques que ce contrôle s’avère effi-
cace dans la plupart des cas pour des maillages plus grossiers. La forme des modes de
hourglass lorsque l’on est sur un élément de bord est en fait assez équivalente à la forme
donnée dans l’équation (3.64). Ainsi, on propose de garder la stratégie pour toute taille
de maillage : le contrôle de hourglass est réalisé dans l’élément milieu (équation (3.63)).

Remarque 22 On rappelle que pour notre cas de modes parasites, il n’est jamais ques-
tion d’intégration réduite. Le schéma d’intégration pris est celui classique pour les
NURBS comme dit en début de section 3.3. Les modes explicités (équation (3.64)) four-
nissent donc bien de l’énergie avec la forme bilinéaire de l’équation (3.65).

Vp no 1 à 6 7 8 9 10 11 12 · 900
Valeur vp 10−10 37 504 556 572 538 1.42×103 · 7.88×106

Solide rigide ×

TABLE 3.2: Valeurs propres de la matrice de rigidité globale condensée stabilisée de
l’élément mixte pour le problème plaque.

3.6 Résultats numériques
Afin d’évaluer les performances des éléments NURBS massifs coque développés dans

ce chapitre, les résultats de plusieurs cas tests usuels sont montrés dans cette section. L’ob-
jectif est d’évaluer la robustesse et la précision des éléments pour l’élasticité linéaire dans
le cadre des petites perturbations. Ceci passe principalement par l’étude de la sensibilité
des éléments au verrouillage. Pour cela, on commence par appliquer le fameux "shell
obstacle course" proposé et étudié par Belytschko et al. [BEL 85] et MacNeal et Har-
der [MAC 85]. La pertinence de ce "parcours d’obstacle" pour évaluer la performance des
éléments en analyse de coque ne fait plus aucun doute aujourd’hui. Ensuite, on propose
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3. Élément NURBS massif coque pour l’élasticité en petites perturbations

de calculer des cas tests plus récents suggérés dans Chapelle et Bathe [CHA 98] et Bathe
et al. [BAT 00]. On choisit le paraboloïde hyperbolique ainsi que la calotte hémisphérique
encastrée qui ont l’intérêt de présenter des situations extrêmes de comportement dominées
par la flexion ou la membrane. Enfin, on se rend compte que tous ces problèmes ne sont
pas sujets à du hourglass du fait des conditions aux limites en déplacement appliquées.
La stabilisation proposée en section 3.5 n’est donc pas nécessaire pour ces cas tests. Pour
cela, un dernier problème requérant du contrôle de hourglass est envisagé. C’est celui du
cylindre pincé avec bords libres de MacNeal et Harder [MAC 85]. En complément, le
lecteur intéressé peut trouver deux cas tests supplémentaires en annexe E : l’hémisphère
pincé avec un trou et la poutre vrillée sous chargement hors-plan. Ces problèmes seront
repris dans le chapitre 4 en non linéaire géométrique.

3.6.1 Mise en place

Pour la discrétisation, on part d’un patch composé d’un unique élément puis on adopte
la stratégie de type raffinement k (cf. section 1.1.3). La continuité au travers des nœuds
intérieurs est donc maximale. Concernant les calculs, on va jusqu’à la convergence de
la quantité d’intérêt en utilisant au plus six maillages différents composés de 1, 2, 4, 8,
16 et 32 éléments par côtés (c’est-à-dire suivant ξ et η simultanément). Au niveau des
ordres polynomiaux, on considère des fonctions quadratiques dans l’épaisseur (r = 2), et
on envisage dans les longueurs p égale à q et pouvant prendre comme valeurs 2, 3 et 4.
L’élément massif coque standard (section 3.2.2) est noté "Basique", l’élément mixte (sec-
tion 3.3) équivalent à l’élément B (section 3.4.1) est désigné par "Mixte" et, "Bbar local"
fait référence à l’élément B local (section 3.4.3). On ajoute à ces désignations "2" pour du
quadratique (p = q = 2), "3" pour le cubique (p = q = 3), et "4" pour la version quartique
(p = q = 4). Il reste à spécifier si le contrôle de hourglass est effectué. Cela peut être le cas
pour les éléments "Mixte 2" et "Bbar local 2". La version stabilisée de ces éléments s’écrit
"Mixte 2 hg" et "Bbar local 2 hg". Enfin, pour s’assurer de la validité de nos simulations,
les solutions obtenues sont comparées à des solutions de référence. Celles-ci sont extraites
de la littérature éléments finis. Elles sont repérées par la dénomination "Référence".

3.6.2 Application du "shell obstacle course"

Le "shell obstacle course" est plus précisément constitué de trois problèmes de coque :
le toit de Scordelis-Lo, l’hémisphère pincé et le cylindre pincé. La structure coque est
soumise à des états de contrainte plus ou moins complexes dans ces trois cas tests. On
commence par présenter plus en détail les trois problèmes avant de montrer la solution de
l’élément "Basique". On met ensuite en évidence l’amélioration des performances avec les
éléments "Mixte" et "Bbar local". Ces éléments sont aussi comparés à d’autres techniques
publiées aujourd’hui en analyse isogéométrique de coque pour attester de leur efficacité.
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3.6.2.1 Les trois cas tests

Les trois problèmes, ainsi que les déformées associées à l’élément "Basique 3" pour
un maillage de 8 éléments par côté, sont montrés en figures 3.7, 3.8 et 3.9.

Le toit de Scordelis-Lo Le toit de Scordelis-Lo est constitué d’une portion de coque
cylindrique. Il est fixé au niveau de ses deux sections extrêmes par des diaphragmes ri-
gides (conditions aux limites UMx =UMz = 0 sur les surfaces correspondantes) et ses deux
bords latéraux sont libres. Grâce aux diaphragmes, les modes de hourglass de l’élément
"Mixte" et "Bbar local" ne se développent pas. Leur stabilisation est inutile. On applique
à ce toit un chargement réparti simulant la gravité. Avec la symétrie du problème, seul
un quart de la géométrie est modélisée (voir figure 3.7(a)). La quantité d’intérêt est le
déplacement suivant la verticale au niveau du point milieu du bord latéral. La valeur de
référence associée est ure f = 0.3024. Ce cas a un comportement dominé par la membrane
(une part majoritaire de l’énergie est constituée par l’énergie de membrane). De ce fait,
il est peu sujet au verrouillage. C’est le plus simple à résoudre numériquement. Toute-
fois, c’est un problème intéressant pour déterminer la capacité d’un élément à modéliser
précisément un état de membrane complexe.

x

y
z

sym

libre

sym

diaphragme 
    rigide

L/2

g

R

u

par unité de surface

(a) Description et données du problème. (b) Configuration initiale (maillage) et
déformée (amplitude 20, UMz ).

FIGURE 3.7: Toit de Scordelis-Lo.

L’hémisphère pincé Dans ce problème, une coque hémisphérique est pincée par l’ap-
plication de deux forces ponctuelles opposées. L’équateur est libre. Le problème étant de
nouveau symétrique, on modélise seulement un quart de la structure et on choisit pour
éliminer le mouvement de corps rigides restant, de fixer suivant z le point sommet du
huitième de sphère (voir figure 3.8(a)). Les conditions aux limites au niveau du sommet
du huitième de sphère empêchent aussi ici les modes de hourglass de se développer dans
le cas "Mixte" et "Bbar local". Ce problème est sévère en terme de verrouillage : il n’y
a presque pas de déformation de membrane. Plus précisément, c’est sa géométrie dou-
blement courbée et son chargement ponctuel qui le rendent très sensible au verrouillage.
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3. Élément NURBS massif coque pour l’élasticité en petites perturbations

De plus, ce cas test permet de vérifier la faculté d’un élément à supporter des rotations
de corps rigides (la normale à la coque tourne quasiment comme un solide rigide). La
solution de référence pour ce problème se rapporte au déplacement du point d’application
de la force ponctuelle dans la direction de l’effort. Sa valeur est ure f = 0.0924.

sym

sym

libre

fixé

x y

z

F F

u

(a) Description et données du problème. (b) Configuration initiale (maillage)
et déformée (amplitude 10, UMx ).

FIGURE 3.8: Hémisphère pincé.

Le cylindre pincé Le dernier problème du "shell obstacle course" traite le pincement
d’un cylindre. Le cylindre est supporté au niveau de ses deux sections extrêmes par deux
diaphragmes et est soumis en son milieu à deux forces ponctuelles opposées. De nouveau,
les diaphragmes évitent l’apparition des modes parasites des éléments "Mixte" et "Bbar
local". En faisant usage de la symétrie du problème, on se restreint à la modélisation d’un
huitième de cylindre (voir figure 3.9(a)). La solution de référence est donnée par le dépla-
cement suivant z au niveau du point d’application de la force et vaut ure f = 1.8248×10−5.
Le chargement et les conditions aux limites en déplacement appliqués conduisent à une
déformation très localisée sous le point d’application de la force. La géométrie courbée et
l’effort localisé rendent le problème délicat à résoudre numériquement en terme à la fois
de verrouillage et de représentation d’états de membrane complexes.

3.6.2.2 Résultats de l’élément NURBS massif coque standard

La convergence des déplacements pour les éléments "Basique 2", "Basique 3" et "Ba-
sique 4" en fonction du nombre de points de contrôle suivant les longueurs, ainsi que les
solutions de référence associées, sont montrés pour les trois problèmes du "shell obstacle
course" dans la figure 3.10. Globalement, deux points importants sont à noter concernant
ces courbes de convergence :

Tout d’abord, les résultats sont indiscernables lorsque l’on augmente le degré d’ap-
proximation des fonctions dans l’épaisseur (tests réalisés pour r = 3 et r = 4) et lorsque
plusieurs couches d’éléments dans l’épaisseur sont envisagées (tests réalisés pour 2, 4 et
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x

y
z

sym

sym

sym

diaphragme rigide

L/2

R

F u

(a) Description et données du problème. (b) Configuration initiale (maillage)
et déformée (amplitude 3.106, UMZ ).

FIGURE 3.9: Cylindre pincé.

10 couches d’éléments). On retrouve ainsi les résultats publiés originairement dans Hu-
ghes et al. [HUG 05] où les auteurs discrétisent ces problèmes de la même façon mais en
utilisant deux éléments dans l’épaisseur. La stratégie élément massif coque proposant une
seule couche d’éléments de degré 2 dans l’épaisseur pour résoudre ce type de problème
semble par conséquent valide.

Deuxièmement, on peut constater que cet élément "Basique" issu d’une formulation
habituelle en déplacement se comporte de façon relativement équivalente aux modèles
de structure coque isogéométriques sans aucun traitement particulier si ce n’est d’éle-
ver l’ordre. On qualifiera ces éléments de standards. En effet, les solutions obtenues sont
assez proches de celles des éléments NURBS coque de Kirchoff-love [KIE 09] ou de
Reissner-Mindlin [BEN 10]. À titre d’exemple, on reporte sur la figure 3.11 les solutions
des éléments massifs coque "Basique" avec les solutions des éléments modèle de structure
"Kiendl" [KIE 09] (cf. figure 3.11(a)) et "Benson" [BEN 10] (voir figure 3.11(b)) obte-
nues pour le cylindre pincé. Ces éléments isogéométriques standards sont performants
lorsqu’on élève le degré d’approximation pour résoudre des problèmes tels que celui du
toit de Scordelis-Lo. L’ordre 4 dans les longueurs nous permet d’atteindre directement la
bonne solution (voir figure 3.10(a)). En revanche, pour des problèmes plus sensibles au
verrouillage comme celui de l’hémisphère ou du cylindre pincés, la convergence demeure
lente et ce même pour un ordre d’approximation élevé. Même avec le degré 4, il faut au
moins une dizaine d’éléments de chaque côté pour atteindre une bonne précision (cf fi-
gures 3.10(b) et 3.10(c)). Nous allons comparer dans la suite les éléments développés dans
ce travail aux éléments massifs coque standards. Du fait de la précision équivalente des
éléments massifs et modèles de structure coque standards, cette comparaison permettra de
vérifier l’apport des méthodes élaborées vis-à-vis des stratégies basiques non seulement
pour le modèle massif mais aussi pour les modèles de structure.

Remarque 23 Si l’on peut voir que la solution à convergence est proche de la référence
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3. Élément NURBS massif coque pour l’élasticité en petites perturbations

pour le toit de Scordelis-Lo et pour l’hémisphère pincé (on obtient 0.3014 pour le toit de
Scrodelis-Lo et 0.0925 pour l’hémisphère), on peut aussi remarquer que la solution at-
teinte pour le cylindre pincé parait un peu plus "souple" que la référence. Avec un degré 4
et 32 éléments par côté, la solution obtenue est en fait 1.85×10−5 (contre 1.8248×10−5

pour la référence). Ce comportement a déjà été observé dans [HUG 05] qui avait égale-
ment calculé le "shell obstacle course" avec des éléments NURBS massifs. Selon ces au-
teurs, ceci pourrait être relié à des effets de cisaillement transversal. En effet, lorsque le
nombre d’élément augmente, la surface de l’élément diminue si bien qu’elle peut devenir
faible par rapport à l’épaisseur. Ceci rend délicat d’approcher précisément des formu-
lations satisfaisant la contrainte de Kirchhoff (c’est-à-dire, un cisaillement transversal
nul). Dans ce cas, le déplacement sous un chargement concentré augmente, et devient
très important. Il faut aussi garder en tête qu’un rapport raisonnable entre longueurs et
épaisseur de l’élément doit être maintenu. Dans le cas contraire, les points d’intégra-
tions au niveau de la surface de l’élément pourraient être trop proches les uns des autres
empêchant ainsi une intégration numérique de qualité.

3.6.2.3 Résultats de l’élément NURBS massif coque mixte ou B

On montre dans la figure 3.12 les déformées obtenues avec l’élément "Mixte 2", ou de
façon équivalente avec l’élément B de degré 2. Les courbes de convergence de cet élément
sont quant à elles données en figure 3.13. On rappelle qu’il n’y a pas de hourglass qui se
développe sur ces cas tests donc on n’effectue pas la stabilisation de la section 3.5 et l’élé-
ment mixte peut être calculé pour tout ordre d’approximation. Afin de faciliter la compa-
raison avec les solutions basiques, on reporte celles-ci en pointillé sur les mêmes graphes.
Plus précisément, des zooms sont réalisés sur les figures 3.13(b), 3.13(d) et 3.13(f) pour
mieux observer les solutions de l’élément mixte. Par ailleurs, les valeurs calculées corres-
pondantes sont reportées dans les tableaux 4.5, 4.6 et 4.7 en annexe D.

Les déformées de l’élément "Mixte" semblent cohérentes vis-à-vis de celles obtenues
avec l’élément "Basique" (cf. figures 3.7(b), 3.8(b) et 3.9(b)). Avec cet élément, la conver-
gence devient très rapide. Encore une fois, on peut remarquer que la solution atteinte pour
le cylindre pincé est un peu plus souple que la référence. Cette fois-ci, les références pour
les problèmes sont approchées par le haut (c’est-à-dire avec une raideur qui augmente) et
de bons résultats sont obtenus avec aussi peu que 4 ou même 2 éléments par côté. Le gain
est d’autant meilleur que nous avons à traiter un problème sujet à du verrouillage (grande
amélioration pour le problème de l’hémisphère et du cylindre pincés), ce qui témoigne de
la capacité de l’élément mixte ou B à limiter le verrouillage. De plus, il apparait qu’avec
cette stratégie un ordre 2 suffise à obtenir une très bonne précision. En effet, le verrouillage
étant vraisemblablement déjà supprimé avec l’ordre 2, il n’est plus nécessaire d’augmen-
ter le degré d’approximation au delà pour le traiter. L’élément mixte de degré 2 s’avère
déjà plus précis qu’un élément massif coque basique de degré 4 sur ces cas tests. En fait,
même si la stratégie marche ici quelles que soient les valeurs de p et q, il semble que l’on
puisse se restreindre à prendre l’élément isogéométrique de plus bas degré (c’est-à-dire
l’élément de plus bas degré dans les longueurs qui permette de représenter exactement la
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(c) Convergence du déplacement pour le cylindre
pincé.

FIGURE 3.10: Résolution du "shell obstacle course" par l’élément NURBS massif coque
standard.

géométrie de la structure considérée). Pour les calculs réalisés dans ce travail et comme
majoritairement en ingénierie, c’est le degré 2.

3.6.2.4 Résultats de l’élément NURBS massif coque B local

On s’intéresse à présent à l’élément "Bbar local". Avant de regarder les courbes de
convergence associées, on cherche à visualiser la structure de la matrice de rigidité glo-
bale qui en découle. L’objectif ici est de justifier le plus faible coût de l’élément. Plus pré-
cisément, on veut vérifier que la matrice de rigidité globale possède une structure creuse
et déterminer sa largeur de bande, information qui constitue un indicateur du coût de sto-
ckage et de résolution de l’élément. Pour cela, on montre sur la figure 3.14 la structure
des matrices de rigidité globales de chacun des éléments développés, c’est-à-dire de :

–
[
KL] (équation (3.24)) pour l’élément standard (voir figure 3.14(a)) ;
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(a) Comparaison avec Kirchhoff-Love [KIE 09].
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(b) Comparaison avec Reissner-Mindlin [BEN 10].

FIGURE 3.11: Comparaison des solutions standards modèle massif coque et modèle de
structure pour le cylindre pincé.

–
[
KL

mixte
]

(équation (3.40)) ou
[
KL

B

]
(équation (3.48)) pour l’élément mixte ou B

(voir figure 3.14(b)) ;
–
[
KEL

B

]
(équation (3.62)) pour l’élément B local (voir figure 3.14(c)).

Le problème du cylindre pincé discrétisé avec un ordre 2 et 10 éléments par côté est consi-
déré pour obtenir ces graphes. De plus, pour simplifier la visualisation, on propose de se
placer dans un cas 1D en récupérant uniquement les termes reliés à la première coordon-
née du déplacement UMx suivant la première ligne du maillage dans cette direction. Les
valeurs non nulles des matrices sont repérées par un carré noir et les valeurs nulles par un
carré blanc. La matrice de rigidité globale associée à l’élément B local possède bien une
structure creuse, contrairement à celle de l’élément mixte ou B complet. On peut noter que
la largeur de bande de l’élément B local est supérieure à celle de l’élément classique. Plus
précisément, il apparait que sa largeur de bande est égale à (2p+1)+4(p−1) = 6p−3,
comparée à une largeur de bande classique égale à 2p+ 1. Ainsi, il y a toujours un prix
à payer par rapport à la stratégie basique (pour un ordre 2 et 3, la largeur de bande est
grossièrement le double), mais ceci représente tout de même une amélioration importante
vis-à-vis de la matrice peine typique des méthodes B.

Remarque 24 (Mise en œuvre) Dans cette thèse, nous nous concentrons principalement
sur la construction des éléments. Nous cherchons à ce que ces éléments soient utilisables
pour l’ingénieur mais nous n’essayons pas à ce stade de les implémenter concrètement et
de façon optimale dans des codes éléments finis conventionnels. Ainsi,

[
KEL

B

]
est calculé

dans notre code matlab "maison" de la même façon que
[
KL

B

]
, c’est-à-dire en exprimant

tout d’abord les différents opérateurs sur la structure complète (
[
KL

uu
]
,
[
KEL

σ̃u

]
, M̃E

, A

et
∫

Ω
ÑT D ÑdΩ, cf. équation (3.62)) puis, en effectuant les produits et la somme. Néan-

moins, on peut remarquer que grâce à la présence d’une bande pour la matrice de rigi-
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(a) Toit de Scordelis-Lo (amplitude 20,
UMz ).

(b) Hémisphère pincé (amplitude 10, UMx ).

(c) Cylindre pincé (amplitude 3.106,
UMz ).

FIGURE 3.12: Configurations initiales (maillages) et déformées pour l’élément "Mixte
2" sur le "shell obstacle course".

dité B locale, une procédure habituelle, c’est-à-dire élément par élément, pourrait cer-
tainement être utilisée pour construire la matrice. Il faudrait alors étendre la connecti-
vité du maillage pour être en mesure de prendre en compte les fonctions qui sont pré-
sentes dans les éléments voisins lorsque l’on calcule la rigidité associée à un élément du
maillage. Une telle technique a déjà été utilisée et implémentée en éléments finis clas-
siques. Par exemple, Brunet et Sabourin [BRU 94] et Oñate et Zárate [Oñ 00] l’ont fait
pour construire des éléments triangulaires sans rotations de plaque et de coque. Pour ces
éléments, les rotations sont calculées à partir des déplacements normaux des éléments
voisins à chaque triangle. L’utilisation d’une procédure de ce type devrait faciliter l’im-
plémentation de l’élément B local dans les codes éléments finis usuels.

En ce qui concerne la précision de l’élément B local, on montre en figure 3.15 les
courbes de convergence de l’ordre 2 pour les différents problèmes du "shell obstacle
course". Par soucis de comparaison, on reporte de nouveau sur les graphes les solutions
standards. La solution de l’élément mixte ou B pour l’ordre 2 est de même retracée et
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(a) Déplacement pour le toit de Scordelis-Lo.
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(b) Toit de Scordelis-Lo : zoom.
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(c) Déplacement pour l’hémisphère pincé.
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(e) Déplacement pour le cylindre pincé.
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(f) Cylindre pincé : zoom.

FIGURE 3.13: Résolution du "shell obstacle course" par l’élément NURBS massif coque
mixte (ou de manière équivalente par l’élément B).
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(c) Élément B local.

FIGURE 3.14: Structure des matrices de rigidité globales associées aux éléments.

des zooms sont effectués (cf. figures 3.15(b), 3.15(d) et 3.15(f)). Le lecteur intéressé peut
aussi trouver les valeurs correspondantes dans les tableaux 4.5, 4.6 et 4.7 de l’annexe D. Il
apparait alors que l’élément B local possède une précision assez équivalente à l’élément B
pour l’ordre 2. Plus précisément, les solutions sont au départ identiques puisque la projec-
tion globale ou LLSQ est la même pour un maillage constitué d’un unique élément, puis
la solution B locale s’écarte quelque peu pour 2 voire 4 éléments avant de revenir très
proche de la solution B. Cette petite différence de comportement pour de faibles nombres
d’éléments du maillage (surtout notable pour des problèmes très sévères tels que celui du
cylindre pincé (cf. figure 3.15(e))) s’explique du fait que la projection en utilisant la pro-
cédure LLSQ est quelque peu dégradée. Malgré ceci, l’élément B local reste très précis et
se comporte beaucoup mieux que l’élément standard : tout comme "Mixte 2", l’élément
"Bbar local 2" semble plus précis que "Basique 4". Comme cet élément est en plus d’un
faible coût numérique et devrait facilement s’implémenter dans des codes industriels ro-
bustes (cf. remarque 24), il constitue d’après nous une alternative très intéressante pour
l’ingénieur.
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(a) Déplacement pour le toit de Scordelis-Lo.
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(b) Toit de Scordelis-Lo : zoom.
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(c) Déplacement pour l’hémisphère pincé.
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(e) Déplacement pour le cylindre pincé.
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FIGURE 3.15: Résolution du "shell obstacle course" par l’élément NURBS massif coque
B local.
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3.6.2.5 Comparaison avec d’autres stratégies NURBS coque

Nous cherchons pour finir sur le "shell obstacle course" à comparer les éléments
développés dans ce travail avec les autres technologies NURBS coques proposées au-
jourd’hui dans la littérature. Comme vu dans le chapitre 1 avec plus précisément la sec-
tion 1.2.3, assez peu de travaux visant à supprimer le verrouillage des éléments NURBS
de bas degrés ont été réalisés à ce jour. Les très récents éléments NURBS massifs coque
de [CAR 14, CAS 14] apparaissent surtout efficaces pour limiter le verrouillage en ci-
saillement. Pour un problème quelconque, il semble que la version quadratique de ces
éléments se comporte de façon assez équivalente aux éléments coques standards de degré
3. Dans notre cas, on peut penser que nous sommes un peu plus efficace puisque c’est une
précision meilleure que du degré 4 basique que nous atteignons sur des problèmes simi-
laires. Pour illustrer ceci, on reporte les solutions "ANS 2" de la stratégie de [CAS 14]
de degré 2 pour les problèmes de l’hémisphère et du cylindre pincés sur la figure 3.16.
L’absence de traitement particulier visant à gérer le verrouillage en membrane des élé-
ments de [CAR 14, CAS 14] explique sûrement la précision inférieure de ces éléments
par rapport à ceux développés ici.
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(a) Comparaison sur hémisphère pincé.
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(b) Comparaison sur le cylindre pincé.

FIGURE 3.16: Comparaison des solutions des éléments massifs coque développés dans
ce travail avec celle de la stratégie ANS de [CAS 14].

Certainement le travail le plus intéressant aujourd’hui pour gérer tous les verrouillages
d’une coque NURBS concerne l’approche modèle de structure avec le développement
d’une famille d’éléments finis hiérarchiques [ECH 13]. La famille se compose d’éléments
de Kirchoff-love (noté 3p car possédant 3 paramètres par point de contrôle), d’éléments de
Reissner-Mindlin (5p) et d’éléments coques massif (7p) qui, grâce à la formulation hié-
rarchique, sont insensibles au verrouillage en cisaillement transversal. Pour éliminer les
autres verrouillages, des méthodes DSG ou mixtes sont implémentées dans ces éléments.
Les résultats de cette stratégie pour un degré 2 dans les longueurs sur le toit de Scordelis-
Lo sont regroupés avec les résultats obtenus par les éléments développés dans ce travail
dans le tableau 3.3. Même si le toit de Scordelis-Lo n’est sûrement pas le plus délicat
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3. Élément NURBS massif coque pour l’élasticité en petites perturbations

à résoudre, une comparaison des éléments de cette thèse avec la stratégie de [ECH 13],
pour laquelle il a été montré la non sensibilité au verrouillage, nous permettra de mieux
se rendre compte si ce que nous proposons est valide pour l’avancée du domaine. Pour
obtenir les résultats du tableau 3.3, [ECH 13] avaient discrétisé le toit complet, c’est-à-
dire sans utiliser la symétrie. Comme dans ce travail la symétrie à été prise en compte,
une comparaison directe n’est pas possible. En effet, notre modèle considère une conti-
nuité C0 au niveau des frontières à partir desquelles la symétrie a été réalisée tandis que
dans [ECH 13], c’est une continuité C1 qui était présente sur ces lignes. Cependant, on
propose de faire une comparaison approchée en calculant pour notre modèle réduit, le
nombre de points de contrôle suivant les longueurs équivalent qu’aurait le modèle com-
plet. Ce nombre vaut grossièrement 2n−1, n étant le nombre de points de contrôle suivant
les longueurs du modèle réduit. C’est ce qui a été fait dans le tableau 3.3.

Points de contrôle suivant les longueurs 3 5 7 11
(pour le modèle complet)

Formulation
Référence 0.3024

Echter 3p 2 0.7679 0.2516 0.2996 0.3003
Echter 5p 2 0.7680 0.2517 0.2998 0.3005
Echter 7p 2 0.7681 0.2517 0.2999 0.3007

Mixte 2 – 0.3360 0.3211 0.3039
Bbar local 2 – 0.3360 0.3059 0.2998

TABLE 3.3: Comparaison des éléments massifs coque développés dans ce travail avec les
éléments finis hiérarchiques de [ECH 13] pour le toit de Scordelis-Lo.

On peut voir que les éléments massifs coque développés ici apparaissent d’une préci-
sion comparable sur ce problème aux éléments hiérarchiques de [ECH 13]. Évidemment,
la comparaison ne peut se faire que dans les grandes lignes et est à nuancer dans le dé-
tail puisque deux types différents d’éléments sont mis en place. Pour notre cas de modèle
massif, nous avons en réalité 3 points de contrôle dans l’épaisseur pour l’ordre 2 ce qui fait
9 degrés de liberté par point de contrôle suivant les longueurs. A l’inverse, les éléments
de [ECH 13] sont issus de modèles de structure, c’est-dire que seule la surface moyenne
est discrétisée. Ils possèdent par conséquent respectivement 3, 5 et 7 degrés de liberté par
point de contrôle suivant les longueurs. Pour rappel, on peut revenir à la figure 1.8 du
chapitre 1 qui illustre ce point. La qualité proche des deux stratégies confirme néanmoins
l’intérêt en terme de précision pour de bas degrés de nos éléments NURBS massifs coque.

3.6.3 Étude de deux cas tests plus récents ([CHA 98, BAT 00])
Pour compléter l’étude, on envisage à présent les problèmes du paraboloïde hy-

perbolique partiellement encastré et de la calotte hémisphérique encastrée suggérés
dans [CHA 98, BAT 00]. Le paraboloïde hyperbolique possède un comportement qua-
siment intégralement dominé par la flexion. Il constitue un excellent cas test pour attester
de la sensibilité ou non d’un élément au verrouillage. À l’inverse, l’hémisphère encastré
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a un comportement dont les effets de membrane sont prépondérants. Par conséquent, ce
n’est plus le verrouillage qui est d’intérêt dans ce cas test (même des éléments sujets à du
verrouillage en membrane devraient converger de façon modérée) mais, il parait important
de vérifier aussi les éléments sur ce deuxième problème pour attester de leur performance
en général.

3.6.3.1 Le paraboloïde hyperbolique partiellement encastré

Le problème du paraboloïde hyperbolique partiellement encastré est présenté en fi-
gure 3.17. Plus précisément, le problème est décrit dans la figure 3.17(a) et la déformée
obtenue par l’élément "Mixte 2" avec un maillage composé de 2×4 éléments est montrée
dans la figure 3.17(b). La coque se définit par une surface moyenne d’équation :

z = x2− y2, (x,y) ∈
[
−L

2
,
L
2

]2

. (3.71)

Cette surface peut facilement être construite en partant d’un élément B-spline quadratique.
Pour cela, il suffit d’appliquer la stratégie donnée dans [COT 09] (chapitre 2, figure 2.34)
qui explique comment construire une courbe B-spline de degré 2. Ici, il faut effectuer la
procédure pour les deux côtés de la surface. Il vient les points de contrôle suivants dans
(x,y,z) :

B1 = {−L/2 −L/2 0}T ; B2 = {0 −L/2 −L/2}T ; B3 = {L/2 −L/2 0}T ;

B4 = {−L/2 −L/4 L/4}T ; B5 = {0 −L/4 −L/4}T ; B6 = {L/2 −L/4 L/4}T ;

B7 = {−L/2 0 L/4}T ; B8 = {0 0 −L/4}T ; B9 = {L/2 0 L/4}T .

(3.72)

Ceux-ci sont d’abord ordonnés suivant la direction x puis suivant la direction y. La coque
est encastrée sur la face en x = −L/2 et est soumise à son poids propre. Du fait de l’en-
castrement, les modes de hourglass n’apparaissent toujours pas. Ainsi, la stabilisation des
éléments "Mixte 2" et "Bbar local 2" n’est pas mise en place ici. En utilisant la symétrie
du problème, seule la moitié de la coque peut être modélisée pour le calcul. Pour l’étude,
on procède comme dans [BAT 00]. On choisit d’envisager les cas d’épaisseur menant à
des élancements L/h = 10, 100 et 1000. Aller vers des coques encore plus minces ne nous
semble pas pertinent avec la vision élément massif coque (voir, pour rappel, remarque 3
du chapitre 1). La convergence de la solution est étudiée en terme de déplacements comme
dans les cas tests précédents mais aussi ici en terme d’énergie de déformation. Avec l’éner-
gie de déformation, on cherche à justifier la validité d’autres quantités intéressantes pour
l’ingénieur, telles que les contraintes et les déformations. Le déplacement d’intérêt est ce-
lui selon la verticale en x = L/2 et y = 0. L’énergie de déformation est une énergie globale
à la structure, c’est-à-dire calculée sur l’ensemble de la coque.

Les maillages utilisés pour l’analyse sont générés avec N = 1, 2, 4, 8 et 16 éléments
suivant le côté x =−L/2 et, 2N éléments suivant l’autre côté (y = 0). On s’intéresse aux
éléments "Basique 2", "3" et "4" ainsi que "Mixte 2" et "Bbar local 2". Comme il n’y a
pas de solution analytique disponible pour ce problème, on prend comme référence (notée
ure f pour le déplacement et Edre f pour l’énergie de déformation) la solution numérique
obtenue avec "Basique 4" et N = 32. On obtient :
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(a) Description et données du problèmes. (b) Configuration initiale (maillage)
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FIGURE 3.17: Paraboloïde hyperbolique partiellement encastré (L/h = 100).

– pour L/h = 10 : ure f = 2.2883×10−6 et Edre f = 4.9486×10−4 ;
– pour L/h = 100 : ure f = 9.4767×10−5 et Edre f = 1.6949×10−3 ;
– pour L/h = 1000 : ure f = 6.4952×10−3 et Edre f = 1.1133×10−2.

Ces valeurs sont à peine plus grandes que la solution de référence coque de [BAT 00]
(environ 1.5 % de différence pour le déplacement). La convergence du déplacement d’in-
térêt u est montrée dans la figure 3.18. En fait, c’est le rapport u/ure f qui est tracé pour
mettre à la même échelle les différents graphes. La référence est donc à 1. Ce rapport est
représenté en fonction du nombre de points de contrôle suivant la longueur x = −L/2.
Comme attendu, l’élément "Basique" est sensible au verrouillage. Ceci se voit clairement
sur "Basique 2" : la convergence devient de plus en plus lente lorsque l’élancement aug-
mente. Même si cette tendance semble s’estomper pour de plus hauts degrés ("Basique 3"
et "Basique 4"), une dépendance de la solution à l’élancement reste notable. Au contraire,
les allures des courbes associées à "Mixte 2" et "Bbar local 2" apparaissent très similaires
pour les différents élancements considérés. Comme vu dans les cas tests précédents, la
solution de référence est approchée par le haut et encore plus rapidement que "Basique 4"
avec ces stratégies. Ce cas test semble donc confirmer la capacité des méthodes dévelop-
pées dans ce travail à limiter le verrouillage.

Pour mieux se rendre compte de ceci, on observe aussi la convergence de la solution
en terme d’énergie de déformation (voir figure 3.19). Pour les approches B, on procède
comme dans [ELG 07, BOU 13b], c’est-à-dire que la déformation utilisée est la défor-
mation B projetée. Autrement dit, c’est la forme bilinéaire de l’équation (3.42) qui est
considérée ici pour calculer l’énergie. Seulement du degré 2 est envisagé pour l’étude.
Les courbes de convergence sont tracées en erreur :

|E|=
|Eh

d −Edre f |
Edre f

(3.73)

en échelle normale (figures 3.19(a), 3.19(c) et 3.19(e)) et en échelle log (fi-
gures 3.19(b), 3.19(d) et 3.19(f)). L’erreur est représentée en fonction du nombre d’élé-
ment N (figures 3.19(a), 3.19(c) et 3.19(e)) et en fonction de la taille correspondante ∆x
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(a) Élancement L/h = 10.
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(b) Élancement L/h = 100.

0 5 10 15 20
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

Nombre de points de contrôle suivant la longueur x=-L/2

u
/u

Bbar local 2

re
f

Basique 2
Basique 3
Basique 3
Mixte 2

(c) Élancement L/h = 1000.

FIGURE 3.18: Convergence du déplacement pour le problème du paraboloïde hyperbo-
lique.

de l’élément (figures 3.19(b), 3.19(d) et 3.19(f)). Pour un élément massif coque donné, les
solutions associées aux trois élancements de la coque sont montrées sur le même graphe
("10" est écrit pour L/h = 10, "100" pour L/h = 100 et "1000" pour L/h = 1000).

Les résultats en énergie de déformation sont cohérents avec ceux obtenus pour le
déplacement. En effet, on voit tout d’abord que contrairement à l’élément "Basique 2" (fi-
gure 3.19(a)), les courbes de convergence pour "Mixte 2" et "Bbar local 2" sont proches
quel que soit l’élancement et, les erreurs pour les maillages grossiers sont faibles (fi-
gures 3.19(c) et 3.19(e)). Plus précisément, on remarque avec les tracés en échelle log
que seules les courbes de "Mixte 2" pour L/h = 100 et L/h = 1000 semblent vraiment
correspondre lorsque le maillage devient fin (figure 3.19(d)). La courbe de convergence
pour L/h = 10 est un peu plus en dessous. En fait, il faut bien voir que la structure est as-
sez épaisse pour le plus petit élancement si bien qu’un modèle massif est tout à fait adapté
pour le calcul, d’où certainement la meilleure précision par rapport à des structures plus
minces. On observe que les courbes de "Bbar local 2" ne sont pas non plus tout à fait
confondues. Ici, il faut rappeler que la projection locale constitue une approximation de la
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projection globale. On peut donc s’attendre à ne pas rencontrer un comportement parfait
avec cette stratégie. "Mixte 2" et "Bbar local 2" ont un taux de convergence similaire (si
on néglige les oscillations dues aux premiers maillages très grossiers). Ce taux de conver-
gence semble aussi se rapprocher de celui de "Basique 2" (voir figure 3.19(b), courbe
L/h = 10). Par conséquent, on peut conclure ainsi sur la qualité des éléments développés
dans cet exemple : ils ont un taux de convergence équivalent à celui des éléments stan-
dards, mais ils fournissent des résultats plus précis car ils partent d’un niveau d’erreur plus
faible que le standard. Ce comportement a déjà été observé pour le cas des solides quasi-
incompressibles dans [ELG 07] où les solutions B menaient à des erreurs inférieures de
plusieurs ordres de grandeurs aux solutions basiques sans B.

3.6.3.2 La calotte hémisphérique encastrée

Pour simuler la calotte hémisphérique encastrée, on reprend la géométrie de l’hémi-
sphère de la figure 3.8(a). On encastre cette fois-ci celle-ci au niveau de son équateur et
on la charge avec une pression distribuée de façon axisymétrique : P(φ) = P0hcos(2φ),
avec φ l’angle traduisant la colatitude (pour plus d’information, se reporter à [BAT 00]).
Comme précédemment, la symétrie du problème est utilisée pour faire intervenir uni-
quement le quart de la structure. Aussi, une nouvelle fois les modes de hourglass sont
absents du fait de l’encastrement d’où la non utilisation de la stabilisation (section 3.5).
On envisage les cas d’élancement R/h = 10, R/h = 100 et R/h = 1000. On reprend des
maillages composés d’un même nombre d’éléments par côté : 1, 2, 4, 8 et 16 éléments
suivant les longueurs plus précisément. Les paramètres du problèmes sont : E = 2×1011,
ν = 0.3, P0 = 1×106 et R = 1. La convergence est directement étudiée en terme d’énergie
de déformation pour le degré 2. La référence est prise avec "Basique 4" et 32 éléments
par côté. On obtient Edre f = 4.29514×10−1 pour R/h = 10, Edre f = 6.78557×10−2 pour
R/h = 100 et, Edre f = 7.58495× 10−3 pour R/h = 1000 . Ces valeurs sont cohérentes
avec [BAT 00]. Les résultats de convergence sont montrés en figure 3.20.

Les résultats de "Basique 2" sont meilleurs sur ce cas test que sur le précédent (voir
figure 3.20(a) comparée à figure 3.19(a)). En effet, il semble que la solution "Basique
2" soit déjà assez indépendante de l’élancement sur ce problème. Ceci est dû aux effets
de membrane importants qui font que même des éléments sujets à du verrouillage en
membrane se comportent relativement bien. On peut observer que les résultats sont encore
meilleurs pour les stratégies développées dans ce travail : les courbes de convergence
sont plus proches et les niveaux d’erreur légèrement plus bas. De nouveau, il apparait
que le taux de convergence de "Mixte 2" et "Bbar local 2" est assez similaire quel que
soit l’élancement et que celui-ci se rapproche du taux de convergence de "Basique 2"
pour R/h = 10. Ainsi, on peut dresser les mêmes conclusions que pour le problème du
paraboloïde hyperbolique sauf qu’ici, les éléments standards étant déjà de bonne qualité,
l’amélioration des stratégies développées est moins notable.
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Résultats numériques
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FIGURE 3.19: Convergence en terme d’énergie de déformation pour le problème du pa-
raboloïde hyperbolique.
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FIGURE 3.20: Convergence en terme d’énergie de déformation pour le problème de la
calotte hémisphérique encastrée.
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Résultats numériques

3.6.4 Contrôle de houglass : le cylindre pincé avec bords libres
Pour finir, on s’intéresse au cas test du cylindre pincé avec bords libres initialement

proposé dans [MAC 85]. Ce problème est très similaire à celui du cylindre pincé du "shell
obstacle course" (cf. figure 3.9(a)). La différence ici est que le cylindre n’est plus supporté
par des diaphragmes rigides mais est libre au niveau de ses deux sections extrêmes (voir
figure 3.21). Les paramètres du problème changent aussi et le déplacement de référence
vaut à présent ure f = 0.1139. Il est accordé dans la littérature que la version avec bords
libres est plus facile à résoudre numériquement que la version avec les diaphragmes. La
version avec bords libres nous intéresse tout de même ici car, du fait des libertés supplé-
mentaires de mouvements qu’elle implique, les modes de hourglass des éléments "Mixte"
et "Bbar local" de la section 3.5 apparaissent. Par ailleurs, si la popularité du problème
en linéaire reste modérée, il faut savoir que le même problème existe en non linéaire géo-
métrique et constitue un cas test incontournable. Il est alors nécessaire de pourvoir, dans
un premier temps, le résoudre en linéaire. Pour cela, il faut mettre en place pour "Mixte"
et "Bbar local" un contrôle de hourglass. Rappelant que le contrôle de hourglass déve-
loppé dans ce travail est applicable pour du quadratique, on se restreint sur ce cas test aux
éléments "Mixte 2 hg" et "Bbar local 2 hg".

x

y
z

sym

sym

sym

libre

L/2

R

uF

FIGURE 3.21: Cylindre avec bords libres : description et données du problème.

On montre sur la figure 3.22 les déformées obtenues pour l’élément "Mixte 2" (fi-
gure 3.22(a)) et pour l’élément "Mixte 2 hg" (figure 3.22(b)) pour un maillage composé
de 8 éléments par côté. On voit clairement des oscillations sur la figure 3.22(a) alors que
la structure semble parfaitement lisse sur la figure 3.22(b). Ces oscillations sont caracté-
ristiques de la présence de modes de hourglass (voir, pour rappel, leur forme figure 3.5).
La stabilisation proposée en section 3.5 semble par conséquent efficace sur ce problème
pour l’élément mixte, elle permet de faire disparaitre ces oscillations ce qui traduit la
suppression des modes de hourglass. Des observations analogues peuvent être effectuées
pour l’élément B local (cf. figures 3.22(c) en comparaison avec la figure 3.22(d)). Il est
à noter que l’effet des modes de hourglass est moins visible sur ce problème pour "Bbar
local 2" que pour "Mixte 2". En effet, il a été nécessaire de prendre un facteur d’échelle de
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3. Élément NURBS massif coque pour l’élasticité en petites perturbations

2000 pour observer ces modes avec "Bbar local 2" (contre 500 pour "Mixte 2"). Toutefois,
le contrôle de hourglass apparait nécessaire pour obtenir une bonne déformée : il est aussi
valable pour l’élément "Bbar local".

(a) Mixte 2 (amplitude 500). (b) Mixte 2 hg (amplitude 500).

(c) Bbar local 2 (amplitude 2000). (d) Bbar local 2 hg (amplitude 2000).

FIGURE 3.22: Configurations initiales (maillages) et déformées (UMz) pour le cylinder
pincé avec bords libres.

De plus, on peut observer avec la figure 3.23 concernant la convergence de la solution
en déplacement, que ces oscillations peuvent même avoir un effet néfaste sur le déplace-
ment d’intérêt. En effet, la solution "Mixte 2" (figure 3.23(a)) converge nettement moins
vite que la solution "Mixte 2 hg" (figure 3.23(b)). Le contrôle de hourglass parait donc né-
cessaire et de bonne qualité car il permet de conserver le précision supérieure de l’élément
mixte. Pour l’élément B local, l’effet du hourglass sur la solution en déplacement n’est
quasiment pas notable ici du fait de la faible contribution des modes. Il existe d’autres cas
tests pour lesquels les éléments mixte et B nécessitent du contrôle de hourglass. C’est le
cas aussi par exemple de l’hémisphère pincé avec un trou (cf. annexe E).
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(b) Avec contrôle de hourglass.

FIGURE 3.23: Effet du contrôle de hourglass pour la solution en déplacement du cylindre
pincé avec bords libres.

3.7 Conclusion résumée
Pour terminer, on rappelle les points qui, à l’issu de ce chapitre, nous paraissent consis-

ter en des avancées du domaine :

1. Une méthode systématique pour construire une projection B consistante est de pas-
ser par une formulation mixte.

2. Avec ceci, on a pu modifier l’interpolation de la moyenne dans l’épaisseur de la
coque des composantes de contrainte afin de traiter le verrouillage de l’élément
massif coque.

3. Il en résulte un élément NURBS de bas degré sans verrouillage très précis (degré 2
meilleur que degré 4 standard).

4. Une méthode "B locale" n’impliquant qu’une très faible dégradation de la précision
de l’élément développé a permis de préserver une structure creuse de la matrice de
rigidité.
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4. Extension en non linéaire géométrique

4.1 Introduction

Dans ce dernier chapitre, on se place en non linéaire géométrique. On suppose que la
coque reste élastique linéaire homogène isotrope mais que celle-ci est cette fois-ci sou-
mise à de grandes rotations et de grands déplacements. L’objectif ici est de construire un
élément NURBS massif coque qui conserve, dans ce cadre non linéaire, la bonne pré-
cision pour de bas degré et des maillages grossiers des éléments développés en linéaire
dans le chapitre 3. L’application des éléments massifs coque au contexte non linéaire pa-
rait primordiale puisque c’est notamment dans ce genre de simulation que ces éléments
connaissent un succès important en ingénierie (voir chapitre 1). La méthodologie mise en
place pour les petites perturbations est basée sur une formulation mixte. Il semble ainsi
qu’il faille partir de la méthode mixte de la section 3.3 et l’étendre en non linéaire géo-
métrique pour gérer efficacement le verrouillage. C’est ce que nous proposons de faire
dans ce chapitre. On se restreint à l’extension de l’élément mixte (cf. section 3.3) sans
aborder la méthode "B locale". Pour ceci, on adopte une stratégie de type Lagrangien to-
tal, c’est-à-dire que l’on effectue tous les calculs à partir de la configuration de référence
(configuration non déformée). Comme en petites perturbations, on considère pour les dé-
placements l’espace d’approximation Qp,q,2. Au départ dans les sections 4.2, 4.3 et 4.4
suivantes, on ne cherche pas à contrôler les possibles modes de hourglass. Sans ça, on
écrit l’équilibre de la structure en non linéaire géométrique puis, on étudie la stabilité de
l’équilibre ce qui nous fournit la matrice tangente de l’élément, pour pouvoir finalement
donner l’algorithme de résolution du problème non linéaire. Ce n’est qu’ensuite dans la
section 4.5 que les principes de la partie 3.5 sont adaptés à la présente situation pour le
contrôle des modes de hourglass en non linéaire géométrique. On reprend tout au long du
chapitre les notations et définitions introduites dans le chapitre 3. Les travaux exposés ici
sont principalement repris d’une précédente contribution (cf. [BOU 14]).

4.2 Équations d’équilibre

En non linéaire géométrique, la configuration courante Ω évolue au cours du calcul.
On ne peut plus la confondre avec la configuration de référence. On va noter la confi-
guration de référence Ω0 en comparaison avec la configuration courante Ω. L’utilisation
d’une approche de type Lagrangien total consiste donc à écrire l’équilibre non linéaire
géométrique de la structure dans la configuration Ω0.

4.2.1 Version continue

De façon simple, on peut utiliser la même démarche que dans la section 3.3.2 pour
aboutir à l’extension en non linéaire géométrique de la formulation faible du problème
mixte (cf., pour rappel, équation (3.33)). La formulation variationnelle mixte traduisant

110

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0090/these.pdf 
© [R. Bouclier], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



Équations d’équilibre

l’équilibre en non linéaire géométrique devient : trouver UM ∈U et Π̃ ∈ S tels que :

∫
Ω0

[
Et
∗ : C Et−MOY

(
Et
∗
)

: C MOY
(

Et

)]
dΩ0 +

∫
Ω0

MOY
(

Et
∗
)

: Π̃dΩ0

+
∫

Ω0

Π̃
∗ : MOY

(
Et

)
dΩ0−

∫
Ω0

Π̃
∗ : C−1

Π̃dΩ0 = l(U∗M), ∀U∗M ∈ V et ∀Π̃∗ ∈ S .

(4.1)

Comme en petites perturbations, la contrainte et la déformation sont écrites dans le repère
local à la coque (e1,e2,e3) (cf. figure 3.1). εt et σ̃ sont remplacés par Et et Π̃ respective-
ment. Et est le tenseur des déformations de Green-Lagrange et Π̃ constitue la moyenne
dans l’épaisseur du tenseur de Piola-Kirchhoff II. Le travail des efforts extérieurs l (U∗M)
est calculé comme dans l’équation (3.4) mais cette fois-ci sur la géométrie de référence
Ω0. On retrouve en fait quelque chose de très similaire à ce que l’on avait en petites per-
turbations. Outre le remplacement de εt par Et et σ̃ par Π̃,

∫
Ω

est tout simplement devenu∫
Ω0

. Ceci parait tout à fait normal puisque le comportement entre σt et εt du chapitre 3 est
le même que le comportement entre Πt et Et dans Ω0 ici : Πt =C Et . On rappelle que C

reste supposé homogène dans cette partie et a donc été sorti de l’opérateur MOY (·) dans
l’équation (4.1).

Le tenseur des déformations de Green-Lagrange exprimé dans la base locale
(e1,e2,e3) s’obtient en fonction du champ de déplacement comme suit :

Et = R
(

Ex

)
avec Ex = εx (UM)+

1
2

εx
Q (UM,UM) . (4.2)

On reprend la notation R pour désigner la transformation de changement de base entre le
repère global et local (cf. équation (3.14)) et la notation εx pour la déformation linéarisée

pour les petites perturbations (voir équation (3.5)). εx
Q (UM,UM) représente la déforma-

tion quadratique qui s’exprime en fonction du gradient des déplacements dans (x,y,z) tel
que :

εx
Q (UM,UM) = ∇xUM

T
∇xUM, (4.3)

ou en indiciel : pour (i, j) ∈ {1,2,3}2,

ε
Q
i j (UM,UM) =

3

∑
k=1

∂UMk

∂xi

∂UMk

∂x j
. (4.4)

La déformation virtuelle Et
∗ s’écrit quant à elle telle que :

Et
∗ = R

(
Ex
∗
)

avec Ex
∗ = εx (U∗M)+ εx

Q (UM,U∗M) . (4.5)
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4. Extension en non linéaire géométrique

4.2.2 Version discrète
Comme dans le chapitre 3, on choisit concernant les espaces d’approximation : Qp,q,2

pour le déplacement Uh
M et Qp−1,q−1,0 pour la contrainte Π̃h. On écrit en discret :

Eh
t (U

h
M) = R

(
BL +

1
2

BNL(Uh
M)

)
{U} ;

Eh∗
t = R

(
BL +BNL(Uh

M)
)
{U∗} ;

Π̃h = Ñ
{

Π̃
}
.

(4.6)

L’opérateur BNL(Uh
M) est introduit pour traduire la relation de l’équation (4.3) en discret.

Pour calculer cet opérateur, on a besoin de connaitre la solution Uh
M du problème. C’est

de là que vient la non linéarité géométrique. Le système mixte à résoudre, obtenu par
substitution des approximations des déformations et contraintes (voir équation (4.6)) dans
la forme variationnelle mixte (cf. équation (4.1)), a la forme suivante :

[
KNL

uu

(
Uh

M

)][
KNL

uπ̃

(
Uh

M

)]
[
KNL

π̃u

(
Uh

M

)]
−
[
KNL

π̃π̃

]
{ {U}{

Π̃
}}=

{
{F}
{0}

}
, (4.7)

avec, comme expressions des différents opérateurs :[
KNL

uu

(
Uh

M

)]
=

∫
Ω0

[
BL +BNL(Uh

M)
]T

D
[

BL +
1
2

BNL(Uh
M)

]
dΩ0

−
∫

Ω0

(
1
h

∫ h/2

−h/2

[
BL +BNL(Uh

M)
]

dz̃
)T

D
(

1
h

∫ h/2

−h/2

[
BL +

1
2

BNL(Uh
M)

]
dz̃
)

dΩ0 ;

[
KNL

uπ̃

(
Uh

M

)]
=

∫
Ω0

(
1
h

∫ h/2

−h/2

[
BL +BNL(Uh

M)
]

dz̃
)T

RT ÑdΩ0 ;[
KNL

π̃u

(
Uh

M

)]
=

∫
Ω0

ÑT R
(

1
h

∫ h/2

−h/2

[
BL +

1
2

BNL(Uh
M)

]
dz̃
)

dΩ0 ;[
KNL

π̃π̃

]
=

∫
Ω0

ÑT D−1ÑdΩ0.

(4.8)

Pour obtenir ceci, il est à noter que les mêmes simplifications que dans la section 3.3.3
on été menées, c’est-à-dire que l’on a utilisé le fait que le repère local soit constant
dans l’épaisseur (voir équation (3.35)) et le fait que le matériau soit isotrope (cf. équa-
tion (3.36)).

Ensuite, pour être cohérent vis-à-vis des traitements conduits pour les petites pertur-
bations (voir remarque 14), on choisit d’effectuer une condensation statique (cf. équa-
tion (3.39)). En non linéaire géométrique, on écrit :[

KNL
π̃u

(
Uh

M

)]
{U}−

[
KNL

π̃π̃

]{
Π̃
}
= {0} . (4.9)
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Matrice tangente : stabilité de l’équilibre

ce qui conduit finalement à la matrice de rigidité globale suivante :[
KNL

mixte

(
Uh

M

)]
=
[
KNL

uu

(
Uh

M

)]
+
[
KNL

uπ̃

(
Uh

M

)][
KNL

π̃π̃

]−1
[
KNL

π̃u

(
Uh

M

)]
. (4.10)

Cette matrice, de même que la matrice en petites perturbations (cf. équation (3.40)), est
pleine à cause de l’inversion de l’opérateur

[
KNL

π̃π̃

]
. Avec ceci, on peut écrire l’équilibre

discret en non linéaire géométrique en fonction du déplacement uniquement :[
KNL

mixte

(
Uh

M

)]
{U}= {F} . (4.11)

4.3 Matrice tangente : stabilité de l’équilibre
Comme l’équilibre en non linéaire géométrique dépend de la solution du problème

Uh
M, il va falloir mettre en place un algorithme itératif pour le résoudre. C’est un algo-

rithme de Newton classique qui va être considéré dans ce travail. Pour le mettre en œuvre,
il est nécessaire de calculer la matrice tangente associée à l’équation (4.11). C’est l’objet
de cette section. Pour cela, on va étudier la stabilité de l’équilibre mixte en non linéaire
géométrique. L’intérêt de cette démarche est qu’en plus de fournir la matrice tangente,
elle permet d’étudier le flambage de la structure. Le cas du flambage linéaire est particu-
lièrement explicité dans la suite.

4.3.1 Version continue
Pour étudier la stabilité de l’équilibre, on va chercher s’il existe un deuxième champ

de déplacement appartenant à U et un deuxième champ de contrainte appartenant à S qui
vérifient l’équilibre mixte de l’équation (4.1). Si c’est le cas, on aura atteint un équilibre
instable de la structure et il se pourra que celle-ci flambe (voir figure 4.1 pour l’illustra-
tion). Plus précisément, on va supposer que UM et Π̃ satisfont l’équilibre et on va chercher
s’il existe d’autres solutions d’équilibre de la forme UM +αUM1 (champ virtuel associé
U∗M) et Π̃+αΠ̃1 (champ virtuel associé Π̃

∗), α étant un réel que l’on va faire tendre vers
0. Avec ceci, on remarque que UM1 appartient à V .

On commence par écrire la déformation pour le deuxième champ de déplacement :
Et → R

(
Ex (UM +αUM1)

)
;

où Ex (UM +αUM1) = Ex (UM)+α

[
εx (UM1)+ εx

Q (UM,UM1)
]
+

α2

2
εx

Q (UM1,UM1) ;

Et
∗→ R

(
εx (U∗M)+ εx

Q (UM,U∗M)+αεx
Q (UM1,U

∗
M)
)
.

(4.12)
Ensuite, la substitution de ces expressions (équation (4.12)) dans la forme variationnelle
mixte (équation (4.1)) permet d’écrire l’équilibre en non linéaire géométrique pour les
deuxièmes champs UM+αUM1 et Π̃+αΠ̃1. Les premiers termes (constants par rapport à
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4. Extension en non linéaire géométrique

Configuration initiale

Solution standard

f

F

Ud

Configuration flambée

Autre solution possible

f

F

Ud

Configuration déformée

FIGURE 4.1: Flambage : les trois configurations.

α) s’annulent puisque UM et Π̃ sont déjà solutions de l’équation (4.1). Il reste les termes
en α et α2. Pour un α assez petit, il suffit que le terme en α soit nul pour que l’équilibre
mixte soit vérifié pour UM +αUM1 et Π̃+αΠ̃1. Ceci revient à résoudre pour l’étude de
la stabilité de l’équilibre

(
UM,Π̃

)
: connaissant UM ∈U et Π̃ ∈ S , trouver UM1 ∈ V et

Π̃1 ∈ S tels que :

{∫
Ωo

εx
Q (UM1,U

∗
M) : C

[
εx (UM)+

1
2

εx
Q (UM,UM)

]
dΩo

}
+
∫

Ωo

[
εx (U∗M)+ εx

Q (UM,U∗M)
]

: C
[
εx (UM1)+ εx

Q (UM,UM1)
]

dΩo

−
{∫

Ωo

MOY
(

εx
Q (UM1 ,U

∗
M)
)

: C MOY
(

εx (UM)+
1
2

εx
Q (UM,UM)

)
dΩo

}
+
∫

Ωo

MOY
(

εx (U∗M)+ εx
Q (UM,U∗M)

)
: C MOY

(
εx (UM1)+ εx

Q (UM,UM1)
)

dΩo

+
∫

Ωo

R
(

MOY
[
εx (U∗M)+ εx

Q (UM,U∗M)
])

: Π̃1dΩo

+

{{∫
Ωo

R
(

MOY
[
εx

Q (UM1,U
∗
M)
])

: Π̃dΩo

}}
+
∫

Ωo

Π̃
∗ : R

(
MOY

[
εx (UM1)+ εx

Q (UM,UM1)
])

dΩo

−
∫

Ωo

Π̃
∗ : C−1

Π̃1dΩo = 0, ∀U∗M ∈ V et ∀Π̃∗ ∈ S .

(4.13)
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Matrice tangente : stabilité de l’équilibre

C’est grâce à cette formulation que nous allons établir dans la suite la matrice tangente de
l’élément mixte. Déjà, on peut se rendre compte à ce niveau des termes qui vont conduire à
la raideur géométrique de la structure. Du fait de la décomposition de la contrainte en deux
parties pour l’élément, la raideur géométrique apparaît plus précisément suivant deux
termes : le terme en double accolade rouge {{·}} caractérise la raideur géométrique de la
contrainte moyenne dans l’épaisseur et, le terme en accolade unique bleu {·} est relatif à
la raideur géométrique de la partie complémentaire de la moyenne dans l’épaisseur de la
contrainte.

4.3.2 Version discrète

En pratique, Uh
M1

et Π̃h
1 sont recherchés dans les mêmes espaces que Uh

M et Π̃h :

Uh
M1

= N {U1} ; Π̃h
1 = Ñ

{
Π̃1
}
. (4.14)

La version discrète de l’équation (4.13) permettant de les déterminer amène à résoudre le
système de la forme :


[
KNL

Tuu

(
Uh

M,Π̃
h
)][

KNL
Tuπ̃

(
Uh

M

)]
[
KNL

Tπ̃u

(
Uh

M

)]
−
[
KNL

Tπ̃π̃

]
{ {U1}{

Π̃1
}}=

{
{0}
{0}

}
, (4.15)

avec :

[
KNL

Tuu

(
Uh

M,Π̃
h
)]

=
[
K1NL

Tuu

(
Uh

M

)]
+
{[

K2NL

Tuu

(
Uh

M

)]}
+
{{[

K3NL

Tuu

(
Π̃

h
)]}}

. (4.16)

Les opérateurs classiques s’expriment comme suit :

[
K1NL

Tuu

(
Uh

M

)]
=

∫
Ωo

[
BL +BNL

(
Uh

M

)]T
D
[
BL +BNL

(
Uh

M

)]
dΩo

−
∫

Ωo

(
1
h

∫ h/2

−h/2

[
BL +BNL

(
Uh

M

)])T

D
(

1
h

∫ h/2

−h/2

[
BL +BNL

(
Uh

M

)])
dΩo ;

[
KNL

Tuπ̃

(
Uh

M

)]
=
[
KNL

Tπ̃u

(
Uh

M

)]T
=

∫
Ωo

(
1
h

∫ h/2

−h/2

[
BL +BNL

(
Uh

M

)])T

RT ÑdΩo ;[
KNL

Tπ̃π̃

]
=

∫
Ωo

ÑT D−1ÑdΩo,

(4.17)
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4. Extension en non linéaire géométrique

et les raideurs géométriques, de nouveau distinguées par une double accolade rouge {{·}}
et une accolade unique bleu {·} (cf. équation (4.16)), s’obtiennent telles que :

{U∗}T
[
K2NL

Tuu

(
Uh

M

)]
{U1}=

∫
Ωo

εx
Q
(

Uh
M1

,Uh∗
M

)
: C
[

εx

(
Uh

M

)
+

1
2

εx
Q
(

Uh
M,Uh

M

)]
dΩo

−
∫

Ωo

MOY
(

εx
Q
(

Uh
M1

,Uh∗
M

))
: C MOY

(
εx

(
Uh

M

)
+

1
2

εx
Q
(

Uh
M,Uh

M

))
dΩo ;

{U∗}T
[
K3NL

Tuu

(
Π̃

h
)]
{U1}=

∫
Ωo

R
(

MOY
[
εx

Q
(

Uh
M1

,Uh∗
M

)])
: Π̃

hdΩo.

(4.18)

Pour construire ces matrices de raideur géométrique, on procède de manière analogue à ce
qui est fait en éléments finis classiques (voir, par exemple, [LEG 03]). De même que pour
l’équilibre (équation (4.11)), on mène ensuite dans ce travail une condensation statique
pour obtenir la matrice tangente condensée :[

KNL
Tmixte

(
Uh

M,Π̃
h
)]

=
[
KNL

Tuu

(
Uh

M,Π̃
h
)]

+
[
KNL

Tuπ̃

(
Uh

M

)][
KNL

Tπ̃π̃

]−1
[
KNL

Tπ̃u

(
Uh

M

)]
. (4.19)

De nouveau, cette matrice possède une structure pleine avec le calcul de
[
KNL

Tπ̃π̃

]−1
.

Pour finir, on peut voir que s’il existe un état tel que la matrice tangente définie par
l’équation (4.19) soit singulière, on aura bien trouvé un champ de déplacement Uh

M1
non

nul tel que les équations (4.13) et (4.15) soient vérifiées. Ce champ correspond au mode
de flambage. Un équilibre instable de la structure est alors atteint.

4.3.3 Cas du flambage linéaire
Dans le cas du flambage linéaire, l’instabilité de la structure se produit pour de petites

perturbations de la géométrie, c’est-à-dire pour une configuration que l’on peut confondre
avec la configuration de référence (Ω0 = Ω). Dans ce cas, la contrainte de Piola-Kirchhoff
II devient la contrainte de Cauchy (pour l’élément cela revient à dire Π̃

h
= σ̃

h) et le ten-
seur des déformations de Green Lagrange devient le tenseur des déformations linéarisées
(Et

h = εt
h). Ainsi, si la solution en petites perturbations du problème est

(
Uh

M, σ̃h
)

, la ma-
trice tangente du cas particulier du flambage linéaire, c’est-à-dire du flambage intervenant
pour cette solution d’équilibre en petites perturbations, s’écrit sous la forme :[

KL
Tmixte

(
Uh

M,σh
)]

=
{[

K2L

Tuu

(
Uh

M

)]}
+
{{[

K3L

Tuu

(
σ̃

h
)]}}

+
[
KL

mixte
]
, (4.20)[

KL
mixte

]
est la matrice de rigidité de l’élément en petites perturbations (voir, pour rappel,

équation (3.40)).
[
K2L

Tuu

(
Uh

M
)]

s’obtient pour le flambage linéaire tel que :

{U∗}T
[
K2L

Tuu

(
Uh

M

)]
{U1}=

∫
Ω

εx
Q
(

Uh
M1

,Uh∗
M

)
: C εx

(
Uh

M

)
dΩ

−
∫

Ω

MOY
(

εx
Q
(

Uh
M1

,Uh∗
M

))
: C MOY

(
εx

(
Uh

M

))
dΩ.

(4.21)
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Résolution de l’équilibre

C’est la raideur géométrique associée à l’orthogonal de la moyenne des contraintes dans
l’épaisseur (d’où l’accolade unique bleu {·} dans l’équation (4.20)).

[
K3L

Tuu

(
σ̃

h
)]

est
quant à elle mise entre double accolade rouge {{·}} car elle constitue la raideur géo-
métrique de la moyenne dans l’épaisseur des contraintes. On la trouve avec la relation
suivante :

{U∗}T
[
K3L

Tuu

(
σ̃

h
)]
{U1}=

∫
Ω

R
(

MOY
[
εx

Q
(

Uh
M1

,Uh∗
M

)])
: σ̃

hdΩ. (4.22)

Avec ceci, la charge de flambage linéaire peut s’obtenir en résolvant le problème aux
valeurs propres généralisées suivant :([

KL
mixte

]
+λ

([
K2L

Tuu

(
Uh

M

)]
+
[
K3L

Tuu

(
σ̃

h
)]))

{U1}= {0} . (4.23)

λ ∈ R constituent les valeurs propres inconnues. D’un point de vue physique, elles cor-
respondent aux coefficients par lesquels il faut multiplier le chargement pour avoir les
instabilités. En d’autres termes, multipliées par un effort pris unitaire, elles correspondent
aux charges de flambage linéaire. Les vecteurs propres {U1} associés sont les modes de
flambage linéaire correspondants. En pratique, on s’intéresse à la première charge cri-
tique pour le dimensionnement de structure, c’est-à-dire à la première valeur propre du
problème de l’équation (4.23).

4.4 Résolution de l’équilibre
Comme dit précédemment, on met en place pour résoudre l’équation non li-

néaire (4.11) un algorithme de Newton classique. On choisit de mettre à jour la matrice
tangente à chaque itération de l’algorithme afin de pouvoir prendre des pas de charge-
ment relativement grands et conserver tout de même une bonne convergence. Du fait des
condensations statiques des différents opérateurs, on peut procéder comme habituellement
en éléments finis. On précise ici la mise en œuvre de l’algorithme.

On décompose le chargement en pas de chargement. On considère qu’on connait l’état
d’équilibre à un instant 1 associé à un effort externe :

Fext
1 = {F1} . (4.24)

L’état 1 se caractérise par le déplacement Uh
M1

et la moyenne dans l’épaisseur de la

contrainte de Piola-Kirchhoff II Π̃1
h. On va chercher l’équilibre à un instant 2 associé

à l’effort externe Fext
2 . Son champ de déplacement Uh

M2
vérifie l’équation (4.11) :[

KNL
mixte

(
Uh

M2

)]
{U2}= {F2} . (4.25)

On peut ensuite obtenir la moyenne dans l’épaisseur de la contrainte pour cet état 2 à
partir de l’égalité donnée dans l’équation (4.9) :{

Π̃2
}
=
[
KNL

π̃π̃

]−1
[
KNL

π̃u

(
Uh

M2

)]
{U2} . (4.26)
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4. Extension en non linéaire géométrique

Aussi, l’équilibre de l’état 2 peut s’écrire comme l’égalité d’une quantité interne Fint
2 avec

les forces externes Fext
2 en prenant :

Fint
2 =

[
KNL

mixte

(
Uh

M2

)]
{U2} . (4.27)

On va donc chercher à annuler le résidu R pour chaque pas de chargement :

R = Fext
2 −Fint

2 . (4.28)

Pour ce faire, on procède comme suit : on part d’un état non déformé (Fext
1 = 0 d’où

Uh
M1

= 0 et Π̃h
1 = 0), on se définit un pas de chargement ∆F que l’on prend constant et

assez faible pour assurer la convergence de l’algorithme avec une précision ε et un nombre
d’itérations maximum nbmax puis, on applique la procédure donnée dans l’algorithme 1
pour déterminer l’état correspondant à l’effort maximum Fext

max.
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Résolution de l’équilibre

Algorithm 1 Algorithme de résolution de l’équilibre mixte en non linéaire géométrique.
while Fext

1 ≤ Fext
max−∆F do

Calcul de l’effort extérieur : Fext
2 = Fext

1 +∆F ;
Initialisation du résidu à zéro : R = 0 ;
Initialisation du compteur d’itération : n = 0 ;
Initialisation de l’incrément de chargement : ∆F0 = ∆F
while n≤ nbmax do

Calcul de la matrice tangente (équation (4.19)) de l’état 1 :[
KNL

Tmixte

(
Uh

M1
,Π̃1

h
)]

;

Calcul de l’incrément de déplacement :

∆Uh
M =

([
KNL

Tmixte

(
Uh

M1
,Π̃1

h
)])−1

(∆F0 +R) ;

Calcul du déplacement de l’état 2 : Uh
M2

= Uh
M1

+∆Uh
M ;

Calcul de l’effort intérieur de l’état 2 (équation (4.27)) :

Fint
2 =

[
KNL

mixte

(
Uh

M2

)]
{U2} ;

Calcul de la contrainte de l’état 2 (équation (4.26)) :{
Π̃2
}
=
[
KNL

π̃π̃

]−1
[
KNL

π̃u

(
Uh

M2

)]
{U2} ;

Calcul du résidu (équation (4.28)) : R = Fext
2 −Fint

2 ;
Mise à jour du déplacement et de la partie inconnue en contrainte :

Uh
M1

= Uh
M2

; Π̃h
1 = Π̃h

2 ;

Mise à zéro de l’incrément de chargement : ∆F0 = 0 ;
n = n+1 ;
if ||R||L2/||Fext

2 ||L2 < ε then
Break while

end if
end while
Stockage de la solution ;
Mise à jour de l’effort extérieur : Fext

1 = Fext
2 ;

end while
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4. Extension en non linéaire géométrique

4.5 Contrôle des modes de hourglass
Comme en petites perturbations, l’élément mixte peut être sujet dans certains cas

à du hourglass. Il reste ainsi maintenant à stabiliser l’élément en non linéaire géomé-
trique. Pour cela, on va partir de la stratégie proposée pour les petites perturbations (cf.
section 3.5). De ce fait, on se restreint à des fonctions quadratiques dans les longueurs
(p = q = 2) et on cherche à ajouter des raideurs élémentaires artificielles de stabilisation
à la matrice de rigidité d’équilibre (voir équation (4.10)) ainsi qu’à la matrice tangente
(cf. équation. (4.19)). Pour le contrôle en non linéaire géométrique, on va considérer que
la forme des modes de hourglass est identique à celle observée en petites perturbations
(voir équation (3.64)). Cette fois-ci, les modes s’expriment en termes de contraintes de
Piola-Kirchhoff II : ils s’écrivent tels que :

Π̃eh
hg1

=



0
0
0
0
η̃

ξ̃


; Π̃eh

hg2
=



−ξ̃

ξ̃

0
−η̃

0
0


; Π̃eh

hg3
=



−η̃

η̃

0
ξ̃

0
0


; Π̃eh

hg4
=



1
−1
0
0
0
0


.

(4.29)

4.5.1 Stabilisation de l’équilibre

Dans un premier temps, il faut stabiliser l’équilibre (équation (4.11)). La forme bili-
néaire classique utilisée pour faire produire de l’énergie aux modes parasites (voir, pour
rappel, équation (3.65)) devient en grandes rotations et grands déplacements :∫

Ω0

Eh∗
t

T
DEh

t dΩ0 =
∫

Ω0

Πh∗
t

T
D−1Πh

t dΩ0. (4.30)

Avec ceci, et en reprenant la démarche de la section 3.5.3, on calcule la raideur élémen-
taire de stabilisation pour le iième mode de hourglass telle que :[

KNLe

stabi

(
Uh

M

)]
=
[
KNLe

uai

(
Uh

M

)][
KNLe

aiai

]−1 [
KNLe

aiu

(
Uh

M

)]
, (4.31)

avec les différents opérateurs suivants :[
KNLe

uai

(
Uh

M

)]
=

∫
Ω0e

[
BL +BNL

(
Uh

M

)]T
RT Π̃eh

hgi
dΩ0e ;[

KNLe

aiu

(
Uh

M

)]
=

∫
Ω0e

Π̃eh
hgi

T
R
[

BL +
1
2

BNL
(

Uh
M

)]
dΩ0e ;[

KNLe

aiai

]
=

∫
Ω0e

Π̃eh
hgi

T
D−1Π̃eh

hgi
dΩ0e.

(4.32)
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Contrôle des modes de hourglass

Ω0e représente le domaine de l’élément, dans la configuration de référence, dans lequel
le contrôle est effectué. On conserve le choix de l’élément milieu (cf. équation (3.63)).
L’équilibre en non linéaire géométrique stabilisé s’écrit ainsi :

[
KNLstab

mixte

(
Uh

M

)]
{U}= {F} ;

avec
[
KNLstab

mixte

(
Uh

M

)]
=
[
KNL

mixte

(
Uh

M

)]
+

4

∑
i=1

Pi

[
KNLe

stabi

(
Uh

M

)]
,

(4.33)

où
[
KNL

mixte
(
Uh

M
)]

est la matrice de raideur non stabilisée de l’équation (4.10). De nouveau,
il semble qu’une large plage de valeurs pour les paramètres de pénalisation (Pi)i=1,2,3,4
permette un contrôle efficace. Plutôt que de prendre une valeur unitaire comme en petites
perturbations, on choisira ici une valeur de 10 pour les expérimentations numériques de
la section 4.6. Les déformations étant plus importantes en non linéaire géométrique qu’en
petites perturbations, il semble normal d’accorder plus de poids à l’énergie de hourglass
pour le contrôle.

Au final, dans le cas d’un contrôle de hourglass nécessaire,
[
KNLstab

mixte
(
Uh

M
)]

remplace[
KNL

mixte
(
Uh

M
)]

pour le calcul des forces internes (cf. équation (4.27)). Cette modification
doit être réalisée dans l’algorithme de résolution 1. Dans cet algorithme, on calculera
aussi à cette étape l’amplitude des modes de hourglass. Celle-ci s’obtient comme dans
l’équation (3.69), c’est-à-dire :

{ai}=
[
KNLe

aiai

]−1 [
KNLe

aiu

(
Uh

M

)]
{U} , ∀i ∈ {1,2,3,4} , (4.34)

{U} étant solution de l’équilibre stabilisé (équation (4.33)).

4.5.2 Stabilisation de la matrice tangente

Dans un second temps, il est nécessaire de stabiliser la matrice tangente pour être
en mesure de déterminer l’incrément de déplacement dans l’algorithme 1. Pour cela, on
revient sur l’écriture de la stabilité de l’équilibre en non linéaire géométrique (voir sec-
tion 4.3). Cette fois-ci, l’équilibre à considérer est l’équilibre stabilisé (équation (4.33)).
En plus des nouveaux champs de déplacement et contrainte de la forme UM + αUM1
(champ virtuel associé U∗M) et Π̃ + αΠ̃1 (champ virtuel associé Π̃

∗), on regarde s’il
existe des nouveaux modes de hourglass dont la contrainte élémentaire est de la forme
Π̃

e
hgi

+αΠ̃
e
1hgi

, ∀i ∈ {1,2,3,4} (champs tests associés Π̃
e∗

hgi
, ∀i ∈ {1,2,3,4}) qui vérifient

aussi l’équilibre stabilisé. Π̃
e
hgi

est connu. Il a été calculé au cours de l’équilibre (voir équa-

tions (4.33) et (4.34)) : c’est la version continue de
(

aiΠ̃
eh
hgi

)
. Π̃

e
1hgi

correspond quant à lui

à l’inconnue, sa version discrète est de la forme
(

a1iΠ̃
eh
hgi

)
, a1i étant la nouvelle amplitude

inconnue de ce iième mode.
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4. Extension en non linéaire géométrique

En écrivant l’équilibre non linéaire géométrique stabilisé (équation (4.33)) pour ces
nouveaux champs, en faisant tendre α vers zéro, et en prenant donc uniquement en compte
le terme en α, (le terme constant par rapport à α s’annule puisque UM, Π̃ et Π̃

e
hgi

, ∀i ∈
{1,2,3,4} sont déjà solutions de l’équilibre stabilisé), on aboutit à une matrice de raideur
élémentaire de stabilisation pour le iième mode de la forme :[

KNLe

Tstabi

(
Uh

M,Π̃
eh

hgi

)]
=
{[

KNLe

Tuu

(
Π̃

eh

hgi

)]}
+
[
KNLe

Tuai

(
Uh

M

)][
KNLe

Taiai

]−1 [
KNLe

Taiu

(
Uh

M

)]
.

(4.35)
Les opérateurs classiques s’expriment comme suit :[

KNLe

Tuai

(
Uh

M

)]
=
[
KNLe

Taiu

(
Uh

M

)]T
=

∫
Ω0e

[
BL +BNL

(
Uh

M

)]T
RT Π̃eh

hgi
dΩ0e ;[

KNLe

Taiai

]
=

∫
Ω0e

Π̃eh
hgi

T
D−1Π̃eh

hgi
dΩ0e ,

(4.36)

et le terme en accolade unique bleu {·}, qui correspond à une raideur géométrique de
hourglass, se calcule tel que :

{U∗}T
[
KNLe

Tuu

(
Π̃

eh

hgi

)]
{U1}=

∫
Ω0e

R
(

εx
Q
[
Uh

M1
,Uh∗

M

])
: Π̃

eh

hgi
dΩ0e . (4.37)

Finalement, la matrice tangente stabilisée s’écrit :

[
KNLstab

Tmixte

(
Uh

M,Π̃
h
,Π̃

eh

hgi

)]
=
[
KNL

Tmixte

(
Uh

M,Π̃
h
)]

+
4

∑
i=1

Pi

[
KNLe

Tstabi

(
Uh

M,Π̃
eh

hgi

)]
, (4.38)

en fonction de la matrice tangente non stabilisée de l’équation (4.19). Comme pour la
stabilisation de l’équilibre, on prend 10 pour les paramètres (Pi)i=1,2,3,4. C’est cette ma-
trice tangente que l’on construit dans le cas d’apparition de modes de hourglass dans
l’algorithme 1. Avec cette modification ainsi que celle pour l’équilibre, l’élément mixte
est stabilisé pour le non linéaire géométrique.

4.6 Résultats numériques
On calcule pour finir un certain nombre de cas tests en non linéaire géométrique. L’ob-

jectif est de vérifier l’efficacité de l’extension en grandes rotations et grands déplacements
proposée dans ce chapitre pour l’élément mixte. On se restreint à la version quadratique
de l’élément mixte. Plus précisément, on envisage tout d’abord des problèmes de flam-
bage de structures en petites perturbations pour s’assurer de la bonne construction de la
matrice tangente. Ce n’est qu’ensuite qu’on se focalise sur les grandes rotations et grands
déplacements proprement dits. Pour ceux-ci, l’élément mixte sera non seulement comparé
aux éléments NURBS massifs coque standards de plus hauts degrés mais aussi, à d’autres
techniques éléments finis (NURBS et classique) jugées performantes dans la littérature.
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Résultats numériques

La règle d’intégration envisagée au départ pour les calculs est celle classique pour les
NURBS, à savoir l’utilisation de (p+1)× (q+1)×3 points de Gauss par élément pour
l’espace d’approximation Qp,q,2. On verra aussi qu’une deuxième règle impliquant moins
de points d’intégration pourra être envisagée pour diminuer le coût de l’élément mixte.
Pour la mise en œuvre des calculs, on reprend la démarche du chapitre 3 (voir, plus préci-
sément, section 3.6.1). On part d’un unique élément puis on applique le raffinement k. Le
maillage de la structure composé de N éléments dans la première longueur (c’est-à-dire
suivant ξ) et M éléments dans la deuxième longueur (direction η) est noté N ×M. On
reprend les désignations "Basique 2, 3, et 4" pour les éléments massifs coque standards,
"Mixte 2" ou "Mixte 2 hg" pour l’élément mixte sans ou avec contrôle de hourglass et,
"Référence" pour les solutions de références obtenues analytiquement ou à partir de la
littérature éléments finis.

4.6.1 Calculs du flambage linéaire de structures
Trois cas tests de flambage linéaire de coques sont étudiés. Le problème résolu ici est

le problème aux valeurs propres généralisées posé dans l’équation (4.23). Plus précisé-
ment, on calcule la première charge critique de flambage. On la note Pc. On regarde aussi
la forme du mode de flambage associé. Les références sont données par des formules
analytiques classiques.

4.6.1.1 La poutre droite encastrée en compression

On commence par étudier le problème simple du flambage d’une poutre droite sou-
mise à de la compression. On choisit d’encastrer la poutre à une des deux extrémités,
l’autre servant à appliquer l’effort (voir figure 4.2(a)). Le premier mode de flambage ob-
tenu avec l’élément "Mixte 2" pour un maillage 8×1 est montré dans la figure 4.2(b). Dû
à l’encastrement, il n’est pas nécessaire de stabiliser l’élément mixte. On trace ensuite la
convergence de la première charge critique Pc en fonction du nombre de points de contrôle
dans la longueur de la poutre (voir figure 4.3). On considère pour les maillages un unique
élément dans la largeur de la poutre. On prend comme référence la charge critique de
flambage donnée par la formule d’Euler :

Pcre f = EI
(

π

2L

)2
avec I =

bh3

12
. (4.39)

La référence vaut 2.056. C’est bien cette valeur qui est atteinte à convergence pour les
éléments massifs coque. La figure 4.3(b) constitue un zoom de la figure 4.3(a) proche de
cette solution de référence. On remarque une tendance similaire pour la charge critique
à ce qui a pu être observé au niveau des déplacements en petites perturbations dans le
chapitre précédent : la stratégie mixte pour l’ordre 2 possède une précision équivalente à
la stratégie basique d’ordre 4 pour des maillages grossiers. Les éléments basiques d’ordres
inférieurs sont eux sujets à du verrouillage ce qui donne une convergence plus lente de la
charge critique de flambage.
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4. Extension en non linéaire géométrique

encastré

F

(a) Description et données du problème. (b) Mode de flambage (Mixte 2, 8×1).

FIGURE 4.2: Flambage d’une poutre droite encastrée d’un côté et soumise à de la com-
pression de l’autre.
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(b) Fenêtre zoomée.

FIGURE 4.3: Convergence de la charge critique de flambage Pc pour la poutre en com-
pression.

4.6.1.2 Le cylindre infini comprimé par une pression externe

Le second problème de flambage linéaire envisagé concerne la compression radiale
d’un cylindre infini. Le modèle associé pour le calcul est présenté dans la figure 4.4(a). En
profitant de la symétrie du problème, on se restreint à l’étude d’un huitième de cylindre.
L’élément mixte est stabilisé (élément "Mixte 2 hg") car les conditions aux limites en
déplacement ne permettent pas ici de faire disparaitre les modes de hourglass. On montre
le premier mode de flambage obtenu avec l’élément mixte pour un maillage 8× 8 (cf.
figure 4.4(b)). La convergence de la première charge critique de flambage associée Pc
est tracée dans la figure 4.5. Un même nombre d’éléments par côté est considéré pour
les maillages. On ne considère pas les forces de pression suiveuse dans le modèle. La
référence peut se calculer via la formule analytique suivante :

Pcre f =
E

3(1−ν2)

(
h
R

)3

. (4.40)
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Résultats numériques

Il semble que l’on converge avec le modèle et l’utilisation d’éléments massifs coque pour
le résoudre vers une solution légèrement inférieure (on trouve 0.00364 contre 0.00366 soit
0.6% de différence). Toujours la même tendance confirmant la supériorité de l’approche
mixte en terme de précision est observée. La stratégie mixte conduit à une très bonne pré-
cision pour des maillages grossiers vis-à-vis de la stratégie basique d’augmenter l’ordre
d’approximation. D’un point de vue quantitatif, l’élément "Mixte 2 hg" apparait encore
plus précis que l’élément "Basique 4" pour approcher la charge critique de flambage sur
ce problème.

sym

libre

Pression

R

H

sym

sym

(a) Description et données du problème. (b) Mode de flambage
(Mixte 2 hg, 8×8).

FIGURE 4.4: Flambage d’un cylindre infini comprimé par une pression externe.
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FIGURE 4.5: Convergence de la charge critique de flambage Pc pour le cylindre com-
primé.
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4. Extension en non linéaire géométrique

4.6.1.3 L’hémisphère encastré comprimé par une pression externe

Pour terminer sur le flambage linéaire, on calcule l’hémisphère encastré comprimé
radialement par une pression externe. On utilise la symétrie pour se réduire à l’étude
d’un quart du problème (voir figure 4.6(a)). L’encastrement permettant de supprimer les
modes de hourglass, l’élément "Mixte 2" suffit. Des maillages composés du même nombre
d’éléments dans les deux directions de la surface sphérique sont utilisés pour le calcul.
On montre dans la figure 4.6(b) le mode de flambage pour "Mixte 2" et 8× 8 éléments
et la convergence de la charge critique associée est tracée sur la figure 4.7. De nouveau,
on néglige les forces de pression suiveuse. La référence peut se calculer avec la formule
suivante :

Pcre f =
2E√

3(1−ν2)

(
h
R

)2

. (4.41)

La solution atteinte à convergence de notre modèle avec le calcul des éléments massifs
coque est 24.08 contre 24.21 en théorie (soit 0.5% de différence). Encore une fois, l’élé-
ment mixte d’ordre 2 est très précis et semble se comporter mieux que l’élément basique
d’ordre 4 pour l’étude du flambage sur ce problème.

sym

encastré
R

Pression

sym

(a) Description et données du problème. (b) Mode de flambage (Mixte 2,
8×8).

FIGURE 4.6: Flambage de l’hémisphère encastré comprimé par une pression externe.

De tels résultats concernant le flambage linéaire nous amènent à penser que la matrice
tangente établie dans la section 4.3 est cohérente pour l’élément mixte. Il faut à présent vé-
rifier la mise en place proposée pour l’élément dans le cadre de problèmes véritablement
non linéaires géométriques. C’est l’objet de la partie suivante.

4.6.2 Calculs en non linéaire géométrique
Trois cas tests du même type que ceux étudiés dans le cadre des petites perturba-

tions (cf. section 3.6) sont considérés en grandes rotations et grands déplacements. Cette
fois-ci, les chargements sont plus intenses d’où la nécessité de se placer en non linéaire
géométrique pour résoudre. Pour les calculs, on met en place l’algorithme non linéaire in-
crémental 1 de la partie 4.4 avec, si besoin, le contrôle de hourglass de la section 4.5. On
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FIGURE 4.7: Convergence de la charge critique de flambage Pc pour l’hémisphère encas-
tré comprimé.

prendra comme paramètres une précision de l’algorithme ε = 10−5 et un nombre maxi-
mum d’itérations nbmax = 25. Le pas de chargement ∆F est choisi en fonction du cas
test, de sorte qu’il y ait globalement une convergence de l’algorithme en moins de dix
d’itérations.

En plus de la comparaison avec les éléments "Basique 2, 3 et 4", nous comparons
la fiabilité de la stratégie vis-à-vis de deux autres techniques coques performantes au-
jourd’hui. Dans le contexte NURBS, on va considérer pour la comparaison l’élément
solid-like shell Bézier ("SLSBEZ") de [HOS 13]. En effet, même si cette technique n’a
pas pour objectif premier de traiter le verrouillage, elle envisage un modèle quasi massif
et cherche à être performante pour des degrés relativement bas. C’est celle qui semble la
plus proche de la notre en non linéaire géométrique coque NURBS aujourd’hui. On dé-
signe l’élément cubique qui en découle par "SLSBEZ 3". Dans le contexte éléments finis
classiques, on choisit de se comparer à l’élément "SHB8PS" de [ABE 09]. Cet élément est
une brique à 8 nœuds qui, même si intégrant une relation de comportement 3D modifiée,
apparait compétitive vis-à-vis des autres techniques éléments finis traditionnels massifs
coque. Les fonctions d’interpolation étant linéaires, on note cet élément "SHB8PS 1".

4.6.2.1 L’hémisphère pincé avec un trou

On commence par étudier le problème de l’hémisphère pincé avec un trou (voir fi-
gure 4.8). Ce problème est très proche de l’hémisphère pincé traité dans le chapitre précé-
dent en petites perturbations (cf. figure 3.8). Cette fois-ci, la coque hémisphérique possède
un trou en son sommet et c’est le point sommet à gauche du quart d’hémisphère (point C
sur la figure 4.8) que l’on choisit de fixer suivant z. On rappelle que la version en petites
perturbations de ce problème existe également et que les résultats correspondants peuvent
être trouvés dans l’annexe E. Ce cas test a été beaucoup utilisé en non linéaire pour vé-
rifier l’absence de verrouillage en membrane et la bonne représentation des mouvements
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4. Extension en non linéaire géométrique

de corps rigides (voir, par exemple parmi les premiers travaux, [SIM 90a, BUE 92]). La
charge maximale Fmax vaut 100. On prend un pas de chargement ∆F = 5 pour le calcul.
Le contrôle de hourglass de la section 4.5 est effectué pour l’élément mixte puisque des
modes de hourglass peuvent apparaître dans ce problème. On va s’intéresser à la courbe
du chargement F en fonction du déplacement u au cours du calcul. Le déplacement u
est le déplacement concernant le point A suivant la direction de l’effort (cf. figure 4.8 de
nouveau). On prend comme référence la solution de l’élément fini traditionnel coque S4R
d’ABAQUS avec un maillage 16×16 fournie dans [HOS 13].

sym

sym

libre

libre

x y

z

F F

u A

C

FIGURE 4.8: Hémisphère pincé avec un trou : description et données du problème.

La figure 4.9 montre la configuration déformée de l’hémisphère obtenu à la fin du
calcul avec l’élément "Mixte 2 hg" et un maillage 8×8. On n’observe pas d’oscillations
de la déformée : l’extension du contrôle de hourglass en non linéaire géométrique (sec-
tion 4.5) semble valide sur ce problème. Ensuite, on présente dans la figure 4.10 les solu-
tions F/Fmax = f (u) pour les différents éléments : "Basique 2" (figure 4.10(a)), "Basique
3" (figure 4.10(b)), "Basique 4" (figure 4.10(c)), et "Mixte 2 hg" (figure 4.10(d)). Pour
chacun des éléments, les maillages 4× 4, 8× 8, et 16× 16 sont considérés. On retrouve
les mêmes tendances que pour l’étude en petites perturbations et l’étude du flambage li-
néaire ce qui atteste de la performance de l’élément en non linéaire géométrique sur ce
cas test. On constate toujours que :

1. Augmenter le degré pour les éléments basiques permet d’améliorer la solution, mais
pour l’ordre 3 et 4, une bonne approximation nécessite tout de même 16× 16 élé-
ments. Les solutions des maillages plus grossiers sont trop raides à cause du ver-
rouillage.

2. Adopter une stratégie mixte permet d’obtenir une bonne approximation de la so-
lution pour un ordre 2 et un maillage plus grossier (4×4). Le verrouillage semble
éliminé avec cette stratégie ce qui confère à l’élément mixte développé une très
bonne précision pour des maillages très grossiers.

On compare ensuite dans la figure 4.11 les solutions de l’élément "Mixte 2 hg" avec
les solutions de l’élément "SLSBEZ 3". Il apparait qu’un maillage 16×16 est nécessaire
pour obtenir une solution correcte avec "SLSBEZ 3". Ce maillage est donc à comparer
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Résultats numériques

FIGURE 4.9: Configuration déformée (amplitude 1, |UMx |) pour l’hémisphère pincé avec
un trou en fin de calcul non linéaire géométrique avec "Mixte 2 hg" et 8×8 éléments.

au maillage 8× 8 (ou même 4× 4) pour "Mixte 2 hg". Ceci est fait dans le tableau 4.1
qui donne le nombre de degrés de liberté (DDLs) et le nombre de points de Gauss (PGs)
associés à ces maillages. Ces résultats confirment la performance de l’élément "Mixte 2
hg". On a besoin de beaucoup moins de degrés de liberté et de points de Gauss qu’avec
l’élément "SLSBEZ 3" pour atteindre une précision équivalente.

Maillage SLSBEZ 3 16×16 Mixte 2 hg 4×4 Mixte 2 hg 8×8
Nombre de DDLs 2527 324 900
Nombre de PGs 4096 432 1728

TABLE 4.1: Comparaison pour l’hémisphère pincé avec un trou : nombre de DDLs et de
PGs pour les différents maillages de convergence.

Remarque 25 Il est à noter que le nombre de degrés de liberté pris en compte pour l’élé-
ment mixte renferme uniquement les inconnues en déplacement de la formulation mixte.
En effet, comme on choisit d’appliquer une condensation statique dans ce travail, c’est la
taille de la matrice condensée qui est importante pour la résolution (cf. équation (4.19)).
Le faible nombre de degrés de liberté en déplacement et de points de Gauss de l’élément
mixte est un bon indicateur d’efficacité mais il se doit d’être nuancé puisque la matrice
condensée est pleine. Pour être plus juste, il faudrait compter le nombre d’opérations
nécessaires à la construction et à l’inversion de la matrice de rigidité globale. Ceci dé-
pend de l’algorithme envisagé pour la résolution des systèmes linéaires. Comme dit en
section 2.4, si cela est cohérent avec l’environnement informatique à disposition, la mise
en place d’un algorithme itératif (de type gradient conjugué) permettrait certainement
de contourner le problème de matrice de rigidité pleine. Par ailleurs, peut-être qu’une
méthode de type "B locale", comme celle établie pour les petites perturbations dans le
chapitre précédent (section 3.4.3), pourrait aussi être envisagée en non linéaire géomé-
trique pour conserver une structure creuse de la matrice de raideur globale.
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4. Extension en non linéaire géométrique
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(b) Basique 3.
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(c) Basique 4.
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(d) Mixte 2 hg.

FIGURE 4.10: Courbes chargement-déplacement F/Fmax = f (u) pour l’hémisphère pincé
avec un trou en non linéaire géométrique.
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FIGURE 4.11: Comparaison des solutions "Mixte 2 hg" avec les solutions "SLSBEZ 3"
de [HOS 13] sur l’hémisphère pincé avec un trou.
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Résultats numériques

4.6.2.2 L’étirement d’un cylindre avec bords libres

Le deuxième cas test envisagé constitue la version non linéaire du cylindre avec bord
libre du chapitre précédent (cf. figure 3.21). La géométrie, les conditions aux limites en
déplacement et les paramètres matériaux sont identiques (voir figure 4.12). La différence
en non linéaire géométrique provient du chargement. Le cylindre est à présent étiré jus-
qu’à application d’une charge maximale Fmax = 10000 pour le huitième de problème.
Ce chargement fait subir au cylindre des rotations considérables, combinant des effets de
flexion et de membrane, ce qui le rend très délicat à résoudre numériquement. Pour cette
raison, ce cas test est devenu très populaire (on peut citer ici [GRU 89, SZE 04] si l’on se
réduit uniquement à deux références). Un pas de chargement ∆F = 100 est considéré pour
le calcul. Des modes de hourglass pouvant apparaître, l’élément mixte est stabilisé. Les
relations effort F - déplacements radiaux UAz , −UBx et −UCx sont intéressantes à mon-
trer au cours du calcul (voir, encore, figure 4.12 pour la localisation des points A, B et
C). Pour étudier la convergence, on a considéré les maillages 8×8, 16×8 et 16×16, la
première direction ξ étant la direction circonférentielle et la deuxième η étant la direc-
tion longitudinale (figure 4.12). La convergence pour l’élément "Mixte 2 hg" semblant
déjà atteinte pour 8×8 éléments, on présente uniquement les résultats pour le maillage le
plus grossier. La référence donnée dans Sze et al. [SZE 04] qui utilisait l’élément coque
traditionnel S4R avec notamment des maillages 24×16 et 36×24 est reprise ici.

x

y
z

sym

sym

sym libre

L/2

R

F

A

B

C

UAz

UBX

UCX

direction longitudinale

direction circonférentielle

FIGURE 4.12: Cylindre avec bords libres étiré : description et données du problème.

Des configurations déformées au cours du calcul obtenues avec l’élément "Mixte 2
hg" sont montrées dans la figure 4.13 et les courbes effort normalisé-déplacement sont
tracées sur la figure 4.14. Concernant le comportement de ce cas test, les résultats ré-
vèlent la présence de deux régimes : le premier est dominé par les effets de flexion et est
caractérisé par de grands déplacements et de grandes rotations, alors que ce sont princi-
palement des effets de membrane qui sont présents dans le second régime. De plus, on
peut noter l’apparition d’un phénomène de pincement du cylindre lorsque le chargement
atteint une valeur critique proche de 5000. À cet instant, le point C change son sens de
déplacement. D’un point de vue qualité de la solution, on retrouve une précision équiva-
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4. Extension en non linéaire géométrique

lente pour "Basique 4" et "Mixte 2 hg". Il apparait que pour un maillage 8× 8 seuls ces
deux éléments soient en mesure d’approcher convenablement la solution de référence du
problème.

(a) Déformée pour F = 1000. (b) Déformée pour F = 4000.

(c) Déformée pour F = 6000. (d) Déformée pour F = 10000.

FIGURE 4.13: Configurations déformées (amplitude 1, UMz) pour le cylindre étiré au
cours du calcul non linéaire géométrique avec "Mixte 2 hg" et 8×8 éléments.

Enfin, on compare sur ce problème les résultats de l’élément "Mixte 2 hg" avec ceux
des éléments "SLSBEZ 3" et "SHB8PS 1" (voir figure 4.15). Il semble que le maillage
de convergence pour "SLSBEZ 3" soit composé de 16 éléments par côté et il est dit
dans [ABE 09] qu’un maillage 30×20 soit nécessaire pour avoir convergence avec l’élé-
ment "SHB8PS 1". Le tableau 4.2 donne les caractéristiques de ces maillages avec celles
du maillage 8× 8 pour l’élément "Mixte 2 hg". De nouveau, on peut constater la com-
pétitivité de l’élément "Mixte 2 hg" vis-à-vis de l’élément "SLSBEZ 3". Ensuite, on peut
noter que les stratégies NURBS sont meilleures en terme de nombre de degrés de liberté
mais moins intéressantes en terme de nombre de points de Gauss par rapport à la stratégie
éléments finis traditionnels. Cette constatation est récurrente dans le domaine. De façon
simple, c’est la règle classique de (p+1) points de Gauss par élément pour des fonctions
de degré p qui est prise ici pour les NURBS. Or, il est bien connu que cette règle est loin
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(a) Basique 2.
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(b) Basique 3.
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(c) Basique 4.
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(d) Mixte 2 hg..

FIGURE 4.14: Courbes chargement-déplacement F/Fmax = f (UAz), F/Fmax = f (−UBx)
et F/Fmax = f (−UCx) pour le cylindre étiré (maillage 8×8) en non linéaire géométrique.
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FIGURE 4.15: Comparaison des solutions "Mixte 2 hg" avec les solutions "SLSBEZ 3"
de [HOS 13] et "SHB8PS 1" de [ABE 09] sur le cylindre étiré.
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4. Extension en non linéaire géométrique

d’être optimale pour des fonctions de continuité supérieure (cf. [HUG 10]).

Maillage SLSBEZ 3 16×16 Mixte 2 hg 8×8 SHB8PS 1 30×20
Nombre de DDLs 2527 900 3906
Nombre de PGs 4096 1728 1200

TABLE 4.2: Comparaison pour le cylindre étiré : nombre de DDLs et de PGs pour les
différents maillages de convergence.

La recherche de règles d’intégration plus optimales et pratiques pour les NURBS
semble connaitre un intérêt important aujourd’hui en IGA. Notamment, Schillinger et
al. [SCH 14] se sont très récemment attachés à développer des règles d’intégration plus
efficaces pour les NURBS de bas degrés avec l’objectif d’une implémentation aisée dans
les codes de calcul. La règle la plus simple de ce travail est certainement la règle dite
de Gauss réduite : elle consiste à prendre p points de Gauss au lieu de (p+ 1) pour des
fonctions de degré p. Pour s’assurer de ne pas rencontrer d’instabilité, il est nécessaire
d’après [SCH 14] de considérer un maillage composé d’un nombre suffisant d’éléments
(le cas d’un unique élément ou le cas d’une unique ligne d’éléments peut poser des diffi-
cultés). Pour avoir une règle générale quelle que soit la taille du maillage, [SCH 14] ont
proposé de conserver la règle de Gauss classique pour les éléments de bords. Sans ça,
il est à noter que la règle de Gauss réduite avait déjà été utilisée pour des NURBS de
degré 2 dans [BEN 11] en modèle de structure coque. La règle semblait bien fonction-
ner et permettait de limiter considérablement le coût de calcul pour des problèmes non
linéaires. La nécessité de prendre un certain nombre d’éléments pour le maillage va dans
le sens de notre travail concernant la stabilisation qui fait intervenir un élément milieu
(cf. remarque 21). Ainsi, on se propose maintenant d’appliquer la règle de Gauss réduite
à notre élément mixte de degré 2. La règle de Gauss réduite est appliquée partout dans
la structure (pas de traitement différent des éléments de bords), les cas de maillages très
grossiers n’étant pas envisagés. Le nouvel élément obtenu est noté "Mixte 2 hg réd". Il
se calcule avec 2 points de Gauss dans chaque direction. L’utilisation de ces 2 points de
Gauss uniquement ne devrait pas dégrader la formulation mixte puisque cette règle de 2
points de Gauss est cohérente vis-à-vis des fonctions linéaires qui génèrent l’espace des
contraintes. C’est en tout cas ce que l’on observe sur cet exemple : les solutions obte-
nues sont quasiment identiques à celles calculées avec une intégration classique et aucune
instabilité supplémentaire n’est à déplorer. On reporte dans le tableau 4.3 les caractéris-
tiques du maillage 8× 8 pour le nouvel et l’ancien élément. Le nouvel élément NURBS
devient dès lors compétitif vis-à-vis de l’élément fini classique même en terme de nombre
de points de Gauss pour une précision équivalente.

4.6.2.3 La poutre vrillée sous chargement hors-plan

Le dernier problème calculé concerne une poutre vrillée encastrée à une extrémité
et soumise à une charge concentrée hors-plan à l’autre extrémité (voir figure 4.16). Ce
problème est bien connu pour évaluer la performance des éléments dans le contexte des
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Résultats numériques

Maillage Mixte 2 hg 8×8 Mixte 2 hg réd 8×8
Nombre de DDLs 900 900
Nombre de PGs 1728 512

TABLE 4.3: Caractéristiques du maillage de convergence du problème du cylindre étiré
pour l’élément mixte avec intégration de Gauss classique et réduite.

structures vrillées. La distorsion des éléments augmente la sévérité du cas test concernant
le verrouillage. Suivant la valeur de l’effort appliqué, le cas test existe en petites per-
turbations ainsi qu’en non linéaire géométrique. On rappelle que le problème en petites
perturbations a été envisagé en complément des cas tests du chapitre 3 et est présenté en
annexe E. Ici, c’est la version en grands déplacements et en grandes rotations que l’on
cherche à résoudre. Pour cela, une épaisseur h = 0.032 est envisagée et l’effort atteint
Fmax = 40. La surface moyenne de la structure est définie par l’équation paramétrique
suivante : 

x = 2θL/π ;
y = scosθ ;
z =−ssinθ ;
avec 0≤ θ≤ π/2 et −b/2≤ s≤ b/2.

(4.42)

Cette surface est une surface hélicoïdale. Ainsi, on ne peut pas la représenter exacte-
ment avec les fonctions NURBS (cf. section 1.1.1). Pour calculer le problème, on propose
d’approcher la géométrie à l’aide d’un unique élément NURBS quadratique dans la lon-
gueur puis, de conserver cette géométrie au cours du raffinement du maillage NURBS. La
construction de la géométrie approchée est expliquée dans l’annexe E. Elle est très proche
de la géométrie exacte si bien que les solutions obtenues pour le problème non linéaire
sont similaires aux solutions éléments finis habituelles.

x
y

z

F

A

encastré

(x,y,z)

bL

U  Ax

U   Ay

U   Az

FIGURE 4.16: Poutre vrillée : description et données du problème.

Pour l’étude, on considère l’élément "Mixte 2" car les modes parasites sont bloqués
par la présence de l’encastrement. Le pas de chargement pris est ∆F = 1. On s’intéresse
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4. Extension en non linéaire géométrique

aux courbes de l’effort normalisé (F/Fmax) en fonction du déplacement du centre de la
section à l’extrémité (UAy , −UAx et UAz) (voir, de nouveau, figure 4.16 pour les direc-
tions des déplacements). Pour la convergence, les maillages 4×1, 8×2 et 16×4 ont été
considérés. La convergence étant obtenue pour le maillage 8× 2 avec l’élément "Mixte
2", on montre les résultats pour ce maillage intermédiaire uniquement. Les solutions sont
comparées à la référence donnée dans Smolenski [SMO 99].

On procède comme pour les deux cas tests précédents pour l’étude. On montre des
configurations déformées (voir figure 4.17) pour l’élément mixte puis, on s’intéresse aux
réponses effort normalisé-déplacement au cours du calcul pour les éléments basiques
d’ordres supérieurs et pour l’élément mixte (voir figure 4.18). On retrouve la performance
attendue : l’élément "Mixte 2" semble converger plus rapidement que l’élément basique
d’ordre 4 (c’est le seul qui donne une bonne approximation de la solution en fin de calcul
avec un maillage 8×2). Ensuite, on compare l’élément "Mixte 2" à l’élément "SHB8PS
1" (voir figure 4.19). Il était nécessaire de prendre un maillage 24×4 pour avoir conver-
gence pour la brique à 8 nœuds. On compare ce maillage au maillage 8×2 pour l’élément
"Mixte 2" dans le tableau 4.4. De nouveau, la stratégie proposée se comporte mieux d’un
point de vue nombre de degrés de liberté. Cependant, il faut améliorer la technique d’in-
tégration NURBS pour concurrencer d’un point de vue nombre de points d’intégration
la stratégie traditionnelle éléments massifs coque. Pour ceci, on applique comme dans
l’exemple précédent du cylindre la technique d’intégration de Gauss réduite proposée
dans [SCH 14]. Encore une fois, aucune instabilité supplémentaire n’a été relevée sur ce
cas test avec cette stratégie. La solution associée "Mixte 2 réd" est quasiment identique à
la solution "Mixte 2". En revanche, celle-ci s’obtient pour un nombre de points de Gauss
équivalent à celui du maillage "SHB8PS 1" (voir de nouveau tableau 4.4), ce qui confirme
la compétitivité de l’élément proposé vis-à-vis des stratégies performantes éléments finis
classiques.

FIGURE 4.17: Configurations déformées (amplitude 1, UMy) au cours du calcul non li-
néaire géométrique pour la poutre vrillée avec "Mixte 2" et 8×2 éléments.
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(a) Basique 2.
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(b) Basique 3.
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(c) Basique 4.
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FIGURE 4.18: Courbes chargement-déplacement F/Fmax = f (UAy), F/Fmax = f (−UAx)
et F/Fmax = f (UAz) pour la poutre vrillée (maillage 8×2) en non linéaire géométrique.
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FIGURE 4.19: Comparaison des solutions "Mixte 2" avec les solutions "SHB8PS 1"
de [ABE 09] sur la poutre vrillée.
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4. Extension en non linéaire géométrique

Maillage Mixte 2 8×2 Mixte 2 réd 8×2 SHB8PS 1 24×4
Nombre de DDLs 360 360 750
Nombre de PGs 432 128 192

TABLE 4.4: Comparaison pour la poutre vrillée : nombre de DDLs et de PGs pour les
différents maillages de convergence.

4.7 Conclusion résumée
Dans ce dernier chapitre, l’élément mixte établi précédemment pour les petites per-

turbations à été étendu en non linéaire géométrique. Le travail réalisé ici consiste ainsi
principalement en une application dans le contexte non linéaire des idées plus fondamen-
tales du chapitre précédent. Les points importants à souligner concernant cette application
sont les suivants :

1. L’étude de la stabilité de l’équilibre mixte en non linéaire géométrique a permis
d’établir la matrice tangente mixte nécessaire à une bonne convergence de l’algo-
rithme de résolution.

2. Une démarche de contrôle de hourglass en repartant de l’étude de la stabilité de
l’équilibre a été proposée pour effectuer la stabilisation de l’élément en non linéaire
géométrique.

3. L’élément qui en découle conserve ses propriétés intéressantes en non linéaire géo-
métrique : l’élément quadratique parait plus précis que des éléments de degré 4
standards et semble tout à fait compétitif vis-à-vis des éléments coque NURBS et
classiques performants aujourd’hui.
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Conclusions et perspectives

Ce travail s’inscrit dans le contexte de développement de nouveaux éléments finis
performants pour le calcul de structures coques. Pour cela, l’idée était d’utiliser l’ana-
lyse isogéométrique avec les fonctions NURBS. Plus précisément, comme la technologie
NURBS permet de représenter dans la plupart des cas la géométrie exacte de la coque
avec peu d’éléments de bas degrés, l’objectif était d’obtenir une bonne approximation
de la solution avec un tel maillage NURBS. Nous avons choisi de nous orienter vers
la construction d’éléments massifs coque afin de proposer une alternative intéressante à
l’ingénieur vis-à-vis des approches purement modèle de structure. Dans l’approche élé-
ments massifs coque, la structure mince est discrétisée en utilisant une unique couche
d’éléments massifs continus 3D dans l’épaisseur. Ainsi, les seuls degrés de liberté sont
des déplacements. Les cinématiques de coque (souvent compliquées) sont dès lors élimi-
nées et la caractérisation du comportement dans l’épaisseur est directe. L’implémentation
pour des simulations complexes est simplifiée. Pour obtenir un élément NURBS massif
coque précis pour de bas degrés d’interpolation et des maillages grossiers, il a été néces-
saire d’implémenter des techniques particulières pour gérer le verrouillage qui pénalise
fortement l’élément.

Avant de s’intéresser aux éléments massifs coque proprement dits, nous avons cherché
à étendre les méthodes sans verrouillage classiques dans le cadre NURBS pour supprimer
le verrouillage en cisaillement transverse et en membrane d’une poutre courbe de Timo-
shenko. La question a été de savoir comment modifier les composantes de déformation
de cisaillement transverse et de membrane lorsque celles-ci proviennent d’une approxi-
mation NURBS. L’étude a conduit à l’émergence de deux nouvelles stratégies pour les
NURBS [BOU 12] : la première fait appel à une procédure d’intégration réduite tandis
que la seconde consiste en une projection B des déformations.

La technique d’intégration réduite est basée sur une règle de Gauss. Comme les règles
de Gauss classiques ne sont pas parfaitement adaptées à la continuité supérieure des
NURBS [HUG 10], la méthode se restreint aux fonctions quadratiques pour lesquelles
seuls deux cas de continuité sont à traiter : C0 et C1. La règle consiste à prendre un point
de Gauss par élément et à ajouter, pour contrôler un mode hourglass, un point de Gauss
supplémentaire ou une raideur élémentaire de stabilisation pour un des éléments entre
deux nœuds de continuité C0. Il en résulte une stratégie attractive car facile à implémenter
et de faible coût de calcul. Toutefois, il a pu être montré que cette méthode élimine le
verrouillage mais fournit une solution un peu trop souple, c’est-à-dire qui est supérieure
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à la solution obtenue dans le cas où il n’y pas de verrouillage. Ceci témoigne de la non
optimalité de la règle réduite du fait de l’utilisation des points de Gauss.

À l’inverse, la méthode B, qui est dérivée des travaux de [ELG 07] dans le cadre
des structures quasi-incompressibles, fournit un formalisme suffisamment général pour
incorporer naturellement tous les types de degré et de continuité des NURBS. La stratégie
propose de projeter les déformations sur un espace de degré et de continuité inférieurs de
un à celui des déplacements en utilisant la norme L2. L’élément B qui en découle apparait
être le plus compétitif : il est le plus robuste et le plus précis. Cependant, le prix à payer
est le traitement d’une matrice de raideur globale de petite taille mais pleine. De plus, une
autre caractéristique importante de la méthode a pu être établie à l’issue de l’étude : il a
pu être montré que la méthode B est équivalente à une méthode mixte, pour laquelle les
efforts sont recherchés dans le même espace que les déformations projetées. Ceci justifie
la construction de la projection B utilisée dans le cadre NURBS.

Suite à cette étude préliminaire, nous avons été en mesure d’aborder la question de
la construction d’éléments NURBS massifs coque sans verrouillage. Pour ces éléments,
un loi de comportement 3D complète a été envisagée. Le formalisme général de la mé-
thode B semblant plus adapté, le but était d’étendre celui-ci au cas des éléments massifs
coque. Pour cela, il a fallu tout d’abord extraire les contributions responsables des nom-
breux verrouillages de l’élément massif coque, c’est-à-dire le verrouillage en cisaillement
(transverse et plan), le verrouillage en membrane et, le verrouillage en pincement. L’idée
a alors été de considérer la moyenne dans l’épaisseur de la coque des composantes du
tenseur de déformation et de contrainte [BOU 13b]. Cette idée parait cohérente vis-à-vis
de ce qui serait fait en modèle de structure : les efforts généralisés qui s’avèrent res-
ponsables des verrouillages sont construits en faisant l’intégrale des contraintes associées
dans l’épaisseur de la coque. Ensuite, la deuxième étape à consisté à écrire la formula-
tion B permettant de modifier l’interpolation de ces contributions. Pour faire cela de façon
consistante, nous nous sommes rendu compte qu’il était nécessaire de partir d’une for-
mulation mixte de laquelle nous avons pu dériver la projection B équivalente [BOU 13a].
Cette démarche constitue d’un point de vue théorique le résultat principal du travail : une
méthode systématique pour construire une projection B consistante semble être de passer
par une formulation mixte. Il est à noter qu’une telle démarche avait été réalisée en élé-
ments finis classiques à la fin des années 70 pour attester de la performance des techniques
d’intégration réduite (cf. [MAL 78]). La méthode mixte apparait ainsi comme la véritable
méthodologie à privilégier pour traiter le verrouillage.

D’un point de vue mise en œuvre, il est apparu que l’élément construit conduit à
une matrice de rigidité globale pleine et, à l’apparition de modes parasites dans certaines
situations. La première caractéristique semble inhérente aux traitements du verrouillage
des fonctions NURBS (cf. [ELG 07, ECH 10]) et la deuxième est tout à fait classique
en éléments massifs coque (voir [ABE 09, SOU 07, REE 07, BAS 12]). Pour limiter le
premier défaut, nous avons proposé d’appliquer une procédure de type moindres carrés
locaux [MIT 11, GOV 12] pour rendre locale la projection B à chacun des éléments du
maillage [BOU 13a]. Ceci a permis deux améliorations sur la matrice de rigidité globale :
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une construction plus simple à réaliser et une structure creuse rendant la résolution plus
aisée. Un contrôle de hourglass classique en ajoutant des rigidités artificielles de stabili-
sation a aussi été effectué pour résoudre le deuxième point [BOU 14]. Du fait de la plus
haute continuité des fonctions NURBS, nous avons pu nous limiter au calcul de ces rigi-
dités artificielles dans un seul élément du maillage. Le contrôle de hourglass se transmet
ensuite dans toute la structure du fait la continuité des déformations au travers des élé-
ments. La stabilisation est donc peu coûteuse. Nous nous sommes restreint pour celle-ci
à la version quadratique de l’élément.

Pour finir, nous avons étendu l’élément en non linéaire géométrique et flam-
bage [BOU 14]. Nous avons conservé la relation de comportement élastique linéaire mais
nous nous sommes placés cette fois-ci dans le cas des grands déplacements et grandes
rotations. Le but était d’illustrer le potentiel de l’élément à être utilisé par l’ingénieur
pour mener des simulations complexes. La méthodologie étant basée sur une formulation
mixte, c’est plus précisément l’élément mixte que nous avons traité. Ce dernier travail
a principalement consisté en une application dans le contexte non linéaire des notions
plus fondamentales établies précédemment. Nous avons ainsi écrit l’équilibre mixte non
linéaire, étudié sa stabilité pour dériver la matrice tangente mixte, puis proposé une stra-
tégie pour effectuer le contrôle de hourglass à la fois pour l’équilibre et pour la matrice
tangente.

En termes de résultats, il en résulte deux éléments NURBS massifs coque sans ver-
rouillage. Le premier élément est l’élément mixte ou l’élément B. Il fait appel à la mé-
thode mixte ou, de façon équivalente, à la projection B consistante. Le deuxième élément
est celui pour lequel la projection B est approchée avec les moindres carrés locaux, il est
nommé élément "B local". Même si a priori valables pour tout ordre d’approximation,
ces éléments se sont avérés surtout efficaces pour du degré 2 dans les trois directions
de l’espace. C’est pour cela que la stabilisation des modes de hourglass n’a été réalisée
que pour le quadratique. Concernant la direction de l’épaisseur, le degré 2 semble cohé-
rent car nous retrouvons la description classique utilisée pour construire un modèle de
structure coque, à savoir la distribution linéaire de la plupart des contraintes et déforma-
tions dans l’épaisseur. Concernant les directions des longueurs de la coque, il est apparu
que comme le verrouillage était vraisemblablement éliminé pour le degré 2, l’élévation
d’ordre n’améliorait pas sensiblement la solution pour des maillages grossiers.

Le premier élément est le plus précis. La méthode "B locale" n’implique qu’une très
faible dégradation de la précision pour le deuxième élément mais permet de préserver une
structure creuse de la matrice de rigidité. La largeur de bande de cette matrice est environ
deux fois supérieure à la largeur de bande rencontrée en éléments finis. Ces deux éléments
quadratiques sont de meilleure qualité, en terme de précision pour un même nombre de
degrés de liberté, que les éléments NURBS coques standards de degré 4 (cf. [KIE 09,
BEN 10]). Ils paraissent aussi plus précis que les autres éléments NURBS massifs coque
parus très récemment [CAR 14, CAS 14] et se comparent aux éléments purement modèle
de structure de [ECH 13], pour lesquels l’insensibilité au verrouillage a été montrée. Seul
l’élément mixte a été étendu en non linéaire géométrique. Il conserve dans ce cadre sa
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précision supérieure. Il apparait compétitif vis-à-vis d’autres stratégies NURBS [HOS 13]
et classique [ABE 09] jugées aujourd’hui performantes en coque.

L’extension en non linéaire géométrique est intéressante pour l’ingénieur mais pas
tout à fait suffisante si l’objectif final est d’implémenter l’élément dans un code de calcul
industriel. Pour cela, il resterait à traiter la plasticité à laquelle les structures sont sou-
vent sujettes pour des sollicitations réelles. Pour pouvoir intégrer le comportement élasto-
plastique, il faudra certainement repartir de la méthode mixte. Les difficultés seront d’une
part d’écrire l’équilibre en faisant clairement ressortir la contrainte mixte et d’autre part,
de s’assurer que cette contrainte vérifie à chaque itération la loi d’écoulement plastique.
Le premier point implique que le passage à l’élément mixte condensé sera probablement
à proscrire, ce qui rendra l’équivalence avec une méthode B délicate. Pour répondre au
deuxième point, il faudra vraisemblablement modifier la routine plastique (algorithme du
retour radial [SIM 98] (chapitre 3)) pour être capable de prendre en compte en entrée non
seulement un incrément de déplacement mais aussi un incrément de contrainte.

Dans l’hypothèse d’un traitement efficace de la plasticité, l’implémentation de l’élé-
ment dans un code industriel deviendrait pertinente. Par exemple, on pourrait penser à uti-
liser les développements proposés dans la suite Abqnurbs [ELG 12] pour cela. Abqnurbs
constitue une nouvelle fonctionnalité du code de calcul Abaqus. Il offre la possibilité de
définir des routines "élément" (nommées UELMAT) prenant en compte une interpolation
NURBS. L’utilisation de telles routines impose d’avoir une construction élément par élé-
ment de la matrice de rigidité globale. Ainsi, il semble qu’il soit préférable d’envisager
le formalisme mixte sans effectuer la condensation. Il faudra alors vérifier si le code per-
met de traiter facilement les inconnues supplémentaires en contrainte et si le solveur est
adapté à l’inversion de la matrice mixte. Le premier point semble possible avec l’utilisa-
tion de plusieurs variables de type température et le deuxième point ne devrait pas poser
de problème puisque la matrice, même si non positive, reste symétrique. Une autre straté-
gie consisterait à utiliser la méthode "B locale" qui, moyennant l’utilisation des éléments
voisins, devrait pouvoir s’adapter à une construction élément par élément de la matrice de
rigidité globale (cf. remarque 24).

Toujours dans l’optique ingénieur mais plus en périphérie du sujet traité, une autre
perspective intéressante du travail réalisé concernerait le développement de règles d’inté-
gration efficaces pour les NURBS. Aujourd’hui, l’un des travaux les plus intéressants sur
le sujet est certainement celui de [SCH 14]. Dans celui-ci, il a notamment pu être mis en
évidence qu’il était possible de diminuer le nombre de points de Gauss mais qu’alors, il
était nécessaire de garder une règle classique pour les éléments de bord de sorte à éviter
d’éventuelles instabilités. Plutôt que de modifier la règle d’intégration entre les différents
éléments du maillage, l’idée serait ici d’appliquer la stratégie de contrôle de hourglass
proposée pour effectuer la stabilisation. On peut alors penser que l’on pourra utiliser une
règle d’intégration de Gauss fortement réduite dans un patch composé d’une multitude
d’éléments massifs 3D et contrôler, dans un seul élément du maillage, les éventuels modes
de hourglass pour effectuer la stabilisation dans l’ensemble de la structure. Les éléments
finis sous-intégrés avec contrôle de hourglass sont très répandus dans les codes industriels
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aujourd’hui (cf., par exemple, l’élément C3D20R de Abaqus). Une telle stratégie serait le
pendant NURBS des techniques usuelles éléments finis.

Enfin, on peut dégager une dernière perspective du travail réalisé plus axée sur le
point de vue théorique étant donné l’utilisation d’une méthode mixte pour la construction
de l’élément. Le fait que l’élément soit sujet à du hourglass implique que le traitement
proposé pour supprimer le verrouillage n’est pas parfait (voir remarque 19). Ainsi, soit
l’opérateur de moyenne est trop large pour extraire les contributions de verrouillage, soit
l’espace des contraintes est trop restrictif pour les interpoler. Il pourrait alors être intéres-
sant d’envisager une collaboration avec des mathématiciens afin d’étudier la satisfaction
de la condition LBB [BRE 91]. Le but serait de voir si une modification simple de l’opé-
rateur d’extraction ou de l’espace d’approximation permettrait de résoudre le verrouillage
sans provoquer d’instabilités.
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Annexe A

Les points principaux de la technologie NURBS dans
l’IGA

Le maillage physique :
– Il constitue la décomposition de la géométrie réelle.

Le Patch :

– Il peut être vu comme un sous domaine constitué de plusieurs éléments ;
– Il se définit par des vecteurs de nœuds ouverts ;
– L’espace paramétrique des NURBS est localisé sur le patch ;
– La continuité des fonctions est C0 au bord du patch ;
– L’assemblage de plusieurs patchs se fait comme en FEA.

L’élément :

– C’est le domaine entre deux nœuds des vecteurs de nœuds ;
– La continuité des fonctions peut atteindre Cp−1 au bord des éléments.

Les Nœuds :

– Ce sont les sommets de l’élément.

Le maillage de contrôle :
– Ce maillage se définit en faisant l’interpolation linéaire des points de contrôle ;
– Le maillage de contrôle ne correspond pas à la géométrie réelle, il apparaît plutôt

comme une grille qui la contrôle ;
– Les points de contrôle sont l’équivalent des coordonnées nodales en FEA. Ils ne

sont en général pas confondus avec les nœuds du maillage ;
– Les degrés de liberté du modèle sont localisés au niveau des points de contrôle, ce

sont les variables de contrôle.
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Cohérence théorique de l’élément poutre NURBS B

On se place ici dans le cadre théorique des méthodes de déformations assu-
mées [SIM 86] pour montrer la consistance variationnelle et numérique de l’élément
poutre NURBS B développé dans le chapitre 2. Les définitions et notations introduites
dans le chapitre 2 sont reprises.

Consistance variationnelle
La justification concernant la consistance variationnelle repose sur l’utilisation du

principe plus général à trois champs de Hu-Washizu (voir [WAS 82] pour les fondements
et, par exemple, [KAS 00] pour une application de celui-ci). Pour la poutre courbe, ce
principe consiste à trouver à la fois les déplacements (UG,θ) ∈ V , les déformations as-
sumées

( ˜̃εm, ˜̃γct
)
∈
[
L2 (]0,L[)

]2 et les efforts assumés
(

˜̃N, ˜̃T
)
∈
[
L2 (]0,L[)

]2 tels que :∫ L

0

(
ES ˜̃εm ˜̃ε∗m +µS˜̃γct ˜̃γ∗ct +EIχ f χ

∗
f
)

dx̃+
[∫ L

0

[
˜̃N
(
εm− ˜̃εm

)
+ ˜̃T

(
γct− ˜̃γct

)]
dx̃
]∗

= l (U∗G,θ
∗) ,

∀(U∗G,θ∗) ∈ V , ∀
( ˜̃ε∗m, ˜̃γ

∗
ct
)
∈
[
L2 (]0,L[)

]2
et ∀

(
˜̃N∗, ˜̃T ∗

)
∈
[
L2 (]0,L[)

]2
.

(4.43)

Dans le cas de la projection B, les déformations assumées sont les déformations B (voir
équation (2.36)), c’est-à-dire qu’on a ˜̃εm = εm et ˜̃γct = γct . Les efforts assumés sont quant
à eux construits avec la relation de comportement : ˜̃N = ES ˜̃εm et ˜̃T = µS˜̃γct (cf. équa-
tion (2.41)). Ainsi, il faut pour assurer la consistance variationnelle de la formulation B,
c’est-à-dire pour respecter le principe de Hu-Washizu, que :∫ L

0

[
˜̃N
(
εm− ˜̃εm

)
+ ˜̃T

(
γct− ˜̃γct

)]
dx̃ = 0. (4.44)

D’un point de vue physique, cela signifie qu’il faut que les efforts assumés ne travaillent
pas dans l’espace orthogonal aux déformations assumées. En effet, si ceci est respecté
l’équation (4.43) devient : trouver (UG,θ) ∈ V tel que :∫ L

0

(
ES ˜̃εm ˜̃ε∗m +µS˜̃γct ˜̃γ∗ct +EIχ f χ

∗
f
)

dx̃ = l (U∗G,θ
∗) ∀(U∗G,θ∗) ∈ V , (4.45)
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ce qui constitue bien le problème B (cf. équation (2.42)). Avec la stratégie de construction
de la projection B (voir section 2.4.2), on peut vérifier que l’équation (4.44) est satisfaite
d’un point de vue discret. On rappelle que les déformations B discrètes s’expriment par
l’équation (2.50). On travaille sur la contribution de membrane uniquement. Un traitement
identique peut être effectué pour la contribution de cisaillement transversal. En reprenant
la notation du produit scalaire L2 : (u,v)[0,L] =

∫ L
0 uvdx̃ (cf. équation (2.51)) et en utilisant

la relation de comportement, il vient :

∫ L

0
ESε

h
m

(
ε

h
m− ε

h
m

)
dx̃ =

∫ L

0
ES

ñ

∑
A,B=1

ÑAM̃−1
AB

(
ÑB,ε

h
m

)
[0,L]

(4.46)

×

(
ε

h
m−

ñ

∑
C,D=1

ÑCM̃−1
CD

(
ÑD,ε

h
m

)
[0,L]

)
dx̃. (4.47)

Si maintenant on injecte l’équation (4.46) dans l’équation (4.47) et on sort ES, M̃−1
AB et(

ÑB,ε
h
m
)
[0,L]

(
∀(A,B) ∈ {1,2, . . . , ñ}2

)
de l’intégrale, on obtient :

∫ L

0
ESε

h
m

(
ε

h
m− ε

h
m

)
dx̃ = ES

ñ

∑
A,B=1

M̃−1
AB

(
ÑB,ε

h
m

)
[0,L]

×
(∫ L

0
ÑAε

h
mdx̃− M̃−1

AB

(
ÑA,ε

h
m

)
[0,L]

∫ L

0
ÑAÑBdx̃

)
= ES

ñ

∑
A,B=1

(
M̃−1

AB

(
ÑB,ε

h
m

)
[0,L]

(
ÑA,ε

h
m

)
[0,L]

− M̃−1
AB

(
ÑB,ε

h
m

)
[0,L]

M̃−1
AB

(
ÑA,ε

h
m

)
[0,L]

M̃AB

)
= 0,

(4.48)

ce qui termine la preuve.

Consistance numérique

Pour vérifier la consistance numérique de l’élément, il faut vérifier que l’élément
passe le patch test [BAZ 65]. Grossièrement, passer le patch test pour un élément signi-
fie qu’il est capable de reproduire des états de déformation constants. Cette propriété est
atteinte d’après [SIM 86] lorsque la moyenne des déformations assumées/projetées sur
l’ensemble du domaine est égale à la moyenne des déformations usuelles. De nouveau,
on envisage seulement la déformation de membrane, des traitements identiques pouvant
être réalisés sur la déformation de cisaillement. Pour la démonstration, on multiplie la
déformation de membrane projetée (équation (2.50)) par les fonctions de la base tilde
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ÑC, C ∈ {1,2, . . . , ñ} et on intègre sur le domaine. On obtient :

∫ L

0
ÑCε

h
mdx̃ =

ñ

∑
A,B=1

∫ L

0
ÑCÑAdx̃M̃−1

AB ×
∫ L

0
ÑBε

h
mdx̃

=
ñ

∑
A,B=1

M̃CAM̃−1
AB ×

∫ L

0
ÑBε

h
mdx̃

=
ñ

∑
B=1

δCB×
∫ L

0
ÑBε

h
mdx̃

, (4.49)

où δ est le symbole de Kronecker (δCB = 1 si B = C et 0 sinon). L’équation (4.49) se
simplifie en : ∫ L

0
ÑCε

h
mdx̃ =

∫ L

0
ÑCε

h
mdx̃. (4.50)

La base tilde est construite à partir d’un vecteur de nœuds ouvert. Les fonctions consti-
tuent donc une partition de l’unité. On obtient alors :

ñ

∑
C=1

∫ L

0
ÑCε

h
mdx̃ =

∫ L

0
ε

h
mdx̃ et

ñ

∑
C=1

∫ L

0
ÑCε

h
mdx̃ =

∫ L

0
ε

h
mdx̃, (4.51)

d’où, en tenant compte de l’équation (4.50) :∫ L

0
ε

h
mdx̃ =

∫ L

0
ε

h
mdx̃. (4.52)

On a donc vérifié la consistance.
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Annexe C

Cohérence théorique de l’élément NURBS massif coque B
développé

On justifie ici le cadre théorique de l’élément massif coque B du chapitre 3. Pour cela,
on reprend le contexte des méthodes de déformation assumées [SIM 86] et on procède
comme pour l’élément poutre NURBS B dans l’annexe B. On ré-utilise les définitions et
notations introduites dans le chapitre 3. On commence par justifier la non consistance va-
riationnelle de l’élément massif coque B habituel (voir section 3.4.2). Ensuite, on montre
que contrairement à l’élément B habituel, l’élément B développé (cf. section 3.4.1), de par
son équivalence avec l’élément mixte (voir section 3.3), est consistant variationnellement.
Enfin, on vérifie la consistance numérique de cet élément B.

Non consistance variationnelle de l’élément B habituel
Le principe de Hu-Washizu pour les éléments massifs s’écrit comme suit : trouver le

déplacement UM ∈ U, la déformation assumée ˜̃εt ∈
[
L2(Ω)

]6 et la contrainte assumée
˜̃σt ∈

[
L2(Ω)

]6 tels que :

∫
Ω

˜̃εt
∗ : C ˜̃εtdΩ+

[∫
Ω

˜̃σt :
(

εt− ˜̃εt

)
dΩ

]∗
= l (U∗M) ,

∀U∗M ∈ V , ∀ ˜̃εt
∗ ∈
[
L2(Ω)

]6
et ∀ ˜̃σt

∗ ∈
[
L2(Ω)

]6
.

(4.53)

Pour retrouver l’élément B habituel, on définit les champs assumés tels que ˜̃εt = εt
moy

(voir équation (3.54)) et ˜̃σt = C ˜̃εt . Avec ceci, il faut pour que l’élément soit consistant

variationnellement vérifier l’égalité :∫
Ω

˜̃σt :
(

εt− ˜̃εt

)
dΩ = 0, (4.54)

car alors l’équation (4.53) devient : trouver UM ∈U tel que :∫
Ω

˜̃εt
∗ : C ˜̃εtdΩ = l (U∗M) ∀U∗M ∈ V , (4.55)
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Annexe C

ce qui signifie que le problème B habituel est retrouvé (cf. équation (3.53)) au travers du
principe de Hu-Washizu. Ici, on peut montrer que l’équation (4.54) n’est pas satisfaite
d’un point de vue discret. En effet, le premier terme de l’équation (4.54) s’écrit en discret
comme suit :∫

Ω

ε
moyh∗

t

T
D
(

ε
h
t − ε

moyh

t

)
dΩ =∫

Ω

(
ε

h∗
t −MOY

(
ε

h∗
t

)
+MOY

(
εh∗

t
))T

D
(

MOY
(

ε
h
t

)
−MOY

(
εh

t
))

dΩ.

(4.56)

De manière analogue à ce qui a été fait en 1D dans l’annexe B, on obtient que :∫
Ω

MOY
(
εh∗

t
)T

D
(

MOY
(

ε
h
t

)
−MOY

(
εh

t
))

dΩ = 0, (4.57)

puisque MOY
(
εh

t
)

joue le même rôle ici que εh
m dans les équations (4.46), (4.47) et (4.48).

Ceci n’est pas suffisant car il reste alors le terme :∫
Ω

(
ε

h∗
t −MOY

(
ε

h∗
t

))T
D
(

MOY
(

ε
h
t

)
−MOY

(
εh

t
))

dΩ (4.58)

qui n’est pas nul d’où la non vérification de l’égalité (équation (4.54)), ce qui prouve la
non consistance variationnelle de l’élément B habituel.

Consistance variationnelle de l’élément B

À l’inverse, l’élément B développé (cf. section (3.4.1)) est équivalent à une formula-
tion mixte et doit ainsi vérifier le principe de Hu-Washizu. Le principe de Hu-Washizu
est en fait une méthode mixte à trois champs qui généralise les méthodes mixtes à deux
champs comme celle que nous utilisons dans ce travail. Pour s’assurer de cela, il faut
pour commencer développer l’équation (4.53), c’est-à-dire écrire la variation du deuxième
terme de cette équation. Il vient : trouver UM ∈ U, ˜̃εt ∈

[
L2(Ω)

]6 et ˜̃σt ∈
[
L2(Ω)

]6 tels
que :∫

Ω

˜̃εt
∗ : C ˜̃εtdΩ+

∫
Ω

˜̃σt
∗ :
(

εt− ˜̃εt

)
dΩ+

∫
Ω

(
εt
∗− ˜̃εt

∗
)

: ˜̃σtdΩ = l (U∗M) ,

∀U∗M ∈ V , ∀ ˜̃εt
∗ ∈
[
L2(Ω)

]6
et ∀ ˜̃σt

∗ ∈
[
L2(Ω)

]6
.

(4.59)

Ensuite, il faut choisir la contrainte assumée ˜̃σt égale à la contrainte de la formulation

mixte σt = σt
moy⊥ + σ̃ (cf. équation (3.29)) et il faut calculer la déformation assumée à

partir de cette contrainte assumée à l’aide de la relation de comportement : ˜̃εt = C−1 ˜̃σt .

Avec ceci, l’équation (4.59) devient : trouver UM ∈ U, ˜̃εt ∈
[
L2(Ω)

]6 et ˜̃σt ∈
[
L2(Ω)

]6
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tels que :∫
Ω

˜̃εt
∗ : σtdΩ+

∫
Ω

σt
∗ :
(

εt−C−1
σt

)
dΩ+

∫
Ω

(
εt
∗− ˜̃εt

∗
)

: σtdΩ = l (U∗M) ,

∀U∗M ∈ V , ∀ ˜̃εt
∗ ∈
[
L2(Ω)

]6
et ∀ ˜̃σt

∗ ∈
[
L2(Ω)

]6
,

(4.60)

qui se simplifie en : trouver UM ∈U et ˜̃σt ∈
[
L2(Ω)

]6 tels que :

∫
Ω

σt
∗ :
(

εt−C−1
σt

)
dΩ+

∫
Ω

εt
∗ : σtdΩ = l (U∗M) ,

∀U∗M ∈ V et ∀ ˜̃σt
∗ ∈
[
L2(Ω)

]6
.

(4.61)

Cette dernière équation constitue bien la formulation mixte à deux champs utilisée (voir
équation (3.28)). Ceci termine la vérification : l’élément B envisagé puisque équivalent à
un élément mixte peut s’exprimer à l’aide du principe de Hu-Washizu d’où sa consistance
variationnelle.

Consistance numérique de l’élément B

Pour notre cas de formulation B, seule une énergie reposant sur les termes de moyenne
des déformations dans l’épaisseur est modifiée : remplacement de :∫

Ω

MOY
(

εt

)
: C MOY

(
εt

)
dΩ par

∫
Ω

MOY
(

εt

)
: C MOY

(
εt

)
dΩ, (4.62)

(cf. équation (3.42)). Ainsi, la vérification de la consistance numérique revient
d’après [SIM 86] à s’assurer que les moyennes sur l’ensemble du domaine coque Ω de
MOY

(
εh

t
)

et MOY
(
εh

t
)

sont égales, c’est-à-dire que :∫
Ω

MOY
(
εh

t
)
dΩ =

∫
Ω

MOY
(

ε
h
t

)
dΩ. (4.63)

Cela se montre très simplement avec les développements réalisés pour l’élément poutre B
en annexe B. En effet, on peut de nouveau remarquer que MOY

(
εh

t
)

joue le même rôle
ici que εh

m dans les équations (4.49), (4.50), (4.51) et (4.52). Exactement les mêmes trai-
tements peuvent donc lui être effectués ce qui permet de vérifier la consistance numérique
de l’élément massif coque B.
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Annexe D

Tables de valeurs pour le "shell obstacle course"
Pour plus d’information, les valeurs obtenues pour les problèmes du "shell obstacle

course" avec les éléments "Mixte 2, 3, 4" et "Bbar local 2" du chapitre 3 (voir, plus préci-
sément figures 3.13 et 3.15) ont été reportées dans les tableaux suivants.

Éléments par côté 1 2 4 8 16 32
Formulation
Reference 0.3024
Mixte 2 0.3361 0.3211 0.3039 0.3018 0.3014 0.3014
Mixte 3 0.3177 0.3064 0.3028 0.3017 0.3014 –
Mixte 4 0.3056 0.3025 0.3015 0.3014 0.3014 –

Bbar local 2 0.3361 0.3059 0.2999 0.3009 0.3011 0.3014

TABLE 4.5: Valeurs du délacement pour le toit de Scordelis-Lo.

Éléments par côté 1 2 4 8 16 32
Formulation
Reference 0.0924
Mixte 2 0.0996 0.0977 0.0963 0.0934 0.0927 0.0925
Mixte 3 0.0986 0.1019 0.0965 0.0930 0.0926 –
Mixte 4 0.1019 0.0992 0.0941 0.0925 0.0925 –

Bbar local 2 0.0996 0.1127 0.0960 0.0921 0.0923 0.0925

TABLE 4.6: Valeurs du déplacement pour l’hémisphère pincé.

Éléments par côté 1 2 4 8 16 32
Formulation
Reference 1.8248
Mixte 2 10.0213 3.2309 1.6749 1.7921 1.8440 1.8521
Mixte 3 3.1809 2.0616 1.7582 1.8313 1.8497 –
Mixte 4 1.9021 1.6998 1.7387 1.8376 1.8478 –

Bbar local 2 10.0213 2.8455 1.2026 1.6359 1.7995 1.8372

TABLE 4.7: Valeurs (×10−5) du déplacement pour le cylindre pincé.
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Annexe E

Deux cas tests supplémentaires coques pour l’élasticité li-
néaire en petites perturbations

On donne dans cette annexe les résultats relatifs au calcul en petites perturbations
de l’hémisphère pincé avec un trou et de la poutre vrillée sous chargement hors-plan.
Ces problèmes ont à l’origine été proposés dans [MAC 85] et sont devenus aujourd’hui
très populaires en analyse de coque. Ces deux cas tests sont calculés en complément
des nombreux problèmes envisagés en petites perturbations dans le chapitre 3. Aussi,
ils constituent les versions linéaires de deux des problèmes étudiés pour le non linéaire
géométrique dans le chapitre 4. Seul l’élément mixte quadratique sera considéré ici pour
l’étude. Il sera comparé aux éléments NURBS massifs coque standards de plus hauts
degrés. L’intérêt de chacun des problèmes est le suivant :

L’hémisphère avec un trou pincé : l’élément mixte doit être stabilisé car il est sujet à
des modes de hourglass.

La poutre vrillée : Deux épaisseurs de poutre sont étudiées ce qui permet de mettre en
évidence précisément le phénomène de verrouillage.

L’hémisphère pincé avec un trou

Ce problème a été décrit pour le cas non linéaire dans la figure 4.8. En petites pertur-
bations, le cas test est le même sauf que le chargement considéré est F = 1 et la solution
de référence associée vaut ure f = 0.094. L’élément mixte est sujet à des modes de hour-
glass sur ce problème. On procède donc comme pour le cylindre pincé avec bords libres
de la partie 3.6.4 pour l’étude. La figure 4.20 présente la configuration déformée obtenue
pour l’élément mixte avec un maillage 8×8. Plus précisément, la figure 4.20(a) est calcu-
lée sans contrôle de hourglass (élément "Mixte 2") alors que la figure 4.20(b) est obtenue
avec l’élément stabilisé (élément "Mixte 2 hg"). On retrouve la présence d’oscillations sur
la déformée associée à "Mixte 2" (oscillations notamment visibles sur le bord du trou au
sommet et sur le bord gauche). Ces oscillations disparaissent sur la figure 4.20(b). Ceci
confirme l’efficacité de la stratégie adoptée pour le contrôle de hourglass même si sur ce
cas test, l’effet néfaste du hourglass semble moins visible que sur le cylindre (cf., pour
rappel, figure 3.22).
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(a) Mixte 2. (b) Mixte 2 hg.

FIGURE 4.20: Configurations initiales (maillages) et déformées (UMx , amplitude 20) pour
l’hémisphère avec un trou pincé.

On montre ensuite sur la figure 4.21 la convergence du déplacement d’intérêt. Les
résultats sont similaires à ceux déjà observés dans ce travail : le verrouillage est fortement
atténué avec "Mixte 2" puisque cet élément possède une précision comparable à "Basique
4" pour des maillages grossiers. Par ailleurs, les solutions "Mixte 2" et "Mixte 2 hg"
sont assez équivalentes pour ce cas test. Les oscillations dues aux modes de hourglass
n’affectent pas véritablement le déplacement d’intérêt u.
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(a) Sans contrôle de hourglass.
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(b) Avec contrôle de hourglass.

FIGURE 4.21: Convergence du déplacement pour l’hémisphère avec un trou pincé.

La poutre vrillée sous chargement hors-plan

De même, le problème de la poutre vrillée a déjà été décrit pour le cas non linéaire (cf.
figure 4.16). Les modifications à apporter pour obtenir le cas test en petites perturbations
concernent l’épaisseur et la valeur du chargement. Ici, on calcule une poutre épaisse avec
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h = 0.32 ainsi qu’une poutre mince où h = 0.0032. L’effort appliqué est F = 1 et les
solutions de référence correspondantes sont : UAyre f

= 0.00175 pour h = 0.32 et UAyre f
=

1296 pour h = 0.0032. Grâce à l’encastrement, on rappelle que les modes de hourglass
de l’élément mixte n’apparaissent pas. Comme en non linéaire, du fait de l’impossibilité
de générer exactement la géométrie avec les NURBS, on va construire une géométrie
approchée de la surface moyenne que l’on va garder au cours du raffinement du maillage.
On explique dans la suite cette construction.

La géométrie approchée de la surface moyenne que l’on choisit de construire se définit
avec un élément NURBS de degré 2 dans la longueur de la poutre et de degré 1 dans la
largeur. Les points de contrôle dans (x,y,z) sont tels que :

B1 = {0 −b/2 0}T ; B2 = {L/2 −b/2 b/2}T ; B3 = {L 0 b/2}T ;

B4 = {0 b/2 0}T ; B5 = {L/2 b/2 −b/2}T ; B6 = {L 0 −b/2}T ;
(4.64)

avec les poids associés : w1 = w3 = w4 = w6 = 1 et w2 = w5 = 1/
√

2. Les points de
contrôle sont d’abord ordonnés dans la longueur de la poutre puis, dans la largeur. Pour
illustrer et justifier cette construction, on montre dans la figure 4.22 la méthode choisie
pour approcher une hélice. On procède en fait de la même manière que pour construire un
quart de cercle, sauf qu’on déplace en plus les points de contrôle dans la longueur.

         

FIGURE 4.22: Construction approchée choisie pour l’hélice avec les fonctions NURBS.

La superposition de la surface moyenne exacte (voir formule (4.42)) et de la surface
moyenne approchée (cf. les points de contrôle définis dans l’équation (4.64)) est montrée
sur la figure 4.23. On voit que les géométries sont assez proches. Il semble que l’on soit
exact aux deux extrémités de la poutre et au milieu. L’erreur ailleurs demeure faible. Si
l’on calcule un écart aux sens des moindres carrés entre les deux surfaces moyennes, on
obtient 3.8% d’erreur. La géométrie n’étant pas exactement la bonne, le problème résolu
est légèrement différent du problème d’origine. Néanmoins, d’un point de vue calcul, le
cas test modifié ici est tout aussi intéressant que celui d’origine : les mêmes phénomènes
(verrouillage, structures vrillées) sont présents. La solution de convergence obtenue est
0.00181 pour h = 0.32 (contre, on le rappelle, 0.00175 ce qui fait 3.3% de différence avec
la solution éléments finis) et, 1357 pour h = 0.0032 (contre 1296 soit 4.7% d’erreur).
Ces valeurs ont été obtenues avec l’élément "Basique 4" de notre code de calcul NURBS.
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Plutôt que d’utiliser les solutions de [MAC 85], on considère ces nouvelles valeurs comme
références dans la suite.

y

Approximation NURBS
Référence

FIGURE 4.23: Approximation choisie de la surface hélicoïdale avec les NURBS.

On commence par regarder avec la figure 4.24 les configurations déformées obtenues
pour l’élément "Mixte 2" et un maillage 8× 2 . La poutre épaisse est considérée dans la
figure 4.24(a) et la poutre mince en figure 4.24(b). Ensuite, on s’intéresse à la convergence
du déplacement d’intérêt en fonction du nombre de points de contrôle dans la longueur
de la poutre (voir figure 4.25(a) pour la poutre épaisse et figure 4.25(b) pour la poutre
mince). Les maillages envisagés pour les calculs sont : 1×1, 4×1, 8×2 et 16×4.

(a) h=0.32 (amplitude 500). (b) h=0.0032 (amplitude 0.0015).

FIGURE 4.24: Configurations initiales (maillages) et déformées (UMy) pour l’élément
"Mixte 2" sur la poutre vrillée.
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(b) h=0.0032.

FIGURE 4.25: Convergence du déplacement pour la poutre vrillée.

Les configurations déformées sont cohérentes : on ne voit pas d’oscillations sur celle-
ci car les modes de hourglass sont bloqués par l’encastrement. Les résultats en terme de
convergence du déplacement justifient quant à eux la non sensibilité de l’élément mixte
au verrouillage. En effet, on peut voir que la solution "Mixte 2" ne change pas en fonction
de l’élancement de la poutre alors que les solutions basiques sont bien moins précises
lorsque l’on va vers une poutre mince. On retrouve en fait un comportement similaire à
celui observé pour le paraboloïde hyperbolique (cf. figure 3.18, section 3.6.3). La stratégie
développée dans ce travail semble par conséquent aussi valable sur ce dernier cas test
envisagé.
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