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CONVENTIONS ET SYMBOLES 
 

Symboles 
δij  :  symbole de Kronecker. 
⊗  :  produit de convolution. 
I  :  tenseur identité.  
E, ν  :  module d’Young et coefficient de Poisson. 
µ, λ  :  coefficients de Lame. 
Cijkl  :  matrice de compliance. 
Eeq  :  module d’Young équivalent. 
W  :  charge appliquée sur le contact. 
δ  :  déplacement du corps solide. 
Req  :  rayon équivalent du contact. 
P0  :  pression de Hertz. 
p  :  pression de contact. 
a, c  :  demi axes de l’ellipse de contact. 
h  :  distance finale entre les corps en contact. 
hi  :  distance initiale entre les corps en contact. 
hmin

  :  hauteur minimale du film d’huile. 
Λ  :  paramètre de sévérisation du contact rugueux. 
ΓC  :  surface de contact. 
Ωp  :  volume plastique. 
σ  :  tenseur des contraintes. 
σ'  :  déviateur du tenseur des contraintes. 
σn : tenseur des contraintes dues aux pressions de contact. 
σt  : tenseur des contraintes dues aux contraintes de cisaillement. 
σr  :  tenseur des contraintes résiduelles. 
σi  :  contrainte principale. 
σS  :  limite d’élasticité. 
ε  :  tenseur des déformations totales. 
εe  :  tenseur des déformations élastiques. 
εp  :  tenseur des déformations plastiques. 
J1, J2, J3  :  premier, second et troisième invariant des tenseurs. 
f  :  surface de charge. 
dλ  :  multiplicateur plastique. 
B, C et n  :  paramètres de la loi de Swift. 
u  :  déplacement. 
ur  :  déplacement résiduel dû aux déformations plastiques. 
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upr  :  déplacement dû aux pressions de contact. 
µ : coefficient de frottement. 
R  :  rayon de la sphère.. 
 

 

 

Conventions 
La convention de l’indice répété est utilisée : 

 aibij = a1b1j + a2b2j+ a3b3j  

j
j

i
j,i dx

x
aa

∂
∂=  

 

La dérivée est symbolisée par un point : 

 dx
x
a)x(a

∂
∂=&   
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Il est généralement admis que les pertes économiques par usure représentent de 6 à 10 % 

du Produit National Brut des pays industrialisés. L'importance relative des différents modes 

d'usure est la suivante (fig. i1) : 

L’expérience industrielle montre 

que les avaries des pièces en contact 

roulant (roulements, engrenages, roue de 

train …) dans des conditions normales de 

fonctionnement sont le plus souvent dues 

à la fatigue. Celle-ci est particulièrement 

insidieuse du fait de son caractère 

progressif masqué, l’accumulation de 

l’endommagement et les fissures de 

fatigue qui en résultent se propageant 

généralement en sous-couche pendant la 

majeure partie de la durée de vie du 

composant. Ceci est d’autant plus grave 

que la fissuration par fatigue conduit 

souvent à une rupture brutale qui peut 

provoquer un accident. 

On entend par fatigue de roulement ou de contact la modification des propriétés des 

matériaux consécutive à l’application de cycles d’efforts (comme le passage répété d’un corps 

roulant), cycles dont la répétition se traduit par l’accumulation d’un endommagement pouvant 

conduire in-fine à la ruine des pièces. Ce phénomène est alors très lié au niveau de contraintes en 

sous couche dues à la distribution de pression sur la surface de contact.  

Lorsque les surfaces de deux solides en contact ne présentent pas un degré de conformité 

suffisant, la charge transmise se répartit sur une aire de contact de faibles dimensions. De tels 

contacts sont souvent abusivement regroupés sous le terme de contacts hertziens. Les paramètres 

de contact (distribution de pression et aire réelle de contact) peuvent être déterminés 

analytiquement grâce aux remarquables travaux fait par Hertz à la fin du XIXème siècle pour 

l’analyse du contact sec et sans frottement entre deux corps élastiques de surfaces quadratiques. 

Dans la pratique, la théorie de Hertz se trouve contredite pour de multiples raisons telles 

que la présence d’un film lubrifiant (liquide ou solide), la présence d’efforts de frottement ou de 

divers concentrateurs de contrainte comme : les rugosités, un défaut de surface (indent, rayure, 

etc.), des inclusions dans le matériau, etc.  

 

 

Abrasion
30%

Adhésion
15%Fatigue de 

surface
15%

Fatigue 
thermique

12%

Corrosion 
de contact

10%

Corrosion
10%

Cavitation
8%

 
Figure i1 Pertes relatives par usure 
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L’étude de l’influence d’un ou plusieurs de ces facteurs sur la fatigue de contact passe par 

la connaissance des sollicitations locales en surface et en volume, de façon à les introduire dans 

un critère d’endommagement dont la pertinence doit être validée par l’expérimentation (fig. i2). 

Le calcul de ces sollicitations locales par un modèle de comportement purement élastique montre 

que les contraintes dépassent couramment la limite d’écoulement des matériaux. Depuis de 

nombreuses années, l’analyse d’un tel contact a été faite sous l’hypothèse de plasticité parfaite. 

 
Figure i2 Etude des mécanismes d’endommagement par fatigue de roulement 

Nous nous proposons d’introduire l’effet du chargement tangentiel dans le comportement 

élastoplastique à partir d’un modèle semi-analytique, développé initialement par Jacq et al. 

(JACQ 02), qui permet le calcul d’un chargement vertical ou roulant d’une surface lisse sur une 

surface rugueuse ou indentée. Cette analyse concerne essentiellement le cas de matériaux 

métalliques, et plus particulièrement des aciers. 

Ce mémoire se décompose en quatre chapitres. 

¾ Le premier chapitre présente les connaissances actuelles sur le contact entre deux 

massifs non-conformes : lisses et rugueux, élastique et élastoplastique, méthodes 

d’étude numériques et expérimentales. Nous exposons également les principales 

catégories d’avarie de fatigue ainsi que les paramètres influents répertoriés dans la 

littérature. Cette partie permet de mettre en évidence la nécessité du 

développement d’un modèle élastoplastique prenant en compte l’effet d’un 

chargement tangentiel. 

¾ Le deuxième chapitre est consacré à la présentation du problème de contact 

élastique. Tout d’abord, nous présentons quelques méthodes de résolution des 

équations de l'élasticité puis quelques méthodes numériques dédiées à 

l’accélération des calculs. Finalement nous proposons un algorithme de résolution  

du problème de contact élastique qui utilise à la fois la technique du gradient 

conjugué et les transformées de Fourier discrètes. L’algorithme est validé par 

l’utilisation d’un modèle éléments finis (EF) avec ABAQUS. 
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¾ Le troisième chapitre est dédié à l'aspect numérique de la modélisation du contact 

élastoplastique. Il introduit toutes les notions relatives à ce comportement qui sont 

utilisées par la suite : les aspects phénoménologiques, les différents critères et loi 

de comportement, ainsi que les méthodes numériques utilisées. Le module de 

contact développé dans le deuxième chapitre devient un module très efficace du 

point de vue du temps de calcul dans la résolution du problème de contact 

élastoplastique. Le chargement tangentiel est pris en compte en utilisant un 

modèle de frottement de Coulomb. Le modèle semi-analytique proposé est validé 

à nouveau par l’utilisation d’un modèle EF élastoplastique 3D avec frottement. 

¾ Le quatrième chapitre présente un exemple académique pour analyser l’influence 

du frottement en surface sur la distribution de pression, l’état des contraintes sous 

charge et après décharge, et les déformations plastiques ceci pour un contact 

circulaire. Une méthode pour étudier l’effet de la température sur le 

comportement élastoplastique est enfin présentée. Pour cela la loi d’écrouissage 

est indexée sur la température par une méthode inverse, à partir de la simulation 

d’une indentation Rockwell et connaissant la dureté en fonction de la température. 
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I.1  INTRODUCTION 

La principale méthode pour transmettre une charge entre deux corps déformables est un 

contact direct entre eux. Même lorsqu’une charge sur la frontière des corps est appliquée en 

utilisant des fluides, des forces magnétiques ou gravitationnelles la force nécessaire pour 

maintenir l’équilibre apparaîtra aussi à l’interface du contact. Le point critique de ce contact 

direct est la concentration de contraintes qui en résulte et qui conduit très souvent à endommager 

les matériaux. Il n’est donc pas étonnant que dans le cadre de la discipline de la Mécanique des 

Solides, le chapitre de Mécanique des Contacts ait occupé une place centrale au cours des 

dernières années et continue à la tenir aujourd’hui.  

  

 

   
 

a. b. 

Figure I.1 Contacts non-conformes (a - engrenage et roulement) et conformes (b - paliers) 

Suivant les rayons de courbure des corps en contact on peut définir des contacts conformes 

ou non-conformes (figure I.1). Dans le cas du contact non-conforme les dimensions de la zone de 

contact sont petites devant les rayons de courbure ainsi le comportement des corps en contact 

peut être assimilé à celui des massifs semi-infinis. La résolution du problème consiste à trouver 

l’aire réelle et la distribution des pressions de contact.  

Tout a commencé avec le célèbre papier de Heinrich Hertz (HERT 82) qui a apporté la 

solution du contact élastique entre deux massifs ellipsoïdaux avec des surfaces lisses et sans 

frottement. Ceci constitue, encore aujourd’hui, la base de la conception industrielle des 

applications qui impliquent des contacts secs, non-conformes et élastiques tels qu’ils peuvent 

exister dans les engrenages et les roulements (figure I.2), entre autres. 

Depuis 1882 le sujet a été considérablement développé. On peut distinguer deux directions 

d’étude majeures : 

• du point de vue mathématique : des travaux ont été faits sur l’extension de l’analyse de 

Hertz à d’autres géométries, sur les lois de comportement, et sur le développement des 

théorèmes d’existence et d’unicité de la solution. 
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• du point de vue ingénierie : des travaux ont été faits sur des cas spécifiques, dans le but 

de comprendre et de maîtriser les phénomènes qui se produisent dans les systèmes réels. 

 

a. b. 

Figure I.2 Roulements (a) et engrenages (b) 

Gladwell (GLAD 80) fournit un résumé détaillé des diverses géométries de contact qui 

avaient été traités jusqu’à cette époque, ainsi qu’un inestimable aperçu de la littérature russe très 

riche sur le sujet. 

Johnson (JOHN 85) donne une excellente vue d’ensemble de la gamme des problèmes de 

contact actuels en réalisant un compromis réussi entre rigueur mathématique et simplicité pour 

l’ingénieur. 

Le comportement non-élastique du matériau et/ou la présence de frottement, de surfaces 

rugueuses, de lubrification induisent des non-linéarités supplémentaires. 

I.2 LE CONTACT DE HERTZ 

Les corps en contact sont des massifs élastiques semi-infinis, non-conformes et lisses 

autant à l’échelle micro qu’à l’échelle macro, chargés sur une petite partie de leur surface. Ceci a 

permis à Hertz de traiter les efforts fortement localisés dans le contact séparément de la 

distribution générale de l’effort dans les corps. Pour que cette simplification soit justifiée, les 

dimensions de la zone de contact doivent être faibles comparées à celles des corps en contact. Il 

a également supposé que les contraintes en profondeur, en dessous de la région de contact, sont 

inférieures à la limite d’élasticité et qu’il n’y a pas de frottement. Avec ces hypothèses, Hertz a 

trouvé analytiquement la distribution de pression qui satisfait les conditions limites sur la 

frontière des massifs à l’intérieur et à l’extérieur de l’aire de contact.  
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a. 

b. 

 

c.

Figure I.3 La distribution de pression pour un contact hertzien 
a) contact elliptique – b) contact circulaire – c) contact linéique 

Dans le cas général de 2 ellipsoïdes en contact, la forme de la surface de contact n’est pas 

connue à l’avance, mais Hertz a prouvé que l’aire de contact est elliptique et que la distribution 

de pression est un semi-elliptique (figure I.3a). Un cas particulier de la théorie de Hertz 

correspond au cas du contact entre deux sphères, qui conduit à une aire de contact circulaire 

(figure I.3b). Un autre cas particulier de la théorie de Hertz est le contact entre 2 cylindres à axes 

parallèles pouvant être considérés infiniment longs. Un tel contact est bidimensionnel, la largeur 

de contact et la distribution de pression sont constantes selon l’axe. Ce type de contact est dit 

contact linéaire (figure I.3c). Les paramètres de contact pour les trois cas précédents sont 

rappelés dans le tableau I.1. 
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µ=0 µ=0.2 
Figure I.4 Effet du frottement en surface sur la distribution de la contrainte de Tresca 

adimensionnée par la pression maximale de Hertz, dans un massif élastique et pour un contact 

linéique  (SMIT 53) 

Les contraintes subies par les massifs en contact peuvent être exprimées analytiquement en 

fonction de la pression de Hertz et de la taille de l’aire de contact. Pour un contact linéique les 

composantes du tenseur des contraintes résultant de l'application d’un chargement normal et 

tangentiel ont été déterminées par Smith et Liu (SMIT 53) (figure I.4). 

Pour un contact circulaire, le maximum de la contrainte de Tresca τmax est 0,31·P0, P0 étant 

la pression de Hertz. Elle est atteinte à une profondeur égale à 0,48·a, a étant le rayon de l’aire de 

contact. Les contraintes peuvent être calculées selon diverses méthodes, comme celles décrites 

par Hills, Nowell, et Sackfield (HILL 93). La figure I.5 présente les isovaleurs de la contrainte 

de cisaillement maximum, τmax/P0, pour un contact circulaire (fig. I.5a) ainsi que la valeur des 

composantes de ce tenseur au centre du contact et selon la profondeur (fig. I.5b). 

a) Isovaleurs de la contrainte de Tresca dans un plan 
passant par le centre du contact 

 

 
 

b) Variation des composantes du 
tenseur des contraintes le long de l’axe 

de symétrie 
Figure I.5 Contraintes en sous couche adimensionnées par la pression maximale de Hertz 

pour un contact circulaire (HILL 93) 
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Lorsque la géométrie du contact mène à un contact elliptique, il est plus difficile de trouver 

les solutions explicites pour le champ de contrainte interne. Thomas et Hoersch (THOM 30) ont 

examiné le problème sur l'axe de symétrie. Plus tard Fessler et Ollerton (FESS 57) ont déterminé 

analytiquement σzz et de τmax. Une solution plus générale est donnée par Sackfield et Hills (SACK 

83a, 83b). La figure I.6 montre la profondeur où l’on trouve la contrainte de cisaillement 

maximale sur l'axe x = y = 0 en fonction de l'excentricité k (rapport entre les demi-grand et petit 

axes de l’ellipse de contact). 

E x c e n t r i c i t é  ( a / b  o u  b / a )  

Figure I.6 Effet de l'ellipticité du contact sur la position en profondeur de la contrainte de 

cisaillement maximum 

Les progrès au cours du dernier siècle ont permis d’étendre, analytiquement ou 

numériquement, la théorie de Hertz aux cas des contacts non-hertziens (surfaces réelles, massifs 

inélastiques, massifs revêtus, chargement tangentiel, etc.), voir par exemple l’état de l’art dressé 

par Johnson  (JOHN 85). 

I.3 LES CONTACTS NON-HERTZIENS 

Beaucoup de problèmes de contact n’entrent pas dans la catégorie précédente (contact 

hertzien) c'est-à-dire un contact normal pur et sans frottement entre deux massifs élastiques semi-

infinis dont les surfaces en contact sont assimilées à des paraboloïdes. La résolution de ce type 

de contact requiert généralement l’utilisation de méthodes numériques. Ce sont les problèmes 

avec frottement, une géométrie complexe, une non-linéarité des propriétés mécaniques 

(plasticité), ou lorsque un lubrifiant est présent (théorie élastohydrodynamique). Une revue 

complète de ces problèmes de contact est donnée par Barber et Ciavarella (BARB 00), Nitta et 

Kato (NITT 00), Adams et Nosonovsky (ADAM 00) et dans l’ouvrage de Bushan (BHUS 01). 
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I.3.1 LES METHODES NUMERIQUES POUR LA MECANIQUE DES CONTACTS 

a) La méthode d’inversion de matrice 

Pour des problèmes de contact où les surfaces se déforment sous un chargement comme si 

les corps étaient des demi-espaces élastique, une méthode de discrétisation de la surface de 

contact peut être utilisée. Le principe de base implique de diviser la surface par un certain 

nombre d’éléments discrets. On suppose alors une certaine forme de distribution de pression qui 

agit sur chaque élément (Bentall et Johnson, BENT 67). La figure I.7 montre trois configurations 

équivalentes pour décrire cette distribution de pression sur chaque élément pour un problème 

bidimensionnel (contact linéaire) : un chargement ponctuel à chaque nœud, une distribution de 

pression rectangulaire uniforme sur chaque élément ou un chevauchement des distributions de 

pression avec une forme triangulaire entre 3 nœuds. 

 

Figure I.7 Discrétisation des surfaces de contact et distribution du chargement 

(a) chargement ponctuel à chaque nœud; (b) pression rectangulaire uniforme sur chaque 

élément; (c) chevauchement avec une distribution triangulaire de la pression, (BENT 67) 

Le déplacement normal au nœud i dû au chargement au nœud j est alors exprimé par une 

relation d’élasticité appropriée et spécifique au chargement et à l’unité choisi, cf. Hills et al 

(HILL 93). Par exemple, pour des éléments de pression uniforme (figure I.7b) le déplacement 

normal à l’élément i dû à une pression appliquée au nœud j est donné par : 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]{ } ./ln/ln
1 22

2

, constxxxx
E

p
u

eq

j
jiz +∆∆−⋅∆−−∆∆+⋅∆+

⋅
⋅−

−=
π

ν
,  (I.1). 

Le déplacement (uz) du point i dû à l’addition des chargements de tous les points j est alors 

exprimé par une équation matricielle sous la forme : 

( ) j

n

j
ijiz pKu ⋅=∑

=1
,         (I.2). 
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Généralement la zone de contact n’est pas connue et un procédé itératif est employé. Une 

hypothétique région de contact doit être choisie au début et un ensemble de déplacements u est 

déterminé à partir de l’interpénétration des deux corps. Un procédé numérique d’inversion de 

matrice donne alors les pressions correspondantes p. Si l’ensemble des pressions contient 

quelques valeurs négatives celles-ci sont enlevées de l’aire de contact présumée pour l’itération 

suivante. La solution est trouvée lorsque les pressions sont positives dans la zone de contact et 

nulles ailleurs. La charge initiale est alors trouvée par la sommation des pressions élémentaires : 

∑
=

⋅=
n

j
jpAW

1
,          (I.3), 

où : A est une constante choisie selon la distribution de pression (par exemple pour une 

distribution uniforme sur l’élément A est simplement l’aire (cas 3D) ou la largeur (cas 2D) de 

l’élément).  

a . 

b . 
 

Figure I.8 Solution numérique du contact entre une surface plane rugueuse et un cylindre 
lisse 

Cette méthode a été employée intensivement pour la résolution du contact entre surfaces 

rugueuses (WEBS 86; SNID 94). On peut ainsi connaître l’aire réelle de contact pour des 

surfaces réelles. La figure I.8 montre les résultats d’un tel modèle pour un contact entre un 

cylindre lisse et un autre rugueux. La distribution de pression est comparée à la solution de Hertz 

(figure I.8a) et les surfaces originales sont également comparées aux surfaces déformées (figure 

I.8b). 

Une fois que la distribution de pression sur la surface de contact est connue, il est possible 

de déterminer le champ des contraintes dans le massif. La contrainte en tout point du massif est 

obtenue par sommation des contributions de chaque élément de l’aire de contact où la pression 

est non nulle. 
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Figure I.9 Isovaleurs de la contraintes de Tresca  en sous-couche pour un contact entre une 

sphère rugueuse et un demi-espace lisse, résultats adimensionnés par le rayon du contact et 

la pression maximale de Hertz (LEE 94) 

La figure I.9 montre les iso contours de la contrainte de Tresca dans un plan passant par le 

centre du contact entre une sphère rugueuse et un demi-espace lisse. Cette solution numérique a 

été obtenue par Lee et Ren (LEE 94) avec cette méthode d’inversion de matrice. On peut 

observer que les contraintes maximales, qui sont associées à la rugosité, sont limitées à la région 

proche de la surface. Les contraintes plus profondes sont semblables à celles d’un contact lisse. 

b) La méthode variationnelle 

Il est aussi possible d’employer l’approche décrite ci-dessus dans les cas où le frottement 

est présent à l’interface de contact. Dans ce cas, les pressions normales et tangentielles vont 

produire des déplacements en surface. Ceci complique la méthode de résolution puisque les 

régions de glissement et d’adhérence doivent être également identifiées. Le temps nécessaire 

pour la résolution du système si on utilise la méthode d’inversion de matrice est alors très long. 

Une approche alternative, plus utile dans ce cas, est la méthode variationnelle (KALK 90). 

Le principe variationnel affirme que le champ de contrainte réel dans un solide, chargé sur sa 

frontière, est obtenu quand l’énergie potentielle complémentaire est minimale. L’énergie 

potentielle complémentaire V* peut être exprimée en terme d’énergie de déformation liée aux 

forces et déplacements imposés sur la surface : 

( ) ( )∫∫ ⋅−⋅+⋅−⋅⋅=
S

i
S

zz dShpdSuupV δ21
*

2
1 ,     (II.4), 
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où δ est le rapprochement solide des deux surfaces et hi est leur séparation initiale. S est la 

surface où la pression p est différente de zéro, causant des déplacements normaux uz. Ceci peut 

être écrit sous une forme discrétisée : 

( )∑∑∑
===

δ−⋅⋅+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⋅⋅=

n

1i
ii

n

1j
jij

n

1i
i

* hpApCp
2
1V ,     (II.5), 

où A est une constante qui dépend de l’élément de pression utilisé. La solution est trouvée en 

déterminant les valeurs de pi qui réduisent au minimum V*, avec pi > 0. Ceci a été fait en 

utilisant une méthode du simplex par Kalker et van Randen (KALK 72) ou en employant une 

technique de programmation quadratique directe par Tian et Bushan (TIAN 96); cette dernière 

étant plus efficace. La figure I.10 montre la surface déformée déterminée avec cette méthode 

appliquée au contact tridimensionnel d’une surface rugueuse et élastique avec une sphère lisse et 

rigide. 

Figure I.10 Solution numérique du contact entre une surface élastique rugueuse et une sphère 

rigide lisse, (TIAN 96)  

c) La méthode des éléments finis 

Lorsque les problèmes de contact intègrent un comportement non-linéaire du matériau tel 

que la plasticité ou si l’hypothèse des demi-espaces n’est plus valide (les dimensions du corps ne 

sont pas grandes comparées à la zone de contact), alors il peut être nécessaire d’utiliser la 

méthode des éléments finis. Un certain nombre de codes commerciaux conviennent aux 

problèmes de contact : ABAQUS, DYNA3D, MARC, NASTRAN, RADIOSS, ANSYS. 

Les corps en contact sont divisés en éléments planaires bidimensionnels, axisymétriques où 

tridimensionnels (brique). Entre les nœuds extérieurs qui sont susceptibles d’entrer en contact 

pendant le chargement est défini un ensemble d’éléments de contact. Un coefficient de 

frottement peut être défini pour le contact. Les propriétés des matériaux, les états de frontière et 

les chargements nodaux sont également indiqués. 
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Les programmes modernes ont des interfaces graphiques pour aider à la génération des 

maillages. Une interface de prétraitement est généralement utilisée pour générer un fichier 

d’entrées. Les résultats sont également analysés par post-traitement. Les performances de ces 

interfaces utilisateur facilitent la compréhension des phénomènes physiques mis en jeu. 
Viewport: 1     ODB: D:/Temp/Job-1.odb

(Ave. Crit.: 70%)
S, Mises

+2.884e+01
+5.463e+02
+1.064e+03
+1.581e+03
+2.099e+03
+2.616e+03
+3.133e+03
+3.651e+03
+4.168e+03
+4.686e+03
+5.203e+03
+5.721e+03
+6.238e+03

Viewport: 2     ODB: D:/Temp/Job-1.odb

(Ave. Crit.: 70%)
S, Mises

+2.884e+01
+2.876e+02
+5.463e+02
+8.050e+02
+1.064e+03
+1.322e+03
+1.581e+03
+1.840e+03
+2.099e+03
+2.357e+03
+2.616e+03
+2.875e+03
+3.133e+03
+3.392e+03
+3.651e+03
+3.910e+03
+4.168e+03
+4.427e+03
+4.686e+03
+4.944e+03
+5.203e+03
+5.462e+03
+5.721e+03
+5.979e+03
+6.238e+03

Figure I.11 a) Un maillage typique pour un problème de contact linéique ; (b) isovaleurs des 

contraintes de von Mises obtenues par la méthode des éléments finis 

Typiquement, les problèmes de contact impliquent des charges distribuées sur de petites 

superficies de contact. Ceci a comme conséquence des gradients de contraintes importants dans 

les éléments au voisinage du contact. Le maillage dans cette région doit alors être assez raffiné. 

Ainsi, même le simple contact de Hertz a besoin d’être analysé avec un maillage suffisamment 

fin pour avoir des résultats précis (figure I.11). Les non-linéarités associées au contact, telle que 

la raideur de contact, le comportement adhésion-glissement ou la plasticité font que la solution 

est généralement liée au trajet de chargement. Ceci requiert alors que la charge (ou le 

déplacement) soit appliquée incrémentalement, une solution étant recherchée à chaque 

incrément. Ces calculs itératifs successifs conduisent rapidement à des temps de calcul 

prohibitifs lorsqu’un maillage fin est également nécessaire. C’est notamment le cas des analyses 

tridimensionnelles, lorsque l’on prend en compte la présence d’un défaut de surface ou en 

présence de frottement avec un mouvement relatif des 2 corps en contact. 
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I.3.2  LES METHODES EXPERIMENTALES POUR LA MECANIQUE DES CONTACTS 

La connaissance de l’aire réelle de contact, de la distribution des pressions et des 

contraintes en sous-couche associées est importante dans de nombreuses applications. Il existe 

plusieurs techniques expérimentales pour déterminer ces grandeurs. 

a) Mesure de l’aire de contact réelle 

Là où les surfaces des corps sont rugueuses, le contact se fait seulement au voisinage du 

sommet des aspérités. L’aire réelle de contact peut être sensiblement inférieure à l’aire 

potentielle de contact donnée par la théorie de Hertz. Les techniques pour déterminer l’aire réelle 

de contact peuvent être classées par catégorie : électriques, optiques, acoustiques et films actifs. 

Méthodes électriques 

La mesure de la résistance électrique entre les surfaces de contact peut fournir des 

informations sur l’aire réelle de contact (HOLM 67; BOWD 39). Ceci doit être réalisé par 

mesure du courant parce que la résistance du contact est petite (10-3 à 10-6 ohms) comparée à 

celle des fils. Si la région du contact entre deux corps se compose des n points de contact discrets 

de rayon ai, alors la résistance totale du contact est : 

∑
=

÷=
n

i
iaR

1
ρ ,          (II.6), 

où ρ est la résistivité du matériau utilisé (ohm/m). La résistance R dépend du rayon des points 

de contact. Il est donc impossible de déterminer la superficie réelle de contact directement, en 

utilisant cette méthode sans que certaines hypothèses soient faites sur la taille ou nombre des 

différents spots de contact. L'équation précédente s’utilise seulement si les points de contact sont 

assez distants. La présence des films extérieurs d'oxyde peut avoir un effet significatif sur la 

résistance de contact et pour ces raisons la méthode électrique de résistance est limitée aux 

mesures qualitatives. 

Une méthode semblable est la mesure du flux de chaleur à travers l'interface (NEWC 57). 

Cette méthode a l'avantage d'être moins sensible aux écrans physico-chimiques présents sur les 

surfaces en contact. Cependant, le transfert de chaleur ne se limite pas aux échanges par 

conduction aux contacts directs entre solides, mais inclut également des échanges par convection 

voire rayonnement dans les zones où il n’y a pas contact. 
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Méthodes optiques 

Si l’un des deux corps en contact est transparent, alors on peut observer directement la 

zone de contact. Il y a un certain nombre de méthodes pour lesquelles cette propriété a été 

utilisée, notamment par transmission directe de la lumière incidente, par réflexion, ou par 

observation des interférences optiques. 

Un métal mou peut être serré contre une surface en verre et le nombre et la taille des 

régions de contact mesurés directement (DYSO 54). D'autre part, si les deux corps sont 

transparents, la transmission du faisceau lumineux peut être affectée par l'interface. Le faisceau 

traversera sans déviation les régions en contact mais il sera dispersé aux intervalles d'air. Ainsi 

les régions en contact apparaissent sous formes de tâches lumineuses sur un fond gris (KRAG 

65). 

Alternativement, la surface d’un échantillon peut être chargée contre un prisme et un 

faisceau de lumière parallèle est dirigé vers l'interface selon une incidence rasante (KRAG 60). 

Aux régions de non contact le faisceau est intérieurement reflété, alors qu'aux points de contact 

la réflexion est bloquée. Les points de contact sont alors observés par le biais la lumière 

réfléchie. 

 
Figure I.12 Interférogramme optique du contact entre un disque plat et une lentille en verre. 

L’aire réelle de contact correspond aux taches lumineuses, (BHUS 90) 

Une troisième méthode se fonde sur l'interférence optique entre deux faisceaux lumineux, 

dont l’un est reflété de la surface supérieure et l’autre par la surface inférieure (BAIL 55). Les 

deux surfaces, qui doivent être transparentes, sont revêtues de films métalliques minces de sorte 

qu'elles soient partiellement réfléchissantes. Un faisceau de lumière est dirigé par l’échantillon 

transparent. L'interférence se produit entre la partie du faisceau qui se reflète sur la première 

surface et celle qui se reflète à la seconde. L'interférence se produit quand l'espace entre les deux 

spécimens est égal à un nombre entier de longueur d'onde. La figure I.12 montre un 

interférogramme optique du contact entre un disque plat et une lentille en verre (BHUS 90). 
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Réflexion ultrasonore 

Les ondes ultrasonores incidentes à l’interface entre deux massifs sont transmises au 

niveau des zones de contact et sont réfléchies aux intervalles d'air. Ce phénomène peut être 

employé pour étudier l’aire réelle de contact à l’interface (KEND 71; DRIN 96). Un capteur 

ultrasonore est monté sur l’un des corps et il est excité pour émettre une impulsion longitudinale 

de large bande passante (en général 5 à 20 mégahertz). L'impulsion réfléchie est reçue par le 

même capteur, amplifiée puis stockée sur ordinateur. L'amplitude de l'impulsion réfléchie peut 

être divisée par celle de l'impulsion incidente pour donner un coefficient de réflexion |R| à 

condition que la longueur d'onde du signal soit grande comparée à la taille du contact. Ce 

coefficient dépend de la rigidité de l'interface, K : 

( ){ } 2
1

2/21
−

⋅⋅+= zKR ω ,         (II.7), 

où ω est la fréquence de l’onde et z est l'impédance acoustique du matériau (le produit entre la 

vitesse de l’onde et la densité du matériau). La rigidité de l'interface est définie comme la 

pression de contact nécessaire pour produire une approche unitaire des surfaces et dépend du 

nombre et de la taille de différentes zones de contact. La rigidité varie de zéro à l'infini si le 

rapport entre l’aire réelle et nominale de contact varie de zéro à 100%. 

 

Figure I.13 Analyse ultrasonore d’un contact entre une sphère en caoutchouc (diamètre 1,3 mm) 

et un massif en acier 

Cette méthode peut également être employée pour déterminer la taille d’un contact. Un 

capteur à ultrasons est balayé par un faisceau à travers l'interface. L’onde est transmise là où il y 
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a contact, et est réfléchie aux régions de séparation. La résolution de cette technique est 

relativement grossière et elle n’est utilisée actuellement que dans les applications où la région de 

contact est relativement importante. La figure I.13 montre le résultat d’un balayage par ultrasons 

de l'interface entre une sphère rugueuse en caoutchouc et un massif lisse en acier. La résolution 

de la méthode est telle que les différentes régions du contact ne sont pas facilement identifiables; 

on observe plutôt les régions de conformité (pourcentage élevé de contact). Les niveaux 

d'ombrage indiquent le coefficient de réflexion (la proportion d'une onde incidente reflétée à 

l'interface). Les régions avec une pression plus élevée auront pour conséquence une plus grande 

conformité sur la rugosité et ainsi une réflexion réduite. 

Les films minces (revêtements) 

Un revêtement mince et mou, généralement en métal (par exemple : cuivre, argent ou or), 

est appliqué sur l’une des surfaces par un procédé chimique ou physique et les corps sont alors 

mis en contact puis chargés. La couche mince dans les zones de contact est déformée. On peut 

observer la taille de la région de contact par le changement d'aspect du film déposé. 

Alternativement, un revêtement mince de peinture fluorescente ou radioactive peut être 

appliquée sur l’une des surfaces. Elles sont alors chargées l’une contre l’autre. Le transfert de 

matière peut être déterminé quantitativement par fluorescence ou par l’utilisation d'un compteur 

de radioactivité. 

 

b) L’analyse expérimentale des contraintes 

Photoélasticité 

Les corps en contact sont réalisés en matériaux photo-élastiques, tel que le polycarbonate 

ou la résine époxyde. Pour des applications bidimensionnelles un modèle plan est chargé dans un 

polariscope (une source lumineuse avec deux filtres de polarisation). Les franges 

isochromatiques donnent les iso-contours de la différence des contraintes principales (σ1 - σ2). 

Pour les modèles tridimensionnels une technique de « congélation » des contraintes doit être 

utilisée. La méthode la plus commune est d'appliquer le chargement au modèle à une température 

élevée et de le laisser se refroidir sous charge. Les déformations restent « gelée » dans la 

structure, qui peut alors être coupée en tranches appropriées pour être analysées dans un 

polariscope. Cette méthode a été employée par Ollerton et Haines (OLLE 63) pour étudier le 

contact elliptique soumis à une charge normale et tangentielle. La formation d’image et la 
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séparation du champ de contraintes dans les problèmes de contact ont été étudiées par Burguete 

et Patterson (BURG 97). La figure I.14 montre un modèle photo élastique de frange pour le 

contact entre un cylindre et une surface plane, comparé à la solution théorique. Les images ont 

été obtenues par une méthode de congélation des contraintes et ont été digitalisées pour une 

analyse automatisée. Alternativement et toujours pour une analyse 3D mais pour des pièces (et 

matériaux) réelles il est possible d’utiliser un vernis qui, déposé en couche uniforme à la surface 

de la pièces, permet par réflexion de connaître la contrainte de Tresca à la surface de cette pièce 

lorsqu’elle est sollicitée. 

 
Figure I.14 Comparaison entre les résultats théoriques (à gauche) et ceux de la maquette 

photo élastique d’un contact entre un cylindre et un plan, (BURG 97)  

Une technique dérivée est la méthode de caustiques. L'application d’un chargement produit 

des déformations révélées par changement de l'indice de réfraction du matériau. Si un échantillon 

plan est éclairé par un faisceau incident de lumière parallèle, les rayons qui traversent les régions 

soumises à une contrainte sont déviés. La distribution de lumière sur une image plane derrière le 

spécimen n'est plus uniforme. La frontière entre les régions illuminées et foncées est connue 

comme étant l’image des caustiques (ou la courbe des caustiques). Le chargement appliqué peut 

alors être déduit par méthode inverse en recherchant le chargement qui donne une courbe des 

caustiques théorique la plus proche de celle observée expérimentalement (THEO 78). 

Capteurs pour la pression de contact 

Pour les contacts très grands, des capteurs de pression constitués de films minces et 

disponibles dans le commerce, peuvent être utilisés. Le capteur se compose d'une matrice 

d’éléments conducteurs dont la résistance varie avec la charge appliquée. Les éléments sont 

montés sur une feuille mince, flexible, qui est placée entre les corps en contact. Typiquement, les 

plus petits capteurs, de l'ordre d’un mm2, sont sensibles aux pressions jusqu'à 150 MPa. Ils sont 
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par exemple utilisés dans l'industrie automobile pour étudier les interactions humaines avec le 

véhicule.  

Des films matriciels imprégnés peuvent également être employés en tant que dispositifs 

sensibles à la pression. Le film est placé entre les corps en contact, qui sont ensuite chargés. A un 

niveau de pression désiré le film libère une matrice. Après déchargement, le film est alors enlevé 

et examiné; l'intensité de la couleur est proportionnelle à la pression appliquée. 

Micro transducteurs résistifs 

Des petits éléments de manganèse ou de titane sont déposés sur une surface. Quand un 

micro-transducteur est placé à l'intérieur d'un contact, sa résistance augmente avec la pression. 

Ces capteurs sont déposés par pulvérisation haute fréquence après avoir préalablement placé un 

masque sur la surface (pour les surfaces en métal une mince couche isolante en silicium est 

d'abord déposée). Ils ont été employés pour mesurer les pressions dans les contacts lubrifiés 

roulants ou glissants (HAMI 71, KANN 65). Les capteurs sont toutefois généralement sensibles 

aux élévations de température, ce qui doit être pris en compte pour l’analyse des résultats. 

I.3.3 LE CONTACT RUGUEUX 

Les surfaces réelles sont rugueuses à l’échelle microscopique et le contact est généralement 

limité à un certain nombre de zones au voisinage du sommet des aspérités. 

Pour étudier le comportement des surfaces rugueuses en contact, deux approches distinctes 

sont habituellement employées. La première s’appuie sur des modèles statistiques pour décrire le 

rapport entre la charge appliquée, la séparation plane moyenne et l’aire réelle du contact qui en 

résulte. A l’opposé la seconde est une approche déterministe où le problème du contact est résolu 

pour chaque configuration réelle. 

 
a) Greenwood et Williamson (GREE 66) b) Archard, Hunt et Onions (ARCH 75) 

Figure I.15 Modèles de contact rugueux 

L’approche statistique a été proposée initialement par Greenwood et Williamson (GREE 

66) qui ont présenté un modèle de contact élastique avec des rugosités modélisées par des 

calottes sphériques, toutes de même rayon et distribuées de façon gaussienne autour d’un plan de 
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référence (figure I.15a). Leur théorie a ensuite été étendue par d’autres chercheurs, Archard, 

Hunt et Onions (ARCH 75), Bush, Gibson et Keogh (BUSH 79), McCool (MCCO 86), Chang, 

Etsion, et Bogy (CHAN 87) pour des géométries plus complexes (figure I.15b). 

Dans des travaux plus récents, Polycarpou et Etsion (POLY 99) utilisent le lissage d’une 

fonction exponentielle appliquée à la distribution des hauteurs des aspérités pour obtenir une 

solution analytique en accord avec les résultats numériques obtenus en utilisant la distribution 

gaussienne conventionnelle. 

Cette méthode donne des bons résultats sur la dimension de l’aire de contact et la valeur du 

rapprochement solide. Les modèles statistiques ne peuvent toutefois pas prévoir la distribution 

des zones de contact, des pressions locales ou des contraintes, dont les singularités et l’aspect 

déterministe jouent un rôle important dans les phénomènes de fatigue (ROBB 01a, ROBB 01b). 

La deuxième approche exploite des techniques numériques pour analyser les problèmes de 

contact entre deux surfaces rugueuses. Francis (FRAN 82), Webster et Sayles (WEBS 86) et Ren 

et Lee (REN 94) ont employé des profils mesurés pour simuler le contact linéique entre deux 

cylindres, et Ju et Zheng (JU 92) des topographies de surface pour une analyse 

tridimensionnelle. La plasticité a été introduite dans les modèles numériques par Poon et Sayles 

(POON 94), Tian et Bhushan (TIAN 96), Lee et Ren (LEE 96) via une limitation de la pression 

de contact à 3 fois la limite d’élasticité, et l’influence du frottement étudiée par exemple par 

Zhiqiang, Neville, Reuben (ZHIQ 01).  

Enfin les articles synoptiques de Bhushan (BHUS 96) et Bhushan (BHUS 98) donnent des 

informations plus détaillées sur les mécanismes de contact entre surfaces rugueuses. 

I.3.4 LE CONTACT LUBRIFIE 

Les surfaces en contact en mouvement relatif sont séparées et protégées par un film de 

lubrifiant. La charge appliquée est transmise d’une surface à l’autre par ce film de lubrifiant qui, 

parce que les pressions de contact sont très élevées (de l’ordre du GPa), est à l’état vitreux. La 

rigidité de ce film de lubrifiant est alors bien plus grande que celle des surfaces qui se déforment 

élastiquement. Les principales différences par rapport au cas lisse sont la génération de pression 

dans le convergent et l’existence d’un pic de pression à la sortie du contact (figure I.16), effets 

qui s’estompent lorsque la charge augmente ou la vitesse diminue. 

Le premier modèle élastohydrodynamique est dû à Ertel (ERTE 39) et Grubin (GRUB 49) 

qui résolurent analytiquement le problème linéique en découplant les effets élastiques et 
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l’écoulement du fluide entre les surfaces (équation de Reynolds). La première solution 

numérique est due à Dowson et Higginson (DOWS 66) pour le cas du contact linéique 

cylindre/plan (solution EHD pour des surfaces lisses, un régime isotherme, une lubrification sur-

abondante et un fluide imcompressible). Hamrock et Dowson (HAMR 76a, 76b) publient plus 

tard les solutions complètes du contact ellipsoïde/plan EHD lisse (figure I.16). 

Figure I.16 Profil de pression et 
paramètres du contact EHD  

ellipsoïde / plan 

Solutions pour le contact elliptique (II.8) : 

Hmin = 3,63.U0,68.G0,49.W-0,073.(1-e-0,68k) 

Hc = 2,69.U0,67.G0.53.W0,067.(1-0,61e-0,73k) 

k : rapport d’ellipticité: k = 1,03.(Rx/Ry)0,64 

U, G, W paramètres adimensionnés de 
vitesse, matériau et charge. 

Hmin est la hauteur adimensionnée 
minimale. 

Hc est la hauteur adimensionnée au centre. 

Dowson et Higginson (DOWS 66) montrent que lorsque le paramètre adimensionné de 

vitesse augmente, ou que la charge diminue, la contrainte de cisaillement maximale dans le 

massif sous le contact se rapproche de la surface (figure I.17). Cependant, la valeur de la 

sollicitation maximale est très peu affectée par la présence du lubrifiant, et pour des pressions de 

Hertz élevées ou des vitesses faibles, le pic de pression s’atténue et le champ de contraintes tend 

vers celui dû au contact sec. 

x/a

z/a  
Figure I.17  Contrainte équivalente de Von Mises adimensionnée par la pression de Hertz. 

Contact EHD cylindrique/plan. Selon (DOWS 66). 

L’ordre de grandeur du film d’huile (0,01 – 1 µm) est souvent comparable aux dimensions 

des rugosités dans les applications courantes, dès lors la micro-géométrie joue un rôle sur les 

sollicitations subies ; des surpressions apparaissent provoquant des surcontraintes significatives 
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au voisinage de la surface. En présence de défauts de surface plus importants (rayures, indents, 

etc.), le film d’huile peut être partiellement rompu, et des contacts métal-métal peuvent se 

produire. 

D’après Dumont (DUMO 97) on peut distinguer quatre régimes de lubrification: 

• élastohydrodynamique : la charge est transmise par le film de lubrifiant. Des 

aspérités peuvent exister en surface, mais leur hauteur est telle que les surpressions 

qu’elles engendrent sont négligeables. Le contact peut être supposé lisse. 

• micro-élastohydrodynamique : la charge est transmise par le film de lubrifiant. 

Cependant, la micro-géométrie provoque des surcontraintes non négligeables, les 

rugosités étant d’amplitude comparable à l’épaisseur du film d’huile. 

• lubrification mixte : le film de lubrifiant est incomplet. Il peut y avoir contact direct 

entre les aspérités. 

• lubrification limite : l’épaisseur du film de lubrifiant est très faible. La charge est 

transmise principalement par les contacts directs entre les aspérités. 
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Figure I.18 Distribution de pression, hauteur de film (COUH 96) et iso-contraintes de Tresca 

(DUMO 97) dans un contact EHD rugueux cylindre/plan 

Le paramètre de sévérisation Λ, rapport entre la hauteur minimale du film 

élastohydrodynamique en contact lisse et la moyenne quadratique des hauteurs des rugosités, est 

un bon indicateur du régime de lubrification. La transition entre le régime élastohydrodynamique 

et le régime micro-élastohydrodynamique se situe autour de Λ = 1. 

 
Rms
h min=Λ ,          (II.9). 

Notons que la composante de rugosité considérée dans ce paramètre fonctionnel provient 

d’une mesure effectuée pour la surface libre, ce qui n’est pas vraiment représentatif de ce qui se 

passe dans le contact où les aspérités sont déformées élastiquement. 
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I.3.5 LE CONTACT AVEC FROTTEMENT 

Le frottement est la résistance au glissement d’un corps solide sur l’autre. Le niveau du 

frottement est souvent exprimé en terme de coefficient de frottement, µ=F/W, rapport entre 

l’effort tangentiel, F, et la charge normale, W. 

Dans le cas de deux massifs en contact s’il y a du frottement à l’interface de contact, des 

conditions additionnelles sont parfois nécessaires selon le modèle utilisé. Le modèle de 

frottement le plus simple est celui du frottement de Coulomb, selon lequel, n’importe quel point 

de l’aire de contact ne peut être que dans deux états, adhésion (stick), lorsque la contrainte de 

cisaillement τ est inférieure à µ×p, et glissement (slip), lorsque la contrainte de cisaillement τ est 

égale à µ×p. Dans ce dernier cas il existe un mouvement relatif entre les 2 surfaces en contact et 

la contrainte de cisaillement s’exerce dans la direction opposée à la direction instantanée du 

glissement.  

Considérons maintenant l’application d’une charge tangentielle à un contact hertzien dans 

les deux cas suivants : 

• une paire de matériaux identiques, 

• deux matériaux différents. 

Dans le premier cas les efforts normaux ne causent pas de déplacements tangentiels relatifs 

et les efforts de cisaillement ne produisent pas de déplacements normaux relatifs. L’analyse est 

considérablement simplifiée car les effets normaux et tangentiels sont alors découplés. En 

l’absence d’une force tangentielle les points en contact ne subissent pas de déplacements 

tangentiels relatifs, qui ne sont liés qu’aux seuls efforts tangentiels.  

Concernant le contact de deux cylindres, il a été montré par Cattaneo (CATT 38) et 

Mindlin (MIND 49) que, en considérant le phénomène de glissement / adhérence dans la 

résolution, il existe une région centrale d’adhérence entourée par deux zones de glissement 

(figure I.19). Si la force tangentielle augmente, la taille de la zone d’adhérence diminue jusqu’à 

glissement total. Pour un coefficient de frottement suffisamment élevé (µ>0.3) le maximum de la 

contrainte de Tresca, qui remonte progressivement de la profondeur de Hertz à la surface avec 

l’augmentation du coefficient de frottement, se trouve à la surface des massifs, Johnson (JOHN 

85). Les résultats ont été prolongés à d’autres scénarios de chargement par Mindlin et 

Deresiewicz (MIND 53) et ont été employés pour prévoir la taille de la zone de glissement dans 

les conditions de fatigue de fretting (HILL 94; SZOL 96).  
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Carter (CART 26) a résolu le même type de problème que Cattanéo (CATT 38) mais en 

étudiant un cylindre roulant en régime permanent sur un plan déformable. La zone de glissement 

est alors située en début de la zone de contact (figure I.19). Kalker (KALK 67, 82, 90) a étudié 

les phases transitoires entre les solutions de Cattanéo et de Carter.  

Les contraintes dans le cas avec glissement pour des matériaux différents ont été 

déterminées par Bufler (BUFL 59) et discutées par Johnson (JOHN 85). L’effet du frottement 

sec sans chargement tangentiel a été étudié dans le cas de deux sphères en contact par Goodman 

(GOOD 62). Ce dernier a montré que, pour une paire de matériaux élastiques différents, le 

couplage entre les effets normaux et tangentiels modifie peu la solution et par conséquent qu’il 

peut-être négligé en première approche. 

 
Figure I.19 De Cattanéo à Carter, Q/µp = 0,75. Contact linéaire. (Gonzalez et Ramon, 

GONZ 02) 

Les solutions complètes, qui incluent le couplage entre les effets normaux et tangentiels, 

ont été obtenues par Mossakovski (MOSS 63) et Spence (SPEN 68, 75). Ces résultats indiquent 

que la prise en compte du frottement modifie l’aire de contact, et que cette modification est 

comparable à celle produite par une augmentation de la charge normale de moins de 5%. 
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I.3.6 LE CONTACT ELASTOPLASTIQUE 

Pour le cas des contacts non-conformes la pression de contact est très élevée, typiquement 

50 à 100 fois plus que dans les contacts surface – surface (conformes). Une charge normale 

excessive, ou encore la présence de frottement ou de défauts de surface (rugosités, stries, 

rayures, indents, etc.), voir figure I.20, produit une augmentation locale ou globale de la pression 

de contact qui peut conduire dans des cas particuliers à un dépassement de la limite d’élasticité 

des matériaux provoquant des déformations plastiques irréversibles.  

Ces déformations en sous-couche, qui induisent une déformation permanente de la surface, 

génèrent également des contraintes résiduelles élevées qu’il est important de prendre en compte 

pour déterminer les sollicitations réellement subies pendant le chargement. Enfin l’écrouissage 

associé à cette plasticité correspond à une modification locale des caractéristiques du matériau. 

 

Figure I.20 Champ de pression dans un contact indenté (sol. élastique sphère/plan) (ANTA 04)

Plusieurs études ont été menées sur le contact élasto-plastique lisse, rugueux ou indenté. 

Une méthode numérique employée pour étudier le contact élasto-plastique est la méthode des 

éléments finis utilisée par Hahn et al (HAHN 87), Gupta et al (GUPT 95), Xu et al (XU 97), ou 

encore par Kang et al (KANG 04). Si on considère un contact indenté tridimensionnel, ce genre 

d’approche induit des coûts de calculs prohibitifs en raison de la lourdeur du maillage nécessaire 

à une description correcte du problème, Dang Van et al (DANG 93). En même temps, peu de 

travail a été fait concernant l’analyse du champ de contraintes élasto-plastiques dans un contact 

roulant par éléments finis, comme le remarquent Jiang et al (JIAN 02). 
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Lorsque le volume plastique est petit et que les déformations plastiques peuvent être 

considérées comme limitées à quelques pourcents, les approches semi-analytiques semblent bien 

adaptées. Le principal avantage de l’approche semi-analytique par rapport aux méthodes 

éléments finis actuelles est que les temps de calcul rendent l’étude de problèmes de contact en 

régime transitoire possible, même lorsque le maillage requis doit être fin, comme lors du 

roulement d’une charge sur un défaut de surface. La plupart des auteurs restreignent le problème 

pour le simplifier. Ainsi, Hearle et Johnson (HEAR 87) ne considèrent que les déformations 

plastiques de cisaillement. Dang Van et Maitournan (DANG 93) considèrent eux un problème 

stationnaire, ce qui ne permet pas de traiter le cas d’un contact indenté pour une charge roulante. 

Virmoux et al (VIRM 94) ont utilisé une méthode rapide pour évaluer la réponse élasto-plastique 

des matériaux, mais ne considèrent ni la modification de la pression de contact due à la 

modification de la conformité des surfaces  ni les effets liés au passage de la charge. Mayeur et al 

(MAYE 95a, 95b) ont proposé un modèle de contact normal semi-analytique basé sur les 

éléments frontières, sans simplification, mais le modèle est 2D et ne permet donc pas de traiter le 

cas du contact circulaire ou elliptique (limité au déformations planes).  

Jacq et al. (JACQ 02) ont développé un code de contact élasto-plastique 3D par une 

méthode semi-analytique, assez rapide pour permettre le calcul d’un chargement vertical ou 

roulant d’une surface lisse sur une surface rugueuse ou indentée. Toutefois seuls les effets 

normaux ont été considérés. Plus récemment Boucly et al. (BOUC 05) ont ajouté les effets 

thermiques pour aboutir à un modèle thermo-élasto-plastique. 

Dans la majorité des études, l’indent n’est représenté que par la perturbation de la 

géométrie de la surface et le contact est résolu élastiquement. Cette analyse permet de déterminer 

le champ de pression qui s’établit au niveau du contact lorsque la géométrie est rodée, c’est à 

dire après quelques cycles, lorsque le passage de la charge sur l’indent ne provoque plus de 

déformations plastiques. Il est évidemment nécessaire de considérer une géométrie représentative 

de cet état. Cependant, les contraintes calculées à partir de ces pressions de contact ne permettent 

pas, à elles seules, de déterminer les sollicitations subies puisque, ni les contraintes résiduelles 

générées pendant l’indentation, ni celles introduites pendant le rodage ne sont prises en compte. 

Xu et Sadeghi (XU 97) ont pris en compte l’ensemble du processus, à savoir indentation et 

passage de la charge, en résolvant le problème du contact élasto-plastique 2D par éléments finis, 

permettant ainsi de mettre en évidence le rôle non négligeable des contraintes résiduelles sur les 

sollicitations subies dans un contact indenté. 
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I.4 FATIGUE DE ROULEMENT 

Le passage répété des corps roulants sur les pistes de roulement peut provoquer 

l’endommagement par fatigue de roulement (ou de contact). Deux types d'avaries dues à la 

fatigue de contact sont aujourd'hui bien identifiés (figure I.21.) : 

Le micro-écaillage, qui se manifeste par la formation de micro-fissures et micro-écailles à 

l'échelle des rugosités. C'est une avarie qui apparaît après une courte période d'incubation 

(plusieurs centaines de milliers de cycles), et ceci même pour une charge normale faible. Enfin, 

notons que si le micro-écaillage n'est pas une avarie catastrophique en soi, il peut toutefois 

conduire à la ruine du mécanisme si les micro-fissures se propagent jusqu'à la profondeur de 

Hertz. 

 
micro-écailles 

 
écaille  

Figure I.21 Avaries dues à la fatigue de roulement (DUMO 97) 

L'écaillage, qui se manifeste par la formation d'une écaille à l'échelle du contact. Cette 

écaille peut résulter de la propagation d'une fissure de fatigue de la zone de Hertz jusqu'à la 

surface (écaillage amorcé en sous-couche) ou de la surface vers la sous-couche (écaillage amorcé 

en surface). C'est une avarie catastrophique qui apparaît généralement après un grand nombre de 

cycles (plusieurs millions de cycles) et pour des charges normales élevées. Un écaillage profond 

amorcé en sous-couche a généralement pour origine une inclusion dure présente à la profondeur 

de Hertz (ou toute autre micro-hétérogénéité). Tandis que l'écaillage profond amorcé en surface 

démarre généralement au voisinage d'une indentation ou de tout autre défaut géométrique (rayure 

de rectification ou trace de choc due au montage) ou altération de la surface (micro-grippage, 

micro-écaillage). 

Concernant les avaries provoquées par la fatigue de roulement, deux questions se posent : 

1. Jusqu’à quel niveau peut-on charger le contact sans risquer de provoquer d’avaries 

de fatigue (limite d’endurance) ? 
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2. Si cette limite est dépassée, quel est le potentiel du mécanisme ; combien d’heures 

peut-il fonctionner avec un risque de défaillance limité (durée de vie) ? 

La formation des écailles ou des micro-écailles s’opère en deux étapes successives, 

l’initiation et la propagation. L’initiation correspond au temps nécessaire à la nucléation de 

micro-fissures, et la propagation au temps nécessaire à leur développement jusqu’à l’avarie. 

Nous discuterons des avaries rencontrées en fatigue de roulement selon trois catégories, 

dépendant de leur origine et du site d’initiation. Nous distinguerons tout d’abord celles initiées 

en sous-couche de celles initiées en surface. Ces dernières seront sub-divisées en deux 

catégories, en séparant les avaries initiées près des rugosités de celles initiées près des indents. 

I.4.1 FATIGUE DE ROULEMENT INITIE EN SOUS-COUCHE. 

L’écaillage par propagation d’une fissure amorcée au voisinage d’une inclusion est la 

principale cause d’avaries initiées en sous-couche. 

Les transformations microstructurales visibles dans la zone de Hertz, où la contrainte de 

cisaillement est maximale, sont les premiers symptômes de l’endommagement en fatigue de 

roulement initié en sous-couche. Elles se produisent en premier lieu au voisinage d’inclusions 

qui jouent le rôle d’amplificateurs de contraintes. Les papillons de phase blanche (figure I.22), 

orientés à 45° par rapport au roulement, et qui se forment dans les aciers martensitiques autour 

de ces inclusions, sont dus au mouvement des dislocations générées par le dépassement local de 

la micro-limite d’élasticité. La multiplication de ces dislocations au cours des cycles successifs 

de chargement entraîne la formation de micro-fissures dans les zones transformées lorsque la 

densité de dislocations atteint une valeur critique. 

10 µm 5 µm

Figure I.22 Papillon et fissure amorcée autour d’une inclusion (TALL 99) 
Si les contraintes de cisaillement sont suffisamment élevées, ces micro-fissures peuvent se 

propager jusqu’à la surface, et provoquer ainsi un écaillage. La détermination des sollicitations 

subies pendant le contact ne permet pas à elle seule ni de prédire, ni d’expliquer la formation des 

avaries de fatigue. Pour répondre à ces questions, des modèles de durée de vie ont été mis en 
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place. Ils peuvent être scindés en deux familles, les modèles phénoménologiques et les modèles 

physiques. 

Les modèles phénoménologiques actuels sont des évolutions des modèles de Weibull et de 

Lundberg et Palmgreen. Ils permettent de prédire la durée de vie des roulements, sans s’appuyer 

sur la description fine du mécanisme de formation des avaries. Ils sont basés sur une approche 

statistique des défaillances constatées expérimentalement et sur la notion d’un volume à risque 

engendré par le contact. Ainsi, le modèle Ioannides-Harris (HARR 01) exprime la probabilité de 

survie S en fonction du nombre de cycles N par : 
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1ln σσσσ ,      (II.10), 

où : 

• A , h et e sont des paramètres liés au matériau, 

• σu est la limite d’endurance, 

• σ est le critère de fatigue, 

• V est le volume à risque ou σ > σu. 

La détermination des paramètres A , h, n et e (décrivant le comportement du matériau) 

ainsi que de la limite d’endurance est délicate, car ils ne sont pas directement basés sur la 

description des mécanismes d’endommagement, et doivent donc être réactualisés pour chaque 

matériau ou pour un changement de qualité du matériau en pratiquant de nombreux essais de 

fatigue. De plus, afin de réduire le nombre d’essais nécessaires à la détermination de ces 

paramètres, des conditions d’essais très sévères ont souvent été utilisées, ce qui a pu conduire à 

l’activation de mécanismes d’endommagement différents de ceux rencontrés en service. 

Les modèles physiques s’appuient sur l’identification du mécanisme d’endommagement et 

sont constitués de l’enchaînement de la modélisation de l’amorçage d’une fissure avec la 

modélisation de sa propagation. Ils s’appuient sur les concepts de la micro-mécanique et de la 

théorie des dislocations. Plusieurs modèles existent, Cheng et al. (CHEN 94).  

Le modèle développé au Groupe d’Etude de Métallurgie Physique et de Physique des 

Matériaux (GEMPPM), (LAMA 98) permet d’expliquer la formation des écailles amorcées sur 

inclusion dans les aciers à roulement de type 100Cr6 et M50. 

Le mécanisme mis en jeu est basé sur l’incompatibilité de déformation entre l’inclusion et 

la matrice. Ces incompatibilités sont accommodées par l’émission de dislocations qui créent les 
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papillons de fatigue observés expérimentalement. Ces dislocations, en s’accumulant, conduisent 

à l’amorçage d’une fissure, qui va ensuite se propager. L’application de ce modèle aux 

différentes inclusions présentes dans la zone sollicitée par le contact permet de définir une durée 

de vie du contact. La répétition de ce processus à une famille de contacts permet d’obtenir la 

distribution des durées de vie qui résulte de la dispersion inclusionnaire liée au processus 

d’élaboration du matériau. Grâce à ce modèle, on peut déterminer la limite d’endurance H1. 

C’est la pression de Hertz que l’on peut appliquer sur le contact sans qu’il y ait émission de 

dislocations irréversibles autour des inclusions, c’est à dire sans que la micro-limite d’élasticité 

ne soit dépassée, en tenant compte des hétérogénéités microstructurales. La micro-limite 

d’élasticité est la limite d’élasticité pour une déformation d’épreuve de 20.10-6 def et correspond 

aux premiers mouvements irréversibles des dislocations.  

I.4.2 FATIGUE DE ROULEMENT INITIE AU VOISINAGE DES RUGOSITES 

Lorsque les surfaces ne sont pas lisses, les surpressions générées au niveau du contact ainsi 

que l’augmentation du frottement se traduisent par des sollicitations élevées en surface ou à 

proximité de la surface de contact. La figure I.23 schématise l’allure du niveau de sollicitation 

sous la surface en fonction de la charge appliquée et de l’amplitude des rugosités. Lorsque les 

sollicitations dépassent la micro-limite d’élasticité (en tenant compte des hétérogénéités 

microstructurales), il peut y avoir initiation de micro-fissures dans ces zones (figure I.23). 

 

 
Figure I.23 Compétition entre la fatigue de roulement initiée en sous-couche et celle 

initiée en surface en fonction du niveau des contraintes de cisaillement selon la 
profondeur (NELI 99a) 
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Les micro-fissures amorcées peuvent se propager et donner lieu à du micro-écaillage ou à 

de l’écaillage. Pour qu’il y ait écaillage profond, il est nécessaire qu’un "pont" de contrainte relie 

la zone sollicitée en surface et la zone de Hertz (NELI 99b). Cette situation correspond à des 

surfaces très rugueuses et des pressions de Hertz élevées (figure I.23) 

Le trait pointillé correspond à une contrainte limite, fonction du matériau, en deçà de 

laquelle aucun endommagement n’apparaît. 

L’endommagement initié en surface est susceptible de se produire dès que l’amplitude des 

rugosités est voisine de l’épaisseur du film d’huile séparant les surfaces en contact. Le paramètre 

Λ permet ainsi de quantifier la sévérité d’une application au regard de la fatigue de roulement 

initiée près des rugosités. 

I.4.3 FATIGUE DE ROULEMENT INITIE AU VOISINAGE DES INDENTS 

Les indents créent également des surpressions dans le contact, et donc des surcontraintes 

dans le massif. A ce titre, ils sont une source d’endommagement en fatigue de roulement. 

La localisation des sites d’initiation dépend des conditions de fonctionnement (figure I.24). 

En roulement pur, il est fait état d’endommagements initiés en amont ou en aval de l’indent dans 

le sens du roulement, avec une proportion tout de même plus élevée pour l’initiation en aval. En 

présence de glissement, l’initiation se fait en aval dans le sens du frottement. L’étude du champ 

de pression EHD permet d’expliquer la localisation du site d’initiation par rapport au sens du 

frottement. En particulier, il a été montré par Dumont (DUMO 97) qu’en présence de glissement 

le champ de pression est dissymétrique, et que le pic de pression le plus important est situé en 

aval de l’indent dans le sens du frottement. 
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Figure I.24 Localisation des sites d’initiation autour d’un indent. 

L’endommagement en fatigue de roulement au voisinage de l’indent se traduit par du 

micro-écaillage ou par un écaillage profond. Les écailles et les micro-écailles se propagent dans 

le sens opposé au roulement (sens du passage de la charge). 
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Surface rapide
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Figure I.25 Propagation des micro-fissures autour d’un indent. 

Pour les surfaces rugueuses, la présence ou l’absence de surpressions permet de déterminer 

si la rugosité est dangereuse ou non au regard de la fatigue de roulement. Ce type d’analyse ne 

peut pas être appliqué directement au cas des indents. En effet, les surpressions créées par un 

indent peuvent être élevées et provoquer d’importants dépassements locaux de la micro-limite 

d’élasticité (caractérisés par l’évolution géométrique de l’indent et le matage du bord de l’indent) 

sans que celui-ci ne présente de signe d’endommagement. L’origine de l’endommagement initié 

au voisinage des indents n’est pas bien comprise. En conséquence, il n’existe pas de critère ou de 

modèle permettant, d’après les caractéristiques d’un indent, de déterminer une limite 

d’endurance ou une durée de vie. 

La variation des surpressions et des surcontraintes en fonction des caractéristiques des 

indents a été étudiée par plusieurs auteurs. Dans la majorité des cas, seules les contraintes 

élastiques dues au champ de pression ont été prises en compte. Ces calculs ont été couplés avec 

des modèles de durée de vie phénoménologiques pour estimer la sévérité des indents. Ces études 

ne permettent pas d’estimer une limite d’endurance ou une durée de vie pour deux raisons : 

• les sollicitations estimées ne tiennent pas compte de la présence des contraintes 

résiduelles générées pendant l’indentation et pendant les premiers passages de la 

charge. 

• les propriétés mécaniques du matériau utilisées dans le modèle de durée de vie sont 

celles du matériau de base et ne prennent pas en compte l’évolution due à 

l’écrouissage pendant l’indentation et pendant les premiers passages de la charge. 

I.4.4 CONCLUSIONS 

Les mécanismes de l’écaillage amorcé sur inclusion sont bien connus. Afin de limiter ces 

écaillages, les aciers à roulement sont élaborés avec des procédés propres permettant de limiter la 

taille et le nombre d’inclusions (dégazage pour les aciers élaborés à l’air, refusion VAR, VIM-

VAR dans le cas des applications aéronautiques). De plus, la connaissance de la taille et de la 

nature des inclusions permet, grâce au modèle de durée de vie développé par le GEMPPM, de 
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déterminer la charge maximale que peut supporter le contact sans risquer une avarie initiée sur 

une inclusion. 

La fatigue de roulement initiée en surface par la rugosité des surfaces de contact est elle 

aussi maîtrisée. En effet, la super finition des surfaces de contact, couplée avec une épaisseur de 

film d’huile suffisante permet de limiter très fortement les surcontraintes en peau des massifs, et 

donc l’initiation de l’endommagement dans ces zones.  

Le problème majeur est lié à l’endommagement initié au voisinage des indents qui est un 

phénomène encore mal connu. En effet, ces derniers apparaissent principalement au cours du 

fonctionnement du mécanisme et peuvent provoquer une avarie rapide du mécanisme, que l’on 

ne sait pas encore maîtriser. En particulier un code de contact élasto-plastique capable de 

calculer le niveau des sollicitations subies par le matériau après la formation de l’indent et après 

le rodage qui s’effectue durant les premiers passages de la charge sur l’indent nouvellement créé 

a été mise en place par Jacq et al. (JACQ 02). Plus récente a partir de ce modèle Nélias et al. 

(NELI 05), ont proposé une nouvelle méthodologie pour évaluer la fatigue de contact des aciers 

de roulement en présence d’indents.  
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II.1 LE PROBLEME DE CONTACT 

La résolution d’un problème de contact consiste à trouver comment une région de contact 

se forme entre deux massifs en contact. A partir de la littérature on peut distinguer deux 

méthodes de résolution : 

• la méthode directe ; 

• la méthode inverse. 

II.1.1 RESOLUTION DU PROBLEME PAR METHODE DIRECTE 

Il s'agit de déterminer les déplacements de la surface d'un milieu soumis à une force 

donnée en un point de la surface. Ces déplacements, appelés coefficients d'influence, sont 

obtenus en résolvant les équations de Lamé (équations aux dérivées partielles). Les solutions 

adoptées pour résoudre ce problème dépendent de la géométrie du milieu élastique traité (massif 

semi-infini, une couche ou multicouche) et de la nature de la sollicitation (mécanique: normale, 

tangentielle et/ou thermique). On peut donc retrouver : 

• la méthode des potentiels ; 

• la méthode de transformation intégrale ; 

• les méthodes numériques. 

a) La méthode des potentiels 

Pour les domaines élastiques 

considérés comme semi-infinis (les 

déplacements et les contraintes sont nuls 

loin de la surface de contact pour des 

configurations tridimensionnelles), 

Boussinesq (BOUS 85) résout les 

équations de Lamé sous chargement 

normal par la méthode des potentiels. 

Dans le cas de l'application de forces concentrées Px, Py et Pz en un point M0 (x0, y0, z0) de 

la surface (figure II.1), l'expression des déplacements résultants (ux, uy, uz) en un point M (x,y,z) 

 
Figure II.1 Notations relatives au problème 3D 
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est obtenue. Cette solution, appelée « solution fondamentale », s'écrit, pour un point M(x,y,0) de 

la surface, sous la forme : 
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avec :   

• 0MMr = , M0(x0, y0, z0), M(x, y, z) 

• E, ν : module d'Young et coefficient de Poisson du matériau, 

• λ, µ : Coefficients de Lamé du matériau. 

Pour déterminer les déplacements associés à une charge distribuée, la solution 

fondamentale est alors intégrée dans le domaine d'application de la charge. Cette méthode, dite 

méthode des potentiels présente généralement des difficultés car elle conduit à des équations 

intégrales ou à la minimisation d'une fonctionnelle. Solomon (SOLO 68) a résolu ce problème en 

faisant référence à différents ouvrages traitant ces questions. 

L’hypothèse de massif semi-infini est la principale limite pour l’application de cette 

méthode. Cependant cette hypothèse n’est pas restrictive si l’aire de contact est faible par rapport 

aux dimensions et aux rayons de courbures des solides. 

b) La méthode de transformation intégrale 

 Lorsque l’hypothèse de massif semi-infini n’est plus applicable, la méthode de 

transformation intégrale qui permet de prendre en compte explicitement la dimension finie du 

milieu suivant z peut être utilisée. Elle permet d’obtenir les expressions des coefficients 

d’influence. 

 Il existe plusieurs transformations intégrales: transformées de Fourier finie ou infinie, de 

Laplace, de Hankel etc. Ces transformées, et en particulier celle de Fourier, sont largement 

utilisées dans la résolution des problèmes de contact pour des solides dont la géométrie et les 

conditions aux limites sont régulières. 
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Le principe consiste à transformer une équation aux dérivées partielles (ou un système 

d'équations) en une équation (ou un système d'équations) différentielle ne dépendant plus que 

d'une seule variable. Pour une configuration 3D telle que celle définie figure II.1, l'application 

d'un double transformée intégrale selon les directions x et y aux équations de Lamé permet 

d'obtenir une équation différentielle fonction uniquement de la variable z, perpendiculaire à la 

surface du milieu étudié. Une solution analytique est obtenue pour les transformées des 

déplacements et des contraintes. Les conditions aux limites, sont elles mêmes transformées. Elles 

ne portent désormais que sur la variable d'intégration et permettent de déterminer les constantes 

d'intégration. Le problème est résolu dans l'espace transformé. Le résultat est alors soumis à une 

transformation inverse pour obtenir la solution du problème dans l'espace réel. 

Une des difficultés de cette méthode réside dans le calcul des intégrales effectué 

généralement numériquement. En réponse à ce problème, des méthodes spécifiques de calcul 

doivent être utilisées. Le calcul numérique peut être amélioré en faisant usage d'un algorithme de 

calcul numérique (FFT: Fast Fourier Transform). La rapidité de cet algorithme repose sur la 

périodicité des fonctions circulaires. Parmi les auteurs ayant utilisé cet algorithme, 

habituellement réservé au traitement des signaux temporels, pour la résolution des problèmes 

thermique et de contact respectivement nous pouvons citer Villechaise (VILL 85), Leroy (LERO 

89) et Ju et Farris (JU 97). 

c) Les méthodes numériques 

Les méthodes numériques sont mieux appropriées pour des géométries quelconques et des 

conditions limites variées. Les deux méthodes les plus employées sont la méthode des 

différences finies et la méthode des éléments finis. 

• La méthode des différences finies : 

Chaque variable est discrétisée en un nombre donné de points. Les dérivées partielles de 

l'équation de Lamé sont approchées sous forme de différences des variables calculées entre des 

points consécutifs. L'équation de Lamé est alors transformée en un système linéaire comportant 

autant d'équations que de points de discrétisation. Cette méthode est simple à mettre en oeuvre 

mais les pas de discrétisation doivent être choisis avec précaution pour assurer la convergence et 

la stabilité du problème. De plus, le maillage obligatoirement orthogonal n'épouse pas 

parfaitement les géométries complexes. 
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• La méthode des éléments finis 

Cette méthode consiste à diviser le domaine étudié en N domaines élémentaires appelés 

"eléments finis" reliés entre eux par des points appelés "nœuds" situés sur leur contour, et enfin à 

résoudre un système linéaire de N équations à N inconnues. Si la géométrie du domaine d'étude 

n'est pas régulière, le maillage est conçu de façon à épouser les frontières, par modification de la 

forme et la dimension d'éléments si nécessaire avec le respect de quelques limites de distorsion 

des éléments. Les conditions aux limites peuvent être aussi définies par morceaux. 

Malheureusement le calcul est lié à la discrétisation : une discrétisation raffinée, par 

exemple dans les zones en contact, est nécessaire pour avoir une bonne précision dans les 

résultats. 

II.1.2 RESOLUTION DU PROBLEME PAR METHODE INVERSE 

Il s'agit de traiter les conditions d'interactions surfaciques des milieux en contact. On écrit 

la mise en conformité entre deux corps et on cherche à déterminer les dimensions de la zone de 

contact, les zones d'adhérence et de glissement dans cette zone, et les contraintes de ce contact. 

Les solutions proposées dépendent de la prise en compte ou non de l'effort tangentiel. Nous 

distinguerons les méthodes de résolution analytiques (théorie de Hertz) et numériques. Nous 

venons au cours de ce chapitre de présenter une méthode de solution numérique rapide au 

problème du contact 3D normal. 

La méthode des éléments finis est de plus en plus employée pour résoudre les problèmes 

de contact aussi bien dans les cas bi que tri-dimensionnels. Les formulations utilisées sont 

complexes et la mise en oeuvre de cette méthode est difficile. Son intérêt réside dans sa 

généralité. Elle permet d'étudier des solides de géométries quelconques et de lois de 

comportement rhéologique diverses. Les problèmes 3D sont cependant peu traités car ils 

aboutissent à des temps de calculs importants et présentent des problèmes de convergence sous 

chargement tangentiel. 

Les méthodes de résolution du problème inverse sont nombreuses et dépendent des 

hypothèses établies sur les champs de contraintes dans le contact. Si le problème normal est 

simple à résoudre, le problème tangentiel est plus compliqué. Il nécessite la résolution d'égalités 

et d'inégalités (non linéaires pour un problème 3D) pour déterminer les zones de glissement et 

d'adhérence dans la zone de contact. Le contact tridimensionnel est généralement peu traité car la 
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discrétisation de la zone de contact est nécessairement importante pour obtenir une bonne 

précision et aboutit à des temps de calcul importants. 

Conry et Seireg (CONR 71) présentent une méthode appliquée au contact 2D en négligeant 

les efforts tangentiels.  

Chiu et Hartnett (CHIU 83) proposent un algorithme pour résoudre le contact normal 3D 

avec un bouclage sur le déplacement de corps solide. Cette méthode est peu pratique car elle 

comprend 4 boucles de convergence encastrées.  

Nogi et Kato (NOGI 97) ont présenté une méthode de résolution pour un milieu revêtu 

rugueux. Les coefficients d'influence sont exprimés dans l'espace de Fourier où la résolution du 

problème de contact est également réalisée. Cette méthode a l'avantage comparativement à une 

méthode classique, de diminuer les temps de calculs considérablement grâce à l'application d'un 

produit de convolution dans l'espace de Fourier au lieu d'une sommation des coefficients 

d'influence dans l'espace réel. 

O'Sullivan et King (OSUL 88) ont traité le cas d'un poinçon rigide sphérique chargé 

normalement et tangentiellement contre un massif multicouche. Leur processus de résolution est 

comparable à celui de Villechaise (VILL 85) puisqu'ils recherchent la sollicitation parmi une 

famille de sollicitations. Le domaine d'application de leur méthode est restreint à des 

sollicitations tangentielles faibles, leur modèle reposant notamment sur l'hypothèse 

d'indépendance des efforts normaux et tangentiels.  

Kalker (KALK 67) développe un algorithme de contact avec frottement en tridimensionnel 

autorisant l'emploi de surfaces lisses quelconques. L'hypothèse de massifs semi-infinis est 

adoptée. La formulation du problème global passe par un découplage en deux problèmes partiels: 

le problème du contact normal et le problème du contact tangentiel. Le contact normal est résolu 

indépendamment du contact tangentiel, par une méthode de minimisation de l'énergie. Pour le 

problème tangentiel, il procède avec une méthodologie identique : 

• écriture de l'énergie de déformation, 

• détermination des contraintes liées aux conditions aux limites particulières de 

l'interface, 

• résolution par la méthode du Simplex. 

Cet algorithme a été parfaitement validé lors de sa mise au point pour des surfaces lisses. Il 

implique cependant une indépendance entre le problème de contact normal et tangentiel. Plus 
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tard, Kalker (KALK 82) publie une nouvelle méthode de résolution ne nécessitant pas le calcul 

de l'énergie potentielle et l'utilisation de l'algorithme du Simplex. Cette méthode est cinq fois 

plus performante en temps de calcul et considère le problème normal couplé au problème 

tangentiel.  

Elle permet de déterminer: 

• l 'aire de contact, 

• la répartition des contraintes normales et tangentielles, 

• les zones de glissement et d'adhérence dans l'aire de contact. 

La méthode de Kalker est de plus en plus utilisée de nos jours car: 

• sa formulation est simple, 

• ses possibilités d'extension sont importantes, 

comme en témoignent par exemple les applications au contact de corps rugueux Carneiro-

Esteves (CARN 87), modélisation du comportement de fissures Dubourg (DUBO 89), 

modélisation du comportement élasto-plastique Mayeur (MAYE 95a). 

Lorsqu’un maillage très fin est requis (typiquement avec plus de 105 points sur la surface 

de contact) l’utilisation de techniques d’accélération numérique est nécessaire pour réduire les 

temps de calcul et la quantité de mémoire pour stockage de manière significative. Les MLT 

(Multi-Level Techniques) ont été appliquées en premier aux problèmes de contact par Lubrecht 

et Ioannides (LUBR 91). Plus récemment, Liu et al. (LIU 00) ont utilisé les techniques de 

convolution discrète et transformée de Fourier rapides (DC-FFT) pour l’analyse du contact, de la 

température et du champ de contraintes. Polonsky et Keer (POLO 99, 00) ont mené une étude 

comparative entre les approches MLT et FFT, et ont développé une méthode basée sur le 

gradient conjugué pour le calcul de la distribution de pression de contact. 

L’analyse des méthodes de résolution présentées dans la littérature nous indique que deux 

familles de méthodes ont été développées : 

• par résolution directe d’un système matriciel; 

• par résolution itérative de cette équation matricielle. 

Dans cette seconde catégorie l'algorithme du gradient conjugué semble finalement le plus 

intéressant pour sa généralité et sa formulation simple. Dans le paragraphe qui suit nous 

présenterons la méthode de résolution utilisée qui conjugue la technique du gradient conjugué et 

les transformées de Fourier discrètes (DC-FFT). 
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II.2 ANALYSE SPECTRALE DES PROBLEMES DE CONTACT  

II.2.1 LA TRANSFORMATION DE FOURIER CONTINUE 

On définit la transformation de Fourier continue H(f) de la fonction h(t) par l’équation 

suivante : 

∫
∞

∞−

⋅−⋅= dtethfH fti π2)()( ,        (II.1), 

où h(t) représente une fonction du temps (t) et H(f) est une fonction fréquentielle (f). 
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Figure II.2 Quelques paires de transformée de Fourier 
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On peut aussi obtenir une expression de h(t) d’après celle de H(f) en définissant la 

transformée de Fourier inverse comme suit : 

∫
∞

∞−

⋅⋅= dfefHth fti π2)()( ,        (II.2).  

Si h(t) est intégrable dans ce sens : ∫
∞

∞−

∞<)(th , alors sa transformée de Fourier H(f) existe.  

Une propriété importante des transformées de Fourier concerne la convolution. La 

convolution continue intégrale est définie par: 

∫ ⊗=−⋅= )()()()()( thtxdthxty τττ ,      (II.3) 

La fonction y(t) est la convolution continue des fonctions x(t) et h(t). 
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En faisant le changement de variable σ=t-τ, le terme entre crochets devient: 

∫
∞

∞−

−−+− ==⋅ τσσσ τπσπτσπ dfHededeh fjfjfj )()( 22)(2 ,    (II.7), 

∫
∞

∞−

− ⋅== )()()()()( 2 fXfHdfHexfY fj ττ τπ ,     (II.8). 

Théorème de convolution :  

La transformée de Fourier d’un produit de convolution de deux fonctions dans le domaine 

temporel est égal au produit des transformées de Fourier des deux fonctions. 
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II.2.2 LA TRANSFORMATION DE FOURIER DISCRETE (TFD) 

Considérons une fonction h(t) et sa transformée de Fourier H(f) (fig. II.3a). Pour discrétiser 

h(t) il faut l’échantillonner. L’échantillonnage est effectué en multipliant h(t) par la fonction 

d’échantillonnage ∆0(t) (fig. II.3b) avec l’intervalle T. 

∑ ∑
∞

−∞=

∞

−∞=

−=−=∆⋅
k k

kTtkthkTtthtth )()()()()()( 0 δδ ,    (II.9). 

Cette multiplication dans le domaine temporel se traduit par une convolution dans le 

domaine fréquentiel. Cette fonction diffère de la fonction originale par le 

phénomène « d’aliaising » : les motifs du spectre sont enchevêtrés. Pour éviter cet effet, la 

période T est choisie la plus petite possible. 

La fonction échantillonnée est tronquée par multiplication avec une fonction fenêtre x(t) 

(fig. II.3d) avec l’intervalle T0. 
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Ainsi on a obtenu un spectre qui est le produit des trois fonctions (fig. II.3e). Il s’agit de la 

fonction h(t) échantillonnée sur N points. Le spectre obtenu est ondulé, cette ondulation diminue 

quand l’intervalle T0 augmente.  

Il est nécessaire de discrétiser également la transformée de Fourier. 
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La multiplication par la fonction d’échantillonnage fréquentiel se traduit par une 

convolution dans le domaine temporel. La transformée discrète d’une fonction discrète se traduit 

par une périodisation de cette fonction. 

Ainsi nous avons obtenu une fonction périodique de période T0 avec N échantillons, qui est 

une approximation de h(t) sur l’intervalle [0, T0]. 

La Transformée de Fourier Discrète (DFT en anglais) est définie par la relation suivante : 
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On définit aussi la Transformée de Fourier Discrète inverse par la relation : 
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Figure II.3 Dérivation graphique de la transformée de Fourier discrète 

II.2.3 TRANSFORMATION DE FOURIER RAPIDE (FFT) 

La transformée de Fourier rapide est simplement un algorithme permettant de réduire le 

nombre d'opérations pour calculer la transformée de Fourier discrète (DFT). Les opérations à 

effectuer pour obtenir les N valeurs de la DFT sont : 

• N² multiplications complexes, 

• N × (N-1) additions complexes. 

Bien entendu, les multiplications complexes ont une durée d'exécution beaucoup plus 

longue que les additions. 
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L'algorithme de FFT le plus connu est celui de Cooley-Tukey, également appelé 

algorithme de réduction à base 2 dans le domaine temporel. Cet algorithme requiert un nombre 

d'échantillons qui soit une puissance de 2. Par exemple : N=128, 256, 4096, etc. 

Posons : 
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L’équation (II.12) peut alors être écrite : 
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Un exemple pour 8 échantillons, qui ont les valeurs successives suivantes s0, s1, s2, s3, s4, 

s5, s6, s7. La DFT se présente ainsi : 
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            (II.18). 

En séparant les échantillons pairs et impairs et en factorisant les nombres impairs, on peut 

mettre II.18 sous la forme suivante : 

( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]0
273

1
4

0
251

3
8

0
262

1
4

0
2407

0
273

1
4

0
251

1
8

0
262

1
4

0
2401

0
273

0
4

0
251

0
8

0
262

0
4

0
2400

...
WssWWssWWssWWssS

WssWWssWWssWWssS

WssWWssWWssWWssS

⋅−⋅+⋅−⋅+⋅−⋅−⋅−=

⋅−⋅+⋅−⋅+⋅−⋅+⋅+=

⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+=

, (II.19). 

L'algorithme de FFT décompose la DFT en log2N étapes, dont chacune se compose en N/2 

calculs du papillon (butterfly computations). Chaque papillon prend deux nombres complexes a 

et b et calcule deux autres nombres, bWa n
N ⋅+  et bWa n

N ⋅− , où n
NW est un nombre complexe 

figure II.4. 
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Figure II.4 Calcul « Butterfly » 

L'opération "Butterfly" est particulièrement adaptée à l'algorithme FFT, comme on peut le 

voir dans la figure II.5. Cette figure correspond directement à la résolution de l’équation (II.19).  

 
Figure II.5 Résolution pour 8 échantillons 

Comme on peut le voir sur la figure II.15, les couples d'échantillons doivent être choisis au 

départ selon un ordre particulier : s0-s4, s2-s6, etc. Cette incrémentation particulière est appelée 

"reverse carry" (retenue inverse). Elle consiste à additionner N/2 à l'indice, mais à reporter la 

retenue à droite plutôt qu'à gauche. 

Tableau II.1 Reverse carry - Exemple pour 8 échantillons (N/2 = 4) 

Indice en base 2 Indice en base 10 
000 

000 + 100 = 100 
100 + 100 = 010 
010 + 100 = 110 
110 + 100 = 001 
001 + 100 = 101 
101 + 100 = 011 
011 + 100 = 111 

0 
4 
2 
6 
1 
5 
3 
7 
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L'algorithme précédent pour les 8 échantillons est facilement généralisable à n'importe 

quelle puissance de deux. Dans le cas d'une FFT selon l'algorithme de Cooley-Tukey, le nombre 

d'opérations est considérablement réduit : 

NN
2log

2
⋅  multiplications complexes. 

Le rapport du nombre de multiplications par rapport à la DFT s'exprime ainsi : 

N
N

NN
NR

2
2

2

log
2

log
2

⋅=
⋅

= . 

Le tableau II.2 nous donne le gain (multiplications complexes seulement) R pour quelques 

valeurs de N : 

Tableau II.2 Gain DFT/FFT 

Nombre d'échantillons N Rapport du nombre de multiplications DFT/FFT 
8 

128 
512 
1024 
2048 
4096 

5,3 
36,6 
113,7 
204,8 
372,2 
682,7 

Pour un nombre d’échantillons important la différence de temps de calcul entre ces deux 

méthodes est évidente. 

II.2.4 CONVOLUTION DISCRETE DE FONCTIONS PERIODIQUES ET CONVOLUTION CONTINUE 

Considérons les fonctions continues x(t) et h(t) ainsi que leur convolution continue y(t) 

(fig. II.6). 

Sur la figure II.6 est représentée la convolution continue y(t)=x(t)⊗h(t) que l’on veut 

trouver avec une convolution discrète. Pour évaluer la convolution discrète, nous échantillons 

x(t) et h(t) avec un intervalle T. 

Supposons les deux fonctions échantillonnées et périodisées sur une période N. Le choix de 

N dépend de la similitude entre les convolutions discrètes et continues. La convolution discrète 

est une approximation grossière de celle continue, la périodicité fournissant un chevauchement 

du résultat périodique désiré. 

Si nous choisissions une période insuffisamment grande, le résultat de la convolution d’une 

période chevauche le résultat de la période suivante (fig. II.6b). Dans le même temps il n’y a 

aucun avantage à choisir N > P+Q-1 (fig. II.6d). 
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a. b. 

c. d. 

 
e. 

Figure II.6 Relation entre convolution discrète et continue : formes d'onde de durée finie 

Il est nécessaire que la convolution discrète approche la convolution continue et que la 

période soit choisie de façon à ce qu’il n’y ait pas de chevauchement. 

Il faut choisir la période qui satisfait la relation donnant le nombre de termes non nuls si on 

effectue une convolution entre une fonction de P termes et une fonction de Q termes. 

1−+= QPN ,          (II.20) 

 Le résultat de la convolution discrète à une dimension différe de la convolution continue 

par le facteur T. 

∑
−

=

−⋅=
1

0
])[()()(

N

i
TikhiTxTkTy ,        (II.21) 

 Si on se place dans les conditions telles que N ≥ P+Q-1, la convolution discrète est 

simplement l’intégrale de convolution continue évaluée par intégration rectangulaire. La 

convolution discrète approche la convolution continue avec l’erreur introduite par l’intégration 

rectangulaire. Si l’intervalle d’échantillonnage T est suffisamment petit l’erreur introduite par la 

convolution discrète est négligeable (fig. II.6e). 
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II.2.5 LA METHODE DE CONVOLUTION DISCRETE (DC-FFT) POUR LES ANALYSES DE 

CONTACT 

Dans le cas classique du contact élastique (fig. II.7) les déplacements d’un massif uz(x) 

s’expriment en fonction des pressions de contact p(x) par le produit de convolution suivant : 

∫ −= dxxpxxfxu )'()'()( ,         (II.22). 

 

 

 

 

Figure II.7 Le chargement surfacique (a) est discrétisé en éléments de charge rectangulaires et 
uniformes (b)  

La méthode est basée sur l’utilisation des coefficients d’influence et permet de traiter une 

distribution de pression quelconque. Chaque coefficient représente l’influence d’un élément 

discrétisé en un point quelconque du massif. Des expressions pour la fonction des coefficients 

d’influence f en fonction du type d’élément de discrétisation choisi sont présentées par Johnson 

(JOHN 85). 

La résolution du contact est coûteuse en temps principalement à cause du calcul du produit 

de convolution (II.22). La méthode FFT est employée pour accélérer le calcul du produit de 

convolution (fig. II.8). La principale difficulté liée à l'utilisation de la transformée de Fourier 

discrète réside dans le fait que l'échantillonnage rend le problème périodique. 

     

x 

uz(x) 

p(x)   

x 

p(x)   

n n+1 
i   

a. b.



Chapitre II    
 
 

 72

La convolution linéaire pour des problèmes 

de contact doit être convertie en une convolution 

cyclique qui peut être efficacement et exactement 

réalisée par la méthode DC-FFT (LIU 00).  

Agrandir simplement le domaine par la 

technique de « zero-padding » (fig. II.9a), utile 

pour les pressions, n’est pas suffisant dans le cas 

des coefficients d’influence. Pour éviter les 

erreurs sur la frontière l’utilisation de la 

technique de « wrap-around order » est 

nécessaire. Le recouvrement (wrap-around) peut 

être décrit comme une copie dans la partie 

augmentée des coefficients d'influence de la 

direction négative (fig. II.9b). 

 

Figure II.9 Zero-padding et wrap-around. (a) Distribution de pression; (b) coefficients 
d'influence pour la pression normale (LIU 00). 

L’algorithme de résolution par la méthode DC-FFT requiert les étapes suivantes : 

1. trouver les coefficients d'influence, { }
Njf  ; 

2. augmenter { }
Njf  dans 

N
jf

2⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−

 dans un domaine virtuel avec « zero-padding » et 

« wrap-around order » (fig. II.9b) ; 

3. appliquer la FFT aux 
N

jf
2⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−

 pour 
N

jF
2⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−

 ; 

4. introduire la pression, { }
Njp  ; 

Figure II.8 Convolution par multiplication 
directe ou FFT.  
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5. augmenter { }
Njp  dans 

N
jp

2⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−

 dans un domaine virtuel avec « zero-padding » 

seulement (fig. II.9a) ; 

6. appliquer la FFT aux 
N

jp
2⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−

 pour 
N

jP
2⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−

 ; 

7. obtenir une série des fréquences provisoires 
N

j
2⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−

ν  par la multiplication élément par 

élément des nombres complexes ; 

8. appliquer la transformée inverse (IFFT) à la série provisoire des fréquences pour 

obtenir { }
Nj 2

ν  ; 

9. choisir les vrais déplacements uz avec [ ]1,0 −∈ Nj  entre { }
Nj 2

ν . 

 

 

II.3 RAPPEL MATHEMATIQUE SUR LA METHODE DU GRADIENT CONJUGUE 

 Le gradient conjugué (CG) est la méthode itérative la plus populaire pour résoudre de 

grands systèmes d’équations linéaires. Le CG est efficace pour des systèmes de la forme : 

 bxK =⋅          (II.23), 

où x est un vecteur inconnu, b est un vecteur connu et K est une matrice symétrique, 

connue et définie positive. Ces systèmes existent dans beaucoup d’applications, tels que les 

méthodes des différences finies ou des éléments finis. 

On remarquera que la résolution de l'équation (II.23) correspond à la minimisation de la 

forme quadratique : 

 xbxKxxQ TT ⋅−⋅⋅⋅=
2
1)(        (II.24). 

L'algorithme exige n itérations, à partir d'une solution initiale arbitraire (souvent x0=0 est 

employé). Nous utiliserons les notations suivantes : 

• i  - nombre d'itérations;  

• ix  - approximation de la solution;  
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• id - la direction de recherche;  

• ir - le résidu, qui est défini comme bxK i −· . 

Algorithme  

1. Initialisation  

Si x0 est un vecteur initial on calcule le résidu 0r  en ce point, soit : 

bxKr −⋅← 00 ,        (II.25), 

et on initialise un second vecteur : 

00 rd −←          (II.26). 

Ainsi la direction initiale de recherche est colinéaire au gradient de la fonction 

quadratique, celle-ci étant réduite au minimum, évaluée au point de départ. 

2. Pour 1...,,0 −= ni  on calcule la solution et le résidu à l’itération i par la formule 

récurrente suivante : 

i
T
i

i
T

i
i dKd

rr
··

·−←α   

iiii dxx ·1 α+←+         (II.27) 

iiii dKrr ··1 α+←+ . 

Si ε<ir  la solution a été trouvée.  

3. Sinon, on calcule une nouvelle direction de recherche et on recommence avec le pas 

1 (fig. II.10) :  

i
T

i

i
T

i
i rr

rr
·
· 11

1
++

+ ←β , 

iiii drd ·111 +++ +−← β ,        (II.28) 

1+← ii . 

A chaque itération, la direction de recherche de la solution est déterminée à partir 

de la précédente et du nouveau résidu. 
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Figure II.10 Algorithme pour la méthode du gradient conjugué 

La première idée fondamentale de l'algorithme du gradient conjugué consiste à choisir 

chaque direction de recherche de sorte qu'elle soit conjuguée à la direction de recherche 

précédente par rapport à la Hessienne du critère. 

La seconde idée fondamentale de l'algorithme du gradient conjugué consiste à chercher 

1+id  sous la forme d’une combinaison linéaire de id  et de la direction de Cauchy au point 

courant (éq. II.28), pour trouver à l’étape i+1, une direction 1+id  conjuguée à id  en choisissant le 

coefficient réel βi+1 de telle sorte que : 

 ( ) 0······· 111 =∇−= +++ i
T
ii

T
iii

T
i xQKddKddKd β     (II.29), 

ce qui est toujours possible si id  est non nul, puisque : K > 0 implique alors : 0·· >i
T
i dKd . 

La méthode du gradient conjugué est une méthode exacte, mais, en tant que méthode 

exacte, elle n’est pas très performante. En fait, elle est le plus souvent utilisée comme méthode 

itérative pour résoudre de manière approchée les grands systèmes linéaires creux. Sa force vient 

du fait que le nombre d’itérations nécessaires pour obtenir une bonne approximation de x  est 

petit devant la taille N  du système. Ce n’est donc pas le côté "exact" de la méthode qui est 

important ici mais la vitesse de décroissance de ir .  

II.4 FORMULATION GENERALE DU PROBLEME DE CONTACT NORMAL 

Considérons deux massifs élastiques, ΩA et ΩB (Ω=ΩA+ΩB) en contact (fig. II.11) et qui 

respectent l’hypothèse des massifs semi-infinis : 

• les pentes des surfaces sont faibles, 

• l’aire de contact est petite devant les autres dimensions des corps.  
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Figure II.11 Représentation schématique de deux corps en contact 

Il faut notamment que les corps se déforment comme des massifs et non pas comme une 

poutre ou une plaque. Pour ces deux corps en contact on peut définir trois types de frontières :  

• CΓ  - zone(s) en contact ; 

• FΓ  - frontières à contraintes imposées ; 

• UΓ  - frontières fixes (déplacement nul). 

La frontière CΓ  représente l’aire réelle de contact, la frontière FΓ  comprend une zone à 

contraintes imposées pour la transmission de la charge appliquée et ainsi qu’une zone libre. Les 

relations suivantes peuvent être établies : 

• CFU Γ∪Γ∪Γ=Γ  et ∅=Γ∩Γ=Γ∩Γ=Γ∩Γ uCCFFU . 

A chacun de ces corps on associe un repère orthogonal (Oxyz1) pour le corps A et (Oxyz2) 

pour le corps B. Les vecteurs x et y se trouvent dans le plan de contact et sont identiques pour les 

deux massifs. Les vecteurs z1 et z2 sont orthogonaux au plan de contact et dirigés vers l’intérieur 

du corps auquel ils correspondent. 

Le problème classique de contact normal est un problème complexe de valeurs limites qui 

demande à trouver le champ de déplacements, solution de : 

• 0· =− ijij buK ,          (II.30),  

dans le volume Ω et avec les conditions de frontière suivantes : 

� ijij Fn =·σ  sur ΓF        (II.31) ; 

� ii uu
_

=  sur ΓU        (II.32) ; 
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� 0≥+ nn hu  sur ΓC        (II.33) ; 

� 0≥nσ  sur ΓC        (II.34) ; 

� TT F=σ  sur ΓC        (II.35). 

La relation (II.30) représente les équations d'équilibre en termes de champs de 

déplacement. Les relations (II.31) et (II.32) sont les conditions sur les frontières ΓF et ΓU ; Fi 

étant une distribution de pression et ui un champ de déplacements connus sur ΓF et ΓU, 

respectivement.  

La relation (II.33) est la condition de non-pénétration, puisqu’il est physiquement 

impossible que les deux corps s’interpénètrent à l'état déformé. Aux points où la somme de hn, la 

distance initiale entre les deux corps, avec un, leurs déplacements relatifs, est positive une 

distance existe entre les surfaces et les point ne sont pas en contact. Si cette distance est nulle, 

cela implique que le point est en contact. La relation (II.34) signifie que la pression normale est 

toujours positive à l’intérieur de ΓU et nulle ailleurs. La relation (II.35) signifie que dans la zone 

de contact la distribution tangentielle de traction est connue et indiquée par FT. 

L’hypothèse des massifs semi-infinis autorise l’utilisation des équations de Boussinesq-

Cerruti lesquelles fournissent une relation intégrale entre les déplacements et les contraintes 

exercées à la surface du massif : 

∫∫
Γ

⋅⋅⋅−−= '')','()','(),( dxdxyxpyyxxKyxuz ,     (II.36), 

avec K le noyau donné par la formule de Boussinesq : 

22
2

2
2

1

2
1 1·11·1),(

yxEE
yxK

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+−= νν
π

,      (II.37), 

avec : 

• Γ - surface d’étude,  

• (x, y) – position du point de calcul sur l’aire de contact (z=0), 

• (x', y') – position du point courant sur l’aire de contact, 

• ),( yxuz  – déplacement des massifs en (x,y), 

• p(x', y') – pression (ou contrainte) à la surface du massif au point (x', y'), 

• E1, E2 – modules d’Young. 
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Pour la résolution numérique du contact 

normal seules les frontières CΓ  et une partie de 

FΓ  sont discrétisées, il s’agit de l’aire de 

contact potentielle. Toutefois, les conditions 

aux limites qui sont écrites pour la frontière CΓ  

s’appliquent aux aires courantes de contact qui 

apparaissent dans les calculs et la formulation. 

Pour une étude tridimensionnelle le maillage est donc bidimensionnel et le domaine d’étude 

représenté par un plan. Celui-ci sépare les deux corps en contact (fig. II.12). 

Le plan de contact est discrétisé en cellules rectangulaires dont le centre est représentatif. 

Nous considérerons que toutes les grandeurs utiles à la résolution du problème, pression, 

distance entre les deux corps, déplacements, sont constantes sur chaque cellule. 

L’aire potentielle de contact représente l’aire totale qui est étudiée. C’est le domaine qui 

est maillé dés le début de l’algorithme. Nous pouvons distinguer trois types d’aires (fig. II.13a) : 

• l’aire potentielle de contact notée AP, 

• l’aire courante de contact notée AC, 

• l’aire réelle de contact notée AR. 

L’aire courante de contact représente une partie de l’aire potentielle. Dans les phases 

intermédiaires du processus de calcul, elle est considérée comme une aire de contact à part 

entière sur laquelle on écrit les conditions aux limites. L’aire réelle de contact est obtenue 

uniquement à la fin du processus de convergence. 

Sur chaque élément de discrétisation de l’aire potentielle de contact, la pression est prise 

égale à une constante. La forme globale de la pression a l’allure d’une fonction par escalier dans 

un domaine bidimensionnel (fig. II.13b). 

Figure II.12 Discrétisation de l’aire 
potentielle de contact 
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a. 

 
b. 

Figure II.13   a) Types d’aire de discrétisation   b)Distribution de pression en escalier 

La discrétisation en rectangle de l’aire potentielle de contact et l’approximation de la 

pression par une constante sur chaque élément rendent possible l’intégration analytique des 

relations de Boussinesq. Il résulte de ce calcul une dépendance linéaire entre les déplacements et 

les pressions. 

Les formes intégrales (II.36) s’intègrent analytiquement pour aboutir à une expression de 

zu  linéaire en p :  

( ) ( )∑∑
= =

−−=
x yM

i

M

j
z lkpljkiKjiu

·2

1

·2

1
,·,),( ,       (II.38), 

avec 2·Mx, 2·My le nombre d’éléments de discrétisation suivant les directions x et y, 

respectivement. 

La valeur ),( jiuz  représente la déformation différentielle entre les deux massifs A et B au 

centre de l’élément repéré par M(i,j). Cette déformation résulte de l’action de toutes les forces 

agissant à la surface du massif. Les coefficients ( )ljkiK −− , , coefficients d’influence, 

représentent l’influence de la pression ( )lkp ,  repartie uniformément sur l’élément M0(k,l) sur la 

déformation ),( jiuz  de l’élément M(i, j) (fig. II.12). 

Le déplacement d’un demi-espace soumis à une pression uniforme agissant sur un secteur 

rectangulaire ba ·2·2 ×  a été trouvé par Love (LOVE 27): 

( ) ( ) ),(·,, ljkiKlkpjiuz −−= ,       (II.39), 

avec :  

[ ]BA
EEyyxx

dydx
EE

ljkiK
bl

bl

ak

ak

y

y

y

x ii

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+−=
−+−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+−=−− ∫ ∫
+

−

+

−

·11·1
)()(

·11·1),(
2

2
2

1

2
1

22
2

2
2

1

2
1 νν

π
νν

π
(II.40), 
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où  

[ ] [ ]
[ ] [ ]

.,
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;/·ln/·ln

;/·ln/·ln
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11
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2
11

2
2

2
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2
1
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2
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2
1

2
22

2
1

2
111

2
2

2
12

2
1

2
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byyxbyyy
axxxaxxx

yxxyxxyyxyyxyxB

yxxyxxyyxyyxyxA

ikik

ikik

−−=+−=
−−=+−=

+++++++++=

+++++++++=

 

Après discrétisation on peut définir au point (i, j) :  

• la séparation entre les deux massifs δ−+= ),(),(),( jiujihjig z ,  (II.41) 

• le déplacement ( ) ( )∑∑
= =

−−=
x yM

i

M

j
z lkpljkiKjiu

·2

1

·2

1
,·,),( ,    (II.42). 

Suivant Kalker (KALK 90), le problème de contact peut se formuler à l’aide des équations 

suivantes : 

• RAjijipjig ∈>= ),(,0),(,0),( ,      (II.43a), 

• RAjijipjig ∉=> ),(,0),(,0),( ,      (II.43b). 

Il faut toutefois ajouter au système (II.43) l’équation d’équilibre du système avec le 

chargement W : 

• ∑∑
= =

=
xM

k

My

l
lkpbaW

2

1

2

1
),(··4 ,         (II.44). 

Si la grille sur laquelle le problème de contact est défini a la taille (2·Mx, 2·My), alors la 

fonction d'influence K définie par l’équation II.40 est de taille ( ) ( )yx MM ·2·2 × . Le stockage 

pourrait être réduit d’un quart par symétrie, bien que ceci rende l'exécution plus difficile. La 

matrice de rigidité A, est de taille (N, N) où N=Mx x My. La taille importante de cette matrice est 

ce qui a conduit à s'intéresser aux méthodes de résolution itératives comme la méthode du 

gradient conjugué proposée par Polonsky et Keer (POLO 99). 

Les données nécessaires sont la géométrie des corps en contact et les caractéristiques 

mécaniques des deux corps. A chaque élément du domaine d’étude est associé une valeur 

numérique représentative de la distance locale initiale des deux massifs h(i, j). La résolution du 

problème normal se décompose en deux phases : phase d’initialisation, puis phase de test sur la 

pression et sur la pénétration. Cet algorithme s’articule autour de deux processus itératifs : l’un 

qui accroît l’aire de contact, l’autre qui tend à la diminuer. Le programme est terminé lorsque 

l’aire de contact courante reste constante et le système (II.41 - II.44) est vérifié. L’organigramme 

de la résolution du problème de contact normal est synthétisé dans la fig. II.14. 
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Figure II.14 Organigramme général pour la résolution numérique du contact normal. 

A partir d’un maillage déjà défini par l’utilisateur en fonction des données dont il dispose, 

il est possible de calculer les termes de la matrice des coefficients d’influence. La seconde étape 

consiste à initialiser l’aire courante de contact par des valeurs initiales quelconques non-

négatives pour les pressions p(i,j) mais qui doit satisfaire l’équation II.44. Ce type d’initialisation 

donne des résultats très satisfaisants en ce qui concerne la vitesse de convergence. 

Les variables auxiliaires θ et Gv sont définies et initialisées en plaçant θ=0 et Gv =1. 

L’erreur ε0 est fixée à la valeur désirée et le processus itératif peut commencer. Les opérations 

suivantes (1-12) sont effectuées pour chaque itération : 

1. Les déplacements nodaux uz produits par la distribution de pression p(i,j) sont 

calculés en utilisant l'algorithme de DC-FFT présenté dans le paragraphe II.2.5. 

2. La distribution d'espaces g est calculée et sa valeur moyenne est ajustée comme 

suit : 

( ) ( ) ( ) pAjijihjiujig ∈−−= ),(,,,,     (II.45) ; 

∑
∈

=
cAlkc

lkg
N

g
),(

),(·1        (II.46) ; 

( ) ( ) pAjigjigjig ∈−← ),(,,,  ;     (II.47), 

où Nc est le nombre de nœuds en Nc. 
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3. La nouvelle valeur de la variable G est calculée, soit : 

∑
∈

=
cAlk

lkgG
),(

2 ),( ,       (II.48). 

4. On calcule la nouvelle direction conjuguée t, soit: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) C

C
v

Ajijit

Ajijit
G
Gjigjit

∉=

∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−←

,,0,

,),,(··,, θ
    (II.49). 

La nouvelle direction t est la direction dans laquelle la prochaine étape sera 

faite dans l'espace multidimensionnel des pressions élémentaires. Si θ=0, t coïncide 

avec la direction de descente la plus raide. 

5. La valeur courante de G est alors stockée pour la prochaine itération :  

GGv = ,         (II.50). 

6. Afin de choisir une longueur de pas τ, dans la direction t(i,j), une distribution 

r(i,j) est calculée par le procédé de DC-FFT comme : 

( ) ( ) ( )∑
∈

∈−−=
pAlk

pAjilktljkiKjir
),(

,),,(·,, ,    (II.51) ; 

∑
∈

=
cAlkc

lkr
N

r
),(

),(·1 ,        (II.52) ; 

( ) ( ) pAjirjirjir ∈−← ),(,,, ,      (II.53) ; 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )
∑
∑

∈

∈=

c

c

Aji

Aji

jitjir

jitjig

,

,

,·,

,·,
τ ,       (II.54). 

7. La distribution de pression p courante est stockée pour l'évaluation de l’erreur : 

( ) ( ) p
v Ajijipjip ∈= ,),,(, ,       (II.55).  

8. La solution est mise à jour dans la zone de contact par le déplacement avec un 

pas de longueur τ  dans la direction t(i,j): 

( ) ( ) CAjijitjipjip ∈−← ),(),,(·,, τ ,     (II.56). 

9. Les inégalités (II.43.b) sont forcées en remplaçant toute pression ( )jip ,  

négative par zéro et l’aire courante est mise à jour en conséquence. 
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S’il y a des séparations ( )jig ,  en dehors de la région de contact (Ac) qui sont 

négatives, ces points sont ajoutés à Ac et les pressions sont remplacées par : 

( ) ( ) ),(·,, jigjipjip τ−← ,      (II.57). 

Si toutes les séparations ( )jig ,  sont positives, on fixe θ=1 sinon il est mis à 

zéro. 

10. La charge courante de contact est calculée :  

( )
( )
∑

∈

=
PAji

jipbaW
,

,···4         (II.58). 

L'équation d'équilibre du chargement (II.44) est forcée : 

 ( ) ( ) PAjijip
W
Wjip ∈⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
← ,,,·),(

0

      (II.59). 

11. L'erreur relative courante est estimée : 

( ) ( )
( )
∑

∈

−=
PAji

v jipjipWba
,

0 ,,····4ε     (II.60). 

12. si, le critère de convergence n’est pas atteint une autre itération est effectuée. 

Sinon, la solution ( ) ( ) PAjijip ∈,,,  est trouvée, le système (II.41 – II.44) est 

vérifié et le programme est terminé. 

Finalement cet algorithme permet d’accéder aux résultants suivants: 

• aire réelle de contact ; 

• distribution de la pression normale. 

Sur chacun des éléments en contact, la valeur locale de la pression normale est connue. Sur 

les autres éléments la pression normale est, bien entendue, nulle. Le déplacement solide des 

corps δ, n'est pas déterminé dans l'algorithme présenté. L'équation d’équilibre de la charge est 

forcée et la pression de contact est mise à jour sans utiliser δ (cf. équations II.58-59). Dans la 

plupart des applications pratiques, la valeur de δ n'est pas nécessaire si la distribution de la 

pression de contact p peut être calculée.  
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II.5 CALCUL RAPIDE DU TENSEUR DES CONTRAINTES ELASTIQUES 

Le champ de contraintes dû aux pressions de contact est calculé par la méthode des 

coefficients d’influence. Après que les pressions de contact p aient été déterminées pour tous les 

nœuds, les contraintes correspondantes à n'importe quelle profondeur donnée ( 0>z ) peuvent 

être calculées comme suit : 

( ) ( ) ( )[ ]
( )

( ) ( ) P
Alk

mn
z

mn
zjimn AjizyxnmlkpljkiGljkiFzyx

p

∈=−−+−−∑
∈

,,,,,,,,,,,
,

µσ , 

(II.61). 

où µ  est le coefficient de frottement et mn
zF , mn

zG sont les coefficients d'influence pour le 

chargement normal et tangentiel. Ils lient directement les contraintes aux points se trouvant sous 

la surface de contact, aux pressions (normales) et contraintes tangentielles sur les éléments de la 

grille (fig. II.15).  

x  

0  

z

P ( k ,l)  

M  i

M ' j r 

 
Figure II.15 Calcul de contraintes en sous couche 

Basé sur le travail de Kalker (KALK 86) et Hills (HILL 93), Dumont et al. (DUMO 97) 

proposent des expressions simplifiées pour les coefficients d’influence. 

• Pour un élément rectangulaire (2a, 2b) de pression uniforme : 
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,  (II.62). 

Composantes du tenseur des contraintes produites par cet élément : 

( ) ( ) ( ) ( )( )zbyaxFzbyaxFzbyaxFzbyaxFp
ijijijijij ,,,,,,,,

2
+−−−−+−+−++=

π
σ , 

(II.63). 

• Pour un élément rectangulaire (2a, 2b) de cisaillement uniforme dans le sens des x : 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
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( ) ( )( ) ( ) ( )
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,  (II.64). 

Composantes du tenseur des contraintes produites par cet élément : 

( ) ( ) ( ) ( )( )zbyaxGzbyaxGzbyaxGzbyaxGt
ijijijij

x
ij ,,,,,,,,

2
+−−−−+−+−++=

π
σ ,

 (II.65) 
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• Pour un élément rectangulaire de cisaillement uniforme dans le sens des y, les 

expressions des composantes du tenseur des contraintes sont proches de celles calculées pour un 

cisaillement tx. En fait, tx(x,y), x, y, u, v, σxx, σyy, σxz, σyz doivent être respectivement 

remplacés par ty(x,y), y, x, v, u, σyy, σxx, σyz, σxz. 

Avec : 

x = xi-xj, y = yi-yj, ²²² zyx ++=ρ . 

Les sommes apparaissant à droite dans d'équation (II.61) sont des convolutions. Par 

conséquent, les contraintes sont calculées en utilisant l'algorithme de DC-FFT décrit dans la 

section II.2.5.  

Une possibilité permettant de réduire le nombre de FFT à effectuer pour réaliser plusieurs 

produits de convolution est basée sur le fait que les FFT sont réalisées avec des nombres 

complexes. Les coefficients d’influence et les pressions sont réelles et ils sont introduits dans les 

algorithmes de FFT, comme des nombres complexes avec une partie imaginaire nulle. 

 Considérons le calcul des contraintes dues au champ de pression en surface. Pour deux 

contraintes du tenseur pr
ij

σ  et pr
ji 1+

σ , il est nécessaire d’effectuer la convolution des coefficients 

d’influence et de la pression deux fois, soit au total trois FFT et deux IFFT. Si l’on considère 

alors le coefficient d’influence et la pression complexe définis par : 

( )pKipKpK

ippetKiKK
prprpr

prprpr

jiijij

jiijij

⊗+⊗=⊗

+=+=

+

+

1

1

·

0··
        (II.66) 

on obtient alors la composante pr
ij

σ  du tenseur des contraintes sur la partie réelle et la 

composante pr
ji 1+

σ  sur la partie imaginaire. Au lieu de trois FFT et deux IFFT, ces calculs ne 

nécessitent plus que deux FFT et une IFFT.  
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II.6 VALIDATION DU MODELE DE RESOLUTION DU CONTACT NORMAL 

Ce paragraphe présente les différentes modélisations effectuées afin de tester notre modèle 

de résolution pour le problème de contact et la détermination des contraintes internes. Pour tester 

notre approche, nous avons comparé nos résultats avec ceux fournis par le logiciel d’éléments 

finis ABAQUS et avec quelques résultats issus de la littérature portant sur des configurations 

simples. 

II.6.1 VALIDATION PAR COMPARAISON AVEC LE LOGICIEL D’ELEMENTS FINIS ABAQUS 

Nous considérons le contact circulaire entre un massif semi-infini et une bille (II.16). Le 

code de calcul développé ici se place dans les hypothèses de Hertz, à savoir que les massifs en 

contact sont semi-infinis et que les déformations restent petites. Si nous restons dans le domaine 

élastique, la solution de référence de ce problème est connue, puisque c’est la solution analytique 

proposée par Hertz en 1882. Le problème a été simplifié par l’utilisation d’éléments 

axisymétriques et d’un axe de symétrie. Le maillage du massif a été affiné au voisinage du 

contact, de manière à obtenir une précision suffisante.  

 δ 

 

Conditions aux 
limites 

Déplacements 
radiaux 

Déplacements 
verticaux 

Axe bille Bloqués Libres 
Face supérieure 

bille 
Libres Imposés 

Axe massif Bloqués Libres 
Face inférieure 

massif 
Bloqués ∞ Bloqués ∞ 

Face supérieure 
massif 

Libres Libres 

Face extérieure 
massif 

Bloqués ∞ Bloqués ∞ 
 

Figure II.16 Modèle axisymétrique pour le contact circulaire élastique  

Les mailles sont donc constituées d’éléments axisymétriques à 4 nœuds. L’utilisation de la 

technique d’intégration réduite est conseillée pour limiter l’effet des instabilités numériques 

produites par les distorsions du maillage lors de la déformation. Le maillage du massif a été 

affiné au voisinage du contact, de manière à obtenir une précision suffisante. L’aire du contact et 

les zones déformées restent faibles au regard de la taille de la bille. Nous pouvons donc 

raisonnablement la considérer comme un massif semi-infini. Aussi, pour bloquer les 

déplacements à l’infini, nous avons utilisé des éléments infinis sur la face inférieure du massif et 
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supérieure de la bille. Les éléments utilisés sont des éléments CAX4R, qui sont des éléments 

axisymétriques bilinéaires à 4 nœuds comprenant 2 ddl, et des éléments infinis axisymétriques 

bilinéaires à 4 nœuds qui sont des CINAX4. 

Différents jeux de conditions aux limites ont été testés, et nous allons conserver celui qui 

reproduit le mieux les conditions de massif semi-infini (figure. II.16). Le chargement est 

appliqué par un déplacement que l’on impose sur l’ensemble des nœuds de la face supérieure de 

la bille, cette condition de chargement est la plus simple à mettre en place. La valeur du 

déplacement appliqué correspond, par réaction, à une valeur de la résultante des forces nodales 

sur cette face. Ceci permet de garder une répartition des pressions uniforme. 

Pour une bille et un massif en acier M50 (E=210 GPa et ν=0,3) les résultats sont présentés 

dans le tableau II.3 et la figure II.17. Le rayon de la bille est 7,5 mm et le déplacement imposé 

est de 17 µm, ce qui correspond à une pression de Hertz de 3,5 GPa. 
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a. b. 
Figure II.17 a) Distribution de la pression et du déplacement en surface  

b) Contrainte équivalente de Von Mises selon l’axe de symétrie 

Tableau II.3 Hertz Abaqus/Hertz CG-DCFFT/Hertz 
P0 (GPa) 3,5 0,991 0,999 
a (mm) 0,357 1,047 0,988 
σVMmax (GPa) 0,6·P0=2,13 0,97 0,98 
zVMmax (µm) 0,48·a =0,171 0,96 1 

Nous pouvons constater une corrélation correcte pour la pression maximale de contact, le 

rayon du contact et la contrainte équivalente de Von Mises maximale. 

Par ailleurs, les écarts entre le calcul analytique et la simulation par éléments finis sont 

faibles sauf au voisinage de l’axe de symétrie. Cela s’explique par la modélisation du problème 
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de contact par un modèle EF 2D axisymétrique qui gère mal le contact au voisinage de cet axe. 

Au vu de ces résultats, nous pouvons dire que le modèle numérique est validé en élastique. 

II.6.2 VALIDATION PAR COMPARAISON AVEC LA LITTERATURE 

Un rouleau cylindrique avec un profil circulaire a été choisi pour comparer les résultats 

obtenus par cette méthode avec les résultats présentés dans la littérature obtenus par la méthode 

des éléments finis (FEM). La géométrie du contact et les résultats éléments finis sont ceux 

donnés par J. de Mul (MUL 86), figure II.18 et Tableau II.4. 

Tableau II.4 

Dw 

[mm]

Lw 

[mm]

R1 

[mm]

R2 

[mm] 

ax 

[mm] 

Dci 

[mm]

15 16 1114 1,006 6,994 58,5 

La distribution 3D de pression (figure 

II.19) et l’aire de contact réelle ont été obtenues 

en employant une discrétisation identique selon 

chaque direction mais avec ∆x ≠ ∆y. Les 

variations de pression de contact le long de l’axe 

sont présentées dans la figure II.20.  

La comparaison des résultats présentée 

figure II.20 montre que les deux méthodes ont 

donné le même profil de pression et les mêmes 

dimensions pour l’aire de contact. Toujours pour 

la même géométrie une étude numérique 

comparative entre plusieurs méthodes de 

résolution a été effectuée pour montrer la 

rapidité de résolution par la méthode 

développée (CG-DCFFT). Les critères de 

comparaison choisis sont la finesse de la grille 

et le temps de calcul. Les résultats sont 

récapitulés dans le tableau II.5, Creţu et 

Antaluca, (CREŢ 03). 

 
Figure II.18 La géométrie des corps en 

contact. 

Figure II.19 Distribution de pressions 3D 

(CREŢ 03) 
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a. Elément fini (MULL 86) b. CG-DCFFT (CREŢ 02) 

Figure II.20 Pression de contact et aire réelle  

 

Tableau II.5 

Méthode N° de points sur 
la grille ∆xmin [µm] ∆ymin [µm] Temps [sec] Erreur 

GEM* 63x31 (1953) 241 48 320 0 
63x31 (1953) 241 48 7 10-3 
127x31 (3937) 119 48 26 10-3 CG** 
255x31 (7905) 59 48 136 10-3 

128x128 (16384) 118 11,7 8 10-3 
256x256 (65536) 59 5,9 49 10-3 CG-

DCFFT*** 
512x512 (262144) 29 2,9 285 10-3 

* - méthode d’élimination de Gauss 
**  - méthode du gradient conjugué 
***  - méthode du gradient conjugué combinée avec la convolution discrète rapide 
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III.1 LE COMPORTEMENT ELASTO-PLASTIQUE 

Le comportement élasto-plastique est décrit par l’apparition de déformations irréversibles 

et indépendantes du temps, à partir d’un seuil en sollicitation. Pour les métaux et alliages les 

déformations plastiques se produisent par le glissement des plans atomiques les uns sur les 

autres. Ce glissement de plans atomiques se fait grâce au déplacement de défauts linéaires 

appelés « dislocations » (fig. III.1). 

 

- les images de gauche montrent la 

forme extérieure de la pièce et les 

images de droite sont un gros plan 

sur les atomes ;  

- les images du haut montrent la 

pièce initiale, les images du 

milieu la pièce au plus fort de la 

sollicitation et les images en bas à 

droite la pièce après arrêt de la 

sollicitation 

Figure III.1 Réarrangement des atomes lors de la déformation plastique par flexion 

Deux limitations importantes restreignent le domaine de validité : 

• aux faibles températures d’emploi : 
4

fusionθ
θ <  ; 

• aux sollicitations non endommageantes : ruptureεε ·
3
2< . 

Des formulations existent pour les grandes déformations, mais nous nous limiterons dans 

cette étude à celle des petites déformations. Une hypothèse importante est la partition entre les 

déformations élastiques et plastiques (ε=εe+εp), ainsi que le découplage des comportements. De 

plus, le module d’Young variant peu avec la déformation plastique, il sera considéré comme 

constant, cette hypothèse restant valable jusqu’à de grands taux de déformation. 

Comme la déformation plastique est irréversible elle dépend de l’ensemble des états des 

sollicitations appliquées successivement (l’historique du chargement). Il est alors nécessaire 

d’adopter une description incrémentale des lois d’écoulement. 

http://fr.wikipedia.org/wiki/Dislocation
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Dans un premier temps, nous allons présenter les critères classiques de plasticité, avant de 

nous intéresser au phénomène d’écoulement plastique pour trouver les relations générales liant 

les déformations plastiques aux contraintes. Enfin, nous particulariserons ces relations pour 

aboutir à différents modèles d’écrouissage. La théorie présentée ici est développée dans les 

références suivantes : Lemaître et Chaboche (LEMA 88), Mayeur (MAYE 95a, 95b), Jacq 

(JACQ 01). 

III.1.1 CRITERES DE PLASTICITE 

La limite d’élasticité est la contrainte au-dessus de laquelle apparaissent les premières 

déformations plastiques irréversibles. En deçà de cette limite, toutes les déformations générées 

pendant le chargement de l’éprouvette peuvent être recouvrées. La généralisation 

tridimensionnelle pour le cas d’un chargement complexe de cette définition du domaine élastique 

obtenu lors d’un essai uniaxial (traction ou compression) est appelée critère de plasticité. Elle 

permet de définir, dans l’espace des contraintes, la région pour laquelle le matériau aura un 

comportement élastique. Pour les métaux isotropes les deux critères isotropes les plus utilisés 

sont ceux de Von Mises et de Tresca. 

L’expression de ces critères dépend à priori de toutes les composantes du tenseur des 

contraintes ainsi que de la limite élastique sσ . En raison de l’isotropie et donc de l’invariance 

par rapport aux repères, seuls les trois invariants du tenseur des contraintes peuvent entrer en 

compte. De plus, en raison de l’incompressibilité plastique par rapport à la contrainte 

hydrostatique, seuls les invariants 2J  et 3J  du déviateur des contraintes, σ ′ , peuvent intervenir. 

Nous obtenons ainsi l’expression générale des critères isotropes : 

( ) 0,J,Jf s32 =σ  avec 
2
1

''
2 ··

2
3

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ijijJ σσ  ; 

3
1

'''
3 ···

2
9

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= kijkijJ σσσ    (III.1) 

a) Critère de Von Mises 

Le critère de Von Mises a été établi en considérant que le seuil de plasticité est lié à 

l’énergie élastique de cisaillement, dW , qui est une fonction du produit tensoriel contracté sur 

deux indices du déviateur du tenseur des contraintes. 

( )2'
2

''''

6
1

4
1:

4
1 σ

µ
σσ

µ
σσ

µ
JW ijijd ===       (III.2) 
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Lorsque la limite d’élasticité sσ  est atteinte au cours d’un essai de traction pur, l’état de 

contrainte est simple, 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

000
000
00sσ

σ , et l’énergie élastique de cisaillement se déduit : 

( ) Itr ·
3
1' σσσ −=   2''

6
1:

4
1

sdW σ
µ

σσ
µ

==     (III.3) 

En égalant l’énergie élastique de cisaillement d’un état de contrainte quelconque avec celle 

d’une traction uniaxiale correspondant à l’obtention de la limite élastique, on aboutit à 

l’expression du critère de Von Mises : 

0)( '
2 =−=−= sseq Jf σσσσ        (III.4) 

Ainsi, l’état de contrainte tel que seq σσ =  est équivalent au sens de Von Mises à l’état 

unidimensionnel défini par sσ . Nous appellerons dorénavant contrainte de Von Mises la 

contrainte définie par )'(2 σJ , qui est à comparer avec la limite d’élasticité en traction ou en 

compression. 

L’expression développée de ce critère dans l’espace des contraintes est : 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] 0·6
2
1 222222 =−+++−+−+− szxyzxyxxzzzzyyyyxx σσσσσσσσσσ  (III.5) 

 

Von Mises 

 

Tresca 

 

Figure III.2 Représentation des critères dans l'espace des contraintes 
déviatoriques (LEMA 88). 
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b) Critère de Tresca 

Le critère de Tresca relie le seuil de plasticité à la contrainte de Tresca, qui est la contrainte 

tangentielle maximale. En égalant la contrainte tangentielle maximale d’un état de contrainte 

quelconque avec celle d’une traction uniaxiale correspondant à l’obtention de la limite élastique, 

on aboutit à l’expression du critère de Tresca : 

( ) 0
2
1sup

2
1 =−−= sjif σσσ        (III.6) 

Les deux critères sont très proches et les deux permettent de bien décrire le comportement 

des métaux. En pratique leurs résultats sont relativement proches et l’écart n’excède pas 15%. 

Dans notre cas, nous utiliserons le critère de Von Mises. En effet, ce dernier possède l’avantage 

de ne pas présenter de discontinuité sur sa frontière (figure III.2a), ce qui est très commode d’un 

point de vue numérique.  

III.1.2 LOIS D’ECOULEMENT 

La plasticité est un phénomène irréversible, dépendant du trajet de chargement. Aussi, les 

lois d’écoulement plastique sont exprimées sous une forme incrémentale. 

a) Variables utilisées. 

Deux types de variables doivent être distingués :  

• des variables observables, mesurables à tout moment : la déformation totale ε  ; 

• des variables internes : la déformation plastique pε , les variables d’état ( kV ). 

Les variables kV sont de nature scalaire ou tensorielle et représentent l’état actuel de la 

matière c’est-à-dire ici l’état d’écrouissage de la matière. On utilise en général la déformation 

plastique cumulée p  pour l’écrouissage isotrope et une variable tensorielle α  pour 

l’écrouissage cinématique. Les variables associées à ces grandeurs sont R et X , respectivement 

dérivées de l’énergie libre spécifique par rapport à p  et à α . Elles sont illustrées sur la figure 

III.4. La déformation plastique cumulée est définie par : 

dtp
t

pp
2/1

0

:
3
2

∫ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= εε &&          (III.7). 
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b) Critère de charge – décharge 

La surface de charge (figure III.3) est la surface décrite par le critère de plasticité à l’état 

écroui du matériau. Pour qu’il y ait écoulement plastique, il est nécessaire de réunir deux 

conditions : 

• le point représentatif de l’état de contrainte σ est situé sur la surface de charge (la 

limite d’élasticité doit être atteinte) : ( ) 0,* =kVf σ  ; 

• le point représentatif de l’état de contrainte reste sur la surface de charge ( 0>f  

est impossible), condition de consistance qui assure que le point ( σσ d+ ) soit lui 

aussi sur la surface de charge (l’état de contrainte ne revient pas à l’intérieur du 

domaine élastique) : ( ) 0, =kVdf σ . 

 
Figure III.3 Représentation du domaine élastique et écoulement plastique dans l’espace 

des contraintes 

En résumé : 

• comportement élastique : 0<f  ; 

• écoulement plastique : 0=f  et 0=df  ; (III.8) 

• décharge élastique : 0=f  et 0<df . 

c) Détermination des déformations plastiques 

Il s’agit maintenant de déterminer l’évolution des déformations plastiques et des variables 

d’écrouissage en fonction de l’évolution des contraintes. Pour cela, nous faisons appel aux 

hypothèses de normalité associées aux phénomènes dissipatifs instantanés qui permettent 

d’écrire que la déformation plastique est normale à la surface de charge. 
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X
fdd
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fddp

fdd p

∂
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∂
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σ
λε

avec λd  multiplicateur plastique          (III.9). 

La direction des déformations est déterminée à partir de la surface de charge. Dans le cadre 

plus général de la plasticité non associée, on introduit un potentiel de dissipation F  différent de 

la surface de charge qui donne la direction des déformations. Ce cadre est utilisé dans des 

modèles plus complexes que ceux abordés ici, notamment dans le cas de l’écrouissage 

cinématique non linéaire. 

Le multiplicateur plastique introduit ici va être déterminé en écrivant la condition de 

consistance. L’expression de ce multiplicateur va être liée au critère retenu ainsi qu’au schéma 

d’écrouissage choisi. 

III.1.3 LOIS A ECROUISSAGE ISOTROPE 

Un matériau peut être considéré à écrouissage isotrope si son domaine d’élasticité ne 

dépend que d’une variable scalaire, c’est à dire si les lieux des points représentant la limite 

d’élasticité dans l’espace des contraintes se déduisent les uns des autres par une homothétie de 

centre O (figure III.3a). Ainsi, si l’on comprime une éprouvette ayant initialement la même 

limite d’élasticité en traction et en compression jusqu’à une valeur σc puis que l’on fasse une 

traction, on retrouvera pour la limite en traction cette valeur σc. 

 
a. 

 
b. 

Figure III.4 Schématisation de l'écrouissage : isotrope (a) et cinématique (b) 
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a) Loi de Prandtl-Reuss 

C’est une loi à écrouissage isotrope (c’est à dire avec une seule variable d’écrouissage p) 

qui utilise le critère de Von Mises. La courbe d’écrouissage unidimensionnelle s’exprime par : 

( )pkR y =+σ  ce qui donne la surface de charge yeq Rf σσ −−=   (III.10). 

On écrit tout d’abord les conditions de normalité : 

λλ

σ
σλ

σ
λε

d
R
fddp

dfdd
eq

p

=
∂
∂−=

=
∂
∂= '

2
3

        (III.11) 

On écrit ensuite la condition de consistance : 

( ) 0=−= dppkddf eq
&σ         (III.12) 

On en déduit alors l’expression du multiplicateur plastique : 

( )pk
d

d eq

&

σ
λ =           (III.13) 

La loi d’écoulement s’écrit alors : 

( ) eq

eqp

pk
d

d
σ
σσ

ε
′

= ··
2
3          (III.14) 

En arrangeant l’expression pour ne faire intervenir que les contraintes et en introduisant les 

conditions de charge, on aboutit à la loi de Prandtl-Reuss : 

( )( )

( )

( ) ( )( )[ ]
nonisd

kkg

d
gd

dfetfsi

ITrd
E

d
E

d

ddd

p

eqeq

eq

eq
eq

p

e

pe
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·
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3

00

·1

11

=

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

′=
==

−+=

+=

−−

ε

σσ

σ
σ
σ

σε

σνσνε

εεε

&&

&      (III.15) 

En utilisant toujours le moule de la plasticité associée combinée avec l’hypothèse de 

normalité généralisée, il est possible de formuler des lois d’écrouissage isotrope plus générales 

que la loi de Prandtl-Reuss, en utilisant des fonctions de charge correspondant au critère de 

Tresca ou aux critères anisotropes. 
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b) Cas de plasticité parfaite 

C’est celui où il n’y a pas d’écrouissage, la variable R est nulle : 

0=−= Yeqf σσ          (III.16) 

 La condition de consistance 0== eqddf σ  ne permet plus d’obtenir l’expression du 

multiplicateur plastique λd . On voit alors pourquoi les déformations plastiques sont 

indéterminées :  

eq

p d·
2
3d

σ
σλε

′
=  d’après l’équation (III.14). 

III.1.4 LOIS A ECROUISSAGE CINEMATIQUE 

Dans le cadre de l’écrouissage cinématique, le domaine d’élasticité garde une taille 

constante, mais il se déplace dans l’espace des contraintes. Si l’on effectue un essai de traction 

sur une éprouvette vierge, on trouve une limite d’élasticité en traction initiale 1tσ . Si ce même 

essai est effectué après avoir comprimé l’éprouvette jusqu’à une valeur cσ  inférieure à la limite 

d’élasticité en compression, on trouve alors une limite d’élasticité en traction 2tσ  inférieure à 

1tσ  (figure III.4b). C’est l’effet Bauschinger, souvent observé dans les métaux. 

On distingue l’écrouissage cinématique linéaire de l’écrouissage cinématique non linéaire. 

Dans le premier cas, la position du centre du domaine élastique, défini dans l’espace des 

contraintes, est repérée par un tenseur variant proportionnellement au tenseur des déformations 

plastiques. L’écrouissage cinématique non linéaire est plus complexe et sort du cadre de la 

plasticité associée. 

a) Ecrouissage cinématique de Prager 

C’est une loi à écrouissage cinématique linéaire. La variable d’écrouissage est de nature 

tensorielle et indique la position du centre de la surface de charge dans l’espace des contraintes. 

Le critère utilisé est le critère de Von Mises : ( ) yXJf σσ −−= 2 . En procédant de la 

même façon que précédemment, on aboutit à la formulation suivante : 
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 avec C  module d’écrouissage  (III.17) 

III.1.5 LOIS D’ECROUISSAGE EN CHARGEMENT CYCLIQUE 

Sous chargement cyclique, les propriétés d’écrouissage de la plupart des matériaux varient 

avec le nombre de cycles. On peut alors observer plusieurs phénomènes. Au cours de 

chargements purement alternés, on peut observer un durcissement cyclique si l’amplitude de 

déformation diminue à charge imposée ou si l’amplitude de contrainte augmente à déformation 

imposée. A l’inverse, on peut également observer un adoucissement cyclique.  

Sous chargement cyclique à contrainte imposée, on peut alors observer (figure III.5) : 

• une adaptation : plastification durant les premiers cycles puis établissement d’un 

régime purement élastique ; 

• une accommodation plastique : au bout de quelques cycles, la déformation plastique 

n’évolue plus que cycliquement; 

• un phénomène de rochet : la déformation plastique continue à augmenter à chaque 

cycle. 

 

ε 

σ 

adaptation 

ε 

σ 

rochet 

ε 

σ 

accommodation
 

Figure III.5 Comportements cycliques. 

III.1.6 CONCLUSION 

Lorsque l’écoulement plastique se produit, la limite d’élasticité évolue. Ainsi, si au cours 

d’un essai de compression, l’éprouvette est chargée à un niveau supérieur à la limite d’élasticité 
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initiale Sσ , déchargée puis rechargée à nouveau, la limite d’élasticité finale au cours de ce 

second chargement sera différente de la limite d’élasticité initiale. L’écrouissage se manifeste par 

l’augmentation de la limite d’élasticité pendant l’écoulement et par la nécessité d’augmenter la 

contrainte appliquée pour poursuivre l’écoulement. Il existe plusieurs manières de représenter 

l’écrouissage. Dans cette partie, nous avons présenté ces différents modèles ainsi que leur 

capacité à représenter les phénomènes observés physiquement. 

Tableau III.1 : Les phénomènes observés et sur les différentes schématisations d’écrouissage 

Ecrouissage Adaptation Effet 
Bauschinger 

Accommodation 
plastique 

Rochet 

isotrope √    
cinématique 
linéaire 

√ √ √  

cinématique non 
linéaire 

√ √ √ √ 

Nous avons parlé ici de l’écrouissage du matériau, à ne pas confondre avec l’écrouissage 

structurel. En effet, les déformations plastiques introduisent des changements géométriques 

permanents et, par leur hétérogénéité, des contraintes résiduelles qui peuvent provoquer une 

accommodation liée à l’évolution du chargement subi par la structure. 

Au cours de cette étude, nous considérerons une schématisation isotrope de l’écrouissage. 

En effet, les matériaux utilisés dans les simulations ont la particularité de présenter un fort taux 

de durcissement en début d’écrouissage, qui diminue au fur et à mesure que l’écrouissage 

augmente. Ce phénomène ne peut pas être représenté par un écrouissage cinématique linéaire. En 

outre, la mise en œuvre d’un écrouissage cinématique non linéaire serait complexe, en raison de 

la difficulté d’identification des différents paramètres, notamment sur des aciers à gradient de 

propriétés. De plus, au travers de cet outil élasto-plastique, nous visons à déterminer l’état du 

contact après quelques cycles, c’est à dire l’état rodé peu différent de l’état initial, et 

l’écrouissage isotrope est suffisant pour atteindre cet objectif. 

En terme de critère de plasticité, nous allons utiliser le critère de Von Mises. Ce critère, 

très proche de celui de Tresca, est bien adapté au comportement des aciers. Il présente en outre 

l’avantage d’être adapté au traitement numérique. Au cours de cette étude, la loi de Swift sera 

utilisé principalement avec : 

( ) ( )npCBpk += · , ce qui conduit à ( ) n

eq
eq

B
Bn

g

11

·
·
1

−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

σ
σ  (III.18) 
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Cependant, afin de conserver l’aspect général du code de contact élasto-plastique, nous 

allons utiliser la forme générale des modèles de plasticité. Nous allons donc considérer que 

l’incrément de déformation plastique dépend de la contrainte, de l’incrément de contrainte et de 

l’état d’écrouissage : 

( )eécrouissagdétatddd pp ',, σσεε =  , (III.19). 

III.2 THEOREME DE RECIPROCITE DE BETTI 

Considérons la loi de comportement élastique : 

klijklij C εσ ·= ,          (III.20), 

où ijσ  et ijε sont les composantes des tenseurs des contraintes et des déformations, et 

ijklC les composantes du tenseur d’élasticité. 

La symétrie des tenseurs σ  et ε  implique pour le tenseur C les symétries suivantes : 

jiklijkl CC =  ; 

           (III.21) 

ijlkijkl CC = . 

Dans le cas d’un matériau isotrope, une troisième propriété de symétrie apparaît : 

klijijkl CC =            (III.22). 

On souhaite étudier un corps élastique, de volume Ω et de contour Γ. Dans tout ce qui suit, 

on considère deux états différents, notés ainsi : 

• l’état ( )σε ,,u  représente un état dans lequel il existe des déformations initiales que 

l’on note 0ε , 

• l’état ( )*** ,, σεu  représente un état élastique, pour le moment indéterminé. 

Les deux états concernent le même domaine et sont donc régis par les mêmes propriétés 

élastiques : 

u (avec déformations initiales) *u  

( )ijjiij uu ,,·
2
1 +=ε  

( )0· klklijklij C εεσ −=  

( )***
,,

·
2
1

ijjiij
uu +=ε  
** · klijklC

ij
εσ =  
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Calculons le produit *
ijij εσ ⋅  : 

( ) *0*
ijklklijklijij C εεεεσ ⋅−⋅=⋅   (III.23) 

où ( )jkiljlikklijijklC δδδδµδδλ ····· ++= , avec δ  le symbole de Kronecker, λ et µ sont les 

constantes de Lamé (pour le cas d’un matériau homogène). 

Grâce à la symétrie des tenseurs : 

( ) ( ) *0*0* ··· klklklijklijklklijij C σεεεεεεσ −=−=⋅  

d’où :    ( ) *0* · ijijijijij σεεεσ −=⋅ . 

 L’intégration du membre de gauche dans l’équation (III.23) donne : 

( ) Ω⋅⋅=Ω⋅+⋅=Ω⋅⋅ ∫∫ ∫
ΩΩ Ω

duduud jiijijji
ij

ijij
*
,

*
,

*
,

*

2
σ

σ
εσ  (III.24) 

( ) ∫∫ ∫
ΩΩ Ω

Ω⋅⋅−Ω⋅⋅=Ω⋅⋅ dudud ijijjiijijij
*

,,
** σσεσ  (III.25) 

D’après les conditions d’équilibre, on a 0, =+ ijij fσ , d’où : 

( ) ∫∫ ∫
ΩΩ Ω

Ω⋅⋅+Ω⋅⋅=Ω⋅⋅ dufdud iijiijijij
*

,
** σεσ  (III.26) 

En utilisant le théorème de la divergence de Gauss, avec une normale jn dirigée vers 

l’intérieur, on obtient : 

∫∫ ∫
ΩΩ Γ

Ω⋅⋅+Γ⋅⋅⋅−=Ω⋅⋅ dufdnud iijijiijij
*** σεσ  (III.27) 

L’intégration du membre de droite dans l’équation (III.23) donne : 

( ) Ω⋅⋅−∫
Ω

dklklkl
*0 σεε

44344214434421
2

*0

1

* ∫∫
ΩΩ

Ω⋅⋅−Ω⋅⋅= dd klklklkl σεσε  (III.28) 

En utilisant une nouvelle fois le théorème de la divergence de Gauss, le premier terme 

devient : 

∫∫∫
ΩΓΩ

Ω⋅⋅+Γ⋅⋅⋅−=Ω⋅⋅ dufdnud iijiijijij
*** σσε  (III.29) 

En égalant les deux parties, on obtient alors le principe de réciprocité : 

∫∫∫∫∫
ΩΩΓΩΓ

Ω−Ω+Γ−=Ω+Γ− ddufdnudufdu ijijiijijiiiiji ··········· *0**** σεσσ  (III.30) 



Chapitre III    
 
 

 105

III.3 LE CONTACT ELASTO-PLASTIQUE 

 
Figure III.6 Etapes du développement de la zone plastique 

L'approche semi-analytique pour résoudre le contact élastique normal et tangentiel 

présentée dans le chapitre précédent, ne peut pas être employée pour des conditions non 

élastiques. Par exemple, quand les surfaces des corps en contact sont rugueuses ou indentées il se 

produit une concentration de contraintes au voisinage de la surface qui excèdent très rapidement 

la limite élastique du matériau. Ceci à trois conséquences : (i) une déformation plastique en sous-

couche, (ii) une déformation permanente de la surface après décharge, conséquence du point 

précédent, et (iii) une modification de la distribution de pression elle-même conséquence du 

changement de conformité (point ii). Le contact élasto-plastique est toutefois plus compliqué à 

résoudre que le contact purement élastique, puisque l’amplitude et la distribution des 

déformations plastiques doivent être déterminées. 

On constate que l’augmentation de la déformation plastique avec le chargement peut être 

divisé en trois étapes (figure III.6) :  

• purement élastique;  

• élastique-plastique; 

• parfaitement plastique.  

Soit un chargement appliqué progressivement au contact entre un pénétrateur sphérique 

rigide et un massif semi-infini élasto-plastique. Dans l’étape purement élastique les contraintes 

dans le massif semi-infini augmentent jusqu’à atteindre la limite d’élasticité. Dans l’étape 

élastique-plastique la limite élastique est dépassée et une zone plastique apparaît à la profondeur 

de Hertz puis se développe autour de ce point, jusqu’à atteindre la surface. Tant que la zone 

plastique est contenue en sous-couche l’amplitude de la déformation plastique est limitée à 

quelques pourcents. Lorsque la déformation plastique atteint la surface libre ceci se produit en 

périphérie du contact. On remarque alors la présence d’un volume élastique, de la forme d’un 

disque, emprisonné dans le contact. 
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Pour une charge très élevée on observe numériquement une uniformisation de la pression 

de contact à 3 fois la limite d’élasticité pour un contact purement normal, associée à des 

déformations plastiques de plusieurs dizaines de pourcents. C’est par exemple le cas de 

l’indentation d’un matériau élasto-plastique par une pointe rigide ou élastique (indentation 

Rockwell, Vickers, Berkovitch, Knoop, etc.) Le matériau indenté a alors un comportement 

parfaitement plastique. Certains auteurs ont proposé des modèles de contact élastique - 

parfaitement plastique, consistant dans une analyse purement élastique à limiter la pression de 

contact à une valeur seuil, voir par exemple Liu et al. (LIU 00). Une telle approche peut donner 

des résultats satisfaisants en terme de distribution de pression et de déplacements en surface, 

mais n’est pas adéquate pour décrire l’état de contraintes en sous-couches quand il y a 

écoulement plastique puisque ni l’écrouissage ni les déformations plastiques ne sont obtenus 

explicitement. 

Dans les applications en fatigue de contacts les charges sont généralement plus modérées 

et les déformations plastiques du même ordre de grandeur que les déformations élastiques. Il est 

alors possible de superposer les effets plastiques aux effets élastiques. Récemment, Jacq et al. 

(JACQ 02) ont ainsi développé un code de contact semi-analytique élasto-plastique, assez rapide 

pour permettre le calcul d’un chargement-déchargement vertical ou roulant d’une surface lisse 

sur une surface rugueuse ou indentée, le dernier pour simuler le roulement de la charge au-dessus 

d’un indent ou autre défaut de surface. 

 
Figure III.7 Principe de résolution du contact élasto-plastique 

Cet outil permet de prendre en compte l'évolution de la pression de contact et du champ de 

contrainte quand l'écoulement plastique se produit. Pour réduire de manière significative le 
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temps de calcul, le module de contact élastique, à l'origine basé sur une technique MLMG 

(Lubrecht et Ioannides, LUBR 91), a été remplacé par un module CG-DCFFT basé sur la 

formulation développée dans le chapitre précédent. L'effet du chargement tangentiel sur la 

surface, non considéré dans le code original, a été introduit dans la formulation élastique-

plastique et mis en application dans le code. Le frottement est inclus dans le modèle comme un 

effort de cisaillement proportionnel à la distribution normale de pression par l'utilisation d'un 

coefficient de frottement. Le principe de résolution est présenté dans la figure III.7. 

Les déformations plus importantes du type indentation Rockwell peuvent être calculées en 

utilisant un logiciel d’éléments finis et introduites comme état initial, tant que le roulement sur la 

surface ne produit pas de grandes déformations additionnelles. L’indentation Rockwell peut 

produire une déformation plastique équivalente allant jusqu’à 40 % pour un acier rapide, Nélias 

et al. (NELI 05). Il a été observé par Jacq (JACQ 01) que le passage répété d’une charge 

correspondant à une pression de Hertz de 3,5 GPa sur un indent Rockwell ne produit pas de 

déformations plastiques supérieures à 2%, ce qui permet l’utilisation du code développé. Une 

déformation plastique équivalente de 2% correspond aussi au maximum obtenu pour une charge 

de 8 GPa entre une sphère et un massif semi-infini en acier 100Cr6, Nélias, Boucly et Brunet 

(NELI 06). 

III.3.1 FORMULATION DU PROBLEME 

Les dimensions du contact sont petites 

comparées aux rayons de courbure des corps 

en contact, qui peuvent être considérés comme 

des espaces semi-infinis. On impose 

l’hypothèse des petites déformations, ce qui 

permet de limiter l’analyse plastique au 

volume où il y a écoulement plastique, en 

superposant les déformations résiduelles à la 

partie élastique. Pour le contact élasto-

plastique, le déplacement normal de la surface 

de contact est non seulement induit par la 

pression normale et les contraintes 

tangentielles dues au frottement, mais il 

dépend également de la déformation plastique en sous-couche. Puisque la plasticité est un 

phénomène irréversible, la relation entre la déformation plastique et la pression de contact doit 

W

h
δ

B2 (élastique)

B1 (élasto-plastique)

géométrie déformée
géométrie initiale translatée de δ
géométrie déformée
géométrie initiale translatée de δ

p

µ·p

Zone plastique

Figure III.8 Massifs en contact 
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être incrémentale. Ainsi une formulation incrémentale du problème de contact élasto-plastique 

est employée. On considère maintenant que l’un des corps en contact a un comportement élasto-

plastique, le deuxième ayant un comportement purement élastique. 

• Conditions initiales 

W , ( )yxhi , , ( )yxp , , pε , état d’écrouissage,                                                     (III.31) 

• Conservation de la charge : 

( ) ( )[ ]∫∫
Γ

Γ∂+=+
C

CdyxpyxpWW ·,,δ ,                                                                  (III.32) 

• Géométrie des massifs en contact : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )yxuyxuyxuyxuyxhyxdhyxh r
z

r
z

BBpr
z

pr
zi ,,,,,,, )( 21 δδδ +++++=+ + , (III.33) 

( )yxu pr
z ,  : déplacements normaux dus au chargement ; 

( )yxur
z ,  : déplacements normaux dus aux déformations plastiques εp ; 

( )yxur
z ,δ  : déplacements normaux dus à l’incrément de déformation plastique pδε . 

• Modèle de plasticité 

( )eécrouissag'détat,p,ppfp δδε +=                                                                   (III.34) 

• Calcul des contraintes 

( ) ( ) ( )
)()(

,,
prpr

iprpr

p
zyxp

δεδσδδσδσ
σεσσσ

+=

++=
,                                                                        (III35) 

• Conditions de contact 

( ) ( ) ( ) ( ) 0,,0,, ≥+≥+ yxpyxpetyxhyxh δδ  

( ) ( ) ( ) ( ) contactyxpyxpalorsyxhyxhSi →>+=+ 0,,0,, δδ                       (III.36) 

( ) ( ) ( ) ( ) contactnonyxpyxpalorsyxhyxhSi →=+>+ 0,,0,, δδ  

 



Chapitre III    
 
 

 109

III.3.2 APPLICATION DU THEOREME DE RECIPROCITE DE BETTI AU CONTACT ELASTO-
PLASTIQUE AVEC FROTTEMENT 

Appliquons maintenant le principe de réciprocité au cas du contact élasto-plastique avec un 

coefficient de frottement µ , pour lequel les forces volumiques sont nulles ou négligeables 

( )0=if . L’état ( )µσε ,,,u  avec les déformations initiales 0ε  correspond à un massif semi-infini 

(hypothèse de Hertz), chargé sur une partie CΓ  de la surface Γ  par la pression de contact ),( yxp  

et les contraintes tangentielles ),( yxt  : 

( ) ( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

Γ−=

yxpyxt
ailleurs

suryxpn Cjij

,·,
0

),(·

µ

σ
,        (III.37). 

Le principe de réciprocité devient alors : 

 

( ) ∫∫∫∫
ΩΩΓΓ

Ω−Ω+Γ−=Γ+ ddufdnudpuu ijijiijijiznzn

C

·········· *0**** σεσµ ,   (III.38). 

Si les déformations initiales sont des déformations plastiques, notées pε , avec ( ) 0=ptr ε  à 

cause de l’incompressibilité de la zone plastique, on peut écrire : 

( ) ∫∫∫∫
ΩΩΓΓ

Ω−Ω+Γ−=Γ+ ddufdnudpuu ij
p

ijiijijiztzn

C

····2········ ***** εεµσµ ,  (III.39). 

a) Calcul des déplacements en surface 

Dans l’équation (III.39) considérons que l’état ( )**** ,,, ifu σε  correspond à l’application 

d’une force unitaire normale au point A de l’aire de contact. La pression vaut donc 

( ) ( )AMMp −= δ*  en un point M de la surface (δ étant la fonction de Dirac). 

En utilisant la relation ijij pn −=⋅σ  (condition limite), et en considérant que 0* =if  (pas 

de forces volumiques) et ii pt ·µ= , on a : 

)(*** Audpudufdnu ziiiijiji =Γ⋅⋅=Ω⋅⋅+Γ⋅⋅− ∫∫∫
ΓΩΓ

σ , (III.40) 

où l’indice z  indique un déplacement normal. 

L’équation (III.30) devient : 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫
ΩΓΓ

Ω⋅⋅⋅+Γ⋅⋅+Γ⋅⋅=
pcc

dAMMdMpAMudMpAMuAu ij
p

ijzzztzzznz ,2,·,)( *** εεµµ

   (III.41), 

où Гc est la surface chargée, et Ωp le volume plastique (les intégrales s’annulent partout 

ailleurs). Dans les termes avec une étoile (*), le premier point (M) indique le point de calcul 

(point d’intégration), le second point (A) indique le point d’application de la force unitaire 

normale, l’indice (z) indique la direction de la force unitaire, et les indices (i) et (j) indiquent les 

composantes. 

 

D’où : 

)()()()( AuAuAuAu rte
z ++= ,       (III.42). 

Le déplacement normal de chaque corps peut alors être exprimé comme une fonction de la 

pression de contact et des contraintes tangentielles en surface ainsi que des déformations 

plastiques en sous-couche.  

b) Calcul des contraintes en sous-couche 

Le principe de réciprocité est également appliqué au calcul du champ de contraintes. Dans 

l’expression du théorème de réciprocité (éq. III.30), considérons que l’état ( )**** ,,, ifu σε  

correspond à l’application d’une force unitaire au point B dans le volume. On notera cet état 

( )******** ,,, kfu σε  afin d’éviter toute confusion avec l’état précédant défini pour le calcul des 

déplacements en surface. La force volumique vaut donc ( )BMMf k −= δ)*(*  en un point M 

de la surface, δ( ) étant la fonction de Dirac. 

 

En utilisant les conditions précédentes, avec 0** =ip  comme il n’y a pas de pression en 

surface, on obtient : 

)(****** Budufdufdnu kkkiijiij =⋅⋅=⋅⋅+⋅⋅⋅− ∫∫∫
ΩΩΓ

ΩΩΓσ , (III.43). 

 

L’équation (III.30 )devient alors : 

∫∫
ΩΓ

Ω⋅⋅⋅+Γ⋅⋅=
pc

dAMMdMpAMuBu kij
p

ijikik ),()(2)(),()( **** εεµ , (III.44). 
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D’où : 

)()()( BuBuBu r
k

e
kk += . 

On utilise la loi de Hooke pour trouver l’expression des contraintes : 

( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⋅=−⋅= r

klkllkijkl
r
klklijklij uuCC εεεσ ,,2

1 , (III.45). 

On peut noter que le déplacement élastique se décompose en deux parties : le déplacement 

dû à la pression, et celui dû au cisaillement. Finalement les composantes du tenseur des 

contraintes sont obtenues en sommant la contribution des contraintes élastiques et résiduelles 

(plastiques) : 

)()()()( BBBB r
ij

t
ij

n
ijij σσσσ ++= ,       (III.46). 

 

Cette formulation a été très récemment étendue au cas thermo-élasto-plastique par Boucly 

et al. (BOUC 05) lorsque la surface est soumise en plus à un flux de chaleur. 

III.3.3 DEPLACEMENTS RESIDUELS EN SURFACE 

Le calcul du déplacement résiduel en surface nécessaire à la détermination de ( )yxhi ,  dans 

l’équation (III.33) nécessite la discrétisation de la zone plastique pΩ  en vN  cuboïdes cnΩ  Le 

déplacement selon l’axe normal zu  généré par ces vN  cuboïdes élémentaires peut s’écrire : 

∑ ∫
= Ω

Ω⋅⋅=
V

cn

N

n
ij

p
ij

r
z dAMMµAu

1

*
3 ),()(2)( εε , (III.46). 

Si l’on considère que les déformations plastiques sont constantes dans les cuboïdes, on a : 

∑∑ ∫
== Ω

⋅=Ω⋅⋅=
VV

cn

N

n

r
ij

p
ij

N

n
zij

p
ij

r
z nDndnAu

11

* )()()(2)( εεεµ , (III.47), 

avec : ∫∫∫
Ω

⋅+=
cn

dzdydxuuD ijji
r
ij )( *

,3
*

,3µ ,  (III.48). 

Le calcul des fonctions r
ijD  est donné en Annexe A. 

III.3.4 DEPLACEMENTS ELASTIQUES EN SURFACE 

La même discrétisation que précédemment est utilisée. Les termes correspondants au 

déplacement élastique en surface suivant la direction normale deviennent ainsi : 
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∑ ∫∑ ∫

∑ ∫∑ ∫

= Γ= Γ

= Γ= Γ

Γ⋅⋅=Γ⋅⋅=

Γ⋅⋅=Γ⋅⋅=

Ns

n
z

t
zz

Ns

n
i

t
zi

t
z

Ns

n
z

n
zz

Ns

n
i

n
zi

n
z

cncn

cncn

dMpAMudMpAMuAu

dMpAMudMpAMuAu

1

*

1

*

1

*

1

*

)(),()(),()(

)(),()(),()(

, (III.49). 

Les déplacements tangentiels dus aux forces de frottement sont négligés. Finalement, 

comme la pression est considérée constante au sein d’un élément de surface, les équations 

(III.49) deviennent : 

( )

( )∑∑ ∫

∑∑ ∫

== Γ

== Γ

⋅=Γ⋅=

⋅=Γ⋅=

Ns

n

t
z

Ns

n

t
zzz

t
z

Ns

n

n
z

Ns

n

n
zzz

n
z

nDnpdAMunpAu

nDnpdAMunpAu

cn

cn

11

*

11

*

)(),()()(

)(),()()(

, (III.50). 

où nD  et tD sont des coefficients d’influence. L’expression de ces coefficients d’influence a 

été développé entre autres par Vergne (VERG 85). 

Notons qu’en régime élastique si les deux massifs en contact ont les mêmes modules 

d’Young et coefficients de Poisson alors la composante normale du déplacement due aux 

contraintes de cisaillement à l’interface est nulle (JOHN 85). 

III.3.5 TENSEUR DES CONTRAINTES – EFFET DE LA PLASTICITE, EFFET DU CHARGEMENT 
(EFFET ELASTIQUE) 

Les contraintes résiduelles en sous-couches sont calculées en suivant la méthode proposée 

par Chiu, qui considère une zone cuboïdale avec des déformations initiales uniformes 

(eigenstrains) et entourée par un espace infini élastique Chiu (CHIU 77) ou un demi-espace Chiu 

(CHIU 78). Le calcul du champ de contraintes élastiques dû aux pressions de contact est plus 

classique et il a été présenté dans le paragraphe II.5. 

III.3.6 ALGORITHME 

L’algorithme développé pour résoudre le problème de contact incrémental élasto-plastique 

avec frottement est présenté en fig. III.9. Cet algorithme est similaire à celui présenté par Jacq et 

al. (JACQ 02). L’état initial peut inclure des déformations résiduelles. On résout en premier lieu 

le contact élastique avec frottement en utilisant la méthode CG-DCFFT, avec une séparation 

initiale des corps quelconque. Le modèle de plasticité est alors utilisé pour calculer l’incrément 

de déformation plastique en considérant aussi les déformations dues au frottement, et permettant 

le calcul de l’incrément de déplacement résiduel. Cet incrément de déplacement résiduel, qui est 

une fonction des déformations plastiques, est alors calculé et est comparé à celui trouvé lors du 
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pas précédent. Cette procédure est répétée jusqu’à ce que l’incrément de déplacement résiduel ait 

convergé. Les déformations plastiques, la charge, la pression, les déplacements résiduels en 

surface et les paramètres d’écrouissage sont alors augmentés de leur incrément afin de définir les 

nouvelles conditions initiales pour le pas de chargement suivant. 

 
Fig. III.9 Algorithme de résolution du problème de contact élasto-plastique 

Comme souligné figure III.9 il est nécessaire de résoudre en premier lieu le problème de 

contact élastique, dans lequel la géométrie initiale peut être modifiée pour prendre en compte les 

déformations permanentes de la surface dues aux déformations résiduelles en sous-couche. On a 

également besoin de connaître les déplacements normaux en surface dus au frottement. De 

manière plus conventionnelle, on a également besoin de connaître les déplacements élastiques en 

surface. Finalement le champ de contraintes est calculé en considérant la contribution des 

déformations résiduelles, de la distribution de pression et des contraintes tangentielles à 

l’interface. 

Le calcul des déformations plastiques est basé sur le travail de Fotiu et Nemat-Nasser 

(FOTI 96) qui ont développé un algorithme d’intégration universel des équations constitutives 

de l’élasto-plasticité, comprenant l’écrouissage isotrope et cinématique, ainsi que 

l’adoucissement thermique. Les différents développements sont présentés par Nélias, Boucly et 

Brunet (NELI 06) et aboutissent à la formulation itérative d’un algorithme de plasticité en cinq 

étapes (Annexe B). Cette méthode est inconditionnellement stable et précise. Nous nous 



Chapitre III    
 
 

 114

limiterons au cas de la méthode de return mapping avec un schéma constitué d’un prédicteur 

élastique et d’un correcteur plastique. 

III.4 VALIDATION PAR COMPARAISON AVEC LA METHODE DES ELEMENTS FINIS 

 
Figure III.10 Modèle EF simplifié 

Les résultats calculés avec notre approche, ont été comparés à ceux obtenus par la méthode 

des éléments finis. Un modèle très simple d’un contact entre une sphère rigide et un massif 

élasto-plastique en acier (M50) a été analysé sous chargement normal et tangentiel (fig. III.10). 

Le comportement plastique du massif a été modélisé avec la loi d’écrouissage de Swift. Les 

données sont énumérées dans le tableau III.2. 

Tableau III.2 Données initiales 

Rayon de la bille Charge Constantes de matériau du corps en acier 

R [mm] W [N] E [GPa] ν σs [GPa] Loi de Swift 

10 800 210 0,3 1,2 B=1280 C=4 n=0,095

 

D’après la théorie de Hertz la charge de 800 N correspond à une pression de Hertz de 4,35 

GPa et un rayon du cercle de contact de 296 µm. Le modèle éléments finis 3D a été réalisé avec 

ABAQUS. Des études récentes (STEP 00) ont montré qu’un massif de dimension finie ≈20a 

suffit pour obtenir une bonne approximation de champ de contraintes dans un massif semi-infini. 

Par conséquent les dimensions de notre modèle sont ≈40a au long de contact et ≈20a sur la 

profondeur. Les éléments utilisés sont des éléments 3D (brique) linéaires à 8 nœuds C3D8. Parce 

que la zone de contact est petite par rapport aux dimensions du massif élasto-plastique, le 

maillage a été raffiné dans la zone de contact pour aboutir à un minimum de 20 éléments en 
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contact sur chaque axe (fig. III.11). Les dimensions pour le plus petit élément sont de 27 µm sur 

chaque axe. Le nombre total d’éléments est 113 035 dont 54 000 éléments dans la région maillée 

finement. 

Les résultats sont montrés 

pour le cas élastique dans la figure 

III.12 et pour le cas élasto-plastique 

dans les figures III.13, 14 et 15. Les 

variations de pression de contact le 

long de l’axe de contact Ox et de la 

contrainte de von Mises sous charge 

selon la profondeur Oz sont tracées 

pour les cas élastique et élasto-

plastique. Pour le cas élasto-plastique la variation de la déformation plastique sur la profondeur 

Oz est aussi montrée. Les figures correspondent respectivement à un coefficient de frottement de 

0, 0,2 et 0,4. 

Les résultats obtenus par les deux méthodes de calculs sont assez proches. Toutefois il 

apparaît une différence pour la distribution de pression et la contrainte équivalente de Von 

Mises, écart qui s’amplifie avec le coefficient de frottement (ici supposé uniforme). Cette 

différence est déjà présente pour les simulations élastiques, et a plutôt tendance à s’atténuer pour 

les simulations élasto-plastiques. Elle est attribuée à l’effet du couplage entre les effets normaux 

et tangentiels qui n’est pas prise en compte dans la résolution du problème de contact, 

indépendamment de la plasticité. 

Ces résultats permettent de valider globalement notre modèle élasto-plastique. Toutefois, 

en présence d’un coefficient de frottement élevé et pour 2 massifs aux propriétés élastiques ou 

plastiques notablement différentes il conviendrait de modifier l’algorithme de contact pour 

résoudre les problèmes normaux et tangentiels de manière couplée afin d’améliorer encore la 

qualité de la solution. 

 

z 
x 

y 

O 

Figure III.11 Maillage du massif  
élasto-plastique 
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Figure III.12 Contact élastique : Code vs Abaqus 
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Figure III.13 Contact élasto-plastique 

 Code vs Abaqus: µ =0 

 

Figure III.14 Contact élasto-plastique 

Code vs Abaqus: µ =0,2 
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Figure III.15 Contact élasto-plastique 
Code vs Abaqus: µ =0,4 
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IV.1 INFLUENCE DU CHARGEMENT TANGENTIEL 

Pour étudier l’influence du chargement tangentiel dans un contact élasto-plastique, le 

problème de contact circulaire avec frottement est étudié. Dans le cas simplement élastique, la 

solution analytique est connue. Des simulations ont été réalisées en utilisant les modèles 

élastique et élasto-plastique avec un coefficient de frottement variant de 0 à 0,5. On constate 

alors l’effet du frottement sur la distribution des pressions de contact et sur l’état des contraintes 

en sous-couche en fin de chargement et après déchargement. 

Le problème choisi correspond au contact d’une sphère de rayon 10 mm sur un demi-

espace (figure IV.1). La sphère a un comportement élastique et le massif un comportement 

élasto-plastique. Les propriétés élastiques sont E = 210 GPa pour le module de Young et ν = 0,3 

pour le coefficient de Poisson. 

 
Figure IV.1 Modèle du contact élasto-plastique 

Un modèle de plasticité avec écrouissage isotrope et le critère de von Mises ont été utilisés. 

La loi d’écrouissage est décrite par la loi de Swift, Eq. (IV.1), dont les paramètres sont B = 1280 

MPa, C = 4 et n = 0,095, les déformations plastiques εp étant exprimées en micro déformations. 

Ces paramètres correspondent à l’acier à outils M50. 

np
VM CB )·( εσ +=          (IV.1) 

Dans les simulations suivantes la charge normale est augmentée graduellement jusqu’à une 

charge maximale de 5000 N correspondant à une pression de Hertz de 5,05 GPa. 

Le modèle macroscopique de frottement de Coulomb (solide sur solide) est utilisé. Dans le 

modèle de frottement de Coulomb, lorsqu’un solide appuie sur un autre avec une force F 
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normale à la surface de contact, il existe une réaction R qui s'oppose au glissement (force exercée 

par la surface sur le solide), qui est indépendante de l’aire de contact et qui ne dépend que de F et 

d'un coefficient de frottement solide µ caractéristique des deux matériaux en contact. 

FR ·µ−=           (IV.2) 

Dans notre modèle, toute la zone de contact est supposée en glissement. Ainsi en étendant 

l’équation (IV.2) à la distribution de pression normale P, la distribution de contraintes 

tangentielles s’écrit : 

( ) ( ) ( )
⎩
⎨
⎧ ∈−=

nonis,0
Aj,isij,iP·j,iT cµ

       (IV.3) 

La figure IV.2 montre les résultats d’une analyse élasto-plastique pour une pression de 

Hertz équivalente allant jusqu'à 5,05 GPa. Les points 1 à 5 correspondent à une charge normale 

équi-répartie de 1000 à 5000 N. Ici et par la suite le chargement tangentiel est proportionnel au 

chargement normal pendant la charge et la décharge. Il s’agit également uniquement du cas d’un 

chargement vertical (type indentation), mais avec un frottement uniforme et selon une direction 

(x) et non pas radial. 
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Figure IV.2 Déformation plastique équivalente maximale fonction de la pression normale de 

contact adimensionnée par la micro-limite d’élasticité, pour différents coefficients de frottement 
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La déformation plastique équivalente maximum, pε , est tracée en fonction de la pression 

maximale de contact adimensionnée par la micro-limite d’élasticité. La limite d’élasticité 

considérée est la valeur de la micro-limite d’élasticité, 1732 MPa, donnée par l’équation (IV.1) 

pour une déformation d’essai de 20 x 10-6 utilisée pour définir la limite d’endurance des aciers à 

haute limite d’élasticité, Lamagnère et al. (LAMA 98). 

La déformation plastique équivalente, pε , est 0,34 % à 8,2/P e =σ  pour une pression de 

Hertz P0 = 5,05 GPa dans le cas sans frottement. Elle atteint ≈2% pour le même chargement 

normal avec un coefficient de frottement de 0,4 et dépasse légèrement 5% pour un coefficient de 

frottement de 0,5. 

 

 

 

µ= 0 µ= 0,3 

 
µ= 0,5 

Figure IV.3 Déformation plastique équivalente  

La figure IV.3 montre l’évolution de la déformation plastique dans le plan moyen de 

contact pour différentes valeurs du coefficient de frottement. Notons que le frottement s’exerce 

sur la surface supérieure de la gauche vers la droite, c'est-à-dire selon les x positifs, ici ainsi que 

dans toutes les figures qui suivront. Le chargement tangentiel implique une sollicitation 

µ
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asymétrique sur la surface de contact. La zone plastique croissante progresse également 

asymétriquement vers la surface du massif. Pour un chargement tangentiel suffisamment grand 

(µ>0,3) la zone plastique atteint par la suite la surface du massif. Le disque élastique central 

surplombe la zone plastique et l’augmentation ultérieure de la charge tangentielle substituera ce 

disque élastique par une zone plastique. 
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Figure IV.4 Pression normale de contact 
(W=5000 N) 

Figure IV.5 Aire réelle de contact 

L’évolution de la pression de contact avec le coefficient de frottement est montrée dans la 

figure IV.4 pour une charge normale de 5000 N. La pression normale de contact diminue avec 

l’augmentation du coefficient de frottement. L’aire réelle de contact augmente. Cette extension 

est asymétrique et s’amplifie selon la direction liée au frottement (figure IV.5). 

La figure IV.6a montre la variation de la contrainte de von Mises sous charge 

adimensionnée par la pression de Hertz, en profondeur et suivant l’axe de symétrie. La solution 

analytique pour le cas élastique (Hertz) est aussi présentée pour comparaison. On peut voir que 

pour un coefficient de frottement inférieur à 0,3, le niveau de contraintes reste maximal sous la 

surface de contact et le maximum atteint la surface pour 0,4. La figure IV.6b présente ces mêmes 

contraintes mais après décharge. Il s’agit alors des contraintes résiduelles. On notera la 

décroissance de la valeur de la contrainte résiduelle de von Mises à la profondeur de Hertz avec 

l’augmentation du coefficient de frottement, qui accompagne l’augmentation significative de 

cette contrainte équivalente en surface. Cette dernière atteint 500 MPa pour µ=0,4. 

La position et la valeur de la contrainte maximale de von Mises adimensionnée par le 

rayon et la pression de Hertz, respectivement, sont présentées dans le tableau IV.1 et sur la figure 

IV.7, pour une variation du coefficient de frottement de 0 à 0,5. Ces résultats amènent les 
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commentaires suivants. Premièrement la contrainte maximale de von Mises augmente avec le 

chargement tangentiel. Deuxièmement, en profondeur, le maximum initialement trouvé à 

z/a=0,43 (µ=0) commence à remonter vers la surface pour un chargement tangentiel de 20% et 

atteint la surface pour un chargement tangentiel de 32%. Troisièmement, le maximum se décale 

suivant la direction du frottement (suivant x) jusqu’à ce que la contrainte maximale atteigne la 

surface (vers µ=0,32). La position où cette contrainte est maximale bascule alors de l’autre côté à 

l’abscisse sans dimension x/a=-0,654, puis se rapproche du centre lorsque le coefficient de 

frottement continue à augmenter. 
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Figure IV.6 Contrainte de von Mises suivant l’axe de symétrie sous charge (a) et résiduelle (b) 
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Tableau IV.1 Hertz µ=0 µ=0,1 µ=0,2 µ=0,3 µ=0,32 µ=0,4 µ=0,5 

σvm max/P0 0,62 0,549 0,551 0,557 0,567 0,579 0,658 0,779 

x/a  

y/a 

z/a 

0 

0 

0,48 

0 

0 

0,43 

0,13 

0 

0,48 

0,218 

0 

0,48 

0,349 

0 

0,436 

-0,654 

0 

0 

-0,349 

0 

0 

-0,0872 

0 

0 
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Figure IV.7 Variation de la valeur et de la position de la contrainte σvon Mises maximale (sous 
charge) 

 

Tableau IV.2 µ=0 µ=0,1 µ=0,2 µ=0,3 µ=0,32 µ=0,4 µ=0,5 

εp [%] 0,34 0,35 0,39 0,47 0,556 1,65 5,33 

x/a 

y/a 

z/a 

0 

0 

0.43 

0,13 

0 

0,48 

0,218 

0 

0,48 

0,349 

0 

0,436 

-0,654 

0 

0 

-0,436 

0 

0 

-0,13 

0 

0 

 

Les positions et les valeurs de la déformation plastique équivalente maximale pour 

plusieurs coefficients de frottement sont résumées dans le tableau IV.2. Le comportement de la 
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déformation plastique équivalente maximale est similaire à celui de la contrainte maximale de 

von Mises sous charge. Ainsi, elle croit et se déplace vers la surface avec l’augmentation du 

coefficient de frottement. 

La variation de la déformation plastique équivalente en profondeur suivant l’axe de 

symétrie est présentée dans la figure IV.8. On remarque en surface une forte augmentation de 

cette déformation inélastique équivalente lorsque le coefficient de frottement excède 0,3. La 

pression hydrostatique – définie par PHYDR = - trace[σ]/3 – après décharge est présentée dans les 

figures IV.9 et IV.10. La figure IV.9 montre différents profils obtenus sous chargement normal 

pur pour plusieurs niveaux de chargement. On notera 2 zones en compression (PHYDR > 0), en 

surface et à la profondeur de Hertz, entre lesquelles s’intercale une zone en traction qui aurait 

pour effet de favoriser la propagation d’une éventuelle fissure de fatigue entre ces 2 régions. La 

figure IV.10 illustre l’effet du frottement qui décale les profils de pression hydrostatique vers la 

droite, ce qui traduit une augmentation des contraintes de compression en surface, une 

diminution de celles-ci à la profondeur de Hertz (bien visible pour le cas µ=0,5), et une 

suppression de la zone en tension lorsque µ excède 0,3. 
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(b) Zoom de (a) 

Figure IV.8 Déformation plastique équivalente le long de l’axe de symétrie 
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Figure IV.9 Pression hydrostatique après décharge le long de l’axe de symétrie pour 

différentes charges normales pures (µ=0) 
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Figure IV.10 Pression hydrostatique après décharge le long de l’axe de symétrie pour 

différents coefficients de frottement (charge normale 5000 N) 
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Une coupe du champ de contraintes de von Mises, adimensionnées par la pression de 

Hertz, dans le plan y = 0 en fin de chargement est présentée dans la figure IV.11. Les surfaces 

sont tracées pour le cas élastique (figure IV.11a) et élasto-plastique pour un coefficient de 

frottement variant de 0 à 0,5 (figure IV.11b-g). Un résultat classique est que la plasticité tend à 

atténuer le niveau de contraintes, sans vraiment changer la profondeur à laquelle la contrainte 

maximale est trouvée, comme on peut le voir en comparant les figures IV.11a et IV.11b. Il est 

intéressant d’observer la compétition entre les contraintes dues aux efforts normaux et celles 

produite par frottement, voir figures IV.11c-g. Pour un coefficient de frottement non nul mais 

inférieur à 0,3, la zone où les contraintes sont maximales se rapproche de la surface tout en se 

déplaçant légèrement dans la direction liée au chargement tangentiel. La contrainte trouvée à la 

profondeur de Hertz augmente aussi. 

Pour un chargement tangentiel plus important (>0,3), l’effet des contraintes de cisaillement 

devient prépondérant et les contraintes totales sont plus faibles à la profondeur de Hertz qu’à la 

surface de contact. 
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Figure IV.11 Contraintes de von Mises sous 
charge adimensionnées par la pression de Hertz 
pour le cas élastique (a) et élasto-plastique (b-g) 

avec µ=0 - 0,5  

(plan y = 0) 

 
a. Hertz 

 
b. µ=0 

 
c. µ=0,1 

 
d. µ=0,2 

 
e. µ=0,3 

 
f. µ=0,4 

 
g. µ=0,5 
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Un point primordial dans une analyse de fatigue de contact en roulement est l’évaluation 

des contraintes résiduelles après décharge. Les contraintes résiduelles de compression vont 

fermer les micro-fissures si elles existent, et ralentiront leur propagation. Au contraire, si les 

contraintes résiduelles sont en traction, elles vont favoriser le développement et la propagation 

des micro-fissures. De plus les déformations résiduelles sont à l’origine de la déformation 

permanente de la surface. La connaissance de cette empreinte permanente sur la surface de 

contact présente un intérêt car elle modifie la conformité du contact ce qui contribue à diminuer 

la pression de contact et à agrandir l’aire de contact, réduisant ainsi l’amplitude des contraintes 

en sous-couche. La contrainte résiduelle et la pression hydrostatique sont présentées dans les 

figures IV.12 et IV.13, pour les mêmes simulations. On peut voir l’effet très important du 

frottement sur l’amplitude des contraintes résiduelles après décharge. Les contraintes 

tangentielles sont ici à l’origine de contraintes résiduelles de l’ordre de 30% de la pression de 

Hertz pour le cas µ=0,5. Ce maximum est trouvé en surface. 

Enfin il convient de remarquer que la zone écrouie est en traction partout, la pression 

hydrostatique étant positive. Ceci jouera un rôle primordial dans toute simulation de fatigue de 

contact à la fois pour l’amorçage et la propagation des fissures de fatigue.  

Dans l’annexe C le lecteur trouvera en complément : 

• les composantes du tenseur des contraintes, 

• la contrainte équivalente de von Mises sous charge et après décharge, 

• la déformation plastique équivalente, 

• et la pression hydrostatique, 

pour différents coefficients de frottement. 
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a. µ=0 b. µ=0,1 

 
c. µ=0,2 d. µ=0,3 

 
e. µ=0,4 f. µ=0,5 

Figure IV.12 Pression hydrostatique après décharge adimensionnée par la pression de 
Hertz pour le cas élasto-plastique avec µ=0 - 0,5 (plan y = 0) 
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a. µ=0 b. µ=0,1 

 
c. µ=0,2 d. µ=0,3 

 
e. µ=0,4 f. µ=0,5 

Figure IV.13 Contraintes résiduelles de von Mises adimensionnées par la pression de Hertz 
pour le cas élasto-plastique avec µ=0 - 0,5 (plan y = 0) 
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IV.2 DETERMINATION D’UNE LOI D’ECROUISSAGE FONCTION DE LA TEMPERATURE 
PAR INDENTATION 

IV.2.1 MESURES DE DURETE PAR INDENTATION 
 

Les essais d'indentation ont été employés pendant les cent dernières années pour mesurer la 

dureté des solides. Ils sont basés sur le principe suivant : un pénétrateur "indéformable" (rigide 

ou élastique) laisse une empreinte dans le matériau à tester. Les dimensions de l'empreinte 

permettent de définir une dureté. 

La dureté d’une surface est une caractéristique fonctionnelle. Ce n’est pas une propriété 

intrinsèque au matériau ou au traitement de surface, mais plutôt une moyenne de plusieurs 

propriétés physiques ou comportements : module d’élasticité, loi d’écrouissage, contraintes 

résiduelles dues au traitement de surface ou au procédé d’usinage, loi de frottement à l’interface 

entre l’outil de mesure et la surface considérée, état de surface, etc. Elle est généralement 

obtenue par indentation au moyen d’une pointe dure ou d’une bille selon plusieurs normes : 

Rockwell, Vickers, Knoop, Berkovich, etc.  Cette dureté est ainsi liée au moyen de mesure 

utilisé, en particulier à la forme de la pointe (conique, sphérique, pyramidale), sa nature 

(diamant, céramique, acier), sa taille et la charge d’indentation (micro ou nano-indentation). 

Cette propriété est très importante pour évaluer à priori les performances de cette surface 

en termes de durée de vie, résistance à l’usure, usinabilité, etc., et de ce fait systématiquement 

contrôlée. 

La figure suivante présente les différents types de pénétrateurs (ou indenteurs) utilisés dans 

les essais de dureté conventionnels. 

Figure IV.14 Pénétrateurs Brinell, Rockwell, Vickers et Knoop (FRAN 05) 
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Dureté Brinell 

Le pénétrateur est une bille polie en acier trempé ou en carbure de tungstène. Son diamètre 

D vaut normalement 10 mm, mais aussi 5, 2,5 ou 1 mm. Elle est appliquée avec une charge F 

selon le rapport : 294/ 2 =DF . Après suppression de la charge, elle laisse dans le métal une 

empreinte circulaire. Le diamètre d est mesuré. Il est d’autant plus grand que la bille a pénétré 

profondément dans le métal, donc que celui-ci est moins dur. 

 

a dureté s’exprime par le rapport de 

la charge à la surface S de la calotte 

sphérique imprimée dans le métal : 

( )22··
·102,0·2

dDDD
F

S
FHB

−−
==

π
, (IV.4), 

avec la charge F en [N], D et d en 

[mm]. 

L’essai Brinell est valide pour tous 

les types d’acier. Le tableau suivant 

montre les charges à appliquer pour 

l’essai Brinell selon le diamètre des billes. 

 

Tableau IV.4 Charges à appliquer en fonction du diamètre de la bille pour l'essai Brinell 
Cas des aciers ( 294/ 2 =DF ) 

F [N] D [mm] 
29 400 (3 000 kgf ) 

7 350 
4 704 
2 646 

1 837,5 
1 176 
294 

10 
5 
4 
3 

2,5 
2 
1 

 

 

 

 
 

 
Figure IV.15  Schématisation de l'essai Brinell 
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Dureté Vickers 

Le principe est le même que celui de 

l’essai Brinell mais le pénétrateur est, 

dans ce cas, une pyramide de diamant à 

base carrée ; l’angle entre deux faces 

opposées est de 136°, de façon à avoir une 

correspondance avec l’échelle de dureté 

Brinell. 

Le diamant laisse une empreinte 

carrée et l’on mesure la longueur de la 

diagonale de l’empreinte à 0,002 mm 

près. La dureté Vickers est le quotient de 

la charge d’essai F (49, 98 196, 294, 490, 

784, 980 N) par l’aire de l’empreinte de 

diagonale d, c’est-à-dire : 

 

( )
2

2

o

d/F102,08544,1HV
d

2/136sinF102,02HV

××=

×××=
,       (IV.5). 

 

Les tables donnent directement HV en fonction de F et d. La charge utilisée le plus 

couramment est 294 N. Cependant, la gamme des charges utilisables (49 à 980 N) permet 

d’appliquer cette méthode dans toute l’échelle des duretés et avec toutes les dimensions 

d’échantillons, en choisissant la charge donnant une empreinte telle que la diagonale d soit plus 

grande que 0,4 mm, mais inférieure aux deux tiers de l’épaisseur. Dans ces conditions, le 

symbole HV est suivi de la charge utilisée (en kgf) et du temps de maintien (en s) : HV 30/20. 

La figure IV.17 permet de relier les différentes duretés entre elles. 

 
Figure IV.16  Schématisation de l'essai Vickers 
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Figure IV.17 Equivalence entre les duretés Rockwell, Brinell et Vickers (FRAN 05) 

Dureté Rockwell 

L’essai consiste à mesurer 

l’enfoncement rémanent d’un pénétrateur, 

appuyé sous faible charge sur la surface à 

tester, après application d’une surcharge 

dans des conditions bien précisées. La 

dureté correspond la profondeur de la 

déformation rémanente après l’application 

d’une charge, elle est exprimée en unités 

correspondant chacune à 0,002 mm. La 

figure ci dessous illustre le principe de ce 

test : 

Le pénétrateur employé est :  

• un cône de diamant (essai C) 

de section circulaire, d’angle au 

sommet 120°, à pointe arrondie 

sphérique (rayon de 0,2 mm), 
 

Figure IV.18 Principe de l'essai Rockwell C 
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• une bille d’acier trempé, polie, de diamètre 1,587 mm (essais B ou F) ou 3,175 mm 

(essai E). 

La précharge F0 est, dans tous les cas, de 98 N. Les surcharges F1 sont de 490, 882, 1372 

N, d’où les charges d’essais F de 588, 980, 1470 N pour les essais F, B et E, C respectivement. 

Rockwell C (HRC) : cône diamant et charge de 1470 N pour les métaux durs ayant une 

résistance supérieure à 1000 N/mm². On voit que :  

e²10.5100HRC ×−= ,        (IV.6), 

avec e en mm. 

Rockwell B (HRB) : bille d’acier de 1,59 mm de diamètre environ et charge de 980 N, 

pour les aciers dont la résistance est comprise entre 340 et 1000 N/mm². Dans ce cas, on a :  

e²10.5130HRB ×−= ,        (IV.7),  

avec e en mm. 

IV.2.2 DURETE A CHAUD 

La nécessité de connaître les propriétés des métaux aux températures d’emploi est à 

l’origine du développement des essais de dureté à chaud. Des recherches récentes ont prouvé que 

la tenue en fatigue d'éléments en contact augmente avec la dureté du matériau. En général, plus 

la dureté est élevée, plus la durée de vie de la pièce sera grande.  

La dureté à chaud est donc un paramètre important pour classer les aciers pour les 

applications appropriées. Cette classification apparaît nettement sur les courbes de la figure 

IV.19 où sont rassemblées les duretés à différentes températures des trois principaux groupes 

d’aciers à outils : les aciers à coupe rapide, les aciers d’outillage à chaud et les aciers d’outillage 

à froid. 

On peut voir que : 

• les aciers à coupe rapide présentent une dureté à 20oC très élevée et une bonne 

dureté à chaud en raison d’une teneur massique en carbone élevée (0,8 % < C < 1,5 

%) associée à des additions importantes d’éléments carburigènes ; 

• les aciers d’outillage à chaud présentent des duretés à 20oC moyennes, mais des 

duretés à chaud très acceptables en raison d’une teneur massique en carbone plus 

basse (0,2 % < C < 0,6 %) associée à des additions d’éléments d’alliages 

relativement importantes ; 
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• les aciers d’outillage à froid présentent des duretés à 20oC presque équivalentes à 

celles des aciers rapides mais des duretés à chaud assez faibles par suite de leur 

basse teneur en éléments carburigènes. 

Chevalier et al. (CHEV 72) à partir des 

mesures à chaud de la dureté pour des aciers à 

roulements trouve que le changement de dureté 

avec l’augmentation de la température est 

indépendant de la composition de l’acier ou de la 

dureté du matériau à température ambiante. Il 

propose donc une loi empirique de variation de 

la dureté Rockwell C avec la température :  

( ) ( ) βα THH RTRCTRC ∆−= , (IV.8), 

avec α  et β  des constantes qui dépendent 

du matériau et T∆  la différence entre la 

température d’essai T et la température 

ambiante.  

 

IV.2.3 VARIATION DE LA LOI D’ECROUISSAGE AVEC LA TEMPERATURE 

On souhaite quantifier l’effet des différentes températures sur la loi de comportement 

élasto-plastique. Dans ce but un algorithme inverse a été mis en place (figure IV.20). D’abord on 

va diminuer la loi d’écrouissage avec un coefficient et on va trouver à la fin quelle température 

correspond à cette diminution. L’écrouissage modifié est introduit dans une simulation Abaqus 

d’un essai d’indentation Rockwell C, conforme à la norme évoquée plus haute, sur un acier M50, 

acier à outil donc pouvant subir ce test. La dureté Rockwell C est calculée avec la formulation 

suivante : 

( )ifRC ddH −−= ·500100 ,  (IV.9), 

avec :    

HRC - la dureté Rockwell C ; 

di – le déplacement vertical initial sous la charge initial de 98 N (en mm) 

df – le déplacement résiduel après décharge pour une charge initiale de 98 N (en mm) 

 
Figure IV.19 Dureté, en fonction de la 
température d’essai, des principales 

catégories d’aciers à outils (LEVE 03) 
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Si la nouvelle dureté est connue on peut 

calculer la température correspondant à cette 

modification de la loi d’écrouissage avec l’aide 

de l’équation IV.8, dans laquelle les paramètres 

spécifiques pour l’acier M50 sont données par 

Zaretsky (ZARE 92) : α=133 10-5 et β=1,4. 

Le processus d’indentation Rockwell C 

contrôlée a été simulé par éléments finis, avec le 

logiciel ABAQUS. Le pénétrateur possédant une 

symétrie de révolution, le problème est 

axisymétrique. Les pénétrateurs sont des cônes 

dont l’angle au sommet vaut 120°. Ils sont tronqués par une calotte sphérique dont le rayon Rp 

est égal à 200 µm. La partie utile des pénétrateurs est en diamant, dont les caractéristiques 

élastiques sont E = 1140 GPa et ν = 0,07. La charge appliquée pendant l’indentation, W est égale 

à 1470 N 

Les caractéristiques élasto-plastiques de l’acier M50 sont connues jusqu’à des taux de 

déformation de 2 %. Cependant, les déformations engendrées pendant l’indentation sont bien 

plus élevées, et peuvent atteindre jusqu’à 40 %. Aussi est-il nécessaire d’extrapoler les lois de 

comportement. Pour valider ces extrapolations, il faut s’assurer que la simulation conduit bien à 

des résultats proches des observations expérimentales. 

La démarche est similaire à celle proposée par Jacq (JACQ 01), qui a pu corréler 

l’empreinte résiduelle obtenue après décharge à des profils mesurés, validant ainsi la 

méthodologie et la loi d’écrouissage en grandes déformations. Le maillage utilisé est présenté sur 

la figure IV.21. La taille des éléments au niveau du contact est de 2 µm, ce qui est faible au 

regard de la taille des empreintes résiduelles, dont le diamètre est de ≈100 µm. Le massif a été 

maillé avec 5050 nœuds. Le nombre de nœuds de l’indenteur est 1000. 

L’indenteur a un comportement purement élastique. La charge est appliquée par une 

pression homogène sur le plan supérieur de l’indenteur. Le déplacement radial des nœuds de ce 

plan est bloqué. Le massif a un comportement élasto-plastique à écrouissage isotrope. Les 

conditions aux limites y sont imposées à l’aide d’éléments infinis, permettant d’annuler les 

déplacements à l’infini.  

Le problème doit être résolu en grandes déformations. Aussi, la courbe d’écrouissage doit 

être exprimée comme la variation de la contrainte vraie (contrainte de Cauchy) en fonction de la 

déformation logarithmique. Alors que la loi de Swift est continûment croissante, la loi de Voce  

Figure IV.20 Algorithme pour trouver 
l’influence de la température sur la loi 

d’écrouissage 
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présente une asymptote horizontale. Cette loi, 

utilisée par Cercueil (CERC 99), a donné de 

bons résultats dans la simulation de l’indentation 

sur le 100Cr6. Elle a également été utilisée avec 

succès par Jacq (JACQ 01) pour les aciers M50 

et 32CrMoV13 nitruré. C’est pourquoi nous 

l’utilisons dans cette étude. C’est une loi à quatre 

paramètres (équation IV.10) qui ont été choisis 

pour que la loi de Voce soit proche de la loi de 

Swift jusqu’à 2 % de déformation plastique (fig. IV.23). 

σeq = 1444 + 1996.{1 – exp[-(390.p)0,352]} (σeq en MPa), (IV.10). 

La variation de la charge avec le déplacement du sommet de l’indenteur est présentée sur 

la figure IV.22. A partir de celle-ci la dureté HRC est calculée et la température en est déduite. Il 

faut tenir compte que la dureté correspond à une charge de mesure de 98 N (charge initiale, 

également palier de mesure à la décharge). Les résultats sont synthétisés dans le tableau IV.5. 

Tableau IV.5 

T [oC] 20 217,3 362,5 
di [µm] 12,17 13,24 13,64 
df [µm] 81,61 87,03 92,49 

HRC 65,28 63,10 60,57 

Figure IV.21 Maillage utilisé pour 
simuler l’indentation. 
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Figure IV.22 Simulation indentation Rockwell C sur un acier M50 
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IV.3 INFLUENCE DE LA TEMPERATURE 

L’influence de la température dans un contact élasto-plastique a été étudiée en utilisant un 

problème de contact circulaire sans frottement. Les massifs en contact sont deux sphères de 

rayon 15 mm, l’un a un comportement élastique et l’autre élasto-plastique. Le matériau est le 

M50. Un modèle plastique avec écrouissage isotrope et le critère de von Mises sont utilisés. La 

charge est appliquée progressivement jusqu'à une valeur maximale de 11 179 N correspondant à 

une pression de Hertz de 8 GPa. Les simulations sont faites pour trois cas d’études à température 

ambiante (20oC), 217oC et 362oC. Les trois cas correspondent à une diminution de 0%, 10% et 

20% pour la loi d’écrouissage de Swift. 

P/Phertz

0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

x/a

Swift R.T.
Swift 217°C
Swift 362°C

 
(a) 

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

0.1 0.3 0.5 0.7

z/a

σ V
on

 M
is

es
/P

H
er

tz

Swift R.T.

Swift 217°C

Swift 362°C

 
(b) 

0

0.5

1

1.5

2

2.5

0 0.5 1

z/a

%

Swift R.T.

Swift 217°C

Swift 362°C

 
(c) 

Figure IV.24 Effet de la température sur la pression (a), contrainte de von Mises sous 
charge (b) et déformation plastique équivalente (c) suivant l’axe de symétrie 
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Sur la figure IV.24, la pression maximum de contact décroît avec la température tant en 

étant plus uniformément répartie. La même tendance est observée pour le niveau des contraintes 

de von Mises sous charge. En revanche toutes les variables liées au comportement plastique 

(déformation plastique, contrainte de von Mises après décharge, pression hydrostatique après 

décharge) du matériau augmentent avec la température. Ce résultat s’explique par le fait que 

l’augmentation de la température diminue le niveau d’écrouissage. Finalement les figures IV.25 

à IV.28 illustrent l’état de sollicitation à la fin du dernier pas de chargement et après décharge 

dans le plan de symétrie du contact (OY). 

 

20°C 217°C 

 
362°C 

Figure IV.25 Contraintes de von Mises sous charge adimensionnées par la pression de 
Hertz 
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Figure IV.26 Contrainte résiduelle de von 
Mises adimensionnée par la pression de Hertz 

362°C

20°C 217°C
 
 
 
 
 
 

Figure IV.27 Déformation plastique 
équivalente [%] 

362°C
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20°C 217°C
 
 
 
 
 

Figure IV.28 Pression hydrostatique après 
décharge adimensionnée par la pression de 

Hertz 

362°C
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CONCLUSION 

Au cours de cette thèse nous avons contribué au développement d’une méthode alternative 

à la méthode des éléments finis pour le calcul d’un contact roulant élasto-plastique avec 

frottement. Le modèle semi-analytique tri-dimensionnel proposé est construit à partir d’un 

modèle existant dont le module de résolution du problème de contact a été changé, et auquel ont 

été ajoutés les aspects tangentiels et améliorées les procédures numériques. Il est applicable au 

problème de contact roulant et/ou glissant, tant que la zone de contact reste petite devant les 

dimensions du contact, et que l’hypothèse des petites déformations est respectée. 

L’approche élasto-plastique nécessite la prise en compte de l’évolution de la surface, et 

donc de la pression de contact avec l’apparition des déformations plastiques, mais aussi de 

l’apparition des contraintes résiduelles d’écrouissage liées au chargement cyclique. La 

formulation est écrite de manière incrémentale, pour respecter le caractère irréversible des 

déformations plastiques qui dépendent du trajet de chargement. Les méthodes utilisées pour 

résoudre le problème sont de type coefficients d’influence, dont l’expression peut être 

déterminée analytiquement (hypothèse des massifs semi-infinis). 

Le premier point de notre étude a consisté à développer un outil permettant de simuler un 

contact élastique tri-dimensionnel pour n’importe quel type de géométrie en présence de rugosité 

ou de défauts de surface comme les indents. La présence de cette micro-géométrie requiert la 

discrétisation très fine de la surface en contact (105-106 points en contact). L’utilisation des 

techniques d’accélération telles que les méthodes de convolution discrète avec la transformée de 

Fourier (DC-FFT) et la méthode du gradient conjugué (GC) permet d’obtenir une solution en un 

temps raisonnable (quelques minutes à quelques heures, suivant le maillage, la vitesse du 

processeur et la mémoire de l’ordinateur). De plus, le champ de contraintes en profondeur a été 

obtenu numériquement en considérant une distribution normale et tangentielle du chargement 

surfacique en utilisant  la méthode des coefficients d’influence et la technique DC-FFT. 

Le deuxième point a été de coupler le nouveau module de contact avec le code de 

résolution élasto-plastique existant, en remplaçant un précédent module utilisant les techniques 

multi-grilles et en y ajoutant les effet tangentiels. Dès lors il est possible de résoudre le problème 

du contact élasto-plastique tri-dimensionnel transitoire et de prendre en compte l’effet de 

frottement en surface. Le frottement a été introduit en utilisant le modèle de Coulomb. 

L’influence du chargement tangentiel sur le modèle plastique est prise en compte avec l’aide du 

théorème de réciprocité de Betti. Le calcul des déformations plastiques est basé sur un 
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algorithme d’intégration universel des équations constitutives de l’élasto-plasticité, comprenant 

l’écrouissage isotrope ou cinématique, ainsi que l’adoucissement thermique, par la méthode de 

"return mapping" avec un schéma constitué d’un prédicteur élastique et d’un correcteur 

plastique. 

Le code de calcul, basé sur une description de type éléments frontières, a été validé 

numériquement par comparaison avec un modèle éléments finis ABAQUS.  

L’avantage principal de cette méthode sur les méthodes Eléments Finis conventionnelles 

est la diminution significative des temps de calcul, rendant possible l’étude de contacts tri-

dimensionnels en régime transitoire même si des rugosités et/ou indents sont présents. 

L’intérêt de ce code de calcul par rapport aux outils existants réside principalement dans (i) 

la limitation du maillage volumique aux seules zones déformées plastiquement permettant ainsi 

une grande économie de mémoire, et (ii) dans l’utilisation des méthodes accélératrices GC et 

FFT pour le calcul des contraintes et des déformations plastiques, ce qui permet de limiter les 

temps de calcul et donc d’affiner suffisamment le maillage pour résoudre le problème du contact 

indenté élasto-plastique transitoire à précision identique. 

L’état des contraintes après un chargement vertical puis après décharge a été étudié dans le 

cas d’un problème avec et sans frottement. La contribution de la plasticité a été identifiée. Dans 

le cas du contact normal simple, la contrainte de von Mises est maximale en sous-couche à une 

profondeur intitulée profondeur de Hertz. Avec la présence d’un chargement tangentiel en 

surface, l’emplacement de ce maximum évolue de la profondeur de Hertz vers la surface. La 

contrainte de von Mises est maximum en surface pour un coefficient de frottement supérieur à 

0,32. 

Pour un coefficient de frottement de 0,5 on observe une localisation des déformations 

plastiques et contraintes résiduelles associées à l’extrême peau des massifs en contact. Ce 

phénomène s’explique par le fait que la capacité du massif, déjà chargé normalement, d’accepter 

un chargement tangentiel est dépassée. Pour le cas étudié la déformation plastique équivalente 

passe de 0,34% à 5,3% pour un coefficient de frottement variant de 0 à 0,5. Cette zone fortement 

écrouie étant en traction on peut soupçonner des conséquences importantes sur la durabilité de la 

surface. 

L’effet de la température sur la loi d’écrouissage a été étudié en utilisant un algorithme 

inverse avec l’aide d’une simulation d’indentation Rockwell C par la méthode des éléments finis, 
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avec ABAQUS. La température qui correspond à une réduction linéaire de la loi d’écrouissage 

est déduite de la relation empirique entre la dureté et la température. 

Le comportement élasto-plastique de l’acier M50 pour une loi d’écrouissage abaissée de 10 

et 20%, qui correspondrait à une température de 217 et 362°C, respectivement, a été analysé. Il 

apparaît que l’augmentation de température a pour effet de diminuer le niveau des contraintes 

sous charge tout en accroissant les contraintes résiduelles et les déformations plastiques 

observées après décharge. Ces valeurs ont été quantifiées. 

PERSPECTIVES 

Ce travail de thèse s’inscrit plus généralement dans une thématique de recherche sur les 

contacts thermo-élasto-plastiques des matériaux à gradient de propriétés, qui a pour finalité une 

meilleure connaissance du comportement en fatigue des matériaux afin de prédire la durée de vie 

en fatigue mais aussi l’usure et le rodage des surfaces en contact. Dans la mesure où plusieurs 

travaux sont conduits en parallèle, avec une base d’outils numériques de simulation communs, 

certaines des perspectives énoncées ci-dessous sont en passe d’être réalisées par l’un des 

chercheurs de l’équipe. D’autres devront faire l’objet d’efforts spécifiques. 

Le premier développement envisagé est le couplage des effets normaux et tangentiels dans 

le module de contact, effet important lorsque les propriétés élastiques et / ou plastiques sont 

différentes pour les deux massifs. Ce travail a été engagé par L. Gallego dans son travail de 

thèse. Il poursuit également le développement du code pour prendre en compte un comportement 

de type adhérence-glissement particulièrement adapté aux problèmes de fretting. 

L’efficacité de cette méthode en termes de rapidité et de robustesse permet d’envisager son 

utilisation pour la prédiction de l’usure ou du rodage de deux surfaces en contact, simulation 

pour laquelle la géométrie des surfaces doit-être mise à jour régulièrement. Ces travaux ont 

démarré sur deux idées : l’une en considérant une usure locale proportionnelle à l’énergie 

dissipée pendant un cycle de chargement (thèse L. Gallego), l’autre en s’appuyant sur une 

déformation plastique seuil pour les zones écrouies en surface (thèse V. Boucly). 

La troisième perspective concerne la modélisation de la durée de vie pour une surface 

indentée sous chargement roulant normal et tangentiel. C’est le travail de thèse de Y. Robin puis 

d’une nouvelle thèse qui devrait démarrer. Des premiers résultats ont été obtenus en associant un 

modèle d’endommagement élasto-plastique – basé sur la théorie des dislocations – pour 

l’estimation du nombre de cycles à l’amorçage, des mesures de propriétés élasto-plastiques 

cycliques et de fatigue, et le résultat de simulations avec notre modèle semi-analytique pour le 
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passage d’une charge roulante sur un indent artificiel produit par une pointe Rockwell C 

modifiée. La figure ci-dessous présente une première estimation de la distribution de durée de 

vie pour un acier à roulement et dans un plan de symétrie lorsqu’une sphère élastique roule sans 

glisser sur un massif élasto-plastique. 

 
a) 

 
b) 

Figure c1 Exemple de calcul de durée de vie pour une surface indentée et un massif élasto-
plastique. a) variation de la contrainte de cisaillement maximal au cours d’un cycle de 
chargement, b) conséquence en terme de durée de vie (source : Thèse Y. Robin, 2006). 

 

Dans le même esprit il serait envisageable d’introduire un ou plusieurs paramètres 

aléatoires dans ce calcul de durée de vie déterministe afin d’obtenir une distribution statistique 

de durée de vie. 

Lorsque la température n’est plus uniforme dans les massifs en contact, ce qui est le cas 

lorsque deux massifs dissipent de l’énergie par frottement, les propriétés élastiques et la loi 

d’écrouissage sont modifiées en tout point. C’est un sujet particulièrement intéressant mais qui 

demande certains développements théoriques ainsi qu’une refonte complète de la procédure 

numérique. 

Un autre développement porterait sur l’implantation d’un modèle d’écrouissage 

cinématique linéaire puis non-linéaire dans le code de contact élasto-plastique. La principale 

difficulté sera l’identification des paramètres de la loi d’écrouissage, en particulier lorsque ceux-

ci seront fonction de la température. 
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Le calcul des fonctions r
ijD  nécessite la détermination de *3iu  dans l’équation (34), qui 

sont les déplacements générés par une force unitaire normale appliquée sur la surface du solide à 

l’origine. Ces déplacements ont été calculés de manière analytique par Johnson [11] : 
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Après intégration sur une zone cubique de centre C (c1, c2, c3), de dimensions 

2∆x1.2∆x2.2∆x3, on obtient : 
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EQUATIONS CONSTITUTIVES DE LA PLASTICITE 

 

Supposons un taux de déformation plastique exprimé par : 

µγε
••

=p   (B1) 

où µ  est un tenseur normalisé, 

2
3:,

2
'3 == µµ

σ
σµ

e

  (B2) 

et où un prime indique la partie déviatorique du tenseur correspondant. 

 

Dans notre cas, 
•
γ  est égal au taux de déformation plastique effective, 

•••
= pp εεγ :

3
2   (B3) 

et γ  est la déformation plastique cumulée, 

∫
•

=
t

dt
0

γγ .  (B4) 

La contrainte effective est définie par : 

':'
2
3 σσσ =e   (B5) 

et nous utiliserons également le taux de déformation effective défini par : 

':'
3
2 •••

= εεe .  (B6) 

Grâce à l’équation (B6), le déviateur du taux de déformation totale peut s’écrire : 

2
3:,' ==

••
ηηηε e .  (B7) 

Selon notre modèle de plasticité, nous considérons une forme générale de la loi 

d’écoulement : 

( ) 0=−= γσ gf e   (B8) 

où f  est la surface de charge, et ( )γg  la limite élastique statique. 

 

Les conditions de charge/décharge sont données par les relations de Kuhn-Tucker : 

,0,0,0 =≥≤
••
γγ ff   (B9) 
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et doivent être vérifiées à chaque instant. 

 

Enfin, en régime élastique, nous considérons par simplicité que le comportement du 

matériau est isotrope, 

( )pG εεσ −= '2'   (B10) 

G  étant le module de cisaillement élastique. G correspond à la constante de Lamé µ, mais est 

notée ainsi pour éviter toute confusion avec le tenseur normalisé µ  cité au-dessus, Eq. (B2). 

 

En introduisant l’équation (B10) dans l’expression du taux de contrainte effective on 

trouve : 
••••

−== γµεµσσ GGe 3:'2:'   (B11) 

Si on considère que µ  et η  sont colinéaires, alors on obtient : 

γσ ∆−∆=∆
•

GteGe 33   (B12) 

 

ALGORITHME DE PLASTICITE 

 

(1) Calculer un premier état « d’essai », supposant que 'ε∆  est une déformation 

purement élastique. Les indices a et b correspondent à l’état initial et final respectivement. Le 

prédicteur élastique )1('σ  est donc déterminé, et on pose : 

aaa

e
e

gg ===

==

••
)1()1()1(

)1(

)1(
)1()1()1()1(

,,

,
2

'3,':'
2
3

γγγγ

σ
σµσσσ

  (B13) 

 

(2) Calculer : 

0)()()( ≠−= nn
e

n gf σ  (B14) 

 

(3) Linéariser f (n) le long de la direction du correcteur plastique : 

)(
,

)(
,

)(
,

)()(
,

)()(
,

)()(

,1

,0
nnn

nnn
e

nnn
L

gff

ffff

e

e

γγσ

γσ γσ

−==

=∆+∆+=
 (B15) 

et utiliser l’incrément de correcteur plastique : 
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)()( 3 nn
e G γσ ∆−=∆  (B16) 

pour obtenir : 

)(
,

)(
)(

3 n

n
n

gG
f

γ

γ
+

=∆  (B17) 

 

(4) Calculer les nouvelles contraintes et les nouvelles déformations : 

)()()1(

)()()1( ,3
nnn

nn
e

n
e G

γγγ
γσσ

∆+=

∆−=
+

+

 (B18) 

 

(5) Calculer : 
( )( )1)1( ++ = nn gg γ  (B19) 

 et vérifier si : 
( ) ( ) ( ) ,111 tolgf nn

e
n <−= +++ σ   

où tol est la tolérance imposée. 

 

Si non : retourner à (3), et répéter les étapes (3) - (5) 

si oui : 

( ) ( ) ( )
b

pn
b

n
ebe et µγεγγσσ ∆=∆== ++ ,, 11   
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Déformation plastique [%] 
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Pression Hydrostatique/Phertz après décharge 
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Contribution à l’étude des contacts élasto-plastiques – effet d’un chargement 
normal et tangentiel 

 
L’objectif du travail présenté était de développer une méthode alternative à la méthode 

des éléments finis pour le calcul d’un contact roulant élasto-plastique avec frottement. Le 
modèle semi-analytique tri-dimensionnel proposé est construit à partir d’un modèle existant. 
On a d’abord remplacé le module initial de résolution du problème de contact par un module 
basé sur les méthodes du gradient conjugué (GC) et des transformées de Fourier discrètes 
(DC-FFT). On a ensuite introduit les effets tangentiels dans le module élasto-plastique pour 
étudier le cas d’un chargement normal et tangentiel combiné. Dans le même temps nous 
avons amélioré les procédures numériques en particulier par l’utilisation d’un algorithme de 
"return mapping" avec un prédicteur élastique et un correcteur plastique pour le module 
élasto-plastique.La méthode est limitée au cas des petites déformations ce qui permet 
toutefois de traiter les problèmes de contact pour les matériaux à haute limite d’élasticité (une 
pression de Hertz de 8 GPa produit une déformation plastique équivalente de 2% pour l’acier 
100Cr6 et un contact sphère/sphère).Le modèle semi-analytique 3D a été validé par 
comparaison avec des simulations éléments finis. L’avantage principal de cette méthode sur 
les méthodes Eléments Finis conventionnelles est la diminution significative des temps de 
calcul, rendant possible l’étude de contacts tri-dimensionnels en régime transitoire même si 
des rugosités et/ou indents sont présents. Les moyens permettant ce gain de temps sont (i) la 
limitation du maillage volumique aux seules zones déformées plastiquement permettant ainsi 
une grande économie de mémoire, et (ii) l’utilisation des méthodes accélératrices GC et DC-
FFT pour le calcul des contraintes et des déformations plastiques. L’état des contraintes après 
un chargement vertical puis après décharge a été étudié dans le cas d’un problème avec et 
sans frottement. La contribution de la plasticité a été identifiée. 
 
Contribution to the analysis of elastic-plastic contacts - effect of a normal and tangential 
loading 
 

The objective of this work was to develop an alternative method to the finite element 
method (FEM) for the calculation of elastic-plastic rolling contact with friction. The three-
dimensional semi-analytical model suggested is built starting from an existing model. First, 
the initial module of normal contact resolution was replaced by a module based on a 
combined method of the conjugate gradient (CG) and the discrete Fourier transform (DC.-
FFT). Second, the tangential effects are introduced into the elastic-plastic module to study the 
case of a normal and tangential loading. In same time the numerical procedures were 
improved in particular by the use of an algorithm of "return mapping" with an elastic 
predictor and a plastic corrector for the plasticity loop. The method is limited to the case of 
small strains. However that is not really very restrictive for contact problem for materials with 
high yield stress: an equivalent plastic deformation of 2% for 100Cr6 steel and a sphere on 
sphere contact corresponds to a Hertz pressure of 8 GPa. The 3D semi-analytical model was 
validated by comparison with FEM simulations. The principal advantage of this method 
versus conventional FEM analysis is the significant reduction of computing costs, making 
affordable the study of three-dimensional contacts in transient state including when a fine 
mesh is required for considering surface defects (roughness, dents, furrows, etc.). The 
different ways used to decrease the computing time are (i) the limitation of the meshed 
volume for the plasticity loop to the plastic zones, and (ii) the use of accelerating methods 
such as CG and DC-FFT for solving the contact problem and computing both stresses and 
plastic strains. The stress state after vertical loading/unloading was studied for combined 
normal and tangential loading and compared to the frictionless solution. The contribution of 
plasticity was identified. 
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