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Contribution à l’Etude du Phénomène de l’Ecrasement de Lubrifiants non 
Newtoniens en Présence de Milieux Poroélastiques 

Résumé 

L’étude entreprise dans cette thèse vise à mettre en place un nouveau modèle de couplage film 
fluide – milieu poreux pouvant prendre en compte l’inertie du fluide dans le film lubrifiant et 
dans la matrice poreuse, le comportement non newtonien du fluide, les effets visqueux dans la 
matrice poreuse ainsi que sa poroélasticité. Elle concerne une modélisation et simulation 
numérique de la lubrification par effet d’écrasement entre deux géométries simples 
composées de deux disques dont l’un est à face poreuse.  
 
Nous examinons d’abord les effets visqueux à l’aide du modèle de Darcy-Brinkman sur les 
caractéristiques du contact lubrifié. Ce modèle permet la prise en compte de la couche limite 
développée à l’interface film fluide – matrice poreuse.   
 
Nous abordons ensuite les effets combinés d’inertie et visqueux du fluide considéré 
newtonien. L’écoulement est décrit alors à l’aide des équations de Navier-Stokes Réduites 
dans le film fluide et modélisé par le modèle généralisé de Darcy-Brinkman-Forchheimer 
dans la matrice poreuse.  
 
Enfin, cette étude s’intéresse d’une part aux effets non newtoniens du fluide lubrifiant et 
d’autre part à l’influance de la déformation de la matrice poreuse. Les films lubrifiants 
sont considérés comme des fluides non newtoniens à couple de contraintes. La déformée de 
l’interface poreuse est obtenue à l’aide du modèle de couche mince élastique.  
 
Les équations aux dérivées partielles établies dans cette étude ont été discrétisées par la 
méthode des différences finies. Les équations algébriques obtenues ont été résolues à l’aide de 
la méthode de Gauss-Seidel relaxée.  
 
Les résultats numériques issus de nos simulations ont montré que ces effets ont une influence 
significative et non négligeable sur les performances de l’écrasement de films fluides.    
 
Mots-clés : Interaction fluide structure, Poroélasticité, Lubrification, Ecrasement de film, 
Fluides non newtoniens, Couple de contraintes, Couche mince, Darcy-Brinkman-
Forchheimer, Equations de Navier-Stokes Réduites 
 



Contribution to the Study of the Squeeze Film Phenomenon in the 
Presence of Non Newtonian Lubricants and Poroelastic Media 

Abstract 

The aim of this thesis is to develop a new model of fluid film - porous medium interaction 
taking into account the fluid inertia in the lubricant as well as in the porous matrix. The non-
Newtonian behaviour of the fluid, the viscous effects in porous matrix and its poroelasticity 
are also considered. The main concerns are the modelling and the simulation of the squeeze 
film lubrication between two discs when one has a porous facing. 
 
We first investigate the viscous effects on the characteristics of the lubricated contact using 
the Darcy-Brinkman model. This model allows the consideration of the boundary layer 
developed at the fluid film - porous matrix interface. 
 
Then we address the combined inertia and viscous shear effects of a Newtonian fluid. The 
fluid flow is then described using the Reduced Navier-Stokes equations in the fluid film and 
is modelled using the Darcy-Brinkman-Forchheimer generalized model in the porous matrix. 
 
Finally, this study focuses on the combined effects of non-Newtonian fluid lubricant and 
porous matrix deformation. The lubricant is considered non-Newtonian thanks to the couple 
stress model. The deformed porous interface is obtained using the thin elastic layer approach. 
 
The partial differential equations established in this study are discretized by the means of the 
finite differences. The obtained algebraic equations are solved using the Gauss-Seidel 
relaxation method. 
 
The numerical results of our simulations showed that all these effects have a significant and 
non negligible influence on the porous squeeze film performances. 
  
 
Key-words: Fluid structure interaction, Poroelasticity, Lubrication, Squeeze film,        
Non-Newtonian fluid, Couple stress, Thin layer, Darcy-Brinkman-Forchheimer model, 
Reduced Navier-Stokes Equations 
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 1 

Nomenclature 
 

fC    : coefficient de Forchheimer, fC =
2/3150

75,1

φ
 

dt

dg
   : vitesse du disque supérieur dans le cas où le disque poreux est          

  déformable (m/s)  
dh

dt
       : vitesse du disque supérieur dans le cas où le disque poreux est  

  indéformable (m/s) 
 

Dp    : diamètre des pores (m) 

div  : opérateur divergence 

eijk   : tenseur de permutation d’ordre trois 

E   : module d’Young de la couche mince élastique (N/m2) 

F0   : poids du disque supérieur (N) 

f   : densité massique des forces volumiques (N/m3) 

rf    : composante radiale de la densité massique des forces volumiques (N/m3) 

zf    : composante axiale de la densité massique des forces volumiques (N/m3) 

g   : position du disque supérieur (m) 

h   : épaisseur du film fluide (m) 

0h          : épaisseur initiale du film fluide (m) 

H           : épaisseur du disque poreux (m) 

k            : perméabilité (m2) 

Kij   : tenseur du taux de rotation (M-2s-1)  

L   : vecteur du couple de volume (m2/s2) 

l   : paramètre du couple de contraintes, 
0h

l
l =   

l  : longueur caractéristique de la taille des particules solides en suspension dans      

    le fluide (m), 
µ
η=l  

m   : masse du disque supérieur (kg) 

M   : nombre d’intervalles de maillage suivant la direction axiale 

Mrk   : tenseur du couple de contraintes (N/m2)  

N   : nombre d’intervalles de maillage suivant la direction radiale 

p  : pression dans le film fluide (Pa) 
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p      : pression sans dimension dans le film fluide 

*p     : pression dans le disque poreux (Pa)  

*
p      : pression sans dimension dans le disque poreux 

P0   : pression de référence (Pa), 0
0 2

F
P

Rπ
=  

 r        : coordonnée radiale (m) 

r         : coordonnée radiale sans dimension 

R           : rayon des deux disques (m) 

Re   : nombre de Reynolds dans le film fluide, 
µ

ρ hV
Re =  

Rek   : nombre de Reynolds dans le milieu poreux, 
µ

ρ
*

uk
Rek =   

t   : temps 
 

iu   : composantes du vecteur vitesse (m/s)                                                          

u       : composante radiale de la vitesse dans le film fluide (m/s)  

u       : composante radiale de la vitesse sans dimension dans le film fluide  

u*   : composante radiale de la vitesse dans le disque poreux (m/s) 

*
u   : composante radiale de la vitesse sans dimension dans le disque poreux  

*
0u    : composante radiale de la vitesse à l’interface poreuse (m/s) 

*
0u    : composante radiale de la vitesse sans dimension à l’interface poreuse 

v   : vecteur vitesse dans le film fluide (m/s)  

*
v    : vecteur vitesse de filtration ou de Darcy dans le disque poreux (m/s) 

*
v    : module du champ de vitesse dans le disque poreux (m/s) 

V   : vitesse d’écrasement (m/s) 
  
V0   : vitesse de référence (m/s) 

w      : composante axiale du vecteur vitesse dans le film fluide (m/s)  

w       : composante axiale de la vitesse sans dimension dans le film fluide  

w*  : composante axiale de la vitesse dans le film fluide (m/s)  

*
w    : composante axiale de la vitesse sans dimension dans le disque poreux  

*
0w    : composante axiale de la vitesse à l’interface poreuse (m/s) 

*
0w    : composante axiale de la vitesse sans dimension à l’interface poreuse  
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W     : capacité de charge (N) 

W     : capacité de charge sans dimension 

ix   : variables d’espace (m) 

z        : coordonnée axiale (m) 

z         : coordonnée axiale sans dimension  

α         : rapport des viscosités ratio, 
*µα

µ
=      

ε    : rapport d’échelle, 0h

R
ε =  

µ   : viscosité dynamique du fluide (Pa.s)  

*µ   : viscosité effective du fluide dans le milieu poreux (Pa.s) 

ρ          : masse volumique du fluide (kg/m3) 

φ          : porosité du disque poreux  

ν    : coefficient de Poisson de la couche mince élastique 

η   : propriété constante du fluide à couple de contraintes (Pa.s.m2) 

δ   : déformée de l’interface poreuse (m) 

ijδ   : symbole de Kronecker 

σ   : tenseur des contraintes (N/m2) 
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Introduction générale 
 

 
Un mécanisme lubrifié est défini par un contact entre deux solides en mouvement l’un par 

rapport à l’autre séparé par un film fluide. Ces solides peuvent frotter l’un contre l’autre et on 
lubrifie généralement le contact pour ainsi éviter leur usure. Les surfaces des deux solides 
sont caractérisées par leurs propriétés géométriques et cinématiques. Si le mouvement relatif 
entre les deux surfaces est d’approche normale, sans glissement ni roulement, le seul moyen 
qui permet d’éviter le contact des deux solides est la résistance fournie par le fluide visqueux 
lorsqu’il est écrasé. Ce mécanisme de lubrification est appelé écrasement de film.    

 
Cette étude est généralement concernée par l’écrasement de films fluides en présence d’un 

milieu poreux. Elle est néanmoins fortement inspirée de la situation la plus compliquée 
présente dans les contacts chargés des articulations humaines. Le fluide synovial de caractère 
non newtonien lubrifie deux couches élastiques poreuses du cartilage articulaire.  
 

Le liquide synovial est un fluide naturellement visqueux additivé par les grosses 
molécules d’acide hyalorunique. La présence de ces grosses molécules rend caduque 
l’hypothèse de fluide newtonien pour décrire le comportement rhéologique du fluide synovial. 
Cette constatation rend l’équation de Reynolds classique inutilisable pour déterminer le 
champ de pression dans les films à rhéologie complexe et en particulier le fluide synovial.  
 

Le cartilage est un matériau déformable et poreux. Sa nature poroélastique joue un rôle 
déterminant dans la lubrification des articulations biologiques. Elle permet d’amortir le 
mouvement et de faire distribuer la pression sur tout le contact articulaire.   

 
Ainsi la détermination des performances d’un contact synovial lubrifié dépend entre 

autres, d’une caractérisation rigoureuse des cartilages en présence et d’une représentation 
aussi fidèle et complète que possible du fluide lubrifiant.  

 
Une compréhension et maîtrise de ces contacts biomécaniques est essentielle pour la 

conception des prothèses afin d’établir des conditions opérationnelles optimales et de 
rallonger leur durée de vie. L’étude de l’influence de l’effet non newtonien du fluide synovial 
et de la poroélasticité du milieu poreux peut contribuer à l’amélioration des performances et la 
durée de vie de ces mécanismes biomécaniques. 
 

Notre contribution par cette étude sera de mettre en place un nouveau modèle qui permet 
de prendre en compte les effets non newtoniens, l’inertie du fluide, les tensions visqueuses et 
la déformation du cartilage articulaire. 
 

Ainsi dans ce travail, nous proposons une nouvelle méthode pour prédire les différentes 
caractéristiques (pression, débit, charge, force de frottement, …) d’un contact synovial 
modélisé par deux disques circulaires et parallèles dont l’un présente une face poreuse. Le 
mémoire de cette thèse comporte quatre chapitres.  
 

Le premier chapitre de ce manuscrit propose dans un premier temps de rappeler des 
définitions de base relatives à la modélisation de l’écoulement des fluides dans les milieux 
poreux ainsi que les différents modèles d’écoulement. Une critique de ces lois d’écoulement 
sera proposée en précisant les limites d’utilisation de chaque modèle mathématique. Dans une 
deuxième étape, les notions principales de la lubrification articulaire seront rappelées en 
mettant l’accent sur le rôle du fluide synovial dans la lubrification des systèmes articulaires 
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lors de l’écrasement. La caractérisation de la nature poroélastique du cartilage, élément capital 
de l’articulation biologique, sera particulièrement exposée. La troisième partie de ce chapitre 
sera réservée à un rappel des différentes lois rhéologiques adoptées dans la littérature pour 
modéliser des fluides polymériques dits à rhéologie complexe de type fluide synovial. Enfin, 
une étude bibliographique sur l’écrasement de films en présence d’un milieu poreux sera 
présentée pour situer l’intérêt de notre contribution par rapport à ce qui se fait dans la 
thématique de la lubrification articulaire par effet d’écrasement. On verra comment la 
poroélasticité du cartilage articulaire est prise en compte dans les études des contacts 
biologiques. On passera également en revue les modèles rhéologiques utilisés jusqu’ici pour 
tenir compte de l’effet non newtonien du fluide synovial. L’objectif est de proposer un 
modèle rhéologique, utilisé en lubrification par des fluides polymériques, simple de mise en 
place et capable de prendre en compte la présence des additifs. 
   

Dans le second chapitre, une première approche du problème de l’écrasement de films 
fluides newtoniens à charge constante en présence d’un milieu poreux sera abordée. Les 
forces d’inertie du fluide ne seront pas prises en compte. L’équation de Reynolds modifiée, 
tenant compte de l’échange de masse entre le film fluide et le disque poreux, est alors utilisée 
pour prédire les performances du contact lubrifié. L’écoulement au sein du milieu poreux sera 
décrit par le modèle de Darcy-Brinkman en mettant l’accent sur la viscosité effective du 
fluide, paramètre capital responsable du développement d’une couche limite prés de 
l’interface film fluide – milieu poreux. Un algorithme de couplage fort film fluide – disque 
poreux est développé. La discrétisation de l’ensemble des équations du problème est faite à 
l’aide de la méthode des différences finies. Une résolution simultanée des équations 
algébriques est alors effectuée par la méthode itérative de sur relaxation de Gauss Seidel afin 
d’évaluer l’influence des effets visqueux sur les caractéristiques de l’écrasement telles que la 
pression et la charge que peut supporter le contact. Les résultats numériques obtenus seront 
interprétés et discutés.    

 
Dans le troisième chapitre, une simulation numérique de l’écrasement à vitesse constante 

d’un film fluide newtonien lubrifiant deux disques circulaires et parallèles dont l’un est 
poreux est présentée. Les forces d’inertie du fluide dans le film sont introduites sur la base des 
équations de Navier Stokes Réduites en vue de prendre en compte les phénomènes 
intervenant dans un contact articulaire lubrifié. Ces équations aux dérivées partielles, non 
linéaires et non stationnaires, sont de type parabolique. Une méthode numérique dite inverse a 
été ainsi mise en place pour leur résolution. Un modèle généralisé décrivant l’écoulement 
dans le disque poreux est utilisé. Ce modèle permet la prise en compte des effets combinés de 
viscosité et d’inertie. Les équations de ce problème d’interaction film fluide – disque poreux 
sont discrétisées par différences fines et les équations algébriques obtenues sont résolues par 
un algorithme de couplage séquentiel. L’objectif est de mettre en évidence l’intérêt d’utiliser 
un modèle généralisé tenant compte à la fois des effets d'inertie du fluide et des effets 
visqueux dans le milieu poreux. Le programme de calcul en différences finies développé dans 
le cadre de cette étude sera testé sur un exemple en comparant les résultats numériques 
obtenus à ceux de la littérature.  
   

Dans le quatrième et dernier chapitre, on proposera d’étudier l’influence de la 
poroélasticité du cartilage et des effets non newtoniens sur les performances des contacts 
synoviaux. La géométrie de deux disques circulaires et parallèles dont l’un est poreux est 
considérée. Le caractère non newtonien du fluide synovial lubrifiant le contact articulaire est 
décrit par le modèle de fluide à couple de contraintes. Les équations de Navier-Stokes 
Réduites pour fluides à couple de contraintes seront établies et résolues par une méthode 
inverse. Une démarche simple pour la prise en compte des déformations du cartilage 
articulaire à l’aide du modèle de couche mince élastique est proposée. L’écoulement au sein 
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du disque poreux est décrit par le modèle généralisé pour un fluide newtonien à viscosité 
identique à celle du film fluide. L’équation de mouvement du disque mobile est introduite 
pour déterminer la vitesse et ainsi la position de ce disque. Les détails théoriques des 
équations de la modélisation de l’écoulement au sein du cartilage ainsi que dans le film fluide 
seront exposés en insistant sur le couplage de ces deux phénomènes. La discrétisation de ces 
équations se fait à l’aide de la méthode des différences finies et les équations algébriques qui 
en découlent sont résolues par la méthode itérative de Gauss- Seidel relaxée. Un algorithme 
de résolution numérique en une démarche séquentielle sera décrit. Les résultats numériques 
des performances du contact seront présentés et discutés. Une attention toute particulière sera 
accordée à l’épaisseur du film fluide et au coefficient de frottement, deux paramètres 
déterminant la durée de vie des contacts articulaires. 

 
Enfin, une conclusion générale sera présentée pour rappeler l’essentiel des résultats 

obtenus ainsi que l’intérêt et les limites de notre contribution. Des perspectives seront donc 
ensuite proposées.    
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Chapitre 1 

Généralités et revue bibliographique 
 

1.1 Introduction 
 

La lubrification par écrasement de films fluides fait l’objet de nombreuses études vu les 
larges domaines de son application. L’ingénierie de la biomécanique articulaire en présente un 
bon exemple d’application. Le joint synovial est en fait un contact chargé dynamiquement dont 
le cartilage articulaire joue le rôle de palier lubrifié par le liquide synovial (voir Figure 1.1).  

 
 

Figure 1.1 : Schéma d’un contact de genou [MOW97] 
 

L’écrasement de film est capable de fournir une protection considérable à la surface du 
cartilage par la formation d’un film fluide. Les contacts chargés des joints synoviaux sont 
l’épaule, la hanche, le genou et la cheville.  

 
Ces joints ont une faible friction et une usure négligeable. Pourtant, on a souvent recours 

à leur remplacement par des joints artificiels en présence d’une maladie et ne peuvent 
fonctionner normalement.  
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Une bonne compréhension et maîtrise du fonctionnement des joints synoviaux lors de 
l’écrasement contribuent largement à l’amélioration des performances des joints artificiels de 
remplacement en cas de maladies ou d’accidents.   

 
Le fluide synovial exhibe un comportement rhéologique non newtonien. Il est constitué 

d’un fluide interstitiel « additivé » par les molécules de l’acide hyaluronique qui se présente 
comme de longues chaînes moléculaires. Sa viscosité dépend nécessairement de la taille de ces 
molécules. Plusieurs modèles rhéologiques sont proposés pour modéliser le fluide synovial 
comme une solution aqueuse contenant des suspensions solides rigides ([BUJ90], [RAD04]). 

  
Le cartilage articulaire est un matériau solide déformable et poreux. Sa porosité et son 

élasticité contribuent à la réduction du frottement et de l’usure du joint synovial. La 
modélisation de sa nature poroélastique est le sujet de plusieurs investigations. 

 
Les notions fondamentales relatives à l’écoulement d’un fluide au sein d’un milieu 

poreux sont rappelées dans ce chapitre. Différents modèles mathématiques d’écoulement sont 
présentés. Le mécanisme de lubrification par effet d’écrasement des articulations biologiques 
est exposé. La nature du fluide synovial et du cartilage articulaire est par ailleurs définie. 
Plusieurs modèles rhéologiques modélisant le comportement d’un fluide contenant des 
suspensions solides sont présentées. Une revue bibliographique sur les principaux travaux de 
recherche en relation avec l’écrasement de films en présence ou non d’un milieu poreux est 
reportée. 

                  
1.2 Ecoulement dans un milieu poreux 

 
1.2.1 Définitions 

 
1.2.1.1 Milieu poreux 

 
Un milieu poreux est un matériau massif à l’intérieur duquel se trouvent des cavités 

(pores) reliées entre elles par des canaux ou éventuellement isolées (voir Figure 1.2). On 
rencontre plusieurs matériaux poreux dans la nature et dans l’industrie. Il peut s’agir 
d’empilement de billes, de panneaux de fibre de verre, de béton, de roche, de gisement de 
pétrole, de sable, …., etc. On s’intéresse ici aux milieux poreux saturés pour lesquels l’espace 
des pores est entièrement rempli d’un seul fluide supposé incompressible.  

 

 
Figure 1.2 : Image traitée d’un milieu poreux 

 
 La distribution et la taille des pores dans les milieux poreux naturels sont irrégulières. 
La variation des paramètres régissant l’écoulement au sein d’un milieu poreux est par 
conséquent irrégulière. Toutefois, l’intérêt pratique dans les problèmes d’ingénierie est centré 
sur les valeurs moyennes de ces paramètres. Elles sont donc mesurées à l’échelle 
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macroscopique et varient de manière continue. La technique utilisée est la méthode de prise 
de moyenne volumique ([WHI67], [BEA72]) définie comme étant une moyenne spatiale 
appropriée sur un Volume Elémentaire Représentatif (VER), (voir Figure 1.3). 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
Figure 1.3 : Représentation du volume élémentaire représentatif V sur  

lequel est moyennée la propriété P. 
 

1.2.1.2 Volume Elémentaire Représentatif 
 

La modélisation macroscopique d'un milieu poreux par un milieu continu repose sur la 
notion de volume élémentaire représentatif ([WHI67], [BEA72]). En effet, les milieux poreux 
naturels sont des matériaux hétérogènes. La prise en compte de l’ensemble de ces 
hétérogénéités constitue une tâche insurmontable lors de la détermination des propriétés du 
matériau. Il s’avère donc indispensable d’idéaliser le milieu en le considérant comme continu 
et donc en moyennant ses propriétés à une certaine échelle en fonction de la microstructure. 
On parle alors d’homogénéisation du milieu poreux et les propriétés sont moyennées sur un 
VER. La matière occupant ce volume élémentaire est représentée par plusieurs particules 
élémentaires superposées, chacune d’entre elles correspondant à une phase.  

 
Les écoulements en milieu poreux imposent deux échelles pour la description des 

phénomènes [BOR85] : 
 

• L’échelle des pores ou l’échelle microscopique à l’intérieur de laquelle les grandeurs 
locales peuvent varier très largement. En général cette échelle est associée au diamètre 
moyen des pores. 

 
• L’échelle du milieu poreux ou l’échelle macroscopique caractéristique de variations 

significatives de ces mêmes grandeurs définies en moyennes sur un certain volume de 
milieu poreux. Cette échelle macroscopique est associée à une dimension géométrique 
du milieu. 

 
Le VER doit être choisi tel que les valeurs des quantités physiques utilisées sont 

indépendantes de la taille de ce volume lui-même. Son échelle de longueur doit être 
suffisamment petite pour prendre en compte la structure microscopique du matériau et 
suffisamment grande pour décrire le comportement global du matériau ([WHI67], [BEA72], 
[NIE06]).   

 
 Les grandeurs macroscopiques caractérisant le milieu poreux sont donc des moyennes 
de grandeurs microscopiques correspondantes sur une taille grande devant l’échelle de leurs 
fluctuations microscopiques mais petite devant celle des variations à l’échelle macroscopique. 
Un milieu poreux est caractérisé principalement par deux propriétés macroscopiques liées 
entre elles qui sont la porosité et la perméabilité. Nous présentons une définition 

P 

V VER 
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macroscopique de ces deux paramètres dans le sens de leurs valeurs moyennes spatiales sur le 
volume élémentaire représentatif. 
  

1.2.1.3 Porosité 
 

Les milieux poreux contiennent un certain pourcentage de vides qui peuvent être occupés 
par des fluides. C’est ce qu’on appelle leur porosité. La porosité φ  constitue un indice du 
volume relatif des vides dans le milieu poreux et est définie comme le rapport du volume des 
vides Vp au volume total du milieu poreux Vt : 

 

p

t

V

V
φ =                                                                       (1.1) 

 
La porosité est un concept indépendant de la forme et des connexions entre les pores. Le 

tableau 1.1 ci-dessous présente quelques valeurs de la porosité pour différents matériaux 
poreux [KAV95]. 
 

Matériau Porosité 
Matériau mousseux 0,98 

Fibre de verre 0,88 – 0,93 
Fil à tisser 0,68 – 0,76 

Grains de silice 0,65 
Poudre d’ardoise noire 0,57 – 0,66 

Cuir 0,56 – 0,59 
Catalyseur 0,45 

Granulé de pierres 0,44 – 0,45 
Terre 0,43 – 0,54 
Sable 0,37 – 0,50 

Poudre de silice 0,37 – 0,49 
Sphère bien empilée 0,36 – 0,43 
Filtre de cigarettes 0,17 – 0,49 

Briques 0,12 – 0,34 
Poudre de cuivre 0,09 – 0,34 

Pierre à chaux, Dolomite 0,04 – 0,10 
Houille 0,02 – 0,07 

 
Tableau 1.1 : Porosité de quelques matériaux poreux 

 
1.2.1.4 Perméabilité 

 
La perméabilité intrinsèque notée k se rapporte au milieu poreux indépendamment des 

caractéristiques du fluide. Elle correspond à l’interconnexion et aux caractéristiques 
géométriques des vides permettant à un fluide d’y circuler. La perméabilité dépend 
uniquement de la porosité et de la géométrie de la matrice solide [CAL03]. Elle définit 
l’aptitude du milieu poreux à transmettre le fluide qu’il contient. Son inverse traduit l’effet de 
la résistance à l’écoulement du fluide due aux forces de frottement entre le fluide et la surface 
des particules solides. Elle est homogène à une surface et son ordre de grandeur est donné par 
la section d’un pore individuel [GUY01]. 
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La relation de Kozeny – Carmen [CAR37] donne une estimation de la perméabilité pour 
un milieu poreux non consolidé constitué d’éléments identiques de géométrie simple : 

 

                     ( )2

3

1180

2

φ
φ
−

= pd
k                                                           (1.2) 

 
où dp désigne une dimension caractéristique de la taille des pores du matériau poreux. Le 
tableau 1.2 ci-dessous illustre la perméabilité de quelques matériaux poreux [SCH74]. 
 

Matériau  Perméabilité [m2] 
Briques 4,8.10-15 – 2,2.10-13 

Pierre à chaux, Dolomite 2,0.10-15 – 4,5.10-14 
Cuir 9,5.10-14 – 1,2.10-13 

Poudre d’ardoise noire 4,9.10-14 – 1,2.10-13 
Terre 2,9.10-13 – 1,4.10-11 

Fibres de verre 2,4.10-11 – 5,1.10-11 
Sable 2,0.10-11 – 1,8.10-10 

Cheveux artificiels 8,3.10-10 – 1,2.10-9 
Plaque de liège 3,3.10-10 – 1,5.10-9 

Fils à tisser 3,8.10-9 – 1.10-8 
Cigarette 1,1.10-9 

 
Tableau 1.2 : Perméabilité de quelques matériaux poreux 

 
1.2.2 Loi d’écoulement dans un milieu poreux 
 

1.2.2.1 Loi de Darcy 
 

La dynamique des fluides homogènes dans les milieux poreux est décrite par la loi de 
Darcy [DAR56] établie en 1856 sur des fondements expérimentaux. Cette loi, établie à partir 
d’écoulements unidirectionnels sur des colonnes de sables, a mis en évidence la 
proportionnalité du gradient de pression appliqué et le débit d’eau traversant la colonne de 
sable. Depuis, les sciences hydrogéologiques sont basées sur la loi de Darcy même pour les 
écoulements multidirectionnels. En milieu homogène et isotrope et dans le cas de fluide 
incompressible la loi de Darcy s’écrit [NIE06] :  

 

             
*

u
k

pgrad
µ−=                                                             (1.3) 

 

où 
*

u est la vitesse de filtration ou vitesse de Darcy définie comme une moyenne volumique 
sur tout le VER, µ est la viscosité dynamique du fluide, k est la perméabilité du milieu poreux 
et p est la pression. 

 
La loi de Darcy relie linéairement la vitesse de filtration et le gradient de pression 

interstitielle. Cette loi linéaire découle de la linéarité des équations de Stokes. On peut 
admettre en écoulement stationnaire à faible vitesse que les gradients de pression sont 
proportionnels à la vitesse d’écoulement dans les pores (loi de Poiseuille appliquée à chaque 
pore). Cette relation de proportionnalité, valable pour tous les pores individuellement, se 
conserve si on moyenne la vitesse et les gradients de pression sur un volume grand devant la 
taille des pores.   
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Bien que la loi de Darcy soit largement utilisée, elle s’est avérée insuffisante. Elle ne peut 
pas traduire l’influence de la nature du fluide sur l’écoulement notamment près des parois. En 
effet la condition de glissement aux parois est retenue par ce modèle quel que soit le fluide 
considéré. Cette équation ne tient pas compte non plus d’éventuels effets inertiels. Les effets 
d’inertie du fluide en mouvement ne sont plus négligeables lorsque la vitesse d’écoulement 
augmente, la loi de Darcy ne peut donc plus s’appliquer ([BEA72], [GAR96], [PEA02]). Des 
extensions de ce modèle on été proposées par plusieurs chercheurs.        

  
1.2.2.2 Correction de Brinkman 

 
Dans le cadre du calcul de la force visqueuse exercée par un fluide sur des particules 

sphériques composant un milieu poreux, Brinkman [BRI47] a étendu en 1947 la loi de Darcy 
en introduisant un terme équivalent au terme de diffusion visqueuse dans la loi de Stokes : 

 

             
**

uu
k

pgrad ffe ∆+−= µµ
                                                      (1.4) 

 
Cette loi empirique est connue sous le nom de la formulation de Darcy-Brinkman. Le 

premier terme de droite de l’équation (1.4) est le terme de Darcy et le deuxième est appelé le 
terme de Brinkman.  

 
Compte tenu de la présence du terme de diffusion visqueuse, l'équation de Darcy-

Brinkman permet de décrire la couche limite au sein du milieu poreux. Bien que l'épaisseur de 
cette couche soit habituellement très petite, ses effets sur l'ensemble de l'écoulement peuvent 
être très significatifs [NEA74]. La correction de Brinkman est valide pour des valeurs élevées 
de la porosité (0,6 < φ < 1, selon Lundgren [LUN72]).  
 

Bien que l'utilisation de la correction de Brinkman permette d'imposer la continuité des 
vitesses et des contraintes tangentielles à l'interface fluide – poreux, elle fait intervenir la 
viscosité effective µeff du milieu poreux dont la détermination reste controversée ([LIU05], 
[LIU07]). La viscosité effective peut différer fortement de la viscosité µ  du fluide. Son 
évolution en fonction de la porosité reste essentiellement un sujet encore ouvert [VAL07]. La 
question de la détermination de la loi de viscosité la plus réaliste reste cependant ouverte et 
dépend probablement d'autres propriétés du milieu poreux [KAV95]. 
 

Plusieurs études proposent des expressions du rapport des viscosités 
µ

µeff en fonction de la 

porosité ([EIN56], [LUN72], [KOP83]). L'établissement de l'équation de Darcy-Brinkman par 

la méthode de prise de moyenne volumique conduit à 
φµ

µ 1=eff  [WHI99].  

 
1.2.2.3 Correction de Forchheimer 

 
L’équation de Darcy suffit pour décrire l’écoulement de faible intensité. En revanche, 

l’effet inertiel non linéaire devient important avec l’augmentation de la vitesse du fluide. Dans 
ce cas, l’équation de Darcy devient insuffisante pour décrire l’écoulement. Ward [WAR64] 
propose dans ce cas de remplacer l’équation de Darcy par l’équation : 

 

             
***

uu
k

C
u

k
pgrad fρµ −−=                                                       (1.5) 
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où ρ est la masse volumique du fluide et Cf est la constante adimensionnelle de Forchheimer 
[FOR01]. Pour un empilement de sphère, d’après Ergun [ERG52], on a : 
 

2/375,1

150

φ
=fC                                                            (1.6) 

 
Le premier terme du second membre de l’équation (1.5) est le terme de Darcy et le second  

terme est connu sous le nom de terme de Forchheimer. Le rapport de ces deux termes 
représente à une constante près le nombre de Reynolds à l’échelle du pore basé sur la 
perméabilité du milieu poreux : 

µ

ρ
*

uk
Rek =                                                              (1.7) 

 
Le modèle de Darcy est insuffisant pour les écoulements à nombres de Reynolds supérieurs à 
l’unité (Rek ≥ 1) [GAR96].  
 

1.2.2.4 Modèle généralisé 
 

Les écoulements visqueux et incompressibles à travers les milieux poreux peuvent être 
décrits mathématiquement en utilisant un modèle généralisé dans lequel tous les modèles 
décrits ci-dessus sont pris en compte. En outre, les termes convectifs et temporels sont inclus 
dans l'équation de quantité de mouvement afin de rendre le modèle plus général. 

 
 La forme générale de l'équation de quantité de mouvement pour un milieu poreux de 

porosité constante saturé par un fluide newtonien incompressible peut être obtenue en 
calculant la moyenne des équations de Navier-Stokes sur le VER à l’aide de la procédure de 
prise de moyenne volumique ([BEA72], [WHI67]). Cette équation de quantité de mouvement 
généralisée peut être écrite comme suit ([HSU90], [NIE06]) : 

 

******
*

1
uu

k

Cf
uu

k
pgraduugrad

t

u ρ
φ
µµ

φφ
ρ −∆+−−=














+

∂
∂

               (1.8) 

 
Toutes les quantités présentes dans cette équation sont représentées par leurs valeurs 

moyennes dans le VER. Cette équation de quantité de mouvement généralisée a été obtenue 
théoriquement [HSU90] et a été largement utilisée avec succès dans la littérature ([HSU90], 
[GAR96], [NIT96], [NIT97], [NIT98], [NIT99]). 
 

1.3 Lubrification articulaire 
 
 La lubrification est un moyen permettant de maîtriser en partie le frottement pour 
l’élimination du contact direct, de l’adhésion et de l’usure entre deux corps. Lubrifier 
consiste à introduire un troisième corps de faible épaisseur pour diminuer les frottements.  
  
 La biomécanique articulaire constitue un bon exemple d’application de la théorie de la 
lubrification aux articulations biologiques. Une articulation biologique est un contact 
composé par deux os couverts par le cartilage articulaire [SOK78]. Ce contact articulaire est 
lubrifié naturellement par le fluide synovial pour diminuer le frottement et l’usure [FUR97].  
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1.3.1 Eléments des articulations biologiques 
 

1.3.1.1 Cartilage 
 

Le cartilage articulaire est un tissu élastique poreux qui recouvre l’extrémité d’un os en 
continuité avec un autre os pour former une articulation. Il se compose principalement d’un 
gel dans lequel sont incluses des fibres et des cellules ([MOW97], [MOW92], [MAR90]). Son 
rôle essentiel, dû à ses caractéristiques biomécaniques particulières, est d'assurer un bon 
glissement entre les pièces osseuses articulaires. Il peut être assimilé à une sorte d'amortisseur 
des chocs avec un coefficient de frottement très faible et une résistance aux forces de 
compression élevée tout en répartissant les pressions et rendant les contraintes dans le contact 
les plus faibles possibles. 

  
L’épaisseur du cartilage est variable selon l’articulation ; elle est plus importante aux 

articulations des membres inférieurs qui sont les plus chargées. Elle est maximale sur la rotule 
où elle atteint jusqu’à 7 mm. Dans une articulation donnée, l’épaisseur est maximale dans les 
zones supportant le maximum de charge.  

 
La surface du cartilage joue un rôle important dans la physiologie de ce tissu puisque elle 

est le filtre sélectif à travers lequel passe les substances nutritives venant du liquide synovial.  
 

Les plages de valeurs des trois principaux paramètres qui caractérisent le comportement 
mécanique global du cartilage articulaire sont ([MOW97], [MOW92], [LAI98], [BER90], 
[MOW84]) : 
 

• module d’élasticité global : 0,5 – 1 MPa 
• coefficient de Poisson : 0,2 – 0,4 
• perméabilité d’origine physico-chimique, 10-16 – 10-15 m4/N.s 

 
L'arthrose est une maladie qui se rencontre fréquemment chez les personnes d'âge moyen 

et les personnes âgées. Elle se caractérise par une inflammation des cartilages articulaires 
rendant la mobilité des articulations affectées douloureuse. La maladie arthrosique augmente 
le coefficient de frottement et fait augmenter la perméabilité du cartilage aux petites 
molécules du liquide synovial. L’arthrose humaine est liée à l'hyperpression qui est le facteur 
principal de la dégénérescence du cartilage. Le cartilage arthrosique démontre une diminution 
de la résistance aux contraintes mécaniques.  

 
1.3.1.2 Fluide synovial 

 
Le liquide synovial du contact articulaire est un liquide incolore, transparent et visqueux 

qui ressemble au blanc d’oeuf [CON01]. Il est appelé fluide synovial ou plus simplement 
synovie. 

 
Le fluide synovial est composé principalement d'acide hyaluronique en suspensions dans 

le liquide interstitiel filtré du plasma sanguin. Il joue un rôle de lubrifiant dans l'articulation et 
celui de liquide nourricier du cartilage. Il a notamment pour fonction de réduire le frottement 
en lubrifiant l'articulation et d'absorber et d’amortir les chocs pendant le mouvement. Il se 
trouve normalement en faible quantité dans l'articulation.  
 

D’un point de vue rhéologique, le liquide synovial est un liquide polymérique dont 
l’écoulement révèle des propriétés viscoélastiques ([KIN66], [BAL70], [OAT89], [FUN93], 
[KRA04], [SZW04], [ODA05], [MEZ08], [TIC08]). Ces propriétés englobent l’effet 
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élastique, l’effet de contraintes normales et le caractère rhéofluidifiant. La plupart des travaux 
rhéologiques consacrés à la lubrification synoviale des joints artificiels sont réalisés avec des 
modèles de fluides purement visqueux montrant un comportement rhéofluidifiant [CON01]. 
Sa viscosité diminue en fonction du taux de cisaillement de plusieurs ordres de grandeur (voir 
Figure 1.4). Les valeurs de cette viscosité varient de quelques dizaines de Pa.s à quelques 
centièmes de Pa.s [CON01]. 
 

Ce fluide forme une couche mince sur la surface du cartilage. Il s'infiltre également dans 
des microcavités et des irrégularités dans la surface articulaire du cartilage pour remplir 
n'importe quel espace vide.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 1.4 : Relation entre la viscosité dynamique du fluide synovial (normal et 
pathologique) et le taux de cisaillement [WRI76] 

 
1.3.2 La lubrification des articulations biologiques par effet d’écrasement 

 
L’écrasement (compression) de film lubrifiant est l’un des mécanismes de génération de 

pression positive au sein du film. Le terme film écrasé correspond au phénomène qui se 
produit lorsque deux surfaces lubrifiées s’approchent l’une de l’autre avec une vitesse 
normale. Sous l’effet d’écrasement, le film fluide devient autoportant et empêche la 
réalisation du contact direct entre les surfaces. Avec l’obtention du champ de pression on peut 
déterminer les performances du film écrasé, notamment sa portance. 

 
Différents modes de lubrification sont rencontrés dans les articulations biologiques durant 

un cycle de marche [MOW93] (voir Figure 1.5), parmi lesquels figure l’écrasement. Le film 
écrasé peut supporter les fortes charges imposées sur le joint durant la marche, ce qui fait de 
l’écrasement le mécanisme de lubrification le plus attractif. Fein [FEI66] a estimé la durée de 
l’écrasement du fluide synovial dans des joints humains et a conclu que l’écrasement est le 
mécanisme principal dans la lubrification des articulations biologiques. 

 
La première phase du cycle de marche correspond au moment où le contact articulaire est 

soumis à une forte charge avec des vitesses tangentielles très faibles. La théorie prévoit une 
portance hydrodynamique significative liée à un effet de type film écrasé ([DOW70], 
[PAS03]). Cet effet d'écrasement peut être amplifié par une augmentation de la viscosité du 
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fluide synovial. La porosité du cartilage, jouant le rôle de filtre, provoque la fuite de la phase 
aqueuse. Ce qui tend à augmenter progressivement la concentration du liquide synovial en 
grosses molécules d'acide hyaluronique jusqu'à ce qu'elles se structurent en gel [WAL68]. La 
viscosité élevée de ce gel permettrait de maintenir par effet d'écrasement une épaisseur de 
film élevée à la fin de cette première phase ([HLA95a], [HLA99]). 

 
 Lorsque les pressions générées dans le film fluide sont suffisamment élevées, la 
déformation du cartilage est significative et bénéfique vis-à-vis de l'épaisseur du film 
([DOW86], [DOW90]). Cette déformation affecte les performances du contact lubrifié et ne 
peut donc être négligée.  

 
 

 
(a) 

 

 
(b) 

 
Figure 1.5 : Corrélation entre les différentes phases de la marche [SFA06] :  

(a) les conditions cinématique et dynamique globale  
(b) les régimes de lubrification 

  
1.3.3 Modèles rhéologiques de lubrifiant contenants des suspensions  

 
 L’approche la plus utilisée pour caractériser le fluide synovial est de le considérer 
comme un fluide polaire. Physiquement, les fluides polaires se composent de particules 
rigides et aléatoirement orientées suspendues dans un milieu visqueux. Afin de mieux 
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décrire le comportement de ce genre de fluides non newtoniens, différentes théories ont été 
proposées. 

 
1.3.3.1 Modèle de Maxwell généralisé 

        
 Le modèle de Maxwell généralisé, qui permet une modélisation macroscopique des 
fluides viscoélastiques (polymériques), a la forme générale suivante ([ARI73], [NAJ89]) : 
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∂
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                                                (1.9) 

 
où   
 
u, w  : composantes radiale et axiale du champ de vitesse 
r, z, θ : coordonnées radiale, axiale et circonférentielle 
A = 0, quand on ne tient pas compte de la partie élastique du lubrifiant 
A = 1/G, quand la partie élastique du lubrifiant est prise en compte. G est le module de 
cisaillement  du fluide lubrifiant 
 
L’application du module de cisaillement G signifie la variation simultanée de la configuration 
et du volume de la structure du fluide. 

eτ  : contrainte de cisaillement équivalente [ARI73], [ARI74], jiije τττ
2

1=  

F( eτ ) : fonction linéaire ou non linéaire exprimant la forme du terme visqueux, viscoélastique 
linéaire ou non linéaire utilisé par le modèle rhéologique, pour le modèle newtonien par 

exemple on a : A = 0 et  
µτ

τ 1)( =
e

eF
. 

 
1.3.3.2 Modèle de l’Haltère 

 
 La théorie de l’haltère consiste à modéliser les molécules de polymères (additifs) 
par des systèmes billes – ressort appelés haltères. Le comportement visqueux est modélisé par 
l’action du frottement sur les billes, tandis que le ressort permet d’introduire l’élasticité du 
fluide en représentant les interactions entre molécules et les enchevêtrements des polymères. 
Ce modèle de l’Haltère permet d’analyser la cinétique de la macromolécule. Afin de diminuer 
la complexité des calculs, la théorie des haltères s’appuie sur les hypothèses suivantes : 
 

• l’écoulement du solvant est considéré homogène 
• la concentration en macromolécule est uniforme au sein du mélange 
• la distribution des vitesses de bille suit une distribution Maxwellienne. Cette 

distribution a été développée à l’origine pour définir la distribution des vitesses de 
molécules dans un gaz parfait 

• l’inertie des billes est négligée.  
  
Le tenseur de contraintes totales peut être calculé en sommant les contributions respectives du 
solvant τ(s)ij et des polymères τ(p)ij : 
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ijpijsijpijsij )()()( τγµτττ +−=+=
o

                                    (1.10) 

 
avec  
µs :  viscosité du solvant 

ij

o

γ  : taux de contraintes de cisaillement 

 
1.3.3.3 Modèle de FENE P 

 
 Le modèle de FENE P Dumbbell modifié présente l’avantage de permettre une mise en 
équation complète d’une loi rhéologique sans calculer la fonction de distribution des haltères 
dans le solvant. Le calcul de la fonction de distribution des haltères dans le solvant s’exprime 
par ([BRI80], [EHR93]) : 
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L’opérateur Z est défini par la formule suivante : 
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où  
 
H : constante  de raideur Hookéenne du connecteur 
R0  : constante désigne l’extension limite acceptable de l’haltère 
λH : constante de temps  
n    : nombre volumique des haltères dans le solvant 
k    : constante de Boltzman 
T    : température du fluide 
I     : matrice unitaire 
 
La solution de système d’équations (1.11) permet d’obtenir les contraintes de cisaillement des 
polymères τp solubles dans le fluide. 
 

1.3.3.4 Modèle de fluide à couple de contraintes 
         
 La théorie des milieux micro continus de Vijay Kumar Stokes permet de prendre en 
compte la taille des particules en mouvement et les couples de contraintes et de volume dus à 
la présence des additifs. La loi de comportement rhéologique de ce type de fluide s’écrit 
[STO66] : 
 

rrkijkijjiijij Meuup ,,, 2

1
)( −++−= µδσ                                    (1.12)  

Avec : ij

1
4

3 nn ij ijM M Kδ η= +  

ijσ  : tenseur des contraintes non symétrique   

Mrk  : tenseur de couple de contraintes  
eijk  : tenseur de permutation d’ordre trois    
Kij  : tenseur du taux de rotation  
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µ   : coefficient de viscosité dynamique du fluide 

η   : constante physique due à la présence des couples de contraintes ou additifs dans le 
fluide 

 

1.3.3.5 Modèle de fluide de second ordre 
 

La relation entre le tenseur de Cauchy et le mouvement d’un fluide incompressible de 
second ordre est donnée par [COL60] : 
   

2
11201 AAAIp ϕϕµσ +++−=                                          (1.13) 

 
avec A1 et A2 sont les deux premiers tenseurs de Rivlin-Ericksen [COL60] donnés par : 
 

( )TvgradvgradA +=1                                                    (1.14) 
 

( ) 11
1

2 AvgradvgradA
dt

dA
A

T

++=                                          (1.15) 

 
où ϕ0 et ϕ1  sont deux modules de contrainte normale souvent désignés par les coefficients de 
viscoélasticité et de ’cross viscosity’ respectivement. La relation constitutive (1.13) peut être 
considérée comme une approximation de second ordre d’un fluide simple. Il est plus 
approprié de l’appeler ‘relation pour un fluide de grade-deux’.    
 

1.3.3.6 Modèle de fluide micro polaire  
 

L’écoulement d’un fluide micro polaire est caractérisé par le champ de vitesse v  et la 

micro rotation ω . Deux tenseurs sont donc introduits ; le tenseur de contraintes σ  et le 

tenseur de couple de contraintes ξ .  Pour un fluide micro polaire isotrope, les contraintes sont 
liées aux vitesses de translation et de rotation par la relation linéaire [ERI66] : 
   

( ) ( ) kijkrijjirijjiijij uuuup εωµµµδσ 2,,,, −−−++−=                              (1.16) 

 

kkijjiijij ,,, 222 ωδϑλωγωξ ++=                                                 (1.17) 

 
où  
µr : viscosité classique de micro rotation du fluide  
γ, λ, et ϑ  : constantes du fluide micro polaire  

ijδ  et kijε  : symboles de Kroenecker et des permutations de Levi-Civita 

 
Ce modèle de fluide micro polaire permet de prendre en compte la rotation angulaire des 
particules fluides.  
 

1.3.3.7 Modèle de fluide à loi de puissance   
 

L'addition de polymères dans le fluide, qui permet d'en augmenter fortement la viscosité 
apparente, modifie la relation linéaire entre les contraintes et le taux de déformation. En effet, 
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une chute de cette viscosité apparente est observée lorsque le fluide est soumis à des taux de 
déformation importants [BOU94]. Dans ce cas, le fluide est dit rhéofluidifiant. L'équation 
constitutive d'un fluide rhéofluidifiant peut s'écrire sous la forme d'une loi de puissance du 
type [USH00] : 
 

ji

n

ijij DDDmp ,

1

:22
−

+−= δσ                                         (1.18) 

 

où n et m sont des constantes empiriques, n correspondant à l'indice de rhéofluidifiance. D  
est le tenseur des taux de déformations dont les composantes sont :   
 

                                
2

,, ijji
ij

uu
D

+
=                                                       (1.19) 

 
1.4 Revue bibliographique 

 
Traditionnellement, le phénomène de l’écrasement de films fluides est modélisé par 

l’équation de Reynolds classique [FRE90] écrite pour un fluide newtonien en écoulement sans 
prendre en compte les effets d’inertie. Or, la compréhension de la dynamique non linéaire des 
phénomènes de l’écrasement de films est importante en raison de la demande croissante sur 
les systèmes mécaniques pour avoir des performances de fonctionnement satisfaisantes et des 
durées de vie plus longues. En effet, la non prise en compte des forces d'inertie du fluide et de 
son comportement non newtonien ne permet pas d’avoir une prédiction correcte des 
performances de l’écrasement de films.  

 
Des études récentes ont confirmé que ces effets sont importants dans l'analyse de 

l’écrasement de films fluides. Dans la littérature concernant la prise en compte simultanée des 
effets d’inertie temporelle et convective, deux méthodes ont été développées : la perturbation 
sur le nombre de Reynolds et la moyenne des forces d’inertie du fluide au travers de 
l’épaisseur du film.  
 

1.4.1 Ecrasement de lubrifiants newtoniens ou non newtoniens entre deux 
surfaces imperméables  

 
1.4.1.1 Cas de deux surfaces rigides  

 
Les premiers travaux concernant la prise en compte des forces d’inertie du fluide 

remontent à 1962 avec Jakson [JAK62] pour l’écrasement d’un film fluide entre deux plaques 
circulaires parallèles. Une solution par perturbation est présentée en approximant les termes 
d’inertie à un profil de vitesse non visqueux.  
 

En 1967, Kuzma [KUZ67] a apporté une amélioration à cette solution en calculant les 
termes d’inertie des équations de Navier simplifiées à partir du profil de vitesse donné par la 
théorie de la lubrification classique. Il a obtenu des résultats en bon accord avec ses mesures 
expérimentales. 
 

En 1978, Ramanaiah et Sarkar [RAM78] ont présenté une étude théorique sur le 
mouvement d’écrasement d’un fluide non newtonien modélisé par le modèle de fluides à 
couple de contraintes entre deux plaques parallèles infiniment longues, entre deux plaques 
parallèles circulaires et dans un palier de butée. L’équation de Reynolds modifiée, tenant 
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compte de la présence d’additifs dans le lubrifiant, a été établie. Leurs résultats montrent que 
le temps d’écrasement du fluide à couple de contraintes est plus grand que celui du fluide 
newtonien, il augmente avec l’augmentation du paramètre de couple de contraintes. En outre, 
la capacité de charge d’un palier de butée lubrifié par un fluide à couple de contraintes est 
plus grande que celle du cas classique d’un lubrifiant newtonien ; elle augmente avec 
l’augmentation du paramètre de couple de contraintes. 
 

En 1979, Ramanaiah [RAM79] a mené une étude théorique sur l’écrasement d’un fluide à 
couple de contraintes entre deux plaques parallèles identiques pour différentes configurations 
géométriques. Des formes circulaires, rectangulaires, carrées et triangulaires sont ainsi 
employées. L’auteur a confirmé que le temps d’écrasement du fluide à couple de contraintes 
augmente lorsque le paramètre du couple de contraintes augmente. 
 

En 1981, Tichy [TIC81] a utilisé une technique de linéarisation des termes d’inertie 
convective du fluide à l’aide d’un profil de vitesse non visqueux. Il a étudié le problème de 
l’écrasement d’un film fluide entre deux plaques circulaires parallèles. Ses résultats ont mis 
en évidence l’effet des forces d’inertie du fluide sur la pression dans le film fluide. Il  a conclu 
que les effets d'inertie du fluide aplatissent les profils de la vitesse radiale, comparativement 
au profil parabolique de la lubrification hydrodynamique sans inertie, par le développement 
d’une structure de type couche limite.     

 
En 1982, Bujurke et Jayaraman [BUJ82] ont étudié les effets non newtoniens sur 

l’écrasement à vitesse constante des joints synoviaux. Le fluide synovial est modélisé comme 
un fluide à couple de contraintes de V. K. Stokes [STO66]. La géométrie du joint synovial est 
approchée par un contact entre un cylindre rigide infiniment long et un plan. Les auteurs ont 
montré que les lubrifiants fluides à couple de contraintes permettent d’avoir des capacités de 
charge et des temps d’écrasement significativement plus grands comparativement au cas 
newtonien à viscosité dynamique identique.   
 

En 1991, Tichy et Bou-Saîd [TIC91] ont présenté une nouvelle forme de l’équation de 
Reynolds en tenant compte des forces d’inertie du fluide. Une méthode basée sur la moyenne 
des forces d’inertie du fluide au travers du film a été utilisée.   

 
En 1994, Les simulations numériques de Bou-Saîd et Ehret [BOU94] ont mis en évidence 

la réduction de la capacité du film à supporter des charges dynamiques engendrée par l'effet 
rhéofluidifant. Ils ont montré qu’une chute de la viscosité apparente est observée lorsque le 
fluide est soumis à des taux de déformations importants de l’ordre de 10-8 −10-6 s-1. 

  
En 1996, Lin [LIN96a] a étudié l’effet non newtonien du fluide synovial sur le 

comportement statique et dynamique de l’écrasement d’un contact sphérique modélisant un 
joint synovial. Le fluide synovial est modélisé par le modèle de fluide à couple de contraintes 
de V. K. Stokes [STO66]. L’équation de Reynolds modifiée régissant la distribution de la 
pression dans le film fluide est établie. Il a montré que les effets du couple de contraintes sur 
les caractéristiques statiques et dynamiques du film fluide écrasé sont physiquement 
significatifs et non négligeables. Le couple de contraintes entraîne une augmentation de la 
capacité de charge et une réduction de la vitesse et du déplacement de la surface écrasante 
comparativement au cas classique newtonien. En outre, le couple de contraintes augmente 
l’épaisseur minimale du contact et le temps d’écrasement. 
  

Courant cette même année, Kamel et Hamdan [KAM96] analysent l’écrasement d’un film 
fluide micro polaire entre deux disques circulaires parallèles. Les forces d’inertie convective 
du fluide sont prises en compte. Les équations du problème sont résolues par une méthode 
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d’approximation successive. Les résultats montrent que le fluide micro polaire supporte une 
charge plus grande que celle du cas newtonien. En outre, la capacité de charge augmente 
quand le paramètre représentant l’effet polaire augmente. Les effets d’inertie convective du 
fluide font augmenter la capacité de charge. 

 
En 1997, Lin [LIN97] présente une analyse théorique du comportement hydrodynamique 

d’un film fluide à couples de contraintes écrasé dans un palier partiel infiniment long. Il a 
établi l’équation de Reynolds modifiée en se basant sur la théorie des milieux continus de    
V. K. Stokes [STO66] pour prendre en considération la présence des additifs en suspension 
dans le lubrifiant. Son étude montre que l’existence des additifs dans le lubrifiant permet 
d’améliorer considérablement les performances statiques du palier comparativement au cas 
newtonien. Le couple de contraintes provoque une augmentation de la capacité de charge et 
du temps d’écrasement du film fluide. 
 

Dans un autre travail, Lin [LIN98] a montré dans une étude numérique l’influence du 
couple de contraintes présent dans le film fluide sur les performances d’un palier fini en 
mouvement d’écrasement. L’équation de Reynolds modifiée est résolue numériquement à 
l’aide de la méthode itérative du gradient conjugué pour obtenir le champ de pression dans le 
film fluide. Les résultats numériques prouvent que la présence du couple de contraintes dans 
le lubrifiant entraîne une augmentation considérable du champ de pression, de la capacité de 
charge et du temps d’écrasement du film fluide comparativement au cas newtonien. 
 

En 2000, Lin [LIN00] a présenté une étude analytique sur l’écrasement d’un fluide à 
couple de contraintes entre une sphère et un plan. L’équation de Reynolds modifiée a été 
établie en utilisant la théorie des milieux continus de V. K Stokes. Ses résultats montrent que 
le couple de contraintes entraîne une augmentation significative des valeurs de la pression 
dans le film fluide, de la capacité de charge et du temps d’écrasement comparativement au cas 
classique de lubrifiant newtonien.  
 

En 2001, Lin et al. [LIN01a] analysent analytiquement le mouvement d’écrasement 
périodique d’un palier partiel fini lubrifié par un fluide à couple de contraintes. Le champ de 
pression du film fluide est calculé numériquement en résolvant l’équation de Reynolds 
modifiée à l’aide de la méthode itérative du gradient conjugué. Le couple de contraintes 
diminue la valeur de l’excentricité du centre du palier partiel et augmente l’épaisseur 
minimale et le temps d’écrasement du film fluide. 
 

En 2002, Usha et Vimala [USH02] ont analysé théoriquement le mouvement 
d’écrasement périodique d’un film fluide newtonien incompressible entre un disque circulaire 
et une surface curviligne de forme axisymétrique. Une méthode d’intégrale d’énergie a été 
employée pour calculer la contribution des termes d’inertie du fluide dans l’équation de 
quantité de mouvement. Leurs résultats ont montré que les effets d’inertie entraînent une 
augmentation significative du champ de pression dans le film fluide et de la capacité de 
chargement du contact. 
 

En 2003, Lin et al. [LIN03] ont étudié numériquement l’écrasement d’un film fluide à 
couple de contraintes dans un palier bidimensionnel à plan incliné. Leurs résultats obtenus à 
l’aide de la méthode itérative du gradient conjugué ont montré que le couple de contraintes 
augmente la capacité de chargement et les coefficients d’amortissement et de raideur du 
palier. 
 

En 2004, Lin et al. [LIN04a] étudient théoriquement les effets du couple de contraintes 
sur l’écrasement d’un film fluide entre un cylindre infiniment long et une surface plane. Ils 
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ont conclu que le couple de contraintes, développé grâce à la présence de particules en 
suspension dans le lubrifiant, augmente la capacité de charge du contact et le temps 
d’écrasement du film fluide. 
 

Dans la même année, Radulescu [RAD04] a étudié l’écrasement de deux surfaces 
sphériques rigides modélisant un contact de hanche lubrifié par un fluide synovial. Le 
comportement non newtonien de ce fluide est modélisé par la loi de puissance. L’auteur a 
montré que le fluide à loi de puissance permet d’avoir des valeurs plus faibles du coefficient 
de frottement et de l’épaisseur du film fluide comparativement au cas newtonien. En outre, la 
courbe de distribution de la pression dans le film fluide à loi de puissance est plus aplatie et ne 
présente pas de pics marquants.  
 

Russu [RUS04] a mené une étude analytique sur un joint de prothèse de type sphère-plan 
lubrifié par un fluide synovial dans une situation d’écrasement. Le caractère pseudo plastique 
de ce fluide est modélisé par la loi de puissance. L’auteur a montré que ce comportement non 
newtonien aplatit la courbe de la distribution de la pression dans le film fluide. 
 

Les effets combinés d’inertie convective du fluide et du couple de contraintes sur le 
comportement de l’écrasement de deux plaques planes circulaires ont été présentés par Lin et 
al. [LIN04b]. Les effets d’inertie convective sont pris en compte à l’aide de la technique des 
forces d’inertie moyenne au travers l’épaisseur du film fluide. Leurs résultats ont montré que 
les effets combinés du couple de contraintes et d’inertie du fluide augmentent sensiblement la 
capacité de charge et le temps d’écrasement des deux plaques.  
 

En 2006, Lin et al. [LIN06] étudient analytiquement les effets combinés des forces 
d’inertie convective du fluide et du couple de contraintes sur l’écrasement de deux plaques 
infiniment longues. Les forces d’inertie sont prises en compte en utilisant le principe des 
inerties moyennes à travers l’épaisseur du film fluide. Les effets combinés des forces d’inertie 
convective et du couple de contraintes entraînent une augmentation de la pression, de la 
capacité de charge et du temps d’écrasement du film fluide. En outre, ces effets deviennent 
plus marqués au fur et à mesure que l’épaisseur du film fluide diminue et que le paramètre du 
couple de contraintes et le nombre de Reynolds augmentent. 
 

En 2007, Lin et Hung [LIN07] présentent une étude théorique sur les effets combinés du 
couple de contraintes et des forces d’inertie convective du fluide sur le mouvement 
d’écrasement entre un cylindre long et un plan. Ces effets combinés augmentent la pression 
dans le film fluide, la capacité de charge et le temps d’écrasement du film fluide. Ils ont 
conclu que ces effets sont plus significatifs pour les valeurs élevées du nombre de Reynolds et 
du paramètre du couple de contraintes et pour les faibles épaisseurs du film fluide. 
 

Lu et Lin [LU07] étudient théoriquement les effets combinés du couple de contraintes et 
de la variation de la viscosité avec la pression dans un mouvement d’écrasement entre une 
sphère rigide et une surface plane. L’équation non linéaire de Reynolds modifiée est résolue 
par une technique de perturbation. Les résultats obtenus montrent que ces effets combinés 
améliorent la capacité de charge du contact et augmentent le temps d’écrasement 
comparativement au cas newtonien. 
 

En 2008, sur la base de la théorie du micro continuum de V. K. Stokes, Lin et al. [LIN08] 
ont présenté une étude analytique des effets non newtoniens sur les caractéristiques de 
l’écrasement de films fluides à couple de contraintes pour des géométries de type sphère-
sphère. L’équation de Reynolds modifiée a été obtenue pour tenir compte des effets non 
newtoniens du couple de contraintes résultant des additifs en suspensions dans le lubrifiant. 
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Comparativement au cas de lubrifiant newtonien, l'influence du couple de contraintes 
engendre une augmentation de la capacité de charge et augmente donc le temps d’écrasement 
du film fluide pour éviter le contact direct sphère-sphère. En outre, les effets du couple de 
contraintes sur les caractéristiques de l’écrasement sont plus marqués pour les faibles 
épaisseurs du film avec des valeurs élevées du paramètre du couple de contraintes et du 
rapport des rayons des deux sphères. 
 

En 2009, Naduvinamani et Patil [NAD09] étudient analytiquement l’écrasement de film 
fluide à couple de contraintes entre deux plaques circulaires dont l’une présentant un saut 
dans la région centrale du contact. Leurs résultats confirment que le couple de contraintes 
augmente la pression, la capacité de chargement et le temps d’écrasement du film fluide.                         
              

1.4.1.2 Cas élastohydrodynamique 
 

En 1990, Mabuchi et Sasada [MAB90] ont présenté une étude numérique d’un joint de 
prothèse de hanche. Le mécanisme de lubrification proposé par ces auteurs est la lubrification 
éléstohydrodynamique par effet d’écrasement de film fluide. Ils ont considéré un contact 
sphérique axisymétrique pour minimiser le temps de calculs numériques. Le mécanisme 
d’écrasement de film fournit une capacité de charge suffisante pour la lubrification du joint 
synovial.        
 

En 1994, Larsson et Hoglund [LAR94] ont étudié théoriquement l’écrasement 
élastohydrodynamique de films fluides entre une sphère et une surface plane. La viscosité 
dynamique du fluide est supposée dépendante de la pression dans le film. Les distributions de 
la pression et de l’épaisseur du film lors de l’écrasement sont calculées. Les résultats de cette 
analyse montrent que l’augmentation de la vitesse initiale d’écrasement fait augmenter la 
valeur minimale de l'épaisseur du film. La capacité d'amortissement du film lubrifiant est très 
élevée pour une vitesse d’écrasement initiale faible et pour les petites masses de la sphère. 
L'épaisseur du film lubrifiant n'a aucune influence sur les résultats si elle est supérieure à une 
certaine valeur critique. L’épaisseur du film fluide devient importante lorsque le coefficient de 
dépendance pression-viscosité augmente. 
 

En 2001, Jagati et al. [JAG01] ont analysé la lubrification élastohydrodynamique par effet 
d’écrasement de film d’un joint artificiel de genou. Une configuration simple de géométrie 
sphérique a été adoptée pour représenter la prothèse de genou. Les équations de Reynolds et 
de l’élasticité sont résolues simultanément par la méthode itérative de Newton – Raphson 
pour calculer l’épaisseur du film fluide et la distribution de la pression. La déformation 
élastique du joint est calculée par la méthode des éléments finis et par une simple équation 
basée sur le modèle de couche mince élastique. Les valeurs de la pression et de l’épaisseur du 
film fluide prévues par ces deux méthodes sont en bon accord.  
 

En 2003, Pascovici et Cicone [PAS03] ont analysé l’effet de l’écrasement d’un contact 
sphérique entre une surface rigide et une autre élastique. Les auteurs ont présenté l’épaisseur 
du film fluide en fonction du jeu radial pour différents instants d’écrasement. Ils ont mis en 
évidence une valeur optimale du jeu radial qui correspond à la valeur maximale de l’épaisseur 
du film fluide à un instant d’écrasement donné. En outre, ce jeu radial optimal augmente 
lorsque le temps d’écrasement diminue. 
 

En 2006, Chu et al. [CHU06a] présentent une étude numérique sur l’écrasement à charge 
constante d’un contact éléstohydodynamique de type sphère – plan lubrifié par un fluide à 
couple de contraintes. Les équations couplées de Reynolds modifiée, de l’élasticité et de 
l’équilibre sur la charge sont résolues simultanément. L’augmentation du paramètre du couple 



Chapitre 1 
 

 30 

de contraintes fait augmenter la pression maximale, la capacité de charge, le temps 
d’écrasement et l’épaisseur minimale du film fluide. L’effet du couple de contraintes est plus 
significatif pour les faibles épaisseurs du film fluide.    
 

Dans la même année, Chu et al. [CHU06b] ont développé une méthode numérique pour 
étudier le mouvement d’écrasement élastohydrodynamique à charge constante des fluides à 
loi de puissance dans un contact sphérique lubrifié. Les équations couplées de Reynolds 
modifiée, de la déformation élastique, et de l’équilibre sur la charge sont résolues 
simultanément. Des simulations numériques sont réalisées pour étudier les effets de la 
rhéologie du fluide et des conditions de fonctionnement sur les distributions de la pression et 
de l’épaisseur du film fluide. Les résultats obtenus révèlent que l’augmentation de l'indice de 
la loi de puissance fait augmenter l'épaisseur du film et diminuer la pression maximale. La 
déformation élastique est plus significative pour les faibles indices de la loi de puissance. La 
différence entre la solution de la lubrification hydrodynamique et la solution de la 
lubrification élastohydrodynamique devient importante lorsque la valeur de cet indice 
diminue.  
 

En 2007, Jaffar [JAF07] a présenté une solution numérique pour le problème de 
lubrification élastohydrodynamique par écrasement d'un cylindre rigide sur une couche plane 
élastique. Le fluide lubrifiant est à viscosité constante. Les équations du problème sont 
résolues par une méthode itérative pour calculer la répartition de la pression et le profil de 
film correspondant. Cette étude a montré que le coefficient de Poisson a des effets minimes 
sur la pression et sur l’épaisseur du film fluide. En outre, l’épaisseur minimale du film fluide 
diminue lorsque l’épaisseur de la couche solide mince et/ou la vitesse de l’écrasement 
diminuent.   
 

En 2008, Chu et al. [CHU08] étudient numériquement un écrasement 
éléstohydrodynamique d’un contact circulaire entre une sphère élastique et une surface plane. 
Le lubrifiant est un fluide compressible à couple de contraintes dont la viscosité dynamique 
varie avec la pression. Les équations de Reynolds modifiée, de la déformation élastique et de 
mouvement de la sphère sont résolues simultanément. Les résultats de la simulation 
numérique montrent que la pression maximale et l’épaisseur du film fluide augmentent quand 
le paramètre du couple de contraintes augmente.      
 

1.4.2 Ecrasement de films lubrifiants newtoniens ou non newtoniens en  
 présence d’un milieu poreux 
 

1.4.2.1 Cas d’un milieu poreux indéformable 
 

En 1973, Murti [MUR73] a présenté une étude analytique sur le phénomène de 
l’écrasement d’un film fluide newtonien entre un disque rigide et un autre disque à face 
poreuse. Les écoulements dans le disque poreux et dans le film fluide sont respectivement 
modélisés par la loi de Darcy et l’équation de Reynolds modifiée. L’auteur a montré que la 
présence du disque poreux réduit la pression dans le film fluide, la capacité de charge du 
contact et le temps d’écrasement du film fluide. Il a également conclu que l’augmentation de 
la perméabilité entraîne une distribution plus uniforme du champ de pression sur la totalité du 
film fluide. Ceci montre que la perméabilité permet à la fois de réduire l’usure et la faire 
distribuer d’une manière plus uniforme sur tout le contact lubrifié.   
 

En 1975, Murti [MUR75] a étudié le comportement de l’écrasement d’un film fluide 
newtonien dans un palier sphérique poreux. L’auteur a montré que la capacité de charge du 
palier croît lorsque le paramètre de perméabilité décroît.   
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En 1977, Srinivasan [SRI77] analyse l’écrasement d’un film fluide newtonien entre deux 

plaques dont l’une est constituée par deux couches poreuses. Des configurations géométriques 
de plaques annulaires, circulaires, elliptiques et rectangulaires ont été considérées. L’auteur a 
montré que l’augmentation de la perméabilité réduit la pression dans le film fluide, la capacité 
de charge du contact lubrifié et le temps de l’écrasement du film. 
 

En 1978, Zaheruddin et Isa [ZAH78] présentent une analyse théorique des caractéristiques 
de l’écrasement à charge constante d’un fluide micro polaire dans un palier sphérique poreux. 
Ils ont montré que la capacité de charge diminue lorsque le paramètre de perméabilité 
augmente. Le temps d’écrasement du film fluide est significativement plus faible 
comparativement au cas du palier non poreux. 
 

En 1981, Zaheruddin [ZAH81] s’intéresse au mouvement d’écrasement périodique d’un 
fluide micro polaire dans un palier poreux unidimensionnel. L’écoulement au sein du milieu 
poreux est modélisé par la loi de Darcy modifiée en tenant compte de l’effet micro polaire du 
fluide. L’auteur a établi que le palier fonctionne à une plus grande valeur de l’excentricité 
relative lorsque qu’il est poreux. Cette excentricité relative augmente avec l’augmentation de 
la perméabilité pour tout instant d’écrasement donné. 
 

En 1982, Sinha [SIN82] a présenté une étude théorique sur l’écrasement du fluide 
synovial dans un joint de hanche. Le comportement non newtonien du fluide synovial est 
modélisé à l’aide de la théorie des fluides micro polaires. La géométrie du joint de hanche est 
approchée par un contact sphérique. Il a montré que l’augmentation de la perméabilité est 
associée à une diminution de la capacité de charge et du temps de l’écrasement du film fluide. 
En outre, l’auteur a conclu que la présence des chaînes moléculaires de l’acide hyaluronique 
permet d’améliorer sensiblement la capacité de charge et le temps d’écrasement.      
      

En 1987, Bujurke et al. [BUJ87] ont présenté une étude analytique d’un palier poreux 
lubrifié par un fluide de second ordre en application à un joint synovial de genou. Ce palier, 
modélisant le cartilage articulaire, est composé de deux plaques rectangulaires et parallèles 
dont l’une est poreuse. Les auteurs ont montré que la diminution de la perméabilité du 
cartilage fait décroître la capacité de chargement du joint synovial.     
    

En 1989, Bujurke et al. [BUJ89] ont mené une étude analytique sur l’écrasement d’un 
film fluide de second ordre entre deux plaques rectangulaires parallèles dont chacune est 
composée de trois couches minces poreuses de porosités différentes. Cette étude représente 
une approximation de la réalité de la lubrification des joints synoviaux. Ces auteurs ont 
constaté que la capacité de charge dans le cas de deux plaques poreuses est plus faible que 
dans le cas d’une seule plaque poreuse. En considérant le cas où toutes les couches ont la 
même perméabilité, ils ont montré que celle-ci fait diminuer la capacité de charge. Ils ont 
également montré que le fluide de second ordre supporte une charge plus grande que celle du 
fluide newtonien.  
 

En 1996, Lin [LIN96c] a étudié analytiquement le problème de l’écrasement d’un film 
newtonien entre deux disques circulaires dont l’un possède une face poreuse. Son objectif 
principal est la prédiction des effets des tensions visqueuses, prises en compte par le modèle 
de Darcy-Brinkman, sur le comportement du film fluide. Il a constaté que la présence de la 
face poreuse réduit la capacité de charge. Il a montré que la prise en compte des tensions 
visqueuses dans le modèle de Darcy-Brinkman réduit la capacité de charge et le temps 
d’écrasement du film fluide comparativement au modèle de Darcy. 
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En 1998, Megat A. et al. [MEG98] ont développé une étude numérique et expérimentale 
sur un film newtonien écrasé à charge constante entre deux disques circulaires dont l’un est 
poreux. L’écoulement est régi par l’équation de Reynolds modifiée dans le film fluide et 
modélisé par la loi de Darcy au sein du disque poreux. La résolution numérique des équations 
décrivant l’écoulement est effectuée à l’aide de la méthode des éléments finis en utilisant une 
discrétisation de type Galerkin. Leurs mesures expérimentales ont une bonne concordance 
avec les valeurs calculées par le modèle numérique. Ils ont conclu que l’augmentation de la 
perméabilité fait diminuer la vitesse et le temps d’écrasement du film fluide.     
 

En 2001, Naduvinamani et al. [NAD01] ont réalisé une étude analytique sur le 
comportement statique et dynamique de l’écrasement d’un fluide à couple de contraintes dans 
un palier court et poreux supportant une charge constante ou cyclique. L’objectif de cette 
étude est de prévoir l’effet du couple de contraintes sur le comportement du palier. Leurs 
résultats montrent que le couple de contraintes engendre une augmentation de la capacité de 
charge, de l’épaisseur minimale du palier et une diminution de la vitesse d’écrasement 
comparativement au cas d’un fluide newtonien.       
 
 En 2006, Jurczak [JUR06] a mis au point une étude analytique pour analyser l’écrasement 
du fluide synovial dans un palier biologique poreux. Il a ainsi considéré des contacts de type 
sphère – sphère et disque – disque en modélisant le fluide synovial par un modèle de fluide à 
couple de contraintes. L’auteur a pris en compte les forces d’inertie du fluide dans le film 
fluide à l’aide de la méthode des inerties moyennes au travers l’épaisseur du film fluide. Ses 
résultats montrent que les effets combinés des forces d’inertie du fluide et du couple de 
contraintes augmentent la pression dans le film fluide. 
 

1.4.2.2 Cas d’un milieu poroélastique 
 

En 1974, La proélasticité du cartilage a été prise en compte dans une analyse simple et 
approximative par Higginson et Norman [HIG74] à l’aide du modèle de couche mince 
élastique. Ils ont présenté une étude numérique et expérimentale sur l’écrasement d’un film 
fluide entre une sphère rigide et une couche mince d’un solide élastique et poreux. Leurs 
résultats numériques sont en bon accord avec les mesures expérimentales. Ils ont montré que 
l’augmentation de la perméabilité diminue le temps d’écrasement.    
  

En 1985, Tandon et al. [TAN85] présentent une étude théorique sur le mécanisme de 
lubrification par écrasement d’un joint synovial composé de deux cartilages articulaires 
élastiques et poreux. La géométrie du joint synovial est approchée par deux plaques parallèles 
infiniment longues. Le comportement rhéologique du fluide synovial est modélisé par la 
théorie des fluides micro polaires. La théorie de mixture biphasique est utilisée pour tenir 
compte de l’effet poroélastique du cartilage. Leurs résultats montrent que l’augmentation de la 
perméabilité entraîne une diminution de la capacité de charge et du temps d’écrasement. Ils 
ont montré que l’augmentation de la concentration de l’acide hyaluronique filtré par le 
cartilage fait augmenter la capacité de charge et le temps d’écrasement du film fluide.       
 

En 1990, Bujurke et al. [BUJ90] présentent une étude de l’écrasement d’un palier 
poroélastique lubrifié par un fluide à couple de contraintes. Leur analyse explique en général 
le comportement des paliers poroélastiques et décrit le mécanisme de lubrification des joints 
synoviaux en particulier. Ils ont montré que les paliers lubrifiés par un fluide à couple de 
contraintes ont une capacité de charge plus significative et un temps d’écrasement plus long 
comparativement aux lubrifiants newtoniens. L’élasticité du palier augmente la capacité de 
charge et le temps de l’écrasement du film fluide. La diminution de la perméabilité du palier 
poreux fait diminuer la capacité de charge et le temps d’écrasement.       
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En 1991, Bujurke et al. [BUJ91] ont mené une analyse théorique sur l’écrasement d’un 

film fluide à couple de contraintes entre un cylindre de longueur infinie et une surface plane 
poroélastique. La capacité de charge du fluide à couple de contraintes est plus grande que 
celle d’un fluide newtonien. L’élasticité de la plaque poreuse entraîne une augmentation de la 
capacité de charge et du temps d’écrasement du film fluide. 
 

En 1992, une analyse asymptotique du problème de lubrification pour un modèle de 
cartilage articulaire et du fluide synovial dans une situation d’écrasement a été présentée par 
Hou et al. [HOU92]. Le cartilage articulaire est modélisé par la théorie de mixture biphasique. 
Le fluide synovial est considéré newtonien et son écoulement est régi par l’équation de 
Reynolds modifiée dans le cas sans inertie. La géométrie du joint synovial est approchée par 
un contact de type sphère – plan. La déformation du cartilage fait réduire la vitesse latérale du 
fluide dans le film lubrifiant et augmente donc le temps d’écrasement. Le fluide lubrifiant 
s’infiltre du film vers le cartilage dans la région centrale du contact à haute pression mais il 
s’écoule en sens inverse dans la zone à basse pression au niveau de la périphérie du contact.                      
 

Jin et al. [JIN92] ont étudié l’effet de la porosité du cartilage dans un modèle de 
lubrification par effet d’écrasement de film d’un joint de hanche normal. Le joint est modélisé 
par un contact de type sphère – plan. Le fluide synovial est considéré newtonien iso visqueux 
et incompressible. Ils ont montré que, contrairement à Torzilli et Mow ([TOR76a], 
[TOR76b]), le cartilage articulaire fait décroître l’épaisseur du film fluide au lieu de la faire 
croître. Ceci est observé en particulier pour les très faibles épaisseurs du film lubrifiant. Ils 
ont conclu que l’effet de la porosité du cartilage sur l’analyse de la lubrification peut être 
négligé lorsque l’épaisseur du film fluide est suffisamment élevée. Dans ce cas, une analyse 
élastohydrodynamique par effet d’écrasement est suffisante pour l’étude des joints humains.           
 

De 1993 à 2002, Hlavacek a présenté dans une série de papiers ([HLA93a], [HLA93b], 
[HLA95a], [HLA95b], [HLA00], [HLA02]) un modèle mathématique de la lubrification des 
joints humains dans des conditions d’écrasement de film. Il s’est intéressé à l’effet de la 
filtration du fluide synovial et son rôle dans la lubrification des joints synoviaux. Le fluide 
synovial est modélisé par un milieu biphasique composé d’un fluide newtonien (l’acide 
hyaluronique) et d’un fluide parfait (l’eau et les autres molécules de faible poids). Le cartilage 
est représenté par une mixture biphasique composée du fluide parfait interstitiel et d’une 
matrice solide élastique et déformable. L’action de l’écrasement du film fluide synovial 
génère une concentration de l’acide hyaluronique durant un cycle de marche typique dans un 
joint humain. Ceci est dû à la diffusion du fluide interstitiel (l’eau) et des substances 
moléculaires à poids légers à travers la surface du cartilage. Des géométries simples à 
symétrie axiale ont été utilisées pour modéliser le joint synovial. Les résultats ont montré que 
le fluide synovial est filtré par le cartilage articulaire jusqu’à la formation d’un gel lubrifiant. 
L’auteur a mis en évidence une concentration critique de l’acide hyaluronique qui forme un 
gel pour protéger les cartilages articulaires du contact direct.  
 

En 2006, Bujurke et Kudenatti [BUJ06] ont présenté une étude théorique sur les effets 
combinés de la rugosité de la surface du cartilage et de la poroélasticité sur le comportement 
de l’écrasement d’un palier poroélastique modélisant un joint synovial. Le fluide synovial est 
considéré à loi de comportement newtonienne. L’équation de Reynolds modifiée, tenant 
compte à la fois de la rugosité et de la nature élastique du cartilage articulaire, est établie. 
Cette équation, discrétisée par la méthode des différences finies, est résolue à l’aide de la 
méthode des multi grilles. Ils ont montré que l’augmentation de la perméabilité diminue la 
capacité de charge du contact. La poroélasticité entraîne l’augmentation de la différence 
relative entre la capacité de charge dans le cas rugueux et celle du cas lisse. 
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En 2007, Bujurke et al. ([BUJ07a], [BUJ07b]) ont repris la même étude effectuée en 2006 

[BUJ06] en tenant compte cette fois-ci du caractère non newtonien du fluide synovial à l’aide 
du modèle de fluide à couple de contraintes. Ils ont constaté que l’effet de la poroélasticité est 
plus marqué pour le cas du fluide à couple de contraintes comparativement au cas newtonien 
classique. En outre, ils ont confirmé que l’augmentation du paramètre de couple de 
contraintes ainsi que la diminution de la perméabilité du cartilage font augmenter la capacité 
de charge et le temps d’écrasement du film fluide.  
 

1.5 Conclusion 
 
Ce chapitre a été consacré principalement à un rappel de quelques importantes notions 

relatives à la lubrification articulaire des joints biologiques par effet d’écrasement ainsi qu’à 
une revue bibliographique sur les principaux travaux de recherche liés à cette thématique. 

  
Les définitions nécessaires à la modélisation et à la compréhension des écoulements 

des fluides au sein des milieux poreux sont rappelées. Les notions de la lubrification 
articulaire des joints synoviaux par effet d’écrasement de films sont exposées. La nature du 
cartilage et du fluide synovial d’un point de vue biomécanique est définie. Quelques 
principaux modèles rhéologiques susceptibles de modéliser le comportement rhéologique du 
fluide synovial sont brièvement présentés.  

 
Enfin, une revue bibliographique sur les principaux travaux de recherche concernant 

l’écrasement de films fluides newtoniens ou non newtoniens en présence ou non d’un milieu 
poreux est exposée. Le modèle de fluides à couple de contraintes, de mise en œuvre simple,  
a été largement utilisé afin de décrire le comportement rhéologique des lubrifiants non 
newtoniens. Cette analyse bibliographique a montré clairement un manque de travaux qui 
modélisent l’écrasement de films en présence d’un milieu poreux en tenant compte à la fois 
des effets combinés de couple de contraintes, de viscosité, de l’inertie du fluide et de la 
déformation élastique du cartilage.             
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Chapitre 2 

Ecrasement de lubrifiants newtoniens en 
présence d’un milieu poreux sans prise en 
compte des effets inertiels 
 

2.1 Introduction 
 
L’étude du phénomène de l’écrasement de films fluides newtoniens en présence d’un 

milieu poreux sans prise en compte des effets d’inertie a attiré l’attention de plusieurs 
chercheurs. Il a fait ainsi l’objet de nombreux travaux de recherche vu le nombre accru de ses 
applications en industrie et en biomécanique articulaire par exemple.  

 
La plupart de ces travaux ont été basés sur le modèle de Darcy [SCH74]. Ce modèle 

néglige l’effet des frontières solides et de l’interface fluide sur l’écoulement au sein du milieu 
poreux. Il ne permet pas alors de prévoir l’influence de la couche limite sur l’écoulement. En 
effet, la condition de glissement aux parois est retenue quelque soit le fluide utilisé. Bien que 
l’épaisseur de cette couche limite soit habituellement petite, ses effets sur l’ensemble de 
l’écoulement dans les applications de la lubrification poreuse peuvent être tout à fait 
significatifs. 
 

Une solution alternative à l'utilisation de la condition de glissement consiste à utiliser la 
correction de Brinkman à la loi de Darcy [BRI47], connue sous le nom de la formulation de 
Darcy-Brinkman. Compte tenu de la présence du terme de diffusion visqueuse, le modèle de 
Darcy-Brinkman permet de décrire  la couche limite au sein du milieu poreux. L'utilisation de 
la correction de Brinkman permet d'imposer la continuité des vitesses et des contraintes 
tangentielles à l'interface fluide – poreux.  
 

Ce chapitre est consacré à la simulation numérique, à l’aide du modèle de Darcy-
Brinkman, des effets visqueux sur les caractéristiques de l’écrasement d’un film fluide 
newtonien entre deux disques circulaires et parallèles dont l’un est poreux. Cette étude est 
basée sur le couplage simultané, à l’interface film fluide – disque poreux, entre les équations 
régissant l’écoulement dans le film fluide et celles décrivant l’écoulement au sein du milieu 
poreux.  

 
Ces équations aux dérivées partielles sont discrétisées par la méthode des différences 

finies. La procédure numérique retenue pour la résolution du système d’équations algébriques 
obtenu est basée sur la méthode itérative de Gauss Seidel avec coefficient de sur relaxation. 

 
Les résultats numériques obtenus montrent que les effets visqueux augmentent les 

vitesses radiale et axiale du film fluide et la vitesse d’écrasement, mais diminuent le temps 
d’écrasement. En outre, ces effets deviennent plus importants pour les plus petites valeurs du 
rapport de viscosité et pour les faibles épaisseurs du film fluide. 
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2.2 Equations générales dans le film fluide 
 
Considérons une configuration géométrique (voir Figure 2.1), de symétrie axiale d’axe 

(Oz), composée par deux disques circulaires et parallèles dont l’un est poreux. L’axe (Or) est 
positionné sur l’interface film fluide – disque poreux. Ces deux disques sont séparés par un 
film fluide newtonien et incompressible d’épaisseur h. Les propriétés physiques de ce fluide 
lubrifiant sont supposées constantes. L’écoulement dans le film fluide et au sein du disque 
poreux est considéré laminaire. Le disque poreux, d’épaisseur H, est stationnaire tandis que le 

disque imperméable est animé d’une vitesse d’écrasement instantanée 
dt

dh− . Cette situation 

peut modéliser par exemple un contact articulaire localisé au niveau du genou ou de la hanche.   
    

 

 

 

 

 

 

 

 
Figure 2.1 : Configuration géométrique de l’écrasement 

 
 Rappelons que les équations générales de la mécanique des milieux continus traduisent 
les lois de conservation suivantes : 
 

- loi de conservation de la masse 
- loi de conservation de la quantité de mouvement 
- loi de conservation de l’énergie 
 

Par ailleurs, il faudra rajouter à ces lois de conservation des lois de comportement spécifiques 
aux milieux et aux phénomènes étudiés.  
 
On ne tient pas compte ici de l’équation de conservation d’énergie car le régime d’écoulement 
est considéré isotherme. 
 
Ces équations seront présentées dans le cas général puis appliquées au cas particulier de la 
lubrification hydrodynamique, ce qui permettra de déduire l’équation de Reynolds modifiée. 
 

2.2.1 Equation de continuité 
 

Pour un fluide incompressible, la loi de conservation de la masse se traduit  par  
l’équation :  
 

                                                                 0=vdiv                                                                 (2.1) 
 

où vest le vecteur vitesse des particules fluides. 
 

 
r 

z Film 
fluide 

h(t) 

 
H 

R 

O 
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Cette équation s’écrit, en coordonnées cylindriques, dans le cas d’un écoulement 
axisymétrique :   
 

     0
)(1 =

∂
∂+

∂
∂

z

w

r

ru

r
                                                        (2.2) 

où  
 
r, z      : coordonnées radiale et axiale 
u , w   : composantes radiale et axiale du vecteur vitesse dans le film fluide.  
 

2.2.2 Equation de Reynolds modifiée 
 

La loi de quantité de mouvement, appliquée à une particule fluide, se traduit par l'équation 
[PAP00] :  
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où  

f  : densité massique des forces volumiques 

σ  : tenseur des contraintes 
t  : temps 
ρ  : masse volumique du fluide considéré 
 

La loi de comportement pour un fluide newtonien incompressible s’écrit : 
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où 

 p : pression du fluide au sein du film 

ix  : variables d’espace 

iu  : composantes du vecteur vitesse  

ijδ  : symbole de Kronecker 

µ  : coefficient de viscosité dynamique du fluide. 
 

Pour un écoulement axisymétrique, l’équation de la quantité de mouvement s’écrit en 
reportant l’expression du tenseur des contraintes (2.4) dans l’équation (2.3) : 

 
• Composante radiale : 
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• Composante axiale : 
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où rf  et zf  sont les composantes radiale et axiale de la densité massiques des forces 
volumiques. 

 

Les équations de Navier simplifiées sont obtenues en prenant en compte les hypothèses 
usuelles de la lubrification hydrodynamique suivantes ([CAM87], [FRE90]) dans les 
équations (2.5) et (2.6) : 

• les forces de masse sont négligeables devant les forces de pression et de viscosité 
• l’épaisseur du film est très petite par rapport aux autres dimensions du contact 
• les forces d’inertie du fluide sont négligeables devant les forces de pression et de 

viscosité 
 

Les équations de la quantité de mouvement (2.5) et (2.6) se réduisent alors à : 
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L’équation (2.8) montre bien que la pression dans le film fluide est indépendante de la 
variable axiale z.  

 

L’intégration deux fois de l’équation (2.7) par rapport à la variable z, en tenant compte de la 
condition de continuité de la vitesse radiale *uu =  au niveau de l’interface poreuse 0=z  et 
de la condition de non glissement 0=u  au niveau du disque en mouvement )(thz = , permet 
d’obtenir le profil de la vitesse radiale :  
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où *
0u  est la vitesse radiale du fluide au niveau de l’interface film fluide – disque poreux 

(interface poreuse). 

 

L’intégration de l’équation de continuité (2.2) par rapport à z, après avoir remplacé la vitesse 
radiale ),( zruu =  par son expression (2.9) et tenant compte de la condition de continuité de 

la  vitesse axiale *ww =  au niveau de l’interface poreuse 0=z  et de la condition de non 
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glissement 
dt

dh
w =  au niveau du disque en mouvement )(thz = , permet d’obtenir l’équation 

de Reynolds modifiée :      
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où *

0w  est la vitesse axiale du fluide au niveau de l’interface poreuse. 

C’est une équation différentielle du second ordre de type elliptique dont l’inconnue principale 
est la pression.  
 
2.3 Equations générales dans le milieu poreux 

 
 Le disque poreux est considéré non déformable, isotrope et à perméabilité constante. 
L’écoulement au sein de ce disque est modélisé par l’équation de Darcy-Brinkman [BRI47]. 
Cette équation est usuellement utilisée pour décrire les écoulements à faible nombre de 
Reynolds au sein des milieux poreux à valeur élevée de la porosité [NIE06].  
  

2.3.1 Equation de continuité 
 

L’équation de continuité s’écrit en coordonnées cylindriques dans le cas d’un écoulement 
axisymétrique :   
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où *u et *w  sont les composantes radiale et axiale du vecteur vitesse dans le disque poreux.  
 

2.3.2 Equations de Darcy-Brinkman  
 

L’écoulement du fluide au sein du disque poreux est décrit par les équations de Darcy-
Brinkman qui s’écrivent pour un milieu poreux isotrope à porosité constante dans le cas d’un 
écoulement axisymétrique : 

 

• Composante radiale : 
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• Composante axiale : 
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où 
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p* : pression dans le disque poreux  

k   : perméabilité du disque poreux 

u* : composante radiale du vecteur vitesse   

w* : composante axiale du vecteur vitesse  

µ*  : coefficient de viscosité effective du fluide dans le disque poreux, différent  bien 

   entendu de µ . 

La viscosité effective dépend fortement de la porosité ainsi que de la structure géométrique du 
milieu poreux. Valdes et al. [VAL07] ont montré que cette viscosité est une fonction 
décroissante de la porosité. Les premiers termes de droite des équations (2.12) et (2.13) sont 
les termes de Darcy et les suivants sont appelés les termes de Brinkman.  
 

2.3.3 Equation de Laplace  
 

Les équations (2.12) et (2.13) ne permettent pas de calculer les composantes u* et w* du 
vecteur vitesse sans connaître le champ de pression p* pour l’écoulement d’un fluide 
incompressible. Cependant, ce champ de pression est implicitement spécifié dans l’équation 
de continuité (2.11). L’application de l’opérateur divergence à l’équation vectorielle de 
quantité de mouvement (1.8) en tenant compte de l’équation (2.11) conduit à l’apparition 
explicite de l’inconnue p* : 
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La résolution numérique du système d’équations aux dérivées partielles ((2.2), (2.7), (2.10), 
(2.12), (2.13), (2.14)) pour une épaisseur h du film fluide donnée nécessite la spécification de 

la vitesse d’écrasement 
dt

dh− . Pour ce faire, on ajoute l’équation de l’équilibre sur la charge.   

 
2.4 Equation de l’équilibre sur la charge  

 
Le contact lubrifié supporte une charge W selon l’axe (Oz) appliquée par le disque en 

mouvement. L’équation de l’équilibre sur la charge postule que l’intégrale de la pression 
hydrodynamique générée dans le film fluide doit équilibrer cette force appliquée au contact : 
 

                                                         θ
π

ddrrpW
R

∫ ∫=
2

0 0

                                                  (2.15) 

 
La vitesse d’écrasement, inconnue du problème, n’apparaît pas explicitement dans cette 
équation (2.15). Deux méthodes sont possibles pour remédier à cette difficulté. Certains 
auteurs proposent de calculer cette vitesse par un processus itératif [MEG98] ; sa valeur 
numérique est modifiée de manière itérative pour satisfaire l’équation de l’équilibre sur la 
charge (2.15). Une autre méthode consiste à faire disparaître cette vitesse de l’équation de 
Reynolds (2.10) par sa mise sous forme sans dimension. Elle sera ensuite déduite à partir de 
l’équation sans dimension de l’équilibre de la charge. 
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2.5 Conditions aux limites 
 

2.5.1 Conditions aux limites sur la pression 
 

Sur l’axe de symétrie, r = 0, on a :  
   

                                                                  0
*

=
∂
∂

r

p
                                                              (2.16) 

 
Aux limites du contact lubrifié et du milieu poreux, r = R, la pression est prise égale à la 

pression ambiante :  
 

                                                                 0* == pp                                                          (2.17) 
 

Sur l’interface poreuse, z = 0, la pression est supposée être continue :  
   

                                                                   *pp =                                                               (2.18) 
 

La condition d’imperméabilité sur la paroi inférieure, z = - H, s’écrit :  
 

                                                                    
z

p

∂
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= 0                                                            (2.19) 

 
2.5.2 Conditions aux limites sur la vitesse 

 
Les particules fluides adhèrent aux surfaces des parois solides imperméables :  

 
- sur le disque supérieur, z = h(t) : 
 
                                                      0=u                                                                         (2.20) 

 
- sur la paroi inférieure,  z = - H : 
 
                                                  0** == wu                                                                  (2.21) 

  
Sur l’interface poreuse, z = 0, la condition de continuité du champ de vitesse et des 

contraintes tangentielles est appliquée : 
 

                                                  *uu = ,   *ww =                                                                 (2.22) 
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La condition (2.23) est obtenue en considérant *ww =  et 
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aux hypothèses de la lubrification. 
 
La continuité des contraintes normales s’écrit en z = 0 :   
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compte tenu de la relation (2.18) et des hypothèses de la lubrification, l’équation précédente 
devient : 
 

                                                       0
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                                                                        (2.24) 

 
Cette dernière condition montre qu’il n’y a pas de contribution visqueuse normale dans le 
tenseur des contraintes au sein du film fluide. 
 
La condition d’écoulement établi à la sortie du disque poreux, r = R, exprimant la nullité de la 
dérivée normale du vecteur vitesse, est employée :    
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Cette condition montre que le taux de variation de la vitesse selon la coordonnée radiale est 
nul au bord du disque poreux.   
 

Sur l’axe de symétrie, r = 0, on a la condition de symétrie axiale :    
 
                                                           0* == uu                                                                  (2.26) 
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2.6 Equations et conditions aux limites sans dimensions 

 
Afin d’éviter la dépendance temporelle et spatiale des points de grille du maillage due au 

mouvement de la paroi supérieure, nous proposons d’écrire les équations du problème sous 
forme sans dimensions en utilisant les nouvelles variables suivantes :  
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• Dans le film fluide : )(0 thz ≤≤   
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• Dans le disque poreux : 0≤≤− zH   
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où  
 

0h  : épaisseur initiale du film fluide 

V  : vitesse instantanée de la paroi supérieure, 
dt

dh
V =  
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Ce changement de variables est bien entendu une transformation bijective. Les dérivées 
premières avec dimensions s’expriment en fonction de celles sans dimensions comme suit :  
 

• Dans le film fluide : 10 ≤≤ z   
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• Dans le disque poreux : 01 ≤≤− z  
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2.6.1 Equation de continuité dans le film 

 
L’équation de continuité (2.2) s’écrit dans le nouveau système de coordonnées :  
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2.6.2 Equation de Navier Simplifiée   

 
L’équation de mouvement (2.7) devient :  
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2.6.3 Equation de Reynolds modifiée 

 
L’équation de Reynolds modifiée (2.10) devient :  
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Il est à remarquer que la vitesse d’écrasement 
dt

dh
, inconnue du problème, n'apparaît plus 

dans cette équation de Reynolds modifiée.   
 

2.6.4 Equations de Darcy-Brinkman 
 
Les composantes de l’équation de la quantité de mouvement dans le disque poreux (2.12) 

et (2.13) s’écrivent : 
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• Composante radiale : 
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• Composante axiale : 
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On remarque que les effets des forces visqueuses (termes de Brinkman) sont représentés par 

le rapport de viscosité 
µ
µα

*

= .  

 
2.6.5 Equation de Laplace  

 
L’équation de Laplace (2.14) devient : 
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2.6.6 Equation de l’équilibre sur la charge  

 
L’équation de l’équilibre sur la charge (2.15) a l’expression suivante : 

 

                                              
( )

VR

hhW
W

4

3

0

µ
=                                                                     (2.39) 
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2.6.6.1 Vitesse d’écrasement 

 
La vitesse d’écrasement est alors déduite de l’équation (2.39) : 
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2.6.6.2 Temps d’écrasement 

 
Le temps d’écrasement est ensuite calculé par l’intégrale : 
 

                                              ∫−=
h

hd
h

W

Wh

R
t

1
32

0

4µ
                                                            (2.42) 



Chapitre 2 
 

 45 

2.6.7 Conditions aux limites 
 

Les conditions aux limites sur la pression ((2.16), (2.17), (2.18), (2.19)) et sur la vitesse 
((2.20), (2.21), (2.22), (2.23), (2.24), (2.25), (2.26), (2.27)) sont écrites sous formes sans 
dimensions ci-après. 

  
2.6.7.1 Conditions aux limites sur la pression  

 

Sur l’axe de symétrie, 0=r  :  
   

                                                      0
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Sur le bord du disque poreux et du film fluide, 1=r  :  
 

                                                        0
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== pp                                                                    (2.44) 
 

Sur l’interface poreuse, 0=z  :  
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Sur la paroi imperméable inférieure, 1−=z  :  
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2.6.7.2 Conditions aux limites sur la vitesse 

 
Sur le disque supérieur, 1=z  :  
 

                                                    0=u                                                                                 (2.47) 
 

Sur l’interface poreuse, 0=z  : 
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Sur la paroi inférieure, 1−=z  :  
 

                                                   0
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== wu                                                                        (2.51) 
 

Sur l’axe de symétrie, 0=r  :  
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                                                    0
*

== uu                                                                         (2.52)   
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Sur le bord du domaine du disque poreux, 1=r  :    
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2.7 Discrétisations par différences finies et technique de résolution 

 
Le problème d’interaction film fluide – disque poreux ainsi posé est discrétisé par la 

méthode des différences finies (voir Annexe 2).  
 
La discrétisation par la méthode des différences finies consiste à la décomposition du 

domaine de calcul en éléments de lignes reliés entre eux et mis en continuité en un nombre 
finis de points. Ces points de continuité, appelés noeuds, sont disposés à l'intérieur et sur le 
pourtour du domaine de calcul (voir Figure 2.2). La vitesse et la pression aux noeuds sont les 
inconnues du problème. 

 

 

Figure 2.2 : Discrétisation du domaine de calcul  

 
Dans un repère cartésien, chaque noeud est identifié par le couple d'indices (i, j). Les 

noeuds voisins sont implicitement définis en augmentant ou en abaissant l'un des indices par 
un incrément unitaire. 
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Les valeurs de chaque dérivée partielle sont calculées à l’aide de leurs développements de 
Taylor. Les équations aux dérivées partielles du problème servent de point de départ à la 
méthode aux différences finies. Elles sont approximées par un système d'équations 
algébriques dans lesquelles les valeurs des variables aux noeuds sont les inconnues. Le 
système d’équations algébriques obtenu est résolu numériquement au sein d’un processus 
itératif global. 

    
La symétrie axiale permet de limiter la résolution numérique à la moitié du domaine 

d’étude. Le domaine film fluide ainsi que le domaine milieu poreux sont discrétisés en N+1 
points suivant la direction radiale et M+1 points suivant la direction axiale (voir Figure 2.2). 
 

Chaque point de discrétisation du domaine de calcul indicé par (i, j) est localisé par ses 

coordonnées (ir , jz ) avec rir i ∆= , zjz j ∆= dans le film, zjz j ∆−= dans le milieu poreux, 

où Nr /1=∆ et Mz /1=∆ . La valeur numérique approchée de toute fonction notée f au point 

de discrétisation (ir , jz ) est notée jif , . 

 

Les dérivées du premier et second ordre apparaissant dans les équations de base ((2.33), 
(2.34), (2.35), 2.36), (2.37), (2.38)) sont discrétisées selon un schéma centré aux différences 
finies d’ordre deux. Par contre, la dérivée partielle de la vitesse axiale présente dans 
l’équation (2.33) est discrétisée par un schéma décentré arrière de premier ordre. Toutes ces 
dérivées partielles sous formes discrétisées sont explicitées suivant les détails indiqués dans 
l’annexe 2. 

 
Le système d’équations algébriques obtenu est le suivant : 
 

• Dans le film fluide : 10 ≤≤ z   
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• Dans le disque poreux : 01 ≤≤− z  
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où 
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Le système d’équations algébriques ((2.55), (2.56), (2.57), (2.58), (2.59), (2.60)) est 

résolu simultanément par la méthode itérative de Gauss-Seidel avec coefficient de sur 
relaxation (voir Annexe 2), variant entre 1,46 et 1,95 selon l’épaisseur du film fluide pour 
augmenter la vitesse de convergence. 
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2.8 Algorithme de résolution 
 
Les équations sans dimensions décrivant l’écoulement dans le film fluide et dans le disque 

poreux sont couplées au niveau de l’interface poreuse où la continuité des contraintes et des 
vitesses est assurée. La résolution numérique de ces équations d’interaction film fluide – 
disque poreux est effectuée par un algorithme de couplage simultané. Cet algorithme s’appuie 
sur une formulation globale qui tient compte à la fois des problèmes film fluide et disque 
poreux. Le système d’équations algébriques qui en découle permet de déterminer de manière 
simultanée les inconnues du film fluide et du disque poreux. Les étapes de déroulement de cet 
algorithme sont décrites dans ce qui suit.            

 
Au début, partant d'une épaisseur initiale h0 du film fluide, les variables hydrodynamiques 

sans dimensions dans le film fluide (u , w , p ) et dans le milieu poreux (
*

u , 
*

w , 
*

p ) sont 
initialisées à zéro. La solution des équations sans dimension ((2.33), (2.34), (2.35), 2.36), 
(2.37), (2.38)) est atteinte lorsque le critère de convergence suivant est satisfait :  
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où ∑∑
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M

i

N

j
ji est la norme euclidienne, k et k-1 sont deux itérations successives et 

Φ  représente u , w , p , 
*

u , 
*

w  et 
*

p .  
 

Ensuite, la capacité de charge sans dimension du film fluide (2.40) est calculée par intégration 
numérique. La vitesse de l’écrasement du film fluide est alors déduite par la relation (2.41). 
 

Cette procédure itérative est répétée, en diminuant l'épaisseur h du film fluide par un pas 

constant égal à 0,1 mm et en estimant les nouvelles valeurs des variables u , w , p , 
*

u , 
*

w  et 
*

p  jusqu'à atteindre une épaisseur minimale du film fluide au delà de laquelle des problèmes 
de convergence apparaissent.  
Enfin, le temps d’écrasement est calculé par intégration numérique par rapport à h de 

l'équation (2.42). Cette procédure est illustrée sur la figure 2.3. 
 

2.9 Résultats et discussions 
 

L’algorithme de simulation numérique développé dans ce chapitre permet de prévoir les 
performances d’un contact lubrifié lors de l’écrasement en présence d’un disque poreux. Il 
s’agit d’étudier le comportement de ce contact en tenant compte des effets visqueux dans le 
disque poreux. Les paramètres géométriques et physiques utilisés dans cette étude sont ceux 
de Megat et al. [MEG98] (voir Tableau 2.1). 

 

Masse volumique du fluide (kg/m3) 840 
Viscosité dynamique du fluide (Pa.s) à 20°C 0,086 
Perméabilité du disque poreux (m2) 4,73 10-11 

Porosité du disque poreux 0,4 
Epaisseur du disque poreux (mm) 1,6 
Rayon des deux disques (mm) 40 
Epaisseur initiale du film fluide (mm) 1,2 
Charge imposée (N) 87 
Tableau 2.1 : Caractéristiques géométriques et physiques 
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Figure 2.3 : Algorithme de résolution 
      
 
 
 
 
 
 
 

 

Entrer ρ, µ, k, H, R, ho, W et α   

Oui 

Non 

Fin 

Calculer u , w , p , 
*

u , 
*

w et 
*

p  

Convergence ? 

Calculer la charge sans dimension  

Calculer la vitesse d’écrasement 

L’épaisseur du film 
fluide est-elle minimale ? 

Non 

Calculer le temps d’écrasement 

Oui  

Diminuer l’épaisseur du film et 

estimer u , w , p , 
*

u , 
*

w et 
*

p   

Début 

Fixer à zéro u , w , p , 
*

u , 
*

w et 
*

p  
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L’influence du nombre de points de grille du maillage sur la solution numérique a été 
étudiée. Une augmentation du nombre de ces points, jusqu’à ce que l’erreur relative sur la 
pression maximale au sein du film fluide soit inférieure à 2%, a été réalisée. Ce critère de 
convergence est satisfait avec un maillage de 51×51 pour le film fluide ainsi que pour le 
milieu poreux. Les résultats numériques deviennent donc insensibles au maillage lorsqu’on 
continue à augmenter le nombre de points de grille de maillage. Ce maillage est alors adopté 
par la suite pour des compromis précision / temps de calcul. 

 

La valeur du rapport de viscosité 
µ
µα

*

=  dépend de la variation de la porosité du disque 

poreux car il s'agit du même fluide utilisé. Les résultats numériques prédits par le présent 
modèle sont comparés avec ceux obtenus par le modèle de Darcy pour différents milieux 
poreux, ce qui permet de montrer l’influence des effets visqueux et de la variation de α sur les 
performances de l’écrasement.  
 
    La figure 2.4 montre la distribution de la pression dans le film fluide en fonction de la 
coordonnée radiale. Il est observé que, dans le cas du modèle de Darcy-Brinkman, les effets 
visqueux sur la pression dans le film fluide ne sont pas significatifs pour les trois différents 
milieux poreux considérés quand α =  1, 2 et 4. Les formes des courbes sont les mêmes que 
celles obtenues en utilisant le modèle de Darcy, elles montrent une diminution radiale de la 
pression. Ce qui est en bon accord avec les résultats de Murti [MUR73], et également ceux 
obtenus par Meget et al. [MEG98] au voisinage de la partie centrale du contact lorsque le 
modèle de Darcy est utilisé.  

 
Figure 2.4 : Pression P dans le film fluide 
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La figure 2.5 illustre la distribution de la pression dans le milieu poreux pour α = 4 par 
exemple. La variation axiale de la pression est faible en comparaison avec sa variation par 
rapport à la coordonnée radiale. Le fluide s'écoule essentiellement dans la direction radiale. 
En outre, les effets visqueux ont des effets non significatifs sur la pression pour toutes les 
valeurs de α considérées. 

 

 

Figure 2.5 : Pression *p dans le milieu poreux pour α = 4 
      

Les effets des forces visqueuses sur les profils de vitesse du fluide sont représentés sur les 
figures 2.6 et 2.7 pour les épaisseurs du film fluide h = 1 mm (cas a) et h = 0,2 mm (cas b). La 
figure 2.6 montre que la vitesse radiale a un profil de forme presque parabolique dans le film 
fluide et qu’elle est presque constante dans le disque poreux, sauf au voisinage de l'interface 
poreuse où les effets de la couche limite sont clairement montrés. Les forces visqueuses n’ont 
pas un effet significatif sur la vitesse radiale du fluide dans le milieu poreux, à l’exception 
évidemment de la couche limite près de l'interface poreuse dans laquelle le fluide s'écoule 
plus facilement dans la direction radiale lorsque le modèle de Darcy-Brinkman est utilisé 
[NAB10a]. Les valeurs minimales de la vitesse radiale dans le film fluide sont par conséquent 
obtenues pour le modèle de Darcy car les forces visqueuses permettent à l'écoulement du 
fluide au niveau de l'interface poreuse d’être plus rapide. En outre, le fluide s'écoule plus 
rapidement dans le film et dans la couche limite au sein du milieu poreux. Ceci est observé 
lorsque le paramètre α diminue, c'est-à-dire lorsque la résistance des forces de viscosité à 
l'écoulement du fluide est réduite. En plus, la position du maximum de la vitesse radiale se 
décale légèrement vers l’interface poreuse lorsque α diminue. Ces effets sont plus marqués 
lorsque l'épaisseur du film séparant les deux disques est plus petite. 
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     La vitesse axiale (voir Figure 2.7) diminue presque linéairement dans le film fluide et de 
façon plus significative dans le milieu poreux. Les forces visqueuses n’ont pas un effet 
significatif sur la vitesse axiale dans le milieu poreux car ils sont absents dans le film fluide, 
en particulier au niveau de l'interface poreuse. Le modèle de Darcy sous-estime les valeurs de 
cette vitesse dans le film fluide, essentiellement au niveau du disque supérieur. Comme les 
effets visqueux provoquent une quantité plus grande du débit radial à travers le bord du film 
en comparaison avec le modèle de Darcy, le disque supérieur se déplace plus rapidement. 
D'autre part, la vitesse axiale entre les deux disques augmente lorsque le paramètre α 
diminue. Il est également intéressant de noter que l'effet de la variation du paramètre α sur la 
vitesse axiale dans le film fluide devient plus marqué lorsque l’épaisseur du film fluide 
diminue.  
 
     La figure 2.8 représente l'évolution avec le temps de l’épaisseur du film fluide prédite par 
les modèles de Darcy et de Darcy-Brinkman pour trois différents milieux poreux. Le temps 
d’écrasement, nécessaire au disque supérieur pour atteindre une épaisseur h donnée du film 
fluide, augmente lorsque la viscosité effective augmente. La diminution du paramètre α réduit 
la résistance à l'écoulement radial du fluide dans le milieu poreux, une plus faible valeur de h 
est par conséquent atteinte pour un même instant donné. En outre, ces effets deviennent de 
plus en plus significatifs lorsque le disque rigide s'approche du disque poreux. Les effets 
visqueux du modèle de Darcy-Brinkman diminuent le temps d’écrasement en comparaison 
avec le modèle de Darcy. Comme le modèle de Darcy-Brinkman provoque un débit plus élevé 
sur le bord du film par rapport au modèle de Darcy, une plus faible valeur de h est atteinte 
pour le même instant. Ce résultat obtenu par Nabhani et al. [NAB10b] est en bon accord avec 
ceux de Lin [LIN96b].  
 

     L’évolution de la vitesse d’écrasement 
dt

dh
 est présentée sur la figure 2.9. Les effets 

visqueux augmentent la vitesse d’écrasement comparativement au modèle de Darcy. Ces 
effets visqueux réduisent la résistance à l'écoulement radial au niveau de l'interface poreuse, le 
fluide peut donc être évacué plus facilement ce qui permet au disque supérieur de se déplacer 
plus rapidement. Contrairement aux résultats de Lin ([LIN96b], [LIN01b]), le présent modèle 
montre que les effets de la variation du rapport de viscosité α sur les caractéristiques de 
l’écrasement du film fluide sont significatifs et donc non négligeables. 
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Cas a : h = 1 mm 

 
 

Cas b : h = 0,2 mm   
Figure 2.6 : Profils de la vitesse radiale à r = R pour h = 1 mm et h = 0,2 mm 
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Cas a : h = 1 mm 

 
Cas b : h = 0,2 mm   

Figure 2.7 : Profils de la vitesse axiale à r = 0 pour h = 1 mm et h = 0,2 mm     
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Figure 2.8 : Epaisseur du film 

 

Figure 2.9 : Vitesse d’écrasement en fonction de l’épaisseur du film 
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2.10 Conclusion 
 

Une simulation numérique des effets visqueux sur les caractéristiques de l’écrasement, en 
utilisant l'équation de Reynolds modifiée et les équations de Darcy-Brinkman, a été présentée. 
Il a été montré que le rapport de viscosité α, représentant les effets visqueux, ainsi que sa 
variation ont un effet significatif et non négligeable sur les caractéristiques de l’écrasement 
essentiellement pour les faibles valeurs α. Les résultats prédits par le modèle de Darcy-
Brinkman s’approchent de la solution du modèle de Darcy lorsque le paramètre α augmente. 
Ces effets visqueux diminuent le temps d’écrasement mais augmentent la vitesse 
d’écrasement, la vitesse radiale et la vitesse axiale du fluide comparativement aux résultats 
prédits à l’aide du modèle de Darcy. En outre, ces effets deviennent plus marqués lorsque 
l’épaisseur du film fluide diminue. 
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Chapitre 3 

Ecrasement de lubrifiants newtoniens en 
présence d’un milieu poreux avec prise en 
compte des effets inertiels 
 

3.1 Introduction 
 
Les effets d'inertie ont fait l'objet de nombreuses études sur les écrasements de films 

fluides ([TIC81], [USH02], [LIN07]) ainsi que sur d'autres applications hydrodynamiques 
([MEN07], [TIC86]). En fait, comprendre la dynamique non linéaire de l’écrasement de films 
fluides est important en raison de la demande croissante sur les systèmes mécaniques pour 
avoir une performance opérationnelle satisfaisante et une durée de vie plus longue.  

 
Ces effets d'inertie deviennent pertinents lorsque le nombre de Reynolds relatif à 

l’écoulement au sein du film fluide est important. Cette condition reflète le cas d’écrasement 
de fluides à faible viscosité et/ou le cas caractérisé par des vitesses d’écrasement élevées. C’est 
le cas par exemple des joints humains lors d’un saut d’une hauteur élevée ou lors d’un choc 
accidentel.  

 
Différentes solutions analytiques approchées ont été proposées pour résoudre le problème 

de lubrification hydrodynamique en présence des forces d’inertie. Les plus couramment 
utilisées sont basées sur la méthode des forces d’inertie moyenne selon l’épaisseur du film et 
sur la méthode itérative ou de perturbations sur le nombre de Reynolds [FRE90]. La non 
linéarité engendrée par la présence des termes d’inertie met en défaut les hypothèses 
auxquelles est restreinte l’équation de Reynolds classique. Ce qui complique la résolution des 
équations de Navier-Stokes et nécessite donc l’emploi d’outils numériques de calcul non 
linéaire.       
 

Ce troisième chapitre propose un algorithme de simulation numérique par différences 
finies des effets d’inertie sur les caractéristiques de l’écrasement d’un film fluide newtonien. 
La configuration géométrique considérée est constituée de deux disques circulaires et 
parallèles dont l’un est poreux. 

  
A cet effet, une méthode inverse pour résoudre les équations de Navier-Stokes dans le film 

fluide est développée. Elle consiste à se donner un gradient radial de pression au sein du film 
fluide et ensuite à l’actualiser itérativement par la technique du point fixe jusqu’à ce qu’il 
vérifie la condition à la limite sur la vitesse axiale au niveau du disque en mouvement.   

 
Par ailleurs, l’écoulement dans le disque poreux est modélisé par un modèle plus général 

que celui utilisé dans le chapitre précédent. Ce modèle généralisé, basé sur la technique de 
prise de moyenne volumique des équations de Navier Stokes écrites à l’échelle des pores, 
permet de simuler les effets combinés de viscosité et d’inertie. Les équations, fortement non 
linéaires et non stationnaires, sont discrétisées par la méthode numérique des différences finies 
à l’aide d’un schéma d’Euler implicite, et résolues par la méthode itérative de Gauss – Seidel 
relaxée.  
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L’interaction film fluide – disque poreux s’effectue au niveau de l’interface poreuse. En  
effet, un algorithme a été développé pour le pilotage instantané des deux sous problèmes film 
fluide – disque poreux. Cet algorithme est basé sur une résolution séquentielle des deux sous 
problèmes au sein d’un processus itératif global utilisant la méthode du point fixe. Les effets 
d’inertie sur les performances statiques et dynamiques du contact lubrifié lors de l’écrasement 
sont discutés à partir des résultats numériques issus du modèle développé. 

            
3.2 Equations générales dans le film fluide 

 
Considérons le problème d’écrasement d’un film fluide newtonien entre deux disques dont 

l’un est à face poreuse. La géométrie du contact, composée par ces deux disques de même 
rayon R, présente une symétrie axiale d’axe (Oz). Le disque poreux, d’épaisseur H, est fixe en 
bas dans le repère (r, z) tandis que le disque rigide est animé d’une vitesse d’écrasement 

constante 
dt

dh− . Dans le cadre de la biomécanique articulaire par exemple, cette configuration 

géométrique peut modéliser un contact localisé au niveau du genou ou de la hanche.      
 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figure 3.1 : Configuration géométrique de l’écrasement 

 
 La prise en compte des termes d’inertie supprime évidement la linéarité de l’équation de 
Reynolds classique utilisée au chapitre précédent. L’utilisation de cette équation n’est alors 
plus appropriée. Il est donc nécessaire de reformuler l’équation de film mince à partir des 
équations de Navier-Stokes et de l’équation de continuité pour tenir compte des effets 
d'inertie.  
 

3.2.1 Equation de continuité 
 

Pour un fluide incompressible l’équation de continuité s’écrit :  
 

                                                                 0=vdiv                                                                 (3.1) 
 

où v  est le vecteur vitesse des particules fluides. 
 
En coordonnées cylindriques, cette équation s’écrit dans le cas d’un écoulement 
axisymétrique comme suit :   
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où  
 
r, z       : coordonnées radiale et axiale 

  u , w  : composantes radiale et axiale du vecteur vitesse dans le film fluide.  
 

3.2.2 Equations de Navier Stokes Réduites  
 

Pour écrire les équations de quantité de mouvement d’un film mince visqueux, on part 
usuellement des équations de Navier Stokes. L'application de la loi de Newton à un élément 
fluide infinitésimal en mouvement aboutit à l'équation [PAP00] :  

 

         fdivvvgrad
t

v ρσρ +=









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∂
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.                                              (3.3) 

où  

f   :  densité massique des forces volumiques 

σ   : tenseur des contraintes 
t   : temps 
ρ   : masse volumique du fluide considéré 
 
On ne tient pas compte de l’équation de conservation d’énergie car le régime d’écoulement 
est considéré isotherme. 
 

Pour un fluide incompressible et newtonien, l'équation constitutive exprime une relation 
linéaire entre les contraintes et le taux de déformation : 
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où 

 p  : pression du fluide au sein du film 

ix   : variables d’espace 

iu   : composantes du vecteur vitesse  

ijδ   : symbole de Kronecker 

µ   : coefficient de viscosité dynamique du fluide 
 

Dans une configuration géométrique axisymétrique, l’équation de quantité de mouvement 
(3.3) s’écrit  en remplaçant le tenseur des contraintes (3.4) par son expression : 

 
• Composante radiale : 
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• Composante axiale : 
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où rf  et zf  sont les composantes radiale et axiale de la densité massiques des forces 
volumiques. 

 

Les équations de la mécanique des films minces visqueux sont obtenues en prenant en 
compte les hypothèses usuelles de la lubrification hydrodynamique ([CAM87], [FRE90]) 
suivantes dans les équations (3.5) et (3.6) : 

 

• les forces de masse sont négligeables devant les forces de pression et de viscosité 
• l’épaisseur du film est très petite par rapport aux autres dimensions du contact 

 

Les équations de quantité de mouvement se réduisent alors à : 
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                                                                        0=
∂
∂
z

p
                                                           (3.8) 

 

Les équations (3.2), (3.7) et (3.8) sont dites équations de Navier-Stokes Réduites (RNSP) 
à trois inconnues u, w et p. L’équation (3.8) montre que la pression dans le film fluide est 
indépendante de la variable axiale z. La prise en compte de cette dernière dans l’équation (3.7) 
réduit à deux le nombre d’équations à résoudre. Une troisième équation s’avère donc 
nécessaire pour fermer le problème. 

 
3.3 Equations générales dans le milieu poreux 
 

 L’écoulement au sein du disque poreux est traditionnellement modélisé par la loi de 
Darcy [SCH74] ou par son extension à Darcy-Brinkman [BRI47] dans les situations 
d’écrasement. Dans le cas d’un écoulement à faible vitesse, l’équation de Darcy ou son 
extension à Darcy – Brinkman suffit pour décrire l’écoulement au sein du disque poreux. En 
revanche, avec l’augmentation de la vitesse, l’effet inertiel devient important et ces équations 
deviennent insuffisantes pour décrire l’écoulement.  
  
 La prise en compte des termes d’inertie nécessite l’utilisation d’un modèle 
d’écoulement plus approprié. Ceci dépend de la valeur numérique du nombre de Reynolds, 
défini sur la base de la taille des pores de la matrice poreuse. Les effets d’inertie doivent être 
pris en compte lorsque cette valeur du nombre de Reynolds est non négligeable devant l’unité 
[PEA02].  
 
 Une forme plus générale de l’équation de quantité de mouvement d’un écoulement de 
fluide incompressible, saturant les pores d’un milieu poreux, peut être obtenue par la 
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technique de prise de moyenne volumique des équations de Navier-Stokes sur un volume 
élémentaire représentatif [WHI99].       

 
3.3.1 Equation de continuité 

 
En coordonnées cylindriques, l’équation de continuité s’écrit dans le cas d’un écoulement 

axisymétrique :   

     0
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                                                     (3.9) 

 
où *u et *w  sont les composantes radiale et axiale du vecteur vitesse dans le disque poreux.  
 

3.3.2 Equations de Darcy-Brinkman-Forchheimer généralisées 
 

L’écoulement du fluide au sein du disque poreux est décrit par les équations de Darcy-
Brinkman-Forchheimer généralisées. Ces équations, basées sur la méthode de prise des 
moyennes volumiques des équations de Navier-Stokes pour un fluide newtonien à l’échelle 
des pores, s’écrivent à l’échelle d’un volume élémentaire représentatif (VER) dans le cas d’un 
milieu poreux à porosité constante et un écoulement axisymétrique : 

 

• Composante radiale : 
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• Composante axiale : 
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où 

p*  : pression dans le disque poreux  
k    : perméabilité du disque poreux 

 φ    : porosité du disque poreux 

 fC   : coefficient de Forchheimer, fC =
2/3150

75,1

φ
 

*
v   : vecteur vitesse de filtration ou de Darcy dans le disque poreux 

*
v   : module  du champ de vitesse dans le disque poreux 
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3.3.3 Equation de Poisson 
 

Les équations (3.10) et (3.11) ne permettent pas de déterminer les composantes u* et w* 
du vecteur vitesse sans connaître le champ de pression p* pour l’écoulement d’un fluide 
incompressible. L’application de l’opérateur divergence à l’équation vectorielle de quantité de 
mouvement (1.8) en tenant compte de l’équation (3.9) conduit à l’apparition explicite de 
l’inconnu p* : 
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   (3.12) 

 
Les équations (3.2), (3.7), (3.8) (3.10), (3.11) et (3.12) couplées au niveau de l’interface 

poreuse permettent donc de calculer la pression et la vitesse dans le film fluide et dans le 
milieu poreux lorsque la géométrie (épaisseur du film), les conditions initiales et les 
conditions aux limites sur la pression et sur la vitesse sont connues.  

 
3.4 Equation de l’épaisseur du film fluide 

 

La vitesse de descente 
dt

dh
V =  du disque supérieur est considérée constante, sa position h 

à l’instant t est ainsi déduite par intégration temporelle entre 0 et t : 
 

                                                            0)( ht
dt

dh
th +=                                                   (3.13) 

 
où h0 est l’épaisseur initiale du film fluide. 
 

3.5 Conditions initiales 
 
Dans le film fluide newtonien, nous choisissons comme conditions initiales pour la vitesse 

et pour la pression la solution de l’équation de Reynolds (2.10), de l’équation de Navier 
simplifiée (2.7) et de l’équation de continuité (2.2). Pour un film fluide situé entre deux 
disques rigides ayant la même épaisseur initiale h0, on a :  

 

                                     ( )zhrz
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                                ( )0
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32)0,,( hzz
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V
tzrw −==                                                     (3.15) 

                               ( )22
3

0

3
)0,,( rR

h

V
tzrp −== µ

                                                        (3.16) 

 
Dans le milieu poreux, nous supposons que le champ de vitesse et la pression sont nuls à 
l’instant initial : 
  
                                                   0)0,,()0,,( ** ==== tzrwtzru                                     (3.17) 
 
                                                              0)0,,(* ==tzrp                                                   (3.18) 
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3.6 Conditions aux limites 
 

3.6.1 Conditions aux limites sur la pression 
 

Sur l’axe de symétrie, r = 0, on a :  
   

                                                                  0
*

=
∂
∂

r

p
                                                              (3.19) 

 
Aux limites du contact lubrifié et du milieu poreux, r = R, la pression est prise égale à la 

pression ambiante :  
 

                                                                 0* == pp                                                          (3.20) 
 

Sur l’interface poreuse, z = 0, la pression est supposée être continue :  
   

                                                                   *pp =                                                               (3.21) 
 

La condition d’imperméabilité sur la paroi inférieure, z = - H, s’écrit :  
 

                                                                    
z

p

∂
∂ *

= 0                                                            (3.22) 

 
3.6.2 Conditions aux limites sur la vitesse 

 
Les particules fluides adhèrent aux surfaces des parois solides imperméables :  

 
• sur le disque supérieur, z = h(t) : 
 

                                                      0=u ,  
dt

dh
w =                                                         (3.23) 

 
• sur la paroi inférieure,  z = - H : 
 
                                                  0** == wu                                                                  (3.24) 

  
Sur l’interface poreuse, z = 0, la condition de continuité du champ de vitesse, des 

contraintes tangentielle et normale est appliquée : 
 

                                                  *uu = ,   *ww =                                                                 (3.25) 
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La dernière condition montre qu’il n’y a pas de contribution visqueuse normale dans le 
tenseur des contraintes dans le film fluide suite aux hypothèses de la lubrification. 
 



Chapitre 3 
 

 65 

La condition d’écoulement établi à la sortie du disque poreux, r = R, exprimant la nullité du 
taux de variation du vecteur vitesse selon la coordonnée radiale, est employée :    
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Sur l’axe de symétrie, r = 0, on a :    

 
                                                           0* == uu                                                                  (3.29) 
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Comme on a deux conditions aux limites sur la vitesse axiale w (3.23) et (3.25) mais 

seulement une seule dérivée première par rapport à z, la condition à la limite (3.25) 
constituera alors une troisième équation pour fermer le problème des équations RNSP ((3.2), 
(3.7)). 
 

3.7 Equations, conditions initiales et conditions aux limites sans 
   dimensions 

 
Afin d’éviter la dépendance temporelle et spatiale des points de grille du maillage, due au 

mouvement de la paroi supérieure, nous proposons d’écrire les six équations sous forme sans 
dimensions en utilisant les variables sans dimensions suivantes :  
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• Dans le film fluide : )(0 thz ≤≤   
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• Dans le disque poreux : 0≤≤− zH   
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où  
 

0h   : épaisseur initiale du film fluide 

 
Ce changement de variables est bien entendu une transformation bijective. Les dérivées 
premières avec dimensions s’expriment en fonction de celles sans dimensions comme suit :  
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• Dans le film fluide : 10 ≤≤ z   
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• Dans le disque poreux : 01 ≤≤− z  
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3.7.1 Equation de continuité dans le film 

 
L’équation de continuité (3.2) s’écrit dans le nouveau système de coordonnées :  
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3.7.2 Equation de Navier-Stokes Réduite  

 
L’équation de quantité de mouvement (3.7) devient :  
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où 
µ

ρ hV
Re =  est le nombre de Reynolds. 

3.7.3 Equation de fermeture des équations RNSP   
 

L’équation (3.23) s’écrit :  

                                                            1−=w                                                                      (3.38) 
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3.7.4 Equations de Darcy-Brinkman-Forchheimer généralisées 
 
Les composantes de l’équation de mouvement dans le disque poreux (3.10) et (3.11) 

s’écrivent : 
 
• Composante radiale : 
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• Composante axiale : 
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3.7.5 Equation de Poisson 

 
L’équation de Poisson (3.12) s’écrit : 
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3.7.6 Equation de l’épaisseur du film fluide  

 
       L’épaisseur (3.13) du film fluide a l’expression suivante : 

 

                                                            1)( +−= tth                                                         (3.42) 
 
3.7.7 Conditions initiales 
 

      En tenant compte du changement de variables utilisé, les conditions initiales ((3.14), 
(3.15), (3.16), (3.17), (3.18)) s’écrivent : 
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( )zzrtzru −== 13)0,,(                                           (3.43) 

    ( )23
323)0,,( zztzrw −==                                            (3.44) 

               ( )2
13)0,( rtrp −==                                             (3.45) 

                              0)0,,(
*

==tzru , 0)0,,(* ==tzrw                                                    (3.46) 

                                         0)0,,(
*

==tzrp                                                                        (3.47) 

                                                   1)0( =h                                                                              (3.48) 
 
3.7.8 Conditions aux limites 
 

Les conditions aux limites sur la pression ((3.19), (3.20), (3.21), (3.22)) et sur la vitesse 
((3.23), (3.24), (3.25), (3.26), (3.27), (3.28), (3.29), (3.30)) sont écrites sous formes sans 
dimensions ci-après.  

 
3.7.8.1 Conditions aux limites sur la pression  

 

Sur l’axe de symétrie, 0=r  :  
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∂
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p
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Sur le bord du disque poreux et du film fluide, 1=r  :  
 

                                                        0
*

== pp                                                                    (3.50) 
 

Sur l’interface poreuse, 0=z  :  
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Sur la paroi imperméable inférieure, 1−=z  :  
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3.7.8.2 Conditions aux limites sur la vitesse 

 
Sur le disque supérieur, 1=z  : 
  

                                                    0=u                                                                                 (3.53) 
 

Sur l’interface poreuse, 0=z  : 
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Sur la paroi inférieure, 1−=z  :  
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Sur l’axe de symétrie, 0=r  :  
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Sur le bord du disque poreux, 1=r  :    
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3.8 Discrétisations par différences finies et technique de résolution 

 
Le problème d’interaction film fluide – disque poreux ainsi posé est discrétisé par la 

méthode des différences finies. Cette méthode s’avère la plus simple et la plus facile à utiliser 
pour les problèmes à géométries simples.  

 
La symétrie axiale permet de limiter la résolution numérique à la moitié du domaine 

d’étude. Le domaine film fluide ainsi que le domaine milieu poreux sont discrétisés en N+1 
points suivant la direction radiale et M+1 points suivant la direction axiale (voir Figure 3.2). 
Les équations aux dérivées partielles sont remplacées par des équations algébriques écrites en 
chacun des points des grilles du maillage, indicés par un couple (i, j). Le système d’équations 
algébriques obtenu est résolu numériquement au sein d’un processus itératif global.    

 
Le maillage est défini comme suit :  

 

• Le pas suivant la direction radiale : 
N

r
1=∆  

• Le pas suivant la direction axiale : 
M

z
1=∆  

 

Chaque point de discrétisation du domaine de calcul est localisé par ses coordonnées (ir , jz ) 

avec rir i ∆= , zjz j ∆=  dans le film, zjz j ∆−=  dans le milieu poreux. 

La valeur numérique approchée de toute fonction f au point de discrétisation (ir , jz ) à 

l’instant tnt
n

∆=  est notée n
jif , , avec n est le nombre d’itérations en temps. 
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Figure 3.2 : Discrétisation du domaine de calcul  

 
3.8.1 Discrétisation des équations RNSP 

 
Les équations RNSP ((3.36), (3.37)) sont des équations aux dérivées partielles 

paraboliques nécessitant une discrétisation spécifique et une résolution en mode inverse 
[PEY83].  
 

• Calcul de u  
 

Les dérivées présentes dans l’équation de quantité de mouvement suivant la composante 
radiale (3.37) sont discrétisées sous la forme suivante : 
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L’équation de quantité de mouvement suivant la composante radiale (3.37) devient : 
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Le système d’équations algébriques à résoudre s’écrit : 
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Le système d’équations algébriques (3.66) est tri diagonal. Sa résolution numérique à l’aide 

de l’algorithme de Thomas [THO98] fournit le profil de vitesse radiale u  en chaque i pour un 
gradient radial de pression donné.  
 

• Calcul de w  
 

La vitesse axiale w  pour la section ir  est calculée à l’aide de l’équation de continuité 
(3.36). Les termes aux dérivées partielles présents dans cette équation sont discrétisés comme 
suit : 
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La vitesse axiale est obtenue en injectant ces deux dernières équations dans l’équation (3.36) : 
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Partant de l’interface poreuse (j = 0), où la vitesse axiale 0,i
n

w  est donnée, l’équation ci-

dessus permet de calculer la vitesse axiale ji
n

w ,  dans toute la section ir  pour 1 ≤ j ≤ M. La 
valeur de cette vitesse à la paroi supérieure (j = M) doit vérifier l’équation de fermeture des 
équations RNSP (3.38). Dans le cas contraire, le gradient radial de pression est réactualisé 
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dans une boucle du point fixe et donc on recommence à nouveau le calcul pour résoudre le 
système tri diagonal (3.66). L’algorithme de résolution des équations RNSP de l’écoulement 
dans le film fluide se déroule comme suit : 
 

A partir de l’axe de symétrie (i = 0), on calcule pour chaque indice i toutes les inconnues u , 

w  et p  à partir de leurs valeurs pour les indices précédents et on incrémente ensuite sur i. 
Les calculs se poursuivent jusqu’au bord du film fluide (i = N). Plus précisément, on a pour 
un indice i donné : 
 

1. La valeur de 
rd

pd
est initialisée à partir de sa valeur pour i-1.     

 

2. L’équation de la conservation de quantité de mouvement permet de calculer ),( jiu  en 

fonction des valeurs précédemment calculées u , w  et 
rd

pd
, en résolvant directement 

le système d’équations tri diagonal (3.66) par l’algorithme de Thomas [THO98].  
 

3. L’équation de continuité (3.69) ainsi que la condition à la limite sur w  à l’interface 

film fluide – disque poreux permettent de calculer ),( jiw . L’équation de fermeture 
des équations RNSP (3.38) n’est alors pas forcément vérifiée.    

 

4. Il faut en conséquence trouver la valeur de 
rd

pd
 qui permet d’obtenir =w -1 sur la 

paroi supérieure. Une  nouvelle estimation de cette valeur est alors calculée (itération 
du point fixe), puis les étapes 2 et 3 sont à nouveau répétées jusqu’à ce que l’équation 
de fermeture des équations RNSP soit vérifiée. 

 

• Calcul du champ de pression p   
 

Après avoir calculé le gradient radial de pression dans tout le film fluide, la distribution de 
la pression est calculée en utilisant un schéma aux différences finies décentrées avant : 
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avec 0=Np  au bord du film fluide. 

 
3.8.2 Discrétisation des équations de Darcy-Brinkman-Forchheimer 

                généralisées et de Poisson  
 

Les équations de Darcy-Brikman-Forchheimer généralisées ((3.39), (3.40)) et de Poisson 
(3.41) sont des équations aux dérivées partielles de second ordre de type elliptique. Un 
schéma centré d’ordre deux est utilisé pour toutes les dérivées spatiales sauf pour les termes 
convectifs où un schéma Upwind est appliqué, ce qui revient à décentrer les dérivées 
premières (voir Annexe 2). Un schéma d’Euler implicite d’ordre un est utilisé pour discrétiser 
les dérivées temporelles, c’est un schéma inconditionnellement stable.                
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Le système d’équations algébriques à résoudre est obtenu en injectant toutes les dérivées 
partielles sous formes discrétisées dans les équations du problème ((3.39), (3.40) (3.41)) : 
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Le système d’équations algébriques ((3.71), (3.72), (3.73)) est non linéaire. La résolution 

numérique se fait par une méthode itérative de Gauss-Seidel avec coefficient de sous 
relaxation. Cette technique itérative commence par fixer un champ de vitesse et de pression 
comme un estimé initial dans le milieu poreux, un bon choix consiste à prendre celui de 
l’itération globale précédente. Le processus itératif est arrêté lorsque le critère de convergence 
suivant est vérifié : 
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ji est la norme euclidienne, k et k-1 sont deux itérations successives et 

Φ  représente 
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w  et 
*

p .  
 

3.9 Algorithme de résolution 
 
L’interaction film fluide – disque poreux s’effectue au niveau de l’interface poreuse où la 

continuité des contraintes et des vitesses est assurée. A cet effet, un algorithme est développé 
pour le pilotage instantané des deux sous modèles couplés film fluide – disque poreux. 
Chaque sous problème est donc résolu séparément au sein d’un processus itératif global. Ce 
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type de couplage est dit faible par opposition au couplage fort qui consiste à résoudre 
simultanément le problème global d’interaction. 

 
Cette procédure de couplage faible a l’avantage d’optimiser le temps de calcul et la 

mémoire de stockage. L’algorithme développé permet facilement de modifier séparément les 
codes de calcul relatifs au film fluide et au disque poreux.         

      
Au début du calcul, les conditions initiales sur la vitesse ((3.43), (3.44), (3.46)) et sur la 

pression ((3.45), (3.47)) sont fixées. A chaque instant donné, l’épaisseur du film fluide est 
calculée par la relation (3.42).  

 
Le processus itératif global commence par fixer un champ de pression et de vitesse au sein 

du film fluide, un meilleur estimé est de considérer celui de l’instant précédent. Ce champ de 
pression et de vitesse permet la résolution numérique des équations discrétisées de Dracy-
Brinkman-Forchheimer généralisées ((3.71), (3.72)) et de Poisson (3.73) par la méthode de 
Gauss-Seidel avec des coefficients de sur relaxation compris entre 1,4 et 1,85. Un nouveau 
champ de pression et de vitesse au sein du film fluide est ensuite calculé en résolvant les 
équations RNSP sous forme discrète ((3.66), (3.69)) par la méthode inverse.  

 
La convergence du processus itératif global est contrôlée en pression au sein du film fluide. 

Elle est considérée atteinte lorsque la norme euclidienne relative de la différence entre les 
pressions obtenues pour deux itérations successives est inférieure à 10-3. La capacité de 
charge du film fluide est enfin calculée par intégration numérique du champ de pression sur 
toute la surface du contact lubrifié.  

 
Cette procédure de calcul est répétée pour chaque itération du temps d’écrasement jusqu’à 

atteindre l’épaisseur minimale possible, au-delà de laquelle des problèmes numériques liés à 
la convergence apparaissent (voir algorithme de résolution, Figure 3.3).             
 

3.10 Résultats et discussions 
 

Le modèle numérique développé dans le cadre de ce troisième chapitre permet de prévoir 
les caractéristiques statiques et dynamiques de l’écrasement d’un film fluide newtonien en 
présence d’un disque poreux. En effet, il s’agit d’étudier le comportement d’un contact 
lubrifié en tenant compte des effets inertiels dans le film fluide et dans le disque poreux en 
utilisant les données ci-après. 

 
Densité du fluide (kg/m3) 840 
Viscosité dynamique (Pa.s) à 20°C 0,086 
Perméabilités du disque poreux (m2) 
 

1.71 10-12 

6.87 10-12 

2.25 10-11 

4.73 10-11 

Porosité du disque poreux 0,4 
Epaisseur du disque poreux (mm) 1,6 
Rayon des deux disques (mm) 40 
Epaisseur initiale du film fluide (mm) 1,2 
Vitesse d’écrasement (m/s) 10 

 
Tableau 3.1 : Caractéristiques géométriques et physiques 
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Figure 3.3 : Algorithme de résolution 
 
L’influence de l’affinage du maillage sur la solution numérique a été étudiée. Des tests 

sont effectués afin de s’assurer de l’indépendance des résultats numériques du nombre de 
points des grilles de maillage. Une augmentation du nombre de ces points, jusqu’à ce que 
l’erreur relative sur la pression maximale au sein du film fluide soit inférieure à 2%, a été 
réalisée. Ce critère de convergence est satisfait avec un maillage de 51×51 pour le film fluide 
ainsi que pour le milieu poreux.  

Entrée des données 

Calculer h  

Estimer p   

Calculer 
*

u , 
*

w et 
*

p  

Calculer u , wet p  

p  est-elle bien estimée ?  

Augmenter t  

Calculer W  

Non 

Non 

Fin 

Début 

h  minimale est-elle atteinte ? 

  Oui 

  Oui 
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Le code de calcul élaboré est testé dans un premier temps pour étudier le comportement 
de l’écrasement d’un film fluide newtonien entre deux disques circulaires imperméables. La 
figure 3.4 montre la distribution de la pression sans dimension au sein du film lubrifiant pour 

différentes valeurs du temps d’écrasement sans dimension t . Trois valeurs du temps 
d’écrasement sont utilisées pour montrer les effets d'inertie du fluide sur les caractéristiques 

statiques et dynamiques du contact lubrifié. On observe que pour une valeur donnée de t , la 
pression diminue rapidement le long de la moitié environ du rayon du disque. Cette tendance 
devient de moins en moins importante lorsque les deux disques se rapprochent l’un de l’autre. 
La non prise en compte des forces d'inertie dans le film fluide provoque une sous-estimation 
des valeurs de la pression le long de l’étendue du contact lubrifié. Ces résultats sont 
qualitativement en bon accord avec ceux de Usha et Vimala [USH02] où la surface supérieure 
est courbée, et avec ceux de Lin et Hung [LIN07] où l’écrasement du film fluide s’effectue 
entre un long cylindre et une plaque infinie. 
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Figure 3.4 : Pression p dans le film fluide pour différents instants T≡t  entre deux 
disques imperméables 

 
La figure 3.5 présente les profils de la vitesse radiale sans dimension du film fluide à la 

sortie du contact. Les effets d'inertie ont rendu les profils de vitesse aplatis, comparativement 
avec le profil parabolique obtenu à partir de la théorie de lubrification hydrodynamique sans 
inertie, par le développement d’une structure de type couche limite. Ces résultats sont en bon 
accord avec ceux obtenus par Tichy [TIC81] pour la même configuration géométrique de 
l’écrasement, utilisant une approximation basée sur une linéarisation des termes d'inertie 
convective. 

 
 



Chapitre 3 
 

 78 

 

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8

Vitesse radiale sans dimension

C
oo

rd
on

né
e 

ax
ia

le
 s

an
s 

di
m

en
si

on
   

   
 ,

T = 0.25

T = 0.75

T = 0.90

Sans inertie

 
Figure 3.5 : Profil de la vitesse radiale u  à la sortie du contact pour différents instants 

d’écrasement T≡t  entre deux disques imperméables 
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Figure 3.6 : Profil de la vitesse axiale w  pour différents instants d’écrasement T≡t  

entre deux disques imperméables 
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La figure 3.6 montre une différence légère entre les profils de la vitesse axiale lorsque les 
effets d'inertie sont considérés. Comme ces profils doivent normalement rester 
antisymétrique, nous soupçonnons des incertitudes d’ordre numérique. On peut donc conclure 
que les effets d'inertie n'affectent pas le profil de la vitesse axiale. 

 
La distribution de la pression au sein du film fluide est représentée sur la figure 3.7 pour 

quatre valeurs de perméabilité du disque poreux. Cette figure montre que les valeurs de la 
pression au sein du film fluide diminuent lorsque la perméabilité augmente, cette diminution 
augmente avec le temps d’écrasement. Comparativement au cas des deux disques circulaires 
imperméables parallèles (voir Figure 3.4), la présence du disque poreux réduit les valeurs de 
la pression dans le film fluide pour l'ensemble des cas considérés. Ce résultat obtenu par 
Nabhani et al. [NAB10c] est en bon accord avec ceux issus de l'étude réalisée par Jurczak 
[JUR06] sur un palier biologique d’un contact synovial modélisé par deux disques dont l’un 
est à face poreuse, en particulier dans le cas d’un lubrifiant newtonien. 
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Figure 3.7 : Distribution de la pression p dans le film fluide pour différents instants T≡t  

avec k1 = 1,71 10-12 m2, k2 = 6,87 10-12 m2, k3 = 2,25 10-11 m2 et k4 = 4,73 10-11 m2 
 
Afin de bien illustrer l’effet de la perméabilité du disque poreux sur la capacité de charge 

du contact lubrifié, on a reporté sur la figure 3.8 l’évolution de cette capacité avec le temps 
d’écrasement pour quatre valeurs de perméabilité. On remarque que l'augmentation de la 
perméabilité du disque poreux réduit la capacité de charge lors de l'action d’écrasement. Ceci 
est en bon accord avec les conclusions déduites par Lin [LIN96b]. En outre, cet effet devient 
plus prononcé avec le temps d’écrasement. Il est également intéressant de noter que les 
valeurs de la pression dans le film fluide et celles de la capacité de charge obtenues en 
utilisant seulement la loi de Darcy sont plus élevées comparativement avec nos prédictions 
(voir par exemple les figures 3.9 et 3.10). Soulignons que la capacité de charge calculée par le 
modèle de Darcy est par contre plus petite que celle obtenue à l’aide d’un modèle basé 
seulement sur la correction de Forchheimer (voir Figure 3.11). C’est la même tendance 
constatée lorsque l’équation de Reynolds modifiée est utilisée dans le film fluide à faibles 
vitesses d’écrasement [NAB09]. 

T = 0.25 

T = 0.75 

 
T = 0.90 



Chapitre 3 
 

 80 

0

5

10

15

20

25

30

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

Temps sans dimension

C
ap

ac
ité

 d
e 

ch
ar

ge
 s

an
s 

di
m

en
si

on

Imperméable

k1

k2

k3

k4

 
Figure 3.8 : Evolution de la capacité de charge W dans le film fluide  

avec k1 = 1,71 10-12 m2, k2 = 6,87 10-12 m2, k3 = 2,25 10-11 m2  et k4 = 4,73 10-11 m2 
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Figure 3.9 : Distribution de la pression p dans le film fluide en présence du disque poreux 

à k4 = 4,73 10-11 m2 
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Figure 3.10 : Evolution de la capacité de charge W dans le film fluide en présence du 

disque poreux à k4 = 4.73 10-11 m2 
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Figure 3.11 : Evolution de la capacité de charge prévue par le modèle de  

Darcy-Forchheimer pour différentes valeurs du coefficient de Forchheimer  
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Les effets de la présence du disque poreux sur les profils de vitesse, par exemple à une 
perméabilité égale à 4,73 10-11 m2, sont présentés sur les figures 3.12 et 3.14. Sur la figure 
3.12, on remarque que la vitesse radiale du film fluide diminue de façon significative lorsque 
le temps d’écrasement augmente. Contrairement au cas des deux disques parallèles 
imperméables, cette vitesse augmente légèrement mais seulement dans la région au voisinage 
de l’interface poreuse. En outre, la valeur maximale de la vitesse radiale est décalée vers 
l’interface film fluide – disque poreux au fur à mesure que le temps d’écrasement augmente. 
Elle est plus petite dans le cas du modèle généralisé, ce qui indique l’importance croissante du 
terme de Brinkman qui agit sur une zone pariétale dont l’épaisseur devient plus grande. Par 
contre, le modèle de Darcy-Forchheimer prédit des valeurs plus élevées (voir Figure 3.13). La 
vitesse axiale dans le film fluide au niveau de l’axe de symétrie augmente avec l'augmentation 
des valeurs du temps d’écrasement (voir Figure 3.14), la différence avec le modèle de Darcy 
est considérée très légère et négligeable.  

 
On peut observer sur la figure 3.12 que lorsque le temps d’écrasement augmente, les effets 

visqueux deviennent prédominants dans le disque poreux comparativement avec les effets 
d'inertie (voir les équations 3.39 et 3.40), la vitesse radiale diminue entre les deux surfaces. 
Ainsi, la vitesse axiale augmente vu la conservation de la masse (voir Figure 3.14).  

 
Quand la valeur de la perméabilité augmente, la vitesse radiale maximale diminue (voir 

Figure 3.15) et la vitesse axiale dans le film fluide au niveau de l’axe de symétrie augmente 
(voir Figure 3.16). En particulier, la plus grande quantité du débit massique est passée à 
travers l’interface film fluide – disque poreux lors des derniers instants de l’écrasement. 

      
Contrairement aux résultats obtenus par Murti [MUR73] et reproduits par Meget et al. 

[MEG98], le présent modèle montre que les caractéristiques de l’écrasement sont influencées 
durant toutes les étapes du processus de l’écrasement lorsque les effets d’inertie dans le film 
fluide sont pris en compte. 
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Figure 3.12 : Profil de la vitesse radiale u à la sortie du contact pour différents instants 

d’écrasement T≡t  en présence du disque poreux à k4 = 4,73 10-11 m2 :  
comparaison entre le modèle généralisé et celui de Darcy 
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Figure 3.13 : Profil de la vitesse radiale à la sortie du film fluide prévue par le modèle de 

Darcy-Forchheimer pour h = 0,1ho  

-1
-0,9
-0,8

-0,7
-0,6
-0,5
-0,4

-0,3
-0,2
-0,1
0

0,1
0,2
0,3
0,4

0,5
0,6
0,7
0,8

0,9
1

-1 -0,9 -0,8 -0,7 -0,6 -0,5 -0,4 -0,3 -0,2 -0,1 0

Vitesse axiale sans dimension

C
oo

rd
on

ée
 a

xi
al

e 
sa

ns
 d

im
en

si
on

   
  ,

T = 0.25 Darcy

T = 0.75 Darcy

T = 0.90 Darcy

T = 0.25

T = 0.75

T = 0.90

 
Figure 3.14 : Profil de la vitesse axiale w au niveau de l’axe de symétrie pour différents 

instants d’écrasement T≡t  en présence du disque poreux à k4 = 4,73 10-11 m2 :  
comparaison entre le modèle généralisé et celui de Darcy 
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Figure 3.15 : Profil de la vitesse radiale u à la sortie du contact pour 90,0=t  avec  

k1 = 1,71 10-12 m2, k2 = 6,87 10-12 m2, k3 = 2,25 10-11 m2 et k4 = 4,73 10-11 m2 
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Figure 3.16 : Profil de la vitesse axiale w à la sortie du contact pour 90,0=t  avec  
k1 = 1,71 10-12 m2, k2 = 6,87 10-12 m2, k3 = 2,25 10-11 m2 et k4 = 4,73 10-11 m2 
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3.11 Conclusion 
 
 Une étude numérique a été menée afin d'étudier le comportement hydrodynamique de 
l’écrasement d’un film fluide, à vitesse constante, contenu entre deux disques circulaires dont 
l’un est poreux. Sur la base des équations de Navier-Stokes Réduites et un modèle généralisé 
de l’écoulement dans le disque poreux, les caractéristiques du contact lubrifié ont été 
simulées. Le problème d’interaction film fluide – disque poreux, dont les équations sont 
discrétisées par différences fines, est résolu numériquement par un processus itératif global 
regroupant deux procédures itératives appliquées chacune séparément au film fluide et au 
disque poreux.  
  
 Les résultats numériques obtenus dans cette étude montrent que la présence du disque 
poreux réduit les valeurs qui caractérisent le contact lubrifié. Cette baisse observée est plus 
marquée lorsque le temps d’écrasement augmente. En outre, les modèles de Darcy et de 
Darcy-Forchheimer estiment des valeurs plus élevées de ces caractéristiques. Ainsi, nous 
avons pu mettre en évidence l’intérêt d’élaborer un modèle généralisé pour le milieu poreux 
capable de prédire l’écoulement du fluide en prenant en compte à la fois les effets d'inertie et 
de viscosité. 
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Chapitre 4 

Ecrasement de lubrifiants non newtoniens en 
présence d’un milieu poroélastique avec prise 
en compte des effets inertiels 
 

4.1 Introduction  
 

Dans les deux chapitres précédents, le problème de lubrification hydrodynamique par 
effet d’écrasement a été formulé pour décrire l’action d’un disque rigide en mouvement 
normal au plan du contact sur un film lubrifiant en présence d’un milieu poreux, modélisant 
par exemple un contact articulaire biologique tel qu’une articulation de genou. Dans ce 
problème, nous avons considéré jusqu’à présent un film fluide lubrifiant newtonien et un 
milieu poreux indéformable.  
 

La modélisation des écoulements de lubrification dépend du modèle rhéologique utilisé. 
L’hypothèse d’un lubrifiant newtonien peut être mise en défaut dans le cas de plusieurs 
lubrifiants modernes auxquels sont ajoutés des chaînes de polymères afin d’améliorer leurs 
propriétés sous différentes conditions d’opérations ([BAI79], [BIR84]), et plus 
particulièrement dans le cas du fluide synovial qui est naturellement « additivé » par des 
chaînes moléculaires de grosses tailles (essentiellement l’acide hyaluronique) ([FUJ05], 
[MOM05], [SUG05]). La plupart des travaux rhéologiques consacrés au fluide synovial le 
considèrent comme un milieu continu et révèlent un comportement rhéofluidifiant, c'est-à-dire 
que sa viscosité diminue en fonction du taux de cisaillement ([MAZ02], [CON01]). Le 
comportement non linéaire qui en résulte influence sensiblement les caractéristiques du fluide, 
d’où la nécessité de théories tenant compte des effets non newtoniens. 
 

Outre l’effet non newtonien engendré par la présence d’additifs dans les lubrifiants 
fluides, la prise en compte de la déformation élastique de la matrice poreuse, générée par une 
pression dans le film fluide suffisamment élevée, semble nécessaire. C’est typiquement le cas 
par exemple du cartilage qui se déforme sous chargement du contact articulaire ([ARM79], 
[CHA09]).  
 

Des travaux, consacrés à ce genre de problème, ont été menés. Ils sont basés sur 
l’écriture de l’équation de Reynolds modifiée dans le cas des fluides non newtoniens et sur la 
théorie des mélanges pour modéliser le cartilage comme un milieu continu biphasique, sans 
tenir compte des effets inertiels et des effets visqueux ([HOU92], [HLA00], [BUJ07a]). 
 

Dans ce chapitre, nous reprenons les équations de Navier-Stokes Réduites (RNSP) 
décrites précédemment mais avec un terme en plus qui tient compte de l’effet non newtonien 
à travers le modèle de fluides à couples de contraintes. Nous proposons également une 
démarche pour étudier l’effet des déformations élastiques de l’interface poreuse sur les 
performances du contact. Cette démarche est basée sur le modèle de couche mince élastique. 
L’utilisation de ce modèle n’est qu’une première approximation simple mais justifiée qui 
permet la prise en considération de la déformation au niveau de l’interface poreuse.  

 
Le modèle d’écoulement dans le milieu poreux, basé sur les équations de Darcy-

Brinkman-Forchheimer généralisées ((3.10), (3.11)), est identique à celui présenté au chapitre 



Chapitre 4 
 

 87 

précèdent. Comme la vitesse et donc la position du disque en mouvement sont deux 
inconnues du problème, il est nécessaire alors d’ajouter une équation au système à résoudre.  

La solution numérique de ce problème de couplage film fluide – milieu poreux n’est pas 
facile à atteindre puisqu’elle implique la résolution d’un problème fortement non linéaire. 
Ainsi, une approche numérique est développée afin d’éviter les difficultés de convergence 
rencontrées pendant le processus de résolution. Ces difficultés sont en partie liées aux 
couplages entre des équations non linéaires. L’approche est basée sur un couplage faible, qui 
consiste à résoudre les différentes équations du problème séparément et à établir une 
procédure itérative entre les solutions respectives. Ceci impose donc un nouvel algorithme de 
résolution numérique. Quelques résultats issus de cette simulation numérique, montrant l’effet 
non newtonien du fluide et l’influence de la déformation élastique de l’interface poreuse sur 
les performances du contact lubrifié, seront présentés et discutés. 
   

4.2 Equations générales dans le film fluide pour fluides à couple de
 contraintes 

 
Considérons deux disques circulaires et parallèles de même rayon R, dont l’un est à face 

poroélastique séparés par un film fluide, ayant comme origine le point O positionné au milieu 
de la surface inférieure imperméable (voir Figure 4.1). Ces deux disques sont considérés 
immergés dans un bain de lubrifiant.  
 
Le disque poroélastique est fixe dans le repère (Or, Oz) tandis que le disque rigide, en 
supportant une charge constante W, est animé d’un mouvement d’écrasement selon l’axe (Oz) 

de vitesse instantané 
dt

dg
tV −=)( . L’épaisseur du film d’huile est supposée très petite, 

comparée aux autres dimensions du contact lubrifié.   

 
Figure 4.1 : Configuration géométrique 

 
Notons ici : 
 
g  : position du disque supérieur dans le repère (O, r, z) 
H  : épaisseur du disque poreux 
h  : épaisseur du film fluide 
δ : déformée de l’interface poreuse 
R : rayon des deux disques 

 
Les équations générales de la lubrification hydrodynamique décrivant l’écoulement dans 

le film fluide permettent, compte tenu des conditions géométriques et cinématiques du 
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contact, de déterminer les caractéristiques du contact lubrifié. Elles sont déduites des 
équations de la mécanique des milieux continus (lois de conservations de la masse et de la 
quantité de mouvement) appliquées à des fluides newtoniens et non newtoniens. 
 

4.2.1 Equation de continuité 
 

La conservation de la masse est décrite par l’équation : 
 

 ( ) 0=+
∂
∂

vdiv
t

ρρ
                                                 (4.1) 

 
où 
 

v  : vecteur vitesse des particules fluides 
t  : temps 
ρ  : masse volumique du fluide considéré 
div : opérateur divergence 
 
Pour un fluide incompressible, la masse volumique reste constante, l’équation de continuité 
devient :  
 

          0=vdiv                                    (4.2) 
  
En coordonnées cylindriques, cette équation de continuité s’écrit dans le cas d’un écoulement 
axisymétrique comme suit :   
 

        0
)(1 =

∂
∂+

∂
∂

z

w

r

ru

r
                                    (4.3) 

où  
 

r, z  : coordonnées radiale et axiale 

u , w  : composantes radiale et axiale du vecteur vitesse dans le film fluide  

 
4.2.2 Equations de Navier-Stokes Réduites (RNSP) 

 

En appliquant le principe fondamental de la dynamique, les équations de Navier-Stokes 
s’écrivent dans le cas d’un écoulement laminaire pour un milieu fluide continu [PAP00] : 

   fdivvvgrad
t

v ρσρ +=










+

∂
∂

                                         (4.4) 

où  

f  : densité massique des forces volumiques 

σ  : tenseur des contraintes 
 
On ne tient pas compte de l’équation de conservation d’énergie car le régime d’écoulement 
est considéré isotherme. 
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En particulier, pour un fluide à couple de contraintes (voir Annexe 1), l’équation de 
quantité de mouvement s’exprime par  [STO66] : 

 

     fvvLpvvgrad
t

v ρηµρρ +∇−∇+Λ∇+∇−=










+

∂
∂ 42

2
             (4.5) 

où 

p  : pression  

µ  : viscosité dynamique du fluide 

η  : propriété constante du fluide à couple de contraintes 

L  : vecteur du couple de volume. 
 

Les couples de volume peuvent résulter de l’action d’un champ magnétique externe sur 
les particules fluides magnétisées ou de l’action d’un champ électrique sur la matière 
polarisée. Les couples de contraintes résultent des interactions entre les particules fluides 
adjacentes en plus des forces colinéaires d’interactions. Ces couples de contraintes sont issus 
d'un tenseur linéairement proportionnel au tenseur du taux de rotation [STO66]. 

En l’absence de ce couple de volume, l’équation (4.5) s’écrit en coordonnées cylindriques 
pour un écoulement axisymétrique : 
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• Composante axiale : 
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où rf  et zf  sont les composantes radiale et axiale de la densité massiques des forces 
volumiques. 

 

En utilisant les hypothèses usuelles de la lubrification hydrodynamique ([CAM87], 
[FRE90]) : 

  

• les forces de masse sont négligeables devant les forces de pression et de viscosité 
• l’épaisseur du film est très petite par rapport aux autres dimensions du contact 
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les équations de quantité de mouvement précédentes se réduisent à : 
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                                                 0=
∂
∂
z

p
                      (4.9) 

  

La dernière équation montre que la pression dans le film fluide est indépendante de la variable 
axiale z ; p= p(r, t).  

Les équations ((4.3), (4.8), (4.9)) sont dénommées équations de Navier-Stokes Réduites. 
Ce sont aussi les équations de la couche limite de Prandtl pour un fluide à couple de 
contraintes mais avec des conditions aux limites différentes. Ceci justifie l’appellation 
d’équations de Navier-Stokes Réduites / Prandtl ou RNSP. Le système, initialement 
elliptique, est dorénavant un système parabolique. Cette transformation induit une résolution 
plus aisée des nouvelles équations obtenues.  

 
4.3 Equations générales dans le milieu poreux 

 
 Le milieu poreux est considéré homogène, isotrope, saturé par un fluide newtonien de 
même viscosité dynamique que celle du film fluide et se déforme d’une manière élastique 
sous pression hydrodynamique. Les particules en suspension dans le film fluide sont 
supposées assez grosses et ne peuvent pénétrer au sein du milieu poreux, c’est la cas typique 
du cartilage articulaire qui joue le rôle de filtration du fluide synovial des grosses molécules 
d’acide Hyaluronique ([HLA93b], [HLA95a], [HLA95b]).    

 
4.3.1 Equation de continuité 

 

En coordonnées cylindriques, l’équation de continuité s’écrit dans le cas d’un 
écoulement axisymétrique :   
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où *u et *w  sont les composantes radiale et axiale du vecteur vitesse dans le disque poreux.  
 

4.3.2 Equations de Darcy-Brinkman-Forchheimer généralisées 
 

L’écoulement du fluide au sein du disque poreux est décrit par les équations de Darcy-
Brinkman-Forchheimer généralisées que nous avons introduites au chapitre précédent : 

 
• Composante radiale : 
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• Composante axiale : 
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    (4.12) 

 

où 

p* : pression dans le disque poreux  

k   : perméabilité du disque poreux 

 φ   : porosité du disque poreux 

 fC  : coefficient sans dimension de Forchheimer, fC =
2/3150

75,1

φ
 

*
v  : champ de vitesse dans le disque poreux 

*
v  : module  du champ de vitesse dans le disque poreux 

 

4.3.3 Equation de Poisson 
 

L’équation de continuité est transformée en une équation pour le champ de pression, 
obtenue en prenant la divergence de l’équation de quantité de mouvement (1.8) et en tenant en 
compte de l’incompressibilité du fluide (4.10), comme dans le second chapitre :   

 

( )














∂
∂

∂
∂+









∂
∂+








+









∂
∂−∇−=

∂
∂+









∂
∂

∂
∂

r

w

z

u

z

w

r

u

r

u
vv

k

C

z

p

r

p
r

rr
f

**2*2*2*

2
**

2

*2*

2 .
1

φ
ρρ

   (4.13) 

      

La solution numérique du système d’équations aux dérivées partielles ((4.3), (4.8), (4.9), 
(4.11), (4.12), (4.13)) nécessite la spécification de la cinématique (vitesse d’écrasement) et de 
la géométrie (épaisseur du film fluide) du contact, et dépend généralement des conditions 
initiales et des conditions aux limites du système. 

 

4.4 Equation de mouvement de la surface écrasante 
 
Les forces extérieures agissant sur le disque supérieur sont la force résultante des actions 

de la pression hydrodynamique du film fluide, les forces d’inertie de ce disque en mouvement 
et son propre poids. Dans le système d’axes de la figure 4.1, l’équation de mouvement selon 
la composante axiale s’écrit : 
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où m est la masse du disque supérieur, F0 son poids et W(t) est la charge que peut supporter le 
contact lubrifié. Cette portance dynamique du film fluide exercée sur la plaque écrasante est 
fonction du temps.  Elle est donnée par l’intégrale du champ de pression du film fluide sur 
toute la surface du contact : 
 

            ( ) ∫=
R

prdrtW
0

2π                      (4.15) 

 
4.4.1 Vitesse de déplacement de la surface écrasante  

 

La vitesse d’écrasement ( )tt
dt

dg ∆+  du disque supérieur à l’instant t+∆t est calculée à 

l’aide d’un schéma explicite d’ordre un de l’accélération : 
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d’où 

                                               ( ) ( ) ( )
)(0 to

m

FtW
tt

dt

dg
tt

dt

dg ∆+−∆+=∆+                           (4.17) 

 

La charge W(t) et la vitesse ( )t
dt

dg
 à l’instant t sont supposées connues.  

 
4.4.2 Position de la surface écrasante   

 
Cette position est obtenue à l’aide d’un développement de Taylor à l’ordre deux : 

 

                                         ( ) ( ) ( ) ( )
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ttgttg ∆+−∆+∆+=∆+                 (4.18) 

 
4.5 Equation de l’épaisseur du film fluide 

 
D’après la figure 4.1, l’épaisseur du film pour un disque poreux indéformable est définie 

par : 
  

                                                                   h(t) = g(t) – H                                                   (4.19) 
 
Dans le cas d’un milieu poroélastique, cette épaisseur du film tient compte de la déformation 
élastique de l’interface poreuse sous l’effet de la pression hydrodynamique. Elle s’écrit sous 
la forme suivante : 
 
                                                      h(r, t) = g(t) - H + δ (r, t)                                            (4.20) 

 
où δ(r, t) est la déformée de l’interface poreuse.  
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4.6 Equation de la déformée de l’interface poreuse : modèle de couche 
      mince élastique 

 
Les déformations élastiques sont normalement à calculer dans toute la matrice poreuse. 

Ceci nécessite un calcul de structure en éléments finis, généralement coûteux en temps de 
calcul. Une alternative possible est l’utilisation du modèle de couche mince élastique basé sur 
l’hypothèse d’une épaisseur de couche poreuse H très petite devant le rayon du contact R. 
Cette simplification, introduite par Winkler [WIN67], fut justifiée par Higginson [HIG65], 
Medley [MED81] et Dowson et Jin [DOW89]. La déformée de l’interface poreuse est donnée 
dans le cas de ce modèle par l’expression : 
      

                                         
( )( )

( ) ),(
1

211
),( trp

E

H
tr

ν
ννδ

−
−+=                                              (4.21) 

où ν et E sont respectivement le coefficient de Poisson et le module d’Young de la couche 
mince élastique. 
 
Ce modèle est largement utilisé dans la littérature relative à lubrification des paliers flexibles 
([LAH02], [BOU08], [DOW92], [FRE03], [ELS01a], [ELS01b], [ELS03], [LIN96c]).   
 
Les équations RNSP ((4.3), (4.8), (4.9)), de Darcy-Brinkman-Forchheimer généralisées 
((4.11), (4.12)) et de Poisson (4.13) sont des équations aux dérivées partielles dont les 
inconnues sont les composantes du vecteur vitesse et la pression. Pour la résolution de ces 
équations, il est nécessaire de définir des conditions initiales et aux limites sur la pression et la 
vitesse approchant au mieux la réalité physique.  
 

4.7 Conditions initiales 
 

Dans le film fluide, nous choisissons comme conditions initiales pour la vitesse et pour la 
pression la solution de l’équation de Reynolds et celle de l’équation de continuité. Pour un 
film fluide newtonien situé entre deux disques rigides ayant la même épaisseur initiale h0, on 
a : 
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Dans le milieu poreux, nous supposons qu’à l’instant initial l’écoulement n’a pas encore eu 
lieu et évidement le champ de vitesse est nul au départ : 
  
                                                   0)0,,()0,,( ** ==== tzrwtzru                                     (4.25) 
 
Par ailleurs, on fait l’hypothèse que la pression qui règne au sein du milieu poreux, pour 
chaque section radiale, est identique à celle dans le film fluide : 

  
                                                      )0,()0,,(* === trptzrp                                             (4.26) 
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Le début de l’écrasement se fait à une accélération nulle, on a donc : 
 
                                                              ( ) 00 FW =                                                               (4.27) 

avec  

                                                 ( ) ( )∫ ∫ ==
π

θ
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En injectant l’expression de la pression (4.24) dans cette dernière équation, nous déduisons la 
valeur de la vitesse d’écrasement à t = 0 : 
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La matrice poreuse est supposée non encore déformée, lors de l’application de la charge à 
l’instant initial [HOU92]. La position initiale du disque supérieur est ainsi donnée par : 
 
                                                               g(0) = H + h0                                                                                   (4.30) 
 

4.8 Conditions aux limites 
 

4.8.1 Conditions aux limites sur la pression 
 
Sur l’axe de symétrie, r = 0, on a :  
   

                                                                0
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Aux limites du contact lubrifié et du milieu poreux, r = R, la pression est prise égale à la 

pression ambiante :  
 

                                                                 0* == pp                                                          (4.32) 
 

Sur l’interface poreuse, z = g - h, la pression est supposée être continue :  
   

                                                                   *pp =                                                               (4.33) 
 

La condition d’imperméabilité sur la paroi du disque inférieur, z = 0, s’écrit :  
 

                                                                    
z

p

∂
∂ *

=0                                                             (4.34) 

 
4.8.2 Conditions aux limites sur la vitesse 

 
Les particules fluides vérifient les conditions suivantes aux niveaux des surfaces des 

parois solides imperméables :  
 

- sur le disque supérieur, z = g(t) : 



Chapitre 4 
 

 95 

0=u ,  
dt

dg
w =                                                                  (4.35) 

 
- sur la paroi inférieure,  z = 0 : 

 
                                                  0** == wu                                                                  (4.36) 

  
Sur l’interface poreuse, z = g - h, la condition de continuité du champ de vitesse et des 

contraintes tangentielle et normale est appliquée : 
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La dernière condition montre qu’il n’y a pas de contribution visqueuse normale dans le 
tenseur des contraintes dans le film fluide suite aux hypothèses de la lubrification. 
 

La condition d’écoulement établi à la sortie, r = R, exprimant la nullité de la dérivée 
normale de la vitesse, est employée :    
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Sur l’axe de symétrie, r = 0, on a :    

 
                                                           0* == uu                                                                  (4.41) 
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La présence du couple de contraintes (4.8) impose deux conditions aux limites 

supplémentaires : 
 

- à l’interface film - disque poreux : 
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- à la paroi supérieure : 
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Ces deux conditions expriment l'absence de toutes les composantes de la vorticité. 
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4.9 Equations, conditions initiales et conditions aux limites sans 
      dimensions 

 
Soit R la longueur caractéristique suivant (O, r), h0 celle suivant (O, z), P0 la pression de 

référence choisie égale à 
2

0

R

F

π
, V0 la vitesse de référence selon (O, z) dont il faut déterminer 

l’expression par la suite et 
0

0

V

h
 le temps de référence. Les variables sans dimensions 

s’écrivent : 
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où  
 

0h   : épaisseur initiale du film fluide 

0F   : charge constante appliquée au disque supérieur en mouvement 

 
L’interface poreuse déformée pose un problème d’implémentation des conditions aux limites 
lorsque la méthode des différences finies, qui nécessite des géométries simples, est utilisée. 
Dans notre cas, la position de cette interface est une inconnue du problème que nous 
souhaitons déterminer en fonction de la pression qui règne au sein du film fluide à l’aide du 
modèle de couche mince élastique.  
 
Le changement de variables sur la coordonnée axiale z permet de transformer l’interface 
déformable en une interface plane. En effet, on a :   
 

• Dans le film fluide : gzhg ≤≤−   
 

       
h

gz
z

−+=1                                                    (4.45)     

 
• Dans le disque poreux : hgz −≤≤0  
 

       
hg

z
z

−
+−= 1                                             (4.46) 

 

Ainsi, cette transformation permet de positionner l’interface poreuse à 0=z , la paroi 
supérieure à 1=z  et enfin la paroi inférieure à 1−=z . Le domaine physique occupé par le 
film fluide et le milieu poreux est transformé en un domaine rectangulaire (voir Figure 4.2). 
Ce changement de variables est bien entendu une transformation bijective. 
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         Domaine physique                                Domaine de calcul 
 
 

 
                 (a)          (b) 

 
Figure 4.2 : Transformation conforme 

(a) : Domaine physique, (b) : Domaine de calcul numérique 
 
Les dérivés partielles premières par rapport à r, z et t s’expriment en fonction des nouvelles 

variables r , z  et t  comme suit : 
 

• Dans le film fluide : 10 ≤≤ z   
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avec 
0V

V
V = . 

 

• Dans le disque poreux : 01 ≤≤− z  
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Les équations et leurs conditions initiales et aux limites associées, à résoudre dans ce nouveau 
système de coordonnées, sont données ci-dessous. 
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4.9.1 Equation de continuité dans le film  
 
 L’équation de continuité s’écrit dans le système de coordonnées (r , z ) : 
 

0
11 =

∂
∂+

∂
∂











∂
∂−++

∂
∂

z

w

hz

u

r

h

h

z

r

u

r

u
                                               (4.49) 

 
4.9.2 Equation de Navier-Stokes Réduite RNSP pour fluides à couple de 

    contraintes 
 
 L’équation de quantité de mouvement (4.8) selon la direction radiale r devient en 
tenant compte de l’équation (4.9) :  
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où 
 

l  : paramètre de couple de contraintes, 
0h

l
l =  avec l est la longueur caractéristique de la 

taille des particules solides supposées présentes dans le film et caractérisant le caractère non 

newtonien, 
µ
η=l   

Re  : nombre de Reynolds, 
µ

ρ 00hV
Re = .  

La vitesse de référence V0, qui permet de conserver le terme du gradient radial de pression 

dans le cas où 
R

h0  est utilisé comme paramètre d’échelle pour un développement en séries de 

puissances (voir Annexe 2), est choisie de telle manière que [JAN91] : 
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En substituant P0 par son expression, on a :  
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L’équation (4.50) s’écrit alors :  
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4.9.3 Equations de Darcy-Brinkman-Forchheimer généralisées 
 

Les composantes de l’équation de quantité de mouvement dans le disque poreux ((4.11) et 
(4.12)) s’écrivent dans le nouveau système de coordonnées : 
 
• Composante radiale : 
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• Composante axiale : 
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4.9.4 Equation de Poisson 

 
L’équation de Poisson (4.13) pour le champ de pression s’écrit dans le nouveau système 

de coordonnées (r , z ) : 
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4.9.5 Equation de mouvement de la surface écrasante 

 
4.9.5.1 Vitesse de déplacement de la surface écrasante  

 
La vitesse de déplacement de la surface en mouvement est calculée à partir de l’équation 

(4.17) :  
 

         ( ) ( ) ( ) )(2

2
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gd
tt

td

gd
tt

td

gd ∆+∆+=∆+                         (4.57)                                  

 

où 
0h

g
g = . L’accélération sans dimension du disque est obtenue à partir de l’équation (4.14) : 
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avec la charge sans dimension : 

∫=
1

0

2 rdrpW π                                                           (4.59)                                          

 
4.9.5.2 Position de la surface écrasante   

 
La position du disque supérieur est obtenue par : 

 

( ) ( ) ( ) ( ) )(
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22
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ttgttg ∆+∆+∆+=∆+                   (4.60) 

    
4.9.5.3 Equation de l’épaisseur du film fluide 

 
L’équation sans dimension du film fluide en tenant compte de la déformation du disque 

poreux est : 
 

                                                    pC
h

H
gh o+−=

0

                                                            (4.61) 

où  

                                                  0
0)1(

)21)(1(
P

h

H

E
Co υ

υυ
−

−+=                                                       (4.62) 

est le coefficient de compliance. 
 

4.9.6 Conditions initiales 
 
       En tenant compte du changement de variables ((4.47), (4.48)), les conditions initiales 
((4.22), (4.23), (4.24), (4.25), (4.26), (4.29) (4.30)) s’écrivent : 
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( )zzrtzru −== 12)0,,(                       (4.63) 

    ( )23
32

3

2
)0,,( zztzrw −==                         (4.64) 

               ( )2
12)0,( rtrp −==                                     (4.65) 

                              0)0,,(
*

==tzru , 0)0,,(* ==tzrw                                  (4.66) 

                                      ( )2*
12)0,,( rtzrp −==                                               (4.67) 

                                                   
3

2
)0( −=V                                                          (4.68) 

                                                   
0

1)0(
h

H
g +=                                                         (4.69) 

 
4.9.7 Conditions aux limites 

 
Les conditions aux limites sur la pression ((4.31), (4.32), (4.33), (4.34)) et la vitesse 

((4.35), (4.36), (4.37), (4.38), (4.39), (4.40), (4.41), (4.42), (4.43), (4.44)) sont écrites sous 
formes sans dimensions ci-après.  
  

4.9.7.1 Conditions aux limites sur la pression 
 

Sur l’axe de symétrie, 0=r  :  
   

                                                      0
*

=
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∂=
r

p

rd

pd
                                                 (4.70) 

 
Sur le bord du disque poreux et du film fluide, 1=r  :  

 

                                                        0
*

== pp                                                         (4.71) 
 

Sur l’interface poreuse, 0=z  :  
 

                                                        
*

pp =                                                               (4.72) 
 

Sur la paroi imperméable inférieure, 1−=z  :  
 

                                                        
z

p

∂
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*
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4.9.7.2 Conditions aux limites sur la vitesse 

 
Sur le disque supérieur, 1=z  :  
 

                                                    0=u ,  
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w −=                                                           (4.74) 
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Sur l’interface poreuse, 0=z : 
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Sur la paroi inférieure, 1−=z  :  
 

                                                   0
**

== wu                                                         (4.80) 
  

Sur l’axe de symétrie, 0=r  :  
 

                                                    0
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== uu                                                           (4.81)   
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Sur le bord du domaine de calcul, 1=r  :    

 

                                         0
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=
∂
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w
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4.10 Discrétisations par différences finies et technique de résolution  

 
Les équations RNSP dans le film ((4.49), (4.53)), celles de Darcy-Brinkman-Forchheimer 

généralisées ((4.54), (4.55)) et de Poisson (4.56) dans le milieu poreux sont couplées à 
l’interface poreuse par la continuité de la pression, de la  vitesse et des contraintes normales et 
tangentielles. La solution de ce problème d’interaction film fluide – milieu poreux nécessite la 
résolution numérique de toutes ces équations compte tenu des conditions initiales ((4.63), 
(4.64), (4.65), (4.66), (4.67), (4.68), (4.69)) et aux limites ((4.70), (4.71), (4.72), (4.73), 
(4.74), (4.75), (4.76), (4.77), (4.78), (4.79), (4.80), (4.81), (4.82), (4.83)). La discrétisation des 
équations se fait par la méthode des différences finies (voir Annexe 2), et le système 
d’équations algébriques obtenu est résolu numériquement au sein d’un processus itératif 
global. Le domaine film fluide ainsi que le domaine milieu poreux sont discrétisés en N+1 
points suivant la direction radiale et M+1 points suivant la direction axiale (voir Figure 4.3). 
Les systèmes d’équations aux dérivées partielles sont remplacés par des systèmes d’équations 
écrites en chacun des points des grilles du maillage. Chaque point de la grille est indicé par un 
couple (i, j). Le maillage est défini comme suit :  
 



Chapitre 4 
 

 103 

• Le pas suivant la direction radiale : 
N

r
1=∆  

• Le pas suivant la direction axiale : 
M

z
1=∆  

 

Figure 4.3 : Discrétisation du domaine de calcul  

rir i ∆= , zjz j ∆= dans le film, zjz j ∆−= dans le milieu poreux. 

La valeur numérique approchée de toute fonction f au point de discrétisation (ir , jz ) à 

l’instant tnt
n

∆=  est notée n
jif , , avec n est le nombre d’itérations en temps. 

 
4.10.1 Discrétisation des équations RNSP 

 
Nous présentons dans ce paragraphe la méthode de discrétisation et la technique de 

résolution des équations RNSP ; ce sont des équations aux dérivées partielles paraboliques 

nécessitant une discrétisation spécifique. Ces équations peuvent se résoudre pour chaque ir  
depuis l’axe de symétrie ; il s’agit en fait d’une résolution en mode inverse. On se donne des 
conditions aux limites bien définies, et puis on cherche itérativement le bon gradient radial de 
pression qui permet de satisfaire la condition à la limite sur la vitesse axiale (4.74). Ce 

gradient radial de pression nous permet d’avoir une vitesse u . Par intégration de l’équation de 

conservation de la masse (4.49), on obtient la vitesse axiale w  dont la valeur à la paroi 
supérieure doit être égale à celle du disque en mouvement. Par contre, si la valeur du gradient 
radial de pression n’est pas la bonne alors cette condition n’est pas vérifiée. Faire une boucle 
s’avère nécessaire pour trouver le bon gradient radial de pression. 
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• Equation de quantité de mouvement : calcul de u  
 

La discrétisation par différences finies du terme contenant 
z

u

∂
∂

est donnée par : 
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Le terme correspondant à la dérivée d’ordre quatre 
4

4

z

u

∂

∂
 s’exprime en différences finies 

centrées d’ordre deux par : 
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pour  j =  1, M-1. 

 

En particulier, il devient en tenant compte des deux conditions aux limites traduisant la nullité 

des couples de contraintes ((4.75), (4.79)) : 
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Pour j = M-1    
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Si non, on a : 

Pour 2 ≤ j ≤ M - 2    
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Nous obtenons en injectant ces dérivées dans l’équation de quantité de mouvement suivant la 
composante radiale (4.53) : 
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Pour  j = 1    
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Pour 2 ≤ j ≤ M - 2    
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Pour  j = M-1    
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Après quelques opérations algébriques, le système d’équation à résoudre s’écrit : 
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Le système d’équations algébriques est constitué de cinq diagonales, la résolution numérique 
est effectuée par une méthode itérative basée sur la méthode de Gauss-Seidel sur relaxée. Le 

champ de vitesse radiale u  correspondant à la section ir  est ainsi obtenu pour un gradient 
radial de pression donné.  
 

• Equation de continuité : calcul de w  
 

La vitesse axiale w  pour la section ir  est calculée à l’aide de l’équation de continuité 
(4.49) écrite sous forme discrétisée : 
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En partant de l’interface poreuse (j = 0), où la vitesse axiale est donnée, l’équation ci-dessus 

nous permet de calculer la vitesse axiale de toute la section ir  pour 1 ≤ j ≤ M. La valeur de 
cette vitesse à la paroi supérieure doit être égale à la vitesse de celle-ci. Dans le cas contraire, 
il faut actualiser le gradient radial de pression dans une boucle du point fixe pour chercher le 
bon gradient. L’algorithme de résolution des équations RNSP se déroule comme suit : 
 

A partir de l’axe de symétrie (i = 0), on calcule pour chaque indice i toutes les inconnues u , 

w  et p  à partir de leurs valeurs pour les indices précédents et on incrémente ensuite sur i. 
Les calculs se poursuivent jusqu’au bord du film fluide (i = N). Pour un indice i donné, on 
procède ainsi : 
 

1. La valeur de 
rd

pd
 est initialisée à partir de sa valeur pour i-1.     

 
2. L’équation de la conservation de quantité de mouvement (4.53) permet de calculer 

),( jiu  en fonction des valeurs précédemment calculées de u , w  et 
rd

pd
, en résolvant 

itérativement le système d’équations algébriques à 5 diagonales ((4.93), (4.94),   
(4.95)).  

 

3. L’équation de continuité (4.97) ainsi que la condition à la limite sur w  à l’interface 

film fluide – disque poreux permettent de calculer ),( jiw . La condition à la limite sur 
la paroi supérieure (4.74) n’est alors pas forcément vérifiée.    

 

4. Il faut en conséquence trouver la valeur de 
rd

pd
 qui permet d’obtenir 

td

gd
w −=  sur la 

paroi supérieure. Une  nouvelle estimation de cette valeur est alors calculée (itération 
du point fixe), puis les étapes 2 et 3 sont répétées jusqu’à ce que la condition à la 
limite (4.74) soit vérifiée. 

 

• Calcul du champ de pression p   
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Après avoir calculé les deux composantes du vecteur vitesse et le gradient radial de pression 
dans toute l’épaisseur du film fluide, la distribution de la pression est calculée en utilisant un 
schéma aux différences finies décentrées avant : 
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rp                                       (4.98) 

 

avec 0=Np  au bord du domaine de calcul. 

 
4.10.2   Discrétisations des équations de Darcy-Brinkman-Forchheimer 

               généralisées et de Poisson  
 

Les équations de Darcy-Brikman-Forchheimer généralisées ((4.54), (4.55)) et de Poisson 
(4.56) sont des équations aux dérivées partielles de second ordre de type elliptique. Un 
schéma centré d’ordre deux est utilisé pour toutes les dérivées spatiales sauf pour les termes 
convectifs où un schéma Upwind est employé, ce qui revient à décentrer les dérivées 
premières. Un schéma d’Euler implicite d’ordre un est utilisé pour les dérivées temporelles, 
schéma inconditionnellement stable.                

 
Le système d’équations à résoudre est obtenu, après quelques opérations algébriques, en  
injectant les expressions des dérivées partielles discrétisées dans les équations du problème 
((4.54), (4.55), (4.56)) : 
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Le système d'équations algébriques ((4.99), (4.100) (4.101)) est fortement non linéaire, il est 
résolu par une méthode itérative de Gauss-Seidel avec un coefficient de sur-relaxation compte 
tenu des conditions initiales ((4.66), (4.67)) et aux limites imposées ((4.70), (4.71), (4.74), 
(4.75), (4.76), (4.78), (4.80), (4.81), (4.82), (4.83)). Le processus itératif commence par fixer 
arbitrairement un champ de vitesse et de pression dans le milieu poreux comme estimé initial, 
un meilleur choix est de prendre celui de l’itération globale précédente. Ce processus itératif 
est arrêté lorsque le critère suivant est vérifié : 
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est la norme euclidienne, k est l’indice d’itération et Φ  représente 
*

u , 

*
w  et 

*
p .  

 
4.11 Algorithme de résolution 

 
Rappelons qu’il existe deux grandes catégories de méthodes numériques pour résoudre un 

problème de couplage entre un fluide et un solide déformable : 
 

• Les méthodes directes ou dites de couplage fort : elles s’appuient sur une 
formulation globale qui tient compte à la fois des problèmes fluide et solide. La 
discrétisation des équations est ensuite réalisée. Le système d’équations non 
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linéaires qui en découlent est résolu à l’aide de la méthode de Newton Raphson, 
qui permet de déterminer de manière simultanée les inconnues au sein du fluide et 
du solide.  

 
• Les méthodes par partitionnement ou dites de couplage faible : elles consistent en 

une résolution alternative des problèmes fluide et solide.  
   

Les méthodes directes sont en général difficiles à implémenter. Les méthodes par 
partitionnement sont par contre plus faciles à implémenter ; elles permettent de pouvoir 
réutiliser des codes existants et de modifier séparément les codes fluide ou solide afin de 
s’adapter à de nouveaux problèmes. Chaque sous problème est plus facile à résoudre que le 
problème global. Dans ce cas, le code relatif à chaque sous problème est utilisé 
successivement au sein d’une boucle jusqu’à ce qu’il y ait convergence vers une solution. On 
emploie alors le terme d’algorithme de point fixe. En ce qui nous concerne, nous utilisons ce 
type d’algorithme. Nous décrivons ci-après les étapes de déroulement de l’algorithme 
développé dans le cadre de cette étude (voir Figure 4.4). 

 
Nous fixons au début les conditions initiales sur la vitesse ((4.63), (4.64), (4.66)) et sur la 

pression ((4.65), (4.67)). A chaque instant, nous calculons la vitesse de déplacement et la 
position du disque supérieur à partir de son équation de mouvement écrite à l’instant 
précédent par un schéma explicite en temps (4.58). Le processus itératif global commence par 
fixer un champ de pression au sein du film fluide, un meilleur estimé est de considérer celui 
de l’instant précédent. Ce champ de pression nous permet de calculer l’épaisseur du film 
fluide (4.61). La géométrie du disque poreux est donc connue, ce qui nous permet de résoudre 
les équations de Dracy-Brinkman-Forchheimer généralisées ((4.54), (4.55)) et de Poisson 
(4.56) par la méthode de Gauss-Seidel avec un coefficient de sur-relaxation égal à 1,95. Un 
nouveau champ de pression au sein du film fluide est ensuite calculé en résolvant les 
équations RNSP ((4.49), (4.53)) par la méthode inverse. Le test sur la convergence du 
processus itératif global est effectué sur la pression au sein du film fluide. Il est considéré 
atteint lorsque la norme relative de la différence entre les pressions obtenues pour deux 
itérations successives est inférieure à 10-3. Quelques itérations de 5 à 7 étaient suffisantes pour 
obtenir la convergence sur la solution. La charge (4.59) et le coefficient de frottement f 
(4.149) du contact lubrifié sont après calculés. Cette démarche de calcul est répétée pour 
chaque itération du temps d’écrasement jusqu’à atteindre une épaisseur minimale possible, 
au-delà de laquelle des problèmes numériques liés à la convergence apparaissent. Le choix 

d’un pas de temps petit 2,0=∆t a permis de réduire les erreurs de troncatures. 
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Figure 4.4 : Algorithme de résolution 

Entrée données 
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h  minimale est-elle atteinte ? 

  Oui 

  Oui 
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4.12 Résultats et discussions 
 

Le modèle numérique développé dans ce travail est utilisé pour étudier le comportement 
non-newtonien du lubrifiant, les effets des déformations élastiques de la couche poreuse et la 
perméabilité du milieu poreux sur les performances de l’écrasement du film fluide. Pour ce 
faire, nous faisons varier le paramètre de couple de contraintes qui est une propriété 
caractéristique du comportement non-newtonien du lubrifiant et le coefficient de compliance 
qui contrôle les déformations de la couche poreuse élastique. Nous nous intéressons en 
particulier à l’épaisseur du film lubrifiant et son coefficient de frottement, qui représentent 
deux performances conditionnant la durée de vie du mécanisme lubrifié. Les données ci-après 
sont utilisées dans cette étude. 

 
Masse volumique du fluide (kg/m3) 900 
Viscosité dynamique (Pa.s) à 20°C 0,1 
Perméabilités du disque poreux (m2) 1,0 10-15 

Porosité du disque poreux 0,4 
Epaisseur du disque poreux (mm) 1,6 
Rayon des deux disques (mm) 40 
Epaisseur initiale du film (mm) 1,2 
Masse du disque supérieur (kg) 30 
Module de Young (Mpa) 1,5 
Coefficient de Poisson  0,4 
Paramètre du couple de contrainte (Pa.s.m2 )   5,76 10-9 

2,3 10-8 
 

Tableau 4.1 : Caractéristiques géométriques et physiques 
 

Les résultats numériques sont bien entendu influencés par le maillage ; des tests sont 
effectués afin de s’assurer de son indépendance. Le nombre de points constituants les grilles 
du maillage est choisi de telle manière que l’erreur relative sur la pression maximale au sein 
du film fluide soit inférieure à 2%. Ce critère est satisfait avec un maillage de 41×21 pour le 
film fluide et le milieu poreux.  

Sur les figures ci-après, l désigne l . 
 

4.12.1 Vitesse d’écrasement   
 

La figure 4.5 montre l’influence du comportement non newtonien du lubrifiant et les effets 
de la déformation élastique de l’interface poreuse sur la vitesse d’écrasement sans dimension 

pour un paramètre de perméabilité 9
3
0

10 26,9ψ
−==

h

kH
. Cette vitesse décroît très rapidement 

aux premiers instants de l’écrasement, elle décroît ensuite très lentement. Le disque supérieur 
descend évidemment plus rapidement pour un lubrifiant newtonien. Plus le paramètre du 
couple de contraintes augmente et moins le disque supérieur descend vite. A part les premiers 
instants de l’écrasement, le disque descend moins rapidement lorsque le milieu poreux est 
déformable. 
 

L’effet de la perméabilité du disque poreux est présenté sur la figure 4.6. La vitesse 
d’écrasement a des valeurs plus élevées comparativement au cas imperméable, cet écart 
augmente avec le temps d’écrasement. 



Chapitre 4 
 

 113 

 

 

 

Figure 4.5 : Vitesse d’écrasement 
td

gd
pour différents paramètres de couple de contraintes l  

Co = 0 : couche poreuse rigide, Co = 0,0247 : couche poreuse déformable 
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Figure 4.6 : Vitesse d’écrasement 
td

gd
pour le cas 2,0=l  

 

4.12.2 Position de la surface écrasante   
 
La figure 4.7 illustre l’évolution de la position sans dimension du disque supérieur par 

rapport au temps d’écrasement. Au début de l’écrasement, la diminution de la position du 
disque supérieur est très rapide mais elle devient ensuite moins importante. A un instant 
donné, le disque atteint une position plus faible et par conséquent parcourt une distance plus 
grande dans le cas du lubrifiant newtonien. Plus le paramètre du couple de contraintes 
augmente, plus le disque occupe une position plus grande. Ceci montre la forte résistance du 
lubrifiant non newtonien au mouvement du disque. Il faut par ailleurs noter que les effets de 
la déformation du disque poreux laissent le disque atteindre une position plus petite par 
rapport au cas rigide ; le disque trouve moins de résistance au mouvement lorsque le disque 
poreux est déformable.  
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Figure 4.7 : Position du disque supérieur 
0h

g
g =  pour différents  

paramètres de couple de contraintes l   
Co = 0 : couche poreuse rigide, Co = 0,0247 : couche poreuse déformable 

 
Sur la figure 4.8, nous comparons la courbe de la position du disque avec le cas 

imperméable. A un instant donné, on observe que la perméabilité laisse le disque occuper une 
position plus faible.  

 

Figure 4.8 : Position du disque supérieur 
0h

g
g =  pour le cas 2,0=l  
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4.12.3 Pression dans le film fluide  
 
La distribution radiale de la pression sans dimension dans le film fluide pour trois instants 

d’écrasement est présentée sur la figure 4.9. Elle est maximale sur l’axe de symétrie et 
diminue pour atteindre la valeur nulle à l’extrémité du contact. Les pressions 
hydrodynamiques les plus importantes restent donc concentrées au centre du contact. Elles 
sont observées au début de l’écrasement, la pression diminue ensuite légèrement avec le 
temps dans tout le film fluide. Il est également intéressant de connaître l’évolution de la 
pression avec la déformation de l’interface poreuse. En effet, la pression dans le film fluide 
est plus faible pour un disque poreux déformable comparativement au cas rigide, cet effet est 
plus important lors des premiers instants de l’écrasement. 

 
Les effets non newtoniens et la comparaison avec le cas imperméable sur la distribution de 

la pression sans dimension dans le film fluide sont illustrés sur la figure 4.10. On constate que 
la pression est plus élevée dans tout le film fluide au début de l’écrasement si le lubrifiant 
utilisé est newtonien ; il doit générer plus de pression hydrodynamique pour amortir le 
mouvement du disque. Il est à noter par ailleurs que la présence du disque poreux fait 
augmenter la pression dans tout le film fluide bien entendu au début de l’écrasement. Cette 
évolution est contraire à celle constatée lorsque les effets d’inertie du disque supérieur en 
mouvement ne sont pas pris en considération, Figure 3.7. Cette pression diminue avec 
l’augmentation du paramètre de couple de contraintes. Cependant, ce dernier effet devient 
moins sensible lorsque le temps d’écrasement augmente (voir Figure 4.11). 

 
4.12.4 Capacité de charge du film fluide  

 
Nous présentons sur la figure 4.12 l’évolution de la capacité de charge pour trois 

lubrifiants ; elle diminue avec le temps d’écrasement. Au début de l’écrasement, la capacité 
de charge décroît très rapidement et devient ensuite presque constante. Le film newtonien 
engage plus d’effort pour équilibrer à la fois le poids et la force inertielle du disque à chaque 
instant de l’écrasement. Avec l’augmentation du couple de contraintes, la réaction du film 
non-newtonien diminue. Par ailleurs, on note que la déformation du milieu poreux fait 
augmenter la charge du film fluide au début de l’écrasement, et que cet effet est cependant 
inversé par la suite. Sur la figure 4.13, après les premiers instants du processus de 
l’écrasement, nous remarquons que la perméabilité a pour effet de diminuer légèrement la 
capacité de charge. 

 
4.12.5 Epaisseur du film fluide  

 
La distribution radiale de l’épaisseur du film fluide est illustrée sur la figure 4.14. A un 

instant donné, le film fluide a une épaisseur plus petite lorsque le disque poreux est 
déformable vu la faible position atteinte par le disque supérieur (voir Figure 4.7).  

 
Les effets du couple de contraintes sur l’épaisseur du film et la comparaison avec le cas 
imperméable sont représentés sur la figure 4.15. A un instant donné, le lubrifiant newtonien 
possède l’épaisseur la plus faible. L’augmentation du paramètre de couple de contraintes fait 
augmenter significativement l’épaisseur du lubrifiant non newtonien à chaque instant de 
l’écrasement. Ce dernier résultat est très favorable pour la durée de vie du contact. Il est à 
noter enfin que la présence du disque poreux diminue l’épaisseur du film fluide quel que soit 
le lubrifiant considéré.  
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Figure 4.9 : Pression p  dans le film fluide pour différents instants d’écrasement τ  à 2,0=l . 
Co = 0 : couche poreuse rigide, Co = 0,0247 : couche poreuse déformable 
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Figure 4.10 : Pression p  dans le film fluide pour différents paramètres de  

couple de contraintes l  à 4=τ  
 

 
Figure 4.11 : Pression p  dans le film fluide pour différents paramètres  

de couple de contraintes l  à 10=τ  
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Figure 4.12 : Capacité de charge W  du film fluide pour différents paramètres de  

couple de contraintes l  
Co = 0 : couche poreuse rigide, Co = 0,0247 : couche poreuse déformable 
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Figure 4.13 : Capacité de charge W  du film fluide à 2,0=l  : 
comparaison avec le cas imperméable 



Chapitre 4 
 

 121 

 
Figure 4.14 : Epaisseur du film fluide h  pour différents instants  

d’écrasement τ  à 2,0=l  
Co = 0 : couche poreuse rigide, Co = 0,0247 : couche poreuse déformable 

 

 
Figure 4.15 : Epaisseur du film fluide h  pour différents paramètres  

de couple de contraintes l  à 10=τ    
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4.12.6  Déformée de l’interface poreuse   

 
La figure 4.16 montre que la déformée de l’interface poreuse est plus importante au début 

de l’écrasement, ceci est expliqué par les fortes pressions générées pendant cette phase. Cette 
déformée est maximale sur l’axe de symétrie du disque, elle décroît pour s’annuler à 
l’extrémité du contact. C’est une conséquence directe de la distribution de la pression dans le 
film fluide et donc de l’application du modèle de couche mince élastique. 

 

 
 

Figure 4.16 : Déformée δ  de la couche poreuse pour  

différents instants d’écrasement τ à 2,0=l  
 
 
Les effets combinés du couple de contraintes et des déformations élastiques de la couche 

poreuse sur la déformée du milieu poreux sont présentés sur la figure 4.17. L’augmentation du 
paramètre du couple de contraintes n’est accompagnée d’aucune modification remarquable de 
la déformée de l’interface poreuse. Cette déformée augmente légèrement autour de la région 
centrale du film lorsque le disque est poreux (voir Figure 4.18).  
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Figure 4.17 : Déformée δ  de l’interface poreuse  pour différents paramètres  

de couple de contraintes l  à 10=τ  

 
Figure 4.18 : Déformée δ de l’interface poreuse pour le cas l  = 0,2 et à 10=τ  
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4.12.7 Vitesse radiale à la sortie du contact    
 

Les figures 4.19 et 4.20 présentent les profils de la vitesse radiale à la sortie du contact 
qui ressemblent presque à des profils paraboliques dans le film fluide. Cette vitesse diminue 
avec le temps de l’écrasement (voir Figure 4.19). Nous constatons également que la 
déformation de l’interface poreuse, faisant augmenter l’espace offert au fluide, diminue le 
champ de vitesse.  

 
La figure 4.20 montre que l’augmentation du paramètre du couple de contraintes génère une 
diminution de la vitesse radiale dans le film fluide, sauf dans une zone d’épaisseur très faible 
à proximité de l’interface poreuse où cet effet est inversé. Cet inversement peut être expliqué 
par le fait que la force de cisaillement, augmentée du terme de couple de contraintes, donne au 
film fluide plus de capacité à entraîner avec lui le fluide présent dans le milieu poreux. La 
présence du disque poreux conduit à une diminution de la vitesse radiale dans le film fluide. 

 
 

 
Figure 4.19 : Profil de la vitesse radiale u à la sortie du contact pour différents  

instants d’écrasement τ  à 2,0=l  
Co = 0 : couche poreuse rigide, Co = 0,0247 : couche poreuse déformable 
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Figure 4.20 : Profil de la vitesse radiale u à la sortie du contact pour différents  

paramètres de couple de contraintes l  à 10=τ  :  
comparaison avec le cas imperméable  

 
4.12.8  Débit volumique à la sortie du contact    

 
Le débit volumique à travers une section radiale est donné par : 
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En forme adimensionnelle : 
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où 0
2

0 VRQ π= est lé débit écrasé de référence.  

 

En particulier à la sortie du contact r =1, on a : 

            ( ) ( ) ( )∫=
1

0

,,,12, zdtzruthtrQ                                            (4.126) 

Les figures 4.21 et 4.22 illustrent l’évolution avec le temps d’écrasement du débit à la 
sortie du contact lubrifié. Le débit décroît très rapidement lors des premiers instants de 
l’écrasement, et commence ensuite à diminuer très lentement. Excepté les premiers instants de 
l’écrasement, le débit le plus faible évacué à la sortie correspond au lubrifiant non newtonien 
(voir Figure 4.21). Plus le paramètre de couple de contraintes augmente, plus le débit sortant 
est faible. Nous observons en outre que la déformation du disque poreux induit une 
diminution du débit évacué à travers la sortie du contact. Enfin, il est important de noter que 
la présence du disque poreux augmente ce débit du fluide à la sortie (voir Figure 4.22).  
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Figure 4.21 : Débit Q à la sortie du contact pour différents paramètres de  

couple de contraintes l  
Co = 0 : couche poreuse rigide, Co = 0,0247 : couche poreuse déformable 
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Figure 4.22 : Débit Q  à la sortie du contact à 2,0=l  : 
comparaison avec le cas imperméable 
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4.12.9 Coefficient de frottement à l’interface film – milieu poreux    
 

Le coefficient de frottement à l’interface film – milieu poreux est donné par : 
 

    
W

f
τ=                                                              (4.127) 
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En forme adimensionnelle : 
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et 
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1

0
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Les figures 4.23 et 4.24 illustrent l’évolution du coefficient de frottement du film 

lubrifiant à l’interface film – milieu poreux. Il augmente rapidement au début de l’écrasement, 
et commence ensuite à diminuer de façon très lente. Cette tendance a été prouvée 
expérimentalement par Wright et Dawson en 1976 [WRI76].  

 
Le lubrifiant newtonien a un coefficient de frottement inférieur à celui des fluides à couple de 
contraintes (voir Figure 4.23). Plus le paramètre de couple de contraintes augmente et plus ce 
coefficient de frottement augmente, ce qui limite la durée de vie du contact. Par contre, la 
déformation du disque poreux diminue ce coefficient de frottement. Comparativement au cas 
imperméable, la présence du disque poreux déformable diminue le coefficient de frottement 
(voir Figure 4.24). Ces derniers résultats restent bien souhaités pour favoriser la durée de vie 
du mécanisme et le bon fonctionnement du contact. 
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Figure 4.23 : Coefficient de frottement f pour différents paramètres de  

couple de contraintes l  
Co = 0 : couche poreuse rigide, Co = 0,0247 : couche poreuse déformable 

 
Figure 4.24 : Coefficient de frottement f à 2,0=l  : 

Comparaison avec le cas imperméable   
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4.13 Conclusion 
 

Nous nous sommes intéressés dans ce chapitre à l’influence des effets non newtoniens et 
des déformations élastiques de l’interface poreuse sur les performances hydrodynamiques 
d’un contact PoroElastoHydrodynamique lubrifié par un fluide à couple de contraintes. Les 
équations de Navier-Stokes Réduites ont été écrites dans le film fluide avec un terme en plus 
qui tient compte de la présence du couple de contraintes. L’écoulement dans le disque poreux 
est décrit par les équations de Darcy-Brinkman-Forchheimer généralisées et de Poisson pour 
un fluide newtonien de viscosité dynamique égale à celle du lubrifiant du film fluide. Les 
déformations de l’interface poreuse sont calculées à l’aide du modèle de couche mince 
élastique. Toutes les équations du problème sont discrétisées par la méthode des différences 
finies. Chaque sous problème, film fluide et disque poreux, a été résolu par la méthode 
itérative de Gauss-Seidel sous relaxée. Le problème du couplage film fluide – disque poreux 
est résolu par la méthode itérative du point fixe.  

 
La vitesse radiale et le débit volumique à la sortie du contact lubrifié, le champ de pression, 

la capacité de charge et les déformations élastiques de l’interface poreuse sont nettement 
influencés par les effets non newtoniens pour tout instant d’écrasement. En particulier, 
l’épaisseur du film fluide et le coefficient de frottement à l’interface poreuse constituent deux 
performances essentielles qui conditionnent la durée de vie du contact lubrifié. Ils subissent 
une augmentation avec l’accroissement de la valeur du couple de contraintes. Par contre, la 
perméabilité et les déformations élastiques au niveau de l’interface poreuse les réduisent.   
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Conclusion générale 
 

L’objectif principal de cette thèse était d’analyser le comportement de l’écrasement de 
films fluides à rhéologie complexe en présence d’un milieu poreux visant une application en 
biomécanique articulaire. Il s’agissait de mettre en place un nouveau modèle permettant la 
prise en compte à la fois du comportement non newtonien du lubrifiant, de la déformation du 
milieu poreux ainsi que de la complexité de l’écoulement au sein de ce dernier. Des 
géométries simples composées par deux disques circulaires et parallèles dont l’un est à face 
poreuse, pouvant modéliser un contact localisé au niveau du genou par exemple, ont été 
utilisées.    

 
Pour ce faire, dans le premier chapitre, les définitions de base et les notions 

fondamentales relatives à l’écoulement d’un fluide au sein d’un milieu poreux sont rappelées. 
Différents modèles mathématiques d’écoulement ont été présentés. Le mécanisme de 
lubrification articulaire par effet d’écrasement des joints biologiques a été expliqué. La nature 
et le rôle du fluide synovial et du cartilage articulaire ont été par la suite présentés. Plusieurs 
modèles rhéologiques modélisant le comportement d’un fluide contenant des suspensions 
solides ont été rappelés. Une étude bibliographique mettant l’accent sur les principaux travaux 
de recherche sur l’écrasement de films en présence ou non d’un milieu poreux a été passée en 
revue. 

 
Dans le deuxième chapitre, une simulation numérique des effets visqueux sur les 

caractéristiques de l’écrasement d’un film fluide newtonien entre deux disques circulaires et 
parallèles dont l’un est poreux a été effectuée. Cette étude est basée sur le couplage simultané 
entre l’équation de Reynolds modifiée régissant la distribution du champ de pression dans le 
film fluide et l’équation de Darcy-Brinkman tenant compte des forces visqueuses dans le 
milieu poreux. Ces équations aux dérivées partielles ont été discrétisées par la méthode des 
différences finies. La résolution du système d’équations algébriques obtenu a été basée sur la 
méthode itérative de Gauss Seidel avec coefficient de sur relaxation. Les résultats numériques 
obtenus ont montré que le rapport des viscosités effective et dynamique du fluide ainsi que sa 
variation ont un effet significatif et non négligeable sur les caractéristiques de l’écrasement, 
essentiellement pour les faibles valeurs de ce rapport. Les résultats prédits par le modèle de 
Darcy-Brinkman s’approchent de ceux issus du modèle de Darcy lorsque ce rapport des 
viscosités augmente. Ces effets visqueux diminuent le temps d’écrasement mais augmentent 
la vitesse d’écrasement, la vitesse radiale et la vitesse axiale du fluide comparativement au 
modèle de Darcy. En outre, ces effets deviennent plus marqués lorsque l’épaisseur du film 
fluide diminue. 

 
 Dans le troisième chapitre, une simulation numérique des effets d’inertie du fluide sur les 
caractéristiques de l’écrasement à vitesse constante d’un film fluide newtonien et pour la même 
configuration géométrique a été proposée. L’écoulement dans le disque poreux a été modélisé 
par un modèle généralisé qui permet la prise en compte des effets combinés de viscosité et 
d’inertie du fluide. Les équations de Navier-Stokes Réduites permettant la prise en compte de 
l’inertie du fluide dans le film ont été ainsi établies. Les équations aux dérivées partielles de ce 
modèle ont été discrétisées par la méthode numérique des différences finies à l’aide d’un 
schéma d’Euler implicite et résolues par la méthode itérative de Gauss – Seidel relaxée. Un 
algorithme de résolution numérique basé sur une résolution séquentielle des deux sous 
problèmes au sein d’un processus itératif global utilisant la méthode du point fixe a été 
développé. Les effets d’inertie sur les performances statiques et dynamiques du contact lubrifié 
lors de l’écrasement ont été analysés et discutés. Les résultats numériques ont mis en évidence 
l’importance de l’utilisation d’un modèle généralisé. Ces résultats ont montré que la présence 
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du disque poreux diminue les valeurs des performances du contact lubrifié. En outre, cette 
diminution devient plus maquée avec l’augmentation du temps d’écrasement. Nous avons 
enfin conclu que le modèle de Darcy, contrairement un modèle basé sur la correction de 
Darcy-Forchheimer, prédit des valeurs plus élevées de ces performances comparativement au 
modèle généralisé.  

   
Dans le dernier chapitre de ce mémoire de thèse, les effets non newtoniens et la 

déformation du milieu poreux sur l’écrasement de film fluide dans une configuration 
géométrique identique ont été considérés. Les équations de Navier-Stokes Réduites pour 
fluides non newtoniens à couples de contraintes ont été établies. Une démarche basée sur le 
modèle de couche mince élastique pour calculer la déformée de l’interface poreuse a été 
proposée. Le modèle généralisé décrivant l’écoulement dans le milieu poreux a été utilisé. 
L’équation de mouvement du disque mobile a été ajoutée pour calculer la vitesse et donc la 
position de ce disque. Un nouvel algorithme de résolution numérique en différences finies 
basé sur un couplage qui consiste à résoudre les différentes équations du problème séparément 
et à établir une procédure itérative entre les solutions respectives a été développé. Les 
résultats issus de cette simulation numérique ont montré que les performances du contact 
lubrifié sont nettement influencées par les effets non newtoniens pour tout instant 
d’écrasement. En particulier, l’épaisseur du film fluide et le coefficient de frottement à 
l’interface poreuse constituent deux performances essentielles qui conditionnent la durée de 
vie du contact lubrifié. Ces deux caractéristiques subissent une augmentation lorsque la valeur 
du paramètre de couple de contraintes augmente. Par contre, la perméabilité et les 
déformations élastiques au niveau de l’interface poreuse les réduisent.   

 
Enfin, notre thèse confirme l’intérêt majeur des recherches sur l’écrasement de films 

fluides à rhéologie complexe vu le nombre accru de ses applications dont figure en particulier 
la thématique de la biomécanique articulaire. Différentes perspectives à l’issue de cette thèse 
apparaissent envisageables.  

 
Le modèle mis en place pour calculer les déformations élastiques du milieu poreux est 

basé sur l’hypothèse de couche mince. L’utilisation de ce modèle n’est donc qu’une première 
approximation simple qui permet de prendre en compte la déformation au niveau de 
l’interface poreuse. En plus, les calculs de l’écoulement et des déformations du milieu poreux 
sont effectués indépendamment l’un de l’autre. Une prise en compte de la nature 
poroélastique du cartilage à l’aide de la méthode d’homogénéisation serait donc souhaitable 
pour se rapprocher au mieux d’un modèle plus réaliste.  

 
La surface du cartilage présente en réalité des rugosités de surfaces. L’effet de ces 

rugosités n’est plus négligeable lorsque l’épaisseur du film fluide séparent les surfaces du 
cartilage devient faible. La prise en compte de ces rugosités de surfaces est envisageable. 
L’utilisation de deux cartilages articulaires poroélastiques ayant des surfaces rugueuses 
approchant mieux la réalité plus complexe serait un sujet d’investigation. 

 
Un banc d’essai expérimental qui permettrait de valider le modèle numérique développé 

lors de cette thèse est à concevoir.  
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Annexes 
 

Annexe 1 : Equations de Navier Stokes Réduites (RNSP) pour fluides à couple 
                   de contraintes               
 

Considérons deux disques circulaires et parallèles de même rayon R séparés par un film 
fluide d’épaisseur h. Dans un système de coordonnées cylindriques, ayant comme origine le 
point O  positionné au milieu du disque inférieur, l’axe (Or) des coordonnées radiales est situé 
sur la plan de ce dernier disque tandis que l’axe (Oz) des coordonnées axiales est la verticale 
ascendante qui coïncide avec l’axe de symétrie du système composé par ces deux disques 
(Figure 1). Ces deux disques sont considérés immergés dans un bain de lubrifiant.  
 
Le disque inférieur est fixe dans le repère (Or, Oz) tandis que le disque supérieur est animé 

d’un mouvement d’écrasement selon l’axe (Oz) de vitesse 
dt

dh− . L’épaisseur du film d’huile 

est supposée très petite comparativement aux autres dimensions du contact lubrifié.   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

Figure A1.1 : Configuration géométrique de deux disques circulaires parallèles 
 
Dans cette annexe les équations de la mécanique des milieux continus pour fluides à couple 
de contraintes sont présentées. L’analyse de l’écoulement du fluide se fait à l’échelle 
macroscopique, la structure moléculaire et les mouvements individuels des molécules sont 
donc ignorés. Le comportement du fluide est décrit par les équations de la mécanique des 
milieux continus pour fluides à couple de contraintes à travers les grandeurs macroscopiques : 
la vitesse, la pression, la masse volumique et leurs dérivées temporelles et spatiales. Cet 
écoulement est considéré isotherme et donc l’équation de l’énergie ne sera pas prise en 
compte. 
 
Toutes les équations sont écrites à l’aide des variables sans dimensions. L’ordre de grandeur 
de chaque terme peut donc être connu. Des formes simplifiées spécifiques à l’étude de 
problèmes particuliers à la lubrification seront déduites.           
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1. Equations de Navier Stokes Réduites  
 
Les équations générales de la lubrification hydrodynamique décrivant l’écoulement dans 

le film pour fluides à couple de contraintes permettent, compte tenu des conditions 
géométriques et cinématiques du contact, de déterminer les caractéristiques du contact 
lubrifié. Elles sont déduites des équations de la mécanique des milieux continus appliquées à 
des fluides non newtoniens à couple de contraintes :  
 

• Loi de conservation de la masse : 
 

                                                    ( ) 0=+
∂
∂

vdiv
t

ρρ
                                                            (A1.1) 

 
• Loi fondamentale de la dynamique : 

 

                                              fdivvvgrad
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v ρσρ +=
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∂
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                                            (A1.2) 

 
• Loi de comportement rhéologique pour fluide à couple de contraintes [STO66] : 
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avec : 

ijijnn KMM ηδ 4
3

1
ij +=  

 
Notons : 
 

v  : vecteur vitesse des particules fluides 
t  : temps 
ρ  : masse volumique du fluide considéré 

f  : densité massique des forces volumiques 

σ  : tenseur des contraintes  

ijσ  : tenseur des contraintes non symétrique   

Mrk : composantes du tenseur de couple de contraintes  

eijk : composantes du tenseur de permutation d’ordre trois    
Kij  : tenseur du taux de rotation  

jx  : variable d’espace   

µ  : coefficient de viscosité dynamique 

η  : constante physique due à la présence du couple de contraintes dans le fluide 
p  : pression 
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En reportant l’équation de comportement rhéologique (A1.3) dans l’équation de la dynamique 
(A1.2) et en négligeant les forces massiques extérieures, les équations de Navier-Stokes  
s’écrivent sous forme vectorielle : 
 

                              vvLpvvgrad
t

v 42

2
∇−∇+Λ∇+∇−=











+

∂
∂ ηµρρ                              (A1.4) 

où L est le vecteur du couple de volume.  

Les couples de volume peuvent résulter de l’action d’un champ magnétique externe sur les 
particules fluides magnétisées ou de l’action d’un champ électrique sur la matière polarisée. 
Les couples de contraintes résultent des interactions entre les particules fluides adjacentes en 
plus des forces colinéaires d’interactions. Ces couples de contraintes sont issus d'un tenseur 
linéairement proportionnel au tenseur du taux de rotation [STO66]. 

 

En l’absence du couple de volume, cette équation de mouvement s’écrit en coordonnées 
cylindriques pour un écoulement axisymétrique comme suit : 

 
• Composante radiale 
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 (A1.5) 

 
• Composante axiale 
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En mécanique des films minces visqueux, la dimension suivant l’épaisseur du film est très 
faible devant les autres dimensions. Les variables sans dimensions ainsi utilisées sont : 
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0V
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p
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h
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0

0= , 
0h

h
h =                    (A1.7) 

où    
 

0h   : épaisseur initiale du film fluide 

2
0

0 R

F
p

π
= , 0F  est la charge constante appliquée au disque en mouvement.  

L’expression de la vitesse de référence V0 est déterminée par la suite. 
 
 
 



Annexes 
 

 148 

Les deux équations (A1.5) et (A1.6) s’écrivent en fonction des variables sans dimensions : 
 

• Composante radiale 
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• Composante axiale 
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où 
 

l  : paramètre de couple de contraintes, 
0h

l
l = , avec l : longueur caractéristique de la taille 

des particules considérées solides, supposées présentes dans le film, caractérisant le caractère 

non newtonien, 
µ
η=l  

ε  : paramètre d’échelle, 
R

h0=ε  

eR  : nombre de Reynolds relatif à l’épaisseur initiale du film fluide, 
µ

ρ 00hV
Re = .  

 
La vitesse de référence V0 , qui permet de conserver le terme du gradient radial de pression 
dans l’équation (A1.8) est choisie de telle manière que [JAN91] : 
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En substituant P0 par son expression, on a :  
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En négligeant tous les termes multipliés par ε 2 et en tenant compte de (A1.10), les équations 
(A1.8) et (A1.9) deviennent : 
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                                                          0=
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Le retour aux variables sans dimensions permet d’avoir les deux équations suivantes : 
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∂
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z
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La dernière équation montre que la pression dans le film fluide est indépendante de la variable 
axiale z ; p= p(r, t).  

 
En coordonnées cylindriques, l’équation de continuité s’écrit dans le cas d’un écoulement 
incompressible et axisymétrique comme suit :   
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où  
r, z    : coordonnées radiale et axiale 

u , w  : composantes radiale et axiale du vecteur vitesse dans le film fluide  

 
 Les équations (A1.14), (A1.15) et (A1.16) sont dénommées équations de Navier-Stokes 
Réduites. Elles représentent également les équations de la couche limite de Prandtl pour un 
fluide à couple de contraintes mais avec des conditions aux limites différentes, ce qui justifie 
l’appellation d’équations de Navier-Stokes Réduites / Prandtl ou RNSP. Cette simplification 
des équations de Navier Stokes permet de faciliter la résolution du problème au niveau du 
fluide. Le système, initialement elliptique, est dorénavant un système parabolique. 
 

2. Action du fluide sur les parois  du contact    

         L’action de contact 
→
t , appelée vecteur contrainte, en un point  M de la surface (paroi) 

de contact, dépend uniquement du tenseur des contraintes en ce point et du vecteur normal 
→
n : 
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jn  représente les composantes du vecteur normal en M orienté de la surface vers le fluide 

(normale extérieure). 
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Dans le cas de l’écoulement d’un fluide à couple de contraintes et sous les hypothèses de la 
mécanique des films minces visqueux, la matrice représentative du tenseur des contraintes 
s’écrit pour un écoulement axisymétrique : 
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où  
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La résultante R

r
en un point M quelconque des actions de contact du fluide sur la surface (S) 

du contact est :  
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Si la surface (S) est un plan admettant comme vecteur unitaite normal z , l’intégration du 
champ de pression sur cette surface permet de calculer la charge W que le contact peut 
supporter :      
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En particulier, si (S) correspond à celle d’un disque circulaire de rayon R comme dans notre 
cas, on a  : 
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L’intégration des contraintes de cisaillement permet de déterminer la force tangentielle 
exercée par le fluide sur la paroi (frottement) : 
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En particulier, si cette surface est un disque circulaire de rayon R comme dans notre cas : 
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Le coefficient de frottement f, défini comme le rapport entre la force de viscosité et la charge, 
s’écrit donc : 
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Annexe 2 : Méthodes des différences finies et de Gauss-Seidel relaxée  

1. Discrétisation par la méthode des différences finies  
 
 Le schéma numérique aux différences finies consiste à partager le domaine d’étude en 
une multitude de petits domaines (voir Figure A2.1) et puis calculer par approximation les 
valeurs des dérivées de la fonction inconnue notée f à l’aide de ses développent de Taylor.  
 
Chaque point du maillage de coordonnées (xi = i∆x, yj = j∆y) est noté (i, j), où ∆x et ∆y 

représentent les pas d’espace suivant l’axe x et l’axe y respectivement.    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure A2.1 : Discrétisation du domaine de calcul 
 
Le développement de Taylor de la fonction f à l’ordre deux s’écrit : 
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En retranchant terme à terme l’expression (A2.2) de l’expression (A2.1), on a : 
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En ajoutant terme à terme l’expression (A2.2) à l’expression (A2.1) on a : 
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Les dérivées discrétisées au point (i, j) s’écrivent donc : 
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Les écritures (A2.5) et (A2.6) sont appelées schémas centrés. 
 
Un schéma décentré avant de la dérivée première de f peut être obtenu directement de 
l’expression (A2.1) par : 
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De même, un schéma décentré arrière de la dérivée première de f peut être obtenu à partir de 
l’expression (A2.2) par : 
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Le choix d’un schéma ou d’un autre dépend de la nature du problème, des conditions initiales 
et des conditions aux limites du domaine d’étude. 
 
On calcule de la même façon les dérivées partielles par rapport à la coordonnée y. On a ainsi : 
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Un schéma décentré avant de la dérivée première de f est :  
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Un schéma décentré arrière de la dérivée première de f est : 
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Le schéma Upwind consiste à décentrer la dérivée première de f comme suit : 
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La dérivée seconde croisée de f est donnée par :  
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Le schéma d’Euler implicite de la dérivée première de f  par rapport au temps est donné par :  
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où l’indice n est le nombre d’itérations en temps. 
 

2. Résolution numérique par la méthode de Gauss-Seidel relaxée 
 

On s’intéresse à la résolution du système d’équations algébriques suivant : 
                                        

    13131,21,1, −++− +++= iijijiji pEpEuEuEu                              (A2.18)                                          

                

                              jijijiji uFuFww ,12,11,, −− ++=                                       (A2.19) 
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où  

jiu , , jiw ,  et jip ,  sont la vitesse radiale, la vitesse axiale et la pression dans le film,  
*
, jiu ,

*
, jiw  et 

*

, jip  sont la vitesse radiale, la vitesse axiale et la pression dans le milieu poreux 

iA , iB , '
iB , iC , iE et iF sont des coefficients réelles 

1 ≤ i < n et 1 ≤ j < m, avec n et m sont deux nombres entiers qui représentent le nombre 
d’intervalles de maillage selon la composante radiale et la composante axiale respectivement.       
 
Le problème est bien entendu de trouver un ensemble de valeurs réelles de ces variables 
vérifiant simultanément les équations du système (S). 

 
La résolution du système (S) est généralement complexe et rarement possible lorsque 

l’une des méthodes directes d’élimination, résolvant le système en un nombre fini d’étapes, 

 
     S 
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est utilisée. On peut seulement espérer pouvoir élaborer une méthode itérative de résolution. 
La méthode de relaxation de Gauus-Seidel peut alors être appliquée. 
 

La méthode de Gauss-Seidel relaxée, comme toute méthode de substitutions successives, 
est un algorithme efficace pour trouver des approximations d'un zéro (ou racine) d'une 
fonction d'une variable réelle à valeurs réelles. Elle consiste à se donner un estimé initial de la 

solution pour u , w , p , 
*

u , 
*

w  et de construire une suite d’itérations successives telles que : 
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où k est le nombre d’itérations et α est un facteur de relaxation choisi pour assurer et accélérer 
la convergence des itérations.  

 
Le processus itératif est arrêté lorsque le critère de convergence suivant est satisfait :  
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où ∑∑
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ji est la norme euclidienne, Φ  représente u , w , p , 

*
u , 

*
w  et 

*
p , eps 

est une précision exigée donnée.  
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