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Contribution a I'Etude du Phénomeéne de I'Ecrasemente Lubrifiants non
Newtoniens en Présence de Milieux Poroélastiques

Résumé

L’étude entreprise dans cette these vise a mettptage un nouveau modele de couplage film
fluide — milieu poreux pouvant prendre en compiegeltie du fluide dans le film lubrifiant et
dans la matrice poreuse, le comportement non nésviatu fluide, les effets visqueux dans la
matrice poreuse ainsi que sa poroélasticité. Edlecerne une modélisation et simulation
numeériqgue de la lubrification par effet d’écrasememtre deux géométries simples
composées de deux disques dont I'un est a facegmre

Nous examinons d’abord les effets visqueux a I'aldemodéle de Darcy-Brinkman sur les
caractéristiques du contact lubrifié. Ce modelenatra prise en compte de la couche limite
développée a l'interface film fluide — matrice pase.

Nous abordons ensuite les effets combinés d’inegtievisqueux du fluide considéré
newtonien. L’écoulement est décrit alors a l'aids équations de Navier-Stokes Réduites
dans le film fluide et modélisé par le modéle galigé de Darcy-Brinkman-Forchheimer
dans la matrice poreuse.

Enfin, cette étude s’intéresse d’'une part aux sffetn newtoniens du fluide lubrifiant et
d’autre part a I'influance de la déformation denhatrice poreuse. Les films lubrifiants
sont considérés comme des fluides non newtoniermiple de contraintes. La déformée de
I'interface poreuse est obtenue a I'aide du modéleouche mince élastique.

Les équations aux dérivées partielles établies dette étude ont été discrétisées par la
méthode des différences finies. Les équations &alyéds obtenues ont été résolues a l'aide de
la méthode de Gauss-Seidel relaxée.

Les résultats numeériques issus de nos simulationhsontré que ces effets ont une influence
significative et non négligeable sur les perforneande I'écrasement de films fluides.

Mots-clés : Interaction fluide structure, Poroélasticité,bkification, Ecrasement de film,
Fluides non newtoniens, Couple de contraintes, B®uenince, Darcy-Brinkman-
Forchheimer, Equations de Navier-Stokes Réduites



Contribution to the Study of the Squeeze Film Phenoenon in the
Presence of Non Newtonian Lubricants and PoroelastiMedia

Abstract

The aim of this thesis is to develop a new modefwd film - porous medium interaction
taking into account the fluid inertia in the lulamt as well as in the porous matrix. The non-
Newtonian behaviour of the fluid, the viscous effein porous matrix and its poroelasticity
are also considered. The main concerns are thellimgdand the simulation of the squeeze
film lubrication between two discs when one ha®ps facing.

We first investigate the viscous effects on theratizristics of the lubricated contact using
the Darcy-Brinkman model. This model allows the sidaration of the boundary layer
developed at the fluid film - porous matrix interéa

Then we address the combined inertia and viscoearséffects of a Newtonian fluid. The
fluid flow is then described using the Reduced Ee8tokes equations in the fluid film and
is modelled using the Darcy-Brinkman-Forchheimeragalized model in the porous matrix.

Finally, this study focuses on the combined effemftsrnon-Newtonian fluid lubricant and
porous matrix deformation. The lubricant is consédenon-Newtonian thanks to the couple
stress model. The deformed porous interface isrddausing the thin elastic layer approach.

The partial differential equations establishedhiis study are discretized by the means of the
finite differences. The obtained algebraic equaiare solved using the Gauss-Seidel
relaxation method.

The numerical results of our simulations showed #llathese effects have a significant and
non negligible influence on the porous squeeze fitrformances.

Key-words: Fluid structure interaction, Poroelasticity, Lutation, Squeeze film,
Non-Newtonian fluid, Couple stress, Thin layer, BaBrinkman-Forchheimer model,
Reduced Navier-Stokes Equations
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Nomenclature

Cs

dg

dt

< Z 3

rk

. e
. parametre du couple de contralnﬂes,h—

175

: coefficient de ForchheimeG; =——————

\/ECKUM

. vitesse du disque supérieur dans le cas disdgie poreux est

déformable (m/s)

. vitesse du disque supérieur dans le cds disque poreux est

indéformable (m/s)

: diamétre des pores (m)

. Opérateur divergence

: tenseur de permutation d’ordre trois

: module d’Young de la couche mince élastique #/m

: poids du disque supérieur (N)
- densité massique des forces volumiques {N/m

: composante radiale de la densité massiquéodess volumiques (N/f)
: composante axiale de la densité massiqueodessfvolumiques (N/f

. position du disque supérieur (m)
: épaisseur du film fluide (m)
. épaisseur initiale du film fluide (m)
. épaisseur du disque poreux (m)
: perméabilité (A)
: tenseur du taux de rotation st

: vecteur du couple de volume?(si)

0

: longueur caractéristique de la taille des pal#is solides en suspension dans

le fluide (m),| = \/E
Y7,

: masse du disque supérieur (kg)

: nombre d’intervalles de maillage suivant leedtion axiale
: tenseur du couple de contraintes (N/m

: nombre d’intervalles de maillage suivant leediion radiale

: pression dans le film fluide (Pa)



Nomenclature

Re

Rek

<

cl| <

c

: nombre de Reynolds dans le film fluide, =
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Introduction générale

Un mécanisme lubrifié est défini par un contacteedieux solides en mouvement 'un par
rapport a 'autre séparé par un film fluide. Celsdes peuvent frotter I'un contre l'autre et on
lubrifie généralement le contact pour ainsi évigrr usure. Les surfaces des deux solides
sont caractérisées par leurs propriétés géomésrigueinématiques. Si le mouvement relatif
entre les deux surfaces est d’approche normals, glsement ni roulement, le seul moyen
qui permet d’éviter le contact des deux solidedasésistance fournie par le fluide visqueux
lorsqu’il est écrasé. Ce mécanisme de lubrificaéishappelé écrasement de film.

Cette étude est généralement concernée par |'écemsale films fluides en présence d’'un
milieu poreux. Elle est néanmoins fortement inspide la situation la plus compliquée
présente dans les contacts chargés des articidtionaines. Le fluide synovial de caractére
non newtonien lubrifie deux couches élastiquesys®e du cartilage articulaire.

Le liquide synovial est un fluide naturellement quisux additivé par les grosses
molécules d’acide hyalorunique. La présence de gesses molécules rend caduque
I'hypothese de fluide newtonien pour décrire le pontement rhéologique du fluide synovial.
Cette constatation rend I'équation de Reynoldssaiae inutilisable pour déterminer le
champ de pression dans les films a rhéologie comameen particulier le fluide synovial.

Le cartilage est un matériau déformable et por&@axnature poroélastique joue un rble
déterminant dans la lubrification des articulatidmislogiques. Elle permet d’amortir le
mouvement et de faire distribuer la pression suir l@contact articulaire.

Ainsi la détermination des performances d’'un cdanwmovial lubrifié dépend entre
autres, d’'une caractérisation rigoureuse des agel en présence et d'une représentation
aussi fidele et compléte que possible du fluideifisimt.

Une compréhension et maitrise de ces contacts bemmgues est essentielle pour la
conception des protheses afin d’établir des caombti opérationnelles optimales et de
rallonger leur durée de vie. L’étude de l'influerdee’effet non newtonien du fluide synovial
et de la poroélasticité du milieu poreux peut dbogr a 'amélioration des performances et la
durée de vie de ces mécanismes biomécaniques.

Notre contribution par cette étude sera de metirpl&ce un nouveau modeéle qui permet
de prendre en compte les effets non newtoniemgrtie du fluide, les tensions visqueuses et
la déformation du cartilage articulaire.

Ainsi dans ce travail, nous proposons une nouvali¢hode pour prédire les différentes
caractéristiques (pression, débit, charge, forcefrdgement, ...) d’'un contact synovial
modélisé par deux disques circulaires et paralld®ed I'un présente une face poreuse. Le
mémoire de cette thése comporte quatre chapitres.

Le premier chapitre de ce manuscrit propose dangramier temps de rappeler des
définitions de base relatives a la modélisatior’@mulement des fluides dans les milieux
poreux ainsi que les différents modeles d’écouléméne critique de ces lois d’écoulement
sera proposée en précisant les limites d'utilisatie chaque modele mathématique. Dans une
deuxieme étape, les notions principales de la fiohtion articulaire seront rappelées en
mettant I'accent sur le réle du fluide synovial slda lubrification des systemes articulaires
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Introduction générale

lors de I'écrasement. La caractérisation de laregtoroélastique du cartilage, élément capital
de l'articulation biologique, sera particulieremexposée. La troisieme partie de ce chapitre
sera réservée a un rappel des différentes loidati§oes adoptées dans la littérature pour
modéliser des fluides polymériques dits a rhéolagimplexe de type fluide synovial. Enfin,
une étude bibliographique sur I'écrasement de fiBmsprésence d’'un milieu poreux sera
présentée pour situer l'intérét de notre contridoutpar rapport a ce qui se fait dans la
thématique de la lubrification articulaire par éfi@écrasement. On verra comment la
poroélasticité du cartilage articulaire est prise @mpte dans les études des contacts
biologiques. On passera également en revue leslesod#ologiques utilisés jusqu’ici pour
tenir compte de l'effet non newtonien du fluide gyial. L'objectif est de proposer un
modele rhéologique, utilisé en lubrification pasdkiides polymériques, simple de mise en
place et capable de prendre en compte la présescadditifs.

Dans le second chapitre, une premiere approcherahleme de I'écrasement de films
fluides newtoniens a charge constante en présencendilieu poreux sera abordée. Les
forces d'inertie du fluide ne seront pas prisexempte. L'équation de Reynolds modifiée,
tenant compte de I'échange de masse entre le [iiiclefet le disque poreux, est alors utilisée
pour prédire les performances du contact lubrifiécoulement au sein du milieu poreux sera
décrit par le modéle de Darcy-Brinkman en mettéatcent sur la viscosité effective du
fluide, parametre capital responsable du développénd’'une couche limite prés de
I'interface film fluide — milieu poreux. Un algohime de couplage fort film fluide — disque
poreux est développé. La discrétisation de I'enserdbs équations du probleme est faite a
'aide de la méthode des différences finies. Uneoldion simultanée des équations
algébriques est alors effectuée par la méthodatiwérde sur relaxation de Gauss Seidel afin
d’évaluer l'influence des effets visqueux sur laesactéristiques de I'écrasement telles que la
pression et la charge que peut supporter le corltastrésultats numériques obtenus seront
interprétés et discutés.

Dans le troisieme chapitre, une simulation numeérida I'écrasement a vitesse constante
d’un film fluide newtonien lubrifiant deux disquesrculaires et paralléles dont I'un est
poreux est présentée. Les forces d’inertie du dldidns le film sont introduites sur la base des
équations de Navier Stokes Réduites en vue de m@ead compte les phénomeénes
intervenant dans un contact articulaire lubrifieesGquations aux dérivées partielles, non
linéaires et non stationnaires, sont de type pédicai® Une méthode numérique dite inverse a
été ainsi mise en place pour leur résolution. Urdéh® généralisé décrivant I'écoulement
dans le disque poreux est utilisé. Ce modele pelam@ise en compte des effets combinés de
viscosité et d’inertie. Les équations de ce prolelé@iinteraction film fluide — disque poreux
sont discrétisées par différences fines et lest@msaalgébriques obtenues sont résolues par
un algorithme de couplage séquentiel. L'objectifdes mettre en évidence I'intérét d'utiliser
un modeéle généralisé tenant compte a la fois diegsefl'inertie du fluide et des effets
visqueux dans le milieu poreux. Le programme deutan différences finies développé dans
le cadre de cette étude sera testé sur un exemptmraparant les résultats numériques
obtenus a ceux de la littérature.

Dans le quatrieme et dernier chapitre, on propos#gudier l'influence de la
poroélasticité du cartilage et des effets non neigtes sur les performances des contacts
synoviaux. La géométrie de deux disques circulagteparalléles dont I'un est poreux est
considérée. Le caractére non newtonien du fluige\agl lubrifiant le contact articulaire est
décrit par le modéle de fluide a couple de contesinLes équations de Navier-Stokes
Réduites pour fluides a couple de contraintes sestablies et résolues par une méthode
inverse. Une démarche simple pour la prise en contgs déformations du cartilage
articulaire a l'aide du modéle de couche mincetigjas est proposée. L'écoulement au sein
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du disque poreux est décrit par le modéle générg@iaur un fluide newtonien a viscosité
identique a celle du film fluide. L’équation de nvement du disque mobile est introduite
pour déterminer la vitesse et ainsi la position cdedisque. Les détails théoriques des
eéquations de la modélisation de I'écoulement an deicartilage ainsi que dans le film fluide
seront exposeés en insistant sur le couplage ddexesphénomeénes. La discrétisation de ces
équations se fait a I'aide de la méthode des diffées finies et les équations algébriques qui
en découlent sont résolues par la méthode itérdv&auss- Seidel relaxée. Un algorithme
de résolution numérique en une démarche séquensieth décrit. Les résultats numériques
des performances du contact seront présentésceitéls Une attention toute particuliére sera
accordée a I'épaisseur du film fluide et au coedfic de frottement, deux parametres
déterminant la durée de vie des contacts arti@dair

Enfin, une conclusion générale sera présentée pappeler I'essentiel des résultats

obtenus ainsi que lintérét et les limites de naioatribution. Des perspectives seront donc
ensuite proposées.
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Chapitre 1

Généralites et revue bibliographique

1.1 Introduction

La lubrification par écrasement de films fluideg fabjet de nombreuses études vu les
larges domaines de son application. L'ingénieri¢adgiomécanique articulaire en présente un
bon exemple d’application. Le joint synovial estfam un contact chargé dynamiquement dont
le cartilage articulaire joue le réle de palierriti par le liquide synovial (voir Figure 1.1).

—— Codricep Tendon

e

Bursa

Cortical Bone
Fatelia

Meniscus

Articular Cartilage Patellar Ligament

Fibrous Capsule
Articular Cartiloge -

Joint Copsule

Cancellous Bone

Corticol Bone

—— Cancellous Bone
and Marrow

Articular Cartilage
Joint Cavity

Synovial Fiuid

Meniscus ———
Subchondral Cortex

Cancellous Bone
and Marrow

Figure 1.1 : Schéma d’un contact de genou [MOW97]

L’écrasement de film est capable de fournir undgatamn considérable a la surface du
cartilage par la formation d’'un film fluide. Les idacts chargés des joints synoviaux sont
I'épaule, la hanche, le genou et la cheville.

Ces joints ont une faible friction et une usureligégble. Pourtant, on a souvent recours

a leur remplacement par des joints artificiels easepnce d’'une maladie et ne peuvent
fonctionner normalement.
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Une bonne compréhension et maitrise du fonctionnemes joints synoviaux lors de
I'écrasement contribuent largement a 'améliorati®s performances des joints artificiels de
remplacement en cas de maladies ou d’accidents.

Le fluide synovial exhibe un comportement rhéologiqqon newtonien. Il est constitué
d’un fluide interstitiel « additivé » par les moldes de I'acide hyaluronique qui se présente
comme de longues chaines moléculaires. Sa visaigignd nécessairement de la taille de ces
molécules. Plusieurs modéles rhéologiques sontoggsppour modéliser le fluide synovial
comme une solution aqueuse contenant des suspgssiates rigides ([BUJ90], [RADO4]).

Le cartilage articulaire est un matériau solideod@éfible et poreux. Sa porosité et son
élasticité contribuent a la réduction du frottement de l'usure du joint synovial. La
modélisation de sa nature poroélastique est ¢ dejplusieurs investigations.

Les notions fondamentales relatives a I'écoulentan fluide au sein d’'un milieu
poreux sont rappelées dans ce chapitre. Differaoideles mathématiques d’écoulement sont
présentés. Le mécanisme de lubrification par efi&trasement des articulations biologiques
est exposé. La nature du fluide synovial et duilagd articulaire est par ailleurs définie.
Plusieurs modeles rhéologiques modélisant le commpent d'un fluide contenant des
suspensions solides sont présentées. Une revuaegbéghique sur les principaux travaux de
recherche en relation avec I'écrasement de filmgrésence ou non d’'un milieu poreux est
reportée.

1.2 Ecoulement dans un milieu poreux
1.2.1 Définitions
1.2.1.1 Milieu poreux
Un milieu poreux est un matériau massif a l'intérieluquel se trouvent des cavités
(pores) reliées entre elles par des canaux ou @éslarhent isolées (voir Figure 1.2). On
rencontre plusieurs matériaux poreux dans la naatrelans l'industrie. Il peut s’agir
d’empilement de billes, de panneaux de fibre deeyate béton, de roche, de gisement de

pétrole, de sable, ...., etc. On s’intéresse iciraubeux poreux saturés pour lesquels I'espace
des pores est entierement rempli d'un seul fluiggesé incompressible.

AL
LA ¢ A o’y
e e LAY

Figure 1.2 : Imagetraltee d

un mllleu poreux

La distribution et la taille des pores dans lefemx poreux naturels sont irrégulieres.
La variation des parametres régissant I'écoulenantsein d’'un milieu poreux est par
conséquent irréguliere. Toutefois, I'intérét praggdans les problemes d’ingénierie est centré

bY

sur les valeurs moyennes de ces paramétres. Eies donc mesurées a I'échelle
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macroscopique et varient de maniere continue. thnigue utilisée est la méthode de prise
de moyenne volumique ([WHI67], [BEA72]) définie core étant une moyenne spatiale
appropriée sur un Volume Elémentaire Représerfi4R), (voir Figure 1.3).

VEF \%

Figure 1.3 : Représentation du volume élémentajpessentatiV sur
lequel est moyennée la propriéte

1.2.1.2 Volume Elémentaire Représentatif

La modélisation macroscopique d'un milieu poreux yra milieu continu repose sur la
notion de volume élémentaire représentatif ((WHIGBEAT72]). En effet, les milieux poreux
naturels sont des matériaux hétérogenes. La pnisecagnpte de I'ensemble de ces
hétérogénéités constitue une tache insurmontabdedi® la détermination des propriétés du
matériau. Il s’avere donc indispensable d’idéallsamnilieu en le considérant comme continu
et donc en moyennant ses propriétés a une cedahwdle en fonction de la microstructure.
On parle alors d’homogénéisation du milieu poreuleg propriétés sont moyennées sur un
VER. La matiére occupant ce volume élémentaireremtésentée par plusieurs particules
élémentaires superposeées, chacune d’entre ellespondant a une phase.

Les écoulements en milieu poreux imposent deux léshg@our la description des
phénomenes [BORS85] :

» L’échelle des pores ou I'échelle microscopiqueirtdrieur de laquelle les grandeurs
locales peuvent varier trés largement. En génétéd échelle est associée au diametre
moyen des pores.

e L’échelle du milieu poreux ou I'échelle macroscamqcaractéristique de variations
significatives de ces mémes grandeurs définies@enmes sur un certain volume de
milieu poreux. Cette échelle macroscopique estcas@ une dimension géométrique
du milieu.

Le VER doit étre choisi tel que les valeurs desntjtss physiques utilisées sont
indépendantes de la taille de ce volume lui-ménmn 8chelle de longueur doit étre
suffisamment petite pour prendre en compte la streacmicroscopique du matériau et
suffisamment grande pour décrire le comportemertbadldu matériau ([WHI67], [BEA72],
[NIEO6]).

Les grandeurs macroscopiques caractérisant leumgoreux sont donc des moyennes
de grandeurs microscopiques correspondantes sutailieegrande devant I'échelle de leurs
fluctuations microscopiques mais petite devaneogdls variations a I'échelle macroscopique.
Un milieu poreux est caractérisé principalement gamx propriétés macroscopiques liées
entre elles qui sont la porosité et la perméabilidous présentons une définition
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macroscopique de ces deux parametres dans le ségmsrsl valeurs moyennes spatiales sur le
volume élémentaire représentatif.

1.2.1.3 Porosité

Les milieux poreux contiennent un certain pourcgatde vides qui peuvent étre occupés
par des fluides. C’est ce qu'on appelle leur paéodia porositég constitue un indice du

volume relatif des vides dans le milieu poreuxsttdefinie comme le rapport du volume des
videsVpau volume total du milieu poretk:

p=—= (1.1)

La porosité est un concept indépendant de la fattkes connexions entre les pores. Le
tableau 1.1 ci-dessous présente quelques valeuta gerosité pour différents matériaux
poreux [KAV95].

Matériau Porosité
Matériau mousseux 0,98
Fibre de verre 0,88 — 0,93
Fil a tisser 0,68 - 0,76
Grains de silice 0,65
Poudre d’ardoise noire 0,57 -0,66
Cuir 0,56 — 0,59
Catalyseur 0,45
Granulé de pierres 0,44 — 0,45
Terre 0,43 -0,54
Sable 0,37 -0,50
Poudre de silice 0,37 -0,49
Sphere bien empilée 0,36 — 0,43
Filtre de cigarettes 0,17 - 0,49
Briques 0,12 -0,34
Poudre de cuivre 0,09 -0,34
Pierre a chaux, Dolomite 0,04 -0,10
Houille 0,02 - 0,07

Tableau 1.1 : Porosité de quelques matériaux poreux

1.2.1.4 Perméabilité

La perméabilité intrinséque noté&ese rapporte au milieu poreux indépendamment des
caractéristiques du fluide. Elle correspond a dinbnnexion et aux caractéristiques
géométriques des vides permettant a un fluide diguler. La perméabilité dépend
uniquement de la porosité et de la géométrie dma#rice solide [CALO3]. Elle définit
I'aptitude du milieu poreux a transmettre le fluigi€il contient. Son inverse traduit I'effet de
la résistance a I'écoulement du fluide due auxdeme frottement entre le fluide et la surface
des particules solides. Elle est homogene a uriacguet son ordre de grandeur est donné par
la section d’un pore individuel [GUYO01].

15



Chapitre 1

La relation de Kozeny — Carmen [CAR37] donne urtanegion de la perméabilité pour
un milieu poreux non consolidé constitué d’éléemesemtiques de géométrie simple :

=B

= 180(1— (0)2 (1.2)

ou d, désigne une dimension caractéristique de la tedie pores du matériau poreux. Le
tableau 1.2 ci-dessous illustre la perméabilit§ueglques matériaux poreux [SCH74].

Matériau Perméabilité [nm]

Briques 4,8.10" - 2,2.10°

Pierre a chaux, Dolomite 2,0.10°-4,5.10"

Cuir 9,5.10"-1,2.10°

Poudre d’ardoise noire 4,9.10"%-1,2.10°

Terre 2,9.10°-1,4.10"

Fibres de verre 2,4.10"-5,1.10"

Sable 2,0.10" -1,8.10°

Cheveux artificiels 8,3.10°°-1,2.10

Plaque de ligge 3,3.10"°-1,5.10
Fils a tisser 3,8.10-1.10°

Cigarette 1,1.10°

Tableau 1.2 : Perméabilité de quelgques matériavsupo
1.2.2 Loi d’écoulement dans un milieu poreux
1.2.2.1 Loi de Darcy

La dynamique des fluides homogéenes dans les milugux est décrite par la loi de
Darcy [DAR56] établie en 1856 sur des fondemenpgeementaux. Cette loi, établie a partir
d’écoulements unidirectionnels sur des colonnes sdéles, a mis en évidence la
proportionnalité du gradient de pression appliqué elébit d’eau traversant la colonne de
sable. Depuis, les sciences hydrogéologiques sam@es sur la loi de Darcy méme pour les
écoulements multidirectionnels. En milieu homog&ntdsotrope et dans le cas de fluide
incompressible la loi de Darcy s’écrit [NIEOG] :

gradp= —ﬁﬁ* (1.3)

ou u est la vitesse de filtration ou vitesse de Dardynt& comme une moyenne volumique

sur tout le VERy est la viscosité dynamique du fluidegst la perméabilité du milieu poreux
etp est la pression.

La loi de Darcy relie linéairement la vitesse dirdtion et le gradient de pression
interstitielle. Cette loi linéaire découle de |adarité des équations de Stokes. On peut
admettre en écoulement stationnaire a faible \atagse les gradients de pression sont
proportionnels a la vitesse d’écoulement dans tee(loi de Poiseuille appliquée a chaque
pore). Cette relation de proportionnalité, valaptaur tous les pores individuellement, se

conserve si on moyenne la vitesse et les gradienfgession sur un volume grand devant la
taille des pores.
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Bien que la loi de Darcy soit largement utilisélée e'est avérée insuffisante. Elle ne peut
pas traduire lI'influence de la nature du fluide k&roulement notamment pres des parois. En
effet la condition de glissement aux parois esme¢ par ce modele quel que soit le fluide
considérée. Cette équation ne tient pas compte hand®@ventuels effets inertiels. Les effets
d’inertie du fluide en mouvement ne sont plus rgEgbles lorsque la vitesse d’écoulement
augmente, la loi de Darcy ne peut donc plus s'gppli ((BEA72], [GAR96], [PEA02]). Des
extensions de ce modeéle on été proposées parynsisieercheurs.

1.2.2.2 Correction de Brinkman

Dans le cadre du calcul de la force visqueuse égepar un fluide sur des particules
sphériques composant un milieu poreux, BrinkmanlfBRa étendu en 1947 la loi de Darcy
en introduisant un terme équivalent au terme dagidn visqueuse dans la loi de Stokes :

gradp= —%G* + Uy AG* (1.4)

Cette loi empirique est connue sous le nom de adtation de Darcy-Brinkman. Le
premier terme de droite de I'équation (1.4) esetene de Darcy et le deuxieme est appelé le
terme de Brinkman.

Compte tenu de la présence du terme de diffusiequeuse, I'équation de Darcy-
Brinkman permet de décrire la couche limite au seimilieu poreux. Bien que I'épaisseur de
cette couche soit habituellement tres petite, Hetsesur I'ensemble de I'écoulement peuvent
étre tres significatifs [NEA74]. La correction deillkman est valide pour des valeurs élevées
de la porosité (0,6 @< 1, selon Lundgren [LUN72]).

Bien que I'utilisation de la correction de Brinkmparmette d'imposer la continuité des
vitesses et des contraintes tangentielles a faderfluide — poreux, elle fait intervenir la
viscosité effectivele du milieu poreux dont la détermination reste coversée ([LIUO5],
[LIUQ7]). La viscosité effective peut différer fernent de la viscositg du fluide. Son
evolution en fonction de la porosité reste esskatmrent un sujet encore ouvert [VALO7]. La
qguestion de la détermination de la loi de viscositplus réaliste reste cependant ouverte et
dépend probablement d'autres propriétés du mileeyx [KAV9I5].

Plusieurs études proposent des expressions durtaﬂcmzovviscosités’uLff en fonction de la
U

porosité ([EIN56], [LUN72], [KOP83]). L'établissemiede I'équation de Darcy-Brinkman par

la méthode de prise de moyenne volumique condﬁ’f‘;ﬁézé [WHI99].

1.2.2.3 Correction de Forchheimer

L’équation de Darcy suffit pour décrire I'écoulemate faible intensité. En revanche,
I'effet inertiel non linéaire devient important avikaugmentation de la vitesse du fluide. Dans
ce cas, I'’équation de Darcy devient insuffisanterpdécrire I'écoulement. Ward [WARG64]
propose dans ce cas de remplacer I'équation deypard’équation :

x|

— pC
Ky P0G

gradp=--u

k- Ak
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ou p est la masse volumique du fluide@test la constante adimensionnelle de Forchheimer
[FORO1]. Pour un empilement de sphere, d’apresrefgRG52], on a :

150

£ 175¢°" (1.6)

Le premier terme du second membre de I'équatid) €ist le terme de Darcy et le second
terme est connu sous le nom de terme de Forchheimeerapport de ces deux termes

représente a une constante prés le nombre de Rsyaol’échelle du pore basé sur la
perméabilité du milieu poreux :
e LY

Rek:T

(1.7)

Le modele de Darcy est insuffisant pour les écoalégma nombres de Reynolds supérieurs a
I'unité (Rex> 1) [GAR96].

1.2.2.4 Modele généralisé

Les écoulements visqueux et incompressibles argdes milieux poreux peuvent étre
décrits mathématiquement en utilisant un modéleéigdisé dans lequel tous les modeles
décrits ci-dessus sont pris en compte. En outsetelenes convectifs et temporels sont inclus
dans I'équation de quantité de mouvement afin cidrede modeéle plus général.

La forme générale de I'équation de quantité devexoent pour un milieu poreux de
porosité constante saturé par un fluide newtonmsompressible peut étre obtenue en
calculant la moyenne des équations de Navier-Steliete VER a l'aide de la procédure de
prise de moyenne volumique ([BEA72], [WHI67]). Geéiquation de quantité de mouvement
généralisée peut étre écrite comme suit ((HSUDIEQ6]) :

o pCf ‘_,* ‘ﬂ* (1_8)

0 aa*+1_ﬂw I
~|—+=gradu u |=-gradp--~u +=Au —“—=|u|u
40{ i g° ] FEPTE Ty Jk

Toutes les quantités présentes dans cette équatittnreprésentées par leurs valeurs
moyennes dans le VER. Cette équation de quantitdaerement généralisée a été obtenue
théoriquement [HSU90] et a été largement utiliséecasuccés dans la littérature ([HSU90],
[GAR96], [NIT96], [NIT97], [NIT98], [NIT99]).

1.3 Lubrification articulaire

La lubrification est un moyen permettant de msétrien partie le frottement pour
I'élimination du contact direct, de lI'adhésion et tlusure entre deux corps. Lubrifier
consiste a introduire un troisieme corps de fagiplaisseur pour diminuer les frottements.

La biomécanique articulaire constitue un bon exendfapplication de la théorie de la
lubrification aux articulations biologiques. Unetieulation biologique est un contact
composé par deux os couverts par le cartilageutatie [SOK78]. Ce contact articulaire est
lubrifié naturellement par le fluide synovial paliminuer le frottement et 'usure [FUR97].

18



Chapitre 1

1.3.1 Eléments des articulations biologiques
1.3.1.1 Cartilage

Le cartilage articulaire est un tissu élastiqgueeprrqui recouvre lI'extrémité d’'un os en
continuité avec un autre os pour former une aditoh. Il se compose principalement d’'un
gel dans lequel sont incluses des fibres et ddde([MOW97], [MOW92], [MAR90]). Son
réle essentiel, di a ses caractéristiques biomgeasi particulieres, est d'assurer un bon
glissement entre les piéces osseuses articuldipeut étre assimilé a une sorte d'amortisseur
des chocs avec un coefficient de frottement trélslefaet une résistance aux forces de
compression élevée tout en répartissant les pressiorendant les contraintes dans le contact
les plus faibles possibles.

L’épaisseur du cartilage est variable selon l'ataton ; elle est plus importante aux
articulations des membres inférieurs qui sont las phargées. Elle est maximale sur la rotule
ou elle atteint jusqu’a 7 mm. Dans une articulationnée, I'épaisseur est maximale dans les
zones supportant le maximum de charge.

La surface du cartilage joue un role important danshysiologie de ce tissu puisque elle
est le filtre sélectif a travers lequel passe lgstances nutritives venant du liquide synovial.

Les plages de valeurs des trois principaux par&se&fui caractérisent le comportement
mécanique global du cartilage articulaire sont (\M@¥], [MOW92], [LAI98], [BER9O],
[MOW84]) :

* module d’élasticité global : 0,5 -1 MPa
» coefficient de Poisson : 0,2 -0,4
« perméabilité d’origine physico-chimique, 10~ 10" m*/N.s

L'arthrose est une maladie qui se rencontre fréquemh chez les personnes d'age moyen
et les personnes agées. Elle se caractérise painflam@mation des cartilages articulaires
rendant la mobilité des articulations affectéeslaimeuse. La maladie arthrosique augmente
le coefficient de frottement et fait augmenter larrpéabilité du cartilage aux petites
molécules du liquide synovial. L’arthrose humaiselge a I'hyperpression qui est le facteur
principal de la dégénérescence du cartilage. Lilagge arthrosique démontre une diminution
de la résistance aux contraintes mécaniques.

1.3.1.2 Fluide synovial

Le liquide synovial du contact articulaire est iquide incolore, transparent et visqueux
qui ressemble au blanc d’oeuf [CONO1]. Il est appiide synovial ou plus simplement
synovie.

Le fluide synovial est composé principalement diadiyaluronique en suspensions dans
le liquide interstitiel filtré du plasma sanguihjdue un réle de lubrifiant dans l'articulation et
celui de liquide nourricier du cartilage. Il a not@ent pour fonction de réduire le frottement
en lubrifiant l'articulation et d'absorber et d’amioles chocs pendant le mouvement. Il se
trouve normalement en faible quantité dans I'adioon.

D’'un point de vue rhéologique, le liquide synovidt un liquide polymérique dont
I’écoulement révele des propriétés viscoélastiqieBN66], [BAL70], [OAT89], [FUN93],
[KRAO4], [SZwWO04], [ODAO05], [MEZ08], [TIC08]). Ces mopriétés englobent [Ieffet
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élastique, I'effet de contraintes normales et kacigre rhéofluidifiant. La plupart des travaux
rhéologiques consacrés a la lubrification synoviis joints artificiels sont réalisés avec des
modéles de fluides purement visqueux montrant unpastement rhéofluidifiant [CONO1].
Sa viscosité diminue en fonction du taux de cisai#nt de plusieurs ordres de grandeur (voir
Figure 1.4). Les valeurs de cette viscosité varamtguelgues dizaines de Pa.s a quelques
centiemes de Pa.s [CONO1].

Ce fluide forme une couche mince sur la surfaceattilage. Il s'infiltre également dans
des microcavités et des irrégularités dans la sarfaticulaire du cartilage pour remplir
n'importe quel espace vide.
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Figure 1.4 : Relation entre la viscosité dynamidudluide synovial (normal et
pathologique) et le taux de cisaillement [WRI76]

1.3.2 La lubrification des articulations biologiques par effet d’écrasement

L’écrasement (compression) de film lubrifiant éahldes mécanismes de génération de
pression positive au sein du film. Le terme filmra&@ correspond au phénomene qui se
produit lorsque deux surfaces lubrifiées s’apprathiune de l'autre avec une vitesse
normale. Sous l'effet d’écrasement, le film fluidkevient autoportant et empéche la
réalisation du contact direct entre les surfacegcA'obtention du champ de pression on peut
déterminer les performances du film écrasé, notamhseportance.

Différents modes de lubrification sont rencontréaglles articulations biologiques durant
un cycle de marche [MOW93] (voir Figure 1.5), patesquels figure I'écrasement. Le film
écrasé peut supporter les fortes charges imposéds ®int durant la marche, ce qui fait de
I'écrasement le mécanisme de lubrification le @tigactif. Fein [FEI66] a estimé la durée de
I'écrasement du fluide synovial dans des joints &s et a conclu que I'écrasement est le
mécanisme principal dans la lubrification des atéiions biologiques.

La premiére phase du cycle de marche correspomgoauwent ou le contact articulaire est
soumis a une forte charge avec des vitesses taeliEntres faibles. La théorie prévoit une
portance hydrodynamique significative liee a uneteffle type film écrasé ([DOWT70],
[PASO03]). Cet effet d'écrasement peut étre ampfiié une augmentation de la viscosité du
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fluide synovial. La porosité du cartilage, jouamtrdle de filtre, provoque la fuite de la phase
aqueuse. Ce qui tend a augmenter progressivemeantzentration du liquide synovial en
grosses molécules d'acide hyaluronique jusqu'aiedles se structurent en gel [WALG8]. La
viscosité élevée de ce gel permettrait de mainteaireffet d'écrasement une épaisseur de
film élevée a la fin de cette premiére phase ([HRA]Q [HLA99]).

Lorsque les pressions générées dans le film fliddet suffisamment élevées, la
déformation du cartilage est significative et béné vis-a-vis de I'épaisseur du film
([DOW86], [DOW9OQ]). Cette déformation affecte lesrfprmances du contact lubrifié et ne
peut donc étre négligée.
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Figure 1.5 : Corrélation entre les différentes plsade la marche [SFA06] :
(a) les conditions cinématique et dynamique globale
(b) les régimes de lubrification

1.3.3 Modeles rhéologiques de lubrifiant contenants desispensions
L’approche la plus utilisée pour caractériser lildde synovial est de le considérer

comme un fluide polaire. Physiquement, les fluipetaires se composent de particules
rigides et aléatoirement orientées suspendues dansiilieu visqueux. Afin de mieux
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décrire le comportement de ce genre de fluidesrmavtoniens, différentes théories ont été
proposees.

1.3.3.1 Modele de Maxwell généralisé

Le modele de Maxwell généralisé, qui permet unelétisation macroscopique des
fluides viscoélastiques (polymériques), a la fogaaérale suivante (JARI73], [NAJ89]) :

au: dr F(7.)

Z=A rz +Trz e
0z dt T,

0 d F (1.9)
ﬂ = A T&Z + THZ (Te)

0z dt

AN

ou

u, w : composantes radiale et axiale du champ desétes

r, z, 8: coordonnées radiale, axiale et circonférentielle

A =0, quand on ne tient pas compte de la partiiglee du lubrifiant

A = 1/G, quand la partie élastique du lubrifiant est prsecompteG est le module de
cisaillement du fluide lubrifiant

L’application du module de cisaillement G signifeevariation simultanée de la configuration
et du volume de la structure du fluide.

. . L 1
7, : contrainte de cisaillement equivalente [ARIT3IRI74], 7, = ET” T;
F(t.) : fonction linéaire ou non linéaire exprimant ¢arhe du terme visqueux, viscoélastique
linéaire ou non linéaire utilisé par le modele ilbgmue, pour le modéle newtonien par

exemple onaA=0et ﬂ :l

T, M
1.3.3.2 Modeéle de I'Haltére

La théorie de I'haltére consiste a modéliser ledéaules de polymeéres (additifs)
par des systémes billes — ressort appelés halteresamportement visqueux est modélisé par
I'action du frottement sur les billes, tandis geeréssort permet d’'introduire I'élasticité du
fluide en représentant les interactions entre nubdécet les enchevétrements des polymeres.
Ce modele de I'Haltére permet d’analyser la cingtide la macromolécule. Afin de diminuer
la complexité des calculs, la théorie des haltgiagspuie sur les hypothéses suivantes :

* [|'écoulement du solvant est considéré homogéne

* la concentration en macromolécule est uniformeesiudu mélange

* la distribution des vitesses de bille suit une ritistion Maxwellienne. Cette
distribution a été développée a I'origine pour digfla distribution des vitesses de
molécules dans un gaz parfait

» linertie des billes est négligée.

Le tenseur de contraintes totales peut étre calrummant les contributions respectives du
solvantz); et des polymeéreg); :
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Ti = Tioyi TTpyi = ~Hs Vi + Ty (1.10)
avec
Us . viscosité du solvant

y; :tauxde contraintes de cisaillement

1.3.3.3 Modéle de FENE P

Le modele de FENE P Dumbbell modifié présenteafdage de permettre une mise en
équation compléte d’'une loi rhéologique sans catclal fonction de distribution des haltéres
dans le solvant. Le calcul de la fonction de distion des halteres dans le solvant s’exprime
par ([BRI8O], [EHR93]) :

OT (5 DInZ :

Z(tr (T o) )Ty + A g“ = A Ty ~NKTH =5 == -nKTA, , (1.11)
, s . . 3 tr(r(p))
L'opérateurZ est defini par la formule suivant&tr (7)) =1+E 1—m

avechb = HR? /KT

ou

H :constante de raideur Hookéenne du connecteur

Ry :constante désigne I'extension limite acceptdel&haltére
A4 constante de temps

n : nombre volumique des haltéres dans le solvant

Kk . constante de Boltzman

T  :température du fluide

I

: matrice unitaire

La solution de systeme d’équations (1.11) permabteénir les contraintes de cisaillement des
polymeéresr, solubles dans le fluide.

1.3.3.4 Modele de fluide a couple de contraintes

La théorie des milieux micro continus de Vijay KammStokes permet de prendre en
compte la taille des particules en mouvement etdeples de contraintes et de volume dus a
la présence des additifs. La loi de comportemeabldgique de ce type de fluide s’écrit
[STOG66] :

1
O-ii :_pdli +'u(q,j +uj,i)_Eij I\/lrk,r (1.12)

|
Avec : M, =3 M..0; + MK
o; tenseur des contraintes non symetrique
M : tenseur de couple de contraintes
gjk - tenseur de permutation d’ordre trois
Kj :tenseur du taux de rotation
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M coefficient de viscosité dynamique du fluide
n . constante physique due a la présence des odpleontraintes ou additifs dans le
fluide

1.3.3.5 Modeéle de fluide de second ordre

La relation entre le tenseur de Cauchy et le moeveénd’un fluide incompressible de
second ordre est donnée par [COL60] :

T=-pl+LA+P A +PA’ (1.13)
avecA; etA, sont les deux premiers tenseurs de Rivlin-Erick€€nL60] donnés par :
_ -\
A =gradv+ gradv) (1.14)
L vl vy
A —E+Agradv+ gradv) A (1.15)

ou ¢, et ¢; sont deux modules de contrainte normale souvengmEs par les coefficients de
viscoélasticité et de 'cross viscosity' respectiestn La relation constitutive (1.13) peut étre
considérée comme une approximation de second afdme fluide simple. Il est plus
approprié de I'appeler ‘relation pour un fluidegtade-deux’.

1.3.3.6 Modele de fluide micro polaire

L’écoulement d’'un fluide micro polaire est caraitérpar le champ de vitesseet la
micro rotation w. Deux tenseurs sont donc introduits ; le tenseurcantrainteso et le

tenseur de couple de contrainfés Pour un fluide micro polaire isotrope, les cairttes sont
liées aux vitesses de translation et de rotatiotgp@elation linéaire [ERIG6] :

0y ==pd, +plu; +uy )= lu —uy )= 2u 0,8 (1.16)
Eij :zya“j,i +2/]a‘i,j +2196|ja‘k,k 17)
ou
L : viscosité classique de micro rotation du fluide

¥ A, etd : constantes du fluide micro polaire
o; eteg,; symboles de Kroenecker et des permutations de Cintia

Ce modéle de fluide micro polaire permet de prermirecompte la rotation angulaire des
particules fluides.

1.3.3.7 Modele de fluide a loi de puissance

L'addition de polyméres dans le fluide, qui peraien augmenter fortement la viscosité
apparente, modifie la relation linéaire entre lestaintes et le taux de déformation. En effet,
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une chute de cette viscosité apparente est obskmaggie le fluide est soumis a des taux de
déformation importants [BOU94]. Dans ce cas, led#uest dit rhéofluidifiant. L'équation
constitutive d'un fluide rhéofluidifiant peut s'&ersous la forme d'une loi de puissance du
type [USHOO] :

0, =-pg; +2m2D:D D (1.18)

ol n et m sont des constantes empiriques;orrespondant a l'indice de rhéofluidifiand®.
est le tenseur des taux de déformations dont lepasantes sont :

U, tu
' _# (1.19)

1.4 Revue bibliographique

Traditionnellement, le phénoméne de I'écrasemenfildes fluides est modélisé par
I’équation de Reynolds classique [FRE90] écriterpoufluide newtonien en écoulement sans
prendre en compte les effets d'inertie. Or, la ca@hpnsion de la dynamique non linéaire des
phénomenes de I'écrasement de films est imporemteison de la demande croissante sur
les systémes mécaniques pour avoir des performalecisictionnement satisfaisantes et des
durées de vie plus longues. En effet, la non miseompte des forces d'inertie du fluide et de
son comportement non newtonien ne permet pas d'awoé prédiction correcte des
performances de I'écrasement de films.

Des études récentes ont confirmé que ces effets isgortants dans l'analyse de
I'écrasement de films fluides. Dans la littérataomcernant la prise en compte simultanée des
effets d’inertie temporelle et convective, deux Imoéles ont été développées : la perturbation
sur le nombre de Reynolds et la moyenne des foddesrtie du fluide au travers de
I'épaisseur du film.

1.4.1 Ecrasement de lubrifiants newtoniens ou non newtoans entre deux
surfaces imperméables

1.4.1.1 Cas de deux surfaces rigides

Les premiers travaux concernant la prise en congiete forces d'inertie du fluide
remontent a 1962 avec Jakson [JAK62] pour I'écraserd’un film fluide entre deux plaques
circulaires paralleles. Une solution par pertudratest présentée en approximant les termes
d’inertie a un profil de vitesse non visqueux.

En 1967, Kuzma [KUZ67] a apporté une améliorationeéte solution en calculant les
termes d’'inertie des équations de Navier simpkfiagartir du profil de vitesse donné par la
théorie de la lubrification classique. Il a obtedes résultats en bon accord avec ses mesures
experimentales.

En 1978, Ramanaiah et Sarkar [RAM78] ont présemté @tude théorique sur le
mouvement d’écrasement d’'un fluide non newtonierddélieé par le modele de fluides a
couple de contraintes entre deux plagues paraliefesment longues, entre deux plaques
paralleles circulaires et dans un palier de but&&squation de Reynolds modifiée, tenant
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compte de la présence d’additifs dans le lubrifiangété établie. Leurs résultats montrent que
le temps d’écrasement du fluide a couple de conesiest plus grand que celui du fluide

newtonien, il augmente avec 'augmentation du pateende couple de contraintes. En outre,
la capacité de charge d’'un palier de butée lubp&é un fluide a couple de contraintes est
plus grande que celle du cas classique d’'un latifinewtonien ; elle augmente avec

'augmentation du parametre de couple de contrainte

En 1979, Ramanaiah [RAM79] a mené une étude théesqr I'écrasement d’un fluide a
couple de contraintes entre deux plaques paralidéggiques pour différentes configurations
géomeétriques. Des formes circulaires, rectangu@aicarrées et triangulaires sont ainsi
employées. L'auteur a confirmé que le temps d’'é@mresnt du fluide a couple de contraintes
augmente lorsque le parameétre du couple de cotgsa@mgmente.

En 1981, Tichy [TIC81] a utilisé une technique deéarisation des termes d’inertie
convective du fluide a I'aide d'un profil de vitesaon visqueux. Il a étudié le probleme de
I'écrasement d’un film fluide entre deux plaqueculaires paralléles. Ses résultats ont mis
en évidence l'effet des forces d’inertie du flugie la pression dans le film fluide. Il a conclu
que les effets d'inertie du fluide aplatissentdesfils de la vitesse radiale, comparativement
au profil parabolique de la lubrification hydrodymigue sans inertie, par le développement
d’une structure de type couche limite.

En 1982, Bujurke et Jayaraman [BUJB2] ont étude défets non newtoniens sur
I'écrasement a vitesse constante des joints syarvlae fluide synovial est modélisé comme
un fluide a couple de contraintes de V. K. Stol&B(66]. La géométrie du joint synovial est
approchée par un contact entre un cylindre rigifi@iment long et un plan. Les auteurs ont
montré que les lubrifiants fluides a couple de @intes permettent d’avoir des capacités de
charge et des temps d'écrasement significativerperg grands comparativement au cas
newtonien a viscosité dynamique identique.

En 1991, Tichy et Bou-Said [TIC91] ont présenté npavelle forme de I'équation de
Reynolds en tenant compte des forces d'inertidddd. Une méthode basée sur la moyenne
des forces d'inertie du fluide au travers du filréta utilisée.

En 1994, Les simulations numériques de Bou-Sakhegt [BOU94] ont mis en évidence
la réduction de la capacité du film a supporter demges dynamiques engendrée par I'effet
rhéofluidifant. lls ont montré qu’'une chute de lacesité apparente est observée lorsque le
fluide est soumis a des taux de déformations inaptstde I'ordre de 1H-10° s™.

En 1996, Lin [LIN96a] a étudié l'effet non newtoniedu fluide synovial sur le
comportement statique et dynamique de I'écrasemiient contact sphérique modélisant un
joint synovial. Le fluide synovial est modélisé pamodéle de fluide a couple de contraintes
de V. K. Stokes [STO66]. L'équation de Reynolds ifiéd régissant la distribution de la
pression dans le film fluide est établie. Il a mérque les effets du couple de contraintes sur
les caractéristiques statiques et dynamiques du fluide écrasé sont physiquement
significatifs et non négligeables. Le couple det@intes entraine une augmentation de la
capacité de charge et une réduction de la vitetsde déplacement de la surface écrasante
comparativement au cas classique newtonien. Ere,olgtrcouple de contraintes augmente
I'épaisseur minimale du contact et le temps d’éaraemnt.

Courant cette méme année, Kamel et Hamdan [KAMA&lyaent I'écrasement d’un film
fluide micro polaire entre deux disques circulaipasalleles. Les forces d’inertie convective
du fluide sont prises en compte. Les équationsrdbl@me sont résolues par une méthode
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d’approximation successive. Les résultats montgeet le fluide micro polaire supporte une
charge plus grande que celle du cas newtonien. ufire,da capacité de charge augmente
quand le parametre représentant I'effet polairenarde. Les effets d’inertie convective du
fluide font augmenter la capacité de charge.

En 1997, Lin [LIN97] présente une analyse théoriquecomportement hydrodynamique
d’'un film fluide a couples de contraintes écrasésdan palier partiel infiniment long. Il a
établi I'équation de Reynolds modifiée en se basantla théorie des milieux continus de
V. K. Stokes [STO66] pour prendre en considératioprésence des additifs en suspension
dans le lubrifiant. Son étude montre que l'existedes additifs dans le lubrifiant permet
d’améliorer considérablement les performancesagtes du palier comparativement au cas
newtonien. Le couple de contraintes provoque umgnaatation de la capacité de charge et
du temps d’écrasement du film fluide.

Dans un autre travail, Lin [LIN98] a montré dansuitude numérique l'influence du
couple de contraintes présent dans le film fluide lss performances d'un palier fini en
mouvement d’écrasement. L'équation de Reynolds fiéediest résolue numériguement a
I'aide de la méthode itérative du gradient conjugaér obtenir le champ de pression dans le
film fluide. Les résultats numériques prouvent tu@résence du couple de contraintes dans
le lubrifiant entraine une augmentation considérahl champ de pression, de la capacité de
charge et du temps d’écrasement du film fluide canafvement au cas newtonien.

En 2000, Lin [LINOO] a présenté une étude analgigur I'écrasement d’un fluide a
couple de contraintes entre une sphere et un plaquation de Reynolds modifiée a été
établie en utilisant la théorie des milieux consirle V. K Stokes. Ses résultats montrent que
le couple de contraintes entraine une augmentaigmificative des valeurs de la pression
dans le film fluide, de la capacité de charge etedups d’écrasement comparativement au cas
classique de lubrifiant newtonien.

En 2001, Lin etal. [LINOla] analysent analytiguement le mouvementéctisement
périodique d’un palier partiel fini lubrifié par dluide a couple de contraintes. Le champ de
pression du film fluide est calculé numériquement résolvant I'équation de Reynolds
modifiée a l'aide de la méthode itérative du gratieonjugué. Le couple de contraintes
diminue la valeur de l'excentricité du centre duigrapartiel et augmente [|'épaisseur
minimale et le temps d’écrasement du film fluide.

En 2002, Usha et Vimala [USHO02] ont analysé thémigent le mouvement
d’écrasement périodique d’un film fluide newtonienompressible entre un disque circulaire
et une surface curviligne de forme axisymétriquae Wnéthode d’intégrale d’énergie a été
employée pour calculer la contribution des term@sedie du fluide dans I'équation de
quantité de mouvement. Leurs résultats ont monte lgs effets d’inertie entrainent une
augmentation significative du champ de pressionsdanfilm fluide et de la capacité de
chargement du contact.

En 2003, Lin etal. [LINO3] ont étudié numériquement I'écrasementrdfim fluide a
couple de contraintes dans un palier bidimensioanghn incliné. Leurs résultats obtenus a
I'aide de la méthode itérative du gradient conjugné montré que le couple de contraintes
augmente la capacité de chargement et les coetfcid’amortissement et de raideur du
palier.

En 2004, Lin etal. [LINO4a] étudient théoriquement les effets dumeude contraintes
sur I'écrasement d’un film fluide entre un cylindrdiniment long et une surface plane. lls
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ont conclu que le couple de contraintes, dévelogy@&e a la présence de particules en
suspension dans le lubrifiant, augmente la capad#écharge du contact et le temps
d’écrasement du film fluide.

Dans la méme année, Radulescu [RAD04] a étudigabément de deux surfaces
sphériques rigides modélisant un contact de hamgbefié par un fluide synovial. Le
comportement non newtonien de ce fluide est mogldlar la loi de puissance. L'auteur a
montré que le fluide a loi de puissance permetaifases valeurs plus faibles du coefficient
de frottement et de I'épaisseur du film fluide cargiivement au cas newtonien. En outre, la
courbe de distribution de la pression dans le filnde a loi de puissance est plus aplatie et ne
présente pas de pics marquants.

Russu [RUS04] a mené une étude analytique suriohde prothése de type sphére-plan
lubrifié par un fluide synovial dans une situataiacrasement. Le caractére pseudo plastique
de ce fluide est modélisé par la loi de puissab@iteur a montré que ce comportement non
newtonien aplatit la courbe de la distribution @@tession dans le film fluide.

Les effets combinés d’inertie convective du fluieledu couple de contraintes sur le
comportement de I'écrasement de deux plaques ptareesaires ont été présentés par Lin et
al. [LINO4b]. Les effets d'inertie convective sonigpen compte a l'aide de la technique des
forces d’inertie moyenne au travers I'épaisseufildu fluide. Leurs résultats ont montré que
les effets combinés du couple de contraintes aedie du fluide augmentent sensiblement la
capacité de charge et le temps d’écrasement despthues.

En 2006, Lin etal. [LINO6] étudient analytiqguement les effets comdsindes forces
d’inertie convective du fluide et du couple de camites sur I'écrasement de deux plaques
infiniment longues. Les forces d’inertie sont psisen compte en utilisant le principe des
inerties moyennes a travers I'épaisseur du filnd#uLes effets combinés des forces d'inertie
convective et du couple de contraintes entraineet augmentation de la pression, de la
capacité de charge et du temps d’écrasement dufliide. En outre, ces effets deviennent
plus marqués au fur et a mesure que I'épaissefimddiuide diminue et que le parameétre du
couple de contraintes et le nombre de Reynolds antgnt.

En 2007, Lin et Hung [LINO7] présentent une étuuotique sur les effets combinés du
couple de contraintes et des forces d’inertie cotve du fluide sur le mouvement
d’écrasement entre un cylindre long et un plan. €&gs combinés augmentent la pression
dans le film fluide, la capacité de charge et mpge d’écrasement du film fluide. lls ont
conclu que ces effets sont plus significatifs dearvaleurs élevées du nombre de Reynolds et
du parameétre du couple de contraintes et pourlbket épaisseurs du film fluide.

Lu et Lin [LUO7] étudient théoriquement les effetsmbinés du couple de contraintes et
de la variation de la viscosité avec la pressiomsdan mouvement d’écrasement entre une
sphere rigide et une surface plane. L'équation Iim@aire de Reynolds modifiée est résolue
par une technique de perturbation. Les résultatenols montrent que ces effets combinés
améliorent la capacité de charge du contact et aognt le temps d'écrasement
comparativement au cas newtonien.

En 2008, sur la base de la théorie du micro contmde V. K. Stokes, Liet al [LINOS]
ont présenté une étude analytique des effets neronens sur les caractéristiques de
I'écrasement de films fluides a couple de contesnpour des géométries de type sphere-
sphére. L'équation de Reynolds modifiée a été alggoour tenir compte des effets non
newtoniens du couple de contraintes résultant ddgifs en suspensions dans le lubrifiant.
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Comparativement au cas de lubrifiant newtoniemfllience du couple de contraintes

engendre une augmentation de la capacité de chkasgggmente donc le temps d’écrasement
du film fluide pour éviter le contact direct sph&mhére. En outre, les effets du couple de
contraintes sur les caractéristiques de I'écrasemsent plus marqués pour les faibles

épaisseurs du film avec des valeurs élevées dumpaa du couple de contraintes et du
rapport des rayons des deux sphéres.

En 2009, Naduvinamani et Patil [NADO9] étudient Igtiquement I'écrasement de film
fluide a couple de contraintes entre deux plaquiesilaires dont I'une présentant un saut
dans la région centrale du contact. Leurs résuttatdirment que le couple de contraintes
augmente la pression, la capacité de chargeméntarhps d’écrasement du film fluide.

1.4.1.2 Cas élastohydrodynamique

En 1990, Mabuchi et Sasada [MAB90] ont présenté @éinde numérique d’un joint de
prothése de hanche. Le mécanisme de lubrificatiopgsé par ces auteurs est la lubrification
éléstohydrodynamique par effet d’écrasement de filride. Ills ont considéré un contact
sphérique axisymétrique pour minimiser le tempscdkuls numériques. Le mécanisme
d’écrasement de film fournit une capacité de chatgésante pour la lubrification du joint
synovial.

En 1994, Larsson et Hoglund [LAR94] ont étudié tcpeement I'écrasement
élastohydrodynamique de films fluides entre uneésplet une surface plane. La viscosité
dynamique du fluide est supposée dépendante dedaipn dans le film. Les distributions de
la pression et de I'épaisseur du film lors de Bésament sont calculées. Les résultats de cette
analyse montrent que l'augmentation de la vitesggale d’écrasement fait augmenter la
valeur minimale de I'épaisseur du film. La capadi#mortissement du film lubrifiant est trés
élevée pour une vitesse d’écrasement initiale dadblpour les petites masses de la sphére.
L'épaisseur du film lubrifiant n'a aucune influersee les résultats si elle est supérieure a une
certaine valeur critique. L'épaisseur du film flaidevient importante lorsque le coefficient de
dépendance pression-viscosité augmente.

En 2001, Jagast al. [JAGO1] ont analysé la lubrification élastohydyndmique par effet
d’écrasement de film d’'un joint artificiel de gendune configuration simple de géométrie
sphérique a été adoptée pour représenter la peottegenou. Les équations de Reynolds et
de l'élasticité sont résolues simultanément pam&hode itérative de Newton — Raphson
pour calculer I'épaisseur du film fluide et la disttion de la pression. La déformation
élastique du joint est calculée par la méthodedéli@ments finis et par une simple équation
basée sur le modéle de couche mince élastiquedlesrs de la pression et de I'épaisseur du
film fluide prévues par ces deux méthodes sontognazcord.

En 2003, Pascovici et Cicone [PAS03] ont analysffdt de I'écrasement d’'un contact
sphérique entre une surface rigide et une autstigl. Les auteurs ont présenté I'épaisseur
du film fluide en fonction du jeu radial pour difénts instants d’écrasement. lls ont mis en
évidence une valeur optimale du jeu radial quiespond a la valeur maximale de I'épaisseur
du film fluide & un instant d’écrasement donné. dutre, ce jeu radial optimal augmente
lorsque le temps d’écrasement diminue.

En 2006, Chet al. [CHUO6a] présentent une étude numérique surd&mment a charge
constante d'un contact éléstohydodynamique de spbere — plan lubrifié par un fluide a
couple de contraintes. Les équations couplées gmdRis modifiee, de I'élasticité et de
I’équilibre sur la charge sont résolues simultam@mieaugmentation du paramétre du couple
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de contraintes fait augmenter la pression maximklecapacité de charge, le temps
d’écrasement et I'épaisseur minimale du film fluid&effet du couple de contraintes est plus
significatif pour les faibles épaisseurs du filmide.

Dans la méme année, Chtial [CHUO6b] ont développé une méthode numérique pour
étudier le mouvement d’écrasement élastohydrodymaena charge constante des fluides a
loi de puissance dans un contact sphérique lubiifiss équations couplées de Reynolds
modifiee, de la déformation élastique, et de l'éqe sur la charge sont résolues
simultanément. Des simulations numériques sontiséE pour étudier les effets de la
rhéologie du fluide et des conditions de fonctianeat sur les distributions de la pression et
de I'épaisseur du film fluide. Les résultats obenévelent que 'augmentation de l'indice de
la loi de puissance fait augmenter I'épaisseurildu ét diminuer la pression maximale. La
déformation élastique est plus significative pag faibles indices de la loi de puissance. La
différence entre la solution de la lubrification dngdynamique et la solution de la
lubrification élastohydrodynamique devient impotearorsque la valeur de cet indice
diminue.

En 2007, Jaffar [JAFQO7] a présenté une solution érique pour le probleme de
lubrification élastohydrodynamique par écraseméurt dylindre rigide sur une couche plane
élastique. Le fluide lubrifiant est a viscosité stamte. Les équations du probleme sont
résolues par une meéthode itérative pour calculegpartition de la pression et le profil de
film correspondant. Cette étude a montré que Idficat de Poisson a des effets minimes
sur la pression et sur I'épaisseur du film fluifte. outre, I'épaisseur minimale du film fluide
diminue lorsque I'épaisseur de la couche solidecmiet/ou la vitesse de I'écrasement
diminuent.

En 2008, Chu et al. [CHUO8] étudient numériquement un écrasement
éléstohydrodynamique d’un contact circulaire entre sphére élastique et une surface plane.
Le lubrifiant est un fluide compressible a coup&eabntraintes dont la viscosité dynamique
varie avec la pression. Les équations de Reynotufifide, de la déformation élastique et de
mouvement de la sphére sont résolues simultanénierst. résultats de la simulation
numeérigue montrent que la pression maximale eti&geur du film fluide augmentent quand
le parameétre du couple de contraintes augmente.

1.4.2 Ecrasement de films lubrifiants newtoniens ou non ewtoniens en
présence d’'un milieu poreux

1.4.2.1 Cas d’'un milieu poreux indéformable

En 1973, Murti [MUR73] a présenté une étude anagigi sur le phénomene de
I'écrasement d'un film fluide newtonien entre ursqlie rigide et un autre disque a face
poreuse. Les écoulements dans le disque poreuanst ld film fluide sont respectivement
modélisés par la loi de Darcy et I'équation de Rég®m modifiée. L'auteur a montré que la
présence du disque poreux réduit la pression darigm fluide, la capacité de charge du
contact et le temps d’écrasement du film fluidea 8galement conclu que I'augmentation de
la perméabilité entraine une distribution plus ammfe du champ de pression sur la totalité du
film fluide. Ceci montre que la perméabilité perndeta fois de réduire l'usure et la faire
distribuer d’'une maniere plus uniforme sur toutdatact lubrifié.

En 1975, Murti [MUR75] a étudié le comportement lderasement d’un film fluide
newtonien dans un palier sphérique poreux. L’augeorontré que la capacité de charge du
palier croit lorsque le paramétre de perméabikiig ait.
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En 1977, Srinivasan [SRI77] analyse I'écrasemenn dilm fluide newtonien entre deux
plaques dont I'une est constituée par deux cougbesises. Des configurations géométriques
de plagues annulaires, circulaires, elliptiqueseetangulaires ont été considérées. L'auteur a
montré que 'augmentation de la perméabilité réldugression dans le film fluide, la capacité
de charge du contact lubrifié et le temps de I'eenaent du film.

En 1978, Zaheruddin et Isa [ZAH78] présentent uradyse théorique des caractéristiques
de I'écrasement a charge constante d’un fluideorpotaire dans un palier sphérique poreux.
lIs ont montré que la capacité de charge diminusglee le paramétre de perméabilité
augmente. Le temps d’écrasement du film fluide segnificativement plus faible
comparativement au cas du palier non poreux.

En 1981, Zaheruddin [ZAHB81] s’intéresse au mouvenudcrasement périodique d’'un
fluide micro polaire dans un palier poreux unidisiennel. L'écoulement au sein du milieu
poreux est modélisé par la loi de Darcy modifiédezrant compte de I'effet micro polaire du
fluide. L'auteur a établi que le palier fonctionaeune plus grande valeur de I'excentricité
relative lorsque qu’il est poreux. Cette excentgicelative augmente avec l'augmentation de
la perméabilité pour tout instant d’écrasement éonn

En 1982, Sinha [SIN82] a présenté une étude thdéergur I'écrasement du fluide
synovial dans un joint de hanche. Le comportement mewtonien du fluide synovial est
modélisé a I'aide de la théorie des fluides miantapes. La géométrie du joint de hanche est
approchée par un contact sphérique. Il a montrél’qugmentation de la perméabilité est
associée a une diminution de la capacité de clarde temps de I'écrasement du film fluide.
En outre, 'auteur a conclu que la présence demebanoléculaires de I'acide hyaluronique
permet d’améliorer sensiblement la capacité degeher le temps d’écrasement.

En 1987, Bujurke eal. [BUJ87] ont présenté une étude analytique d’uliep@oreux
lubrifié par un fluide de second ordre en applaata un joint synovial de genou. Ce palier,
modélisant le cartilage articulaire, est composéale@x plagues rectangulaires et paralléeles
dont l'une est poreuse. Les auteurs ont montré lguéiminution de la perméabilité du
cartilage fait décroitre la capacité de chargerdarbint synovial.

En 1989, Bujurke eal. [BUJ89] ont mené une étude analytique sur I'éareent d’'un
film fluide de second ordre entre deux plaquesareptlaires paralleles dont chacune est
composée de trois couches minces poreuses de tgerddiférentes. Cette étude représente
une approximation de la réalité de la lubrificatidas joints synoviaux. Ces auteurs ont
constaté que la capacité de charge dans le caswepthques poreuses est plus faible que
dans le cas d'une seule plaque poreuse. En coastdiér cas ou toutes les couches ont la
méme permeéabilité, ils ont montré que celle-ci taminuer la capacité de charge. lls ont
également montré que le fluide de second ordrestgpne charge plus grande que celle du
fluide newtonien.

En 1996, Lin [LIN96c] a étudié analytiquement lelgeme de I'écrasement d’un film
newtonien entre deux disques circulaires dont pmsséde une face poreuse. Son objectif
principal est la prédiction des effets des tensiisgueuses, prises en compte par le modeéle
de Darcy-Brinkman, sur le comportement du filmdki Il a constaté que la présence de la
face poreuse réduit la capacité de charge. Il ati@ague la prise en compte des tensions
visqueuses dans le modéle de Darcy-Brinkman rdduitapacité de charge et le temps
d’écrasement du film fluide comparativement au nide Darcy.
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En 1998, Megat A. edl. [MEG98] ont développé une étude numérique et mxhtale
sur un film newtonien écrasé a charge constante eletux disques circulaires dont I'un est
poreux. L'écoulement est régi par I'équation de mdgs modifiée dans le film fluide et
modélisé par la loi de Darcy au sein du disqueyparka résolution numérique des équations
décrivant I'écoulement est effectuée a I'aide dmé&hode des éléments finis en utilisant une
discrétisation de type Galerkin. Leurs mesures ix@htales ont une bonne concordance
avec les valeurs calculées par le modéle numéritpient conclu que l'augmentation de la
perméabilité fait diminuer la vitesse et le temjgchsement du film fluide.

En 2001, Naduvinamani eal. [NADO1] ont réalisé une étude analytique sur le
comportement statique et dynamique de I'écraseniantfluide a couple de contraintes dans
un palier court et poreux supportant une chargestante ou cyclique. L'objectif de cette
étude est de prévoir I'effet du couple de contesinsur le comportement du palier. Leurs
résultats montrent que le couple de contraintegrasig une augmentation de la capacité de
charge, de I'épaisseur minimale du palier et uneirdition de la vitesse d’écrasement
comparativement au cas d’un fluide newtonien.

En 2006, Jurczak [JURO6] a mis au point une étuddytique pour analyser I'écrasement
du fluide synovial dans un palier biologique porella ainsi considéré des contacts de type
sphére — sphere et disque — disque en modélisflotide synovial par un modele de fluide a
couple de contraintes. L’auteur a pris en compseféeces d’inertie du fluide dans le film
fluide a l'aide de la méthode des inerties moyermegravers I'épaisseur du film fluide. Ses
résultats montrent que les effets combinés desedoctinertie du fluide et du couple de
contraintes augmentent la pression dans le filidélu

1.4.2.2 Cas d’'un milieu poroélastique

En 1974, La proélasticité du cartilage a été peisecompte dans une analyse simple et
approximative par Higginson et Norman [HIG74] aid& du modéle de couche mince
élastique. lls ont présenté une étude numérigqexmérimentale sur I'écrasement d’'un film
fluide entre une sphére rigide et une couche mdioe solide élastique et poreux. Leurs
résultats numériques sont en bon accord avec lsaregexpérimentales. Ills ont montré que
'augmentation de la perméabilité diminue le terdjgsrasement.

En 1985, Tandon edl. [TAN85] présentent une étude théorique sur le anistne de
lubrification par écrasement d’un joint synovialngmosé de deux cartilages articulaires
élastiques et poreux. La géométrie du joint syda@saapprochée par deux plagues paralléles
infiniment longues. Le comportement rhéologique faude synovial est modélisé par la
théorie des fluides micro polaires. La théorie d&tune biphasique est utilisée pour tenir
compte de l'effet poroélastique du cartilage. La@émiltats montrent que I'augmentation de la
perméabilité entraine une diminution de la capad@éharge et du temps d’écrasement. lls
ont montré que l'augmentation de la concentratienl’dcide hyaluronique filtré par le
cartilage fait augmenter la capacité de charge &trhps d’écrasement du film fluide.

En 1990, Bujurkeet al [BUJ90] présentent une étude de I'écrasement ghaler
poroélastique lubrifié par un fluide a couple datcaintes. Leur analyse explique en général
le comportement des paliers poroélastiques ettdécmécanisme de lubrification des joints
synoviaux en particulier. lls ont montré que ledigpa lubrifiés par un fluide a couple de
contraintes ont une capacité de charge plus sigiiifie et un temps d’écrasement plus long
comparativement aux lubrifiants newtoniens. L'é@ast du palier augmente la capacité de
charge et le temps de I'écrasement du film fluldediminution de la perméabilité du palier
poreux fait diminuer la capacité de charge etiep® d’écrasement.
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En 1991, Bujurkeet al [BUJ91] ont mené une analyse théorique sur |smraent d’'un
film fluide a couple de contraintes entre un cyinde longueur infinie et une surface plane
poroélastique. La capacité de charge du fluide upleode contraintes est plus grande que
celle d'un fluide newtonien. L’élasticité de la glee poreuse entraine une augmentation de la
capacité de charge et du temps d’écrasement duldiide.

En 1992, une analyse asymptotique du probleme befitation pour un modele de
cartilage articulaire et du fluide synovial dan® wgituation d’écrasement a été présentée par
Houet al. [HOU92]. Le cartilage articulaire est modélisé [@athéorie de mixture biphasique.
Le fluide synovial est considéré newtonien et sooutement est régi par I'équation de
Reynolds modifiée dans le cas sans inertie. La gétendu joint synovial est approchée par
un contact de type sphére — plan. La déformatiocadiage fait réduire la vitesse latérale du
fluide dans le film lubrifiant et augmente donctéamps d’écrasement. Le fluide lubrifiant
s'infiltre du film vers le cartilage dans la régioentrale du contact a haute pression mais |l
s’écoule en sens inverse dans la zone a basséprassniveau de la périphérie du contact.

Jin et al [JIN92] ont étudié l'effet de la porosité du dage dans un modele de
lubrification par effet d’écrasement de film d’wint de hanche normal. Le joint est modélisé
par un contact de type sphere — plan. Le fluideogyah est considéré newtonien iso visqueux
et incompressible. lls ont montré que, contraireamanTorzilli et Mow ([TOR76a],
[TOR76D)), le cartilage articulaire fait décroitfépaisseur du film fluide au lieu de la faire
croitre. Ceci est observé en particulier pour tés faibles épaisseurs du film lubrifiant. lls
ont conclu que l'effet de la porosité du cartilagye I'analyse de la lubrification peut étre
négligé lorsque I'épaisseur du film fluide est sd#mment élevée. Dans ce cas, une analyse
élastohydrodynamique par effet d’écrasement efisanfe pour I'étude des joints humains.

De 1993 a 2002, Hlavacek a présenté dans une d&npapiers ([HLA93a], [HLA93Db],
[HLA95a], [HLA95b], [HLAOO], [HLAO2]) un modele matématique de la lubrification des
joints humains dans des conditions d’écrasemeniilme Il s’est intéressé a l'effet de la
filtration du fluide synovial et son réle dans laliification des joints synoviaux. Le fluide
synovial est modélisé par un milieu biphasique cosgpd'un fluide newtonien (I'acide
hyaluronique) et d’un fluide parfait ('eau et lestres molécules de faible poids). Le cartilage
est représenté par une mixture biphasique compdsétuide parfait interstitiel et d'une
matrice solide élastique et déformable. L’action léerasement du film fluide synovial
génere une concentration de I'acide hyaluroniquardwn cycle de marche typique dans un
joint humain. Ceci est di a la diffusion du fluidgterstitiel ('eau) et des substances
moléculaires a poids légers a travers la surfacecattilage. Des géomeétries simples a
symétrie axiale ont été utilisées pour modélisgoile synovial. Les résultats ont montré que
le fluide synovial est filtré par le cartilage attiaire jusqu’a la formation d’'un gel lubrifiant.
L’auteur a mis en évidence une concentration critige I'acide hyaluronique qui forme un
gel pour protéger les cartilages articulaires dutact direct.

En 2006, Bujurke et Kudenatti [BUJO6] ont présemb@& étude théorique sur les effets
combinés de la rugosité de la surface du cartitdgie la poroélasticité sur le comportement
de I'écrasement d’un palier poroélastique modélisanjoint synovial. Le fluide synovial est
considéré a loi de comportement newtonienne. L'tgouade Reynolds modifiée, tenant
compte a la fois de la rugosité et de la natureti@iae du cartilage articulaire, est établie.
Cette équation, discrétisee par la méthode deéreiftes finies, est résolue a l'aide de la
méthode des multi grilles. lls ont montré que l'aggmtation de la perméabilité diminue la
capacité de charge du contact. La poroélasticitéaiee l'augmentation de la différence
relative entre la capacité de charge dans le cagux et celle du cas lisse.
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En 2007, Bujurkeet al ([BUJO7a], [BUJO7Db]) ont repris la méme étudeetifice en 2006
[BUJO6] en tenant compte cette fois-ci du caractémre newtonien du fluide synovial a I'aide
du modéle de fluide a couple de contraintes. Itsconstaté que I'effet de la poroélasticité est
plus margué pour le cas du fluide a couple de aories comparativement au cas newtonien
classique. En outre, ils ont confirmé que l'augragah du parametre de couple de
contraintes ainsi que la diminution de la perméigbdu cartilage font augmenter la capacité
de charge et le temps d’écrasement du film fluide.

1.5 Conclusion

Ce chapitre a été consacré principalement a uretagquelques importantes notions
relatives a la lubrification articulaire des joitt®logiques par effet d’écrasement ainsi qu’a
une revue bibliographigue sur les principaux travae recherche liés a cette thématique.

Les définitions nécessaires a la modélisation kt @ompréhension des écoulements
des fluides au sein des milieux poreux sont ragselées notions de la lubrification
articulaire des joints synoviaux par effet d’écrasat de films sont exposées. La nature du
cartilage et du fluide synovial d’'un point de vu@rbécanique est définie. Quelques
principaux modéles rhéologiques susceptibles deélisai le comportement rhéologique du
fluide synovial sont brievement présentés.

Enfin, une revue bibliographique sur les principdtavaux de recherche concernant
I'écrasement de films fluides newtoniens ou nontoewens en présence ou non d’'un milieu
poreux est exposée. Le modeéle de fluides a coupdtraintes, de mise en ceuvre simple,
a été largement utilisé afin de décrire le compoetiet rhéologique des lubrifiants non
newtoniens. Cette analyse bibliographique a moclagement un manque de travaux qui
modélisent I'écrasement de films en présence d’ilieumporeux en tenant compte a la fois
des effets combinés de couple de contraintes, slwsité, de I'inertie du fluide et de la
déformation élastique du cartilage.
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Ecrasement de lubrifiants newtoniens en
présence d'un milieu poreux sans prise en
compte des effets inertiels

2.1 Introduction

L’étude du phénomene de I'écrasement de films dsidewtoniens en présence d’un
milieu poreux sans prise en compte des effets diene attiré I'attention de plusieurs
chercheurs. Il a fait ainsi I'objet de nombreuxtax de recherche vu le nombre accru de ses
applications en industrie et en biomécanique ddiripar exemple.

La plupart de ces travaux ont été basés sur le lmatie Darcy [SCH74]. Ce modeéle
néglige I'effet des frontieres solides et de I'nfisee fluide sur I'écoulement au sein du milieu
poreux. Il ne permet pas alors de prévoir I'infloerde la couche limite sur I'écoulement. En
effet, la condition de glissement aux parois estmee quelque soit le fluide utilisé. Bien que
I'épaisseur de cette couche limite soit habituelempetite, ses effets sur I'ensemble de
I'écoulement dans les applications de la lubrifmat poreuse peuvent étre tout a fait
significatifs.

Une solution alternative a l'utilisation de la citizth de glissement consiste a utiliser la
correction de Brinkman a la loi de Darcy [BRI47¢naue sous le nom de la formulation de
Darcy-Brinkman. Compte tenu de la présence du telendiffusion visqueuse, le modele de
Darcy-Brinkman permet de décrire la couche limitesein du milieu poreux. L'utilisation de
la correction de Brinkman permet dimposer la cuité des vitesses et des contraintes
tangentielles a l'interface fluide — poreux.

Ce chapitre est consacré a la simulation numériquéaide du modele de Darcy-
Brinkman, des effets visqueux sur les caractérssqde I'écrasement d’'un film fluide
newtonien entre deux disques circulaires et paealldont I'un est poreux. Cette étude est
basée sur le couplage simultané, a l'interface filide — disque poreux, entre les équations
régissant I'écoulement dans le film fluide et celtgcrivant I'écoulement au sein du milieu
poreux.

Ces équations aux dérivées partielles sont diséesi par la méthode des différences
finies. La procédure numeérique retenue pour laluésa du systeme d’équations algébriques
obtenu est basée sur la méthode itérative de (Gmidsl avec coefficient de sur relaxation.

Les résultats numériques obtenus montrent que fless evisqueux augmentent les
vitesses radiale et axiale du film fluide et laegde d’écrasement, mais diminuent le temps
d’écrasement. En outre, ces effets deviennentipipsrtants pour les plus petites valeurs du
rapport de viscosité et pour les faibles épaissgwifdm fluide.
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2.2 Equations générales dans le film fluide

Considérons une configuration géométrique (voiuFeg2.1), de symétrie axiale d’axe
(Oz), composée par deux disques circulaires etlpl@sadont I'un est poreux. L’axe (Or) est
positionné sur l'interface film fluide — disque pax. Ces deux disques sont séparés par un
film fluide newtonien et incompressible d’épaissbutes propriétés physiques de ce fluide
lubrifiant sont supposées constantes. L'écoulendans le film fluide et au sein du disque
poreux est considéré laminaire. Le disque porel@naikseuH, est stationnaire tandis que le

disque imperméable est animé d’une vitesse d'érraskinstantanée

d? . Cette situation

peut modéliser par exemple un contact articulaicallsé au niveau du genou ou de la hanche.

Disque

Film Z poreux
fluide A \
v

[ \ ;‘] (t)

R

Figure 2.1 : Configuration géométrique de I'écrasetm

Rappelons que les équations générales de la ng@eadées milieux continus traduisent
les lois de conservation suivantes :

- loi de conservation de la masse
- loi de conservation de la quantité de mouvement
- loi de conservation de I'énergie

Par ailleurs, il faudra rajouter a ces lois de eovestion des lois de comportement spécifiques
aux milieux et aux phénomenes étudiés.

On ne tient pas compte ici de I'équation de coregt@m d’énergie car le régime d’écoulement
est considéré isotherme.

Ces équations seront présentées dans le cas gpo&ralppliquées au cas particulier de la
lubrification hydrodynamique, ce qui permettra éelaire I'équation de Reynolds modifiée.

2.2.1 Equation de continuité

Pour un fluide incompressible, la loi de conseoratde la masse se traduit par
I'équation :

divv =0 (2.1)

ou vest le vecteur vitesse des particules fluides.
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Cette équation s’écrit, en coordonnées cylindrigudans le cas d'un écoulement
axisymetrique :

10(r W
1o(u)  ow_ 2.2)
r or 0z

ou

r,z : coordonnées radiale et axiale

u, w : composantes radiale et axiale du vecteur \@tdass le film fluide.

2.2.2 Equation de Reynolds modifiée

La loi de quantité de mouvement, appliquée a unicpée fluide, se traduit par I'équation
[PAPOO] :

v S =
p[%+gradv.v] =divo + pf (2.3)
ou
T : densité massique des forces volumiques
o : tenseur des contraintes
t : temps
Yo, : masse volumique du fluide considéré

La loi de comportement pour un fluide newtonieroimpressible s’écrit :

- du,
0, =-pd, +2u 2+ 20 (2.4)

ox; 0%
ou
p . pression du fluide au sein du film
X, . variables d’espace
u, : composantes du vecteur vitesse

i : symbole de Kronecker

7 . coefficient de viscosité dynamique du fluide.

Pour un écoulement axisymétrique, I'équation deydantité de mouvement s’écrit en
reportant I'expression du tenseur des contrairteg flans I'équation (2.3) :

« Composante radiale :

ou du du op 10( ou) 0%
Tru=+w—===Er g = | r =+ |+ of 2.5
p[at uar Waz) or ’u[r ar( arj 6zzj Pl 9
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e« Composante axiale :

ow ow_  ow)_ 0p d(1arw) 0°w
Pl —HU—+W— [=———+u —| =—— [+ — [+ pf, (2.6)
ot or 0z 0z or\r or 0z

ou f, et f, sont les composantes radiale et axiale de la wensassiques des forces
volumiques.

Les équations de Navier simplifiées sont obtenmegrenant en compte les hypotheses
usuelles de la lubrification hydrodynamique suiean{CAM87], [FRE90]) dans les
équations (2.5) et (2.6) :

» les forces de masse sont négligeables devantriessfde pression et de viscosité

» [|'épaisseur du film est tres petite par rapport auttes dimensions du contact

» les forces d'inertie du fluide sont négligeablevaid les forces de pression et de
viscosité

Les équations de la quantité de mouvement (2.&).€)} se réduisent alors a :

d 0°u
0= Hog @7)
9
a—';’ =0 (2.8)

L’équation (2.8) montre bien que la pression dandilm fluide est indépendante de la
variable axialez.

L'intégration deux fois de I'’équation (2.par rapport a la variable en tenant compte de la
condition de continuité de la vitesse radialeu” au niveau de l'interface poreuge=0 et
de la condition de non glissemant a0 niveau du disque en mouvement h(t) , permet
d’obtenir le profil de la vitesse radiale :

u(r, z):z_lﬂ%(zz—zh)ﬂ—;(h—z) 2.9)

ol u, est la vitesse radiale du fluide au niveau dediifetice film fluide — disque poreux
(interface poreuse).

L’intégration de I'’équation de continuité (2.2) papport az, apres avoir remplaceé la vitesse
radialeu =u ¢ z ) par son expression (2.9) et tenant compte denditton de continuité de

la vitesse axialev=w au niveau de linterface poreuse= &0 de la condition de non
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. dh . . I .
gllssementw:a au niveau du disque en mouvement h(t) , permet d’obtenir I'équation

de Reynolds modifiée :

11 r% :@ ﬁ+£—d(ru0)—wg (210)
rdr\ dr h® (dt 2r dr

ol w, est la vitesse axiale du fluide au niveau de liiatee poreuse.

C’est une équation différentielle du second ordreyge elliptique dont I'inconnue principale
est la pression.

2.3 Equations générales dans le milieu poreux

Le disque poreux est considéré non déformabléroise et a perméabilité constante.
L’écoulement au sein de ce disque est modélisé'graration de Darcy-Brinkman [BRI47].
Cette équation est usuellement utilisée pour d&des écoulements a faible nombre de
Reynolds au sein des milieux poreux a valeur éleleda porosité [NIEOG].

2.3.1 Equation de continuité
L’équation de continuité s’écrit en coordonnéesntiriques dans le cas d’'un écoulement
axisymetrique :
10(ru’) N ow

—= 2.11
r or 0z ( )

ol u et w sont les composantes radiale et axiale du veuttssse dans le disque poreux.
2.3.2 Equations de Darcy-Brinkman

L’écoulement du fluide au sein du disque poreuxdéstit par les équations de Darcy-
Brinkman qui s’écrivent pour un milieu poreux isye a porosité constante dans le cas d’'un
écoulement axisymétrique :

« Composante radiale :

* * * 2 *
u’ :_Eal.{.k'u_ i }a(ru ) +6 u (2.12)
U or plor\r or 0z°

e Composante axiale :

* * * 2 *
W* :—50L+ k'u_ li ral + 0w (213)
U 0z gl\rorl or 0z°

ou
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. pression dans le disque poreux
. perméabilité du disque poreux
: composante radiale du vecteur vitesse

: composante axiale du vecteur vitesse

X, 5, €. * O,

: coefficient de viscosité effective du fluide dda disque poreux, différent bien
entendu der .

La viscosité effective dépend fortement de la pitgasnsi que de la structure géomeétrique du
milieu poreux. Valdes eal. [VALO7] ont montré que cette viscosité est une cf@n
décroissante de la porosité. Les premiers termafaiee des équations (2.12) et (2.13) sont
les termes de Darcy et les suivants sont appedésimes de Brinkman.

2.3.3 Equation de Laplace

Les équations (2.12) et (2.13) ne permettent pasalbeller les composantes etw  du
vecteur vitesse sans connaitre le champ de pregsigmour I'écoulement d'un fluide
incompressible. Cependant, ce champ de pressiampbtitement spécifié dans I'équation
de continuité (2.11). L’'application de l'opératedivergence a I'’équation vectorielle de
quantité de mouvement (1.8) en tenant compte dpidon (2.11) conduit a I'apparition
explicite de I'inconnue  :

N
11@%]#’ P _o (2.14)

rorl or ) oz

La résolution numérique du systeme d’équations dganvees partielles ((2.2), (2.7), (2.10),
(2.12), (2.13), (2.14)) pour une épaisskuu film fluide donnée nécessite la spécificatien d

: . dh . . . . P
la vitesse d’ecrasemerﬂ{a‘. Pour ce faire, on ajoute I'équation de I'équdilsur la charge.

2.4 Equation de I'équilibre sur la charge

Le contact lubrifié supporte une chargéselon I'axe (@) appliquée par le disque en
mouvement. L'équation de I'équilibre sur la chamestule que lintégrale de la pression
hydrodynamique générée dans le film fluide doitildayer cette force appliquée au contact :

2R

W = ” prdrdé 2.15)

La vitesse d'écrasement, inconnue du probléme,paigit pas explicitement dans cette
équation (2.15). Deux méthodes sont possibles pepwmédier a cette difficulté. Certains
auteurs proposent de calculer cette vitesse paprocessus itératif [MEG98] ; sa valeur
numeériqgue est modifiée de maniére itérative potisfa@re I'équation de I'équilibre sur la

charge (2.15). Une autre méthode consiste a fasgardhitre cette vitesse de I'équation de
Reynolds (2.10) par sa mise sous forme sans dimenBile sera ensuite déduite a partir de
I'équation sans dimension de I'équilibre de la gear
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2.5 Conditions aux limites
2.5.1 Conditions aux limites sur la pression

Sur I'axe de symétrie,= 0, on a :
- =0 (2.16)

Aux limites du contact lubrifié et du milieu poreux= R, la pression est prise égale a la
pression ambiante :

p=p =0 (2.17)

p=p (2.18)

® g (2.19)

2.5.2 Conditions aux limites sur la vitesse
Les particules fluides adhérent aux surfaces desspsolides imperméables :
- sur le disque supériewr= h(t):
u=0 (2.20)
- sur la paroi inférieurez = - H:
u=w =0 (2.21)

Sur l'interface poreusez = 0, la condition de continuité du champ de vitesselex
contraintes tangentielles est appliquée :

u=u, w=w (2.22)
ou_ .ou
— =y — 2.23
Mo, TH S (2.23)
" - R ow ., . Qu .
La condition (2.23) est obtenue en considénantw et m négligeable deva 5 suite
r z

aux hypotheses de la lubrification.

La continuité des contraintes normales s’écriz erD :

L oW

ow .
-pt2U—=—-p +2u —
p ,Uaz P H 32
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compte tenu de la relation (2.18) et des hypothdsds lubrification, I'équation précédente
devient :

W _g (2.24)
0z

Cette derniere condition montre qu’il n'y a pas amtribution visqueuse normale dans le
tenseur des contraintes au sein du film fluide.

La condition d’écoulement établi & la sortie dugdis poreuxt = R, exprimant la nullité de la
dérivée normale du vecteur vitesse, est employée :

ou _ow _j (2.25)

Cette condition montre que le taux de variatiotaddtesse selon la coordonnée radiale est
nul au bord du disque poreux.

Sur I'axe de symétrie,= 0, on a la condition de symétrie axiale :

u=u =0 (2.26)
ow_ow _, (2.27)
or or

2.6 Equations et conditions aux limites sans dimensions

Afin d’éviter la dépendance temporelle et spatdds points de grille du maillage due au
mouvement de la paroi supérieure, nous proposangiE les équations du probléeme sous
forme sans dimensions en utilisant les nouvellesbies suivantes :

r=L h=n (2.28)
R hy
» Dans le film fluide :0< z< h(t)
_ _ _ _ 3
Z=E, U:LU, W:ﬂ, p= ph (2.29)
h RV \% INR?
* Dans le disque poreux=H <z<0
p— p— pa— - pa— * 3
=2 i=ly, w=W, p=Pn (2.30)
H RV v (MR
ou
h, : épaisseur initiale du film fluide
Vv . vitesse instantanée de la paroi supériéwe‘z—:]‘

42



Chapitre 2

Ce changement de variables est bien entendu unsfdrenation bijective. Les dérivées
premieres avec dimensions s’expriment en fonctemneadles sans dimensions comme suit :

« Dans le film fluide :0< z<1

9) (L olf2
o |_|R or
= 2.31
Ty 1le &30
0z hh, )\ oz
+ Dans le disque poreux=1<z<0
SICEE
r=| R r (2.32)
91 o 1119
0z H/)\az

2.6.1 Equation de continuité dans le film
L’équation de continuité (2.2) s’écrit dans le neau systeme de coordonnées :
U uow_g (2.33)
or r 0z
2.6.2 Equation de Navier Simplifiée

L’équation de mouvement (2.7) devient :

(2.34)

2.6.3 Equation de Reynolds modifiée

L’équation de Reynolds modifiée (2.10) devient :

1dfrde_y —1+iM—v‘v§ (2.35)
rdrl dr 2r dr

. : z dhl, . R , R
Il est a remarquer que la vitesse d’écrase & t, inconnue du probléme, n'apparait plus

dans cette équation de Reynolds modifiée.
2.6.4 Equations de Darcy-Brinkman

Les composantes de I'équation de la quantité deveroant dans le disque poreux (2.12)
et (2.13) s’écrivent :
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« Composante radiale :

—_— " * 2 P 2_*
ok L&Li{(ﬂj i(gﬂ&)}ﬁq
r

hoﬁz ar H? u

« Composante axiale :

— kR ap  k u (szl d(-ow | a*w
W =- v - Tl Bl T T =
H(hoh) oz H° u|\R) ror{ or 0z

(2.36)

(2.37)

On remarque que les effets des forces visqueusesdgs de Brinkman) sont représentés par

le rapport de viscosité = =
U

2.6.5 Equation de Laplace

L’équation de Laplace (2.14) devient :

) L ,—
(Ej ii_ ra—e +6_|2 =0
R) ror| or 0z

2.6.6 Equation de I'équilibre sur la charge

L’équation de I'équilibre sur la charge (2.15) expression suivante :
W = W!hoh!
LR
ou

1
W:27ijrdr
0

2.6.6.1Vitesse d’eécrasement
La vitesse d’écrasement est alors déduite de liemué2.39) :
—\3
v = Wlth)
HR'W
2.6.6.2Temps d’écrasement

Le temps d’écrasement est ensuite calculé paégjnaie :

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)
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2.6.7 Conditions aux limites

Les conditions aux limites sur la pression ((2.18)17), (2.18), (2.19)) et sur la vitesse
((2.20), (2.21), (2.22), (2.23), (2.24), (2.25),2@), (2.27)) sont écrites sous formes sans
dimensions ci-apres.

2.6.7.1 Conditions aux limites sur la pression

Sur l'axe de symétrieF, =0:

9 _g (2.43)
Sur le bord du disque poreux et du film fluides 1 :

P=p =0 (2.44)
Sur l'interface poreusé =0:

p=p (2.45)

Sur la paroi imperméable inférieurez -1 :

i
€%= (2.46)
2.6.7.2 Conditions aux limites sur la vitesse

Sur le disque supérieuz,=1 :
u=0 (2.47)

Sur llinterface poreusez =0 :
us=u, w=w (2.48)
g—g 2%%% (2.49)
%g:o (2.50)

Sur la paroi inférieurez = -1 :
u=w =0 (2.51)

Sur 'axe de symétrier, =0 :
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u=u =0
OL__GW -0
or or

(2.52)

(2.53)

(2.54)

2.7 Discrétisations par différences finies et techniqude résolution

Le probleme d’interaction film fluide — disque poreainsi posé est discrétisé par la

méthode des différences finies (voir Annexe 2).

La discrétisation par la méthode des différencagdi consiste a la décomposition du
domaine de calcul en éléments de lignes reliég entk et mis en continuité en un nombre
finis de points. Ces points de continuité, appelésuds, sont disposés a l'intérieur et sur le
pourtour du domaine de calcul (voir Figure 2.2).Mitasse et la pression aux noeuds sont les

inconnues du probléme.

b A AF:i
<> N
1
Film fluide
jt1
j :DAZ:i
-1
0 >
1 r
Disque poreux
-1
-1 i i+l

Figure 2.2 : Discrétisation du domaine de calcul

Dans un repere cartésien, chaque noeud est idep@fi le couple d'indices, (). Les
noeuds voisins sont implicitement définis en augar@nou en abaissant I'un des indices par

un incrément unitaire.
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Les valeurs de chaque dérivée partielle sont aasud I'aide de leurs développements de
Taylor. Les équations aux dérivées partielles cablgme servent de point de départ a la
méthode aux différences finies. Elles sont appréesn par un systéme d'équations
algébriques dans lesquelles les valeurs des vesiadlix noeuds sont les inconnues. Le
systéme d’équations algébriques obtenu est réamiténguement au sein d’'un processus
itératif global.

La symétrie axiale permet de limiter la résolutiommérique a la moiti€ du domaine
d’étude. Le domaine film fluide ainsi que le doneamilieu poreux sont discrétisés a1l
points suivant la direction radialedt-1 points suivant la direction axiale (voir Figur@).

Chaque point de discrétisation du domaine de cahdli€é par , j) est localisé par ses
coordonnéesr( , z;) avecr: =iAr, z; = jAzdans le film,z; = -jAzdans le milieu poreux,
ol Ar =1/Net Az=1/M . La valeur numerique approchée de toute fonctméef au point
de discrétisation?(i ,E,—) est noteef, ;.

Les dérivées du premier et second ordre apparaidsas les équations de base ((2.33),
(2.34), (2.35), 2.36), (2.37), (2.38)) sont dissxs selon un schéma centré aux différences
finies d'ordre deux. Par contre, la dérivée pddiale la vitesse axiale présente dans
I'équation (2.33) est discrétisée par un schémarttée arriere de premier ordre. Toutes ces
dérivées partielles sous formes discrétisées sqiic#ées suivant les détails indiqués dans
'annexe 2.

Le systeme d’équations algébriques obtenu estivarsi

« Dans le film fluide :0< z<1

- U| = +U| + AE —
Uij = = = ( ) (p|+1 pl—l) (255)
Wi =W - z{”" ~u “J (2.56)
Aol_Di = AiBm + Az P, t12- u—i S+ u e El — +1zvv*i,o (2.57)

ri 20r

+ Dans le disque poreux=1<z<0

Boﬁ*i,j = Blﬁ*i_lj + Bza*i+1,j + Bsa*i Jat B4G*i g+ + B (2.58)
B', V_V*i,j = B'1V_V*i—1,j +B, V_V*i+1,j + B V_V*i a+B, V_V*i,j+1 +B' (2.59)
COE) i = le) i-1,j +C26 i+1] +C3E) i1 +C4T) i+ (2.60)
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ou
2
A =5 (2.61)
Ar
1 1
A=A=—+—— (2.62)
Ar 2ri Ar
2 2
B, =1+<a| 2H_ H , 2 (2.63)
H | RPAr™ R%ri Az
Bl:k_g(%_ 1 _j (2.64)
R \Ar" 2riAr
Bzzk_f(%J, 1 _j (2.65)
R*LAr" 2riAr
ka
B,=B,=—7—v (2.66)
H (Az)
K Diosj—p i
B5 =—r > p 1] _p 1] (267)
if 2
2
g, =1+ K2 ( 2H? | ij (2.68)
H \R?Ar™ Az
B = kczr( 1 __t _J (2.69)
R Ar"  2riAr
oot 1, 3]
R\ Ar"  2riAr
, , ka
B,=B,=— (2.71)
H Az
g,z KR PP (2.72)
Hin ) 22
2
Co=2 4 R 2.73)
Ar (AZH)
01:%2— _1 _ (2.74)
Ar 2riAr
C, =%+ _1 _ (2.75)
Ar 2riAr
2
R (2.76)

Le systeme d’équations algébriques ((2.55), (2.58)%7), (2.58), (2.59), (2.60)) est
résolu simultanément par la méthode itérative deis&&Seidel avec coefficient de sur
relaxation (voir Annexe 2), variant entre 1,46 g@5lselon I'épaisseur du film fluide pour
augmenter la vitesse de convergence.
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2.8 Algorithme de résolution

Les équations sans dimensions décrivant I'écouléntems le film fluide et dans le disque
poreux sont couplées au niveau de l'interface m@ea la continuité des contraintes et des
vitesses est assurée. La résolution numérique sleegeations d’interaction film fluide —
disque poreux est effectuée par un algorithme delage simultané. Cet algorithme s’appuie
sur une formulation globale qui tient compte ads fdes problémes film fluide et disque
poreux. Le systéme d’équations algébriques quiémowue permet de déterminer de maniére
simultanée les inconnues du film fluide et du desgoreux. Les étapes de déroulement de cet
algorithme sont décrites dans ce qui suit.

Au début, partant d'une épaisseur initiajelu film fluide, les variables hydrodynamlques

sans dimensions dans le film fluide (W p) et dans le milieporeux (u W p ) sont

initialisées a zéro. La solution des équations shmension ((2.33), (2.34), (2.35), 2.36),
(2.37), (2.38)) est atteinte lorsque le critereedevergence suivant est satisfait :

2<10° (2.78)

® représental, w, p, u Vv* et B
Ensuite, la capacité de charge sans dimensiorirddléiide (2.40) est calculée par intégration
numérique. La vitesse de I'écrasement du film #ugdt alors déduite par la relation (2.41).

Cette procédure itérative est répétée, en diminl@maisseuth du film fluide par un pas
constant égal & 0,1 mm et en estimant les nouvedlesirs des variables, w, p, u w et

p jusqu'a atteindre une épaisseur minimale du filndé au dela de laquelle des problemes

de convergence apparaissent.
Enfin, le temps d’écrasement est calculé par iatégr numeérique par rapport la de

I'équation (2.42). Cette procédure est illustrédatigure 2.3.

2.9 Résultats et discussions

L’algorithme de simulation numérique développé deaschapitre permet de prévoir les
performances d’un contact lubrifié lors de I'écrasat en présence d'un disque poreux. Il
s’agit d’étudier le comportement de ce contactesramt compte des effets visqueux dans le
disque poreux. Les parameétres géomeétriques etquesiutilisés dans cette étude sont ceux
de Megat eal. [MEG98] (voir Tableau 2.1).

Masse volumique du fluide (kgfn 840
Viscosité dynamique du fluide (Pa.s) a 20°C 0,086
Perméabilité du disque poreuxqm 4,73 10"
Porosité du disque poreux 0,4
Epaisseur du disque poreux (mm) 1,6
Rayon des deux disques (mm) 40
Epaisseur initiale du film fluide (mm) 1,2
Charge imposée (N) 87

Tableau 2.1 : Caractéristiques géométriques etiggs
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A 4

Entrerp, i, k, H, R, h, W eta

l

<«

A

Diminuer I'épaisseur du film et
estimeru, w, p,u , w et p

Non

Convergence ?

Calculer la charge sans dimension

\ 4
Calculer la vitesse d’écrasemen’t

L’épaisseur du film
fluide est-elle minimale ?

Calculer le temps d’écrasement

Fin

Figure 2.3 : Algorithme de résolution
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L’influence du nombre de points de grille du maj#asur la solution numérique a été
étudiée. Une augmentation du nombre de ces pQu#gu’'a ce que l'erreur relative sur la
pression maximale au sein du film fluide soit irdare a 2%, a été réalisée. Ce critere de
convergence est satisfait avec un maillage d&5blpour le film fluide ainsi que pour le
milieu poreux. Les résultats numériques devienmemic insensibles au maillage lorsqu’on
continue a augmenter le nombre de points de gldlenaillage. Ce maillage est alors adopté
par la suite pour des compromis précision / tengpsadcul.

La valeur du rapport de viscosiblé:i dépend de la variation de la porosité du disque
U

poreux car il s'agit du méme fluide utilisé. Lesuléats numériques preédits par le présent
modéle sont comparés avec ceux obtenus par le enal@eDarcy pour différents milieux
poreux, ce qui permet de montrer I'influence déstefvisqueux et de la variation desur les
performances de I'écrasement.

La figure 2.4 montre la distribution de la mies dans le film fluide en fonction de la
coordonnée radiale. Il est observé que, dans leleanodéele de Darcy-Brinkman, les effets
visqueux sur la pression dans le film fluide netguas significatifs pour les trois différents
milieux poreux considérés quamd= 1, 2 et 4. Les formes des courbes sont les mémes g
celles obtenues en utilisant le modéle de Dardgs ehontrent une diminution radiale de la
pression. Ce qui est en bon accord avec les ré&saéaMurti [MUR73], et également ceux
obtenus par Meget etl. [MEG98] au voisinage de la partie centrale du aohntorsque le
modéle de Darcy est utilisé.

¥ 10
3.5 T I T
a=1
*og=2
a=4
3 — Darcy H
O Megat et al. [MEG98]
— 25 i
1]
£
(¥}
o
2
E 4 I
=
o
W
c
8 15- i
oy
S
&
=
o 1L |
0.5+ -
0 | | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Coordonnge radiale (mm)

Figure 2.4 : PressioA dans le film fluide
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La figure 2.5 illustre la distribution de la premsidans le milieu poreux pour = 4 par
exemple. La variation axiale de la pression edildaen comparaison avec sa variation par
rapport a la coordonnée radiale. Le fluide s'écesleentiellement dans la direction radiale.
En outre, les effets visqueux ont des effets ngnifstatifs sur la pression pour toutes les
valeurs deax considérées.

x10

Coordonnee axiale (mm)

5 10 15 20 25 30
Coordonnée radiale (mm)

Figure 2.5 : Pressiorp ™ dans le milieu poreux pour = 4

Les effets des forces visqueuses sur les profildtdsese du fluide sont représentés sur les
figures 2.6 et 2.7 pour les épaisseurs du filndéti = 1 mm (cas a) é¢t = 0,2 mm (cas b). La
figure 2.6 montre que la vitesse radiale a un pdaiforme presque parabolique dans le film
fluide et qu’elle est presque constante dans lgudigoreux, sauf au voisinage de l'interface
poreuse ou les effets de la couche limite sontestant montrés. Les forces visqueuses n’ont
pas un effet significatif sur la vitesse radialefilide dans le milieu poreux, a I'exception
éevidemment de la couche limite pres de l'interfpoeeuse dans laquelle le fluide s'écoule
plus facilement dans la direction radiale lorsgeeriodéle de Darcy-Brinkman est utilisé
[NAB10a]. Les valeurs minimales de la vitesse red@@ns le film fluide sont par conséquent
obtenues pour le modéle de Darcy car les forcegugisses permettent a I'écoulement du
fluide au niveau de l'interface poreuse d’étre plyside. En outre, le fluide s'écoule plus
rapidement dans le film et dans la couche limites@im du milieu poreux. Ceci est observé
lorsque le parametre diminue, c'est-a-dire lorsque la résistance desefode viscosité a
I'écoulement du fluide est réduite. En plus, laitpms du maximum de la vitesse radiale se
décale lIégérement vers l'interface poreuse lorsguiminue. Ces effets sont plus marqués
lorsque I'épaisseur du film séparant les deux @is@st plus petite.
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La vitesse axiale (voir Figure 2.7) diminuegque linéairement dans le film fluide et de
facon plus significative dans le milieu poreux. Lfesces visqueuses n’ont pas un effet
significatif sur la vitesse axiale dans le milieargux car ils sont absents dans le film fluide,
en particulier au niveau de l'interface poreusemiogelele de Darcy sous-estime les valeurs de
cette vitesse dans le film fluide, essentiellemrantniveau du disque supérieur. Comme les
effets visqueux provoquent une quantité plus grahddeébit radial a travers le bord du film
en comparaison avec le modele de Darcy, le disgpérieur se déplace plus rapidement.
D'autre part, la vitesse axiale entre les deux ugisgaugmente lorsque le parameétre
diminue. Il est également intéressant de noterl'gtfet de la variation du parametoesur la
vitesse axiale dans le film fluide devient plus oquafr lorsque I'épaisseur du film fluide
diminue.

La figure 2.8 représente I'évolution avecelmps de I'épaisseur du film fluide prédite par
les modeles de Darcy et de Darcy-Brinkman pous tdiiférents milieux poreux. Le temps
d’écrasement, nécessaire au disque supérieur pieimdae une épaissetirdonnée du film
fluide, augmente lorsque la viscosité effectiveraagte. La diminution du paraméteeréduit
la résistance a I'écoulement radial du fluide damsilieu poreux, une plus faible valeur lde
est par conséquent atteinte pour un méme instamtédden outre, ces effets deviennent de
plus en plus significatifs lorsque le disque rigglepproche du disque poreux. Les effets
visqueux du modele de Darcy-Brinkman diminuentdmps d’écrasement en comparaison
avec le modéle de Darcy. Comme le modéle de DarmkBan provoque un débit plus élevé
sur le bord du film par rapport au modele de Datmge plus faible valeur de est atteinte
pour le méme instant. Ce résultat obtenu par Nat#tah [NAB10b] est en bon accord avec
ceux de Lin [LIN96b].

L’évolution de la vitesse d’ecrasem%%ltj est présentée sur la figure 2.9. Les effets

visqueux augmentent la vitesse d’écrasement coitivgereent au modeéle de Darcy. Ces
effets visqueux réduisent la résistance a I'écoeémadial au niveau de l'interface poreuse, le
fluide peut donc étre évacué plus facilement cepguinet au disque supérieur de se déplacer
plus rapidement. Contrairement aux résultats dg[ILiN96b], [LINO1b]), le présent modéle
montre que les effets de la variation du rapportvideosité a sur les caractéristiques de
I'écrasement du film fluide sont significatifs edrtt non négligeables.
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Vitesse axiale (mm/s)
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Epaisseur du film {mm)

Vitesse d'écrasement (100mm/s)
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Figure 2.8 : Epaisseur du film
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Figure 2.9 : Vitesse d’écrasement en fonction éedisseur du film
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2.10 Conclusion

Une simulation numérique des effets visqueux ssickractéristiques de I'écrasement, en
utilisant I'équation de Reynolds modifiée et legatmpns de Darcy-Brinkman, a été présentée.
Il a été montré que le rapport de viscositéreprésentant les effets visqueux, ainsi que sa
variation ont un effet significatif et non négligpba sur les caractéristiques de I'écrasement
essentiellement pour les faibles valeursLes résultats prédits par le modéele de Darcy-
Brinkman s’approchent de la solution du modéle decl lorsque le parameteeaugmente.
Ces effets visqueux diminuent le temps décrasemertis augmentent la vitesse
d’écrasement, la vitesse radiale et la vitesseleaxia fluide comparativement aux résultats
prédits a I'aide du modéle de Darcy. En outre, efésts deviennent plus marqués lorsque
I'épaisseur du film fluide diminue.
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Ecrasement de lubrifiants newtoniens en
présence d’'un milieu poreux avec prise en
compte des effets inertiels

3.1 Introduction

Les effets d'inertie ont fait I'objet de nombreug#sdes sur les écrasements de films
fluides ([TIC81], [USHO02], [LINO7]) ainsi que sur'altres applications hydrodynamiques
(IMENO7], [TIC86]). En fait, comprendre la dynamgumon linéaire de I'écrasement de films
fluides est important en raison de la demande saoie sur les systemes mécaniques pour
avoir une performance opérationnelle satisfaisantme durée de vie plus longue.

Ces effets d'inertie deviennent pertinents lorstpienombre de Reynolds relatif a
I'écoulement au sein du film fluide est importa@ette condition refléte le cas d’écrasement
de fluides a faible viscosité et/ou le cas caresggrar des vitesses d’écrasement élevées. C'est
le cas par exemple des joints humains lors d’'uh dame hauteur élevée ou lors d’un choc
accidentel.

Différentes solutions analytiques approchées anpeaiposees pour résoudre le probleme
de lubrification hydrodynamique en présence deseford’inertie. Les plus couramment
utilisées sont basées sur la méthode des foroasriii moyenne selon I'épaisseur du film et
sur la méthode itérative ou de perturbations sundmbre de Reynolds [FRE90]. La non
linéarité engendrée par la présence des termeertiinmet en défaut les hypothéses
auxquelles est restreinte I'équation de Reynoldssifjue. Ce qui complique la résolution des
eéquations de Navier-Stokes et nécessite donc l@ngbutils numériques de calcul non
linéaire.

Ce troisieme chapitre propose un algorithme de lsitiom numérique par différences
finies des effets d'inertie sur les caractéristgjde I'écrasement d’un film fluide newtonien.
La configuration géométrique considérée est camstitde deux disques circulaires et
paralleles dont I'un est poreux.

A cet effet, une méthode inverse pour résoudrédestions de Navier-Stokes dans le film
fluide est développée. Elle consiste a se donnayradgient radial de pression au sein du film
fluide et ensuite a l'actualiser itérativement fmrtechnique du point fixe jusqu'a ce qu'il
vérifie la condition a la limite sur la vitesse @i au niveau du disque en mouvement.

Par ailleurs, I'écoulement dans le disque poretxrexiélisé par un modeéle plus général
que celui utilisé dans le chapitre précédent. Cealeogenéralisé, basé sur la technique de
prise de moyenne volumique des équations de N&timkes écrites a I'échelle des pores,
permet de simuler les effets combinés de viscesidinertie. Les équations, fortement non
linéaires et non stationnaires, sont discrétiséesapméthode numérique des différences finies
a l'aide d’'un schéma d’Euler implicite, et résolyes la méthode itérative de Gauss — Seidel
relaxée.
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L’interaction film fluide — disque poreux s’effeewau niveau de l'interface poreuse. En
effet, un algorithme a été développé pour le pjetastantané des deux sous problemes film
fluide — disque poreux. Cet algorithme est baséuserrésolution séquentielle des deux sous
problemes au sein d’un processus itératif glohéisamt la méthode du point fixe. Les effets
d’inertie sur les performances statiques et dynaesglu contact lubrifié lors de I'écrasement
sont discutés a partir des résultats numeériquas ths modéle développé.

3.2 Equations générales dans le film fluide

Considérons le probléme d’écrasement d’un filmditunewtonien entre deux disques dont
'un est a face poreuse. La géométrie du contarhposée par ces deux disques de méme
rayonR, présente une symétrie axiale d’axe)(@e disque poreux, d’épaissedy est fixe en
bas dans le repere, (2) tandis que le disque rigide est animé d’'une séed’écrasement

constante- dh . Dans le cadre de la biomécanique articulaireegample, cette configuration

géomeétrique peut modéliser un contact localiséwan du genou ou de la hanche.

il Disque
Iim oreux
fluide z P
A
v
h(t)
(@] r *
*
H
A

<
<

v

R
Figure 3.1 : Configuration géométrique de I'écrasetm

La prise en compte des termes d’inertie supprivideéent la linéarité de I'’équation de
Reynolds classique utilisée au chapitre précédeutilisation de cette équation n’est alors
plus appropriée. Il est donc nécessaire de refamlidquation de film mince a partir des
équations de Navier-Stokes et de I'équation deiwmomé pour tenir compte des effets
d'inertie.

3.2.1 Equation de continuité

Pour un fluide incompressible I'équation de contiég’écrit :
diww =0 (3.1)

ou v est le vecteur vitesse des particules fluides.

En coordonnées cylindriques, cette équation s’éddins le cas d'un écoulement
axisymétrigue comme suit :

10(ru) , ow _
r or 0z

(3.2)
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r,z : coordonnées radiale et axiale
u, w :composantes radiale et axiale du vecteur vitdass le film fluide.

3.2.2 Equations de Navier Stokes Réduites
Pour écrire les équations de quantité de mouvewfient flm mince visqueux, on part

usuellement des équations de Navier Stokes. Legifun de la loi de Newton a un élément
fluide infinitésimal en mouvement aboutit & I'éqoatfPAPOOQ] :

p[% + gradv.Q] = div;+ p? (3.3)
ou
T . densité massique des forces volumiques
o : tenseur des contraintes
t : temps
Yo, : masse volumique du fluide considéré

On ne tient pas compte de I'’équation de consemvatiénergie car le régime d’écoulement
est considéré isotherme.

Pour un fluide incompressible et newtonien, I'égumatonstitutive exprime une relation
linéaire entre les contraintes et le taux de déébion :

- ou,
0, =-pd, +2u 2+ 20 (3.4)

ox; 0%
ou
p . pression du fluide au sein du film
X; : variables d’espace
u, : composantes du vecteur vitesse
9, : symbole de Kronecker
7 : coefficient de viscosité dynamique du fluide

Dans une configuration géomeétrique axisymetrigqégulation de quantité de mouvement
(3.3) s’écrit en remplacgant le tenseur des camiai(3.4) par son expression :

« Composante radiale :

[6u ou 6u)_ ap [16(6u
pl—+u—+w S—— 4y ——|r

el = _) + 0" +pof (3.5)
ot or 0z or rorl or '

022
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» Composante axiale :
2
p(a_WJ,u"_WJ,W"_Wj:_@J, i(l"r_""}#’_"" of. (3.6)
ot ar 0z 0z or\r ar 0z°

ou f, et f, sont les composantes radiale et axiale de la tensassiques des forces
volumiques.

Les équations de la mécanique des films mincesigisqsont obtenues en prenant en
compte les hypotheses usuelles de la lubrificabigdrodynamique ([CAM87], [FRE90])
suivantes dans les équations (3.5) et (3.6) :

» les forces de masse sont négligeables devantriessfde pression et de viscosité
» [|'épaisseur du film est tres petite par rapport auttes dimensions du contact

Les équations de quantité de mouvement se rédwkesta :

ou du  du op 0%
—+ty—+W—|=——+ [ — 3.7
'O(at or azj o Hoz 3.7
ap
—=0 3.8
% (3.8)

Les équations (3.2), (3.7) et (3.8) sont dites Bgna de Navier-Stokes Réduites (RNSP)
a trois inconnuesl, w et p. L’équation (3.8) montre que la pression danslie fluide est
indépendante de la variable axialé.a prise en compte de cette derniere dans |'énqués.7)
réduit a deux le nombre d’équations a résoudre. Wosieme équation s’avere donc
nécessaire pour fermer le probleme.

3.3 Equations générales dans le milieu poreux

L’écoulement au sein du disque poreux est trattitlement modélisé par la loi de
Darcy [SCH74] ou par son extension a Darcy-Brinkm{&RI47] dans les situations
d’écrasement. Dans le cas d'un écoulement a faildsse, I'équation de Darcy ou son
extension a Darcy — Brinkman suffit pour décriecbulement au sein du disque poreux. En
revanche, avec I'augmentation de la vitesse, keffertiel devient important et ces équations
deviennent insuffisantes pour décrire I'écoulement.

La prise en compte des termes d'inertie nécesbiglisation d'un modele
d’écoulement plus approprié. Ceci dépend de lauvat@emérique du nombre de Reynolds,
défini sur la base de la taille des pores de laiogaporeuse. Les effets d’'inertie doivent étre
pris en compte lorsque cette valeur du nombre dadtés est non négligeable devant 'unité
[PEAO2].

Une forme plus générale de I'équation de quani@énouvement d’un écoulement de
fluide incompressible, saturant les pores d’un euiliporeux, peut étre obtenue par la
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technique de prise de moyenne volumique des éaqsatie Navier-Stokes sur un volume
élémentaire représentatif [WHI99].

3.3.1 Equation de continuité
En coordonnées cylindriques, I'équation de contésiécrit dans le cas d’'un écoulement
axisymetrique :

1o(u) oW (3.9)
r or 0z

olu et w sont les composantes radiale et axiale du veuttssse dans le disque poreux.
3.3.2 Equations de Darcy-Brinkman-Forchheimer généraliség

L’écoulement du fluide au sein du disque poreuxdéstit par les équations de Darcy-
Brinkman-Forchheimer généralisées. Ces équatioaséds sur la méthode de prise des
moyennes volumiques des équations de Navier-Sto#es un fluide newtonien a I'échelle
des pores, s’écrivent a I'échelle d’'un volume élétaiee représentatif (VER) dans le cas d’'un
milieu poreux a porosité constante et un écoulermeisymétrique :

« Composante radiale :

S
*

VvV |u (3.10)

pfou uwaw wau)_ op_p., pf0(1o(u)), o) _eC,
plot @o @ oz ok plorlr or 0z | Jk

 Composante axiale :

S*

.o R s * , 2 s C *
plow uow wow __dp _H M 10 raw +GV\2/ _ P (3.11)
p\ ot @ o @ oz 9z k p\rorl or 0z Jk
ou
p . pression dans le disque poreux
k . perméabilité du disque poreux

¢ : porosité du disque poreux

- . 175

C : coefficient de Forchheime€; =————
f f \/@03/2

\7 . vecteur vitesse de filtration ou de Darcy d@disque poreux
v : module du champ de vitesse dans le disquaupore
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3.3.3 Equation de Poisson

Les équations (3.10) et (3.11) ne permettent padétiErminer les composanteset w
du vecteur vitesse sans connaitre le champ deiqmegs pour I'écoulement d'un fluide
incompressible. L'application de I'opérateur divemge a I'équation vectorielle de quantité de
mouvement (1.8) en tenant compte de I'équation) (8dhduit a I'apparition explicite de
linconnup :

) L. e\ 2 N2 s
10( 00,00 __ pCf(* )‘ ‘ U)o oW |
rorl or 0z r 0z 0z or

Les équations (3.2), (3.7), (3.8) (3.10), (3.11}312) couplées au niveau de linterface
poreuse permettent donc de calculer la pressida eitesse dans le film fluide et dans le
milieu poreux lorsque la géométrie (épaisseur dm)fi les conditions initiales et les
conditions aux limites sur la pression et sur tasge sont connues.

3.4 Equation de I'épaisseur du film fluide

La vitesse de descen‘/e:‘% du disque supérieur est considérée constanteysstzop h

a l'instantt est ainsi déduite par intégration temporelle edDieét :
h(t):%Hh0 3.13)

ou hy est I'épaisseur initiale du film fluide.

3.5 Conditions initiales

Dans le film fluide newtonien, nous choisissons owrconditions initiales pour la vitesse
et pour la pression la solution de I'équation deriRdds (2.10), de I'équation de Navier
simplifiée (2.7) et de I'équation de continuité AR.Pour un film fluide situé entre deux
disques rigides ayant la méme épaisseur initiglen a :

u(r, z,t :O):%rz(ho—z) (3.14)
w(r, z,t =0) =%22(22—3ho) (3.15)
p(r, z,t = -3 (R r2) (3.16)

Dans le milieu poreux, nous supposons que le chaenpitesse et la pression sont nuls a
l'instant initial :

u(,zt=0=w(r,zt=0)=0 (3.17)
p(r,zt=0)=0 3.18)
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3.6 Conditions aux limites

3.6.1Conditions aux limites sur la pression
Sur I'axe de symétrie,= 0, on a :
% _p (3.19)

Aux limites du contact lubrifié et du milieu poreux= R, la pression est prise égale a la
pression ambiante :

p=p =0 (3.20)
Sur l'interface poreuse, = 0, la pression est supposée étre continue :
p=p (3.21)
La condition d’impermeéabilité sur la paroi infémreyz = - H, s’écrit :
aaiz* =0 (3.22)
3.6.2Conditions aux limites sur la vitesse
Les particules fluides adhérent aux surfaces desspsolides imperméables :
e sur le disque supériewr,= h(t):
u=O,W:%? (3.23)
» surla paroiinférieurez = - H:
u=w =0 (3.24)

Sur linterface poreusez = 0O, la condition de continuité du champ de vitesses d
contraintes tangentielle et normale est appliquée :

u=u, w=w (3.25)
zZ @oz
ow _ (3.27)

La derniere condition montre qu’il n’y a pas de trilmution visqueuse normale dans le
tenseur des contraintes dans le film fluide suitelaypotheses de la lubrification.
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La condition d’écoulement établi a la sortie dugdis poreuxt = R, exprimant la nullité du
taux de variation du vecteur vitesse selon la coonée radiale, est employée :

ALY (3.28)

U=u = (3.29)
ow_ow _, (3.30)
or or

Comme on a deux conditions aux limites sur la sieaxialew (3.23) et (3.25) mais
seulement une seule dérivée premiére par rappat la condition a la limite (3.25)
constituera alors une troisieme équation pour felm@robleme des équations RNSP ((3.2),

(3.7)).

3.7 Egquations, conditions initiales et conditions auxiinites sans
dimensions

Afin d’éviter la dépendance temporelle et spatide points de grille du maillage, due au
mouvement de la paroi supérieure, hous propos@siE les six équations sous forme sans
dimensions en utilisant les variables sans dimesssoivantes :

r=

L, H:ﬂ’ E:lt (331)
R h, ho

* Dans le film fluide :0< z< h(t)

_ _ _ _ 3
zzz, U_LU, W:V—v, p= ph (3.32)
h RV \Y INR?
* Dans le disque poreux=H <z<0
p— — p— " —_— * 3
Z=£, u :Lu*, w :l, p = ph2 (3.33)
H RV Vv VR
ou
h, : épaisseur initiale du film fluide

Ce changement de variables est bien entendu unsfdrenation bijective. Les dérivées
premieres avec dimensions s’expriment en fonctmnedles sans dimensions comme suit :
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« Dans le film fluide :0< z<1

0
9|1 0 o [[Z
or R or
9 1-|o 1 ol &L (3.34)
0z hh, 0z
21, v v |2
at Fho ho at
+ Dans le disque poreux=1<z<0
9) (1 0 ol [Z
or R or
9 |-]o L ol | L (3.35)
0z H 0z
91 |o 0 Ve
ot h, ) \ ot
3.7.1 Equation de continuité dans le film
L’équation de continuité (3.2) s’écrit dans le neau systeme de coordonnées :
u, u,ow_g (3.36)
or r 0z
3.7.2 Equation de Navier-Stokes Réduite
L’équation de quantité de mouvement (3.7) devient :
p— s p— e [— J— i ™ 2_
R, ha—l_1+u 1+a—9 +(z+w)a—9 :—d—P+a_l2J (3.37)
ot or 0z dr jz
ou R, yall est le nombre de Reynolds.
Y7,
3.7.3 Equation de fermeture des équations RNSP
L’équation (3.23) s’écrit :
w=-1 (3.38)
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3.7.4 Equations de Darcy-Brinkman-Forchheimer généraliség
Les composantes de I'équation de mouvement damlstpie poreux (3.10) et (3.11)
s’écrivent :

» Composante radiale :

a8l {hdu_{l+16u ]u*+hh"wauJ

u=-
H ¢ 0z

pubh, | ot @ or
k 02u  k [0%u 10u u k dap (3.39)
+ — + —t = | = _—
oH? o7°  oR o ror 7] ([ or
2
_pCf\/EVBa* u*2+[h°j V\;2
“oh \/ R
 Composante axiale :
Wl AV [Low uow  Hhyw ow
pubhh,| ot @ or H ¢ 0z
Lk [otw 1w | Kk aw_ kKR dp (3.40)
R\ o T or | o 57 Hm) oz
_pCkv fv R— /
3.7.5 Equation de Poisson
L’équation de Poisson (3.12) s’écrit :
2 _ _ 2 _ 2 _ _ 2 _
0% p +£0_p+(5j 0°p __Riffou | fu | fHyow | M ou ow
ar> ror \HJ) 37 & or r H oz H oz or
C.h.[— .2 22 mh— ) 2
—R“‘fmoui_ u +(&jw +ﬂwi_ u +(ij (3.41)
Jk or R H oz
3.7.6 Equation de I'épaisseur du film fluide
L’épaisseur (3.13) du film fluide a I'expsésn suivante :
(3.42)

h(t) =-t+1

3.7.7 Conditions initiales

En tenant compte du changement de varialtiiséu les conditions initiales ((3.14),
(3.15), (3.16), (3.17), (3.18)) s’écrivent :
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u(r, z,t=0)=3rzft-z) (3.43)
W, 2,t=0)= 307’ 37 (3.44)
p(r,t=0)= 3(1-F2) (3.45)
u(r,zt=0)=0, w(r,zt=0)=0 (3.46)
p(r zt=0)=0 (3.47)
h(0) =1 (3.48)

3.7.8 Conditions aux limites

Les conditions aux limites sur la pression ((3.19)20), (3.21), (3.22)) et sur la vitesse
((3.23), (3.24), (3.25), (3.26), (3.27), (3.28),29), (3.30)) sont écrites sous formes sans
dimensions ci-apres.

3.7.8.1 Conditions aux limites sur la pression

Sur l'axe de symétrieF, =0:
“F -p0 (3.49)

Sur le bord du disque poreux et du film fluides 1 :

p=p =0 (3.50)
Sur llinterface poreusez =0 :

p=p (3.51)

Sur la paroi imperméable inférieure= -1 :

a5
a_EZ: (3.52)
3.7.8.2 Conditions aux limites sur la vitesse
Sur le disque supérieuz,=1 :
u=0 (3.53)

Sur l'interface poreusé =0:

u=u, w=w (3.54)
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ou_[ M, ou (4.55)
dz (gH o
W _g (3.56)
~ 0z
Sur la paroi inférieurez = -1 :
u=w =0 (3.57)
Sur l'axe de symétrieF, =0:
u=u =0 (3.58)
ai_ :al_ = (3.59)
or or
Sur le bord du disque poreux=1 :
U _ow (3.60)
or or

3.8 Discrétisations par différences finies et techniqude résolution

Le probleme d'interaction film fluide — disque poreainsi posé est discrétisé par la
méthode des différences finies. Cette méthode daeplus simple et la plus facile a utiliser
pour les problémes a géométries simples.

La symétrie axiale permet de limiter la résolutiommérique a la moiti€ du domaine
d’étude. Le domaine film fluide ainsi que le doneimilieu poreux sont discrétisés Hr1
points suivant la direction radiale lt+1 points suivant la direction axiale (voir Figur@)3.

Les équations aux dérivées partielles sont remetapar des équations algébriques écrites en
chacun des points des grilles du maillage, indpa@sun couplei( ). Le systeme d’équations
algébriques obtenu est résolu numériquement awldairprocessus itératif global.

Le maillage est défini comme suit :

« Le pas suivant la direction radialér =

Z||—\

* Le pas suivant la direction axialé\z =

§||—\

Chaque point de discrétisation du domaine de castulocalisé par ses coordonné_asf,-)
avecri =iAr, zj = jAz dans le film,z; =-jAz dans le milieu poreux.
La valeur numérique approchée de toute foncfiaau point de discrétisationFi(,E,-) a

linstantt" = nAt est notéef.”

ij?

avecn est le nombre d’itérations en temps.
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E 4 A_ :i
e N
1
Eilm fluide
jt1
-1
i Az=—
J 1: M
j-1
0 >
1 r
Disgue:pareux
-1

Figure 3.2 : Discrétisation du domaine de calcul

3.8.1 Discrétisation des equations RNSP

Les équations RNSP ((3.36), (3.37)) sont des éopmtiaux dérivées partielles
paraboliques nécessitant une discrétisation spéeifiet une résolution en mode inverse

[PEY83].

« Calcul deu

Les dérivées présentes dans I'équation de qualgithouvement suivant la composante
radiale (3.37) sont discrétisées sous la formeasiy:

—_ —n —n-1
ou _ Ui, —Uij T
— =" +0o(At 3)61
ot t (49 9

—aa —n Gi",j —Gin-l,j -

U—=Uqj———+0 Ar 3.62
= (ar) (3.62)
ou Gin,-+1 _Ginj—l -2
— = 4 0o(Az 3.63
0z 20Nz (8z) ( )

6za - ain,j+l _Zaln] +ain,i—1 +O(A_Zz) (364)

07 azf
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L’équation de quantité de mouvement suivant la acuzsapte radiale (3.37) devient :

—n —n-1 —n —n -n on N
Re(ﬁ Ui, ;{ui,j +{1+ Ui,j —Ui-1j Jullj ij +V—v|n_lj)Ui—Lj+1 —91,11} — —d—P(i)

Ar 207 dr
S (3.65)
U| g+ T 2U|n,j +Uin,j—1
(a2
Le systéme d’équations algébriques a résoudreits’écr
Cain,j—l + A,jﬁin,,- + Cﬁin,,-+1 =b (3.66)

ou 1<sisN et 1sjsM-1

avec
h Uin—l,j 2
C=r—, A Re — |t
B ArJ =
—n-1 —n 2 —n d
U|] - Ui- Ui-1j+1 — Ul -1j-1 p
-= —+U|—1 - +(Z +W|1)
i Il ! Ar ’ ' 207 dr ()

Le systeme d’équations algébriques (3.66) estiagahal. Sa résolution numérique a l'aide

de I'algorithme de Thomas [THO98] fournit le pradié vitesse radiala en chaque pour un
gradient radial de pression donné.

« Calcul dew

La vitesse axialew pour la sectionr; est calculée & l'aide de I’équation de continuité
(3.36). Les termes aux dérivées partielles présiaris cette équation sont discrétisés comme
suit :

@_Uij U|l]

== +0(Ar 3.67
or Ar (&r) ( )
ow V_V|nJ _V_Vin,j—l -
—=————""40(AZ 3.68
33 s (A2) (3.68)

La vitesse axiale est obtenue en injectant ces dewnieres équations dans I'équation (3.36) :

W) :v_v.”,,l—AE{”_‘" b _i‘l"} (3.69)
ri Ar

Partant de l'interface poreusg= 0), ou la vitesse axialav'io est donnée, I'équation ci-

dessus permet de calculer la vitesse axma dans toute la section pourl<j< M. La

valeur de cette vitesse a la paroi supérieureNl) doit vérifier I'équation de fermeture des
équations RNSP (3.38). Dans le cas contraire, ddignt radial de pression est réactualisé
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dans une boucle du point fixe et donc on recommangeuveau le calcul pour résoudre le
systeme tri diagonal (3.66). L'algorithme de résiolu des équations RNSP de I'écoulement
dans le film fluide se déroule comme suit :

A partir de I'axe de symétrie € 0), on calcule pour chaque indicéoutes les inconnues,
w et p a partir de leurs valeurs pour les indices préatsdet on incrémente ensuite sur

Les calculs se poursuivent jusqu’au bord du filmdé § = N). Plus précisément, on a pour
un indicei donné :

1. Lavaleur de—P est initialisée a partir de sa valeur pedr

dar

2. L’équation de la conservation de quantité de mowregmermet de calculer(, j) en

. L = — d ; .
fonction des valeurs précédemment calculéesv et d—P en résolvant directement

r
le systéeme d’équations tri diagonal (3.66) pagbaithme de Thomas [THO98].

3. L'équation de continuité (3.69) ainsi que la coiudita la limite surw a l'interface
film fluide — disque poreux permettent de calculgf, j). L’équation de fermeture
des équations RNSP (3.38) n’est alors pas forcéwggiiitee.

4. |l faut en conséquence trouver la valeur%g qui permet d’obteniw =-1 sur la
r

paroi supérieure. Une nouvelle estimation de ostteur est alors calculée (itération
du point fixe), puis les étapes 2 et 3 sont a nauvépétées jusqu’a ce que I'équation
de fermeture des équations RNSP soit vérifiée.

« Calcul du champ de pressign

Apres avoir calculé le gradient radial de pressians tout le film fluide, la distribution de
la pression est calculée en utilisant un schémal#f#tences finies décentrées avant :

— _ 2,-dp,, . 4p.— P
(== Ar—=(i) +—1—= 3.70
p=—3ar =0 3 (3.70)

avec p, =0 au bord du film fluide.

3.8.2 Discrétisation des équations de Darcy-Brinkman-Foricheimer
généralisées et de Poisson

Les équations de Darcy-Brikman-Forchheimer géersfes ((3.39), (3.40)) et de Poisson
(3.41) sont des équations aux dérivées partieleesatond ordre de type elliptique. Un
schéma centré d’ordre deux est utilisé pour toleesiérivées spatiales sauf pour les termes
convectifs ou un schéma Upwind est appliqué, ce rquient a décentrer les dérivées
premieres (voir Annexe 2). Un schéma d’Euler im#ic’ordre un est utilisé pour discrétiser
les dérivées temporelles, c’est un schéma incamdigllement stable.
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Le systeme d’équations algébriques a résoudre l#shw en injectant toutes les dérivées
partielles sous formes discrétisées dans les @msadiu probleme ((3.39), (3.40) (3.41)) :

*N —xN

ByU'ty =Bl i) +B,U i +ByUija+BUija+B, (3.71)
B'W|nJ—B W|—11+B W|+1,J+B WI]—1+B WI]+1+B (372)
COB*i,j = ClB*i—l,j + CZB*HL]' +C36*i I +C4B*i a+C (3.73)
avec
_ _*_n_ KRV, =
B, =1+ Rsz BUNCIRUINE kz{ %2+éj+ k2 %2+pcf\/_ OV‘ (3.74)
@\, | | At @ar | R A 1) ¢HT Az MMy
Rk - k(1 1
B =—¢ —Uui;+ — - (3.75)
quii‘hojzAr R\ ar’ oA
B, = kz( %2+ _1 _j (3.76)
PR\ Ar" 2riAr
=~ | 1 - RHk (3.77)
oH?((azf 202ty
B, =~ | L4 Rk G (3.78)
oH*((azf  20nzMhy
85 - _ _k . pi+1j __p -1, + kR9 (379)
(rho) 2Ar phh At
2
3,10 K R{M iy H 2 2
@ @ z R°A A
a2 (3.80)
RO
Hhy
B = KR _ Uiy (f ] (3.81)
@ ZHb)N Ar” 2 Ar
g, =R uy ( CH j (3.82)
¢ ZHB)N Ar°  2riAr
(3.83)
¢HZAZ
B,=— K _+ M (3.84)
H2A7  @PhhyHAzZ
2 _*,. __.. _n—1
B,5= k_R _ Pija _p|,1—1+ k& Wi, (385)
H(mo) 20z whﬁOAt
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2 2R?

Co=—F=*t7—v §8)
Ar (AZH)
1 1
1 =T2_ —— (387)
Ar~  2rAr
c,= =t + 1 3.48)
Ar~  2rAr
2
C,=C,= (3.89)
(AZH)
” = - " F ‘
C = RC(R| —n i+1,] i-1] _ MGWi i j+ i
5 — Ui,j
Jk 2Ar H 207
—*N —xN 2 —x*N 2 - —xN —xN 2
+& Ui+ —El SR u |y hhy Wi ja _lNi,j—l (3.90)
2Ar Ar H 2Az

—

avec\yv

2 2 2
:\/G*in,,- +(&j V_V*in,j .
R
Le systéme d’équations algébriques ((3.71), (3.®&Y3)) est non linéaire. La résolution
numérique se fait par une méthode itérative de &8esdel avec coefficient de sous
relaxation. Cette technique itérative commencefigar un champ de vitesse et de pression
comme un estimeé initial dans le milieu poreux, wm kchoix consiste & prendre celui de

I'itération globale précédente. Le processus iifeesat arrété lorsque le critere de convergence
suivant est vérifié

o -]
—15;1—15107 (3.91)

2

M-1N-1
> > @, est la norme euclidienn&,etk-1 sont deux itérations successives et
i=1 j=1

ot ], =

—

) représente_f, w et B

3.9 Algorithme de résolution

L'interaction film fluide — disque poreux s’effeewau niveau de linterface poreuse ou la
continuité des contraintes et des vitesses estérssh cet effet, un algorithme est développé
pour le pilotage instantané des deux sous modealaplés film fluide — disque poreux.
Chaque sous probleme est donc résolu séparémesairad’un processus itératif global. Ce
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type de couplage est dit faible par opposition auptage fort qui consiste a résoudre
simultanément le probleme global d’interaction.

Cette procédure de couplage faible a l'avantagetifoser le temps de calcul et la
mémoire de stockage. L'algorithme développé pefamtement de modifier séparément les
codes de calcul relatifs au film fluide et au disguoreux.

Au début du calcul, les conditions initiales suwitesse ((3.43), (3.44), (3.46)) et sur la
pression ((3.45), (3.47)) sont fixées. A chaqueaimsdonné, I'épaisseur du film fluide est
calculée par la relation (3.42).

Le processus itératif global commence par fixechamp de pression et de vitesse au sein
du film fluide, un meilleur estimé est de considérelui de I'instant précédent. Ce champ de
pression et de vitesse permet la résolution numeéraps équations discrétisées de Dracy-
Brinkman-Forchheimer généralisées ((3.71), (3. €2))le Poisson (3.73) par la méthode de
Gauss-Seidel avec des coefficients de sur relaxaionpris entre 1,4 et 1,85. Un nouveau
champ de pression et de vitesse au sein du filideflest ensuite calculé en résolvant les
équations RNSP sous forme discréte ((3.66), (3i))a méthode inverse.

La convergence du processus itératif global estrolé® en pression au sein du film fluide.
Elle est considérée atteinte lorsque la norme diedne relative de la différence entre les
pressions obtenues pour deux itérations successisteinférieure & Id La capacité de
charge du film fluide est enfin calculée par intdgm numérique du champ de pression sur
toute la surface du contact lubrifié.

Cette procédure de calcul est répétée pour chagagion du temps d’écrasement jusqu’a
atteindre I'épaisseur minimale possible, au-deldadeelle des problemes numériques liés a
la convergence apparaissent (voir algorithme daw#en, Figure 3.3).

3.10 Résultats et discussions

Le modéle numérique développé dans le cadre deisgetne chapitre permet de prévoir
les caractéristiques statiques et dynamiques @eaBément d’'un film fluide newtonien en
présence d'un disque poreux. En effet, il s’agitadier le comportement d’'un contact
lubrifié en tenant compte des effets inertiels danlm fluide et dans le disque poreux en
utilisant les données ci-apres.

Densité du fluide (kg/m) 840
Viscosité dynamique (Pa.s) a 20°C 0,086
Perméabilités du disque poreuxim 1.71 10
6.87 10
2.25 10"
4.73 10"
Porosité du disque poreux 0,4
Epaisseur du disque poreux (mm) 1,6
Rayon des deux disques (mm) 40
Epaisseur initiale du film fluide (mm) 1,2
Vitesse d’écrasement (m/s) 10

Tableau 3.1 : Caractéristiques géométriques etigphes
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Figure 3.3 :

Algorithme de résolution

L’influence de l'affinage du maillage sur la sotuti numérique a été étudiée. Des tests
sont effectués afin de s’assurer de l'indépendatese résultats numériqgues du nombre de
points des grilles de maillage. Une augmentatiomadionbre de ces points, jusqu’a ce que
I'erreur relative sur la pression maximale au shinfilm fluide soit inférieure a 2%, a été
réalisée. Ce critere de convergence est satisfatt an maillage de %b1 pour le film fluide
ainsi que pour le milieu poreux.
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Le code de calcul élaboré est testé dans un prdergys pour étudier le comportement
de I'’écrasement d’'un film fluide newtonien entrauxl@lisques circulaires imperméables. La
figure 3.4 montre la distribution de la pressionssdimension au sein du film lubrifiant pour

différentes valeurs du temps d'écrasement sans ndiowe t. Trois valeurs du temps
d’écrasement sont utilisées pour montrer les etfétertie du fluide sur les caractéristiques

statiques et dynamiques du contact lubrifié. Orepls que pour une valeur donnéetdda
pression diminue rapidement le long de la moitigren du rayon du disque. Cette tendance
devient de moins en moins importante lorsque les désques se rapprochent I'un de l'autre.
La non prise en compte des forces d'inertie dafigriefluide provoque une sous-estimation
des valeurs de la pression le long de I'étenduecaitact lubrifié. Ces résultats sont
qualitativement en bon accord avec ceux de UsNanedla [USHO2] ou la surface supérieure
est courbée, et avec ceux de Lin et Hung [LINO7T écrasement du film fluide s’effectue
entre un long cylindre et une plaque infinie.

Pression sans dimension

....... T=0,25 (Re = 24,3)

—--—-T=0,75 (Re = 8,1)

—T=0,90 (Re = 3,24)
~. Sans inertie

0 0,1

0,2

T T T T ~

0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

Coordonnée radiale sans dimension

Figure 3.4 : PressiorE dans le film fluide pour différents instartts T entre deux

disques imperméables

La figure 3.5 présente les profils de la vitesshala sans dimension du film fluide a la
sortie du contact. Les effets d'inertie ont rerekiprofils de vitesse aplatis, comparativement
avec le profil parabolique obtenu a partir de otie de lubrification hydrodynamique sans
inertie, par le développement d’'une structure g@e tgouche limite. Ces résultats sont en bon
accord avec ceux obtenus par Tichy [TIC81] poumime configuration géométrique de
I'écrasement, utilisant une approximation basée uswe linéarisation des termes d'inertie
convective.
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Figure 3.5 : Profil de la vitesse radialed la sortie du contact pour différents instants
d’écrasement =T entre deux disques imperméables
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Figure 3.6 : Profil de la vitesse axiale pour différents instants d’écrasemerstT
entre deux disques imperméables
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La figure 3.6 montre une différence légére entsepifils de la vitesse axiale lorsque les
effets d'inertie sont considérés. Comme ces profilsivent normalement rester
antisymétrique, nous soup¢onnons des incertitugedrd numérique. On peut donc conclure
que les effets d'inertie n'affectent pas le puadilla vitesse axiale.

La distribution de la pression au sein du film dieliest représentée sur la figure 3.7 pour
quatre valeurs de perméabilité du disque poreukteGgure montre que les valeurs de la
pression au sein du film fluide diminuent lorsqaegpkerméabilité augmente, cette diminution
augmente avec le temps d’écrasement. Comparativeaneras des deux disques circulaires
imperméables paralléles (voir Figure 3.4), la pnésedu disque poreux réduit les valeurs de
la pression dans le film fluide pour I'ensemble das considérés. Ce résultat obtenu par
Nabhani etal. [NAB10c] est en bon accord avec ceux issus dedé&réalisée par Jurczak
[JURO6] sur un palier biologique d’'un contact syiabwnodélisé par deux disques dont l'un
est a face poreuse, en particulier dans le casldhrifiant newtonien.

15 k1

14 ) S s

13 =55+ T =0.25

12 \‘.\‘\\

11 ~ S

10 - S

Pression sans dimension

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
Coordonée radiale sans dimension

Figure 3.7 : Distribution de la pressi@ dans le film fluide pour différents instartts T
avec k1 = 1,71 18 n?, k2 = 6,87 16° n?, k3 = 2,25 16" nfet k4 = 4,73 10 7

Afin de bien illustrer I'effet de la perméabilité& dlisque poreux sur la capacité de charge
du contact lubrifié, on a reporté sur la figure B&olution de cette capacité avec le temps
d’écrasement pour quatre valeurs de perméabilité.rédnarque que l'augmentation de la
perméabilité du disque poreux réduit la capacitéldage lors de l'action d’écrasement. Ceci
est en bon accord avec les conclusions déduitekipdkIN96b]. En outre, cet effet devient
plus prononcé avec le temps d’écrasement. Il estedgent intéressant de noter que les
valeurs de la pression dans le film fluide et celtlee la capacité de charge obtenues en
utilisant seulement la loi de Darcy sont plus ésvéomparativement avec nos prédictions
(voir par exemple les figures 3.9 et 3.10). Souwignque la capacité de charge calculée par le
modeéle de Darcy est par contre plus petite quee aditenue a l'aide d’'un modéle basé
seulement sur la correction de Forchheimer (vogufg 3.11). C'est la méme tendance
constatée lorsque I'équation de Reynolds modifiteuélisée dans le film fluide a faibles
vitesses d’écrasement [NABQ9].
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Figure 3.8 : Evolution de la capacité de cha\@edans le film fluide
avec k1 = 1,71 18 n?, k2 = 6,87 16° n, k3 = 2,25 10" n? et k4 = 4,73 18" n?
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Figure 3.9 : Distribution de la pressi@ dans le film fluide en présence du disque poreux
a k4 =4,73 18" nv
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Figure 3.10 : Evolution de la capacité de che\@edans le film fluide en présence du
disque poreux a k4 = 4.73 tom?
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Figure 3.11 : Evolution de la capacité de chargeye par le modeéle de
Darcy-Forchheimer pour différentes valeurs du g¢oieffit de Forchheimer
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Les effets de la présence du disque poreux sysrtels de vitesse, par exemple a une
perméabilité égale a 4,73 Tom?, sont présentés sur les figures 3.12 et 3.14la&Sfigure
3.12, on remarque que la vitesse radiale du filndé diminue de facon significative lorsque
le temps d’écrasement augmente. Contrairement a&u des deux disques paralleles
imperméables, cette vitesse augmente Iégérementgaaiement dans la région au voisinage
de linterface poreuse. En outre, la valeur maxandé la vitesse radiale est décalée vers
I'interface film fluide — disque poreux au fur a saee que le temps d’écrasement augmente.
Elle est plus petite dans le cas du modéle gésérale qui indique I'importance croissante du
terme de Brinkman qui agit sur une zone pariétale tiépaisseur devient plus grande. Par
contre, le modele de Darcy-Forchheimer prédit ddsurs plus élevées (voir Figure 3.13). La
vitesse axiale dans le film fluide au niveau ded’ale symétrie augmente avec l'augmentation
des valeurs du temps d’écrasement (voir Figure) 3la4lifférence avec le modéle de Darcy
est considérée tres lIégére et négligeable.

On peut observer sur la figure 3.12 que lorsquertgs d’écrasement augmente, les effets
visqueux deviennent prédominants dans le disqueugocomparativement avec les effets
d'inertie (voir les équations 3.39 et 3.40), laes#e radiale diminue entre les deux surfaces.
Ainsi, la vitesse axiale augmente vu la conservati® la masse (voir Figure 3.14).

Quand la valeur de la perméabilité augmente, kessé radiale maximale diminue (voir
Figure 3.15) et la vitesse axiale dans le filmd&uau niveau de I'axe de symétrie augmente
(voir Figure 3.16). En particulier, la plus grangeantité du débit massique est passée a
travers l'interface film fluide — disque poreuxdattes derniers instants de I'écrasement.

Contrairement aux résultats obtenus par Murti [MBRe&t reproduits par Meget el.
[MEG98], le présent modéle montre que les carati@ues de I'écrasement sont influencées
durant toutes les étapes du processus de I'écrasdongeque les effets d'inertie dans le film
fluide sont pris en compte.

1 -
0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4 -

0,3 7 /‘/_’—v"’«

....... T=0.25 Darcy
--.—-T=0.75 Darcy
— T=0.90 Darcy

Coordonnée axiale sans dimension

Vitese radiale sans dimension

Figure 3.12 : Profil de la vitesse radialea |a sortie du contact pour différents instants

d’écrasement =T en présence du disque poreux a k4 = 4,73 o6 :
comparaison entre le modele généralisé et celDiadey
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Figure 3.13 : Profil de la vitesse radiale a ldisatu film fluide prévue par le modéle de
Darcy-Forchheimer pour= 0,1h,

-1 -0,9 -08 -0,7 -06 -0,5
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....... T =0.25 Darcy
--+~—- T=0.75 Darcy
——T=0.90 Darcy
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Figure 3.14 : Profil de la vitesse axiale au niveau de I'axe de symétrie pour différents

instants d’écrasement T en présence du disque poreux a k4 = 4,73 6 :
comparaison entre le modele généralisé et celDiadey
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Figure 3.15 : Profil de la vitesse radialea |a sortie du contact pOlﬁI': 090 avec
kl=1,7110%nm? k2 = 6,87 13° m?, k3 = 2,25 10" et k4 = 4,73 18" n?’
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Figure 3.16 : Profil de la vitesse axiale a la sortie du contact poti= 090 avec
kl=1,7110%nm? k2 = 6,87 13° m? k3 = 2,25 10" et k4 = 4,73 18" n?’
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3.11 Conclusion

Une étude numérique a été menée afin d'étudieorigortement hydrodynamique de
I'écrasement d’un film fluide, a vitesse constactmtenu entre deux disques circulaires dont
I'un est poreux. Sur la base des équations de N&takes Réduites et un modéle généralisé
de I'écoulement dans le disque poreux, les caiatitgres du contact lubrifié ont été
simulées. Le probléme d'interaction film fluide 4sgue poreux, dont les équations sont
discrétisées par différences fines, est résolu ngoEment par un processus itératif global
regroupant deux procédures itératives appliquéasutte séparément au film fluide et au
disque poreux.

Les résultats numériques obtenus dans cette é@odéent que la présence du disque
poreux réduit les valeurs qui caractérisent le atniubrifié. Cette baisse observée est plus
marquée lorsque le temps d’écrasement augmenteuta, les modeles de Darcy et de
Darcy-Forchheimer estiment des valeurs plus éledéeses caractéristiques. Ainsi, nous
avons pu mettre en évidence l'intérét d’élaboremotéle généralisé pour le milieu poreux
capable de prédire I'écoulement du fluide en preearcompte a la fois les effets d'inertie et
de viscosité.
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Ecrasement de lubrifiants non newtoniens en
présence d’un milieu poroélastique avec prise
en compte des effets inertiels

4.1 Introduction

Dans les deux chapitres précédents, le problemietadication hydrodynamique par
effet d’écrasement a été formulé pour décrire ikectd’'un disque rigide en mouvement
normal au plan du contact sur un film lubrifiant g®sence d’'un milieu poreux, modélisant
par exemple un contact articulaire biologique teluge articulation de genou. Dans ce
probleme, nous avons considéré jusqu’a présentilmnfluide lubrifiant newtonien et un
milieu poreux indéformable.

La modélisation des écoulements de lubrificatiopeté du modeéle rhéologique utilisé.
L’hypothése d’'un lubrifiant newtonien peut étre enien défaut dans le cas de plusieurs
lubrifiants modernes auxquels sont ajoutés desebaile polyméres afin d’améliorer leurs
propriétés sous differentes conditions d’opératio([BAI79], [BIR84]), et plus
particulierement dans le cas du fluide synovial gsi naturellement « additivé » par des
chaines moléculaires de grosses tailles (essemtefit I'acide hyaluronique) ([FUJO5],
[MOMO5], [SUGO05]). La plupart des travaux rhéologés consacrés au fluide synovial le
considerent comme un milieu continu et révelentemportement rhéofluidifiant, c'est-a-dire
que sa viscosité diminue en fonction du taux deilesnent ([MAZ02], [CONO1]). Le
comportement non linéaire qui en résulte influesesiblement les caractéristiques du fluide,
d’ou la nécessité de théories tenant compte detsefbn newtoniens.

Outre l'effet non newtonien engendré par la présed@additifs dans les lubrifiants
fluides, la prise en compte de la déformation &astde la matrice poreuse, générée par une
pression dans le film fluide suffisamment élevé&misle nécessaire. C'est typiquement le cas
par exemple du cartilage qui se déforme sous chegedu contact articulaire (JARM79],
[CHA09])).

Des travaux, consacrés a ce genre de problemegéténtnenés. lls sont basés sur
I'écriture de I'équation de Reynolds modifiée démsas des fluides non newtoniens et sur la
théorie des mélanges pour modéliser le cartilagent® un milieu continu biphasique, sans
tenir compte des effets inertiels et des effetquasix ((HOU92], [HLAOO], [BUJO7a]).

Dans ce chapitre, nous reprenons les équations aléeMNStokes Reéduites (RNSP)
décrites précédemment mais avec un terme en plugeqticompte de I'effet non newtonien
a travers le modele de fluides a couples de caomési Nous proposons également une
démarche pour étudier l'effet des déformations tigjass de l'interface poreuse sur les
performances du contact. Cette démarche est basé® modele de couche mince élastique.
L'utilisation de ce modéle n'est qu'une premiérgmximation simple mais justifiée qui
permet la prise en considération de la déformaioniveau de l'interface poreuse.

Le modele d’écoulement dans le milieu poreux, bsgé les équations de Darcy-
Brinkman-Forchheimer généralisées ((3.10), (3.189),identique a celui présenté au chapitre
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précédent. Comme la vitesse et donc la positionddgue en mouvement sont deux
inconnues du probleme, il est nécessaire alorsut@j une équation au systeme a résoudre.

La solution numeérique de ce probléme de coupldgeffuide — milieu poreux n’est pas
facile a atteindre puisqu’elle implique la résabutid’un probléeme fortement non linéaire.
Ainsi, une approche numeérique est développée aémitdr les difficultés de convergence
rencontrées pendant le processus de résolution.d@esultés sont en partie liées aux
couplages entre des équations non linéaires. Loaer est basée sur un couplage faible, qui
consiste a résoudre les différentes équations dblgme séparément et a établir une
procédure itérative entre les solutions respecti@esi impose donc un nouvel algorithme de
résolution numérique. Quelques résultats issuetle simulation numérique, montrant I'effet
non newtonien du fluide et I'influence de la défatian élastique de I'interface poreuse sur
les performances du contact lubrifié, seront pri€seat discutés.

4.2 Equations générales dans le film fluide pour fluide a couple de
contraintes

Considérons deux disques circulaires et paraldesméme rayoR, dont I'un est a face
poroélastique séparés par un film fluide, ayantroenorigine le point O positionné au milieu
de la surface inférieure imperméable (voir Figurk).4Ces deux disques sont considérés
immergés dans un bain de lubrifiant.

Le disque poroélastique est fixe dans le repene (@) tandis que le disque rigide, en
supportant une charge constaviteest animé d’un mouvement d’écrasement selon (@xze

dg

de vitesse instantanlé’(t):—a. L’épaisseur du film d’huile est supposée tresitpet

comparée aux autres dimensions du contact lubrifié.

Film A Disque

fluide \ poroélastique
'

&7, £ kg)_*

g(i)

R

Figure 4.1 : Configuration géométrique

Notons ici :

g : position du disque supérieur dans le repére,(£),
H : épaisseur du disque poreux

h :épaisseur du film fluide

0 :deéformée de l'interface poreuse

R :rayon des deux disques

Les équations générales de la lubrification hydnaayique décrivant I'écoulement dans
le film fluide permettent, compte tenu des condisiogéométriques et cinématiques du
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contact, de déterminer les caractéristiques duacbniubrifié. Elles sont déduites des
équations de la mécanique des milieux continus (@@ conservations de la masse et de la
guantité de mouvement) appliquées a des fluidesoméens et non newtoniens.

4.2.1 Equation de continuité

La conservation de la masse est décrite par |'émuat

%—f+div(p§):o I8

v :vecteur vitesse des particules fluides
t :temps

£ masse volumique du fluide considéré
div : opérateur divergence

Pour un fluide incompressible, la masse volumicgester constante, I'équation de continuité
devient :

diw =0 (4.2)

En coordonnées cylindriques, cette équation ddraaté s’écrit dans le cas d’'un écoulement
axisymétrigue comme suit :

1o()  ow_, (4.3)
r or 0z

ou

r,z : coordonnées radiale et axiale

u, w : composantes radiale et axiale du vecteur vitdass le film fluide
4.2.2 Equations de Navier-Stokes Réduites (RNSP)

En appliquant le principe fondamental de la dynamjdes équations de Navier-Stokes
s’écrivent dans le cas d’'un écoulement laminaing p@ milieu fluide continu [PAPOQ] :

,0(% + grade = divo + ,0? (4.4)

o
c

: densité massique des forces volumiques

f
o :tenseur des contraintes

On ne tient pas compte de I'équation de consenmvatiénergie car le régime d’écoulement
est considéré isotherme.
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En particulier, pour un fluide a couple de conti@én(voir Annexe 1), I'équation de
quantité de mouvement s’exprime par [STO66] :

p{% +—gradW] - Tp+ BEA+ T -nE T @9
ou
p :pression
U viscosité dynamique du fluide
n :propriété constante du fluide a couple de eonies
L

: vecteur du couple de volume.

Les couples de volume peuvent résulter de l'aaffom champ magnétique externe sur
les particules fluides magnétisées ou de lacticun dchamp électrique sur la matiere
polarisée. Les couples de contraintes résultentirtesactions entre les particules fluides
adjacentes en plus des forces colinéaires d’inierec Ces couples de contraintes sont issus
d'un tenseur linéairement proportionnel au tendauaux de rotation [STO66].

En I'absence de ce couple de volume, I'équation) @dcrit en coordonnées cylindriques
pour un écoulement axisymétrique :

» Composante radiale :
p(%+u%+w%j:—@+u }i(r@}razu _n 0'u +2 0'u 0% 20°u
ot oar 0z ar 0z° or* ar’0z"> o9z' ror’®
10u 10°u _u 2 0% 20%
=S~ 3 - + f,

r¥or r29°r r* rorgz® r?9z°

(4.6)

« Composante axiale :

(aw ow awj_ ap (a(la(rw)J azw] (04w o'w  d'w  20°w
pl—+u—+ =——+ + - +2 + +

W_ _] — —_
ot or 0z 0z orlr or 0z° d or? or?9z> 0z* ror?

10w 1 9°w
+ -+ — | + 47
r*or r? azrj A *.7)

ou f, et f, sont les composantes radiale et axiale de la tdensassiques des forces
volumiques.

En utilisant les hypothéses usuelles de la lubtiica hydrodynamique ([CAM87],
[FRE9OQ]) :

» les forces de masse sont négligeables devantriessfde pression et de viscosité
» [|'épaisseur du film est tres petite par rapport auttes dimensions du contact
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les équations de quantité de mouvement précédemtesiuisent a :

ou Ou  du op  0°u 0%
—tu—+W— ==+ yy——-pn— 4.8
P (dt or azj o Moz o (4.5)
op
ZF — 4.9
5 (4.9)

La derniére équation montre que la pression dafilsridluide est indépendante de la variable
axialez; p= p(r, t).

Les équations ((4.3), (4.8), (4.9)) sont dénomn#pmtions de Navier-Stokes Réduites.
Ce sont aussi les équations de la couche limitePi@dadtl pour un fluide a couple de
contraintes mais avec des conditions aux limiteféerdintes. Ceci justifie I'appellation
d’équations de Navier-Stokes Réduites / Prandtl RMSP. Le systéme, initialement
elliptique, est dorénavant un systeme paraboli@ette transformation induit une résolution
plus aisée des nouvelles équations obtenues.

4.3 Equations générales dans le milieu poreux

Le milieu poreux est considéré homogéne, isotregeiré par un fluide newtonien de
méme viscosité dynamique que celle du film fluidese déforme d’'une maniére élastique
sous pression hydrodynamique. Les particules empesgsoon dans le film fluide sont
supposees assez grosses et ne peuvent pénétean au snilieu poreux, c’est la cas typique
du cartilage articulaire qui joue le réle de fiticmm du fluide synovial des grosses molécules
d’acide Hyaluronique ([HLA93b], [HLA95a], [HLA95b])

4.3.1 Equation de continuité

En coordonnées cylindriqgues, I'équation de contéus’écrit dans le cas d'un
écoulement axisymétrique :

1o(ru) ,ow _, (4.10)
roor 0z
ol u" et w sont les composantes radiale et axiale du veuttssse dans le disque poreux.
4.3.2 Equations de Darcy-Brinkman-Forchheimer généraliség

L’écoulement du fluide au sein du disque poreuxdeéstit par les équations de Darcy-
Brinkman-Forchheimer généralisées que nous avarlinites au chapitre précédent :

e Composante radiale :

plou uou wou)__op _p . M9 la(ru) Lou PGy
ok @ roor 0> | Jk

v Vi (a11
p\ ot @ or @ 0z or ‘ ( )
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e« Composante axiale :

e

. o R \ , - C
plow uodw wow |__0p _H M 10 raw +0V\2I P (4.12)
p\ ot @ o @ oz 9z k p\rorl or 0z Jk
ou
p  :pression dans le disque poreux
k . permeéabilité du disque poreux

¢ . porosité du disque poreux

C; : coefficient sans dimension de Forchhein@{=£
f . ! \/sz/z
\7* : champ de vitesse dans le disque poreux
\7*‘ : module du champ de vitesse dans le disque poreu

4.3.3 Equation de Poisson

L’équation de continuité est transformée en uneaton pour le champ de pression,
obtenue en prenant la divergence de I'équatiorudetifé de mouvement (1.8) et en tenant en
compte de l'incompressibilité du fluide (4.10), acomdans le second chapitre :

. 2 o \— A\2 N2 N2 ©oax
107,00 ),0p _ (\/*.D)‘v*‘—ﬁ OU ) (U] 4OV | 10U OW |y g
ror{ or 0z Jk @\ or r 0z 0z or

La solution numérique du systéme d’équations auxvéles partielles ((4.3), (4.8), (4.9),
(4.11), (4.12), (4.13)) nécessite la spécificatienla cinématique (vitesse d’écrasement) et de
la géométrie (épaisseur du film fluide) du contastt,dépend généralement des conditions
initiales et des conditions aux limites du systeme.

4.4 Equation de mouvement de la surface écrasante

Les forces extérieures agissant sur le disque imuypésont la force résultante des actions
de la pression hydrodynamique du film fluide, lescés d’'inertie de ce disque en mouvement
et son propre poids. Dans le systéme d'axes dgueef4.1, 'équation de mouvement selon
la composante axiale s’écrit :

ma9 1) =w()-F, (4.14)
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oum est la masse du disque supéri€grson poids eW(t) est la charge que peut supporter le
contact lubrifié. Cette portance dynamique du filmide exercée sur la plaque écrasante est
fonction du temps. Elle est donnée par l'intégdilechamp de pression du film fluide sur
toute la surface du contact :

w(t) = 2nf prdr (4.15)

4.4.1 Vitesse de déplacement de la surface écrasante

La vitesse d’écraseme%%(t +At) du disque supérieur a l'instant/t est calculée a

I'aide d’'un schéma explicite d’ordre un de I'accétéon :

o tra0-00)

At dt " —w(t)-F 4.1
m-E— (t)-F (4.16)
d’ou 0

dg _dg W(t)-F,

& (t +At) i (t)+At—m +0(At) (4.17)

La chargew(t) et la vitesse(jj—? (t) a l'instantt sont supposées connues.

4.4.2 Position de la surface écrasante

Cette position est obtenue a l'aide d’'un dévelopg@me Taylor a I'ordre deux :

glt+At)= g(t)+At%(t)+A7t2%+ o(At?) (4.18)

4.5 Equation de I'épaisseur du film fluide

D’apreés la figure 4.1, I'épaisseur du film pourdisque poreux indéformable est définie
par :

h(t) =g(t) - H (4.19)
Dans le cas d'un milieu poroélastique, cette épaisdu film tient compte de la déformation
élastique de l'interface poreuse sous l'effet derkession hydrodynamique. Elle s’écrit sous
la forme suivante :

h(r, ) = g(t) - H + 3 (r, ©) (4.20)

ou Jff, t) est la deformée de I'interface poreuse.
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4.6 Equation de la déformée de I'interface poreuse : naele de couche
mince élastique

Les déformations élastiques sont normalement allealdans toute la matrice poreuse.
Ceci nécessite un calcul de structure en élémamts fienéralement colteux en temps de
calcul. Une alternative possible est I'utilisatiden modele de couche mince élastique basé sur
I'hypothese d’'une épaisseur de couche poréiligees petite devant le rayon du cont&ct
Cette simplification, introduite par Winkler [WIN&7fut justifiée par Higginson [HIG65],
Medley [MED81] et Dowson et Jin [DOW89]. La déforende l'interface poreuse est donnée
dans le cas de ce modele par I'expression :

30, 1) :%% b(r, t) 4.21)

ou v et E sont respectivement le coefficient de Poissore ehddule d'Young de la couche
mince élastique.

Ce modéle est largement utilisé dans la littératalative a lubrification des paliers flexibles
([LAHO2], [BOUO08], [DOW92], [FREO3], [ELS014a], [EL&Lb], [ELS03], [LIN96C]).

Les équations RNSP ((4.3), (4.8), (4.9)), de Da@aowkman-Forchheimer généralisées
((4.11), (4.12)) et de Poisson (4.13) sont des témnps aux dérivées partielles dont les
inconnues sont les composantes du vecteur vitdslsepeession. Pour la résolution de ces
équations, il est nécessaire de définir des camditinitiales et aux limites sur la pression et la
vitesse approchant au mieux la réalité physique.

4.7 Conditions initiales

Dans le film fluide, nous choisissons comme coadgiinitiales pour la vitesse et pour la
pression la solution de I'équation de Reynoldsedecde I'équation de continuité. Pour un
film fluide newtonien situé entre deux disquesdas ayant la méme épaisseur initiajeon
a.

u(r,z,t:O):sv(S) r(z-H)(z-g) (4.22)
w(r, z,t=0):—v(2) (z-H)?(2(z-H)-3h,) (4.23)
p(r, z,t=0)= 3“h\:3(0) (2 -r?) (4.24)

Dans le milieu poreux, nous supposons qu’a l'insitamial 'écoulement n’a pas encore eu
lieu et évidement le champ de vitesse est nul partlé

u(r,zt=0=wi(,zt=0)=0 (4.25)

Par ailleurs, on fait 'nypothése que la pressiom rggne au sein du milieu poreux, pour
chaque section radiale, est identique a celle afilsn fluide :

p(r,z,t=0)=p(,t=0) (4.26)
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Le début de I'écrasement se fait a une accélératitia, on a donc :

w(0)=F, (4.27)
avec
w(0) = fjp(r, z,t=0)drrdé (4.28)

En injectant I'expression de la pression (4.24)sdeatte derniere équation, nous déduisons la
valeur de la vitesse d’écrasement=0 :

V(0) = —%% (4.29)

La matrice poreuse est supposée non encore défotongéeade I'application de la charge a
I'instant initial [HOU92]. La position initiale ddisque supérieur est ainsi donnée par :

g0)=H+Hh (4.30)
4.8 Conditions aux limites
4.8.1 Conditions aux limites sur la pression

Sur I'axe de symétrie,= 0, on a :

dp_odp _, (4.31)

Aux limites du contact lubrifié et du milieu poreux= R, la pression est prise égale a la
pression ambiante :

p=p =0 (4.32)

p=p (4.33)

La condition d’imperméabilité sur la paroi du disquférieur,z = 0, s’écrit :

op’
-* - 4.34
0z ( )

4.8.2 Conditions aux limites sur la vitesse

Les particules fluides vérifient les conditions vauites aux niveaux des surfaces des
parois solides imperméables :

- sur le disque supériewr= g(t):
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u=0, WZ% (4.35)
dt

- sur la paroi inférieurez = 0:
u=w =0 (4.36)

Sur l'interface poreuse, = g - h la condition de continuité du champ de vitessdest
contraintes tangentielle et normale est appliquée :

u=u, w=w (4.37)
ou 9% _ .ou
S p—= == 4.38
oz a7 0z (4.38)
W _g (4.39)
0z

La derniere condition montre qu’il n’y a pas de trilmution visqueuse normale dans le
tenseur des contraintes dans le film fluide suite laypotheses de la lubrification.

La condition d’écoulement établi a la sorties R, exprimant la nullité de la dérivée
normale de la vitesse, est employée :

= =""=0 (4.40)

Sur I'axe de symétrie,= 0, on a :

u=u =0 (4.41)
w_ow _, (4.42)
or or

La présence du couple de contraintes (4.8) imposex dconditions aux limites
supplémentaires :

- a l'interface film - disque poreux :

2
% -0 (4.43)
z z=g-h
- a la paroi supérieure :
0%u
—1 =0 (4.44)
2
0z -

Ces deux conditions expriment I'absedeetoutes les composantes de la vorticité.
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4.9 Equations, conditions initiales et conditions auximites sans
dimensions

Soit R la longueur caractéristique suivaf, ), hy celle suivantQ, 2), Py la pression de

référence choisie égale—lé:R%, Vo la vitesse de référence seld@, ¢) dont il faut déterminer

I'expression par la suite e\t/—o le temps de référence. Les variables sans dimensio

o

s’écrivent :
- - h — — — . - — NV _
r:L' u=—2 U,W:ﬂ, p:_p, u :&u' W:ﬂ, p :p_,t:_ot'hzﬂ
R RV, V, P, RV, V, P, h, h,
ou
h, : épaisseur initiale du film fluide
F, : charge constante appliquée au disque supérearouvement

L'interface poreuse déformée pose un probleme démpntation des conditions aux limites
lorsque la méthode des différences finies, qui st des géométries simples, est utilisée.
Dans notre cas, la position de cette interfaceuest inconnue du probléeme que nous
souhaitons déterminer en fonction de la pressionmegne au sein du film fluide a l'aide du
modele de couche mince élastique.

Le changement de variables sur la coordonnée axiglermet de transformer l'interface
déformable en une interface plane. En effet, on a :

* Danslefilmfluide:g-h<z<g

72=1+2"9 (4.45)

* Dans le disque poreuxd<z<g-h

z
g-h

z=-1+

(4.46)

Ainsi, cette transformation permet de positionnémtdrface poreuse az=0, la paroi
supérieure az =1 et enfin la paroi inférieure a=-1. Le domaine physique occupé par le
film fluide et le milieu poreux est transformé em domaine rectangulaire (voir Figure 4.2).
Ce changement de variables est bien entendu umsfdrenation bijective.
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_— T

A Z

NI

= v

(@) (b)

Figure 4.2 : Transformation conforme
(a) : Domaine physique, (b) : Domaine de calcul éugue

Les dérivés partielles premiéres par rappart Zett s’expriment en fonction des nouvelles
variablesr, z ett comme suit :

« Dans le film fluide :0< z<1

9 1 G_Fl 1-2 0 9
o | |R or Rh or
Il-lo L 0| (4.47)
0z h,h 0z
9 o 9
Hlo Wfeutipy) w2
hhl ot .
avecV = L.
VO
+ Dans le disque poreux=1<z<0
a) (1 oh (z+1 ol (9
ol IR or Rlg-h or
9 1-]0 1 ol |2 (4.48)
0z h,\g—h 0z
211, Veoh(z+1 v, [| 2
ot h, ot (g-h h, ) A0t

Les équations et leurs conditions initiales et laukes associées, a résoudre dans ce nouveau
systéme de coordonnées, sont données ci-dessous.
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4.9.1 Equation de continuité dans le film

L'équation de continuité s'écrit dans le systéraedordonnéesr(, z) :

b —+=—=0 2)4
or h or @

ou u (1-zoh\ou 10w
|
r 9z hoz

4.9.2 Equation de Navier-Stokes Réduite RNSP pour fluidea couple de
contraintes

L'équation de quantité de mouvement (4.8) selomlitaction radialer devient en
tenant compte de I'équati¢a.9) :

- o= . - o N 27 12 A4l
R, 0_l_J+u6_H+i V + a—t]+a—t]u (1—z)+w ho R __126__121_|__46Tl: (4.50)
ot  ar h ot or 0z] | uR¥, dr h®dz h o9z

. e R
| : parametre de couple de contraintes,— avecl est la longueur caractéristique de la

taille des particules solides supposées préseates ld film et caractérisant le caractére non
newtonien,| = n
U

Re :nombre de ReynoldR, = p—2>2 °h°

La vitesse de référend®, qui permet de conserver le terme du gradienalaté pression

dans le cas o% est utilisé comme paramétre d’échelle pour un addament en séries de
puissances (voir Annexe 2), est choisie de telleiéna que [JAN91] :
h,°P
00 -1 4.51)
MRV,
En substituanP, par son expression, on a :

I:Oh03

V. =
0 ,L”R4

(4.52)

L’équation (4.50) s’écrit alors :

=~ o= . v _Nan 27 72 447,
R, 0_1_1+u6_9+i V+ @+a—hu (1 )+w 6—9 % iza—_l;—l_—“a—_l: (4.53)
ot or h ot or 0z dr h 9z h o0z
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4.9.3 Equations de Darcy-Brinkman-Forchheimer généralisége

Les composantes de I'équation de quantité de moenedans le disque poreux ((4.11) et
(4.12)) s’écrivent dans le nouveau systeme de come&kes :

» Composante radiale :

a*__kaO 6 LJ—ai+,1, W a—tj+\7 (1+E) ai,+,1,a—t](l+2)u—ai,
g, | ot @ ar g-h| ¢ (ot dz g-hor @ 0z
- h R rY 2" C kv ) 2,2 _
_kfop, 1 ohy oop |k oU p ffoRJu ()
h’| ar g-har 0z | ¢h2(g-hf oz #oh R (4.54)
k (0% uou u [ 1 onf -\ 0%
lou Ly ) o
PR\ oar ror g-hor 0z

k [ 2 ah( -\0°u _1+z[a*h, 2 (ah)  14h|au
+ (1 tZf=—=t=s| S+t = = | t=—=|=
¢R*| g-hor 0zor g-h{gr- \g—hJ{ar ror| oz

« Composante axiale :
— AV [ow uaw  1+z(ohu L oh low [ 1 wow | Rk ap
ouh, | ot o or g hlor o ot z |\g-h ooz | nilg-h) oz

)
k (02w 1ow 1+z[a*h 2 (on) 1oh|ow
+ e il e _ +o = |—
o or° ror g-hlorr (g-hlar) ror oz (4.55)

o2 “g-hor 0z0r (g-ha 9z
C k\/ _ 2_ 2.

+ L( - a,"! pC R R u +[h°]w W

oh>(g-h oz uoohy R

4.9.4 Equation de Poisson

L’équation de Poisson (4.13) pour le champ de pressécrit dans le nouveau systeme
de coordonnées( z):

) —x ¥ 2
6_2 ++19P +CaE +ZBa_p_+ B* + _1 —Y2 a_p -
orc  ror 9z awz e*(g-hf ) oz
_RC(R TR TR vy = TN (P L L (Tl (4.56)
Jk ar 0z g-hoz
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) c..E+Z[a h, 2 (ahj }ag] oh
g-h ar (g h) or ror R

4.9.5 Equation de mouvement de la surface écrasante

ou
1

B==—=
g-h

Q)|©
= || =I

4.9.5.1 Vitesse de déplacement de la surface écrasante

La vitesse de déplacement de la surface en mouversecalculée a partir de I'équation
(4.17) :

dg

zﬁ(-+AQ dg() Cl 9()+oan) (4.57)

dt di

oll g :hg' L’accélération sans dimension du disque est ofgt@npartir de I'équation (4.14) :
0

29 () hyF, (Wit
T9f)=ere (W(t) -1j (4.58)
dt Vom{ 71
avec la charge sans dimension :
R— 1__ p—
W =271 prdr (4.59)
0

4.9.5.2 Position de la surface écrasante

La position du disque supérieur est obtenue par :

§(f+Af)=§(f)+ At dg ()+ o(At ) (4.60)

dt

RS

4.9.5.3 Equation de I'épaisseur du film fluide

L’équation sans dimension du film fluide en teneoinpte de la déformation du disque
poreux est :

— — H —_
h=g-—+C 4.61
g h o P (4.61)
ou
_ @+ou)a- ZU)EP
°  (@-vE h°

est le coefficient de compliance.

(4.62)

4.9.6 Conditions initiales

En tenant compte du changement de variglifed?7), (4.48)), les conditions initiales
((4.22), (4.23), (4.24), (4.25), (4.26), (4.29)3@)) s’écrivent :
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u(r,zt=0)=2rzfl-2z) (4.63)
w(r, z,t=0 :—(2 -3z ) (4.64)
p(r.i=0)=21-1’) (4.65)
u(r,zt=0=0,w(,zt=0=0 (4.66)
D (r,zt=0)= 2@—?2) (4)67
V() = —% (4.68)
30) =1+hﬂ (4.69)

4.9.7 Conditions aux limites

Les conditions aux limites sur la pression ((4.3%)32), (4.33), (4.34)) et la vitesse
((4.35), (4.36), (4.37), (4.38), (4.39), (4.40),41), (4.42), (4.43), (4.44)) sont écrites sous
formes sans dimensions ci-apres.

4.9.7.1 Conditions aux limites sur la pression

Sur l'axe de symétrieF, =0:

PR - )

Sur le bord du disque poreux et du film fluides 1 :

p=p =0 (4.71)
Sur llinterface poreusez =0 :

p=p (4.72)

Sur la paroi imperméable inférieure= -1 :

9p _ (4.73)
0z
4.9.7.2 Conditions aux limites sur la vitesse

Sur le disque supérieuz,=1 :

a9 (4.74)
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0%u
— =0 (4.75)
0z
Sur l'interface poreusez = 0:
u=u, w=w (4.76)
_ N2 3= _ -
u_fl}ou_ _h _|ou (4.77)
9z \h) o7 (do-h) oz
LA (4.78)
0z
-
a__LZ‘ _ (4.79)
0z
Sur la paroi inférieurez = -1 :
U =w =0 (4.80)
Sur 'axe de symétrier, =0 :
u=u =0 (4.81)
al_ = al_ =0 (4_82)
or or
Sur le bord du domaine de calcul=1 :
ou _ow _, (4.83)
or or

4.10 Discrétisations par différences finies et technigude résolution

Les équations RNSP dans le film ((4.49), (4.53)les de Darcy-Brinkman-Forchheimer
généralisées ((4.54), (4.55)) et de Poisson (4deft)s le milieu poreux sont couplées a
I'interface poreuse par la continuité de la pressite la vitesse et des contraintes normales et
tangentielles. La solution de ce probléme d’inteoacfilm fluide — milieu poreux nécessite la
résolution numérique de toutes ces équations comepte des conditions initiales ((4.63),
(4.64), (4.65), (4.66), (4.67), (4.68), (4.69)) aix limites ((4.70), (4.71), (4.72), (4.73),
(4.74), (4.75), (4.76), (4.77), (4.78), (4.79) 8@, (4.81), (4.82), (4.83)). La discrétisation des
équations se fait par la méthode des différenceiesfi(voir Annexe 2), et le systéme
d’équations algébriques obtenu est résolu numérigné au sein d’'un processus itératif
global. Le domaine film fluide ainsi que le domaimdieu poreux sont discrétisés &1
points suivant la direction radiale Mt+1 points suivant la direction axiale (voir Figur&y.
Les systemes d’équations aux dérivées partiellesremplacés par des systemes d’équations
écrites en chacun des points des grilles du maill@paque point de la grille est indicé par un
couple (, j). Le maillage est défini comme suit :
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. L -1
e Le pas suivant la direction radialé&r = —
N
. o =1
e Le pas suivant la direction amale!&z:V
p:
A —
Ar
<~
1 |
[
Film fluide | | |
; [
J+1 _________________ B [ I -
. 0 $AZ
o |
Jjlfmmmmmmmmmmmmoe- [ REE Rt R RE SRR
B
0 L > T
| | | ”
| [ 1
| I
| [
0
I 1« 1 Disque poreux
| [
| [
| [
| I
| [
-1 | I
-1 i i+l

Figure 4.3 : Discrétisation du domaine de calcul

ri =iAr, z; = jAzdans le film,z; = - jAzdans le milieu poreux.
La valeur numérique approchée de toute foncfieau point de discrétisationri(,z;) a

linstantt” =nAt est notéef.”

i,j?

avecn est le nombre d’itérations en temps.

4.10.1Discrétisation des équations RNSP

Nous présentons dans ce paragraphe la méthodesdettiation et la technique de
résolution des équations RNSP ; ce sont des égsatiox dérivées partielles paraboliques

nécessitant une discrétisation spécifiqgue. Cesti@émsapeuvent se résoudre pour chaque
depuis I'axe de symétrie ; il s'agit en fait d’urésolution en mode inverse. On se donne des
conditions aux limites bien définies, et puis oercihe itérativement le bon gradient radial de
pression qui permet de satisfaire la condition dirtate sur la vitesse axiale (4.74). Ce

gradient radial de pression nous permet d’'avoirvitesseu . Par intégration de I'équation de

conservation de la masse (4.49), on obtient lass#eaxialew dont la valeur a la paroi
supérieure doit étre égale a celle du disque ervement. Par contre, si la valeur du gradient
radial de pression n’est pas la bonne alors cettéition n’est pas vérifiée. Faire une boucle
s’avere nécessaire pour trouver le bon gradierilrdd pression.
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» Equation de quantité de mouvement : calcutide

e i - ou .
La discrétisation par différences finies du terraptenant— est donnée par :

0z
g‘; D™, ““““2; izji‘l""l +o(AZ) (4.84)
ou
—n-1
D", :é V+ udi_mm -2,)+ Wi, (4.85)
h At Ar

. o du e o

Le terme correspondant a la dérivee d'ordre quatrg s’exprime en différences finies
0z

centrées d’ordre deux par :

d°u
9T C 0 i+D- 2 2( )+ 2( -1 »
=02 0z 0z +o(AZ") (4.86)

0z (A z)

pour j = 1, M-1.

En particulier, il devient en tenant compte desxdsanditions aux limites traduisant la nullité
des couples de contraintes ((4.75), (4.79)) :

Pourj =
0°U _ Uljez = AUl jus + 500 — 211 o(A7") (4.87)
0z azf
Pourj = M-1
90U _ Uij2 —4ui i1 +5Uij — 2Ui 2
U I 2 +o(az) (4.88)
0z (Az)
Sinon,ona:

Pour2<sjsM-2

- -n —n —nN —n -—n
0*u _ Ui j+2 —4U; j+2 + 6Ui j —4U; j4 + Ui j-2

o an} +0(AZ) (4.89)
0z (Az)

Nous obtenons en injectant ces dérivées dans kiéquae quantité de mouvement suivant la
composante radiale (4.53) :
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—n —n-1 —n —n —n —n d—
Uij —Ui,j , —n  Uij—Ui-zj Ui-1j+1 — Ui-1,j-
RE 1) _ ) +Uin_lj i] _| 1] +D-n- i-1j+1 _| 1j-1 p
At

_ 9Py, ain,j+1 —ZGin,j +Gin,,--1
Ar " 20z dr h2 (A})z
-2 —n —n —n — N
i i p— | i + | R— | i
_I__4U,J 2 4U ,J 1_?” N 2U N 1 (490)
hi (AZ)

Pour2<sjsM-2

—n —n-1 —n —n —n —n d
Ui,j —Ui,j - Ui,j —Ui-1j Ui-1j+1 — Ui-1j-
Re Ll M +ui”_1’j hi T 1] +D" i-1j+1 i-1,j-1 p
At ’

_ g Gin,,-ﬂ —Zain,i +ain,i—l
i,] - ==+ N -V
AT 217 dr hi(az)
-2 —n —n —nNn —n -n
| Ui j+2 —4Uj j+2 +6U;,; —4Ui 1 + Ui j-2
- - (4.91)
hi (82)
Pourj=M-1

—n 2—n +—n
- _ i)+ i,j+l i,] i,j-1
r "

—n —n-1 -n —n —-n —-n
Re Ui,j __Ui,j _I_ain_“ Ui, j _Hi—l,j +D" Ui-1j+1 —Ui-1j1 dp
At A

2107 dr n?(azf
_[_4&”,]—2 —4Gin,,--1:rfﬁin,,- _Zain,jﬂ (4.92)
hi (AZ)
Apres quelques opérations algébriques, le systegagation a résoudre s’écrit :
Pourj =1

' -_n ' -n -n —-n
Ciuija+t Ai’j Uj +Cuija+ Luij+2 =0

¥ (4.93)
Pour2<sjsM-2
Liain,j—z +Ciﬁin,j-1 + A,jﬁin,j +Ciﬁi”,j+1 + Iﬁﬁin,m =D ; (4.94)
Pourj =M -1
Liain,j—z +Ciﬁin,j+1 + A ain,j +C', Gin,j+1 =D (4.95)
ou
. —n
I 1 1 1 U 2
L=—7—w  C=—7—-4L, A =R| =+—|+ +6L,
h (a2)} (Az)2 : [At Ar ] (F]iAE)Z
—n-1 -n 2 -n -n
. . _ Ui-1j . Ui-1j n Ui-1j+1 — Ui-1j dp ..
C,=C +2L,A, . =A.-L,b, =-R|—+——+D", = -—=\i) (4.96
Fereh A=A, TR g 27 dr()( )
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Le systéeme d’équations algébriques est constitu@ndediagonales, la résolution numérique
est effectuée par une méthode itérative baséeasuethode de Gauss-Seidel sur relaxée. Le

champ de vitesse radiale correspondant a la section est ainsi obtenu pour un gradient
radial de pression donné.

« Equation de continuité : calcul de

La vitesse axialew pour la sectionr; est calculée & l'aide de I'équation de continuité
(4.49) écrite sous forme discrétisée :

TG ko KU R YR Ol 1 N VT FEY RO
ri Ar Ar Az

En partant de l'interface poreuge=(0), ou la vitesse axiale est donnée, I'équationesisds

nous permet de calculer la vitesse axiale de tausectionr; pourl <j < M. La valeur de
cette vitesse a la paroi supérieure doit étre égdevitesse de celle-ci. Dans le cas contraire,
il faut actualiser le gradient radial de pressiansiune boucle du point fixe pour chercher le
bon gradient. L’algorithme de résolution des éqratiRNSP se déroule comme suit :

A partir de I'axe de symétrié € 0), on calcule pour chaque indicéoutes les inconnues,
w et p a partir de leurs valeurs pour les indices préaédet on incrémente ensuite sur

Les calculs se poursuivent jusqu’au bord du filmdé § = N). Pour un indice donné, on
procéde ainsi :

1. Lavaleur ded—P est initialisée a partir de sa valeur podr

dr

2. L’équation de la conservation de quantité de mowréni4.53) permet de calculer

u(, ) en fonction des valeurs précédemment calculéas, de et%, en résolvant
r
itérativement le systéme d'équations algébriqueS diagonales ((4.93), (4.94),

(4.95)).

3. L’équation de continuité (4.97) ainsi que la coiwdita la limite surw a l'interface
film fluide — disque poreux permettent de calcwidr, j). La condition a la limite sur
la paroi supérieure (4.74) n'est alors pas forcémerifiée.

. D — _|d
4. |l faut en conséquence trouver la valeur—gdg qui permet d’obtenim = 49 sur la
r

paroi supérieure. Une nouvelle estimation de ostteur est alors calculée (itération
du point fixe), puis les étapes 2 et 3 sont rééjésqu’a ce que la condition a la
limite (4.74) soit vérifiée.

« Calcul du champ de pressign
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Apres avoir calculé les deux composantes du vesdigesse et le gradient radial de pression
dans toute I'épaisseur du film fluide, la distrilbat de la pression est calculée en utilisant un
schéma aux différences finies décentrées avant :

Ei - _EAFd_E)(l) + 4pi+l B pi+2

4.98
3 dr 3 ( )

avec p, =0 au bord du domaine de calcul.

4.10.2 Discrétisations des équations de Darcy-Brinkman-érchheimer
généralisées et de Poisson

Les équations de Darcy-Brikman-Forchheimer géersfres ((4.54), (4.55)) et de Poisson
(4.56) sont des équations aux dérivées partiellesatond ordre de type elliptique. Un
schéma centré d’ordre deux est utilisé pour tolgeslérivées spatiales sauf pour les termes
convectifs ou un schéma Upwind est employé, ce rquient a décentrer les dérivées
premieres. Un schéma d’Euler implicite d’ordre @t @tilisé pour les dérivees temporelles,
schéma inconditionnellement stable.

Le systéme d’équations a résoudre est obtenu, aprésiues opérations algébriques, en
injectant les expressions des dérivées partiellegé@tisées dans les équations du probleme
((4.54), (4.55), (4.56)) :

—*n —*nq —*n — n —= n = n
Buij=BuUij +Bu-;; + Bu«y + B U -1+ By +1
—*n —*n ==+ n
+ By |Uiszj-1— Ui-gj+1— U|+14 1t U-yg- (4.99)

k pi+1,j - pi—l,j -B p1j+1__pi -1

h 201 20z

— —

' n ' n4 " —*n —n — n —* n
B'ywij=B,w, + B, w-q; + B, Wagg + B, W, -1+ B W +s
+Bel(Wi+1,j—l_Wi—1j+1_VVi+:|4',—1+ W—1,—1) (4.100)

KR _p*i,j+1_6i j-1
hi(g-h) 28z

Co_pi,j =C Py G Ryt G Ri-1t G P 1

. (4.101)
+C5(pi+l,j—l_ pi—lj+1_ pi+]j,—l+ p—;,—])"' Q
avec
B, = R?k A Ui | Bz, k{ ?2 +_—];+ZTBZJ
¢ho A @ | @ 20z R A" 1 Az
(4.102)

N 2K ,OCf\/—R\é\/I—

qmo(g—h)Az
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B = ek (4.103)
PhEAt
B, =K {7+ kz( CHRN _j (4.104)
@ g Ar PR\ A" 2riAr
B, = kz( {24, 1 _j (4.105)
PR\ Ar™ 2riAr
2
=K _A%+gz[ B _ C_j S (4.106)
gy | 20z Az 2Az (g—h) A7
2
- K|AR B _C ) L (4.107)
2 2 2
gy | 2Az Az 2Az (g—h)Az
k B
B. =- - 0
° @R? 2ArAz “a
K {Alf (—1-5)%]* (&5
"9 r 8z) (g-h) Az (4.109)
C, VKR
P f/;/h_o " W|12
B, =B, (4.110)
B', =B, (4.111)
B, =~ —&_i’i+g{%+ 1 _J (4.112)
@hy @ 24r Ar 2riAr
2
|3'4:L2 A%+£2( Ei2+ C_j —— (4.113)
gy | 20z Az 2Dz (g—h) A7
B = | R| A4 Wi +52( 5 _ C_j S (4.114)
oy 207 ¢(g—h)Az Az 2Az (g—h) AZ
B'6 = B6 (4115)
c,=-2 2 |41 (4.116)
0 2 2 2( )2
Ar Az elg-h
c=1t -1 (4.117)
Ar~  2rAr
széﬁ 1 (4.118)
Ar~  2rAr
=S et (4.119)
2Az Az gz(g—h)
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C, =S 4 {2 B2+ 1 - (4.120)
20z Az g-h
B
-5 4.121
* 2ArAz ( )

n
*

\ \ Vv

C :ReCf D.”, e T [ W B_L;inj +X_Vi,j_ ij+1 1 Wj-1
© Jk ’ 2Ar " g-h 20z

+& U i+1,j __Ui—lJ _BUij+l__Ui i1y UE + _1_ Wj,+1—_Wj,—1 (4.122)
73 2Ar 20z Ar g-h 2Az

2R, Uij+1_Uijl(Wi+l; - W -jg, _BWj,+1— WJ,lJ

(E—h)(o2 207 20T 20z
ou
A:__l_ l+ a_ij+v (l+Z) , A'::_L+E a—bu— a—i_1+\7 , B:_—l_a—t'(l+2)
g-hl @ ot g-h{dr ¢ ot g-hor
S A2k )2 h ey [—— J— —
C:E+E a_I;+ '_2_‘ a—b +ia—b , |V :\[Ui,j2+£2Wi,j2, 52&, V:l
g-hlar’ (g-hllar) ror R V,

Le systéeme d'équations algébriques ((4.99), (4.19Q)1)) est fortement non linéaire, il est
résolu par une méthode itérative de Gauss-Sei@el @v coefficient de sur-relaxation compte
tenu des conditions initiales ((4.66), (4.67)) ek dimites imposées ((4.70), (4.71), (4.74),
(4.75), (4.76), (4.78), (4.80), (4.81), (4.82),8@)). Le processus itératif commence par fixer
arbitrairement un champ de vitesse et de pressios & milieu poreux comme estimée initial,
un meilleur choix est de prendre celui de l'itéyatglobale précédente. Ce processus itératif
est arrété lorsque le critére suivant est verifié

Hq)k _q)k_luz <10°® (4.123)
ol |
ol |®, = /iZN:CDi’jZ est la norme euclidiennk,est 'indice d'itération etd représenter ,
i=1 j=1

wetp.
4.11 Algorithme de résolution

Rappelons qu’il existe deux grandes catégories éades numériques pour résoudre un
probleme de couplage entre un fluide et un soléferchable :

 Les méthodes directes ou dites de couplage folies &’appuient sur une
formulation globale qui tient compte a la fois geeblemes fluide et solide. La
discrétisation des équations est ensuite réaliséesystéme d’équations non
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linéaires qui en découlent est résolu a I'aideadeéthode de Newton Raphson,
qui permet de déterminer de maniére simultanéméesinues au sein du fluide et
du solide.

» Les méthodes par partitionnement ou dites de cgaghkible : elles consistent en
une résolution alternative des problemes fluidsoéte.

Les méthodes directes sont en général difficilesmplémenter. Les méthodes par
partitionnement sont par contre plus faciles a émmnter ; elles permettent de pouvoir
réutiliser des codes existants et de modifier gpant les codes fluide ou solide afin de
s’adapter a de nouveaux problemes. Chaque soukepretest plus facile a résoudre que le
probleme global. Dans ce cas, le code relatif agebhasous probleme est utilisé
successivement au sein d’'une boucle jusqu’a cé yait convergence vers une solution. On
emploie alors le terme d’algorithme de point fi® ce qui nous concerne, nous utilisons ce
type d’algorithme. Nous décrivons ci-apres les &taple déroulement de I'algorithme
développé dans le cadre de cette étude (voir Figgdie

Nous fixons au début les conditions initiales suvitesse ((4.63), (4.64), (4.66)) et sur la
pression ((4.65), (4.67)). A chaque instant, noalsutons la vitesse de déplacement et la
position du disque supérieur a partir de son égmatle mouvement écrite a linstant
précédent par un schéma explicite en temps (A.8&)rocessus itératif global commence par
fixer un champ de pression au sein du film fluidie,meilleur estimé est de considérer celui
de linstant précédent. Ce champ de pression neuwigi de calculer I'épaisseur du film
fluide (4.61). La géométrie du disque poreux estcdmnnue, ce qui nous permet de résoudre
les équations de Dracy-Brinkman-Forchheimer gérsées ((4.54), (4.55)) et de Poisson
(4.56) par la méthode de Gauss-Seidel avec unicieetf de sur-relaxation égal a 1,95. Un
nouveau champ de pression au sein du film fluide eesuite calculé en résolvant les
équations RNSP ((4.49), (4.53)) par la méthode rsaielLe test sur la convergence du
processus itératif global est effectué sur la poesau sein du film fluide. Il est considérée
atteint lorsque la norme relative de la différeresdre les pressions obtenues pour deux
itérations successives est inférieure & Iuelques itérations de 5 & 7 étaient suffisgmoes
obtenir la convergence sur la solution. La chay®9) et le coefficient de frottement
(4.149) du contact lubrifié sont apres calculéstteaCdémarche de calcul est répétée pour
chaque itération du temps d’écrasement jusqu’andtie une épaisseur minimale possible,
au-dela de laquelle des problémes numériques li@scanvergence apparaissent. Le choix

d’'un pas de temps petﬁf = 0,2a permis de réduire les erreurs de troncatures.
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A 4

Entrée données

A 4

Augmentert N

A 4

CalculerV et g

A 4

Non

Y

EstimerB

A 4

Calculerh

A 4

Calculeru , w et p

*

p est-elle

A 4

bien estimée ?

Calculerw , f

A 4

Oui

h minimale est-elle atteinte P

Oui

Fin

Figure 4.4 :

Algorithme de résolution
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4.12 Reésultats et discussions

Le modele numérique développé dans ce travail tdstéupour étudier le comportement
non-newtonien du lubrifiant, les effets des défdiores élastiques de la couche poreuse et la
perméabilité du milieu poreux sur les performangded’écrasement du film fluide. Pour ce
faire, nous faisons varier le paramétre de coupmecdntraintes qui est une propriété
caractéristique du comportement non-newtonien flant et le coefficient de compliance
qui contréle les déformations de la couche poretlastique. Nous nous intéressons en
particulier a I'épaisseur du film lubrifiant et saoefficient de frottement, qui représentent
deux performances conditionnant la durée de viméaanisme lubrifié. Les données ci-apres
sont utilisées dans cette étude.

Masse volumique du fluide (kgfn 900
Viscosité dynamique (Pa.s) a 20°C 0,1
Perméabilités du disque poreuxim 1,0 107
Porosité du disque poreux 0,4
Epaisseur du disque poreux (mm) 1,6
Rayon des deux disques (mm) 40
Epaisseur initiale du film (mm) 1,2
Masse du disque supérieur (kg) 30
Module de Young (Mpa) 15
Coefficient de Poisson 0,4
Paramétre du couple de contrainte (P&.3.m 5,76 10°
2,310°

Tableau 4.1 : Caractéristiques géométriques etiggs

Les résultats numériques sont bien entendu infiéeemar le maillage ; des tests sont
effectués afin de s’assurer de son indépendanceoirdre de points constituants les grilles
du maillage est choisi de telle maniere que I'arrelative sur la pression maximale au sein
du film fluide soit inférieure a 2%. Ce critere sstisfait avec un maillage de>®lIl pour le
film fluide et le milieu poreux.

Sur les figures ci-aprébdésignel_.
4.12.1Vitesse d’écrasement

La figure 4.5 montre 'influence du comportemenhmewtonien du lubrifiant et les effets
de la déformation élastique de l'interface poresisela vitesse d’écrasement sans dimension

kH

pour un parametre de perméabiligg= —- = 926107°. Cette vitesse décroit trés rapidement

0
aux premiers instants de I'écrasement, elle déerwuite tres lentement. Le disque supérieur
descend évidemment plus rapidement pour un lubtifrewtonien. Plus le parameétre du
couple de contraintes augmente et moins le disgpéreur descend vite. A part les premiers
instants de I'écrasement, le disque descend maijpisiament lorsque le milieu poreux est
déformable.

L'effet de la perméabilité du disque poreux estsprdé sur la figure 4.6. La vitesse

d’écrasement a des valeurs plus élevées comparaiteau cas imperméable, cet écart
augmente avec le temps d’écrasement.
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Figure 4.5 : Vitesse d’écrasem i pour différents parametres de couple de contraintes

C, = 0 : couche poreuse rigid€, = 0,0247: couche poreuse déformable
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4.12.2Position de la surface écrasante
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12

13

pour le cad = 0,2

La figure 4.7 illustre I'évolution de la positiorarss dimension du disque supérieur par
rapport au temps d’écrasement. Au début de I'éorasg la diminution de la position du
disque supérieur est trés rapide mais elle deweestiite moins importante. A un instant
donné, le disque atteint une position plus failblpag conséquent parcourt une distance plus
grande dans le cas du lubrifiant newtonien. Plupdeamétre du couple de contraintes
augmente, plus le disque occupe une position plusdg. Ceci montre la forte résistance du
lubrifiant non newtonien au mouvement du disqudadlt par ailleurs noter que les effets de
la déformation du disque poreux laissent le disgtieindre une position plus petite par
rapport au cas rigide ; le disque trouve moinsédistance au mouvement lorsque le disque
poreux est déformable.
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Figure 4.7 : Position du disque supérigus hg pour différents
0

parametres de couple de contrairltes
C, = 0 : couche poreuse rigid€, = 0,0247: couche poreuse déformable

Sur la figure 4.8, nous comparons la courbe dedsitipn du disque avec le cas
imperméable. A un instant donné, on observe qperdaéabilité laisse le disque occuper une
position plus faible.
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4.12.3Pression dans le film fluide

La distribution radiale de la pression sans din@nsians le film fluide pour trois instants
d’écrasement est présentée sur la figure 4.9. &dtemaximale sur I'axe de symétrie et
diminue pour atteindre la valeur nulle & [Iextrénitdu contact. Les pressions
hydrodynamiques les plus importantes restent domcentrées au centre du contact. Elles
sont observées au début de I'écrasement, la presiioinue ensuite Iégerement avec le
temps dans tout le film fluide. Il est égalemerigiassant de connaitre I'évolution de la
pression avec la déformation de l'interface pore@seeffet, la pression dans le film fluide
est plus faible pour un disque poreux déformablaparativement au cas rigide, cet effet est
plus important lors des premiers instants de I'semzent.

Les effets non newtoniens et la comparaison aveademperméable sur la distribution de
la pression sans dimension dans le film fluide dargtrés sur la figure 4.10. On constate que
la pression est plus élevée dans tout le film #uddi début de I'écrasement si le lubrifiant
utilisé est newtonien ; il doit générer plus despren hydrodynamique pour amortir le
mouvement du disque. Il est a noter par ailleurs tguprésence du disque poreux fait
augmenter la pression dans tout le film fluide beeendu au début de I'écrasement. Cette
évolution est contraire a celle constatée lorsaseeffets d'inertie du disque supérieur en
mouvement ne sont pas pris en considération, Fi@ure Cette pression diminue avec
'augmentation du parametre de couple de contmin@ependant, ce dernier effet devient
moins sensible lorsque le temps d’écrasement augnienir Figure 4.11).

4.12.4Capacité de charge du film fluide

Nous présentons sur la figure 4.12 I'évolution @e clapacité de charge pour trois
lubrifiants ; elle diminue avec le temps d’écrasem@u début de I'écrasement, la capacité
de charge décroit trés rapidement et devient enguésque constante. Le film newtonien
engage plus d’effort pour équilibrer a la fois tEds et la force inertielle du disque a chaque
instant de I'écrasement. Avec l'augmentation dupt®wde contraintes, la réaction du film
non-newtonien diminue. Par ailleurs, on note queddéformation du milieu poreux fait
augmenter la charge du film fluide au début deréiéement, et que cet effet est cependant
inversé par la suite. Sur la figure 4.13, apres pesmiers instants du processus de
I'écrasement, nous remarquons que la perméabilgéua effet de diminuer Iégérement la
capacité de charge.

4.12.5Epaisseur du film fluide

La distribution radiale de I'épaisseur du film flei est illustrée sur la figure 4.14. A un
instant donné, le film fluide a une épaisseur pbedite lorsque le disque poreux est
déformable vu la faible position atteinte par Iggdie supérieur (voir Figure 4.7).

Les effets du couple de contraintes sur I'épaisskufilm et la comparaison avec le cas
imperméable sont représentés sur la figure 4.16n Anstant donné, le lubrifiant newtonien
posséde I'épaisseur la plus faible. L'augmentatiorparameétre de couple de contraintes fait
augmenter significativement I'épaisseur du lubnfiamon newtonien a chaque instant de
I'écrasement. Ce dernier résultat est tres faveraolur la durée de vie du contact. Il est a
noter enfin que la présence du disque poreux diii@paisseur du film fluide quel que soit
le lubrifiant considéré.
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Capacité de charge adimensionnelle
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4.12.6 Déformée de l'interface poreuse

La figure 4.16 montre que la déformée de l'intesfporeuse est plus importante au début
de I'écrasement, ceci est expliqué par les fortesgions générées pendant cette phase. Cette
déformée est maximale sur l'axe de symétrie du udiscelle décroit pour s’annuler a
I'extrémité du contact. C’est une conséquence thrde la distribution de la pression dans le
film fluide et donc de I'application du modele dauche mince élastique.
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Figure 4.16 : Déforméd de la couche poreuse pour
différents instants d’écrasemené | = 0,2

Les effets combinés du couple de contraintes eddésmations élastiques de la couche
poreuse sur la déformée du milieu poreux sont ptésesur la figure 4.17. L’augmentation du
parametre du couple de contraintes n’est accompadjaécune modification remarquable de
la déeformée de linterface poreuse. Cette déformégmente Iégérement autour de la région
centrale du film lorsque le disque est poreux (¥ogure 4.18).
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Déformée adimensionnelle de la couche poreuse
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4.12.7Vitesse radiale a la sortie du contact

Les figures 4.19 et 4.20 présentent les profiltadétesse radiale a la sortie du contact
qui ressemblent presque a des profils paraboligaas le film fluide. Cette vitesse diminue
avec le temps de I'écrasement (voir Figure 4.19usN constatons également que la
déeformation de l'interface poreuse, faisant augerehiespace offert au fluide, diminue le
champ de vitesse.

La figure 4.20 montre que 'augmentation du paraendti couple de contraintes génére une
diminution de la vitesse radiale dans le film fllidauf dans une zone d’épaisseur tres faible
a proximité de l'interface poreuse ou cet effetiegersé. Cet inversement peut étre expliqué
par le fait que la force de cisaillement, augmeni€¢érme de couple de contraintes, donne au
film fluide plus de capacité a entrainer avec &ifllide présent dans le milieu poreux. La
présence du disque poreux conduit a une diminakgola vitesse radiale dans le film fluide.
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Figure 4.19 : Profil de la vitesse radial@ la sortie du contact pour différents
instants d’écrasememt &1 = 02
Co = 0: couche poreuse rigid€, = 0,0247: couche poreuse déformable
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4.12.8 Débit volumique a la sortie du contact

Le débit volumique a travers une section radialelesné par :

2mr 9 g
Q(r,t) = j j Ur, zt)dzd@ =27 [ (1, zt)dz (4.124)
0 g-h g-h
En forme adimensionnelle :
1
Q)= =21 [ {i Yv 29 dz (4.125)
0 0

ol Q, = 7R?V, est |é débit écrasé de référence.

En particulier a la sortie du contactl, ona:

1
Qlr.t)=2hlnt)] 1 21)dz (4.126)
0
Les figures 4.21 et 4.22 illustrent I'évolution avie temps d’écrasement du débit a la
sortie du contact lubrifie. Le débit décroit tregpidement lors des premiers instants de
I'écrasement, et commence ensuite a diminuer ¢érteinent. Excepté les premiers instants de
I'écrasement, le débit le plus faible évacué dolties correspond au lubrifiant non newtonien
(voir Figure 4.21). Plus le paramétre de coupleal&raintes augmente, plus le débit sortant
est faible. Nous observons en outre que la défeomatlu disque poreux induit une
diminution du débit évacué a travers la sortie dntact. Enfin, il est important de noter que
la présence du disque poreux augmente ce débitide & la sortie (voir Figure 4.22).
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4.12.9Coefficient de frottement a l'interface film — milieu poreux

Le coefficient de frottement & I'interface film —iliau poreux est donné par :

f=" 4.127
W ( )
ou
R2mr R2 au a3u
7= j j |, ,rd6dr = j f[ya -n— rd6dr (4.128)
00 00 z=g_h z=g_h
En forme adimensionnelle : B
fofo 7 (4.129)
RW
ou
r =2n] ou L oup T gy (4.130)
0 azi—o h o 2=0 h
et
R— l_ pa—
W= 2nj prdr (4.131)
0

Les figures 4.23 et 4.24 illustrent I'évolution awefficient de frottement du film
lubrifiant a I'interface film — milieu poreux. llugmente rapidement au début de I'écrasement,
et commence ensuite a diminuer de facon tres le@tite tendance a été prouvée
expérimentalement par Wright et Dawson en 1976 [V8RI

Le lubrifiant newtonien a un coefficient de frottem inférieur a celui des fluides a couple de
contraintes (voir Figure 4.23). Plus le parameteauple de contraintes augmente et plus ce
coefficient de frottement augmente, ce qui limaedurée de vie du contact. Par contre, la
déformation du disque poreux diminue ce coefficamtfrottement. Comparativement au cas
imperméable, la présence du disque poreux défoerdibiinue le coefficient de frottement
(voir Figure 4.24). Ces derniers résultats redbégnt souhaités pour favoriser la durée de vie
du mécanisme et le bon fonctionnement du contact.
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4.13 Conclusion

Nous nous sommes intéressés dans ce chapitrefladfine des effets non newtoniens et
des déformations élastiques de l'interface poresiseles performances hydrodynamiques
d’'un contact PoroElastoHydrodynamique lubrifié parfluide a couple de contraintes. Les
équations de Navier-Stokes Réduites ont été éaténs le film fluide avec un terme en plus
qui tient compte de la présence du couple de dotgsa L'écoulement dans le disque poreux
est décrit par les équations de Darcy-Brinkman-fitoeoner généralisées et de Poisson pour
un fluide newtonien de viscosité dynamique égatmlée du lubrifiant du film fluide. Les
déformations de linterface poreuse sont calcul@elkaide du modéle de couche mince
élastique. Toutes les équations du probleme saotétisées par la méthode des différences
finies. Chaque sous probleme, film fluide et disquoreux, a été résolu par la méthode
itérative de Gauss-Seidel sous relaxée. Le probumeouplage film fluide — disque poreux
est résolu par la méthode itérative du point fixe.

La vitesse radiale et le débit volumique a la sadti contact lubrifié, le champ de pression,
la capacité de charge et les déformations élastigieel'interface poreuse sont nettement
influencés par les effets non newtoniens pour fostant d’écrasement. En particulier,
I'épaisseur du film fluide et le coefficient de ti@ment a l'interface poreuse constituent deux
performances essentielles qui conditionnent laedde vie du contact lubrifié. lls subissent
une augmentation avec l'accroissement de la valaurouple de contraintes. Par contre, la
perméabilité et les déformations élastiques auanivie I'interface poreuse les réduisent.
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Conclusion géneérale

L’objectif principal de cette these était d’analylecomportement de I'écrasement de
films fluides a rhéologie complexe en présence dahilieu poreux visant une application en
biomécanique articulaire. Il s’agissait de mettreptace un nouveau modele permettant la
prise en compte a la fois du comportement non naesodu lubrifiant, de la déformation du
milieu poreux ainsi que de la complexité de I'éemuént au sein de ce dernier. Des
géométries simples composées par deux disquedaiiesuet paralléles dont I'un est a face
poreuse, pouvant modéliser un contact localisé imean du genou par exemple, ont été
utilisées.

Pour ce faire, dans le premier chapitre, les déim de base et les notions
fondamentales relatives a I'écoulement d’un fluadiesein d’un milieu poreux sont rappelées.
Différents modéles mathématiques d’écoulement dét grésentés. Le mécanisme de
lubrification articulaire par effet d’écrasemensdeints biologiques a été expliqué. La nature
et le réle du fluide synovial et du cartilage art&ire ont été par la suite présentés. Plusieurs
modeles rhéologiqgues modélisant le comportement dluide contenant des suspensions
solides ont été rappelés. Une étude bibliographmetant I'accent sur les principaux travaux
de recherche sur I'écrasement de films en présame®n d’un milieu poreux a été passée en
revue.

Dans le deuxiéme chapitre, une simulation numéridas effets visqueux sur les
caractéristiques de I'écrasement d’un film fluidamtonien entre deux disques circulaires et
paralléles dont I'un est poreux a été effectuééteGeude est basée sur le couplage simultané
entre I'équation de Reynolds modifiee régissardiseribution du champ de pression dans le
film fluide et I'équation de Darcy-Brinkman tenacbmpte des forces visqueuses dans le
milieu poreux. Ces équations aux dérivées partaliat été discrétisées par la méthode des
différences finies. La résolution du systeme d'diqua algébriques obtenu a été basée sur la
méthode itérative de Gauss Seidel avec coefficlerdur relaxation. Les résultats numériques
obtenus ont montré que le rapport des viscosiféstefe et dynamique du fluide ainsi que sa
variation ont un effet significatif et non néglidpda sur les caractéristiques de I'écrasement,
essentiellement pour les faibles valeurs de ceorhphes résultats prédits par le modele de
Darcy-Brinkman s’approchent de ceux issus du modeleDarcy lorsque ce rapport des
viscosités augmente. Ces effets visqueux diminleetgmps d’écrasement mais augmentent
la vitesse d’écrasement, la vitesse radiale eitésse axiale du fluide comparativement au
modéle de Darcy. En outre, ces effets deviennard plarqués lorsque I'épaisseur du film
fluide diminue.

Dans le troisieme chapitre, une simulation numerides effets d’inertie du fluide sur les
caractéristiques de I'écrasement a vitesse coestéun film fluide newtonien et pour la méme
configuration géométrique a été proposee. L'écoaterdans le disque poreux a été modélisé
par un modéle généralisé qui permet la prise emptmmes effets combinés de viscosité et
d’inertie du fluide. Les équations de Navier-StoRexluites permettant la prise en compte de
I'inertie du fluide dans le film ont été ainsi éliab. Les équations aux dérivées partielles de ce
modele ont été discrétisées par la méthode nuneigs différences finies a l'aide d’un
schéma d’Euler implicite et résolues par la méthibglative de Gauss — Seidel relaxée. Un
algorithme de résolution numeérique basé sur uneluti@n séquentielle des deux sous
problemes au sein d’'un processus itératif globdisamt la méthode du point fixe a été
développé. Les effets d’inertie sur les performarstatiques et dynamiques du contact lubrifié
lors de I'écrasement ont été analysés et discugssrésultats numériques ont mis en évidence
limportance de I'utilisation d’'un modele généralies résultats ont montré que la présence
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du disque poreux diminue les valeurs des perforemude contact lubrifié. En outre, cette

diminution devient plus maquée avec l'augmentationtemps d’écrasement. Nous avons
enfin conclu que le modele de Darcy, contrairementmodele basé sur la correction de
Darcy-Forchheimer, prédit des valeurs plus éledé&eses performances comparativement au
modeéle généralisé.

Dans le dernier chapitre de ce mémoire de théseefiets non newtoniens et la
déformation du milieu poreux sur I'écrasement den fifluide dans une configuration
géométrique identique ont été considérés. Les immsatde Navier-Stokes Réduites pour
fluides non newtoniens a couples de contraintestmnetablies. Une démarche basée sur le
modeéle de couche mince élastique pour calculeréfarohée de l'interface poreuse a été
proposée. Le modele généralisé décrivant I'écoubérdans le milieu poreux a été utilisé.
L’égquation de mouvement du disque mobile a étété@pour calculer la vitesse et donc la
position de ce disque. Un nouvel algorithme de ledéi®m numérique en différences finies
basé sur un couplage qui consiste a résoudreffésetites équations du probléeme séparément
et a établir une procédure itérative entre les tgwls respectives a été développé. Les
résultats issus de cette simulation numérique omitré que les performances du contact
lubrifié sont nettement influencées par les effesn newtoniens pour tout instant
d’écrasement. En particulier, I'épaisseur du filmide et le coefficient de frottement a
l'interface poreuse constituent deux performancsem/tielles qui conditionnent la durée de
vie du contact lubrifié. Ces deux caractéristigeigsissent une augmentation lorsque la valeur
du paramétre de couple de contraintes augmente.c@watre, la perméabilité et les
déformations élastiques au niveau de l'interfacepse les réduisent.

Enfin, notre thése confirme l'intérét majeur deshexches sur I'écrasement de films
fluides a rhéologie complexe vu le nombre accrgateapplications dont figure en particulier
la thématique de la biomécanique articulaire. Déffibes perspectives a l'issue de cette thése
apparaissent envisageables.

Le modele mis en place pour calculer les déformati@astiques du milieu poreux est
basé sur I'hnypothése de couche mince. L'utilisatierce modéle n’est donc qu’une premiere
approximation simple qui permet de prendre en cenlpt déformation au niveau de
l'interface poreuse. En plus, les calculs de I'éement et des déformations du milieu poreux
sont effectués indépendamment l'un de lautre. Uprese en compte de la nature
poroélastique du cartilage a I'aide de la méthotlerdogénéisation serait donc souhaitable
pour se rapprocher au mieux d’un modele plus téalis

La surface du cartilage présente en réalité deesit@$ de surfaces. L'effet de ces
rugosités n’est plus négligeable lorsque I'épaisskufilm fluide séparent les surfaces du
cartilage devient faible. La prise en compte de reggsités de surfaces est envisageable.
L'utilisation de deux cartilages articulaires pdestiques ayant des surfaces rugueuses
approchant mieux la réalité plus complexe seragwat d’'investigation.

Un banc d’essai expérimental qui permettrait dedealle modele numérique développé
lors de cette thése est a concevoir.
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Annexes

Annexe 1 : Equations de Navier Stokes Réduites (RIRppour fluides a couple
de contraintes

Considérons deux disques circulaires et parallddeméme rayoR sépareés par un film
fluide d’épaisseuh. Dans un systeme de coordonnées cylindriques,t @gamme origine le
point O positionné au milieu du disque inféridiaxe (Or) des coordonnées radiales est situé
sur la plan de ce dernier disque tandis que I'®® (es coordonnées axiales est la verticale
ascendante qui coincide avec l'axe de symétrieydtesie composé par ces deux disques
(Figure 1). Ces deux disques sont considérés ingmatgns un bain de lubrifiant.

Le disque inférieur est fixe dans le repére, (Oz) tandis que le disque supérieur est animé

d’'un mouvement d’écrasement selon I'axe)(@e vitesse- d? . L'épaisseur du film d’huile

est supposée treés petite comparativement aux alitnensions du contact lubrifié.

< o >

Figure Al.1 : Configuration géomeétrique de deuxjdes circulaires paralleles

Dans cette annexe les équations de la mécaniqumitieax continus pour fluides a couple
de contraintes sont présentées. L'analyse de lléomnt du fluide se fait a I'échelle
macroscopique, la structure moléculaire et les raments individuels des molécules sont
donc ignorés. Le comportement du fluide est démait les équations de la mécanique des
milieux continus pour fluides a couple de contreénd travers les grandeurs macroscopiques :
la vitesse, la pression, la masse volumique etsledrivées temporelles et spatiales. Cet
écoulement est considéré isotherme et donc I'égualie I'énergie ne sera pas prise en
compte.

Toutes les équations sont écrites a I'aide desabks sans dimensions. L'ordre de grandeur

de chaque terme peut donc étre connu. Des formnmeglifées spécifiques a I'étude de
problemes particuliers a la lubrification serontldiées.
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1. Equations de Navier Stokes Réduites

Les équations générales de la lubrification hydnadyique décrivant I'écoulement dans
le film pour fluides a couple de contraintes petsrd{ compte tenu des conditions
géométriques et cinématiques du contact, de détermis caractéristiques du contact

lubrifié. Elles sont déduites des équations de éganique des milieux continus appliquées a
des fluides non newtoniens a couple de contraintes

+ Loi de conservation de la masse :
% 1 dipv)=0 (AL1)

» Loi fondamentale de la dynamique :

p(% + gradvT/J = divo + p? (A1.2)
* Loi de comportement rhéologique pour fluide a ceug# contraintes [STO66] :
_ Loy 1
Ty ==POj +H ——+—— | =~ € My, (AL.3)

avec .

1
M; =§Mnn5ij +47K,

[

Z
o
—
o
>
(7]

. vecteur vitesse des particules fluides
: temps
: masse volumique du fluide considéré

: densité massique des forces volumiques

: tenseur des contraintes
: tenseur des contraintes non symétrique

Q Qll =l ™ <!

=

: composantes du tenseur de couple de contraintes

: composantes du tenseur de permutation d’ordi® tro
. tenseur du taux de rotation
. variable d’espace

AL

X

. coefficient de viscosité dynamique

: constante physique due a la présence du coeptertiraintes dans le fluide
. pression

T 3I
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En reportant I'équation de comportement rhéologigile3) dans I'équation de la dynamique
(Al.2) et en négligeant les forces massiques exidss, les équations de Navier-Stokes
s’écrivent sous forme vectorielle :

—4-

p(% + gradvT/J =-Op +§ﬁ/\f +u0 v-ni'v (Al.4)

ou L est le vecteur du couple de volume.

Les couples de volume peuvent résulter de I'actiom champ magnétique externe sur les
particules fluides magnétisées ou de I'action dthamp électrique sur la matiére polarisée.
Les couples de contraintes résultent des interscmtre les particules fluides adjacentes en
plus des forces colinéaires d’interactions. Ceplasude contraintes sont issus d'un tenseur
linéairement proportionnel au tenseur du taux ¢etion [STO66].

En l'absence du couple de volume, cette équatiomdavement s’écrit en coordonnées
cylindriques pour un écoulement axisymétrique corsmie:

* Composante radiale

p(@ﬂj@ W@J:_@w Ei[ra_u}razu _n o'u , 9'u 0% 20%
ot or 0z or ror\ or) 07° ot or?9z> 0z* rord

(A1.5)
_lau_10u_ju 20 20
réar r2d r* rorz® r?oz7°
» Composante axiale
ow, oW, ow ap d(1lorw) 0°w d'w . o'w  d'w 20°w
Pl o tu—+ e 7 R 2| Tt 2ttt
ot or az 0z or{r or 0z or or9z" 0z" r or
(A1.6)

En mécanique des films minces visqueux, la dimensiomant I'épaisseur du film est tres
faible devant les autres dimensions. Les variadd@s dimensions ainsi utilisées sont :

, p=—, t= (A1.7)

r hy - Poi=Voy 1=
R h, RV,  V, P, h,

h
h
ou

h, :épaisseur initiale du film fluide

F o :
Po ZKOZ' F, est la charge constante appliquée au disque emanmnt.

L’expression de la vitesse de référeNgest déterminée par la suite.
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Les deux équations (Al.5) et (A1.6) s’écrivent e@nction des variables sans dimensions :

e Composante radiale

_ _ 20 4
Re[ag+ Sou Wauj _2Rhop, 0°u _jpo'u
t W, o a7" oz

or 0z
_ 4 37,
S E R TR AT L IR
ror{ or ordz Tardz T oz

(a 20°%_14u 10% GJ
—& |+

—2

o' ror ror Coart
« Composante axiale

_ _ - 2 _ 4.
. Re[a_vvwa_vvwaw} _gzPo_map+£z[a_vv_.za_vvj

ot or 0z 9z o o7
e
£ i{iaL_ g 0w (AL.9)
or\r or or2oz
s2(0°w 20°w 10w 1 0°w
&l = t=mt3 Y.
r r or roor o°r

ou

. e A .
I . parametre de couple de contralnﬂes,h—, avecl : longueur caractéristique de la taille
0
des particules considérées solides, supposeesif@gskans le film, caractérisant le caractere

non newtonien| =\/E
7,

& . parametre d’échelleg = %

Voo

R, :nombre de Reynolds relatif a I'épaisseur initidlefilm fluide, R, =

La vitesse de référend& , qui permet de conserver le terme du gradientlaté pression
dans I'’équation (A1.8) est choisie de telle manggre [JAN91] :

gzPO—hO =1 (A1.10)
N

En substituanP, par son expression, on a:

F0h03

V. =
0 ,U]R4

(A1.11)
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En négligeant tous les termes multipliés péret en tenant compte de (A1.10), les équations
(A1.8) et (A1.9) deviennent :

- = — 3 — 27 72 54
R(%i% 0% {2 L LTI g
URN, Jdr nh9z" h oz

% =0 (A1.13)

ou du  du op 0°u 0%
—4+u—+W— ==+ y——-np— Al.14
p (at or azj o Haz Tor (A1.14)
% _y (A1.15)
0z

La derniére équation montre que la pression dafilsridluide est indépendante de la variable
axialez; p= p(r, t).

En coordonnées cylindriques, I'équation de contésiécrit dans le cas d'un écoulement
incompressible et axisymétrique comme suit :

Lo(ru) , ow _

0 (Al1.16)
r or 0z

ou
r,z :coordonnées radiale et axiale

u, w : composantes radiale et axiale du vecteur vitdass le film fluide

Les équations (Al.14), (A1.15) et (A1l.16) sont @ldmeées équations de Navier-Stokes
Réduites. Elles représentent également les égsatieria couche limite de Prandtl pour un
fluide a couple de contraintes mais avec des conditaux limites différentes, ce qui justifie

I'appellation d’équations de Navier-Stokes Réduit®sandtl ou RNSP. Cette simplification

des équations de Navier Stokes permet de faclliteésolution du probleme au niveau du
fluide. Le systéme, initialement elliptique, est@wavant un systeme parabolique.

2. Action du fluide sur les parois du contact
L’action de contact , appelée vecteur contrainte, en un poitde la surface (paroi)

de contact, dépend uniquement du tenseur des cuag&n ce point et du vecteur nornmal

- N 3 o 3 -
M M
t(M,n)=>"tx=> g,"n"x (A1.17)
i=1 i=1
n, représente les composantes du vecteur norm# enienté de la surface vers le fluide
(normale extérieure).
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Dans le cas de I'’écoulement d'un fluide a couplecaletraintes et sous les hypotheses de la
meécanique des films minces visqueux, la matriceesgmtative du tenseur des contraintes
s’écrit pour un écoulement axisymétrique :

- T
[U.J]‘{ P } (A1.18)
I, -Pp
ou
ou 0°u
=2 -pZ= A1.19
,Uaz 0623 ( )

La résultanteRen un pointV quelconque des actions de contact du fluide ssuftace 9
du contact est :

R=[[t(m,n)ds (A1.20)

Si la surface (S) est un plan admettant comme wedctsitaite normalz, l'intégration du
champ de pression sur cette surface permet del@aleuchargeW que le contact peut
supporter :

W= [ wis (A1.21)
(S)
En particulier, si (S) correspond a celle d’un disgirculaire de rayoR comme dans notre
cas,ona :

R
W = 2nj prdr (A1.22)

L’intégration des contraintes de cisaillement pdrrde déterminer la force tangentielle
exercée par le fluide sur la paroi (frottement) :

r=| j( o T=0S (A1.23)

En particulier, si cette surface est un disqueutaice de rayoriR comme dans notre cas :

rdr (A1.24)

Le coefficient de frottemerif défini comme le rapport entre la force de visiost la charge,

s’écrit donc :
R
J'( au 6 l:} rdr
5 oz az

= 20 (A1.25)
jpr dr
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Annexe 2 : Méthodes des différences finies et de Bs-Seidel relaxée

1. Discrétisation par la méthode des différencesniies

Le schéma numérique aux différences finies camsigbartager le domaine d’étude en
une multitude de petits domaines (voir Figure AZfpuis calculer par approximation les
valeurs des dérivées de la fonction inconnue nodd&aide de ses développent de Taylor.

Chaque point du maillage de coordonnées=(iAx, y; = jAy) est noteé i( j), ou Ax et Ay
représentent les pas d’espace suivant bagel’axey respectivement.

yA
AX
<
[T S J A IO
I 2 N | oy
[ e LLEECTEEEEEEEY
0 i1 i i+l X

Figure A2.1 : Discrétisation du domaine de calcul

Le développement de Taylor de la fonctianl’'ordre deux s’écrit :

F(x+Dx y) = f(x P+a2- a NES a f + b %) (A2.1)
F(x—Ax y) = f(x -0 < (A;() a f + qh %) (A2.2)

En retranchant terme a terme I'expression (A2.)ad@ression (A2.1), on a:

of _ f(x+axy)= f(x=4xy)
o0X 20X

+0(AX?) (A2.3)

En ajoutant terme a terme I'expression (A2.2) gdtession (A2.1) on a:

of * _ f(x+Axy)-2f(xy)+ f(x-Axy)

v o +0(AX?) (A2.4)
Les dérivées discrétisées au poinj)(s’écrivent donc :
f.—f
%G,j): |+112Axl—lj +O(AX2) (A2.5)
2 o, —2f +f
)= T o) (A2.6)
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Les écritures (A2.5) et (A2.6) sont appelées sciséraatrés.

Un schéma décentré avant de la dérivée premieré mlut étre obtenu directement de
I'expression (A2.1) par :

af . fi+ j fi j
Fidl) =# +0(AX) (A2.7)

De méme, un schéma décentré arriere de la dérre@aigre dd peut étre obtenu a partir de
I'expression (A2.2) par :

f . o
%(i,j): ] AXl—l,J +O(AX) (A27)

Le choix d’'un schéma ou d'un autre dépend de laraatu probleme, des conditions initiales
et des conditions aux limites du domaine d’étude.

On calcule de la méme facon les dérivées partipesapport a la coordonngeOn a ainsi :

of . fi i1 fi =
2 f. . —-2f +f .
g:/_z ()= oy?) (A2.9)

Un schéma décentré avant de la dérivée premiéreste
f.o,—f.
ﬂ(i,]): i,j+l 1,] +O(Ay) (AZ_]_O)
oy Ay
Un schéma décentré arriere de la dérivée preméirest :
f..—f .
ﬂG,j)=—"‘ =+ o(Ay) (A2.11)
oy Ay

Le schéma Upwind consiste a décentrer la dérivemigre dd comme suit :

£ =t Mmmx) sif <0 (A2.12)
ox M Ax ) '
f —f
fﬂa,j): f.,——"L+o(AX) sif; >0 (A2.13)
0X ‘ AX ’
f . —f.
fﬂa,j):fiij(Ay) sif,; <0 (A2.14)
oy A\ ’
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of . fi i fi -1 .
f—@,j)=1,——"=+o(4dy) sif >0 (A2.15)
oy ’ Ay '

La dérivée seconde croiséefdest donnée par :

2 foo,—-f o —f. . +f
0 f (i, J) — i,j+1 i-1,j+1 i+1,j-1 i-1,j-1 +0(AXAy) (A216)
oxoy AAXNyY

Le schéma d’Euler implicite de la dérivée premigeé¢ par rapport au temps est donné par :

of _fii -7
—=——"+0(At AZ
P A (at) (A2)

ou l'indicen est le nombre d’itérations en temps.

2. Reésolution numérique par la méthode de Gauss-$el relaxée

On s’intéresse a la résolution du systeme d’égaatidgébriques suivant :

a U,j = EUija+ B+ Egp,, + Ep, (A2.18)
V_Vl,j :V_Vi,j—1+ Flai,j +ani—1,j (A2.19)
P =APL T APLTAULT AU T AUt AWt A (A2.20)
S
Ui,j=BUi-1j+BUi+j+BUij-1+Buija+B (A2.21)
V_V*i,j = Bllv_V*i—],j + BIZV_V*i+1,j + BI3V_V*i,j—l + BI4V_V*i,j+1 + B, (A2.22)
\ TJ i = le) i-1,j +C2E) i+1] +C3TJ ij-1 +C4TJ i+ (A2.23)

ou
uij, W et p; sont la vitesse radiale, la vitesse axiale etéagion dans le film,

u.j, W, et p; sontla vitesse radiale, la vitesse axiale etéagion dans le milieu poreux

A ,B, B, C, E etF sontdes coefficients réelles

1<i<netl<j<m, avech etm sont deux nombres entiers qui représentent le rmmb
d’intervalles de maillage selon la composante taditila composante axiale respectivement.

Le probleme est bien entendu de trouver un ensenwlgaleurs réelles de ces variables
vérifiant simultanément les équations du systeme (S

La résolution du systeme (S) est généralement arapkt rarement possible lorsque
'une des méthodes directes d’élimination, résdilarsysteme en un nombre fini d’étapes,
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est utilisée. On peut seulement espérer pouvdioéts une méthode itérative de résolution.
La méthode de relaxation de Gauus-Seidel peut atoesappliquée.

La méthode de Gauss-Seidel relaxée, comme touteodete substitutions successives,
est un algorithme efficace pour trouver des appnations d'un zéro (ou racine) d'une
fonction d'une variable réelle a valeurs réelldle €onsiste a se donner un estimé initial de la

solution pouru, w, p, u , w et de construire une suite d’itérations succesdiekes que :

—k —k-1 —k —k-1 —k-1 —k
Uij = (1_0')”"1' + a(Eluivi‘l +tBUja+Ep., +E pi+1) (A24)

=(1-a)w | + a(v_v.k, i1+ FU + FUi ,—) (A2.25)

—xk-1 —xk

E (1 a) . +0’(ALDI+1+AZDI1+A3U|0+A4U|+10+A5U|10+A3W|0+A7) (A2.26)
—xk k-1 —xk —xk-1 —xk-1
UIJ_(]. a)U|j+a(BlU|]_,]+BU|+1J+BU|Jl+BU|]+1+st (A227)
—xk k-1 —xk k-1 —xk — k-1
Wi, j =(1—O’)Wi,j +a(BI1Wi—1,j +BL, Wi +Bywija+B,wija+ B'SJ (A2.28)

(A2.29)

—«k k= —xk k-1 —xk — k-1 j

1
pii=(-a)pi; +0'(C1pi—lj +C,pi+j +Cpiji1+Cpija+Cy

ouk est le nombre d’itérations etest un facteur de relaxation choisi pour assuraceelérer
la convergence des itérations.

Le processus itératif est arrété lorsque le criiereonvergence suivant est satisfait :

HCDk —CDk_lHZ < (A2 30)
—————2<eps :
o

2

M-1N-1 e s -
ZZCD est la norme euclidienn& représentau, w, p,u , w et p,eps
i=1 j=1

est une précision exigée donnée.

ou
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