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Résumé
Sous l’effet des sollicitations mécaniques répétées induites par les passages des trains,

on observe l’apparition de fissures de fatigue de contact dans les rails. Une fois amor-
cées, celles-ci peuvent se propager et mener à la rupture du rail. Dans un contexte d’in-
tensification du trafic et d’augmentation globale des vitesses de circulation, il devient
stratégique pour SNCF d’optimiser sa politique de maintenance. Afin de définir des pas
de surveillance adaptés et une planification optimisée des opérations de maintenance, une
meilleure connaissance des mécanismes d’endommagement par fatigue du rail s’avère né-
cessaire. Tendre vers cette stratégie de maintenance prédictive passe par la mise en place
d’outils de simulation numérique adaptés. Dans ce contexte, une chaîne d’outils a été dé-
veloppée : détermination des sollicitations transmises au rail, des champs de contraintes
et de déformations résiduelles, localisation des zones critiques vis-à-vis du risque de fis-
suration. L’étape suivante consiste à estimer le risque lié à la présence de fissures et à
étudier leurs propagations. Elle constitue une partie des objectifs de ces travaux de thèse.

La résolution du problème tri-dimensionnel d’une structure fissurée, avec contact et
frottement entre les lèvres, est effectuée grâce à un modèle tri-dimensionnel éléments fi-
nis étendus multi-échelles. Ce modèle fait appel à une formulation mixte stabilisée où
chaque champ est écrit à l’aide d’enrichissement. La fissure est représentée grâce à une
stratégie implicite-explicite. Le problème est résolu à l’aide du solveur non-linéaire LA-
TIN. Une étude empirico-numérique a permis de proposer des formules a priori assurant
à la méthode de résolution un taux de convergence proche de l’optimal.

La simulation de la propagation des fissures de fatigue est réalisée à l’aide de critères
spécifiques, adaptés à un chargement multi-axial et non-proportionnel, et d’une loi de
propagation dédiée en mode mixte. La confrontation des résultats de simulation avec des
essais réalisés sur une configuration cylindre-plan a validé la stratégie X-FEM/LATIN
à deux échelles. Tous ces développements ont été implémentés dans le code de calcul
éléments finis CAST3M.

L’introduction d’un chargement mobile de contact a nécessité la mise en place d’un
maillage multi-échelles paramétré. Les résultats obtenus ont été validés par comparaison
avec des études similaires disponibles dans la littérature. Des contraintes résiduelles réa-
listes, provenant d’un logiciel externe, ont été introduites. Cette étape a requis la mise en
place d’une procédure de transfert des champs entre les deux maillages (celui utilisé pour
le calcul des contraintes résiduelles et celui utilisé pour la résolution du problème de mé-
canique élastique linéaire de la rupture). L’étude de la flexion du rail a révelé l’influence
de ce phénomène uniquement lors du passage du chargement sur la fissure.

Enfin, une étude numérique a montré la très forte influence de l’orientation du char-
gement tangentiel, des contraintes résiduelles et de la présence de plusieurs fissures sur la
direction et les vitesses de propagation des fissures de fatigue.

MOTS CLÉS: Fatigue de roulement, propagation des fissures, éléments finis étendus,
contact, frottement, contraintes résiduelles, rail, CAST3M.
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Introduction

La prédiction de la durée de vie en fatigue des structures représente un enjeu industriel
important. Ce phénomène est induit par des sollicitations cycliques dont l’amplitude peut
être inférieure à la limite d’élasticité du matériau. Des méthodes et outils numériques per-
mettent d’optimiser le dimensionnement et ainsi d’augmenter la résistance des structures
tout en diminuant leur masse. Les trois étapes du phénomène : amorçage, propagation
des fissures et rupture de la pièce recouvrent des phénomènes complexes et difficiles à
prédire. Dans beaucoup d’applications, l’initiation et la propagation de fissures de fatigue
sur des pièces de sécurité sont inévitables.

Ainsi dans le monde ferroviaire, l’importance du parc de matériels roulants, son évolu-
tion en terme de fréquence et de tonnage, modifient le comportement en fatigue des rails.
Les gestionnaires du réseau doivent faire face à des mécanismes d’endommagement qui
évoluent avec le type de train en circulation, la géométrie de la voie et le comportement
des couches de ballast et de terrassement. Les sollicitations subies par le rail évoluent
dans le temps et rendent indispensable une surveillance régulière du réseau ferré. Cette
maintenance fait appel à des ressources très importantes car la sécurité des biens et des
personnes est en jeu.

Une terrible illustration des manquements à cet impératif de sécurité fut l’accident du
17 octobre 2000 à Hatfield au Royaume-Uni. Ce déraillement, qui coûta la vie à quatre
passagers et en blessa soixante-dix autres, fut attribué à la rupture par fatigue d’un rail.
Les conséquences de cet accident, et du fort niveau de vieillissement mesuré à l’échelle
du réseau, furent la "nationalisation" outre manche du gestionnaire du réseau et un pro-
gramme de travail dédié à la fatigue des rails sollicités sous contact roulant (notamment
[KAP 06a, KAP 06b, KAP 06c, KAP 06d]).

Afin de maîtriser ces risques, la politique de maintenance de la Direction de l’Infra-
structure du Groupe SNCF s’appuie sur quatre leviers principaux :

– Une surveillance périodique et systématique, regroupant l’ensemble des opérations
de surveillance réalisée sur le réseau (interventions menées qu’il y ait ou non détec-
tion de défauts). Leur fréquence est fonction du classement (groupe UIC) de chaque
ligne.

Simulation multi-échelles de la propagation des fissures de fatigue dans les rails 1
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Introduction

– Une surveillance adaptée, si une anomalie est détectée. La fréquence de ces in-
terventions est réduite afin de maitriser l’évolution de la ou des anomalie(s) détec-
tée(s). Dans le cas ultime (cas rarement rencontré), des mesures de restriction de
vitesse de circulation sur ce tronçon peuvent être mises en place en attendant un
traitement curatif.

– Des opérations de remplacement préventif sont planifiées plusieurs années avant
qu’elles ne soient effectivement réalisées sur le réseau. La décision de ces actions
repose sur le retour d’expérience et sur des modèles de durée de vie. Ces opéra-
tions, lourdes et coûteuses, requièrent la réservation de sillon (horaire et lieu des
circulations), du matériel et des moyens financiers. Elles présentent cependant une
grande efficacité technique et industrielle, elles offrent en effet des possibilités de
massification et de mutualisation de moyens.

– Pour les cas où les dimensions d’un défaut détecté et surveillé dépassent un seuil
technique avant la régénération préventive des rails, des remplacements curatifs
sont mis en oeuvre (couponnage).

Les référentiels SNCF internes prévoient le déclenchement de procédures adaptées
selon les mesures et observations effectuées sur le réseau. Cependant, les décideurs aime-
raient pouvoir disposer d’outils permettant de fournir des estimations de l’évolution des
défauts selon les conditions de circulation. Ces outils doivent permettre une planification
plus précise des opérations de maintenance préventive et d’optimiser l’effort de mainte-
nance. Un exemple de ces évolutions pourrait être la définition d’un tonnage cumulé, pour
un type de défaut donné dans des conditions données, nécessaire pour atteindre les di-
mensions critiques (FIG.1). Afin de tendre vers cette stratégie de maintenance prédictive,
SNCF souhaiterait se doter d’outils numériques lui permettant d’améliorer la compréhen-
sion des mécanismes de fissuration par fatigue des rails.

FIGURE 1: Définition d’une durée de vie résiduelle pour un défaut vis-à-vis d’une di-
mension critique.

La fissuration par fatigue des rails trouve son origine dans le passage répété des trains.
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Introduction

A l’interface entre le train et le rail, le contact roue-rail, dont la surface est de l’ordre
d’une pièce d’un euro, transmet des pressions de contact de l’ordre du gigapascal. Ces
sollicitations tribologiques dépendent notamment de la dynamique du train, des propriétés
mécaniques des matériaux, de l’état de surface de la roue et du rail ainsi que des conditions
de frottement et de lubrification. La répartition des zones d’adhérence et de glissement
dans la zone de contact local modifie les sollicitations [KAL 90].

Ces sollicitations sont multi-axiales et non proportionnelles. Elles engendrent une pro-
pagation en mode mixte des fissures. Cette propagation est influencée par les phénomènes
non-linéaires tels que le contact et le frottement entre les lèvres ou la plasticité confinée
en pointe de fissure. Les séquences complexes d’ouverture, contact glissant ou adhérent
influencent la mixité des sollicitations ressenties en pointe de fissure.

La répétition des sollicitations liée au passage des roues et des trains engendre un état
de contraintes résiduelles en compression sous la bande de roulement. Ces contraintes
résiduelles, associées à celles présentes à l’issue du procédé de fabrication, mènent à une
succession de couches dans la profondeur du rail en traction et en compression [WEB 92].
Ces forts gradients influencent également les mécanismes de propagation.

La modélisation de ce problème complexe fait appel à différentes échelles, parfois
couplées. A l’échelle du système train-voie, le rail fléchit sur plusieurs mètres. Si l’on
considère un tronçon restreint de rail (de quelques dizaines de centimètres), de forts gra-
dients de contraintes résiduelles sont présents. Entre les lèvres de la fissure, le contact et
le frottement introduisent des non-linéarités agissant à des échelles de l’ordre du micro-
mètre. La modélisation de ce problème requiert donc une approche multi-échelles. Pour
cela, ce travail se positionne au sein de la mécanique élastique linéaire de la rupture. Dans
ce cadre, il est considéré que la zone plastique se développant en amont du front de fissure
reste de dimensions restreintes comparées aux tailles caractéristiques de la fissure et de
la structure. Le cadre théorique de mécanique élastique linéaire de la rupture se montre
alors tout à fait adapté [BUI 78].

En outre, le contact entre la roue et le rail peut prendre des formes complexes et se
déplacer sur la surface du rail. Les fissures initiées présentent des topologies évoluées.
Tous ces aspects soulignent le besoin de tendre vers une simulation tri-dimensionnelle de
la propagation des fissures de fatigue dans les rails.

Les développements et l’essor des méthodes numériques, couplés au cadre théorique
de la mécanique de la rupture, rendent envisageable la faisabilité de ces calculs. La mé-
thode des éléments finis est certainement la méthode la plus répandue pour la modélisation
des problèmes de rupture. Sa robustesse, la possibilité de pouvoir représenter des géomé-
tries 3D complexes ainsi que d’y intégrer des lois de comportements non-linéaires en font
un outil privilégié pour traiter une grande variété de problèmes. Pour représenter une fis-
sure à l’aide de cette méthode, un maillage conforme à la discontinuité s’avère nécessaire.
Des développements d’éléments spécifiques permettent néanmoins d’intégrer la singula-
rité introduite par le front de la fissure [BAR 74]. Cependant la connectivité du maillage
étant immuable, la représentation de discontinuité mobile se montre rapidement un pro-
blème complexe. Dans le cas de la simulation de la propagation des fissures, cette méthode
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Introduction

impose alors des étapes de remaillage et la projection de champs. Ces manipulations de-
viennent rapidement coûteuses voire complexes pour des fissures tri-dimensionnelles de
géométries évoluées. La méthode des éléments finis étendus (X-FEM) a notamment été
développée pour remédier à ces inconvénients [MOë 99]. Cette méthode se situe dans le
prolongement de la méthode des éléments finis et introduit des enrichissements judicieux
en se basant sur le principe de la partition de l’unité [MEL 96]. Les enrichissements per-
mettent alors une représentation implicite de la fissure complètement indépendante du
maillage de structure. Dans le cas d’une discontinuité mobile, l’ajout d’enrichissement
aux noeuds adéquats du maillage de la structure permet de simuler l’évolution de la fis-
sure. Cette méthode se libère des étapes de remaillage et de projection pour la simulation
de la propagation des fissures. De plus, étant une extension de la méthode des éléments fi-
nis, celle-ci en conserve les avantages comme la possibilité d’intégrer des lois de compor-
tement non linéaires. Elle pose toutefois le problème du positionnement géométrique de
la discontinuité et de la singularité dans le maillage de la structure. La technique des fonc-
tions de niveaux [GRA 02, MOë 02] permet de modéliser et de positionner précisément
des fissures de géométries complexes. Elle est une représentation implicite de la topologie
de la fissure. Si l’on souhaite intégrer des lois de comportement non linéaires à l’interface,
décrire la fissure de manière explicite permet une mise en oeuvre plus aisée de ces lois.
Cette représentation offre également la possibilité d’utiliser une discrétisation adaptée à
l’échelle des non-linéarités du contact. C’est cette représentation implicite-explicite qui
sera utilisée dans ce travail [PRA 11, FRI 12].

Le développement des modèles X-FEM avec contact et frottement à l’interface a posé
quelques difficultés. Longtemps la discrétisation de l’interface a été dépendante de celle
de la structure [DOL 01]. Dès lors, une description précise du problème de contact néces-
site un raffinement du maillage de structure. Ce procédé est en opposition avec l’idée des
X-FEM visant à rendre indépendante la description du problème de structure de la dis-
continuité introduite. Il entraîne des opérations de maillage délicates pour les problèmes
tri-dimensionnels et implique un surcoût en terme de temps de calcul. Des travaux ont
depuis entièrement découplé les deux discrétisations [PIE 10c].

En outre, plusieurs auteurs ont mis en évidence des problèmes de stabilité des solu-
tions de contact. Des oscillations numériques, principalement visibles sur le dual, furent
constatées. Afin de pallier cela, des procédés de stabilisation dépendant des formulations
utilisées furent introduits. Ces procédés consistent à assurer le respect de la condition
de Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi (dite LBB) par l’ajout d’un terme de stabilisation
[GRA 11] ou à définir de manière adéquate l’espace des multiplicateurs de Lagrange
[GéN 07].

L’objectif principal de ce travail est de développer un outil robuste, dédié à la simu-
lation de la propagation des fissures de fatigue dans les rails, permettant d’obtenir des
résultats quantitatifs de l’accroissement des fissures en fonction des sollicitations subies.
Cet outil doit permettre d’améliorer la compréhension des mécanismes de fissuration des
rails. Pour cela, c’est la formulation proposée par [RIB 07], dont les discrétisations lo-
cale et globale ont ensuite été rendues indépendantes [PIE 10c] qui sera utilisée. Celle-ci
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Introduction

a en parallèle été stabilisée [GRA 11]. Cette stratégie devra cependant être entièrement
intégrée, adaptée et optimisée au sein du code de calcul éléments finis CAST3M.

Ce mémoire est articulé de la façon suivante.

Le chapitre 1 présente dans un premier temps le problème ferroviaire multi-échelles
à résoudre. Cette première partie vise à introduire les différentes échelles présentes dans
les mécanismes de fissuration par fatigue des rails. Elle synthétise également quelques
résultats disponibles quantifiant l’influence des différentes échelles sur les mécanismes
de propagation. Pour cela, le problème de dynamique ferroviaire est tout d’abord briè-
vement exposé. La résolution du problème de contact entre la roue et le rail est ensuite
traitée. L’analyse en fatigue des voies ferrées et les mécanismes de fissuration associés
sont finalement abordés.

Dans un deuxième temps, les bases théoriques de la mécanique élastique linéaire de
la rupture sont rappelées. Cette partie précise également les critères de prédiction de la
direction de propagation ainsi que les lois de propagation en mode mixte applicables à la
fatigue de roulement.

Dans un dernier temps, un bref état de l’art des méthodes disponibles pour la simu-
lation de la propagation des fissures de fatigue dans les rails est réalisé. Cette partie dé-
veloppe les principaux résultats disponibles ainsi que leurs limites. Enfin, afin de justifier
le choix de la formulation utilisée, un état de l’art de la modélisation des problèmes de
contact dans le cadre de X-FEM est également établi.

Le chapitre 2 constitue la première partie du travail réalisé : le développement dans
CAST3M du modèle X-FEM/LATIN à deux échelles pour la résolution du problème de
rupture avec contact et frottement à l’interface.

La discrétisation X-FEM des champs d’interface, la formulation stabilisée sélection-
née et le solveur non linéaire LATIN sont explicités. L’utilisation de ce travail a ensuite
permis de proposer des formules a priori assurant un taux de convergence de la méthode
proche de l’optimal. Les développements réalisés pour la prise en compte du frottement
dans le calcul des facteurs d’intensité des contraintes sont également précisés.

L’implémentation de la stratégie à deux échelles pour la résolution du problème de
rupture dans CAST3M est ensuite validée par comparaison avec des solutions bi et tri-
dimensionnelles provenant d’un autre logiciel.

Enfin, la stratégie numérique à deux échelles de temps pour la propagation des fis-
sures est détaillée. Elle est ensuite comparée à des résultats d’essais réalisés sur un cas de
fissuration sous chargement de fretting et validée.

Dans le chapitre 3, les différentes échelles du problème ferroviaire sont introduites
dans le modèle X-FEM/LATIN pour la résolution du problème de rupture avec prise en
compte du contact frottant interfacial.

L’introduction du chargement mobile de contact est tout d’abord effectué. Le charge-
ment provient de la résolution du problème de contact entre la roue et le rail réalisé dans
un logiciel dédié. La bonne simulation d’un cycle de chargement est ensuite étudiée et
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évaluée par comparaison avec des résultats faisant appel à une modélisation différente du
problème de rupture. Un exemple tri-dimensionnel de couplage avec le logiciel dédié au
contact roue-rail pour la simulation d’un cycle de chargement est exposé.

Les contraintes résiduelles complexes présentes dans le rail sont le deuxième phé-
nomène à introduire. Cette étape consiste à intégrer un état initial non vierge dans le
problème de rupture.

La flexion du rail, liée à l’échelle du système train-voie, est finalement étudiée. Dans
un premier temps, la flexion est simulée par couplage avec un macro-modèle dédié non
fissuré. Dans un second temps, l’étude se limitera à l’ajout d’appuis élastiques dans le
modèle dédié à la résolution du problème de rupture.

Le dernier chapitre présente quelques résultats de simulation de propagation bi-
dimensionnelle obtenus avec l’outil développé. Ce chapitre s’attache à étudier et à quan-
tifier l’influence des différents paramètres locaux et globaux sur les mécanismes de pro-
pagation.

Dans la dernière partie de ce chapitre, un travail préliminaire entrepris pour la compa-
raison des résultats numériques avec les accroissements mesurés sur le réseau est rapporté.

Enfin, les conclusions de ce travail sont exposées, ainsi que les perspectives et les
développements futurs à envisager.

Cette thèse a été réalisée dans le cadre d’un partenariat entre le Laboratoire de Mé-
canique des Contacts et des Solides (LaMCoS) à l’INSA de Lyon et SNCF Innovation &
Recherche pour le consortium IDR2 (groupe de travail pour la mutualisation des actions
de recherche sur le rail composé de SNCF, RATP, TaTa Steel et de partenaires universi-
taires dont le LaMCoS). Le Commissariat à l’Énergie Atomique (CEA) de Saclay a éga-
lement contribué à ce travail de thèse. Cette thèse a donc représenté un travail collaboratif
pour la synthèse des compétences et savoir-faire des différents partenaires impliqués.
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Chapitre 1

Revue bibliographique et état de l’art
de la simulation de la propagation des

fissures de fatigue dans les rails
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1. Revue bibliographique et état de l’art

Dans ce premier chapitre, le contexte et les enjeux industriels dans lesquels s’ins-
crivent ces travaux sont tout d’abord rappelés. Les différents mécanismes agissant aux
échelles caractéristiques dans le problème de la fissuration par fatigue des rails sont en-
suite introduits. Dans cette partie, les méthodes permettant de résoudre les problèmes
agissant à l’échelle du rail sont présentées. Les résultats disponibles sont également ex-
posés. La partie suivante détaille les bases théoriques nécessaires à ce travail. Les outils
indispensables de la mécanique de la rupture y sont définis. Les critères et lois de pro-
pagation applicables à la fatigue de roulement sont ensuite précisés. En fin de chapitre,
un bref état de l’art des méthodes numériques permettant de simuler la propagation des
fissures sous fatigue de roulement est effectué. En conclusion, cette synthèse met en évi-
dence le besoin d’une simulation de la propagation des fissures de fatigue dans les rails à
l’aide d’une modélisation intégrant les phénomènes agissant aux différentes échelles.

1.1 Présentation du problème ferroviaire multi-échelles :
du passage des trains à la propagation des fissures

1.1.1 Contexte et enjeux industriels
Depuis quelques années, SNCF constate une diminution des ruptures de rail par "fa-

tigue interne". Cette dénomination désigne des fissures de fatigue initiées dans le champi-
gnon du rail dues à des défauts de fabrication. L’amélioration des procédés de fabrication
a permis de diminuer le nombre de ces défauts. Avec l’intensification du trafic ferroviaire,
l’augmentation des vitesses et du tonnage supporté par les rails, les défauts propageant
sous fatigue de contact ont vu leur nombre augmenter (notés Total FC sur la FIG.1.1). La
proportion de retrait de rail due à des défauts liés à la fatigue de contact est passée de 53%
en 2003 à 73.6% en 2010 [CSC 12].
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FIGURE 1.1: Nombre de retraits de rail dû à la fatigue de contact de 1985 à 2010
[CSC 12].
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Présentation du problème ferroviaire multi-échelles

Ces ruptures par fatigue sont produites par des variations de contraintes répétitives
dans le temps et généralement inférieures à la limite d’élasticité. Elles se caractérisent par
la propagation relativement lente des fissures sous l’influence des sollicitations cycliques,
en présence de plasticité confinée en pointe de fissure. Si le nombre de rupture reste faible
ramené au plus de 49000 kilomètres de voies ferrées en France, chaque rupture entraîne
des opérations de maintenance lourdes et non programmées pouvant mener à des viteses
de circulation réduites ou à des interruptions du trafic. Ces deux aspects, maintenance et
circulation, génèrent des surcoûts non négligeable pour SNCF. C’est grâce à une politique
de surveillance et de maintenance performante que le nombre de ces situations reste li-
mité. La planification des chantiers importants de maintenance (les opérations préventives
comme les renouvellements de voies ballastées) s’effectuent plusieurs années avant leur
réalisation. Les mainteneurs aimeraient pouvoir disposer d’outils permettant d’obtenir des
estimations de la vitesse de propagation des fissures en fonction du tonnage circulant sur
les voies.

1.1.2 A l’échelle du système, le passage des trains sur les voies ferrées

La fissuration par fatigue des rails trouve son origine dans le passage répété des trains
sur les rails. Les rails servent à la fois de guide et de support de roulement pour les
véhicules. Ils sont fixés aux traverses. Ces traverses sont des pièces posées en travers
de la voie, sous les rails, pour en maintenir l’écartement, l’inclinaison et transmettre au
ballast les charges des véhicules circulant sur les rails (FIG.1.3 et FIG.1.4). Un rail est
une poutre d’acier longue de plusieurs dizaines de mètres de long (FIG.1.2).

FIGURE 1.2: Rail long de 36m refroidissant après le procédé de laminage.

Traverses et rails constituent une partie essentielle des voies sur lesquelles circulent les
trains. Ces voies, à la manière des routes, doivent s’accommoder à la topographie et à la
nature du sol dans lesquelles elles se trouvent. Un train expérimente des situations de rou-
lement dites en alignement (ligne droite), en courbe (virage) et en zone de transition entre
ces deux situations. Il affronte également des déclivités (montée ou descente) entraînant
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1. Revue bibliographique et état de l’art
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FIGURE 1.3: Photographie d’une voie ferrée vue de dessus.
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FIGURE 1.4: Réprésentation schématique d’une voie ferrée de profil (a) et en coupe (b).

différentes situations de roulement (accélération ou freinage). A l’échelle du système, le
passage des trains sur les rails peut être représenté mécaniquement par un ensemble de
solides rigides ayant un comportement dynamique tri-dimensionnel déterminable à partir
de la géométrie de la voie et des caractéristiques du train [GAR 84, WIC 03, AND 07].
Sous le chargement dynamique du train, les rails auront tendance à plastifier au niveau du
contact roue-rail [JOH 89, KAP 94] et à fléchir de part et d’autre de la zone de charge-
ment.

1.1.2.1 Travaux quantifiant l’influence de la flexion sur la rupture des rails

Dans les travaux présentés dans cette partie, le scénario envisagé est celui de la pro-
pagation des fissures de fatigue dans les rails suite à un chargement cyclique en flexion.

Une modélisation avec une fissure verticale dans un rail sollicité en flexion trois points
a été considérée [MEC 06a]. Le facteur d’intensité des contraintes en mode I KI est évalué,
basé sur un modèle tri-dimensionnel éléments finis et une résolution statique. Le facteur
d’intensité des contraintes est calculé à partir de la discontinuité du champ de déplace-
ment le long du front. Dans le cas d’une fissure débouchante profonde de 5mm, KI est
estimé autour de 12 MPa.m1/2. Hobbs [HOB 06] propose une analyse similaire en consi-
dérant, non pas un chargement en flexion trois points, mais un chargement correspondant
à deux roues d’un même bogie. Pour une fissure semi-circulaire de 10 mm de rayon, incli-
née de 30˚avec la surface du rail (mode mixte), positionnée à équidistance des deux roues
du bogie et une modélisation statique, des valeurs de facteurs d’intensité des contraintes
en mode I comprises entre 1 et 3 MPa.m1/2, selon les raideurs utilisées, sont obtenues.
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Présentation du problème ferroviaire multi-échelles

Les raideurs proviennent de travaux antérieurs évaluant les raideurs statiques autour de
40 MN/m [DUK 99]. Cette étude estime autour de 20 MPa les contraintes longitudinales
maximales en tension introduites par la flexion [HOB 06], valeur retrouvée par d’autres
travaux avec un chargement similaire [MEC 06b] (FIG.1.5). D’autres travaux envisagent
une propagation en mode I avec comme mécanisme moteur de la propagation, la flexion
du rail additionnée à une contrainte uniforme en tension provenant de la contraction ther-
mique du rail [EKB 09]. Ils étudient l’influence de la raideur des composants de la voie
(traverses et ballast, entre 5 et 100 MN/m) et des véhicules sur les valeurs de KI obtenues.
En considérant des sollicitations importantes introduites par des défauts sur la roue et la
voie, le maximum des contraintes en tension correspondant à la flexion est alors de l’ordre
de 100 MPa. De part l’effort supplémentaire en tension appliqué, cette étude met en évi-
dence des valeurs bien plus élevées pour KI (entre 10 et 50 MPa.m1/2 pour une fissure de
type head-check de 25 à 40 mm).
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FIGURE 1.5: (a) Modéle statique pour l’évaluation des contraintes longitudinales intro-
duites par la flexion. (b) σxx dans le rail calculé en statique pour un chargement en aligne-

ment [MEC 06b].

D’autres études visant à quantifier l’influence de cette échelle systémique sur l’échelle
locale se contentent d’étudier l’influence de la flexion lors du passage de la roue sur la
fissure [FAR 12a, FAR 12b]. Le scénario proposé dans ces travaux est celui de la propa-
gation des fissures sous fatigue de contact. Une fissure est modélisée dans un domaine
reposant sur des appuis élastiques dont les raideurs varient entre 3 et 108 MN/m. Un char-
gement mobile quasi-statique est appliqué à la surface supérieure du domaine. Il s’agit
donc plus d’une modification des conditions aux limites qu’une prise en compte du pic
introduit par la flexion du rail entre les deux roues du bogie. Il est cependant intéressant
de noter que les appuis élastiques ont pour conséquence d’augmenter substantiellement
les valeurs de KI et de modifier la valeur moyenne de KII (FIG.1.6).

En conclusion de cette partie sur l’influence de la flexion sur les mécanismes de fissu-
ration par fatigue dans les rails, nous avons vu que les contraintes longitudinales statiques
maximales dues au chargement de flexion sont de l’ordre de 20 MPa en amont et en aval
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1. Revue bibliographique et état de l’art

FIGURE 1.6: KI et KII obtenus avec et sans appuis élastiques de raideur 18 MN/m, pour
une fissure longue de 4.2 mm et inclinée de 20˚avec un chargement Hertzien [FAR 12a].
X est l’abcisse du centre du chargement Hertzien. b est la demi-longueur de contact de

l’ellipse de Hertz.

du contact dans le champignon du rail. Les valeurs associées ∆KI sont très faibles. Ce-
pendant, la prise en compte d’appuis élastiques et non d’appuis fixes, modifie les valeurs
et l’amplitude des facteurs d’intensité des contraintes lors du passage du chargement de
contact. Ces conclusions, tirées de l’étude bibliographique, demanderont à être vérifiées.

A une échelle plus petite, de l’ordre de quelques dizaines de centimètres, d’autres
phénomènes influencent l’état mécanique d’un tronçon de rail.

1.1.3 A l’échelle du rail, la répétition des sollications tribologiques et
des champs de contraintes résiduelles

1.1.3.1 Le contact roue-rail, une interface entre le train et la voie

A une échelle plus fine, à l’interface du système train-voie se trouve le contact entre
la roue et le rail. En alignement ce contact a souvent lieu entre la bande de roulement de
la roue et la table de roulement du rail (FIG.1.7 et FIG.1.8 (a)). En courbe, il se déplace
sur le côté du rail et se localise entre le boudin de la roue et le congé du rail (FIG.1.7
et FIG.1.8 (b)). Cependant ces observations générales sont à nuancer. Le contact entre la
roue et le rail peut prendre des formes complexes [SEB 03]. Il peut être mono-contact
comme illustré sur la FIG.1.8 ou bi voir tri-contact comme sur la FIG.1.9.

De manière générale, deux façons de procéder existent au niveau de la définition du
chargement mobile de contact dans les simulations de propagation :

– les chargements qui prennent en compte la présence de la fissure lors de la résolu-
tion du problème de contact, déterminés à l’aide de la méthode des éléments finis
[BOG 96, BOG 02] (FIG.1.10) ou de méthodes semi-analytiques [DUB 93] ;

– les chargements qui ignorent la présence de la fissure. Dans ce cas le chargement
provient d’une méthode de résolution du contact roue-rail plus ou moins évoluée,
calculé dans un outil dédié.
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boudin

bande de 

roulement

table de roulement

champignon

âme

patin

(a) (b)

FIGURE 1.7: (a) Représentation schématique d’une roue ferroviaire. (b) Représentation
schématique d’un rail.

(a) (b)

FIGURE 1.8: (a) Contact roue-rail entre la bande de roulement de la roue et la table de
roulement du rail en alignement. (b) Contact roue-rail entre le boudin de la roue et le

congé du rail en courbe.

FIGURE 1.9: Cas de contact roue-rail calculé où plusieurs zones de contact entre la roue
et le rail existent [Dan 09].
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crack mouth

crack mouth

FIGURE 1.10: Distribution normale de la pression dans le contact et aire de contact entre
la roue et le rail, vue isométrique et section par plan (2 et 3) [BOG 96].

La première théorie du contact roue-rail est basée sur des simplifications bi-
dimensionnelles (contact cylindre-plan infini) [CAR 26]. Des travaux ont ensuite
permis d’introduire des effets tri-dimensionnels avec des contacts circulaires et la
prise en compte d’effort tangentiel [JOH 58]. Cette modélisation a par la suite été
généralisée au contact elliptique [VER 64] puis rendue plus efficace en découplant
la résolution du problème normal de celle du problème tangentiel [KAL 82]. Pour
des pressions de contact élevées, des déformations plastiques peuvent avoir lieu
[JOH 89, BOW 91, KAP 94]. Dans ces derniers cas, des travaux ont montré que la
zone de contact entre la roue et le rail peut prendre des formes plus complexes que
celles d’une ellipse [SEB 03, SEB 14].

Ces théories visent à améliorer la résolution du problème de contact entre la roue et
le rail. Cependant, dans la très grande majorité des travaux concernant la propagation des
fissures de fatigue dans les rails, les pressions de contact entre la roue et le rail sont issues
d’une résolution herztienne du problème de contact. Hertz introduit la simplification selon
laquelle les corps en contact se comportent comme des massifs semi infinis. Cette hypo-
thèse est justifiée lorsque les dimensions de la zone de contact sont faibles par rapport aux
dimensions de chaque corps (l’influence des conditions aux limites est négligeable) et aux
rayons de courbures des surfaces en contact. Selon cette théorie, un contact elliptique se
produit lorsque deux corps sont pressés l’un contre l’autre avec une force N. Pour cela les
corps sont supposés homogènes, isotropes et élastiques linéaires. Cette théorie permet la
détermination des dimensions de la zone de contact ainsi que la distribution des pressions
en surface.

De plus, le chargement est encore toujours considéré en glissement complet. Le char-
gement tangentiel appliqué est alors défini comme la distribution normale des pressions
de contact, au coefficient de frottement entre la roue et le rail près [KIM 02, DUB 02,
MEL 05, FLE 09, SEO 10, FAR 12a, BRO 12]. Dans la modélisation de la propagation
des fissures, l’échelle du contact roue-rail est laissée de côté. Développer un outil de si-
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mulation de propagation permettant l’utilisation d’une modélisation fine du chargement
de contact entre la roue et le rail s’avère nécessaire.

1.1.3.2 Contraintes résiduelles provenant de la fatigue de contact

Le phénomène de fatigue de roulement est responsable de la rupture prématurée des
rails. Le chargement fortement localisé et les valeurs importantes des pressions mises en
jeu donnent naissance à des contraintes très élevées en surface et dans une zone confinée
sous le contact de l’ordre de grandeur du MPa au GPa . Ils provoquent l’amorçage et la
propagation de fissures dans les rails [BOW 91, BOL 91]. Chaque cycle de chargement
induit par le passage d’un train entraîne des déformations plastiques qui sont à l’origine
de contraintes résiduelles [JOH 89, KAP 94].

Il est possible que ces contraintes résiduelles tendent vers un cycle limite stabilisé
[BAT 97]. Différents états asymptotiques peuvent être obtenus :

– adapté (FIG.1.11 (b)) : la réponse limite est élastique, mais le matériau a pu se dé-
former plastiquement au cours des premiers cycles. Champs de déformations plas-
tiques et de contraintes résiduelles tendent après un certain nombre de cycles de
sollicitations répétées vers des champs fixes indépendants du temps ;

– accommodé (FIG.1.11 (c)) : la réponse en déformations plastiques devient pério-
dique à partir d’un certain nombre de cycles. Les cycles stabilisés sont de types
élastoplastiques ;

– rochet (FIG.1.11 (d)) : il y a accumulation progressive de déformations plastiques
entraînant la ruine de la structure. Aucun cycle stabilisé n’est possible.

(a) (b) (c) (d)

FIGURE 1.11: Réponse d’un matériau à un chargement cyclique. (a) Parfaitement élas-
tique. (b) Adapté (cycle limite élastique). (c) Accomodé (cycle limite élasto-plastique).

(d) Rochet (pas de de cycle limite).

L’évaluation de ces champs stabilisés par des moyens numériques a abouti à de nom-
breux travaux. La difficulté de leur estimation réside dans le fait que les déformations
plastiques et les forts gradients de contraintes se situent dans la zone juste sous le contact
roue-rail. C’est la raison pour laquelle des maillages avec des éléments très fins sous la
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zone de contact sont utilisés. Des approches utilisent des modèles éléments finis avec
une modélisation Lagrangienne du problème [EKH 00, RIN 03]. La loi de comporte-
ment élasto-plastique avec écrouissage cinématique non linéaire proposée par Jiang et al.
[JIA 96a, JIA 96b] est souvent utilisée pour l’acier du rail. Dans ces approches, chaque
passage de roue est simulé. Pour les cas traités, il apparaît qu’un très faible nombre de
passages suffit à atteindre l’état stabilisé. Cependant la simulation d’un nombre important
de passages serait impossible avec ces méthodes incrémentales en temps [EKB 05]. Afin
de surmonter cette difficulté, une méthode originale, nommée la méthode stationnaire di-
recte, précisément décrite dans [NGU 77, Dan 93, Dan 96, Dan 09] a été proposée. Elle
est basée sur les principes suivants :

– la simulation est réalisée dans le référentiel de la roue au lieu de celui du rail. Une
formulation eulérienne du problème est utilisée ;

– dans ce référentiel, le régime est considéré comme stationnaire.
– l’hypothèse d’un état asymptotique élastique ou plastique est faite afin que les

champs mécaniques (contraintes et déformations plastiques) soient considérés
comme périodiques.

Ces hypothèses permettent l’utilisation d’un algorithme efficace en terme de temps de
calcul. Au lieu de simuler plusieurs cycles jusqu’à atteindre l’état asymptotique, un unique
pas de temps de calcul est requis pour directement évaluer les contraintes cycliques sta-
bilisées et les déformations plastiques dans la structure. Pour la modélisation du rail, une
loi de comportement élasto-plastique avec écrouissage cinématique linéaire est utilisée.

1.1.3.3 Contraintes résiduelles de fabrication

Des contraintes résiduelles d’origine différentes existent au sein du rail mais ne sont
que très brièvement discutées dans ce manuscrit. On citera les mesures de champ de
contraintes résiduelles effectuées par Webster et al. [WEB 92] et Kelleher et al. [KEL 03]
à l’issue du processus de fabrication et après adaptation des rails par Luzin et al. [LUZ 04].
Ces travaux font apparaître des profils de contraintes résiduelles en "C" dans la hauteur
du rail pour σxx (FIG.1.12).

Des travaux prenant en compte les contraintes résiduelles générées par la fatigue
de contact et le processus de fabrication dans les analyses en fatigue sont disponibles
[RIN 03]. Les contraintes résiduelles de fabrication sont du même ordre de grandeur que
celles induites par la fatigue de contact [ROD 13] et doivent donc être prises en compte
dans les analyses en fatigue.

Les études prenant en compte les contraintes résiduelles dans les problèmes de rup-
ture en fatigue de roulement le font sous la forme de contraintes uniformes appliquées
aux bords du domaine [BOG 96, DUB 02, MEL 05]. Cette modélisation ne permet pas
d’étudier l’influence des forts gradients réellement présents dans les rails.
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FIGURE 1.12: Profil idéalisé de contraintes résiduelles σxx en sortie du processus de
fabrication [ROD 13].

1.1.3.4 Analyse en fatigue des rails

En fatigue de roulement, une bande de matériau située sous le contact est soumise
à un chargement multiaxial et non proportionnel. Pour des charges importantes et des
efforts élevés, soit de traction soit de freinage, l’écoulement plastique est déterminé par
les contraintes en sous-surface [RIN 01]. L’analyse en fatigue repose sur le calcul des
champs asymptotiques dans le rail et sur des critères d’amorçages analytiques [Dan 93,
RIN 01, EKB 05]. Ces approches peuvent se classer en différents groupes dont certains
sont présentés ici :

– les modèles de plans critiques.
Les modèles de plans critiques sont adaptés à la fatigue multi-axiale et aux pro-
blèmes de fatigue de contact tels que les problèmes de fatigue de roulement.
On trouve notamment le critère de Dang Van. Ce critère établit une condition
d’amorçage à grand nombre de cycles. Il permet de prédire le site et la direction
d’amorçage des fissures à partir du champ mésoscopique des contraintes sous le
contact (partie alternée du cisaillement et pression hydrostatique) et des proprié-
tés en fatigue du matériau. Il a été notamment appliqué à la fatigue de roulement
[Dan 09, NGU 11] et aux problèmes de fretting [FOU 96, BAI 10, PIE 10c].
On trouve également le critère de Papadopoulos, proposé à la fin des années 1980,
pour un chargement d’amplitude constante, sous chargement proportionnel et non
proportionnel [PAP 97]. Il propose par la suite en 2001 une méthode de calcul de la
durée de vie en étendant son critère à l’endurance limitée [PAP 01].

– les prédictions basées sur des modèles énergétiques.
Ces modèles ont été introduits par Morrow [MOR 65] et font appel à des gran-
deurs scalaires. Ils ne permettent donc pas de déterminer un plan d’initiation de la
fissure ou de prédire une orientation initiale de propagation. D’autres critères, dé-
rivés de cette approche, permettent de surmonter cette limitation en faisant appel
à la densité d’énergie. La fissure est alors supposée s’initier et se propager dans
la direction suivant laquelle la densité d’énergie est maximale [SMI 70]. Ce type
d’approche est cependant principalement utilisé pour des chargements en mode I
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dominant [RIN 01].
– Les modèles empiriques.

Kapoor a proposé une formule empirique déterminant un nombre de cycles né-
cessaire pour initier des fissures en fatigue de roulement dans des conditions pour
lesquelles aucun état stabilisé n’est atteint [KAP 94]. La relation proposée est uni-
quement applicable aux situations de rochet et prédit une vie infinie en cas de cycle
limite élasto-plastique.

A l’aide des sollicitations cycliques appliquées et des champs résiduels présents dans
le rail, ces critères permettent de localiser des zones critiques vis-à-vis du risque de fissu-
ration. Ils ne prévoient cependant que l’apparition d’une fissure de fatigue.

1.1.3.5 Bilan des phénomènes agissant à l’échelle du rail

A l’échelle du rail, différents facteurs influencent le comportement en fatigue des voies
ferrées. Le premier est le chargement de contact mobile imposé. Ces sollicitations tribo-
logiques induisent un chargement cyclique multi axial et non proportionnel. La répéti-
tion de ces phénomènes conduit à la fatigue du rail et à l’accumulation de déformations
plastiques. L’incompatibilité des déformations plastiques introduit alors des contraintes
résiduelles auxquelles s’ajoutent des contraintes résiduelles issues du processus de fabri-
cation. Cependant aucune étude ne prend réellement en compte ces éléments dans les si-
mulations de propagation de fissures en fatigue de roulement. Les chargements mobiles de
contact sont introduits à l’aide d’une résolution hertzienne du problème et sont considérés
en glissement complet. De plus, les contraintes résiduelles sont uniquement introduites de
manière simplifiée via l’application d’effort uniforme en traction ou en compression aux
limites du domaine.

En outre, la prise en compte des champs résiduels et du chargement de contact permet,
via l’utilisation d’un critère adapté, une analyse en fatigue des rails. Cette analyse vise
à prédire un nombre de cycles nécessaire à l’amorçage d’une fissure ainsi que parfois
l’orientation de cette dernière.

Une fissure constitue une discontinuité et une singularité à introduire dans le problème
mécanique. Dans le cas de la fatigue de roulement, le chargement multi axial non propor-
tionnel génère des phénomènes de contact et de frottement entre les lèvres de la fissure.
Cette non linéarité constitue une difficulté supplémentaire à intégrer dans la modélisation.
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1.1.4 A l’échelle locale, les fissures et non-linéarités associées
Le phénomène de fatigue induit par les sollicitations surfaciques est responsable de

la propagation des fissures en mode mixte (I + II + III). Le chargement mobile induit un
fort gradient de contraintes dans le rail sous le contact. Il existe une répétition complexe
de sollicitations en compression et en traction sous et à proximité de la zone de charge-
ment. Les fissures amorcées subissent des conditions de contact avec frottement le long
de leurs lèvres pendant une partie du cycle de chargement. Une fois la fissure amorcée,
le premier stade de la propagation des fissures (dimension de fissure faible par rapport
aux dimensions du contact roue-rail) se fera sous l’influence principale du chargement
de contact. A ce stade, lorsque la fissure ne mesure encore que quelques dixièmes de
millimètres, l’usure ou le meulage des rails peut permettre de supprimer cette amorce
[KAP 03, DON 05]. A mesure que la fissure croît, elle s’éloigne de la zone d’influence du
contact et d’autres modes de propagation seront possibles. La propagation peut ralentir,
s’arrêter ou se poursuivre jusqu’à la rupture de la pièce.

L’importance du contact frottant entre les lèvres de la fissure au cours de ces dif-
férents stades de propagation a été montrée pour des applications en fretting-fatigue
[PIE 10b, PIE 10c, GIN 11, GIN 14] et en fatigue de roulement [DUB 02, RIB 06,
FLE 09, SEO 10]. Différentes conditions de contact peuvent se produire à un même ins-
tant entre les lèvres de la fissure. Elles peuvent être ouvertes ou en contact et des glisse-
ments relatifs positifs, négatifs ou nuls existent (FIG.1.13).

contact avec 
glissement relatif

plasticité confinée

domaine d'influence 
des FICs

ouverture

contact adhérent

FIGURE 1.13: Représentation schématique des phénomènes agissant à l’échelle locale.

La diversité des conditions de circulation sur les milliers de kilomètres de voie qui
composent le réseau ferré génèrent des topologies de fissures variées avec des comporte-
ments différents. Les fissures dites squats et head-check en sont deux exemples. Le défaut
de type squat se manifeste sur le champignon des rails par un élargissement et un affais-
sement localisé de la table de roulement. Il est souvent accompagné d’une tache sombre
(FIG.1.14 (a)) et de fissures en forme d’arc ou de V (FIG.1.15). Ces fissures se propagent
à l’intérieur du champignon, dans un premier temps selon un angle faible par rapport à
la surface de roulement. Ensuite, lorsqu’elles atteignent 3 à 5 mm de profondeur, elles
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bifurquent transversalement vers le bas entraînant la rupture du rail (FIG.1.14 (b)). Ce
défaut peut affecter certaines zones de façon dense voire très dense. De ce fait, le risque
de ruptures multiples avec lacunes importantes s’en trouve augmenté [CSC 09].

(a) (b)

FIGURE 1.14: (a) Exemple de fissure de fatigue dite squat vue de dessus et en coupe dans
la section du rail [CSC 09].

FIGURE 1.15: Forme tri-dimensionnelle d’un squat observé sur le réseau RATP
[SIM 13], la représentation n’est pas à l’échelle et les angles de courbures ont été vo-

lontairement exagérés pour mettre en évidence la forme globale du défaut.

Un autre défaut se propageant en fatigue de contact est le head-check. Il apparaît
essentiellement dans la zone du congé de roulement des rails de files de grand rayon en
courbe. Il est d’abord visible et se distingue par des amorces de fissures fines parallèles.
L’intervalle entre les fissures peut varier de 1 mm à plusieurs centimètres (en fonction
de la nuance du rail) et selon un angle d’environ 45◦orienté dans le sens des circulations
(FIG.1.16 (a)). Au cours du temps, les fissures peuvent progresser vers le centre de la
table de roulement et en profondeur, en provoquant des écaillages au niveau du congé de
roulement. Ce défaut peut entraîner une rupture transversale isolée du rail (FIG.1.16 (b)),
mais également des ruptures multiples [CSC 09].

Dans le but d’optimiser la planification des opérations de maintenance, SNCF aime-
rait disposer d’outils estimant le tonnage cumulé nécessaire à des défauts détectés pour
atteindre des dimensions critiques. Simuler la propagation des fissures de fatigue dans
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(a) (b)

FIGURE 1.16: (a) Exemple de fissure de fatigue dite head-check vue de dessus et en
coupe dans la section du rail [CSC 09].

les rails vise à atteindre cet objectif. L’outil numérique devra permettre d’établir des mé-
thodes de prédiction de durée de vie globale adaptées aux spécificités de la fissuration
par fatigue dans les rails. Cet outil devra être robuste, optimisé, utilisable par des ingé-
nieurs et doit intégrer les différentes échelles du problème. Afin de rendre compte des
mécanismes agissant à l’échelle du système, du rail et de la fissure avec respectivement la
flexion du rail, les contraintes résiduelles ainsi que la plasticité en pointe de fissure ou le
contact avec frottement entre les lèvres, une modélisation multi-échelles sera nécessaire.
Ce modèle doit permettre l’étude des mécanismes de fissuration en mode mixte sous char-
gement de fatigue multi axial et non proportionnel. Dans la section suivante, les outils de
la mécanique de la rupture permettant cette analyse sont précisés.
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1.2 Mécanique élastique linéaire de la rupture
Dans cette partie, nous définissons tout d’abord les différentes approches asympto-

tiques et énergétiques du problème de mécanique élastique linéaire de la rupture (MELR).
Les paramètres clés que sont les facteurs d’intensité des contraintes ainsi que certaines in-
tégrales de contour permettant leur évaluation sont introduits. Les aspects non linéaires
relatifs à la prise en compte du contact et du frottement entre les lèvres de la fissure
sont également présentés. Ces outils théoriques s’appliquent à une plage étendue de ma-
tériaux élastiques fragiles ou peu ductiles, tels que les métaux. Ils permettent de définir
les variables de la mécanique de la rupture à partir desquelles il est possible de modé-
liser le comportement des fissures. Nous présenterons alors les différents critères et lois
de propagation en fatigue adaptés notamment aux problèmes de fissuration en fatigue de
roulement.

1.2.1 Approche asymptotique du problème de rupture
On considère le repère local associé au front de fissure (FIG.1.17). (e1,e2,e3) forme

le système de coordonnées cartésiennes et (er,eθ,e3) le système de coordonnées cylin-
driques.

FIGURE 1.17: Repère local associé au front de fissure.

En considérant des milieux bi-dimensionnels et des matériaux élastiques (pas de prise
en compte de la plasticité en pointe de fissure), Irwin [IRW 57] parvient à écrire le premier
terme du développement limité des contraintes au voisinage du front de fissure :

σi j =
KI√
2πr

f I
i j(θ)+

KII√
2πr

f II
i j (θ)+

KIII√
2πr

f III
i j (θ)+o

√
r (1.1)

L’analyse asymptotique des contraintes en pointe de fissure de Irwin fait apparaître des
termes appelés facteurs d’intensités des contraintes (FICs), (KI , KII , KIII) qui quantifient
la sollicitation selon chacun des modes de rupture.
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Mécanique élastique linéaire de la rupture

Mode I: 
Ouverture 

Mode II: Mode III: 
Glissement plan Glissement anti-plan

FIGURE 1.18: Représentation des trois modes de rupture.

Les modes de rupture sont au nombre de trois et peuvent se définir de la manière
suivante (FIG.1.18) :

– le mode I dit mode d’ouverture, pour lequel les lèvres de la fissure ne sont pas en
contact, avec un saut de déplacement selon la direction (e2) différent de 0 ([u2] 6= 0).

– le mode II, cisaillement plan. Les lèvres de la fissure glissent l’une par rapport à
l’autre dans le plan (e1,e3) selon la direction (e1) ([u1] 6= 0).

– le mode III, cisaillement anti-plan. De même que pour le mode II, les lèvres glissent
l’une par rapport à l’autre dans le plan (e1,e3) mais selon la direction (e3) ([u3] 6= 0).

Les FICs (en Pa.
√

m) sont les grandeurs quantifiant les contraintes en pointe de fissure
selon les trois modes de fissuration. Leur évaluation est une mesure locale du chargement
en pointe de fissure. En mécanique élastique linéaire de la rupture, les contraintes sont
donc infinies en pointe de fissure (équation (1.1)) rendant difficile leur utilisation pour
établir des lois de propagation. C’est pourquoi la plupart des approches utilisent les FICs
pour l’identification de lois de propagation.

Cependant il faut remarquer que ce terme de facteur d’intensité des contraintes est
un terme générique regroupant des grandeurs traitant du même phénomène mais qui ont
parfois des définitions différentes. Deux facteurs d’intensité des contraintes différents sont
ainsi définis dans [BUI 78] :

– des facteurs d’intensité des contraintes statiques à partir des contraintes ;

KIσ
= lim

r→0

√
2πr σ22(θ = 0) (1.2)

KIIσ
= lim

r→0

√
2πr σ21(θ = 0) (1.3)

KIIIσ
= lim

r→0

√
2πr σ23(θ = 0) (1.4)
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– des facteurs d’intensité des contraintes cinématiques à partir des discontinuités du
champ de déplacement au voisinage du front de la fissure ;

KIcin = lim
r→0

µ
k+1

√
2π

r
[u2(θ = π)] (1.5)

KIIcin = lim
r→0

µ
k+1

√
2π

r
[u1(θ = π)] (1.6)

KIIIcin = lim
r→0

µ
4

√
2π

r
[u3(θ = π)] (1.7)

Ces deux définitions peuvent aboutir à des valeurs différentes de FICs pour des solli-
citations équivalentes. Par exemple, si l’on considère une fissure avec les lèvres fermées
en contact adhérent (KI = 0) à l’étape i. On suppose qu’à l’étape i + 1 une condition
d’adhérence en tout point est également observée. Entre ces deux étapes de chargement
aucun glissement relatif entre les lèvres de la fissure n’a eu lieu. Nous aurons donc obli-
gatoirement ∆[u1(θ = π)] = 0 mais potentiellement ∆σ21(θ = 0) 6= 0. Ceci mènera à des
facteurs d’intensité des contraintes statiques et cinématiques différents. Nous reviendrons
plus tard sur ce point dans ce manuscrit.

1.2.2 Hypothèse de plasticité confinée
L’analyse précédente montre que les contraintes tendent vers l’infini au niveau du

front de fissure. C’est à cause de cette singularité que les critères locaux pour prédire la
rupture de la structure ne sont généralement pas appliqués dans le cadre de la mécanique
élastique linéaire de la rupture (MELR). Cette singularité n’existe pas en réalité. Ainsi, il
existe toujours une zone plastique autour du front. La question est de savoir dans quelle
mesure la redistribution des contraintes, liée à la prise en compte de la plasticité, modifie
les champs élastiques. Dans le cadre de la MELR, on peut faire l’hypothèse de "plasticité
confinée". On estime que si la taille de la zone plastique, assimilée à une longueur ca-
ractéristique rp est suffisamment petite par rapport à la taille de la zone de dominance de
la singularité élastique (zone de K-dominance), l’expression (1.1) reste valide. On estime
généralement que l’hypothèse de plasticité confinée est respectée tant que le rayon de la
zone plastique est inférieur à 3% à celui de la zone de K-dominance. Dans le cas contraire,
on sort du cadre de la MELR pour entrer dans celui de la mécanique élasto-plastique de
la rupture.

Bilan de l’approche asymptotique
L’approche asymptotique a permis d’introduire les grandeurs utiles à l’évaluation de

l’intensité du chargement en pointe de fissure. Cependant l’évaluation de ces grandeurs
pose problème à cause de la singularité qui mène à des valeurs infinies des contraintes sur
le front en élasticité linéaire. La solution peut être d’utiliser des grandeurs énergétiques
faisant appel à des grandeurs calculées au voisinage du front et non plus de manière locale
sur le front.
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Mécanique élastique linéaire de la rupture

1.2.3 Approche énergétique
Les premiers travaux quantitatifs en mécanique de la rupture sont attribués à l’in-

génieur aéronautique A. Griffith [GRI 20]. En 1920, il étudie la rupture des matériaux
fragiles et propose de relier la variation d’énergie nécessaire à l’accroissement coplanaire
d’une fissure dWf iss à la variation d’aire ainsi créée dA et à une énergie superficielle ca-
ractéristique du matériau γs.

dWf iss = 2γsdA (1.8)

1.2.3.1 Le taux de restitution d’énergie

Ce critère repose sur l’idée intuitive qu’il faut fournir une certaine quantité d’énergie
pour rompre la matière, c’est à dire pour créer une nouvelle aire fissurée dA. L’incrément
d’énergie nécessaire pour créer cette nouvelle aire fissurée est dépensé de manière irréver-
sible. Cette énergie est définie comme étant le taux d’énergie critique Gc, avec la relation
suivante :

dW f iss = GcdA (1.9)

La question est donc de savoir si l’énergie disponible dans la pièce G est suffisante
pour rompre le matériau, autrement dit si :

G≥ Gc (1.10)

G est appelé le taux de restitution de l’énergie et correspond au taux de diminution de
l’énergie potentielle stockée dans la structure :

G =−∂Wtot

∂A
où A est l’aire fissurée. (1.11)

dWtot est la variation totale de l’énergie dans la structure soit dWtot = dWde f + dWcin +
dWext , où :

– dWde f est la variation d’énergie de déformation ;
– dWcin est la variation d’énergie cinétique ;
– dWext est le travail des efforts extérieurs.
La croissance de la fissure dans la pièce consomme au fur et à mesure l’énergie dis-

ponible jusqu’à l’arrêt de la fissure ou rupture de la pièce.
La principale limitation de ces approches est qu’elles présupposent l’existence d’une

fissure et ne permettent pas de prédire l’amorçage des fissures. DE plus, l’approche éner-
gétique est adaptée aux situations où la seule manière de consommer de l’énergie est la
création de nouvelles aires fissurées. Si tel n’est pas le cas (déformation plastique par
exemple), le bilan énergétique doit être modifié. Il faut de plus faire attention à l’interven-
tion d’autres phénomènes physiques comme la corrosion ou la température qui influence
la valeur de Gc [POM 09].
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Le taux de restitution de l’énergie peut constituer à lui seul un critère de propagation
(équation (1.10)) mais ne permet pas d’énoncer une loi de propagation complète. La direc-
tion de propagation et les effets locaux dans les problèmes tri-dimensionnels ne peuvent
pas être pris en compte dans une seule quantité scalaire.

1.2.3.2 Relation entre G et les facteurs d’intensités des contraintes

Dans le cas où la variation d’énergie totale de la structure se limite à la variation
d’énergie statique (élasticité linéaire isotrope en quasi-statique), Irwin [IRW 57] a éta-
bli une relation entre le taux de restitution de l’énergie G et les facteurs d’intensité des
contraintes pour une fissure non débouchante tri-dimensionnelle. Ces calculs sont dispo-
nibles dans [BUI 78] et aboutissent à la formule :

G =
1

E∗
(K2

I +K2
II)+

1
2µ

K2
III (1.12)

avec

E∗ = E en contraintes planes
E∗ = E

1−ν2 en déformations planes

Dans le cas de la simulation de la propagation des fissures en deux dimensions, l’hy-
pothèse des déformations planes est retenue.

1.2.4 Calcul des facteurs d’intensité des contraintes en présence de
frottement entre les lèvres de la fissure

1.2.4.1 L’intégrale de contour J

L’intégrale J est définie comme le taux de diminution de l’énergie potentielle stockée
dans un domaine fermé autour de la pointe de fissure (FIG.1.19) lorsque cette dernière se
propage [RIC 68].

Jcontour =
∫

C
(Wlδ1 j−σi j

∂ui

∂x1
) n j ds avec Wl =

σi jεi j

2
(1.13)

Cette intégrale est indépendante du contour si [RIC 68, BUI 78] :
1. les faces de la fissure sont libres d’effort et les forces volumiques sont nulles ;
2. la fissure est rectiligne (en 2D) ou plane (en 3D) et dans le prolongement de l’axe

e2 entre les points A et la pointe P.
En prenant le contour C comme étant un cercle centré sur la pointe de fissure et dont

le rayon tend vers 0, on peut montrer que J est identique au taux de restitution de l’énergie
G [BUI 78] et finalement en déformations planes :

J =
1−ν2

E
(K2

I +K2
II)+

1
2µ

K2
III (1.14)
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Mécanique élastique linéaire de la rupture

Dans le cas de la fatigue de roulement, le chargement impose des séquences de contact
et d’ouverture à la fissure. La présence de contact avec frottement est à l’origine d’une
dissipation d’énergie entre les lèvres de la fissure. L’hypothèse 1. n’est plus valide et l’in-
tégrale J n’est plus indépendante du contour. Un moyen de pallier cela est de considérer
un contour fermé.

FIGURE 1.19: Paramétrage et contour utilisés pour le calcul de l’intégrale J.

1.2.4.2 L’intégrale de contour fermé

A partir de la formule (1.13), si l’on considère le contour fermé C1 ∪ [A+B+]∪C2 ∪
[A−B−] sur la FIG.1.20 , on peut écrire [YAU 80, SHI 88] :

JC1 +
∫

A+B+

(
Wlδ1 j−σi j

∂ui
∂x1

)
(−n j) ds

−JC2 +
∫

B−A−

(
Wlδ1 j−σi j

∂ui
∂x1

)
n j ds = 0

(1.15)

Sur les faces de la fissure [A+B+]∪ [A−B−], on a n1 = 0 donc σi jn j = σi2 et Wlδ1 jn j =
0. On obtient alors :

JC1 = JC2 +
∫

AB
σi2

(
∂u−i
∂x1
−

∂u+i
∂x1

)
ds (1.16)

Si la fissure est fermée, les composantes des déplacements selon l’axe e2 sur [AB] sont
égales sur les deux faces et finalement :

JC1 = JC2 +
∫

AB
σ12

(
∂u−1
∂x1
−

∂u+1
∂x1

)
ds (1.17)

où σ12 est le vecteur contrainte de cisaillement dû au frottement entre les lèvres de la
fissure.

Si on passe à la limite pour C2 et que l’on applique le théorème de la divergence, on
obtient avec les notations de la FIG.1.21 [MOë 02] :

J̃ = JC +
∫

Γ+∪Γ−
σ12

(
∂u−1
∂x1
−

∂u+1
∂x1

)
dΓ (1.18)
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FIGURE 1.20: Paramétrage et contour utilisés pour le calcul de l’intégrale JC1 [DOL 01].

FIGURE 1.21: Paramétrage et contour utilisés pour le calcul de l’intégrale J̃ [MOë 02].

Cette intégrale de contour est indépendante du contour considéré et fournit une mesure
de l’intensité de la singularité en pointe de fissure. Elle peut être formulée en une intégrale
de domaine, plus adaptée au calcul par éléments finis, en définissant une fonction scalaire
θ qui prend la valeur de l’unité dans un ensemble ouvert contenant la pointe de la fissure
et s’annule au dehors du contour prescrit (C sur la FIG.1.21)

Et finalement :

J̃ =
∫

S
(Wlδ1 j−σi j

∂ui

∂x1
)

∂θ j

∂x j
dS+

∫
Γ+∪Γ−

σ12

(
∂u−1
∂x1
−

∂u+1
∂x1

)
dΓ (1.19)

avec Wl =
σi jεi j

2
A l’aide des équations (1.14) et (1.19), il est possible d’extraire séparément les facteurs
d’intensité des contraintes KI , KII et KIII [YAU 80].

1.2.4.3 Découplage des modes de sollicitations : l’intégrale d’intéraction en pré-
sence d’effort le long des lèvres de la fissure

Deux états d’équilibre indépendants d’un corps élastique homogène et isotrope sont
considérés : un état réel (noté R), qui satisfait les conditions aux limites, et un état auxi-
liaire fictif (noté aux) pour lequel les lèvres de la fissure sont libres de tout effort.
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Mécanique élastique linéaire de la rupture

La superposition de ces deux états d’équilibre conduit à un nouvel état d’équilibre
pour lequel est écrite l’intégrale J̃ :

J̃R,aux =
∫

S

[
W R+aux

l δ1 j− (σR
i j +σ

aux
i j )

∂(uR
i +uaux

i )

∂x1

]
∂θ j

∂x j
dS

+
∫

Γ+∪Γ−

[
(σR

12 +σ
aux
12 )

∂(u−,R1 +u−,aux
1 )

∂x1
−

∂(u+,R
1 +u+,aux

1 )

∂x1

]
θ2dC (1.20)

avec W R+aux
l =

1
2
(σR

i j +σ
aux
i j )(εR

i j + ε
aux
i j )

que l’on peut écrire en réorganisant les termes

J̃R,aux = J̃R + J̃aux + ĨR,aux (1.21)

avec ĨR,aux [MOë 02] :

Ĩ(R,aux) =
∫

S

[
σ

R
i j

∂uaux
i

∂x1
+σ

aux
i j

∂uR
i

∂x1
−W (R,aux)

δ1 j

]
∂θ j

∂x j
dC

−
∫

Γ+∪Γ−

[
σ

R
i2

∂uaux
1

∂x1
+σ

aux
12

∂uR
1

∂x1

]
θ2dC (1.22)

De plus en appliquant le même raisonnement à partir de l’équation (1.14), nous obte-
nons :

Ĩ(R,aux) =
2(1−ν2)

E
(KR

I Kaux
I +KR

IIK
aux
II )+

1
µ

KR
IIIK

aux
III (1.23)

A partir des équations (1.22) et (1.23) et en choisissant l’état auxiliaire comme étant
l’un des trois modes purs, la valeur des FICs de l’état réel peut être extraite à partir du
calcul de ĨR,aux :

Kaux
I = 1,Kaux

II = 0,Kaux
III = 0⇒ KR

I =
E

2(1−ν2)
Ĩ(R, mode I) (1.24)

Kaux
I = 0,Kaux

II = 1,Kaux
III = 0⇒ KR

II =
E

2(1−ν2)
Ĩ(R, mode II) (1.25)

Kaux
I = 0,Kaux

II = 0,Kaux
III = 1⇒ KR

III =
E

2(1+ν)
Ĩ(R, mode III) (1.26)

La démonstration mathématique de la propriété d’indépendance au domaine utilisé de
l’intégrale Ĩ suppose que les champs réels et auxiliaires (σ, ε et u) satisfont exactement
les équations du problème. Ceci n’est pas le cas de la solution éléments finis obtenue.
De plus dans le cas de fissures courbes, les champs auxiliaires pris comme les solutions
asymptotiques des modes I, II ou III ne sont que des solutions approchées. Cette intégrale
de domaine reste un outil robuste qui permet d’obtenir des résultats précis.
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Ces approches énergétiques sont des alternatives à l’utilisation de grandeurs locales.
Elles permettent de calculer les FICs en pointe de fissure à partir des champs dans une
zone entourant la pointe de la fissure tout en prenant en compte la non linéarité introduite
par le contact frottant entre les lèvres. C’est cette technique, fréquemment utilisée dans les
travaux de simulation de la propagation de fissure en mode mixte, qui sera implémentée.
Le calcul de ces intégrales est déjà disponible dans CAST3M. Il faudra cependant ajouter
les termes introduits par le contact et le frottement dans leur calcul. Ce point est abordé
dans la partie 2.5.

A partir des FICs, différents critères et lois ont été proposés afin de déterminer la direc-
tion de la propagation des fissures en mode mixte et d’évaluer leur taux d’accroissement
en fonction de la nature des sollicitations (chargement unixial ou multi axial, proportion-
nel ou non). Ces outils sont présentés dans les sections qui suivent.

1.2.5 Critères pour la prédiction de la direction de propagation des
fissures de fatigue

Cette partie se concentre sur la prédiction de la direction de propagation des fissures
de fatigue sollicitées en mode mixte. Pour cela, des critères intrinsèques aux matériaux
et aux sollicitations sont utilisés. Les critères présentés sont applicables à des fissures
microstructurellement longues (plus de dix fois la taille du grain). Ces critères sont basés
sur la mécanique élastique linéaire de la rupture. Ils visent à maximiser ou minimiser sur
l’espace une variable ou son amplitude considérée comme caractéristique (contraintes,
énergie de déformation ou autres). Ces critères permettent de prédire, dans le cas où la
fissure propage, la direction θ suivant laquelle elle le fera (FIG.1.24). On peut distinguer
deux types de critères :

– les critères explicites, qui utilisent des quantités calculées en pointe de fissure au
cycle N pour prévoir la position de la fissure au cycle N +∆N. Dit autrement, ces
critères prévoient la position de la fissure à N + ∆N cycles à partir de quantités
calculées pour la configuration réelle à N cycles (FIG.1.22 (a)).

– Les critères implicites, qui utilisent des quantités calculées pour une extension vir-
tuelle de fissure (cycle N +∆N). Ces critères prévoient la position de la fissure à
N +∆N à partir de quantités calculées pour une configuration possible à N +∆N
(FIG.1.22 (b)).

Les critères de prédiction de la direction de propagation diffèrent selon le charge-
ment et le mode de sollicitation. Quelques critères applicables pour des chargements multi
axiaux proportionnels sont tout d’abord présentés. Les critères adaptés aux cas de charge-
ments multi axiaux non-proportionnels sont introduits par la suite.
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Mécanique élastique linéaire de la rupture

Critère implicite :
calcul des grandeurs à l'extrémité
d'une extension virtuelle

CalcCritère explicite :
calcul des grandeurs en 
pointe de fissure réelle

(a) (b)

FIGURE 1.22: Représentation schématique du lieu de calcul des grandeurs utilisées pour
les critères implicites (a) et explicites (b).

1.2.5.1 Critères pour des chargements multi-axiaux proportionnels

Le critère le plus utilisé est celui de la contrainte circonférentielle maximale (MTS
en anglais pour Maximum Tangential Stress). Ce critère a été proposé par Erdogan et Sih
[ERD 63]. Ce critère est basé sur le calcul de la contrainte circonférentielle maximale
σθθmax en pointe de fissure (FIG.1.23).

FIGURE 1.23: Base locale en pointe de fissure.

Il prévoit la propagation de la fissure dans la direction où σθθ est maximale, ce qui
revient à résoudre :

∂σθθ

∂θ
= 0 et

∂2σθθ

∂θ2 < 0 (1.27)

Pour des problèmes en deux dimensions, avec les expressions asymptotiques des
contraintes en pointe de fissure [WES 39], ce critère prédit la propagation de la fissure
dans la direction θ donnée par la formule :

θ = 2arctan

1
4

 KI

KII
− sign(KII)

√(
KI

KII

)2

+8

 (1.28)
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Ce critère explicite, basé sur la valeurs des FICs, est plutôt aisé à mettre en oeuvre. Son
utilisation est très répandue. Ce critère met en évidence un angle limite de branchement
de 70.54˚lorsque la fissure se propage en mode II pur (KI = 0).

Un critère en cisaillement a été proposé par Otsuka et al. [OTS 75] en complément du
critère d’Erdogan et Sih pour les problèmes de propagation de fissures en mode II pur.
Ce critère est basé sur la contrainte maximale de cisaillement (Maximum Shear Stress
(MSS)) :

∂σrθ

∂θ
= 0 et

∂2σrθ

∂θ2 < 0 (1.29)

Des essais bi-dimensionnels en mode mixte (I+II) sur des éprouvettes en aluminium ont
validé ces critères.

En comparaison avec ces approches explicites, le critère du taux de restitution de
l’énergie maximale prévoit la propagation de la fissure dans la direction θ pour laquelle,
à l’extrémité d’une extension virtuelle de longueur donnée s et orientée par θ (FIG.1.24),
le taux de restitution de l’énergie G(s,θ) est maximal.

FIGURE 1.24: Paramétrage de l’extension virtuelle de la fissure.

En 1979, Amestoy et al. proposent des développements limités des facteurs d’in-
tensité des contraintes k1(s,θ),k2(s,θ) à l’extrémité d’une extension orientée de la fis-
sure [AME 79] (figure 1.25). Ils s’expriment en fonction des facteurs d’intensité des
contraintes en pointe de fissure KI et KII :(

k1(s,θ)
k2(s,θ)

)
=

[
K11(θ) K12(θ)
K21(θ) K22(θ)

](
KI
KII

)
(1.30)

Les expressions des termes Ki j(θ) sont disponibles dans [TRU 81].

FIGURE 1.25: Calcul de k1(s,θ) et k2(s,θ) à l’extrémité d’une extension orientée de la
fissure.
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Mécanique élastique linéaire de la rupture

On note k∗1(θ) et k∗2(θ) les valeurs de ces facteurs pour une longueur de segment infi-
nitésimale :

k∗1(θ) = lim
s→0

k1(s,θ)

k∗2(θ) = lim
s→0

k2(s,θ)

A partir de ces développements Amestoy définit deux critères de prédiction de la
direction de propagation :

1. la fissure croît dans la direction θ pour laquelle k∗1(θ) est maximal ;

2. la fissure croît dans la direction θ pour laquelle k∗2(θ) est nul.

Ce critère implicite est donc un critère en espace. Il n’est donc pas adapté au cas
où le rapport des contraintes principales varie au cours du cycle. Une extension de ces
travaux afin que ces critères deviennent utilisables pour des chargements multi-axiaux
non-proportionnels est présentée dans la partie suivante.

1.2.5.2 Critères pour des chargements multi-axiaux non proportionnels

Dans le cas de la fatigue de roulement, le chargement est multi-axial et non-
proportionnel. Le rapport des contraintes principales est variable au cours du temps
(FIG.1.26). Les extremums des quantités utilisées pour établir les critères ne sont plus
atteints à un même instant au cours du cycle. Les critères précédents ne sont donc pas
adaptés. La prise en compte de l’amplitude des variables au cours du cycle permet de
prendre en compte le caractère non proportionnel du chargement.

t

t

constante

FIGURE 1.26: Illustatration graphique d’un chargement non proportionnel.

A partir des travaux d’Amestoy présentés précédemment, Hourlier et al. [HOU 82a,
HOU 82b] proposèrent d’étendre l’étude des valeurs des FICs à l’extrémité de l’extension
infinitésimale à leurs variations au cours du cycle. De ces travaux découlent notamment
les trois critères suivants, en espace et en temps, à utiliser selon le problème traité :

1. maxθ,t k∗1(θ, t) : la fissure se propage dans la direction θ pour laquelle k∗1 atteint son
maximum en espace et en temps ;
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2. maxθ ∆k∗1(θ) : la fissure se propage dans la direction θ pour laquelle l’amplitude
temporelle (∆) de k∗1 est maximale ;

3. maxθ ∆k∗eq(θ) : ce critère constitue une généralisation de l’approche initialement
proposée par Hourlier et al. La fissure se propage dans la direction θ pour laquelle
l’amplitude temporelle du facteur d’intensité des contraintes équivalents ∆k∗eq(θ) =
f (∆k∗1(θ),∆k∗2(θ)) est maximale [DOQ 04].

Le critère 1. est un critère basé sur un maximum local en espace et en temps. Il prend en
compte des grandeurs calculées en un unique instant du cycle. Il est en ce sens peu adapté
au chargement non-proportionnel. A l’inverse, les critères 2. et 3. ont donné des résultats
très satisfaisants en roulement [DUB 02] et en fretting [DUB 00]. La comparaison des
trajets de fissuration simulés et issus d’expérience montre un très bon accord [BAI 13,
GIN 14]. Ces deux derniers critères seront donc principalement utilisés pour ces travaux
appliqués à la fatigue de roulement.

Les outils pour déterminer la direction de la propagation des fissures de fatigue sous
chargement multi axial et non proportionnel ont été introduits. Afin d’estimer le taux
d’accroissement des fissures, une loi de propagation dédiée à la fatigue de roulement est
à présent nécessaire.

1.2.6 Lois de propagation

Les lois de propagation constituent un aspect essentiel de la fissuration par fatigue.
De la même manière que pour les critères, qui prédisent la direction de propagation à
la fin d’un cycle de fatigue, ces lois sont issues d’essais de fissuration en fatigue après
observation de la croissance des fissures pour des nombres de cycles donnés. Elles ne
traitent pas la fissuration comme un mécanisme continu avec l’application du chargement
mais comme une somme de propagations discrètes se déroulant après un cycle de charge-
ment. Elles relient le taux d’accroissement de la fissure à des grandeurs de la mécanique
de la rupture. Le cas des fissures sollicitées en mode I est tout d’abord traité puis celles
sollicitées en mode mixte.

1.2.6.1 Loi de propagation des fissures en mode I

Pour estimer le taux d’accroissement des fissures de fatigue, le modèle le plus couram-
ment utilisé est celui de Paris et Erdogan [PAR 63]. Une fissure sollicitée en mode I pur,
dont la direction est compatible avec le chargement appliqué, se propage lorsque l’ampli-
tude du facteur d’intensité des contraintes pour un cycle de chargement ∆KI =KImax−KImin

dépasse une valeur seuil ∆Kseuil dépendante du matériau et de l’environnement. La fissure
croit dans le prolongement de sa direction initiale (θ = 0) avec une vitesse liée à la valeur
de ∆KI . Une étude expérimentale a été utilisée pour établir cette loi empirique. A partir
de cette courbe, on distingue les trois régimes suivants (FIG.1.27) :

– Dans la région I, où la valeur de ∆K est supérieure à ∆Kseuil , on observe la
coalescence des micro-fissures et la formation d’une ou plusieurs macrofissures.
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région I région II région III

FIGURE 1.27: Les trois régimes de propagation d’une fissure en mode I.

Les vitesses de fissuration dans ce régime sont très faibles.

– Dans la région II on trouve le régime de propagation dit stable. Dans ce régime, sur
le diagramme log-log, la vitesse de fissuration est linéaire. Elle s’exprime alors de
la manière suivante :

da
dN

=C(∆KI)
m (1.31)

où C et m sont des constantes intrinsèques au matériau, déterminées expérimenta-
lement.

– Dans la région III le régime de propagation est dit instable. La vitesse de propaga-
tion est ici supérieure à celle prévue dans le régime de Paris (région II). ∆K tend
vers la ténacité du matériau KIC pour laquelle est expérimentalement observée la
rupture de la pièce.

On trouve dans la littérature beaucoup d’autres lois de propagation en mode I modi-
fiées qui sont des extensions de la loi de Paris. Elles consistent par exemple en l’ajout
de facteurs correctifs pour prendre en compte les effets du rapport de charge [FOR 67] et
ainsi étendre le domaine de validité de la loi au régime des régions I et III sur la FIG.1.27.
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Certains travaux ajoutent une valeur seuil ∆Kseuil minimum à atteindre pour l’ou-
verture de la fissure [HAR 70]. D’autres travaux observent une proportionnalité entre
da/dn et ∆K2 et imposent une valeur de m = 2 dans la loi de Paris [MIL 81, LIU 84]. La
propagation dépend également des phénomènes de plasticité confinée, de rugosité entre
les faces de la fissure ou de transformation de phase induite par le champ mécanique
[ELB 71, SUR 98]. Elle est également influencée par l’histoire du chargement appliqué.
Une augmentation ponctuelle de la contrainte maximale appliquée provoque en effet une
diminution de la vitesse de propagation à cause de la plasticité induite par la surcharge.
Cette plasticité rend ensuite l’ouverture des lèvres de la fissure moins aisée.

En mesurant l’évolution charge/déplacement au cours du cyclage d’un échantillon
fissuré, Elber [ELB 70] a constaté que la fissure ne commençait pas à s’ouvrir dès le
début de la recharge mais à partir d’une valeur de contrainte σ = σouv > σmin appelée
contrainte d’ouverture. Ainsi, même avec des rapports de charge positifs, la fissure est
fermée pendant une partie du cycle. La force "motrice" vue par la fissure n’est pas ∆K
mais une valeur plus faible appelée facteur d’intensité des contraintes effectif et défini
par :

Ke f f ecti f = K−Kouv (1.32)

où Kouv est le facteur d’intensité des contraintes lié à σouv. Déterminé expérimentale-
ment ou numériquement, il dépend du rapport de charge, mais également du matériau, de
la géométrie et de l’histoire du chargement car il rend compte des non-linéarités.

Ce type de loi serait applicable dans le cas où le chargement impliquerait un mode
I prépondérant dans la propagation de la fissure. Cela pourrait être le cas pour une fis-
sure perpendiculaire à la surface du rail avec comme mécanisme moteur de la propaga-
tion la flexion du rail. La fissure subirait alors des séquences d’ouverture et de ferme-
ture. Des lois pour des fissures de fatigue dans les rails propageants en mode I ont été
identifiés [MEC 06a, EKB 09]. Cette modélisation résulte d’une vision simplifiée du phé-
nomène de fissuration. En effet, le passage de la roue induit un chargement multi-axial
non-proportionnel avec une propagation en mode mixte, alternant des périodes en mode
I puis en mode II. Il nous faut donc disposer d’une loi de propagation en mode mixte et
dédiée à l’application visée.

1.2.6.2 Loi de propagation en mode mixte

Lorsque la fissure est sollicitée selon plusieurs modes de fissuration, la détermination
de l’allongement par cycle est plus complexe. Souvent, une loi de type Paris est utilisée.
∆KI est alors remplacé par un ∆Keq qui est une combinaison des FICs caractérisant les
différents modes de rupture :

∆Keq = (CI∆Kn
I +CII∆Kn

II +CIII∆Kn
III)

1
n (1.33)

où CI , CII , CIII , n, sont des constantes intrinsèques au matériau et au type de chargement.
Elles sont déterminées expérimentalement. L’observation et le suivi in-situ de l’évolution
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des fissures de fatigue dans les matériaux métalliques par des techniques non-destructives
telle que la micro-tomographie X restent complexes à mettre en place. Ces lois sont dé-
terminées à partir d’essais de fissuration en mode mixte réalisés à partir de dispositifs
expérimentaux plus ou moins évolués [MAI 01].

Le plus simple d’entre eux est celui réalisé avec des éprouvettes contenant une pré-
fissure inclinée en traction uniaxiale (FIG.1.28). Ce type d’essai a été mené par Tanaka en
1974 sur des éprouvettes en aluminium [TAN 74]. Les coefficients m et C sont déterminés
en fonction du matériau et des sollicitations appliqués.

FIGURE 1.28: Exemple de propagation obtenue sur des éprouvettes contenant une pré-
fissure inclinée sollicitée en traction uniaxiale [TAN 74].

da
dN

=C∆Km
eq (1.34)

avec
∆Keq = (∆K4

I +8∗∆K4
II)

1
4 (1.35)

Dans ces travaux le chargement est proportionnel. Brown et Bold ont pallié cela en
réalisant des essais en fatigue avec une machine de traction bi-axiale sur des éprouvettes
d’acier provenant du réseau ferroviaire anglais [BOL 91, WON 96] (FIG.1.29). Afin de
reproduire les cycles de fatigue à partir d’une machine en traction bi-axiale, des sollici-
tations non proportionnelles en mode I et II issues des travaux de Bower [BOW 88] ont
été appliquées, représentatives des sollicitations vues par une fissure dans un rail. La va-
leur ∆Kseuil est une valeur intrinsèque au matériau souvent prise égale à 4 MPa.m0.5 dans
les applications liées au rail [BOG 02, THO 93, FLE 08]. Cette loi a été utilisée dans de
nombreux travaux [BOG 02, FLE 08, FLE 09] pour estimer les taux d’accroissement pour
différentes formes de fissure de fatigue dans les rails. La loi suivante a été obtenue :

da
dN

= 0.000507(∆K3.74
eq −∆K3.74

seuil) (1.36)
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FIGURE 1.29: Eprouvette utilisée pour des essais avec une machine de traction bi-axiale
[BOL 91].

avec

∆Keq =

√
∆K2

I +

[
(
614
507

)∆K3.21
II

] 2
3.74

(1.37)

Si cette loi s’efforce de prendre en compte l’aspect non proportionnel du chargement,
le dispositif ne permet pas d’obtenir les gradients de contraintes imposés par le charge-
ment de contact. Contrairement aux travaux précédents, des essais réalisés à l’aide d’une
machine à galets permettent d’obtenir des propagations sous sollicitations tribologiques.
Il faut cependant pouvoir contrôler le glissement entre les deux galets afin de pouvoir
amorcer et propager des fissures de fatigue. On trouve dans la littérature une loi obtenue
à l’aide de ce type de dispositifs avec des essais sur des aciers de rail de nuance 900A
[SHE 99].

da
dN

= 2.10−9(∆Keq)
3.33 (1.38)

avec
∆K2

eq = ∆K2
I +0.772∗∆K2

II (1.39)

Avec ∆Keq exprimé en MPa.m0.5, cette loi donne des taux d’accroissement en mm/cycle.
Cette loi a été utilisée dans différents travaux [DUB 02, RIB 07]. C’est cette loi, qui
intègre le caractère multi-axial et non proportionnel du chargement et les gradients de
contraintes induits par les sollicitations tribologiques, qui sera utilisée.

Les lois de propagation dépendent de la sollicitation et du matériau du problème.
Obtenir une loi de propagation en mode mixte dédiée à la fatigue de roulement reste une
tâche fastidieuse. Cela nécessite de gros efforts expérimentaux pour suivre l’évolution des
fissures à différents nombres de cycles. Elles requièrent également de prendre en compte
le chargement de contact et dans le même temps de pouvoir contrôler la propagation des
fissures afin d’être en mesure d’en assurer le suivi. Cela signifie recourir à des essais
destructifs à différents nombres de cycles. Pour chaque essai, des étapes de coupe, de
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polissage, d’observation et de reconstruction des profils sont nécessaires pour suivre la
propagation des fissures de fatigue.

Des critères et lois de propagation en fatigue, sous sollicitations multi axiales et non
proportionnelles, adaptés à la fatigue de roulement, ont été proposés. Ils permettent de
calculer une direction et une vitesse de propagation à partir des variables de la mécanique
élastique linéaire de la rupture (MELR). Dans la partie suivante, les méthodes numériques
disponibles pour étudier les mécanismes de fissuration dans les rails sont présentées. En
fin de partie, une attention particulière est portée sur la méthode des éléments finis étendus
et la prise en compte du contact et frottement entre les lèvres de la fissure.
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1.3 État de l’art de la simulation de la propagation des
fissures de fatigue dans les rails

Nous avons vu précédemment que pour déterminer la direction et la vitesse des fis-
sures de fatigue, l’historique des grandeurs de la MELR, calculées au cours du cycle, est
utilisée. C’est seulement après l’application du cycle de chargement que la direction et la
vitesse de propagation sont estimées. C’est cette approche qui est donc utilisée pour la si-
mulation numérique de la propagation des fissures de fatigue. Ceci est différent de ce qui
se passe dans la réalité où la fissuration se produit de manière continue avec l’application
du chargement et non pas de manière incrémentale après celui-ci. Avec cette approche,
la simulation numérique de la propagation des fissures de fatigue se fait en trois temps
(FIG.1.30).

– 1. La première étape est la résolution du problème de structure en présence d’une
fissure. En fatigue, l’application du chargement cyclique à la structure fissurée
est réalisée selon un régime quasi-statique. Le cycle est divisé en pas de temps
correspondant chacun à une description différente du chargement de fatigue. Pour
chaque pas de temps, le problème aux dérivées partielles est résolu. La solution
approximée du champ de déplacement et de contraintes dans la structure constitue
la solution du problème de structure.

– 2. Dans un second temps, une étape de post traitement des champs solutions
du problème de structure est réalisée. Elle permet d’évaluer les grandeurs de la
mécanique élastique linéaire de la rupture (G, FICs) au front de fissure pour les
différents pas de temps.

– 3. La dernière étape consiste à faire propager la fissure présente dans le problème
de structure. Pour cela, à partir des grandeurs post-traitées à l’étape 2, l’utilisation
d’un critère adapté et d’une loi de propagation dédiée à l’application visée, permet
de calculer un angle de propagation et le nombre de cycles correspondant à
l’avancée de la fissure. On procède alors de nouveau à l’étape 1 avec la nouvelle
fissure créée. Ce processus est répété jusqu’à l’arrêt de la fissure ou la rupture de la
pièce.

En ce qui concerne la simulation de la propagation des fissures de fatigue dans les
rails, la majorité des travaux se préoccupe uniquement des étapes 1 et 2. Ils étudient l’in-
fluence de variations des conditions initiales du problème de structure en présence d’une
fissure de l’étape 1 et d’en observer les conséquences sur les grandeurs post-traitées de
l’étape 2. Différentes méthodes permettent de mener ce type d’étude. Elles sont briève-
ment présentées dans les sections qui suivent.
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Critère de propagation

Loi de propagation

FIGURE 1.30: Stratégie pour la simulation numérique de la propagation des fissures.

1.3.1 Les approches utilisant la méthode des éléments-finis (MEF)

Sa robustesse, son aptitude à représenter des géométries complexes en 3D et la pos-
sibilité de prendre en compte des lois de comportement complexes font de la méthode
des éléments finis (MEF) un outil privilégié pour traiter une grande variété de problèmes
aux dérivées partielles. Cependant, la modélisation de problème de rupture par la MEF
présente deux difficultés majeures. D’une part, le maillage des éléments finis doit être
conforme à la géométrie de la fissure. L’utilisation d’éléments finis standards ne permet
pas de capturer précisément la singularité du champ de contrainte en pointe de fissure.
On utilise généralement un maillage très fin d’éléments singuliers [POM 09] (taille des
éléments en pointe de fissure de l’ordre d’un centième de la taille de la fissure), ce qui
accroît les temps de calcul. D’autre part, le maillage de la structure doit être reconstruit
lorsque la fissure évolue. Malgré les améliorations apportées aux mailleurs automatiques,
le coût de cette opération peut rapidement devenir rédhibitoire en 3D pour des géomé-
tries de fissures complexes [CAR 00, MAL 10]. Pour ce qui est de la fissuration des
rails, cette méthode est notamment utilisée pour mener des analyses de sensibilité sur
les valeurs des FICs selon les configurations étudiées. Ces analyses bi-dimensionnelles
quantifient l’influence sur les FICs de la présence de fluide entre les lèvres de la fissure
[BOG 96, BOG 02, BOG 05a], de la longueur de la fissure initiale [KIM 02, BOG 05c],
de la zone de contact entre la roue et le rail [SEO 10, BOG 05c] ou encore de condi-
tions aux limites en traction ou en compression uniforme sur les frontières du domaine
[BOG 05c]. Des travaux en trois dimensions menant le même type d’analyse sont dis-
ponibles [BOG 05b, BOG 08]. D’autres prennent en compte la raideur de la voie et in-
troduisent des appuis élastiques dans les modèles de rails [FAR 12a, FAR 12b]. Tous ces
travaux se concentrent principalement sur l’étude d’une configuration donnée sans réa-

Simulation multi-échelles de la propagation des fissures de fatigue dans les rails 41

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0033/these.pdf 
© [B. Trollé], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



1. Revue bibliographique et état de l’art

liser de simulation de propagation. On trouve cependant dans [BRO 12] des résultats de
propagation combinant cette méthode avec une approche basée sur le taux de restitution
de l’énergie (FIG.1.31). Seul le contact unilatéral entre les lèvres est pris en compte (pas
de frottement) et les phénomènes tels que la flexion ou les contraintes résiduelles sont
ignorés. Une alternative à la MEF qui permet de réduire le nombre d’inconnues du pro-
blème est la méthode des éléments de frontières.

FIGURE 1.31: Trajets de propagation simulés pour différentes inclinaisons initiales d’une
fissure de 1mm débouchante soumis à un chargement hertzien en glissement complet

[BRO 12].

1.3.2 La méthode des éléments frontières
Cette méthode présente pour principale caractéristique de ne demander qu’une dis-

crétisation de la frontière du domaine (FIG.1.32). Le principal avantage est donc de di-
minuer la taille des problèmes à traiter en terme d’inconnues. Les éléments de frontières
définissent la mécanique du problème en terme d’intégrale de surface du domaine plutôt
que dans son volume [POT 92]. Tout comme dans la mécanique linéaire de la rupture,
un comportement élastique est souvent utilisé. Les FICs sont calculés à partir des dépla-
cements et des glissements relatifs le long des lèvres de la fissure. L’utilisation de cet
outil rend minime le travail de remaillage entre chaque étape de propagation. Cependant
l’utilisation de comportement non-linéaire est difficile à mettre oeuvre dans ces intégrales
de surface. Cette technique nécessite toujours une discrétisation fine en pointe de fis-
sure et des remaillages à chaque pas de propagation (FIG.1.33). De plus la simulation
du contact frottant introduit une difficulté supplémentaire avec des maillages non compa-
tibles le long des lèvres de la fissure. Cette technique est notamment utilisée pour étudier,
pour une configuration donnée, l’influence de la présence de fluide entre les lèvres de la
fissure [FLE 08], du coefficient de frottement roue-rail et entre les lèvres de la fissure sur
les FICs [DAT 05, FLE 09]. Une fois de plus, peu de résultats de propagation utilisant
cette méthode sont disponibles. On trouve un exemple de propagation bi-dimensionnelle
pour une configuration simplifiée (fissure verticale dans le rail) [MEL 05]. Cependant le
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critère utilisé pour prédire la direction de propagation fait appel à des maxima locaux en
espace et en temps sur le cycle. Une seconde limite de ce travail est "l’introduction" de
contraintes résiduelles via des conditions aux limites en traction uniforme aux frontières
du domaine (figure 1.32).

FIGURE 1.32: Exemple de modèle 2D utilisant les éléments de frontières et introduisant
des contraintes résiduelles simplifiées [MEL 05].

FIGURE 1.33: Exemple de modèle 3D utilisant les éléments de frontières [FLE 09]. (a)
représentation simplifiée. (b) Raffinement du maillage de la fissure.

Pour étudier les mécanismes de fissuration, la possibilité de coupler des méthodes
numériques et analytiques peut être un bon moyen de réduire les temps de calcul.

1.3.3 Méthode semi-analytique basée sur la théorie des dislocations
Les modèles semi-analytiques permettent une résolution très précise des problèmes

de rupture avec contact et frottement et mettent en jeu des coûts numériques et des
temps de calcul très faibles [COM 77, DUB 92a, DUB 92b, HIL 96]. Ils ont notam-
ment été validés pour des chargements de fatigue de contact (fretting, roulement)
[BAI 02, LAM 97, DUB 02]. Cependant, ils ne sont valides que pour des géométries
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simples et des matériaux homogènes supposés élastiques isotropes. Ils sont également
difficilement applicables aux problèmes tri-dimensionnels. Le contact frottant entre les
lèvres de la fissure est traité par les méthodes mises au point initialement par J.J Kalker
[KAL 90]. La modélisation de la fissure à l’aide d’une distribution continue de disloca-
tions est couplée avec une résolution numérique du problème de contact unilatéral avec
frottement entre les faces de la fissure [LAM 97, DUB 02]. Ces études utilisent des cri-
tères adaptés à la fatigue sous chargement multi-axial et non proportionnel. Cependant,
une fois de plus, la prédiction des directions de propagation se limite à un unique cycle et
les contraintes résiduelles sont introduites via des conditions aux limites uniformes aux
frontières du domaine.

Les résultats des travaux sur la propagation des fissures dans les rails cités précédem-
ment concernent uniquement l’étude des FICs pour différentes configurations initiales
(fissure et chargement). Les résultats de propagation à proprement parler sont encore très
rares. Nous verrons dans la partie suivante que la méthode des éléments finis étendus
permet de simuler des propagations de fissure à un faible coût numérique.

1.3.4 La méthode des éléments finis étendus

La méthode des éléments finis étendus (X-FEM) est une extension de la MEF. Cette
méthode a été introduite en 1999 [MOë 99] suite aux besoins industriels de simuler la
propagation des fissures en trois dimensions afin de prédire la tenue des pièces en service.
Cette méthode connaît un essor important dans de nombreux secteurs de recherche
industrielle. Elle possède les principaux avantages de la MEF et il n’est pas nécessaire de
prendre en compte les fissures lors du maillage de la structure. Elle permet d’introduire
la présence d’un défaut (une fissure par exemple) sans le mailler explicitement. Seul le
maillage de la structure est nécessaire. La méthode est donc très adaptée aux problèmes
avec discontinuités mobiles car elle évite les problèmes de remaillage et de projection lors
de la propagation de la fissure. Cette méthode conserve intacte la possibilité de modéliser
des structures complexes tri-dimensionnelles et d’intégrer des lois de comportement
non-linéaires [ELG 07b]. Afin d’intégrer la présence de la fissure, les fonctions de formes
continues des éléments finis sont enrichies. Deux types d’enrichissement sont utilisés
(FIG.1.35) :

– un enrichissement discontinu, par la fonction saut H, pour simuler les dépla-
cements discontinus de part et d’autre de la fissure. Pour un point donné x,
H(x) = sign((x− x∗)nΓ) prend une valeur +1 ou −1 en fonction de la position
de ce point d’un côté ou de l’autre de l’interface. x∗ est le projeté orthogonal
de x sur la fissure et nΓ est le vecteur normal unitaire orienté de la fissure (FIG.1.34).

– un enrichissement asymptotique, par des fonctions d’enrichissement singulier F en
pointe de fissure, afin de décrire la singularité présente. Elle permet de localiser
géométriquement le front de fissure indépendamment du maillage éléments finis et
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front

fiss
ure

FIGURE 1.34: Paramétrage de la fissure pour le calcul des fonctions d’enrichissement
X-FEM en 2D.

de représenter le comportement asymptotique au voisinage de ce front.

Les quatre fonctions suivantes forment la base d’enrichissement retenue en élasticité li-
néaire en 2D et en 3D [MOë 99, SUK 00, MOë 02] :

F1(r,θ) =
√

rcos(θ

2)

F2(r,θ) =
√

rsin(θ

2)

F3(r,θ) =
√

rsin(θ

2)sin(θ)
F4(r,θ) =

√
rcos(θ

2)sin(θ)

(1.40)

où r et θ sont les coordonnées polaires dans le repère centré sur le front de la fissure
(FIG.1.23). La fonction F1 permet d’assurer la discontinuité en arrière du front (θ =±π).

Dans le cas d’une fissure débouchante (à un front) l’approximation du champ de dé-
placement discrétisé s’écrit :

uh(x) = ∑
i∈Nn

uiΦi(x)+ ∑
j∈Nc

b jΦ j(x)H(x)+ ∑
k∈N f

[Φk(x)(
4

∑
l=1

cl
kFl(r,θ))] (1.41)

où ui sont les degrés de liberté standards éléments finis, définis sur tous les éléments du
maillage, Φi sont les fonctions de forme des éléments finis. b j et cl

k sont les degrés de
libertés supplémentaires respectivement liés à la fonction saut H et aux fonctions d’enri-
chissements singuliers Fl(r,θ).

Afin de limiter le nombre de degrés de liberté des problèmes, les enrichissements sont
uniquement ajoutés aux noeuds des éléments contenant la discontinuité ou la singularité.
Aux noeuds des éléments complètement coupés par la fissure sont ajoutés les enrichis-
sements sauts. Des enrichissements singuliers sont appliqués aux noeuds de l’élément
contenant le front (FIG.1.35).

C’est grâce à ces enrichissements que la solution du problème, à précision donnée, est
obtenue avec des maillages environ 10 fois plus grossiers que ceux utilisés avec la MEF
[PIE 10a, GRA 11]. C’est cette méthode développée depuis le début des années 2000 que
nous utiliserons pour la simulation de la propagation des fissures de fatigue dans les rails.
Cette méthode a atteint un niveau de maturité qui lui vaut d’être maintenant implémentée
dans certains codes élément finis commerciaux (Abaqus [SHI 10], SAMCEF, ANSYS)
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front

fissure

FIGURE 1.35: Représentation graphique 2D des enrichissements topologiques introduits.
Les carrés et les triangles représentent respectivement les enrichissements discontinus et

singuliers.

et de recherche (Code_Aster, CAST3M). Elle présente l’avantage de pouvoir s’adapter
aisément aux codes éléments finis existant.

Si cette méthode permet de réaliser des simulations de propagation, prendre en compte
le contact et le frottement entre les lèvres requiert des formulations spécifiques du pro-
blème du structure. La non linéarité introduite par le contact frottant entre les lèvres de
la fissure a une incidence importante sur le comportement de la fissure et sur les FICs en
front de fissure (cf 1.2.4). Ce phénomène local peut affecter le comportement global de
la fissure et de la structure. La modélisation de cette non linéarité revêt donc un caractère
essentiel pour ces travaux.

1.3.5 Modélisation des problèmes de contact dans le cadre de la X-
FEM [PIE 10a]

Ce point a été spécifiquement traité lors de travaux précédents pour des problèmes
bi-dimensionnels [DOL 01, RIB 06, GIN 08, BéC 09] et tri-dimensionnels [GéN 06,
GéN 07, PIE 10c, LIU 10]. Cette non linéarité agit à une échelle très inférieure à celle de
la structure. Il est donc nécessaire de développer des méthodes multi-échelles adaptées.
Dans le cadre de la X-FEM, des modèles multi-échelles basés sur des techniques mul-
tigrilles [RAN 09] ou de décomposition de domaine [GUI 08] ont été proposés afin de
remédier à cela. Différents travaux ont mis en évidence des problèmes d’oscillations nu-
mériques (instabilité) venant perturber la solution de contact. Ces instabilités sont souvent
visibles sur le champ dual au niveau de l’interface. Une solution pourrait être d’appliquer
un filtre spatial en utilisant des maillages plus grossiers. Cela ne saurait être satisfaisant
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car dès lors, l’information locale gouvernant le comportement de la fissure s’en trouverait
dégradée. Ces oscillations sont liées au non respect de la condition de Ladyzhenskaya-
Babuska-Brezzi (dite LBB ou in f − sup) [LIU 10, GRA 11]. En plus de dépendre de la
discrétisation utilisée, la formulation elle-même du problème peut faire apparaitre ces in-
stabilités. Pour les problèmes de rupture avec contact frottant entre les lèvres de la fissure,
on distingue 3 types de formulation [PIE 10a].

Les formulations primales
Dans ces formulations le problème de contact est formulé en déplacement (voir

FIG.1.36 a) ). Une méthode d’enrichissement spécifique (comme la X-FEM) permet de
modéliser la discontinuité géométrique liée à la présence de la fissure et d’intégrer la loi
de comportement d’interface (contact avec frottement). Le champ des efforts d’interface
t est considéré comme une composante des efforts externes. Au cours de la résolution
itérative du problème global, celui-ci est re-calculé à partir de la solution en déplacement
u. Le modèle proposé par Liu et al. [LIU 08] est stable. Il ne présente pas de problèmes
d’oscillations. Par ailleurs, il est montré que la convergence de la méthode de résolution
non linéaire utilisée est très élevée en comparaison avec les modèles proposés dans la
littérature [DOL 01, GéN 07, PIE 10c]. Dans ce modèle, la discrétisation du problème de
contact avec frottement d’interface est fortement dépendante du maillage de la structure.
Une solution de contact fine requiert un raffinement local du maillage en volume de la
structure.

Les formulations duales
Les formulations duales (cf. FIG.1.36 b)) sont généralement basées sur la méthode des

multiplicateurs de Lagrange. Le problème de contact est formulé entre le champ discrétisé
des déplacements u et le champ discrétisé des multiplicateurs de Lagrange λ équivalent
aux efforts de contact. La majorité de ces modèles est concernée par les problèmes d’in-
stabilité numérique : oscillations, pics de contraintes et convergence faible. L’expérience
montre que le choix des espaces de multiplicateurs de Lagrange pour les problèmes nor-
mal et tangentiel à l’interface influence fortement la stabilité de la solution. Moës et al.
ont proposé une méthode de réduction de cet espace [MOë 06, GéN 07] dans le but de
stabiliser la solution de contact. Pour ce modèle, la discrétisation du problème d’inter-
face est également fortement dépendante du maillage de la structure. Une description
multi-échelles du problème requiert un raffinement local du maillage de la structure. Ces
problèmes d’instabilité se traduisent par une forte diminution du taux de convergence des
solveurs non linéaires utilisés pour le problème de contact avec frottement.

Les formulations mixtes
Les formulations mixtes considèrent l’interface comme une structure autonome avec

ses propres variables primales et duales (w,λ) ainsi que sa propre discrétisation [LAD 85]
(cf. FIG.1.36 c)). Le problème de contact local est formulé entre les champs locaux w et
λ [DOL 01]. Il est couplé avec le problème global (u,σ) au sens faible. On constate
que les modèles basés sur des formulations faibles mixtes proposés par Ribeaucourt et
al. [RIB 07] et par Elguedj et al. [ELG 07a] possèdent de bonnes propriétés de stabilité,
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notamment pour les problèmes de contact unilatéral sans glissement. La formulation du
problème de contact étant séparé de celui de la structure, les deux problèmes peuvent
être résolus de façon couplée sur des discrétisations complètement indépendantes. Pour
des problèmes avec glissement, des problèmes d’instabilité ont également été rencontrés
avec ces formulations. L’introduction d’un terme de stabilisation dans la formulation a
permis de pallier cela [GRA 11]. Dès lors, les solveurs non-linéaires utilisés convergent
plus rapidement vers une solution stable.
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Ω1 Ω2
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FIGURE 1.36: Représentation schématique des différentes méthodes de décomposition
de domaine illustré par [PIE 10a].
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1.4 Conclusion
Dans l’objectif d’obtenir des ordres de grandeur de l’accroissement des fissures de

fatigue en fonction du tonnage supporté, SNCF souhaite développer un outil numérique
capable de simuler la propagation des fissures de fatigue dans les rails. Cette probléma-
tique industrielle comporte d’un point de vue scientifique plusieurs échelles en espace et
en temps.

Nous avons vu qu’entre le passage des trains et la propagation des fissures, différentes
échelles distinctes entrent en jeu. La première d’entres elles est celle du système train-
voie. A cette échelle, des effets dynamiques et de flexion des rails se produisent. A une
échelle inférieure, le contact entre la roue et le rail introduit des gradients importants sous
et autour de la zone en contact. La répétition de ces contacts amène le rail dans un état
mécanique stabilisé. Cet état implique des contraintes résiduelles dans le rail. Enfin, à
l’échelle de la fissure, de forts gradients de contraintes sont introduits par la singularité en
front de fissure. Les non-linéarités introduites par le contact et le frottement constituent
une échelle supplémentaire à prendre en compte (FIG.1.37). Cette échelle est également
celle de la fissure dans ce mémoire.

Echelle du sytème train-voie Echelle de la structure Echelle de la fissure

FIGURE 1.37: Trois échelles caractéristiques présentes dans le problème de fissuration
par fatigue des rails.

Pour chacune des échelles présentées, SNCF (au sein du consortium IDR2) a déve-
loppé en partenariat avec des instituts de recherche et des laboratoires universitaires (IF-
STTAR, LMS, LaMCoS) et ses partenaires du domaine ferroviaire (RATP et Tata Steel)
des outils numériques adaptés (présentés brièvement dans [NGU 11]). Cette chaîne de
calcul synthétise les différentes échelles du problème de la fatigue de contact des rails. A
l’échelle du système train-voie, elle débute par une simulation de dynamique multi-corps.
Les efforts calculés entre la roue et le rail sont utilisés pour la résolution du contact roue-
rail (échelle de la structure, le rail). L’outil numérique pour la résolution du contact-roue
rail permet d’obtenir la répartition et l’intensité des pressions et tractions entre la roue et
le rail selon les trois directions de l’espace. Ce vecteur contrainte est une donnée d’entrée
pour l’analyse en fatigue. Les champs asymptotiques dans le rail sont calculés grâce à
un algorithme stationnaire, basé sur une formulation eulérienne et d’une simulation élé-
ments finis, dans des temps de calculs raisonnables. La loi de comportement du matériau
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choisie est une loi élasto-plastique avec écrouissage cinématique linéaire. L’analyse en
fatigue, à l’aide d’une approche macro-méso basée sur l’utilisation du critère de Dang
Van, constitue l’étape suivante.

Cette chaîne demande à être complétée par la simulation de la propagation des fis-
sures de fatigue (FIG.1.38). Cette chaîne numérique a été réalisée à l’aide de CAST3M
[CAS 13], code de calcul pour l’analyse de structures développé par le CEA. Dans le
cadre de ces travaux, la simulation de la propagation des fissures de fatigue dans le rail
devra être réalisée avec ce logiciel.

Vocolin
Dynamique multi-corps + 

contact

Starail
Modélisation élements finis

Véhicule 
Voie
Profil  de roue
Profil  de rail

Répartition et intensité des
pressions de contact

Champs asymptotiques

Echelle du sytème train/voie

Echelle de la structure: le rail

Echelle mésoscopique

Echelle de la structure, le rail
Echelle mescopiqueEchelle locale

Propagation de la fissure
(X-FEM)

Mxfat
Analyse en fatigue: Dang Van 

Fissure initiale

FIGURE 1.38: Stratégie multi-échelles disponible, de l’échelle macroscopique du sys-
tème train-voie à l’échelle mésoscopique dans le rail pour l’analyse en fatigue. Cette
chaîne doit être complétée par un module de simulation de la propagation des fissures de

fatigue en prenant en compte le contact et le frottement entre les lèvres.

Le problème de la propagation met également en jeu deux échelles de temps diffé-
rentes.

– L’échelle des pas de temps au cours d’un cycle où pour chacun des pas de temps le
problème de rupture est résolu.

– L’échelle de la propagation où est faite l’hypothèse de linéarité durant le saut de
cycle. C’est à cette échelle que les critères et lois de propagation sont établis et
utilisés.

Ce problème multi-échelles a déjà été traité dans de nombreux travaux. L’état de l’art
a permis d’identifier plusieurs limites aux études existantes sur le sujet. Les principales
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restrictions sont l’absence de réelles simulations de propagation et des phénomènes agis-
sant aux échelles les plus élevées. Ainsi les phénomènes de flexion sont ignorés et les
contraintes résiduelles simplifiées à l’extrême. Si ces travaux permettent d’étudier l’in-
fluence d’un champ de contraintes uniformes dans le rail, ils ne permettent pas de rendre
compte des effets imposés par les gradients de ces champs. De plus, la prise en compte
de chargement avancé, et non plus de chargement hertzien, est requise afin de tendre vers
une modélisation tri-dimensionnelle réaliste du problème. En outre, le contact et le frot-
tement à l’interface demeurent des phénomènes complexes à prendre en compte. Pour la
résolution du problème de rupture avec prise en contact du contact et du frottement entre
les lèvres, nous avons vu que la méthode des éléments finis étendus a déjà prouvé sa ro-
bustesse dans ce domaine. De plus, l’intérêt des formulations mixtes pour le traitement
des problèmes de contact a été rappelé. Elles constituent une formulation du problème
à deux échelles permettant des maillages indépendants pour le problème de structure et
d’interface. Les problèmes de stabilité auxquels elles étaient associées ayant été résolus,
cette modélisation est séduisante pour les problèmes de contact à l’interface. C’est donc
une formulation stabilisée de ce type qui sera utilisée et implémentée dans CAST3M pour
ces travaux. Elle devra être cependant adaptée et la résolution du problème optimisée afin
de diminuer les temps de calcul et de permettre son usage dans un cadre industriel. En-
fin, de par les aspects tri-dimensionnels présents dans le problème (forme complexe du
contact roue-rail, fissure sur le congé du rail, profil non symétrique du rail, forme com-
plexe des fissures de fatigue), la modélisation nécessite de tendre vers une simulation
tri-dimensionnelle de la propagation des fissures de fatigue dans les rails. Le développe-
ment d’un outil de simulation intégrant les différentes échelles du problème ferroviaire et
permettant de simuler de réelles propagations de fissure pour obtenir des résultats quanti-
tatifs bi et tri-dimensionnel s’avère nécessaire.

Les principaux objectifs de ces travaux sont donc :

1. Implémenter la formulation stabilisée développée lors de travaux antérieurs à ce
manuscrit dans le code de calcul CAST3M afin de résoudre le problème d’une
structure en présence d’une fissure.

2. Résoudre le problème du contact avec frottement entre les lèvres de la fissure et le
prendre en compte dans le calcul des facteurs d’intensité des contraintes.

3. Implémenter un solveur non-linéaire efficace permettant de contrôler la stabilité
des champs locaux en assurant un taux de convergence proche de l’optimal.

4. Simuler la propagation des fissures à l’aide de critères et de lois de propagation
adaptés à la fatigue de roulement.

5. Intégrer un état initial non vierge dans la résolution du problème de rupture et de
propagation afin de pouvoir prendre en compte les contraintes résiduelles présentes
dans le rail.
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1. Revue bibliographique et état de l’art

6. Coupler la résolution du problème de rupture à deux échelles avec les phénomènes
agissant à une échelle supérieure (flexion du rail).

7. Ajouter un chargement représentatif du contact roue-rail provenant d’un logiciel
de calcul disponible chez SNCF.

8. Quantifier l’influence de ces différents phénomènes sur les mécanismes de propa-
gation des fissures de fatigue dans les rails.

Ces travaux représentent donc un travail de couplage entre les phénomènes agissant
aux différentes échelles du problème ferroviaire pour améliorer la compréhension des mé-
canismes de propagation des fissures de fatigue dans les rails. Le chapitre suivant détaille
l’implémentation du modèle avec prise en compte du contact avec frottement interfacial
au sein du logiciel CAST3M. Il présente également l’approche multi-échelles en temps
utilisée pour simuler la propagation des fissures de fatigue (points 1. à 4.). Les points 5,
6 et 7 seront détaillés dans le chapitre 3. L’utilisation des développements proposés dans
les chapitres 2 et 3 permettra enfin de présenter des résultats de propagation. Le chapitre
4 étudie et quantifie l’influence des paramètres du modèle sur les mécanismes de propa-
gation des fissures de fatigue dans les rails.
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Chapitre 2

Modèle multi-échelles dédié aux
problèmes de rupture avec contact et

frottement entre les lèvres de la fissure
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2. Modèle multi-échelles avec contact et frottement interfacial

Dans ce second chapitre, le travail de développement numérique réalisé est détaillé.
Le modèle multi-échelles dédié aux problèmes de rupture avec contact et frottement entre
les lèvres de la fissure implémenté dans CAST3M est présenté.

Des formules a priori, assurant à la méthode de résolution un taux de convergence
proche de l’optimal, sont ensuite proposées. Ces formules assurent au solveur non linéaire
utilisé un taux de convergence proche de l’optimal.

Des résultats bi et tri-dimensionnels, de problèmes de référence, sont présentés et
validés par comparaison avec le code développé au LaMCoS (ELFE-3D).

Dans la dernière section de ce chapitre, la simulation de la propagation des fissures,
avec ses deux échelles de temps, est abordée. La validation de la stratégie multi-échelles
en espace (problème de rupture) et en temps (propagation des fissures de fatigue) est
réalisée par comparaison entre des trajets de fissuration obtenus expérimentalement et
numériquement.

Le chapitre précédent a souligné les difficultés inhérentes à la modélisation des pro-
blèmes de contact et de frottement à l’aide de X-FEM. Une formulation mixte stabilisée à
trois champs provenant de travaux antérieurs [ELG 07b, RIB 07, PIE 10a] a été retenue.
Cette formulation découle d’une vision spatiale à deux échelles du problème de rupture.
Elle est introduite dans la première section de ce chapitre. La fissure est vue comme une
structure à part entière avec ses propres variables primales et duales, sa propre discréti-
sation et sa propre loi de comportement (contact frottant dans ces travaux). Cette modé-
lisation permet une description précise et efficace du problème de rupture, avec contact
frottant à l’interface, séparée de celle du problème global de structure [PIE 10c].

Le logiciel dans lequel ont été réalisés les développements numériques de ce travail
de thèse est tout d’abord présenté.

2.1 Présentation de CAST3M [CAS 13]

CAST3M est un code de calcul pour l’analyse de structures par la méthode des élé-
ments finis développé par le CEA. Cast3M, contrairement à de nombreux codes de calcul,
ne fonctionne pas en "boîte noire" ; il donne à l’utilisateur la connaissance du problème
effectivement posé et des méthodes employées pour le résoudre. Cast3M comprend un
ensemble de processus élémentaires (bibliothèque d’opérateurs) que l’utilisateur peut en-
chaîner pour définir et résoudre ses problèmes. Cast3M possède un langage de commande
constitué d’une série d’opérateurs permettant à l’utilisateur de manipuler les données et
les résultats sous forme d’objets en leur donnant des noms : c’est le langage Gibiane.

La structure adoptée dans Cast3M offre, avant toute chose, la possibilité d’élaborer
des procédures qui sont, en quelque sorte, des opérateurs de niveau supérieur, appelant à
leur tour des opérateurs élémentaires. Ces procédures sont créées pour répondre à des be-
soins divers. En premier lieu, il est possible d’utiliser les mêmes données pour plusieurs
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Présentation de CAST3M

opérateurs, ce qui permet de les regrouper facilement et de les retrouver à l’aide d’une
seule instruction. En second lieu, dans le cas de problèmes assez complexes ou répétitifs,
il peut être gênant pour l’utilisateur d’avoir à définir chaque fois explicitement des opé-
rations très standardisées. Enfin, pour des utilisations par des personnes peu familiarisées
avec la méthode des éléments finis, il est bon de pouvoir revenir à un fonctionnement en
boîte noire du programme. Ceci revient à masquer tout le détail des opérations élémen-
taires par une seule procédure. Cette possibilité a été largement utilisée dans ces travaux
afin de rendre le module utilisateur accessible au plus grand nombre.

La structure particulière de Cast3M permet non seulement d’élaborer des procédures
propres à résoudre de nouveaux types de problèmes, mais, également, de définir des opé-
rateurs différents de ceux existants. Les nouveaux opérateurs peuvent, en réalité, être
développés, mis au point et vérifiés indépendamment des autres. Pour cela, il suffit de
connaitre la structure des données contenues dans les objets traités par le nouvel opéra-
teur et dans les objets communs à tout le programme. Cette possibilité s’avère particu-
lièrement utile lorsque l’analyse exige des adaptations spécifiques comme ce fut le cas
pour la réalisation de ces travaux. La création de nouveaux opérateurs suppose, de la part
du développeur, une connaissance approfondie du langage de programmation qui porte
le nom d’ESOPE et qui constitue une sorte de langage FORTRAN de niveau supérieur.
Sans entrer dans les détails, il suffit de préciser qu’une entité informatique telle qu’un
sous-programme est écrite en ESOPE, traduite en norme FORTRAN, puis compilée de
manière classique. Pour lever toute ambiguïté, il convient de bien distinguer, le langage
du développeur : ESOPE, du langage de l’utilisateur : GIBIANE. Toutefois, il est clair
qu’un utilisateur écrivant des procédures, donc des super-opérateurs, devient, de fait, un
développeur en GIBIANE.

Ces travaux de thèse ont donné lieu au développement et à l’extension d’opérateurs
déjà existants (ESOPE). L’opérateur RELA ACCRO ’FAIB’ a été créé (accro2.eso) et
les opérateurs GRAD et INTG étendus au modèle utilisé pour la fissure (ZCO2 et ZCO3
dans grad1.eso et intgca.eso). Tous ces développements on été réalisés en deux et trois
dimensions. L’extension des opérateurs GRAD (grad1.eso) et INTG (ingca.eso) a per-
mis d’ajouter les termes introduits par le contact et le frottement dans les intégrales de
domaine dédiées au calcul de l’intégrale J et des FICs. Les procédures G_THETA.proc
et G_CALCUL.proc ont été modifiées en conséquence. Ces développements ESOPE ont
permis la création en gibiane du système linéaire discrétisé issu de la stratégie XFEM
à trois champs et l’ajout des conditions introduites par le solveur non-linéaire stabilisé
LATIN. La méthode LATIN a été implémentée dans une procédure spécifique en GI-
BIANE. Tous ces développements sont explicités dans les parties qui suivent. Les dé-
veloppements présentés dans ce travail (ESOPE et GIBIANE) sont intégrés à la version
2014 de CAST3M.
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2. Modèle multi-échelles avec contact et frottement interfacial

2.2 Formulation faible mixte du problème de structure
avec interface en présence de contact et frottement

Cette première partie est basée sur des travaux antérieurs à ce doctorat. Ils ont mis
en place une formulation à trois champs issue d’une stratégie à deux échelles pour la
résolution du problème de rupture en présence de contact et frottement [RIB 07, PIE 10a].
Cette section explicite la formulation faible à trois champs utilisée et son implémentation
dans CAST3M.

La formulation du problème d’une structure fissurée (Ω∪ Γ+ ∪ Γ− sur la FIG.2.1
(a)) est réalisée en séparant le problème global en deux sous problèmes (FIG.2.1). Dans
cette approche, l’interface Γ (Γ = Γ+ ∪ Γ−) est considérée comme une structure avec
ses propres variables primales et duales ainsi que sa propre discrétisation indépendante
de celle de la structure. Les inconnues du problème de structure (FIG.2.1 (b)) sont le
champ de déplacement u(t) et le tenseur des contraintes volumiques σ(t). La solution
de ce problème satisfait les équations d’équilibre dans le domaine Ω et obéit à la loi
de comportement en volume du matériau quelque soit l’intervalle de temps considéré.
Cette solution doit aussi satisfaire les conditions Neumann et Dirichlet sur ∂2Ω et ∂1Ω

respectivement.

FIGURE 2.1: Séparation du problème d’une structure fissurée (a) en deux sous problèmes.
Un problème global de structure sans fissure (b) et un problème local entre les lèvres de

la fissure (c).

Equilibre en volume :
divσ(t)+ f(t) = 0 dans Ω (2.1)

Conditions de Neumann :
σ(t)n = F(t) sur ∂2Ω (2.2)

Conditions de Dirichlet :
u(t) = ud(t) sur ∂1Ω (2.3)
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Formulation faible mixte du problème avec interface en présence de contact et frottement

Loi de comportement en volume :

σ(t) = σ(u(t), t +variables internes) dans Ω (2.4)

Les autres inconnues du problème de la structure fissurée (Ω∪Γ+∪Γ−) sont celles
relatives à la solution locale sur l’interface (FIG.2.1 (c)) . De la même manière que pour
la solution en volume dans la structure, le champ de déplacement w(t) et les efforts surfa-
ciques de contact t(t) sont les inconnues définissant le problème à l’interface. Les condi-
tions de couplage entre la structure et l’interface s’écrivent de la manière suivante :

u(t) = w(t) sur Γ (2.5)

σ(t)n = t(t) sur Γ
+ et Γ

− (2.6)

L’ensemble de ces équations constituent la formulation forte du problème global de struc-
ture (FIG.2.1 (a)).

Afin de construire une formulation faible du problème, le principe des travaux virtuels
est utilisé. On définit alors les travaux virtuels associés au problème global en volume et
au problème local à l’interface. Une condition de couplage entre ces deux problèmes est
ajoutée. Les travaux virtuels s’écrivent de la manière suivante :

W ∗global =W ∗interne +W ∗externe (2.7)

où
W ∗interne =−

∫
Ω

Tr [σ(t)ε(u∗)] ·u∗dV +
∫

Ω

f(t) ·u∗dV (2.8)

et

W ∗externe =
∫

∂2Ω

F(t) ·u∗dS (2.9)

où u et u∗ sont respectivement les champs de déplacement réel et virtuel dans la struc-
ture définis par :

u ∈U, U = u ∈ H1(Ω\Γ) / u = ud sur ∂1Ω (2.10)

u∗ ∈U0, U0 = u ∈ H1(Ω\Γ) / u = 0 sur ∂1Ω (2.11)

W ∗local =
∫

Γ

p(t) ·w∗dS (2.12)

où w∗ et p sont respectivement les champs de déplacement virtuel et le champ des
efforts surfaciques de contact sur l’interface tel que :

w∗ ∈W ∗, W ∗ = w ∈ H1(Γ) (2.13)

p ∈ Λ, Λ = p ∈ L2(Γ) (2.14)
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2. Modèle multi-échelles avec contact et frottement interfacial

Une condition de couplage supplémentaire entre le problème local et le problème global
est introduite via le champ des pressions de contact t (voir éq. (2.6) ). Le travail virtuel
associé s’écrit :

W ∗couplage =
∫

Γ

t∗(u−w)dS+
∫

Γ

t(u∗−w∗)dS (2.15)

où t∗ est le champ des pressions de contact virtuel à l’interface tel que :

t∗ ∈ Λ
∗, Λ

∗ = t ∈ L2(Γ) (2.16)

On peut alors construire une formulation faible associée à l’ensemble du problème à
partir de :

W ∗global +W ∗local +W ∗couplage = 0 ∀u∗ ∈U0, ∀w∗ ∈W ∗, ∀t∗ ∈ Λ
∗, ∀t ∈ [0;T ] (2.17)

qui est équivalente à :

0 =−
∫

Ω

Tr [σ (t)ε(u∗)]dΩ+
∫

Ω

f(t) ·u∗dV +
∫

∂2Ω

F(t) ·u∗dS+
∫

Γ

t(t) ·u∗dS

+
∫

Γ

(t(t)−p(t)) ·w∗dS

+
∫

Γ

(u(t)−w(t)) · t∗dS

∀u∗ ∈U0, ∀w∗ ∈W ∗, ∀t∗ ∈ Λ
∗, ∀t ∈ [0;T ] (2.18)

Remarque : Le second terme intégral montre donc clairement que p(t)≡ t(t). Dans la
LATIN, ce terme correspondra à la direction de recherche (équation (2.31)).

Cette formulation faible à trois champs (2.18) est valable quelles que soient les lois de
comportement en volume et à l’interface du problème. Dans ce travail, on se place dans
le cadre des matériaux homogènes et isotropes. La loi de comportement en volume consi-
dérée est celle d’un matériau élastique linéaire et l’hypothèse de plasticité confinée en
pointe de fissure est retenue. Le tenseur des contraintes s’exprime en fonction du tenseur
de Hooke :

σ =Kε(u(t)) (2.19)

De même les inconnues w et t satisfont aux équations d’équilibre à l’interface
(Γ = Γ+∪Γ−) dépendant de la loi de comportement imposée (contact unilatéral, contact
frottant, ressort ...). Une loi de comportement en contact frottant entre les lèvres est consi-
dérée. La solution (w,t) obéit aux équations définissant le contact unilatéral pour le pro-
blème normal et à la loi de Coulomb pour le problème tangentiel. Les champs w et t sur
les faces Γ+ et Γ− sont exprimés dans le repère local associé à l’interface :

w = wnnΓ +wt1t1
Γ +wt2t2

Γ et t = tnnΓ + tt1t1
Γ + tt2t2

Γ (2.20)
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Formulation faible mixte du problème avec interface en présence de contact et frottement

FIGURE 2.2: Repère local utilisé pour l’application de la loi de comportement locale sur
l’interface Γ.

Remarque : Pour des problèmes tri-dimensionnels, les directions t1
Γ

et t2
Γ

sont arbitrai-
rement choisies. La seule condition imposée est que (n,t1,t2) forme un repère orthonormé
direct sur chaque noeud de la discrétisation de l’interface (FIG.2.2).

On définit alors les déplacements relatifs, sauts normaux et tangentiels (ouverture et
glissement), entre les deux faces et en un point x de l’interface :

[wn(x, t)] = w+
n (x, t)−w−n (x, t) (2.21)

[wt1(x, t)] = w+
t1(x, t)−w−t1(x, t) (2.22)

[wt2(x, t)] = w+
t2(x, t)−w−t2(x, t) (2.23)

En utilisant ces notations, les équations fortes du problème local d’interface s’écrivent :

• ouverture [wN(x, t)]> 0 → t+(x, t) = t−(x, t) = 0

• contact [wN(x, t)] = 0 → t+(x, t) =−t−(x, t)

• adhérence |tt i(x, t)|< µ f issure |tN(x, t)| → ∆[wt i(x, t)] = 0

• glissement |tt i(x, t)|= µ f issure |tN(x, t)| → ∃ γ > 0 / ∆[wt i(x, t)] =−γ t+T (x, t)

(2.24)

où ∆[wt i(x, t)] est l’incrément de glissement pour le pas de temps ∆t considéré et µ f issure
est le coeffcient de frottement entre les lèvres de la fissure.

La simulation de la propagation des fissures de fatigue dans les rails nécessite la prise
en compte du contact frottant entre les lèvres de la fissure. Une formulation spécifique
est utilisée dans le cadre de la X-FEM. Elle introduit un raccord faible entre la fissure
et la structure. C’est grâce à ces opérateurs de type Mortar que les discrétisations de
la structure et de la fissure peuvent être rendues indépendantes. Cette formulation issue
de travaux antérieurs constitue le point de départ des développements réalisés dans mon
travail sous CAST3M.
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2. Modèle multi-échelles avec contact et frottement interfacial

Dans la section suivante, la discrétisation des champs globaux et locaux telle qu’im-
plementée est précisée. La discrétisation des champs d’interface proposée fait appel à
l’utilisation originale d’enrichissement saut.

2.3 Discrétisation multi-échelles enrichie des champs
Dans le cadre de la X-FEM introduite dans le premier chapitre du manuscrit (1.3.4), le

problème de structure est discrétisé grâce à un maillage d’éléments finis. La modification
du champ de déplacement introduit par la fissure est simplement modélisée par l’intro-
duction judicieuse d’enrichissement sur ce maillage. Si on se limite à cette méthode, avec
une formulation à un seul champ (le déplacement global dans la structure), la fissure
n’est donc pas explicitement maillée. En revanche, l’utilisation de la formulation faible
à trois champs permet d’introduire une discrétisation propre à la fissure indépendante du
maillage de structure. Ceci permet d’avoir des niveaux de discrétisation adaptés aux phé-
nomènes que la modélisation avec contact doit retranscrire. Au niveau de la structure, la
fissure introduit une discontinuité et une singularité. A l’échelle de la fissure, il faut capter
les phénomènes de contact et de frottement entre les lèvres. La méthode implémentée dans
CAST3M reprend la méthode des éléments d’interface pour la gestion du contact frottant
entre les lèvres introduite par [DOL 01]. La nouvelle stratégie proposée par [PIE 10c] a
rendu la taille des éléments de l’interface indépendante de celle des éléments du maillage
de structure. C’est cette approche qui a été reprise et adaptée.

Les inconnues locales ne sont plus définies aux points de Gauss des éléments d’in-
terface mais sur les noeuds de la discrétisation locale. Le choix a été fait de décrire les
champs locaux à l’aide d’enrichissement saut porté par les noeuds de la discrétisation lo-
cale. Les lèvres Γ+ et Γ− ne sont donc plus définies explicitement. Les champs sont alors
discrétisés sous la forme suivante pour une fissure débouchante avec un unique front :

u(x, t)' ∑
i∈Nn

ui(t)Φi(x)+H ∑
j∈Nc

au j(t)Φ j(x)+
4

∑
l=1

Bl ∑
k∈N f

blk(t)Φk(x) (2.25)

w(x, t)' ∑
m∈Nm

wm(t)Ψm(x)+Hawm(t)Ψm(x) (2.26)

t(x, t)' ∑
m∈Nm

tm(t)Ψ′m(x)+Hatm(p)Ψ′m(x) (2.27)

Dans ces équations, H est la fonction Heavyside généralisée prenant pour valeur res-
pectivement +1 et −1 de part et d’autre de l’interface (voir FIG.1.34).

Les sauts en déplacement et en pression sur l’interface sont donc :

[w] = w+−w− = 2awm (2.28)

[t] = t+− t− = 2atm (2.29)
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Discrétisation multi-échelles enrichie des champs

front

fissure

FIGURE 2.3: Représentation graphique 2D des enrichissement introduits. Les carrés et
les triangles représentent respectivement les enrichissements discontinus et singuliers.

Pour les détails liés à cette discrétisation et à leur implication dans le calcul des matrices
de couplage, se référer à l’annexe A.

Enfin, la possibilité de définir des discrétisations non seulement indépendantes
(FIG.2.4 (a)) mais aussi non conformes a été implémentée (FIG.2.4 (b) et FIG.2.5).
La discrétisation de l’interface est donc complètement indépendante de celle de la
structure. Cette vision à deux échelles est particulièrement bien adaptée à la progam-
mation dans CAST3M qui fait appel à une définition implicite-explicite de la fissure
[PRA 11, FRI 12, PRA 14] (voir partie 2.7.3.1). Ainsi, la fissure est maillée explicitement
par l’utilisateur. Grâce à l’approche utilisée, celui-ci n’a pas besoin de se préoccuper de la
conformité du maillage de la fissure avec celui de la structure. Le maillage du problème
local peut être raffiné indépendamment de celui de la structure. Ceci permet d’utiliser une
discrétisation fine à l’interface adaptée à l’échelle des non-linéarités de contact tout en
conservant un maillage volumique plus grossier.
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2. Modèle multi-échelles avec contact et frottement interfacial

(a) (b)

FIGURE 2.4: (a) Exemple de discrétisation indépendante conforme proposée par Pierres
et al. [PIE 10a]. Les inconnues sont définies aux points de Gauss des éléments d’inter-
face. (b) Extension de cette approche avec la possibilité d’utiliser des discrétisations non
conformes. Les inconnues sont portées aux noeuds de la discrétisation de l’interface. Les
carrés représentent les enrichissements discontinus. La non conformité des deux discréti-
sations est réalisée en autorisant une erreur pour l’intégration des champs sur les éléments

d’interface à cheval sur plusieurs éléments de structure.

(a) (b)

FIGURE 2.5: Exemple de discrétisation de l’interface complètement indépendante du
maillage de structure (a) bi-dimensionnel et (b) tri-dimensionnel.
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Résolution non-linéaire basée sur la méthode LATIN stabilisée

2.4 Résolution non-linéaire basée sur la méthode LATIN
stabilisée

La formulation utilisée pour l’écriture du problème d’une structure fissurée avec prise
en compte du contact et frottement à l’interface, ainsi que les dicrétisations des champs,
ont été précisées dans les sections précédentes. Il nous faut maintenant nous donner une
méthode incrémentale afin de résoudre ce problème non-linéaire. Cette méthode devra
nous permettre de calculer à partir du vecteur d’état Xn = (un,σn,wn, tn), solution du
problème à l’instant tn, le nouveau vecteur d’étatXn+1 à l’instant tn+1.

2.4.1 Résolution non-linéaire basée sur la méthode LATIN
Il a été choisi d’utiliser la méthode LATIN pour la résolution quasi-statique du pro-

blème de rupture. La méthode LATIN (pour LArge Time INcrement) est un solveur non
linéaire qui permet de résoudre les problèmes à la fois en espace et en temps [LAD 99].
Cette méthode permet à partir d’une première approximation (souvent une résolution élas-
tique linéaire) sur tout l’espace-temps d’approcher la solution non-linéaire du problème
sur tout l’espace-temps (FIG.2.6 (a)). Cette méthode a déjà été appliquée à de nombreux
problèmes de statique, quasi-statique et dynamique [RIB 07, PAS 08, GUI 08].

Pour les problèmes de structure avec prise en compte du contact frottant aux inter-
faces, une version dite incrémentale de la LATIN a été proposée par Champaney et al.
[CHA 99]. A l’inverse de la méthode initialement proposée, l’intervalle de temps [0;T ]
est discrétisé en pas de temps tn. La solution non-linéaire est alors recherchée pour chaque
pas de temps l’un après l’autre par un processus itératif (FIG.2.6 (b)).

(a) (b)

FIGURE 2.6: (a) Représentation graphique du processus itératif de la méthode LATIN.
X(0) est le vecteur d’état initial, X(i) est le vecteur d’état à l’itération i et X(∞) est le
vecteur d’état solution du problème. (b) Représentation graphique du processus itératif de
la méthode LATIN dite incrémentale. X(i)

n est le vecteur d’état à l’itération i pour un pas
de temps n donné.
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2. Modèle multi-échelles avec contact et frottement interfacial

L’idée de la méthode LATIN repose sur la division des équations du problème en deux
sous-ensembles :

– un sous-ensemble (L) d’équations locales, éventuellement non linéaires. Ici, cet
ensemble correspond aux équations de la loi de comportement à l’interface (2.24) ;

– un sous-ensemble (G) d’équations linéaires, généralement globales. Dans notre ap-
proche, cet ensemble est composé de l’équation établissant la formulation faible
mixte (2.18), de la loi de comportement en volume (2.19) et des conditions aux
limites (2.2) et (2.3).

A partir d’une solution initiale X(0)
n issue d’un calcul élastique, une approximation

de la solution non linéaire X(∞)
n à un instant est obtenue par un processus itératif en

deux étapes illustrées sur la FIG.2.7. La méthode introduit des conditions supplémentaires
reliant les solutions obtenues dans les sous-espaces (L) et (G). Ces conditions, appelées
les directions de recherche locale EG→L et globale EL→G, relient la différence des champs
locaux w et t entre deux approximations globales et locales :(

X
i+ 1

2
n −X i

n

)
∈ EG→L =⇒ ti+ 1

2 − ti = kL(wi+ 1
2 −wi) (2.30)

(
X i+1

n −X i+ 1
2

n

)
∈ EL→G =⇒ ti+1− ti+ 1

2 =−kG(wi+1−wi+ 1
2 ) (2.31)

où kL et kG sont des opérateurs strictement positifs exprimés en Pa.m−1 définis par :

kL =

[
kL,N 0

0 kL,T

]
et kG =

[
kG,N 0

0 kG,T

]
(2.32)

FIGURE 2.7: Représentation schématique du processus itératif de la méthode LATIN au
pas de temps tn.
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Résolution non-linéaire basée sur la méthode LATIN stabilisée

Chaque itération de la méthode LATIN se fait en deux temps :
1. L’étape locale.

La solution du problème localX
i+ 1

2
n est recherchée. A partir des grandeurs wi

n et ti
n,

l’utilisation des équations de comportement (2.24) et de la condition supplémentaire

introduit par la LATIN (2.30), la solution wi+ 1
2

n et ti+ 1
2

n est recherchée dans (L).
2. L’étape globale.

A partir de la solution de l’étape locale, la solution X i+1
n est recherchée dans (G).

Pour cela l’équation (2.31) est introduite dans la formulation faible à trois champs
(2.18), formulation qui devient alors :

0 = −
∫

Ω
Tr
[
Kε(ui+1

n )ε(u∗)
]

dΩ+
∫

Γ
ti+1
n ·u∗dS

+
∫

∂2Ω
Fn ·u∗dS+

∫
Ω

fn ·u∗dΩ

+
∫

Γ

(
ti+ 1

2
n +kGwi+ 1

2
n

)
·w∗dS−

∫
Γ

(
ti+1
n +kGwi+1

n
)
·w∗dS

+
∫

Γ

(
ui+1

n −wi+1
n
)
· t∗dS

∀u∗ ∈U0, ∀w∗ ∈W ∗, ∀t∗ ∈ Λ∗, ∀tn ∈ [0;T ]

(2.33)

Cette équation nous permet d’obtenir les champs solutions ui+1
n , wi+1

n et ti+1
n véri-

fiant l’équilibre global à partir des champs wi+ 1
2

n et ti+ 1
2

n .

Une itération de la méthode LATIN correspond à ces deux étapes. Leurs répétitions

permettent d’assurerX
i+ 1

2
n =X i+1

n =X∞
n (à précision donnée avec un critère d’arrêt adé-

quat). La convergence de la méthode LATIN (sous certaines conditions) a été démontrée
[LAD 99]. Si la loi de comportement est monotone et si les interfaces représentent des
conditions aux limites, des liaisons parfaites ou des surfaces de contact sans frottement, il
est montré que le processus converge lorsque les directions de recherche locale et globale
sont conjuguées et positives, soit :

kL = kG = k =

[
k 0
0 k

]
. (2.34)

Le critère d’arrêt utilisé pour le processus itératif est celui développé par Ribeaucourt
et al. [RIB 06, RIB 07]. Dans ce travail, le choix a été fait de fixer la valeur du déno-
minateur à celle prise pour la première itération. Cet indicateur permet de distinguer les
grandeurs locales normale et tangentielle car les deux problèmes peuvent avoir des ordres
de grandeur différents. Son caractère local en fait un indicateur sévère.
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2. Modèle multi-échelles avec contact et frottement interfacial

Il est défini de la manière suivante :

η = max(ηN ;ηT ) (2.35)

avec

ηN =
‖ X(i+1)

N −X(i+ 1
2 )

N ‖2
∞

‖ X(1)
N ‖2

∞ + ‖ X(1+ 1
2 )

N ‖2
∞

, ηT =
‖ X(i+1)

T −X(i+ 1
2 )

T ‖2
∞

‖ X(1)
T ‖2

∞ + ‖ X(1+ 1
2 )

T ‖2
∞

(2.36)

où la norme ‖ X ‖2
∞ est définie par :

‖ X ‖2
∞= max(

1
k

T2 + kW2) (2.37)

A partir de la discrétisation introduite (2.25), (2.26) et (2.27), l’étape globale de la
méthode LATIN (2.33) s’écrit sous la forme du système linéaire discrétisé suivant :

 K 0 −Kut
0 Kww Kwt
−KT

ut KT
wt 0

 Ui+1
Wi+1
Ti+1

=

 F
Kwt ·Ti+ 1

2
+Kww ·Wi+ 1

2
0

 (2.38)

où K est la matrice de raideur globale du problème de structure enrichi. Kut et Kwt sont
des opérateurs raccordant au sens faible les déplacements de la structure et de l’interface
et définis dans mon travail comme suit :

Kut =

[ ∫
Γ

ΦiΨ
′
mdS 0 0

0
∫

Γ
H2Φ jΨ

′
mdS

∫
Γ

B1HΦkΨ′mdS

]
(2.39)

Kwt =

[ ∫
Γ

ΨiΨ
′
jdS 0

0
∫

Γ
H2ΨiΨ

′
jdS

]
(2.40)

Dans ces matrices, les inconnues du saut des champs w et t sont liées avec la compo-
sante discontinue du champ de déplacement de la structure. La valeur de H2 sur l’interface
est 1.

Kww est la matrice de raideur du problème d’interface enrichie introduite par la mé-
thode LATIN. Avec la discrétisation choisie pour les champs d’interface :

Kww =

[ ∫
Γ

kΨiΨ jdS 0
0

∫
Γ

kH2ΨiΨ jdS

]
(2.41)

L’assemblage des matrices Kut , Kwt et Kww a été programmé en esope (accro2.eso,
voir l’annexe C) dans l’opérateur gibiane RELA ACCRO ’FAIB’. Le solveur non-linéaire
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Résolution non-linéaire basée sur la méthode LATIN stabilisée

LATIN a été implémenté dans une procédure spécifique faisant appel à d’autres procé-
dures afin d’assurer un fonctionnement en "boite noire" pour l’utilisateur.

Un des inconvénients des formulations mixtes est qu’elles peuvent parfois être in-
stables. Plusieurs travaux les utilisant ont constaté des oscillations numériques sur l’in-
terface, visibles principalement sur le dual (i.e les efforts d’interface) [MOë 06, GéN 07,
BéC 09, LIU 10, GRA 11, AMD 12]. Un moyen de pallier cela pourrait être d’utiliser un
filtre spatial plus grossier pour la discrétisation de l’interface. Cette solution n’est cepen-
dant pas compatible avec une modélisation précise du contact frottant à l’interface. Des
travaux se sont donc concentrés sur la stabilisation de ces formulations.

2.4.2 Stabilisation de la formulation
Gravouil et al. [GRA 11] ont introduit un terme de stabilisation dans la formulation

précédente. Ce terme est ajouté afin que le système respecte la condition de stabilité
de Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi dite LBB, c’est-à-dire que les inconnues du système
linéaire discrétisé restent bornées quel que soit le second membre. Il est montré dans
[GRA 11] que c’est en lieu et place du 0 sur la dernière ligne du système matriciel précé-
dent (2.38) que le terme de stabilité doit être ajouté. Le terme de stabilisation Ktt , suivant
la discrétisation des champs définis dans ce travail pour l’implémentation dans CAST3M,
s’écrit :

Ktt =

[ ∫
Γ
−ξΨ′iΨ

′
jdS 0

0
∫

Γ
−ξH2Ψ′iΨ

′
jdS

]
(2.42)

avec ξ > 0. Ce terme permet à la méthode de converger plus rapidement vers une so-
lution stable [GRA 11, PIE 10a]. Il est également créé par la commande ’RELA’ ’ACCR’
’FAIB’. Le système devient alors :

 K 0 −Kut
0 Kww Kwt
−KT

ut KT
wt Ktt

 Ui+1
Wi+1
Ti+1

=

 F
Kwt ·Ti+ 1

2
+Kww ·Wi+ 1

2
Ktt ·Ti+ 1

2

 (2.43)

Pour une précision donnée, le terme ajouté s’annule (Ktt ·Ti+1−Ktt ·Ti+ 1
2

tend vers
0) et ne modifie donc pas la solution non-linéaire obtenue. Il modifie cependant le taux de
convergence de la méthode.

Il est intéressant d’effectuer la démarche inverse, c’est-à-dire de remonter le terme
de stabilisation du système matriciel discrétisé vers la formulation faible à trois champs
après introduction des équations de la LATIN afin de comprendre la signification de ce
terme de stabilisation.

L’équation (2.33) devient alors :
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2. Modèle multi-échelles avec contact et frottement interfacial

0 = −
∫

Ω
Tr
[
Kε(ui+1

n )ε(u∗)
]

dΩ+
∫

Γ
ti+1

n ·u∗dS

+
∫

∂2Ω
Fn ·u∗dS+

∫
Ω

fn ·u∗dΩ

+
∫

Γc

(
ti+ 1

2
n +kGwi+ 1

2
n

)
·w∗dS−

∫
Γc

(
ti+1

n +kGwi+1
n
)
·w∗dS

+
∫

Γc

(
ξGti+ 1

2
n −ξGti+1

n

)
· t∗dS+

∫
Γc

(
ui+1

n −wi+1
n
)
· t∗dS

∀u∗ ∈U0, ∀w∗ ∈W ∗, ∀t∗ ∈ Λ∗, ∀tn ∈ [0;T ]

(2.44)

avec de même que pour l’opérateur kG :

ξG =

[
ξG,N 0

0 ξG,T

]
(2.45)

où de la même manière que pour kG, ξG,N est choisi égale à ξG,T .
D’après le troisième terme intégral associée à t∗, il est clair que ξG est homogène

à k−1
G . On verra par la suite que cela conduit effectivement à une valeur optimale de

stabilisation.

Cette méthode requiert généralement plus d’itérations que les méthodes utilisant des
algorithmes de type Newton-Raphson [LIU 08, LIU 10] pour atteindre une précision don-
née. En revanche, une itération avec la méthode LATIN a un coût numérique très faible
car :

– Aucune opération de mise à jour d’opérateur n’est réalisée.
La matrice globale est assemblée et factorisée uniquement pour la première résolu-
tion du système linéaire. Les itérations suivantes présentent donc un coût numérique
très inférieur.

– Aucune itération n’est effectuée lors de l’étape locale. Il s’agit uniquement d’une
mise à jour des champs locaux provenant de l’étape globale afin qu’ils respectent le
comportement local.

– La matrice globale du système linéaire est symétrique, définie, positive.

Ces propriétés font de la LATIN une méthode numérique efficace dont le taux de
convergence est gouverné par les valeurs imposées pour les paramètres k et ξ. Autrement-
dit, le taux de convergence n’est pas discriminant entre la LATIN et les solveurs Newton-
Raphson. Seule la complexité (le nombre d’opérations élémentaires) permet de comparer
les performances.
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Résolution non-linéaire basée sur la méthode LATIN stabilisée

2.4.3 Définition a priori de paramètres assurant un taux de conver-
gence proche de l’optimal

Pour une utilisation de la méthode dans un cadre industriel, fournir des estimations a
priori des paramètres assurant au solveur non-linéaire un taux de convergence proche
de l’optimal est un enjeu important. De plus, en vue de réaliser des simulations tri-
dimensionnelles de propagation, assurer un taux de convergence proche de l’optimal à
la méthode constitue un bon levier pour réduire les temps de calcul.

D’autre part, une définition automatique de ces paramètres optimaux permet à des
utilisateurs non avertis d’effectuer des simulations à l’aide de cette méthode de résolution.
C’est dans ce but que j’ai proposé de définir de manière a priori les paramètres contrôlant
le taux de convergence, la direction de recherche k et le paramètre de stabilisation ξ, avec
les formules suivantes :

k =
E
l

(2.46)

ξ =
l
E

(2.47)

où E et l sont respectivement le module de Young et la longueur de l’interface en 2D.
En 3D, l peut se définir par l = A

1
2 où A est l’aire de l’interface.

A partir du cas test de la FIG.2.8, avec un coefficient de frottement entre les lèvres de
la fissure µ f issure = 0.1, une étude empirico-numérique sur une très large bande de valeurs
pour k et ξ a permis d’observer l’existence d’un unique couple (k,ξ) assurant un taux de
convergence optimal. k varie entre 10−3 et 105 Pa/mm et ξ entre 10−5 et 103 mm/Pa. E
est fixé égal à 1 Pa. Pour chaque valeur du couple (k,ξ), le nombre d’itérations nécessaires
à l’algorithme non-linéaire pour atteindre une précision η < 10−4 est reporté dans le plan
(k,ξ). On obtient ainsi les surfaces de réponse du problème considéré (FIG.2.9 (a)).

2.4.3.1 Unicité du couple (k,ξ) assurant un taux de convergence optimal

Le caractère convexe des surfaces de réponse obervées montre un unique minimun
global (FIG.2.9). Ce comportement est obtenu pour tous les cas tests considérés [TRO 12].
Il existe donc un unique couple (k,ξ) assurant un taux de convergence optimal. Définir des
formules a priori permettant une bonne estimation de ce couple diminue donc les temps de
calcul et permet l’utilisation de la méthode par un grand nombre d’utilisateurs. La croix
rouge sur la FIG.2.9 (b) correspond au couple (k,ξ) prédit par l’utilisation des formules
proposées. On observe un bon accord entre les valeurs prédites par les formules et les
optima obtenus numériquement.
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2. Modèle multi-échelles avec contact et frottement interfacial

X

Y

P

l
h

b

θ

FIGURE 2.8: Cas test utilisé (30 ∗ 60 éléments, θ = 15˚, l = 0,023 mm, b = 0,2 mm,
h = 0,4 mm, E = 1 Pa, P = 0,0005 Pa, µ f issure = 0,1).

(a) (b)

FIGURE 2.9: (a) Surface de réponse et (b) isovaleurs pour un cas avec des conditions de
contact glissant à l’interface (µ f issure = 0.1, θ = 15˚, l = 0.023 mm, b = 0.2 mm, h = 0.4

mm, E = 1 Pa, P = 0.0005 Pa).

2.4.3.2 Influence du matériau et de la longueur de l’interface sur le couple
(k,ξ)optimal

Une étude de sensibilité a permis d’identifier les paramètres influençant le taux de
convergence de la méthode.

Ainsi, on montre la très faible influence du chargement extérieur, de la topologie de
l’interface ainsi que du coefficient de frottement interfacial sur le couple (k,ξ) assurant un
taux de convergence optimal. Dans ces cas d’étude, la valeur de (k,ξ)optimal n’est modifiée
au maximum que d’un facteur 3 [TRO 12].

En revanche, la modification du module de Young ou de la longueur de la fissure
entraine une très forte variation de la valeur de (k,ξ)optimal . En utilisant le même cas test
que sur la FIG.2.8, avec un module de Young augmenté d’un facteur 100, on constate
alors que la direction de recherche optimale subit une augmentation du même facteur
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Résolution non-linéaire basée sur la méthode LATIN stabilisée

100. Le couple optimal passe alors de (20,0.003) dans le cas de référence à (2000,0.0005)
(FIG.2.10). Le même comportement est obtenu pour une augmentation de la longueur de
l’interface. Lorsque la longueur de l’interface augmente d’un facteur 5, on constate une
diminution de l’ordre du même facteur 5 de la valeur de la direction de recherche optimale
passant de (20,0.003) dans le cas de référence à (6,0.01) (FIG.2.11). Sur les FIG.2.10 (b)
et 2.11 (b) la croix rouge correspond au couple (k,ξ) prédit par les formules.

Il est important de préciser que ces conclusions sont valables tant que les échelles de
la fissure et de la structure restent séparées.

(a) (b)

FIGURE 2.10: Surface de réponse (a) avec E = 100 Pa et isovaleurs (b) (E = 100 Pa,
θ = 15˚, l = 0.023 mm, P = 0.0005 Pa, b = 0.2 mm, h = 0.4 mm, µ f issure = 0.1).

(a) (b)

FIGURE 2.11: Surface de réponse (a) avec L = 5Lréférence et isovaleurs (b) (l = 0.115 mm,
E = 100 Pa, θ = 15˚, P = 0.0005 Pa, b = 0.2 mm, h = 0.4 mm, µ f issure = 0.1).

2.4.3.3 Validation sur une fissure centrale inclinée avec branchements

Afin de tester les formules proposées sur un cas avec une forme d’interface plus évo-
luée que celui de référence (FIG.2.8), une fissure centrée dans le massif, inclinée et com-
portant un branchement à chaque extrémité est considérée (FIG. 2.12). Afin de permettre
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2. Modèle multi-échelles avec contact et frottement interfacial

la comparaison avec les résulats précédents, la même discrétisation de la structure, un
chargement extérieur et des conditions aux limites identiques sont utilisés. Le taux de
convergence optimal est obtenu avec le couple (9,0.4) et η est inférieur à 10−4 après 90
itérations. Dans ce cas, la longueur totale de la fissure est de 0.12 mm ce qui donne selon
les formules proposées le couple (8.3,0.12). En utilisant ces valeurs, le nombre d’itéra-
tions nécessaires pour atteindre la précision requise est de 149 (voir la table 2.1). Les
surfaces de réponse conservent leurs formes convexes et les formules fournissent une
bonne estimation des paramètres optimaux (FIG.2.13).

FIGURE 2.12: Domaine avec une fissure centrale inclinée avec branchements à ses extré-
mités (l = 0.1 mm, c = 0.01 mm, E = 1 Pa, θ = 75˚, P = 0.0005 Pa, b = 0.2 mm, h = 0.4

mm, µ f issure = 0.3).

Nombre d’térations pour (9,0.4)optimal 90
Nombre d’itérations pour (8.3,0.12) f ormules 149

TABLE 2.1: Paramètres optimaux pour une fissure centrale inclinée avec branchements à
ses extrémités.

2.4.3.4 Remarques et discussions

Dans tous les cas étudiés, les formules fournissent une très bonne estimation des
paramètres, assurant à la méthode LATIN un taux de convergence proche de l’optimal
[TRO 12]. On remarque également que la valeur de la direction de recherche k a une forte
influence sur le taux de convergence. En choisissant k proche de sa valeur optimale, ξ

peut être estimé grossièrement. En effet, on observe sur les FIG.2.9, 2.10, 2.11 et 2.13
que les surfaces de réponse présentent un fond plat dans la direction de koptimal autorisant
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Résolution non-linéaire basée sur la méthode LATIN stabilisée

ξ(mm/Pa)

(a) (b)

FIGURE 2.13: Surface de réponse (a) et isovaleurs (b) pour une fissure centrale inclinée
avec branchements (l = 0.1 mm, c = 0.01 mm, E = 1 Pa, θ = 75˚, P = 0.0005 Pa, b = 0.2

mm, h = 0.4 mm, µ f issure = 0.3).

une large plage de valeurs pour la sélection de ξ. La valeur de k doit être en premier lieu
placée proche de l’optimal.

Toutes ces conclusions sont tirées d’une étude à précision donnée (η < 10−4). Les
surfaces de réponse obtenues et le couple (k,ξ)optimal se déplacent en fonction de la pré-
cision pour laquelle l’étude est réalisée. Si l’on considère une fois de plus le cas test de
la FIG.2.8, pour différents niveaux de précision requis, on remarque que les surfaces de
réponse et les couples de paramètres optimaux (k,ξ)optimal se déplacent dans le plan (k,ξ)
(FIG.2.14). Il semble tout de même qu’une meilleure précision tend à rapprocher les va-
leurs de (k,ξ)optimal déterminées selon les expériences numériques de celles obtenues à
l’aide des formules (TAB.2.2).

Enfin, il est important de préciser que ce travail a été effectué en profondeur unique-
ment en deux dimensions, avec des discrétisations de l’interface conforme à celle de la
structure et avec un unique élément d’interface par élément de structure.

précision 10−2 10−3 10−4

k(Pa/mm) 6 10 20

ξ(mm/Pa) 0.02 0.01 0.007

Iterations avec (k,ξ)optimal 10 20 46

Iterations avec (43,0.023) f ormules 25 50 83

Iterations avec (k,ξ)dé f avorable 360 2420 8722

TABLE 2.2: Paramètres optimaux pour différents niveaux de précision.

Au sein de l’outil numérique développé, les formules proposées sont utilisées par dé-
faut, libérant l’utilisateur d’imposer une valeur pour ces paramètres. De plus, ces valeurs
sont mises à jour à mesure que la fissure évolue. Ceci est particulièrement important pour
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2. Modèle multi-échelles avec contact et frottement interfacial

FIGURE 2.14: Isovaleurs obtenues pour différents niveaux de précision (10−2, 10−3 et
10−4).

mener des simulations de propagation où la fissure croit de plusieurs fois sa taille initiale
tout en assurant un nombre d’itération proche de l’optimal pour la résolution du problème
de rupture avec contact et frottement à l’interface.

Si la maîtrise de la méthode numérique telle qu’implémentée dans ces travaux est as-
surée, nous avons vu dans la partie 1.2, que pour estimer la direction et la vitesse de pro-
pagation des fissures de fatigue microstructurellement longues, de nombreuses approches
sont basées sur le calcul du taux de restitution de l’énergie et des FICs. Le calcul précis de
ces grandeurs représente donc un enjeu fondamental pour la simulation de la propagation
des fissures.

2.5 Calcul numérique des facteurs d’intensité des
contraintes

Les FICs sont calculés le long de la discrétisation du front à l’aide des intégrales
d’interaction présentées dans la section 1.2.4 (équations (1.19) et (1.22)). Comme nous
l’avons vu, le frottement entre les lèvres de la fissure modifie le processus de dissipation
d’énergie. Les termes supplémentaires, permettant la prise en compte du contact frottant,
ont donc été ajoutés dans les intégrales de domaine utilisées pour le calcul des FICs dans
CAST3M. Ainsi, par exemple, le terme à ajouter dans J̃ pour le calcul du taux de restitu-
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Calcul numérique des facteurs d’intensité des contraintes

tion d’énergie est :∫
Γ+∪Γ−

σ12

(
∂u−1
∂x1
−

∂u+1
∂x1

)
dΓ =

∫
Γ+∪Γ−

σ12∇[w]dΓ (2.48)

Ces termes nécessitent d’une part le calcul du gradient des sauts de déplacement ∇[w]
aux points de Gauss de l’interface et d’autre part l’intégration de ces champs. La nouvelle
discrétisation introduite et l’utilisation d’enrichissement saut sur l’interface ont rendu
indispensable l’extension des opérateurs d’intégration (INTG) et du calcul du gradient
(GRAD) aux champs locaux (ajout dans grad1.eso et intgca.eso). Cette étape a permis
d’ajouter les termes dûs au frottement dans les intégrales de domaine dédiées au calcul de
J̃ et des FICS. Les procédures G_T HETA.proc et G_CALCUL.proc ont été modifiées en
conséquence.

Conclusion intermédiaire

La formulation faible mixte stabilisée antérieure à ces travaux a été adaptée et im-
plémentée dans CAST3M. Les discrétisations de l’interface et de la structure sont com-
plètement indépendantes et permettent de modéliser de manière optimisée les phéno-
mènes ayant lieu aux différentes échelles (la fissure dans la structure et le contact frottant
entre les lèvres de la fissure). Des enrichissements ont été introduits dans la discrétisa-
tion des champs locaux. Ce travail a donné lieu au développement d’un nouvel opérateur
CAST3M : RELA ACCRO ’FAIB’. Une version dite ’FORTE’ de ce couplage entre l’in-
terface et la structure a également été programmée. Un solveur non-linéaire a été introduit
dans une procédure spécifique. L’étude du comportement de l’algorithme de résolution a
permis de proposer des formules a priori pour la sélection des paramètres gouvernant le
taux de convergence de la méthode. Une sélection automatique de ces paramètres permet-
tra une réduction des temps de calcul. Elle autorisera également un utilisateur non averti
à utiliser la méthode. De plus, les termes introduits par le contact et le frottement dans
le calcul des intégrales de domaine utilisées pour le calcul des FICs ont été ajoutées. Le
schéma numérique de résolution du problème non-linéaire tel que mise en oeuvre dans
CAST3M est maitrisé. Il nous faut maintenant valider les résultats obtenus.
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2. Modèle multi-échelles avec contact et frottement interfacial

2.6 Exemples de problèmes de rupture et validation
Cette partie s’attache à valider les développements réalisés sur différents cas tests de

référence. Ces exemples visent à illustrer la stabilité des solutions locales obtenues et à
s’assurer que la méthode telle qu’implémentée fournit des résultats corrects.

2.6.1 Validation des pressions de contact à l’interface

On considère un domaine 2D carré Ω de dimensions (0.1 m x 0.1 m) soumis à une
contrainte de compression verticale P = 1 MPa (FIG.2.15). Une interface Γ, perpendi-
culaire à la direction du chargement, divise Ω en deux parties égales. On impose une
condition de déplacement nul sur la surface inférieure (ux = uy = 0) et une condition
de déplacement horizontal nul sur la surface supérieure (ux = 0). Le matériau est ho-
mogène, élastique et isotrope de module de Young E = 206 GPa et de coefficient de
Poisson ν = 0.3. Le coefficient de frottement à l’interface est µ f issure = 0.2. Le maillage
est constitué de 361 éléments finis linéaires quadrangulaires et la discrétisation de l’inter-
face est choisie conforme à celle de la structure afin de permettre la comparaison avec le
logiciel utilisé comme référence. Le problème est résolu en déformation plane avec une
précision de 10−4 et les formules proposées précédemment pour la sélection de la direc-
tion de recherche et du paramètre de stabilisation sont utilisées : k = E/l = 2.06 1012

Pa/m et ξ = 1/k = 4.85437 10−13 m/Pa. La précision demandée est atteinte en 102 ité-
rations (pour 92 dans [PIE 10a] pour le même cas test mais avec (k,ξ)optimal). Le soin a
été pris de vérifier que l’intégrale des pressions de contact sur l’interface est égale à la
résultante du champ de force appliquée sur la surface supérieure (FIG.2.15 (c)). On note
également l’absence d’instabilité sur les pressions d’interface. La différence en terme de
champ de déplacement maximal sur un noeud de même position entre la solution obtenue
sous CAST3M et la solution dans [PIE 10a] est de : |uréférence−ucast3m|/|uréférence|= 3%
(FIG.2.15 (a) et (b)).

VAL − ISO
> 0.00E+00
< 4.41E−07

1.05E−08
3.15E−08
5.25E−08
7.34E−08
9.44E−08
1.15E−07
1.36E−07
1.57E−07
1.78E−07
1.99E−07
2.20E−07
2.41E−07
2.62E−07
2.83E−07
3.04E−07
3.25E−07
3.46E−07
3.67E−07
3.88E−07
4.09E−07
4.30E−07

(a) (b) (c)

FIGURE 2.15: (a) Isovaleurs du champ de déplacement global de référence. (b) Isova-
leurs du champ de déplacement global et (c) champ des pressions de contact à l’interface

calculé avec CAST3M.
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Exemples de problèmes de rupture et validation

On résoud maintenant le problème tri-dimensionnel dérivant du cas test 2D précédent.
La surface du cas test précédent est extrudée sur une profondeur de z = 0.1 m. Le cube
est maillé avec des éléments héxaèdriques réguliers linéaires avec 19 éléments par côté
(FIG.2.16). Les conditions aux limites appliquées deviennent, ux = uy = uz = 0 sur la face
inférieure, sur la face supérieure une pression de 1 kPa est appliquée et les déplacements
de cette surface dans le plan (x,y) sont bloqués (ux = uy = 0). Le problème est résolu avec
une précision de 10−3 afin de diminuer les temps de calcul. Les formules proposées pré-
cédemment pour la direction de recherche et le paramètre de stabilisation sont utilisées :
k = E/(A0.5) = 2.06 1012 Pa/m et ξ = 1/k = 4.85437 10−13 Pa/m. Le champ de déplace-
ment global et les pressions de contact à l’interface obtenus sont présentés sur la FIG.2.16
(a) et (b). Une fois de plus, on vérifie que l’intégrale des pressions sur l’interface est égale
à la résultante appliquée. On note également que la stabilité du champ de pression de
contact est remarquable.

VAL − ISO
> 0.00E+00
< 4.87E−07

1.16E−08
3.48E−08
5.80E−08
8.12E−08
1.04E−07
1.28E−07
1.51E−07
1.74E−07
1.97E−07
2.20E−07
2.43E−07
2.67E−07
2.90E−07
3.13E−07
3.36E−07
3.59E−07
3.83E−07
4.06E−07
4.29E−07
4.52E−07
4.75E−07

(a) (b)

FIGURE 2.16: (a) Isovaleurs du champ de déplacement global. (b) Champ des pressions
de contact à l’interface.

2.6.2 Problème bi-dimensionnel avec contact adhérent à l’interface

L’objectif de ce troisième cas test est de valider les résultats obtenus sur un cas bi-
dimensionnel avec des conditions d’adhérence à l’interface. Un domaine Ω rectangu-
laire de dimension (0.2 m x 0.8 m) contenant une fissure droite inclinée est considéré
(FIG.2.17). Le coefficient de frottement entre les lèvres µ f issure est fixé à 1. Une pression
uniforme de 1 MPa est appliquée sur la surface supérieure et la surface inférieure est en-
castrée. Le maillage de Ω est constitué d’éléments quadrangulaires linéaires de 0.01 m de
côté (élément carré). L’interface est inclinée d’un angle θ = 45˚avec un unique front. Une
discrétisation conforme avec les éléments de structure est utilisée.

La comparaison des résultats obtenus avec ceux du logiciel ELFE-3D utilisé comme
référence montre des solutions très proches. ELFE-3D est un logiciel de recherche déve-
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2. Modèle multi-échelles avec contact et frottement interfacial

°

FIGURE 2.17: Maillage bi-dimensionnel utilisé (20 x 40 éléments quadrangulaires li-
néaires de 0.01 m de côté, élément carré). La discrétisation de l’interface est conforme à

celle de la structure.

loppé au laboratoire LAMCOS permettant de résoudre les problèmes de mécanique de la
rupture avec contact et frottement à l’interface. Les résultats issus de ce logiciel ont déjà
été validés par comparaison avec ANSYS [PIE 10a]. La différence relative entre les dé-
placements maximaux (FIG.2.18) et les KII calculés en prenant en compte les termes de
frottement dans les deux solutions sont acceptables (< 2%, voir TAB.2.3). Les FICs sont
estimés en utilisant la même technique de calcul et un domaine d’intégration équivalent.
La comparaison de la distribution des pressions interfaciales montre un très bon accord
avec la solution de référence (FIG.2.19). On observe également qu’avec une discrétisation
plus fine de l’interface, la solution en volume reste identique et le champ des pressions est
toujours stable.

maxΩ uglobal (µm) KII Pa.
√

m
ELFE-3D 2.21 −16.788 104

CAST3M 2.25 −16.832 104

Différence relative (%) 1.8 0.2

.

TABLE 2.3: Tableaux comparatifs des résultats obtenus avec ELFE-3D et CAST3M.

78 Simulation multi-échelles de la propagation des fissures de fatigue dans les rails

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0033/these.pdf 
© [B. Trollé], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



Exemples de problèmes de rupture et validation

0 2.46e-07 4.92e-07 7.38e-07 9.84e-07 1.23e-06 1.48e-06 1.72e-06 1.97e-06 2.21e-06

FIGURE 2.18: Isovaleurs du champ de déplacement global calculées avec (a) ELFE-3D
et (b) CAST3M.

FIGURE 2.19: Distribution des efforts surfaciques de contact entre les lèvres de la fissure
calculée avec (a) ELFE-3D et (b) CAST3M. La solution (c) correspond à une discrétisa-
tion plus fine de l’interface avec CAST3M. Dans CAST3M, le support des pressions à
l’interface sont les noeuds de la discrétisation alors qu’il s’agit des points de Gauss dans

ELFE-3D.
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2. Modèle multi-échelles avec contact et frottement interfacial

2.6.3 Problème tri-dimensionnel avec contact unilatéral et singula-
rité dans la solution de contact

Un domaine Ω parallélépipédique de dimensions (0.1 m x 0.025 m x 0.12 m) comporte
une fissure débouchante Γ à front droit (FIG.2.20). Le matériau est homogène, élastique
et isotrope de module de Young E = 206 GPa et de coefficient de Poisson ν = 0.3. La face
inférieure est encastrée (ux = uy = uz = 0). Une contrainte de compression P = 100 MPa
est appliquée uniformément sur la demi-surface du dessus afin d’ouvrir partiellement la
fissure. Elle produit une discontinuité dans la solution de contact entre les faces de la fis-
sure. La loi de comportement d’interface est une loi de contact unilatéral sans frottement.
Les maillages sont constitués d’éléments hexaèdriques linéaires dans CAST3M et tétraè-
driques linéaires dans ELFE-3D. Le problème est résolu avec une précision η < 2.10−3.
La précision est atteinte en 54 itérations avec les valeurs de paramètres définies selon les
formules proposées k = E/(A0.5) = 4.92 1012 Pa/m et ξ = 1/k = 2.03 10−13 m/Pa. La
comparaison des isovaleurs de la solution globale montre un très bon accord entre les
résultats des deux calculs FIG.2.21. La différence relative du déplacement maximal dans
les deux cas est de 1.1%. Une fois de plus, la stabilité du champ des efforts surfaciques
de contact à l’interface est remarquable, et cela, même avec des discrétisations d’interface
très fines (FIG.2.22).

FIGURE 2.20: Maillage de structure utilisé (10 x 4 x 12 héxaèdres réguliers). La discré-
tisation de l’interface est non conforme et est constituée de 486 éléments triangulaires

linéaires.
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Exemples de problèmes de rupture et validation

0 1.02e-05 2.04e-05 3.07e-05 4.09e-05 5.11e-05 6.13e-05 7.15e-05 8.18e-05 9.2e-05

FIGURE 2.21: Isovaleurs du champ de déplacement global calculées avec (a) ELFE-3D
et (b) CAST3M.

FIGURE 2.22: Solution locale, distribution des efforts surfaciques de contact entre les
lèvres de la fissure sur la déformée des lèvres calculée avec CAST3M. La solution (a) est

obtenue avec 486 éléments d’interface et (b) avec 4374 éléments d’interface.
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2. Modèle multi-échelles avec contact et frottement interfacial

2.6.4 Problème tri-dimensionnel avec contact glissant à l’interface

Un cube Ω de dimensions (50 mm x 50 mm x 50 mm) représenté sur la FIG.2.23
est traversé par une fissure Γ plane, débouchante, à front droit et inclinée de 20˚ par
rapport à l’axe vertical. Le matériau est homogène, élastique et isotrope de module de
Young E = 200 GPa et de coefficient de Poisson ν = 0.3. Une contrainte de compres-
sion P = 50 MPa est appliquée uniformément sur la face supérieure de l’éprouvette. Une
condition de déplacement nul sur la face inférieure est imposée (ux = uy = uz = 0). A
l’interface, on considère la loi de contact unilatéral et la loi de frottement de Coulomb
avec un coefficient de frottement de 0.2. Les maillages sont constitués d’hexaèdres ré-
guliers linéaires pour les calculs dans CAST3M et de tétraèdres linéaires dans le logi-
ciel de référence. La discrétisation de l’interface est choisie fine par rapport au maillage
en volume (hstructure/h f issure ≈ 10 sur la FIG.2.23). Elle est non conforme dans le cas
de CAST3M et comprend 6400 éléments d’interface. Le problème est résolu avec une
précision η < 2.10−3. La précision est atteinte en 25 itérations avec les valeurs de pa-
ramètres définies selon les formules proposées k = E/(A0.5) = 2.82586 1012 Pa/m et
ξ = 1/k = 3.53874 10−13 m/Pa.

On observe sur la FIG.2.24 qu’une fois de plus les solutions globales sont très proches.
La différence relative du déplacement maximal dans les deux cas est de 1.3%. La solution
locale (FIG.2.25) met en évidence l’existence d’une composante tangentielle à l’interface
(µ f issure 6= 0), les pressions n’étant plus perpendiculaires à l’interface.

FIGURE 2.23: Maillage de structure utilisé (8 x 8 x 8 héxaèdres), la discrétisation de
l’interface est non conforme et est constituée de 6400 éléments triangulaires linéaires.

De plus, la comparaison des valeurs de KII , obtenues en utilisant 2 couches d’éléments
de structure autour du front (FIG.2.26), montre un très bon accord entre les deux codes
de calcul (FIG.2.27). De part la discrétisation non conforme mais plus régulière de l’in-
terface, il apparait que les FICs calculés dans CAST3M sont moins bruités que ceux issus
de ELFE-3D. La solution du problème doit être symétrique de part et d’autre du centre du
front, ce qui est le cas avec CAST3M (FIG.2.27).
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Exemples de problèmes de rupture et validation

0 1.6e-06 3.21e-06 4.81e-06 6.42e-06 8.02e-06 9.62e-06 1.12e-05 1.28e-05 1.44e-05

FIGURE 2.24: Isovaleurs du champ de déplacement global calculées avec (a) ELFE-3D
et (b) CAST3M.

FIGURE 2.25: Champ des pressions interfaciales calculé avec (a) ELFE-3D et (b)
CAST3M.

FIGURE 2.26: Champ d’extension virtuel pour le calcul des FICs.
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2. Modèle multi-échelles avec contact et frottement interfacial

KII (MPa.m   )
0.5

FIGURE 2.27: Comparaison des valeurs de KII calculées le long du front, obtenues avec
CAST3M et le logiciel de référence.

Le modèle multi-échelles tel qu’implémenté dans CAST3M a été validé par comparai-
son des champs de déplacements globaux, locaux et des FICs avec le logiciel de référence.
Les résultats ont montré un très bon accord entre les valeurs obtenues dans CAST3M et
celles utilisées comme référence. L’implémentation de la stratégie à deux échelles pour
la résolution du problème de rupture est validée. Dans la section suivante, nous nous in-
téressons à la simulation de la propagation des fissures de fatigue et à la stratégie à deux
échelles de temps utilisée.
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Simulation multi-échelles en temps et validation de la stratégie

2.7 Simulation multi-échelles en temps de la propagation
des fissures de fatigue et validation de la stratégie gé-
nérale

Nous avons vu dans les sections précédentes la manière dont est utilisée la LATIN
incrémentale afin de trouver la solution du problème de rupture avec contact et frotte-
ment entre les lèvres pour un pas de temps donné (2.4). Nous avons également présenté
comment sont calculés les FICs à partir de la solution du problème de structure (sections
1.2.4.3 et 2.5). Il nous faut maintenant préciser comment est utilisée cette stratégie à deux
échelles spatiales, pour un pas de temps donné, dans la simulation de la propagation des
fissures de fatigue.

2.7.1 Simulation multi-échelles en temps de la propagation des fis-
sures de fatigue

Les trois paragraphes suivants présentent de manière générale, non spécifique à cette
étude, la simulation de la propagation des fissure de fatgiue à l’aide de deux échelles de
temps.

Le cycle de chargement Tc est divisé en pas de temps tn. A chaque pas de temps, le
chargement appliqué est modifié et le problème est résolu selon une modélisation quasi-
statique. Pour chacun des pas de temps, le problème de mécanique élastique linéaire de la
rupture est résolu (solution X∞

n ) et les FICs sont post-traités. Le calcul de la solution Xn+1
est ensuite initialisé à partir de la solution X∞

n (boucle sur les positions du chargement
sur la FIG.2.29). Après le dernier pas de temps du cycle, l’histoire des FICs sur le cycle
entier est disponible. Cette échelle, celle des pas de temps au cours du cycle, correspond
à la première échelle de temps du problème (FIG.2.28).

Echelles des cycles

Echelles des pas de temps

FIGURE 2.28: Illustration des deux échelles temporelles présentes dans la simulation de
la propagation des fissures de fatigue.

Dans un second temps, à partir de l’histoire des FICs sur le cycle entier, la direction de
propagation et le taux d’accroissement sont calculés à partir de critères et de lois adaptés
aux problèmes et à la sollicitation. A partir du taux d’accroissement et en imposant soit
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2. Modèle multi-échelles avec contact et frottement interfacial

un saut de cycle ∆N soit une longueur de l’extension ∆a, l’extension orientée est ajoutée
à l’ancienne géométrie de la fissure. Ces calculs correspondent à la seconde échelle de
temps utilisée, celle des cycles au cours de la propagation (FIG.2.28). Avec la nouvelle
discrétisation de la fissure ainsi construite, un nouveau calcul démarre par le premier pas
de temps du cycle suivant Tc+1. Lors de cette étape, tous les champs sont réinitialisés
(boucle sur les cycles sur la FIG.2.29).

Avec cette approche, la propagation de la fissure est réalisée de manière incrémentale
avec une propagation à la fin du cycle, après le passage du chargement. Cette description,
différente du phénomène réel continu, n’est cependant pas un problème. En effet, cette
approche incrémentale de la propagation découle de la façon dont sont obtenues les lois
de propagation. Une mesure de la fissure est réalisée après un nombre de cycles donné.
Ces lois contiennent donc les sauts de cycles correspondant à ceux utilisés dans la stratégie
numérique. Il convient cependant de contenir ce saut à des valeurs raisonnables afin de
respecter l’hypothèse de linéarité au cours du saut de cycle. Une valeur communément
prise pour cela est un accroissement de l’ordre de quelques pourcents de la longueur
totale de la fissure.

2.7.2 Validation de la stratégie multi-échelles en temps et en espace :
cas de la propagation en fretting

La stratégie générale de simulation de la propagation des fissures de fatigue a été
confrontée à des résultats issus d’essais effectués sur un cas de fretting en configuration
cylindre-plan. Les essais en eux-mêmes n’ont pas été réalisés au cours de ces travaux
de thèse, seules les simulations l’ont été. La procédure expérimentale utilisée pour l’ob-
tention des trajets de propagation à différents nombres de cycles est cependant rappelée.
Les détails sur la procédure expérimentale ayant permis de mesurer les trajets de fissura-
tion et d’identifier la loi de propagation dédiée à cette application sont disponibles dans
[PIE 10a, BAI 13].

2.7.2.1 Essai de propagation sous sollicitation de fretting

Le dispositif d’essai utilisé est schématisé sur la FIG.2.30 (a). Il comporte une machine
de traction servo-hydraulique MTS à deux vérins. Une contrainte statique de traction est
appliquée à l’éprouvette à l’aide du premier vérin. La section de l’éprouvette dans la zone
d’intérêt est 8 mm x 10 mm (cf. FIG.2.30 (b)). Un poinçon cylindrique de rayon R = 80
mm et de largeur l = 8 mm est mis en contact avec le plan rectifié de l’éprouvette par
une force P = 8 000 N. Un roulement est mis en opposition du poinçon afin de limiter
les sollicitations de flexion sur l’éprouvette. Le matériau étudié qui constitue l’éprouvette
plane est un acier 35NCD16 traité thermiquement pour atteindre une limite à rupture σR =
1270 MPa. Le matériau du poinçon est un acier 100C6 durci par traitement thermique
pour atteindre une limite élastique σe0.2 = 1500 MPa. L’ensemble poinçon-roulement est
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Simulation multi-échelles en temps et validation de la stratégie

i i

i

ii

i

FIGURE 2.29: Algorithme simplifié utilisé pour la simulation de la propagation des fis-
sures de fatigue. li et Ni sont respectivement la longueur et le nombre de cycle pour cha-

cune des positions du chargement pour le cycle simulée i.

mis en mouvement cyclique par le second vérin à une fréquence F = 13 Hz. L’amplitude
du déplacement relatif entre l’éprouvette et le poinçon est mesurée à l’aide d’un capteur
laser. L’effort tangentiel Q est déterminé au cours de l’essai par une mesure différentielle
entre deux cellules de force liées à chaque extrémité de l’éprouvette. Les paramètres de
charge sont choisis afin de se placer en régime de glissement partiel. La valeur de δ est
asservie telle que Q = 4000N pendant toute la durée de l’essai.

L’observation in-situ de la propagation de ces fissures dans les matériaux métalliques
par une technique non destructive tri-dimensionnelle telle que la micro-tomographie de-
meure complexe. En effet, cette technique requiert notamment de réaliser les essais à l’in-
térieur du dispositif d’observation et d’effectuer des rotations complètes de l’échantillon
[BUF 05]. De plus, elle n’est pas applicable à tous les matériaux. En effet, la présence
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2. Modèle multi-échelles avec contact et frottement interfacial

de précipités ou d’inclusions dans la matière permet, par une technique de corrélation
d’images, de capturer les champs de déplacement des configurations initiale et déformée
et de reconstituer la géométrie précise des fissures en 3D [RAN 10]. En l’absence de tels
marqueurs, il est difficile d’observer les fissures et de reconstituer précisément le scénario
de la propagation. Il est donc choisi ici d’analyser les essais conduits à différents nombres
de cycles afin de reconstruire l’évolution des fissures au cours du temps. Après chaque
essai, l’éprouvette post-mortem est découpée suivant un plan perpendiculaire à la trace
de fretting (FIG.2.31). L’observation de plusieurs coupes d’un même échantillon donne
des résultats similaires et permet de valider cette analyse. Une technique de numérisation
d’image permet d’identifier précisément la géométrie de la fissure, i.e. longueur et angle
de propagation.

(a) (b)

FIGURE 2.30: (a) Représentation schématique du dispositif utilisé pour l’essai de fretting.
(b) Géométrie et dimensions des éprouvettes en acier 35NCD16 [PIE 10a].

Empreinte2D Découpe post-mortem 

Reconstruction 

du trajet de propagation

FIGURE 2.31: Empreinte de fretting obtenue après un essai cylindre-plan. La zone
d’adhérence se distingue de la zone de micro-glissement caractéristique du régime de
glissement partiel. Découpe de l’éprouvette post-mortem et reconstruction des trajets de

fissuration.
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Simulation multi-échelles en temps et validation de la stratégie

2.7.2.2 Simulation numérique des essais

Un chargement de fretting issu de la résolution d’un contact cylindre-plan est appli-
qué sur un massif 2D précontraint en tension. Les conditions de chargement sont P = 657
MPa, aH = 0.968 mm, la ratio entre la zone d’adhérence et de glissement est c/aH = 0.67,
le coefficient de frottement dans la zone de glissement µPS = 0.9 et une contrainte uni-
forme en tension est appliquée aux limites du domaine σs = 70 MPa. La fissure observée
après N = 100 000 cycles est utilisée comme fissure initiale pour la simulation de la pro-
pagation (a1 = 56 µm, θ = 67.77˚) (voir FIG.2.32). La dimension faible de la fissure par
rapport à la taille des grains (avec un rapport compris entre 5 et 10) constitue un cas limite
de simulation avec le modèle considéré dans ces travaux. Les coefficients de frottement
entre les lèvres des deux fissures sont choisis identiques et égaux à 0.3.

FIGURE 2.32: Représentation schématique de la configuration initiale de la simulation
de fretting (E = 200 GPa, ν = 0.3).

Un maillage d’éléments triangulaires linéaires à trois noeuds est utilisé avec un raffi-
nement local sous la zone de contact afin de capturer les gradients induits par les sollicita-
tions de contact (FIG.2.33). Le maillage est également raffiné dans la zone de propagation
afin de capturer la zone de K-dominance avec précision au cours de la propagation. La
direction de propagation est déterminée selon les critères de Hourlier ainsi que son ex-
tension (section 1.2.5.2), utilisables pour des chargements de fatigue multi-axiaux et non
proportionnels.

La FIG.2.34 présente les trajets simulés obtenus avec l’utilisation du critère de Hour-
lier en maxθ,t ∆k∗1(θ, t). Si l’on compare ce trajet à celui obtenu expérimentalement, on ob-
serve une excellente prédiction de la direction de propagation avec ce critère (FIG.2.35).
Ces calculs impliquent la prise en compte de plusieurs fronts. Il faut donc veiller à ce
que les pas de propagation des différentes fronts se fassent à iso-saut de cycles pour les
différents fronts.

Ces simulations ont été menées avec les trois critères de Hourlier dont son exten-
sion. Les trajets simulés dans ces trois cas sont comparés avec les résultats expérimentaux
sur la FIG.2.36. On observe alors une très bonne corrélation des critères maxθ ∆k∗1(θ) et
maxθ ∆k∗eq(θ) avec les trajets obtenus expérimentalement. Ces critères restituent correcte-
ment le comportement des fissures pour cette application où le chargement est non pro-
portionnel. Ils sont basés sur des calculs utilisant les amplitudes des facteurs d’intensité
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2. Modèle multi-échelles avec contact et frottement interfacial

FIGURE 2.33: Maillage 2D avec raffinement local, hmin = 5µm et hmax/hmin = 550.

FIGURE 2.34: Trajets simulés avec le critère utilisant maxθ,t ∆k∗1(θ, t) sur le maillage
multi-échelles paramétré 2D.

−1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

x(mm)

y(
m
m
)

simulation

esssai

FIGURE 2.35: Comparaison des trajets de propagations simulés avec le critère utilisant
maxθ,t ∆k∗1(θ, t) et issus des essais.

des contraintes en pointe d’une extension virtuelle de la fissure. Cette approche permet de
pouvoir tenir compte du caractère non proportionnel du chargement. A l’inverse, le critère
en maxθ,t k∗1(θ, t) fait appel à des maxima en un instant donné du cycle. Pour le type de
matériau considéré (peu ductile), il ,’est pas adapté au chargement non-proportionnel. Ce
critère ne permet pas de restituer le comportement des fissures dans un cas de fretting-
fissuration. On constate en revanche que pour ce qui est de l’accroissement, les valeurs
simulées montrent des fissures plus lentes que celles obtenues dans les essais (FIG.2.36).
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FIGURE 2.36: (a) Identification des trajets de fissuration à 100 000, 250 000 et 500 000
cycles obtenus par coupe métallographique des éprouvettes [BAI 13]. (b) Comparaison

des trajets de propagation simulés obtenus avec les 3 critères de Hourlier.

Ces comparaisons bi-dimensionnelles entre expérience et simulation numérique va-
lident la stratégie générale de simulation. Cependant, dans le cas des fissures de fatigue
dans les rails, le besoin de tendre vers des simulations tri-dimensionnelles a déjà été sou-
ligné dans ce mémoire. La partie suivante introduit les aspects numériques importants lié
à ces simulations de propagation en fatigue, avec contact et frottement à l’interface.
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2. Modèle multi-échelles avec contact et frottement interfacial

2.7.3 Eléments pour la simulation tri-dimensionnelle de la propaga-
tion des fisssures de fatigue

2.7.3.1 Représentation implicit-explicite des interfaces dans CAST3M

L’introduction d’une fissure, indépendamment du maillage de structure, est un des
points clés de la X-FEM. Cela implique de se donner un moyen de positionner la discon-
tinuité et la singularité dans le maillage tri-dimensionnel de la structure. L’utilisation de
fonctions de niveaux [OSH 88] (Ψ,Φ) est une méthode répandue pour faire propager des
fissures tri-dimensionnelles non planes [PIE 10b, PRA 14]. Ces fonctions consistent en
une représentation implicite d’une interface par un champ scalaire de distances signées
défini sur l’ensemble du domaine. Moës et Gravouil [MOë 02, GRA 02] ont proposé
d’utiliser un jeu de deux fonctions de niveau pour modéliser la fissure. Une première,
notée Ψ, est utilisée pour représenter la surface de discontinuité. La seconde, notée Φ,
permet de modéliser le front de fissure localisé à l’intersection des surfaces iso-0 de ces
fonctions de niveaux (FIG.2.37). Elles peuvent avoir comme support les mêmes fonctions
de formes que celles utilisées pour la discrétisation de la structure.

Fissure

FIGURE 2.37: Définition de la géométrie d’une fissure tri-dimensionnelle à l’aide de deux
fonctions de niveaux. Les surfaces Ψ0 et Φ0 correspondent aux iso-0 de ces fonctions

[PIE 10a].

La représentation implicite des fissures possède des avantages importants. La mise à
jour des fonctions de niveaux reste néanmoins difficile dans les cas où un changement
brusque de direction est simulé [DUF 07, PRA 07a]. Cela tient principalement au fait que
la méthode intialement proposée pour la mise à jour des fonctions de niveaux a été déve-
loppée pour des fissures "lisses" [GRA 02]. La méthode a donc été adaptée aux fissures de
topologies plus évoluées [DUF 07, COL 11]. Il est cependant important de rappeler que
les propriétés d’orthogonalité (∇Ψ ·∇Φ = 0) et de distance (|∇Ψ| · |∇Φ|= 1) des fonc-
tions de niveaux ne peuvent pas être simultanément vérifiées dans le cas de fissures non-
planes. Certains aménagements numériques (utilisation d’une grille auxiliaire [PRA 07b],
raffinement de type multi-grilles [RAN 09]) permettent de minimiser ces difficultés, mais
elles subsistent [PRA 11].
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Afin de pouvoir mener des simulations de propagation à un coût numérique limité,
une représentation explicite de la fissure est utilisée dans CAST3M. La fissure est alors
explicitement maillée avec une discrétisation complètement indépendante. Des relations
géométriques simples permettent de construire dans un temps très court les valeurs no-
dales des deux fonctions de niveaux Ψ et Φ [PRA 14].

Les principaux avantages de cette méthode sont les suivants :
– Les fonctions de niveaux initiales, quelle que soit la fissure maillée, sont calculées

sans itérations.
– La mise à jour des fonctions de niveaux n’est pas réalisée par un algorithme itératif.

Elle est effectuée en utilisant la nouvelle discrétisation explicite de la fissure après
l’étape de propagation (FIG.2.39).

– L’étape de propagation est réalisée aisément grâce à la définition explicite du front.
Le nouveau front résulte simplement dans ce cas d’une translation ∆a de l’ancien.
L’allongement et l’orientation de la translation sont définis grâce à l’utilisation des
FICs sur le front (en imposant une propagation à propagation à iso-nombre de
cycle ∆N le long du front) et d’un critère définissant la direction de propagation
(FIG.2.38). Le nouveau front est alors utilisé pour la mise à jour de la discrétisation
de la fissure. Lorsque les taux d’accroissements le long du front sont d’ordre de
grandeur différent, la difficulté La nouvelle discrétisation sert de base pour la mise
à jour des fonctions de niveaux Ψ et Φ (FIG.2.39).

Ces fonctions de niveaux sont un moyen efficace de stocker de nombreuses informa-
tion. Ainsi, l’étude du signe de Φ et Ψ permet respectivement de positionner la disconti-
nuité et la singularité dans la structure. Elle facilite en cela l’introduction des enrichisse-
ments de la X-FEM. Leurs gradients fournissent également très aisément la base locale en
front de fissure. Elles servent aussi notamment de base pour la détermination du champ
d’extension virtuelle en volume utilisé pour le calcul des FICs.

FIGURE 2.38: Propagation basée sur la description explicite du front de fissure [PRA 14].
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Simulation 
X-FEM

Situation le long 
du front de la fissure

X-FEM

Mise à jour
de la discrétisation

de la fissure

Représentation explicite Représentation implicite

FIGURE 2.39: Réprésentation implicite/explicite de la fissure. La fissure est définie ini-
tialement de manière explicite. Elle est convertie en une description implicite uniquement

pour la partie X-FEM du problème.

2.7.3.2 Exemples de propagation tri-dimensionnelle

Fissure débouchante inclinée
Le cas test considéré est identique à celui présenté dans la partie 2.6.4 (FIG.2.23). Un

chargement cyclique proportionnel avec un rapport de charge négatif est appliqué en deux
pas de temps. Pour le pas de temps initial, la pression extérieure appliquée vaut 5 MPa,
puis 50 MPa au second pas de temps. Afin de limiter les temps de calcul, la discrétisation
de l’interface est choisie plus grossière que dans la partie 2.6.4 (FIG.2.40). Les autres
paramètres demeurent inchangés. Les mouvements de corps rigides sont bloqués sur la
face inférieure. La direction de recherche et le paramètre de stabilisation sont actualisés
au cours de la propagation avec les formules proposées, k = E

l avec l = A
1
2 où A est l’aire

de l’interface, et ξ =−1
k . Le critère de la contrainte circonférencielle maximale est utilisé

pour la prédiction de la direction de propagation. La loi de propagation appelée est celle
donnée dans la partie 1.2.6.2 (p. 38).

La FIG.2.40 (b) présente les efforts d’interface sur la déformée locale après un pas de
propagation. Les sollicitations en compression ont amené la fissure à brancher. Après ce
pas de branchement, l’état de contact le long des lèvres de la fissure se décompose en une
partie en ouverture et une autre partie partie en contact. Les FICs étant du même ordre de
grandeur le long du front (cf. FIG.2.27), l’extension de fissure prédite est de taille homo-
gène. Après le premier pas de propagation, la fissure est ouverte sur sa partie branchée.
Elle est sollicitée en mode I. Elle devrait propager de manière coplanaire au pas de pro-
pagation suivant. Ce comportement n’est pas observé sur la FIG.2.40 (c) car l’algorithme
non-linéaire ne parvient pas à converger avec la fissure tri-dimensionnelle branchée. La
solution non-linéaire erronée fausse la simulation de propagation. Le fort changement
de direction rend difficile l’obtention d’une solution locale convergée. Ce point est une
première difficulté à la simulation tri-dimensionnelle des fissures avec contact et frotte-
ment entre les lèvres. Néanmoins, l’angle de branchement considéré ici est extrême et peu
réaliste.

94 Simulation multi-échelles de la propagation des fissures de fatigue dans les rails

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0033/these.pdf 
© [B. Trollé], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



Simulation multi-échelles en temps et validation de la stratégie

ouverture

contact

(a) (b)

(c)

FIGURE 2.40: (a) Discrétisation locale initiale. (b) Champ des pressions d’interface sur
la déformée locale après une étape de propagation. (c) Interface après deux pas de propa-

gation. La solution non-linéaire obtenue avec la fissure branchée (b) est erronée.

Fissure interne inclinée
Ce second cas test vise à illustrer une autre difficulté de la simulation de la propagation

tri-dimensionnelle des fissures. Lorsque les taux d’accroissement le long du front sont
d’ordres de grandeur différents, des étapes de lissage des FICs et de remaillage plus ou
moins évolué de la nouvelle discrétisation peuvent être nécessaires.

Le cas test considère le même domaine cubique que dans le paragraphe précédent.
Des conditions aux limites et un chargement cyclique identique sont utilisés. La fissure
est cette fois interne, circulaire de rayon 0.0125 m et inclinée de 45˚(FIG.2.41). Le pro-
blème est résolu avec une précision η < 10−3. La direction de recherche et le paramètre
de stabilisation sont fixés selon les formules proposées. Le critère de la contrainte circon-
férencielle maximale est utilisé pour la prédiction de la direction de propagation. La loi
de propagation appelée est celle donnée dans la partie 1.2.6.2 (p. 38).

La FIG.2.43 présente le trajet obtenu après une étape de propagation. La fissure, sol-
licitée en mode II et III, branche à 70˚avec des taux d’accroissement symétriques le long
du front. Le mode III n’est cependant pas pris en compte ni dans le critère d’orientation
ni dans la loi de propagation.

Le but est ici d’illustrer la difficulté du remaillage lors de la propagation de la fissure.
Les taux d’accroissement varient de plusieurs ordres de grandeur le long du front. Cer-
tains points du front ne propagent que très peu par rapport aux autres (FIG.2.43). De plus,
la surface entre l’ancien front et le nouveau front n’est plus plane. Ces deux points im-
pliquent des opérations de maillage exigeantes. Dans le but d’une application industrielle,
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2. Modèle multi-échelles avec contact et frottement interfacial

introduire des étapes de lissage des FICs sur le front et de remaillage, avec des critères de
forme robuste sur l’extension créée, semble indispensable.

°

(a) (b)

FIGURE 2.41: (a) Vue isométrique et (b) vue de profil de la fissure interne ciculaire
inclinée dans la configuration initiale.

(a) (b)

FIGURE 2.42: (a) Vue isométrique et (b) vue de profil de la fissure interne ciculaire
inclinée après un pas de propagation.
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Nouveau
front

(a) (b) (c)

FIGURE 2.43: (a) Discrétisation locale initiale. (b) Discrétisation locale initiale et exten-
sion du front. (c) Nouvelle représentation explicite de la fissure.
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2. Modèle multi-échelles avec contact et frottement interfacial

Conclusion de ce chapitre

Le modèle X-FEM/LATIN multi-échelles avec contact et frottement interfacial tel que
proposé par [PIE 10a] a été implémenté et optimisé dans CAST3M. L’utilisation d’une
formulation faible mixte permet une description multi-échelles du problème (FIG.2.44).
La discrétisation de l’interface est complètement indépendante du maillage de structure
et peut être ainsi adaptée à l’échelle des non linéarités locales. La stabilisation de la for-
mulation permet de s’affranchir des éventuelles oscillations numériques de la solution de
contact et améliore le taux de convergence du solveur non-linéaire. Des formules a priori,
assurant un taux de convergence proche de l’optimal du solveur non-linéaire, ont été pro-
posées. Elles mettent en évidence la dépendance du taux de convergence au paramètre
matériau et à la taille caractéristique de l’interface.

Plusieurs exemples, bi-dimensionnel et tri-dimensionnels, ont montré les perfor-
mances du modèle proposé en ce qui concerne la finesse et la stabilité de la solution
de contact. La comparaison avec un modèle de référence a permis de valider quantitati-
vement les résultats obtenus. Les exemples tri-dimensionnels ont permis de soulevés les
problèmes liés à des valeurs de δKeq hétérogènes le long du front, à des angles de bifurca-
tions importants sur la maillage et la résolution du problème linéaire. En outre, dans ces
cas tri-dimensionnels, le mode III n’est pas pris en compte que ce soit dans la direction
de propagation ou la loi de progation.

Enfin, la stratégie générale de simulation de la propagation des fissures a été validée
par comparaison avec des résultats d’essais réalisés sur un cas de fretting. Ces simulations
ont également permis de montrer que le premier critère de Hourlier (maxθ,t k∗1(θ, t)) n’est
pas adapté à la fatigue sous chargement non proportionnel.

L’étape suivante consiste à appliquer cette stratégie au problème de la fissuration par
fatigue des rails de chemin de fer. Il faudra pour cela ajouter une échelle au modèle, cou-
pler les outils numériques disponibles et développer un module utilisateur de simulation
adapté aux exigences industrielles. Son utilisation permettra ensuite de proposer une mé-
thode de prédiction de durée de vie des rails soumis aux problèmes de fissuration par
fatigue.
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Simulation multi-échelles en temps et validation de la stratégie

Echelle de la structure Echelle de la fissure

FIGURE 2.44: Couplage de l’échelle locale et de la structure pour la prise en compte
du contact et du frottement à l’interface à l’aide de la stratégie X-FEM/LATIN à deux

échelles.
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Chapitre 3

Approche multi-échelles des
mécanismes de fissuration par fatigue

des rails
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3. Approche multi-échelles des mécanismes de fissuration par fatigue des rails

Après la validation du modèle de rupture à deux échelles spatiales, les échelles de la
structure et de la fissure sont maintenant couplées. Dans ce chapitre, les aspects spéci-
fiques à l’application visée sont traités. Dans un premier temps, les phénomènes liés à
l’échelle du rail, sa plastification et le chargement mobile de contact, sont introduits dans
la modélisation. Une échelle supplémentaire est ensuite ajoutée, celle de la voie ferrée,
avec la prise en compte du phénomène de flexion du rail. Son influence sur la solution du
problème de rupture est finalement étudiée en fin de chapitre.

Le chapitre précédent a permis de développer et de valider la stratégie numérique de
modélisation de la propagation des fissures de fatigue en prenant en compte le contact et
le frottement entre les lèvres. Ce modèle a démontré sa robustesse et sa capacité à rendre
compte des phénomènes complexes ayant lieu à l’échelle de la fissure. Cette formulation
reste un modèle de rupture général utilisable dans de nombreuses applications. Il nous faut
donc maintenant introduire les phénomènes présents aux échelles de l’application visée :
le rail et la voie ferrée. L’objectif de ce chapitre est donc d’introduire dans la modélisation
les phénomènes agissant entre la roue, le rail et la voie sur la fissuration par fatigue. Ces
couplages se déroulent à deux échelles différentes.

– Le rail, dans lequel les champs résiduels modifient les rapports KI/KII . Par consé-
quent, ils influencent également les mécanismes de propagation. Ces champs stabi-
lisés sont la combinaison de deux phénomènes principaux. Dans un premier temps,
des déformations plastiques existent à la sortie du processus de fabrication du rail
[WEB 92, KEL 03]. Dans un second temps, le passage répété des trains entraîne
également une plastification du rail [JOH 89, KAP 94]. Les contraintes résiduelles
résultantes de ces deux phénomènes modifient l’état initial des champs dans les-
quels les fissures de fatigue se propagent. Prendre en compte ces champs est un des
objectifs de ce chapitre.
D’autre part, les sollicitations mobiles de contact agissant sur le rail et provenant du
contact entre la roue et le rail sont le mécanisme moteur majeur de la propagation
des fissures de fatigue dans les rails. Introduire correctement les gradients induits
par le chargement mobile et définir l’échelle de temps adéquate à leurs prises en
compte revêt un caractère indispensable.

– A une échelle supérieure, celle de la voie ferrée, le rail est fixé sur des traverses,
elles-mêmes posées sur les couches de ballast. Ce dernier fléchit sous le poids des
trains. L’ordre de grandeur de la flèche entre deux traverses est compris entre 0.8mm
et 1.5mm et n’est donc pas négligeable. L’importance de ce phénomène sur les FICs
a été montrée [Dan 09, FAR 12a, FAR 12b]. Prendre en compte la flexion des rails
est donc nécessaire.
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Couplage avec les phénomènes agissant à l’échelle de la structure

3.1 Couplage avec les phénomènes agissant à l’échelle de
la structure

Comme nous l’avons mentionné les phénomènes agissant à l’échelle du rail sont
au nombre de deux, les contraintes résiduelles et le chargement mobile introduit par le
contact roue-rail. L’introduction des sollicitations tribologiques mobiles et ses implica-
tions sont tout d’abord abordées.

3.1.1 Introduction du chargement mobile de contact

Nous avons vu dans la partie 1.1.3.1 que le contact entre la roue et le rail constitue
un problème à lui seul. Les non-linéarités présentes dans le contact se produisent à une
échelle inférieure à celle des surfaces en contact. Ce chargement mobile de contact in-
troduit dans les rails de très forts gradients sous et autour de la zone sur laquelle il est
appliqué. Ces gradients dépendent de la géométrie du contact considéré et des pressions
mises en jeu. Toutefois, on considère que ces champs agissent à l’échelle du tronçon de
rail considéré (FIG.3.1). Ces sollicitations tribologiques, à l’origine de la fatigue, sont
introduites via l’utilisation d’un outil dédié à la résolution du contact entre la roue et le
rail. Cette solution est ensuite utilisée comme chargement mobile pour la résolution du
problème de mécanique élastique linéaire de la rupture (FIG.3.2).

Echelle de la structure Echelle de la fissure

FIGURE 3.1: Introduction du chargement mobile de contact dans la stratégie
XFEM/LATIN à deux échelles.

Pour cette application ferroviaire, l’échelle du contact entre la roue et le rail et celle
de la fissure sont relativement séparées une fois que les fissures sont longues par rapport
aux dimensions du contact roue-rail. Cette remarque justifie le découplage de ces deux
échelles dans ces travaux.On suppose ces deux échelles séparables et les hypothèses ne
sont pas remontées.
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3. Approche multi-échelles des mécanismes de fissuration par fatigue des rails

Vocolin

Dynamique multi-corps

Résolution contact roue-rail

Solution non linéaire du problème 
de rupture (XFEM/LATIN)

Véhicule
Voie
Profil de roue
Profil  de railEchelle du sytème train/voie

Echelle de la structure : le rail

X

Y

Z

FIGURE 3.2: Schéma de calcul pour l’introduction du chargement mobile de contact dans
la résolution du problème de mécanique élastique linéaire de la rupture.

3.1.1.1 Prise en compte du chargement mobile de contact

La modélisation quasi-statique d’un cycle de chargement se fait selon une approche
Lagrangienne. Le chargement mobile se déplace sur la partie supérieure du rail. A chaque
pas de temps simulé correspond une position différente du chargement. Il introduit des
gradients sous et autour de la zone de chargement. Nous avons également vu dans le pre-
mier chapitre qu’il était nécessaire d’avoir des maillages très fins proches de la pointe
de la fissure afin d’assurer une modélisation correcte de la zone de K-dominance. Sur la
FIG.3.3, la zone marquée 1 permet de travailler avec un domaine semi-infini (pour in-
formation, la hauteur d’un rail de profil UIC est de 172 mm et la largeur du champigon
est de 74 mm). La zone 2 permet de capturer les gradients introduits par le chargement
mobile de contact sous la surface du rail. Enfin la zone 3 vise une modélisation correcte
de la zone de K-dominance. Le but est de contrôler l’erreur de discrétisation et d’obtenir
des valeurs de FICs convergées. C’est dans cette zone du maillage que la fissure est intro-
duite et se propage. Les mêmes principes ont été utilisés pour la réalisation du maillage
tri-dimensionnel (FIG.3.4). Dans CAST3M, à l’heure actuelle, les seuls éléments pouvant
être enrichis avec les fonctions saut et singulière sont des quadrilatères en deux dimen-
sions et des hexaèdres en trois dimensions avec dans chacun des cas des interpolations
linéaires. Ces maillages, où le ratio entre les dimensions des éléments les plus fins et les
éléments les plus grossiers peut être supérieur à 1000, montrent les limites de la modéli-
sation multi-échelles par les méthodes de type éléments finis classiques. Pour une modé-
lisation multi-échelles optimisée, il faudrait utiliser des techniques multi-grilles couplant
différentes grilles de discrétisations et les X-FEM [FIS 05, RAN 07, PAS 11].
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Couplage avec les phénomènes agissant à l’échelle de la structure

1                              2               3

FIGURE 3.3: Maillage multi-échelles paramétré bi-dimensionnel du rail.

1

3

2

FIGURE 3.4: Maillage multi-échelles paramétré tri-dimensionnel du rail.

Ce type de maillage multi-échelles paramétré doit permettre de capturer les différents
effets inhérents au chargement mobile de contact ainsi que la discontinuité et la singula-
rité introduite par la fissure. Le caractère mobile du chargement associé à la non linéarité
introduite par le contact frottant entre les lèvres de la fissure requiert une bonne représen-
tation des différentes étapes du chargement. En effet, lorsque les lèvres de la fissure sont
en contact, la solution dépend de l’histoire au cours du cycle.

Remarque : Dans l’implémentation de la résolution du problème non linéaire à l’aide
de la méthode LATIN dans CAST3M, si après quelques itérations, tous les noeuds de la
discrétisation locale sont détectés dans un état d’ouverture, la formulation à trois champs
est abandonnée et une formulation X-FEM linéaire à un champ est utilisée. Cela permet
de gagner en temps de calcul en s’affranchissant de la résolution itérative introduite par le
solveur non-linéaire.
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3. Approche multi-échelles des mécanismes de fissuration par fatigue des rails

La résolution du problème est alors directe. Les efforts d’interface sont alors définis
comme nuls (t = 0) et les déplacements sur les lèvres sont déduits de la résolution en
déplacement : w(t) = u(t) sur Γ.

3.1.1.2 Modélisation d’un cycle de chargement

Afin d’assurer une modélisation quasi-statique pertinente du passage d’une roue sur
la fissure, différents paramètres sont introduits. Ces paramètres initiaux sont définis dans
des objets de type TABLE (pointeurs GIBIANE) définis en annexe B. Les paramètres
principaux définissant la configuration étudiée et le chargement quasi-statique simplifié
sont introduits sur les FIG.3.5 et FIG.3.6. Dans toutes les simulation présentées dans ce
mémoire, le trafic est toujours orienté dans le même sens.

Première position
du chargement

Dernière position
 du chargement

Calcul des FICs pour chaque position 
du chargement

FIGURE 3.5: Définition des paramètres pour la modélisation quasi-statique d’un cycle.

x

(a) (b)

FIGURE 3.6: Définition des paramètres pour la définition d’un chargement de contact
Hertzien en glissement complet dans les simulations (a) bi-dimensionelles et (b) tri-

dimensionnelles.

Selon la convention définie sur la FIG.3.5, lorsque µroue−rail > 0, le train est en situa-
tion de freinage. Inversement, lorsque µroue−rail < 0, le train est en phase d’accélération.
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Couplage avec les phénomènes agissant à l’échelle de la structure

Contrôle de l’erreur de discrétisation spatiale et temporelle
On considère l’erreur de résolution négligeable une fois que l’indicateur d’erreur lo-

cal atteint une valeur inférieure à η < 10−3. Cette condition est imposée pour toutes les
simulations qui suivent. Il faut cependant assurer le contrôle de l’erreur de discrétisation
spatiale et de l’erreur de discrétisation temporelle quasi-statique à cause des non linéari-
tés de contact. En considérant la situation bi-dimensionnelle décrite dans la TAB.3.1, une
étude de convergence sur l’erreur de discrétisation est menée. h est la taille caractéristique
des éléments enrichis utilisés (longueur des côtés des éléments carrés X-FEM). Dans cette
étude, il est important de signaler que les éléments d’interface utilisés sont des segments
de longueur h et que la discrétisation locale est incompatible avec la discrétisation globale.

l (mm) θ (˚) µ f issure µroue−rail Pmax (MPa) 2a (mm)
6 15 0.1 0.4 845 13.5

TABLE 3.1: Paramètres pour la comparaison avec des résultats issus de la littérature
[DUB 02].

A partir de la FIG.3.7, on note qu’un ratio l/h de 120 permet de contrôler l’erreur
de discrétisation présente lors du calcul des FICs. C’est ce ratio qui sera utilisé dans le
reste des simulations bi-dimensionnelles réalisées dans ce travail de thèse. De plus, la
convergence des valeurs des FICs met également en évidence la convergence temporelle
de la simulation d’un cycle. Ces calculs ont été réalisés avec des ratios l/∆x1 = 24 et
a/∆x1 = 27 (∆x1 = 0.25mm). Ces valeurs semblent donc assurer une convergence quasi-
statique de la solution non-linéaire du problème.
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FIGURE 3.7: Convergence des valeurs de (a) KI et (b) KII en fonction de la finesse du
maillage de structure utilisé.

3.1.1.3 Validation bi-dimensionnelle de la modélisation quasi-statique d’un cycle
de chargement

Afin de valider la modélisation quasi-statique d’un cycle de chargement et le calcul
des FICs intégrant le frottement entre les lèvres de la fissure, les résultats obtenus avec le
module développé sont comparés avec des résultats disponibles dans la littérature. Le cas
considéré correspond aux paramètres présentés précédemment dans la TAB.3.1.
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3. Approche multi-échelles des mécanismes de fissuration par fatigue des rails

La solution utilisée comme référence fait appel à une description de la fissure à l’aide
d’une distribution continue de dislocation combinée avec la prise en compte du contact et
frottement à l’interface. Cette description autorise notamment de calculer les FICs pour
des fissures droites ou non et pour plusieurs fissures. Elle permet également de rendre
compte des phénomènes d’interaction entre fissures [DUB 92b, DUB 92a]. Un domaine
rectangulaire long de 300 mm et haut de 172 mm est considéré comme un plan semi-infini
[RIB 06]. Le maillage élément fini utilisé est présenté sur la FIG.3.8. La zone fine dans
laquelle se trouve la fissure est automatiquement ajustée en fonction de la géométrie de la
fissure non seulement dans la configuration initiale considérée mais aussi au cours de la
propagation. Pour la configuration initiale considérée, les dimensions de la zone fine sont
l = 10mm et b = 3mm. Le ratio entre les éléments les plus grossiers et les plus fins est
supérieur à 500.

300 mm

172 mm

FIGURE 3.8: Maillage multi-échelles, composé de 17840 éléments dont 12000 sont com-
pris dans la zone fine (h = 0.05mm), utilisé pour la validation.

Les FICs obtenus avec les deux modèles sont présentés en fonction de xc/a sur la
FIG.3.9. Il est important de remarquer que dans [DUB 02], les FICs sont des facteurs d’in-
tensité des contraintes cinématiques basés sur les valeurs du saut de déplacement proche
du front. Dans ces travaux de thèse, les FICs sont issus d’une approche énergétique et
calculés grâce à des intégrales de domaine autour de la singularité introduite par le front
de fissure. C’est pourquoi des valeurs différentes sont obtenues pour les deux modèles,
notamment dans le cas particulier où des conditions d’adhérence se produisent à l’inter-
face. En effet, dans ce cas les variations des sauts de déplacement sont nulles, entraînant
une valeur constante de KII et un plateau pour les valeurs maximales de KII [DUB 02]
(FIG.3.9 (b) ). A l’inverse, avec une approche énergétique, dans des conditions d’adhé-
rence à l’interface, les champs mécaniques dans la structure subissent encore de légères
variations autour de la pointe de fissure. Cela se traduit par des variations des valeurs des
FICs dans ce cas (CAST3M sur la FIG.3.9 (b) ). De légères différences sont également
observées sur KI avant le passage du chargement sur la fissure. Autrement dit, dans le cas
non-linéaire, la symétrie des FICs statiques et cinématiques n’est pas forcément garan-
tie. En effet, seul le cas linéaire statique permet de garantir que G = K2

I et dans ce cas
KIσ

= KIcin = KI [BUI 78]. Dans le cas non-linéaire G≡ KIσ
KIcin mais avec KIσ

6= KIcin .
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FIGURE 3.9: Comparaison des valeurs de (a) KI et (b) KII obtenues avec l’outil développé
dans CASTEM et un modèle semi-analytique [DUB 02].

Cette comparaison avec la littérature permet de valider d’une part la bonne modélisa-
tion du chargement mobile, et d’autre part la bonne prise en compte du frottement le long
des lèvres de la fissure dans le calcul des FIC. Les erreurs de discrétisation spatiale et tem-
porelle pour l’introduction du chargement mobile dans les simulations bi-dimensionnelles
sont contrôlées. La partie suivante utilise ces résultats afin d’introduire dans les simula-
tions tri-dimensionnelles la solution de contact roue-rail provenant du logiciel dédié.

3.1.1.4 Couplage avec le logiciel de dynamique ferroviaire pour les simulations tri-
dimensionnelles

Le logiciel de dynamique ferroviaire effectue également la résolution du contact roue-
rail et permet d’obtenir des solutions de contact tri-dimensionnelles. Cette solution est
ensuite introduite dans une simulation tri-dimensionnelle. On considère un véhicule de
type BB26000 (motrice de train corail) sur une voie parfaite en alignement avec des
roues de type S1002 sur des rails avec un profil classique (UIC60). L’introduction de
ces caractéristiques dans le logiciel de dynamique ferroviaire nous permet d’obtenir la
solution du problème de contact entre la roue et le rail en un point kilométrique donné
de la voie. Pour ce cas simple, une solution Hertzienne est obtenue (2a = 6.75 mm,
2b = 4.7 mm et Pmax = 1348 MPa cf. FIG.3.6). Elle est ensuite introduite dans les simu-
lations tri-dimensionnelles du problème de rupture avec contact et frottement à l’interface
(FIG.3.10).

Un domaine maillé de 300mm de long est considéré. Une coupe du maillage utilisé est
présentée sur la FIG.3.11. Le rail est encastré sur sa surface inférieure. Le chargement est
choisi en glissement complet sans efforts transverses, µxroue−rail = 0.3 et µyroue−rail = 0 selon
la convention définie sur la FIG.3.6. Une fissure verticale semi-circulaire débouchante
de rayon 5mm est introduite. Le cas est traité avec des conditions de contact unilatéral
à l’interface µ f issure = 0. Les éléments enrichis sont des hexaèdres linéaires réguliers de
0.5mm de côté. Les éléments d’interface sont des triangles linéaires de taille 10 fois in-
férieure aux éléments de structure (FIG.3.11). Les discrétisations locales et globales sont
incompatibles. Une discrétisation temporelle équivalente au cas bi-dimensionnel traité
précédemment est utilisée.
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Vocolin

Dynamique multi-corps

Résolution contact roue-rail

Echelle du sytème train/voie

Problème 3D de rupture 

avec contact et frottement 

à l'interface (XFEM/LATIN)X

Y

Z

Echelle de la structure : le rail

Véhicule : BB26000
Voie
Profil de roue : S1002
Profil de rail : UIC60

FIGURE 3.10: Schéma de calcul pour l’introduction du chargement mobile de contact 3D
dans la résolution du problème de mécanique élastique linéaire de la rupture.

Les résultats montrent des efforts de contact lisses à l’interface sans oscillations dans
la solution locale (FIG.3.12). De plus, le comportement obtenu avec une inversion du
glissement entre les lèvres une fois le chargement passé de part et d’autre de la fissure est
cohérent (inversion du signe de KII et KIII sur les FIG.3.13 et 3.14).

FIGURE 3.11: Maillage de 56 464 éléments dont 20 280 sont dans la zone dédiée à la
propagation de la fissure (h = 0.5mm).
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Couplage avec les phénomènes agissant à l’échelle de la structure

FIGURE 3.12: Représentation du champ de déplacement global u sur la déformée ampli-
fiée et des efforts de contact t pour xc/a =−3;0.5;3.

Simulation multi-échelles de la propagation des fissures de fatigue dans les rails 111

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0033/these.pdf 
© [B. Trollé], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



3. Approche multi-échelles des mécanismes de fissuration par fatigue des rails

−2
0

2
4

6
8

x 10
−3

0.168

0.17

0.172

0.174

−2
0

2
4

6
8

x 10
−3

0.168

0.17

0.172

0.174

−2
0

2
4

6
8

x 10
−3

0.168

0.17

0.172

0.174

−2
0

2
4

6
8

x 10
−3

0.168

0.17

0.172

0.174

−2
0

2
4

6
8

x 10
−3

0.168

0.17

0.172

0.174

−2
0

2
4

6
8

x 10
−3

0.168

0.17

0.172

0.174

FIGURE 3.13: Facteurs d’intensité des contraintes KII pour différentes positions du char-
gement au cours du cycle calculés à l’aide de l’intégrale d’interaction en 3D.
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FIGURE 3.14: Facteurs d’intensité des contraintes KIII pour différentes positions du char-
gement au cours du cycle calculés à l’aide de l’intégrale d’interaction en 3D.
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Couplage avec les phénomènes agissant à l’échelle de la structure

Pour les simulations tri-dimensionnelles de rupture, la définition du chargement mo-
bile provient du logiciel de dynamique multi-corps intégrant une résolution du contact
roue-rail. Le maillage multi-échelles paramétré permet une grande flexibilité dans le choix
des dimensions des différentes zones pour des problèmes bi-dimensionnels. La bonne re-
présentation de la zone de K-dominance est assurée grâce à des éléments de taille très
fine dans cette zone. Après avoir maîtrisée l’erreur de discrétisation spatiale et tempo-
relle, nous introduisons désormais un autre effet agissant à l’échelle du rail : la présence
de champs de contraintes résiduelles.

3.1.2 Introduction d’un état initial non-vierge

De nombreux travaux numériques ont déjà été réalisés afin d’évaluer de manière quan-
titative les contraintes résiduelles dans la profondeur du rail [RIN 03, SKY 05, KAP 06a,
KAP 06b, KAP 06c, KAP 06d, SEO 08, Dan 09]. D’autres travaux fournissent également
des mesures de ces contraintes [WEB 92, KEL 03]. Toutes ces études mettent en évidence
un fort gradient suivant la profondeur du rail. Cependant, dans les travaux introduisant
une fissure, les contraintes résiduelles sont introduites par des conditions aux limites uni-
formes en effort [BOG 02, DUB 02, MEL 05]. Dans toutes ces études, l’influence des
contraintes résiduelles sur les vitesses de propagation obtenues a été montrée. Modéliser
le gradient de ces contraintes est donc essentiel pour obtenir des simulations s’approchant
de la physique du problème.

Dans ces travaux, ces contraintes sont issues d’un calcul élasto-plastique. Ces champs
stabilisés sont le résultat des contraintes présentes à la fin du processus de fabrication
et de l’accumulation des déformations plastiques dues aux passages répétés des trains
[WEB 92, RIN 03]. La difficulté de leur évaluation provient de la présence des très forts
gradients de déformations plastiques et de contraintes sous et proche de la zone de contact
entre la roue et le rail. Dès lors, des éléments finis fins sont nécessaires pour capturer pré-
cisément ces gradients. Simuler un grand nombre de passages de roue par des méthodes
éléments finis classiques basées sur des schémas d’intégration usuels demanderait des
temps de calcul non négligeables. Pour surmonter cet inconvénient, la méthode station-
naire directe [NGU 77, Dan 93, Dan 09] permet d’obtenir directement l’état d’équilibre
stabilisé pour un rail soumis à un chargement mobile. La méthode est basée sur les idées
suivantes.

– La simulation est réalisée dans le référentiel du chargement, c’est-à-dire celui de
la roue. Cette modélisation permet de tirer profit de l’indépendance temporelle des
champs mécaniques recherchés ;

– le régime est supposé stationnaire dans ce référentiel ;
– l’écoulement plastique est modélisé selon une formulation Eulérienne ;
– des états stabilisés, adaptés (élastique) ou accommodés (élasto-plastique), sont

considérés ;
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3. Approche multi-échelles des mécanismes de fissuration par fatigue des rails

– des éléments fins sont uniquement nécessaires aux alentours de la zone de contact
entre la roue et le rail ;

Cette méthode permet de réaliser des calculs d’état stabilisé dans des temps très
faibles. C’est cette méthode qui a été utilisée pour le calcul de l’état stabilisé dans le
rail en utilisant séquentiellement VOCOLIN et STARAIL [NGU 11] (FIG.3.15). Dans
le calcul stationnaire direct, une loi de comportement élasto-plastique avec écrouissage
cinématique linéaire est utilisée pour le comportement de l’acier.

Vocolin

Dynamique multi-corps
Résolution contact roue-rail

Véhicule
Voie
Profil de roue
Profil  de rail

Répartition et intensité des
pressions de contact

Echelle du sytème train/voie

Starail
Modélisation élements finis

Echelle de la structure : le rail

Etat mécanique stabilisé
X

Y

Z

Solution non linéaire du problème 

de rupture (XFEM/LATIN)

FIGURE 3.15: Schéma de calcul pour l’introduction des champs de contraintes résiduelles
dans la résolution du problème de mécanique élastique linéaire de la rupture.

En utilisant cette méthode, deux états stabilisés sont possibles :
– adapté (FIG.3.16 (a)) : la réponse limite est élastique, mais le matériau a pu se dé-

former plastiquement au cours des premiers cycles. Champs de déformations plas-
tiques et de contraintes résiduelles tendent après un certain nombre de cycles de
sollicitations répétées vers des champs fixes indépendants du temps ;

– accommodé (FIG.3.16 (b)) : la réponse en déformations plastiques devient pé-
riodique à partir d’un certain nombre de cycles. Les cycles stabilisés sont élasto-
plastiques.

Les déformations plastiques obtenues dans la direction de roulement εpxx pour des
cas adapté et accommodé en présence du chargement de contact sont présentés sur la
FIG.3.17. Dans le cas d’un état adapté, les déformations plastiques sont constantes dans
la direction de roulement alors qu’elles ne le sont pas pour un état accommodé.
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Couplage avec les phénomènes agissant à l’échelle de la structure

(a) état stabilisé adapté (b) état stabilisé accommodé
(comportement élastique) (comportement élasto-plastique)

FIGURE 3.16: Deux états stabilisés possibles pour une structure avec un comportement
élasto-plastique sollicité en fatigue.

(a) zone d’intérêt considéré (b) état adapté (c) état accomodé .

FIGURE 3.17: Déformations plastiques εpxx sous chargement dans le cas d’état adapté (a)
et accomodé (b).

Dans la plupart des situations étudiées, il apparaît que sous le passage des trains de
voyageurs, un état adapté est obtenu [NGU 11]. En outre le modèle de mécanique de la
rupture utilisé est basé sur un comportement élastique linéaire du matériau. Nous consi-
dérerons donc un rail dont l’état stabilisé est adapté.

3.1.2.1 Définition du problème mécanique

Le problème à résoudre est exprimé comme suit. A l’instant initial (t =−∞), l’état est
considéré comme vierge. A t = 0, il est supposé que le rail est dans un état asymptotique
et qu’un état stabilisé a été atteint avant l’initiation d’une fissure. Dans notre cas cet état
est élastique linéaire (adapté). Une fissure est ensuite introduite et la résolution du pro-
blème de rupture est effectuée selon l’application appelée ∆ (FIG.3.18). Cette application
introduit des variations ∆ des champs élastiques u(0), σ(0) et ε(0) présents initialement
dans la structure pour le problème de rupture. L’état Ωt correspond à l’addition d’une va-
riation ∆ des contraintes, déformations et déplacements par rapport à ceux de l’état initial
Ω0.

Un champ de déformation ε est compatible s’il existe une champ de déplacement u
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3. Approche multi-échelles des mécanismes de fissuration par fatigue des rails

continu et dérivable tel que ε= 1
2(∇u+∇uT ). Les contraintes résiduelles proviennent de

l’incompatibilité des déformations plastiques εp. Dans ces travaux seules les contraintes
plastiques sont considérées. Elles sont définies par :

σplastiques = Kεp (3.1)

Etat vierge Etat asymptotique Etat courant

Algorithme stationnaire            Calcul de rupture

FIGURE 3.18: Notation utilisée pour l’introduction d’un état initial non vierge dans la
stratégie X-FEM/LATIN à deux échelles.

FIGURE 3.19: Notation pour l’introduction d’un état initial adapté dans la stratégie X-
FEM/LATIN à deux échelles.

On peut alors écrire, avec les notations introduites sur la FIG.3.19, qu’à tout instant t :

Equilibre : div σe(t) = 0 dans Ω

Comportement : σe(t) = K εe(u(t)) dans Ω

Conditions de Neumann : σe(t) n = F(t) sur ∂2Ω

Conditions de Dirichlet : u(t) = ud(t) sur ∂1Ω

(3.2)

avec

σe(t) = σ(0)+∆σ(t) (3.3)
ε(t) = ε(0)+∆ε(t) (3.4)
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Couplage avec les phénomènes agissant à l’échelle de la structure

Dans les équations (3.3) et (3.4), σ(0) et ε(0) correspondent à une pré-contrainte et
à une pré-déformation élastique appliquée initialement à la structure dans le calcul de
rupture.

De plus, on peut également écrire qu’à tout instant t de la configuration courante :

ε(t) = εp(t)+εe(t) (3.5)

En multipliant les deux membres de l’équation (3.5) par K et en introduisant l’équation
(3.4) dans le membre de gauche nous obtenons :

K(ε(0)+∆ε(t)) = σplastiques +σe(t) (3.6)

Puis en introduisant l’équation (3.3) dans (3.6), il vient :

K∆ε(t)−∆σ(t) = σplastiques− (Kε(0)−σ(0)) (3.7)

équation équivalente à :

∆σ(t) = K∆ε(t)−σplastiques +(Kε(0)−σ(0)) (3.8)

La formulation est la même formulation faible mixte à trois champs (équation (2.18))
que celle introduite dans la section 2.2. Cependant, les grandeurs calculées sur la structure
Ωt le sont en terme de variation ∆ par rapport à l’état initial 0. En effectuant le même
cheminement que dans le chapitre précédent, la forme discrétisée stabilisée du problème
de structure après introduction de la LATIN devient :

 K 0 −Kut
0 Kww Kwt
−KT

ut KT
wt Ktt

 ∆Ui+1
Wi+1
Ti+1

=

 F−F(0)
Kwt ·Ti+ 1

2
+Kww ·Wi+ 1

2
Ktt ·Ti+ 1

2

 (3.9)

avec (FIG.3.21) :
F(0) =< Fl(0)> (3.10)

et
Fl(0) =

∫
Ω

Tr
[(
σplastiques− (Kε(0)−σ(0))

)
ε(φl)

]
dΩ (3.11)

Le système linéaire discrétisé (equation (3.9)) est obtenu avec ∆Ui+1 au lieu de Ui+1 dans
le vecteur des inconnues. Avant de post-traiter les résultats pour le calcul des facteurs
d’intensité des contraintes, une étape de mise à jour est nécessaire pour obtenir le champ
U. Cette étape est similaire aux équations (3.3) et (3.4).

Le terme d’effort interne généralisé doit donc être ajouté au second membre du sys-
tème linéaire. Son calcul est réalisé à partir des champs calculés sur le maillage utilisé
dans la méthode stationnaire. Pour rappel, dans cette méthode, il est supposé que tous
les gradients dans la direction du mouvement du chargement sont nuls. Par conséquent,
le maillage est créé par translation de tranche du domaine suivant cette direction. Ces
maillages n’autorisent pas les raffinements locaux et les maillages non structurés requis
pour une simulation efficace d’un cycle de fatigue pour le problème de rupture. C’est
pourquoi une étape de transfert des champs d’un maillage vers l’autre est nécessaire.
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3. Approche multi-échelles des mécanismes de fissuration par fatigue des rails

Starail
Modélisation élements finis

Stratégie X-FEM/LATIN
à deux échelles

Etat mécanique stabilisé

Fissure initiale

Maillages différents            Projection de l'état stabilisé entre les deux maillages

FIGURE 3.20: Projection des champs stabilisés calculés sur le maillage m1 vers le
maillage utilisé pour la simulation de la propagation (maillage m2).

3.1.2.2 Étape de projection pour l’introduction des efforts internes généralisés

Une procédure de transfert des champs obtenus avec la méthode stationnaire vers le
maillage dédié à la résolution du problème de rupture est introduite. Deux grandes catégo-
ries de méthode existent pour la projection de champs mécaniques entre deux maillages
différents. Très brièvement, soit l’on projette toutes les quantités du maillage 1 vers le
maillage 2 et une étape de rééquilibrage est introduite pour assurer le respect des équa-
tions d’équilibre sur le maillage 2. Soit une partie des champs mécaniques est projetée du
maillage 1 vers le maillage 2. Les quantités manquantes sont alors calculées selon la loi
de comportement sur le nouveau maillage et les variables internes sont mises à jour.

C’est cette méthode qui sera utilisée dans ce travail. L’hypothèse d’un état stabilisé
adapté est faite et un comportement élastique linéaire est également considéré pour le
calcul de rupture. Si l’on considère un état final non chargé à l’issu du calcul stationnaire,
nous avons alors uniquement des déformations plastiques (σplastiques 6= 0) et u(0)= ε(0)=
σ(0) = 0 et :

Fl(0) =
∫

Ω

Tr [(Kεp)ε(Φl)]dΩ (3.12)

Les contraintes plastiques sont définies par : Kεp = σplastiques
et le vecteur des inconnues devient : ∆Ui+1

Wi+1
Ti+1

=

 Ui+1
Wi+1
Ti+1

 (3.13)

Initialement, le champ σrésiduelles est défini aux points de Gauss du maillage utilisé
pour le calcul stationnaire. Le transfert se fait en trois temps (FIG.3.21).
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Couplage avec les phénomènes agissant à l’échelle de la structure

– Le champ par élément défini aux points de Gauss est tout d’abord extrapolé élément
par élément aux noeuds des éléments. Cette extrapolation est basée sur les fonctions
de forme et sur une approximation moindre carré pour calculer les valeurs en un
noeud donné (opérateur PROI dans CAST3M).

– Dans un deuxième temps, la projection en elle-même est réalisée élément par élé-
ment, des noeuds du maillage m1 vers ceux du maillage m2 en utilisant les fonctions
de formes linéaire comme fonctions d’interpolation. L’approximation élément fini
n’étant valable que pour le champ déplacement, cette interpolation aurait pu être
réalisée en utilisant des fonctions différentes des fonctions de formes. Ce choix a
été fait pour des raisons pratiques.

– La dernière étape consiste à calculer les efforts internes généralisés correspondant
aux contraintes projetées sur le maillage m2 et enfin de moyenner pour chaque
noeud ce champ par élément défini aux noeuds.

FIGURE 3.21: Procédure de projection des contraintes plastiques d’un maillage m1 vers
un maillage m2 et calcul des efforts internes généralisés moyennés sur chaque noeud du

maillage m2.

Un comportement élastique linéaire est considéré pour le calcul de rupture. Une ré-
solution élastique à partir des efforts internes calculés sur le maillage utilisé pour le
problème de rupture permet d’obtenir automatiquement un état de contraintes équilibré.
L’équation d’équilibre au sens fort (3.14) est automatiquement vérifiée.

div σplastiquesm2
(0)+F(0) = 0 dans Ω (3.14)

Les champs de contraintes plastiques, appelées contraintes résiduelles dans la suite de
ce mémoire, peuvent donc être intégrés dans les simulations de propagation comme un
état initial non uniforme et non vierge pour le calcul de rupture. Dans ces travaux, cet état
est de plus supposé permanent. La redistribution de la plasticité avec la propagation de la
fissure n’est pas étudiée. Cette étape a été programmée pour des problèmes en deux et trois
dimensions. Pour des raisons de visualisation, seule une illustration bi-dimensionnelle de
l’effet de cet état initial non-vierge est présentée.
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3. Approche multi-échelles des mécanismes de fissuration par fatigue des rails

3.1.2.3 Influence des contraintes résiduelles sur les modélisations bi-
dimensionnelles de référence

Les contraintes résiduelles issues du calcul stationnaire sont projetées sur le maillage
dédié au problème de rupture selon la procédure décrite précédemment. Les composantes
σxx, σyy, σxy et σzz du tenseur des contraintes résiduelles sont présentées sur la FIG.3.22.
Les valeurs exposées proviennent de la hauteur au centre du domaine maillé pour le
problème de rupture. Cette figure illustre l’état de contraintes résiduelles complexe qui
existe sous la bande de roulement mais également dans l’âme du rail. Des successions de
couches, d’épaisseur et d’intensité différentes, en traction et en compression, sont calcu-
lées.

En allant du haut du rail vers le pied, il existe dans la partie la plus supérieure du rail
une couche en traction avec des valeurs autour de 25 MPa. Juste au dessous de celle-ci,
il existe une bande épaisse d’environ 5mm avec des contraintes de compression élevées
(autour de −110 MPa pour σxx et −250 MPa pour σyy). Ces deux couches trouvent leur
origine dans le passage répété des trains sur les rails. Les contraintes de cisaillement sont
uniquement présentes dans ces couches supérieures. Puis, à mesure que l’on s’enfonce
dans le rail, les contraintes résiduelles proviennent du processus de fabrication. On re-
trouve alors dans la profondeur du rail la forme en "C" caractéristique [WEB 92, KEL 03].
Cette forme introduit sous la couche en forte compression une zone en traction, puis en
compression et enfin en traction dans le pied du rail avec des magnitudes inférieures à 50
MPa.
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FIGURE 3.22: Champ des contraintes résiduelles après projection sur le maillage dédié
au problème de rupture sur la ligne située au centre du domaine.

L’allure de la composante σxx du tenseur des contraintes résiduelles après projection
sur le maillage dédié au problème de rupture est présentée sur la FIG.3.23.

L’effet des contraintes résiduelles sur les FICs est de nouveau étudié sur le cas décrit
dans la TAB.3.1. Les paramètres de la discrétisation temporelle et spatiale sont les mêmes
que ceux utilisés pour la validation des résultats. Les FICs pour le cycle de chargement
initial avec et sans contraintes résiduelles sont présentés sur la FIG.3.24.
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Couplage avec les phénomènes agissant à l’échelle de la structure

FIGURE 3.23: Composante σxx du tenseur des contraintes résiduelles après projection sur
le maillage dédié au problème de rupture (sans la fissure).

Pour la configuration étudiée, le front de fissure se situe dans la bande de fortes
contraintes de compression au dessous de la bande de roulement (FIG.3.23). Ces
contraintes de compression mènent à une fissure fermée dont les lèvres sont en contact
tout au long du cycle de chargement (KI = 0 sur la FIG.3.24 (a)). Pour le glissement rela-
tif entre les lèvres de la fissure, on observe de même une diminution des valeurs de ∆KII
en présence des contraintes résiduelles de compression (FIG.3.24 (b)). Les contraintes de
compression s’opposent dans ce cas aux glissements relatifs entre les lèvres de la fissure.
Ces conclusions ne sont pas générales et dépendront de la position de la fissure dans le
champ de contraintes résiduelles, de forts gradients étant présents dans ce champ. En re-
vanche, l’influence des contraintes résiduelles réalistes sur les valeurs des ∆KI et ∆KII est
prouvée. Ces modifications résulteront en des taux d’accroissement et des directions de
propagation différents.
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FIGURE 3.24: Comparaison des valeurs de (a) KI et (b) KII obtenues avec l’outil déve-
loppé dans CASTEM avec et sans contraintes résiduelles.
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3. Approche multi-échelles des mécanismes de fissuration par fatigue des rails

3.1.3 Bilan de l’introduction des phénomènes agissant à l’échelle du
rail dans la stratégie XFEM/LATIN à deux échelles

L’introduction du chargement mobile de contact et la prise en compte de champs ini-
tiaux non vierges dans la modélisation d’un cycle de rupture ont été traités. La bonne
modélisation d’un cycle de fatigue est assurée par le maillage utilisant des discrétisa-
tions adaptées aux différents phénomènes (chargement mobile, zone de K-dominance).
Les résultats obtenus ont été validés par comparaison avec un modèle semi-analytique.
L’intégration des contraintes plastiques se fait en considérant un état initial non vierge
non uniforme mais permanent pour la résolution du problème de mécanique élastique li-
néaire de la rupture. Elle consiste en l’ajout au second membre du système linéaire de
l’étape globale de la LATIN d’un terme d’efforts internes généralisés. Ces contraintes
plastique, dites résiduelles, calculées à partir d’un logiciel dédié, permettent l’introduc-
tion de champs avec de forts gradients dans la modélisation. Ces gradients influencent la
solution non-linéaire du problème de rupture avec contact et frottement. Elles joueront un
rôle important dans les mécanismes de propagation. L’ajout de ces phénomènes agissant
à l’échelle du rail a été effectué pour des problèmes bi et tri-dimensionnels. Pour une mo-
délisation complète du problème de la fissuration par fatigue des rails, la dernière échelle
à introduire est celle du système où la flexion du rail est considérée.
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Introduction des phénomènes agissant à l’échelle du système : prise en compte de la flexion

3.2 Introduction des phénomènes agissant à l’échelle du
système : prise en compte de la flexion du rail

Le but de cette partie est d’introduire l’échelle du système dans la stratégie X-
FEM/LATIN à deux échelles (FIG.3.25).

Echelle de la structure Echelle de la fissureEchelle du sytème train-voie

railtraverses roue

FIGURE 3.25: Introduction des phénomènes agissant à l’échelle du système dans la stra-
tégie X-FEM/LATIN à deux échelles.

Une fois ce couplage réalisé, il faudra notamment déterminer l’influence de ce phé-
nomène sur les facteurs d’intensité des contraintes. L’étude bibliographique a permis de
dégager deux grands types d’étude (partie 1.1.2.1).

– Les travaux qui quantifient l’influence de l’onde de flexion en aval et en amont
du chargement. Ces études font appel à des modèles de rail de plusieurs mètres
[MEC 06a, HOB 06].

– Les études qui se concentrent sur un tronçon réduit de rail. Les FICs sont alors
uniquement évalués lors du passage du chargement mobile sur la fissure. La flexion
est alors simplement introduite par des appuis élastiques sous le rail [FAR 12a,
FAR 12b].

Ces deux approches ont été étudiées et comparées. La première approche a été in-
vestiguée grâce au couplage du modèle de rupture avec un macro-modèle non fissuré
(FIG.3.26).

3.2.1 Couplage avec un macro-modèle non fissuré pour la prise en
compte de la flexion

Le but est ici de s’intéresser à l’onde de flexion en avant et en arrière du contact roue-
rail. Il s’agit d’étudier l’influence de cet effet systémique sur la solution non-linéaire du
problème de rupture. Pour cela un macro-modèle non fissuré et dédié à la flexion est créé
(FIG.3.27). Ce macro modèle vise à obtenir les conditions aux limites en déplacement
à appliquer sur un modèle réduit fissuré. Ceci doit permettre de prendre en compte la
flexion du rail lorsque que le chargement est éloigné de la fissure tout en conservant des
dimensions raisonnables pour le modèle de rupture. Ce problème de structure peut être
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3. Approche multi-échelles des mécanismes de fissuration par fatigue des rails

Solution non linéaire du problème 
de rupture (XFEM/LATIN)

Echelle de la structure : le rail
Echelle du sytème train/voie

X

Y

Z

railtraverses roue

FIGURE 3.26: Schéma de calcul pour l’introduction des phénomènes agissant à l’échelle
du système dans la résolution du problème de rupture.

modélisé à l’aide d’un modèle de poutre et d’un effort ponctuel agissant sur le rail, ou
à l’aide d’une modèle élément fini classique où le chargement mobile de contact est uti-
lisé. C’est cette seconde option qui a été sélectionnée. L’hypothèse effectuée lors de ce
couplage est que la présence de la fissure ne modifie pas le comportement en flexion du
rail. Pour cela, un modèle bi-dimensionnel massique a été créé avec un maillage adap-
tatif pour la bonne prise en compte des pressions de contact. Ce maillage est mis à jour
pour chaque position du chargement. Le maillage étant créé par simple translation de la
ligne supérieure du rail, cette étape est instantanée. Il faut tout de même ré-assembler la
matrice de rigidité et la factoriser pour chaque pas de temps. Cependant, le temps pris
par cette étape, avec le maillage simple de 11685 éléments utilisé pour la modélisation
de 21 mètres de rail, est très acceptable (de l’ordre de quelques secondes). De plus, cette
étape est exécutée une seule fois et les conditions aux limites extraites peuvent être sto-
ckées en vue d’une utilisation sur plusieurs problèmes de rupture différents. Ce modèle
est composé de 35 traverses introduites comme étant des appuis élastiques sur une largeur
de 20 cm et distantes chacune les unes des autres de 60 cm. Le chargement appliqué est
le même qu’introduit pour le chargement mobile dans le problème de rupture. La raideur
ky des appuis élastiques a été ajustée pour assurer une flèche maximale de 1 mm avec le
chargement introduit et il a été fait le choix de kx = 10ky.

L’extraction des conditions aux limites est réalisée pour toutes les positions définies
sur le macro-modèle et pour toutes les positions introduites sur le modèle dédié au pro-
blème de rupture. Le problème non-linéaire de rupture est ensuite résolu pour l’ensemble
de ces positions. Le chargement mobile de contact est uniquement appliqué sur le modèle
fissuré pour toutes les positions du chargement définies dans une zone autour de la fis-
sure (noté chargement de contact sur la FIG.3.28). Si le chargement ne se trouve pas dans
cette zone, seules les conditions aux limites en flexion sont appliquées et le problème de
rupture est résolu avec ces uniques sollicitations. Des appuis élastiques sont également
introduits dans le modèle dédié au problème de rupture (FIG.3.28).
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Introduction des phénomènes agissant à l’échelle du système : prise en compte de la flexion

FIGURE 3.27: Représentation schématique du macro modèle élément fini bi-
dimensionnel utilisé pour l’extraction des conditions aux limites en déplacement à ap-

pliquer au modèle dédié au problème de rupture.

Première position
du chargement

Dernière position
 du chargement

Chargement de contact

Modèle dédié au problème de rupture

Position du chargement  définie sur le macro-modèle non fissuré

Chargement de contact pour extraction des conditions aux limites en flexion

Macro-modèle  dédié à la flexion

Conditions aux limites en flexion Conditions aux limites en flexion Conditions aux limites en flexion

FIGURE 3.28: Couplage de modèle dédié au problème de rupture avec un macro-modèle
non fissuré.

La configuration étudiée est une fois de plus le cas de référence défini dans la TAB.3.1.
Le chargement de flexion a été appliqué pour xc = −2 m à xc = 2.5 m avec ∆x3 = 10
mm. Ce choix a été fait afin d’étudier l’influence de la flexion du rail en amont et en
aval du passage du chargement sur les FICs. Des discrétisations spatiales et temporelles
identiques à la partie 3.1.1.3 sont utilisées.

L’analyse des résultats présentés sur la FIG.3.29 (a) montre que pour une fissure incli-
née de 15˚et longue de 6 mm, l’onde de flexion n’ouvre que très légèrement la fissure. KI
est dans ce cas inférieur à 1 MPa.m1/2. Si ce résultat est essentiellement la conséquence de
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3. Approche multi-échelles des mécanismes de fissuration par fatigue des rails

la géométrie initiale de la fissure, le même calcul a été effectué avec une fissure longue de
20 mm et inclinée de 75˚. Cependant même avec cette fissure longue et presque verticale,
l’onde de flexion ne permet pas de dépasser la valeur de 2 MPa.m1/2 pour KI (marqué
l = 20mm, θ = 75˚sur la FIG.3.29 (a)). On note également que l’onde de flexion n’a pas
d’influence sur KII lorsque le chargement est éloigné.
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FIGURE 3.29: (a) KI et (b) KII obtenus dans deux configurations différentes par couplage
avec le macro-modèle non fissuré pour l’évaluation de l’influence de l’onde de flexion.

On étudie a présent l’influence de la flexion introduite par couplage avec le macro-
modèle lors du passage du chargement sur la fissure. La FIG.3.30 présente les résultats
obtenus pour ce cas de référence (TAB.3.1) sans et avec la flexion lors du passage du
chargement sur la fissure. On observe alors que pour la configuration considérée, l’ajout
de contraintes aux limites en flexion modifie notablement la valeur de ∆KI avant le pas-
sage de la roue sur la fissure. La fissure est également ouverte plus longuement une fois
le chargement passé. En revanche dans ce cas, on observe une diminution de la valeur
moyenne de KII avec une légère contraction des amplitudes ∆KII .
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FIGURE 3.30: (a) KI et (b) KII obtenus avec et sans flexion lors du passage du chargement
sur la fissure.

Pour conclure, la flexion possède une influence uniquement lors du passage de la roue
sur la fissure. Ce point rejoint les conclusions de l’étude bibliographique (partie 1.1.2.1).
L’introduction de ce phénomène pourra donc se faire uniquement par l’introduction d’ap-
puis élastiques aux limites du domaine. La section suivante s’attache à cela.
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Introduction des phénomènes agissant à l’échelle du système : prise en compte de la flexion

3.2.2 Modèle réduit avec appuis élastiques

Nous avons vu que l’onde de flexion en amont et en aval du chargement n’avait qu’une
très faible influence sur les FICs. A l’inverse, l’influence de la flexion au moment du pas-
sage du chargement sur la fissure a été mise en évidence. On propose donc de laisser de
côté le macro modèle de flexion et d’introduire uniquement des appuis élastiques sur le
modèle réduit fissuré (FIG.3.31). Pour cela le domaine considéré est allongé pour cor-
respondre à l’espacement entre deux traverses (600 mm). Les raideurs des appuis élas-
tiques sont identiques à celles introduites pour le macro-modèle non fissuré. On observe
ici l’avantage du maillage multi-échelles mis en place. L’augmentation de la taille du
domaine considéré n’introduit que très peu d’éléments finis supplémentaires dans les si-
mulations. Les déplacements selon la direction d’avancement du chargement sont bloqués
sur les bords du domaine.

La FIG.3.32 présente les résultats obtenus avec ce modèle réduit (annoté Flexion sur
modèle réduit sur la FIG.3.32) pour la même configuration en comparaison de ceux ob-
tenus sans flexion (annoté Référence) et avec le couplage avec le macro modèle (annoté
Macro modèle de flexion). On remarque alors que l’introduction d’appuis élastiques per-
met d’obtenir les mêmes résultats qu’avec le couplage avec le macro-modèle de flexion.
L’introduction de l’échelle systémique n’est donc pas nécessaire et seule l’introduction
d’appuis élastiques sur le modèle initial est suffisante pour la prise en compte de ce phé-
nomène.

Première position
du chargement

Dernière position
 du chargement

Chargement de contact

FIGURE 3.31: Modèle réduit sur appuis élastiques avec conditions de symétrie aux li-
mites.

Simulation multi-échelles de la propagation des fissures de fatigue dans les rails 127

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0033/these.pdf 
© [B. Trollé], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



3. Approche multi-échelles des mécanismes de fissuration par fatigue des rails
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FIGURE 3.32: (a) KI et (b) KII obtenus avec le macro-modèle non fissuré, le modèle
réduit fissuré et sans flexion.

3.3 Bilan de l’approche multi-échelles

Les différents phénomènes inhérents à l’application visée ont été introduits dans le
modèle X-FEM/LATIN. La bonne modélisation du chargement mobile de contact a été
étudiée. Cette dernière est assurée par l’utilisation d’un maillage convergé spatialement
et d’une description temporelle adaptée au problème quasi-statique non-linéaire. Cette
modélisation a été validée par comparaison avec un modèle semi-analytique basé sur la
théorie des dislocations. Cette étape de validation, par comparaison des FICs avec ceux
disponibles dans la littérature, montre également l’intégration correcte des termes de frot-
tement dans le calcul des intégrales de domaine.

A partir de là, la possibilité d’ajouter un champ initial non uniforme mais permanent,
sous l’hypothèse d’un comportement stabilisé élastique du rail, a été développée. Cet
état initial non vierge pour la résolution du problème de mécanique de la rupture a été
introduit comme un vecteur d’efforts internes généralisés. La stratégie X-FEM/LATIN
à deux échelles développée dans le chapitre 2 permet d’additionner ce terme au second
membre du système linéaire discrétisé décrivant l’équilibre de la structure fissurée. La
procédure de transfert des champs, du maillage utilisé pour le calcul de l’état stabilisé du
rail vers celui utilisé pour la résolution du problème de rupture, a également été précisée.

Tous ces travaux ont été réalisés pour des problèmes bi et tri-dimensionnels. L’ajout
d’un état initial non vierge dans la simulation de référence a souligné le rôle important des
contraintes résiduelles sur les FICs. Cela laisse présager une modification des mécanismes
de propagation.

Enfin, la flexion du rail, décrite comme un phénomène provenant de l’échelle du sy-
tème, a été étudiée. Elle a été modélisée par couplage du modèle de rupture avec un
macro-modèle dédié non fissuré. Cette étude bi-dimensionnelle a mis en évidence la très
faible influence de l’onde de flexion sur la solution du problème de rupture. En revanche,
l’introduction d’appuis élastiques a démontré l’importance du fléchissement du rail lors
du passage du chargement sur la fissure. Avec ces conditions aux limites, les valeurs des

128 Simulation multi-échelles de la propagation des fissures de fatigue dans les rails

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0033/these.pdf 
© [B. Trollé], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



Bilan de l’approche multi-échelles

FICs sont modifiées. On observe en effet une plus longue séquence d’ouverture de la
fissure avant et après le passage du chargement et une diminution de ∆KII .

Les développements réalisés pour le couplage de l’échelle locale avec celle de la struc-
ture dans le chapitre précédent et l’ajout des contraintes résiduelles permettent une mo-
délisation complète du problème de rupture en lien avec l’application visée. Le chapitre
suivant étudie l’influence des différents paramètres du modèle sur les mécanismes de pro-
pagation des fissures de fatigue.
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3. Approche multi-échelles des mécanismes de fissuration par fatigue des rails
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Chapitre 4

Étude numérique de la propagation des
fissures de fatigue dans les rails

Sommaire
4.1 Définition des paramètres utilisés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132
4.2 Influence de l’échelle locale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133

4.2.1 Coefficient de frottement interfacial . . . . . . . . . . . . . . . . . 134
4.2.2 Orientation de la fissure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136
4.2.3 Longueur initiale de la fissure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141

4.3 Influence de l’échelle de la structure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145
4.3.1 Contact roue-rail . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145
4.3.2 Introduction d’un état initial non-vierge . . . . . . . . . . . . . . . 148

4.4 Etude des réseaux de fissures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152
4.4.1 Etude d’une configuration "squat" . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152
4.4.2 Etude d’un réseau de fissures parallèles . . . . . . . . . . . . . . . 155
4.4.3 Introduction des contraintes résiduelles dans le réseau de fissures . . 159

4.5 Synthèse de l’étude numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162
4.6 Estimation des vitesses de fissuration mesurées : étude préliminaire . . 163

Simulation multi-échelles de la propagation des fissures de fatigue dans les rails 131

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0033/these.pdf 
© [B. Trollé], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



4. Étude numérique de la propagation des fissures de fatigue dans les rails

Dans ce dernier chapitre, une étude numérique bi-dimensionnelle des paramètres in-
fluençant les mécanismes de propagation est menée. L’influence des paramètres locaux
est tout d’abord étudiée. L’étude paramétrique se tourne ensuite vers les paramètres agis-
sant à l’échelle de la structure. Ces études mettent en évidence l’influence d’un paramètre,
sur d’une part les facteurs d’intensité des contraintes dans la configuration initiale étudiée
et d’autre part sur la modification du trajet et des vitesses de propagation qui en découle.
Enfin, la dernière partie introduit un travail préliminaire effectué pour la comparaison des
résultats numériques avec les accroissements mesurés sur le réseau ferré national.

4.1 Définition des paramètres utilisés

Le cas étudié est celui d’une fissure débouchante. Pour toutes les simulations menées,
la direction de recherche et le terme de stabilisation sont choisis selon les formules pro-
posées dans ce mémoire (k = E/l et ξ = 1/k). Les valeurs de ces paramètres sont mis à
jour automatiquement à chaque début de cycle lors de l’assemblage du système linéaire
matriciel. La taille des éléments de la zone dans laquelle la fissure est placée assure un
ratio l0/h = 120. h est la longueur des cotés des éléments carrés enrichis. La taille des
éléments d’interface est choisie égale à h (cf. TAB.4.1). Ces éléments sont non conformes
avec les éléments de structure. Le module de Young est fixé à E = 210 GPa et le coeffi-
cient de Poisson est choisi égal à 0.3 (cf. TAB.4.2). Le chargement considéré est Herztien
en glissement complet et identique à celui utilisé dans le chapitre précédent (cf. TAB.4.3).
Il déroule d’une résolution cylindre-plan avec un effort appliqué de 90kN. La longueur
sur laquelle le chargement se déplace de ∆x1 est égale à 6a, centrée sur l’extrémité dé-
bouchante de la fissure. Selon la convention définie sur la FIG.4.1, lorsque µroue−rail > 0,
l’effort tangentiel est orienté dans le sens du mouvement du chargement et le train est en
situation de freinage. Inversement, lorsque µroue−rail < 0 le train est en phase d’accélé-
ration. Le critère utilisé pour la détermination de la direction de propagation est l’exten-
sion de Pineau et Hourlier utilisant maxθ ∆k∗eq(θ) pour les raisons précisées dans la partie
2.7.2.2. Le facteur n présent dans l’algorithme utilisé pour la simulation de la propaga-
tion des fissures de fatigue (cf. FIG.2.29) est défini égal à 4%. Cette valeur assure une
propagation lisse des fissures, c’est-à-dire qu’elle semble vérifier l’hypothèse de linéarité
inhérente au saut de cycles. La loi de propagation utilisée est celle issue des essais réalisés
sur machine à galets pour les raisons exprimées dans la partie 1.2.6 :

da
dN

= 2.10−9(∆Keq)
3.33 (4.1)

avec

∆Keq =
√

∆K2
I +0.772∗∆K2

II (4.2)
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Influence de l’échelle locale

k (Pa.m−1) ξ (m.Pa−1) n (%) l0/h taille élément interface
E/l 1/k 4 120 h

TABLE 4.1: Paramètres numériques utilisés.

E (GPa) ν

210 0.3

TABLE 4.2: Paramètres matériaux utilisés.

Pmax (MPa) 2a (mm) l0/∆x1 ∆x2 (mm)
845 13.5 24 2

TABLE 4.3: Paramètres utilisés pour la définition du chargement hertzien.

l0 (mm) θ (˚) µ f issure µroue−rail Pmax (MPa) 2a (mm)
6 15 0.5 0.025 845 13.5

TABLE 4.4: Paramètres de référence utilisés.

Première position
du chargement

Dernière position
 du chargement

Calcul des FICs pour chaque position 
du chargement

0

x

FIGURE 4.1: Définition des paramètres dans la configuration initiale pour la modélisation
quasi-statique d’un cycle utilisant un chargement hertzien en glissement complet.

4.2 Influence de l’échelle locale

Nous étudions l’influence de paramètres agissant à l’échelle locale sur la propagation
des fissures. L’étude porte sur les paramètres suivants :

– le coefficient de frottement entre les lèvres de la fissure µ f issure ;
– l’orientation initiale de la fissure θ ;
– la longueur initiale de la fissure l0.
L’influence du coefficient de frottement interfacial est tout d’abord étudiée.
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4. Étude numérique de la propagation des fissures de fatigue dans les rails

4.2.1 Coefficient de frottement interfacial
Dans cette partie, seules varient les valeurs du coefficient de frottement entre les

lèvres de la fissure. Les autres paramètres sont fixés et gardent les valeurs définies dans le
TAB.4.4. Trois cas sont étudiés, un coefficient de frottement très faible, un intermédiaire
et un élevé (µ f issure = 0.01;0.1;0.5).

La FIG.4.2 (b) présente les variations de KII au cours du cycle. Une augmentation du
coefficient de frottement se traduit par un glissement relatif des lèvres moins important
et une diminution de ∆KII . Le coefficient de frottement local n’a évidemment aucune
influence sur l’ouverture de la fissure et ∆KI reste inchangé (FIG.4.2 (a)). Ces résultats
simples rejoignent les résultats d’autres études menées [DUB 02, FLE 09].
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FIGURE 4.2: (a) KI et (b) KII calculés pour différents coefficients de frottement entre les
lèvres de la fissure µ f issure (l = 6mm, θ = 15˚, µroue−rail = 0.025).

∆KII est donc dépendant du coefficient de frottement local. Cela se traduit par des
modifications des trajets de propagation des fissures (FIG.4.3). Le trajet de propagation
est divisé en deux phases. Durant la première phase, une propagation coplanaire de la fis-
sure est obtenue jusqu’à une profondeur zb = 3.27;3.98;1.75 mm pour respectivement les
trois valeurs de µ f issure = 0.01;0.1;0.5 (cf TAB.4.5). La seconde phase prédit des trajets
de fissuration différents selon le coefficient de frottement appliqué. Cette seconde phase
montre des changements faibles de direction de propagation. Ces faibles changements
de direction mènent à des vitesses de propagation augmentant de manière continue avec
l’allongement de la fissure (FIG.4.4).

Les conclusions tirées de l’étude des FICs dans la configuration initiale restent va-
lables avec l’augmentation de la taille des fissures dans ces cas de propagation lisse. Des
glissements relatifs aisés entre les lèvres engendrent donc une augmentation plus rapide
de la vitesse de propagation des fissures avec l’allongement de la fissure qu’avec un co-
efficient de frottement élevé (FIG.4.4). Pour un allongement donné, ces écarts de taux
d’accroissement mènent à des nombres de cycles différents. Ainsi, il faut 71 900 cycles
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Influence de l’échelle locale

µ f issure 0.01 0.1 0.5
Profondeur de branchement zb (mm) 3.27 3.98 1.75
Nombre de cycles (en milliers de cycles) 22.9 38.4 71.9
Trafic équivalent (tonnage) (kt) 206.1 345.6 647.1
Allongement (mm) 8.79 8.79 8.79

TABLE 4.5: Profondeur de branchement, nombre de cycles, tonnage équivalent et lon-
gueur finale pour différents coefficients de frottement interfacial µ f issure (l0 = 6mm,

θ = 15˚, µroue−rail = 0.025).

de chargement à la fissure avec un coefficient de frottement de µ f issure = 0.5 pour at-
teindre un allongement de 8.79mm. Pour la fissure avec des glissements relatifs impor-
tants (µ f issure = 0.01), ce nombre chute à 22 900 cycles (TAB.4.5).

Il semble donc que le coefficient de frottement interfacial ne modifie que le glissement
entre les lèvres de la fissure. Il influence principalement le taux d’accroissement des fis-
sures. Ces conclusions ne sont cependant pas générales et dépendent également des autres
paramètres définissant la configuration étudiée.

°

FIGURE 4.3: Trajets de fissuration calculés pour différents coefficients de frottement local
µ f issure (23 pas de propagation, l0 = 6mm, θ = 15˚, µroue−rail = 0.025).
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4. Étude numérique de la propagation des fissures de fatigue dans les rails

Longueur totale de fissure (mm)
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FIGURE 4.4: Taux d’accroissement des fissures (mm/cycle) en fonction de la longueur
de fissure (mm) pour différents coefficients de frottement interfacial µ f issure (l0 = 6mm,

θ = 15˚, µroue−rail = 0.025).

4.2.2 Orientation de la fissure

L’influence de l’orientation initiale de la fissure sur les solliciations subies par la fis-
sure est à présent étudiée. Seule l’orientation initiale de la fissure varie et les autres para-
mètres ont les valeurs définies dans le TAB.4.4. Différents angles θ sont testés (15˚, 30˚,
45˚, 60˚et 75˚), permettant de simuler une fissure faisant un angle faible avec la bande
roulement jusqu’à une fissure proche de la verticale.

Les variations de KI et KII au cours du cycle sont tracées en fonction de la position du
chargement (cf. FIG.4.5 (a) et FIG.4.5 (b) ). Pour le chargement considéré, un angle faible
diminue le glissement relatif entre les lèvres mais facilite l’ouverture de la fissure. Dans
ce cas, le front de la fissure se trouve proche de la bande de roulement et le chargement
tangentiel appliqué influence encore le comportement en front de fissure, facilitant son
ouverture. A l’inverse, lorsque la fissure s’approche de la verticale, de par la configuration
géométrique, le chargement normal facilite le glissement entre les lèvres. Par conséquent,
∆KII augmente avec l’angle θ tandis que ∆KI diminue. ∆KII est cependant plus faible pour
les fissures inclinées de 30 et 45˚que pour un angle de 15˚. Ces angles intermédiaires ont
pour effet de limiter la contribution du chargement tangentiel dans le glissement relatif
sans réellement permettre à la composante normale du chargement de compenser cette
diminution.

La force motrice de la propagation sous un chargement en mode mixte impliquant
des mécanismes de tension et de glissement en front de fissure, les trajets et vitesses de
fissuration en sont modifiés. Dans la configuration étudiée dans ce paragraphe, la fissure
branche vers l’âme du rail quelle que soit la valeur de θ. Il est intéressant de noter que,
lorsque les fissures ont branché, les directions de propagation prédites sont quasiment pa-
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FIGURE 4.5: (a) KI et (b) KII calculés pour différentes orientations initiales θ (l = 6mm,
µ f issure = 0.5, µroue−rail = 0.025).

θ 15˚ 30˚ 45˚ 60˚ 75˚
Nombre de cycles (milliers de cycles) 71.9 122.6 85.8 46.7 27.5
Trafic équivalent (tonnage) (kt) 647.1 1103 772.2 420.3 247.5
Allongement (mm) 8.79 8.79 8.79 8.79 8.79

TABLE 4.6: Nombre de cycles, tonnage équivalent pour un même allongement et diffé-
rentes orientations initiales θ (l = 6mm, µroue−rail = 0.5, µroue−rail = 0.025).

rallèles, faisant un angle autour 75˚avec la surface du rail. Cette conclusion est renforcée
par la propagation coplanaire de la fissure dont l’angle initial est de θ = 75˚.

En outre, la profondeur de branchement semble décrire un cercle de rayon très proche
de a (FIG.4.6). La fissure ayant une longueur initiale de 6 mm, valeur proche de a égale-
ment, cette remarque demandera a être étudiée plus en détail.

Pour les fissures dont l’angle de branchement au cours de la propagation est faible
(pour les orientations initiales θ = 15 ; 60 ; 75˚), une augmentation lisse et similaire de la
vitesse de propagation avec l’allongement des fissures est obtenue (FIG.4.7). En revanche,
pour les angles intermédiaires (θ = 30;45˚), les vitesses initiales sont plus faibles. Une
fois que la fissure branche avec un coude plus prononcé, l’augmentation relative du mode
II est plus importante qu’avec les autres angles (FIG.4.8). Ceci se traduit par une rapide
augmentation de la vitesse de fissuration pour θ = 45˚(FIG.4.7), jusqu’à dépasser le taux
d’accroissement de la fissure faiblement inclinée (θ = 15˚) qui n’a pas branché. Après 21
pas de propagation, les deux configurations θ = 45˚et θ = 75˚mènent à des sollicitations
similaires (FIG.4.8).
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4. Étude numérique de la propagation des fissures de fatigue dans les rails
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FIGURE 4.6: Trajets de propagation calculés pour différents angles θ (l0 = 6mm,
µ f issure = 0.5, µroue−rail = 0.025).
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FIGURE 4.7: Taux d’accroissement (mm/cycle) selon la longueur totale de la fissure
(mm) pour différentes orientations initiales θ (l0 = 6mm, µ f issure = 0.5, µroue−rail =

0.025).
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Influence de l’échelle locale

°

°
 −6  −5  −4  −3  −2  −1  0  1  2  3  4  5  6

 −30

 −25

 −20

 −15

 −10

 −5

 0

 5

 10

 15

 20

 25

 30

°
°45

75

(a) (b)

FIGURE 4.8: KII pour θ = 45˚et θ = 75˚après 21 pas de propagations (l0 = 6mm,
µ f issure = 0.5, µroue−rail = 0.025).
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4. Étude numérique de la propagation des fissures de fatigue dans les rails

Une seconde configuration est étudiée. Le coefficient de frottement entre la roue et le
rail utilisé est à présent de -0.1. L’effort tangentiel agissant à la surface du rail est dans ce
cas situé dans le sens inverse à celui de l’avancement du chargement (cf. FIG.4.1).

Nous observons dans ce cas, pour un angle θ de 15˚, un branchement de la fissure vers
la surface. Pour les angles supérieurs ou égaux à 30˚, les fissures branchent en profondeur.
Cette conclusion est cohérente avec les méthodes de mesures utilisées pour la détection et
le suivi des fissures. Ces techniques sont essentiellement basées sur le retour d’expérience
et utilisent des capteurs à ultrason faisant un angle de 68˚avec la surface du rail. Cet angle
est utilisé afin d’émettre des ondes perpendiculairement aux fissures plongeantes dans le
rail, dont l’angle initial est de 22˚.

De plus, une étude simplifiée portant également sur l’influence de l’inclinaison initiale
de fissures courtes débouchantes (l = 1 mm), avec un chargement tangentiel important et
orienté dans le même sens que ce cas d’étude (µroue−rail = −0.45), met en évidence le
même type de comportement [BRO 12]. Les trajets de propagation y sont prédits vers la
surface du rail pour des inclinaisons initiales inférieures à 30˚et vers l’âme du rail pour
des angles plus importants.

Il semble donc que pour une inclinaison initiale, supérieure ou égale à 30˚, la propaga-
tion des fissures soit plongeante dans le rail. Nous nous intéressons à présent à l’influence
de la longueur initiale de la fissure sur les FICs et trajets de propagation.

°

°

°°

°

FIGURE 4.9: Trajets de propagation calculés pour différents angles θ (l0 = 6mm,
µ f issure = 0.5, µroue−rail =−0.1).
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Influence de l’échelle locale

4.2.3 Longueur initiale de la fissure
Trois longueurs initiales sont testées (l = 3 ; 6 ; 12 mm). Le coefficient de frottement

entre la roue et le rail est conservé égal à -0.1 (µroue−rail = -0.1). Les autres paramètres
sont définis dans le TAB.4.4. Les paramètres numériques des TAB.4.1 et TAB.4.3 sont
ajustés selon la longueur initiale utilisée (h et ∆x1).

La FIG.4.10 présente l’évolution des FICs pour les trois configurations initiales consi-
dérées. Lorsque la fissure est longue (l = 12 mm), le chargement tangentiel n’est plus suf-
fisant pour ouvrir la fissure jusqu’à son front. Les valeurs maximales de KI diminuent ainsi
que la partie du cycle pendant laquelle la fissure est ouverte (FIG.4.10 (a)). En revanche,
l’augmentation de la taille de la fissure provoque une augmentation de KII .

Pour la configuration étudiée, la simulation prédit la formation d’une écaille pour
les trois longueurs considérées (FIG.4.11). Avec cette orientation générale des trajets de
propagation, l’étude du nombre de cycles nécessaire pour atteindre un allongement donné
(TAB.4.7) révèle que la fissure courte se propage lentement comparée aux deux autres.
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FIGURE 4.10: (a) KI et (b) KII calculés pour différentes longueurs initiales l (θ = 15˚,
µroue−rail =−0.1, µ f issure = 0.5).

°

FIGURE 4.11: Trajets de propagation simulés pour trois longueurs initiales de fissure l
avec µroue−rail < 0 (θ = 15˚, µroue−rail =−0.1, µ f issure = 0.5).
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4. Étude numérique de la propagation des fissures de fatigue dans les rails

l (mm) 3 6 12
Nombre de cycles (milliers de cycles) 129.5 78.0 34.2
Trafic équivalent (tonnage) (kt) 1165.5 702 307.8
Allongement (mm) 8.2 15.7 15

TABLE 4.7: Nombre de cycles, tonnage équivalent et allongement pour trois longueurs
initiales l avec µroue−rail < 0 (θ = 15˚, µroue−rail =−0.1, µ f issure = 0.5).

D’autres travaux utilisant un effort tangentiel orienté dans le sens d’avancement du
chargement prédisent une orientation de branchement coplanaire ou plongeante selon la
longueur de la fissure [DUB 02]. Ces travaux étudient cependant la propagation des fis-
sures pour un unique pas de propagation. La configuration considérée dans cette étude est
simulée pour les trois longueurs étudiées (θ = 15˚, µroue−rail = 0.4, µ f issure = 0.1).

La FIG.4.12 présente les trajets de propagation obtenus. Si la fissure la plus courte
(l = 3 mm) propage de manière quasi coplanaire pendant 2 pas de propagation, un trajet
plongeant dans le rail est prédit ensuite. Ce comportement est obtenu pour les deux autres
longueurs considérées (l = 6 ; 12 mm) dès le premier pas de propagation. Ces résultats
sont cohérents avec ceux présentés dans [DUB 02].

Les FICs après le premier pas de propagation pour la fissure longue de 12 mm sont
présentés sur la FIG.4.13. On observe clairement un changement dans les sollicitations.
Après branchement, les fissures sont principalement sollicitées en mode I. La partie bran-
chée verticale de la fissure est en effet ouverte par la composante normale du chargement.
Avec cet effort tangentiel important, une diminution de la vitesse de fissuration après
branchement est observée. L’augmentation du mode I ne compense pas la diminution du
mode II (FIG.4.14).

La propagation plongeante semble une fois de plus fortement liée à l’orientation de
l’effort tangentiel. Ce point est développé dans la partie suivante. Ces résultats montrent
l’indépendance à la longueur initiale de la macro-fissure sur le trajet global de propagation
(vers la surface ou plongeante). Cette conclusion est également proposée par d’autres
auteurs [BRO 12].
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°

FIGURE 4.12: Trajets de propagation simulés pour trois longueurs initiales de fissure l
avec µroue−rail > 0 (θ = 15˚, µroue−rail = 0.4, µ f issure = 0.1).
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FIGURE 4.13: (a) KI et (b) KII dans la configuration initiale avant et après branchement
pour l = 12 mm (θ = 15˚, µroue−rail = 0.4, µ f issure = 0.1).
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FIGURE 4.14: Taux d’accroissement (mm/cycle) selon la longueur totale de la fissure
(mm) pour trois longueurs initiales l avec µroue−rail > 0 (θ = 15˚, µroue−rail = 0.4,

µ f issure = 0.1).

L’étude des phénomènes agissant sur l’échelle de la fissure a révélé la forte influence
de l’inclinaison initiale de la fissure sur son trajet. Les fissures formant un angle initial
de plus 30˚avec la table de roulement sont néanmoins toujours prédites plongeantes. A
l’inverse, la longueur initiale de la fissure ne semble pas avoir d’incidence sur le trajet
global de propagation. De même, le coefficient de frottement entre les lèvres de la fissure
ne modifie que légèrement les trajets de propagation. Il a cependant une forte influence
sur les vitesses de fissuration. Enfin, cette étude laisse entrevoir le rôle majeur du sens de
l’effort tangentiel sur la direction globale de propagation des fissures. Ce sera l’objet de
la partie suivante.
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4.3 Influence de l’échelle de la structure

Cette partie étudie l’influence des phénomènes agissant à l’échelle de la structure sur
les mécanismes de propagation. L’étude porte sur les paramètres suivants :

– le coefficient de frottement entre la roue et le rail µroue−rail ;
– l’introduction d’un état initial non vierge complexe.
L’influence du coefficient de frottement est tout d’abord étudiée.

4.3.1 Contact roue-rail

Dans cette section, la valeur du coefficient de frottement entre la roue et le rail va-
rie. Les autres paramètres sont ceux définis dans le TAB.4.4. La convention utilisée pour
l’orientation des efforts tangentiels est celle définie sur la FIG.4.1. Selon cette convention,
un coefficient de frottement négatif équivaut à un train en situation d’accélération et un
coefficient positif correspond à une situation en freinage. Des valeurs du coefficient de
frottement de 0.025, 0.1 et 0.4 sont considérées.

Pour la configuration étudiée, l’ouverture de la fissure est liée à l’intensité du charge-
ment tangentiel. Plus celui-ci est élevé plus il facilite l’ouverture de la fissure (FIG.4.15
(a) et FIG.4.16 (a) ). De plus, s’il est orienté dans la direction d’inclinaison de la fissure,
le mode d’ouverture est d’autant plus activé. De même, un effort tangentiel élevé favorise
le glissement entre les lèvres et ∆KII augmente avec µroue−rail (FIG.4.15 (b) et FIG.4.16
(b)). Cet effet aurait été moins marqué si une fissure proche de la verticale avait été consi-
dérée. Dans ce cas, le glissement relatif des lèvres trouve principalement son origine dans
le chargement normal appliqué. Ces conclusions, tirées de l’étude de la configuration ini-
tiale, rejoignent celles de résultats disponibles dans la littérature [SEO 10].
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FIGURE 4.15: (a) KI et (b) KII calculés pour différents coefficients de frottement entre la
roue et le rail µroue−rail > 0 (freinage) (l0 = 6mm, θ = 15˚, µ f issure = 0.5).
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FIGURE 4.16: (a) KI et (b) KII calculés pour différents coefficients de frottement entre la
roue et le rail, µroue−rail < 0 (accélération) (l0 = 6mm, θ = 15˚, µ f issure = 0.5).

Les trajets de propagation obtenus pour ces différents sens et intensités du chargement
tangentiel démontrent la très forte influence de ce paramètre (FIG.4.17). Quel que soit le
signe µroue−rail , un effort élevé provoque un branchement plus rapide de la fissure. La
direction de branchement est fonction du signe de µroue−rail . Un effort tangentiel dans le
sens de déplacement du chargement (freinage, µroue−rail > 0) mène à la création d’une
écaille. Ce point corrobore ce qui est fréquemment mentionné oralement sur l’effet de
l’augmentation des efforts tangentiels. Leur augmentation contribuerait à faire remonter
les fissures. A l’inverse, en situation d’accélération (µroue−rail < 0), les fissures plongent
toutes dans le rail, menant à terme à un risque de rupture.

Il est également intéressant de comparer l’allure des trajets avec ceux obtenus précé-
demment dans l’étude de l’influence de la longueur initiale de la fissure (partie 4.2.3).
Pour µroue−rail = 0.4, et avec un coefficient de frottement interfacial de 0.1, des change-
ments de direction prononcés ont été obtenus (FIG.4.12). Ce résultat, comparé aux trajets
obtenus avec µ f issure = 0.5 (FIG.4.17 (b) ), suggère un effet lisseur du coefficient de frot-
tement entre les lèvres. Lorsqu’il est élevé, la diminution du glissement relatif qui en
découle mène à des changements de direction plus lisses.
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Influence de l’échelle de la structure

µroue−rail -0.4 -0.1 -0.025 0.025 0.1 0.4
Nombre de cycles (milliers de cycles) 4.68 25.0 56.4 74.1 143.8 34.3
Trafic équivalent (tonnage) (kt) 42,12 225 507,6 666,9 1294,2 308,7
Allongement (mm) 1.3 5.7 12.0 9.38 9.38 9.38

TABLE 4.8: Nombre de cycles, tonnage équivalent pour un même allongement et dif-
férents coefficients de frottement entre la roue et le rail µroue−rail (l0 = 6mm, θ = 15˚,

µ f issure = 0.5).

-
-

-

(a) µroue−rail < 0 (b) µroue−rail > 0

FIGURE 4.17: Trajet de propagation pour différents coefficients de frottement entre la
roue et le rail en situation d’accélaration (a) et de freinage (b).

Ces cas d’études mettent une fois de plus en évidence l’influence de la géométrie de
la fissure sur les vitesses de fissuration (FIG.4.18). Lorsque les fissures changent brus-
quement de direction de propagation (µroue−rail = 0.1), une diminution du taux d’accrois-
sement est observée au pas de propagation suivant. La vitesse de fissuration augmente
ensuite à nouveau avec l’allongement de la fissure. Comme nous l’avons déjà souligné
précedemment, le mode I compense la diminution du glissement relatif après un allon-
gement conséquent de la partie branchée. A l’inverse, une géométrie lisse favorise une
augmentation continue mais plus faible des vitesses de fissuration. Ces deux comporte-
ments aboutissent à des nombres de cycles très différents pour un allongement identique.
Par exemple, il faut 143.8 103 cycles avec µroue−rail = 0.1 contre 74.1 103 cycles avec
µroue−rail = 0.025 pour atteindre un allongement de 9.38 mm de la fissure (TAB.4.8).

Enfin, on note que dans cette configuration, lorsque µroue−rail > 0, une augmentation
de l’effort tangentiel ne mène pas immédiatement à un taux d’accroissement plus impor-
tant. C’est seulement une fois que les fissures sont longues de plus de 14 mm que les
vitesses deviennent équivalentes (FIG.4.18).
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4. Étude numérique de la propagation des fissures de fatigue dans les rails

Longueur totale de fissure (mm)
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FIGURE 4.18: Taux d’accroissement (mm/cycle) selon la longueur totale de la fissure
(mm) pour différents coefficients de frottement entre la roue et le rail µroue−rail (l0 = 6mm,

θ = 15˚, µ f issure = 0.5).

4.3.2 Introduction d’un état initial non-vierge

Le second effet agissant à l’échelle du rail, analysé dans cette section, est la prise en
compte de contraintes résiduelles. Comme détaillée dans la partie 3.1.2, l’introduction
d’un état initial non vierge dans les simulations de propagation est réalisée sous l’hy-
pothèse d’un état stabilisé élastique linéaire pour le rail. Le transfert des champs se fait
grâce à la procédure introduite dans la partie 3.1.2. Les contraintes résiduelles considérées
sont issues du processus de fabrication et de l’accumulation des déformations plastiques
induites par la circulation des trains.

4.3.2.1 Tenseur des contraintes résiduelles

L’état de contraintes résiduelles considéré est identique à celui de la partie 3.1.2. Pour
rappel, les composantes du tenseur des contraintes résiduelles σxx, σyy, σxy et σzz, sur une
ligne verticale au centre du domaine sans la fissure après l’étape de rééquilibrage élastique
initiale, sont présentées sur la FIG.4.19. Cette figure met en évidence l’état de contraintes
résiduelles complexes existant dans le rail avec la présence de forts gradients. Comme
déjà mentionné dans ce manuscrit, cet état de contraintes non uniformes est considéré
comme permanent pour le problème de mécanique élastique linéaire de la rupture.

4.3.2.2 Influence des contraintes résiduelles

De la même manière, l’influence des contraintes résiduelles sur les FICs et les tra-
jets de propagation sont analysés. Les FICs sans et avec contraintes résiduelles pour le
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FIGURE 4.19: Contraintes résiduelles après projection et rééquilibrage élastique sur la
ligne verticale au centre du maillage utilisé pour la résolution du problème de rupture.

cas défini dans le TAB.4.4 sont présentés sur la FIG.4.20. Pour la configuration étudiée,
des contraintes résiduelles de traction s’exercent en surface et en sous surface sur une
épaisseur très fine, au niveau de l’extrémité débouchante de la fissure. Des contraintes
de compression s’exercent en fond de fissure, empêchant l’ouverture complète de cette
dernière. ∆KII est également diminué. Les contraintes résiduelles de compression limitent
le glissement relatif entre les lèvres de la fissure. Ces effets mènent à un changement des
mécanismes de propagation.
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FIGURE 4.20: (a) KI et (b) KII calculés avec et sans contraintes résiduelles (l0 = 6mm,
θ = 15˚, µ f issure = 0.5, µroue−rail = 0.025).

La FIG.4.21 illustre les trajets simulés avec et sans contraintes résiduelles. Ainsi, pour
le cas étudié, la prise en compte des contraintes résiduelles provoque une propagation
coplanaire plus longue. La fissure branche ensuite légèrement vers la surface du rail fa-
vorisant la formation d’une écaille plutôt qu’une fissuration plongeante. Dans ce cas, le
trajet de propagation et le type de défaut associé sont modifiés. Cette modification dépend
cependant du cas étudié.
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4. Étude numérique de la propagation des fissures de fatigue dans les rails

Pour un effort tangentiel ou une inclinaison favorisant une propagation franche vers la
profondeur du rail, la prise en compte des contraintes résiduelles modifient ce trajet mais
sans en influencer l’orientation globale (cf. FIG.4.23).

Le second effet observé est une propagation environ deux fois plus lente de la fissure
en présence de contraintes résiduelles (FIG.4.23). Pour un allongement équivalent, deux
fois plus de cycles sont nécessaire avec les contraintes résiduelles (TAB.4.9).

De part ces modifications sur les trajets de fissuration et les taux d’accroissement
calculés, prendre en compte les contraintes résiduelles dans les simulations de propagation
est indispensable à l’obtention de résultats quantitatifs.

FIGURE 4.21: Trajets de propagation avec et sans contraintes résiduelles (l0 = 6mm,
θ = 15˚, µ f issure = 0.5, µroue−rail = 0.025).
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FIGURE 4.22: Taux d’accroissement (mm/cycle) en fonction de la longueur de la fissure
(mm) avec et sans contraintes résiduelles (l0 = 6mm, θ = 15˚, µ f issure = 0.5, µroue−rail =

0.025).
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l (mm) Libre Avec σrésiduelles

Nombre de cycles (milliers de cycles) 74.1 127.2
Trafic équivalent (tonnage) (kt) 666.9 1144.8
Allongement (mm) 9.38 9.38

TABLE 4.9: Nombre de cycles, tonnage équivalent et allongement avec et sans contraintes
résiduelles (l0 = 6mm, θ = 15˚, µ f issure = 0.5, µroue−rail = 0.025).

FIGURE 4.23: Trajets de propagation avec et sans contraintes résiduelles (l0 = 6mm,
θ = 15˚, µ f issure = 0.5, µroue−rail =−0.4).

Le chargement tangentiel et les contraintes résiduelles jouent un rôle majeur dans la
propagation des fissures de fatigue dans les rails. Ces calculs sont cependant basés sur la
modélisation d’une unique fissure dans un milieu semi-infini. Des travaux ont déjà montré
l’importance de la présence d’un réseau de fissures dans les mécanismes d’endommage-
ment [DUB 92a, DUB 92b, GUO 10] et leur influence sur les mécanismes de transfert
de charge. Dans les rails, des réseaux de fissures peuvent se développer dans le champi-
gnon ou au niveau du congé de roulement [TIL 09]. Des effets boucliers, dépendants de
la distance entre les fissures, ont déjà été mis en évidence [DUB 02, KAN 06].

Afin de compléter l’analyse, il est important de quantifier la modification des FICs
due aux interactions entre fissures en comparaison des résultats obtenus pour une fissure
seule.
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4. Étude numérique de la propagation des fissures de fatigue dans les rails

4.4 Etude des réseaux de fissures
L’étude des réseaux de fissures nécessite d’effectuer des pas de propagation à iso-

nombre de cycles pour toutes les fissures modélisées. A la manière de ce qui a été fait
pour les simulations de fretting avec deux fissures, ou les simulations de propagation tri-
dimensionnelles, une légère modification de l’algorithme de propagation pour la gestion
des différentes fissures est effectuée. Des travaux ont proposé des algorithmes afin de
faire propager plusieurs dizaines de fissures et de pouvoir gérer les coalescences éven-
tuelles dans le cadre des X-FEM [BUD 04, ZI 04]. La coalescence de fissure n’est pas
traitée dans ces travaux. Dans ce mémoire, l’extension de la fissure est imposée égale à
∆a = 0.04 ltotale pour une unique fissure. Pour l’étude des fissures multiples, cette valeur
devient l’extension maximale ∆amax = 4% (pour la fissure la plus rapide). L’extension ∆ai
pour chaque fissure i est ensuite calculée proportionnellement au facteur d’intensité des
contraintes équivalent ∆Keqi à la puissance utilisée dans la loi de propagation :

∆ai

∆amax
=

(
∆Keqi

∆Keqmax

)3.33

(4.3)

avec
∆Keqi =

(
∆K2

Ii
+0.772∗∆K2

IIi

)0.5
(4.4)

Cette étude s’intéresse tout d’abord à deux fissures symétriques dans une configuration
dite "squat". Le second cas étudié est celui de neuf fissures parallèles avec la présence de
contraintes résiduelles.

4.4.1 Etude d’une configuration "squat"
Deux fissures symétriques, nommées 1 et 2 (voir la FIG.4.24), sont considérées. Ces

deux fissures ont les mêmes caractéristiques (l0 = 6mm, θ = 15˚, µ f issure1 = µ f issure2 =
0.01) et sont séparées d’une distance de 1 mm. La position du chargement est définie par
rapport à l’extrémité débouchante de la fissure 1. Les conditions de chargement restent
inchangées (TAB.4.3).

Remarque : une valeur extrêmement faible du coefficient de frottement local a été
choisie afin d’obtenir des changements prononcés des directions de propagation. Comme
montré précédemment, une valeur élevée du coefficient de frottement local induit un effet
lisseur sur les trajets de propagation.

Les variations des FICs selon la position du chargement sont présentées sur la
FIG.4.26 pour les fissures 1 et 2. Deux courbes de référence sont ajoutées, correspon-
dant aux résultats obtenus pour des configurations avec une unique fissure, fissure 1 seule
et fissure 2 seule. Les conséquences de l’interaction entre les fissures sont ainsi identifiées.

Les différences sur le mode II ne sont que peu significatives (FIG.4.26 (b) ). Cela est
lié à la géométrie de la configuration étudiée. La différence majeure pour ce cas d’étude
est obtenue pour le mode I. La présence d’une double discontinuité et l’orientation du
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FIGURE 4.24: Configuration dite "squat" considérée (l0 = 6mm, θ = 15˚, µ f issure = 0.01,
µroue−rail = 0.025).

chargement tangentiel modifie l’ouverture des deux fissures. Les positions xc/a = ±2
sont caractéristiques (FIG.4.25). En xc/a = −2, le bord droit de la zone de chargement
est proche de la pointe de la fissure 1. L’orientation du chargement tangentiel ferme la
fissure avant que le chargement normal ne soit parfaitement au dessus de cette dernière.
En xc/a = +2, le bord gauche est situé au bord de la pointe de la fissure 2, maintenant
la fissure 2 fermée en sa pointe jusqu’à cette position (FIG.4.26 (a) ). L’ouverture de
la fissure 1 est diminuée lorsque xc/a < -2. A l’inverse, l’ouverture de la fissure 2 est
amplifiée par la présence de la première discontinuité lorsque xc/a > 2.

FIGURE 4.25: Representation schématique des positions du chargement par rapport aux
fissures lorsque xc/a =±2.
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FIGURE 4.26: (a) KI et (b) KII calculés dans la configuration initiale pour un réseau de
deux fissures dans un configuration squat comparés aux FICs obtenus pour une unique

fissure (l0 = 6mm, θ = 15˚, µ f issure = 0.01, µroue−rail = 0.025).
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4. Étude numérique de la propagation des fissures de fatigue dans les rails

Le trajet de propagation est ensuite simulé. Les résultats sont présentés sur la
FIG.4.27. Après une courte propagation coplanaire (un pas de propagation), la fissure
1 branche et se développe parallèlement à la surface du rail. La fissure 2 se propage elle
de manière coplanaire, s’enfonçant dans le rail, de manière similaire au comportement
pour une unique fissure dans cette configuration.

Ces prédictions sont cohérentes avec les observations d’études présentant des coupes
longitudinales de rails fissurés par des squats [CAN 96, GRA 12, STE 13]. Ces résultats
montrent des trajets de propagation similaires, où la fissure 1 propage parallèlement à
la surface du rail tandis que la fissure 2 s’enfonce dans le rail (FIG.4.28, FIG.4.29 et
FIG.4.30). Dans toutes ces études phénoménologiques, de fortes incertitudes sur les solli-
citations subies par les fissures persistent. Si cette comparaison qualitative n’a pas valeur
de validation, elle illustre la capacité du modèle à obtenir des résultats cohérents avec les
observations réalisées sur différents réseaux ferrés.

L’étude des réseaux de fissures se poursuit avec l’introduction de neuf fissures paral-
lèles dans le domaine maillé.

FIGURE 4.27: Trajets de propagation pour deux fissures dans une configuration squat (6
pas de propagation) en comparaison avec les trajets obtenus pour chacune des fissures

séparément (l0 = 6mm, θ = 15˚, µ f issure = 0.01, µroue−rail = 0.025).

FIGURE 4.28: Coupe longitudinale d’un squat d’origine inconnue [CAN 96].
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Etude des réseaux de fissures

FIGURE 4.29: Coupe longitudinale d’un "stud" provenant du réseau ferré londonien
[GRA 12].

FIGURE 4.30: Coupe longitudinale d’un squat provenant du réseau ferré néerlandais
[STE 13].

4.4.2 Etude d’un réseau de fissures parallèles
Le cas d’étude est présenté sur la FIG.4.31. Neuf fissures parallèles, identifiées de 1 à

9, définies avec les mêmes caractéristiques (l0 = 6mm, θ = 15˚, µ f issure=0.5) et équidis-
tantes de 3.375 mm (égale à a/2, un quart de la zone de contact roue-rail) sont considé-
rées. Le coefficient de frottement entre la roue et le rail est de µroue−rail = 0.1 (situation
de freinage).

KI et KII sont présentés sur la FIG.4.32 (a) et la FIG.4.32 (b) respectivement, pour
les neuf fissures. Les variations de référence pour KI et KII , obtenues pour une unique
fissure, sont ajoutées sur les figures afin de permettre la comparaison et d’estimer les effets
d’interaction. Les résultats permettent d’identifier deux types d’interaction. La première
d’entre elles est la même qu’observée sur la configuration dite squat. La présence de
discontinuités multiples modifie la rigidité du matériau amplifiant l’ouverture de certaines
fissures. Une augmentation maximale de 150 % est obtenue pour la fissure 6. Pour ce
qui est du glissement relatif entre les lèvres, une diminution de 0 à 25 % de ∆KII est
obtenue pour les fissures centrales du réseau (4 à 6) pour lesquelles on peut supposer le
régime de sollicitation comme stabilisé. Ceci met en évidence un effet bouclier pour ces
fissures centrales. Une fois de plus, cet effet est dépendant de la configuration étudiée
(longueur et orientation des fissures par rapport à celle du chargement tangentiel ainsi que
l’espacement entre les fissures).
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4. Étude numérique de la propagation des fissures de fatigue dans les rails

FIGURE 4.31: Représentation schématique de la configuration initiale pour l’étude du
réseau de neuf fissures parallèles (l0 = 6mm, θ = 15˚, µ f issure = 0.5, µroue−rail = 0.1).
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FIGURE 4.32: (a) KI et (b) KII calculés dans la configuration initiale pour le réseau de
neuf fissures parallèles (l0 = 6mm, θ = 15˚, µ f issure = 0.5, µroue−rail = 0.1).
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Etude des réseaux de fissures

Les résultats des simulations de propagation après 5 pas, en comparaison avec le trajet
obtenu pour une unique fissure, sont présentés sur la FIG.4.33. Le trajet obtenu pour une
unique fissure montre deux phases, une première coplanaire puis une seconde où la fissure
branche dans la profondeur du rail. Ce type de propagation est également obtenu pour les
fissures situées sur les bords du réseau. En revanche, pour les fissures centrales, dont le
régime de sollicitation est considéré comme stabilisé, l’effet du réseau sur le trajet simulé
est visible. Pour les fissures 3, 4, 5 et 7 les trajets de propagation sont modifiés. Les fissures
se propagent alors parallèlement à la surface du rail. La simulation est alors rapidement
arrêtée car la coalescence des fissures n’est pas analysée dans ce travail.

FIGURE 4.33: Trajets simulés après 5 pas de propagation (26 000 cycles de chargement)
pour le réseau de fissures en comparaison avec le trajet obtenu pour une unique fissure

(l0 = 6mm, θ = 15˚, µ f issure = 0.5, µroue−rail = 0.1).

La comparaison des taux d’accroissement de chacune des fissures avec le cas de réfé-
rence (fissure unique dans les mêmes conditions) met en évidence deux types de propa-
gation (FIG.4.34). Les fissures prédites plongeantes (fissure 1, 2, 6, 8 et 9) présentent des
vitesses plus faibles que les autres fissures et le cas de référence. Les trajets des fissures
3, 4, 5 et 7 montre des vitesses qui augmentent une fois que ces fissures se propagent
parallèlement à la surface du rail. Ces vitesses deviennent alors rapidement supérieures à
celles calculées pour une unique fissure.

La présence de l’effet bouclier au cycle initial modifie donc le taux de mixité de la
sollicitation. Une modification des trajets est alors prédite. Ce changement de trajet amène
alors ces fissures à se propager plus rapidement que dans le cas avec une unique fissure.
L’influence du réseau de fissures ne se résume donc pas à l’effet bouclier observé pour la
configuration initiale.
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4. Étude numérique de la propagation des fissures de fatigue dans les rails
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FIGURE 4.34: Taux d’accroissement des neuf fissures parallèles du réseau pour 26 000
cycles de chargement en comparaison avec le taux d’accroissement pour une unique
fissure dans les mêmes conditions (Référence) (l0 = 6mm, θ = 15˚, µ f issure = 0.5,

µroue−rail = 0.1).
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Etude des réseaux de fissures

4.4.3 Introduction des contraintes résiduelles dans le réseau de fis-
sures

Un champ de contraintes résiduelles identique à celui présenté dans la partie 4.3.2.2
est maintenant introduit dans le réseau de fissures. Les FICs pour le mode I et II sont tracés
sur la FIG.4.35 (a) et (b) respectivement. La configuration étudiée positionne le front
des fissures dans la zone de contraintes résiduelles en compression. Ces contraintes de
compression empêchent l’ouverture des fissures, exceptée pour la fissure 9. L’orientation
du chargement tangentiel et sa position particulière dans le réseau avec une discontinuité
en amont mais pas en aval, permettent une légère ouverture de cette fissure. Le glissement
entre les lèvres de la fissure est également réduit et une diminution de ∆KII est observée
pour toutes les fissures.
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FIGURE 4.35: (a) KI et (b) KII calculés pour un réseau de neuf fissures parallèles en
présence de contraintes résiduelles (l0 = 6mm, θ = 15˚, µ f issure = 0.5, µroue−rail = 0.1).

La propagation des fissures du réseau est également affectée. Il est désormais prédit
pour toutes les fissures une propagation parallèle à la surface du rail dans la direction
de circulation du chargement (FIG.4.36). Les mécanismes de propagation des fissures
centrales résultent dans ce cas de l’interaction des fissures et de l’influence des contraintes
résiduelles. Pour les fissures périphériques, seules les contraintes résiduelles influencent
les trajets de propagation. Le trajet de la fissure 9 n’est cependant pas affecté par les
contraintes résiduelles de part sa position spécifique dans la configuration étudiée.

FIGURE 4.36: Trajets simulés après 5 pas de propagation (44 200 cycles de chargement)
pour un réseau de neuf fissures parallèles avec et sans contraintes résiduelles θ (l0 = 6mm,

θ = 15˚, µ f issure = 0.5, µroue−rail = 0.1).
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4. Étude numérique de la propagation des fissures de fatigue dans les rails

La comparaison des vitesses de fissuration du réseau de fissure avec et sans contraintes
résiduelles confirment les remarques faites précédemment. Les vitesses de propagation
dans la configuration initiale sont plus faibles avec la prise en compte des contraintes
résiduelles. Cependant elles entraînent une propagation parallèle à la bande de roulement
pour toutes les fissures exceptée la fissure 9. Cette modification des trajets des fissures
1,2, 6 et 8 avec les contraintes résiduelles se traduit par des taux d’accroissement pouvant
égaler les taux calculés sans contraintes résiduelles (FIG.4.37). Pour les fissures dont le
trajet global n’est pas modifié par le champ de contraintes résiduelles (fissure 3, 5, 7 et
9), les vitesses de fissuration prédites sont environ deux fois plus faibles. Pour les fissures
dont les trajets se trouvent modifiés par les contraintes résiduelles, l’effet des contraintes
résiduelles sur les vitesses de propagation tel qu’illustré dans la partie 4.3.2.2 pour une
unique fissure, n’est donc plus évident dans cette configuration.
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FIGURE 4.37: Taux d’accroissement des neuf fissures parallèles du réseau avec
contraintes résiduelles pour 44 200 cycles de chargement en comparaison avec les
taux d’accroissement sans contraintes résiduelles (l0 = 6mm, θ = 15˚, µ f issure = 0.5,

µroue−rail = 0.1).
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4. Étude numérique de la propagation des fissures de fatigue dans les rails

4.5 Synthèse de l’étude numérique

Avec les conventions de signes définies dans ce mémoire, lorsque µroue−rail > 0 les
trajets de propagation sont prédits en direction de l’âme du rail alors qu’ils sont obtenus
vers la table de roulement avec µroue−rail < 0.

Pour des inclinaisons intiales de fissures supérieures à 30˚, quelle que soit l’orientation
du chargement tangentiel, des propagations plongeantes ont été calculées. Pour des angles
inférieurs, le sens du chargement tangentiel joue un rôle majeur sur les mécanismes de
fissuration.

Dans le cas où la propagation d’une unique fissure met en jeu de faibles change-
ments de direction, une modification globale du trajet de propagation sous l’influence des
contraintes résiduelles a pu être simulée. Pour une fissure bifurquant franchement vers la
profondeur du rail, l’effet des contraintes résiduelles s’est limité à une diminution du taux
d’accroissement.

L’effet lisseur d’un coefficient de frottement interfacial élevé sur les trajets de propa-
gation a été souligné. Cet effet est associé à des vitesses de fissuration plus faibles dans ce
cas. Nous avons aussi montré que lors de forts changements de direction de propagation,
l’augmentation du mode I ne compense pas immédiatement la diminution du mode II.

L’étude des réseaux de fissures a également mis en évidence les phénomènes d’inter-
action existant entre les fissures et leurs influences sur le taux de mixité des sollicitations.
Elle a montré l’influence du réseau sur les trajets de propagation prédits.

Ainsi, la présence de l’effet bouclier au cycle initial modifie les mécanismes de pro-
pagation des fissures centrales du réseau. Une modification des trajets de propagation est
alors prédite. Ce changement de trajet peut mener à des fissures plus rapides que dans le
cas avec une unique fissure. L’influence du réseau de fissures ne se résume donc pas à
l’effet bouclier observé pour la configuration initiale.

En présence de contraintes résiduelles, ce même type d’effet a été observé pour les
fissures dont les trajets de propagation n’étaient pas initialement modifiés par le réseau.

L’étude de la configuration dite "squat" a également permis une comparaison qualita-
tive des résultats obtenus avec des observations phénoménologiques. Ce travail a renforcé
l’idée d’une modélisation multi-échelle adéquate de la propagation des fissures de fatigue
dans les rails à l’aide de la stratégie déployée.

Ces simulations visant un but industriel, il serait intéressant de comparer à l’avenir les
taux d’accroissement prédits avec ceux effectivement mesurés sur le réseau ferré national.
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Estimation des vitesses de fissuration mesurées : étude préliminaire

4.6 Estimation des vitesses de fissuration mesurées :
étude préliminaire

L’outil développé pour la simulation multi-échelles de la propagation des fissures de
fatigue dans les rails permet d’identifier différents comportements de fissuration. Ce-
pendant, afin de pouvoir entrevoir une utilisation industrielle, les résultats numériques
obtenus doivent être validés. Pour l’application visée, la réalisation d’essais requiert le
contrôle des différents paramètres. Le contrôle du glissement au niveau du chargement
[FLE 00], des conditions de lubrification du contact [CLA 96a, CLA 96b], de la tempé-
rature au sein du contact roue-rail[GAL 06], de la géométrie initiale de la fissure et des
conditions de contact interfacial ainsi que leur suivi lors de la propagation reste des pro-
cédures lourdes et coûteuses à déployer. Il a donc été choisi de confronter ces résultats de
calculs numériques issus des modèles déterministes aux fissures réellement mesurées et
suivies sur le réseau ferré national. Les mesures utilisées proviennent de relevés effectués
de manière régulière à l’aide de techniques ultrasonores par des engins lourds circulant
sur le réseau ou des opérateurs intervenant en voie. Ces mesures permettent d’obtenir
des photographies (dépendantes des moyens de mesure) de l’état des fissures à différents
stades de leur propagation.

Des travaux étudiant les densités de squats sur une portion limitée d’une ligne clas-
sique australienne selon le type de rail, leur âge, les types de traverse, en alignement et
pour différents rayons de courbure, sont disponibles [FAR 13]. Cette étude fait apparaître
une forte présence de squat en courbe mais se limite à chercher une corrélation entre les
données techniques de la voie et l’apparition de ces défauts. Ces travaux de thèse visent
à estimer les vitesse de propagation d’un type de défaut donné, en fonction du tonnage
supporté. Cette problématique soulève plusieurs questions du point de vue statistique :

– Maîtriser les incertitudes inhérentes aux moyens et pratiques de mesures mises en
oeuvre en voie.

– Assurer l’indépendance entre les mesures réalisées.

Le travail préliminaire présenté ici porte sur les données collectées pour les défauts
mesurées de type squat sur une portion de ligne (la ligne 431 000) posée en alignement.
Un pré-traitement des données, effectué en partenariat avec les experts de la maintenance,
a été réalisé. Il vise à trier et homogénéiser les mesures répertoriées dans les bases dispo-
nibles. L’accroissement des fissures présentes sur la ligne en fonction du tonnage supporté
est ensuite analysé. La FIG.4.38 est une illustration de ces résultats. Avec cette approche
globale, une très grande dispersion est observée et ne permet pas de procéder à un trai-
tement rigoureux des données. Une interpolation au sens des moindres carrés a tout de
même été pratiquée. On constate alors qu’une tendance se dégage pour la famille de fis-
sures considérée permettant d’identifier un accroissement selon le tonnage supporté. Cette
approche ne rend cependant pas compte des contextes observés localement sur le réseau.
Il sera nécessaire de réaliser des regroupements de portions de voies et des défauts asso-
ciés homogènes (homogénéité à apprécier selon le contexte systémique et local). Ainsi, la
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4. Étude numérique de la propagation des fissures de fatigue dans les rails

FIG.4.39 présente les résultats obtenus en distinguant les classes de sollicitation de l’in-
frastructure. On retrouve alors une tendance triviale : les rails les plus sollicités (classe de
sollicitation 3) tendent à présenter des accroissements de défauts plus importants pour une
même période de temps. Ces conclusions préliminaires seront à conforter afin de s’assurer
de la présence d’écarts significatifs entre les taux d’accroissements de défauts. Ce travail,
une fois réalisé, pourra permettre la comparaison des vitesses mesurées avec les résultats
issus du modèle déterministe de mécanique élastique linéaire de la rupture.
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FIGURE 4.38: Evolution de l’allongement des fissures en alignement en fonction du ton-
nage supporté (en Mt).
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Estimation des vitesses de fissuration mesurées : étude préliminaire
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FIGURE 4.39: Analyse comparative. Evolution de l’allongement des fissures en aligne-
ment pour deux classes de sollicitations différentes.
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Rappel du contexte

Sous l’effet des sollicitations mécaniques répétées induites par les passages des trains,
des fissures de fatigue de contact s’amorcent dans les rails. Une fois amorcées, celles-ci
peuvent se propager et mener à la rupture du rail. Dans un contexte d’intensification du
trafic et d’augmentation globale des vitesses de circulation, il devient de plus en plus stra-
tégique pour la Direction de l’Infrastructure du Groupe SNCF d’optimiser sa politique
maintenance. Ce contexte conduit à des accès aux voies de plus en plus restreints pour ef-
fectuer les opérations de maintenance. Dans le but d’anticiper la mobilisation des moyens
humains, matériels, financiers et la réservation des sillons (accès aux zones de travaux),
une planification anticipée des opérations s’avère nécessaire. C’est la raison pour laquelle
les mainteneurs souhaiteraient disposer d’outils permettant de fournir des ordres de gran-
deur de l’accroissement des fissures selon les sollicitations subies. Ces sollicitations étant
amenées à évoluer dans le temps (renouvellement de matériel roulant, intensification du
trafic), une politique de maintenance uniquement basée sur le retour d’expérience n’est
pas suffisante. Répondre à ces enjeux nécessite de mieux connaître les mécanismes d’en-
dommagement par fatigue du rail.

La prédiction de la durée de vie des fissures de fatigue dans les structures et plus pré-
cisément dans les rails n’est pas encore maîtrisée. Les outils numériques et les méthodes
de développement actuels ont permis d’améliorer considérablement cette prédiction. La
méthode des éléments finis (MEF) a largement contribué à cette avancée et représente
aujourd’hui le moyen le plus répandu pour la résolution des problèmes de mécanique de
la rupture. Toutefois, elle pose un certain nombre de difficultés. Elle requière la construc-
tion d’un maillage très fin d’éléments singuliers en pointe de fissure [BAR 74] et néces-
site des étapes de remaillage et d’interpolation des champs lorsque la fissure se propage.
Avec cette méthode, la prise en compte de fissures tri-dimensionnelles sollicitées en mode
mixte avec contact et frottement entre les lèvres demeure complexe à réaliser. Au cours de
l’étude bibliographique réalisée dans le chapitre 1, nous avons vu que de nombreuses al-
ternatives existent. Parmi celles-ci, la méthode des éléments finis étendus figure en bonne
place. Extension de la MEF, elle permet d’en conserver les principaux avantages et de le-
ver les difficultés liés au remaillage ou à la projection de champs. Ces avantages la rendent
particulièrement adaptée au problème de discontinuité mobile [MOë 99]. De plus, son de-
gré de maturité lui permet maintenant d’avoir été appliquée avec succès à des problèmes
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intégrant des non linéarités telles que la plasticité [ELG 07a] ou le contact et le frottement
entre les lèvres [DOL 01, GéN 07, RIB 07, PIE 10b]. Elle est maintenant implémentée
dans un nombre croissant de codes de calcul industriel (Code_Aster, SAMCEF, Abaqus,
Ansys, CAST3M, ...).

De nombreux travaux se sont intéressés aux problèmes des fissures de fatigue dans
les rails. Certains considèrent uniquement le contact unilatéral à l’interface [BRO 12],
d’autres introduisent des contraintes résiduelles simplifiées [BOG 02, DUB 02, MEL 05],
beaucoup s’intéressent au phénomène de piégeage et de pressurisation qu’il en ré-
sulte [BOG 05a, BOG 05c, BOG 08, FLE 08, FLE 09, FAR 12b] ou étudient l’introduc-
tion d’appuis élastiques [FAR 12a, FAR 12b]. Cependant aucun n’intègre les différentes
échelles du problème dans une même modélisation. L’étude bibliographique a donc iden-
tifié le besoin d’une modélisation capable de prendre en compte les différentes échelles
du problème. La modélisation des sollicitations mobiles multi axiales et non proportion-
nelles, des champs de contraintes résiduelles présents dans le rail et du contact frottant
entre les lèvres de la fissure requiert une vision du problème à deux échelles. Une stra-
tégie XFEM/LATIN issue de travaux antérieurs [RIB 07, PIE 10a], faisant appel à une
formulation faible à trois champs du problème de rupture pour la prise en compte du
contact et du frottement à l’interface, a constitué le point de départ de ces travaux. Cette
stratégie à été optimisée, adaptée et implémentée dans CAST3M pour la réalisation de ce
travail de thèse. En outre, le besoin d’un outil numérique robuste capable de réaliser des
simulations de propagation, et non pas de résoudre le problème de mécanique élastique
linéaire de la rupture pour une configuration donnée fixée, a été souligné. Ces dévelop-
pements ont pour but d’améliorer la compréhension des mécanismes de propagation des
fissures de fatigue dans les rails.

Contributions scientifiques

Une étude empirico-numérique basée sur plus de 100 000 calculs a permis de proposer
des formules a priori pour le choix des paramètres gouvernant le taux de convergence
du solveur non-linéaire LATIN. Ces paramètres optimaux, la direction de recherche et
le terme de stabilisation, sont dépendants du matériau et de la taille caractéristique de
l’interface. L’étude a révélé la très faible influence des conditions de contact locales, des
conditions aux limites et de la taille du domaine considéré sur le taux de convergence
dès lors que les échelles de la fissure et de la structure restent dissociées. Ces formules
permettent de diminuer les temps de calcul en diminuant le nombre d’itération lors de la
résolution du problème non-linéaire. Leurs mises à jour lors de l’assemblage du système
linéaire en début de cycle au fur et à mesure que la fissure propage contribue également à
cette réduction.

La confrontation des résultats de simulation de propagation avec des essais de fissura-
tion sous fretting dans une configuration cylindre plan constitue également un des points
importants de ce mémoire. Le très bon accord obtenu met en évidence la validité de la
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stratégie utilisée et confirme l’utilisation des deuxième critères de Pineau et Hourlieret et
de son extension pour la prédiction de la direction de propagation pour des chargements
de fretting. Ces critères font appel aux amplitudes des FICs, calculés à la pointe d’une ex-
tension virtuelle orientée. L’utilisation des amplitudes au cours du cycle rend ces critères
adaptés à un chargement multi-axial et non proportionnel.

Ces travaux proposent également une approche multi-échelles globale du problème
de fissuration par fatigue des rails. Les développements cités dans le paragraphe précé-
dent ont permis de résoudre le problème de mécanique élastique linéaire de la rupture en
prenant en compte le contact et le frottement à l’interface. L’introduction du chargement
mobile, la bonne modélisation de la zone de K-dominance ainsi que le calcul correct des
FICs ont été validés par comparaison avec des résultats disponibles dans la littérature. A
l’échelle du rail, des champs de contraintes résiduelles réalistes ont été intégrés à la stra-
tégie XFEM/LATIN. Cette introduction est réalisée sous l’hypothèse d’un état stabilisé
élastique pour le rail. Elle consiste en l’ajout d’un terme d’effort interne généralisé au
second membre du système linéaire discrétisé stabilisé décrivant l’équilibre de la struc-
ture fissurée. Ces champs, issus du procédé de fabrication et de la circulation des trains,
comportent de forts gradients et influencent les mécanismes de fissuration. L’étude de la
flexion en amont et aval du chargement par couplage avec un macro-modèle dédié a ré-
vélé la faible influence de ce phénomène. En revanche, l’introduction d’appuis élastiques
a montré l’influence de la flexion du rail sur les facteurs d’intensité des contraintes lors
du passage du chargement sur la fissure.

Les résultats de simulations de propagation en fatigue de roulement sont encore très
rares. Les études de sensibilité se limitent essentiellement à l’étude des facteurs d’intensité
des contraintes pour une configuration donnée [SEO 10]. Le présent travail permet de
réaliser de réelles simulations de propagation. Ces études sont facilitées par l’utilisation
de la méthode des X-FEM qui diminue grandement le travail de maillage. Ces études ont
permis de montrer la grande influence de la direction du chargement tangentiel agissant
sur le rail, de l’inclinaison initiale des fissures, des champs de contraintes résiduelles et
des réseaux de fissure sur le trajet global ainsi que les taux d’accroissement des fissures.

Le rôle majeur de l’orientation du chargement tangentiel a ainsi été souligné. Avec
les conventions de signes définies dans ce mémoire, lorsque µroue−rail > 0 les trajets de
propagation sont prédits en direction de l’âme du rail alors qu’ils sont obtenus vers la
table de roulement avec µroue−rail < 0.

Pour des angles supérieurs à 30˚, les propagations ont été prédites plongeantes. Dans
le cas de fissure faiblement inclinée avec la bande de roulement, le sens du chargement
tangentiel joue un rôle majeur sur les mécanismes de fissuration.

Dans le cas où la propagation d’une unique fissure met en jeu de faibles change-
ments de direction, une modification globale du trajet de propagation sous l’influence des
contraintes résiduelles a pu être simulée. Pour une fissure bifurquant franchement vers la
profondeur du rail, l’effet des contraintes résiduelles s’est limité à une diminution du taux
d’accroissement.
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En outre, la présence de l’effet bouclier au cycle initial modifie les mécanismes de
propagation des fissures centrales du réseau. Une modification des trajets de propagation
est alors prédite. Ce changement de trajet peut mener à des fissures plus rapides que dans
le cas avec une unique fissure. L’influence du réseau de fissures ne se résume donc pas
l’effet bouclier observée pour la configuration initiale.

Enfin, l’effet lisseur d’un coefficient de frottement interfacial élevé sur les trajets de
propagation a également été souligné. Cet effet est associé à des vitesses de fissuration
plus faibles dans ce cas.

Perspectives scientifiques

Une extension intéressante de ce travail serait d’aller jusqu’au bout de la démarche
amorcée. Cela passerait par la prise en compte de chargements Hertziens en glissement
partiel pour les simulations bi-dimensionnelles et bi voir tri contact pour les calculs tri-
dimensionnels. In fine, insérer un réel couplage entre les échelles de la fissure et du
contact roue-rail serait intéressant. Cela suppose d’effectuer une résolution du problème
de contact qui tiendrait compte de la présence de la discontinuité. Idéalement, cette réso-
lution se ferait dans le même modèle utilisé que celui pour la simulation de la propagation
des fissures de fatigue.

De nombreux travaux se sont intéressés au piégeage de liquide entre les lèvres de la
fissure et à la pressurisation en pointe de fissure qu’il en résulte [BOG 05a, BOG 05c,
BOG 08, FAR 12b, FLE 08, BAL 11]. Cet aspect n’a pas été abordé dans ces travaux
et une approche macroscopique du problème de contact à l’interface a été utilisée. Il a
été considéré que cet effet joue sur la valeur du coefficient de frottement macroscopique
à l’interface. La prise en compte de ce phénomène semble cependant réalisable. Dans
la stratégie développée, en envisageant une introduction simplifiée de ce phénomène à
l’échelle de la fissure, cela se ferait en modifiant les équations de mise à jour des quantités
locales (l’étape locale). Une distribution surfacique résultant de la pressurisation du fluide
serait en plus imposée sur les lèvres de la fissure [FLE 08].

La continuité directe de ces travaux est de simuler de réelle propagation tri-
dimensionnelle sur une application industrielle. Dans un premier temps, débuter avec des
parallélépipèdes réguliers avec des interfaces planes avant d’introduire des géométrie de
structure et des fissures de topologies plus évoluées semblent nécessaire. Si cette modé-
lisation est incompatible avec le problème des head-checks (fissure située au congé de
roulement du rail), elle permettrait d’étudier les fissures de type squat. L’automatisation
de la construction du maillage 3D à l’aide d’une stratégie multi-grilles localisée couplée
avec X-FEM et la prise en compte du contact interfacial semblent une extension intéres-
sante [FIS 05, RAN 07, PAS 11].

La détermination de lois de propagation en volume dédiées aux problème de la fa-
tigue de roulement nécessite encore de disposer d’informations expérimentales plus nom-
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breuses et plus précises faisant intervenir KI KII et KIII voir la contrainte T . Les tech-
niques d’extraction directe des facteurs d’intensité des contraintes à l’aide de technique
d’imagerie permettant la mesure de champ de déplacement 3D, offrent des perspectives
intéressantes dans ce domaine [RAN 10, RéT 12].

En vue d’étude paramétrique massive, des techniques de réductions de modèles per-
mettent maintenant de rendre envisageable des réductions élevées des temps de calcul
(facteur 10). Ces méthodes font appel à une base de résultats disponibles pour des confi-
gurations définies. La solution correspondant à une variation de l’un des paramètres du
modèle peut alors être obtenue de manière efficace à partir de l’utilisation de la base de
résultats disponibles.

Contributions industrielles

Ces travaux de thèse ont permis de développer et d’étendre certains opérateurs dans
CAST3M. Comme détaillé dans le chapitre 2, la création des matrices du système li-
néaire discrétisé et stabilisé, résultant de la formulation à trois champs avec l’introduc-
tion du solveur non-linéaire LATIN, a été programmé dans l’opérateur ’RELA’ ’ACCR’
’FAIB’. Cet opérateur permet la création des matrices de couplage, des matrices de "pé-
nalité" et des matrices de stabilisation. Cet opérateur est disponible pour des problèmes bi
et tri-dimensionnels pour des champs d’interface écrits à l’aide d’enrichissements sauts.
Afin de résoudre le problème non-linéaire, le solveur non-linéaire LATIN a également
été implémenté dans une procédure spécifique ainsi que l’indicateur d’erreur distinguant
les quantités normales et tangentielles. De plus, l’ajout des termes de frottement dans le
calcul des intégrales de domaine a été effectué. Cette étape a nécessité l’extension des
opérateurs d’intégration et de calcul du gradient des champs locaux sur l’interface. Tous
ces développements sont disponibles dans la version 2014 de CAST3M.

Une autre contribution industrielle de ce travail de thèse a été la réalisation d’un mo-
dule utilisateur permettant la simulation de la propagation des fissures de fatigue dans
les rails. Cet outil a été réalisé en faisant appel à un macro langage de programmation
que sont les procédures dans CAST3M. Un maximum de paramètres numériques est sé-
lectionné automatiquement rendant plus aisé son utilisation (création du maillage, taille
des éléments à utiliser, adaptation de maillage, choix des paramètres pour le solveur non-
linéaire LATIN stabilisé, loi de propagation et critère). Cet outil a également été couplé au
code utilisé pour le calcul de l’état stabilisé du rail et des versions bi et tri-dimensionnelles
sont disponibles.

Cet outil permet d’obtenir un accroissement des fissures de fatigue en fonction du
nombre de cycles. Une simple règle de proportionnalité permet de remonter au tonnage
correspondant.
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Perspectives industrielles

La principale perspective industrielle à ce travail de thèse sera l’intégration des mo-
dèles développés dans les outils actuellement utilisés par l’Ingénierie de Maintenance
SNCF. Avant de conduire ce changement, une phase de validation sera nécessaire. L’étude
préliminaire présentée en section 4.6. devra être poursuivie, et contribuera à valider et
renforcer les modèles déterministes développés dans le cadre de cette thèse. L’enjeu sera
d’assurer une adéquation acceptable, au regard de l’expertise SNCF, entre ces résultats
de calculs numériques et les données de retour d’expérience (apparition et évolution de
squats) capitalisées au sein des bases de données SNCF.

Pour ce qui est des développements dans CAST3M, l’amélioration du calcul des fonc-
tions de niveaux lorsque les fissures prennent des formes complexes est à prévoir. De plus,
le long des lèvres de la fissure, l’intégration n’est pas exacte sur les éléments d’interface à
cheval sur deux éléments de structure. Dans ce cas, la solution locale sur cet élément d’in-
terface peut être perturbée. Prévoir un opérateur permettant de rendre ces discrétisations
conformes en 2D et en 3D permettrait d’éviter ces configurations délicates.

D’un point de vue ingénierie, la contribution des sollicitations thermiques sur les mé-
canismes de propagation pourrait également être introduite dans la modélisation. Cela se
ferait par l’introduction d’un champ uniforme en traction ou compression à l’aide de la
formule linéaire classique [MEC 06b].

Une autre application envisageable serait de s’intéresser aux fissures très courtes, de
l’ordre de 100 µm, encore considérées comme micro-structurellement longues. Ces confi-
gurations autoriseraient une utilisation de l’outil pour des applications en lien avec la po-
litique de meulage des rails. Il faudrait alors prendre en compte les phénomènes d’usure
dans les simulation [RIN 05]. Cela signifie s’intéresser à la compétition entre usure et
fissuration pour les fissures courtes [KAP 03, DON 05]. Il serait intéressant d’utiliser une
fonction d’usure plus ou moins évoluée [TAS 10, POM 11] et de comparer le nombre de
cycles nécessaires à la propagation avec la quantité de matière éjectée selon les sollicita-
tions appliquées.

Les résultats des études paramétriques présentées dans ce mémoire demandent à être
complétés. L’influence du chargement mobile de contact n’a notamment pas été analysé.
On pourra également travailler avec des doubles sens de circulation.
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Annexe A : Remarques sur les
enrichissements des champs locaux et

l’implémentation des matrices dans
RELA ACCRO FAIBLE

Le choix a été fait de décrire les champs locaux à l’aide d’enrichissement saut porté
par les noeuds de la discrétisation locale. Dans cette approche toutes les inconnues lo-
cales sont portées aux noeuds de la discrétisation de l’interface. Les champs sont donc
discrétisés sous la forme suivante pour une fissure débouchante avec un unique front :

u(x, t)' ∑
i∈Nn

ui(t)Φi(x)+H ∑
j∈Nc

au j(t)Φ j(x)+
4

∑
l=1

Bl ∑
k∈N f

blk(t)Φk(x) (4.5)

w(x, t)' ∑
m∈Nm

wm(t)Ψm(x)+Hawm(t)Ψm(x) (4.6)

t(x, t)' ∑
m∈Nm

tm(t)Ψ′m(x)+Hatm(p)Ψ′m(x) (4.7)

Dans ces équations H est la fonction Heavyside prenant pour valeur respectivement
+1 et −1 de part et d’autre de l’interface (voir FIG.1.34). Les sauts en déplacement et en
pression sur l’interface sont donc :

[w] = w+−w− = 2awm (4.8)

[t] = t+− t− = 2atm (4.9)

ce qui revient à :

w+ = wm +awm (4.10)

w− = wm−awm (4.11)

et de même pour les pressions :
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Annexe A : Remarques sur les enrichissements des champs locaux et l’implémentation
des matrices dans RELA ACCRO FAIBLE

t+ = tm +atm (4.12)

t− = tm−atm (4.13)

le terme de couplage faible s’écrit :

W ∗couplage =
∫

Γ

(u−w) · t∗dS

=
∫

Γ+
(u+−w+) · t+

∗
dS+

∫
Γ−
(u−−w−) · t−

∗
dS

=
1
2

∫
Γ+
(t+

∗
+ t−

∗
)(u+−w+)+

1
2
(t+

∗
− t−

∗
)(u+−w+)dS

+
1
2

∫
Γ−
(t+

∗
+ t−

∗
)(u−−w−)+

1
2
(t+

∗
− t−

∗
)(u−−w−)dS

=
∫

Γ−
(t+

∗
+ t−

∗
)((

u++u−

2
)− (

w++w−

2
))

+(t+
∗
− t−

∗
)((

u+−u−

2
)− (

w+−w−

2
))dS (4.14)

Or d’après l’équilibre statique :

t+
∗
+ t−

∗
=2tm = 0 si équilibre statique t+

∗
=−t−

∗
(4.15)

t+
∗
− t−

∗
=2atm (4.16)

w++w−

2
=wm (4.17)

w+−w−

2
=awm (4.18)

En introduisant ces équations dans l’équation (4.14), on obtient finalement le terme
de couplage suivant :

W ∗couplage =
∫

Γ

2tmΨ
′
m
(
ui(t)Φi−Ψpawp

)
+2atmΨ

′
m
(
au j(t)Φ j +B1b1k(t)Φk−Ψpawp

)
dS

(4.19)

Il est important de noter dans l’équation (4.19) le facteur 2. Ce facteur est introduit
en sortie de RELA ACCRO FAIB. Ces matrices ont la même forme que des matrices de
masses.

Pour ce qui est de l’implémentation dans CAST3M, wm et tm ont été directement
identifiées comme les valeurs moyennes en déplacement et en pression aux noeuds de
l’interface. En considérant uniquement la composante selon la direction X :

174 Simulation multi-échelles de la propagation des fissures de fatigue dans les rails

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0033/these.pdf 
© [B. Trollé], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



Annexe A : Remarques sur les enrichissements des champs locaux et l’implémentation des
matrices dans RELA ACCRO FAIBLE

wm =WX dans accro2.eso (4.20)
tm = FX dans accro2.eso (4.21)

awm =WAX dans accro2.eso (4.22)
atm = FAX dans accro2.eso (4.23)
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Annexe A : Remarques sur les enrichissements des champs locaux et l’implémentation
des matrices dans RELA ACCRO FAIBLE
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Annexe B : Module utilisateur
développé

Cette annexe précise le contenu du code développé ainsi que son organisation.

Le dossier Propafiss2D contient les dossiers suivants :
– Input/ : contient dans le dossier nom_cas_test/ les tables définnissant les entrées du

calcul. Les FIG.4.40 et 4.41 précisent ces entrées.
– Output/ : contient dans le dossier nom_cas_test/ les tables résultats du calcul.
– source/ : contient le Main.dgibi ainsi que les procédures utiles au calcul (dans le

dossier procedures/). La FIG.4.42 illustre la structure du fichier Main.dgibi. Les
FIG.4.43, 4.44, 4.45, 4.46, 4.47, 4.48, 4.49, 4.50 et 4.51 détaillent le contenu des
fichiers présents dans le dossier source/procedures/.

– esope/ : contient les développements esope réalisés (les fichiers.eso).
– script/ : contient les scripts "bash" utilisés pour l’éxécution du calcul dans le termi-

nal.
– PropaFiss2D : ce script permet l’exécution d’un calcul à l’aide de la commande

./PropaFiss2D nom_cas_test.

Les calculs doivent être effectués en définissant des longueurs en millimètres pour
éviter les problèmes numériques introduits par des éléments d’interface de tailles
trop faibles.

Les pressions de contact du chargement roue-rail doivent donc être divisé par 103 (1
MPa = 1.103 Pa dans le module de simulation). De la même manière, le module de Young
doit être divisées par 1000 (E = 2.1 108 Pa). Dans le cas où des contraintes résiduelles sont
introduites, il faut de même diviser par un facteur 1000 les contraintes introduites. Cette
étape est réalisée dans STA2PROP (fichier Residual_field.proc). Les FICs sont ajustés
dans la procédure CALCFIC. Ils sont multipliés par

√
1000 = 10

√
10.
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FIGURE 4.40: Tables des entrées disponibles dans le dossier Input/nom_cas_test définis-
sant le chargement, la fissure, la géométrie et le maillage.
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FIGURE 4.41: Tables des entrées disponibles dans le dossier Input/nom_cas_test permet-
tant de contrôler la propagation, le solveur non-linéaire, l’affichage pour le débuggage et

l’introduction de champs de contraintes résiduelles.
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Chargement des entrées: OPTI REST 'fichier'; REST 'table_dans_fichier';

Pré-processing: PREPROC

Boucle sur les cycles

Déplacement à appliquer aux limites pour couplage avec macro-modèle de flexion: UFLEX

Efforts à appliquer aux limites: PBORDS

Projection des contraintes résiduelles: STA2PROP

Creation des tables pour le nouveau cycle: NEWCYCLE

Boucle sur les fissures pour la création des levelsets

FIN Boucle sur les fissures pour la création des levelsets

création des levelsets: PSIPHI

Définitions des modèles, matériau, enrichissements, et rigidité: MODE, MATE, TRIE, RIGI

Ajout appuis élastiques: MODE, MATE, TRIE, RIGI

Boucle sur les fissures pour création des matrices de couplage et repère local 

FIN Boucle sur les fissures pour création des matrices de couplage et repère local 

RELA ACCR FAIB, LOCABASE

Boucle sur les pas de temps

FIN Boucle sur les pas de temps

Creation du second membre

Boucle sur les fissures pour le calcul des FICS 

FIN Boucle sur les fissures pour le calcul des FICS 

Boucle sur les fronts pour le calcul des FICS 

FIN Boucle sur les fronts pour le calcul des FICS 

Détermination du domaine d'intégration: entrée utilisateur ou FINDBOX

Calcul des FICs : CALCFIC

Sauvegarde des résultats pour le pas de temps : SAVEPAS

Boucle sur les fissures pour la propagation

FIN Boucle sur les fissures pour la propagation

Boucle sur les fronts pour la propagation

FIN Boucle sur les fronts pour la propagation

Calcul de l'angle de propagation: CALCANGL

Calcul de l'extension: ADDDA

Calcul du saut de cycle équivalent: CALCDN

FIN DU CALCUL

Boucle sur les fissures pour la propagation à iso-nombre de cycles

FIN Boucle sur les fissures pour la propagation à iso-nombre de cycles

Boucle sur les fronts pour la propagation à iso-nombre de cycles

FIN Boucle sur les fronts pour la propagation à iso-nombre de cycles

Ajustement des longueurs : ADJUSTDA

Création des maillages des nouvelles fissures

Sauvegarde du saut de cycle minimal (fissure la plus rapide)

Tant que conditions géométriques sur extension pour la propagation non statisfaites

FIN Tant que conditions sur la propagation non statisfaites

Adaptation du maillage de structure

FIN Boucle sur les cycles

Ecriture des résultats

Résolution du problème non-linéaire: LATIN

Sauvegarde des grandeurs en fin de cycle: SAVECYCL

FIGURE 4.42: Algorithme simplifié du fichier source/Main.dgibi.
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FIGURE 4.43: Procédures contenues dans le fichier source/procedures/NLsolver.proc.
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Annexe B : Module utilisateur développé
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FIGURE 4.47: Procédures contenues dans le fichier
source/procedures/Pre_processing.proc.
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FIGURE 4.48: Procédures contenues dans le fichier
source/procedures/Pre_processing.proc.
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FIGURE 4.49: Procédures contenues dans le fichier source/procedures/Pilot.proc.
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FIGURE 4.50: Procédures contenues dans le fichier source/procedures/Affichage.proc.
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FIGURE 4.51: Procédures contenues dans le fichier
source/procedures/Residual_field.proc.
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Annexe C : Contenu du fichier accro2.eso
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Annexe C : Contenu du fichier accro2.eso
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