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Résumé

Cette thèse porte sur la prévision du comportement dynamique des rotors feuilletés à cage d’écu-
reuil appelés moteur grande vitesse (mgv, [3 − 30] MW, [6 000 − 20 000] rpm). La difficulté

majeure de la modélisation réside dans la complexité relative à l’assemblage de la masse magnétique
des mgv, composée, d’une part, d’un empilement de tôles magnétiques (ou feuilletage) maintenues
par des tirants excentrés précontraints, et d’autre part, d’une cage d’écureuil composée d’une dis-
tribution périphérique de barres de court-circuit connectées à deux anneaux de court-circuit situés
aux extrémités du feuilletage.

Un modèle éléments finis de poutres de T imoshenko prenant en compte le caractère monoli-
thique des rotors mgv est développé. Une attention particulière est portée à la modélisation de
la masse magnétique en considérant d’une part, les barres de court-circuit, et d’autre part, les ti-
rants indépendamment du feuilletage. Le comportement dynamique latéral des rotors feuilletés est
principalement régi par la rigidité de flexion de l’empilement dont les propriétés constitutives sont
méconnues et essentiellement liées au procédé de fabrication de la machine électrique ce qui rend
délicat la modélisation des rotors mgv. Le modèle établit conduit entre autre aux contraintes dans
les éléments finis.

L’identification mixte numérique-expérimentale menée aboutit à l’évolution des propriétés consti-
tutives du feuilletage en fonction de la géométrie et des précontraintes d’assemblage. Pour cela, les
quantités modales calculées et mesurées (sur le site de production de C hampigneulles, F rance ou
en laboratoire) sont incluses dans une fonctionnelle énergétique basée sur un quotient de Rayleigh
hybride et combinée à des méthodes de réduction de G uyan ou de C raig & Bampton, ou d’ex-
pansion de G uyan ou serep. Toutes les fonctionnelles proposées ont été éprouvées dans diverses
applications industrielles dans le but d’identifier des propriétés constitutives de structures réelles :
empilement de tôles magnétiques, portions d’arbre ou rotor de palier magnétique. Le développement
d’algorithmes de L evenberg-M arquardt et de dérivation des éléments propres ont été nécessaires
pour minimiser la fonctionnelle, extraire les propriétés constitutives du feuilletage et prévoir les
formes et fréquences propres les plus proches possible des mesures à l’arrêt.

La modélisation des efforts centrifuges, raideur géométrique et contact tirants-feuilletage a mon-
tré que l’effet de la rotation a une influence non linéaire qui tend à augmenter les forces longitudinales
agissant sur les feuilletage et tirants sans toutefois dépasser leur limite élastique. La conséquence de
ce phénomène est l’augmentation de la rigidité de flexion de la masse magnétique lorsque le moteur
électrique est en rotation.

La maîtrise de la dynamique des rotors feuilletés et la connaissance des propriétés constitutives
équivalentes du feuilletage, assemblage de la cage d’écureuil ou centrifugation des tirants accroissent
la fiabilité des prévisions, notamment dans les phases de développement où il s’agit de prédire le
comportement dynamique de rotors jamais réalisés auparavant, e.g. 30 MW à 6 000 rpm.

Mots clés: Dynamique des rotors, Analyse modale, Corrélation modale, Identification, Conden-
sation, Optimisation paramétrique, Ligne d’arbre, Effet centrifuge, Contact.
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Abstract

This ph.d. thesis deals with the prediction of the dynamic behavior of induction motors and
especially with the lateral dynamics of squirrel cage laminated rotors known as high speed

motor (hsm, [3 − 30] MW, [6 000 − 18 000] rpm). The main difficulty of the modeling is due to the
complexity of the hsm magnetic mass assembly, composed of a core of laminated steel held by ex-
centric prestressed tie rods, and a squirrel cage consisting of a distribution of short-circuit rods also
positioned at the periphery of the magnetic mass and connected to two short-circuit rings located
at the ends of the laminated core.

A finite element model of T imoshenko beams is developed that takes into account the mono-
lithic nature of the hsm rotors. A particular attention was given to the modeling of the magnetic
core by considering either the short-circuit rods and the tie rods, the latter being independently
modeled of the lamination stack. The lateral behavior of laminated rotors is mainly governed by
the bending rigidity of the stack whose constitutive properties are unknown and directly related to
manufacturing process of the electrical machine which makes the modeling of hsm rotors difficult.
The stated finite element model provides the stress in the finite elements.

The mixed numerical-experimental procedure provides the evolution of the constitutive proper-
ties of the lamination stack depending on the geometry and prestressed assembly. For this, predicted
and measured modal quantities (either in the manufacturing site of C hampigneulles, F rance or in
laboratory) are included in an energy functional based on a hybrid Rayleigh quotient combined with
eiher G uyan or C raig & Bampton reduction methods, or G uyan or serep expansion methods. All
the proposed functionals have been tested in various industrial applications in order to identify
constitutive properties of real structures : lamination stack, shaft ends or rotor of active magnetic
bearing. The development of L evenberg-M arquardt or eigen elements derivation algorithms were
necessary to minimize the functional, extract the constitutive properties of the stack and predict
mode shapes and natural frequencies as close as possible possible of the measurements at rest.

The modeling of the centrifugal loads, geometric stiffness and tie rods/stack contact have shown
that the rotation effect has a non linear influence that tends to increase the axial forces acting on
the stack and the tie rods without exceeding their yield stress. The consequence of this effects is
the increase of the bending rigidity of the magnetic core when the electric motor rotates.

The control of the laminated rotor dynamics as well as the knowledge of equivalent constitutive
properties of the lamination stack, the squirrel cage assembly or the tie rods centrifugation, increase
the reliability of the prediction, especially in the development phases of laminated rotors never built
before, eg 30 MW 6 000 rpm.

Key words: Rotor dynamics, Modal analysis, Modal correlation, Identification, Condensation
methods, Parametric optimization, Shaft line, Centrifugal effect, Contact.
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Chapitre 1

Introduction

Les travaux de cette thèse, co-financés par l’association nationale de la
recherche et de la technologie, s’inscrivent dans le cadre d’un parte-
nariat entre le département recherche & développement de conver-
team nancy, et la laboratoire lamcos de l’ institut national des
sciences appliquées de lyon.
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CHAPITRE 1. Introduction

1.1 Contexte industriel

Le marché des moteurs à induction, constitués de rotors feuilletés, est en très forte expansion et
le recours à la technologie des moteurs électriques à induction est une solution de plus en plus

envisagée dans le domaine des machines tournantes. Les grandes compagnies de distribution de gaz
naturel achètent une grande partie de leurs approvisionnements en été, au cours le plus intéressant.
Avant leurs ventes d’hiver, elles stockent le gaz dans de vastes cavernes naturelles. Emmagasiner
de tels volumes suppose d’être en mesure de pouvoir les réduire, de les comprimer. Cette opération
s’effectue au moyen de compresseurs qui peuvent être entraînés par des moteurs électriques. Cet
ensemble constitue alors un moto-compresseurs qui une des solutions de conversion de puissance
commercialisée par la société converteam (C hampigneulles, F rance), partenaire de ces travaux
de recherche.

Traditionnellement, la fréquence du courant électrique E uropéen est de l’ordre de 50 Hz limitant,
par conséquent, la vitesse de rotation des moteurs électriques traditionnels, e.g. moteurs synchrones,
à 3000 rpm (rotation par minute). Parallèlement, pour des raisons de rendement et de productivité,
la plage de fonctionnement du compresseur se situe entre 6 000 et 20 000 rpm. Il est lors nécessaire
d’intercaler une boîte de vitesses dont les rendement, fiabilité et coûts de maintenance inévitables
sont des inconvénients non négligeables.

Ainsi, fut développé, à la fin des années 1980, un nouveau concept de moto-compresseur utilisant
un variateur de fréquence, e.g. moteurs à induction, les vitesses de rotation requises pouvant alors
être atteintes en s’affranchissant de la boîte de vitesses. Dans cette première application destinée au
transport des gaz et baptisée mopico (motor for pipeline compressor), le compresseur est monté
directement sur le rotor du moteur électrique comme l’illustre la Fig. 1.1(a). Par ailleurs, la partie
tournante est supportée par des paliers magnétiques, ce qui permet au système de fonctionner sans
huile, réduisant ainsi les niveaux de pollution et coûts de maintenance. D’autres générations de
moto-compresseurs, e.g. hofim (high speed oil free intelligent motocompressor), Fig. 1.1(b), ou
encore icl (integrated compressor line), Fig. 1.1(c), ont ensuite été développées dans ce sens en
utilisant toujours des moteurs électriques à induction.

Par ailleurs, les moteurs électriques à induction sont une solution de plus en plus envisagée dans
le domaine de la propulsion maritime et notamment celle relative au bâtiment de projection et de
commandement (bpc) intègrent des systèmes appelés nacelles orientables ou “pod”, Fig. 1.2(a),
dont l’utilisation est assez récente en construction navale. Il peut être cité le pod “pompe-hélice”
appelé inovelis, Fig. 1.2(b) et Fig. 1.2(c).

(a) Vue éclatée d’un moteur mopico. (b) Vue éclatée d’un moteur hofim. (c) Représentation d’un moteur icl.

Figure 1.1 – Différentes configurations de moto-compresseurs.
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1.1. Contexte industriel

(a) pod conventionnel installé sur les
bpc français (© :bae systems).

(b) Vue d’un bpc doté de deux pods
inovelis.

(c) pod inovelis testé au bassin d’es-
sais des carènes.

Figure 1.2 – Différentes configurations de pod.

Cependant, en raison des nombreuses possibilités qu’offrent les moteurs à induction avec un
rendement élevé > 90%, le recours à ces solutions dans des applications toujours plus innovantes,
nécessitant plus de puissance, et parfois en environnements hostiles comme les applications sous-
marines subsea, nécessite un effort de développement car leur gamme de fonctionnement doit être
élargie, Fig. 1.3. Ainsi, il s’agit de bien savoir prévoir leur comportement dynamique afin de mai-
triser leur conception.

Les rotors des moteurs électriques à induction constituent le sujet de recherche de cette thèse
et sont appelés moteur grande vitesse (mgv) car leur plage de fonctionnement est comprise entre
6 000 et 20 000 rpm.

(rpm)

(MW)

 

 

0 5 · 103 1 · 104 1.5 · 104 2 · 104
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converteam - integrated hofim

converteam - stand alone
converteam - mopico
mgv+

mgv0

mgv1

mgv2

mgv3

Figure 1.3 – Zones de fonctionnement des différentes gammes de rotors mgv produits par conver-
team. mgv+ (◻), mgv0 (◻), mgv1 (◻), mgv2 (◻), mgv3 (◻).
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CHAPITRE 1. Introduction

Figure 1.4 – Représentation d’un rotor mgv.

1.2 Caractéristiques du feuilletage d’un rotor mgv

Les rotors de moteurs à induction mgv sont des structures assemblées, voir la vue écorchée de
la Fig. 1.4, qui se compose principalement de :

– deux portions d’arbre en acier forgé,

– un empilement de tôles magnétiques (ou feuilletage, “ lamination stack ”) dont les propriétés
constitutives sont inconnues. Une tôle magnétique du feuilletage est composée d’un disque
laminé en acier, de diamètre Ds, recouvert, sur chacune de ses faces, d’une fine épaisseur de
vernis ev ∼ 3µm, de telle sorte que son épaisseur totale soit de l’ordre de et ∼ 500µm, Fig. 1.5.
Ainsi, pour un feuilletage de longueur Ls composé de nt tôles magnétiques d’épaisseur totale
et, on définit la densité linéique d’interface par la relation suivante :

N = nt + 1
Ls

= 1
et
+ 1
Ls
, (1.1)

– un ensemble de tirants (“tie rods”) excentrés et précontraints maintienant le feuilletage,

– et une cage d’écureuil consisant en une distribution périphérique de barres de court-circuit
(“short-circuit rods” en cuivre, CuCr1Zr) connectées à deux anneaux de court-circuit (“short-
circuit rings” en alliage de bronze-beryllium, CuCo2Be) situés aux extrémités du feuilletage.

Le feuilletage présente la particularité d’être composé de tôles magnétiques circulaires pleines
(“full depth laminations”) qui réduisent considérablement la circulation des courants de Foucault,
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Figure 1.5 – Schéma d’une tôle magnétique de diamètre Ds, d’épaisseur et et vernie sur ses deux
faces pour une couche d’épaisseur ev.

dans la direction longitudinale de la masse magnétique, et la saturation du flux magnétique. Cette
configuration limite également les pertes électriques, la dissipation de chaleur ainsi que la perte
d’adhésion entre les tôles magnétiques puisque l’assemblage est précontraint. Par conséquent, les
rotors mgv sont plus compacts et plus performants que leurs homologues largement utilisés et
constitués d’un arbre central sur lequel un feuilletage annulaire est fretté.

Le feuilletage est un matériau orthotrope qui présente un axe de symétrie selon la direction
longitudinale y. Il est donc caractérisé par cinq propriétés constitutives indépendantes, telle que la
relation entre les champs de contraintes σ et de déformations ε puisse s’écrire, [1] :

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

εxx
εyy
εzz
2εxy
2εyz
2εxz

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
Ea

− υ
Ea

− υaEa 0 0 0
− υ
E

1
E − υ

E 0 0 0
− υaEa − υ

Ea
1
Ea

0 0 0
0 0 0 1

G 0 0
0 0 0 0 1

G 0
0 0 0 0 0 Ea

2(1+υa)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

σxx
σyy
σzz
σxy
σyz
σzx

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (1.2)

avec Ea, υa respectivement le module d’Y oung et le coefficient de Poisson du disque laminé en
acier dans le plan (x⃗, z⃗), alors que les propriétés inconnues E, G et υ sont respectivement le module
d’Y oung selon la direction y, le module de C oulomb et le coefficient de Poisson dans un plan
perpendiculaire à (x⃗, z⃗).

Les valeurs des propriétés constitutives E, G et υ constituent alors un enjeu majeur dans une
démarche de modélisation des rotors feuilletés et il convient donc de les déterminer.

1.3 État de l’art

La modélisation mécanique des rotors de moteurs à induction, et en particulier la modélisation
d’un feuilletage non-annulaire, est une problématique très peu abordée dans la littérature. Les choix
technologiques des constructeurs offrent pourtant une grande diversité de solutions : cage d’écureuil,
arbre central rigide, etc. . ., qui ne manquent pas d’originalité, mais dont la modélisation n’est sou-
vent qu’empirique et nécessiterait des modèles précis.

Dans [4; 5], il est suggéré l’utilisation d’une rigidité de flexion homogénéisée pour l’ensemble de
la section droite de la masse magnétique en sommant les rigidités de flexion élémentaires de chaque
composant, e.g. feuilletage, barres de court-circuit. L’article [6] concerne la modélisation des rotors
à cage d’écureuil sans toutefois décrire la rigidité de flexion considérée.

En revanche, un nombre plus important d’auteurs s’intéressent au comportement dynamique de
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Arbre
Central

Feuilletage
Annulaire

(a) Schéma d’un rotor de compresseur réfrigérant proposé
dans [2].

Arbre
Central

Feuilletage
Annulaire

(b) Schéma d’un rotor à aimant permanent proposée dans
[3].

Figure 1.6 – Modélisation de rotors feuilletés de machine à aimant permanent.

structures industrielles à feuilletage annulaire fretté, soit sur un arbre central mais aussi dans un
alésage dans le cas des stators. Ainsi, dans [7; 8], les auteurs estiment l’influence de la longueur d’un
stator sur son comportement dynamique. Par ailleurs, un modèle de feuilletage considérant la respi-
ration des tôles, à la manière d’une fissure, est proposé dans [9] et conduit à un problème non-linéaire.

Un modèle de rotor de compresseurs rotatif et alternatif réfrigérants est proposé dans [2; 10],
Fig. 1.6(a), et des propriétés équivalentes du feuilletage sont estimées à partir d’une analyse modale
expérimentale. Pour une structure de dimension similaire, les auteurs de [3] évaluent l’influence des
différents paramètres, e.g. longueur du feuilletage, sur les pulsations propres d’un modèle éléments-
finis tridimensionnel d’une machine à aimant permanent, Fig. 1.6.

Le récent article, [11], présente une modélisation d’un rotor de turbine à gaz dont la constitution
est proche de celle d’une rotor mgv. En effet, bien que ce rotor ne présente pas de feuilletage, des
disques sont précontraints par des tirants équirépartis en périphérie. Ceux-ci sont modélisés par des
éléments discrets excentrés, comme dans [12], à la manière des tendons externes utilisé dans [13]. Il
est à noter que seul les effets de raideur élastique et/ou géométrique sont considérés, contrairement
à l’approche adoptée dans [14], où les auteurs proposent de modéliser l’ensemble des tirants équi-
répartis par des éléments finis de poutres de T imoshenko à sections droites cylindriques. Outre le
fait que l’élasticité des tirants est considérée, ce dernier modèle prend en compte les caractéristiques
inertielles de l’ensemble des tirants.

Les auteurs de [15] considèrent le feuilletage comme un matériau isotrope transverse dont la
matrice de souplesse, voir l’Eq. (1.2), prend en compte l’hétérogénéité du feuilletage. En effet, les
couches de vernis ou de résine appliquées sur chacune des faces des disques laminés permettent
d’introduire la notion de flexibilité moyenne de compression C et de cisaillement S par interface
qui agissent au niveau de l’interface de deux tôles contigues. Il est alors proposé les expressions
suivantes pour les déformations longitudinales εyy et de cisaillement 2εyz :

Arbre
Central

Tirants

Disques

(a) Schéma d’un rotor de turbine à gaz.

Disques

Raideur
Excentrées Connexion

(b) Modèle éléments finis considérant un distribution de
tirants précontraints équirépartis.

Figure 1.7 – Modélisation d’un rotor de turbine à gaz proposée dans [11].
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Feuilletage
Annulaire

(a) Schéma d’un rotor à feuilletage annulaire.

Anneaux
Inertiels

X
K

A
K

S
K

Connexions
Elastiques

(b) Modèle éléments finis ramifié de rotor à feuilletage
annulaire.

Figure 1.8 – Modélisation ramifiée d’un rotor à feuilletage annulaire proposée dans [15].

εyy = [CN + f

Ea
]σyy −

υa
Ea

(σxx + σzz) , (1.3a) 2εyz = [2 (1 + υa)
Ea

f + SN]σyz, (1.3b)

où N (m−1) est définie dans l’Eq. (1.1), Ea et υa sont présentés dans l’Eq. (1.2) alors que C et
S sont exprimées en (m3 ⋅N). L’épaisseur de vernis réduit considérablement le module d’Y oung
du feuilletage [16]. La littérature évoque souvent un coefficient appelé facteur d’empilement, noté
f, f < 1, (ou “stacking factor ”), qui permet de prendre en compte les interstices vides de matière
entre chaque tôle et ajuste ainsi la valeur de la masse volumique du feuilletage [17; 18].

Par ailleurs, l’Eq. (1.2) donne :

εyy =
1
E
σyy −

υ

E
(σxx + σzz) . (1.4a) 2εyz =

1
G
σyz, (1.4b)

En identifiant les couples Eq. (1.3a) et Eq. (1.4a) puis les Eq. (1.3b) et Eq. (1.4b), il vient alors
les égalités suivantes :

1
E

= CN + f

Ea
, (1.5a)

1
G

= 2 (1 + υa)
Ea

f + SN, (1.5b)

Bien que les hypothèses émises par [15] conduisent à une définition plus précise du feuilletage,
le nombre de paramètres associés n’en est pas moins augmenté. En effet, en plus des flexibili-
tés moyennes par interface C et S, les facteurs d’empilement N et densité linéique d’interface f ,
conduisent à quatre paramètres entrant en jeu dans la définition du matériau feuilleté. Néanmoins,
bien que les paramètres N et f puissent sembler être des invariants du feuilletage, ils représentent
des mesures supplémentaires source d’erreur, particulièrement en contexte industriel. La démarche
d’identification de propriétés constitutives homogénéisées est alors justifiée.

Arbre
Central

Feuilletage
Annulaire

(a) Schéma d’un rotor à feuilletage annulaire.

Eléments
Feuilletage

Raideur
de Serrage

Dashpot
de Serrage

(b) Modèle éléments finis ramifié de rotor à feuilletage
annulaire.

Figure 1.9 – Modélisation ramifiée d’un rotor à feuilletage annulaire proposée dans [19].
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Arbre
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Feuilletage
Annulaire

(a) Schéma de rotor à feuilletage an-
nulaire.

Eléments
Discrets

Diamètre
Equivalent

(b) Modèle éléments finis de rotor à
feuilletage annulaire.

 

! " " " "

(c) Évolution des trois premières fré-
quences propres de flexion en fonction
de la précontrainte P . f1 (5), f2 (5),
f3 (5).

Figure 1.10 – Modélisation et mise en évidence de la précontrainte du feuilletage proposées dans
[20].

Privilégiant cette hypothèse, les auteurs de [21] estiment les propriétés constitutives équivalentes
et facteurs de perte hystérétiques modaux d’un stator comprenant bobines et feuilletage imprégné.
De même, les auteurs de [22] identifient des propriétés constitutives équivalentes d’un stator feuilleté
pour prédire le comportement dynamique d’un moteur de traction ferroviaire.

Par ailleurs, les auteurs de [15] présentent les avantages d’un modèle ramifié de rotor à feuille-
tage annulaire, Fig. 1.8(a). Ce dernier est modélisé par une série d’anneaux inertiels connectés
deux-à-deux par des éléments par des raideurs de rotation KS et de translation transversale KA.
De plus, chaque anneau est relié à l’arbre central par une raideur de rotation KX , ces derniers étant
supposés rigidement fixés transversalement, Fig. 1.8(b).

Dans [19], un modèle éléments finis de poutre permet de considérer le feuilletage annulaire
indépendamment de l’arbre central, Fig. 1.9(a). Le feuilletage est modélisé par des éléments de
poutre, de module d’Y oung équivalent, reliés à l’arbre central par des éléments discrets de raideur
et d’amortissement à deux nœuds modélisant le frettage, Fig. 1.9(b).

Les travaux expérimentaux présentés dans [20] montrent que les fréquences propres d’un ro-
tor feuilleté croissent de manière significative avec la précontrainte de compression du feuilletage,
Fig. 1.10(c). Les auteurs modélisent le feuilletage de la masse magnétique par des éléments finis de
cylindre équivalent et des masses discrètes, Fig. 1.10(b).

Par conséquent, modéliser le feuilletage est délicat et nécessite une procédure d’identification de
manière à caractériser les paramètres intrinsèques des modèles.

1.4 Identification mixte numérique-expérimentale

Contrairement aux méthodes de caractérisation classiques, qui sont souvent limitées par l’uti-
lisation d’une solution mathématique exacte pour la détermination des paramètres physiques re-
cherchés, une nouvelle classe de méthodes basées sur l’identification de modèles par rapport aux
données expérimentales a été développée durant les vingt dernières années.

Cette famille de méthodes se base sur une résolution itérative d’un problème inverse, i.e. la
détermination des paramètres d’entrée d’un modèle, de telle sorte que les résultats simulés soient
aussi proches que possible des observations expérimentales. Rendues applicables par l’augmentation
de la puissance de calcul disponible, ces méthodes ne consomment pas moins en ressources mémoire,
mais compensent largement ce défaut par une facilité d’expérimentation accrue et par la possibi-
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Éstimation Initiale des
Paramètres x = x0

Calcul de la Solution du
Modèle Numérique

“Direct”

Comparaison
Numé́rique -

Expé́rimentale Norme
d’Erreur ε

Paramètres x Corrigés
⇒ Minimisation de ε

Donnés Expérimentales
⇒ Références

ε > εmin

ε ≤ εmin

Fin de l’Identification
Paramètres Identifiés x

Figure 1.11 – Principe de la résolution itérative du problème numérique inverse d’identification
mixte numérique-expérimentale.

lité qu’elles offrent d’identifier plusieurs paramètres constitutifs inconnus sur la base d’une mesure
unique, réduisant ainsi radicalement les efforts et coûts de mesure.

Dans ce contexte, les méthodes d’identification basée sur les caractéristiques vibratoires d’une
structure prennent tout leur sens car elles offrent la possibilité de caractériser les propriétés constitu-
tives de matériaux complexes, comme le feuilletage, en un seul test dynamique non destructif. Ainsi,
une très grande partie de la littérature est consacrée aux méthodes basées sur des tests dynamiques.
Par ailleurs, contrairement aux propriétés statiques des structures, qui sont souvent dominées par
des phénomènes locaux, les propriétés dynamiques telles que les pulsations propres et les formes
propres sont généralement représentatives du comportement global des structures mesurée.

En raison de la complexité de la modélisation mécanique des problèmes de dynamique des struc-
tures industrielles, peu de solutions analytiques sont disponibles pour effectuer une identification
directe de paramètres. De plus, comme très peu de modèles inversibles existent, la recherche s’est
tout d’abord tournée vers la résolution de problèmes inverses semi-analytiques, puis plus récem-
ment, purement numériques grâce à la méthode des éléments finis. Ce sont les méthodes dites
d’identification mixte numériques-expérimentales dont le principe est présenté Fig. 1.11.
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1.5 Objectif de la thèse et organisation du mémoire

L’objectif de ces travaux de recherche consiste à améliorer la prévision du comportement dy-
namique latéral des rotors feuilletés mgv, dont la difficulté majeure réside dans la modélisation de
l’assemblage de la masse magnétique. Les différentes étapes relatives au développement d’un modèle
de rotor feuilleté s’est articulée autour des chapitres présentés ci-après.

Le Chapitre A se rapporte à la modélisation des rotors feuilletés dont le caractère monolithique
et le comportement isotrope transverse nécessitent de prendre en compte les effets du cisaillement
et de rotation de sections droites. Cette section s’attache à mettre en exergue les hypothèses simpli-
ficatrices considérées lorsque les effets de T imoshenko et de Rayleigh sont pris en compte dans la
dynamique du rotor. Le rotor est ensuite discrétisé grâce à la méthodes des éléments finis présentée
en annexe. Un critère de corrélation des formes propres complexes d’un rotor, basé sur la notion de
vecteurs propres gauches et droits, est proposé. Ce critère original permet de tracer les diagrammes
de C ampbell illustrant des fréquences propres de rotor parfaitement ordonnées grâce à leurs formes
propres complexes associées. La détermination des contraintes dans les éléments finis de rotor, et
notamment des contraintes maximales, est l’objet d’une section en annexe.

Le Chapitre 3 présente les analyses modales expérimentales réalisées sur tout ou partie des rotors
industriels. La base de données obtenue est précieuse car elle est utilisée lors du processus d’identi-
fication numérique-expérimental des propriétés constitutives des composants d’un rotor feuilleté et
principalement de l’empilement de tôles magnétiques.

Le Chapitre 4 traite de la démarche d’identification des propriétés constitutives de l’empilement.
Dans un premier temps, des normes d’erreur modales sont définies et basées notamment sur les pro-
priétés de la matrice de corrélation mac (modal assurance criterion) entre formes propres appairées
mesurées et calculées. Celles-ci permettent de traduire l’écart entre quantités modales mesurées et
calculées, et sont incluses dans une fonctionnelle multi-objectifs. Dans un second temps, il est pro-
posé des fonctionnelles originales basées sur un quotient de Rayleigh hybride issu de méthodes de
réduction de G uyan ou de C raig & Bampton, ou bien d’expansion de G uyan ou serep présentées
en annexe. Finalement, la dernière section de ce chapitre est consacrée à l’analyse des propriétés
identifiées sur un échantillon d’environ trente rotors feuilletés. Propriétés géométriques et méca-
niques de la masse magnétique permettent d’établir des lois des modules d’Y oung et de C oulomb
de l’empilement de tôles.

Le Chapitre 5 intègre les effets centrifuges lors de la prévision de la dynamique des rotors feuille-
tés. Les tirants sont sujets aux chargements centrifuges et fléchissent jusqu’à manger le jeu radial à
l’intérieur de l’empilement. Leurs déflexions non linéaires tendent à augmenter leurs raideurs géo-
métriques et donc la charge longitudinale agissant sur l’empilement, ce qui a un effet non linéaire
sur l’évolution des propriétés homogénéisées de l’empilement. La combinaison d’un algorithme du
point fixe et d’une méthode de pénalité permet de tracer réponses aux balourds et diagrammes de
C ampbell qui prennent donc en compte l’évolution des propriétés de l’empilement due aux charges
longitudinales induites par les effets centrifuges. L’application industrielle présentée en fin de section
montre l’influence des effets centrifuges sur la dynamique de tels rotors.

Enfin, le Chapitre 6 conclut ce mémoire par une synthèse et un bilan des travaux de recherche
réalisés. Des perspectives sont également dressées.
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Chapitre 2

Modélisation structurelle

Ce chapitre présente l’approche adoptée dans la démarche de modéli-
sation des rotors feuilletés dont le caractère monolithique et le com-
portement isotrope transverse du feuilletage supposent l’utilisation de
la théorie de T imoshenko. Ce chapitre s’attache donc à développer
en détail la théorie de la dynamique des rotors en prenant en compte
les effets du cisaillement et de rotation de sections droites. Aussi les
approximations relatives à la coïncidence des angles d’E uler et de
T imshenko sont précisées (et établies en annexe) afin d’introduire
le repère tournant et calculer l’énergie de déformation. Les différents
types de réponses nécessaires à la détermination du comportement
dynamique d’un rotor sollicité en flexion (réponses harmonique, ba-
lourds, asynchrone, etc. . .) sont présentés. Un critère de corrélation
des formes propres complexes d’un rotor, i.e. basé sur la notion de
vecteurs propres gauches et droits, est proposé. Ce critère original per-
met de tracer des diagrammes de C ampbell présentant l’évolution de
fréquences propres de rotor parfaitement ordonnées en fonction des
formes propres complexes auxquelles elles sont associées. La méthode
des éléments finis appliquée aux rotors sollicités en flexion et la dé-
termination des champs de contraintes, notamment des contraintes
maximales, sont présentées en annexe.

Sommaire
2.1 Modélisation d’un rotor en flexion et cisaillement . . . . . . . . . . . . . 13

2.1.1 Approche énergétique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.1.2 Référentiels et vecteur rotation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.1.3 Énergie cinétique. De l’intérêt des angles d’E uler . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.1.3.1 Les disques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.1.3.2 L’arbre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.1.3.3 Le balourd . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.1.4 Travail virtuel des paliers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.1.5 Énergie de déformation. Des angles d’E uler à T imoshenko . . . . . . . . . . 22

11
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/vpuiiblication/2011ISAL0030/these.pdf 
© [G. Mogenier], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



CHAPITRE 2. Modélisation structurelle

2.1.5.1 L’arbre supporté par des paliers dans le repère tournant . . . . . . 22
2.1.5.2 L’arbre supporté par des paliers dans le repère galiléen . . . . . . . 27

2.2 Équations du mouvement d’un rotor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
2.2.1 Structure dissipative en rotation. Méthode Directe . . . . . . . . . . . . . . . 30

2.2.1.1 Détermination des éléments propres . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
2.2.1.2 Propriété de bi-orthogonalité des vecteurs propres complexes . . . 33

2.2.2 Structure dissipative en rotation. Méthode Pseudo-modale . . . . . . . . . . 34
2.2.2.1 Détermination des éléments propres d’une structure à l’arrêt . . . 34
2.2.2.2 Propriété d’orthogonalité des vecteurs propres . . . . . . . . . . . . 35
2.2.2.3 Détermination des éléments propres . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

2.2.3 Diagramme de C ampbell ou le problème d’appariement des formes propres
complexes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
2.2.3.1 Critères de corrélation de formes propres . . . . . . . . . . . . . . . 39
2.2.3.2 Un critère original pour le suivi des formes propres complexes en

fonction de la vitesse de rotation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
2.2.3.3 Procédure d’appariement de formes propres complexes d’un rotor 45
2.2.3.4 Détermination des vitesses critiques de rotation . . . . . . . . . . . 52

2.2.4 Détermination de la réponse forcée d’un rotor par projection modale . . . . 54
2.2.4.1 Force synchrone de balourd . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
2.2.4.2 Force asynchrone . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
2.2.4.3 Force harmonique de direction fixe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

2.3 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

12 Guillaume Mogenier
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/vpuiiblication/2011ISAL0030/these.pdf 
© [G. Mogenier], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



2.1. Modélisation d’un rotor en flexion et cisaillement

2.1 Modélisation d’un rotor en flexion et cisaillement

Depuis les soixante dernières années, le comportement dynamique des machines tournantes a
fait l’objet de nombreux travaux de recherche et il peut être cité les ouvrages de référence

[23; 24; 25; 26]. Différentes modélisations se sont succédées et les méthodes d’analyses ont évo-
lué avec les moyens de calculs. On distingue actuellement deux approches majeures permettant la
description du mouvement d’un rotor : la méthode de Rayleigh-Ritz plus appropriée aux études
phénoménologiques et la méthode des éléments finis principalement utilisée pour les problématiques
industrielles qui est le cadre de cette thèse.

Il est a noté que cette section s’attache à mettre en évidence les hypothèses simplificatrices
considérées lorsque les effets de T imoshenko et de Rayleigh sont pris en compte dans la dynamique
du rotor. Ces hypothèses concernent notamment les approximations entrant en jeu lorsqu’il s’agit
de faire le lien entre les angles d’E uler et les angles utilisés dans la méthode des éléments finis.

2.1.1 Approche énergétique

D’une manière générale, une machine tournante est composée d’un arbre déformable comportant
des disques et reposant sur des paliers, Fig. 2.1. La présence inévitable de balourds induit des
forces d’excitation lors de la rotation. Les balourds sont des défauts de symétrie qui peuvent être
d’origine mécanique (défaut de fabrication) ou thermique. Ils sont inévitables et doivent être pris
en compte dans la modélisation. Chacun de ces éléments requiert une modélisation spécifique qui
est ensuite intégrée dans la modélisation complète du rotor. L’énergie cinétique est établie pour les
disques, l’arbre et les balourds, l’énergie de déformation pour l’arbre, la fonction de dissipation pour
l’amortissement. Pour des rotors complexes, une formulation éléments finis est souvent utilisée. Pour
chaque élément, des calculs d’énergies cinétiques élémentaires Ti, de déformation élémentaires Ui et
des fonctions de dissipation de Rayleigh Ri sont effectués. Les énergies totales T , U et R qui sont
respectivement les énergies cinétiques, de déformation et les fonctions de dissipation de Rayleigh
sont définies comme suit :

T =
N

∑
i=1

Ti, (2.1a) U =
N

∑
i=1

Ui, (2.1b) R =
N

∑
i=1

Ri. (2.1c)

Les équations du mouvement sont ensuite obtenues en utilisant les équations de L agrange :

∂

∂t
(∂T

∂q̇i
) − (∂T

∂qi
) + (∂U

∂qi
) + (∂R

∂q̇i
) = Fqi , (2.2)

avec i = 1, . . . nδ, nδ le nombre de degrés de liberté pris en compte, qi les coordonnées indépendantes
généralisées, ˙( ) un opérateur différentiel temporel d’ordre un, Fqi les efforts généralisés. Le travail
virtuel δW des forces extérieures permet de déterminer ces efforts généralisés. Les caractéristiques
d’amortissement sont déterminées à partir d’une caractérisation des paliers ou de l’amortissement
modal de l’arbre. Les matrices d’amortissement modales sont alors introduites dans les équations du
mouvement. Ainsi, dans un souci de simplification dans la présentation de la méthode, les fonctions
de dissipation de Rayleigh sont supposées nulles, i.e. Ri = 0.

2.1.2 Référentiels et vecteur rotation

Le mouvement du rotor est décrit grâce à la définition de deux repères :

– le repère galiléen (R) d’axes (O, x⃗, y⃗, z⃗),

– le repère lié à une section droite du rotor déformé (Ri) d’axes (G, x⃗i, y⃗i, z⃗i).
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CHAPITRE 2. Modélisation structurelle

Figure 2.1 – Eléments de définition d’un rotor.

Notation 1: Le repère galiléen (R) est indexé par 0 lorsqu’il est fait état de quantités cinématiques.

::::

La rotation du rotor lié à (Ri), vis-à-vis de (R), fait appel à un repère intermédiaire (R2). Il
est caractérisée par le vecteur rotation ω⃗i/0

faisant intervenir les trois angles d’E uler ψ, θ et φ :

1. la précession ψ autour de l’axe (G, z⃗) projette le repère (R) sur le repère (R1) défini par les
axes (G, x⃗1, y⃗1, z⃗), Fig. 2.2(a), tel que :

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x⃗ = cos (ψ) x⃗1 − sin (ψ) y⃗1

y⃗ = sin (ψ) x⃗1 + cos (ψ) y⃗1

z⃗ = z⃗1

, (2.3)

2. la nutation θ autour de l’axe (G, x⃗1) projette le repère (R1) sur le repère (R2) défini par les
axes (G, x⃗1, y⃗2, z⃗2), Fig. 2.2(b), tel que :

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x⃗1 = x⃗2

y⃗1 = cos (θ) y⃗2 − sin (θ) z⃗2

z⃗1 = sin (θ) y⃗2 + cos (θ) z⃗2

, (2.4)

3. la rotation propre φ du rotor autour de l’axe (G, y⃗2) projette le repère (R2) sur le repère (Ri)
défini par les axes (G, x⃗i, y⃗2, z⃗i), Fig. 2.2(c), tel que :

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x⃗2 = cos (φ) x⃗i + sin (φ) z⃗i
y⃗2 = y⃗i
z⃗2 = − sin (φ) x⃗i + cos (φ) z⃗i

. (2.5)

Le système de coordonnées (xi, yi, zi) est donc relié au système de coordonnées (x, y, z) par
l’intermédiaire du vecteur rotation instantanée ω⃗i/0

défini tel que :

ω⃗i/0
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
0
ψ̇

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦(R)

+
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

θ̇
0
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦(R1)

+
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
φ̇
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦(Ri)
,

⇔ ω⃗i/0
= ψ̇z⃗ + θ̇x⃗1 + φ̇y⃗i,

(2.6)
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2.1. Modélisation d’un rotor en flexion et cisaillement
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(a) Paramétrage des repères
(G, x⃗, y⃗, z⃗) et (G, x⃗1, y⃗1, z⃗1).
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(b) Paramétrage des repères
(G, x⃗1, y⃗1, z⃗1) et (G, x⃗2, y⃗2, z⃗2).
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(c) Paramétrage des repères
(G, x⃗2, y⃗2, z⃗2) et (G, x⃗i, y⃗i, z⃗i).

Figure 2.2 – Passage du système de coordonnées (xi, yi, zi) au système de coordonnées (x, y, z).

où z⃗, x⃗1 et y⃗i sont respectivement les vecteurs unitaires des axes (G, z⃗), (G, x⃗1) et (G, y⃗i).

En utilisant les figures planes illustrées par la Fig. 2.2, il vient alors les équations :

x⃗1 = x⃗2 ⇔ x⃗1 = cos (φ) x⃗i + sin (φ) z⃗i, (2.7)

z⃗ = sin (θ) y⃗2 + cos (θ) z⃗2 ⇔ z⃗ = − cos (θ) sin (φ) x⃗i + sin (θ) y⃗i + cos (θ) cos (φ) z⃗i, (2.8)

qui permettent de projeter le vecteur rotation instantanée ω⃗i/0
dans le repère (Ri) :

ω⃗i/0
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ωx
ωy
ωz

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦(Ri)
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−ψ̇ cos (θ) sin (φ) + θ̇ cos (φ)
φ̇ + ψ̇ sin (θ)
ψ̇ cos (θ) cos (φ) + θ̇ sin (φ)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦(Ri)
. (2.9)

2.1.3 Énergie cinétique. De l’intérêt des angles d’Euler

2.1.3.1 Les disques

Soit un disque non déformable D lié au repère (Ri) en son centre d’inertie G, porté par la ligne
neutre de l’arbre, Fig. 2.3. On suppose qu’il ne se déplace que dans le plan {xGz}. La position du
point G dans le repère galiléen (R) est donné par :

Ð→
OG =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

u (y, t)
y
w (y, t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦(R)

. (2.10)

Comme les mouvements étudiés concernent seulement la déflexion transversale du rotor, seuls
les déplacements u (y, t) et w (y, t) dépendent du temps t.

Notation 2: Par souci de clarté, les champs u (y, t) et w (y, t) sont abrégés respectivement par u
et w. La vitesse de rotation propre du rotor φ̇, Fig. 2.3, est considérée constante.

::::

L’expression du vecteur vitesse du disque, en G, est alors :

Ð→
V i/0

(G) = ∂
Ð→
OG

∂t
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

u̇
0
ẇ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦(R)

. (2.11)
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Figure 2.3 – Paramétrage d’un disque de rotor.

On note md la masse du disque. Son tenseur d’inertie exprimé dans le repère (G, x⃗i, y⃗i, z⃗i) et
calculé en G a la forme suivante :

I/0 (G) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Idx 0 0
0 Idy 0
0 0 Idz

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, (2.12)

avec :

Idx = ∫
(D)

x2dm, (2.13a) Idy = ∫
(D)

y2dm, (2.13b) Idz = ∫
(D)

z2dm, (2.13c)

où dm représente la masse élémentaire du disque D .

L’énergie cinétique du disque Td associée à son mouvement autour de son centre de masse G
est calculée grâce aux projections du torseur cinématique dans le repère (Ri) tel que :

Td =
1
2
md ∥

Ð→
V i/0 (G)∥

2
+ 1

2
ω⃗i/0

⋅ I/0 (G) ⋅ ω⃗i/0
, (2.14)

où ∥ ∥ est la norme E uclidienne.

L’Eq. (2.14) se développe ainsi :

Td =
1
2
md (u̇2 + ẇ2) + 1

2
(Idxω2

x + Idyω2
y + Idzω2

z) . (2.15)
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2.1. Modélisation d’un rotor en flexion et cisaillement

En substituant les Eq. (2.9) et Eq. (2.11) à l’Eq. (2.15), il vient :

Td = 1
2md (u̇2 + ẇ2)

+ 1
2Idx

⎛
⎜⎜⎜
⎝
ψ̇2 cos2 (θ) sin2 (φ) − ψ̇θ̇ cos (θ) sin (2φ) + θ̇2 cos2 (φ)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

ω2
x

⎞
⎟⎟⎟
⎠

+ 1
2Idy

⎛
⎜⎜⎜
⎝
φ̇2 + 2ψ̇φ̇ sin (θ) + ψ̇2 sin2 (θ)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

ω2
y

⎞
⎟⎟⎟
⎠

+ 1
2Idz

⎛
⎜⎜⎜
⎝
ψ̇2 cos2 (θ) cos2 (φ) + ψ̇θ̇ cos (θ) sin (2φ) + θ̇2 sin2 (φ)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

ω2
z

⎞
⎟⎟⎟
⎠

. (2.16)

L’Eq. (2.16) peut être simplifiée car un disque présente, par définition, une symétrie de révolution
selon l’axe (G, y⃗), i.e. Idx = Idz , les dissymétries résiduelles étant prises en compte dans le balourd :

Td =
1
2
md (u̇2 + ẇ2) + 1

2
Idx (ψ̇2 cos2 (θ) + θ̇2) + 1

2
Idy (φ̇2 + 2ψ̇φ̇ sin (θ) + ψ̇2 sin2 (θ)) . (2.17)

En considérant de petites variations des angles θ et ψ, il est possible de remplacer les fonctions
trigonométriques par leurs développements de T aylor limité à l’ordre 1 :

{ sin (θ) ∼ θ
cos (θ) ∼ 1

, (2.18a) { sin (ψ) ∼ ψ
cos (ψ) ∼ 1

, (2.18b)

et en négligeant le dernier terme ψ̇2θ2 (d’ordre supérieur à 2), l’expression de l’énergie cinétique du
disque devient :

Td =
1
2
md (u̇2 + ẇ2)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Translation

+ 1
2
Idx (θ̇2 + ψ̇2)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Rotation

+ Idy φ̇ψ̇θ
´¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Effet Gyroscopique

+1
2
Idy φ̇

2, (2.19)

L’utilisation des angles d’E uler fait ainsi apparaître le terme Idy φ̇ψ̇θ représentant l’effet gyro-
scopique (C oriolis). Le dernier terme 1

2Idy φ̇
2 est constant est n’a par conséquent pas d’influence

dans la dynamique du rotor en régime permanent.

2.1.3.2 L’arbre

L’arbre est représenté par une poutre droite en flexion dans l’espace, comme présentée dans
l’Annexe A, caractérisée par les énergies cinétique et de déformation. Il est considéré que les sections
droites (S) de la poutre droite sont circulaires ce qui implique :

IGx = IGz = IG, (2.20a) φxy = φyz = φy, (2.20b) kxy = kyz = ky. (2.20c)

où IGx , IGz , φxy, φyz, kxy et kyz sont respectivement définis par les Eq. (A.11), Eq. (A.55), Eq. (A.33)
et Eq. (A.77). Le coefficient de réduction de section ky est défini dans [27; 28] comme suit :

ky =
6 (1 + υ) (1 + a2)2

(7 + 6υ) (1 + a2)2 + (20 + 12υ)a2
avec a = d

int

dext
, (2.21)

où dint, dext sont respectivement les diamètres intérieurs et extérieurs d’une section droite (S).
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CHAPITRE 2. Modélisation structurelle

L’énergie cinétique de l’arbre en flexion est une extension de celle du disque. Soit un point P
d’une section droite (S) située en (x, y, z) (Fig. 2.4), sa position est définie par le vecteur

Ð→
OP ∈R3

dans l’espace engendré par le repère (R) tel que :

Ð→
OP =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x
y
z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦(R)

+
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

u (x, y, z, t)
0
w (x, y, z, t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦(R)

, (2.22)

où u (x, y, z, t) et w (x, y, z, t) sont respectivement les déplacements selon x⃗ et z⃗. Une relation de
transport permet d’obtenir l’expression du vecteur vitesse d’un point P d’une section droite (S) à
partir des Eq. (2.9) et Eq. (2.11) :

Ð→
V i/0

(P ) =Ð→V i/0
(G) +Ð→PG ∧ ω⃗i/0

. (2.23)

En développant l’Eq. (2.23) et en utilisant l’Eq. (2.11), il vient :

Ð→
V i/0

(P ) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

u̇
0
ẇ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦(R)

+
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−x
0
−z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦(Ri)
∧
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ωx
ωy
ωz

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦(Ri)
. (2.24)

L’Eq. (2.8) permet de projeter l’expression du vecteur unitaire z⃗ dans le repère (Ri). Les
Eq. (2.3), Eq. (2.4), Eq. (2.5) permettent de projeter l’expression de x⃗ dans (Ri) tel que :

x⃗ = cos (ψ) x⃗1 + sin (ψ) y⃗1,

⇔ x⃗ = [cos (ψ) cos (φ) − sin (ψ) sin (θ) sin (φ)] x⃗i
− [sin (ψ) cos (θ)] y⃗i
+ [sin (ψ) sin (θ) cos (φ) + cos (ψ) sin (φ)] z⃗i

(2.25)

Ainsi, l’expression du vecteur vitesse
Ð→
V i/0

(P ) dans (Ri) a la forme suivante :

Ð→
V i/0

(P ) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−ẇ cos (θ) sin (φ) + u̇ cos (ψ) cos (φ) − u̇ sin (ψ) sin (θ) sin (φ)
ẇ sin (θ) − u̇ sin (ψ) cos (θ)
ẇ cos (θ) cos (φ) + u̇ sin (ψ) sin (θ) cos (φ) + u̇ cos (ψ) sin (φ)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦(Ri)

+
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

zφ̇ + zψ̇ sin (θ)
zψ̇ cos (θ) sin (φ) − zθ̇ cos (φ) + xψ̇ cos (θ) cos (φ) + xθ̇ sin (φ)
−xφ̇ − xψ̇ sin (θ)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦(Ri)

. (2.26)

Pour une poutre de longueur l dont l’aire S de section droite reste constante, l’expression de
l’énergie cinétique est alors :

Ta =
1
2 ∫
(V )

ρ∥Ð→V i/0
(P )∥

2

dV = 1
2
ρ

l

∫
0

∫
(S)

∥Ð→V i/0
(P )∥

2

dSdy. (2.27)

En substituant les Eq. (2.26), Eq. (2.18a) et Eq. (2.18b) dans l’Eq. (2.27), l’énergie cinétique de
l’arbre s’écrit :
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2.1. Modélisation d’un rotor en flexion et cisaillement
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Figure 2.4 – Visualisation de la configuration déformée d’un élément de poutre de longueur dy.

Ta = 1
2ρ

l

∫
0
∫

(S)

(u̇2 + ẇ2 + z2ψ̇2 + x2θ̇2 + 2z2ψ̇θφ̇ + 2x2ψ̇θφ̇ + x2φ̇2 + z2φ̇2)dSdy

+ ρ ∫
(S)

xdS
l

∫
0
[(ẇθθ̇ − u̇ψθ̇ − u̇ψ̇θ − u̇φ̇) sin (φ) − (u̇ψψ̇ + ẇφ̇) cos (φ) − u̇θφ̇ sin(2φ)

2 ]dy

+ ρ ∫
(S)

zdS
l

∫
0

[(−u̇ψθφ̇ − u̇ψψ̇ − ẇφ̇) sin (φ) + (u̇ψθ̇ − ẇθθ̇ + u̇φ̇ + u̇ψ̇θ) cos (φ)]dy

+ 1
2ρ ∫

(S)

xzdS
l

∫
0

[2ψ̇θ̇ − 4ψ̇θ̇ cos2 (φ) + (ψ̇2 − θ̇2) sin (2φ)]dy

+ 1
2ρ ∫

(S)

x2dS
l

∫
0
ψ̇θ̇ sin (2φ)dy − 1

2ρ ∫
(S)

z2dS
l

∫
0
ψ̇θ̇ sin (2φ)dy.

(2.28)

En vertu de la symétrie de révolution de la section de l’arbre, les moments statiques et produits
quadratiques s’annulent tels que :

∫
(S)

xdS = 0, (2.29a) ∫
(S)

zdS = 0, (2.29b) ∫
(S)

xzdS = 0. (2.29c)

En considérant les Eq. (2.29) et Eq. (2.20a) l’énergie cinétique de l’arbre s’écrit alors :

Ta =
1
2
ρS

l

∫
0

(u̇2 + ẇ2)dy

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Translation de Section

+ 1
2
ρIG

l

∫
0

(ψ̇2 + θ̇2)dy

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Rotation de Section

+ 2ρIGφ̇
l

∫
0

ψ̇θdy

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Effet Gyroscopique

+ρIGy lφ̇2 (2.30)

La première intégrale illustre de l’énergie cinétique d’une poutre d’E uler-Bernoulli et la seconde
l’effet secondaire due à l’inertie de rotation de section (T imoshenko). Le paramétrage, basé sur
les angles d’E uler, laisse apparaître le terme ψ̇θ dans la dernière intégrale qui représente l’effet
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CHAPITRE 2. Modélisation structurelle

(a) Distribution aléatoire de balourds. (b) Modélisation plan des balourds.

Figure 2.5 – Balourds sur le rotor.

gyroscopique. Le dernier terme étant constant en régime permanent, sa contribution est nulle
dans les équations du mouvement, avec IGy le moment quadratique de (S) par rapport à l’axe y⃗ :

IGy = ∫
(S)

(x2 + z2)dS. (2.31)

2.1.3.3 Le balourd

Les irrégularités sont généralement réparties de façon continue et aléatoire le long du rotor,
Fig. 2.5(a). Il peut être modélisé par des masses concentrées situées dans différents plans, Fig. 2.5(b).
Le balourd est modélisé par une masse mbi située à la distance dbi d’un centre géométrique Gi de
l’arbre et dont l’énergie cinétique Tbi doit être calculée. A l’arrêt, la position Bi de chaque masse
équivalente mbi est définie par :

– son abscisse y (qui est constante),

– la distance dbi = GiBi (Gi est le centre de la section droite de l’arbre au plan i),

– l’angle φbi orientant le vecteur
ÐÐ→
GiBi par rapport au vecteur z⃗i du repère tournant (top-tour).

Lors de la rotation, chaque masse mbi est liée à l’arbre en position déformée, Fig. 2.6. Pour
chaque balourd mbi , sa position est définie par la relation :

ÐÐ→
OBi = ÐÐ→

OBi + ÐÐ→
GiBi,

⇔ ÐÐ→
OBi =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

u
y
w

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦(R)

+
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
0
dbi

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦(Rb)
.

(2.32)

où (Rb) est le repère engendré par une rotation du repère (R) autour de l’axe (Gi, y⃗) tel que :

z⃗b = sin (φ + φbi) x⃗ + cos (φ + φbi) z⃗ (2.33)

L’Eq. (2.32) se simplifie sous la forme suivante :

ÐÐ→
OBi =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

u + dbi sin (φ + φbi)
y
w + dbi cos (φ + φbi)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦(R)

. (2.34)
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2.1. Modélisation d’un rotor en flexion et cisaillement
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Figure 2.6 – Repérage du ie balourd.

L’expression du vecteur vitesse dérive de la relation suivante :

Ð→
V i/0

(Bi) =
∂
ÐÐ→
OBi
∂t

=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

u̇ + dbi φ̇ cos (φ̇t + φbi)
0
ẇ − dbi φ̇ sin (φ̇t + φbi)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦(R)

. (2.35)

Ainsi, l’énergie cinétique du ie balourd s’écrit :

Tbi =
1
2
mbi (u̇2 + ẇ2 + φ̇2d2

bi
+ 2φ̇u̇dbi cos (φ̇t + φbi) − 2φ̇ẇdbi sin (φ̇t + φbi)) . (2.36)

Le régime permanent étant considéré, le terme mbiφ̇
2d2
bi

2 est constant et donc sans influence sur
les équations du mouvement. Aussi la masse mbi du i

e balourd est très inférieure à celle du rotor
ou celles d’éventuels disques :

mbi

md
≪ 1⇒ 1

2
mbi (u̇2 + ẇ2) ≪ 1

2
md (u̇2 + ẇ2) . (2.37)

L’énergie cinétique du ie balourd peut alors se mettre sous la forme suivante :

Tbi =mbi φ̇dbi (u̇ cos (φ̇t + φbi) − ẇ sin (φ̇t + φbi)) , (2.38)

et l’application des équations de L agrange fournit alors la force tournante due aux balourds.

2.1.4 Travail virtuel des paliers

Les caractéristiques de raideur et amortissement des paliers sont supposées connues. Le travail
virtuel δWp des efforts qu’ils s’exerçant sur l’arbre s’écrit sous la forme suivante, Fig. 2.7 :

δWp = − (kpxxu + kpxzw + cpxx u̇ + cpxz ẇ)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Fpu

δu − (kpzzw + kpzxu + cpzz ẇ − cpzx u̇)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Fpw

δw, (2.39)
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Figure 2.7 – Représentation des raideurs et amortissements apportés d’un palier.

avec Fpu et Fpw les composantes de la force généralisée. L’Eq. (2.39) permet alors d’écrire la forme
matricielle suivante :

[ Fpu

Fpw
]
(R)

= − [ kpxx kpxz
kpzx kpzz

] [ u
w

]
(R)

− [ cxx cxz
czx czz

] [ u̇
ẇ

]
(R)

. (2.40)

Fréquemment, les termes diagonaux des matrice de raideur et amortissement d’un palier ne sont
pas similaires, i.e. kpxx ≠ kpzz , cxx ≠ czz. Par ailleurs et notamment pour les paliers hydrodynamiques,
il est également fréquent que les termes de couplage entre les directions x et z diffèrent tel que
kpxz ≠ kpzx et cxz ≠ czx.

2.1.5 Énergie de déformation. Des angles d’Euler à T imoshenko

L’énergie de déformation requiert les champs de contraintes σ et déformations ε en un point
d’une section droite. On considère alors un élément de poutre de longueur dy de section droite (S)
d’abscisse y, de centre géométrique G, portant un point P de coordonnées (x, z).

Lors du calcul de l’énergie cinétique d’un disque ou d’un arbre, les angles d’E uler ψ, θ et φ
(paramétrage relatif, Fig. 2.3) sont introduis et conduisent aux termes dus à l’effet gyroscopique,
Eq. (2.30) et Eq. (2.19). Or, les sections droites d’une poutre de T imoshenko dans l’espace sont
orientées grâce aux angles θ et ψ associés aux axes fixes x⃗ et z⃗ de (R), Eq. (A.4) et Eq. (A.48)
(paramétrage absolu, i.e. degrés libertés de rotation utilisés dans la méthode des éléments finis).
L’Annexe A.4.1 fait donc état d’une approximation qui conduit à la coïncidence entre les angles
d’E uler ψ et θ et ceux paramétrant les rotations de sections droites d’une poutre de T imoshenko
en flexion dans l’espace.

2.1.5.1 L’arbre supporté par des paliers dans le repère tournant

Les coordonnées de P (x, z) étant définies dans le repère local de l’élément, il est convivial
d’exprimer les champs σ et ε dans ce même repère. Comme le rotor est défini par une poutre
tournant à la vitesse φ̇ autour de y⃗, il est naturel d’introduire un repère (Rφ), appelé repère tournant,
permettant de relier le repère local de l’élément tournant (et donc x et z) au repère (R), Fig. 2.8. Le
repère (Rφ) correspond donc au repère (R) orienté de l’angle φ autour de y⃗. Or, φ est par définition
la rotation propre définie par E uler autour de y⃗2, i.e. angle orientant le repère (Ri) vis-à-vis de (R2),
Fig. 2.3. L’orientation de (Rφ) est donc issue d’une approximation présentée en Annexe A.4.2.
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Figure 2.8 – Paramétrage des repères galiléen (R) et tournant (Rφ).

On note alors uφ, θφ et wφ, ψφ respectivement les couples de déplacements de G et rotations de
(S) selon les axes x⃗φ et z⃗φ, Fig. 2.9. Les relations entre les composantes des déplacement exprimées
dans (Rφ) et celles exprimées dans (R) s’obtiennent grâce aux Fig. 2.8 et Fig. 2.9(b) :

uφ = u cos(φ̇t) −w sin(φ̇t), (2.41a) wφ = u sin(φ̇t) +w cos(φ̇t). (2.41b)

Par ailleurs, les relations entre les rotations d’une section droite autour des axes de (Rφ) et
celles autour de (R) ne sont pas aisément identifiables à l’aide de la Fig. 2.9(a). On laissera le soin
au lecteur de consulter [29] où il est présenté une démarche qui décompose toute rotation autour
d’un vecteur arbitraire inclus dans R3 en une combinaison de rotations élémentaires autour des
trois vecteurs unitaires de (R). L’Annexe A.4.3 établie les relations entre les rotations autour des
axes de (Rφ) et celles autour des axes de (R) telles que [30; 31; 32] :

θφ = θ cos(φ̇t) − ψ sin(φ̇t), (2.42a) ψφ = θ sin(φ̇t) + ψ cos(φ̇t). (2.42b)

Ainsi, les champs de contraintes et de déformations évalués au point P s’expriment dans le
repère local de l’élément tournant approché par (Rφ) tels que :

σ (P ) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

σyy
σxy
σyz

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦(Rφ)
, (2.43a) ε (P ) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

εyy
2εxy
2εyz

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦(Rφ)
, (2.43b)

avec σyy, εyy les contrainte et déformations selon y⃗φ issues des déflexions transversales dans les plans
{xφGyφ} et {yφGzφ}, σxy, σyz les contraintes de cisaillement dans les plans {xφGyφ} et {yφGzφ} et
2εxy, 2εyz les distortions dans les plans {xφGyφ} et {yφGzφ}. Le champ de déformations exprimé
dans (Rφ) s’écrit alors, Eq. (A.6) et Eq. (A.50) :

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

εyy
2εxy
2εyz

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦(Rφ)
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x
∂ψφ
∂y − z

∂θφ
∂y

∂uφ
∂y + ψφ
∂wφ
∂y − θφ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦(Rφ)

. (2.44)

Il est possible de considérer des termes du second ordre dans la définition de la déformation εyy
du point P lorsque la structure présente certaines non-linéarités. En considérant des non-linéarités
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CHAPITRE 2. Modélisation structurelle

géométriques entre les directions yφ et zφ, et xφ et yφ, la déformation εyy s’écrit :

εyy = x
∂ψφ

∂y
− z ∂θφ

∂y
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Flexion

+ 1
2
(∂uφ
∂y

)
2

+ 1
2
(∂wφ
∂y

)
2

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Non-linearité Géometrique

. (2.45)

L’énergie de déformation de l’arbre a comme expression [33; 34; 35] :

Ua =
1
2 ∫
(V )

σ ⋅ εdV . (2.46)

Les champs de contraintes et de déformations sont reliés par loi matérielle de H ooke, [1; 36] :

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

σyy
σxy
σyz

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦(Rφ)
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

E 0 0
0 Gkxy 0
0 0 Gkyz

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⋅
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

εyy
2εxy
2εyz

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦(Rφ)
. (2.47)

avec E, G les modules d’Y oung et de C oulomb, kxy, kyz sont définies dans les Eq. (A.53) et
Eq. (A.9), [27; 28]. L’expression de l’énergie de déformation est alors [37; 25; 38; 26] :

Ua = 1
2 ∫
(V )

(σyyεyy + σxy2εxy + σyz2εxy)dV

⇔ Ua = 1
2E ∫

(V )

ε2
yydV + 1

2Gkxy ∫
(V )

4ε2
xydV + 1

2Gkyz ∫
(V )

4ε2
yzdV

. (2.48)

En introduisant les Eq. (2.45), Eq. (A.6b) et Eq. (A.50b) dans l’ Eq. (2.48), il vient :

Ua = 1
2E

l

∫
0
∫

(S)

[x∂ψφ∂y − z ∂θφ∂y + 1
2 (∂uφ∂y )

2
+ 1

2 (∂wφ∂y )
2
]

2

dSdy

+ 1
2Gkxy

l

∫
0
∫

(S)

(∂uφ∂y + ψφ)
2
dSdy + 1

2Gkyz
l

∫
0
∫

(S)

(∂wφ∂y − θφ)
2
dSdy

. (2.49)

L’Eq. (2.49) se développe de la manière suivante :

Ua = 1
2E

l

∫
0
∫

(S)

[x2 (∂ψφ∂y )
2
+ z2 (∂θφ∂y )

2
− 2xz (∂ψφ∂y ) (∂θφ∂y )]dSdy

+ 1
2E

l

∫
0
∫

(S)

(x∂ψφ∂y − z ∂θφ∂y ) [1
2 (∂uφ∂y )

2
+ 1

2 (∂wφ∂y )
2
]dSdy

+ 1
2E

l

∫
0
∫

(S)

[1
4 (∂uφ∂y )

4
+ 1

2 (∂uφ∂y )
2
(∂wφ∂y )

2
+ 1

4 (∂wφ∂y )
4
]dSdy

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Termes d’Ordre 2

+ 1
2GSkxy

l

∫
0
(∂uφ∂y + ψφ)

2
dy + 1

2GSkyz
l

∫
0
(∂wφ∂y − θφ)

2
dy

. (2.50)
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2.1. Modélisation d’un rotor en flexion et cisaillement
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Figure 2.9 – Visualisation spatiale des déplacements du centre géométrique G et des rotations de
la section droite (S) définis à l’aide des axes du repère tournant (Rφ).
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CHAPITRE 2. Modélisation structurelle

La section de l’arbre présentant une symétrie de révolution, Eq. (2.29), l’intégrale correspondant
à la deuxième ligne de l’Eq. (2.50) est nulle. En introduisant les moments quadratiques de la section
droite par rapport aux axes x⃗ et z⃗, Eq. (A.11) et Eq. (A.55), et en négligeant les termes d’ordre 2,
l’expression de l’énergie de déformation de l’arbre devient alors :

Ua = 1
2E

l

∫
0
[IGx (

∂ψφ
∂y )

2
+ IGz (

∂θφ
∂y )

2
]dy

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Flexion

+ 1
2G

l

∫
0
[Skxy (∂uφ∂y + ψφ)

2
+ Skyz (∂wφ∂y − θφ)

2
]dy

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Cisaillement

. (2.51)

L’Eq. (2.51) ne présente pas de terme dû à la non-linéarité géométrique de l’Eq. (2.45). En
revanche, la considération d’une force longitudinale constante P agissant sur le rotor lors de sa
déflexion transversale implique un terme supplémentaire causant une augmentation de l’énergie de
déformation, appelé énergie de déformation géométrique. Si la force P n’est pas une quantité connue
mais une conséquence de la déflexion transversale même du rotor, une procédure itérative est né-
cessaire pour résoudre ce problème non-linéaire [39] : la force P due à la déflexion transversale du
rotor doit être calculée puis cette dernière doit ensuite être utilisée lors du calcul du comportement
dynamique du rotor (analyses modales, réponses au balourd, etc. . .).

Cette force longitudinale P peut également être la conséquence d’une précontrainte longitu-
dinale nécessaire au maintien d’un assemblage [20; 40] dans les moteurs électriques. Cette force
longitudinale conduit donc à une précontrainte initiale du rotor σyy0 selon l’axe (G, y⃗φ), telle que :

P

S
= σyy0. (2.52)

L’expression de l’énergie de déformation géométrique est la suivante :

Ug = ∫
(V )

σyy0εyydV . (2.53)

En introduisant les Eq. (2.45) et Eq. (2.52) dans l’Eq. (2.53), il vient alors :

Ug = P
S

l

∫
0
∫

(S)

[x∂ψφ∂y − z ∂θφ∂y + 1
2 (∂uφ∂y )

2
+ 1

2 (∂wφ∂y )
2
]dSdy

⇔ Ug = P
S

l

∫
0
∫

(S)

[x∂ψφ∂y − z ∂θφ∂y ]dSdy + P
S

l

∫
0
∫

(S)

[1
2 (∂uφ∂y )

2
+ 1

2 (∂wφ∂y )
2
]dSdy

(2.54)

La section de l’arbre présentant une symétrie de révolution, Eq. (2.29), le premier terme de
l’Eq. (2.54) est nul. L’énergie de déformation géométrique devient alors :

Ug =
1
2
P

l

∫
0

[(∂uφ
∂y

)
2

+ (∂wφ
∂y

)
2

]dy (2.55)

Finalement, l’expression de l’énergie de déformation totale U de l’arbre dans le repère tournant
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2.1. Modélisation d’un rotor en flexion et cisaillement

est issue de la combinaison des Eq. (2.51) et Eq. (2.55) telle que :

U = Ua +Ug

⇔ U = 1
2E

l

∫
0
[IGx (

∂ψφ
∂y )

2
+ IGz (

∂θφ
∂y )

2
]dy

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Flexion

+ 1
2G

l

∫
0
[Skxy (∂uφ∂y + ψφ)

2
+ Skyz (∂wφ∂y − θφ)

2
]dy

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Cisaillement

+ 1
2P

l

∫
0
[(∂uφ∂y )

2
+ (∂wφ∂y )

2
]dy

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Couplage Longitudinal - Tranversal

. (2.56)

Cette formulation de l’énergie de déformation suppose donc que le travail virtuel des paliers
soit également exprimé dans le repère tournant. Ainsi, en considérant d’une part l’Eq. (2.41) et les
variations des composantes uφ et wφ définie par :

δu = δuφ cos(φ̇t) + δwφ sin(φ̇t). (2.57a) δw = −δuφ sin(φ̇t) + δwφ cos(φ̇t), (2.57b)

et en allégeant, d’autre part, l’Eq. (2.39) en annulant les termes d’amortissement et extra-diagonaux
kpxz et kpzx , le travail virtuel des forces dues à la raideur du palier devient :

δWp = − [(kpxx cos2 (φ̇t) + kpzz sin2 (φ̇t))uφ +
sin(2φ̇t)

2 (kpxx − kpzz)wφ] δuφ

− [(kpxx sin2 (φ̇t) + kpzz cos2 (φ̇t))wφ +
sin(2φ̇t)

2 (kpxx − kpzz)uφ] δwφ

. (2.58)

L’Eq. (2.58) montre que si les termes diagonaux kpxx et kpzz sont différents, il apparaît explicite-
ment des coefficients périodiques dépendant du temps t (équations de M athieu) dont la résolution
peut poser des difficultés. Il est donc d’usage, lorsque l’arbre présente une symétrie de révolution
et qu’il repose sur des paliers orthotropes, de projeter les équations du rotor dans le repère galiléen
(R) afin d’annuler les coefficients périodiques.

2.1.5.2 L’arbre supporté par des paliers dans le repère galiléen

Grâce aux Eq. (2.41), Eq. (A.104) et à leurs dérivées par rapport à y, l’Eq. (2.56) devient alors :

U = 1
2E

l

∫
0
[IGz ( ∂θ∂y sin (φ̇t) + ∂ψ

∂y cos (φ̇t))
2
+ IGx ( ∂θ∂y cos (φ̇t) − ∂ψ

∂y sin (φ̇t))
2
]dy

+ 1
2G

l

∫
0
Skxy (∂u∂y cos (φ̇t) − ∂w

∂y sin (φ̇t) + θ sin (φ̇t) + ψ cos (φ̇t))
2
dy

+ 1
2G

l

∫
0
Skyz (∂u∂y sin (φ̇t) + ∂w

∂y cos (φ̇t) − θ cos (φ̇t) + ψ sin (φ̇t))
2
dy

+ 1
2P

l

∫
0
[(∂u∂y sin (φ̇t) + ∂w

∂y cos (φ̇t))
2
+ (∂u∂y cos (φ̇t) − ∂w

∂y sin (φ̇t))
2
]dy

. (2.59)
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CHAPITRE 2. Modélisation structurelle

En développant l’Eq. (2.59), il vient :

U = 1
2E

l

∫
0
IGz [( ∂θ∂y)

2
sin2 (φ̇t) + (∂ψ∂y )

2
cos2 (φ̇t) + ( ∂θ∂y) (∂ψ∂y ) sin (2φ̇t)]dy

+ 1
2E

l

∫
0
IGx [( ∂θ∂y)

2
cos2 (φ̇t) + (∂ψ∂y )

2
sin2 (φ̇t) − ( ∂θ∂y) (∂ψ∂y ) sin (2φ̇t)]dy

+ 1
2G

l

∫
0
Skxy [(∂u∂y )

2
cos2 (φ̇t) + (∂w∂y )

2
sin2 (φ̇t) − (∂u∂y ) (∂w∂y ) sin (2φ̇t)]dy

+ 1
2G

l

∫
0
Skxy [θ2 sin2 (φ̇t) + ψ2 cos2 (φ̇t) + θψ sin (2φ̇t)]dy

+ 1
2G

l

∫
0
Skxy [(∂u∂y ) θ sin (2φ̇t) + 2 (∂u∂y )ψ cos2 (φ̇t)]dy

+ 1
2G

l

∫
0
Skxy [−2 (∂w∂y ) θ sin2 (φ̇t) − (∂w∂y )ψ sin (2φ̇t)]dy

+ 1
2G

l

∫
0
Skyz [(∂u∂y )

2
sin2 (φ̇t) + (∂w∂y )

2
cos2 (φ̇t) + (∂u∂y ) (∂w∂y ) sin (2φ̇t)]dy

+ 1
2G

l

∫
0
Skyz [θ2 cos2 (φ̇t) + ψ2 sin2 (φ̇t) − θψ sin (2φ̇t)]dy

+ 1
2G

l

∫
0
Skyz [− (∂u∂y ) θ sin (2φ̇t) + 2 (∂u∂y )ψ sin2 (φ̇t)]dy

+ 1
2G

l

∫
0
Skyz [−2 (∂w∂y ) θ cos2 (φ̇t) + (∂w∂y )ψ sin (2φ̇t)]dy

+ 1
2P

l

∫
0
[(∂u∂y )

2
sin2 (φ̇t) + (∂w∂y )

2
cos2 (φ̇t) + (∂u∂y ) (∂w∂y ) sin (2φ̇t)]dy

+ 1
2P

l

∫
0
[(∂u∂y )

2
cos2 (φ̇t) + (∂w∂y )

2
sin2 (φ̇t) − (∂u∂y ) (∂w∂y ) sin (2φ̇t)]dy

. (2.60)

Finalement, dans le cas le plus courant d’un arbre symétrique, où IGx = IGz = IG, Eq. (2.20a),
et kxy = kyz = ky, Eq. (2.20c), l’expression de l’énergie de déformation totale de l’arbre se simplifie
de la manière suivante :

U = 1
2EIG

l

∫
0
[(∂θ∂y)

2
+ (∂ψ∂y )

2
]dy

+ 1
2GSky

l

∫
0

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

(∂u∂y )
2
+ 2 (∂u∂y )ψ + ψ

2

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
( ∂u
∂y
+ψ)

2

+ (∂w∂y )
2
− 2 (∂w∂y ) θ + θ

2

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
( ∂w
∂y

−θ)
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

dy

+ 1
2P

l

∫
0
[(∂u∂y )

2
+ (∂w∂y )

2
]dy

, (2.61)
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2.2. Équations du mouvement d’un rotor

de telle sorte que le coefficients périodiques s’annulent. La deuxième ligne de l’Eq. (2.61) laisse

apparaître les identités remarquables (∂u∂y + ψ)
2
et (∂w∂y − θ)

2
. Ainsi, l’énergie de déformation totale

de l’arbre s’écrit :

U = 1
2EIG

l

∫
0
[(∂ψ∂y )

2
+ ( ∂θ∂y)

2
]dy

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Flexion

+ 1
2GSky

l

∫
0
[(∂u∂y + ψ)

2
+ (∂w∂y − θ)

2
]dy

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Cisaillement

+ 1
2P

l

∫
0
[(∂u∂y )

2
+ (∂w∂y )

2
]dy

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Couplage Longitudinal - Tranversal

. (2.62)

2.2 Équations du mouvement d’un rotor

Les éléments constitutifs d’un rotor présentés dans la Section 2.1 sont modélisés grâce à la
méthodes des éléments finis dont le développement est présenté dans l’Annexe A.5. L’application
des équations de L agrange, Eq. (2.2), permet d’obtenir le système matriciel des nδ équations
différentielles régissant le mouvement d’un rotor :

[MR +MT +Md]
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

M

δ̈ (t) + [CG (φ̇) +CGd (φ̇) +Cp]
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

C(φ̇)

δ̇ (t) + [Kf +KG +Kp]
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

K

δ (t) = F (t) +Fv (2.63)

avec :

F (t) = Fr°
Charges Réparties

+ F c
b cos (φ̇t) +F s

b sin (φ̇t)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Balourd

+ F c
as cos (sφ̇t) +F s

as sin (sφ̇t)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Force Asynchrone

+ F c
h cos (ωht) +F s

h sin (ωht)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Force Harmonique

(2.64)

avec δ (t) le vecteur des degrés de liberté, Md, MR et MT respectivement les matrices de masse
symétriques des disques et de l’arbre dues aux translation et rotation de section, Kf , Cp respec-
tivement les matrices de raideurs élastique et géométrique de l’arbre, CG, CGd respectivement les
matrices anti-symétriques gyroscopiques de l’arbre et des disques, Kp, Cp respectivement les ma-
trices asymétriques de raideur et amortissement des paliers qui dépendent de φ̇. Le vecteur des forces
nodales F (t) est contient charges réparties Fr, balourds F c

b , F s
b , forces asynchrones F c

as, F s
as et

forces harmoniques F c
h, F s

h . Le vecteur des forces dissipatives Fv est dû à l’amortissement visqueux
dans la structure dont différentes formes sont présentées dans l’Annexe A.5.9.

L’équation du mouvement Eq. (2.63) permet alors de déterminer : le diagramme de C ampbell,
les éventuelles zones d’instabilité, les réponses à différents types de forces d’excitation comme les
balourds, les forces asynchrones ou harmoniques de direction fixe. Les différents points cités précé-
demment peuvent être obtenus par une méthode directe dans laquelle la dimension nδ du système
d’équations Eq. (2.63) est conservée.

Il est fréquent qu’un maillage contienne plus d’une centaine de nœuds, i.e. Ne ≥ 102, ce qui
implique un nombre important de degrés de liberté, i.e. nδ ∼ 8 ⋅ 102. La dimension nδ des matrices
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CHAPITRE 2. Modélisation structurelle

M, C, K du système Eq. (2.63) est donc régie par le nombre de degrés de liberté du modèle élément
fini. En revanche, il est envisageable de réduire le nombre d’équations de l’Eq. (2.63) pour gagner du
temps cpu nécessaire au calcul. Une solution consiste à avoir recours à une méthode de réduction
du système en projetant ce dernier dans une base appropriée [25].

2.2.1 Structure dissipative en rotation. Méthode Directe

Déterminer les pulsations et formes propres d’une structure dissipative en rotation consiste à
résoudre l’Eq. (2.63), à une vitesse de rotation donnée φ̇, en l’absence d’efforts extérieurs, telle que :

Mδ̈ (t) + [Cv +C (φ̇)] δ̇ (t) +Kδ (t) = 0. (2.65)

où Cv ∈ Mnδ,nδ est la matrice d’amortissement structurale définie dans l’Annexe A.5.9.

2.2.1.1 Détermination des éléments propres

La solution générale de l’Eq. (2.65) matricielle est une forme exponentielle bien connue :

δ (t) = Ψke
rkt, avec k = 1, . . . ,2nδ, (2.66)

où rk ∈C est la ke valeur propre associée à la ke forme propre complexe Ψk ∈Cnδ , appelée également
forme propre naturelle.

En introduisant l’Eq. (2.66) et ses dérivées temporelles dans l’Eq. (2.65), le problème aux valeurs
propres généralisé a la forme :

(r2
kM + rk [Cv +C (φ̇)] +K)Ψke

rkt = 0, erkt ≠ 0, avec k = 1, . . . ,2nδ, (2.67)

ou encore :
(r2
kM + rk [Cv +C (φ̇)] +K)Ψk = 0, avec k = 1, . . . ,2nδ. (2.68)

Selon une adaptation de la transformation de Duncan pour les systèmes amortis [36], il est
possible d’ajouter à l’Eq. (2.65) une identité auxiliaire d’ordre nδ, afin de ramener le problème aux
valeurs propres quadratique, Eq. (2.67), de dimension nδ en une forme linéaire de dimension 2nδ,
par l’adjonction de l’équation matricielle triviale suivante [41] :

Mδ̇ (t) −Mδ̇ (t) = 0. (2.69)

Le système matriciel Eq. (2.65) exprimé dans l’espace d’état dont les degrés de liberté sont
définis par le vecteur y (t) incluant déplacements et vitesses tel que :

y (t) = ( δ̇ (t)
δ (t) ) , avec ẏ (t) = ( δ̈ (t)

δ̇ (t) ) , (2.70)

a alors une forme augmentée [42; 43; 44; 45] :

[ 0 M

M Cv +C (φ̇) ]( δ̈ (t)
δ̇ (t) ) + [ −M 0

0 K
]( δ̇ (t)

δ (t) ) = ( 0
0

) , (2.71)

ou encore :
Aẏ (t) −By (t) = 0, (2.72)
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2.2. Équations du mouvement d’un rotor

où les matrices A, B ∈ M2nδ,2nδ , dites matrices augmentées ou composites, sont définies telles que :

A = [ 0 M

M Cv +C (φ̇) ] , (2.73a) B = [ M 0
0 −K ] . (2.73b)

La solution générale de l’Eq. d’état (2.71) est également une forme exponentielle telle que :

y (t) = rΥke
rkt, avec k = 1, . . . ,2nδ. (2.74)

où rk ∈ C est définie dans l’Eq. (2.66) et rΥk ∈ C2nδ est le ke vecteur propre complexe du système
d’état, appelé vecteur propre droit :

rΥk = ( rk Ψk

Ψk
) . (2.75)

En introduisant l’Eq. (2.74) dans l’Eq. (2.72), le système d’état amorti et gyroscopique s’écrit
alors sous la forme d’un problème aux valeurs propres généralisé tel que :

BrΥk = rkArΥk, avec k = 1, . . . ,2nδ, (2.76)

ou sous une forme plus compacte :
BrΥ = RArΥ, (2.77)

où les matricesR ∈ M2nδ,2nδ (C) et rΥ ∈ M2nδ,2nδ (C) contiennent respectivement les valeurs propres
et vecteurs propres complexes droits associés du problème Eq. (2.77) tels que :

R =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

r1 0 ⋯ ⋯ 0
0 ⋱ ⋱ ⋮
⋮ ⋱ rk ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ 0
0 ⋯ ⋯ 0 r2nδ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (2.78)

et :
rΥ = [( r1 Ψ1

Ψ1
) , . . . ,( rk Ψk

Ψk
) , . . . ,( r2nδ Ψ2nδ

Ψ2nδ
)] . (2.79)

L’Eq. (2.77) devient alors :

[ M 0
0 −K ]( rk Ψk

Ψk
) = rk [

0 M

M Cv +C (φ̇) ]( rk Ψk

Ψk
) . (2.80)

Remarque 1: Les matrices A et B de l’Eq. (2.77) étant définies avec des coefficients réels, les
valeurs propres et vecteurs propres associés sont bien évidemment complexes mais apparaissent par
paires conjuguées telles que :

R =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

r1 0 ⋯ ⋯ ⋯ 0
0 r∗1 ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱

rk ⋱ ⋮
⋮ ⋱ r∗k

⋱ ⋱ ⋮
⋮ ⋱ rnδ 0
0 ⋯ ⋯ ⋯ 0 r∗nδ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (2.81)
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CHAPITRE 2. Modélisation structurelle

et :
rΥ = [( r1 Ψ1

Ψ1
) ,( r∗1 Ψ∗

1

Ψ∗
1

) , . . . ,( rk Ψk

Ψk
) ,

( rk Ψ∗
k

Ψ∗
k

) , . . . ,( rnδ Ψnδ

Ψnδ
) ,( r∗nδ Ψ∗

nδ
Ψ∗
nδ

)]
(2.82)

où ( )∗ représente l’opérateur complexe conjugué.

::::

Les valeurs propres complexes conjuguées de l’Eq. (2.80) sont donc du type, pour k = 1, . . . , nδ :

rk = −
ξkωk

(1 − ξ2
k)

1
2

+ jωk, (2.83a) r∗k = −
ξkωk

(1 − ξ2
k)

1
2

− jωk, (2.83b)

où ωk et ξk sont respectivement les ke pulsation propre et facteur d’amortissement visqueux du
système amorti et gyroscopique exprimés à l’aide des Eq. (2.83a) et Eq. (2.83b) :

ωk =
1
2
j (r∗k − rk) , (2.84a) ξk =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

(r∗k + rk)
2

(r∗k + rk)
2 − (r∗k − rk)

2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

1
2

. (2.84b)

Les vecteurs propres complexes conjugués associcés à rk et r∗k s’écrivent alors :

rΥk = R (rΥk) + jI (rΥk) , (2.85a) rΥ∗
k = R (rΥk) − jI (rΥk) , (2.85b)

où R et I représentent respectivement les parties réelle et imaginaire. Ainsi, les pulsations propres
ωk et vecteurs propres Ψk permettent de tracer le diagramme de C ampbell et d’en déduire les
valeurs des vitesses critiques de rotation. Le vecteur des degrés de liberté δ (t) s’obtient finalement
par la relation suivante [46; 47] :

δ (t) = Ψke
rkt +Ψ∗

ke
r∗kt, avec k = 1, . . . , nδ. (2.86)

Remarque 2: Si l’on a la condition suivante :

R (rk) > 0⇔ − ξkωk

(1 − ξ2
k)

1
2

> 0, (2.87)

alors le système est instable.

::::

Remarque 3: La matrice A de l’Eq. (2.77) n’étant pas symétrique, il est possible d’écrire un
second problème aux valeurs propres, appelé problème aux valeurs propres adjoint qui admet des
valeurs propres identiques à celles du problème de l’Eq. (2.77), mais des vecteurs propres complexes
différents et appelés vecteurs propres gauches.

::::

En effet, le problème adjoint de l’Eq. (2.68) s’écrit :

Θt
k (r2

kM + rk [Cv +C (φ̇)] +K) = 0, avec k = 1, . . . ,2nδ, (2.88)

ou encore :
(r2
kM

t + rk [Ctv +Ct (φ̇)] +Kt)Θk = 0, avec k = 1, . . . ,2nδ. (2.89)
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2.2. Équations du mouvement d’un rotor

En utilisant l’identité auxiliaire triviale suivante :

rkM
tΘk − rkM tΘk = 0, (2.90)

et l’Eq. (2.89), on obtient un système de 2nδ équations du premier ordre dans l’espace d’état tel
que :

[ M t 0
0 −Kt ]( rk Θk

Θk
) = rk [

0 M t

M t Ctv +Ct (φ̇)
]( rk Θk

Θk
) , avec k = 1, . . . ,2nδ. (2.91)

ou encore :

BtlΥk = rkAtlΥk, avec k = 1, . . . ,2nδ, (2.92)

où lΥk ∈C2nδ est le ke vecteur propre complexe gauche du système d’état :

lΥk = ( rk Θk

Θk
) . (2.93)

Le système d’état adjoint amorti et gyroscopique s’écrit donc sous la forme d’un problème aux
valeurs propres généralisé tel que :

BtlΥ = RAtlΥ, (2.94)

où la matrice R ∈ M2nδ,2nδ (C) est définie dans l’Eq. (2.81) et lΥ ∈ M2nδ,2nδ (C) est la matrice des
vecteurs propres complexes gauches associés du problème Eq. (2.94) tels que :

lΥ = [( r1 Θ1

Θ1
) ,( r∗1 Θ∗

1

Θ∗
1

) , . . . ,( rk Θk

Θk
) ,

( rk Θ∗
k

Θ∗
k

) , . . . ,( rnδ Θnδ

Θnδ
) ,( r∗nδ Θ∗

nδ
Θ∗
nδ

)]
. (2.95)

2.2.1.2 Propriété de bi-orthogonalité des vecteurs propres complexes

En adoptant une démarche proche de celle employée dans la Section 2.2.2.2, et en considé-
rant deux couples distincts d’éléments propres {rk, rΥk} et {rq, lΥq} respectivement solutions des
Eq. (2.77) et Eq. (2.94), on a :

lΥt
qB

rΥk = rklΥt
qA

rΥk, (2.96a) rΥt
kB

tlΥq = rqrΥt
kA

tlΥq. (2.96b)

L’Eq. (2.96b) peut s’écrire de la manière suivante :

(lΥt
qB

rΥk)
t = rq (lΥt

qA
rΥk)

t⇔ lΥt
qB

rΥk = rqlΥt
qA

rΥk. (2.97)

En soustrayant l’Eq. (2.96a) à l’Eq. (2.97), on obtient l’égalité suivante :

(rq − rk) lΥt
qA

rΥk = 0. (2.98)

Les valeurs propres rk et rq étant considérées comme distinctes, l’Eq. (2.98) conduit à une
première propriété d’orthogonalité entre les vecteurs propres complexes droits et gauches, i.e.
vis-à-vis de la matrice composite A :

lΥt
qA

rΥk = 0, avec q ≠ k. (2.99)
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CHAPITRE 2. Modélisation structurelle

En substituant l’Eq. (2.99) dans l’Eq. (2.97), il vient alors une seconde propriété d’orthogonalité
entre formes propres complexes, i.e. vis-à-vis de la matrice B :

lΥt
qB

rΥk = 0, avec q ≠ k. (2.100)

Les propriétés de bi-orthogonalité des formes propres complexes s’écrivent alors [48; 41; 49] :
lΥt

qA
rΥk = δqkaq,k, (2.101a) lΥt

qB
rΥk = δqkbq,k, (2.101b)

où aq,k, bq,k ∈C et δqk représente le symbole de K ronecker.

Finalement, la connaissance des vecteurs propres complexes droits et gauches et les Eq.
(2.101a) et Eq. (2.101b) permettent d’obtenir un nouveau système de 2nδ équations différentielles
découplées, impliquant un gain de temps notable lors du calcul des réponses dynamiques.

2.2.2 Structure dissipative en rotation. Méthode Pseudo-modale

Prédire le comportement dynamique d’un système nécessite de définir le spectre fréquentiel
d’intérêt qui correspond à la réponse dynamique du système. La méthode pseudo-modale consiste
à projeter l’Eq. (2.63) dans une base modale du système à l’arrêt [50; 51] représentative du spectre
d’intérêt. Cette méthode implique une réduction notable du temps de calcul, la précision des résultats
dépendant du nombre de modes propres considérés.

2.2.2.1 Détermination des éléments propres d’une structure à l’arrêt

Soit m le nombre de modes propres considérés et suffisamment significatifs de la dynamique du
système. Une base modale du système est obtenue en considérant le système conservatif associé de
l’Eq. (2.63) en l’absence d’efforts extérieurs tel que :

Mδ̈ (t) +K∗δ (t) = 0 avec K∗ = (Kf +KG +K∗p ) , (2.102)

où K∗
p est la matrice de raideur globale des paliers dont les coefficients kpxz et kpzx sont annulés afin

de rendre la matrice de raideur globale K∗ symétrique et de découpler la dynamique du système
dans les plans {y⃗, z⃗} et {x⃗, y⃗} durant le calcul de la base modale.

La solution de l’Eq. (2.102) est alors de la forme :

δ (t) = ϕkpk (t) avec pk (t) = ejωkt, k = 1, . . . ,m, (2.103)

avec j l’unité imaginaire, ωk ∈ R la ke pulsation propre et ϕk ∈ Rnδ et pk ∈ R respectivement les
ke forme propre et coordonnée généralisée. En substituant l’Eq. (2.103) dans l’Eq. (2.102), il vient
alors :

(−ω2
kMϕk +K∗ϕk)pk = 0, k = 1, . . . ,m, (2.104)

dont la solution non triviale est donnée par le couple {λk, ϕk} , k = 1, . . . ,m tel que :

K∗Φ =MΦΛ, (2.105)

où Λ ∈ Mm,m est une matrice diagonale contenant les m premières valeurs propres λk telle que :

Λ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

λ1 0 ⋯ ⋯ 0
0 ⋱ ⋱ ⋮
⋮ ⋱ λk ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ 0
0 ⋯ ⋯ 0 λm

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

avec λk = ω2
k, (2.106)
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2.2. Équations du mouvement d’un rotor

et Φω ∈ Mnδ,m est la matrice contenant les m premières formes propres associées ϕk telle que :

Φ = [ϕ1, . . . , ϕk, . . . , ϕm] . (2.107)

2.2.2.2 Propriété d’orthogonalité des vecteurs propres

Ainsi, en considérant deux couples distincts d’éléments propres {λk, ϕk} et {λq, ϕq} solutions de
l’Eq. (2.104), on a :

−ω2
kϕ

t
qMϕk + ϕtqK∗ϕk = 0, (2.108a) −ω2

qϕ
t
kMϕq + ϕtkK∗ϕq = 0. (2.108b)

En gardant en mémoire que les matrices de masse et raideur M et K∗ sont symétriques, il est
possible de permuter les indices k et q de l’Eq. (2.108b) tel que :

− ω2
qϕ

t
qMϕk + ϕtqK∗ϕk = 0. (2.109)

En soustrayant l’Eq. (2.108a) à l’Eq. (2.109), on obtient l’égalité suivante :

(ω2
q − ω2

k)ϕtqMϕk = 0, (2.110)

qui, en vertu du fait que les pulsations propres ωk et ωq sont distinctes, conduit à la première
propriété d’orthogonalité des formes propres, i.e. vis-à-vis de la matrice de masse M :

ϕtqMϕk = 0, avec q ≠ k. (2.111)

En substituant l’Eq. (2.111) dans l’Eq. (2.109), il vient alors la seconde propriété d’orthogonalité
des formes propres, i.e. vis-à-vis de la matrice de raideur K∗ :

ϕtqK
∗ϕk = 0, avec q ≠ k. (2.112)

Ainsi, les propriétés d’orthogonalité remarquables des formes propres s’écrivent ainsi :

ϕtkMϕq = δkqγk, (2.113a) ϕtiK
∗ϕj = δkqκk, (2.113b)

où γk et κk sont respectivement les ke masse et raideur associées à la forme propre ϕk, δkq représente
le symbole de K ronecker défini tel que :

δkq = { 0 si k ≠ q
1 si k = q . (2.114)

La projection des équations de l’Eq. (2.63) dans la base modale Φ est réalisée en considérant le
changement de variable de l’Eq. (2.103). Ainsi, en substituant l’Eq. (2.103) dans les expressions des
énergies cinétiques de l’arbre Eq. (A.128), des balourds Eq. (A.179) et des disques Eq. (A.115), de
l’énergie de déformation de l’arbre Eq. (A.159), du travail virtuel de efforts des paliers Eq. (A.177)
et d’autres excitations extérieures, l’Eq. (2.63) devient un système d’équations dites normales telles
que :

γp̈ (t) + [ΦtC (φ̇)Φ] ṗ (t) + κp (t) = ΦtF (t) +ΦtFv, (2.115)

où apparaissent les matrices de masse γ ∈ Mm,m et de raideur modales κ ∈ Mm,m définies telle que :

γ = ΦtMΦ, (2.116a) κ = ΦtKΦ. (2.116b)

Cette méthode est particulièrement adaptée pour l’étude des structure linéaires et lorsque le
spectre fréquentiel d’intérêt ne contient que les quelques premiers modes propres de la structure.
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CHAPITRE 2. Modélisation structurelle

2.2.2.3 Détermination des éléments propres

L’Eq. (2.63) projetée dans la base modale de la structure à l’arrêt, Eq. (2.107), et en l’absence
d’efforts extérieurs généralisés s’écrit :

γp̈ (t) + η (φ̇) ṗ (t) + κp (t) = 0. (2.117)

La solution de l’Eq. (2.117) est une forme exponentielle :

p (t) = Pke
rkt, avec k = 1, . . . ,2m, (2.118)

où rk ∈C est la ke valeur propre associée à la ke vecteur propre complexe Pk ∈Cm. En substituant
l’Eq. (2.118) dans l’Eq. (2.117), le système amorti et gyroscopique, dans l’espace modal, s’écrit alors
sous la forme d’un problème aux valeurs propres généralisé tel que :

(r2
kγ + rkη (φ̇) + κ)Pke

rkt = 0, avec k = 1, . . . ,2m, (2.119)

ou encore :
(r2
kγ + rkη (φ̇) + κ)Pk = 0, avec k = 1, . . . ,2m. (2.120)

Le système homogène Eq. (2.119) dem équations linéaires admet donc 2m solutions non triviales
distinctes définissant les valeurs propres et vecteurs propres de la structure dans l’espace modal. De
la même manière que dans la Section 2.2.1.1, en considérant l’équation triviale :

γṗ (t) − γṗ (t) = 0, (2.121)

permet d’exprimer un système de 2m équations différentielles du premier ordre. En écrivant le
système matriciel Eq. (2.117) dans l’espace d’état modal dont les degrés de liberté sont définis par
le vecteur u (t) incluant coordonnées généralisées et leurs dérivées temporelles tel que :

u (t) = ( ṗ (t)
p (t) ) . (2.122)

L’Eq. (2.117) s’écrit donc sous la forme augmentée suivante :

[ 0 γ

γ η (φ̇) ]( p̈ (t)
ṗ (t) ) + [ −γ 0

0 κ
]( ṗ (t)

p (t) ) = ( 0
0

) , (2.123)

ou encore :
A u̇ (t) −Bu (t) = 0, (2.124)

où les matrices A , B ∈ M2m,2m, dites matrices augmentées ou composites, sont définies telles que :

A = [ 0 γ

γ η (φ̇) ] , (2.125a) B = [ γ 0
0 −κ ] . (2.125b)

La solution générale de l’Eq. (2.123) d’état est également une forme exponentielle telle que :

u (t) = rUke
rkt, avec k = 1, . . . ,2m. (2.126)

où rk ∈ C est définie dans l’Eq. (2.118) et rUk ∈ C2m est le ke vecteur propre complexe droit du
système d’état modal :

rUk = ( rk Pk

Pk
) . (2.127)
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2.2. Équations du mouvement d’un rotor

En substituant l’Eq. (2.126) dans l’Eq. (2.124), le système d’état modal amorti et gyroscopique
s’écrit alors sous la forme d’un problème aux valeurs propres généralisé tel que :

BrUk = rkA rUk, avec k = 1, . . . ,2m, (2.128)

ou sous une forme plus compacte :
BrU = RA rU , (2.129)

où les matrices R ∈ M2m,2m (C) et rU ∈ M2m,2m (C) contiennent respectivement, dû à la nature
des matrices A et B, les paires conjuguées de valeurs propres et vecteurs propres complexes droits
associés du problème Eq. (2.129) tels que :

R =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

r1 0 ⋯ ⋯ ⋯ 0
0 r∗1 ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱

rk ⋱ ⋮
⋮ ⋱ r∗k

⋱ ⋱ ⋮
⋮ ⋱ rm 0
0 ⋯ ⋯ ⋯ 0 r∗m

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (2.130)

et :
rU = [( r1 P1

P1
) ,( r∗1 P∗

1

P∗
1

) , . . . ,( rk Pk

Pk
) ,

( rk P∗
k

P∗
k

) , . . . ,( rnδ Pm

Pm
) ,( r∗nδ P∗

m

P∗
m

)]
(2.131)

où ( )∗ représente l’opérateur complexe conjugué.

Les valeurs propres complexes conjuguées rk et r∗k sont de la même forme que dans les Eq. (2.83a)
et Eq. (2.83b). Les vecteurs propres complexes conjugués associés à rk et r∗k s’écrivent alors :

rUk = R (rUk) + jI (rUk) , (2.132a) rU ∗
k = R (rUk) − jI (rUk) , (2.132b)

Ainsi, les pulsations propres ωk et vecteurs propres Pk permettent de tracer le diagramme de
C ampbell et d’en déduire les valeurs des vitesses critiques de rotation. En utilisant les Eq. (2.103)
et Eq. (2.118), le vecteur des degrés de liberté δ (t) s’exprime ainsi :

δ (t) = ΦPke
rkt +ΦP∗

k e
r∗kt, avec k = 1, . . . ,m. (2.133)

Les formes propres complexes Ψk et Ψ∗
k de la structure tournante sont alors reliées aux vecteurs

propres complexes Pk et P∗
k par les relations suivantes, pour k = 1, . . . ,m :

Ψk = ΦPk, (2.134a) Ψ∗
k = ΦP∗

k . (2.134b)

avec Φ la matrice contenant les formes propres de la base modale de la structure à l’arrêt et
énergétiquement parfaite. La matrice A n’étant pas symétrique, le problème adjoint de l’Eq. (2.120)
faisant apparaître les vecteurs propres gauches s’écrit :

Ot
k (r2

kγ + rkη (φ̇) + κ) = 0, avec k = 1, . . . ,2m, (2.135)

ou encore :
(r2
kγ

t + rkηt (φ̇) + κt)Ok = 0, avec k = 1, . . . ,2m. (2.136)
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CHAPITRE 2. Modélisation structurelle

En utilisant l’identité auxiliaire triviale suivante :

rkγ
tOk − rkγtOk = 0, (2.137)

et l’Eq. (2.136), on obtient un système de 2m équations du premier ordre dans l’espace d’état tel
que :

[ γt 0
0 −κt ]( rk Ok

Ok
) = rk [

0 γt

γt ηt (φ̇) ]( rk Ok

Ok
) , avec k = 1, . . . ,2m. (2.138)

ou encore :
BtlUk = rkA tlUk, avec k = 1, . . . ,2m, (2.139)

où les matrices composites A , B ∈ M2m,2m sont définies dans les Eq. (2.125a) et Eq. (2.125b),
rk ∈ C est définie dans l’Eq. (2.118) et lUk ∈ C2m est le ke vecteur propre complexe gauche du
système d’état modal :

lUk = ( rk Ok

Ok
) . (2.140)

Le système d’état modal adjoint amorti et gyroscopique s’écrit donc sous la forme d’un problème
aux valeurs propres généralisé tel que :

BtlU = RA tlU , (2.141)

où les matrices R ∈ M2m,2m (C) est définie dans l’Eq. (2.130) et lU ∈ M2m,2m (C) est la matrice
des vecteurs propres complexes gauches associés du problème Eq. (2.141) tels que :

lU = [( r1 O1

O1
) ,( r∗1 O∗

1

O∗
1

) , . . . ,( rk Ok

Ok
) ,

( rk O∗
k

O∗
k

) , . . . ,( rnδ Om

Om
) ,( r∗nδ O∗

m

O∗
m

)]
(2.142)

Les formes propres complexes gauches Θk et Θ∗
k de la structure tournante sont alors reliées

aux vecteurs propres complexes Ok et O∗
k par les relations suivantes, pour k = 1, . . . ,m :

Θk = ΦOk, (2.143a) Θ∗
k = ΦO∗

k . (2.143b)

Remarque 4: Les vecteurs propres complexes droits, contenus dans la matrice rU , et gauches,
contenus dans la matrice lU , respectent les même propriétés de bi-orthogonalité vis-à-vis des ma-
trices A et B. Ainsi, ces relations deviennent :

lU t
q A rUk = δqkαq,k, (2.144a) lU t

q BrUk = δqkβq,k, (2.144b)

où αq,k, βq,k ∈C.

::::
L’interprétation physique des formes propres complexes qui n’est a priori pas aisée et l’An-

nexe A.5.10 s’attachent donc à l’expliquer. Celles-ci sont décrites par des orbites elliptiques dont les
caractéristiques sont propres à chacun des nœuds du rotor.

2.2.3 Diagramme de C ampbell ou le problème d’appariement des formes propres
complexes

Un diagramme de C ampbell représente les m premières fréquences propres fk (Hz) :

fk =
ωk
2π
, k = 1, . . . ,m, (2.145)
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2.2. Équations du mouvement d’un rotor

d’une structure tournante en fonction de sa vitesse de rotation propre φ̇ (rad ⋅ s−1). Si l’on note φ̇r
la vitesse de rotation du rotor exprimée en (tr ⋅min−1), la relation entre φ̇r et φ̇ est alors :

φ̇r =
60
2π
φ̇ = 30

π
φ̇. (2.146)

L’Eq. (2.65) est résolue pour différentes vitesses de rotation φ̇i, i = 1, . . . , nφ̇, telles que :

φ̇ = [φ̇1, . . . , φ̇i, φ̇i+1 . . . , φ̇nφ̇] , (2.147)

de manière à obtenir, pour chaque vitesse de rotation φ̇i, les m premières pulsations propres ωik
généralement ordonnées de manière croissante lors du processus de résolution des problèmes aux
valeurs propres, Eq. (2.68) ou Eq. (2.120), et contenues dans le vecteur ωi ∈Rm :

ωi = [ωi1, . . . , ωik . . . , ωim] , (2.148)

et formes propres complexes associées Ψi
k ∈Cnδ contenues dans la matrice Ψi ∈ Mnδ,m :

Ψi = [Ψi
1, . . . ,Ψ

i
k . . . ,Ψ

i
m] . (2.149)

La définition ci-dessus d’un diagramme de C ampbell est cependant incomplète. En effet, le
diagramme de C ampbell représente l’évolution des m premières fréquences propres, en fonction
de φ̇r, associées à chaque forme propre complexe Ψk. Il est donc nécessaire de pouvoir identifier,
à chaque vitesse de rotation φ̇i, la forme propre complexe Ψi

k associée une pulsation propre ωiq,
k, q = 1, . . . ,m. En effet, l’inégalité q ≠ k est fréquemment vérifiée lorsque le système présente des
croisements de modes, c’est-à-dire lorsque la forme propre complexe Ψi

k associée à la ke pulsation
ωik, à la vitesse φi, ne correspond pas à la forme Ψi+1

k associée à la ke pulsation ωi+1
k , à la vitesse φi+1.

Notation 3: L’exposant ( )i est relatif à la vitesse de rotation φ̇i. Cette notation pourra être
éventuellement appliquée ultérieurement à des quantités sans que ces dernières ne soient définies
explicitement comme étant les quantités calculées à la ie vitesse de rotation φ̇i.

::::

2.2.3.1 Critères de corrélation de formes propres

Une méthode simple consiste à utiliser un indicateur de corrélation modal qui permet d’estimer
le degré de similitude de deux vecteurs (complexes ou non) appartenant à deux bases distinctes. Cet
indicateur est souvent utilisé pour vérifier la colinéarité entre les formes propres de bases modales
expérimentale ou numérique [52; 53; 54].

Soit deux ensembles de m formes propres (ou bases) notées respectivement V a ∈ Mnδ,m (C) et
V b ∈ Mnδ,m (C). Un indicateur de corrélation modale peut alors être défini par la relation suivante :

I (V a
k ,V

b
q ) = Ik,q =

∣V a∗t
k W V b

q ∣
2

[V a∗t
k W V a

k ] ⋅ [V b∗t
q W V b

q ]
, (2.150)

où I ∈ Mm,m est une matrice de corrélation modale, V a
k est la k forme propre de l’ensemble V a

et V b
q est la q forme propre de l’ensemble V b. ( )∗ représente l’opérateur complexe conjugué et

∣ ∣ représente le module d’un nombre complexe. La matrice de corrélation modale I contient des

39 Guillaume Mogenier
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/vpuiiblication/2011ISAL0030/these.pdf 
© [G. Mogenier], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



CHAPITRE 2. Modélisation structurelle

termes tels que :
Ik,q ∈ [0,1] . (2.151)

Dans une situation de corrélation modale parfaite, i.e. les deux ensembles sont identiques, la
matrice I sera une matrice identité tel que I = I ∈∈ Mm,m. En revanche, dans le cas où les deux
ensembles de formes propres sont proches mais pas absolument identiques, la matrice I contiendra
des termes proches de l’unité et d’autres petits devant l’unité. On considère [55] qu’une corrélation
est satisfaisante lorsque les termes diagonaux sont supérieurs à 0.8, Ik,k > 0.8 et les termes extra-
diagonaux sont inférieurs à 0.2, Ik,q < 0.2.

Cette situation se rencontre fréquemment dans le cas de la comparaison deux ensembles de
formes propres numérique et expérimentale dans une procédure d’optimisation ou d’identification.
La matrice W ∈ Mm,m est une matrice de pondération qui peut prendre diverses formes. En effet :

– Si cette dernière est égale à une matrice identité, W = I ∈ Mnδ,nδ , alors la matrice de corré-
lation I est appelée matrice mac (modal assurance criterion) [56; 57] telle que :

mac (V a
k ,V

b
q ) = maca,bk,q =

∣V a∗t
k V b

q ∣
2

[V a∗t
k V a

k ] ⋅ [V b∗t
q V b

q ]
. (2.152)

– Si elle est égale à la matrice de raideur, W =K∗ ∈ Mnδ,nδ , alors la matrice de corrélation I
est appelée matrice nco (normalized cross orthogonality) [58] telle que :

ncoK (V a
k ,V

b
q ) = ncoa,bKk,q =

∣V a∗t
k K∗V b

q ∣
2

[V a∗t
k K∗V a

k ] ⋅ [V b∗t
q K∗V b

q ]
. (2.153)

– De même, si celle-ci est égale à la matrice de masse, W = M ∈ Mnδ,nδ , alors la matrice de
corrélation I est également appelée matrice nco telle que :

ncoM (V a
k ,V

b
q ) = ncoa,bMk,q

=
∣V a∗t
k MV b

q ∣
2

[V a∗t
k MV a

k ] ⋅ [V b∗t
q MV b

q ]
. (2.154)

Remarque 5: Lorsque l’on souhaite comparer deux ensembles de modes propres réels, i.e. deux
bases modales d’une structure libre énergétiquement parfaite, le choix d’utiliser la matrice de
corrélation nco permet alors d’estimer et de vérifier la colinéarité et surtout l’orthogonalité entre
les formes propres des ensembles V a et V b, ce qui n’est pas garanti par la matrice de corrélation
mac présentée dans l’Eq. (2.152) [58]. La matrice de corrélation nco (Eq. (2.153) et Eq. (2.154))
à l’avantage de faire apparaître clairement la notion d’orthogonalité introduite par la théorie de
la superposition modale qui stipule que l’orthogonalité, entre deux formes propres distinctes issues
d’une même base modale, est toujours définie par rapport aux matrices de raideur et de masse,
Eq. (2.113a) et Eq. (2.113b).

Ainsi, selon le choix de la matrice de pondération (matrice de raideur ou de masse) et si l’on
considère des formes propres réelles Vk et Vq issues de la même base modale, le critère nco s’exprime
de la manière suivante :

ncoKk,q (Vk,Vq) = δkq
κk
κq
, (2.155a) ncoMk,q

(Vk,Vq) = δkq
γk
γq
. (2.155b)

::::
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2.2. Équations du mouvement d’un rotor

Il est possible de développer d’autres critères de corrélation. Les auteurs de [59] présentent un
critère basé sur une combinaison de la matrice mac et de l’energie de déformation modale. Dans
[60], les auteurs proposent un critère appelé ieri (indicateur energétique de régularité d’interface)
qui est défini ainsi :

ieri (V a
k ,V

b
q ) = ieria,bk,q =

∣(V a
k − V b

q )
∗t

W (V a
k − V b

q )∣
2

[V a∗t
k W V a

k ]2 + [V b∗t
q W V b

q ]
2
. (2.156)

Comme pour la matrice nco, la matrice de pondération W peut être soit la matrice de masse
M , soit la matrice de raideur K∗ de la structure considérée. Par ailleurs, à l’inverse des critères
présentés précédemment dans les Eq. (2.152), Eq. (2.153) et Eq. (2.154), les termes diagonaux de
la matrice de corrélation ieri tendent vers zéro si les deux ensembles V a et V b sont très proches
alors que les termes extra-diagonaux sont supérieurs à l’unité.

En effet, si la matrice de pondération est la matrice de raideur et si l’on considère des formes
propres réelles Vk et Vq issues de la même base modale, un terme de la matrice de corrélation ieri
aura la forme suivante :

ierik,q (Vk,Vq) =
[(Vk − Vq)∗tK∗ (Vk − Vq)]

2

[V t
kK

∗Vk]
2 + [V t

qK
∗Vq]

2
. (2.157)

L’Eq. (2.113b) permet alors d’écrire :

ierik,q =
[κk+κq−2δkqκk]

2

κ2
k
+κ2

q
,

⇔ ierik,q =
κ2
k+κ

2
q+2κkκq(1−2δkq)

κ2
k
+κ2

q
.

(2.158)

Finalement, il vient alors :

ierik,q = 1 + 2 (1 − 2δkq)
κkκq

κ2
k + κ2

q

= {
0 si k = q,
1 + 2 κkκq

κ2
k
+κ2

q
> 1 si k ≠ q. (2.159)

Il est important de rappeler que les critères nco et ieri sont particulièrement adaptés à la
corrélation de formes propres réelles issues de deux bases modales distinctes. Par ailleurs, les cri-
tères mac, nco et ieri peuvent aussi être utilisés pour corréler deux ensembles distincts de formes
propres complexes mais aucun d’eux n’assure le contrôle des propriétés d’orthogonalité.

2.2.3.2 Un critère original pour le suivi des formes propres complexes en fonction de
la vitesse de rotation

L’avantage de définir un critère traduisant les propriétés d’orthogonalité des formes propres com-
plexes d’une structure est qu’il facilite énormément le processus d’appariement de formes propres
complexes appartenant à deux bases distinctes. C’est notamment le cas lors du tracé d’un dia-
gramme de C ampbell où il s’agit d’apparier les ensembles de formes propres complexes Ψi et Ψi+1

d’une structure en rotation calculées à deux vitesses de rotation successives φ̇i et φ̇i+1.

En considérant la seconde propriété de bi-orthogonalité des vecteurs propres complexes droits
rΥ et gauches lΥ du système d’état amorti et gyroscopique, et en tenant compte de leurs définitions
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CHAPITRE 2. Modélisation structurelle

respectives, Eq. (2.75) et Eq. (2.93), l’Eq. (2.101b) devient alors :

lΥt
qB

rΥk = δqkbq,k,

⇔ ( rqΘt
q Θt

q ) [ M 0
0 −K ]( rk Ψk

Ψk
) = δqkbq,k, (2.160)

où Ψk et Θq sont respectivement les ke formes propres complexes droites et gauches de la structure
en rotation, associées aux valeurs propres complexes rk et rq définies dans les Eq. (2.83a) et Eq.
(2.83b). Bien que les formes propres soient complexes, il est primordial de retenir que le symbole
( )t représente l’opérateur transposé et non pas l’opérateur transposé conjugué. L’Eq. (2.160) se
développe alors de la manière suivante :

( rqΘt
q Θt

q )( rkMΨk

−KΨk
) = δqkbq,k,

⇔ Θt
q (rqrkM −K)Ψk = δqkbq,k. (2.161)

Remarque 6: Si les équations dynamiques de la structure en rotation ont été projetées dans la base
modale de la structure à l’arrêt, il est bien sûr possible d’adopter la même démarche. En considérant
la première propriété d’orthogonalité des vecteurs propres complexes droits rU et gauches lU du
système d’état modal amorti et gyroscopique, et en tenant compte de leurs définitions respectives,
Eq. (2.127) et Eq. (2.140), l’Eq. (2.144b) devient alors :

lU t
q BrUk = δqkβq,k,

⇔ ( rqOt
q Ot

q ) [ γ 0
0 −κ ]( rk Pk

Pk
) = δqkβq,k, (2.162)

où Pk et Oq sont respectivement les ke vecteurs propres complexes droits et gauches du système
en rotation projeté dans la base modale des formes propres à l’arrêt, et associés aux valeurs propres
complexes rk et rq. L’Eq. (2.162) développée donne :

⇔ Ot
q (rqrkγ − κ)Pk = δqkβq,k. (2.163)

::::

Le développement d’un tel critère s’inspirant de l’Eq. (2.150) et présentant les propriétés d’or-
thogonalité des Eq. (2.161) ou Eq. (2.163) est alors envisageable et pourrait alors s’écrire :

I
⎛
⎜
⎝

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

rk
Θk

Ψk

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
,

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

rq
Θq

Ψq

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭

⎞
⎟
⎠
= Ik,q =

∣Θt
q (rqrkM −K)Ψk∣

2

[Θt
q (r2

qM −K)Ψq] ⋅ [Θt
k (r2

kM −K)Ψk]
, (2.164)

où rq est la qe valeur propre complexe, associée aux formes propres complexes gauches Θq et rk
est la ke valeur propre complexe, associée aux formes propres complexes droites Ψk.

En utilisant la définition de l’Eq. (2.161), il vient alors :

Ik,q = δqk
∣bq,k∣

2

bq,q ⋅ bk,k
= { 0 si k ≠ q

1 si k = q . (2.165)
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2.2. Équations du mouvement d’un rotor

Ce critère de corrélation peut également s’appliquer à la méthode pseudo-modale :

Ik,q =
∣Ot
q (rqrkγ − κ)Pk∣

2

[Ot
q (r2

qγ − κ)Pq] ⋅ [Ot
k (r2

kγ − κ)Pk]
, (2.166)

expression qui se simplifie à l’aide l’Eq. (2.163) par l’expression suivante :

Ik,q = δqk
∣βq,k∣

2

βq,q ⋅ βk,k
= { 0 si k ≠ q

1 si k = q . (2.167)

Ce critère est particulièrement adapté aux formes propres d’une structure en rotation car elles
sont complexes par nature. Ainsi, dans une stratégie d’appariement de formes propres complexes
lors du tracé d’un diagramme de C ampbell (cf. Section 2.2.3.3), on considère les ensembles de formes
propres complexes droits Ψi, Ψi+1 et gauches Θi, Θi+1 et valeurs propres complexes associées Ri,
Ri+1 obtenus respectivement aux vitesses de rotation φi et φi+1.

Ce critère développé étant estimé à partir des formes propres complexes droites et gauches,
aux vitesse de rotations φi et φi+1, nous suggérons de le nommer nc2o, acronyme de “normalized
cross complex orthogonality” tel que :

nc2o
⎛
⎜
⎝

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

rik
Θi
k

Ψi
k

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
,

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

ri+1
q

Θi+1
q

Ψi+1
q

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭

⎞
⎟
⎠
= nc2oi,i+1

k,q , (2.168)

et a la forme suivante :

nc2oi,i+1
k,q =

∣(Θi+1
q )tW i,i+1

k,q Ψi
k∣

2

[(Θi+1
q )tW i+1,i+1

q,q Ψi+1
q ] ⋅ [(Θi

k)
t
W i,i
k,kΨ

i
k]
. (2.169)

où W i,+1
k,q est une matrice de pondération définie telle que :

W i,i+1
k,q = rikri+1

q M −K, (2.170)

où rik est la k
e valeur propre complexe, associée aux formes propres complexes droite Ψi

k et gauche
Θi
k, calculée à la vitesse de rotation φi et ri+1

q est la qe valeur propre complexe, associée aux formes
propres complexes droite Ψi+1

k et gauche Θi+1
k , calculée à la vitesse de rotation φi+1.

Remarque 7: Il est important de constater que les éléments matriciels sont toujours écrits avec
la convention “lico”. Ainsi, la composante nc2ok,q de la matrice de corrélation nc2o sera asso-
cié à la ke ligne et la qe colonne. Par conséquent, remarquons qu’une permutation indicielle est
effectuée entre les indices q et k associés aux coordonnées de la composante nc2ok,q et ceux as-
sociés aux formes propres propres complexes Θq et Ψk dans le produit matriciel du numérateur
(Θi+1

q )tW i,i+1
k,q Ψi

k de l’Eq. (2.169) : la forme propre complexe gauche Θq est un élément propre du
problème adjoint, Eq. (2.89), i.e. élément propre associé aux transposées des matrices de masse,
amortissement, gyroscopique et raideur.

::::

Remarque 8: En privilégiant la méthode de la superposition modale, Eq. (2.143a) et Eq. (2.143b),
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(a) Matrice mac obtenue à l’aide de deux ensembles de
formes propres complexes droits Ψi et Ψi+1.

 

!

" # $ % & ' ( ) * "+

"

#

$

%

&

'

(

)

*

"+

+

+
,

"

+
,

#

+
,

$

+
,

%

+
,

&

+
,

'

+
,

(

+
,

)

+
,

*

"

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

(b) Matrice nc2o obtenue à l’aide de deux en-
sembles d’éléments propres complexes {Ri,Θi,Ψi

} et
{Ri+1,Θi+1,Ψi+1

}.

Figure 2.10 – Visualisation des matrices de corrélation mac et nc2o.

l’Eq. (2.169) s’exprime sous la forme suivante :

nc2oi,i+1
k,q =

∣(ΦOi+1
q )

t
W i,i+1
k,q

ΦPi
k∣

2

[(ΦOi+1
q )

t
W i+1,i+1
q,q ΦPi+1

q ]⋅[(ΦOi
k
)
t
W i,i
k,k

ΦPi
k
]
,

⇔ nc2oi,i+1
k,q =

∣(Oi+1
q )

t
ΦtW i,i+1

k,q
ΦPi

k∣
2

[(Oi+1
q )

t
ΦtW i,i

q,qΦPi+1
q ]⋅[(Oi

k
)
t
ΦtW i,i

k,k
ΦPi

k
]
,

(2.171)

avec la matrice de pondération modale ΦtW i,i+1
k,q Φ ∈ Mm,m définie telle que :

ΦtW i,i+1
k,q Φ = Φt (rikri+1

q M −K)Φ⇔ ΦtW i,i+1
k,q Φ = rikri+1

q γ − κ. (2.172)

et faisant apparaître les matrices de raideurs modales κ et de masses modales γ. L’équation Eq. (2.171)
se simplifie alors sous la forme suivante :

nc2oi,i+1
k,q =

∣(O i+1
q )t (rikri+1

q γ − κ)P i
k∣

2

[(O i+1
q )t ({ri+1

q }2
γ − κ)P i+1

q ] ⋅ [(O i
k)
t ({rik}

2
γ − κ)ΦP i

k]
. (2.173)

On retrouve bien évidemment la propriété d’orthogonalité présentée dans l’Eq. (2.163).

::::

La Fig. 2.10(a) illustre une matrice de corrélation mac calculée entre deux bases distinctes de
formes propres complexes Ψi et Ψi+1, obtenus aux vitesses de rotation successives φi et φi+1. Alors
que la Fig. 2.10(b) représente la matrice de corrélation proposée nc2o calculée à l’aide des éléments
propres {Ri,Θi,Ψi} et {Ri+1,Θi+1,Ψi+1} obtenus aux même vitesses de rotation.

La notion d’écart d’ordre de grandeur entre les différents termes de la matrice de corrélation
nc2o est alors significativement mis en évidence grâce aux Fig. 2.10(a) et Fig. 2.10(b). Le critère
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Figure 2.11 – Diagramme de C ampbell utilisant un algorithme de tri basé sur l’ordonnance-
ment croissant des m premières fréquences propres (m = 10) associées à chaque vitesse de rotation
φ̇i. Chaque courbe représente l’évolution de la ke plus petite fréquence propre fk sur l’intervalle
[30
π φ̇1; 30

π φ̇nφ̇], f1 (▷), f2 (●), f3 (◁), f4 (�), f5 (▽), f6 (◇), f7 (5), f8 (◻), f9 (△), f10 (◯).

de corrélation nc2o a un comportement typiquement “binaire” très représentatif du symbole de
K ronecker utilisé dans l’Eq. (2.169) en ce sens où il assigne des valeurs très proche de zéro lorsque
deux ensembles d’éléments propres non-coïncidents {Ri,Θi,Ψi} et {Ri+1,Θi+1,Ψi+1} sont comparés.

La matrice nc2o n’est donc pas parasitée par des termes dont les valeurs ne sont pas signi-
ficativement proche de zéro ou de l’unité comme cela peut être le cas pour la matrice mac. En
effet, les termes de la matrice de corrélation mac associés à des paires de formes propres complexes
non-coïncidentes peuvent être de l’ordre de 10−1 (0.5) alors que ceux de la matrice de corrélation
proposée nc2o associés aux mêmes paires (droites), mais également aux paires gauches, ne sont
que de l’ordre de 10−5.

2.2.3.3 Procédure d’appariement de formes propres complexes d’un rotor

On appelle procédure d’appariement ou “mode pairing” ou bien encore “mode tracking” la procé-
dure qui consiste à associer entre elles et par paires les formes propres de deux ensembles distincts.
Lors du tracé d’un diagramme de C ampbell, ce concept est bien sûr étendu aux formes propres
complexes de la structure en rotation et permet de tracer, pour chaque forme propre complexe,
l’évolution de sa fréquence (ou pulsation) propre associée, en fonction de la vitesse de rotation.

Lorsqu’une structure possède un comportement relativement dépendant de la vitesse de rotation
φ̇, comme les structures à comportement fortement gyroscopique ou celle dont les caractéristiques
des raideur ou amortissement varient notablement avec la vitesse de rotation (paliers hydrodyna-
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Figure 2.12 – Mise en évidence d’un phénomène de croisement de modes entre les vitesses de
rotations φ̇i et φ̇i+1. Évolutions des fréquences propres de résonance ordonnées de manière croissante,
f5 (▽), f6 (◇), f7 (◯), f8 (◻), f9 (∗), f10 (△).

miques, effet centrifuge, etc. . .), ses fréquences propres présentent, par conséquent, des évolutions
fortement dépendantes de φ̇ et un phénomène appelé “croisement de modes” (“veering”) apparaît.

Par ailleurs, si l’on s’intéresse à une forme propre complexe particulière, bien que celle-ci, Ψi
k,

évolue avec la vitesse de rotation φ̇, elle conserve tout de même, sur l’intervalle [30
π φ̇1; 30

π φ̇nφ̇], une
enveloppe similaire. Ainsi, cela permet d’introduire la notion de famille de formes propres, tendances
de la structure à se déformer selon une forme caractérisée par le nombre de nœuds de vibration ou
de ventres de vibration d’amplitude. C’est cette particularité qui est exploitée lors de la procédure
d’appariement des formes propres complexes.

Notation 4: Bien qu’une forme propre complexe donnée Ψi
k évolue en fonction des vitesses de

rotation φ̇i, i = 1, . . . , nφ̇, elle est notée Ψk, en référence à sa famille. Les pulsations ou fréquences
propres associées à la forme propre complexe Ψk sont notées respectivement ωiΨk ou f

i
Ψk

et contenues
respectivement dans les vecteurs ωΨk ∈R

nφ̇ ou fΨk ∈R
nφ̇ .

::::

Si l’on se contente de tracer les suites de fréquences propres f ik, k = 1, . . . ,m, pour chaque vi-
tesse de rotation φ̇i, i = 1, . . . , nφ̇, le diagramme de C ampbell obtenu est semblable à la celui tracé
Fig. 2.11, sur lequel chaque courbe représente l’évolution de la ke plus petite fréquence propre fk
sur l’intervalle [30

π φ̇1; 30
π φ̇nφ̇]. C’est-à-dire qu’il correspond à la représentation graphique des m pre-

mières fréquences propres fk de la structure en rotation associées à chaque vitesse φ̇i, i = 1, . . . , nφ̇,
ces m fréquences propres étant ordonnées de manière croissante comme c’est généralement le cas

46 Guillaume Mogenier
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/vpuiiblication/2011ISAL0030/these.pdf 
© [G. Mogenier], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



2.2. Équations du mouvement d’un rotor

����

 

 

��� ��� �	


 �� 
 ����� �


 �� 
 �����


 �� 
 �����


 �� 
 �����


 �� 
 �����


 ��� 
 �����


 �� �� 
 � � ����


 �� �� 
 � � ����


 � � �� 
 � � �� �


 � � �� 
 � � ����

 !" ##$

 !" #&%

 !" #('

 !" #()

 !" #(*

 !" #+


 � � �� 
 � � �� �

 ! +

 ! *

 ! )
 ! '

 ! %

 ! #$


 � � ��� 
 � � ����

Figure 2.13 – Mise en évidence d’un phénomène de croisement de modes entre les vitesses de
rotations φ̇i et φ̇i+1. Évolutions des fréquences propres de résonance ordonnées selon leurs formes
complexes associées, fΨ5 (▽), fΨ6 (◇), fΨ7 (◯), fΨ8 (◻), fΨ9 (∗), fΨ10 (△).

dans les algorithmes de résolution de problème aux valeurs propres.

L’inconvénient de l’ordonnancement croissant des m premières fréquences propres, est qu’il n’est
pas possible d’apprécier l’évolution d’une forme propre Ψk associée à la fréquence propre fΨk , in-
formation qui peut s’avérer primordiale lorsque l’on souhaite analyser l’évolution de la déformation
dynamique de la structure. En effet, la connaissance de l’évolution d’une fréquence propre de ré-
sonance fΨk associée à une forme propre Ψk (complexe ou non), permet de situer, les zones où les
contraintes sont les plus importantes.

Le phénomène de “veering” est caractérisé par la situation dans laquelle, à deux vitesses φ̇i et
φ̇i+1, la forme Ψi

k associée à ωik ne correspond pas à la forme Ψi+1
k associée à ωi+1

k . En effet, soit
la vitesse de rotation φ̇i et soit un tri basé sur l’ordonnancement croissant des pulsation propre. Si
un croisement de mode apparaît, cela signifie alors que les formes Ψi

k et Ψi+1
k+1 appartiennent à la

même famille et que par conséquent, les formes Ψi
k+1 et Ψi+1

k appartiennent également à une même
autre famille. Ainsi, sur l’intervalle [φ̇i; φ̇i+1], les pulsations ωΨk et ωΨk+1

associées respectivement
aux formes Ψk et Ψk+1 ont les valeurs suivantes :

ωi,i+1
Ψk

= [ωik, ωi+1
k+1] et ωi,i+1

Ψk+1
= [ωik+1, ω

i+1
k ] . (2.174)

La Fig. 2.12 met en évidence une situation de croisements de modes localisés entre les vitesses
de rotation φ̇i et φ̇i+1. Elle représente l’évolution de la 5e à la 10e fréquences propres d’une struc-
ture tournante sur l’intervalle [φ̇i; φ̇i+1]. Les parties réelles R (Ψi

k) et R (Ψi+1
k ) des formes propres
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CHAPITRE 2. Modélisation structurelle

propres complexes associées ont été tracées aux vitesses de rotation φ̇i et φ̇i+1.

On distingue clairement les phénomènes de “veering” entre, par exemple :

– les familles associées aux 6e et 7e modes : les formes propres complexes Ψi+1
6 et Ψi+1

7 ,
associées aux fréquences propres f i+1

6 et f i+1
7 correspondent aux formes Ψi

7 et Ψi
6, associées

aux 7e et 6e fréquences propres f i7 et f i6 :

−1−0.8−0.6−0.4−0.200.20.40.60.81
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

– les familles associées aux 8e et 10e modes : les formes propres complexes Ψi+1
8 et Ψi+1

10 ,
associées aux fréquences f i+1

8 et f i+1
10 correspondent aux formes Ψi

9 et Ψi
8, associées aux fré-

quences propres f i9 et f i8 :

−1−0.8−0.6−0.4−0.200.20.40.60.81
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

– les familles associées aux 9e et 10e modes : les formes propres complexes Ψi+1
9 et Ψi+1

10 ,
associées aux fréquences f i+1

9 et f i+1
10 correspondent aux formes Ψi

10 et Ψi
8, associées aux

fréquences propres f i10 et f i8 :

−1−0.8−0.6−0.4−0.200.20.40.60.81
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

L’objectif de la procédure d’appariement des formes propres complexes est donc de classifier
les pulsations (ou fréquences) propres de résonance en fonction des familles auxquelles elles sont
associées. Le choix d’une telle méthode de tri permet d’obtenir les classifications de pulsations
propres suivantes :

ωi,i+1
Ψ5

= [ωi5, ωi+1
5 ] , ωi,i+1

Ψ6
= [ωi7, ωi+1

6 ] ,

ωi,i+1
Ψ7

= [ωi6, ωi+1
7 ] , ωi,i+1

Ψ8
= [ωi9, ωi+1

8 ] ,

ωi,i+1
Ψ9

= [ωi10, ω
i+1
9 ] , ωi,i+1

Ψ10
= [ωi8, ωi+1

10 ] ,

(2.175)

dont les représentations sont tracées sur la Fig. 2.13. La procédure d’appariement utilise alors
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Indice q Ψi+1
1 Ψi+1

2 Ψi+1
3 Ψi+1

4 Ψi+1
5 Ψi+1

6 Ψi+1
7 Ψi+1

8 Ψi+1
9 Ψi+1

10

−0.8
−0.6

−0.4
−0.2

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0
0.5

1
1.5

2
2.5

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

−0.8
−0.6

−0.4
−0.2

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0
0.5

1
1.5

2
2.5

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

−0.8
−0.6

−0.4
−0.2

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0
0.5

1
1.5

2
2.5

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

−0.8
−0.6

−0.4
−0.2

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0
0.5

1
1.5

2
2.5

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

−0.8
−0.6

−0.4
−0.2

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0
0.5

1
1.5

2
2.5

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

−0.8
−0.6

−0.4
−0.2

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0
0.5

1
1.5

2
2.5

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

−0.8
−0.6

−0.4
−0.2

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0
0.5

1
1.5

2
2.5

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

−0.8
−0.6

−0.4
−0.2

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0
0.5

1
1.5

2
2.5

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

−0.8
−0.6

−0.4
−0.2

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0
0.5

1
1.5

2
2.5

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

−0.8
−0.6

−0.4
−0.2

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0
0.5

1
1.5

2
2.5

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8k

−0.8
−0.6

−0.4
−0.2

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0
0.5

1
1.5

2
2.5

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

Ψi
10 5

−0.8
−0.6

−0.4
−0.2

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0
0.5

1
1.5

2
2.5

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

Ψi
9 5

−0.8
−0.6

−0.4
−0.2

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0
0.5

1
1.5

2
2.5

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

Ψi
8 5

−0.8
−0.6

−0.4
−0.2

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0
0.5

1
1.5

2
2.5

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

Ψi
7 5

−0.8
−0.6

−0.4
−0.2

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0
0.5

1
1.5

2
2.5

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

Ψi
6 5

−0.8
−0.6

−0.4
−0.2

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0
0.5

1
1.5

2
2.5

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

Ψi
5 5

−0.8
−0.6

−0.4
−0.2

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0
0.5

1
1.5

2
2.5

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

Ψi
4 5

−0.8
−0.6

−0.4
−0.2

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0
0.5

1
1.5

2
2.5

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

Ψi
3 5

−0.8
−0.6

−0.4
−0.2

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0
0.5

1
1.5

2
2.5

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

Ψi
2 5

−0.8
−0.6

−0.4
−0.2

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0
0.5

1
1.5

2
2.5

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

Ψi
1 5

Tableau 2.1 – Tableau représentant une matrice de corrélation calculée entre deux ensembles de
dix m = 10 formes propres complexes Ψi et Ψi+1 aux vitesses de rotation respectives φ̇i et φ̇i+1. Les
croix (5) situent les formes propres complexes communes.
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CHAPITRE 2. Modélisation structurelle

les vecteurs d’indices ςp ∈Nm, p = [i, i + 1] définis par :

ς i5,...,10 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

5
7
6
9
10
8

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

t

et ς i+1
5,...,10 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

5
6
7
8
9
10

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

t

, (2.176)

tels que :
ωpΨk = ω

p

ςp
k

, ∀k ∈N, k = 5, . . . ,m, ∀p ∈N, p = [i, i + 1] . (2.177)

Ainsi, identifier à chaque vitesse de rotation φ̇i la forme Ψk associée une pulsation propre ωiq,
q = 1, . . . ,m revient à résoudre le problème suivant :

T rouver la matrice d’indices ς

tel que ωiΨk = ω
i
ςi
k

, ∀i ∈N, i = 1, . . . , nφ̇, ∀k ∈N, k = 1, . . . ,m,
(2.178)

avec la matrice d’indices ς ∈ Mm,nφ̇
(N) permettant de classifier les pulsations propres ωiq en fonction

de leurs formes associées Ψk et dont l’initialisation sera effectuée en la borne supérieure de la plage
de vitesse de rotation telle que :

ς
nφ̇
k = k, ∀k ∈N, k = 1, . . . ,m. (2.179)

D’un point de point de vue purement qualitatif, la matrice d’indices ς peut être vue comme à
un tableau à double entrée, Tab. 2.1, dont les lignes et les colonnes seraient relatives aux formes
propres complexes Ψi et Ψi+1 associées respectivement aux pulsations propres ωi et ωi+1 ordonnées
de manière croissante.

Il serait alors aisé, en comparant les entrées du Tab. 2.1, de distinguer les paires de formes
propres complexes coïncidentes en cochant, e.g. (5), les cellules concernées. La connaissance des co-
ordonnées des cellules (convention lico) permettrait donc d’apparier les familles des formes propres
complexes du premier ensemble Ψi à celle du second ensemble Ψi+1.

D’un point de point de vue quantitatif, la traduction numérique de ce tableau consisterait à
affecter aux cellules de coordonnées (k, q) des valeurs Ik,q permettant de différencier distinctement,
d’une part, celles relatives aux situations de coïncidence entre les formes propres complexes Ψi

k et
Ψi+1
q et d’autre part, celles associées aux situations de non-coïncidence.

Une solution simple permettant l’incrémentation de la matrice d’indices ς consiste à utiliser, e.g.
les indicateurs de corrélation I de formes propres définis dans la Section 2.2.3.1. Il est toutefois
préférable d’utiliser la matrice de corrélation nc2o présentée dans la Section 2.2.3.2 dont les pro-
priétés sont particulièrement adaptées aux formes propres complexes d’une structure tournante.

En effet, selon les couples de formes propres coïncidentes ou non, l’indicateur nc2o affecte des
valeurs dont les ordres de grandeurs présentent des écarts très importants, Section 2.2.3.2. Ainsi,
l’incrémentation de la matrice ς peut s’effectuer de la manière suivante :

ς ik = qmax, avec max
qmax

nc2oi,i+1
k,1,...,m, (2.180)
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Figure 2.14 – Diagramme de C ampbell (m = 10) utilisant un algorithme de tri de formes propres
complexes basé sur la matrice de corrélation nc2o. Les vitesses critiques 30

π φ̇c sont représentées par
des cercles (◯). Sens de précession direct (–), Sens de précession inverse (–).

en associant à la ke forme Ψi
k, calculée à la vitesse de rotation φ̇i, la qemax forme propre complexe

Ψi+1
qmax

, calculée à la vitesse de rotation φ̇i+1, l’indicateur de corrélation nc2ok,qmax étant affecté d’une
valeur dont l’ordre de grandeur est relativement supérieur aux valeurs nc2ok,q, q ≠ qmax de la ke

ligne.

Finalement, l’utilisation de l’Alg. 1, Annexe A.6, permet une classification des pulsations (ou fré-
quences) propres basée sur l’appariement des formes propres complexes. Cette procédure effectuée,
le diagramme de C ampbell précédemment tracé Fig. 2.11 devient alors celui présenté Fig. 2.14
dont les sens de précession ont été différenciés (cf. Annexe A.5.12) .

Par ailleurs, la Fig. 2.15 met en évidence l’écart d’ordre de grandeur entre les termes extra-
diagonaux des matrices de corrélation mac et nc2o évaluées entre les ensembles de formes propres
complexes aux vitesses φ̇i et φ̇i+1, i = 1, . . . , nφ̇, pour le diagramme de C ampbell tracé Fig. 2.11.
La Fig. 2.15 présente les quantités suivantes :

m

∑
k=1
k≠q

m

∑
q=1
q≠k

nc2oi,i+1
k,q

m (m − 1) , (2.181a)
m

∑
k=1
k≠q

m

∑
q=1
q≠k

maci,i+1
k,q

m (m − 1) . (2.181b)

correspondant respectivement aux moyennes des termes extra-diagonaux des matrices de corrélation
nc2o et mac. Les termes extra-diagonaux des matrices de corrélation mac sont de l’ordre de 10−1

alors que ceux issus de la matrice de corrélation nc2o sont majoritairement de l’ordre de 10−6 ce
qui milite pour utiliser un critère de corrélation basé sur des propriétés d’orthogonalité.
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Figure 2.15 – Evolution de la moyenne des termes extra-diagonaux des matrices de corrélation
mac (▲) et nc2o (▲).

2.2.3.4 Détermination des vitesses critiques de rotation

La détermination des vitesses critiques de rotation consiste à rechercher les valeurs des vitesses
de rotation qui coïncident, à un facteur multiplicatif près, avec toutes les fréquences propres de la
structure tracées sur le diagramme de C ampbell.

D’une manière générale, une excitation asynchrone est une excitation tournante, vis-à-vis du
repère (R), dont la vitesse est reliée à la vitesse de rotation de la structure par un facteur multiplicatif
s ∈R, Eq. (A.188). Il est alors possible de représenter, sur le diagramme C ampbell, l’évolution de la
fréquence d’excitation asynchrone en fonction de la vitesse de rotation de la structure (tr ⋅min−1)
grâce à l’Eq. (2.182) suivante :

ω = sφ̇. (2.182)

Il advient donc s = 1 pour une excitation de type balourd.

Ainsi, la procédure d’appariement ayant été réalisée, et en se rappelant que les pulsations de
rotation de la structure sont contenues dans le vecteur φ̇ ∈Rnφ̇ , Eq. (2.147), la procédure de recherche
des pulsations critiques de rotation revient donc à déterminer tous les indices i définis par :

i = ik,qc , k ∈N, q ∈N, (2.183)

où q correspond à l’indice de la qe pulsation critique de rotation φ̇k,qc coïncidant avec la ke pulsation
propre ωiΨk tel que :

φ̇k,qc = φ̇
ik,qc

. (2.184)
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Figure 2.16 – Mise en évidence des indices ik,qc encadrant une vitesse critique de rotation 30
π φ̇

k,q
c

(◯). Cas particulier d’une pulsation propre ωΨk coïncidant deux fois avec l’excitation asynchrone
de facteur s.

Lors du tracé du diagramme de C ampbell, les pulsations multiples sφ̇k,qc ne coïncident a priori
pas nécessairement avec les pulsations propres ωi

k,q
c

Ψk
, si toutefois la structure présente des pulsations

de résonance. Elles sont généralement situées entre deux valeurs consécutives ωi
k,q
c

Ψk
et ωi

k,q
c +1

Ψk
comme

le montre la figure Fig. 2.16. Par conséquent, la connaissance des indices ik,qc permet d’encadrer les
valeurs φ̇k,qc et sφ̇k,qc telles que :

φ̇k,qc ∈ [φ̇
ik,qc

, φ̇
ik,qc +1

] , (2.185a) sφ̇k,qc ∈ [ωi
k,q
c

Ψk
, ωi

k,q
c +1

Ψk
] . (2.185b)

En effectuant une interpolation linéaire de la courbe ωΨk sur l’intervalle [φ̇
ik,qc

, φ̇
ik,qc +1

] telle que :

ωΨk =
⎛
⎜
⎝

ωi
k,q
c +1

Ψk
− ωi

k,q
c

Ψk

φ̇
ik,qc +1

− φ̇
ik,qc

⎞
⎟
⎠
φ̇ + ωi

k,q
c

Ψk
−
⎛
⎜
⎝

ωi
k,q
c +1

Ψk
− ωi

k,q
c

Ψk

φ̇
ik,qc +1

− φ̇
ik,qc

⎞
⎟
⎠
φ̇
ik,qc

avec φ̇ ∈ [φ̇
ik,qc

, φ̇
ik,qc +1

] . (2.186)

La pulsation critique de rotation φ̇k,qc est alors solution du système Eq. (2.187) :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ωΨk =
⎛
⎝
ω
i
k,q
c +1

Ψk
−ω

i
k,q
c

Ψk

φ̇
i
k,q
c +1

−φ̇
i
k,q
c

⎞
⎠
φ̇ + ωi

k,q
c

Ψk
−
⎛
⎝
ω
i
k,q
c +1

Ψk
−ω

i
k,q
c

Ψk

φ̇
i
k,q
c +1

−φ̇
i
k,q
c

⎞
⎠
φ̇
ik,qc

ω = sφ̇

. (2.187)
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Figure 2.17 – Repèrage de vitesses critiques de rotation (◯) sur un diagramme de C ampbell,
induites par une excitation asynchrone de facteur s.

Il vient alors :

φ̇k,qc =
ωi

k,q
c

Ψk
−
⎛
⎝
ω
i
k,q
c +1

Ψk
−ω

i
k,q
c

Ψk

φ̇
i
k,q
c +1

−φ̇
i
k,q
c

⎞
⎠
φ̇
ik,qc

s −
⎛
⎝
ω
i
k,q
c +1

Ψk
−ω

i
k,q
c

Ψk

φ̇
i
k,q
c +1

−φ̇
i
k,q
c

⎞
⎠

, (2.188a) ωi
k,q
c

Ψk
= sφ̇k,qc . (2.188b)

Il suffit alors de multiplier la pulsation critique de rotation φ̇
ik,qc

par un facteur 30
π pour obtenir la

vitesse critique de rotation exprimée en tr ⋅min−1. Une procédure de recherche des vitesses critiques
de rotation est proposée dans l’Alg. 2, Annexe A.7, et permet de repérer toutes les vitesses critiques
de rotation d’une structure, Fig. 2.17.

2.2.4 Détermination de la réponse forcée d’un rotor par projection modale

La détermination d’une réponse forcée d’un rotor consiste à résoudre l’Eq. (A.232). Différents
types d’excitation sont considérés ci-après : balourd, force asynchrone et force harmonique.

2.2.4.1 Force synchrone de balourd

En considérant les efforts généralisés F s
b , F c

b ∈Rnδ de Eq. (A.186) appliqués à toute la structure,
l’Eq. (A.232) devient donc :

γp̈ (t) + η (φ̇) ṗ (t) + κp (t) = f cb cos (φ̇t) + fsb sin (φ̇t) , (2.189)
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avec les vecteurs d’efforts modaux fsb , f
c
b ∈Rm définis tels que :

fsb = ΦtF s
b , (2.190a) f cb = ΦtF c

b . (2.190b)

Les solutions de l’Eq. (2.189) sont de la forme :

p (t) = Qc
b (φ̇) cos (φ̇t) +Qs

b (φ̇) sin (φ̇t) , (2.191)

avec Qs
b (φ̇) , Qc

b (φ̇) ∈ Rm. En substituant l’Eq. (2.191) dans l’Eq. (2.189) et en identifiant les
facteurs de cos (φ̇t) et sin (φ̇t), il vient alors :

[ κ − γφ̇2 −η (φ̇) φ̇
η (φ̇) φ̇ κ − γφ̇2 ]( Qs

b

Qc
b

) = ( f sb
f cb

) . (2.192)

Le système de l’Eq. (2.192) est résolu pour une vitesse de rotation φ̇ donnée afin de déterminer
les valeurs des Qs

b (φ̇) et Qc
b (φ̇). Les Eq. (2.191) et Eq. (2.103) permettent d’exprimer le vecteur

des degrés de liberté δ (t), tel que :

δ (t) = Φ [Qc
b (φ̇) cos (φ̇t) +Qs

b (φ̇) sin (φ̇t)] . (2.193)

2.2.4.2 Force asynchrone

En considérant les efforts généralisés F s
as, F c

as ∈Rnδ , Eq. (A.189), l’Eq. (A.232) s’écrit :

γp̈ (t) + η (φ̇) ṗ (t) + κp (t) = f cas cos (sφ̇t) + fsas sin (sφ̇t) , (2.194)

avec les vecteurs d’efforts modaux fsas, f cas ∈Rm définis tels que :

fsas = ΦtF s
as, (2.195a) f cas = ΦtF c

as. (2.195b)

Les solutions de l’Eq. (2.194) sont de la forme :

p (t) = Qc
as (φ̇) cos (sφ̇t) +Qs

as (sφ̇) sin (sφ̇t) , (2.196)

avec Qs
as (φ̇) , Qc

as (φ̇) ∈ Rm. En substituant l’Eq. (2.196) dans l’Eq. (2.194) et en identifiant les
facteurs de cos (sφ̇t) et sin (sφ̇t), il vient alors :

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

κ − γ (sφ̇)2 −η (φ̇) sφ̇
η (φ̇) sφ̇ κ − γ (sφ̇)2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
( Qs

as

Qc
as

) = ( fsas
f cas

) . (2.197)

Le système de l’Eq. (2.197) est résolu pour une vitesse de rotation φ̇ donnée afin de déterminer
les valeurs des Qs

as (sφ̇) et Qc
as (sφ̇). Les Eq. (2.196) et Eq. (2.103) permettent d’exprimer le vecteur

des degrés de liberté δ (t), tel que :

δ (t) = Φ [Qc
as (sφ̇) cos (φ̇t) +Qs

as (φ̇) sin (sφ̇t)] . (2.198)

2.2.4.3 Force harmonique de direction fixe

En considérant les efforts généralisés F s
h , F c

h ∈Rnδ , Eq. (A.192), l’Eq. (A.232) devient :

γp̈ (t) + η (φ̇) ṗ (t) + κp (t) = f ch cos (ωht) + fsh sin (ωht) , (2.199)
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CHAPITRE 2. Modélisation structurelle

avec les vecteurs d’efforts modaux fsh, f
c
h ∈Rm définis tels que :

f sh = ΦtF s
h , (2.200a) f ch = ΦtF c

h. (2.200b)

Les solutions de l’Eq. (2.199) sont de la forme :

p (t) = Qc
h (ωh) cos (ωht) +Qs

h (ωh) sin (ωht) , (2.201)

avec Qs
h (ωh) , Qc

h (ωh) ∈ Rm. En substituant l’Eq. (2.196) dans l’Eq. (2.194) et en identifiant les
facteurs de cos (ωht) et sin (ωht), il vient alors :

[ κ − γω2
h −η (φ̇) φ̇

η (φ̇) φ̇ κ − γω2
h

]( Qs
h

Qs
h

) = ( fsh
f ch

) . (2.202)

Le système de l’Eq. (2.202) est résolu pour une de rotation ωh donnée afin de déterminer les
valeurs des Qs

h (ωh) et Qc
h (ωh). Les Eq. (2.196) et Eq. (2.103) permettent d’exprimer le vecteur des

degrés de liberté δ (t), tel que :

δ (t) = Φ [Qc
h (ωh) cos (ωht) +Qs

h (ωh) sin (ωht)] . (2.203)

2.3 Conclusion

Les équations régissant la dynamique d’un rotor en présence de cisaillement ont été présentées
grâce aux énergies cinétiques et de déformations auxquelles ont été appliquées les équations de
L agrange.

Les approximations considérées en annexe ont permis d’établir qu’il y avait coïncidence entre
les angles d’E uler, utilisés dans l’expression des énergies cinétiques des arbres et disques, et ceux
permettant d’orienter les rotations de section droite d’une poutre de T imoshenko dans l’espace. À
la lumière de ces approximations, le repère tournant à pu être introduit afin de calculer l’énergie de
déformation.

Enfin, un critère de corrélation originale été proposé pour tracer des diagrammes de C ampbell.
Tenant compte des propriétés de bi-orthogonalité des formes propres gauches et droite d’un système
dissipatif en rotation, ce critère facilite grandement l’appariement des formes propres complexes,
sur la plage de vitesse de rotation, et plus particulièrement lorsque des phénomènes de croisement
de modes apparaissent.
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Chapitre 3

Analyses modales expérimentales

Un nombre conséquent d’analyses modales expérimentales ont été réa-
lisées sur des structures à échelle industrielle : une analyse modale
de type réponses harmonique forcée réalisée en laboratoire, ou de type
réponse impulsionnelle réalisées sur le site industriel du constructeur
sur des rotors feuilletés, un rotor de palier magnétique ou bien encore
une portion d’arbre. Les résultats expérimentaux constituent une base
de données qui sera utilisée pour identifier les propriétés constitutives
des composants d’un rotor feuilleté et principalement de l’empilement
de tôles.
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CHAPITRE 3. Analyses modales expérimentales

3.1 Objectifs et motivations

Aujourd’hui, il est habituel que les analyses modales expérimentales fassent partie intégrante
du processus de fabrication et de qualification d’un produit industriel, car elles sont un moyen

rapide, voire économique, pour obtenir les caractéristiques dynamiques de structures. Ainsi, les ana-
lyses sont réalisées sur tout ou partie des rotors mgv à l’arrêt montés de telle façon à assurer des
conditions aux limites de type libre-libre.

Les données mesurées alimentent une procédure d’identification qui permet la détermination des
propriétés constitutives des empilements de tôles et des portions d’arbres.

Différentes gammes de rotors feuilletés de même architecture sont analysées, car l’objectif ci-
blé et décrit dans le Chapitre 4, est d’établir des lois des propriétés constitutives qui intègrent les
variabilités des géométries, du nombre de tôles magnétiques, des pré-charges imposées par les ap-
plications industrielles visées. Ces analyses ont été réalisées sur un échantillon d’une trentaine de
rotors mgv.

Les essais de type réponse harmonique forcée ont été pratiqués au laboratoire lamcos de l’insa
de lyon alors que ceux de type réponse impulsionnelle sur le site de production de converteam,
C hampigneulles.

3.2 Rotor feuilleté : réponse harmonique forcée

L’analyse modale expérimentale porte sur un prototype de rotor mgv feuilleté dont les taille et
masse sont respectivement de 1.14 m et 235 kg, Tab. 3.1.

Pot 
Vibrant

Élingue 
Souple

Sandow

Grue

Anneau 
Oscillant

0.5 m

Capteur 
de Force

(a) Dispositif de suspension d’un rotor.

Capteur de 
Force

Mandrin

``Pushrod’’

(b) Capteur de force.

Figure 3.1 – Vue d’ensemble du rotor mgv feuilleté
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3.2. Rotor feuilleté : réponse harmonique forcée

Point N°1

Génératrice 

Axiale

(a) Point N○1 : Côté opposée cône.

Masse 
Magnétique

Anneaux 
de Court-
Circuit

(b) Masse Magnétique.

Point N°62

Tronçon 
Conique

(c) Point N○62 : Côté cône.

Figure 3.2 – Discrétisation spatiale de la structure.

3.2.1 Dispositif expérimental

Le rotor est suspendu verticalement à son extrémité par une élingue souple et un anneau oscillant
afin d’assurer un découplage maximal entre le rotor et son environnement extérieur, Fig. 3.1(a). Le
maillage expérimental est une génératrice axiale discrétisée en 62 points de mesure, Fig. 3.2.

3.2.2 Modélisation des conditions aux limites

Les conditions aux limites expérimentales sont proches des conditions aux limites libre-libre.
Elles sont modélisées en ajoutant des termes de faible raideur transversale appliqués aux nœuds
extrêmes du rotor, Eq. (3.1). Ces derniers sont calculés en considérant l’ensemble constitué du rotor
massif et de l’élingue souple (de masse négligeable) comme un double pendule, Fig. 3.3. Après
application du théorème du déplacement unité [35], les raideurs transversales s’écrivent donc :

ke =
mrg

Le
, (3.1a) kl =

mrgzG
(L2

r + zGLe)
, (3.1b)

avec kl la raideur transversale à l’extrémité libre du rotor, ke la raideur transversale au niveau de
l’élingue souple, mr la masse totale du rotor, g l’accélération de la pesanteur, Lr la longueur du
rotor, zG le centre de masse du rotor et Le la longueur de l’élingue souple. Les caractéristiques
géométriques du rotor feuilleté sont définies dans le Tab. 3.1.

Masse, mr 235 kg
Longueur, Lr 1.14 m
Longueur, Le 0.50 m
Centre de masse, zG 0.64 m
Raideur transversale, ke 9.08 ⋅ 102 N ⋅ m−1

Raideur transversale, kl 4.62 ⋅ 1033 N ⋅ m−1

Tableau 3.1 – Caractéristiques géométriques et inertielles du rotor suspendu.
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CHAPITRE 3. Analyses modales expérimentales
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Figure 3.3 – Approximation cinématique relative au dispositif de suspension du rotor.

3.2.3 Protocole de mesure

Le rotor est préalablement excité latéralement avec un balayage sinusoïdal pas-à-pas sur une
bande fréquentielle comprise entre 800 Hz et 3 200 Hz, afin d’obtenir la réponse de la structure et
de situer les fréquences que l’on souhaite identifier. Un pot électrodynamique (ou “pot vibrant”) est
employé à cet effet (G earing and W atson - gwv20), Fig. 3.1(a).

L’analyse fréquentielle dépend de la bande passante des capteurs piézoélectriques utilisés et qui
est de 3 kHz. La réponse du rotor est fournie par trois accéléromètres équirépartis sur la géométrie
du rotor (dytran - 3127a, à électronique incorporée) et un capteur de force dynamique piézoélec-
trique (dytran - 1051v, à électronique incorporée), Fig. 3.1(b). La chaîne de mesure est classique,
Fig. 3.4.

Après avoir repéré les modes de vibration identifiables sur la plage fréquentielle disponible,
Fig. 3.5, la structure est excitée sur des plages fréquentielles plus restreintes, e.g. ∼ 50 Hz, encadrant
chaque fréquence de résonance préalablement identifiée.

3.2.4 Dimensionnement de la liaison structure-pot électrodynamique

Compte tenu de la gamme étendue de l’analyse modale, une attention doit être portée sur le
dimensionnement des éléments de liaison. La liaison entre la structure et le pot électrodynamique,
appelée communément “push-rod ”, est un axe élancé en acier, e.g. “corde à piano”, de faible diamètre,
i.e. ∼ 1.3 mm, Fig. 3.1(b). Sa fonction est de restituer le plus exactement possible à la structure la
force d’excitation générée par le pot électrodynamique.

En modélisant le “push-rod ” par une poutre en conditions aux limites encastré-encastré, eclui-ci
doit être conçue de façon à ce que son comportement dynamique ne perturbe pas la mesure, Fig. 3.6.
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Analyseur Dynamique

Rotor 
Suspendu

Pot Vibrant 
+ ``Pushrod’’

Amplificateur

Accéléromètres
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Sandow

Capteur de 
Force + Colle 

+ Pastille

Source

Oscilloscope Alimentation

Figure 3.4 – Schéma de la chaîne d’acquisition classique employée.
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Figure 3.5 – Fonction de transfert (mobilité dynamique) mesurée au point N○61.
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CHAPITRE 3. Analyses modales expérimentales

~ Encastré

( )ρ, ,p p pE S

Rotor Pot 
Electrodynamique

Colle

Capteur 

de Force

Pastille
Mandrin

?pl

~ Encastré

∼ 115 N

PotF

Figure 3.6 – Fixation d’un pushrod entre la structure et le pot électrodynamique.

Ainsi, prendre en compte les fréquences propres longitudinales et de flexion du “push-rod ” conduit
à une longueur de maximale de 78 mm. Dans cette configuration, la première fréquence de vibration
longitudinale est de l’ordre de 30 kHz ce qui est d’ordre très supérieur à la plage fréquentielle de
mesure.

3.2.5 Influence de la masse d’un accéléromètre

La géométrie de ce rotor présente des variations très importantes, e.g. diamètres variant de 20
mm à 246 mm, et la masse d’un seul accéléromètre, e.g.∼ 50 g, a modifié localement la structure
lorsque celui-ci était placée sur sa partie conique, comme l’illustre la Fig. 3.7. L’influence de la
masse additionnelle apportée par l’accéléromètre a, par conséquent, légèrement décalé les pics de
résonance des fonctions de transfert mesurées (∼ 4%) sur la partie conique de la structure.

3.2.6 Fréquences et formes propres expérimentales

L’analyse des fonctions de transfert, mesurées en chacun des points du maillage expérimental,
permet d’obtenir les fréquences de résonance ainsi que les amplitudes relatives de chacun des points
fournissant ainsi les formes propres expérimentales tracées, Fig. 3.8.

Ainsi, chaque forme propre a été reconstruite en considérant les amplitudes maximales de la
partie imaginaire des fonctions de transfert mesurées. Les fréquences propres ont été identifiées à
partir des fonctions de transfert qui n’ont pas été mesurées sur la partie conique du rotor.
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Figure 3.7 – Influence du déplacement d’un accéléromètre sur la dynamique du rotor suspendu.
Module des 62 fonctions de transfert mesurées autour de ω̂1

2π .

(a) ϕ̂1 @ 856.40 Hz. (b) ϕ̂2 @ 1230.0 Hz.

(c) ϕ̂3 @ 1713.3 Hz. (d) ϕ̂4 @ 2330.6 Hz.

Figure 3.8 – Quatre premières formes propres expérimentales ϕ̂1 à ϕ̂4.
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CHAPITRE 3. Analyses modales expérimentales

3.3 Rotor feuilleté : réponse impulsionnelle

L’analyse modale expérimentale, réalisée au marteau de choc, porte sur un rotor mgv feuilleté
dont les tailles et masse sont respectivement d’environ 1.98 m et 778 kg et suspendu comme pré-
cédemment. Le maillage expérimental comporte 106 points de mesure sur une génératrice axiale,
Fig. 3.9, ce qui représente une densité linéique de l’ordre de 54 points ⋅ m−1. Il s’agit d’impacter la
structure successivement en ces 106 points et de réaliser au fur et à mesure des analyses spectrales.

3.3.1 Protocole de mesure

La structure est excitée à l’aide d’un marteau de choc. La plage fréquentielle de mesure comprise
entre 0 Hz et 5 kHz est échantillonnée avec un pas fréquentiel égal à 0.39 Hz. Un capteur de force
dynamique, vissé à l’extrémité du marteau, Fig. 3.10(a). Sa réponse est fournie par un accéléro-
mètre piézoélectrique à électronique incorporée placé sur le point N○1 de la génératrice axiale du
rotor durant tout le protocole de mesure, Fig. 3.10(c).

Un cycle du protocole de mesure consiste à acquérir les signaux fréquentiels d’accélération et
force à l’aide d’un analyseur dynamique qui délivre le rapport de ces deux signaux : fonction de
transfert ou mobilité dynamique.

Point N°106

(a) Portion d’arbre.

Point N°63

(b) Masse Magnétique.

Point N°1

(c) Portion d’arbre libre.

Figure 3.9 – Dispositif de suspension et maillage expérimental.

Marteau de 
Choc

Capteur de 
Force

(a) Capteur de force dynamique.

Accéléromètre

Embase

(b) Accéléromètre et son embase en
plastique.

Accéléromètre

(c) Accéléromètre positionné.

Figure 3.10 – Instrumentation.
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3.3. Rotor feuilleté : réponse impulsionnelle

Analyseur Dynamique

Rotor 

Suspendu

Accéléromètre 

+ Cire d’Abeille

Marteau 

de Choc

Élingue
Anneau 

Oscillant

Figure 3.11 – Synopsis de la chaîne de mesure.

Le protocole de mesure s’achève alors lorsque les fonctions de transfert de tous les points de la
génératrice axiale ont été mesurées, c’est-à-dire lorsqu’un impact aura été effectué successivement
sur tous les points de la génératrice axiale. La Fig. 3.11 détaille la boucle de mesure classique
utilisée lors de cet essai.

3.3.2 Positionnement optimal d’un accéléromètre

La position de l’accéléromètre, le long de la génératrice du rotor, doit être choisie de façon op-
timale afin que celui-ci soit sensible globalement à tous les modes de vibration que l’on souhaite
identifier. Cette position doit correspondre à un point de la structure pour lequel les amplitudes des
formes propres (après une quelconque normalisation) que l’on souhaite identifier soient maximales
en moyennes, mais dont les valeurs soient les plus proches possibles. Il est donc nécessaire de tra-
duire mathématiquement ce critère.

Soit Φ ∈ Mr,m la matrice des m formes propres expérimentales ϕk composées chacune de r
points. On définit alors le critère estimé pour chaque point r tel que :

γr =
Φ̄r,1...m

σ2
Φr,1...m

, (3.2)

comme étant le rapport entre la moyenne Φ̄r,1...m et la variance σ2
Φr,1...m

desm amplitudes des formes
propres au point r, définies tels que :

Φ̄r,1...m = 1
m

m

∑
k=1

∣(ϕk)r ∣, (3.3a) σ2
Φr,1...m = 1

m

m

∑
k=1

((ϕk)r − Φ̄r,...)
2
. (3.3b)

Cela revient donc à résoudre le problème suivant :

T rouver l’indice r∗

tel que max
r∗∈N

γr, ∀r ∈N,
(3.4)

où (ϕk)r est l’amplitude de la ke forme propre ϕk au point r. Ainsi, il est possible de déterminer une
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Figure 3.12 – Positionnement optimal de l’accéléromètre en xr∗ en fonction du critère γ (5), 106
points de mesures (●).

position axiale optimale yr∗ , telle qu’en ce point, la moyenne des amplitudes modales soit maximale
et l’écart type minimal, de sorte que le rapport de ces deux quantités soit maximal en la position
optimale. La recherche de cette position a été effectuée à l’aide des dix premières formes propres
obtenues lors de cette essai, Fig. 3.14(a) à Fig. 3.14(j). La position optimale obtenue coïncide avec
le point N○1. Cette information pourra être utilisée a posteriori lors d’analyses modales ultérieures
qui seront réalisées sur ce rotor.
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Figure 3.13 – Diagrammes de Bode établis avec 106 impacts successifs effectuées aux 106 points
du maillage expérimental.
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3.3. Rotor feuilleté : réponse impulsionnelle

3.3.3 Fréquences et formes propres expérimentales

Les fonctions de transfert établies avec 106 impacts effectués aux 106 points du maillage ex-
périmental donnent les fréquences et formes propres expérimentales, Fig. 3.13. Les dix premières
formes et fréquences propres de flexion du rotor sont extraites et présentées dans les Fig. 3.14(a) à
Fig. 3.14(j).

(a) ϕ̂1 @ 453.69 Hz. (b) ϕ̂2 @ 684.15 Hz. (c) ϕ̂3 @ 916.94 Hz.

(d) ϕ̂4 @ 1254.6 Hz. (e) ϕ̂5 @ 1673.2 Hz. (f) ϕ̂6 @ 2343.1 Hz.

(g) ϕ̂7 @ 2847.1 Hz. (h) ϕ̂8 @ 3180.2 Hz. (i) ϕ̂9 @ 3700.6 Hz.

(j) ϕ̂10 @ 4299.3 Hz.

Figure 3.14 – Formes propres expérimentales ϕ̂1 à ϕ̂10.
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CHAPITRE 3. Analyses modales expérimentales

3.4 Rotor de palier magnétique actif : réponse impulsionnelle

Les rotors de paliers magnétiques actif (rotor pma) sont les éléments principaux du dispositif
de suspension d’un rotor. Ils sont principalement constitués d’un empilement de tôles magnétiques
annulaires frettées, à chaud, sur les portions d’arbre du rotor feuilleté. En revanche, pour des
raisons de transportabilité, l’empilement est maintenu dans un tube aux extrémités duquel fourreau
et entretoise le maintiennent légèrement précontraint, Fig. 3.15(a).

Leurs dimensions caractéristiques leur confèrent un rapport diamètre sur longueur de l’ordre de
l’unité. Ils ajoutent ainsi une rigidité supplémentaire non négligeable au rotor et ne peuvent être
modélisés par des masses et inerties discrètes.

Cette section présente l’analyse modale expérimentale réalisée avec une réponse impulsionnelle
pour déterminer les premières formes et fréquences propres du rotor pma, lesquelles permettront
d’identifier les propriétés constitutives de l’empilement de tôles magnétiques annulaires dont il est
constitué.

3.4.1 Dispositif expérimental

Pour assurer un découplage maximal entre le rotor pma et son environnement extérieur, celui-ci
est placé sur un tapis en élastomère surmonté d’une épaisseur de mousse, Fig. 3.15(b). Cette base
base de très faible rigidité, vis-à-vis de sa propre rigidité, assure une condition aux limites libre-libre.

3.4.2 Discrétisation spatiale du rotor pma

Le rotor pma est discrétisé selon quatorze génératrices axiales et neuf génératrices radiales. Il y
a donc 9 × 14 = 126 points de mesure, Fig. 3.15(c).

3.4.3 Protocole de mesure

La structure est excitée à l’aide d’un marteau de choc et la plage fréquentielle de mesure se situe
entre 0 Hz et 5 kHz échantillonnée avec un pas fréquentiel égal à 0.39 Hz.

Tube

Entretoise

Fourreau

Tôles 
Magnétiques

(a) Vue d’ensemble.

Mousse

Élastomère

Rotor 
PMA

(b) Dispositif de suspension.

Accéléromètre

Marteau de Choc

Génératrice 

Axiale

Génératrice 

Radiale

(c) Capteurs et discrétisation expéri-
mentale.

Figure 3.15 – Suspension, capteurs et maillage expérimental. Les génératrices axiales sont repré-
sentées en vert (−−) et radiales en rouge (−−).
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Figure 3.16 – Accélérances mesurées en différents points du rotor pma.

Le protocole de mesure est identique à celui présenté en Section 3.3 et s’achève lorsque les
accélérances établies avec les 126 impacts effectués aux 126 points du maillage expérimental ont été
mesurées. La Fig. 3.11 détaille la boucle de mesure complète utilisée lors de cet analyse modale.

3.4.4 Extraction modale

L’analyse des fonctions de transfert, tracées sur la Fig. 3.16, et mesurées en chacun des points
de la structure discrétisée, i.e. N○1 à N○126, permet d’obtenir les fréquences et les formes propres
expérimentales.

Chaque forme propre expérimentale a été reconstruite en considérant les amplitudes de la partie
imaginaire des fonctions de transfert mesurées en chacune des fréquences de résonance. Le Tab. 3.2
présente les douze premiers formes propres expérimentales. Les formes propres mesurées sont assez
similaires aux formes propres tridimensionnels d’un cylindre creux à paroi mince. Ainsi, il est pos-
sible de les trier en utilisant la classification suivante [61] :

– a. Les formes propres purement radiales : Le mouvement est purement radial et le cy-
lindre conserve une géométrie de section droite constante sur sa longueur. Les sections droites
restent planes et normales à l’axe de évolution du cylindre.

– b. Les formes propres de cisaillement radial avec mouvements radiaux : Le cylindre
ne conserve pas une géométrie de section droite constante sur sa longueur comme pour les
formes propres précédemment décrites. Les sections droites ne restent pas planes, les généra-
trices axiales ne restent pas parallèles entre elles et ne restent pas rectilignes.
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CHAPITRE 3. Analyses modales expérimentales

– c. Les formes propres globales : Il y a similarité avec les formes propres de vibration d’une
poutre en flexion, torsion ou traction compression. Dans notre cas, seuls les formes propres
de flexion transversale ont pu être excitées.

Dans le tableau Tab. 3.2, p représente l’ordre du mode dans la direction circonférentielle, le
nombre de rayons nodaux du pe mode étant égal à 2p ; q est l’ordre du mode dans la direction axiale
(axe de révolution du rotor pma), et le nombre de sections droites nodales du qe mode est égal à q.

Formes Propres Catégorie p q Fréquence (Hz), f

a 1 0 945

a 1 0 951

b 1 1 1195

b 1 1 1200

a 3 0 2389

a 3 0 2393

b 3 1 2930

b 3 1 2952

b 1 2 3607

b 1 2 3638

c 0 1 3779

c 0 1 3800

Tableau 3.2 – Valeurs expérimentales des douze premières fréquences propres et classification des
formes propres expérimentales d’un rotor pma
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Chapitre 4

Identification des propriétés constitutives
des éléments d’un rotor feuilleté

Dans un premier temps, des normes d’erreur modales sont définies en
se basant notamment sur les propriétés de la matrice de corrélation
mac entre des paires de formes propres mesurées et calculées. Celles-
ci permettent de traduire l’écart entre quantités modales mesurées et
calculées et sont incluses dans une fonctionnelle multi-objectifs. Dans
un second temps, des fonctionnelles originales proposées sont basées
sur un quotient de Rayleigh hybride issu de méthodes de réduction
de G uyan ou de C raig & Bampton. D’autres fonctionnelles basées
sur des méthodes d’expansion de G uyan ou serep sont présentées en
annexe. Toutes les fonctionnelles proposées ont été éprouvées dans di-
verses applications industrielles dans le but d’identifier des propriétés
constitutives de structures réelles : empilement de tôles magnétiques,
portions d’arbre, rotor de palier magnétique. Finalement, la dernière
section de ce chapitre est consacrée à l’analyse des propriétés consti-
tutives identifiées sur un échantillon d’environ trente rotors feuille-
tés. Propriétés géométriques et mécaniques de la masse magnétique
ont permis d’établir des modèles prédictifs des modules d’Y oung et de
C oulomb de l’empilement de tôles.
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4.1. Généralités et objectifs

4.1 Généralités et objectifs

Dans une procédure d’identification mixte numérique-expérimentale, il s’agit d’abord de définir
les paramètres à identifier, et les quantités d’intérêt, grandeurs vis-à-vis desquelles on souhaite

identifier ces paramètres et qui permettent la définition d’une fonctionnelle.

Il est ensuite nécessaire d’utiliser une méthode d’optimisation afin de faire tendre les paramètres
à identifier d’un modèle numérique, “non inversible”, vers les valeurs cibles (ou de références) que
représentent les données expérimentales. Le terme “non inversible” est employé dans le sens où l’ob-
tention d’une solution optimale ne consiste pas en la simple inversion d’un système matriciel ou la
résolution analytique d’une équation. La méthode d’optimisation a donc une importance capitale
dans la qualité d’identification des paramètres.

Le processus d’optimisation consiste en la minimisation itérative d’une fonctionnelle définis-
sant l’écart entre les quantités d’intérêt mesurées et calculées provenant d’un modèle. Le choix des
quantités d’intérêt s’est porté sur les quantités modales, i.e. pulsations et formes propres. Les
fonctionnelles définies dans ce chapitre sont du type moindres carrés, c’est-à-dire qu’elle sont issues
d’une somme de termes quadratiques appellés normes d’erreur modales ou estimateurs d’erreur
modal. Pour être les plus efficaces possible, elles doivent satisfaire les conditions suivantes :

– Sensibilité : pour garantir une excellente précision d’identification, les fonctionnelles doivent
être suffisamment sensibles à l’ensemble des paramètres à identifier.

– Robustesse : les normes d’erreur utilisées doivent être convexes et ne posséder qu’un seul
et unique minimum local dans une large plage de paramètres. Ceci garantit le bon déroule-
ment de la procédure d’optimisation indépendamment de l’estimation initiale des paramètres
à identifier.

– Précision : au voisinage des paramètres optimaux, les fonctionnelles doivent converger vers
zéro et l’erreur résiduelle ne doit pas provenir d’effets de troncature numérique ou d’approxi-
mation dans le calcul de ces fonctions, mais uniquement des incertitudes expérimentales.

En parallèle, l’algorithme de minimisation doit satisfaire autant que possible les critères suivants :

– Rapidité : à chaque itération, un problème aux valeurs propres qui peut être coûteux en
temps cpu est résolu. Pour des raisons de productivité dans le cadre d’une application in-
dustrielle, l’algorithme doit converger rapidement surtout lors des premières itérations pour
diriger les paramètres dans la bonne plage mais aussi lors des dernières pour fixer les derniers
pourcentages des paramètres.

– Robustesse : afin d’assurer une convergence vers la solution optimale quelle que soit l’es-
timation des paramètres initiaux, l’algorithme d’optimisation doit également être robuste,
notamment lors les premières itérations.

– Précision : la précision de l’estimation finale des paramètres conditionne l’efficacité de l’iden-
tification. Or, l’erreur résiduelle est conditionnée par la précision des mesures et du modèle,
mais aussi par la tolérance de convergence spécifiée à l’algorithme. Dans les applications pra-
tiques, celle-ci est souvent fixée de telle manière à obtenir une précision suffisante et un temps
cpu acceptable. La rapidité de convergence influence alors la précision de l’identification.

La démarche suivie pour développer les fonctionnelles et mettre au point l’algorithme d’optimi-
sation est caractérisée par les points suivants :
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CHAPITRE 4. Identification des propriétés constitutives des éléments d’un rotor feuilleté

1. Définition d’un ensemble de fonctionnelles possibles se basant sur les normes couramment
utilisées en analyse modale.

2. Étude paramétrique par éléments finis sur des rotors de référence afin d’identifier la robustesse
et la sensibilité des normes d’erreur proposées.

3. Définition d’une norme d’erreur globale comme combinaison des normes d’erreur modales sé-
lectionnées.

4. Analyse, choix et implantation d’un type d’algorithme d’optimisation correspondant aux be-
soins.

5. Choix et implantation d’une méthode pour le calcul des gradients de la fonctionnelle à mini-
miser.

Remarque 9: La modélisation des rotors feuilletés suppose, bien entendu, l’utilisation des ma-
trices élémentaires définies dans la section Section 2.1 lorsqu’une quelconque réponse souhaite être
déterminée. En revanche, dans les procédures d’identification présentées dans ce chapitre, les rotors
feuilletés sont modélisés dans un seul plan, e.g. {yGz}, car les analyses modales expérimentales ont
été effectuées dans un unique plan.

::::

4.2 Distributions des propriétés constitutives

Soit un rotor feuilleté discrétisé en Ne éléments finis Ke comprenant nδ degrés de liberté inclus
dans l’ensemble Σ, Chapitre B. L’union de tous les éléments finis Ke du maillage est compris dans
le domaine Ω tel que :

Ω =
Ne

⋃
e=1

Ke. (4.1)

L’objectif de la procédure d’identification mixte numérique-expérimentale consiste à déterminer
les propriétés constitutives de l’empilement de tôles magnétiques.

On se place dans un cadre général où l’on suppose une distribution de propriétés constitutives,
strictement positive, définie par une suite {xp}p=1...n , xp ∈R+∗ répartie le long de l’empilement sur
h sous-domaines Ωk du modèle éléments finis telle que :

{x} = {x1, . . . , xp, . . . , xn} , n = 3h, ∀h ∈N. (4.2)

Comme illustré Fig. 4.1, l’empilement de tôles magnétiques est donc représenté par le domaine
Ωu, union des h sous-domaines Ωk tel que :

Ωu =
h

⋃
k=1

Ωk. (4.3)

La suite définie par l’Eq. (4.2) peut également s’écrire sous la forme suivante de manière à faire
intervenir les propriétés constitutives :

{x} = {E1,G1, υ1, . . . ,Ek,Gk, υk, . . . ,Eh,Gh, υh} , ∀h ∈N, (4.4)
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4.2. Distributions des propriétés constitutives

 !

"#$

Figure 4.1 – Définition d’un sous-domaine sur la masse magnétique discrétisée.

où les variables d’optimisation relatives au ke sous-domaine Ωk sont définies par le triplet suivant,
∀ ∈ [1, . . . , h] :

Ek = x3k−2, (4.5a) Gk = x3k−1, (4.5b) υk = x3k, (4.5c)

avec Ek, Gk et υk respectivement les modules d’Y oung, de C oulomb et coefficient de Poisson du
sous-domaine Ωk.

Un sous-domaine Ωk est alors défini comme une suite d’éléments finis contigus du modèle élé-
ments finis de la structure telle que :

Ωk =
nΩk

⋃
e=1

K
(ei−1)+

k−1

∑
j=1

nΩj
+e

=
j=(ei−1)+

k

∑
i=1

nΩi

⋃
j=ei+

k−1

∑
j=1

nΩj

Kj , ∀k = 1, . . . , h, (4.6)

où ei est l’indice du premier élément-fini du domaine Ωu et nΩk est le nombre d’éléments finis
d’un sous-domaine Ωk, Fig. 4.1. En considérant nΩk constant pour chaque sous-domaine Ωk tel que
nΩk = nΩ, ∀k = 1, . . . , h, il vient alors :

nΩh = ef − ei + 1, (4.7)

où ef est l’indice du dernier élément-fini du domaine Ωu, Fig. 4.1.

Le nombre h de sous-domaines Ωk est a priori arbitraire. Ainsi, afin de mettre en évidence une
certaine variabilité des distributions identifiées, la Section 4.3.9 présente une procédure d’identifi-
cation réalisée sur un rotor feuilleté pour lequel l’empilement de tôles magnétiques a été divisé en
un nombre variable de de sous-domaines h.

Par ailleurs, une distribution uniforme des propriétés constitutives le long de l’empilement sera
définie par h = 1, i.e. un unique sous-domaine (cf. Section 4.4 et Section 4.5).

75 Guillaume Mogenier
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/vpuiiblication/2011ISAL0030/these.pdf 
© [G. Mogenier], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



CHAPITRE 4. Identification des propriétés constitutives des éléments d’un rotor feuilleté

4.3 Une fonctionnelle multi-objectifs

4.3.1 Introduction

Les normes (ou estimateur) d’erreur modales doivent être construites non seulement sur les pul-
sations propres mesurées et calculées, i.e. ω̂, ω ∈Rm, où m est le nombre de modes considérés, mais
aussi sur les formes propres associées.

Dans [62], il est utilisé une norme d’erreur modale classique basée sur les pulsations propres afin
d’identifier les propriétés constitutives d’une plaque composée de composite stratifié. Dans [63; 64],
les auteurs minimisent une fonctionnelle utilisant la matrice de sensibilité d’un modèle afin d’identi-
fier les propriétés constitutives d’un matériau feuilleté. Dans [65], les propriétés du matériau utilisé
dans la construction d’un barrage sont identifiées à partir d’une norme d’erreur modal basée sur la
différence entre les composantes des formes propres mesurées et celles prédites par un modèle. Les
auteurs de [66; 67] proposent l’utilisation du critère de corrélation mac (modal assurance criterion)
dans la définition de normes d’erreur modales, e.g. une première basée sur les termes diagonaux et
une seconde basée sur les termes extra-diagonaux de la matrice mac, pour identifier les propriétés
constitutives de plaques fabriquées en matériau composite. En revanche, cette méthode a l’inconvé-
nient de nécessiter des coefficients de pondération pour chaque norme d’erreur.

Ainsi, se baser sur des normes d’erreur modales ayant fait leurs preuves dans ces domaines as-
sure d’obtenir des fonctions d’erreur de qualité. Aussi certaines possibilités plus originales, [66], sont
également présentées ici dans le but d’augmenter encore la sensibilité de la méthode d’identification
aux paramètres constitutifs les moins influents, e.g. coefficient de Poisson ou module de C oulomb.

Les données modales que l’algorithme d’optimisation aura à sa disposition pour chaque mode
k, k = 1, . . . ,m à l’itération i sont les suivantes :

– Les pulsations propres mesurées (référence) ω̂k ∈R et calculées à l’itération i, i.e. ωik = ωik (xi) ∈
R où xi représente le vecteur des paramètres d’optimisation à l’itération i.

– Les formes propres mesurées ϕ̂k et calculées à l’itération i, i.e. ϕik = ϕik (xi) ∈Rnδ .

Remarque 10: Les maillages numériques et expérimentaux étant rarement identiques, leurs formes
propres ne sont pas définies sur les mêmes grilles et impliquent donc dim ϕ̂ ≠ nδ. Dans un souci de
simplicité, il sera supposé, dans la Section 4.3.2, que les formes propres mesurées et calculées sont
déjà projetées sur un même maillage de référence, celui du modèle éléments finis. Seuls les degrés
de liberté correspondant aux déplacements transversaux sont retenus. On notera nδw le nombre de
degrés de liberté transversaux du modèle éléments finis. Ainsi, la projection de la ke forme propre
expérimentale le même maillage du modèle éléments finis impliquera ϕk ∈Rnδw ⇒ ϕ̂k ∈Rnδw .

::::

4.3.2 Normes d’erreur modales

Les formes propres expérimentales et numériques d’indice k sont supposées correspondre. La
norme d’erreur classique basée sur les écarts relatifs des pulsations propres, i.e. Fω ∈ Rm, peut
s’écrire de la manière suivante :

Fωk (xi) = ω
i
k

ω̂k
− 1, k = 1, . . . ,m. (4.8)

En analyse modale, le critère appelé mac [56; 57] est le plus couramment utilisé pour évaluer
la qualité de formes propres mesurées ou la corrélation entre deux séries de formes propres ϕ̂ et
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4.3. Une fonctionnelle multi-objectifs

ϕ. Les projections sont calculées à l’aide d’un produit scalaire standard, correspondant en fait à
une projection dans la norme d’une matrice identité I ∈ Mnδw ,nδw

, Eq. (2.152), telle qu’une de ses
composantes s’écrive :

mac (ϕq, ϕ̂k) = macq,k =
∣ϕitq ϕ̂k∣

2

[ϕitq ϕiq] ⋅ [ϕ̂tkϕ̂k]
. (4.9)

où mac ∈ Mm,m.

En utilisant les propriétés de la matrice mac, une première norme d’erreur modale, i.e. FϕD ∈
R
m, peut être écrite sous la forme suivante :

FϕDk (xi) = 1 −mac (ϕik, ϕ̂k) , k = 1, . . . ,m. (4.10)

Par ailleurs, en vertu de la propriété des formes propres, une corrélation parfaite entre deux
ensembles de formes propres implique également que tous les termes extra-diagonaux de la matrice
mac correspondante soient très faibles. Une seconde norme d’erreur modale, i.e. FϕED ∈Rm, basée
sur la matrice mac peut alors être définie par :

FϕEDk (xi) =
m

∑
q=1
q≠k

mac (ϕiq, ϕ̂k), k = 1, . . . ,m. (4.11)

Parallèlement au principe de projection modale utilisé par la méthode mac, il est également en-
visageable de mesurer l’écart entre les formes propres des ensembles ϕ̂ et ϕ en calculant simplement
une somme pondérée des valeurs absolues des différences entre les composantes des formes propres.
Il convient alors les ensembles de formes propres soient :

– normalisés de manière identique, en fixant par exemple la composante de valeur maximale
à l’unité, tel que :

max (ϕik) = max (ϕ̂k) , k = 1, . . . ,m, (4.12)

– signés de la même manière tels que :

sg (ϕik)rs = sg (ϕ̂k)rs ,∀rs ∈N, ∀rs ∈ [1, nδw] , k = 1, . . . ,m. (4.13)

On peut alors définir une norme d’erreur, FϕEc ∈ Rm, basée sur les composantes des formes
propres, telle que :

FϕEck (xi) = 1
nδw

nδw

∑
r=1

RRRRRRRRRRRRRR

(ϕik)r
max
rmax

(ϕik)r
sg (ϕik)rs −

(ϕ̂k)r
max
rmax

(ϕ̂k)r
sg (ϕ̂k)rs

RRRRRRRRRRRRRR
,∀rs ∈ [1, nδw] , k = 1, . . . ,m,

(4.14)
avec rmax, ( )r et nδw respectivement l’indice de la plus grande composante, la re composante et le
nombre de composantes d’une forme propre.

4.3.3 Définition d’une fonctionnelle multi-objectifs

Au sens de la minimisation aux moindres carrés présentée en Annexe C.1.2.2, les normes d’erreur
modales, Eq. (4.8), Eq. (4.10), Eq. (4.11) et Eq. (4.14), sont utilisées pour construire la fonctionnelle
d’erreur globale f , définie dans l’Eq. (C.24), telle que :

f (xi) = 1
2

q

∑
k=1

F 2
k (xi), (4.15)
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CHAPITRE 4. Identification des propriétés constitutives des éléments d’un rotor feuilleté

avec F ∈Rq définie telle que :

F (xi) = [ αωFω (xi), αϕDF
ϕD (xi), αϕEDF

ϕEc (xi), αϕEcF
ϕEc (xi) ]t , (4.16)

avec :

Fω (xi) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

F
ω

1 (xi)
⋮

F
ω

m (xi)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, (4.17a) FϕD (xi) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

F
ϕD
1 (xi)
⋮

F
ϕD

m (xi)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, (4.17b)

FϕED (xi) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

F
ϕED
1 (xi)

⋮
FϕEDm (xi)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, (4.18a) FϕEc (xi) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

F
ϕEc
1 (xi)

⋮
F
ϕEc

m (xi)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (4.18b)

Dans ce cas, q = 4m, avec m le nombre de modes expérimentaux considérés.

Les coefficients αω, αϕD , αϕED , αϕEc ∈R pondèrent l’ordre de grandeur de chacune des normes
d’erreur modales et sont utilisés pour incrémenter équitablement le vecteur F .

Il est possible de considérer n termes stabilisateurs optionnels qui permettent d’ajouter une
composante purement linéaire au vecteur F , et donc d’imposer une convexité supplémentaire à la
fonctionnelle f tels que :

F (xi) = [F (xi) , αs (xi − x0)]t , (4.19)

où αs ∈ R est un coefficient de pondération des termes de stabilisation et F ∈ Rq+n qui restreint la
variation des paramètres par rapport à leur estimation initiale x0.

Un des avantages direct d’une fonctionnelle de type moindres carrés est de garantir la convexité
et le signe de la fonctionnelle d’erreur globale f , et cela indépendamment des propriétés des compo-
santes du vecteur de normes d’erreur F , rendant ainsi la méthode d’identification particulièrement
stable quand le nombre de composantes q du vecteur d’erreur est bien plus important que le nombre
n de paramètres xp à identifier.

4.3.4 Dérivation des normes d’erreur modales

L’algorithme de L evenberg-M arquardt, Alg. 7, Annexe C.1.3, nécessite de calculer à chaque
itération i, en plus du vecteur des normes d’erreur modales F , Eq. (4.16), sa matrice J acobienne
J ∈ Mq,n par rapport aux n paramètres d’optimisation xp, p = 1, . . . , n. Cette dernière requiert de
calculer les dérivées partielles des composantes du vecteur F par rapport aux n paramètres d’opti-
misation xp, Annexe C.2.

Remarque 11: Par souci d’allègement du formalisme relatif à l’écriture des différentes normes
d’erreur modales et autres éléments propres, leur dépendance en xi n’est plus précisée et l’exposant
( )i est omis.

::::

4.3.4.1 Norme d’erreur modale basée sur les pulsations propres

En dérivant l’Eq. (4.8) par rapport à un paramètre d’optimisation xp, il vient alors :

∂Fωk
∂xp

= ∂

∂xp
(ωk
ω̂k

− 1) = ( 1
ω̂k

) ∂ωk
∂xp

, k = 1, . . . ,m, (4.20)
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4.3. Une fonctionnelle multi-objectifs

avec :

ω2
k = λk, (4.21a)

∂ωk
∂xp

= 1
2
( 1
ωk

) ∂λk
∂xp

, (4.21b)

Finalement, en introduisant l’Eq. (4.21b) dans l’Eq. (4.20), la dérivée partielle de la ke compo-
sante de la norme d’erreur Fω, par rapport à xp, s’écrit :

∂Fωk
∂xp

= 1
2
( 1
ω̂k

)( 1
ωk

) ∂λk
∂xp

, k = 1, . . . ,m. (4.22)

4.3.4.2 Norme d’erreur modale basée sur la matrice mac

La dérivation partielle de l’Eq. (4.10) conduit à l’expression de la ke composante de la norme
d’erreur ∂FϕD :

∂FϕDk
∂xp

= −∂mac
∂xp

(ϕk, ϕ̂k) , k = 1, . . . ,m, (4.23)

où la dérivée partielle d’une composante mac(ϕq, ϕ̂k) s’écrit :

∂mac
∂xp

(ϕq, ϕ̂k) = 1
[∥ϕq∥2 ∥ϕ̂k∥2]2 [2 ∣ϕtqϕ̂k∣

∂ϕtq
∂xp

ϕ̂k ∥ϕq∥2 ∥ϕ̂k∥2 − ∣ϕtqϕ̂k∣
2 ∥ϕ̂k∥2 2ϕtq

∂ϕq
∂xp

] ,

⇔ ∂mac
∂xp

(ϕq, ϕ̂k) = 2 ∣ϕtqϕ̂k∣
∥ϕq∥4 ∥ϕ̂k∥4 [∥ϕq∥2 ∥ϕ̂k∥2 ϕ̂tk − ∣ϕtqϕ̂k∣ ∥ϕ̂k∥

2ϕtq
∂ϕq
∂xp

] ∂ϕq
∂xp

.

(4.24)
Par ailleurs, la dérivée partielle de la ke composante de la norme d’erreur FϕED s’obtient en

introduisant l’Eq. (4.24) dans l’expression de la dérivée partielle de l’Eq. (4.11) par rapport xp telle
que :

∂FϕEDk

∂xp
=

m

∑
q=1
q≠k

∂mac
∂xp

(ϕq, ϕ̂k), k = 1, . . . ,m, (4.25)

4.3.4.3 Norme d’erreur modale basée sur l’écart entre les composantes modales

A partir de la définition suivante :

∂ ∣●∣
∂xp

= sg (●) ∂ (●)
∂xp

, (4.26)

la dérivée partielle de la ke composante de la norme d’erreur FϕEc , Eq. (4.14), est donnée par la
relation suivante :

∂FϕEck
∂xp

= 1
nδw

nδw
∑
r=1

sg( (ϕk)r
(ϕk)rmax

sg (ϕk)rs −
(ϕ̂k)r

(ϕ̂k)rmax

sg (ϕ̂k)rs)

⎛
⎝
∂ (ϕk)r
∂xp

1
(ϕik)rmax

sg (ϕk)rs − (ϕk)r
∂ (ϕk)rmax

∂xp
1

(ϕk)2
rmax

sg (ϕk)rs
⎞
⎠
,

⇔ ∂FϕEck
∂xp

= 1
nδw

nδw
∑
r=1

sg( (ϕk)r
(ϕk)rmax

sg (ϕk)rs −
(ϕ̂k)r

(ϕ̂k)rmax

sg (ϕ̂k)rs)

(∂ (ϕk)r
∂xp

− (ϕk)r
(ϕk)rmax

∂ (ϕk)rmax

∂xp
) sg (ϕk)rs

(ϕik)rmax

.

(4.27)
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Figure 4.2 – Modèle éléments finis utilisé pour l’étude de sensibilité, Ne = 168.

où rmax est l’indice de la composante maximale d’une ke forme propre.

4.3.5 Sensibilité des normes d’erreur modales

L’étude de la sensibilité des normes d’erreur modales par rapport aux paramètres d’optimisation
xp, p = 1, . . . , n, permet d’évaluer la pertinence de l’identification. Si la valeur de la sensibilité d’une
norme d’erreur modale, par rapport à un paramètre, est faible vis-a-vis des sensibilités des autres
normes d’erreurs modales, cela signifie que ce paramètre sera difficile à identifier.

Une analyse de sensibilité a été réalisée sur le modèle éléments finis de rotor feuilleté présenté
Fig. 4.2, en envisageant une distribution de propriétés constitutives E, G et υ de l’empilement de
tôles magnétiques, composée de h = 5 sous-domaines : Ω1, . . . ,Ω5. L’analyse concerne donc quinze
paramètres d’optimisation, i.e. n = 3h. Il est rappelé que les propriétés constitutives considérées
sont toutes indépendantes les une des autres afin de rendre compte du caractère orthotrope de
l’empilement.

Les sensibilités des différentes normes d’erreur modales sont calculées successivement en fixant
une tolérance de variation relative de paramètres à 1%. Les variations relatives xrp sont définies par
rapport à une configuration de référence arbitraire telle que :

xrp =
xp

x0,p
, p = 1, . . . , n, (4.28)

avec : ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x0,(3i−2) = 2.1 ⋅ 1011 (N ⋅m−2)
x0,(3i−1) = E0

2 (1 + υ0)
(N ⋅m−2)

x0,(3i) = 1
3

, ∀i ∈N, ∀i ∈ [1, h] ,

En considérant les huit premiers modes de flexion, i.e. m = 8, la sensibilité relative des ke

composantes de chaque norme d’erreur modale est alors calculée par rapport à chaque paramètre
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4.3. Une fonctionnelle multi-objectifs

(a) Évolution des ∆Fω
k

∆xr
p
, k = 1, . . . ,m. (b) Évolution des

∆F
ϕD
k

∆xr
p
, k = 1, . . . ,m.

(c) Évolution des
∆F

ϕED
k

∆xr
p

, k = 1, . . . ,m. (d) Évolution des
∆F

ϕEc
k

∆xr
p
, k = 1, . . . ,m.

Figure 4.3 – Évolution des sensibilités des composantes des normes d’erreur modales basées sur
les m = 8 premiers modes et une perturbation relative de 1% des paramètres d’optimisation relatifs
xrp, p = 1, . . . , n, n = 15.

xrp en utilisant la relation suivante :

∂F
(⋅)

k

∂xrp
≅

∆F (⋅)

k

∆xrp
=
F

(⋅)

k (xp) − F (⋅)

k (x0p)
xrp − 1

, p = 1, . . . , n, k = 1, . . . ,m, (4.29)

où ( )(⋅) représente successivement les exposants ω, ϕD, ϕED, ϕEc.

La Fig. 4.3 représente les sensibilités des quatre normes d’erreur modales par rapport aux pa-
ramètres d’optimisation relatifs xrp. On constate que les sensibilités des composantes de toutes les
normes d’erreurs modales, par rapport au coefficient de Poisson, sont d’ordre très inférieur à celles
calculées par rapport au module d’Y oung ou de C oulomb, ce qui implique que ces derniers para-
mètres sont prédominants dans le comportement du rotor feuilleté. La distribution concernant le
coefficient de Poisson sera probablement difficile à estimer.

On distingue également clairement que la sensibilité des normes d’erreur modales vis-à-vis du
modules de C oulomb de chaque sous-domaine augmente très distinctement avec l’indice du mode,
i.e. lorsque la longueur d’onde des formes propres de flexion diminue.

4.3.6 Robustesse des normes d’erreur modales

Une étude paramétrique a été réalisée sur le même modèle éléments finis, Fig. 4.2, en faisant
varier les valeurs relatives des paramètres d’optimisation xrp, p = 1, . . . ,3h de chaque sous-domaine
sur une plage de l’ordre de ±30% des valeurs de référence, Eq. (4.29). La Fig. 4.4 présente l’évolution
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Figure 4.4 – Évolution des normes d’erreur modales (somme sur huit modes) pour des variations
de paramètres de ±30% autour d’une valeur de référence. E1 : ◻, G1 : ◇, υ1 : △, E2 : ▽, G2 : ▷,υ2 :
◁, E3 : ☆, G3 : +, υ3 : Z, E4 : ⋅, G4 : 5, υ4 : C, E5 : ◻, G5 : ◇, υ5 : △.

des sommes des composantes de chaque norme d’erreur modale sur une plage de ±30% des valeurs
relatives des paramètres d’optimisation xrp, et en considérant les huit premiers modes.

Celles-ci ne possèdent qu’un seul et unique minimum local sur l’intervalle ±30% des valeurs xrp,
ce qui assure la robustesse de la procédure d’optimisation indépendamment de l’estimation initiale
des paramètres à identifier. Aussi, celles-ci convergent toutes vers zéro au voisinage des paramètres
de référence xrp assurant ainsi une bonne précision de la méthode d’identification car l’erreur ré-
siduelle d’identification proviendra uniquement des incertitudes expérimentales. Comme constaté
précédemment, les variations relatives du coefficient de Poisson n’engendrent guère de variations
des composantes des normes d’erreur modales, Fig. 4.4.

Cependant, on constate que la norme d’erreur modale FϕEDk ne s’annule pas pour les valeurs de
référence des paramètres, ce qui est imputable au critère de corrélation mac n’assure pas théorique-
ment la vérification des propriétés d’orthogonalités des formes propres. En effet, les formes propres
sont orthogonales entre elles dans la norme des matrices de raideur ou de masse, Eq. (2.113a) et
Eq. (2.113b). Ainsi, l’utilisation du critère mac impliquera toujours des termes extra-diagonaux non
nuls. Ce constat est également émis par [66] qui propose de modifier l’expression de cette norme
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Figure 4.5 – Nouvelle norme d’erreur modale basée sur les termes extra-diagonaux de la matrice
mac. E1 : ◻, G1 : ◇, υ1 : △, E2 : ▽, G2 : ▷,υ2 : ◁, E3 : ☆, G3 : +, υ3 : Z, E4 : ⋅, G4 : 5, υ4 : C,
E5 : ◻, G5 : ◇, υ5 : △.

d’erreur modale comme suit :

FϕEDk (xi) =
m

∑
q=1
q≠k

∣mac (ϕiq, ϕ̂k) −mac (ϕ̂q, ϕ̂k)∣, (4.30)

de telle sorte que sa dérivée partielle s’exprime de la manière suivante :

∂FϕEDk

∂xp
=

m

∑
q=1
q≠k

sg (mac (ϕq, ϕ̂k) −mac (ϕ̂q, ϕ̂k))
∂mac
∂xp

(ϕq, ϕ̂k) . (4.31)

où ∂mac
∂xp

est défini dans l’Eq. (4.24).

Ainsi, en traçant l’évolution de cette nouvelle norme d’erreur modale, pour des variations re-
latives de paramètres de l’ordre de ±30% autour d’une valeur de référence, en constate que cette
norme est désormais robuste comme l’illustre la Fig. 4.5, et qu’elle possède un seul minimum qui
annule sa valeur.

Les normes d’erreur modales ont des ordres de grandeurs différents, e.g. Fω ∼ 10−2 FϕD ∼ 10−3

FϕED ∼ 100 FϕEc ∼ 101. Il est possible d’appliquer à chacune d’elles des coefficients de pondération,
Eq. (4.16), afin de contrôler leurs ordres de grandeur dans le vecteur F .
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Figure 4.6 – Évolution des coefficients de pondération αω (5), αϕD (◯), αϕED (△) et αϕEc (▽)
des normes d’erreur modales Fω, FϕD , FϕED , FϕEc en fonction du nombre de sous-domaines.

4.3.7 Coefficients de pondération

Les coefficients de pondération αω, αϕD , αϕED et αϕEc peuvent être estimés en réalisant une
analyse paramétrique, comme celle présentée précédemment, sur un nombre important de modèles
différents, en considérant un nombre de sous-domaines variable. Ainsi, en établissant les moyennes
des valeurs maximales de chaque norme d’erreur modale Fω, FϕD , FϕED et FϕEc calculée pour
toutes les configurations, des coefficients de pondération moyens peuvent être estimés pour des
distributions de propriétés constitutives réparties sur h sous-domaines tel que h = [1,20]. Ils sont
normés par rapport à celle basée sur les pulsations propres et sont représentés sur la Fig. 4.6.

En revanche, le simple fait de supposer la connaissance de ces coefficients de pondération ne
s’inscrit pas dans une démarche générale. En effet, ces derniers s’avèrent inutiles s’il s’agit identi-
fier des paramètres de nature différente des propriétés constitutives, ou bien des paramètres d’une
structure de géométrie totalement différente de celles des spécimens qui ont servi à calculer ces
coefficients de pondération.

Il est proposé de définir chaque coefficient de pondération α(⋅), Eq. (4.16), associé à chaque
norme d’erreur modale F (⋅) comme l’inverse de la valeur moyenne des composantes de la norme
d’erreur modale à laquelle il est associé :

α(⋅) = m
m

∑
k=1

F
(⋅)

k (x0)
, (4.32)

cette dernière étant estimée au point de départ de l’algorithme d’optimisation, i.e. i = 0.
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Figure 4.7 – Modèle éléments finis de rotor feuilleté avec nδ = 286 et 62 points de mesure (●).

4.3.8 Stratégie d’optimisation

Les propriétés constitutives de l’empilement sont définies comme une distribution de matériau,
e.g. x ∈ Rn le long de l’empilement divisé en h sous-domaines tel que {x}p=1,...,n , n = 2h, h ∈ N.
L’union des éléments finis Ke représentant l’empilement est défini par :

Ωu =
ef

⋃
e=ei

Ke, Ωu ⊂ Ω (4.33)

où Ω représente l’ensemble de tous les éléments finis du modèle, Eq. (A.105), et ei, ef représentent
respectivement les bornes inférieure et supérieure du domaine contenant les éléments finis contigus
relatifs aux variables d’optimisation, Fig. 4.7. Ainsi, les matrices élémentaires eKf , eMw et eMθ

(Eq. (B.4), Eq. (B.33) et Eq. (B.34)) relatives à l’élément Ke, e = ei, . . . , ef dépendent des n variables
d’optimisation xp. Les paramètres d’optimisation relatifs au pe sous-domaine sont alors définis par :

(x2p−1, x2p) = (Ep,Gp)t , (4.34)

où Ep et Gp représentent respectivement les modules d’Y oung et de C oulomb du pe sous-domaine,
et modélisés indépendamment pour considérer l’orthotropie de l’empilement, comme décrit dans
[15]. Le choix d’une distribution de propriétés constitutives, présentée dans la Section 4.2, permet
d’identifier des répartitions de rigidité de flexion en n’ayant, a priori, formulé aucune hypothèse
restrictive relative au comportement mécanique de l’empilement de tôles.

La stratégie d’optimisation consiste à minimiser la fonctionnelle multi-objectifs f de type moindres
carrés, Eq. (4.15), en résolvant le problème suivant :

T rouver x∗ tel que min
x∗∈Rn

f (x) ,

avec f (x) = 1
2 ∥F (x)∥2 = 1

2

q

∑
k=1

F 2
k (xi), avec q = 4m,

(4.35)

où F ∈R4m est défini dans l’Eq. (4.16), ∥ ⋅ ∥ représente la norme euclidienne du vecteur d’erreur F
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Figure 4.8 – Évolution de la fonctionnelle d’erreur globale f en fonction du nombre de sous-
domaines h pour les hypothèses d’anisotropie (−) et d’isotropie (−) de l’empilement.

et m le nombre d’éléments propres considérés dans le processus d’optimisation. La fonctionnelle f
sera alors minimisée avec l’algorithme L evenberg-M arquardt, Alg. 7 présenté dans l’Annexe C.1.3,
par rapport au vecteur des n paramètres d’optimisation xp.

4.3.9 Application industrielle : identification de distributions de propriétés

Cette section présente une application directe la méthode d’identification, présentée dans la Sec-
tion 4.3.2, sur un prototype de rotor mgv feuilleté. Un modèle éléments finis est proposé à partir
d’éléments de poutres de T imoshenko dans le plan. Il est à noter que l’assemblage de la masse
magnétique est modélisé en considérant le modèle M2′ de l’Annexe B.3.4.

Une analyse modale de type réponse forcée a été réalisée sur le prototype de rotor mgv, Fig. 3.1,
présenté en Section 3.2. Ses caractéristiques géométriques sont définies dans le Tab. 3.1. Le modèle
présenté sur la Fig. 4.7 est composé du domaine Ω tel que Ne = 144, Eq. (A.105), et que le nombre
de degrés de liberté nδ soit égal à 286. Le domaine Ωu contenant l’empilement de tôles magnétiques
est définie par ei = 55 et ef = 99, Eq. (4.33).

Une procédure d’identification a été réalisée en considérant les quatre premiers modes de la
structure, i.e. m = 4, et en divisant le domaine Ωu, Eq. (4.33), en h sous-domaines tel que :

h = [1, . . . ,18] , (4.36)

et en fixant le coefficient de Poisson tel que, [19] :

υp = 0.28, ∀p ∈ [1, h] . (4.37)
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4.3. Une fonctionnelle multi-objectifs

(a) Formes propres ϕ1 @ 847 Hz et ϕ̂1 @ 856 Hz. (b) Formes propres ϕ2 @ 1263 Hz et ϕ̂2 @ 1230 Hz.

(c) Formes propres ϕ3 @ 1705 Hz et ϕ̂3 @ 1713 Hz. (d) Formes propres ϕ4 @ 2315 Hz et ϕ̂4 @ 2330 Hz.

Figure 4.9 – Quatre premières formes propres mesurées ϕ̂ (−) et calculées ϕ̃ (−−) en considérant
h = 7 sous-domaines.

Le problème d’optimisation contient alors 2h inconnues. Les valeurs initiales des paramètres
d’optimisation x0, Alg. 7 (Annexe C.1.3) ont alors été fixées comme suit :

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x0

2p−1 = 0.5 ⋅ 1011, x0
2p =

x0
2p−1

2 (1 + υp)

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
(N ⋅m−2) , p = 1, . . . , h. (4.38)

Afin d’imposer des variables d’optimisation strictement positives, les bornes inférieures et supé-
rieures des intervalles contenant les variables d’optimisation relatives x̄ (ou normées) ont été définies
telles que :

x̄2p−1 ∈ [α1, β1] , x̄2p ∈ [α2, β2] , p = 1, . . . , h,

où :
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α1 = ε
x0

2p−1

, β1 = 2.3 ⋅ 1011

x0
2p−1

α2 = ε
x0

2p

, β2 = β1

2x0
2p (1 + υp)

, ε ∈R+∗, ε≪ 1, p = 1, . . . , h, (4.39)

Remarque 12: Si l’on note hx∗ ∈R2h le vecteur des paramètres optimaux obtenus en considérant
h sous-domaines, alors les valeurs initiales des paramètres d’optimisation h+1x0 ∈R2(h+1), relatifs à
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Figure 4.10 – Distribution du module d’Y oung normalisé le long de l’empilement de tôles en
fonction du nombre de sous-domaines h = [1, . . . ,18].

la procédure d’identification postérieure considérant h+1 sous-domaines, seront définies telles que :

P ∶R2h ↦R2(h+1), avec P ∶ hx∗k ↦ h+1x0
k, k ∈N, k = 2p − 1 ou 2p, p = 1, . . . , h, (4.40)

où P est une interpolation des hx∗ aux abscisses centraux des h + 1 sous-domaines.

::::

La Fig. 4.8 présente l’évolution de la fonctionnelle d’erreur globale f , Eq. (4.15), à la conver-
gence, en fonction du nombre de sous-domaines h. La fonctionnelle d’erreur globale décroît en
fonction du nombre de sous-domaines et tend à se stabiliser lorsque h > 7.

La même procédure d’identification a été réalisée en considérant un unique sous-domaine, i.e.
h = 1 et l’empilement de tôles magnétiques comme un matériau isotrope, i.e. les modules d’Y oung
et de C oulomb ne sont plus indépendants. La valeur de la fonctionnelle d’erreur globale f , à la
convergence de l’algorithme d’optimisation est d’environ ∼ 16.9, Fig. 4.8. Par ailleurs, si l’on se ré-
fère aux résultats de la première procédure d’identification et si l’on considère h = 7 sous-domaines,
la valeur de f (−) sur la Fig. 4.8, est de l’ordre de 2, ce qui environ huit fois plus faible que celle
obtenue en considérant un matériau isotrope.

Par conséquent, la méthode d’identification proposée fournit des résultats plus précis que d’autres
plus classiques qui considéreraient des hypothèses restrictives quant au comportement mécanique de
l’empilement, e.g. matériau isotrope. Les quatre premières fréquences propres mesurées et calculées
et leurs formes propres associées sont indiquées Fig. 4.9.
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Figure 4.11 – Distribution de module de C oulomb normalisé le long de l’empilement de tôles en
fonction du nombre de sous-domaines h = [1, . . . ,18].

Les Fig. 4.10 et Fig. 4.11 illustrent respectivement les distributions optimales de modules
d’Y oung et de C oulomb qui tendent vers une distribution concave lorsque le nombre de sous-
domaines augmente. Il probable que la faible valeur des propriétés constitutives de l’empilement
à ses extrémités, i.e. à l’interface des anneaux de court-circuit, soit due à un effet de cisaillement
relativement important.

4.3.10 Conclusion

La procédure d’identification a été testée sur un rotor feuilleté industriel au design complexe.
Il a été fait état que la distribution des propriétés constitutives de l’empilement de tôles dépend
du nombre de sous-domaines h. Aussi la pertinence des propriétés identifiées requiert d’appliquer
cette méthode à d’autres rotors mgv feuilletés afin d’être en mesure de prévoir, de manière fiable,
le comportement dynamique d’autres rotors mgv en développement (30 MW @ 6 000 rpm).

Par ailleurs, la fonctionnelle proposée nécessite des coefficients de pondération, Eq. (4.32), car les
normes d’erreur modales sont basées sur des objets mathématiques différents, i.e. soit des scalaires
lorsqu’elles concernent les pulsations propres, soit des vecteurs lorsqu’il s’agit des formes propres.
Afin de s’affranchir des coefficients de pondération, et par conséquent de simplifier la mise en
œuvre de la procédure d’identification, la section suivante présente une fonctionnelle dont chaque
composante est issue d’un quotient de Rayleigh hybride. Celui-ci permet, via les matrices de masse et
raideur du modèle, de combiner des objets mathématiques de natures différentes, à la fois pulsation
propre mesurée, formes propres mesurée et calculée. Il en résulte alors un terme adimensionnel ne
nécessitant pas de coefficients de pondération.
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CHAPITRE 4. Identification des propriétés constitutives des éléments d’un rotor feuilleté

4.4 Une fonctionnelle modale condensée selon Guyan

4.4.1 Introduction

Une procédure d’identification, basée sur une fonctionnelle énergétique [68], est couplée à la
condensation de G uyan [69] afin que les formes propres calculées et mesurées soient homogènes
(mêmes dimensions et variables localisées en des nœuds identiques). Ainsi sont obtenus des termes
homogènes, entre chaque mode, issus de la combinaison d’une pulsation et de sa forme propre as-
sociée, et aucun coefficient de pondération n’est utilisé.

Le choix d’effectuer une condensation plutôt qu’une expansion est présidé par la volonté de
ne conserver que les données expérimentales initiales et non leurs approximations synthétisées aux
nœuds sur lesquels on ne dispose pas d’information expérimentale, comme c’est le cas pour les mé-
thodes serep (system equivalent reduction expansion process) ou d’expansion de G uyan [70; 71].

Cette procédure permet d’identifier les propriétés constitutives de l’empilement de tôles en mi-
nimisant l’écart entre les quantités modales calculées à partir d’un modèle éléments finis de poutres
contenant peu de degrés de liberté, et mesurées lors d’une analyse modale non tournante avec condi-
tions aux limites libre-libre. Bien qu’un modèle de poutres soit utilisé, le module de C oulomb est
défini comme étant indépendant du module d’Y oung et du coefficient de Poisson afin de considérer
le caractère orthotrope de l’empilement [15]. Cette recherche constitue une première étape dans la
prévision du comportement dynamique en flexion des rotors à cage d’écureuil en vue d’une modéli-
sation plus complexe considérant une modification des propriétés constitutives de l’empilement lors
de la rotation du moteur à induction.

4.4.2 Compatibilité dimensionnelle et condensation

On rappelle que le rotor feuilleté considéré dans cette section, Fig. 4.13, est modélisé à l’aide
d’éléments finis de poutres de T imoshenko dans le plan {yGz} et que les tirants sont modélisés
en considérant le modèle M2′ , Annexe B.3.4. Supposons que ce modèle dépende de n paramètres
{xp}p=1...n dont l’identification est nécessaire pour assurer une bonne prédictivité du modèle régit
par l’équation :

⎛
⎜⎜
⎝
Mw +Mθ
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

M

⎞
⎟⎟
⎠
δ̈ (t) +Cδ̇ (t) +

⎛
⎜⎜
⎝
Kf +KG
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

K

⎞
⎟⎟
⎠
δ (t) = F (t) , (4.41)

où M, C, K ∈ Mnδ,nδ sont respectivement les matrices de masse, de dissipation visqueuse et de rai-
deur globale du modèle élément fini définies dans les Eq. (B.33), Eq. (B.34), Eq. (B.4) et Eq. (B.47).
F (t) ∈Rnδ représente le vecteur global des forces extérieures.

La recherche de ces paramètres s’effectue en minimisant de manière itérative une fonctionnelle
qui traduit l’écart entre les quantités modales calculées et mesurées.

4.4.2.1 Définition de la fonctionnelle modale condensée

Soient ωk, ω̂k ∈R respectivement les pulsations propres calculées et mesurées et soient ϕk ∈Rnδ
et ϕ̂k ∈ Rnδc leurs formes propres associées où nδc ≤ nδ représente le nombre de points de mesure
expérimentaux compris dans l’ensemble Σu, Σu ⊂ Σ. Les quantités ωk et ϕk sont obtenues en
recherchant la solution harmonique de l’Eq. (4.41) :

(K − λkM)ϕk = 0, avec λk = ω2
k, λk ∈R, k = 1, . . . ,m. (4.42)
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4.4. Une fonctionnelle modale condensée selon G uyan

Le même problème peut être écrit sous une forme plus compacte :

Rk − ω2
k = 0 avec Rk=

ϕtkKϕk

ϕtkMϕk
, (4.43)

avec Rk ∈ R le quotient de Rayleigh, rapport des énergies potentielle et cinétique de la ke forme
propre. Une corrélation parfaite entre grandeurs calculées et mesurées conduit à ω2

k = ω̂2
k et ϕk = ϕ̂k.

Par conséquent, l’Eq. (4.43) peut être écrite sous une forme adimensionnelle :

1 − 1
ω̂2
k

ϕ̂tkKk

ϕ̂tkMϕk
= 0, (4.44)

Comme une corrélation parfaite ne se rencontre jamais dans les cas réels, nous proposons alors
de quantifier la différence entre les quantités modales calculées et mesurées à l’aide de l’estimateur
E , ce qui amène l’Eq. (4.43) à prendre la forme :

Ek = 1 − 1
ω̂2
k

ϕ̂tkKϕk

ϕ̂tkMϕk
, k = 1, . . . ,m, (4.45)

où Ek désigne la ke composante de l’estimateur d’erreur modale E ∈Rm.

Néanmoins, un problème se pose concernant la dimension des formes propres mesurées ϕ̂k ∈Rnδc
et calculées ϕk ∈ Rnδ , i.e. nδc ≠ nδ. En effet, les formes propres calculées sont composées de deux
types de degrés de liberté : les déflexions latérales w (désignés degrés de liberté principaux) et
les rotations de sections droites θ (désignés ici degrés de liberté secondaires) alors que les formes
propres mesurées ne sont composées uniquement des translations latérales. Ainsi, l’utilisation d’une
méthode de réduction, comme la condensation de G uyan, peut alors s’avérer efficace afin de rendre
les dimensions des formes propres mesurées et calculées compatibles, et faire correspondre les degrés
de liberté latéraux w du modèle éléments finis à ceux mesurés.

En partitionnant le vecteur δ (t) ∈ Rnδ de tous les degrés de liberté en nδc degrés de liberté
principaux nδi degrés de liberté secondaires tel que :

δ (t) = ( δi
δc

) , (4.46)

où δc ∈ Rnδc contient les déflexions transversales w et δi ∈ Rnδi les rotations des sections droites θ
[69]. La matrice de raideur K, Eq. (4.42), peut alors être partitionnée de la manière suivante :

K = [ Kii Kic

Kci Kcc
] , (4.47)

et l’Eq. (4.41) devient alors :

[ Kii Kic

Kci Kcc
]( δi

δc
) = ( Fi

Fc
)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Forces

Inertielles

(4.48)

où Fi ∈ Rnδi et Fc ∈ Rnδc représentent respectivement les vecteurs des forces d’inertie relatives
aux degrés de liberté secondaires et principaux. Dans [69], G uyan propose de ne considérer que les
forces inertielles prépondérantes, i.e. négliger les forces inertielles des degrés de liberté secondaires
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CHAPITRE 4. Identification des propriétés constitutives des éléments d’un rotor feuilleté

telle que :
Fi = 0,

⇔ Kiiδi +Kicδc = 0,

⇔ δi = −K−1
ii Kicδc.

(4.49)

En introduisant l’Eq. (4.46) dans l’Eq. (4.46), le vecteur des degrés de liberté peut alors s’écrire :

δ (t) = ψ̃δc, (4.50)

où ψ̃ ∈ Mnδ,nδc
est la matrice de transformation de G uyan contenant la ϕ̃c ∈ Mnδi ,nδc

:

ψ̃ = [ ϕ̃c

I
] , (4.51a) ϕ̃c = −K−1

ii Kic, (4.51b)

où I ∈ Mnδc ,nδc
est une matrice identité.

Remarque 13:La démarche présentée ci-dessus permettant l’obtention de la matrice de transfor-
mation ψ̃ requiert une réorganisation des degrés de liberté δ (t) du modèle complet comme le définit
l’Eq. (4.46). En revanche, dans le but de réduire le temps nécessaire à l’indexation des degrés de
liberté principaux, une alternative peut être employée tel que présentée en Annexe C.3.

::::

Le problème aux valeurs propres du modèle élément fini condensé s’écrit donc :

(K̃ − λ̃kM̃) ϕ̃k = 0, λ̃k = ω̃2
k, k = 1, . . . , nδc , (4.52)

où λ̃k ∈ R, ϕ̃k ∈ Rnδc sont respectivement les nδc valeurs et vecteurs propres du modèle éléments
finis condensé et M̃, K̃ ∈ Mnδc ,nδc

sont les matrices de masse et raideur condensées définies par :

M̃ = ψ̃tMψ̃, (4.53a) K̃ = ψ̃tKψ̃ (4.53b)

L’estimateur d’erreur modale E est donc issu de la combinaison des formes propres condensées
calculées et des formes et pulsations propres mesurées de manière à définir une fonctionnelle modale
condensée f , telle que :

f = 1
2

m

∑
k=1

E 2
k , (4.54)

avec :

Ek = 1 − R∗
k

ω̂2
k

avec R∗
k =

ϕ̂tkK̃ϕ̃k

ϕ̂tkM̃ϕ̃k
, (4.55)

où R∗
k ∈R est le ke quotient de Rayleigh hybride issu de la condensation de G uyan. Ainsi, chaque

terme Ek combine une pulsation propre mesurée et sa forme propre associée en un terme adimension-
nel. Les formes propres n’ont pas besoin d’être signées et l’utilisation de coefficients de pondération
n’est pas nécessaire car les Ek sont de même ordre de grandeur. L’estimateur d’erreur modale
condensé E est donc principalement basé sur l’écart des formes propres calculées et mesurées afin
de faire tendre les quotients R∗

k vers les valeurs de références exclusivement expérimentales ω̂2
k.

4.4.2.2 Convergence

Il eut été envisageable de définir un estimateur F encore plus hybride en utilisant les pulsa-
tions propres calculées ω̃k, définies telles que λ̃k = ω̃2

k, afin que ces dernières participassent dans le
processus d’identification. Il viendrait alors :
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Figure 4.12 – Évolution des fonctionnelles modales condensées f (E ) (+) et f (F ) (5) en fonc-
tion du carré de la perturbation ε. Leurs interpolations linéaires respectives ont pour équation :
ln(f (E )) = 1.0003ln(ε2) − 50.2044 (−) et ln(f (F )) = 1.0001ln(ε2) − 51.5923 (−−).

Fk = 1 − R∗
k

ω̂kω̃k
, k = 1, . . . ,m. (4.56)

En revanche, si l’on se place au voisinage x̂ de l’optimum x∗ :

x̂ = (1 + ε)x∗, ε ∈R+∗, ε≪ 1 tel que f (x∗) = 0, (4.57)

où ε est une perturbation définie tel qu’au voisinage x̂ de l’optimum x∗ [36], on ait :

ϕ̃k (x̂) = ϕ̂k + εY , Y ∈Rnδc , ∥Y ∥2

∥ϕ̂k∥2

≤ 1, k = 1, . . . ,m, (4.58)

et :

R∗
k (x̂) = ω̃2

k (x̂) , k = 1, . . . ,m, (4.59a) ω̃k (x̂) = ω̂k (1 + ε) , k = 1, . . . ,m, (4.59b)

où Y est un vecteur arbitraire et ∥ ⋅ ∥2 symbolise la norme E uclidienne, il est possible d’établir
les premiers éléments de réflexion relatifs au comportement de la fonctionnelle f en considérant
les estimateurs E et F . En substituant les Eq. (4.59) aux Eq. (4.55) et Eq. (4.56) ainsi qu’à leurs
dérivées premières et secondes, on obtient au voisinage de x∗ :

f (E )∣x̂ = 2mε2 + o (ε3) , (4.60a) f (F )∣x̂ =
1
2
mε2, (4.60b)
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Figure 4.13 – Modèle éléments finis contenant nδc = 68 points de mesure (●), nδ = 352.

∂f (E )
∂xp

∣
x̂

= 4
m

x∗p
ε + o (ε2) , (4.61a)

∂f (F )
∂xp

∣
x̂

= m

x∗p
ε, (4.61b)

∂2f (E )
∂xp∂xq

∣
x̂

= 4
m

x∗px
∗
q

+ o (ε) , (4.62a)
∂2f (F )
∂xp∂xq

∣
x̂

= m

x∗px
∗
q

. (4.62b)

La Fig. 4.12 présente l’évolution des fonctionnelles f (E ) et f (F ), pour des valeurs de ε2

comprises entre 10−6 et 10−2 et en considérant un vecteur arbitraire Y . Elles ont été calculées
autour d’une valeur de référence xp arbitraire à l’aide du modèle éléments-finis présenté Fig. 4.13
en considérant les six premiers modes, i.e. m = 6. Leurs interpolations linéaires, tracées sur une
échelle logarithmique, ont pour équation :

ln (f (E )) = 1.0003ln (ε2) − 50.2044, (4.63)

ln (f (F )) = 1.0001ln (ε2) − 51.5923. (4.64)

Leurs coefficients directeurs, approchant tous deux l’unité, corroborent la dépendance en ε2 des
Eq. (4.60). L’expression des rapports entre les valeurs, pentes et courbures des fonctionnelles f (E )
et f (F ) démontre qu’au voisinage x̂ de l’optimum x∗ :

∃r ∈R tel que r ≥ f (E )
f (F )∣x̂

≥

∂f (E )
∂xp

∂f (F )
∂xp

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRx̂

≥
∂2f (E )
∂xp∂xq

∂2f (F )
∂xp∂xq

RRRRRRRRRRRRRRRRRRx̂

≥ 4. (4.65)

Ainsi, bien que ces fonctionnelles présentent un ordre de convergence similaire en ε2 au voisinage
de x∗, il apparaît clairement que la fonctionnelle définie par l’Eq. (4.54) est plus sensible et plus
convexe si l’on préfère l’estimateur E , Eq. (4.55), à l’estimateur F , Eq. (4.56). Par conséquent, à
seuil de convergence fixé, i.e. critère d’arrêt sur la fonctionnelle ou son gradient, la fonctionnelle
f (E ) convergera plus rapidement dans un voisinage plus proche de l’optimum x∗ que la fonctionnelle
f (F ). Le rapport des ordonnées à l’origine des interpolations linéaires des fonctionnelles f (E ) et
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4.4. Une fonctionnelle modale condensée selon G uyan

f (F ), tracées sur la Fig. 4.12, démontre numériquement qu’il existe un réel r, Eq. (4.65), tel que :

r ≥ e
−50.2044

e−51.5923
≥ e1.3879 ≥ 4.0064. (4.66)

4.4.2.3 Sensibilité, robustesse et précision

Le choix des variables d’optimisation s’appuie sur une étude de sensibilité du modèle éléments-
finis, Fig. 4.13, réalisée sur un unique sous-domaine Ωu, et en calculant successivement les valeurs
de la fonctionnelle f sur des intervalles de variations relatives xrp des propriétés constitutives de
l’empilement définies par la théorie de T imoshenko avec xr1 (E), xr2 (G) et xr3 (υ) :

xrp =
xp

x0p
, p = 1, . . . ,3, (4.67)

où la configuration arbitraire de référence x0p = {E = 8 ⋅ 1010 N ⋅m−2,G = 3 ⋅ 1010 N ⋅m−2, υ = 1
3
}.

La Fig. 4.14 présente l’évolution des composantes 1
2E 2

k de la fonctionnelle globale f sur une
plage de ±50% des valeurs relatives des paramètres d’optimisation xrp, en considérant les six pre-
miers modes, i.e. k = 1, . . . ,6. Les composantes de la fonctionnelle modale f sont convexes et ne
possèdent qu’un seul et unique minimum local dans la plage de ±50% des valeurs xrp ce qui assure la
robustesse de la procédure d’optimisation indépendamment de l’estimation initiale des paramètres
à identifier. Aussi, celles-ci convergent toutes vers zéro au voisinage des paramètres de référence xrp
assurant ainsi une bonne précision de la méthode d’identification car l’erreur résiduelle d’identifica-
tion proviendra uniquement des incertitudes expérimentales.

La valeur des composantes 1
2E 2

k est de l’ordre de 10−1 et 10−2 pour des variations relatives des
modules E et G alors qu’elle n’est que de l’ordre de 10−6 pour une variation relative du coefficient
υ. La sensibilité des 1

2E 2
k au module G (paramètres xr2) augmente très distinctement avec l’indice

du mode, car conjointement la longueur d’onde des formes propres de flexion diminue. La sensibilité
relative d’une composante Ek par rapport à un paramètre est alors calculée pour chaque paramètre
xrp, et pour chaque mode k :

∂Ek
∂xrp

≅ ∆Ek
∆xrp

= Ek (xp) − Ek (x0p)
xrp − 1

, p = 1, . . . , n, k = 1, . . . ,m, (4.68)

Les valeurs des sensibilités sont présentées dans le Tab. 4.1 et sont de l’ordre de 10−1 pour
des variations relatives des modules E et G alors qu’elle ne sont que de l’ordre de 10−3 pour une
variation relative du coefficient υ. Le modèle est donc peu sensible au coefficient de Poisson de
l’empilement de tôles et les modules d’Y oung et de C oulomb sont des paramètres prépondérants,
en précisant aussi que G est indépendant de E et υ en présence d’orthotropie [15]. Les xp sont ainsi
définies par le doublet {E,G}.

4.4.3 Stratégie d’optimisation

Les propriétés constitutives de l’empilement sont définies par le vecteur x ∈Rn tel que :

x = (E,G)t , avec n = 2, (4.69)
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Figure 4.14 – Évolution des composantes 1
2E 2

k de la fonctionnelle modale condensée f sur une
plage de ±50% des valeurs relatives des paramètres d’optimisation xrp, p = 1 . . .3 : module d’Y oung
(xr1), module de C oulomb (xr2) et coefficient de Poisson (xr3).

Les éléments finis représentant l’empilement de tôles sont contenus dans le domaine Ωu, Eq. (4.33).
et la stratégie d’optimisation consiste à minimiser la fonctionnelle f , Eq. (4.54) tel que :

T rouver x∗

tel que min
x∗∈Rn

f (x) ,

avec f (x) = 1
2 ∥E (x)∥2 ,

(4.70)

avec l’algorithme de L evenberg-M arquardt, Alg. 7 défini dans l’Annexe C.1.3.

k p = 1 p = 2 p = 3
1 6.69 ⋅ 10−1 2.97 ⋅ 10−2 9.15 ⋅ 10−4

2 3.61 ⋅ 10−1 8.47 ⋅ 10−2 2.61 ⋅ 10−3

3 2.32 ⋅ 10−1 1.89 ⋅ 10−1 5.83 ⋅ 10−3

4 2.74 ⋅ 10−1 2.20 ⋅ 10−1 6.78 ⋅ 10−3

5 2.57 ⋅ 10−1 2.08 ⋅ 10−1 6.41 ⋅ 10−3

6 1.57 ⋅ 10−1 2.60 ⋅ 10−1 7.99 ⋅ 10−3

Tableau 4.1 – Sensibilité des composantes Ek en fonction des valeurs relatives xrp égales à 1% des
modules d’Y oung, de C oulomb et du coefficient de Poisson.
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4.4. Une fonctionnelle modale condensée selon G uyan

4.4.4 Dérivation de la matrice de transformation de Guyan

La minimisation de la fonctionnelle f , Eq. (4.96), requiert la connaissance de la matrice J aco-
bienne J , Eq. (C.41), et donc les dérivées partielles des éléments propres par rapport à un paramètre
d’optimisation xp, Eq. (C.64) et Eq. (C.84). L’expression des dérivées des matrices de masse et
raideur condensées s’obtient grâce à la dérivée de la matrice ψ̃, Eq. (4.53a), telle que :

∂ψ̃

∂xp
= [∂ϕ̃

c

∂xp
,0]

t

, (4.71)

où ∂ϕ̃c

∂xp
est la dérivée de l’Eq. (4.53b). L’Eq. (4.49) permet d’écrire l’égalité :

Kiiϕ̃
c = −Kic, (4.72)

En dérivant l’Eq. (4.72) par rapport à un paramètre d’optimisation xp, il vient alors :

Kii
∂ϕ̃c

∂xp
+ ∂Kii

∂xp
ϕ̃c = −∂Kic

∂xp
⇔ ∂ϕ̃c

∂xp
= −K−1

ii ⋅ (∂Kic

∂xp
+ ∂Kii

∂xp
ϕc) . (4.73)

Les dérivées des matrices de raideur et de masse condensées s’écrivent alors respectivement :

∂K̃

∂xp
= ψ̃t ∂K

∂xp
ψ̃ + 2ψ̃tK

∂ψ̃

∂xp
, (4.74a)

∂M̃

∂xp
= ψ̃t∂M

∂xp
ψ̃ + 2ψ̃tM

∂ψ̃

∂xp
, (4.74b)

où chaque terme dépend explicitement des composantes des matrices de raideur et de masse élé-
mentaires définies dans les Eq. (B.4), Eq. (A.138) et Eq. (A.142). Finalement, les composantes Jkp
de la matrice J acobienne, Eq. (C.41), s’écrivent donc :

Jkp =
∂Ek
∂xp

, avec k = 1, . . . ,m et p = 1, . . . , n, (4.75)

où :

∂Ek
∂xp

= −1
ϕ̂tkM̃ϕ̃k

⎡⎢⎢⎢⎣
(ϕ̂tk

∂K̃

∂xp
ϕ̃k + ϕ̂tkK̃

∂ϕ̃k
∂xp

) − ϕ̂tkK̃ϕ̃k

ϕ̂tkM̃ϕ̃k
(ϕ̂tk

∂M̃

∂xp
ϕ̃k + ϕ̂tkM̃

∂ϕ̃k
∂xp

)
⎤⎥⎥⎥⎦

1
ω̂2
k

. (4.76)

4.4.5 Application industrielle : identification de propriétés homogénéisées

Une analyse modale de type réponse impulsionnelle a été réalisée sur un rotor mgv suspendu,
Fig. 4.15, comme présenté en Section 3.3. Ses caractéristiques géométriques sont définies dans le
Tab. 4.2. Une génératrice axiale a été discrétisée en 68 points de mesure, Fig. 4.13, et a permis
d’obtenir les modules et parties imaginaires des fonctions de transfert, Fig. 4.16.

Masse, mr 998 kg
Longueur, Lr 2.03 m
Longueur, Le 1.00 m
Centre de masse, zG 1.059 m
Raideur transversale, ke 9.45 ⋅ 103 N ⋅ m−1

Raideur transversale, kl 1.93 ⋅ 103 N ⋅ m−1

Tableau 4.2 – Caractéristiques géométriques et inertielles du rotor suspendu.
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Anneau Oscillant

0,5 m

Anneaux de 
Court-Circuit

Masse 
Magnétique

Élingue Souple

Accéléromètre

Figure 4.15 – Dispositif expérimental employé lors de l’analyse modale.

Le modèle présenté sur la Fig. 4.13 est composé du domaine Ω tel que Ne = 175, Eq. (4.1), et
nδ = 352 degrés de liberté condensés sur les nδc = 68 points de mesure. Le domaine Ωu contenant
l’empilement de tôles magnétiques est définie par ei = 67 et ef = 116, Eq. (4.33).

La procédure d’identification a été réalisée en faisant varier le nombre m de modes (pulsations
et formes propres associées) dans l’algorithme d’optimisation tel que m = 2, . . . ,6. Un minimum
de deux modes a été retenu pour assurer l’unicité du problème d’optimisation. Le coefficient de
Poisson υ a été fixé à 0.28, comme dans [19]. Les valeurs initiales des paramètres d’optimisation
x0 ont été fixées arbitrairement comme suit :

{x0
1 = 0.6 ⋅ 1011, x0

2 = 0.3 ⋅ 1011} (N ⋅m−2) . (4.77)

Dans [3; 15; 19; 16; 17; 20], les auteurs estiment et considèrent de faibles valeurs des modules
d’Y oung (x1) et de C oulomb (x2) pour l’empilement de tôles qui sont relativement inférieures à
celles de l’acier. Afin de satisfaire cette condition et d’imposer, de surcroît, des variables d’optimisa-
tion strictement positives, les bornes inférieures et supérieures des intervalles contenant les variables
d’optimisation relatives x̄ ont alors été définies telles que :

x̄1 =
x1

x0
1

∈ [α1, β1] , x̄2 =
x2

x0
2

∈ [α2, β2] ,
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Figure 4.16 – Module des 68 fonctions de transfert mesurées aux 68 points de la génératrice axiale.

où :
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

x0
1α1 = ε, x0

1β1 = 2.3 ⋅ 1011

x0
2α2 = ε, x0

2β2 = x0
1β1

2(1+υ)

, ε ∈R+∗, ε≪ 1. (4.78)

La Fig. 4.17 présente l’évolution de la fonctionnelle f , pour m = 6 modes, au cours du processus
d’optimisation qui a convergé en i = 13 itérations vers l’optimum (x∗1 , x∗2), comme l’indique la valeur
de la norme du gradient qui est de l’ordre de 10−9. L’évolution temporelle des variables d’optimisa-
tion, au cours du processus de minimisation, est présentée sur la Fig. 4.18. Le temps de convergence,
inférieur à 8 s, témoigne de la rapidité de l’algorithme de L evenberg-M arquardt intrinsèquement
liée à l’évolution du paramètre d’amortissement µ qui présente une décroissance monotone lors du
processus de minimisation et qui atteint une valeur égale à 10−8. Ce comportement signifie que la
fonctionnelle f est très proche d’une forme quadratique de x pour x ∈ [x0, x∗].

La Fig. 4.19 présente l’évolution des itérés successifs au cours du processus de minimisation
(m = 6) pour différentes valeurs initiales de paramètres x0. La plage de variation de x0 a été fixée
à ±70% des valeurs optimales {x∗1 , x∗2}. L’évolution des itérés vers un unique optimum démontre
numériquement l’unicité de la solution de l’Eq. (4.96) et la robustesse de l’aglorithme d’optimisation.

La Fig. 4.20 présente la valeur de la fonctionnelle globale moyenne en fonction du nombre m
de modes à la convergence de l’algorithme. Cette grandeur est définie par le rapport entre la fonc-
tionnelle quadratique f , Eq. (4.96), et m2 de manière à obtenir une quantité qui caractérise l’écart
moyen entre les quantités modales calculées et mesurées pour chaque mode. Celle-ci décroît avec
le nombre m de modes considérés ce qui signifie que le modèle éléments finis proposé est repré-
sentatif de la dynamique globale du rotor étudié. Le nombre de modes considérés a également une
influence sur les valeurs des propriétés constitutives identifiées de l’empilement de tôles comme le
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Figure 4.17 – Évolution de la norme de la différence des itérés successifs (△), fonctionnelle (+),
norme de gradient (Z) et paramètre d’amortissement (◯) au cours des itérations.
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Figure 4.18 – Évolution temporelle (s) des valeurs relatives des modules d’Y oung (+) et de
C oulomb (5) lors de la minimisation.
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Figure 4.19 – Évolution des itérés successifs relatifs (+) au cours du processus de minimisation
pour différentes valeurs initiales de paramètres x0 (▲). La plage de variation des valeurs initiales
x0 est de ±70% des valeurs optimales de E et G {x∗1 , x∗2} (●).
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Figure 4.20 – Évolution de la fonctionnelle globale moyenne en fonction du nombre de modes.
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Figure 4.21 – Évolution des modules de Y oung E (x1) (◯, ◯ si isotrope) et de C oulomb G (x2)(△,
△ si isotrope) en fonction du nombre de modes considérés dans le processus d’identification.

montre la Fig. 4.21. Cependant, pour ce rotor, les paramètres identifiés tendent vers des valeurs
asymptotiques à partir de cinq modes. Par conséquent, un nombre minimum de modes, représentatif
de la dynamique de la structure étudiée, est nécessaire pour identifier des propriétés constitutives
pertinentes. La même procédure d’identification a été réalisée en considérant l’empilement de tôles
comme un matériau isotrope, le module de C oulomb étant donc une fonction linéaire du module
d’Y oung. La fonctionnelle énergétique globale moyenne est environ 4.1% à 75% (pour m = 3, . . . ,6)
supérieure à la valeur de la fonctionnelle énergétique globale moyenne obtenue à la convergence de
l’algorithme d’optimisation.

Aussi, la Fig. 4.21 montre que la valeur asymptotique du module de C oulomb de l’empilement
de tôles du modèle proposé est inférieure à celle obtenue avec l’hypothèse d’isotropie. Ainsi, la
procédure d’identification présentée est plus précise que des méthodes classiques considérant des
hypothèses restrictives, telle que l’isotropie, sur le comportement mécanique de l’empilement de
tôles.

Indice ω̂
2π (Hz) ω̃

2π (Hz) Erreur (%) ξ (%)
1ere 435.55 418.86 −3.83 6.0 ⋅ 10−3

2e 735.16 796.78 8.38 9.2 ⋅ 10−3

3e 1159.4 1188.6 2.52 1.6 ⋅ 10−2

4e 1802.0 1781.8 −1.12 1.0 ⋅ 10−2

5e 2425.8 2335.5 −3.72 1.9 ⋅ 10−2

6e 2918.4 2889.1 −1.00 1.8 ⋅ 10−2

Tableau 4.3 – Valeurs des six premières fréquences propres de flexion calculées et mesurées et des
six premiers pourcentages d’amortissements critiques mesurés ξ.
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4.4. Une fonctionnelle modale condensée selon G uyan

Figure 4.22 – Six premières formes propres calculées (−− (rotor), −− (tirant)) ϕ̃ et mesurées ϕ̂ (−).
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Figure 4.23 – Module et phase de la fonction de transfert mesurée (−) avec une excitation au nœud
N○19 et une réponse au nœud N○1 et de sa synthèse (−−).
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Figure 4.24 – Visualisation de la matrice de corrélation nco.

Les fréquences et formes propres calculées ont été obtenues en considérant six modes dans la
procédure d’identification. Le Tab. 4.3 présente les six premières fréquences propres calculées et
mesurées ainsi que les six premiers pourcentages d’amortissement critiques mesurés à partir des
fonctions de transfert de la Fig. 4.16.

La Fig. 4.22 illustre leurs formes propres associées. L’erreur relative entre fréquences propres
calculées et mesurées est comprise entre 1.0% et 8.4% avec une moyenne de 3.6%. Les synthèses
des fonctions de transfert sont obtenues à partir des amortissements modaux et des propriétés
constitutives identifiées pour m = 6 modes, voir une illustration donnée par la Fig. 4.23. La bonne
corrélation entre formes propres calculées et mesurées présentées Fig. 4.22, est quantifiée par la
matrice de corrélation nco (normalized cross orthogonality) :

ncoM (ϕ̂i, ϕ̃j) = ncoM̃i,j
=

∣ϕ̂tiM̃ϕ̃j ∣
2

[ϕ̂tiM̃ϕ̂i] ⋅ [ϕ̃tjM̃ϕ̃j]
, avec i, j = 1, . . . ,m, (4.79)

représentée par la Fig. 4.24. Les termes diagonaux, supérieurs à 0.9, et extra-diagonaux, inférieurs
à 0.1, corroborent une corrélation satisfaisante entre les deux ensembles de formes propres mesurées
ϕ̂ et calculées ϕ̃. Colinéarité et surtout orthogonalité sont alors estimées et vérifiées, ce qui n’est
pas garanti par la matrice de corrélation mac [58].

4.4.6 Conclusion

La procédure d’identification a été réalisée sur une structure industrielle et a permis d’établir
un modèle éléments finis de poutres contenant peu de degrés de liberté ce qui est avantageux pour
prévoir la dynamique de rotors à la conception complexe. Les tirants ont été modélisés indépen-
damment de la masse magnétique à l’aide d’un élément fini unique tout en considérant la charge
axiale appliquée. La combinaison d’une fonctionnelle énergétique avec la condensation de G uyan est
une solution efficace pour identifier les paramètres d’un modèle éléments finis à partir de données a
priori non compatibles, i.e. pulsations et formes propres. Les propriétés constitutives de l’empile-
ment de tôles d’un rotor à cage d’écureuil ont donc été identifiées avec pertinence dans la mesure où
le nombre de modes utilisés est suffisamment représentatif de la dynamique de la structure testée.
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Figure 4.25 – Discrétisation d’un tirant.

  

Figure 4.26 – Maillage éléments finis : rotor (∎), empilement de tôles magnétiques (∎), barres de
court-circuit fe (∎), tirants (∎). Nœuds de rotor (●) et de tirants (●).

4.5 Une fonctionnelle modale condensée selon C raig & Bampton

4.5.1 Introduction

Dans cette section, un modèle élément fini ramifié de rotor à induction est proposé afin de mo-
déliser les tirants indépendamment de l’empilement de tôles magnétiques. Ce dernier est constitué
d’éléments finis de poutre de T imoshenko. Bien que le choix se soit porté sur un modèle élément
fini de poutres, les propriétés constitutives de l’empilement sont définies telles que le module de
C oulomb soit indépendant du module d’Y oung et du coefficient de Poisson afin de considérer sa
nature orthotropique [15].

L’écart entre les quantités modales mesurées et calculées est estimé à l’aide d’un fonctionnelle
énergétique basée sur un quotient de Rayleigh hybride combiné à une méthode de condensation
dynamique de C raig & Bampton [72].

La réduction du modèle éléments finis rend possible la coïncidence entre les formes propres ex-
périmentales et numériques : les degrés de liberté principaux correspondant aux déflexions mesurées
aux points expérimentaux. Par ailleurs, le fait d’appliquer la condensation dynamique de C raig &
Bampton permet d’obtenir un modèle condensé qui conserve tout de même des modes locaux (de
tirants) du modèle éléments finis complet.

4.5.2 Intérêt d’une condensation dynamique pour un modèle ramifié

Le procédé de fabrication de la masse magnétique autorise un jeu tirant-tôles, Fig. B.21. un
modèle éléments finis dans le plan est developpé pour déterminer la déflexion transversale des tirants,
Fig. 4.25. Les tirants sont modélisés par un cylindre creux équivalent discrétisé (voir modèle M1′

présenté Annexe B.3.4) afin de former un modèle ramifié car tirants et masse magnétique constituent
deux poutres indépendantes liées entre elles aux deux nœuds A0 et B0, Fig. 4.26. Un modèle
éléments finis complet et de référence est établi, Fig. 4.27, en affectant des valeurs arbitraires aux
propriétés constitutives de l’empilement telles que :

{E = 0.8 ⋅ 1011 N ⋅m−2, G = 0.7 ⋅ 1011 N ⋅m−2, υ = 0.28} . (4.80)
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Figure 4.27 – Modèle éléments finis ramifié contenant nδc = 87 points de mesure (●), nδ = 692.

Le modèle complet est ensuite condensé à l’aide de la méthode de réduction statique de G uyan
[69] en ne conservant que les degrés de liberté transversaux ; puis, en considérant les mêmes de-
grés de liberté principaux, une condensation dynamique de C raig & Bampton [72] est appliquée
(mδi = 9) afin de mettre en évidence l’erreur d’approximation effectuée selon la méthode de réduc-
tion utilisée. Les neuf premières fréquences propres obtenues avec ces trois méthodes sont données
dans le Tab. 4.4. La Fig. 4.28 rassemble les formes propres des modèles de référence et celles issues
des modèles réduits.

L’approximation engendrée par les deux méthodes de réduction induit une faible erreur relative,
comprise en 10−4% et 10−1%, sur les quatre premières fréquences propres dont la cohérences des
formes propres associées est illustrée Fig. 4.28. En revanche, à partir de la cinquième fréquence
propre, l’erreur issue de la condensation statique de G uyan augmente fortement pour atteindre une
valeur de l’ordre de 2⋅101% alors que celle relative à la condensation dynamique de C raig & Bampton
reste stable autour d’un valeur de 2 ⋅ 10−2%. Cette erreur, issue de la condensation de G uyan, est
due à l’apparition de modes locaux du modèle complet, i.e. les 5e et 9e formes propres illustrent
des modes de tirants, tracés en bleu (–), dont les amplitudes relatives modales sont nettement
supérieures à celles du reste du rotor. Ceci justifie donc l’utilisation d’une condensation dynamique
sur le modèle ramifié.

Indice Référence G uyan Erreur C raig & Bampton Erreur
(Hz) (Hz) (%) (Hz) (%)

1ere 1.854 ⋅ 102 1.855 ⋅ 102 1.8 ⋅ 10−2 1.854 ⋅ 102 1.7 ⋅ 10−4

2e 3.107 ⋅ 102 3.108 ⋅ 102 1.9 ⋅ 10−2 3.107 ⋅ 102 7.2 ⋅ 10−4

3e 5.657 ⋅ 102 5.665 ⋅ 102 1.4 ⋅ 10−1 5.657 ⋅ 102 2.5 ⋅ 10−3

4e 8.030 ⋅ 102 8.039 ⋅ 102 1.1 ⋅ 10−1 8.031 ⋅ 102 1.1 ⋅ 10−2

5e 1.037 ⋅ 103 1.088 ⋅ 103 4.9 ⋅ 100 1.037 ⋅ 103 3.6 ⋅ 10−3

6e 1.096 ⋅ 103 1.498 ⋅ 103 3.7 ⋅ 101 1.096 ⋅ 103 2.5 ⋅ 10−2

7e 1.493 ⋅ 103 1.781 ⋅ 103 1.9 ⋅ 101 1.494 ⋅ 103 3.1 ⋅ 10−2

8e 1.803 ⋅ 103 2.160 ⋅ 103 1.9 ⋅ 101 1.805 ⋅ 103 1.2 ⋅ 10−1

9e 2.037 ⋅ 103 2.612 ⋅ 103 2.8 ⋅ 101 2.038 ⋅ 103 1.7 ⋅ 10−2

Tableau 4.4 – Les neuf premières fréquences propres de flexion des modèles complet (Référence),
et réduits à l’aide des méthode de condensation de G uyan et de C raig & Bampton.
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Figure 4.28 – Neuf premières formes propres de flexion du modèle complet (rotor, (–), tirants (–))
et condensé : G uyan (−−) et C raig & Bampton (−−).

4.5.3 Définition de la fonctionnelle modale condensée

En considérant le cylindre équivalent modélisant les tirants (modèle M1′ , Annexe B.3.4) et le
rotor comme deux sous-structures, la condensation dynamique de C raig & Bampton [72] est une
méthode appropriée pour réduire le modèle éléments finis complet. De plus, ce choix a été présidé
par les raisons évoquées dans la Section 4.5.2.

En définissant les mêmes degrés de liberté principaux δc ∈ Rnδc et secondaires δi ∈ Rnδi du
modèle complet, Eq. (4.46), la matrice de masse globale M (cf. Section 4.4) peut être partitionnée
de la manière suivante :

M = [ Mii Mic

Mci Mcc
] , (4.81)

de telle sorte que l’équation Eq. (4.41) s’écrive :

[ Mii Mic

Mci Mcc
]( δ̈i

δ̈c
) + [ Kii Kic

Kci Kcc
]( δi

δc
) = ( Fi

Fc
) , (4.82)

où Fi ∈ Rnδi et Fc ∈ Rnδc représente désormais respectivement les vecteurs des forces extérieures
relatives aux degrés de liberté secondaires δi et principaux δc.

La condensation dynamique de C raig & Bampton suppose d’exprimer :

– d’une part les degrés de liberté secondaires δi en fonction des degrés de liberté principaux δc
grâce à une relation cinématique, e.g. Eq. (4.49), ce qui aboutit à la matrice ϕ̃c,
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CHAPITRE 4. Identification des propriétés constitutives des éléments d’un rotor feuilleté

– et d’autre part, les degrés de liberté secondaires en fonction en fonction des variables modales
p̃ de la structure bloquée sur ses degrés de liberté principaux, ce qui abouti à la matrice mo-
dale ϕ̃n ∈ Mnδi ,mδi

, qui peut être tronquée pour réduire la taille du système.

On a alors :
Miiδ̈i +Kiiδi = Fi, (4.83)

où mδi est le nombre de modes normaux obtenus en résolvant le problème aux valeurs propres :

(Kii − λ̃nkMii) ϕ̃nk = 0, avec k = 1, . . . ,mδi , (4.84)

avec λ̃nk la ke valeur propre du modèle éléments finis bloqué sur ses degrés de liberté principaux.
Cela permet d’établir le changement de variable supplémentaire suivant :

δi = ϕ̃np̃, (4.85)

où p̃ ∈Rmδi est le vecteur des coordonnées généralisées du modèle éléments finis complet tel que δc =
0. La superposition des changements de variables Eq. (4.49) et Eq. (4.85) permet alors d’exprimer
les degrés de liberté secondaires δi en fonction des principaux δc et des variables modales p̃ :

δi = ϕ̃cδc + ϕ̃np̃. (4.86)

La matrice de transformation de C raig & Bampton ψ̃ ∈ Mnnδ ,nδc+mδi
s’écrit alors :

ψ̃ = [ ϕ̃c ϕ̃n

I 0
] , (4.87)

où I ∈ Mnδc ,nδc
est une matrice identité. Le changement de variable peut alors s’écrire :

δ (t) = ψ̃ ( δc
p̃

) . (4.88)

Le problème aux valeurs propres du modèle élément fini condensé s’écrit finalement :

(K̃ − λ̃kM̃) ϕ̃k = 0, λ̃k = ω̃2
k, k = 1, . . . , nδc , (4.89)

où λ̃k ∈ R est la ke valeur propre du modèle éléments finis condensé et ϕ̃k ∈ Rnδc le ke vecteur
propre associé pouvant être partionné comme suit :

ϕ̃k = ( ϕ̃ck
p̃

) , (4.90)

où ϕ̃ck représente le ke vecteur composé des degrés de liberté principaux tandis que p̃ est le vecteur
qui contient les composantes associées aux variables modales. Les matrices M̃, K̃ ∈ Mnδc ,nδc

sont
respectivement les matrices de masse et raideur condensées définies telle que :

M̃ = ψ̃tMψ̃, (4.91a) K̃ = ψ̃tKψ̃ (4.91b)

Afin que les formes propres calculées ϕ̃c et mesurées aient une dimension équivalente et dans le
but de conserver le contenu spectral des formes propres du modèle condensé, il est proposé d’associer
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les coordonnées généralisées p̃ au vecteur ϕ̂k tel que le ke vecteur propre mesuré s’écrive :

ϕ̂∗k = ( ϕ̂k
p̃

) . (4.92)

L’estimateur modale E , Eq. (4.93), est donc issu de la combinaison des formes propres condensées
calculées et des formes et pulsations propres mesurées tel que :

Ek (xi) = 1 − R∗
k

ω2
k

, avec R∗
k=
ϕ̂∗tk K̃ϕ̃k

ϕ̂∗tk M̃ϕ̃k
, (4.93)

où R∗
k ∈R est le ke quotient de Rayleigh hybride issu de la condensation de C raig & Bampton. Cet

estimateur possède alors les mêmes propriétés que celle énoncées dans la Section 4.4.2.1 et permet
de définir une fonctionnelle modale condensée f , telle que :

f = 1
2

m

∑
k=1

E 2
k . (4.94)

4.5.4 Stratégie d’Optimisation

Les propriétés constitutives de l’empilement de tôles considéré isotrope transverse sont définies
par le vecteur x ∈ Rn avec {xp}p=1...n tel que les paramètres d’optimisation soient définis par le
doublet suivant :

x = (E,G)t , avec n = 2. (4.95)

Les éléments finis représentant l’empilement de tôles sont contenus dans le domaine Ωu, Eq. (4.33),
et la stratégie d’optimisation consiste à minimiser la fonctionnelle f en résolvant le problème :

T rouver x∗

tel que min
x∗∈Rn

f (x) ,

avec f (x) = 1
2 ∥E (x)∥2 ,

(4.96)

avec l’algorithme de L evenberg-M arquardt, Alg. 7 défini dans l’Annexe C.1.3, afin de déterminer
les valeurs optimales des paramètres E et G de manière à ce que les quantités modales prédites
tendent vers les valeurs cibles, i.e. les quantités mesurées.

4.5.5 Dérivation de la matrice de transformation de C raig & Bampton

Comme stipulé dans la Section 4.4.4, la minimisation de la fonctionnelle f , Eq. (4.94), nécessite
la connaissance de l’expression des dérivées partielles, par rapport à un paramètre d’optimisation
xp, des matrices de masse et raideur condensées qui s’obtiennent grâce à la dérivée partielle de la
matrice de transformation ψ̃, Eq. (4.87a), telle que :

∂ψ̃

∂xp
= [

∂ϕ̃c

∂xp

∂ϕ̃n

∂xp

0 0
] , (4.97)

où ∂ϕ̃n

∂xp
est obtenu en appliquant la méthode de N elson [48] à l’Eq. (4.84) ; la dérivée partielle de la

matrice des modes ϕ̃c étant définie dans l’Eq. (4.73). Finalement, les dérivées partielles des matrices
de masse et raideur condensées s’expriment respectivement en introduisant l’Eq. (4.97) dans les Eq.
(4.74) et Eq. (4.74b).
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Anneau 
OscillantGrue

0.5 m Accéléromètre

Anneaux 
de Court-

Circuit

Masse 
Magnétique

Tirants

Figure 4.29 – Dispositif expérimental.

4.5.6 Application industrielle : identification de propriétés homogénéisées et
modèle ramifié

Une analyse modale de type réponse impulsionnelle a été réalisée sur un rotor mgv suspendu,
Fig. 4.29, en respectant le protocole présenté en Section 3.3. Les caractéristiques géométriques du
rotor feuilleté sont définies dans le Tab. 4.5. Une génératrice axiale a été discrétisée en un maillage
expérimental fin, i.e. 87 points de mesure, Fig. 4.27, pour établir des formes propres expérimentales
très précises.

Masse, mr 1625 kg
Longueur, Lr 3.21 m
Longueur, Le 1.00 m
Centre de masse, zG 1.61 m
Raideur transversale, ke 1.59 ⋅ 104 N ⋅ m−1

Raideur transversale, kl 2.14 ⋅ 103 N ⋅ m−1

Tableau 4.5 – Caractéristiques géométriques et inertielles du rotor suspendu.

Le modèle éléments finis ramifié présenté sur la Fig. 4.27 est composé du domaine Ω tel que
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Figure 4.30 – Évolution de la fonctionnelle globale moyenne f en fonction du nombre de modes m
en considérant un modèle soit isotrope (∎), soit isotrope transverse (∎).

Ne = 195, Eq. (4.1), et nδ = 390 degrés de liberté condensés sur les nδc = 87 points de mesure. Notons
que le modèle prend soin de positionner des nœuds au lieu des points de mesures. Le domaine Ωu

contenant l’empilement de tôles magnétiques est défini par ei = 53 et ef = 97, Eq. (4.33).

La procédure d’identification des propriétés constitutives de l’empilement de tôle magnétiques
a été réalisée en faisant varier le nombre m de modes (pulsations et formes propres associées) dans
l’algorithme d’optimisation tel que m = 4, . . . ,12. Le coefficient de Poisson υ a été fixé à 0.28 et les
valeurs initiales des paramètres d’optimisation x0 sont :

{x0
1 = 0.9 ⋅ 1011, x0

2 = 0.3 ⋅ 1011} (N ⋅m−2) . (4.98)

Les bornes inférieures et supérieures des intervalles contenant les variables d’optimisation x ont
été définies comme dans l’Eq. (4.78).

La Fig. 4.30 présente l’évolution de la valeur de la fonctionnelle globale moyenne, à la conver-
gence de l’algorithme d’optimisation, en fonction du nombre de modes m. Cette grandeur est définie
par la rapport de la fonctionnelle f , Eq. (4.94), et du nombre de modes m et caractérise l’écart entre
les quantités modales mesurées et calculées, pour chaque mode. La fonctionnelle globale moyenne
décroît avec le nombre de mode m ce qui signifie que le modèle isotrope transverse rend bien
compte de la dynamique du rotor étudié. Le nombre de modes a une influence sur l’identification.
Néanmoins, les propriétés constitutives tendent vers des valeurs asymptotiques particulières lorsque
m ≥ 8, Fig. 4.31.

Par conséquent, il est nécessaire de prendre en compte un nombre suffisant de modes, e.g.
supérieur à huit, pour identifier, dans ce cas, des paramètres pertinents. La même procédure d’iden-
tification a été réalisée en considérant, cette fois-ci, l’empilement de tôles magnétiques comme un
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Figure 4.31 – Évolution des modules d’Y oung (◯) et de C oulomb (△) en fonction du nombre de
modes m considérés.

Figure 4.32 – Quatre formes propres transversales (N○1 to N○4) calculées ϕ̃ (lignes continues, −
(rotor), − (tirants)) et mesurées ϕ̂ (lignes interrompues, −−).
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4.5. Une fonctionnelle modale condensée selon C raig & Bampton

Figure 4.33 – Quatre formes propres transversales (N○5 to N○8) calculées ϕ̃ (lignes continues, −
(rotor), − (tirants)) et mesurées ϕ̂ (lignes interrompues, −−).

Figure 4.34 – Quatre formes propres transversales (N○9 to N○12) calculées ϕ̃ (lignes continues, −
(rotor), − (tirants)) et mesurées ϕ̂ (lignes interrompues, −−).

113 Guillaume Mogenier
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/vpuiiblication/2011ISAL0030/these.pdf 
© [G. Mogenier], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



CHAPITRE 4. Identification des propriétés constitutives des éléments d’un rotor feuilleté

matériau isotrope, i.e. le module de C oulomb étant défini comme une fonction linéaire du module
d’Y oung.

La fonctionnelle globale moyenne, tracée dans la Fig. 4.30, est environ 14% to 40% supérieure
à la fonctionnelle globale moyenne obtenue avec le modèle isotrope transverse proposé. Par ailleurs,
la fonctionnelle globale moyenne tend à se stabiliser lorsque le nombre de modes considérés m est
supérieur à huit, i.e. m ≥ 8, tandis que celle relative au modèle isotrope transverse continue de dé-
croître. Ainsi, le choix de modéliser l’empilement de tôles magnétiques avec une matériau isotrope
transverse, et de surcroît dans un modèle élément finis de poutres, fournit de meilleurs résultats,
que ceux obtenus en modélisant l’empilement par un matériau isotrope.

Les douze première formes propres calculées et mesurées sont tracées dans les Fig. 4.32 à
Fig. 4.34 alors que leurs fréquences propres associées sont présentées dans le Tab. 4.6. Les quantités
modales calculées sont issues de la procédure d’identification sur les douze premiers modes. L’erreur
relative entre les fréquences calculées et mesurées varie de 0.6% à 6.5% avec une moyenne égale à
2%. Il doit être précisé que le dipositf expérimental ne rendait pas disponible la déflexion latérale
des tirants.

La Fig. 4.35 présente une représentation du critère de corrélation mac, Eq. (2.152), entre les
formes propres calculées et mesurées. Ce dernier étant basé sur les déflexions latérales calculées et
mesurées, il n’est pas possible de mettre en exergue la contribution des tirants dans la dynamique
globale du rotor. Par conséquent, on constate une corrélation “virtuelle” entre les 5e et 6e formes
propres propres calculées et mesurées, et aussi entre les 9e et 10e. Les 6e et 10e modes sont des
modes locaux dus à la dynamique intrinsèques des tirants.

Celle-ci est caractérisée par le fait que l’on retrouve, e.g. pour les 5e et 6e formes propres, des
déformées de rotor identiques mais dont les déformées de tirants associées sont successivement en
opposition de phase. Cet artefact mis à part, les Fig. 4.32 à Fig. 4.35 illustrent, néanmoins, une
bonne corrélation entre les formes propres calculées et mesurées, et justifient l’utilisation d’un mo-
dèle éléments finis ramifié et de la condensation dynamique de C raig & Bampton.

Les modes principalement dus à la dynamique des tirants n’aurait pas pu être observés, ou plutôt
calculés, si :

Indice Mesurées (Hz) Calculées (Hz) Erreur (%)
1ere 173.83 174.33 0.3
2e 291.02 305.92 5.1
3e 519.14 529.48 1.9
4e 825.78 771.76 −6.5
5e 996.09 992.13 −0.4
6e 1051.6 1071.7 1.9
7e 1402.7 1384.3 −1.3
8e 1705.1 1732.2 1.6
9e 1932.8 1949.3 0.8
10e 2178.9 2127.0 −2.4
11e 2453.5 2432.5 −0.8
12e 2808.6 2854.5 1.6

Tableau 4.6 – Les douze premières fréquences propres calculées et mesurées.

– le rotor feuilleté avait été modélisé avec un modèle éléments finis classiques, i.e. éléments finis
uniquement contigus,
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Figure 4.35 – Représentation d’une matrice de corrélation mac entre les formes propres calculées
ϕ̃ et mesurées ϕ̂.

– ou si une condensation statique avait été utilisée pour réduire le modèle ramifié.

Le modèle éléments finis ramifié est une alternative efficace pour prévoir le comportement dy-
namique de telles structures assemblées.

4.5.7 Conclusion

Un modèle éléments finis ramifié a été présenté en considérant les différents éléments assemblés
des rotors mgv. Aussi, la condensation de C raig & Bampton s’est avérée plus efficace que celle de
G uyan pour réduire le modèle ramifié, lequel a été capable de rendre compte de la dynamique locale
de l’assemblage.

Il a été montré que les propriétés constitutives identifiées de l’empilement dépendent du nombre
de mode considérés dans la procédure d’identification. En revanche, les propriétés identifiées tendent
vers des valeurs asymptotiques à partir de huit modes. La procédure d’identification présentée est
une alternative intéressante qui permet de construire des modèles éléments finis basés uniquement
sur des éléments de poutre de T imoshenko contenant peu de degrés de liberté, ce qui devient un
avantage lorsqu’il s’agit de prévoir le comportement dynamique du rotor, i.e. réponses aux balourds
ou transitoires.
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CHAPITRE 4. Identification des propriétés constitutives des éléments d’un rotor feuilleté

4.6 Modèle prédictif de propriétés constitutives

4.6.1 Introduction

Cette section concerne l’établissement de modèles prédictifs des propriétés constitutives de l’em-
pilement de tôle magnétiques, i.e. modules d’Y oung E et de C oulomb G, afin d’être en mesure
de prévoir le comportement dynamique en flexion d’un rotor laminé qui n’aurait jamais été réalisé
auparavant.

La modélisation du comportement dynamique des rotors feuilletés en flexion présente une diffi-
culté majeure liée à :

– l’hétérogénéité de l’empilement de tôles recouvertes de vernis,

– la précontrainte initiale appliquée sur l’empilement.

Ces particularités sont un frein au développement théorique d’une méthode d’homogénéisation
des propriétés constitutives de l’empilement.

L’approche consistant à identifier des propriétés constitutives de l’empilement de tôles ma-
gnétiques à l’aide d’une des méthodes d’identification numérique-expérimentale présentée dans les
sections précédentes (cf. Section 4.4 [40], Section 4.5, [14]) est une solution efficace qui permet d’ob-
tenir un modèle éléments finis précis du rotor feuilleté considéré. En revanche, c’est une démarche
a posteriori qui suppose que le rotor existe physiquement et qui ne permet pas prévoir a priori le
comportement dynamique de ce rotor.

En effet, il a été fait état que les propriétés constitutives identifiées semblent être corrélées avec
les caractéristiques géométriques (diamètre Ds et longueur Ls) et mécanique (précontrainte P ) de
la masse magnétique [12]. Ce qui suppose que la phase de modélisation de la masse magnétique,
notamment lorsqu’il s’agit d’associer des propriétés constitutives équivalentes à l’empilement de
tôles, est délicate lorsque les dimensions de l’empilement n’ont a priori jamais été réalisées.

Par ailleurs, cette démarche a été motivée par l’utilisation accrue des moteurs électriques dans
les machines tournantes dont les puissances requises ne cessent d’augmenter. Par conséquent, comme
la puissance d’un moteur électrique est intimement lié au volume D2

sLs de la masse magnétique, la
réalisation de tels moteurs électriques supposera la connaissance des propriétés constitutives d’em-
pilement de tôles magnétiques de plus en plus volumineux (augmentation du diamètre Ds et de la
longueur Ls).

Finalement, des analyses modales expérimentales et numériques ont été réalisées, à l’arrêt, sur
trente-deux rotors présentant dimensions et des précontraintes différentes. L’écart entre les quan-
tités modales mesurées et calculées est estimé à l’aide d’un fonctionnelle énergétique basée sur un
quotient de Rayleigh hybride combiné à une méthode de condensation de G uyan (cf. Section 4.4,
[69]) ou de C raig & Bampton (cf. Section 4.5, [72]). La réduction du modèle éléments finis rend
possible la coïncidence entre les formes propres expérimentales et numériques : les degrés de liberté
maîtres correspondant au déflexions mesurées aux nœuds expérimentaux. Cette fonctionnelle est
minimisée grâce un algorithme de L evenberg-M arquardt et permet d’obtenir les propriétés consti-
tutives de l’empilement.

Une méthode de régression linéaire multiple a été entreprise sur cet échantillon de trente-deux
couples de propriétés identifiées pour établir des modèles en loi de puissance de propriétés consti-
tutives de l’empilement.
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(a) mgv N○2, Ds = 0.44m, Ls = 0.91m.
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(b) mgv N○32, Ds = 0.24m, Ls = 0.37m.

Figure 4.36 – Dispositifs expérimentaux présentant deux rotors de taille différente.
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(a) mgv N○2, Ds = 0.44m, Ls = 0.91m, 80 points de me-
sure.
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(b) mgv N○32, Ds = 0.24m, Ls = 0.37m, 62 points de
mesure.

Figure 4.37 – Modèles éléments finis de rotors de taille différente (● : points de mesure).

Celle-ci sont des fonctions des propriétés géométriques et mécaniques de l’empilement comme
la longueur Ls, le diamètre Ds ou bien encore de la précontrainte P qui diffèrent selon les rotors,
telles que :

Ds = (0.24,0.27,0.35,0.44) (m),
Ls = (0.37,0.42,0.61,0.63,0.67,0.75,0.80,0.85,0.91) (m),
P = (1.11,1.47,2.35,2.77,4.94) ⋅ 106(N).

(4.99)

4.6.2 Analyses modales expérimentales

Toutes les analyses modales expérimentales ont été réalisées sur des rotors mgv suspendus,
Fig. 4.36(a) et Fig. 4.36(b), et selon les protocoles présentés en Section 3.2 et Section 3.3. Afin
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(b) Module de C oulomb G.

Figure 4.38 – Répartition des propriétés constitutives identifiées sur un échantillon de 32 rotors.
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(a) mgv N○2, Ds = 0.44m, Ls = 0.91m.
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(b) mgv N○32, Ds = 0.24m, Ls = 0.37m.

Figure 4.39 – Quatre premières formes propres calculées (−− (rotor), −− (tirants)) ϕ̃ et mesurées
(−) ϕ̂.

d’établir des formes propres précises, les génératrices axiales ont été discrétisées avec une moyenne
de densité linéique de points de mesure égale à 55 nœuds ⋅m−1, Fig. 4.37(a) et Fig. 4.37(b). La
bande fréquentielle considérée est comprise entre 0 et 2 500 Hz et les fonctions de transfert sont
obtenues à partir de la moyenne des signaux issus de trois chocs consécutifs.

4.6.3 Résultats d’identification

Une procédure d’identification, Section 4.4 et Section 4.5, a été réalisée en considérant les quatre
premiers modes, i.e. m = 4, et permit d’obtenir un ensemble de trente-deux doublets {E,G} de pro-
priétés constitutives d’empilement de tôles dont les répartitions sont présentées dans les Fig. 4.38(a)
et Fig. 4.38(b). Celles-ci ne semblent pas G aussiennes et présentent des étendues relativement im-
portantes d’où la nécessité d’établir des lois en fonction de différents paramètres.

Les Fig. 4.39(a) et Fig. 4.39(b) illustrent un exemple de bonne corrélation entre formes propres
mesurées et calculées. Le critère fmac est calculé pour estimer la corrélation entre les quantités
modales des trente-deux modèles éléments finis et mesures associées, [73]. Ceci est réalisé en traçant
un cercle dont les coordonnées du centre correspondent à une paire de pulsations propres mesurée
et calculée, et dont le rayon est proportionnel à la valeur du critère mac calculé à partir des formes
propres associées de cette paires de pulsations, Fig. 4.40.
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Figure 4.40 – fmac, représentation d’un critère mac pondéré par les pulsations propres identifiées
ω̃ en fonction des pulsations propres mesurées ω̂ (quatre premières pulsations).

Le tracé de lignes de séparation fréquentielle, e.g. ±10%, fournit une échelle visuelle pour estimer
la valeur de l’écart fréquentiel entre les modes (pulsation et forme propres) mesurés et calculés.
L’erreur relative moyenne entre les pulsations propres mesurées et calculées est de l’ordre de 2.4%.
La variation de la taille des cercles indique visuellement une variation de terme diagonal de la
matrice mac définie par la relation suivante :

mac (ϕ̂i, ϕ̃i) =
∣ϕ̂tiϕ̃i∣

2

[ϕ̂tiϕ̂i] ⋅ [ϕ̃tiϕ̃i]
, i = 1, . . . ,m, (4.100)

où ϕ̂i, ϕ̃i ∈Rnδc sont les ie formes propres mesurée et calculée etm est le nombre de mode considérés.

4.6.4 Procédure de régression de modèle

L’objectif de cette section est de corréler les modules E et G, issus d’une procédure d’identi-
fication, avec des paramètres pertinents intrinsèques au rotor feuilletés testés, i.e. les prédicteurs
χ. La stratégie consiste à appliquer une régression linéaire multiple (mlr) [74] sur l’échantillon de
données identifiées qui contient n observations (rotors). Parmi tous les paramètres géométriques et
mécaniques, le choix s’est porté sur ceux relatifs à :

1. l’empilement de tôles : Ls, P , les section droite As et moment quadratique IGs,

2. les tirants : les excentricité eti et moment quadratique IGti,
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Figure 4.41 – Prédicteurs considérés dans la régression linéaire multiple.

3. les portions d’arbre : les valeurs moyennes des masses Mse et moment d’inertie Ise,

dont les définitions sont données dans le Tab. 4.7. Notons qu’il est envisagé une éventuelle relation
entre les modules G et E. Les rotors feuilletés de l’échantillon peuvent alors être considérés comme
des structures élémentaires définies à partir de l’ensemble des prédicteurs, Fig. 4.41. Il est à noter
que le nombre de prédicteurs précédemment proposés n’est pas définitif jusqu’à ce que des tests de
significativité aient été réalisés dans la procédure mlr. L’approche statistique basée sur :

– le concept de studentisations (“studentizations” qui définit alors des variables studenti-
sées),

– la notion de test-t de S tudent (“S tudent’s t-tests”) [75; 76],

dans le but d’estimer les observations et prédicteurs les plus significatifs, conduit aux différentes
étapes suivantes :

1. Étape N○1 : Réaliser une première mlr et retirer les observations non-significatives ou aber-
rantes,

2. Étape N○2 : Réaliser une deuxième mlr et ôter les coefficients de régression non significatifs,

3. Étape N○3 : Réaliser une dernière mlr afin d’obtenir un modèle prédictif.

Prédicteurs Expression Unité
As ∼ π

4D
2
s (m2)

IGs ∼ π
32D

4
s (m4)

IGti IGti = π
8 (e2

ti +
d2
ti

4 )ntid2
ti (m2)

Ise Mse (Lse2
)2 (kg ⋅m2)

Tableau 4.7 – Relations entre certains χ prédicteurs.
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4.6. Modèle prédictif de propriétés constitutives

4.6.4.1 Modèle statistique

Supposons que les échantillons de modules d’Y oung {Ei}i=1,...,n et de modules de C oulomb
{Gi}i=1,...,n de l’empilement de tôles magnétiques puissent être modélisés par Ẽ ∈ Rn et G̃ ∈ Rn
respectivement, et exprimés de manière générale en loi de puissance, telle que :

Ẽi = αE
pE

∏
j=1

χ
ej
i,j , ej ∈R, (4.101a) G̃i = αG

pG

∏
j=1

χ
gj
i,j , gj ∈R, (4.101b)

où αE , αG ∈ R sont constants, pE , pG ∈ N sont respectivement les nombres de prédicteurs relatifs
à Ẽ et G̃. Une transformation logarithmique est appliquée aux Eq. (4.101) pour obtenir un modèle
statistique et réaliser la procédure mlr. Le modèle de régression linéaire comprend des erreurs ε
indépendantes et homoscédastiques :

ỹi =
p

∑
j=0

βjxi,j + εi, avec εi ∼ N (0, σ2
ε) , i = 1, . . . , n. (4.102)

tels que :

ỹi = log (Ẽi) ou log (G̃i) , (4.103a) xi,j = log (χi,j) , (4.103b)

avec p le nombre de prédicteurs incluant l’ordonnée à l’origine et σε est l’écart type de ε considéré
constant ∀x⋅j pour des raisons d’homoscédasticité.

L’expression matricielle de l’Eq. (4.102) est la suivante :

ỹ =Xβ + ε, (4.104)

où ỹ ∈Rn est appelé vecteur réponse, β ∈Rp est le vecteur contenant les coefficients de la régres-
sion linéaire multiple,X ∈ Mn,p est appeléematrice modèle et dont les colonnes x1...n,0, x1...n,1, . . . , x1...n,p ∈
R
n sont composées des prédicteurs χ appelé aussi variables déterminantes, x1...n,0 est un vecteur

unité associé aux termes d’intersection.

4.6.4.2 Régression linéaire multiple (mlr)

La procédure mlr consiste à déterminer le vecteur β qui minimise l’erreur moindres carrés entre
les valeurs prédites par le modèle ỹi et celle observées yi = log (Ei) ou log (Gi), tel que le problème
s’écrive :

T rouver β∗,

tel que min
β∗∈Rp

(y −Xβ)t (y −Xβ) .
(4.105)

Ainsi, en considérant les conditions du premier ordre, les coefficients de régression sont estimés
de la manière suivante :

∂

∂β
(y −Xβ)t (y −Xβ)∣

β=β∗
⇔ β∗ =X†y, (4.106)

où ( )† représente la matrice pseudo-inverse de M oore-Penrose du modèle X, telle que :

X† = (XtX)−1
Xt. (4.107)

Comme il en fait état dans l’étape précédente N○1, certaines observations peuvent être statisti-
quement considérées comme aberrantes, i.e. éloignées du reste des autres données. Par conséquent,
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CHAPITRE 4. Identification des propriétés constitutives des éléments d’un rotor feuilleté

Étape {n, pE} ∣t̄i∣ > 2 ∣tβj ∣ < t
µ
γ tµγσẼi (

GN
m2 )

1. {32,8} i = 9,11,15, − −
18,19,23,28 ⇓ ∈

2. {25,8} − j = 2,3 ⇓
3. {25,6} − − [3.58,17.53]

Tableau 4.8 – Procédure mlr appliquée au modèle Ẽ.

une studentisation est réalisée pour chaque résidu ei = yi − ỹi et le résidu ti, appelé résidu studen-
tisé, est alors estimé. Ce dernier correspond au quotient du résidu ei et d’une estimation de son
écart type σ(i), tel que :

ti =
ei

σ(i)
√

1 − hi,i
, (4.108a) σ2

(i) =
1

n − p − 1

n

∑
j=1
j≠i

e2
j , (4.108b)

où hi,i est appelé levier (“ leverage”), i.e. le ie terme diagonal de la matrice H = XX†, qui permet
de mesurer l’importance du rôle que joue yi dans l’estimation ỹi. En pratique, les résidus studentisés
ti sont comparés aux bornes +2 et −2, et la ie observation n’est pas considérée dans la procédure
mlr si ∣ti∣ > 2.

L’étape N○2 consiste à ôter les coefficients de régression non-significatif βj en calculant leur loi
de distribution et par conséquent de réaliser un test-t de S tudent (“S tudent’s t-test”). Ainsi, pour
chaque coefficient de régression βj , une estimation de son écart type σβj est calculée par la relation :

σ2
βj
= σ2

eaj,j , (4.109a) σ2
e =

1
n − p − 1

n

∑
i=1

e2
i , (4.109b)

où σe et une estimation non-biaisée de l’écart type de l’erreur ε et aj,j est le je terme diagonal
de la matrice (XtX)−1. Étant distribuée comme une distribution-t de S tudent (“S tudent’s t-
distribution”), la valeur-t tβj est estimée par la relation suivante :

tβj = βj

σβj
∼ tn−p−1. (4.110)

Finalement, pour un niveau de confiance donné α, e.g. 95%, la valeur-tβj est comparée au
quantile tµγ d’ordre 1 − γ, tel que :

γ = (1 − α)/2, (4.111)

i.e. quantile de la distribution-t de S tudent comprenant µ = (n − p − 1) degrés de liberté, classi-
quement obtenu dans la table-t de S tudent (“S tudent’s t-table”). Ainsi, si ∣tβj ∣ > t

µ
γ , le coefficient

de régression βj peut être considéré comme significatif et le je prédicteur est conservé pour établir
le modèle prédictif.

Après avoir ôté les paramètres non-significatifs, i.e. les coefficients de régression βj des prédic-
teurs xi,j et/ou les observations yi, l’étape N○3 permet d’obtenir une loi prédictive ỹ. Par ailleurs,
pour quantifier la pertinence de la loi ỹ, des intervalles de confiance ICα sont estimés pour chaque
moyenne E (ỹi), et des intervalles de prédiction IPα peuvent être calculés pour des valeurs ŷ associées
à x̂ ∈ Rp. Cela suppose la définition de niveau de confiance α , qui sera choisi égal à 95% dans la
section suivante. Ainsi, si les données ont une distribution normale, les intervalles de confiance et
de prédiction sont respectivement calculés par les relations suivantes, Eq. (4.112) et Eq. (4.113) :

ICα (E (ỹi)) = [ỹi − tµγσỹi , ỹi + tµγσỹi] , (4.112)

IPα (E (ŷ)) = [ŷ − tµγσê, ŷ + tµγσê] , (4.113)
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4.6. Modèle prédictif de propriétés constitutives

Étape {n, pG} ∣t̄i∣ > 2 ∣tβj ∣ < t
µ
γ tµγσG̃i (

GN
m2 )

1. {32,9} i = 3,13,14, − −
18,24,31 ⇓ ∈

2. {26,9} − j = 2,6,7 ⇓
3. {26,6} − − [1.34,9.15]

Tableau 4.9 – Procédure mlr appliquée au modèle G̃.

où les variances σ2
ỹi

et σ2
ê , relatives à l’erreur de prédiction ê, sont définies par :

σ2
ỹi = σ2

e (Xt
i (XtX)Xi) , (4.114)

σ2
ê = σ2

e (1 + x̂t (XtX) x̂) , (4.115)

où Xi est la ie ligne de la matrice modèle X définie dans l’Eq. (4.104).

Finalement, la probabilité pour que la moyenne E (ỹi) n’appartienne pas à l’intervalle ICα (E (ỹi))
est égale à 1−α avec un niveau de confiance α. Les Tab. 4.8 et Tab. 4.9 présentent les trois étapes
précédentes successivement appliquées aux échantillons E et G, et en considérant les prédicteurs
classés de la manière suivante :

χ = {Ls,As, IGs, P, eti, IGti,Mes, Ies} . (4.116)

Lors de la procédure mlr appliqué à G, le module d’Y oung E est considéré comme un prédicteur
et est placé avant Ls.

Échantillon de modules d’Y oung Les valeurs des coefficients de régression, émanant de la der-
nière procédure mlr, i.e. étape N○3, sont présentées dans le Tab. 4.10. La dernière colonne illustre
la valeur-p (“p-value”) des coefficients de régression estimés en intégrant la fonction de densité de
probabilité de la distribution t de S tudent t (“S tudent t-distribution”) [75] pour leur valeur t (“t-
value”) tej données. Les valeurs logarithmiques prédites du module d’Y oung, issues de l’Eq. (4.102),
ainsi que leurs intervalles de confiance à 95% associés, sont tracés Fig. 4.42 en fonction des valeurs
loarithmiques des modules d’Y oung identifiés.

Le modèle prédictif du module d’Y oung peut s’écrire en fonction des prédicteurs χ les plus
significatifs, tel que :

Ẽ = αEL−0.77
s P 1.64I−12.95

Gti e48.20
ti M−1.81

se I0.60
se . (4.117)

En substituant l’expression du moment quadratique des tirants IGti, Tab. 4.7, dans l’Eq. (4.117),
et en considérant les homothéties de fabrication des rotors feuilletés suivantes, Eq. (4.118) :

(dti
eti

) ≪ 1, (4.118a) eti ∼ αetiDs, (4.118b) ntid
2
ti ∼ αdtiD2

s , (4.118c)

où αdti , αetiDs ∈R, l’Eq. (4.117) peut alors se simplifier de la manière suivante :

Ẽ ∼ αE (
√
Ls)

−1.6
P 1.6 (π

8α
2
etiαdtiD

4
s)
−12.96 (αetiDs)48.20M−1.81

se (Mse (Lse2
)2)

0.60
,

⇔ Ẽ ∼ α∗E ( P√
Ls

)
1.6
D−3.60
s (Lse)1.2 (Mse)0.6 ,

⇔ Ẽ ∼ α∗E ( P√
D2
sLs

)
8
5

( 1
D2
s
) ( Lse√

Mse
)

6
5
.

(4.119)
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CHAPITRE 4. Identification des propriétés constitutives des éléments d’un rotor feuilleté
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Figure 4.42 – Loi logarithmique du module d’Y oung Ẽ en fonction des modules d’Y oung identifiés
E. R2 = 0.969075, n = 25, p = 6, γ = 0.025.

Prédicteurs χ ej σej tej P (> ∣tej ∣)
Ls 0.778 0.15 −5.142 6.83 ⋅ 10−5

P 1.641 0.20 8.120 1.97 ⋅ 10−7

eti 48.23 3.38 −14.26 1.76 ⋅ 10−11

IGti −12.96 0.89 14.51 2.25 ⋅ 10−11

Mse −1.806 0.46 −3.897 1.01 ⋅ 10−3

Ise 0.605 0.18 3.359 3.49 ⋅ 10−3

Tableau 4.10 – Résultats issus de la procédure mlr pour le modèle Ẽ, n = 25, pE = 6.

Échantillon de modules Coulomb Les valeurs des coefficients de régression, émanant de la der-
nière procédure mlr, i.e. étape N○3, sont présentés dans le Tab. 4.11. Les valeurs logarithmiques
prédites du module de C oulomb, issues de l’Eq. (4.102), ainsi que leurs intervalles de confiance à
95% associés, sont tracés Fig. 4.43 en fonction des valeurs loarithmiques des modules de C oulomb
identifiés.

Le modèle prédictif du module de C oulomb peut s’écrire en fonction des prédicteurs χ les plus
significatifs, tel que :

G̃ = αGE−1.09A−8.02
s I1.68

Gs P
2.61M6.05

se I−3.06
se . (4.120)

En substituant l’Eq. (4.117) ainsi que les expressions As, IGs, Tab. 4.7, dans l’Eq. (4.120),
l’expression de G̃ peut être simplifiée comme suit :
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4.6. Modèle prédictif de propriétés constitutives
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Figure 4.43 – Loi logarithmique du module de C oulomb G̃ en fonction des modules de C oulomb
identifiés G. R2 = 0.897519, n = 26, p = 6, γ = 0.025.

Prédicteurs χ gj σgj tgj P (> ∣tgj ∣)
E −1.089 0.21 −5.351 6.65 ⋅ 10−5

As −8.025 1.30 −6.167 6.31 ⋅ 10−6

IGs 1.681 0.31 5.476 2.78 ⋅ 10−5

P 2.603 0.65 4.016 7.38 ⋅ 10−4

Mse 6.045 1.63 3.705 1.51 ⋅ 10−3

Ise −3.058 0.61 −4.996 8.03 ⋅ 10−5

Tableau 4.11 – Résultats issus de la procédure mlr pour le modèle G̃, n = 26, pG = 6.

G̃ = α∗GD
−5.33
s P 0.72L0.93

s M4.4
se L

−7.6
se ,

⇔ G̃ ∼ α∗GD
−5.33
s P 0.72L0.93

s (M
1.1
se

L1.9
se

)
4
,

⇔ G̃ ∼ α∗G (
√
Ls
D2
s
)

2
( P
D2
s
)

7
10 (Mse

L2
se

)
4
.

(4.121)

4.6.4.3 Intervalles fréquentiels de confiance et de prédiction

La longueur des intervalles de confiance à 95% IC0.95 (E (Ẽi)) et IC0.95 (E (G̃i)) varient respecti-
vement de 3.58 à 17.53 (GN ⋅m−2) et de 1.34 à 9.15 (GN ⋅m−2), Tab. 4.9 et Tab. 4.8. La procédure
mlr a été réalisée dans le but d’obtenir des modèles prédictifs de propriétés constitutives de l’em-
pilement de tôles afin de prévoir le comportement dynamique des rotor feuilletés mgv. Ainsi, les
intervalles de confiance peuvent être utilisés pour estimer des intervalles de confiance fréquentiels via
les modèles éléments finis de l’échantillon. En effet, en fonction de la nature de l’observation, soit les
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CHAPITRE 4. Identification des propriétés constitutives des éléments d’un rotor feuilleté
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Figure 4.44 – Pulsations propres calculées ω̃ en fonction des pulsations propres mesurées ω̂, σω̃ =
3.121 ⋅ 102rad ⋅ s−1

intervalles de confiance ICα , Eq. (4.113), soit les intervalles de prédiction IPα , Eq. (4.112), pourront
être considérés. Les intervalles de confiance IC0.95 seront appliqués aux observations significatives
alors que les intervalles de prédiction IP0.95 seront appliqués aux observations non-significatives, i.e.
non utilisées dans la procédure mlr. La Fig. 4.44 représente tous les intervalles de confiance confon-
dus des quatre premières pulsations propres ω̃, calculés pour tous les échantillons de rotor, avec les
modèles prédictifs de propriétés constitutives. Leur longueur moyenne est de l’ordre de ±5.85%.

4.6.5 Conclusion

Une approche mlr a été réalisée sur un échantillon composé de plus de trente rotors feuille-
tés pour obtenir des modèles prédictifs des modules d’Y oung et de C oulomb de l’empilement,
qui dépendent de la géométrie des portions d’arbre, de l’empilement Ds, Ls et notamment de la
précharge P ce qui est en accord avec les résultats présentés dans [20]. Statistiquement, les deux
modèles prédictifs Ẽ et G̃ expliquent plus de 90% des variations totales qui sont apparues pour
environ vingt-cinq rotors. Les intervalles de confiance et de prédiction relatifs au modèles prédic-
tifs permettent d’obtenir une estimation d’un intervalle de prédiction fréquentiel, dont la longueur
moyenne est de l’ordre de ±5.85%.

La réalisation de tels modèles permet d’accroître la fiabilité des calculs de prévision du compor-
tement dynamique des rotors feuilletés mgv, notamment dans les phases de développement où il
s’agît de prédire le comportement dynamique de rotors feuilletés jamais réalisés auparavant, e.g. 30
MW @ 6 000 rpm. En présentant des résultats obtenus sur la structure à l’arrêt, cette section consti-
tue une première étape dans la démarche de modélisation du comportement dynamique des rotors
à cage d’écureuil en flexion. Le prochain challenge à mener est, en particulier lorsque le système est
en rotation, de prendre en compte les effets centrifuges appliqués aux tirants qui exerceraient alors
une charge axiale supplémentaire en rigidifiant l’empilement de tôles magnétiques.
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Chapitre 5

Dynamique des rotors feuilletés en
présence d’effets centrifuges

L’empilement de tôles magnétiques, vernis et précontrainte rendent
délicate l’obtention théorique des propriétés constitutives homogénéi-
sées de l’empilement, aussi bien à l’arrêt qu’en régime de fonctionnent.
Par ailleurs, les tirants sont sujets aux chargements centrifuges et flé-
chissent jusqu’à consommer le jeu radial à l’intérieur de l’empilement.
Leurs déflexions non linéaires tendent à augmenter leurs raideurs géo-
métriques et la charge longitudinale agissant sur l’empilement de tôles.
Cette dernière ayant un effet non linéaire sur l’évolution des propriétés
constitutives homogénéisées de l’empilement. La combinaison d’un al-
gorithme du point fixe et d’une méthode de pénalité, à chaque vitesse de
rotation, permettent de tracer les réponses aux balourds et diagrammes
de C ampbell. Ces représentations prennent en compte l’évolution des
propriétés constitutives de l’empilement due aux charges longitudinales
induites par les effets centrifuges. L’application industrielle présentée
en fin de section montre que la modélisation des effets centrifuges im-
plique une légère modification de la dynamique de tels rotors.
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CHAPITRE 5. Dynamique des rotors feuilletés en présence d’effets centrifuges
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5.1. Introduction

5.1 Introduction

Les tôles magnétiques de l’empilement peuvent être précontraintes longitudinalement soit sur un
arbre central [3; 15], par des tirants équirépartis sur une périphérie ou par une combinaison des

ces deux technologies [11]. Il est connu qu’une compression axiale diminue la rigidité de flexion des
structures élancées alors qu’elle augmente la rigidité de flexion des structure feuilletées axialement
[16; 20]. Afin de construire un modèle contenant peu de degrés de liberté, des éléments finis de
poutre de T imoshenko sont utilisés, lesquels nécessitent des propriétés constitutives homogénéi-
sées, notamment pour l’empilement [15; 21; 12]. Dans [77], des analyses modales expérimentales
réalisées sur un échantillon de vingt-cinq rotors feuilletés ont permis d’établir des lois prédictives
pour les modules d’Y oung et de C oulomb de l’empilement, fonctions de sa précontrainte et de ses
caractéristiques géométriques.

L’objectif de cette section est d’accroître le niveau de précision de la modélisation de la masse
magnétique, de l’empilement, en prenant en compte les effets induits par un chargement centrifuge
agissant sur de telles structures feuilletées/composites. La plupart des articles considèrent l’influence
d’une chargement centrifuge longitudinal sur le comportement latéral de poutres rotatives [78; 79]
alors qu’un nombre plus restreint évalue l’influence d’un chargement centrifuge transversal sur le
comportement latéral d’un rotor. Dans [80], les auteurs comparent l’influence des effets gyroscopique
et centrifuge sur un rotor académique contraint longitudinalement.

Les effets centrifuges sont pris en compte en considérant une charge répartie non-linéaire trans-
versale agissant sur chacun des tirants. En raison de la symétrie cyclique de l’assemblage de la masse
magnétique, un problème quasi-statique est proposé en considérant un tirant unique et sa portion
de section droite d’empilement associée. A chaque vitesse de rotation, la déflexion non-linéaire
quasi-statique d’un tirant ainsi que la charge compressive longitudinale agissant sur l’empilement
sont calculées via un algorithme itératif du point fixe, et une méthode de pénalité permettant de
modéliser le potentiel de contact [81; 82] entre le tirant et l’empilement. La déflexion non-linéaire
induit une tension supplémentaire au sein du tirant et donc une charge supplémentaire comprimant
l’empilement, modifiant par conséquent ces propriétés constitutives [77].

Finalement, diagrammes de C ampbell et réponses aux balourds sont tracés en considérant ou
non les effets centrifuges.

5.2 Loi de comportement de l’empilement défini à partir des pro-
priétés identifiées à l’arrêt

Le Chapitre 4 a permis d’établir les lois Ẽ et G̃ définies telles que [77] :

Ẽ ∼ ( 1
D2
s

)
⎛
⎝

P√
D2
sLs

⎞
⎠

8
5

, (5.1a) G̃ ∼ (
√
Ls
D2
s

)
2

( P

D2
s

)
7
10

. (5.1b)

avec Ls, Ds et P les longueur, diamètre et charge de l’empilement. La dépendance de Ẽ et G̃ en
fonction de la charge P permet d’établir et de mettre en évidence la nature non-linéaire la loi de
comportement de l’empilement autour d’une configuration initiale C0 :

C0 ∶ {P0,E0,G0} , (5.2)

avec P0 la pré-charge initiale selon l’axe y et E0, G0 les modules d’Y oung et de C oulomb identifiés :

E0 ∼ ( 1
D2
s

)
⎛
⎝

P0√
D2
sLs

⎞
⎠

8
5

, (5.3a) G0 ∼ (
√
Ls
D2
s

)
2

( P0

D2
s

)
7
10

. (5.3b)
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CHAPITRE 5. Dynamique des rotors feuilletés en présence d’effets centrifuges

On peut donc exprimer l’évolution de Ẽ dans la direction y, et de G̃ dans le plan {xGz} de ce
rotor feuilleté, au voisinage de cette configuration précontrainte initiale C0, telle que :

Ẽ

E0
∼ ( P

P0
)

8
5

, (5.4a)
G̃

G0
∼ ( P

P0
)

7
10

. (5.4b)

De manière générale, on peut exprimer l’évolution de Ẽ, au voisinage de cette configuration
précontrainte initiale C0, telle que :

Ẽ =
⎛
⎝
E0

σαPyy0

⎞
⎠
σαPyy , (5.5)

avec αP ∈R la puissance associé à la charge P dans la loi Ẽ, Eq. (5.1a), et σyy0 la précontrainte.

Remarque 14: Bien que la charge axiale P soit une force de compression, et par conséquent
négative par convention, on considère sa valeur absolue dans les modèles Eq. (5.1a) et Eq. (5.1b),
i.e. P ∈R+.

::::

Par définition, le module d’Y oung est défini par la relation :

Ẽ = ∂σyy
∂εyy

. (5.6)

Ainsi, en substituant l’Eq. (5.6) dans l’Eq. (5.5), il vient alors l’équation différentielle du premier
ordre suivante :

∂σyy

∂εyy
σ−αPyy =

⎛
⎝
E0

σαyy0

⎞
⎠
. (5.7)

En intégrant l’Eq. (5.7) sur εyy, on obtient :

σyy =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

⎛
⎝
E0

σαPyy0

⎞
⎠
(1 − αP ) εyy +Cσ

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

( 1
1−αP

)

. (5.8)

où Cσ est une constante arbitraire, dépendant d’une configuration connue comme C0 par exemple,
et est déterminée comme suit :

σyy0 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

⎛
⎝
E0

σαPyy0

⎞
⎠
(1 − αP ) εyy0 +Cσ

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

( 1
1−αP

)

⇔ Cσ = σ1−αP
yy0 −

⎛
⎝
E0

σαPyy0

⎞
⎠
(1 − αP ) εyy0. (5.9)

La loi de comportement de l’empilement de tôles magnétiques peut donc s’écrire :

σyy = exp
( 1

1−αP
) ln

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎛

⎝

E0

σ
αP
yy0

⎞

⎠
(1−αP )(εyy−εyy0)+σ

1−αP
yy0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦, (5.10)

dont une représentation est proposée Fig. 5.1, en considérant une variation de diamètre Ds. Ce
modèle de loi de comportement est théoriquement valable sur le domaine :

εyy ∈ [εlyy,+∞] , (5.11)
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5.2. Loi de comportement de l’empilement défini à partir des propriétés identifiées à l’arrêt

�
��� � �
��� � � � � � �

� � �

� � �

� �

� �

�

	
 � � �
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� �

Figure 5.1 – Allure de la loi de comportement identifiée de l’empilement de tôles autour d’une
configuration précontrainte initiale {σyy0 , εyy0}

telle que l’inégalité suivante soit respectée :

( E0

σ
αP
yy0

) (1 − α) (εyy − εyy0) + σ1−αP
yy0 > 0,

⇔ εyy >
⎛

⎝

E0

σ
αP
yy0

⎞

⎠
(1−αP )εyy0−σ

1−αP
yy0

⎛

⎝

E0

σ
αP
yy0

⎞

⎠
(1−αP )

,

(5.12)

La borne inférieure est alors définie par :

εlyy = εyy0 +
σyy0

E0 (αP − 1) . (5.13)

Remarque 15: La valeur maximale identifiée E0 ne peut être supérieure à celle de l’acier, notée
ESteel, ce qui limite donc la pente de l’asymptote oblique de la loi de comportement en εyy → +∞. Par
ailleurs, la Fig. 5.1 présente une allure de la loi de comportement d’un empilement afin d’illustrer sa
nature non linéaire. Bien qu’étant théoriquement valable sur le domaine présenté dans l’Eq. (5.11), il
ne faut pas oublier que cette loi de comportement est elle-même issue de la loi Ẽ, Eq. (5.4a), et dont
la validité est forcément associée à des intervalles de confiance et/ou prédiction (voir Section 4.6.4.3).

::::
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CHAPITRE 5. Dynamique des rotors feuilletés en présence d’effets centrifuges

5.3 Modélisation de l’effet centrifuge

Par hypothèse, les effets centrifuges sont estimés pour une vitesse de rotation donnée φ̇ constante,
i.e. un problème quasi-statique est alors résolu. Sous l’effet des charges centrifuges, les tirants flé-
chissent dans le jeu fonctionnel radial jusqu’à entrer en contact avec l’empilement de tôles. La
déflexion transversale induit la non linéarité géométrique et le couplage longitudinal et latéral,
Fig. 5.2, et implique une charge longitudinale supplémentaire qui agit au sein des tirants et com-
prime l’empilement de tôles. Le couplage induit donc :

- une extension des tirants, et donc un effet de raidissement en flexion,

- une compression de l’empilement de tôles,

- une évolution des propriétés constitutives de l’empilement, Eq. (5.4a) et Eq. (5.4b), car elles
dépendent de la pré-charge.

5.3.1 Mise en équation

En raison de la symétrie cyclique de l’assemblage de la masse magnétique (tirants, empilement
de tôles, etc. . .), il est possible de ne résoudre qu’un problème quasi-statique dans un plan colinéaire
à l’axe longitudinal y en ne considérant qu’un seul secteur de l’assemblage composé :

– d’un unique tirant représenté par le domaine Ωm,

– de la N e
ti portion de la section droite de l’empilement de tôles représentée par le domaine Ωs,

où les indices { }m et { }s sont respectivement relatifs aux domaines Ωm et Ωs, appelé également
domaine maître et domaine esclave, afin d’introduire la notion de normale au contact selon la-
quelle le contact apparaît et les forces normales de contact agissent.

Les frontières respectives de chaque domaines ∂Ω(●) sont notées et définies par :

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

∂Ω(●) = Γ(●)
σ ∪ Γ(●)

δ

Γ(●)
σ ∩ Γ(●)

δ = ∅
. (5.14)

où l’indice (●) représente les indices m ou s, Γ(●)

δ est la frontière où les déplacements sont imposés
et Γ(●)

σ est la frontière où s’applique les efforts extérieurs.

5.3.1.1 Déformation non-linéaire longitudinale

Soit une longueur infinitésimale dy d’une poutre illustrée Fig. 5.2. Dans la configuration défor-
mée Ct, il vient :

dv = (∂v
∂y

)dy, (5.15a) dw = (∂w
∂y

)dy, (5.15b)

ce qui permet d’exprimer l’allongement ds de la longueur infinitésimale dy tel que :
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5.3. Modélisation de l’effet centrifuge

dy

w (y)

ds

~y

~z

1
2

(
∂w
∂y

)2

dy

dw

∂w
∂y

dy

∂v
∂y dy + 1

2

(
∂v
∂y

)2

dy

P0 Q0

Qt

Pt

v (y) v (y) + dv

w (y) + dw

Figure 5.2 – Configurations non-déformée C0 et déformée Ct d’un élément de poutre de longueur
infinitésimale.

ds2 = (dy + dv)2 + dw2,

⇔ ds = dy

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 + 2 (∂v∂y) + (∂v∂y)
2
+ (∂w∂y )

2

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
εyy≪1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

1
2

.

(5.16)

A l’aide du développement limité suivant :

(1 + εyy)
1
2 ≈ 1 + 1

2
εyy, avec εyy ≪ 1, (5.17)

l’Eq. (5.16) devient alors :

ds ≈ dy [1 + (∂v
∂y

) + 1
2
(∂v
∂y

)
2

+ 1
2
(∂w
∂y

)
2

] . (5.18)

Si l’on considère une poutre de longueur l dans une configuration déformée, la longueur de sa
fibre neutre sera alors définie par l’intégrale de l’Eq. (5.18) le long de son abscisse curviligne telle
que :

s =
l

∫
0

dy +
l

∫
0

(∂v
∂y

)dy +
l

∫
0

1
2
(∂v
∂y

)
2

dy +
l

∫
0

1
2
(∂w
∂y

)
2

dy. (5.19)
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CHAPITRE 5. Dynamique des rotors feuilletés en présence d’effets centrifuges

La longueur totale s de la poutre peut se décomposer de la manière suivante :

s = l + dl, (5.20)

En gardant en mémoire que la déformation longitudinale linéaire (∂v∂y) est constante, l’Eq. (5.19)
devient alors :

l + dl®
lεyy

= l + (∂v
∂y

) l +
l

∫
0

1
2
(∂v
∂y

)
2

dy +
l

∫
0

1
2
(∂w
∂y

)
2

dy, (5.21)

et la déformation longitudinale non-linéaire s’écrit finalement :

εyy = (∂v
∂y

)
²

Petite Déformation
Longitudinale

+
l

∫
0

1
2l

(∂v
∂y

)
2

dy

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Grande Déformation

Longitudinale

+ 1
2l

l

∫
0

(∂w
∂y

)
2

dy

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Couplage Déformation

Transversale-Longitudinale

. (5.22)

5.3.1.2 Couplage Longitudinal - Transversal

En négligeant le terme dû aux grandes déformations longitudinales, le terme εyy implique lors
une charge longitudinale P pour une poutre [83] de module d’Y oung module E, de section droite
S et de longueur l telle que :

P = ES (∂v
∂y

) + ES
2l

l

∫
0

(∂w
∂y

)
2

dy. (5.23)

L’effet centrifuge est estimé en considérant une charge répartie transversale non linéaire fc
agissant sur le domaine Ωm, telle que :

fc = ρSφ̇2 (eti +w) , (5.24)

où ρ et eti représentent respectivement la masse volumique et l’excentricité des tirants, Fig. 5.3.

Il doit être noté que les deux domaines Ωm et Ωs sont connectés entre eux au niveau de leurs
propres limites. Ainsi, en annulant les dérivées temporelles et en considérant une configuration
précontrainte initiale, les équations quasi-statiques dans le plan {yGz} s’expriment de la manière
suivante, dans Ωm :

∂

∂y
(EIG

∂θ

∂y
) + kyGS (∂w

∂y
− θ) = 0, (5.25)

∂

∂y
(kyGS (∂w

∂y
− θ)) + (P + P0)

∂2w

∂y2
+ fc = 0, (5.26)

ES (∂
2v

∂y2
) = 0, (5.27)

avec les conditions aux limites suivantes :
● Γmδ ∶ y = 0 ⇒ v = w = θ = 0,

● Γmσ ∶ y = l ⇒ σyy = E (∂v∂y) =
P
S ,

où EIG et kyGS sont respectivement les rigidités de flexion et de cisaillement. Le stiffening effect
classique n’apparaît pas dans le domaine Ωs puisqu’il est feuilleté longitudinalement. En revanche,
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5.3. Modélisation de l’effet centrifuge
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Figure 5.3 – Domaines élémentaires associés à Ωm et Ωs.

l’Eq. (5.4a) doit être considérée dans l’équation du mouvement quasi-statique du domaine Ωs :

∂

∂y
(EIG

∂θ

∂y
) + kyGS (∂w

∂y
− θ) = 0, (5.28)

∂

∂y
(kyGS (∂w

∂y
− θ)) = 0, (5.29)

E (P )S (∂
2v

∂y2
) = 0, (5.30)

avec les conditions aux limites suivantes :

● Γmδ ∶ y = 0 ⇒ v = w = θ = 0,

● Γmσ ∶ y = l ⇒ w = θ = 0, σyy = E (∂v∂y) = −
P
S .

Ces deux systèmes d’équations différentielles sont couplés entre eux puisque l’on a Γmδ ∩Γsδ ≠ ∅ :

y = l ⇒ {vm,wm, θm} = {vs,ws, θs} .

Ainsi, ces systèmes d’équations seront résolus en utilisant la méthode des éléments finis, i.e. une
approche adaptée dans la résolution de problèmes de contact.
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CHAPITRE 5. Dynamique des rotors feuilletés en présence d’effets centrifuges

(a) Représentation de deux domaines Ωm et Ωs dans une configuration initiale C0 et
une configuration déformée Ct lorsque les deux domaines sont en contact.

(b) Illustration des forces fn
et raideur κn de contact
entre deux points Mm et
Ms.

Figure 5.4 – Notations utilisées pour paramétrer les domaines potentiellement en contact.

5.4 Formulation éléments finis du contact

Les systèmes d’équations différentielles, Eq. (5.25) à Eq. (5.30), sont discrétisés à l’aide d’élé-
ments finis à deux nœuds grâce aux fonctions de formes associées aux champs w et θ et décrites par
les Eq. (A.43) et Eq. (A.44). Le déplacement axial v dans la direction y est également considéré et
exprimé à l’aide des fonctions de formes linéaires classiques [35], Eq. (A.292).

Soient Ωm et Ωs les domaines définis respectivement par l’union des éléments K du maillage
dont les déplacements nodaux sont stockés dans le vecteur δ ∈Rnδ :

Ωm =
emf

⋃
e=emi

Ke, (5.31a) Ωs =
esf

⋃
e=esi

Ke, (5.31b)

où emi , emf et esi , esf représentent respectivement les bornes inférieures et supérieures des domaines
Ωm et Ωs.

Durant le développement de la formulation du contact par la méthode des éléments finis, on
considéra qu’un élément fini Ke est associé de manière générale à dix degrés de liberté tel que le
vecteur élémentaire des déplacements associé eδ s’écrit :

eδ = {ve,we, ue, ψe, θe, ve+1,we+1, ue+1, ψe+1, θe+1} . (5.32)

On suppose deux corps déformables Ω(●), ● = m,s, initialement séparés qui ont la possibilité
d’entrer en contact, Fig. 5.4(a). La frontière respective de chaque corps ∂Ω(●) est partitionnée
en trois sous-frontières : Γ(●)

c où se produisent potentiellement les contacts, Γ(●)
σ où s’applique les

efforts extérieurs et Γ(●)

δ où les déplacements sont imposés. Ces trois sous-domaines doivent vérifier
les propriétés suivantes :
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5.4. Formulation éléments finis du contact
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Figure 5.5 – Maillages non-coïncidents des domaines maître Ωm et esclave Ωs.

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

∂Ω(●) = Γ(●)
σ ∪ Γ(●)

δ ∪ Γ(●)
c

Γ(●)
σ ∩ Γ(●)

δ = Γ(●)
σ ∩ Γ(v)

c = Γ(●)
c ∩ Γ(●)

δ = ∅ . (5.33)

La modélisation d’un problème en mécanique du contact se décompose en quatre étapes :

– Définition des frontières Γ(●)
σ potentiellement en contact : le lieu du contact n’est pas toujours

connu notamment pour les cas de problèmes évoluant en grands déplacements ou en grandes
déformations. A défaut d’information sur les déformées envisageables des structures, on im-
pose généralement Γ(●)

c comme étant la totalité de la frontières ∂Ω(●). Dans le cas contraire,
on sélectionne les sous-régions concernées par le contact, ce qui a pour effet de diminuer si-
gnificativement le nombre de conditions de contact et par conséquent le temps de calcul,

– Définition des normales de contact n⃗ : toujours sortantes, elles imposent la direction normale
de séparation des deux domaines,

– Évaluation de la distance gn entre les structures : cette étape permet de vérifier si la condition
d’impénétrabilité est respectée ou pas, i.e. Ωm ∩Ωs = ∅. Son calcul peut s’avérer rapidement
coûteux si la géométrie des corps déformés évolue rapidement,

– Détermination des forces fn (ou des raideurs κn) de contact, Fig. 5.4(b), dans les directions
normale et/ou tangentielle si le frottement est considéré.

Il est à noter que les domaines Ωm et Ωs présentent des maillages non-coïncidents, Fig. 5.5. De
plus, on suppose les hypothèses suivantes :

– le contact entre les domaines Ωm et Ωs ne peut avoir lieu que dans la direction transversale z,

– le frottement n’est pas considéré dans la direction longitudinale y, i.e. les domaines considérés
sont capables de se mouvoir relativement l’un par rapport à l’autre.
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Figure 5.6 – Représentation de la normale de contact n⃗ (M i
m) dans une situation d’inter-

pénétration des domaines maître Ωm et esclave Ωs.

5.4.1 Orientation de la normale de contact n⃗

Parmi les diverses méthodes de détection de contact, l’approche maître-esclave a été retenue
[84]. Elle permet de définir la cinématique d’un domaine esclave Ωs vis-à-vis d’un domaine maître
Ωm, comme l’illustre la Fig. 5.6. C’est-à-dire que pour chaque nœud du domaine maître Ωm, un
vecteur n⃗ sera défini tel qu’il soit un vecteur normal sortant à la frontière Γmc .

Appliquée à une structure discrétisée, cette approche ne se limite pas à imposer des forces aux
nœuds du maillage ou des raideurs entre les nœuds du maillage, comme c’est le cas avec une méthode
d’appariement nodal classique, mais offre aussi la possibilité de modéliser le contact lorsque celui-ci
a lieu entre un nœud maître et un élément fini esclave. Ainsi, grâce à ses fonctions de forme, une
force de contact équivalente élémentaire est alors répartie aux nœuds des éléments finis maîtres et
esclaves.

5.4.2 Mesure de la distance gn entre deux domaines

Soit un point matériel Mm du domaine Ωm appartenant à la surface de contact Γmc , la fonction
distance normale gn (ou jeu) entre les deux domaines est définie comme la norme ∥ÐÐÐÐ→MmMs∥ où Ms

est la projection du point Mm selon la normale n⃗ sur la frontière Γsc comme l’illustre la Fig. 5.4(b).
En adoptant la formulation L agrangienne totale où la position x⃗ d’un nœud dans la configuration
courante Ct s’exprime comme la somme de la position initiale

Ð→
X et du déplacement δ⃗, la norme

∥ÐÐÐÐ→MmMs∥ s’écrit alors :

∥ÐÐÐÐ→MmMs∥ = [Ð→x (Ms) −Ð→x (Mm)] ⋅ n⃗, (5.34)
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5.4. Formulation éléments finis du contact

de telle sorte que la fonction gn s’exprime de la manière suivante :

gn = [Ð→X s +Ð→δ (Ms) −
Ð→
X (Mm) −Ð→δ (Mm)] ⋅ n⃗,

⇔ gn = gn0 + [Ð→δ (Ms) −
Ð→
δ (Mm)] ⋅ n⃗,

(5.35)

où gn0 représente la distance minimale ∥ÐÐÐÐ→MmMs∥ dans la configuration initiale C0 soit :

gn0 = min
Ð→
Xs∈Γsc

(Ð→X s −Ð→X (Mm)) ⋅ n⃗. (5.36)

La quantité gn0 , appelée “gap”, caractérise la distance initiale entre les deux domaines, i.e.
distance pouvant par exemple représenter un jeu fonctionnel. Ainsi, deux situations sont mises évi-
dences pour caractériser le contact :

– Si gn ≤ 0, il y aura contact voire inter-pénétration des deux domaines considérés,

– Si gn > 0, il n’y aura pas de contact entre les deux domaines.

Pour chaque point situé sur l’interface de contact Γsc, il faut vérifier les conditions de contact :
aussi appelées conditions de H ertz-S ignorini-M oreau [85], elles traduisent entre autres la condi-
tion de non-pénétrabilité entre les deux domaines. En notant σn l’effort surfacique (ou pression) de
contact dans la direction normale n⃗, il vient :

– Condition Géométrique : Impénétrabilité de la matière (H ertz-S ignorini) :

gn ≥ 0⇔ { g > 0 , Pas de contact,
g = 0 , Contact. (5.37)

– Condition Mécanique : Intensilité (H ertz-S ignorini), aucune attraction n’est exercée entre
les domaines :

σn ≥ 0⇔ { σn > 0 , Contact (Compression),
σn = 0 , Pas de contact. (5.38)

– Condition Énergétique : Complémentarité/Exclusion (M oreau), la force de réaction s’an-
nule lorsque les objets ne sont plus en contact gn > 0⇒ σn = 0 :

σngn = 0⇔ { σn = 0 , Décollement,
g = 0 , Contact. (5.39)

5.4.3 Potentiels de contact élémentaires

Soient les domaines Ωm et Ωs discrétisés par la méthode des éléments finis. Il est possible
d’introduire un potentiel de contact telle que l’énergie potentielle totale U s’écrive [86; 87] :

U = Πd¯
Énergie de

Déformation

− Wc¯
Travail des

Forces Centrifuges

+ Πc¯
Potentiel de

Contact

+ Πbc°
Potentiel des

Conditions aux Limites

, (5.40)

où Πd est l’énergie de déformation des domaines Ωm et Ωs, Wc est le travail des forces centrifuges
appliquées sur la frontière Γmσ , Πbc est le potentiel des conditions aux limites en déplacement im-
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CHAPITRE 5. Dynamique des rotors feuilletés en présence d’effets centrifuges
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(a) Pénalité.
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(b) Pénalité barrière pour différentes valeur de εn et τn.

Figure 5.7 – Évolution du potentiel élémentaire de contact i,kΠc en fonction de gni .

posées sur les frontières Γmδ et Γsδ grâce à une méthode de pénalité et Πc est le potentiel de contact
sur les frontières Γmc et Γsc.

Si l’on considère désormais l’énergie potentielle élémentaire entre le ie nœud maître M i
m ∈ Γmc

et le ke nœud esclave Mk
s ∈ Γsc et que l’on note la normale au contact n⃗ (M i

m), la fonction distance,
Eq. (5.35), s’écrit alors au ie nœud maître M i

m :

gni = gap +
Ð→
δ tms ⋅

Ð→
N i
m, { gni ≤ 0, Contact

gni > 0, Libre , (5.41)

où
Ð→
δ ms, correspondant à la différence entre les vecteurs déplacement des nœuds esclave et maître,

et
Ð→
N i
m sont définis tels que :

Ð→
δ ms =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

Ð→
δ (Mk

s )Ð→
δ (M i

m)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
, (5.42a)

Ð→
N i
m = [ n⃗ (M i

m)
− n⃗ (M i

m) ] . (5.42b)

Le potentiel de contact élémentaire i,kΠc entreM i
m etMk

s peut être obtenu en considérant diffé-
rentes méthodes [88], parmi lesquelles on discerne les méthodes de pénalité qui autorisent une légère
pénétration entre les domaines et considèrent les forces et raideur de contact comme des propriétés
intrinsèques du système : aucune équation supplémentaire n’est ajoutée lors de la résolution et la
taille du système n’est donc pas augmentée.

Deux types de méthodes de pénalité peuvent être distinguées :

– extérieure [89], aussi appelée couramment “méthode de pénalité” (“Penalty method ”) dont
le potentiel de contact élémentaire i,kΠc associé s’écrit :

{
i,kΠc = 1

2εng
2
ni si gni ≤ 0

i,kΠc = 0 si gni > 0
, (5.43)

où εn ∈R+ est appelé coefficient de pénalité et est homogène à une raideur, et gni est définie
dans l’Eq. (5.41). La Fig. 5.7(a) représente l’allure du potentiel de contact élémentaire en
fonction de la distance gni .
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5.4. Formulation éléments finis du contact

– intérieure [86; 81; 82], aussi appelée “la méthode de barrière” (“Barrier method ”) qui
régularisent les inégalités de contact ; le potentiel de contact élémentaire i,kΠc associé s’écrit
alors : ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

i,kΠc = ( τ
2
n

εn
) + τngni + 1

2εng
2
ni si gni ≤ 0

i,kΠc = ( τ
2
n

εn
) e(

εn
τn

)gni si gni > 0
, (5.44)

où τn ∈R−∗. La Fig. 5.7(b) représente l’allure du potentiel de contact élémentaire en fonction
de la distance gni pour différentes valeurs des paramètres εn et τn.

Remarque 16: Lorsque τn → 0− et εn → +∞, il vient alors :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

i,kΠc = lim
τn→0−
εn→+∞

( τ
2
n

εn
) + τngni + 1

2εng
2
ni → 1

2εng
2
ni si gni ≤ 0

i,kΠc = lim
τn→0−
εn→+∞

( τ
2
n

εn
) e(

εn
τn

)gni → 0 si gni > 0
. (5.45)

On remarque alors que la méthode la pénalité barrière tend vers la méthode de la pénalité (−−)
comme le montre la Fig. 5.7(b).

::::

5.4.4 Recherche du point de contact entre un nœud et un élément fini

On considère le point C (M i
m) comme l’intersection entre les domaines maître et esclave, Fig. 5.6,

i.e. la projection du nœud maître M i
m, dans la direction n⃗ (M i

m), sur un élément fini esclave sKk,
puisque Ωm et Ωs présentent des maillages non-coïncidents, Fig. 5.5. On suppose que le contact
puisse avoir lieu entre le nœud maître M i

m et le ke élément fini esclave comme l’illustre la Fig. 5.6.

Considérons le cas simplifié d’une poutre dans lequel le nœud maître M i
m est représenté par

M i
m = mKi−1 ∩ mKi. Il apparaît clairement une discontinuité des normales au nœud maître M i

m.
La normale de contact n⃗ (M i

m) est alors définie à partir des vecteur normaux aux éléments finis
contigus mKi−1 et mKi telle que :

n⃗ (M i
m) = 1

2
(n⃗l (M i

m) + n⃗r (M i
m)) tel que ∥n⃗ (M i

m)∥ = 1, (5.46)

avec n⃗l (M i
m) et n⃗r (M i

m) les normales au contact gauche et droite par rapport au nœud M i
m,

Fig. 5.6 :
n⃗l (M i

m) = (
ÐÐÐÐÐ→
M i−1
m M i

m ∧Ð→Ui) ∧
ÐÐÐÐÐ→
M i−1
m M i

m, (5.47)

n⃗r (M i
m) = (

ÐÐÐÐÐ→
M i
mM

i+1
m ∧Ð→Ui) ∧

ÐÐÐÐÐ→
M i
mM

i+1
m , (5.48)

avec
Ð→
Ui le vecteur déplacement du nœudM i

m. Ainsi, pour chaque nœud maîtreM i
m, il est nécessaire

de trouver l’indice k de l’élément fini esclave sur lequel celui-ci sera projeté tel que C (M i
m) ∈ sKk.

Les coordonnées du point C (M i
m) sont alors les solutions du système suivant :

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

ÐÐÐÐÐÐÐ→
Mk
s C (M i

m) = αs
ÐÐÐÐÐ→
Mk
sM

k−1
sÐÐÐÐÐÐÐ→

M i
mC (M i

m) = αn n⃗ (M i
m)

. (5.49)

Dans la configuration courante Ct, les coordonnées du vecteur normal au contact n⃗ (M i
m) et de

la projection du ie nœud maîtreM i
m sur l’élément fini sKk−1, C (M i

m), s’expriment alors de manière
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CHAPITRE 5. Dynamique des rotors feuilletés en présence d’effets centrifuges

générale dans le repère (R) par les relations suivantes :

n⃗ (M i
m) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

xnim
ynim
znim

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦(R)

, (5.50a) x⃗ (C (M i
m)) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

xCim
yCim
zCim

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦(R)

, (5.50b)

et les coordonnées du ie nœud maître M i
m et du ke nœud esclave Mk

s s’expriment quant à elles dans
le repère (R) par :

x⃗ (M i
m) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

xM i
m

yM i
m

zM i
m

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦(R)

, (5.51a) x⃗ (Mk
s ) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

xMk
s

yMk
s

zMk
s

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦(R)

. (5.51b)

Ainsi, le système d’équation (5.49) devient :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

xCim − xMk
s

− αs (xMk−1
s

− xMk
s
) = 0 (1)

xCim − yMk
s

− αs (yMk−1
s

− yMk
s
) = 0 (2)

xCim − zMk
s

− αs (zMk−1
s

− zMk
s
) = 0 (3)

xCim − xM i
m

− αnxnim = 0 (4)
yCim − yM i

m
− αnynim = 0 (5)

zCim − zM i
m

− αnznim = 0 (6)

. (5.52)

En substituant respectivement les équations (4), (5) et (6) dans les équations (1), (2) et (3)
du système (5.52), il vient :

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

xM i
m
+ αnxnim − xMk

s
− αs (xMk−1

s
− xMk

s
) = 0 (7)

yM i
m
+ αnynim − yMk

s
− αs (yMk−1

s
− yMk

s
) = 0 (8)

zM i
m
+ αnznim − zMk

s
− αs (zMk−1

s
− zMk

s
) = 0 (9)

. (5.53)

La combinaison suivante des équations (7), (8) et (9) du système (5.53) :

2ynimznim (7) − xnimznim (8) − xnimynim (9) , (5.54)

permet de déterminer le paramètre αs :

2 [xM i
m
+ αnxnim − xMk

s
− αs (xMk−1

s
− xMk

s
)] ynimznim −

[yM i
m
+ αnynim − yMk

s
− αs (yMk−1

s
− yMk

s
)]xnimznim −

[zM i
m
+ αnznim − zMk

s
− αs (zMk−1

s
− zMk

s
)]xnimynim = 0,

⇔ 2 (xM i
m
− xMk

s
) ynimznim − (yM i

m
− yMk

s
)xnimznim − (zM i

m
− zMk

s
)xnimynim −

αs [2 (xMk−1
s

− xMk
s
) ynimznim − (yMk−1

s
− yMk

s
)xnimznim − (zMk−1

s
− zMk

s
)xnimynim] = 0.

(5.55)
L’expression du paramètre αs s’écrit alors :

αs =
2 (xM i

m
− xMk

s
) ynimznim − (yM i

m
− yMk

s
)xnimznim − (zM i

m
− zMk

s
)xnimynim

2 (xMk−1
s

− xMk
s
) ynimznim − (yMk−1

s
− yMk

s
)xnimznim − (zMk−1

s
− zMk

s
)xnimynim

, (5.56)

et représente la position relative du point C (M i
m) sur l’élément fini sKk−1.
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5.4. Formulation éléments finis du contact

En introduisant de l’Eq. (5.56) dans les équations (1), (2) et (3) du système (5.52) permet
d’exprimer les coordonnées de la projection de M i

m sur l’élément fini sKk−1 :

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

xCim
yCim
zCim

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦(R)

=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

xMk
s
+ αs (xMk−1

s
− xMk

s
)

yMk
s
+ αs (yMk−1

s
− yMk

s
)

zMk
s
+ αs (zMk−1

s
− zMk

s
)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦(R)

. (5.57)

Finalement, la sommation des équations (4), (5) et (6) du système (5.52) :

xCim − xM i
m
− αnxnim + yCim − yM i

m
− αnynim + zCim − zM i

m
− αnznim = 0,

⇔ (xCim − xM i
m
) + (yCim − yM i

m
) + (zCim − zM i

m
) − αn (xnim + ynim + znim) = 0,

(5.58)

conduit à l’expression du paramètre αn :

αn =
(xCim − xM i

m
) + (yCim − yM i

m
) + (zCim − zM i

m
)

(xnim + ynim + znim)
, (5.59)

qui indique selon son signe s’il y a interpénétration (αn < 0) ou pas (αn > 0).

Une procédure d’appariement est alors appliquée pour rechercher le ke indice jusqu’à ce que
αs ∈ [0,1], i.e. C (M i

m) ∈ [Mk
sM

k−1
s ]. En réalisant cette procédure pour la totalité des domaines Ωm

et Ωs, Alg. 9 (Annexe D.2), il est alors possible de déterminer les frontières de contact maître Γmc
et esclave Γsc.

Remarque 17: Puisqu’il est supposé que les domaines maître et esclave ont la possibilité de glisser
sans frottement dans la direction y, le scalaire n⃗ (M i

m) ⋅ y⃗ doit être nul ; le contact apparaît donc
uniquement dans la direction z. De plus, en raison de la symétrie périodique des tirants sur la
circonférence de l’empilement Ωs, le domaine esclave n’est sujet qu’à une charge longitudinale. Ainsi,
les degrés de liberté latéraux de l’empilement resteront inchangés durant le chargement centrifuge
des tirants.

::::

Ces hypothèses considérées, une méthode de pénalité est utilisée pour contraindre uniquement
les degrés de liberté latéraux w du tirant qui est en contact avec l’empilement.

5.4.5 Force et raideur de contact élémentaires

A partir du potentiel de contact élémentaire i,kΠc, il est possible de déterminer l’amplitude des
force fni et raideurs κni nodales de contact qui en dérivent telles que :

fni =
∂i,kΠc

∂gni
, (5.60a) κni =

∂fni
∂gni

. (5.60b)

– Pénalité : Dans le cas de la méthode de la pénalité, l’expression de l’amplitude de la force
de contact nodale fni dérive de l’Eq. (5.43) :

{
fni = ∂

∂gni
(1

2εng
2
ni
) = εngni si gni ≤ 0

fni = 0 si gni > 0
, (5.61)
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(a) Force de contact nodale fni .
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(b) Raideur de contact nodale κni .

Figure 5.8 – Évolution des caractéristiques du contact en fonction de gni dans le cas de la pénalité.

dont l’allure est illustrée Fig. 5.8(a). L’amplitude de la raideur de contact nodale κni dérive
elle-même de l’Eq. (5.61) telle que, Fig. 5.8(b) :

{
κni = ∂

∂gni
(εngni) = εn si gni ≤ 0

κni = 0 si gni > 0
. (5.62)

– Pénalité Barrière : Si la méthode de la pénalité barrière est adoptée, l’expression de l’am-
plitude de la force de contact nodale fni dérivant de l’Eq. (5.44) s’écrit :

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

fni = ∂
∂gni

[( τ
2
n

εn
) + τngni + 1

2εng
2
ni] = τn + εngni si gni ≤ 0

fni = ∂
∂gni

[( τ
2
n

εn
) e(

εn
τn

)gni ] = τne
(
εn
τn

)gni si gni > 0
, (5.63)

et représentée dans la Fig. 5.8(a) pour différentes valeurs des paramètres εn et τn. En gni > 0,
le terme en exponentiel régularise les inégalités de la force de contact autour de gni = 0 afin
de lui procurer une allure plus régulière. Ce comportement est bénéfique lorsqu’il s’agit de
résoudre des problèmes de dynamique dans lesquels les domaines maître et esclave entrent en
contact de manière répétitive ou lorsqu’il s’agit par exemple d’évaluer la dérivée de la force de
contact autour de gni = 0, lieu en lequel la dérivée de la force de contact n’est pas définie pour
la méthode de la pénalité extérieure. Comme pour la méthode de la pénalité, l’amplitude
de la raideur de contact nodale κni , Fig. 5.9(b), dérive elle aussi de l’Eq. (5.63) telle que,
Fig. 5.9(b) :

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

κni = ∂
∂gni

(τn + εngni) = εn si gni ≤ 0

κni = ∂
∂gni

[τne(
εn
τn

)gni ] = εne
(
εn
τn

)gni si gni > 0
. (5.64)

Lorsque les domaines maître et esclave sont à l’équilibre quasi-statique, la variation d’énergie
potentielle totale s’annule telle que :

δU = 0. (5.65)

Par conséquent, la variation du potentiel de contact élémentaire i,kΠc s’annule également telle
que :

δi,kΠc =
∂i,kΠc

∂gni
δgni = 0. (5.66)

D’un point de vue pratique, dans le cas de la méthode des éléments finis, il est nécessaire
d’exprimer la variation du potentiel de contact élémentaire en fonction de la variation δ (δms) des
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(a) Force de contact nodale fni .
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(b) Raideur de contact nodale κni .

Figure 5.9 – Évolution des caractéristiques du contact en fonction de gni dans la cas de la pénalité
barrière pour différentes valeur des paramètres εn et τn.

degrés de liberté de translation maîtres δ (M i
m) et esclaves δ (Mk

s ) concernés par le contact et qui
s’expriment de manière générale par les expressions :

δ (M i
m) = [ vi wi ui ] , (5.67a) δ (Mk

s ) = [ vk wk uk ]t . (5.67b)

où v(−), w(−) et u(−) correspondent respectivement aux déplacements selon les directions y, z et x
et l’indice (−) représente soit l’indice du nœud maître i ou du nœud esclave k.

Il vient alors :

δi,kΠc =
∂i,kΠc

∂gni

∂gni
∂δms

δ (δms) . (5.68)

En se rappelant la définition de la distance gni , l’Eq. (5.41) permet d’écrire :

∂gni
∂δms

δ (δms) = δ (δms)t ⋅
Ð→
N i
m, (5.69)

où
Ð→
N i
m est défini dans l’Eq. 5.42b. La variation du potentiel de contact élémentaire fait apparaître

la variation du travail des forces de contact et s’exprime alors sous la forme suivante :

δi,kΠc = δ (δms)t ⋅
∂i,kΠc

∂gni
⋅
Ð→
N i
m

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
i,kFn

, (5.70)

où ∂i,kΠc
∂gni

⋅
Ð→
N i
m correspond au vecteur de forces de contact nodales i,kFn, agissant entre les degrés de

liberté de translation maîtres et esclaves, dont l’expression s’écrit, grâce aux Eq. (5.61) et Eq. (5.63),
de la manière suivante pour les méthodes :

– Pénalité : ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

i,kFn = εngni ⋅
Ð→
N i
m si gni ≤ 0

i,kFn = 0 si gni > 0
, (5.71)
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CHAPITRE 5. Dynamique des rotors feuilletés en présence d’effets centrifuges

– Pénalité Barrière :

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

i,kFn = (τn + εngni) ⋅
Ð→
N i
m si gni ≤ 0

i,kFn = τne(
εn
τn

)gni ⋅
Ð→
N i
m si gni > 0

. (5.72)

Remarque 18: En considérant les Eq. (5.61) ou Eq. (5.63), le vecteur de force de contact nodal
peut s’écrire de la manière suivante :

i,kFn = fni ⋅
Ð→
N i
m,

⇔ i,kFn =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

+fni ⋅ n⃗ (M i
m)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Esclave

−fni ⋅ n⃗ (M i
m)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Maître

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Fnvk
Fnwk
Fnuk

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Fnvi
Fnwi
Fnui

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

(5.73)

et faisant apparaître clairement le principe d’action-réaction agissant au niveau du contact de telle
sorte qu’au ie nœud maître, les degrés de liberté de translation δ (M i

m) soient associés à un vecteur
de force de contact égale à −fni ⋅n⃗ (M i

m), et qu’au ke nœud esclave, les degrés de liberté de translation
δ (Mk

s ) soient associés à un vecteur de force de contact de sens opposé +fni ⋅ n⃗ (M i
m).

La dimension du vecteur de force de contact nodal i,kFn est donc égale à 2×2 = 4 dans un problème
plan : 2 degrés de liberté de translation par nœud (v, u) ou (u,w).

::::
Dans le cas d’un contact entre un nœud maître et un élément fini esclave, on ne considère plus le

nœud esclave Mk
s dans la définition de la distance gni , mais la projection du nœud maître C (M i

m)
sur l’élément fini sKk telle que :

gni = gap +
ÐÐÐÐÐÐÐ→
M i
mC (M i

m) ⋅
Ð→
N i
m,

⇔ gni = gap +Ð→δ tms ⋅
Ð→
N i
m,

(5.74)

avec :
Ð→
δ ms =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

Ð→
δ (C (M i

m))
Ð→
δ (M i

m)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
. (5.75)

L’expression du vecteur de déplacement d’un point M situé le long d’un élément fini Ke en
l’abscisse ζ s’écrit : Ð→

δ (M) = eN (ζ) eδ, (5.76)

où eδ est le vecteur de degrés de liberté de l’élément fini Ke, Eq. (5.32), et eN (ζ) est une matrice
de fonctions de forme définie à l’aide des Eq. (A.118), Eq. (A.119), Eq. (A.121), Eq. (A.122) et
Eq. (A.120) telle que :

eN (ζ) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

eNve
v (ζ) 0 0 0 0
0 eNwe

w (ζ) 0 0 eN θe
w (ζ)

0 0 eNue
u (ζ) eNψe

u (ζ) 0
⋯

⋯
eNve+1

v (ζ) 0 0 0 0
0 eNwe+1

w (ζ) 0 0 eN θe+1
w (ζ)

0 0 eNue+1
u (ζ) eNψe+1

u (ζ) 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (5.77)
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5.4. Formulation éléments finis du contact

où eNve
v et eNve+1

v sont définies dans les Eq. (A.293a) et Eq. (A.293b). L’expression des vecteurs
déplacement de l’Eq. (5.75) devient alors :

Ð→
δ (M i

m) = iN (ζm) iδ, avec ζm = 0, (5.78)

et : Ð→
δ (C (M i

m)) = kN (ζs) kδ, avec ζs = 1 − αs. (5.79)

de telle sorte que l’Eq. (5.75) devienne :

Ð→
δ ms = [

kN (ζs) 03,10

03,10
iN (ζm) ]

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
i,kN(ζm,ζs)

[
kδ
iδ

]
´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¶
i,kδ

,

⇔ Ð→
δ ms = i,kN (ζm, ζs) i,kδ, avec ζm = 0, ζs = 1 − αs.

(5.80)

Ainsi, en introduisant l’Eq. (5.80) dans l’Eq. (5.74), l’expression de la distance gni devient :

gni = gap + [i,kN (ζm, ζs) i,kδ]
t ⋅
Ð→
N i
m, (5.81)

et sa variation s’exprime alors en fonction de la variation δ (i,kδ) de tous les degrés de liberté des
éléments finis maître et esclave telle que :

∂gni
∂i,kδ

δ (i,kδ) = [i,kN (ζm, ζs) δ (i,kδ)]
t ⋅
Ð→
N i
m. (5.82)

La variation du potentiel de contact élémentaire i,kΠc s’écrit finalement :

δi,kΠc = ∂eΠc
∂gni

[i,kN (ζm, ζs) δ (i,kδ)]
t ⋅
Ð→
N i
m,

⇔ δi,kΠc = δ (i,kδ)t ⋅ ∂eΠc∂gni
⋅ i,kN t (ζm, ζs)

Ð→
N i
m

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
i,kFn

.
(5.83)

Le vecteur de force de contact i,kFn peut désormais être considéré comme “élémentaire”, en op-
position au qualificatif “nodal” utilisé précédemment dans le sens où i,kFn est relatif à tous les degrés
de liberté (translation et rotation) des éléments finis maître et esclave concernés par le contact. Se-
lon la méthode de pénalité choisie, le vecteur de force de contact élémentaire i,kFn s’exprime alors
de la manière suivante :

– Pénalité : ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

i,kFn = εngni ⋅ i,kN t (ζm, ζs)
Ð→
N i
m si gni ≤ 0

i,kFn = 0 si gni > 0
, (5.84)

– Pénalité Barrière :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

i,kFn = (τn + εngni) ⋅ i,kN t (ζm, ζs)
Ð→
N i
m si gni ≤ 0

i,kFn = τne(
εn
τn

)gni ⋅ i,kN t (ζm, ζs)
Ð→
N i
m si gni > 0

. (5.85)
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CHAPITRE 5. Dynamique des rotors feuilletés en présence d’effets centrifuges

Les Eq. (5.61) et Eq. (5.63) permettent d’exprimer les Eq. (5.84) et Eq. (5.85) d’une manière
plus générale telle que :

i,kFn = fni ⋅ i,kN t (ζm, ζs)
Ð→
N i
m

⇔ i,kFn =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

+fni ⋅ kN t (ζs) n⃗ (M i
m)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Esclave

−fni ⋅ iN t (ζm) n⃗ (M i
m)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Maître

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= [ [kFn]
[iFn]

] .
(5.86)

Le vecteur de force de contact élémentaire kFn relatif à l’élément fini esclave sKk correspond à
un vecteur de forces nodales équivalentes au vecteur de force de contact +fni ⋅ n⃗ (M i

m) agissant au
nœud C (M i

m) et est défini tel que :

kFn = [Fnvk
,Fnwk

,Fnuk
,Fnψk

,Fnθk
,Fnvk+1

,Fnwk+1
,Fnuk+1

,Fnψk+1
,Fnθk+1

]
t
, (5.87)

et dont les composantes ont les formes suivantes :

Fn(●) = fni ⋅ ynim ⋅ kN (●)
v (ζs) , avec (●) = (vk, vk+1) , (5.88)

Fn(●) = fni ⋅ znim ⋅ kN (●)
w (ζs) , avec (●) = (wk, θk, wk+1, θk+1) , (5.89)

Fn(●) = fni ⋅ xnim ⋅ kN (●)
u (ζs) , avec (●) = (uk, ψk, uk+1, ψk+1) , (5.90)

où xnim , ynim et znim sont les composantes du vecteur normal au contact n⃗ (M i
m) définies dans l’Eq.

(5.50a).

Remarque 19: La spécificité des méthodes de pénalité (et barrière) concerne le fait qu’une légère
pénétration est autorisée entre les domaines Ωm et Ωs durant la résolution. Si l’on se focalise sur
la méthode de la pénalité, Eq. (5.84), il est possible de mettre en évidence cette possibilité d’inter-
pénétration des domaines en explicitant l’expression du vecteur de force de contact élémentaire
i,kFn. Ainsi, en développant l’Eq. (5.83), dans le cas où gni ≤ 0 (inter-pénétration), la variation du
potentiel élémentaire de contact s’écrit de la manière suivante :

δi,kΠc = εn (gap + [i,kN (ζm, ζs) i,kδ]
t ⋅
Ð→
N i
m) [i,kN (ζm, ζs) δ (i,kδ)]

t ⋅
Ð→
N i
m,

⇔ δi,kΠc = εngap ⋅ δ (i,kδ)
t i,kN t (ζm, ζs) ⋅

Ð→
N i
m

+ εn ⋅ i,kδti,kN t (ζm, ζs) [
Ð→
N i
m

Ð→
N i
m
t] i,kN (ζm, ζs) δ (i,kδ) ,

⇔ δi,kΠc = δ (δms)t εngap ⋅ i,kN t (ζm, ζs) ⋅
Ð→
N i
m

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Force

+ δ (i,kδ)t εn ⋅ i,kN t (ζm, ζs) [
Ð→
N i
m

Ð→
N i
m
t] i,kN (ζm, ζs)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Raideur

i,kδ,

(5.91)

et se décompose en un vecteur de force constant et une matrice de raideur dont l’ordre de grandeur
est très élevée (rappelons que le coefficient de pénalité εn est d’ordre très supérieur à la raideur
globale du système) définie par i,kKc telle que :

i,kKc = εn ⋅ i,kN t (ζm, ζs) [
Ð→
N i
m

Ð→
N i
m
t] i,kN (ζm, ζs) . (5.92)
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5.4. Formulation éléments finis du contact

La matrice i,kKc sera utilisée ultérieurement pour modéliser le contact permanent entre les do-
maines maître et esclave durant la détermination de la réponse dynamique d’un rotor. Cette matrice
permettra de coupler les degrés de liberté transversaux u et w selon que le vecteur normal soit res-
pectivement égal à n⃗ (M i

m) = [1,0,0]t ou n⃗ (M i
m) = [0,0,1]t.

Lorsque les forces extérieures impliquent une inter-pénétration entre les domaines maître et es-
clave, i.e. gni ≤ 0, il apparaît alors clairement que la méthode de la pénalité revient à imposer :

– une raideur d’ordre de grandeur très élevé entre les domaines maître et esclave,

– des forces constantes de sens opposé dans la direction normale au contact de manière à main-
tenir en contact les deux domaines. Par ailleurs, à ces forces de contact viennent s’ajouter
les forces extérieures qui ont engendré ce contact et impliquent par conséquent une légère
inter-pénétration des domaines.

::::

5.4.6 Inter-pénétration et méthode de pénalité. Interprétation sur un système
élémentaire

Grâce à un système à un degré de liberté, on se propose d’illustrer, d’une part, que la méthode
de la pénalité peut être appliquée en ajoutant des termes de raideur et force aux nœuds en contact,
et qu’elle autorise, d’autre part, une légère inter-pénétration des domaines maîtres et esclave.

Considérons alors un système mécanique constituée d’une raideur km connectée entre les nœuds
A et M i

m, Fig. 5.10(a).

Supposons que ce système, à un degré de liberté, puisse se mouvoir dans la direction x, dans le
plan {xOy} muni du repère (O, x⃗, y⃗), tel que le déplacement du nœud M i

m soit paramétré par le
degré de liberté xm et s’écrive :

δ⃗ (M i
m) = xmx⃗. (5.93)

Soit Ωm le domaine maître constitué par ce système mécanique élémentaire et Ωs le domaine
esclave supposé fixe et orienté dans la direction y tel que :

δ⃗ (Mk
s ) = 0⃗. (5.94)

Dans la configuration initiale C0, Fig. 5.10(a), les nœuds maître est esclave sont éloignés d’une
distance gn0 connue notée gap, Eq. (5.36). On admet alors qu’un contact est possible entre les
domaines Ωm et Ωs, et plus particulièrement entre les nœuds maîtreM i

m et esclaveMk
s . Les domaines

maître et esclave étant définis, le vecteur normal au contact n⃗ (M i
m) est donc orienté tel que :

n⃗ (M i
m) = x⃗. (5.95)

Les Eq. (5.93), Eq. (5.94) et Eq. (5.95) permettent ainsi de définir la fonction distance gni ,
Eq. (5.41), telle que :

gni = gap − xm. (5.96)

Un force extérieure constante F⃗ est appliquée au nœud M i
m et définie telle que :

F⃗ = F ⋅ x⃗, (5.97)
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(a) Configuration initiale C0.
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(b) Configuration déformée C ′ lors de l’application d’une
charge F⃗ ⇒ Inter-pénétration gni ≤ 0.
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(c) Configuration initiale C ′′ lorsque le contact est modé-
lisé.
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(d) Configuration déformée C ′′′ lorsque le contact est mo-
délisé ⇒ Légère pénétration gni → 0−.

Figure 5.10 – Évolution d’un système mécanique élémentaire de raideur km lors de la modélisation
du contact.

engendrant une configuration déformée C ′, Fig. 5.10(b), dont la réponse statique évidente est
donnée par :

xm = F

km
. (5.98)

On suppose que cette configuration C ′ est caractérisée par une inter-pénétration des domaines
Ωm et Ωm, i.e. gni ≤ 0⇔ xm ≥ gap, Fig. 5.10(b). Il est clair que la réalité physique de ce système
élémentaire conduit à une réponse statique xm définie telle que :

xm ∈ [0, gap] ⇔ F ∈ [0, km ⋅ gap] . (5.99)

On applique alors la méthode de la pénalité (extérieure) afin de modéliser le contact entre les
nœuds maître M i

m et esclave Mk
s . Le coefficient de pénalité est noté εn.

L’application de l’Eq. (5.65) conduit à :

δU = 0⇔ δΠd − δWext + δi,kΠc = 0, (5.100)

avec :

Πd =
1
2
kmx

2
m, (5.101a) Wext = Fxm, (5.101b) i,kΠc =

1
2
εng

2
ni , (5.101c)

dont les variations, par rapport au degré de liberté xm, sont données par les relations suivantes :

δΠd = kmxmδxm, (5.102a) δWext = Fδxm, (5.102b)
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5.4. Formulation éléments finis du contact

�

�

�

Figure 5.11 – Amplitude de la réponse statique du système mécanique élémentaire en fonction du
rapport εn

km
.

et :
δi,kΠc = εn (gap − xm) δgni ⇔ δi,kΠc = −εn (gap − xm)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
i,kFn

δxm. (5.103)

L’Eq. (5.100) devient alors :

kmxm − F − εn (gap − xm) = 0,

⇔ kmxm + εn®
Raideur

xm = F + εngap
²
Force

.
(5.104)

On retrouve donc les termes de raideur et de force constant évoqués précédemment dans l’Eq. (5.91)
qui traduisent clairement le principe de la méthode de la pénalité qui consiste à - ajouter une raideur
εn entre les nœuds maître M i

m est esclave Mk
s - et une force constante εn ⋅ gap appliquée au nœud

M i
m comme illustré Fig. 5.10(c).

Finalement, lorsque la méthode de la pénalité est considérée, la réponse statique du système
mécanique élémentaire :

xm = F

(km + εn)
+ gap

[1 + (kmεn )]
. (5.105)

Remarque 20: La Fig. 5.11 illustre l’évolution de l’amplitude de la réponse statique du système
mécanique élémentaire, Eq. (5.105), en fonction du rapport entre coefficient de pénalité εn et la
raideur du système km. L’importance de la valeur du coefficient de pénalité εn est alors mise en
évidence en sens où plus son ordre de grandeur vis-à-vis de la raideur du système est important,
plus la réponse statique du système considérant le contact tendra vers la solution physique xm = gap.

En revanche, si l’on se place aux limites de la réponse statique xm ( εnkm ), Fig. 5.11, on obtient :

● Si εn
km
→ 0, alors xm → F

km
, la réponse statique obtenue sans considérer la méthode de la

pénalité, Eq. (5.98).
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CHAPITRE 5. Dynamique des rotors feuilletés en présence d’effets centrifuges

● Si εn
km
→ +∞ , alors xm − gap→ 0+, Eq. (5.105).

Le fait que la réponse statique xm tende par valeur supérieure vers la valeur du jeu gap démontre
qu’une légère pénétration est autorisée entre les domaines maître et esclave lorsque la méthode de
la pénalité est privilégiée, Fig. 5.10(d).

::::

5.4.7 Résolution non linéaire

Les conditions de stationnarité appliquées à l’Eq. (5.40) conduisent à δU = 0 et permettent
d’obtenir l’équation satisfaisant l’équilibre quasi-statique du système :

Knl (δ, ω) δ = Fnl (δ, ω) (5.106)

qui est résolue en utilisant un algorithme du point fixe (cf. Alg. 10, Annexe D.3) de telle sorte qu’à
l’itération j il faille résoudre :

δj+1 =Kj
nl (ω, δ

j)−1
F j
nl (ω, δ

j) . (5.107)

Les matrice Knl ∈ Mnδ,nδ et vecteur Fnl ∈ Rnδ sont respectivement les matrice de raideur et
vecteur des force non-linéaires du système définis tels que :

Knl (δ) = Ke (δ) +KG (δ) +Kbc (5.108)
Fnl (δ, ω) = Fc (ω, δ) −Fn (δ) + P (δ) +Fbc (5.109)

où Kbc ∈ Mnδ,nδ et Fbc ∈ Rnδ sont respectivement les matrice et vecteur de pénalité définissant les
conditions aux limites tels que :

Kbc = εbcLtL, (5.110a) Fbc = εbcLtδbc, (5.110b)

avec :
εbc = max (Ke (δ) ,KG (δ)) ⋅ 109. (5.111)

La matrice de pénalisation L ∈ Mnbc,nδ traduit les nbc contraintes cinématiques imposées par les
conditions aux limites telle que :

Lδ = δbc, (5.112)

où δbc ∈Rnbc représente le vecteur des déplacements imposés.

La matrice de raideur élastique Ke est non-linéaire puisque les propriétés constitutives de l’em-
pilement sont des fonctions de la charge longitudinales P , cette dernière impliquant également une
matrice de raideur géométrique, KG, au sein des tirants. Fn est le vecteur global des forces de
contact agissant sur les frontières Γmc et Γmc , Eq. (5.71), et Fc représente le vecteur global des
efforts centrifuges.

Remarque 21: Les charges longitudinales élémentaires eP induites par les déflexion non-linéaire et
déformation longitudinale du tirant sont estimées pratiquement à partir de la variation de longueur
des éléments finis modélisant ce tirant (cf. Alg. 10).

::::
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5.5. Application Industrielle
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Figure 5.12 – Modèle éléments finis des domaines Ωm (tirant) et Ωs (partie du rotor feuilleté).

5.5 Application Industrielle

L’illustration porte sur un rotor feuilleté monté sur paliers hydrodynamiques à une vitesse de
rotation comprise entre 1 000 à 20 000 rpm, et sujet à d’éventuelles combinaisons de balourds.
L’objectif de cette section est d’estimer l’influence de l’effet centrifuge sur les vitesses critiques de
rotation. Le Tab. 5.1 présente les propriétés des matériaux relatifs aux différents composants du
rotor présentant une masse de 980 kg et une longueur de 2.6 m.

5.5.1 Calcul non linéaire quasi-statique

Un problème quasi-statique est donc considéré dans le plan {yGz} (cf. Section 5.3.1) dont le
modèle élément fini est présenté Fig. 5.12. Les indices des éléments finis délimitant les domaines
maître Ωm et esclave Ωs, Fig. 5.12, sont donnés par :

emi = 1, emf = 67, (5.113a) esi = 68, esf = 135, (5.113b)

tels que :

Ωm =
67

⋃
e=1

Ke, (5.114a) Ωs =
135

⋃
e=68

Ke, (5.114b)

Il y a un encastrement au nœud N○1 et un guidage axial (dans la direction y) au nœud N○68.
Le vecteur élémentaire des degrés de liberté associés au problème plan est défini par :

eδ = {ve,we, θe, ve+1,we+1, θe+1} . (5.115)

A partir des Eq. (A.161) et Eq. (A.163) et des fonctions de formes des Eq. (A.293), les matrices
élémentaires de raideur élastique eKe et géométrique eKG des tirants sont définies par :

eKe =
eEeIG

(1 + φy) el3

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 0 0
kf11 −kf14 0 kf15 kf18

kf33 0 −kf18 kf37

0 0 0
S y m kf11 kf14

kf33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Déflexion Transversale

+
eEeS

el

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 0

0 0 0 0
1 0 0

S y m 0 0
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Traction-Compression

, (5.116)
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CHAPITRE 5. Dynamique des rotors feuilletés en présence d’effets centrifuges
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Figure 5.13 – Tendance de la méthode de la pénalité barrière (εn = 1012, τn = −1) vers la méthode
de la pénalité, gap= 0.2236 ⋅ 10−3m.

et :

eKG =
eP

(1 + eφy)2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 0 0
kG11 −kG14 0 kG15 kG18

kG33 0 −kG18 kG37

0 0 0
Sym kG11 kG14

kG33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (5.117)

avec les composantes kf(●) et kG(●) , (●) = (11, 14, 15, 18, 33, 37). Le vecteur élémentaire des forces
de contact i,kFn est défini dans l’Eq. (5.71), et des efforts centrifuges eFc à partir des Eq. (A.199)
et Eq. (A.210) :

eFc =
el

(1 + eφy)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0
7
20 +

1
3
eφy

3
20 +

1
6
eφy

el ( 1
20 +

1
24
eφy) el ( 1

30 +
1
24
eφy)

0 0
3
20 +

1
6
eφy

7
20 +

1
3
eφy

−el ( 1
30 +

1
24
eφy) −el ( 1

20 +
1
24
eφy)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

( pe
pe+1

) , (5.118)

avec les forces nodales :

( pe
pe+1

) = eρeSω2 (
ew + eti

e+1w + eti
) . (5.119)

A chaque vitesse de rotation φ̇, l’ algorithme itératif de point fixe, Alg. 10 (Annexe D.3), est
utilisé pour résoudre le problème non-linéaire quasi-statique, Eq. (5.106), pour un jeu initial (et
fonctionnel) défini tel que :

gap = 0.2236 ⋅ 10−3m. (5.120)

Élément ρ E G υ

Assemblage (kg ⋅m−3) (N ⋅m−2) (N ⋅m−2) ( )
Portion d’arbre 7870 2.05 ⋅ 1011 7.97 ⋅ 1010 0.285
Empilement 7497 1.24 ⋅ 1011 2.26 ⋅ 1010 0.280
Tirants 7830 2.10 ⋅ 1011 8.26 ⋅ 1010 0.270
Barres de court-circuit 8900 1.20 ⋅ 1011 4.47 ⋅ 1010 0.340
Anneaux de court-circuit 8750 1.32 ⋅ 1011 5.07 ⋅ 1010 0.300

Tableau 5.1 – Propriétés constitutives des composants du rotor feuilleté.
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Figure 5.14 – Distribution de la charge longitudinale à φ̇r = 15 000 rpm.

 !

"

#  

"

$ % %

"

% %

"

& %

"

' %

"

( %

"

) %

"

* %

"

+ %

"

#

 

 

"

%

 

"

&

+

"

' ' %  ,

)

"

$ ( %  ,

(

"

) ( %  ,

'!

"

% ( %  ,

%

"

+ ( %  ,

'!

"

( * %  -

Figure 5.15 – Déflexion d’un tirant à φ̇r = 15 000 rpm.

 !

"

#  !

"

$ % %

"

% %

"

& %

"

' %

"

( %

"

) %

"

* %

"

+ %

"

#

 

 

"

%

 

"

&

+

"

+ * %  ,

*

"

& + %  ,

(

"

+ $ %  ,

'

"

' % %  ,

%

"

# ' %  ,

'

"

( ) %  -

Figure 5.16 – Déflexion d’un tirant à φ̇rCo ∼ 345 rpm, i.e. le contact est initié.
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CHAPITRE 5. Dynamique des rotors feuilletés en présence d’effets centrifuges

Figure 5.17 – Évolution de la zone de contact Γmc pour φ̇r = 50 à 20 000 rpm.

La méthode de la pénalité extérieure est privilégiée en fixant le coefficient de pénalité εn à 1 ⋅1012

N ⋅m−2 telle que les force fni et raideur κni de contact en fonction de la distance gni suivent les
évolutions illustrées Fig. 5.13(a) et Fig. 5.13(b).

La Fig. 5.14 présente un exemple de distribution de charge longitudinale P , dans un tirant,
calculée à φ̇r = 15 000 rpm. La déflexion associée du tirant est illustrée par la Fig. 5.15. La distribu-
tion de charge reste quasiment constante sur la majeure partie du tirant alors qu’elle atteint deux
maxima en chacune de ses extrémités. En revanche, le maximum présente un léger accroissement
de l’ordre de ∼ 1% de la charge de précontrainte initiale P0.

En effet, l’effet centrifuge induit une déflexion du tirant et implique, par conséquent, principa-
lement des contraintes de flexion jusqu’à ce que le contact apparaisse à φ̇rCo ∼ 345 rpm, comme le
montre la Fig. 5.16. En fait, cette charge longitudinale tend à comprimer l’empilement de tôles et
donc à détendre le tirant. Puis, lorsque la vitesse de rotation φ̇ augmente, la longueur de contact
augmente également et occupe une zone du domaine Ωm où la valeur de la charge longitudinale
est constante ; la zone qui n’est pas sujette au contact, i.e. extrémités du tirant, présente alors des
niveaux de contrainte de cisaillement qui augmentent. Dans cette zone, sa ligne moyenne s’étire de
plus en plus ce qui conduit à une augmentation de la charge longitudinale non linéaire qui agit sur
le feuilletage en le comprimant. Ainsi, le tirant, solidaire des extrémités du feuilletage, se détend
longitudinalement. La Fig. 5.17 illustre l’évolution de la zone de contact Γmc en fonction de la vitesse
de rotation ; les couleurs dépendent de l’amplitude de la déflexion w du tirant : le bleu indique sa
valeur minimale alors que le rouge indique sa valeur maximale, i.e. lorsque ce dernier à consommé
la totalité du jeu fonctionnel disponible dans le feuilletage.

Comme indiqué par les échelles de couleur des Fig. 5.16 et Fig. 5.15, les contraintes de V on
M ises, Eq. (A.370), augmentent au sein du feuilletage ce qui assure, grâce au comportement par-
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Figure 5.18 – Modèle éléments finis du rotor feuilleté, Ne = 243.

ticulier des matériaux feuilletés, une augmentation de la rigidité de flexion du feuilletage. Bien que
la charge longitudinale, due à la compression, diminue au sein du tirant, celle due à la non linéarité
géométrique augmente impliquant alors une charge longitudinale supplémentaire ainsi qu’un effet
de “stress stiffening”. À φ̇r ∼ 15 000 rpm, la valeur maximale des contraintes de V on M ises des
tirants est inférieure à celle initialement appliquée (∼ −6%), mais assure toujours la précontrainte
à l’assemblage.

5.5.2 Paliers Hydrodynamiques

Les paliers hydrodynamiques sont constitués de quatre patins oscillants (“tilting pads”) et sont
situés sur chacune des portion d’arbre. Ils possèdent les mêmes caractéristiques de raideur et amor-
tissement qui dépendent de la vitesse de rotation. Les deux paliers son modélisés avec des éléments
finis discrets à un nœud et deux degrés de liberté de translation, Eq. (A.177), et sont connectés
aux nœuds N○6 et N○173 du modèle éléments finis présenté Fig. 5.18. Les coefficients de raideur
(kpxx , kpxz , kpzz , kpzx) et d’amortissement (cpxx , cpxz , cpzz , cpzx) des paliers sont calculés à partir des
relations suivantes :

kpij = k̃pij (S ) Fr
Cr
, (5.121a) cpij = c̃pij (S ) Fr

Crφ̇
, (5.121b)

où les indices i et j représentent successivement les directions x et z. Les coefficients adimensionnels
k̃pij et c̃pij , [90], dépendent du nombre de S ommerfeld :

S = µoilφ̇lpdp
2πFr

( rp
Cr

)
2

, (5.122)

avec µoil la viscosité dynamique de l’huile, Cr le jeu radial, Fr la charge radiale statique appliquée
au palier, lp, dp et rp respectivement les longueur, diamètre et rayon du palier, Tab. 5.2. Les
caractéristiques de l’huile sont définies par les quantités suivantes telle que sa viscosité cinématique
νoil, sa masse volumique ρoil et sa viscosité dynamique µoil, présentées dans le Tab. 5.3. La valeur du
jeu radial moyen des paliers est prise en compte. Le nombre de S ommerfeld est calculé, conduisant
alors aux caractéristiques de raideur et amortissement des paliers, pour une vingtaine de vitesses de
rotation comprises dans l’intervalle [1 ⋅ 103,2 ⋅ 104] (rpm) et illustrées par les Fig. D.4 et Fig. D.5.
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lp (m) dp (m) lp
dp

( ) Fr (N) Cr (m)
4.4 ⋅ 10−2 8.0 ⋅ 10−2 5.5 ⋅ 10−1 2.9 ⋅ 103 8.2 ⋅ 10−5

Tableau 5.2 – Caracteristiques géométriques des paliers.

ρoil (kg ⋅m3) νoil (m2 ⋅ s−1) µoil (Pa ⋅ s)
8.65 ⋅ 102 2.2 ⋅ 10−5 1.9 ⋅ 10−2

Tableau 5.3 – Caractéristiques de l’huile de paliers à 40○C.

5.5.3 Équations du mouvement

On rappelle que le rotor feuilleté considéré dans cette section, Fig. 5.18, est modélisé à l’aide
d’éléments finis de poutres de T imoshenko et que les tirants sont modélisés en considérant le modèle
M1′ , Annexe B.3.4. Les effets centrifuges induisent un contact, entre le tirant et l’empilement de
tôles magnétiques, intimement lié à la vitesse de rotation du rotor. Ainsi, la dynamique du rotor
feuilleté est gouvernée par le système matriciel différentiel suivant :

[M +Md] δ̈ + [Cp (φ̇) +CG +Cd] δ̇ + [Kp (φ̇) +K (φ̇) +Kc (φ̇)] δ = F (φ̇) , (5.123)

avec :

M =MT +MR, (5.124a) K (φ̇) =Kf (φ̇) +KG (φ̇) , (5.124b)

où MT , MR ∈ Mnδ,nδ sont respectivement les matrices de masse du rotor dues aux translation
et rotation de section droite et dont les formes élémentaires sont définies dans les Eq. (A.138) et
Eq. (A.142). Kf (φ̇) , KG (φ̇) ∈ Mnδ,nδ sont respectivement les matrices de raideur élastique de
flexion et géométrique globales du rotor implicitement fonction de la vitesse rotation φ̇ et dont les
formes élémentaires sont définies dans les Eq. (A.165) et Eq. (A.169). CG ∈ Mnδ,nδ est la matrice gy-
roscopique du rotor dont la forme élémentaire est définie dans l’Eq. (A.146). Cp (φ̇) , Kp (φ̇) ∈ Mnδ,nδ

sont respectivement les matrices d’amortissement et de raideur des paliers hydrodynamiques cal-
culées à partir des Eq. (5.121a), Eq. (5.121b) et dont les formes élémentaires sont définies dans
l’Eq. (A.177). Md, Cd ∈ Mnδ,nδ sont respectivement les matrices de masse et gyroscopique des
disques dont les formes élémentaires sont définies dans l’Eq. (A.115).

Le terme Kc ∈ Mnδ,nδ , définie dans l’Eq. (5.92), est une matrice de raideur de contact globale qui
modélise le contact permanent entre les tirants et l’empilement. F (φ̇) ∈ Rnδ est le vecteur global
des forces extérieures.

Afin de réduire le nombre d’équations du système Eq. (5.123), la méthode pseudo-modale est
privilégiée en projetant l’Eq. (5.123) dans une base modale Φφ̇ [50; 51], cette dernière étant actualisée
à chaque vitesse de rotation en résolvant le système suivant :

[Kp (φ̇) +K (φ̇) +Kc (φ̇)]Φφ̇ =MΦφ̇Λφ̇, (5.125)

où Λφ̇ ∈ Mm,m est la matrice diagonale contenant les valeurs propres, Φφ̇ ∈ Mnδ,m est la matrice
contenant les formes propres et m est le nombre de modes considérés. Il doit être noté que les
coefficients extra diagonaux kbxz et kbzx ont été égalisés de manière à ce que la matrice de raideur
soit symétrique durant le calcul d’une base modales.

Caractéristiques des paliers (Fig. D.4 et Fig. D.5), propriétés constitutives du feuilletage,
déflexion latérale des tirants (Fig. 5.16 et Fig. 5.15) et par conséquent le raidissement associé,
mais aussi le contact permanent entre tirant et feuilletage présentent une certaine sensibilité aux
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Figure 5.19 – Effet du contact permanent sur la 11e forme propre. La courbe continue est issue de
la prise en compte des effets centrifuges à 15 000 rpm.

variations de vitesse de rotation. Les formes propres sont alors modifiées lorsque la vitesse de rotation
évolue. En effet, la Fig. 5.19 illustre la 11e forme propre calculée à l’arrêt, i.e. sans effet centrifuge,
et à 15 000 rpm. Cette différence notable justifie le calcul d’une nouvelle base modale à chaque
vitesse de rotation. Ces formes propres, de fréquences élevées, doivent être considérées car elles sont
susceptibles d’être sollicitées par les harmoniques de la vitesse de rotation du moteur électrique.

5.5.4 Diagramme de C ampbell

Les fréquences de résonances et formes propres associées, qui sont des fonctions de la vitesse
rotation φ̇, sont obtenues en déterminant la solution de l’Eq. (5.126) sans efforts extérieurs :

[ 0 I
−κ−1γ −κ−1η

]( rkPk

Pk
) = 1

rk
( rkPk

Pk
) , k = 1, . . . ,m, (5.126)

où I ∈ Mm,m est une matrice identité, r ∈Cm et la matrice contenant les valeur propres complexes et
P ∈ Mm,m (C) et la matrice des vecteurs propres complexes, γ, κ ∈ Mm,m sont respectivement les
matrices diagonales de masse et raideur modales. Cette dernière prenant en compte les coefficients
de raideur des paliers kbxz , kbzx , et η ∈ Mm,m est l’association des matrices d’amortissement et
gyroscopique modales, telle que :

γ = Φt
φ̇
MΦφ̇, (5.127)

κ = Φt
φ̇
[Kb (φ̇) +K (φ̇) +Kc (φ̇)]Φφ̇, (5.128)

η = Φt
φ̇
[Cb (φ̇) +CG]Φφ̇. (5.129)
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Figure 5.20 – Diagramme de C ampbell sur la plage [1 ⋅ 103,2 ⋅ 104] (rpm). Les cercles (◯) localisent
les vitesses critiques. Les précessions directes sont tracées en vert (−) et les inverses en bleu (−)

Les valeurs propres complexes de l’Eq. (5.126) peuvent s’exprimer de la manière suivante :

rk = −
ξkωk

(1 − ξ2
k)

1
2

± jωk, k = 1, . . . ,m, (5.130)

où ωk et ξk sont respectivement les ke fréquence propre et facteur d’amortissement et j2 = −1.

Sans effet centrifuge Avec effet centrifuge
30
π φ̇c (rpm) ξ (%) 30

π φ̇c (rpm) ξ (%)
2847 7.82 2884 8.12
3235 3.64 3295 3.65
5234 98.2 5299 98.5
5418 97.7 5492 98.3
7641 16.6 7654 16.5
9547 7.11 9577 7.1
10645 97.4 10778 97.2
10988 97.3 11231 97.2

Tableau 5.4 – Influence de l’effet centrifuge sur les vitesses de rotation et amortissements critiques.

La Fig. 5.20 présente deux diagrammes de C ampbell obtenus en considérant (ligne continues)
ou non (ligne interrompue) l’effet centrifuge, aucune instabilité n’apparaît. Le critère original pro-
posé dans la Section 2.2.3.2 a permis de tracer distinctement l’évolution des fréquences propres
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Figure 5.21 – Évolution des charges longitudinales maximales en fonction de la vitesse de rotation.

réellement associée à une forme propre complexe. Il doit être noté que la base modale Φφ̇ contient
dix-huit formes propres (m = 18). Les modes de vibration N○1, 2, 5 et 6 présentent un faible facteur
d’amortissement (< 20%) tandis que les modes N○3, 4, 7 et 8 sont fortement amortis (> 95%).

Lorsque le rotor est excité de manière synchrone avec un balourd, les propriétés des paliers étant
non symétriques, toutes les intersections des fréquences de résonance avec la fondamentale de la
vitesse de rotation, de pente 1

60 , donnent les vitesses critiques de rotation. Le Tab. 5.4 présente les
valeurs des vitesses critiques de rotation φ̇c ainsi que les facteurs d’amortissement associés ξ, pour
les deux configurations. L’effet centrifuge a un faible effet sur les vitesses critiques (0.2% à 4.91%)
mais atteste tout de même d’une augmentation des fréquences propres du rotor. L’effet centrifuge
rend le feuilletage toujours plus rigide qu’il ne l’est dans sa configuration intiale. Cela est dû aux
différents effets suivants :

1. La valeur maximale de la charge longitudinale non linéaire augmente avec la vitesse de rotation,
Fig. 5.21(a), générant alors un raidissement des tirants.

2. Un contact permanent entre tirants et feuilletage induit une modification de l’assemblage de la
masse magnétique : les nœuds de contact du feuilletage et des tirants sont reliés par la matrice Kc,
Eq. (5.92).

3. La charge longitudinale appliquée au feuilletage est une fonction croissante de la vitesse de ro-
tation, Fig. 5.21(b). Ainsi, les Eq. (5.4a) et Eq. (5.4b) indiquent que les valeurs des propriétés
constitutive du feuilletage augmentent également, comme le montre la Fig. 5.22.

Comme mentionné précédemment dans la Section 5.5.1 et illustré dans les Fig. 5.16 et Fig. 5.15,
la Fig. 5.23 montre que les contraintes de V on M ises σV M des tirants ne sont pas des fonctions
monotones de la vitesse de rotation. En effet, ces dernières diminuent jusqu’à atteindre un minimum
(ou zone de sécurité) à {φ̇rs = 3 300 rpm, σV Ms = 5.2 ⋅ 108 N ⋅ m−2}.

La plage φ̇r ∈ [0, φ̇rs] (rpm) correspond à un intervalle pour lequel les déformations issues de la
flexion des tirants sont prépondérantes. Si φ̇r > φ̇rs , alors la compression du feuilletage augmente
tout en détendant les tirants. De plus, les déformations de cisaillement augmenteront de plus en
plus aux extrémités des tirants, Fig. 5.21(a). Les déformations de flexion présentent alors un effet
mineur. En étirant la fibre neutre des tirants, les déformations de cisaillement induisent une aug-
mentation de la charge longitudinale non-linéaire, e.g. avec un taux d’accroissement de l’ordre de
8.15 N⋅ (102 ⋅ tr)−1, qui s’applique sur le feuilletage, Fig. 5.21(b). À 20 000 rpm, le niveau maximal

161 Guillaume Mogenier
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/vpuiiblication/2011ISAL0030/these.pdf 
© [G. Mogenier], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



CHAPITRE 5. Dynamique des rotors feuilletés en présence d’effets centrifuges

 !

" # $ " % $ $ " & $'
(
# $ " & ) $ " &

*
(
+, $ " -.

*
(
# " $ " -.

*
(
# $ $ " -.

 !

" # $ " % $ $ " & $
(
# $ " & ) $ " &

$
(
/ ) $ " -.

$
(
/ ) $ $ " -.

$
(
/ ) ) $ " -.

0 1

Figure 5.22 – Propriétés constitutives E et G en fonction de la vitesse de rotation.

Speed (rpm)

(
N · m−2

)

0 5 · 103 1 · 104 1.5 · 104 2 · 1040

2 · 108

4 · 108

6 · 108

8 · 108

φ̇rs

σV Ms

Figure 5.23 – Contraintes de V on M ises maximales des tirants en fonction de la vitesse de rotation.
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des contraintes de V on M ises est du même ordre de grandeur que le niveau qui leur avait été
initialement appliqué.

Cela assure l’intégrité de l’assemblage durant le régime de fonctionnement. En effet, la déflexion
non linéaire des tirants induit un accroissement, e.g. de l’ordre de 1%, de la charge longitudinale
initialement appliquées, impliquant alors une légère évolution, e.g. inférieure à 1%, des propriétés
constitutives du feuilletage durant le régime de fonctionnement.

5.5.5 Réponses aux balourds

Afin d’estimer les effets centrifuges sur la prévision du comportement dynamique des rotors
feuilletés, cette section présente différentes réponses aux balourds conformément à la norme api de
1995. Soit Ubi ∈ R un balourd localisé au nœud i dont la position angulaire initiale, à t = 0, est
notée φbi ∈R, i.e. orienté de direction z à la direction x. Cette masse excentrée crée une force dont
les composantes dans les directions x et z sont définies telles que :

[ Fui
Fwi

] = Ubi φ̇2 [ sin (φ̇t + φbi)
cos (φ̇t + φbi)

] . (5.131)

En utilisant le méthode pseudo-modale [25], les réponses aux balourds s’obtiennent, pour chaque
vitesse de rotation φ̇, en résolvant le système suivant :

[ κ − γφ̇2 −φ̇η
φ̇η κ − γφ̇2 ]( Qs

Qc
) = [ Fs

Fc
] , (5.132)

où κ, γ et η sont définies par l’Eq. (5.127), Eq. (5.128) et Eq. (5.129) représentent les forces de
balourd généraliées Fc, Fs ∈Rm et s’écrivent comme suit :

Fs = Φt
φ̇
fs, (5.133a) Fc = Φt

φ̇
fc, (5.133b)

tel que, pour le ie nœud :

ifs = Ubi φ̇2 [ cos (φbi)
sin (φbi)

] , (5.134a) ifc = Ubi φ̇2 [ sin (φbi)
cos (φbi)

] . (5.134b)

Les coordonnées généralisées Qs, Qc ∈Rm conduisent alors la réponse aux balourds :

δ = δs (φ̇) sin (φ̇t) + δc (φ̇) cos (φ̇t) , (5.135)

avec :

δs = Φφ̇Qs (φ̇) , (5.136a) δc = Φφ̇Qc (φ̇) . (5.136b)

Les paliers étant orthotropes, les orbites du rotor sont des ellipses dont celle correspondant à
l’orbite du ie nœud dans le plan {xGz} est décrite par la relation suivante, Annexe A.5.10 :

Configuration Indice de nœud i Ubi (g ⋅mm) φbi (rad)
C1 88 4.014 ⋅ 103 0
C2 1 2.007 ⋅ 103 0
C2 177 2.007 ⋅ 103 π

Tableau 5.5 – Caractéristiques des balourds.
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Figure 5.24 – Réponses au balourd calculées à différents nœuds, configuration C1. L’amplitude
maximale apparaît au nœud N○90.

{ ui = δsui sin (φ̇t) + δcui cos (φ̇t)
wi = δswi sin (φ̇t) + δcwi cos (φ̇t) , (5.137)

où δsui , δswi ∈R et δcui , δcwi ∈R sont respectivement les composantes imaginaires et réelles de δs
et δc, associés au ie nœud, Eq. (5.136a) et Eq. (5.136b).

La norme api [25] est utilisée pour estimer les balourds Ubi (g ⋅mm) permettant de calculer une
réponse dynamique dont l’amplitude maximale ne doit pas excéder la valeur δb (µm) :

Ubi =
1 270πmr

3φ̇c
, (5.138a) δb =

25.4
2

√
12 000
φ̇r

, (5.138b)

avec mr la masse du rotor exprimée en (kg), et φ̇c en (rad ⋅ s−1), qui peut appartenir à un intervalle
de vitesse de rotation déconseillé [φ̇rfl , φ̇rfu ]. Cela nécessite l’utilisation du facteur de qualité Q :

Q = 30
π

φ̇

φ̇−3db
ru − φ̇−3db

rl

, (5.139)

où [φ̇−3db
rl

, φ̇−3db
ru ] est un intervalle fréquentiel à −3db de l’amplitude ac et situé autour de la vitesse

de rotation critique.

Deux configurations C1 et C2 sont envisagées pour déterminer la réponse aux balourds du rotor
feuilleté, Tab. 5.5, et estimer l’influence des effets centrifuges. La première configuration C1 consiste
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en un balourd unique Ubi placé au centre d’inertie du rotor, i.e. au nœud N○90, afin d’obtenir la
réponse dite “cylindrique” en excitant le premier mode de flexion.
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Figure 5.25 – Déformée du rotor à φ̇r = 3 250 rpm, configuration C1.
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Figure 5.26 – Orbites elliptiques au nœud N○90, φ̇r = 3 250 rpm, configuration C1.

La deuxième configuration C2 consiste, quant à elle, en deux balourds Ubi
2 placés en opposition

de phase sur chacune des extrémités du rotor, i.e. au nœuds N○1 et N○177, afin d’obtenir la réponse
dite “conique” associée à l’excitation du deuxième mode de flexion.

Comme le montre la Fig. 5.20, les deux premières vitesses critiques de rotation sont très proches
l’une de l’autre, le balourd Ubi a donc été défini en considérant 30

π φ̇c = 3 100 rpm. Les caractéris-
tiques de ce balourd sont présentées dans le Tab. 5.5 ainsi que leur position angulaire associée φbi .
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Les réponses aux balourds correspondant à la configuration C1 sont illustrées dans la Fig. 5.24. Les
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Figure 5.27 – Réponses aux balourds calculées à différents nœuds, configuration C2. L’amplitude
maximale apparaît au nœud N○1.

courbes discontinues représentent les réponses obtenues sans considérer les effets centrifuges alors
que les courbes continues correspondent aux réponses légèrement modifiées prenant en compte les
effets centrifuges. Une vitesse critique de rotation apparaît clairement à 30

π φ̇c = 3 250 rpm et ses
déflexions associées sont présentées dans les Fig. 5.25(a) et Fig. 5.25(b).

En considérant les effets centrifuges ou non, les déflexions au nœud N○90 sont respectivement
de 72.18µm et 71.37µm. Ces réponses ont été déterminées en calculant la norme des déplacements
maximaux dans les directions x et z, Fig. 5.26. La position angulaire φ∗, associée à t∗ (position sur
l’orbite) correspond à la position, sur une section droite de rotor où les contraintes sont maximales.
Les vitesses de rotation correspondant à l’intervalle situé à −3db sont [φ̇−3db

rl
, φ̇−3db

ru ] = [3 128,3 366]
(rpm), puisque le facteur de surtension Q = 13.6. L’intervalle de vitesses de rotation prohibé est
alors de [φ̇rfl , φ̇rfu ] = [2 748,4 076] (rpm) [25], les déflexions maximales calculées associées sont
respectivement de 25.74µm et 15.16µm, sachant que que les amplitudes maximales δb, Eq. (5.138b),
préconisées par la norme api, à ne pas dépasser sont respectivement de 26.54µm et 21.79µm .

La Fig. 5.27 présente la réponse aux balourds associée à la configuration C2 dont l’amplitude
maximale augmente avec la vitesse de rotation. Elle montre que le chargement centrifuge induit un
léger effet sur les modes excités, Fig. 5.29. Cela est dû à l’énergie de déformation de flexion qui est
principalement concentrée dans les portions d’arbre comme le montre la Fig. 5.28. En effet, la dé-
flexion montre que l’assemblage feuilletage/tirants, partie sur laquelle agissent les effets centrifuges,
ne se déforme pratiquement pas.

Comme un contact permanent a été considéré, la matrice Kc (φ̇), Eq. (5.92), est utilisée pour
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5.5. Application Industrielle
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Figure 5.28 – Déformée du rotor à φ̇r = 3 250 rpm, configuration C2.
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Figure 5.29 – Orbites elliptiques au nœud N○1, φ̇r = 3 250 rpm, configuration C2.

connecter les nœuds maîtres des tirants aux nœuds esclaves du feuilletage. Cela rend alors possible
l’utilisation de la méthode pseudo-modale lorsqu’il s’agit de déterminer des réponses aux balourds,
Eq. (5.132). En revanche, les contraintes de V on M ises des éléments de tirants, dues d’une part,
à leurs déflexions non linéaires, Alg. 10 (Annexe D.3), et d’autre part, à leurs délexions dues aux
balourds, ne peuvent être obtenues en utilisant les valeurs des degrés de liberté obtenues lors de
la réponse aux balourds. Par conséquent, il peut être supposé, en première approximation, que
les contraintes de V on M ises peuvent être déterminées à partir de la somme des fluctuations de
contraintes de la réponse aux balourds et des contraintes de la réponse quasi-statique, ces dernières
pouvant être considérées comme une configuration de précontrainte initiale, autour de laquelle évo-
luent les contraintes issues de la réponse aux balourds.

Sous l’hypothèse mentionnée précédemment, la Fig. 5.30 présente l’évolution des valeurs maxi-
males des contraintes V on M ises des tirants dues aux déflexions de la réponse aux balourds. Ces
dernières sont calculées pour chacune des deux configurations C1 et C2, et considérant également
les effets centrifuges. Quelle que soit la configuration considérée, les fluctuations des contraintes de
V on M ises présentent des variations maximales d’environ ∼ 105 N ⋅m−2, ce qui est vraiment d’un
ordre de grandeur inférieur à la précontrainte initiale de l’assemblage, e.g. ∼ 108 N ⋅m−2. Dans cette
application industrielle, il peut être fait état que le contraintes de V on M ises sont principalement
gouvernées par la valeur de la précontrainte initiale. Ainsi, le chargement centrifuge a un effet no-
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CHAPITRE 5. Dynamique des rotors feuilletés en présence d’effets centrifuges
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Figure 5.30 – Évolution du maximimum des contraintes de V on M ises des tirants due uniquement
aux balourds, pour les configurations C1 (–) et C2 (–).

table sur la répartition de contraintes en conservant le niveau de contrainte initiale de V on M ises
durant le régime de fonctionnement.

5.6 Conclusion

Le modèle éléments finis de rotor feuilleté présenté prend en considération les effets centrifuges
agissant au sein des tirants. La procédure de calcul quasi-statique a permis d’évaluer la déflexion
non linéaire des tirants à chaque vitesse de rotation φ̇ et a mis en évidence différents phénomènes φ̇-
dépendants : un raidissement géométrique, une modification de l’assemblage dû au contact
permanent entre tirants et empilement, une légère évolution des propriétés constitutives de
l’empilement.

Bien que les propriétés constitutives aient été identifiées à partir d’analyses modales à l’arrêt, le
modèle éléments finis prévoit le comportement dynamique des rotors feuilletés, e.g. le diagramme
de C ampbell est légèrement modifié, les vitesses critiques présentant un taux d’accroissement maxi-
mum inférieur à 5%. Grâce aux déformations longitudinales de l’empilement, il est fait état que les
contraintes de V on M ises des tirants n’excèdent pas le niveau de contrainte initial, ce qui assure
l’intégrité mécanique du rotor feuilleté durant les conditions opératoires.

Finalement, il serait intéressant de tirer profit de ces effets non linéaires dans la démarche de
développement de telles structures assemblées en déterminant quels paramètres, e.g. jeu fonctionnel,
répartition, nombre ou encore géométrie des tirants, permettraient d’accroître encore plus la tenue
mécanique ou contrôler la rigidité de flexion du feuilletage.
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Chapitre 6

Synthèse et bilan des travaux de
recherche

L’objectif de ces travaux de recherche consistait à améliorer la prévision du comportement dy-
namique rotors de moteurs électriques, et plus particulièrement la dynamique en flexion des

rotors feuilletés à cage d’écureuil, i.e. moteur grande vitesse. La difficulté majeure de la modélisation
résidait dans la complexité relative à l’assemblage de la masse magnétique des mgv, composée d’un
feuilletage maintenu par des tirants excentrés précontraints, et d’une cage d’écureuil qui consiste en
une distribution périphérique de barres de court-circuit connectées à deux anneaux de court-circuit
situés aux extrémités du feuilletage.

Une démarche de modélisation des structures assemblées a été présentée. Un modèle de rotor
feuilleté a alors été proposé et implémenté à partir d’éléments-finis de poutres de T imoshenko. Une
attention particulière a été portée quant à la modélisation de chaque élément constituant la masse
magnétique. Ainsi, une hypothèse cinématique relative à la déflexion des barres de court-circuit
excentrées a permis de modéliser chacune d’elles à l’aide d’éléments de poutres dont les lignes
neutres coïncident avec celles des éléments finis du feuilletage. Par ailleurs, l’ensemble des tirants
précontraints a été modélisé indépendamment du feuilletage. Ce modèle constitue ainsi un modèle
éléments finis ramifié qui a été capable de rendre compte de la dynamique locale de l’assemblage,
e.g. en fournissant des modes de tirants qui ont été observés.

Aussi, bien que le modèle éléments finis soit constitué d’éléments de poutre, le feuilletage a été
considéré comme un matériau isotrope transverse de manière à rendre compte de sa nature orthotro-
pique, et permettre d’envisager une totale indépendance des modules d’Y oung et de C oulomb du
feuilletage. En revanche, le modèle éléments finis étant établi, le comportement dynamique latéral
des rotors mgv est principalement régi par la rigidité de flexion du feuilletage dont les propriétés
sont méconnues, ce qui rend délicat la modélisation des rotors mgv. La connaissance des modules
d’Y oung et de C oulomb de l’empilement est alors primordiale pour prévoir le comportement dy-
namique de tels rotors.

Une procédure d’identification mixte numérique-expérimentale a donc été privilégiée pour éva-
luer ces propriétés. Cette procédure consiste à corréler des quantités d’intérêt expérimentales à
d’autres issues du modèle éléments finis proposé précédemment. Le choix s’est porté sur les quanti-
tés modales car elle fournissent à la fois informations globales, i.e. pulsations propres, et locales, i.e.
formes propres, sur le comportement de la structure. Les données modales calculées sont issues de
la résolution d’un problème aux valeurs propres de modèles éléments finis alors que celles mesurées
proviennent d’analyses modales expérimentales réalisées sur des rotors feuilletés à l’arrêt. Cette
corrélation numérique-expérimentale est quantifiée par des estimateurs (ou normes d’erreurs) qui
traduisent l’écart la mesure et le modèle.
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CHAPITRE 6. Synthèse et bilan des travaux de recherche

Il a donc été présenté et proposé différents estimateurs qui ont permis d’identifier les proprié-
tés constitutives du feuilletage et prévoir les pulsations et formes propres les plus proches possible
des mesures. Ces estimateurs permettent de définir une fonctionnelle de moindres carrées dont le
minimum est obtenu en actualisant de manière itérative les propriétés constitutives du modèle.
L’implémentation d’algorithmes, de L evenberg-M arquardt et de dérivation des éléments propres,
a donc été nécessaire pour minimiser ces fonctionnelles.

Dans un premier temps, il a été présenté une fonctionnelle multi-objectifs basée, sur l’écart des
pulsations propres mesurées et calculées, les composantes d’une matrice de corrélation mac calculée
entre les formes propres mesurées et calculées et des coefficients de pondération. Cette fonction-
nelle a été envisagée dans une application industrielle pour identifier des distributions de propriétés
constitutives d’un rotor mgv le long du feuilletage sub-divisé en sous-domaines. Il a été fait état
que les distributions des propriétés identifiées évoluaient avec le nombre de sous-domaines pour
atteindre une allure particulière caractérisée par une valeur constante au centre du feuilletage et
des faibles valeurs aux niveau des interfaces entre les anneaux de court-circuit et le feuilletage. Une
seconde application industrielle est réalisée pour identifier les propriétés constitutives l’empilement
de tôles annulaires d’un rotor de palier magnétique modélisé en trois dimensions.

Dans un second temps, l’analyse de l’équation qui fournit les fréquences et formes propres d’une
structure énergétiquement parfaite a permis d’établir un estimateur original basé sur un quotient
de Rayleigh hybride. Pour chaque mode, cet estimateur combine forme propre calculée, pulsation
et forme propre mesurées en un terme adimensionnel, i.e. l’utilisation de coefficients de pondéra-
tion n’est donc plus nécessaire dans la définition de la fonctionnelle. Néanmoins, les formes propres
calculées sont composées des degrés de libertés transversaux et des degrés de libertés de rotation
lesquels ne sont pas mesurés, et même mesurables.

Des fonctionnelles modales condensées ont été proposées grâce à l’utilisation de méthodes de ré-
duction de G uyan ou de C raig & Bampton, qui se sont avérées efficaces pour faire correspondre les
degrés de liberté calculés et mesurés, n’utiliser aucune extrapolation des données expérimentales et
identifier les propriétés constitutives des feuilletages de plusieurs rotors mgv. Il a été établi qu’une
condensation dynamique était particulièrement adaptée à la réduction des modèles ramifiés. De ma-
nière générale, il a été montré que les propriétés constitutives identifiées du feuilletage dépendaient
du nombre de modes considérés dans la procédure d’identification. Néanmoins, ces valeurs étaient
pertinentes dans la mesure où le nombre de modes considérés était représentatifs de la dynamique
de la structure testée.

A l’inverse, une fonctionnelle modale expansée a été proposée grâce à l’utilisation de méthodes
d’expansion de formes propres expérimentales, e.g. expansion de G uyan ou serep, qui ont permis
d’obtenir des estimations des degrés de libertés non mesurés et identifier les modules d’Y oung, de
C oulomb et coefficients de Poisson d’une autre structure industrielle, i.e. une portion d’arbre de
rotor feuilleté.

Ainsi, identifier les propriétés constitutives d’un matériau isotrope transverse équivalent modé-
lisant le feuilletage est une alternative intéressante qui permet de construire des modèles éléments
finis basés uniquement sur des éléments de poutre de T imoshenko contenant peu de degrés de
liberté. Ceci est bénéfique lorsqu’il s’agit de prévoir les réponses aux balourds ou transitoires. Par
ailleurs, l’identification des propriétés constitutives des composants d’un rotor mgv s’inscrit dans
une démarche de développement de modèle le plus précis possible permettant de prévoir la dyna-
mique de structures complexes telles que les rotors feuilletés.

L’intégration systématique de la procédure d’identification, basée sur les différentes fonction-
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nelles proposées, a permis d’implémenter une base de données expérimentales composée de plus de
trente rotors feuilletés de géométries différentes. Une méthode de régression linéaire multiple a été
implémentée et a permis d’établir des modèles prédictifs des modules d’Y oung et de C oulomb de
l’empilement, qui dépendent, de la géométrie de l’empilement et des portions d’arbre, et également
de la précontrainte initiale appliquée à l’empilement. Statistiquement, les deux modèles prédictifs
proposés ont expliqué plus de 90% des variations de 80% de l’échantillon, et ont permis de définir
des intervalles de prédiction de fréquentiels de l’ordre de ±5.85%.

Le modèle éléments finis ramifié qui a été proposé a permis de prendre en compte le chargement
centrifuge agissant sur les tirants. Différents phénomènes dépendant de la vitesse de rotation ont été
mis en évidence : le raidissement sur les tirants, l’évolution de charge longitudinale du feuilletage
impliquant une modification des ses propriétés constitutives, modélisées grâce au modèle prédictif
précédemment cité, ainsi qu’une modification de l’assemblage de la masse magnétique due à l’appa-
rition d’un contact entre les tirants et le feuilletage. Leurs maillages non-coïncidents ont nécessité
dans un premier temps, l’implémentation d’une méthode permettant de modéliser le contact entre
nœuds maîtres et éléments finis esclaves, et d’un algorithme de contact basé sur une méthode de
pénalité. Dans un second temps, un algorithme du point fixe a été implémenté pour le calcul de la
déflexion quasi-statique non linéaire des tirants.

Grâce à cette démarche, des calculs de réponses dynamiques et autres diagrammes de C ampbell
ont été réalisés. Un critère de corrélation des formes propres complexes d’un rotor, i.e. basé sur la
notion de vecteurs propres gauches et droits, a été proposé puis implémenté. Ce critère original a
permis de tracer des diagrammes de C ampbell présentant l’évolution de fréquences propres de rotor
parfaitement ordonnées en fonction des formes propres complexes auxquelles elles étaient associées.
Ces simulations ont montré que les propriétés constitutives identifiées, à partir d’analyses modales
expérimentales à l’arrêt, assuraient une bonne prédictivité du comportement dynamique des rotors
feuilletés, e.g. les vitesses critiques de rotation présentant un taux d’accroissement maximum in-
férieur à 5% lorsque les effets centrifuges étaient modélisés. Par ailleurs, il a été fait état que les
contraintes de V on M ises des tirants n’excèdaient pas le niveau de contrainte initiale, assurant
ainsi l’intégrité mécanique du rotor feuilleté durant les conditions opératoires.

En conclusion, la maîtrise de la dynamique des rotors feuilletés et la très bonne connaissance
des caractéristiques entrant en jeu, e.g. propriétés constitutives équivalentes du feuilletage, assem-
blage de la cage d’écureuil ou centrifugation des tirants, permettent au constructeur d’accroître la
fiabilité des calculs de prévision du comportement dynamique des rotors feuilletés, notamment dans
les phases de développement où il s’agit de prévoir le comportement dynamique de rotors jamais
réalisés auparavant, e.g. 30 MW à 6 000 rpm.

Enfin, à la lumière des investigations réalisées en Section 4.3, il pourrait être envisagé d’établir
des lois des modules d’Y oung et de C oulomb pour chaque tronçons divisant la masse magnétique.
Aussi les interactions rotor-stator et rotor-pma représentent des perspectives de recherche à envi-
sager pour prévoir le comportement du moteur électrique dans son ensemble.
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Annexe A

Modélisation structurelle
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A.1. Rappels et hypothèses

A.1 Rappels et hypothèses

A.1.1 Définitions

La déflexion transversale d’un rotor peut être modélisée par celle d’une poutre droite sollicitée
en flexion dans deux plans orthogonaux de l’espace. Une poutre droite (Fig. A.1(a)) est un

solide engendré par une surface plane (S) (Fig. A.1(b)), constante ou non, dont le centre d’inertie
G décrit un axe y entre les points O et G′, le plan contenant (S) restant normal à l’axe y.

Soit l’axe y, la fibre neutre de la poutre et S la section droite de la poutre.

�

z

�

x

�

y

O

G′

(a) Poutre droite.

�

z

�

x G

( )S

(b) Section droite (S).

Figure A.1 – Eléments de définition d’une poutre droite.

A.1.2 Hypothèses

Les conventions et hypothèses sont les suivantes :

– Les axes x, y et z forment un trièdre orthonormé direct porté par les vecteurs unitaires x⃗,
y⃗ et z⃗. Les axes (G, x⃗) et (G, z⃗) sont les axes centraux principaux d’inertie de la section droite.

– On note R (O, x⃗, y⃗, z⃗) le repère galiléen.

– Les plans {yGz} et {xGy} sont des plans de symétrie de la poutre.

– Le matériau est supposée homogène. Son comportement est linéaire, élastique et défini par les
modules d’Y oung et de C oulomb E et G, le coefficient de Poisson υ et la masse volumique ρ.

– Les déplacements et les déformations restent petits.

– Les sections droites (S) restent planes durant la mise en charge (Fig. A.2 et Fig. A.5).

A.2 Poutre de T imoshenko dans le plan {yGz}
A.2.1 Champ de déplacements

Si l’on considère un point P0 d’une section droite (S) situé en (y, z) dans la configuration initiale
non déformée C0, son champ de déplacement est défini par le vecteur

Ð→
U (P ) ∈R2 dans le plan {yGz}
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle

tel que :
Ð→
U (P ) = ∣ v (y, z)

w (y, z) , (A.1)

où v (y, z) et w (y, z) correspondent respectivement aux déplacements, selon y⃗ et z⃗, du point P0 de
la configuration initiale C0 à la configuration déformée C . En explicitant vectoriellement le champ
de déplacement du point P0, il vient :

Ð→
U (P ) =ÐÐ→P0P =ÐÐÐ→P0G0 +

ÐÐ→
G0G +Ð→GP. (A.2)

La projection de l’Eq. (A.2) sur y⃗ et z⃗ donne :

Ð→
U (P ) = ∣ v (y, z)

w (y, z) = ∣ 0
−z + ∣ 0

w (y) + ∣ −z sin (θ (y))
z cos (θ (y)) , (A.3)

où θ définit la rotation de la section droite (S) autour de x⃗. L’angle θ est orienté positivement
du vecteur unitaire y⃗ vers le vecteur unitaire z⃗. L’hypothèse des petits déplacements et petites
déformations impose :

{ sin (θ (y)) ∼ θ (y)
cos (θ (y)) ∼ 1

, (A.4)

et permet d’obtenir l’expression du champ de déplacements dans le plan {yGz} (Fig. A.2) :

{ v (y, z) = −zθ (y)
w (y, z) = w (y) . (A.5)

A.2.2 Champs de déformations et contraintes

Les déformations dues à la flexion et au cisaillement ont pour expression :

εyy =
∂v

∂y
= −z ∂θ

∂y
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Flexion

, (A.6a) 2εyz =
∂v

∂z
+ ∂w
∂y

= ∂w
∂y

− θ
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Cisaillement

, (A.6b)

puis les contraintes associées :

σyy = Eεyy = −Ez
∂θ

∂y
, (A.7a) σyz = Gkyz2εyz = Gkyz (

∂w

∂y
− θ) . (A.7b)

A.2.3 Efforts résultants

Il vient alors l’expression de l’effort tranchant :

Tz = ∫
(S)

σyzdS = GSkyz (
∂w

∂y
− θ) , (A.8)

où le coefficient kyz est le coefficient de réduction de section défini par :

T 2
z

Skyz
= ∫

(S)
σ2
yzdS, (A.9)

où σyz est la contrainte de cisaillement parabolique due à l’effort tranchant Tz déduit de la théorie
de l’élasticité [91; 27; 28]. Skyz est l’aire cisaillée ou section réduite.
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A.2. Poutre de T imoshenko dans le plan {yGz}
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Figure A.2 – Déplacement d’une section droite d’abscisse y dans le plan {yGz}.

Le moment fléchissant dans le plan {y, z} s’écrit :

Mfx ⋅ x⃗ = ∫
(S)

(z ⋅ z⃗) ∧ (σyydS ⋅ y⃗)dS,

⇔Mfx = ∫
(S)

−zσyydS = ∫
(S)

Ez2 ∂θ

∂y
dS = EIGx

∂θ

∂y
, (A.10)

où S est l’aire de la section droite (S) et IGx est le moment quadratique de la section droite (S)
autour de l’axe (G,x) et défini par l’Eq. (A.11) :

IGx = ∫
(S)

z2dS. (A.11)

A.2.4 Equations d’équilibre

En développant au premier ordre l’expression des effort tranchant et moment fléchissant tel que :

Tz (y + dy) = Tz (y) +
∂Tz
∂y

dy, (A.12a) Mfx (y + dy) =Mfx (y) +
∂Mfx
∂y

dy, (A.12b)

l’équilibre dynamique d’un élément de poutre (Fig. A.3) compris entre les sections droites d’abscisses
y et y + dy s’écrit, selon z⃗, pour les efforts résultants :

− Tz + Tz +
∂Tz
∂y

dy + pz = (∫
(S)

ρẅdS)dy = ρSẅdy, (A.13)

et pour les moments résultants portés par x⃗ :

179 Guillaume Mogenier
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/vpuiiblication/2011ISAL0030/these.pdf 
© [G. Mogenier], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



CHAPITRE A. Modélisation structurelle

−3 −2 −1 0 1 2 3 4

−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

Figure A.3 – Efforts sur un élément de poutre compris entre y et y + dy.

−Mfx +Mfx +
∂Mfx
∂y

dy + Tzdy +mxdy = (∫
(S)

−zρv̈dS)dy = ρIGx θ̈dy, (A.14)

où (̈ ) est un opérateur différentiel temporel d’ordre deux tel que :

ẅ = ∂
2w

∂t2
, v̈ = ∂

2v

∂t2
, θ̈ = ∂

2θ

∂t2
. (A.15)

Après simplification, on obtient les deux équations d’équilibre :

∂Tz
∂y

+ pz = ρSẅ, (A.16)

∂Mfx
∂y

+ Tz +mx = ρIGx θ̈. (A.17)

Ces équations s’écrivent en fonction des déplacements à l’aide de Eq. (A.8) et Eq. (A.10) :

∂

∂y
(Gkyz (

∂w

∂y
− θ)) + pz = ρSẅ, (A.18)

∂

∂y
(EIGx

∂θ

∂y
) +GSkyz (

∂w

∂y
− θ) +mx = ρIGx θ̈. (A.19)

A.2.5 Élément fini de poutre

On considère un élément fini de poutre Ke compris entre les nœuds e et e + 1 (Fig. A.4), de
longueur el. L’exposant e ( ) s’appliquera à toute variable relative l’élément Ke.

Soient (Tze ,Mfxe) et (Tze+1 ,Mfxe+1) respectivement les efforts résultants dans les sections des
nœuds e et e + 1, et epz et emx respectivement les force et couple répartis d’intensité linéique.
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A.2. Poutre de T imoshenko dans le plan {yGz}

On note :
eδw = [we, θe, we+1, θe+1]t , (A.20)

le vecteur des degrés de liberté ou déplacements nodaux. En l’absence de forces d’inertie, les équa-
tions d’équilibre Eq. (A.16) et Eq. (A.17) se réduisent à :

∂Tz
∂y

+ epz = 0 (A.21)

∂Mfx
∂x

+ Tz + emx = 0 (A.22)

Les efforts résultants dans la section d’abscisse y de l’élément fini s’écrivent alors :

Tz (y) = Tze − ∫
y

0

epz (s)ds (A.23)

Mfx (y) =Mfxe − ∫
y

0
Tz (s)ds − ∫

y

0

emx (s)ds (A.24)

Le déplacement selon z⃗ et la rotation des sections droites autour de x⃗ sont donnés par les formules
de Bresse [92; 93] :

θ (y) = θe + ∫
y

0

Mfx (s)
eEeIGx

ds (A.25)

w (y) = we + θey + ∫
y

0

Mfx (s)
eEeIGx

(y − s)ds + ∫
y

0

Tz (s)
eGekyzeS

ds (A.26)

A l’aide des conditions aux limites suivantes :

Tze+1 = Tz (el) , Mfxe+1 =Mfx (el) , we+1 = w (el) , θe+1 = θ (el) (A.27)

on déduit l’expression des efforts nodaux en fonction des déplacements nodaux eδw :

eF yzw = [eKyz
w ] eδw − efyzw (A.28)

avec :

eF yzw =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

− Tz (0)
− Mfx (0)

Tz (el)
Mfx (el)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

− Tze
− Mfxe

Tze+1

Mfxe+1

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭

, (A.29)

où eF yzw est le vecteur élémentaire des forces nodales dans le plan {yGz}, eKyz
w est la matrice de

raideur élastique élémentaire associée à eδw, ef
yz
w est le vecteur élémentaire de force équivalent aux

charges réparties.

Pour un élément de poutre de section droite eS constante, soumis sur toute sa longueur à une
force et à un couple d’intensité linéique définis tels que :

epz (y) = pze + (pze+1 − pze)
y
el
, (A.30a) emx (y) =mxe + (mxe+1 −mxe)

y
el
, (A.30b)

il vient :

eKyz
w =

eEeIGx
el3 (1 + eφyz)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

12 6el −12 6el
el2 (4 + eφyz) −6el el2 (2 − eφyz)

12 −6el
Sym. el2 (4 + eφyz)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(A.31)
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Figure A.4 – Elément de poutre Ke dans le plan {yGz}.

efyzw =
el

120 (1 + eφyz)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

42 + 40eφyz 18 + 20eφyz
el (6 + 5eφyz) el (4 + 5eφyz)
18 + 20eφyz 42 + 40eφyz

−el (4 + 5eφyz) −el (6 + 5eφyz)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

{ pze
pze+1

} (A.32)

+ 1
12 (1 + eφyz)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−6 −6
el (1 + 4eφyz) el (−1 + 2eφyz)

6 6
el (−1 + 2eφyz) el (1 + 4eφyz)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

{ mxe

mxe+1

}

où eφyz le coefficient de cisaillement élémentaire dans le plan {yGz} défini par :

eφyz =
12eEeIGx

eGekyzeSel2
, (A.33)

avec eE et eG respectivement les modules d’Y oung et de C oulomb élémentaires, eIGx le moment
quadratique de la section droite élémentaire eS par rapport à l’axe (G, x⃗) et ekyz le coefficient de
réduction de section élémentaire.

A.2.6 Fonctions de forme

Pour un élément de poutre Ke à section constante eS et non chargé, les deux équations d’équilibre
Eq. (A.18) et Eq. (A.19) se réduisent à :

∂

∂y
(∂w
∂y

− θ) = 0, (A.34)

eEeIGx
∂2θ

∂y2
+ eGeSekyz (

∂w

∂y
− θ) = 0, (A.35)
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A.3. Poutre de T imoshenko dans le plan {xGy}

d’où :
∂4w

∂y4
= 0, (A.36)

ce qui implique :

w (y) =
3

∑
i=0

awiy
i, (A.37)

où les awi ∈R, i = 0, . . . ,3. De l’Eq. (A.34), on déduit :

θ (y) = ∂w
∂y

+ cw où cw ∈R, (A.38)

et l’Eq. (A.35) devient :
∂2θ

∂y2
= 12cw
eφyzel2

avec φyz =
12eEeIGx

el2eGekyzeS
. (A.39)

L’Eq. (A.39) et les quatre conditions aux limites suivantes :

w (0) = we, w (el) = we+1, θ (0) = θe, θ (el) = θe+1, (A.40)

permettent d’obtenir le système suivant :

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 0
0 1 0 0 1
1 el el2 el3 0
0 1 2el 3el2 1
0 0 0 6eφyzel2 −12

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

aw0

aw1

aw2

aw3

cw

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

we
θe
we+1

θe+1

0

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

. (A.41)

L’inversion du système Eq. (A.41) permet le calcul des cinq coefficients awi , i = 0, . . . ,3 et cw
en fonction des degrés de liberté we, θe, ve+1 et θe+1 puis des fonctions de formes eNyz

w , eNyz
θ ∈ R4

définies telles que :

w (y) = eNyz
w (y) eδw, (A.42a) θ (y) = eNyz

θ (y) eδw, (A.42b)

avec :

eNyz
w (ζ) = 1

1+eφyz

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

(ζ − 1) (2ζ2 − ζ − eφyz − 1)
ζ (ζ − 1) (ζ − 1 − 1

2
eφyz) el

ζ (−2ζ2 + 3ζ + eφyz)
ζ (ζ − 1) (ζ + 1

2
eφyz) el

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

t

, (A.43)

et :

eNyz
θ (ζ) = 1

el (1+eφyz)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−6ζ (ζ − 1)
(ζ − 1) (3ζ − 1 − eφyz) el
6ζ (ζ − 1)
ζ (3ζ − 2 + eφyz) el

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

t

, (A.44)

avec ζ = y
el .

A.3 Poutre de T imoshenko dans le plan {xGy}
A.3.1 Champ de déplacements

Si l’on considère un point P0 d’une section droite (S) situé en (x, y) dans la configuration initiale
non déformée C0, son champ de déplacement est défini par le vecteur

Ð→
U (P ) ∈R2 dans le plan {xGy}
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle

tel que :
Ð→
U (P ) = ∣ v (x, y)

u (x, y) , (A.45)

où v (x, y) et u (x, y) correspondent respectivement aux déplacements, selon y⃗ et x⃗, du point P0 de
la configuration intiale C0 à la configuration déformée C . En explicitant vectoriellement le champ
de déplacement du point P0, il vient :

Ð→
U (P ) =ÐÐ→P0P =ÐÐÐ→P0G0 +

ÐÐ→
G0G +Ð→GP. (A.46)

La projection de l’Eq. (A.46) sur y⃗ et x⃗ donne :

Ð→
U (P ) = ∣ v (x, y)

u (x, y) = ∣ 0
−x + ∣ 0

u (y) + ∣ x sin (ψ (y))
x cos (ψ (y)) , (A.47)

où ψ définit la rotation de la section droite (S) autour de z⃗. L’angle ψ est orienté positivement
du vecteur unitaire x⃗ vers le vecteur unitaire y⃗. L’hypothèse des petits déplacements et petites
déformations impose :

{ sin (ψ (y)) ∼ ψ (y)
cos (ψ (y)) ∼ 1

, (A.48)

et permet d’obtenir l’expression du champ de déplacements dans le plan {xGy} (Fig. A.5) :

{ v (x, y) = xψ (y)
u (x, y) = u (y) . (A.49)

A.3.2 Champs de déformations et contraintes

Les déformations dues à la flexion et au cisaillement ont pour expression :

εyy =
∂v

∂y
= x∂ψ

∂y
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Flexion

, (A.50a) 2εxy =
∂v

∂x
+ ∂u
∂y

= ∂u
∂y

+ ψ
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Cisaillement

, (A.50b)

puis les contraintes associées :

σyy = Eεyy = Ex
∂ψ

∂y
, (A.51a) σxy = Gkxy2εxy = Gkxy (

∂u

∂y
+ ψ) . (A.51b)

A.3.3 Efforts résultants

Il vient alors l’expression de l’effort tranchant :

Tx = ∫
(S)

σxydS = GSkxy (
∂u

∂y
+ ψ) , (A.52)

où le coefficient kxy est le coefficient de réduction de section défini par :

T 2
x

Skxy
= ∫

(S)
σ2
xydS, (A.53)
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Figure A.5 – Déplacement d’une section droite d’abscisse y dans le plan {xGy}.

où σxy est la contrainte de cisaillement parabolique due à l’effort tranchant Tx déduit de la théorie
de l’élasticité [91; 27; 28]. Skxy est l’aire cisaillée ou section réduite.

Le moment fléchissant dans le plan {x, y} :

Mfz ⋅ z⃗ = ∫
(S)

(x ⋅ x⃗) ∧ (σyydS ⋅ y⃗)dS,

⇔Mfz = ∫
(S)

xσyydS = ∫
(S)

Ex2∂ψ

∂y
dS = EIGz

∂ψ

∂y
, (A.54)

où IGz est le moment quadratique de la section droite (S) autour de l’axe (G,z) et défini par
l’Eq. (A.55) :

IGz = ∫
(S)

x2dS. (A.55)

A.3.4 Equations d’équilibre

En développant au premier ordre l’expression des effort tranchant et moment fléchissant tel que :

Tx (y + dy) = Tx (y) +
∂Tx
∂y

dy, (A.56a) Mfz (y + dy) =Mfz (y) +
∂Mfz
∂y

dy, (A.56b)

l’équilibre dynamique d’un élément de poutre (Fig. A.6) compris entre les sections droites d’abscisses
y et y + dy s’écrit, selon x⃗ pour les efforts résultants :

− Tx + Tx +
∂Tx
∂y

dy + px = (∫
(S)

ρüdS)dy = ρSẅdy, (A.57)
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Figure A.6 – Efforts sur un élément de poutre compris entre y et y + dy.

et les moments résultants portés par z⃗ :

−Mfz +Mfz +
∂Mfz
∂y

dy − Txdy +mzdy = (∫
(S)

xρv̈dS)dy = ρIGz ψ̈dy, (A.58)

où (̈ ) est un opérateur différentiel temporel d’ordre deux tel que :

ü = ∂
2u

∂t2
, v̈ = ∂

2v

∂t2
, ψ̈ = ∂

2ψ

∂t2
. (A.59)

Après simplification, on obtient les deux équations d’équilibre :

∂Tx
∂y

+ px = ρSü, (A.60)

∂Mfz
∂y

− Tx +mz = ρIGz ψ̈. (A.61)

Ces équations s’écrivent en fonction des déplacements à l’aide de Eq. (A.52) et Eq. (A.54) :

∂

∂y
(Gkxy (

∂u

∂y
+ ψ)) + px = ρSü, (A.62)

∂

∂y
(EIGz

∂ψ

∂y
) −GSkxy (

∂u

∂y
+ ψ) +mz = ρIGz ψ̈. (A.63)

A.3.5 Élément fini de poutre

On considère un élément fini de poutre Ke compris entre les nœuds e et e + 1 (Fig. A.7), de
longueur el. L’exposant e ( ) s’appliquera à toute variable relative l’élément Ke.

Soient (Txe ,Mfze) et (Txe+1 ,Mfze+1) respectivement les efforts résultants dans les sections des
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Figure A.7 – Elément de poutre Ke dans le plan {xGy}.

nœuds e et e + 1, et epx et emz respectivement les force et couple répartis d’intensité linéique.

On note :
eδu = [ue, ψe, ue+1, ψe+1]t , (A.64)

le vecteur des degrés de liberté ou déplacements nodaux. En l’absence de forces d’inertie, les équa-
tions d’équilibre Eq. (A.60) et Eq. (A.61) se réduisent à :

∂Tx
∂y

+ epx = 0 (A.65)

∂Mfz
∂x

− Tx + emz = 0 (A.66)

Les efforts résultants dans la section d’abscisse y de l’élément fini s’écrivent alors :

Tx (y) = Txe − ∫
y

0

epx (s)ds (A.67)

Mfz (y) =Mfze − ∫
y

0
Tx (s)ds − ∫

y

0

emx (s)ds (A.68)

Le déplacement selon x⃗ et la rotation des sections droites autour de z⃗ sont donnés par les formules
de Bresse [92; 93] :

ψ (y) = ψe + ∫
y

0

Mfz (s)
eEeIGz

ds (A.69)

u (y) = ue + ψey + ∫
y

0

Mfz (s)
eEeIGz

(y − s)ds + ∫
y

0

Tz (s)
eGekyzeS

ds (A.70)

A l’aide des conditions aux limites suivantes :

Txe+1 = Tx (el) , Mfze+1 =Mfz (el) , ue+1 = u (el) , ψe+1 = ψ (el) (A.71)
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle

on déduit l’expression des efforts nodaux en fonction des déplacements nodaux eδu :

eF xyu = [eKxy
u ] eδu − efxyu (A.72)

avec :

eF xyu =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

− Tx (0)
− Mfz (0)

Tx (el)
Mfz (el)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

− Txe
− Mfze

Txe+1

Mfze+1

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭

, (A.73)

où eF xyu est le vecteur élémentaire des forces nodales dans le plan {xGy}, eKxy
u est la matrice de

raideur élastique élémentaire associée à eδu, ef
xy
u est le vecteur élémentaire de force équivalent aux

charges réparties.

Pour un élément de poutre de section droite eS constante, soumis sur toute sa longueur à une
force et à un couple d’intensité linéique définis tels que :

epx (y) = pxe + (pxe+1 − pxe)
y
el
, (A.74a) emz (y) =mze + (mze+1 −mze)

y
el
, (A.74b)

il vient :

eKxy
u =

eEeIGz
el3 (1 + eφxy)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

12 −6el −12 −6el
el2 (4 + eφxy) 6el el2 (2 − eφxy)

12 6el
Sym. el2 (4 + eφxy)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(A.75)

efxyu =
el

120 (1 + eφxy)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

42 + 40eφxy 18 + 20eφxy
−el (6 + 5eφxy) −el (4 + 5eφxy)

18 + 20eφxy 42 + 40eφxy
el (4 + 5eφxy) el (6 + 5eφxy)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

{ pxe
pxe+1

} (A.76)

+ 1
12 (1 + eφxy)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

6 6
el (1 + 4eφxy) el (−1 + 2eφxy)

−6 −6
el (−1 + 2eφxy) el (1 + 4eφxy)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

{ mze

mze+1

}

où eφxy le coefficient de cisaillement élémentaire dans le plan {xGy} défini par :

eφxy =
12eEeIGz

eGekxyeSel2
, (A.77)

avec eIGz le moment quadratique de la section droite élémentaire eS par rapport à l’axe (G, z⃗) et
ekxy le coefficient de réduction de section élémentaire.

A.3.6 Fonctions de forme

Pour un élément de poutre Ke à section constante eS et non chargé, les deux équations d’équilibre
Eq. (A.62) et Eq. (A.63) se réduisent à :

∂

∂y
(∂u
∂y

+ ψ) = 0, (A.78)

eEeIGz
∂2ψ

∂y2
− eGeSekxy (

∂u

∂y
+ ψ) = 0, (A.79)
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A.3. Poutre de T imoshenko dans le plan {xGy}

d’où :
∂4u

∂y4
= 0, (A.80)

ce qui implique :

u (y) =
3

∑
i=0

auiy
i, (A.81)

où les aui ∈R, i = 0, . . . ,3. De l’Eq. (A.78), on déduit :

ψ (y) = −∂u
∂y

+ cu où cu ∈R, (A.82)

et l’Eq. (A.79) devient :
∂2ψ

∂y2
= 12cu
eφxyel2

avec φxy =
12eEeIGz

el2eGekxyeS
. (A.83)

L’Eq. (A.83) et les quatre conditions aux limites suivantes :

u (0) = ue, u (el) = ue+1, ψ (0) = ψe, ψ (el) = ψe+1, (A.84)

permettent d’obtenir le système suivant :

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 0
0 −1 0 0 1
1 el el2 el3 0
0 −1 −2el −3el2 1
0 0 0 6eφxyel2 −12

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

au0

au1

au2

au3

cu

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ue
ψe
ue+1

ψe+1

0

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

. (A.85)

L’inversion du système Eq. (A.85) permet le calcul des cinq coefficients aui , i = 0, . . . ,3 et cu
en fonction des degrés de liberté ue, ψe, ue+1 et ψe+1 puis des fonctions de formes eNxy

u , eNxy
ψ ∈R4

définies telles que :

u (y) = eNxy
u (y) eδu, (A.86a) ψ (y) = eNxy

ψ (y) eδu, (A.86b)

avec :

eNxy
u (ζ) = 1

1+eφxy

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

(ζ − 1) (2ζ2 − ζ − eφxy − 1)
ζ (ζ − 1) (−ζ + 1 + 1

2
eφxy) el

ζ (−2ζ2 + 3ζ + eφxy)
−ζ (ζ − 1) (ζ + 1

2
eφxy) el

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

t

, (A.87)

et :

eNxy
ψ (ζ) = 1

el (1+eφxy)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

6ζ (ζ − 1)
(ζ − 1) (3ζ − 1 − eφxy) el
−6ζ (ζ − 1)
ζ (3ζ − 2 + eφxy) el

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

t

. (A.88)
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle

A.4 Approximations relative à l’expression de l’énergie de défor-
mation

A.4.1 Des angles d’Euler aux angles de T imoshenko

Il est essentiel de considérer certaines approximations relatives aux rotations de sections droites
lors de l’expression de l’énergie de déformation de l’arbre. En effet, si l’on considère une poutre de
T imoshenko dans l’espace, ses sections droites sont orientées grâce aux angles θ et ψ, autour des
axes respectifs x⃗ et z⃗ du repère (R), Eq. (A.4) et Eq. (A.48) ; x⃗ et z⃗ étant fixes, Fig. A.8(b). Le
vecteur rotation instantanée ω⃗/0 du repère local lié à la section s’écrit donc :

ω⃗/0 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

θ̇
0
ψ̇

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦(R)

. (A.89)

Or, lors du calcul de l’énergie cinétique d’un disque ou d’un arbre, les angles d’E uler ψ, θ et φ
sont utilisés de manière à exprimer le vecteur rotation instantanée du repère (Ri) et introduire les
termes dus à l’effet gyroscopique, Eq. (2.30) et Eq. (2.19). En toute rigueur, si les angles d’E uler ψ
et θ étaient utilisés pour orienter les sections droites, Fig. A.8(a), le vecteur ω⃗/0 s’écrirait :

ω⃗/0 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

θ̇
0
ψ̇

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦(R1)

. (A.90)

La projection du vecteur unitaire x⃗1 dans le repère (R) donne, Fig. 2.2(a) :

x⃗1 = cos (ψ) x⃗ + sin (ψ) y⃗, (A.91)

et permet d’exprimer le vecteur rotation instantanée ω⃗/0 dans (R) tel que :

ω⃗/0 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

θ̇ cos (ψ)
θ̇ sin (ψ)
ψ̇

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦(R)

. (A.92)

En considérant de petites rotations, Eq. (A.4) et Eq. (A.48), et en négligeant le terme θ̇ψ, on
retrouve l’expression de l’Eq. (A.89) :

ω⃗/0 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

θ̇

θ̇ψ

ψ̇

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦(R)

≈
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

θ̇
0
ψ̇

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦(R)

. (A.93)

Ainsi, lors du calcul de l’énergie de déformation, la première approximation à considérer
concerne l’approximation du vecteur ω⃗/0 dans (R) qui est issue de l’hypothèse de petites rotations
de sections droites. Cette approximation conduit donc à la coïncidence entre les angles d’E uler ψ
et θ et ceux utilisés pour paramétrer les rotations de sections droites d’une poutre de T imoshenko
en flexion dans l’espace. En d’autres termes, l’orientation du repère (R2) est approximée, Fig. A.8.
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(a) Configuration déformée d’une section droite (S), orientée à l’aide des angles d’E uler, lors
d’une flexion de poutre dans l’espace.
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(b) Configuration déformée d’une section droite (S), orientée à l’aide des angles issus de la
théorie de T imoshenko, lors d’une flexion de poutre dans l’espace.

Figure A.8 – Approximation conduisant à la coïncidence des angles d’E uler ψ et θ et ceux utilisés
dans la théorie de T imoshenko pour orienter une section droite de poutre dans l’espace.
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle

A.4.2 Approximation de la rotation propre

La Fig. A.9(a) rappelle que les repères (G, x⃗2, y⃗2, z⃗2) et (G, x⃗i, y⃗i, z⃗i) sont orientés grâce à la
rotation propre φ autour de l’axe (G, y⃗2) et non autour de (G, y⃗) comme mentionné précédemment
lorsque le repère (Rφ) a été introduit. La présente approximation montre que l’orientation de (Ri)
est approchée, Fig. A.9(b). Ainsi, l’expression du vecteur rotation instantané du repère (Ri) vis-à-
vis du repère (R), en considérant la première approximation, Eq. (A.93), s’écrit :

ω⃗i/0
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

θ̇
0
ψ̇

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦(R)

+
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
φ̇
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦(Ri)
. (A.94)

La projection du vecteur unitaire y⃗i dans le repère (R) est obtenue grâce aux Fig. 2.2 :

y⃗i = − cos (θ) sin (ψ) x⃗ + cos (θ) cos (ψ) x⃗ + sin (θ) z⃗, (A.95)

et permet d’exprimer le vecteur rotation instantanée ω⃗i/0
tel que :

ω⃗i/0
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

θ̇ − φ̇ cos (θ) sin (ψ)
φ̇ cos (θ) cos (ψ)
ψ̇ + φ̇ sin (θ)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦(R)

. (A.96)

En considérant de petites rotations puis en négligeant les termes φ̇ψ et φ̇θ, il vient alors :

ω⃗i/0
≈
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

θ̇ − φ̇ψ
φ̇

ψ̇ + φ̇θ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦(R)

=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

θ̇

φ̇

ψ̇

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦(R)

. (A.97)

Ainsi, l’approximation concernant l’orientation de (Ri) vis-à-vis de (R), Eq. (A.97), permet
d’orienter le repère tournant (Rφ) vis-à-vis de (R) par l’angle φ (angle d’E uler) autour de l’axe fixe
(G, y⃗), Fig. 2.8.

Ces deux approximations ont permis de faire le lien entre les angles d’E uler, orientés de manière
relative, et ceux utilisés dans la théorie de T imoshenko, i.e. degrés libertés de rotation utilisés dans
la théorie des éléments finis et orientés de manière absolue. Elles autorisent alors l’expression de
l’énergie de déformation en P (x, z) dans le repère local de l’élément tournant approché par (Rφ).
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(a) Configuration déformée d’une section droite (S), orientée à l’aide des angles d’E uler, lors
d’une flexion de rotor.
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(b) Configuration déformée d’une section droite (S), orientée à l’aide des angles définis autour
des axes fixes du repère galiléen (R), lors d’une flexion de rotor.

Figure A.9 – Approximation conduisant à la coïncidence des angles d’E uler ψ et θ et ceux utilisés
dans la théorie de T imoshenko pour orienter une section droite de rotor.
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(b) Rotations d’un angle ψφ autour de (G, z⃗φ).

Figure A.10 – Visualisations spatiales de rotations élémentaires d’une section droite (S) autour
d’axes du repère tournant (Rφ).

A.4.3 Relation entre repère galiléen et repère tournant. Projection des angles
de rotation de section

Considérons tout d’abord une section droite (S) ayant tournée uniquement d’un angle φ autour
de l’axe (G, y⃗φ) et pour laquelle les déplacements du centre géométrique G, uφ et wφ sont nuls. La
section droite (S) est alors contenue dans le plan {xGz}, Fig. A.10.

Puis, dans un premier temps, appliquons à cette section une unique rotation d’un angle positif
θφ autour de (G, x⃗φ), Fig. A.10(a). Le vecteur unitaire orthogonal à la section déformée effectue
donc une rotation d’angle θφ dans le plan {yφGzφ}. On note y⃗i� la projection du vecteur unitaire
y⃗i sur le plan {xGy}. Ainsi, il apparaît clairement qu’il est possible de décomposer la rotation de
section d’un angle θφ autour de l’axe (G, x⃗φ) en utilisant des rotations élémentaires d’angles θ et ψ
autour des axes respectifs (G, x⃗) et (G, z⃗) du repère (R). Il vient alors :

ψ = (y⃗, y⃗i�) , (A.98a) θ = (y⃗i�, y⃗i) . (A.98b)

L’approximation concernant les petites rotations, Eq. (A.4) et Eq. (A.48) permet d’estimer
la longueur des arcs formés les couples de vecteurs unitaires (y⃗, y⃗i�), (y⃗i�, y⃗i) et (y⃗, y⃗i) nommés
respectivement ÏAAψ, ÐAψAθ et ÐAψAθ tels que :

ÏAAψ ∼ −ψ, (A.99a) ÐAψAθ ∼ θ, (A.99b) ÎAAθ ∼ θφ. (A.99c)

Notons que la valeur de l’angle ψ est négative, Eq. (A.99a), car le sens de parcours débutant
du vecteur unitaire y⃗ au vecteur y⃗i� est anti-trigonométrique. En visualisant le triangle (AAψAθ)
dans le plan {xGz}, Fig. A.11(a), une égalité géométrique permet d’exprimer l’angle θφ à l’aide des
angles θ et ψ définis autour des axes fixes du repère (R). La longueur de l’arc AAθ s’écrit alors :

AAθ = AH +HAθ, (A.100)

avec :

AH = −ψ cos(π
2
− φ̇t) = −ψ sin (φ̇t) , (A.101a) HAθ = θ cos (φ̇t) . (A.101b)
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A.4. Approximations relative à l’expression de l’énergie de déformation
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(b) Rotation d’un angle ψφ autour de (G, z⃗φ).

Figure A.11 – Visualisation dans le plan {xGz} des arcs engendrés par rotation du vecteur y⃗i,
perpendiculaire à une section droite (S).

Dans un second temps, appliquons à cette section droite une unique rotation d’un angle positif
ψφ autour de l’axe (G, z⃗φ), Fig. A.10(b). Le vecteur unitaire orthogonal à la section droite déformée
effectue donc une rotation d’angle ψφ dans le plan {xφGyφ}. Les longueurs des arcs s’écrivent alors :

ÏAAψ ∼ ψ, (A.102a) ÐAψAθ ∼ θ, (A.102b) ÎAAθ ∼ ψφ, (A.102c)

et la Fig. A.11(b) permet d’écrire les relations :

AH = ψ cos (φ̇t) , (A.103a) HAθ = ψ cos(π
2
− φ̇t) = ψ sin (φ̇t) . (A.103b)

En substituant successivement les couples Eq. (A.103), Eq. (A.102c) et Eq. (A.101), Eq. (A.99c)
à l’Eq. (A.100), on obtient les relations entre les rotations d’une section droite (S) autour des axes
du repère (Rφ) et celles autour des axes du repère (R) [30; 31; 32] :

θφ = θ cos(φ̇t) − ψ sin(φ̇t), (A.104a) ψφ = θ sin(φ̇t) + ψ cos(φ̇t). (A.104b)
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle

A.5 Modélisation éléments-finis d’un rotor

La méthode des éléments finis est très utilisée pour le calcul des structures complexes et donc
privilégiée pour l’étude des machines tournantes. Comme dans la Section 2.1, il est nécessaire de
définir les modèles éléments finis des éléments constitutifs d’un rotor : disques, arbre, paliers, ba-
lourds, et autres forces extérieures [94].

A.5.1 Discrétisation

On se propose de modéliser le rotor à l’aide d’éléments finis de poutre circulaires basés sur la
théorie de T imoshenko [35] comme présentés dans les Annexe A.2.5 et Annexe A.3.5. Le rotor est
donc discrétisé en Ne éléments finis K de longueur el et comprend nδ degrés de liberté inclus dans
l’ensemble Σ. Les effet dus au cisaillement et à l’inertie de rotation de section droite sont alors pris
en compte pour chaque élément fini de poutre.

Soit Ω l’union de tous les éléments finis K du maillage :

Ω =
Ne

⋃
e=1

Ke, (A.105)

Un élément fini Ke est associé à huit degrés de liberté tel que le vecteur des degrés de liberté
associés eδ ∈R8, où e ( ) est l’exposant relatif à l’élément Ke, s’écrit :

eδ = [we, ue, ψe, θe,we+1, ue+1, ψe+1, θe+1]t , (A.106)

qui inclut les vecteurs des degrés de liberté eδw et eδu définis dans Eq. (A.64) et Eq. (A.20) cor-
respondant respectivement aux mouvements des nœuds e et e + 1 dans les plans {yGz} et {xGy}
comme le montre la Fig. A.12 .

A.5.2 Le disque

Un nœud du maillage éléments finis du rotor contient quatre degrés de liberté : deux déplace-
ments latéraux u et w respectivement selon x⃗ et z⃗, et deux rotations associées θ et ψ respectivement
autour de z⃗ et x⃗. Ainsi, si un disque est positionné en son centre de masse G au nœud e de l’élément
fini Ke, les vecteurs des déplacements nodaux eδd ∈R4 et vitesses nodales eδ̇d ∈R4 associés au point
G s’écrivent :

eδd = [we, ue, ψe, θe]t , (A.107a) eδ̇d = [ẇe, u̇e, ψ̇e, θ̇e]
t
. (A.107b)

L’énergie cinétique du disque Eq. (2.19) s’écrit alors :

eTd =
1
2
md (u̇2

e + ẇ2
e) +

1
2
Idx (ψ̇2

e + θ̇2
e) +

1
2
Idy (φ̇2 + 2φ̇ψ̇eθe) . (A.108)

L’application des équations de L agrange, Eq. (2.2), à l’Eq. (A.108) donne :

∂

∂t
( ∂

eTd

∂eδ̇dk
) − ∂eTd

∂eδdk
avec k = 1, . . . ,4, (A.109)

avec :

k = 1,
∂

∂t
(∂Td

∂ẇe
) − ∂Td

∂we
=mdẅe, (A.110)
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Figure A.12 – Visualisation d’un élément fini Ke de longueur el et de ses degrés de liberté associés
aux nœuds e et e + 1.

k = 2,
∂

∂t
(∂Td

∂u̇e
) − ∂Td

∂ue
=mdüe, (A.111)

k = 3,
∂

∂t
(∂Td

∂ψ̇e
) − ∂Td

∂ψe
= ∂

∂t
(Idxψ̇e + Idy φ̇θe) = Idxψ̈e + Idy φ̇θ̇e. (A.112)

k = 4,
∂

∂t
(∂Td

∂θ̇e
) − ∂Td

∂θe
= ∂

∂t
(Idx θ̇e) − Idy φ̇ψ̇e = Idx θ̈e − Idy φ̇ψ̇e, (A.113)

Finalement, l’Eq. (A.109) peut s’écrire sous forme matricielle telle que :

∂

∂t
(∂

eTd

∂eδ̇d
) − ∂

eTd

∂eδd
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

md 0 0 0
0 md 0 0
0 0 Idx 0
0 0 0 Idx

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Matrice de Masse

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ẅe
üe
ψ̈e
θ̈e

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

+ φ̇

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −Idy
0 0 Idy 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Matrice Gyroscopique

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ẇe
u̇e
ψ̇e
θ̇e

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. (A.114)

L’Eq. (A.114) peut également s’écrire sous la forme matricielle suivante :

∂

∂t
(∂

eTd

∂eδ̇d
) − ∂

eTd

∂eδd
= eMd

eδ̈p + eCGd
eδ̇p. (A.115)

A.5.3 L’arbre

L’arbre est modélisé à l’aide d’éléments finis de poutre de T imoshenko tel que les déflexions
transversales eu, ew et rotations de section droite eψ, eθ le long de l’élément fini Ke d’abscisse y
s’expriment en fonction des degrés de liberté eδ des nœuds e et e + 1 en utilisant les fonctions de
forme définies dans les Eq. (A.43), Eq. (A.87), Eq. (A.44) et Eq. (A.88) telles que :

ew = eNw (ζ) eδ, (A.116a) eu = eNu (ζ) eδ, (A.116b)
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle

eθ = eNθ (ζ) eδ, (A.117a) eψ = eNψ (ζ) eδ, (A.117b)

où eNw (ζ) , eNu (ζ) , eNθ (ζ) , eNψ (ζ) ∈R8 se décomposent de la manière suivante :

eN(−) (ζ) = [eNwe
(−)

(ζ) , eNue
(−)

(ζ) , eNψe
(−)

(ζ) , eN θe
(−)

(ζ) ,
eNwe+1

(−)
(ζ) , eNue+1

(−)
(ζ) , eNψe+1

(−)
(ζ) , eN θe+1

(−)
(ζ)]

, (A.118)

où l’indice (−) représente w, u, ψ ou θ et dont les composantes relatives au champ w sont représen-
tées sur la Fig. A.13. Les fonctions de forme s’écrivent alors :

eNw (ζ) = 1
1 + eφy

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

(ζ − 1) (2ζ2 − ζ − eφy − 1)
0
0
ζ (ζ − 1) (ζ − 1 − 1

2
eφy) el

ζ (−2ζ2 + 3ζ + eφy)
0
0
ζ (ζ − 1) (ζ + 1

2
eφy) el

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

t

, (A.119)

eNθ (ζ) =
1

el (1 + eφy)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−6ζ (ζ − 1)
0
0
(ζ − 1) (3ζ − 1 − eφy) el
6ζ (ζ − 1)
0
0
ζ (3ζ − 2 + eφy) el

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

t

, (A.120)

eNu (ζ) =
1

1 + eφy

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
(ζ − 1) (2ζ2 − ζ − eφy − 1)
ζ (ζ − 1) (−ζ + 1 + 1

2
eφy) el

0
0
ζ (−2ζ2 + 3ζ + eφy)
−ζ (ζ − 1) (ζ + 1

2
eφy) el

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

t

, (A.121)

et :

eNψ (ζ) = 1
el (1 + eφy)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
6ζ (ζ − 1)
(ζ − 1) (3ζ − 1 − eφy) el
0
0
−6ζ (ζ − 1)
ζ (3ζ − 2 + eφy) el
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

t

, (A.122)

avec ζ = y
el et

eφy le coefficient de cisaillement élémentaire.
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Figure A.13 – Tracé des composantes de la fonction de forme eN(w) (ζ) sur un élément de référence
d’abscisse ζ ∈ [0,1], φy = 0.0424.

A.5.3.1 Matrices élémentaires de masse et gyroscopique

La formulation de l’énergie cinétique, Eq. (2.30), d’un élément fini d’arbre Ke de longueur el est
la suivante :

eTa =
1
2
eρeS

el

∫
0

(eu̇2 + eẇ2)dy+ 1
2
eρeIG

el

∫
0

(eψ̇2 + eθ̇2)dy+2eρeIGφ̇

el

∫
0

eψ̇eθdy+eρeIGy elφ̇2. (A.123)

Les dérivées temporelles des champs de déplacement définis par les Eq. (A.116a), Eq. (A.116b),
Eq. (A.117a) et Eq. (A.117b) s’expriment aisément telles que :

eẇ = eNw (ζ) eδ̇, (A.124a) eu̇ = eNu (ζ) eδ̇, (A.124b)

eθ̇ = eNθ (ζ) eδ̇, (A.125a) eψ̇ = eNψ (ζ) eδ̇, (A.125b)

où eδ̇ est défini tel que :

eδ̇ = [ẇe, u̇e, ψ̇e, θ̇e,we+1, u̇e+1, ψ̇e+1, θ̇e+1]
t
. (A.126)

En substituant les Eq. (A.117a), Eq. (A.124a), Eq. (A.124b), Eq. (A.125a) et Eq. (A.125b) dans
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle

l’Eq. (A.123), il vient alors :

eTa = 1
2
eρeS

el

∫
0

[eδ̇t (eNu)t (eNu) eδ̇ + eδ̇t (eNw)t (eNw) eδ̇]dy

+ 1
2
eρeIG

el

∫
0
[eδ̇t (eNψ)

t (eNψ) eδ̇ + eδ̇t (eNθ)t (eNθ) eδ̇]dy

+ 2eρeIGφ̇
el

∫
0
[eδ̇t (eNψ)

t (eNθ) eδ]dy + eρeIG
elφ̇2

, (A.127)

ou encore :

eTa = 1
2
eδ̇t [eρeS

el

∫
0
(eNu)t (eNu)dy]

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
eMu

eδ̇ + 1
2
eδ̇t [eρeS

el

∫
0
(eNw)t (eNw)dy]

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
eMw

eδ̇

+ 1
2
eδ̇t [eρeIG

el

∫
0

(eNψ)
t (eNψ)dy]

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
eMψ

eδ̇ + 1
2
eδ̇t [eρeIG

el

∫
0
(eNθ)t (eNθ)dy]

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
eMθ

eδ̇

+ φ̇eδ̇t [2eρeIG
el

∫
0

(eNψ)
t (eNθ)dy]

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
eCψ̇θ

eδ + eρeIGy
elφ̇2

, (A.128)

Comme évoqué précédemment dans la Section 2.1.3.2, le dernier terme eρeIGy
elφ̇2 est constant

lors du régime permanent, de telle sorte qu’apparaissent les matrices de masse élémentaires eMu,
eMw ∈

M8,8 dues aux translations de sections droites dans les plans {xGy} et {yGz} :

eMu =
eρeSel

(1 + eφy)2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 0 0 0 0
mT11 mT14 0 0 mT15 −mT18 0

mT33 0 0 mT18 mT37 0
0 0 0 0 0

0 0 0 0
Sym mT11 −mT14 0

mT33 0
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (A.129)

eMw =
eρeSel

(1 + eφy)2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

mT11 0 0 −mT14 mT15 0 0 mT18

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

mT33 −mT18 0 0 mT37

mT11 0 0 mT14

Sym 0 0 0
0 0

mT33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (A.130)

et les matrices élémentaires eMψ,
eMθ ∈ M8,8 sont dues aux rotations de sections droites (effet de
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A.5. Modélisation éléments-finis d’un rotor

Rayleigh) respectivement autour de z⃗ et x⃗, perpendiculaires plans {xGy} et {yGz} :

eMψ =
eρeIG

el (1 + eφy)2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 0 0 0 0
mR11 mR14 0 0 mR15 −mR18 0

mR33 0 0 mR18 mR37 0
0 0 0 0 0

0 0 0 0
Sym mR11 −mR14 0

mR33 0
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (A.131)

eMθ =
eρeIG

el (1 + eφy)2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

mR11 0 0 −mR14 mR15 0 0 mR18

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

mR33 −mR18 0 0 mR37

mR11 0 0 mR14

Sym 0 0 0
0 0

mR33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. (A.132)

La matrice élémentaire eCψ̇θ ∈ M8,8 traduit le couplage entre les mouvements dans les plans
perpendiculaires plans {xGy} et {yGz}, i.e. l’effet gyroscopique :

eCψ̇θ =
eρeIG

(1 + eφy)2
φ̇

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 cψ̇θ12
cψ̇θ13

0 0 −cψ̇θ12
cψ̇θ13

0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 −cψ̇θ13

−cψ̇θ34
0 0 cψ̇θ13

−cψ̇θ38
0

0 −cψ̇θ12
−cψ̇θ13

0 0 cψ̇θ12
−cψ̇θ13

0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 −cψ̇θ13

−cψ̇θ38
0 0 cψ̇θ13

−cψ̇θ34
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (A.133)

avec :

cψ̇θ12
= −12

5
1
el
, cψ̇θ13

= (1
5
− eφy) , (A.134)

cψ̇θ34
= −( 4

15
+ 1

3
eφy +

2
3
eφ2
y) el, cψ̇θ38

= ( 1
15

+ 1
3
eφy −

1
3
eφ2
y) el. (A.135)

L’application des équations de L agrange (Eq. (2.2)) permet d’obtenir l’expression du travail
des forces inertielles eIk définis par :

∂

∂t
(∂

eTa

∂eδ̇k
) − ∂

eTa

∂eδk
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

eIk

, k = 1, . . . ,8, (A.136)

tel que l’Eq. (A.136) devient :

∂

∂t
(∂

eTa

∂eδ̇
) − ∂

eTa

∂eδ
=
⎛
⎜⎜
⎝
eMu + eMw
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

MT

+ eMθ + eMψ
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

MR

⎞
⎟⎟
⎠
eδ̈ + eCG±

eCψ̇θ−
eCt

ψ̇θ

eδ̇, (A.137)
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle

où eMT et eMR sont respectivement les matrices de masses élémentaires dues aux translations et
rotations de section droite d’un élément de poutre de T imoshenko en flexion dans l’espace telles
que :

eMT =
eρeSel

(1 + eφy)2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

mT11 0 0 −mT14 mT15 0 0 mT18

mT11 mT14 0 0 mT15 −mT18 0
mT33 0 0 mT18 mT37 0

mT33 −mT18 0 0 mT37

mT11 0 0 mT14

Sym mT11 −mT14 0
mT33 0

mT33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (A.138)

avec :

mT11 = (13
35

+ 7
10

eφy +
1
3
eφ2
y) , mT14 = −( 11

210
+ 11

120
eφy +

1
24

eφ2
y) el, (A.139)

mT15 = ( 9
70

+ 3
10

eφy +
1
6
eφ2
y) , mT18 = −( 13

420
+ 3

40
eφy +

1
24

eφ2
y) el, (A.140)

mT33 = ( 1
105

+ 1
60

eφy +
1

120
eφ2
y) el2, mT37 = −( 1

140
+ 1

60
eφy +

1
120

eφ2
y) el2. (A.141)

et :

eMR =
eρeIG

el (1 + eφy)2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

mR11 0 0 −mR14 mR15 0 0 mR18

mR11 mR14 0 0 mR15 −mR18 0
mR33 0 0 mR18 mR37 0

mR33 −mR18 0 0 mR37

mR11 0 0 mR14

Sym mR11 −mR14 0
mR33 0

mR33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (A.142)

avec :

mR11 =
6
5
, mR14 = −( 1

10
− 1

2
eφy) el, (A.143)

mR15 = −
6
5
, mR18 = ( 1

10
− 1

2
eφy) el, (A.144)

mR33 = ( 2
15

+ 1
6
eφy +

1
3
eφ2
y) el2, mR37 = −( 1

30
+ 1

6
eφy −

1
6
eφ2
y) el2. (A.145)

Le terme eCG correspond à la matrice gyroscopique (anti-symétrique) élémentaire définie telle
que :

eCG =
eρeIG

(1 + eφy)2
φ̇

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 cG12 cG13 0 0 −cG12 cG13 0
0 0 cG13 cG12 0 0 cG13

0 cG34 cG13 0 0 cG38

0 0 cG13 −cG38 0
0 cG12 −cG13 0

Skew 0 0 −cG13

0 cG34

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (A.146)
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A.5. Modélisation éléments-finis d’un rotor

avec :

cG12 = −
12
5

1
el
, cG13 = (1

5
− eφy) , (A.147)

cG34 = −( 4
15

+ 1
3
eφy +

2
3
eφ2
y) el, cG38 = ( 1

15
+ 1

3
eφy −

1
3
eφ2
y) el. (A.148)

Détermination de la matrice élémentaire gyroscopique : La matrice gyroscopique élémen-
taire est obtenue grâce l’Eq. (A.136), dont les termes de la ke ligne sont obtenus grâce la relation
suivante :

∂

∂t

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂ (eδ̇teCψ̇θeδ̇)

∂eδ̇k

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
−
∂ (eδ̇teCψ̇θeδ̇)

∂eδk
avec eδ̇teCψ̇θ

eδ =
8

∑
q=1

8

∑
p=1

cψ̇θqp
eδ̇q

eδp, (A.149)

relative à l’évolution du paramètre eδk.
En explicitant les termes de l’Eq. (A.149), il vient :

∂

∂t

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

∂

∂eδ̇k

⎛
⎝

8

∑
q=1

8

∑
p=1

cψ̇θqp
eδ̇q

eδp
⎞
⎠

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
= ∂

∂t

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

8

∑
p=1

cψ̇θkp
eδp

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
=

8

∑
p=1

cψ̇θkp
eδ̇p, (A.150)

et :
∂

∂eδk

⎛
⎝

8

∑
q=1

8

∑
p=1

cψ̇θqp
eδ̇q

eδp
⎞
⎠
=

8

∑
q=1

cψ̇θqk
eδ̇q. (A.151)

En substituant les Eq. (A.150) et Eq. (A.151) dans l’Eq. (A.149), il vient alors :

∂
∂t [

∂(eδ̇teCψ̇θ
eδ̇)

∂eδ̇k
] −

∂(eδ̇teCψ̇θ
eδ̇)

∂eδk
=

8

∑
p=1

cψ̇θkp
eδ̇p −

8

∑
q=1

cψ̇θqk
eδ̇q,

=
8

∑
q=1

cψ̇θkq
eδ̇q −

8

∑
q=1

cψ̇θqk
eδ̇q,

=
8

∑
q=1

(cψ̇θkq − cψ̇θqk)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

cGkq

eδ̇q.

(A.152)

Cela permet d’expliciter aisément l’expression de la matrice gyroscopique élémentaire telle que :

eCG = eCψ̇θ −
eCt

ψ̇θ
. (A.153)

Ainsi, un terme eCGqp de la matrice gyroscopique élémentaire eCG est donc obtenu en calculant la
différence entre le terme cψ̇θqp et son antisymétrique associé cψ̇θpq .

A.5.3.2 Matrices élémentaires de raideur

L’expression de l’énergie de déformation, Eq. (2.62), d’un élément fini d’arbre Ke de longueur
el se formule de la manière suivante :

eU = 1
2
eEeIG

el

∫
0
[( ∂θ∂y)

2
+ (∂ψ∂y )

2
]dy

+ 1
2
eGeSeky

el

∫
0
[(∂u∂y + ψ)

2
+ (∂w∂y − θ)

2
]dy

+ 1
2
eP

el

∫
0
[(∂u∂y )

2
+ (∂w∂y )

2
]dy

, (A.154)
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle

En utilisant les approximations nodales des champs de déplacement u, w, ψ et θ le long d’un
élément fini d’arbre Ke d’abscisse y, Eq. (A.116a), Eq. (A.116b), Eq. (A.117a) et Eq. (A.117b),
leurs dérivées spatiales s’écrivent :

∂w

∂y
= ∂

eNw (ζ)
∂ζ

∂ζ

∂y
eδ, (A.155a)

∂u

∂y
= ∂

eNu (ζ)
∂ζ

∂ζ

∂y
eδ, (A.155b)

∂θ

∂y
= ∂

eNθ (ζ)
∂ζ

∂ζ

∂y
eδ, (A.156a)

∂ψ

∂y
= ∂

eNψ (ζ)
∂ζ

∂ζ

∂y
eδ, (A.156b)

avec :

∂ζ

∂y
= 1
el
. (A.157)

L’Eq. (A.154) s’écrit alors [43] :

eU = 1
2
eEeIG

el

∫
0
[eδt (∂

eNθ
∂y )

t
(∂

eNθ
∂y ) eδ + eδt (∂

eNψ
∂y )

t
(∂

eNψ
∂y ) eδ]dy

+ 1
2
eGeSeky

el

∫
0
[eδt (∂eNu∂y +Nψ)

t
(∂eNu∂y +Nψ) eδ]dy

+ 1
2
eGeSeky

el

∫
0
[eδt (∂eNw∂y −Nθ)

t
(∂eNw∂y −Nθ) eδ]dy

+ 1
2
eP

el

∫
0
[eδt (∂eNu∂y )

t
(∂eNu∂y ) eδ + eδt (∂eNw∂y )

t
(∂eNw∂y ) eδ]dy

, (A.158)

ou encore :

eU = 1
2
eδt [eEeIG

el

∫
0
(∂

eNψ
∂y )

t
(∂

eNψ
∂y )dy + eGeSeky

el

∫
0
(∂eNu∂y +Nψ)

t
(∂eNu∂y +Nψ)dy]

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
eKfu

eδ

+ 1
2
eδt [eEeIG

el

∫
0
(∂

eNθ
∂y )

t
(∂

eNθ
∂y )dy + eGeSeky

el

∫
0
(∂eNw∂y −Nθ)

t
(∂eNw∂y −Nθ)dy]

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
eKfu

eδ

+ 1
2
eδt [eP

el

∫
0
(∂eNu∂y )

t
(∂eNu∂y )dy]

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
eKGu

eδ + 1
2
eδt [eP

el

∫
0
(∂eNw∂y )

t
(∂eNw∂y )dy]

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
eKGw

eδ

.

(A.159)
Ainsi apparaissent les matrices de raideur élastiques élémentaires eKfu ,

eKfw ∈ M8,8 dues aux
déformations de l’élément Ke dans les plans {xGy} et {yGz} :

eKfu =
eEeIG

(1 + φy) el3

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 0 0 0 0
kf11 kf14 0 0 kf15 −kf18 0

kf33 0 0 kf18 kf37 0
0 0 0 0 0

0 0 0 0
Sym kf11 −kf14 0

kf33 0
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (A.160)
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A.5. Modélisation éléments-finis d’un rotor

eKfw =
eEeIG

(1 + φy) el3

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

kf11 0 0 −kf14 kf15 0 0 kf18

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

kf33 −kf18 0 0 kf37

kf11 0 0 kf14

Sym 0 0 0
0 0

kf33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (A.161)

et les matrices de raideur géométriques élémentaires eKGu ,
eKGw ∈ M8,8, dues à une force longitu-

dinale eP (Stiffening Effect) de direction y, sont associées aux mouvements dans les plans {xGy}
et {yGz} :

eKGu =
eP

(1 + eφy)2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 0 0 0 0
kG11 kG14 0 0 kG15 −kG18 0

kG33 0 0 kG18 kG37 0
0 0 0 0 0

0 0 0 0
Sym kG11 −kG14 0

kG33 0
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (A.162)

eKGw =
eP

(1 + eφy)2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

kG11 0 0 −kG14 kG15 0 0 kG18

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

kG33 −kG18 0 0 kG37

kG11 0 0 kG14

Sym 0 0 0
0 0

kG33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. (A.163)

L’application des équations de L agrange (Eq. (2.2)) à l’Eq. (A.159) permet d’obtenir l’expres-
sion des forces élastiques telles que :

∂eU

∂eδ
=
⎛
⎜⎜⎜
⎝

eKfu + eKfw
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

eKf

+ eKGu + eKGw
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

eKG

⎞
⎟⎟⎟
⎠

eδ, (A.164)

où eKf et eKG sont respectivement les matrices de raideurs élémentaires élastique et géométrique
d’un élément de poutre de T imoshenko en flexion dans l’espace telles que :

eKf =
eEeIG

(1 + φy) el3

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

kf11 0 0 −kf14 kf15 0 0 kf18

kf11 kf14 0 0 kf15 −kf18 0
kf33 0 0 kf18 kf37 0

kf33 −kf18 0 0 kf37

kf11 0 0 kf14

Sym kf11 −kf14 0
kf33 0

kf33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (A.165)
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle

avec :

kf11 = 12, kf14 = −6el, (A.166)

kf15 = −12, kf18 = 6el, (A.167)

kf33 = (4 + φy) el2, kf37 = (2 − φy) el2. (A.168)

et :

eKG =
eP

(1 + eφy)2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

kG11 0 0 −kG14 kG15 0 0 kG18

kG11 kG14 0 0 kG15 −kG18 0
kG33 0 0 kG18 kG37 0

kG33 −kG18 0 0 kG37

kG11 0 0 kG14

Sym kG11 −kG14 0
kG33 0

kG33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (A.169)

avec :

kG11 = (6
5
+ 1eφy + eφ2

y)
1
el
, kG14 = −

1
10
, (A.170)

kG15 = −(6
5
+ 1eφy + eφ2

y)
1
el
, kG18 =

1
10
, (A.171)

kG33 = ( 2
15

+ 1
6
eφy +

1
12

eφ2
y) el, kG37 = −( 1

30
+ 1

6
eφy +

1
12

eφ2
y) el. (A.172)

A.5.4 Les paliers

Les paliers sont modélisés par un nœud et quatre degrés de liberté tels que :

eδp = [we, ue, ψe, θe]t , (A.173a) eδ̇p = [ẇe, u̇e, ψ̇e, θ̇e]
t
. (A.173b)

On suppose que les caractéristiques de raideur et amortissement d’un palier relient les forces
qu’il exerce sur le rotor, au nœud e, aux déplacements et vitesses de translation associés, i.e. ue
et we. Ainsi, les relations possibles qu’il existe entre les rotation de section droite ψe et θe et les
moments associés sont négligées, ce qui implique Fpψe

= Fpθe
= 0.

Le travail virtuel δeWp des efforts agissant au niveau des paliers et s’exerçant sur l’arbre au
nœud e s’écrit donc, Eq. (2.40) :

δeWp = Fpue δue +Fpwe δwe,

tel que :

Fpwe = −kpzzwe − kpzxue − czzẇe − czxu̇e, (A.174)

Fpue = −kpxzwe − kpxxue − cxzẇe − cxxu̇e. (A.175)

Les caractéristiques de raideur et amortissement reliant les forces aux déplacements et vitesses
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A.5. Modélisation éléments-finis d’un rotor

s’expriment donc matriciellement de la manière suivante :

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Fpwe
Fpue
Fpψe
Fpθe

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= −

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

kpzz kpzx 0 0
kpzx kpxx 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Matrice de Raideur

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

we
ue
ψe
θe

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

−

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

czz czx 0 0
cxz cxx 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Matrice d’Amortissement Visqueux

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ẇe
u̇e
ψ̇e
θ̇e

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. (A.176)

L’Eq. (A.176) peut s’écrire sous la forme matricielle suivante :

eFp = eKp
eδp + eCp

eδ̇p. (A.177)

Dans le cas de paliers hydrodynamiques, ces deux matrices sont généralement asymétriques et
les termes peuvent varier de manière importante en fonction de la vitesse de rotation telles que
eKp = eKp (φ̇) et eCp = eCp (φ̇) (cf. Section 2.1.4).

A.5.5 Les balourds

On suppose qu’un balourd est positionné au nœud e. Le vecteur des vitesses nodales eδ̇b ∈ R4

associés s’écrit alors :
eδb = [we, ue, ψe, θe]t . (A.178)

L’expression de l’énergie cinétique due à un balourd situé au nœud e à la forme suivante,
Eq. (2.38) :

eTb =mbφ̇db (u̇e cos (φ̇t + φb) − ẇe sin (φ̇t + φb)) . (A.179)

L’application des équations de L agrange (Eq. (2.2)) à l’Eq. (A.179) donne :

∂

∂t
( ∂

eTb

∂eδ̇bk
) − ∂eTb

∂eδbk
avec k = 1, . . . ,4, (A.180)

avec :

k = 1,
∂

∂t
(∂

eTb

∂ẇe
) − ∂

eTb

∂we
= ∂

∂t
(−mbφ̇db sin (φ̇t + φb)) = −mbφ̇

2db cos (φ̇t + φb) , (A.181)

k = 2,
∂

∂t
(∂

eTb

∂u̇e
) − ∂

eTb

∂ue
= ∂

∂t
(mbφ̇db cos (φ̇t + φb)) = −mbφ̇

2db sin (φ̇t + φb) , (A.182)

k = 3,
∂

∂t
(∂

eTb

∂ψ̇e
) − ∂

eTb

∂ψe
= 0. (A.183)

k = 4,
∂

∂t
(∂

eTb

∂θ̇e
) − ∂

eTb

∂θe
= 0. (A.184)
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle

Finalement, l’Eq. (A.180) peut s’écrire sous forme matricielle telle que :

∂
∂t (

∂eTb
∂eδ̇b

) − ∂eTb
∂eδb

= −mbdbφ̇
2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

cos (φ̇t + φb)
sin (φ̇t + φb)

0
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

= −mbdbφ̇
2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

cos (φ̇t) cos (φb) − sin (φ̇t) sin (φb)
sin (φ̇t) cos (φb) + cos (φ̇t) sin (φb)

0
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

= −mbdbφ̇
2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

− sin (φb)
cos (φb)

0
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

eF s
b

sin (φ̇t) −mbdbφ̇
2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

cos (φb)
sin (φb)

0
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

eF c
b

cos (φ̇t) ,

(A.185)

où eF s
b et eF c

b sont respectivement les composantes en sinus et cosinus des forces généralisées dues
au balourd agissant au nœud e telles que :

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Fbwe
Fbue
Fbψe
Fbθe

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= eF s
b sin (φ̇t) + eF c

b cos (φ̇t) . (A.186)

A.5.6 Force asynchrone

Une force asynchrone est une excitation tournante (à l’image du balourd) mais d’amplitudes
constante Aas qui ne varie pas avec la vitesse de rotation φ̇ du rotor. A la différence de l’excitation
de type balourd, celle-ci « tourne »à une vitesse qui est égale au produit de la vitesse de rotation φ̇
du rotor par un scalaire s ∈R, e.g. il est fréquent de rencontrer des excitations asynchrones sur les
rotors de moteurs électriques.

On suppose qu’une force asynchrone agit au nœud e. Le vecteur des déplacements nodaux
eδ̇as ∈R4 associés s’écrit alors :

eδas = [we, ue, ψe, θe]t . (A.187)

Les composantes de forces généralisées dues à une force asynchrone d’amplitude Aas et tournant
à la vitesse sφ̇ s’écrivent donc (cf. Eq. (A.186)) :

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Faswe
Fasue
Fasψe
Fasθe

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= eF s
as sin (sφ̇t) + eF c

as cos (sφ̇t) , (A.188)

avec :

eF s
as = Aas

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

− sin (φas)
cos (φas)

0
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (A.189a) eF c
as = Aas

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

cos (φas)
sin (φas)

0
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (A.189b)

où φas représente la position angulaire, par rapport à z⃗, de la force asynchrone
Ð→
Aas à t = 0 comme

le montre la Fig. A.14(a).
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A.5. Modélisation éléments-finis d’un rotor

A.5.7 Force harmonique de direction fixe

Soit la force harmonique de direction fixe Ah sin (ωht + ϕh) où Ah, ωh ∈ R. Le déphasage ϕh
doit être considéré lorsque plusieurs forces harmoniques agissent sur le rotor ; il permet de prendre
en compte un éventuel déphasage entre ces différentes forces. L’orientation de la force

Ð→
Ah, est pa-

ramétrée par φh, la position angulaire à t = 0 par rapport à z⃗, Fig. A.14(b).

Il est à noter que le calcul de la réponse harmonique d’un rotor s’effectue à vitesse de rotation
φ̇ constante.

On suppose qu’une force harmonique agit au nœud e. Le vecteur des déplacements nodaux
eδ̇h ∈R4 associés s’écrit alors :

eδh = [we, ue, ψe, θe]t . (A.190)

Les composantes de forces généralisées dues à une force harmonique d’amplitudeAh sin (ωht + ϕh)
s’écrivent :

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Fhwe
Fhue
Fhψe
Fhθe

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= Ah sin (ωht + ϕh)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

sin(ωht) cos(ϕh)+cos(ωht) sin(ϕh)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

cos (φh)
sin (φh)

0
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. (A.191)

En décomposant l’Eq. (A.191), il vient alors :

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Fhwe
Fhue
Fhψe
Fhθe

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= Ah

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

sin (ωht) cos (ϕh) cos (φh) + cos (ωht) sin (ϕh) cos (φh)
sin (ωht) cos (ϕh) sin (φh) + cos (ωht) sin (ϕh) sin (φh)

0
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⇔

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Fhwe
Fhue
Fhψe
Fhθe

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= Ah

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

cos (ϕh) cos (φh)
cos (ϕh) sin (φh)

0
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

eF s
h

sin (ωht) +Ah

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

sin (ϕh) cos (φh)
sin (ϕh) sin (φh)

0
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

eF c
h

cos (ωht)

,

(A.192)
où eF s

h et eF c
h sont respectivement les composantes en sinus et cosinus des forces généralisées dues

une force harmonique.

A.5.8 Force et couple répartis dans l’espace

Il peut être parfois nécessaire de modéliser une charge répartie sur un rotor lorsque, e.g. les
effets de la pesanteur et/ou les effets centrifuges doivent être pris en compte. De manière générale,
on suppose que ces charges réparties agissent dans un plan incliné d’un angle φr vis-a-vis du plan
{y⃗, z⃗}, comme le montre la Fig. A.15.

Soient une force et un couple répartis d’intensités linéiques respectives ep (y) et em (y) agissant
sur l’élément fini Ke entre les nœuds e et e + 1 tels que :

ep (y) = pe + (pe+1 − pe)
y
el
, (A.193a) em (y) =me + (me+1 −me)

y
el
, (A.193b)

où pe, pe+1 et me, me+1 sont respectivement les intensités linéiques des charges réparties ep (y) et
em (y) aux nœuds e et e + 1.

Le vecteur des déplacements nodaux eδ̇r ∈R8 associés s’écrit alors :

eδr = [we, ue, ψe, θe,we+1, ue+1, ψe+1, θe+1]t . (A.194)
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle
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(a) Repérage d’une force asynchrone.
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(b) Repérage d’une force harmonique.

Figure A.14 – Repérage de différents types de force d’excitation.

En projetant les charges réparties ep (y) et em (y) selon x⃗ et z⃗, il est possible de relier les Eq.
(A.30a), Eq. (A.30b), Eq. (A.74a) et Eq. (A.74b) aux Eq. (A.193a) et Eq. (A.193b) telles que :

epx (y) = ep (y) sin (φr) , (A.195a) epz (y) = ep (y) cos (φr) , (A.195b)

et :

emx (y) = em (y) sin (φr) , (A.196a) emz (y) = em (y) cos (φr) . (A.196b)

Ainsi, le vecteur des efforts nodaux équivalents aux charges réparties eFr s’obtient en intégrant
ces dernières sur la longueur el de l’élément fini Ke :

eFr =
el

∫
0

ep (y) sin (φr) eNudy +
el

∫
0

ep (y) cos (φr) eNwdy

+
el

∫
0

em (y) cos (φr) eNψdy +
el

∫
0

em (y) sin (φr) eNθdy.

(A.197)

L’Eq. (A.197) peut s’écrire sous une forme plus compacte dans laquelle on retrouve alors l’ex-
pression des Eq. (A.77) et Eq. (A.33) telle que :

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Frwe
Frue
Frψe

Fhθe
Frwe+1

Frue+1

Frψe+1

Frθe+1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= eF u
r sin (φr) + eFw

r cos (φr) + eFψ
r cos (φr) + eF θ

r sin (φr) , (A.198)
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Figure A.15 – Visualisation d’un élément fini Ke de longueur el sollicité avec une charge ep (y) et
un coulpe em (y) réparti entre les nœuds e et e + 1.

avec :

eFw
r =

el

120 (1 + eφy)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

42 + 40eφy 18 + 20eφy
0 0
0 0

el (6 + 5eφy) el (4 + 5eφy)
18 + 20eφy 42 + 40eφy

0 0
0 0

−el (4 + 5eφy) −el (6 + 5eφy)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

{ pe
pe+1

} , (A.199)

eF θ
r = 1

12 (1 + eφy)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−6 −6
0 0
0 0

el (1 + 4eφy) el (−1 + 2eφy)
6 6
0 0
0 0

el (−1 + 2eφy) el (1 + 4eφy)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

{ me

me+1
} , (A.200)

eF u
r =

el sin (φr)
120 (1 + eφy)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0
42 + 40eφy 18 + 20eφy

−el (6 + 5eφy) −el (4 + 5eφy)
0 0
0 0

18 + 20eφy 42 + 40eφy
el (4 + 5eφy) el (6 + 5eφy)

0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

{ pe
pe+1

} , (A.201)

211 Guillaume Mogenier
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/vpuiiblication/2011ISAL0030/these.pdf 
© [G. Mogenier], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



CHAPITRE A. Modélisation structurelle

 

!

!

!

 

Figure A.16 – Visualisation de la section droite (eS) de l’élément fini Ke mû d’une rotation
permanente φ̇ autour du centre instantané de rotation O.

et :

eFψ
r = cos (φr)

12 (1 + eφy)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0
6 6

el (1 + 4eφy) el (−1 + 2eφy)
0 0
0 0
−6 −6

el (−1 + 2eφy) el (1 + 4eφy)
0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

{ me

me+1
} . (A.202)

Cas de la pesanteur : L’effet de la force de pesanteur sur un élément fini Ke dont l’accélération
est définie par :

g⃗ = −gz⃗, (A.203)

induit les coefficients des intensités linéiques suivants :

pe = eρeSg, pe+1 = eρeSg, me = 0, me+1 = 0, φr = π. (A.204)

Cas de l’effet centrifuge : Une première approximation de l’effet d’une force centrifuge, sur un
élément fini Ke, consiste à considérer un régime quasi-statique.
Soient les centres géométriques Ge et Ge+1 des sections droites aux nœuds e et e + 1 excentrés
initialement d’une distance r d’un centre instantané de rotation O. Lors du régime permanent, on
suppose que (Fig. A.16) :
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A.5. Modélisation éléments-finis d’un rotor

– le taux de rotation instantané de Ke vis-à-vis du référentiel galiléen (R) est défini par :

Ð→ω e/0 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
φ̇
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦(R)

, tel que φ̈ = 0, (A.205)

– l’élément fini Ke se meut des déflexions transversales nodales ue, we et ue+1, we+1 tel que :

de =
√
u2
e +w2

e , (A.206)

– les sollicitation et déflexion de l’élément fini Ke sont modélisées dans un plan aribraire tour-
nant {y⃗, r⃗}, Fig. A.16.

La position du point Gp, p = {e, e + 1} est définie par le vecteur
ÐÐ→
OGp tel que :

ÐÐ→
OGp = (r + dp) r⃗, (A.207)

et sa vitesse par le vecteur
Ð→
V e/0

(Gp) tel que :

Ð→
V e/0

(Gp) =
∂
ÐÐ→
OGp

∂t
= (r + dp) φ̇t⃗ avec r⃗ ∧ t⃗ = y⃗. (A.208)

Ainsi, l’accélération du point Gp s’exprime de la manière suivante :

∂2ÐÐ→OGp
∂t2

= − (r + dp) φ̇2r⃗ + (r + dp) φ̈t⃗, φ̈ = 0,

⇔ ∂2ÐÐ→OGp
∂t2

= − (r + dp) φ̇2r⃗.
(A.209)

Il vient alors :

pe = eρeSφ̇2 (r + de) , pe+1 = eρeSφ̇2 (r + de+1) , me = 0, me+1 = 0. (A.210)
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle

A.5.9 Amortissement structural

Dans le cas de l’amortissement visqueux, c’est-à-dire proportionnel à la vitesse, les forces vis-
queuses s’expriment de la manière suivante et qui est la plus largement utilisée :

Fv = −Cv δ̇ (t) , (A.211)

où Cv ∈ Mnδ,nδ est la matrice d’amortissement structurale. En substituant l’Eq. (2.103) dans
l’Eq. (A.211), l’Eq. (2.115) s’écrit alors :

γp̈ (t) + [ΦtC (φ̇)Φ +ΦtCvΦ] ṗ (t) + κp (t) = ΦtF (t) . (A.212)

On introduit les coefficients d’amortissement généralisés ck,q par la relation :

ck,q = ϕtkCvϕq, k, q = 1, . . . ,m. (A.213)

Ainsi, on obtient un ensemble d’équations dites équations normales, qui en plus d’être couplées
via l’effet gyroscopique, le sont également par l’amortissement : les équations doivent alors être
résolues simultanément.

A.5.9.1 Hypothèse de Rayleigh

L’hypothèse de Rayleigh est une hypothèse simplificatrice. En effet, si la matrice d’amortisse-
ment Cv est une combinaison linéaire des matrices de masse M et raideur K, i.e. Cv = βκK +βγM ,
en utilisant les relations d’orthogonalité entre les formes propres, on peut écrire :

ϕtkCvϕq = ϕtk (βκK + βγM)ϕq,

⇔ ϕtkCvϕq = βκϕ
t
kKϕq + βγϕtkMϕq,

(A.214)

où βκ, βγ ∈ R sont des coefficients de proportionnalité. En substituant les Eq. (2.113a) et Eq.
(2.113b) dans l’Eq. (A.214), il vient :

ck,k = βκκk + βγγk, (A.215)

avec κk et γk les ke raideur et masse modales. L’amortissement est alors dit visqueux proportionnel
découplé. En définissant le pourcentage (ou facteur) d’amortissement critique du mode k, noté ξk,
par la relation :

ck,k = 2ξkγkωk, k = 1, . . . ,m, (A.216)

et en substituant l’Eq. (A.215) dans l’Eq. (A.216), on peut écrire :

ξk = 1
2

ck,k
γkωk

,

⇔ ξk = 1
2 (βκκkγkωk

+ βγγk
γkωk

) avec ω2
k =

κk
γk
.

(A.217)

Finalement :

ξk =
1
2
(βκωk +

βγ

ωk
) , k = 1, . . . ,m. (A.218)

L’hypothèse de Rayleigh suppose donc que le facteur d’amortissement critique ξ dépend de la
pulsation d’excitation ω. Cette hypothèse, qui n’a rien de physique, revient à imposer une forme
particulière à l’amortissement de la structure : il peut être alors sous-estimé ou sur-estimé selon la
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Figure A.17 – Evolution du pourcentage d’amortissement critique ξ selon l’hypothèse de Rayleigh.

pulsation d’excitation du système, Fig. A.17.

La détermination des coefficients βκ et βγ peut être basée sur des valeurs imposées et plus
particulièrement sur n couples :

(ξ̃i, ωi) avec i = 1, . . . , n, (A.219)

où les ξ̃i sont des valeurs fixées ou expérimentales aux pulsations ωi associées, Fig. A.18. Afin de
conserver un certain sens physique, on suppose que l’entier n ∈N est défini tel ωn ≤ ωm de manière
à ce que le facteur d’amortissement critique modale ξ̃n fixé soit associé à une pulsation ωn comprise
dans le spectre fréquentiel d’intérêt.

En définissant le vecteur d’erreur eξ ∈Rn tel que sa ie composante s’écrive :

eξi (βκ, βγ) = (ξi − ξ̃i) , (A.220)

il est possible de définir une fonctionnelle de type moindre carrée Eξ ∈R telle que :

Eξ (βκ, βγ) =
1
2

n

∑
i=1

e2
ξi
= 1

2

n

∑
i=1

(ξi − ξ̃i)
2
. (A.221)

Ainsi, les coefficients βκ et βγ peuvent être déterminés en résolvant le problème de minimisation
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle

suivant :
min
β∗κ,β∗γ

Eξ (βκ, βγ) ,

⇔ T rouver (β∗κ, β∗γ) tel que ∇Eξ (β∗κ, β∗γ) = 0,

(A.222)

c’est-à-dire en cherchant les valeurs des coefficients β∗κ et β∗γ tels que l’écart entre les facteurs
d’amortissement critiques modaux fixés ξ̃i et ceux modélisés par l’hypothèse de Rayleigh ξi, i =
1, . . . , n (Eq. (A.218)), soit minimal. Le vecteur ∇Eξ ∈R2 est défini par :

∇Eξ =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

∂Eξ
∂βκ
∂Eξ
∂βγ

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
, (A.223)

avec :
∂Eξ
∂β(−)

=
n

∑
i=1

ei
∂ei
∂β(−)

=
n

∑
i=1

(ξi − ξ̃i)
∂ei
∂β(−)

, (A.224)

où l’indice (−) représente κ et γ. En substituant l’Eq. (A.218) dans l’Eq. (A.220), la ie composante
du vecteur d’erreur eξ s’exprime alors :

eξi = 1
2 (βκωi + βγ

ωi
) − ξ̃i,

⇔ eξi = (ωi
2
)βκ + ( 1

2ωi
)βγ − ξ̃i.

(A.225)

Il vient alors :
∂eξi
∂βκ

= ωi
2
, (A.226a)

∂eξi
∂βγ

= 1
2ωi

. (A.226b)

En substituant les Eq. (A.225), Eq. (A.226a), Eq. (A.226b) dans l’Eq. (A.223), la condition de
l’Eq. (A.222) s’écrit alors :

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

n

∑
i=1

(ξi − ξ̃i)
∂eξi
∂βκ

n

∑
i=1

(ξi − ξ̃i)
∂eξi
∂βγ

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭
= { 0

0
} ,

⇔
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

n

∑
i=1

([ωi2 ]βκ + [ 1
2ωi

]βγ − ξ̃i) (ωi
2
)

n

∑
i=1

([ωi2 ]βκ + [ 1
2ωi

]βγ − ξ̃i) ( 1
2ωi

)

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭
= { 0

0
} ,

⇔
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

n

∑
i=1

([ω
2
i

4 ]βκ + [1
4
]βγ − ξ̃iωi

2 )
n

∑
i=1

([1
4
]βκ + [ 1

4ω2
i
]βγ − ξ̃i

2ωi
)

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭
= { 0

0
} ,

⇔

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(
n

∑
i=1

ω2
i

4 )βκ + (n
4
)βγ

(
n

∑
i=1

n
4)βκ + (

n

∑
i=1

1
4ω2
i
)βγ

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

=
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

n

∑
i=1

ξ̃iωi
2

n

∑
i=1

ξ̃i
2ωi

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭
.

(A.227)

Finalement, la minimisation de la fonctionnelle Eξ revient à résoudre le système suivant :

Aξ {
βκ
βγ

} = bξ, (A.228)
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Figure A.18 – Evolution du pourcentage d’amortissement critique ξ estimé à partir des couples
(ξi, ωi), k = 1, . . . ,m.

où Aξ ∈ M2,2 et bξ ∈R2 sont définis tels que :

Aξ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

n

∑
i=1

ω2
i

4
n
4

n
4

n

∑
i=1

1
4ω2
i

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (A.229a) bξ =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

n

∑
i=1

ξ̃iωi
2

n

∑
i=1

ξ̃i
2ωi

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭
. (A.229b)

Les coefficients β∗κ et β∗γ sont donc déterminés par :

{ β∗κ
β∗γ

} =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2
(
n

∑
i=1

1

ω2
i

)(
n

∑
i=1

ξiωi)−n(
n

∑
i=1

ξ̃i
ωi

)

(
n

∑
i=1

ω2
i )(

n

∑
i=1

1

ω2
i

)−n2

2
(
n

∑
i=1

ω2
i )(

n

∑
i=1

ξ̃i
ωi

)−n(
n

∑
i=1

ξ̃iωi)

(
n

∑
i=1

ω2
i )(

n

∑
i=1

1

ω2
i

)−n2

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

. (A.230)

A.5.9.2 Hypothèse de Basile

Par ailleurs, il est possible d’introduire, dans chacune des équations de Eq. (2.63) projetées dans
la base modale du système (équations normales), un terme dissipatif appelé amortissement modal
(hypothèse de Basile) lorsque la structure présente des modes découplés.

Les coefficients d’amortissement modaux ξk peuvent alors être introduits ici par analogie à un

217 Guillaume Mogenier
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/vpuiiblication/2011ISAL0030/these.pdf 
© [G. Mogenier], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



CHAPITRE A. Modélisation structurelle

système à un degré de liberté (masse, ressort, dashpot) tels que :

ck,k = 2ξk
√
κkγk = 2ξkγkωk, k = 1, . . . ,m. (A.231)

Ce type d’amortissement peut s’introduire de diverses façons, e.g. mode par mode, en ayant au
préalable réalisé une identification expérimentale des facteurs d’amortissement critiques modaux ξk
via des essais dynamiques.

Finalement, ces hypothèses permettent d’ajouter les termes ck,k à la diagonale de la matrice
ΦtC (φ̇)Φ. Les équations normales s’écrivent alors :

γp̈ (t) + η (φ̇) ṗ (t) + κp (t) = ΦtF (t) , (A.232)

avec :
η (φ̇) = ΦtC (φ̇)Φ + c, (A.233)

où η ∈ Mm,m contient la matrice gyroscopique modale et la matrice diagonale d’amortissement
modale c ∈ Mm,m contenant les ck,k donnés dans l’Eq. (A.231) :

c =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

c1,1 0 ⋯ ⋯ 0
0 ⋱ ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ck,k ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ 0
0 ⋯ ⋯ 0 cm,m

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. (A.234)
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A.5. Modélisation éléments-finis d’un rotor

A.5.10 Interprétation physique d’une forme propre complexe

L’interprétation physique d’une forme propre complexe (forme propre du système en rotation)
n’est de prime abord pas évidente. En revanche, elle peut être réalisée en étudiant l’équation du
mouvement Eq. (2.117) en ne considérant qu’une paire d’éléments propres complexes conjugués
(rk, Pk) et (r∗, P∗

k ). La solution est alors donnée par les Eq. (2.103) et Eq. (2.66) :

δ (t) = Φp (t) ,

⇔ δ (t) = ΦPke
rkt +ΦP∗

k e
r∗kt,

⇔ δ (t) = Φ [R (Pk) + jI (Pk)] e

⎛
⎜
⎝
−

ξkωk

(1−ξ2
k
)

1
2

+jωk
⎞
⎟
⎠
t

+ Φ [R (Pk) − jI (Pk)] e

⎛
⎜
⎝
−

ξkωk

(1−ξ2
k
)

1
2

−jωk
⎞
⎟
⎠
t

,

(A.235)

qui peut s’écrire encore :

δ (t) = Φ [R (Pk) + jI (Pk)] e

⎛
⎜
⎝
−

ξkωk

(1−ξ2
k
)

1
2

⎞
⎟
⎠
t

[cos (ωkt) + j sin (ωkt)]

+ Φ [R (Pk) − jI (Pk)] e

⎛
⎜
⎝
−

ξkωk

(1−ξ2
k
)

1
2

⎞
⎟
⎠
t

[cos (ωkt) − j sin (ωkt)]

⇔ δ (t) = e

⎛
⎜
⎝
−

ξkωk

(1−ξ2
k
)

1
2

⎞
⎟
⎠
t

{Φ [R (Pk) cos (ωkt) + jR (Pk) sin (ωkt)

+jI (Pk) cos (ωkt) − I (Pk) sin (ωkt)]}

+ e

⎛
⎜
⎝
−

ξkωk

(1−ξ2
k
)

1
2

⎞
⎟
⎠
t

{Φ [R (Pk) cos (ωkt) − jR (Pk) sin (ωkt)

−jI (Pk) cos (ωkt) − I (Pk) sin (ωkt)]}

(A.236)

Finalement :

δ (t) = 2e

⎛
⎜
⎝
−

ξkωk

(1−ξ2
k
)

1
2

⎞
⎟
⎠
t

Φ [R (Pk) cos (ωkt) − I (Pk) sin (ωkt)] . (A.237)

L’Eq. (A.237) ne contient donc pas de termes complexes. Par ailleurs, si la condition de stabilité
est respectée, Eq. (2.87), l’exponentielle e(⋯t) tend vers zéro lorsque t augmente. Ainsi, la ke forme
propre complexe est définie par la quantité suivante :

Φ [R (Pk) cos (ωkt) − I (Pk) sin (ωkt)]
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

ke Forme Propre Complexe

, (A.238)

que l’on peut écrire plus généralement :

δc cos (ωkt) + δs sin (ωkt) , (A.239)
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle
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Figure A.19 – Tracé d’une forme propre complexe. La forme de l’arbre est tracée, à t = 0, en trait
continu bleu (–).

où δc et δs sont respectivement les parties réelles et imaginaires du vecteur des degrés de liberté.
Les déflexions transversales ue et we du nœud e selon x⃗ et z⃗ peuvent s’écrire sous la forme :

ue = δcue cos (ωkt) + δsue sin (ωkt) , (A.240a) we = δcwe cos (ωkt) + δswe sin (ωkt) . (A.240b)

où δcue , δcwe , δsue et δswe sont respectivement les parties réelles et imaginaires des déflexions trans-
versales selon x⃗ et z⃗.

Les relations Eq. (A.240)a et Eq. (A.240b) définissent donc une ellipse dans le plan {x⃗, z⃗}. Quand
un rotor soumis à un balourd atteint une pulsation critique ωk, la forme de l’arbre est similaire au
mode, Fig. A.19.

On peut appeler mode l’ensemble des ellipses décrites par tous les nœuds de l’arbre à la pulsation
ωk. En revanche, cette représentation est incomplète puisqu’elle ne précise pas, à un instant t donné,
la position déformée de l’arbre. On peut donc souhaiter préciser la forme de l’arbre, qui varie en
fonction du temps, à un instant arbitraire. A cet effet, il est commode de choisir t = 0 afin d’avoir
directement la position de l’axe de l’arbre, i.e. ue = δcue et we = δcwe , (cf. Fig. A.19).

A.5.11 Détermination des caractéristiques d’une ellipse

La trajectoire elliptique d’un nœud e est caractérisée par : - la longueur de ses axes principaux
ae et be respectivement porté par les vecteurs unitaires r⃗e et s⃗e, - l’orientation φe du vecteur unitaire
r⃗e par rapport au vecteur unitaire x⃗, Fig. A.20.

Soit un rotor excité à la pulsation ω. Les Eq. (A.240a) et Eq. (A.240b) peuvent s’écrire :

ue = δcue cos (ωt) + δsue sin (ωt) , (A.241a) we = δcwe cos (ωt) + δswe sin (ωt) . (A.241b)

Les amplitudes maximales des déflexions transversales du nœud e sont obtenues par les relations
suivantes :

uemax =
√
δ2
sue

+ δ2
cue
, (A.242a) wemax =

√
δ2
swe

+ δ2
cwe
. (A.242b)
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A.5. Modélisation éléments-finis d’un rotor

D’après la Fig. A.20, la relation entre les composantes des repères (O, x⃗, y⃗, z⃗) et (O, r⃗e, y⃗, s⃗e)
est la suivante :

re = uecos (φe) −we sin (φe) , (A.243a) se = ue sin (φe) +we cos (φe) . (A.243b)

L’équation d’une ellipse selon ses axes principaux ae et be est de la forme :

( re
ae

)
2

+ (se
be

)
2

= 1. (A.244)

En substituant les Eq. (A.243a) et Eq. (A.243b) dans l’Eq. (A.244), il vient alors :

u2
e [

cos2 (φe)
a2
e

+ sin2 (φe)
b2e

] +w2
e [

sin2 (φe)
a2
e

+ cos2 (φe)
b2e

] + uewe sin (2φe) [−
1
a2
e

+ 1
b2e

] = 1. (A.245)

En prémulitpliant l’Eq. (A.241a) par δswe , l’Eq. (A.241b) par δsue et en soustrayant ces deux
quantités, on obtient :

ueδswe −weδsue = cos (ωt) (δcue δswe − δcwe δsue) ,

⇔ ueδswe−weδsue
δcue δswe−δcwe δsue

= cos (ωt) .
(A.246)

De même, en prémultipliant l’Eq. (A.241a) par δcwe , l’Eq. (A.241b) par δcue et en soustrayant
ces deux quantités, on obtient également :

ueδcwe −weδcue = sin (ωt) (δcwe δsue − δcue δswe) ,

⇔ ueδcwe−weδcue
δcwe δsue−δcue δswe

= sin (ωt) . (A.247)

Soit, en additionnant le carré des Eq. (A.246) et Eq. (A.247) :

(
ueδswe −weδsue
δcue δswe − δcwe δsue

)
2

+ (
ueδcwe −weδcue

δcwe δsue − δcue δswe
)

2

= 1, (A.248)

ou encore :

u2
e

(δ2
cwe

+ δ2
swe

)

(δcue δswe − δcwe δsue)
2
+w2

e

(δ2
cue

+ δ2
sue

)

(δcue δswe − δcwe δsue)
2
− 2uewe

(δswe δsue + δcwe δcue)
(δcue δswe − δcwe δsue)

2
= 1. (A.249)

En identifiant les facteurs de termes ue, we et uewe des Eq. (A.245) et Eq. (A.249), il vient :

cos2 (φe)
a2
e

+ sin2 (φe)
b2e

=
(δ2
cwe

+ δ2
swe

)

(δcue δswe − δcwe δsue)
2
, (A.250)

sin2 (φe)
a2
e

+ cos2 (φe)
b2e

=
(δ2
cue

+ δ2
sue

)

(δcue δswe − δcwe δsue)
2
, (A.251)
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle

et :

( 1
a2
e

− 1
b2e

) sin (2φe)
2

=
(δswe δsue + δcwe δcue)
(δcue δswe − δcwe δsue)

2
. (A.252)

En soustrayant l’Eq. (A.251) à l’Eq. (A.250), on a :

( 1
a2
e

− 1
b2e

) cos (2φe) =
(δ2
swe

+ δ2
cwe

− δ2
cue

− δ2
sue

)

(δcue δswe − δcwe δsue)
2

. (A.253)

Le quotient des Eq. (A.252) et Eq. (A.253) permet d’obtenir une expression de l’angle φe telle
que :

tan (2φe) =
2 (δswe δsue + δcwe δcue)

(δ2
swe

+ δ2
cwe

− δ2
cue

− δ2
sue

)
. (A.254)

L’Eq. (A.253) permet d’obtenir :

1
a2
e

− 1
b2e

=
(δ2
swe

+ δ2
cwe

− δ2
cue

− δ2
sue

)

(δcue δswe − δcwe δsue)
2

1
cos (2φe)

= A . (A.255)

D’autre part, l’addition des Eq. (A.250) et Eq. (A.251), on a :

1
a2
e

+ 1
b2e

=
(δ2
cwe

+ δ2
swe

+ δ2
cue

+ δ2
sue

)

(δcue δswe − δcwe δsue)
2

= B. (A.256)

En additionnant les Eq. (A.255) et Eq. (A.256), on obtient l’expression de l’axe principal ae :

ae =
√

2
B +A

, (A.257)

En soustrayant les Eq. (A.256) et Eq. (A.255), on obtient l’expression du second axe principal
be :

be =
√

2
B −A

(A.258)

Cas d’une trajectoire circulaire : Lorsque les caractéristiques des paliers sont identiques selon
x⃗ et z⃗, i.e kpxx = kpzz et cpxx = cpzz , et que les termes de couplage éventuels sont également iden-
tiques, i.e kpxz = kpzx et cpxz = cpzx , les trajectoires des nœuds de l’arbre sont circulaires, Fig. A.21.

En effet, l’Eq. (A.249) peut s’écrire sous la forme suivante :

u2
e (δ2

cwe
+ δ2

swe
) +w2

e (δ2
cue

+ δ2
sue

) − 2uewe (δswe δsue + δcwe δcue) = (δcue δswe − δcwe δsue)
2
. (A.259)

Si l’on a les conditions suivantes :

(δ2
cwe

+ δ2
swe

) − (δ2
cue

+ δ2
sue

) = 0, (A.260)

(δswe δsue + δcwe δcue) = 0, (A.261)
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Figure A.20 – Tracé d’une ellipse et de ses caractéristiques.

il vient alors l’équation d’un cercle de centre O, Fig. A.21 :

u2
e +w2

e =
(δcue δswe − δcwe δsue)

2

(δ2
cwe

+ δ2
swe

)
=

(δcue δswe − δcwe δsue)
2

(δ2
cue

+ δ2
sue

)
= R2

e, (A.262)

où Re est le rayon du cercle. Les caractéristiques de l’ellipse trajectoire deviennent alors :

tan (φe) = [0,2π] , (A.263)

et :

ae = be =
(δcue δswe − δcwe δsue)

(δ2
cwe

+ δ2
swe

)
1
2

=
(δcue δswe − δcwe δsue)

(δ2
cue

+ δ2
sue

)
1
2

. (A.264)

Cas d’une trajectoire rectiligne : Lorsqu’un rotor est monté sur des paliers dont les caracté-
ristiques diffèrent selon x⃗ et z⃗ et que celui-ci atteint une vitesse critique, les trajectoires des nœuds
de l’arbre sont rectilignes ∀φe et ∀t, Fig. A.22.
En effet, si l’on a la condition suivante :

(δcue δswe − δcwe δsue) = 0, (A.265)

l’Eq. (A.259) devient alors :

u2
e (δ2

cwe
+ δ2

swe
) +w2

e (δ2
cue

+ δ2
sue

) − 2uewe (δswe δsue + δcwe δcue) = 0. (A.266)
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Figure A.21 – Tracé d’une trajectoire circulaire et de ses caractéristiques.

En divisant l’Eq. (A.266) par le terme u2
e, on obtient l’équation du deuxième degré :

(δ2
cue

+ δ2
sue

)(we
ue

)
2

− 2 (δswe δsue + δcwe δcue)(
we
ue

) + (δ2
cwe

+ δ2
swe

) = 0, (A.267)

dont le discriminant ∆ est égal à :

∆ = 4 (δswe δsue + δcwe δcue)
2 − 4 (δ2

cue
+ δ2

sue
) (δ2

cwe
+ δ2

swe
) . (A.268)

En développant l’Eq. (A.268) et en substituant l’Eq. (A.265), il vient :

∆ = 4δ2
swe

δ2
sue

− 4δ2
sue
δ2
swe

+ 4δ2
cwe
δ2
cue

− 4δ2
cue
δ2
cwe

+ 8δswe δsue δcwe δcue

− 4δswe δcue δswe
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
δcwe δsue

δcue − 4δcwe δsue δcwe δsue
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
δcue δswe

,

⇔ ∆ = 0.

(A.269)

L’Eq. (A.267) possède donc une unique solution double définie par :

(we
ue

) =
(δswe δsue + δcwe δcue)

(δ2
cue

+ δ2
sue

)
, (A.270)

ou encore, en utilisant l’égalité de l’Eq. (A.265) :

δsue =
δcue δswe
δcwe

, (A.271)
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Figure A.22 – Tracé d’une trajectoire rectiligne et de ses caractéristiques.

l’Eq. (A.270) se simplifie telle que :

(weue ) =
[δswe (

δcue δswe
δcwe

)+δcwe δcue ]

[δ2
cue

+(
δcue δswe
δcwe

)
2

]

=
(
δcue δ

2
swe

+δcue δ
2
cwe

δcwe
)

(
δ2cue

δ2cwe
+δ2cue δ

2
swe

δ2cwe

)

⇔ (weue ) = ( δ
2
swe

+δ2
cwe

δ2
swe

+δ2
cwe

)( δcweδcue
)

⇔ (weue ) = ( δcweδcue
)

(A.272)

Le terme (weue ) est donc constant ∀t. Il correspond, au signe près, à la tangente de l’angle φe ce qui
implique les caractéristiques de l’ellipse trajectoire suivantes :

tan (−φe) = (
δcwe
δcue

) , (A.273)

et :

ae =
√
u2
emax

+w2
emax

, (A.274a) be = 0. (A.274b)

A.5.12 Détermination du sens de parcours d’une ellipse

Durant une période de vibration 2π
ω , l’ellipse peut être parcourue dans le sens positif ou négatif

(convention trigonométrique) selon le sens de précession du rotor. On suppose qu’à ωt = 0, le nœud
e de l’arbre est situé au point Pe et qu’à ωt = π

2 le nœud e de l’arbre est situé au point Qe, Fig. A.20.
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(b) Sens négatif ou backward whirl.

Figure A.23 – Visualisation des sens de précession d’un rotor ou sens de parcours d’une ellipse.

Les Eq. (A.241a) et Eq. (A.241b) permettent de calculer les composantes des vecteurs
ÐÐ→
OPe et

ÐÐ→
OQe,

tels que :

ÐÐ→
OPe =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

δcue
0
δsue

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦(R)

, (A.275a)
ÐÐ→
OQe =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

δcwe
0
δswe

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦(R)

. (A.275b)

Ainsi, le signe du produit vectoriel
ÐÐ→
OPe ∧

ÐÐ→
OQe indique le sens de parcours du nœud e tel que :

ÐÐ→
OPe ∧

ÐÐ→
OQe =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
δcue δswe − δsue δcwe
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦(R)

(A.276)

Si l’ellipse est parcourue dans le sens positif, la précession du rotor est dite “directe” (ou “for-
ward whirl ”), Fig. A.23(a), alors qu’elle est dite “inverse” ou (“bakward whirl ”), Fig. A.23(b),
si elle est parcourue dans le sens négatif.

Remarque 22: Dans une situation où la structure est supportée par des paliers dont les caracté-
ristiques de raideur et amortissement varient en fonction de la vitesse de rotation propre, le sens de
précession du rotor peut évoluer en fonction de la vitesse de rotation. Par ailleurs, pour une vitesse
de rotation fixée, il est possible d’obtenir l’inégalité suivante :

sg (ÐÐ→OPe ∧
ÐÐ→
OQe) ≠ sg (

ÐÐÐ→
OPe+k ∧

ÐÐÐ→
OQe+k) , avec k ∈N, (A.277)

c’est-à-dire qu’il est possible de calculer des sens de précession différents pour les nœuds e et e + k.

::::
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A.6. Algorithme d’appariement des formes propres complexes

A.6 Algorithme d’appariement des formes propres complexes

Algorithm 1 Algorithme d’appariement des formes propres complexes
1: m, nφ̇ ∈N, M,B,K ∈ Mnδ,nδ donné, ς = 0m,nφ̇
2: Initialisation i = nφ̇
3: Détermination d’une matrice gyroscopique C (φ̇nφ̇) ∈ Mnδ,nδ

4: Résolution des problèmes aux valeurs propres droit et gauche :

BrΥ
nφ̇
j = rjAjrΥ

nφ̇
j et BtlΥ

nφ̇
j = rjAtlΥ

nφ̇
j , j = 1, . . . ,m.

5: Initialisation de la matrice d’indices ς : ς
nφ̇
1,...,m = [1, . . . ,m]t .

6: Pour chaque vitesse de rotation φ̇i
7: for i = nφ̇ − 1, . . . ,1, k ∈N, do
8: Détermination d’une matrice gyroscopique C (φ̇i) ∈ Mnδ,nδ

9: Résolution des problèmes aux valeurs propres droit et gauche :

BrΥi
j = rjAjrΥi

j et B
tlΥi

j = rjAtlΥi
j , j = 1, . . . ,m.

10: for k = 1, . . . ,m, k ∈N, do
11: for q = 1, . . . ,m, q ∈N, do
12: Détermination d’une composante de matrice de corrélation nc2oi,i+1

k,q :

nc2oi,i+1
k,q =

∣(Θi+1
q )tW i,i+1

k,q Ψi
k∣

2

[(Θi+1
q )tW i+1,i+1

q,q Ψi+1
q ] ⋅ [(Θi

k)
t
W i,i
k,kΨ

i
k]

avec W i,i+1
k,q = rikri+1

q M −K.

13: end for
14: end for
15: Pour chaque forme propre complexe Ψi

k ⇒ Détermination de la qe forme propre complexe
Ψi+1
q correspondante

16: for k = 1, . . . ,m, k ∈N, do
17: Incrémentation de la matrice d’indices ς :

ς ik = qmax tel que max
qmax

nc2oi,i+1
k,q , ∀q = 1, . . . ,m.

18: end for
19: end for
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle

A.7 Algorithme de recherche de vitesses critiques de rotation

Algorithm 2 Algorithme de recherche de vitesses critiques de rotation φk,qc
1: s ∈R, m ∈N donné, q ∈N, q = 0
2: for k = 1, . . . ,m, k ∈N, do
3: Pour les pulsations propres ωiΨk associées à la ke forme propre complexe Ψk

4: for i = 1, . . . , nφ̇ − 1, i ∈N, do
5: Pour chaque intervalle de vitesse de rotation propre [φ̇i, φ̇i+1]
6: if (ωiΨk − sφ̇i) (ω

i+1
Ψk

− sφ̇i+1) ≤ 0 then
7: Incrémentation de la qe pulsation critique de rotation φ̇k,qc associée à la pulsation propre

ωΨk

8: Incrémentation indicielle q⇐ q + 1, ik,qc ⇐ i
9: Détermination d’une vitesse critique de rotation 30

π φ̇
k,q
c :

30
π
φ̇k,qc = 30

π

ωi
k,q
c

Ψk
−
⎛
⎝
ω
i
k,q
c +1

Ψk
−ω

i
k,q
c

Ψk

φ̇
i
k,q
c +1

−φ̇
i
k,q
c

⎞
⎠
φ̇
ik,qc

s −
⎛
⎝
ω
i
k,q
c +1

Ψk
−ω

i
k,q
c

Ψk

φ̇
i
k,q
c +1

−φ̇
i
k,q
c

⎞
⎠

.

10: end if
11: end for
12: end for
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A.8. Détermination des champs de contraintes dans un rotor

A.8 Détermination des champs de contraintes dans un rotor

Une fois la réponse d’un rotor déterminée pour une sollicitation donnée, le champs de contraintes
σ, Eq. (2.43a), requiert la connaissance des champs de déformations ε, Eq. (2.43b). Si la méthode
des éléments finis a été privilégiée, cela revient à déterminer les contraintes élémentaires eσ pour
chaque élément fini Ke, e = 1, . . . ,Ne, et donc des champs de déformations élémentaires eε issus du
champ de déplacement δ (t).

Champs de contraintes eσ et de déformations eε élémentaires se déterminent en un point Pe d’une
section droite (eS), de centre géométrique Ge, d’ordonnées (x, z) dans le repère (R) et d’abscisse
de référence ζ sur l’élément fini Ke de longueur el (Fig. A.24) et sont définis tels que :

eσ (Pe, t) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

eσyy (x, z, ζ, t)
eσxy (ζ, t)
eσyz (ζ, t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦(R)

, (A.278a) eε (Pe, t) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

eεyy (x, z, ζ, t)
2eεxy (ζ, t)
2eεyz (ζ, t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦(R)

, (A.278b)

Le champ de déformations élémentaires exprimé dans le repère galiléen (R) s’écrit alors :

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

eεyy (x, z, ζ, t)
2eεxy (ζ, t)
2eεyz (ζ, t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦(R)

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x∂
eψ
∂y (ζ, t) − z ∂

eθ
∂y (ζ, t)

∂eu
∂y (ζ, t) + eψ (ζ, t)
∂ew
∂y (ζ, t) − eθ (ζ, t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦(R)

, (A.279)

et suppose, par conséquent, la connaissance des champs élémentaires de déflexions transversales
ew (ζ, t), eu (ζ, t) et de rotations de sections droites eψ (ζ, t), eθ (ζ, t) qui se décomposent tels que :

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ew (ζ, t)
eu (ζ, t)
eψ (ζ, t)
eθ (ζ, t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= eN (ζ) eδ (t) avec ζ = y
el
, (A.280)

où eδ (t) est défini dans l’Eq. (A.106) et eN (ζ) ∈ M4,8 est la matrice des fonctions de formes définie
à partir des Eq. (A.118), Eq. (A.119), Eq. (A.121), Eq. (A.122) et Eq. (A.120) :

eN (ζ) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

eNw (ζ)
eNu (ζ)
eNψ (ζ)
eNθ (ζ)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (A.281)

ou encore :

eN (ζ) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

eNwe
w (ζ) 0 0 eN θe

w (ζ)
0 eNue

u (ζ) eNue
u (ζ) 0

0 eNue
ψ (ζ) eNue

ψ (ζ) 0
eNwe

θ (ζ) 0 0 eN θe
θ (ζ)

⋯

⋯

eNwe+1
w (ζ) 0 0 eN θe+1

w (ζ)
0 eNue+1

u (ζ) eNψe+1
u (ζ) 0

0 eNue+1

ψ (ζ) eNψe+1

ψ (ζ) 0
eNwe+1

θ (ζ) 0 0 eN θe+1

θ (ζ)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. (A.282)

En substituant l’Eq. (A.280) dans l’Eq. (A.279), le champ de déformations élémentaires s’exprime
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Figure A.24 – Repérage d’un point Pe ∈ (eS) de coordonnées (x, y, z) sur un élément fini Ke de
longueur el.

donc en fonction des fonctions de formes ou de leurs dérivées spatiales :

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

eεyy (x, z, ζ, t)
2eεyx (ζ, t)
2eεyz (ζ, t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦(R)

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x ∂
∂y

[eNψ (ζ) eδ (t)] − z ∂
∂y [eNθ (ζ) δ (t)]

∂
∂y [eNu (ζ) eδ (t)] + eNψ

eδ (t)
∂
∂y [eNw (ζ) eδ (t)] − eNθ

eδ (t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦(R)

(A.283)

avec :
∂

∂y
( ) = ∂ ( )

∂ζ

∂ζ

∂y
= 1
el
,
∂

∂ζ
( ) . (A.284)

A.8.1 Contraintes normales de flexion élémentaires

La contrainte normale de flexion élémentaire selon l’axe (Ge, y⃗), le long d’un élément fini Ke

d’abscisse de référence ζ, est la somme des contraintes normales de flexion dues aux rotations de
sections droites θe et θe+1, et ψe et ψe+1 respectivement atour des axes (Ge, x⃗) et (Ge, z⃗), telle que :

eσyy (x, z, ζ, t) = eσθyy (z, ζ, t) + eσψyy (x, ζ, t) , (A.285)

où eσyy (x, z, ζ, t) est la contrainte normale de flexion élémentaire totale selon l’axe (Ge, y⃗), eσθyy (z, ζ, t)
est la contrainte normale de flexion élémentaire selon l’axe (Ge, y⃗) due aux rotations de sections
droites autour de l’axe (Ge, x⃗) et eσψyy (x, ζ, t) est la contrainte normale de flexion élémentaire selon
l’axe (Ge, y⃗) due aux rotations de sections droites autour de l’axe (Ge, z⃗).

A l’aide des Eq. (A.7a) et Eq. (A.51a), l’Eq. (A.285) devient :

eσyy (x, z, ζ, t) = −eEz
∂eθ

∂y
(ζ, t)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
eσθyy(z,ζ,t)

+ eEx∂
eψ

∂y
(ζ, t)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
eσψyy(x,ζ,t)

. (A.286)

En substituant les Eq. (2.47) et Eq. (A.279) dans l’Eq. (A.286), l’expression de la contrainte
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A.8. Détermination des champs de contraintes dans un rotor

normale de flexion élémentaire s’écrit alors :

eσyy (x, z, ζ, t) = eE
1
el

(x∂
eNψ

∂ζ
(ζ) − z ∂

eNθ

∂ζ
(ζ)) eδ (t) . (A.287)

Remarque 23: Dans le processus de modélisation, il est fréquent d’être amené à prendre en compte,
sur un élément fini Ke, une charge axiale élémentaire constante d’intensité eP selon l’axe (Ge, y⃗).
Cette considération a pour corollaire la génération d’un terme de raideur géométrique (Stiffening
effect) présenté dans la Section 2.1.5.

Ainsi, la charge constante eP selon l’axe (Ge, y⃗) génère une contrainte normale supplémentaire
eσvyy qui s’additionne aux contraintes normales de flexion élémentaires eσθyy (z, ζ, t) et eσψyy (z, ζ, t),
Eq. (A.285), telle que :

eσyy (x, z, ζ, t) = eσθyy (z, ζ, t) + eσψyy (x, ζ, t) + eσvyy. (A.288)

où la contrainte normale due à la charge élémentaire constante eP s’écrit simplement :

eσvyy =
eP
eS
. (A.289)

::::

Remarque 24: Par ailleurs, si l’on souhaite évaluer la contrainte normale eσvyy (t) due à un champ
de déplacement axial ev (ζ, t) induit par un phénomène quelconque lors du calcul de la réponse du
rotor, les contraintes normales induites satisferont la relation suivante :

eσvyy (t) = eE
∂ev

∂y
(ζ, t) . (A.290)

Cela suppose bien évidemment de considérer un nouveau vecteur de degrés de liberté élémen-
taires eδ ∈R10 :

eδ = [ve, we, ue, ψe, θe, ve+1, we+1, ue+1, ψe+1, ψe+1]t , (A.291)

et par conséquent de modifier les matrices élémentaires et autres vecteurs des forces extérieures.

Le champ de déplacement axial ev (ζ, t) se projette alors dans la base des fonctions de formes
linéaires bien connues et définies par l’Eq. (A.292) :

eNv (ζ) = [eNve
v , 0, 0, 0, 0, eNve+1

v , 0, 0, 0, 0] , (A.292)

avec :

eNve
v = 1 − ζ, (A.293a) eNve+1

v = ζ, (A.293b)

tel que :
ev (ζ, t) = eNv (ζ) eδ (t) , (A.294)

En substituant l’Eq. (A.294) dans l’Eq. (A.290), l’expression de la contrainte normale devient
alors :

eσvyy (t) = eE
1
el

∂eNv

∂ζ
(ζ) eδ (t) . (A.295)

::::
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle

A.8.2 Contraintes de cisaillement élémentaires

Les contraintes de cisaillement, dans un rotor, sont issues des distortions s’exerçant respective-
ment dans les plans {xGey} et {yGez} et s’expriment, le long d’un élément fini Ke d’abscisse de
référence ζ, s’expriment respectivement par :

eσxy (ζ, t) = eGeky (
∂eu

∂y
(ζ, t) + eψ (ζ, t)) , (A.296)

et :
eσyz (ζ, t) = eGeky (

∂ew

∂y
(ζ, t) − eθ (ζ, t)) . (A.297)

En substituant les Eq. (2.47) et Eq. (A.279) successivement dans les Eq. (A.296) et Eq. (A.297),
il advient :

eσxy (ζ, t) = eGeky (
1
el

∂eNu

∂ζ
(ζ) + eNψ (ζ)) eδ (t) , (A.298)

et :
eσyz (ζ, t) = eGeky (

1
el

∂eNw

∂ζ
(ζ) − eNθ (ζ)) eδ (t) , (A.299)

ou bien encore sous une forme plus compacte :

eσ (Pe, t) = eB (x, ζ, z) eδ (t) , (A.300)

où eB (x, ζ, z) ∈ M3,8 a la forme :

eB (x, ζ, z) = 1
el

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

eE (x∂
eNψ
∂ζ (ζ) − z ∂

eNθ
∂ζ (ζ))

eGeky (∂eNu∂ζ (ζ) + eleNψ (ζ))
eGeky (∂eNw∂ζ (ζ) − eleNθ (ζ))

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. (A.301)

A.8.3 Détermination des contraintes maximales de flexion

En considérant un point Pe d’une section droite (eS), de centre géométrique Ge, d’ordonnées
(x, z) dans le repère (R) et d’abscisse de référence ζ sur l’élément fini Ke de longueur el, l’expression
de la contrainte normale de flexion, selon l’axe (Ge, y⃗), a la forme suivante :

eσyy (x, ζ, z, t) = −eEz
∂eθ

∂y
(ζ, t) + eEx

∂eψ

∂y
(ζ, t) avec ζ = y

el
. (A.302)

max
x∗,ζ∗,
z∗,t∗

eσyy (x, ζ, z, t) , ∀e = 1 . . . ,Ne, (A.303)

ou en d’autres termes, pour chaque élément fini Ke, e = 1 . . . ,Ne :

T rouver (x∗, ζ∗, z∗, t∗)

tel que eσyy (x∗, ζ∗, z∗, t∗) = max eσyy (x, ζ, z, t) ,
(A.304)

où (x∗, z∗) sont les ordonnées optimales du point Pe dans la section (eS), ζ∗ est l’abscisse de
référence optimale du point Pe sur l’élément fini Ke et t∗ est la valeur optimale du paramètre de
l’ellipse trajectoire. Les quatre variables relatives à ce problème d’optimisation rendent la résolution
analytique de ce dernier très complexe. En revanche, en considérant certaines simplifications, la
dimension de ce problème peut être réduite. En effet, la première simplification consiste à considérer
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Figure A.25 – Paramétrage des coordonnées polaires.

le système de coordonnées polaire (r, φ, y) du repère (Ge, e⃗r, e⃗φ, y⃗) , Fig. A.25, les coordonnées
cartésiennes du repère (Ge, x⃗, y⃗, z⃗) s’expriment alors de la manière suivante :

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x = r sin (φ)
y = y
z = r cos (φ)

. (A.305)

où l’on rappelle que l’angle φ est orienté positivement de l’axe (Ge, z⃗) vers l’axe (Ge, x⃗).
L’Eq. (A.302) devient alors :

eσyy (r, φ, ζ, t) = −eEr cos (φ) ∂
eθ

∂y
(ζ, t) + eEr sin (φ) ∂

eψ

∂y
(ζ, t) , (A.306)

dont le problème de maximisation associé, Eq. (A.304), dépendra alors des variables r∗, φ∗, ζ∗ et t∗

tel que :
max
r∗,φ∗,
ζ∗,t∗

eσyy (r, φ, ζ, t) , ∀e = 1 . . . ,Ne, (A.307)

La répartition de la contrainte normale de flexion sur une section droite étant linéairement
dépendante du rayon r, Fig. A.26, cette variable d’optimisation peut être éliminée en se rappelant
que cette contrainte est maximale sur la ”peau extérieure du rotor“ telle que :

r∗ = 1
2
edext, (A.308)

où edext est le diamètre extérieur élémentaire de l’élément fini Ke. Le problème de maximisation,
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(a) Répartitions des champs de contraintes eσψyy.
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(b) Répartitions des champs de contraintes eσθyy..

Figure A.26 – Répartitions des champs de contraintes normales de flexion sur une section droite
élémentaire circulaire de diamètre edext.

Eq. (A.309), devient alors :

max
φ∗,ζ∗,t∗

eσyy (φ, ζ, t) , ∀e = 1 . . . ,Ne. (A.309)

Par ailleurs, bien que le problème de maximisation, Eq. (A.309), ne contienne pas plus que trois
variables φ∗, ζ∗ et t∗, celui-ci reste cependant toujours analytiquement insoluble.

La seconde simplification concerne le choix de l’abscisse de référence ζ dont on se propose de
fixer la valeur telle que :

ζ∗ = 1
2
, (A.310)

c’est-à-dire au centre de l’élément fini Ke. En revanche, toute autre valeur arbitraire peut être choi-
sie sur l’intervalle [0,1].

Remarque 25: Toutes les quantités e.g. eσyy, eθ ou eψ, fonctions de la variable ζ, sont estimées
pour ζ = 1

2 .

::::
Le problème de maximisation ne contient finalement plus que deux variables et s’écrit alors :

max
φ∗,t∗

eσyy (φ, ζ, t) , ∀e = 1 . . . ,Ne, ζ =
1
2
. (A.311)

Si l’on se place dans le cadre harmonique, i.e. lorsque le rotor est sollicité par une force extérieure
de pulsation ω et que l’on considère un régime établi à la pulsation ω, les réponses fréquentielles
des champs de déplacement élémentaires eδ, Eq. (A.106), ont la forme suivante le long de l’élément
finie Ke d’abscisse de référence ζ :

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ew (ζ, t)
eu (ζ, t)
eψ (ζ, t)
eθ (ζ, t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ewc (ζ)
euc (ζ)
eψc (ζ)
eθc (ζ)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Partie Réelle

cos (ωt) +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ews (ζ)
eus (ζ)
eψs (ζ)
eθs (ζ)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Partie Imaginaire

sin (ωt) , (A.312)

où ew(−),
eu(−),

eψ(−),
eθ(−) sont respectivement les parties réelle et imaginaire des champs de

déplacement élémentaires, selon que leur indice associé (−) soit assigné des symboles ( )c ou ( )s,
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et sont définies telles que :
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ewc (ζ)
euc (ζ)
eψc (ζ)
eθc (ζ)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

eNw (ζ)
eNu (ζ)
eNψ (ζ)
eNθ (ζ)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

eδc, (A.313a)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ews (ζ)
eus (ζ)
eψs (ζ)
eθs (ζ)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

eNw (ζ)
eNu (ζ)
eNψ (ζ)
eNθ (ζ)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

eδs, (A.313b)

où les fonctions de formes eNw,
eNw,

eNψ et eNθ, sont définies dans les Eq. (A.119), Eq. (A.121),
Eq. (A.122) et Eq. (A.120) ; les vecteurs eδc, eδs ∈R8 représentent respectivement les parties réelle
et imaginaire des degrés de liberté élémentaires telles que :

eδc = [δcwe , δcue , δcψe , δcθe , δcwe+1
, δcue+1

, δcψe+1
, δcθe+1

]
t
, (A.314)

et :
eδs = [δswe , δsue , δsψe , δsθe , δswe+1

, δsue+1
, δsψe+1

, δsθe+1
]
t
. (A.315)

Ainsi, en substituant les Eq. (A.312) et Eq. (A.308) dans l’Eq. (A.306), la contrainte normale
de flexion peut s’exprimer de la manière suivante :

eσyy (φ, ζ, t) = − eE ( edext2 ) cos (φ) (∂eθc∂y (ζ) cos (ωt) + ∂eθs
∂y (ζ) sin (ωt))

+ eE ( edext2 ) sin (φ) (∂
eψc
∂y (ζ) cos (ωt) + ∂eψs

∂y (ζ) sin (ωt))
. (A.316)

Les dérivées spatiales des champs de déplacement élémentaires se déduisent aisément des Eq.
A.313a et Eq. A.313b précédentes :

∂

∂y

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ew(−) (ζ)
eu(−) (ζ)
eψ(−) (ζ)
eθ(−) (ζ)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= ∂

∂ζ

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

eNw (ζ)
eNu (ζ)
eNψ (ζ)
eNθ (ζ)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∂ζ

∂y
eδt(−), (A.317)

où l’indice (−) représente les symboles associés aux parties réelle ( )c et imaginaire ( )s.

L’Eq. (A.316) devient alors :

eσyy (φ, ζ, t) = − eE ( edext2 )

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

cos (φ)
⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

∂eNθ
∂y (ζ) eδc

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Cθ′(ζ)

cos (ωt) + ∂eNθ
∂y (ζ) eδs

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Sθ′(ζ)

sin (ωt)
⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

+ eE ( edext2 )

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

sin (φ)
⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

∂eNψ
∂y (ζ) eδc

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Cψ′(ζ)

cos (ωt) + ∂eNψ
∂y (ζ) eδs

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Sψ′(ζ)

sin (ωt)
⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. (A.318)

En considérant les égalités suivantes :

Cθ′ = Cθ′ (
1
2
) = ∂

eNθ

∂y
(1

2
) eδc, (A.319a) Sθ′ = Sθ′ (

1
2
) = ∂

eNθ

∂y
(1

2
) eδs, (A.319b)

et

Cψ′ = Cψ′ (
1
2
) = ∂

eNψ

∂y
(1

2
) eδc, (A.320a) Sψ′ = Sψ′ (

1
2
) = ∂

eNψ

∂y
(1

2
) eδs, (A.320b)
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle

il vient alors :

eσyy (φ, t) = eE ( edext2 ) [Cθ′ cos (ωt) cos (φ) − Sθ′ sin (ωt) cos (φ) +

Cψ′ cos (ωt) sin (φ) + Sψ′ sin (ωt) sin (φ)] ,

⇔ eσyy (φ, t) = eE ( edext2 )

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎛
⎜⎜⎜
⎝
−Cθ′ cos (φ) +Cψ′ sin (φ)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

h(φ)

⎞
⎟⎟⎟
⎠

cos (ωt) +

⎛
⎜⎜⎜
⎝
−Sθ′ cos (φ) + Sψ′ sin (φ)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

g(φ)

⎞
⎟⎟⎟
⎠

sin (ωt)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

(A.321)

L’abscisse de référence ζ ayant été fixée à 1
2 , les variables Cθ′ , Sθ′ , Cψ′ et Sψ′ sont désormais

constantes. Les fonctions g et h, dépendant exclusivement de la variable φ, sont alors définies telles
que :

h (φ) = −Cθ′ cos (φ) +Cψ′ sin (φ) , (A.322a) g (φ) = −Sθ′ cos (φ) + Sψ′ sin (φ) , (A.322b)

afin d’exprimer la contrainte normale de flexion sous une forme plus conviviale :

eσyy (φ, t) = eE (
edext

2
) [h (φ) cos (ωt) + g (φ) sin (ωt)] . (A.323)

La résolution du problème de maximisation, Eq. (A.311), consiste finalement à résoudre le
problème de minimisation suivant auquel a été ajoutée une contrainte afin d’assurer la recherche
d’un extremum qui soit un maximum :

min
φ∗,t∗

eσyy (φ, t) , ∀e = 1, . . . ,Ne,

⇔ T rouver (φ∗, t∗) tel que ∇eσyy (φ∗, t∗) = 0,

sous la contrainte Heσyy (φ∗, t∗) > 0,

(A.324)

où ∇eσyy ∈ R2 représente le vecteur gradient de la contrainte normale de flexion élémentaire et
défini tel que :

∇eσyy =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

∂eσyy
∂φ

∂eσyy
∂t

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
, (A.325)

et Heσyy ∈ M2,2 est la matrice hessienne de eσyy :

Heσyy =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

∂2eσyy
∂φ2

∂2eσyy
∂φ∂t

∂2eσyy
∂t∂φ

∂2eσyy
∂t2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
, (A.326)

à laquelle s’applique une contrainte concernant sa positivité afin d’assurer que eσyy (φ∗, t∗) soit un
maximum.

La nature oscillatoire, et de surcroît périodique, de la contrainte normale de flexion définie dans
l’Eq. (A.323) facilite la résolution problème de maximisation, Eq. (A.324). En effet, il est connu
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A.8. Détermination des champs de contraintes dans un rotor

qu’une fonction périodique de pulsation ω atteint son amplitude maximale (en valeur absolue) deux
fois durant une période comprise dans l’intervalle [0, 2π

ω
]. En terme de contrainte, la recherche d’un

maximum consiste à déterminer plutôt son amplitude maximale que sa valeur maximale. Ainsi, le
fait que l’extremum trouvé soit un maximum ou un minimum devient une condition subsidiaire car
en cet extremum, l’amplitude de la contrainte sera alors maximum. Par conséquent, la contrainte
Heσyy (φ∗, t∗) > 0 peut alors être négligée.

Les composantes du gradient de la contrainte normale de flexion élémentaire s’expriment de la
manière suivante :

∂eσyy

∂t
= eE (

edext

2
)ω [−h (φ) sin (ωt) + g (φ) cos (ωt)] , (A.327)

∂eσyy

∂φ
= eE (

edext

2
)[∂h
∂φ

(φ) cos (ωt) + ∂g
∂φ

(φ) sin (ωt)] . (A.328)

La première condition d’optimalité devient alors :

∂eσyy
∂t ∣

(t∗,φ∗)
= 0,

⇔ eE ( edext2 )ω [−h (φ∗) sin (ωt∗) + g (φ∗) cos (ωt∗)] = 0,

⇔ g(φ∗)
h(φ∗) = tan (ωt∗) ,

(A.329)

ce qui permet d’introduire une première relation entre les paramètres optimaux t∗ et φ∗ telle que :

t∗ = ( 1
ω
) tan−1 (g (φ

∗)
h (φ∗)) [π] . (A.330)

où [π] signifie modulo π. En revanche, il ne faut conserver que la valeur de t∗ ∈ [0, 2π
ω
] comprise

dans l’intervalle de définition de l’ellipse.

La seconde condition d’optimalité s’écrit ainsi :

∂eσyy
∂φ ∣

(t∗,φ∗)
= 0,

⇔ eE ( edext2 ) [ ∂h∂φ ∣(φ∗) cos (ωt∗) + ∂g
∂φ ∣(φ∗) sin (ωt∗)] = 0

⇔ [ ∂h∂φ ∣(φ∗) cos (ωt∗) + ∂g
∂φ ∣(φ∗) sin (ωt∗)] = 0,

⇔
( ∂h
∂φ

)

(
∂g
∂φ

)
∣
(φ∗)

= − tan (ωt∗) .

(A.331)

Une seconde relation entre les paramètres optimaux t∗ et φ∗ peut alors être définie :

t∗ = ( 1
ω
) tan−1

⎛
⎜⎜
⎝
−
(∂h∂φ)

( ∂g∂φ)

RRRRRRRRRRRRRR(φ∗)

⎞
⎟⎟
⎠

[π] . (A.332)

En substituant l’Eq. (A.329) dans l’Eq. (A.331), il vient alors une relation ne faisant intervenir
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle

que la variable φ :

g (φ∗)
h (φ∗) +

(∂h∂φ)

( ∂g∂φ)

RRRRRRRRRRRRRR(φ∗)
= 0, ∀t. (A.333)

qui s’écrit encore :

g (φ∗) (∂g
∂φ

)∣
(φ∗)

+ h (φ∗) (∂h
∂φ

)∣
(φ∗)

= 0. (A.334)

En utilisant les Eq. A.322a et Eq. A.322b et les dérivées premières par rapport à la variable φ :

∂h

∂φ
(φ) = Cθ′ sin (φ) +Cψ′ cos (φ) , (A.335a)

∂g

∂φ
(φ) = Sθ′ sin (φ) + Sψ′ cos (φ) , (A.335b)

d’où l’expression de l’Eq. (A.334) :

[−Sθ′ cos (φ∗) + Sψ′ sin (φ∗)] [Sθ′ sin (φ∗) + Sψ′ cos (φ∗)]+

[−Cθ′ cos (φ∗) +Cψ′ sin (φ∗)] [Cθ′ sin (φ∗) +Cψ′ cos (φ∗)] = 0,

⇔ −S2
θ′ sin (φ∗) cos (φ∗) − Sθ′Sψ′ cos2 (φ∗) + Sθ′Sψ′ sin2 (φ∗) + S2

ψ′ sin (φ∗) cos (φ∗)

−C2
θ′ sin (φ∗) cos (φ∗) −Cθ′Cψ′ cos2 (φ∗) +Cθ′Cψ′ sin2 (φ∗) +C2

ψ′ sin (φ∗) cos (φ∗) = 0,

⇔ (−C2
θ′ +C2

ψ′ − S2
θ′ + S2

ψ′) sin (φ∗) cos (φ∗)−

(Cθ′Cψ′ + Sθ′Sψ′) cos2 (φ∗) + (Cθ′Cψ′ + Sθ′Sψ′) sin2 (φ∗) = 0,

⇔
⎛
⎜⎜
⎝
Cθ′Cψ′ + Sθ′Sψ′
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

a0

⎞
⎟⎟
⎠

tan2 (φ∗) +
⎛
⎜⎜⎜
⎝
−C2

θ′ +C2
ψ′ − S2

θ′ + S2
ψ′

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
a1

⎞
⎟⎟⎟
⎠

tan (φ∗) −
⎛
⎜⎜
⎝
Cθ′Cψ′ + Sθ′Sψ′
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

a0

⎞
⎟⎟
⎠
= 0.

(A.336)
En effectuant le changement de variable suivant :

Φ∗ = tan (φ∗) , (A.337)

et en considérant les égalités ci-dessous :

a0 = (Cθ′Cψ′ + Sθ′Sψ′) , (A.338a) a1 = (−C2
θ′ +C2

ψ′ − S2
θ′ + S2

ψ′) , (A.338b)

il vient une équation du second degré :

a0Φ∗2 + a1Φ∗ − a0 = 0, (A.339)

qui est caractéristique de la nature duale de la solution au problème Eq. (A.324) étant donnée la
nature périodique des contraintes. Les solutions Φ∗

1 et Φ∗
2 de l’Eq. (A.339) sont données par :

Φ∗
1,2 =

−a1 ±∆
1
2
Φ

2a0
, (A.340)

avec le discriminant :
∆Φ = a2

1 + 4a2
0. (A.341)
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Figure A.27 – Représentation d’une trajectoire elliptique sur l’intervalle [0, 2π
ω
] et des couples

de paramètres optimaux (φ∗1 , t∗1) et (φ∗2 , t∗2) pour lesquels l’amplitude de la contrainte normale de
flexion est maximale.

Les solutions optimales φ∗1 et φ∗2 sont alors déduites en inversant l’Eq. (A.337) tel que :

φ∗1 = tan−1 ⎛
⎝
−1

2
(a1

a0
) + (1

4
(a1

a0
)

2

− 1)
1
2 ⎞
⎠
, (A.342)

φ∗2 = tan−1 ⎛
⎝
−1

2
(a1

a0
) − (1

4
(a1

a0
)

2

− 1)
1
2 ⎞
⎠
. (A.343)

Finalement, e.g. en substituant successivement les Eq. (A.342) et Eq. (A.343) dans l’Eq. (A.330),
on obtient les valeurs optimales t∗1 et t∗2 du paramètre de l’ellipse, Fig. A.27.

A.8.4 Détermination des contraintes maximales de cisaillement dans le plan
{y, z}

Si l’on s’intéresse au même point Pe considéré dans l’Annexe A.8.3, l’expression de la contrainte
de cisaillement, dans le plan {y, z}, à la forme suivante :

eσyz (ζ, t) = eGeky (
∂ew

∂y
(ζ, t) − ∂

eθ

∂y
(ζ, t)) , (A.344)

dont la répartition est constante sur une section droite (eS) d’abscisse de référence ζ. La détermina-
tion des contraintes de cisaillement maximales, dans le plan {y, z}, consiste à résoudre le problème
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle

de maximisation suivant :
max
ζ∗,t∗

eσyz (ζ, t) , ∀e = 1 . . . ,Ne, (A.345)

c’est-à-dire, pour chaque élément fini Ke, e = 1 . . . ,Ne :

T rouver (ζ∗, t∗)

tel que eσyz (ζ∗, t∗) = max eσyz (ζt) ,
(A.346)

où ζ∗ est l’abscisse de référence optimale du point Pe sur l’élément fini Ke et t∗ est la valeur opti-
male du paramètre de l’ellipse trajectoire.

Bien que ce problème ne contienne que deux variables d’optimisation, sa résolution analytique
est délicate dans le sens où une condition d’optimalité conduit à un polynôme appartenant à l’en-
semble P3 (ζ). De plus, dans un souci de cohérence avec l’Annexe A.8.3, il est préférable d’estimer
les contraintes de cisaillement à la même abscisse de référence ζ qu’en celle où les contraintes nor-
males de flexion maximales ont été évaluées, i.e. ζ = 1

2 .

Le problème de maximisation, Eq. (A.346), devient donc :

max
t∗

eσyz (t) , ∀e = 1 . . . ,Ne, ζ =
1
2
. (A.347)

Ainsi, en substituant les Eq. (A.312) dans l’Eq. (A.344), la contrainte de cisaillement, dans le
plan {y, z}, peut s’exprimer de la manière suivante :

eσyz (ζ, t) = eGeky (∂ewc∂y (ζ) cos (ωt) + ∂ews
∂y (ζ) sin (ωt)

−eθc (ζ) cos (ωt) − eθs (ζ) sin (ωt))
. (A.348)

En substituant l’Eq. (A.348) dans l’Eq. (A.317), il vient alors :

eσyz (ζ, t) = eGeky

⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

∂eNw
∂y (ζ) eδc

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Cw′(ζ)

cos (ωt) + ∂eNw
∂y (ζ) eδs

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Sw′(ζ)

sin (ωt)

− eNθ (ζ) eδc
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Cθ(ζ)

cos (ωt) − eNθ (ζ) eδs
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Sθ(ζ)

sin (ωt)
⎞
⎟⎟⎟
⎠

. (A.349)

En considérant les égalités suivantes :

Cw′ = Cw′ (
1
2
) = ∂

eNw

∂y
(1

2
) eδc, (A.350a) Sw′ = Sw′ (

1
2
) = ∂

eNw

∂y
(1

2
) eδs, (A.350b)

et

Cθ = Cθ (
1
2
) = eNθ (

1
2
) eδc, (A.351a) Sθ = Sθ (

1
2
) eNθ (

1
2
) eδs, (A.351b)

il vient alors :
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A.8. Détermination des champs de contraintes dans un rotor

eσyz (t) = eGeky [Cw′ cos (ωt) + Sw′ sin (ωt) −Cθ cos (ωt) − Sθ sin (ωt)] ,

⇔ eσyz (t) = eGeky [(Cw′ −Cθ) cos (ωt) + (Sw′ − Sθ) sin (ωt)] .
(A.352)

Comme cela a été évoqué dans l’Annexe A.8.3, la résolution du problème de maximisation,
Eq. (A.347), consiste à résoudre un problème de minimisation tel que :

min
t∗

eσyz (t) , ∀e = 1, . . . ,Ne,

⇔ T rouver t∗ tel que ∇eσyz (t∗) = 0,
(A.353)

où ∇eσyz ∈ R représente le gradient de la contrainte de cisaillement, dans le plan {y, z}, et défini
tel que :

∇eσyz = {∂
eσyz
∂t } .

∂eσyz
∂t = eGekyω [− (Cw′ −Cθ) sin (ωt) + (Sw′ − Sθ) cos (ωt)] .

(A.354)

La condition d’optimalité s’écrit :

∂eτ
∂t

∣
(t∗) = 0,

⇔ eGekyω [− (Cw′ −Cθ) sin (ωt) + (Sw′ − Sθ) cos (ωt)] = 0,

⇔ (Cw′ −Cθ) sin (ωt∗) = (Sw′ − Sθ) cos (ωt∗) ,

⇔ (Sw′−Sθ)
(Cw′−Cθ)

= tan (ωt∗) .

(A.355)

La contrainte de cisaillement, dans le plan {y, z}, atteindra donc son amplitude maximale en t∗

dont la relation est définie par l’Eq. (A.356) :

t∗ = ( 1
ω
) tan−1 ( Sw

′ − Sθ
Cw′ −Cθ

) . (A.356)

A.8.5 Détermination des contraintes maximales de cisaillement dans le plan
{x, y}

Considérons toujours le même point Pe, l’expression de la contrainte de cisaillement, dans le
plan {x, y}, à la forme suivante :

eσxy (ζ, t) = eGeky (
∂eu

∂y
(ζ, t) + ∂

eψ

∂y
(ζ, t)) , (A.357)

dont la répartition est constante sur une section droite (eS) d’abscisse de référence ζ. Pour les mêmes
raisons évoquées dans l’Annexe A.8.4, les contraintes de cisaillement, dans le plan {y, z}, sont expri-
mées à la même abscisse de référence ζ qu’en celle où les contraintes normales de flexion maximales
ont été évaluées, i.e. ζ = 1

2 . La détermination des contraintes de cisaillement maximales, dans le
plan {x, y}, consiste à résoudre un problème de maximisation du même type que l’Eq. (A.345) :

max
ζ,t∗

eσxy (ζ, t) , ∀e = 1 . . . ,Ne, ζ =
1
2
, (A.358)
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle

c’est-à-dire, pour chaque élément fini Ke, e = 1 . . . ,Ne :

T rouver t∗

tel que eσxy (ζ, t∗) = max eσxy (ζt) , ζ = 1
2

(A.359)

où ζ∗ est l’abscisse de référence optimale du point Pe sur l’élément fini Ke et t∗ est la valeur opti-
male du paramètre de l’ellipse trajectoire.

Ainsi, en substituant les Eq. (A.312) dans l’Eq. (A.357), la contrainte de cisaillement, dans le
plan {x, y}, peut s’exprimer de la manière suivante :

eσxy (ζ, t) = eGeky (∂euc∂y (ζ) cos (ωt) + ∂eus
∂y (ζ) sin (ωt)

+eψc (ζ) cos (ωt) + eψs (ζ) sin (ωt))
. (A.360)

En substituant l’Eq. (A.360) dans l’Eq. (A.317), il vient alors :

eσxy (ζ, t) = eGeky

⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

∂eNw
∂y (ζ) eδc

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Cw′(ζ)

cos (ωt) + ∂eNw
∂y (ζ) eδs

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Sw′(ζ)

sin (ωt)

+ eNψ (ζ) eδc
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Cψ(ζ)

cos (ωt) + eNψ (ζ) eδs
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Sψ(ζ)

sin (ωt)
⎞
⎟⎟⎟
⎠

. (A.361)

En considérant les égalités suivantes :

Cw′ = Cw′ (
1
2
) = ∂

eNw

∂y
(1

2
) eδc, (A.362a) Sw′ = Sw′ (

1
2
) = ∂

eNw

∂y
(1

2
) eδs, (A.362b)

et

Cψ = Cψ (1
2
) = eNψ (1

2
) eδc, (A.363a) Sψ = Sψ (1

2
) eNψ (1

2
) eδs, (A.363b)

il vient alors :

eσxy (t) = eGeky [Cw′ cos (ωt) + Sw′ sin (ωt) +Cψ cos (ωt) + Sψ sin (ωt)] ,

⇔ eσxy (t) = eGeky [(Cw′ +Cψ) cos (ωt) + (Sw′ + Sψ) sin (ωt)] .
(A.364)

Comme cela a été évoqué dans l’Annexe A.8.3, la résolution du problème de maximisation,
Eq. (A.359), consiste à résoudre un problème de minimisation tel que :

min
t∗

eσxy (t) , ∀e = 1, . . . ,Ne,

⇔ T rouver t∗ tel que ∇eσxy (t∗) = 0,
(A.365)

où ∇eσxy ∈ R représente le gradient de la contrainte de cisaillement, dans le plan {x, y}, et défini
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A.8. Détermination des champs de contraintes dans un rotor

tel que :
∇eσxy = {∂

eσxy
∂t } .

∂eσxy
∂t = eGekyω [− (Cw′ +Cψ) sin (ωt) + (Sw′ + Sψ) cos (ωt)] .

(A.366)

La condition d’optimalité s’écrit :

∂eτ
∂t

∣
(t∗) = 0,

⇔ eGekyω [− (Cw′ +Cψ) sin (ωt) + (Sw′ + Sψ) cos (ωt)] = 0,

⇔ (Cw′ +Cψ) sin (ωt∗) = (Sw′ + Sψ) cos (ωt∗) ,

⇔ (Sw′+Sψ)
(Cw′+Cψ)

= tan (ωt∗) .

(A.367)

La contrainte de cisaillement, dans le plan {x, y}, atteindra donc son amplitude maximale en t∗

dont la relation est définie par l’Eq. (A.368) :

t∗ = ( 1
ω
) tan−1 ( Sw

′ + Sψ
Cw′ +Cψ

) . (A.368)

A.8.6 Contraintes de V on M ises

La contrainte de V on M ises élémentaire est définie par la relation suivante :

eσV M (r, φ, ζ, t) = {eσ2
yy (r, φ, ζ, t) + 3 [eσxy (ζ, t) + eσyz (ζ, t)]2}

1
2 . (A.369)

Ayant déterminé précédemment les valeurs des paramètres optimaux pour lesquels les contraintes
normales de flexion et de cisaillement élémentaires atteignent leurs amplitudes maximales, il serait
intéressant de déterminer les contraintes de V on M ises élémentaires à l’aide de ces paramètres op-
timaux. En revanche, rien n’assure que les paramètres d’ellipse optimaux t∗ associés aux contraintes
normale de flexion, Eq. (A.330), et de cisaillement, Eq. (A.356) et Eq. (A.368), soient identiques.

La contraintes normale de flexion étant généralement relativement supérieure aux contraintes de
cisaillement, il n’est pas aberrant d’évaluer la contrainte de V on M ises en considérant les paramètres
optimaux relatifs aux contraintes normales de flexion telle que :

eσV M = {eσ2
yy (

edext

2
, φ∗i ,

1
2
, t∗i ) + 3 [eσxy (

1
2
, t∗i ) + eσyz (

1
2
, t∗i )]

2

}
1
2

avec i = 1,2. (A.370)

où t∗i est défini dans l’Eq. (A.330) et φ∗i dans les Eq. (A.342) et Eq. (A.343).

Remarque 26: Si les contraintes axiales élémentaires eσvyy sont considérées, il est alors nécessaire
de les prendre en compte dans le terme eσyy.

::::
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Annexe B

Démarche de modélisation d’un rotor à
cage d’écureuil

Ce chapitre présente la démarche de modélisation des principaux élé-
ments d’un rotor de moteur à induction, et plus particulièrement celle
relative à la masse magnétique. Une attention particulière est apportée
à la modélisation unidimensionnelle d’un ensemble de tirants et barres
de court-circuit équirépartis. Différents modèles unidimensionnels sont
envisagés et leurs réponses statiques et dynamiques sont qualifiées en
les comparant à celles d’un modèle tridimensionnel réalisé avec le lo-
giciel comsol.
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B.1. Validité du modèle éléments finis et intérêt d’une démarche d’identification

B.1 Validité du modèle éléments finis et intérêt d’une démarche
d’identification

Les rotors feuilletés (mgv) se composent d’un assemblage de deux parties principales :

– Deux bouts d’arbre (terme consacré), ou portions d’arbre, en acier forgé sur lesquels sont
frettées les bagues feuilletées (ou rotor) des paliers magnétiques.

– La masse magnétique comprenant tirants, barres de court-circuit, tôles vernies, etc. . . (voir
Section 1.2).

Les matrices de masse et de raideur définies dans l’Annexe A.5 servent à modéliser les portions
d’arbre et leurs bagues, dont les propriétés constitutives sont identifiées dans le Chapitre 4.

Les masses additionnelles non frettées (butées axiales, bagues atterrisseuses, top rotor, écrous,
etc. . .) sont modélisées par des éléments finis de disque indéformable à un nœud présentés dans la
Section 2.1.3.1.

Tout d’abord, l’empilement de tôles est considéré comme un arbre plein, aux propriétés méca-
niques isotropes identiques à celles de l’acier, modélisé avec des éléments finis de poutre soit de
Bernoulli, soit de T imoshenko. La Fig. B.1 présente l’écart relatif moyen entre les deux premières
fréquences propres de flexion mesurées et calculées de vingt-neuf rotors mgv, de même conception
mais de géométrie différentes, avec ces deux types de modélisation.

L’ordre de grandeur moyen de ces erreurs relatives, > 25%, et de surcroît, leur origine sont dus
à deux facteurs essentiels :

– une erreur comportementale quant à l’hypothèse de poutre considérée et la nature du ma-
tériau relatif à l’empilement de tôle,

– une erreur de modélisation relative à la masse magnétique et les éléments de la cage d’écu-
reuil.

 

 

(a) Hypothèse de Bernoulli.

 

 

(b) Hypothèse de T imoshenko.

Figure B.1 – Distributions des écarts relatifs moyens entre les deux premières fréquences propres
de flexion d’une série de vingt-neuf rotors mgv.

247 Guillaume Mogenier
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/vpuiiblication/2011ISAL0030/these.pdf 
© [G. Mogenier], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



CHAPITRE B. Démarche de modélisation d’un rotor à cage d’écureuil

(a) l = 1 m et nti = 16. (b) l = 1 m et nti = 16.

Figure B.2 – Modèle éléments-finis réalisé sous comsol, 55 107 éléments finis tétraédriques P2.

La modélisation et l’identification de la masse magnétique se basent sur des analyses statiques
de trois type de modèles M1, M2 et M3.

La précision du modèle éléments finis joue un rôle capital dans le processus d’identification. En
effet, la Fig. B.1 met en évidence que le simple fait de privilégier des éléments finis de poutre de
T imoshenko permet de réduire d’environ 10% la valeur de l’erreur relative moyenne. Par ailleurs,
dans une démarche d’identification de paramètre, plus le modèle sera capable de rendre compte du
comportement de la structure réelle, et plus la valeur du paramètre à identifier est physiquement
représentative.

B.2 Modélisation statique des tirants

Afin de valider la modélisation unidimensionnelle des tirants, développée sous matlab, des mo-
dèles tridimensionnels d’une structure académique ont été réalisés sous comsol à l’aide d’éléments
tétraédriques P2. Plusieurs modèles unidimensionnels sont proposés et leurs réponses statiques sont
comparées à celles des modèles tridimensionnels afin de qualifier leurs pertinences. L’objectif de
cette approche est d’estimer l’influence des tirants, en terme de rigidité, sur la structure à laquelle
ils sont liés.

B.2.1 De la modélisation tridimensionnelle à la modélisation unidimensionnelle

Les structures étudiées sont composées d’un cylindre en acier de diamètre égal 3.3 ⋅ 10−1 m, au-
tour duquel sont équirépartis des tirants, également en acier, à une excentricité eti égale à 1.65 ⋅10−1

m. Un disque supposé indéformable et infiniment léger est encastré aux extrémités du cylindre et
des tirants, Fig. B.2, les autres extrémités des tirants et du cylindre ont une condition aux limites
correspondant à un déplacement nul, à la manière d’une poutre console. Les caractéristiques géo-
métriques et mécaniques des cylindre, disque et tirants sont présentées dans le Tab. B.1.

Les différentes configurations testées statiquement combinent plusieurs longueurs l de cylindre
et tirants : [1, 2, 3, 4] (m), deux nombre nti de tirants : [16, 32], et plusieurs module d’Y oung E
de cylindre : [2.1011, 1.1011, 5 ⋅ 1010, 1 ⋅ 1010] (N ⋅m−2).

Pour le cas où la longueur du système est fixée à quatre mètres, d’autres sections droites ne
présentant éventuellement pas de symétrie de révolution ont été considérées, Fig. B.3. Pour cette
même longueur et pour un nombre de tirants fixé à seize, une variation du module d’Y oung du
cylindre est aussi envisagée pour vérifier la pertinence des modèles considérés.

Trois modèles éléments finis de type poutre de T imoshenko : M1, M2 et M3 ont été développés
et leurs comportements statiques en flexion dans un plan ont été qualifiés (cf. Fig. B.4, Fig. B.7 et
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B.2. Modélisation statique des tirants

Désignation Longueur Diamètre Masse Module d’Y oung Coefficient
l Volumique E de Poisson

(m) (m) (kg ⋅m−3) (N ⋅m−2) ( )
Cylindre ∼ 3 ⋅ 10−1 7850 ∼ 0.33
Tirant ∼ 2 ⋅ 10−2 7850 2 ⋅ 1011 0.33
Disque 1 ⋅ 10−2 4 ⋅ 10−1 1 1 ⋅ 1013 0.33

Tableau B.1 – Caractéristiques géométriques et mécaniques des différents éléments constituant les
système étudié.

Cylindre

�

z

�

x

Tirants

(a) C2 : 2 Tirants localisés à 0 et π rad.

Cylindre

�

z

�

x

Tirants

(b) C ′
2 : 2 Tirants localisés à ±π

2
rad.

Cylindre

�

z

�

x

Tirants

(c) C4 : 4 Tirants localisés à 0 et ± π
2
rad.

8

π

Cylindre

�

z

�

x

Tirants

(d) C8 : 8 Tirants localisés à 0, π, ±π
2
, ±π

8
et ± 7π

8
rad.

Figure B.3 – Représentation des différentes configurations C de tirants envisagées.

Fig. B.9).

B.2.2 Modèle M1 : un modèle ramifié

Un modèle ramifié ou “branched model ” est proposé dans lequel le cylindre et les tirants sont
considérés comme deux systèmes indépendants liés par une relation cinématique, Fig. B.4. Les ti-
rants sont modélisés par des éléments finis de flexion-extension [33] alors que le cylindre est modélisé
uniquement par des éléments finis de poutre en flexion de T imoshenko. Au nœud M i d’un élé-
ment fini Ki−1 de cylindre correspond deux degrés de liberté tel que le vecteur déplacement associé
δi ∈R2 s’écrit, Fig. B.4 :

δi = [wi, θi]t , (B.1)
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Cylindre
tie

�

z

�

yO

�

x

Tirant

−1jK

jM

jv

jw

jθ

iw

θi

−1iK

iM

Figure B.4 – Modèle éléments finis M1. ∎ : Éléments de flexion-extension, ∎ : Éléments de flexion,
∎ : Élément rigide ⇒ Relation cinématique.

où wi et θi représentent respectivement la déflexion transversale dans la direction z et la rotation de
la section droite portée par l’axe x. Un degré de liberté supplémentaire est utilisé pour les noeuds
des éléments de poutre modélisant les tirants : un déplacement longitudinal dans la direction y de
la ligne moyenne de la poutre tel que le vecteur des degrés de liberté associé δj ∈ R3 au nœud M j

d’un élément fini Kj−1 prenne la forme suivante :

δj = [vj ,wj , θj]t , (B.2)

où vj représente le déplacement longitudinal selon l’axe y.

La matrice de raideur élémentaire jKfti ∈ M6,6, associée à l’élément fini de tirant Kj (voir
Fig. B.4), est définie par l’expression suivante :

jKfti = nti
Eti

jIGxti
(1 + jφ) jl3

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 0 0
0 12 −6jl 0 −12 −6jl
0 −6jl (4 + jφ) jl2 0 6jl (2 − jφ) jl2
0 0 0 0 0 0
0 −12 6jl 0 12 6jl
0 −6jl (2 − jφ) jl2 0 6jl (4 + jφ) jl2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

+ β
Eti

jSti
jl

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
−1 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

(B.3)

où nti est le nombre de tirants et β ∈R un coefficient déterminé ci-après.

La matrice de raideur élémentaire iKf ∈ M4,4, associée à l’élément fini de cylindre Ki (voir
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B.2. Modélisation statique des tirants
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Figure B.5 – Modèle éléments finis ramifié M1 : vues d’un quart du système lorsque tous les tirants
sont modélisés.

Fig. B.4), s’écrit alors :

iKf =
iEiIGx

(1 + iφ) il3

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

12 −6il −12 −6il
−6il (4 + iφ) il2 6il (2 − iφ) il2
−12 6il 12 6il
−6il (2 − iφ) il2 6il (4 + iφ) il2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (B.4)

avec φ le coefficient de cisaillement défini dans l’Eq. (A.33), E le module d’Y oung, IGx le moment
quadratique de section autour de l’axe x, S la section et l la longueur. L’exposant (−) ( ) représente
les exposants élémentaires i ou j et l’indice ( )ti représente les tirants. La matrice de raideur élé-
mentaire jKfti de la poutre modélisant la totalité des tirants est une matrice de raideur équivalente
issue d’une homogénéisation. En effet, il est possible de modéliser chaque tirant par une poutre mais
cela au détriment de la taille du problème. La Fig. B.5 représente le modèle éléments finis avec tous
les tirants modélisés.

Ainsi, une alternative attrayante consiste à modéliser l’ensemble des nti tirants par une poutre
unique aux caractéristiques spécifiques, Eq. (B.3). Le processus d’homogénéisation consiste à som-
mer dans un premier temps, toutes les matrices de raideur élémentaires de flexion de chaque tirant
pour ne former qu’une matrice de raideur élémentaire de flexion homogène. Dans un second temps,
une deuxième hypothèse est émise quant au moment µi, au noeud M i, dû à l’extension des tirants,
Fig. B.5. L’expression de ce moment est la suivante :

µi =
Eti

jSti
jl

nti−1

∑
k=0

ekvk, (B.5)
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Figure B.6 – Configuration déformée du modèle éléments finis M1 - Mise en évidence d’une relation
de dépendance linéaire.

or, de simples relations géométriques permettent d’écrire les équations suivantes :
ek
eti

= vk
vj
, (B.6a) ek = eti sin (φk) , (B.6b)

qui une fois substituées dans l’Eq. (B.5), conduisent à :

µi =
Eti

jSti
jl

etivj
nti−1

∑
k=0

sin2 (φk), avec φk = (2πk
nti

) . (B.7)

Il vient alors :

β =
nti−1

∑
k=0

sin2 (φk) =
nti
2
, ∀nti ∈ Z. (B.8)

Ainsi, l’expression de ce moment correspond à celle d’un moment dû à l’extension d’une poutre
de section nti

2
jS et excentrée d’une distance eti.

Ces deux sous-systèmes sont reliés par une relation cinématique qui permet de modéliser le lien
rigide entre les extrémités des tirants et du cylindre dû au disque supposé indéformable, Fig. B.6.
La prise en compte des relations de dépendance linéaires entre degrés de liberté peut s’effectuer en
utilisant des multiplicateurs de L agrange.

Le problème d’analyse global peut se formuler de la façon suivante :

T rouver δ tel que Kδ = F , (B.9)

avec les conditions Aδ = 0, (B.10)

où nδ est le nombre total de degrés de liberté, K ∈ Mnδ,nδ est la matrice de raideur globale de la
structure, δ ∈ Rnδ est le vecteur des degrés de liberté, F ∈ Rnδ est le vecteur des forces nodales et
A ∈ Mnc,nδ est une matrice définissant les nc relations de dépendance linéaire qui sont au nombre
de trois (nc = 3) :

wi −wj = 0, (B.11a) θi + θj = 0, (B.11b) etiθi + vj = 0. (B.11c)
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B.2. Modélisation statique des tirants

La matrice des relations de dépendance linéaires A aura donc la forme suivante :

A =

vi wi θi vj wj θj
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 ⋯ 0 1 0 ⋯ ⋯ ⋯ 0 −1 0 ⋯ ⋯ 0
0 ⋯ 0 0 1 0 ⋯ ⋯ 0 0 1 0 ⋯ 0
0 ⋯ 0 0 eti 0 ⋯ 0 1 0 0 ⋯ ⋯ 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. (B.12)

Le problème Eq. (B.9) revient à chercher les conditions d’extremum de l’énergie potentielle totale
U , [33] :

U = 1
2
δtKδ − δtF , (B.13)

avec les conditions subsidiaires définies dans l’Eq. (B.10). Ceci revient à chercher les conditions
d’extremum sans conditions subsidiaires de l’énergie potentielle totale modifiée U ∗ :

U ∗ = U + [Aδ]t λ, (B.14)

où λ ∈ Rnc est le vecteur des multiplicateurs de L agrange correspondant aux nc relations de dé-
pendance linéaire.

La condition d’extremum de U ∗ s’écrit alors :

∇U ∗ = 0, (B.15)

ce qui conduit aux deux équations suivantes :

∂U ∗

∂δ
=Kδ −F +Atλ = 0, (B.16a)

∂U ∗

∂λ
= Aδ = 0, (B.16b)

qui aboutissent au système linéaire :

[ K At

A 0
]( δ

λ
) = ( F

0
) . (B.17)

La résolution du système Eq. (B.17) permet l’obtention de tous les déplacements des nœuds de la
structure, y compris les déplacements dépendants, ainsi que les multiplicateurs de L agrange que l’on
peut interpréter comme des forces conjuguées aux relations de dépendance linéaire. La méthode des
multiplicateurs de L agrange aboutit à la résolution d’un système de taille augmenté par rapport au
système initial. En revanche, son implantation dans un code de calcul est pratiquement systématique
contrairement à la méthode d’élimination qui nécessite le choix des inconnues indépendantes ce qui
peut être source d’erreur dans les problèmes complexes.

B.2.3 Modèle M2 : les tirants modélisés comme des tendeurs externes

Ce deuxième modèle ne considère que l’extension des tirants agissant sur le cylindre, à l’image
des tendeurs externes utilisés dans les poutres en béton précontraint, Fig. B.7. Le modèle est donc
constitué d’une poutre équivalente, composée d’éléments finis de flexion pour modéliser le cylindre,
sur laquelle sont connectés nti tendeurs externes (ou tirants). La matrice de raideur globale de la
poutre équivalente Keq ∈ Mnδ,nδ est alors définie par :

Keq =Kf +Kti, (B.18)

dont la forme élémentaire de Kf est définie dans l’Eq. (B.4), Kti ∈ Mnδ,nδ est la matrice de raideur
globale des tirants.
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Figure B.7 – Modèle éléments finis M2. ∎ : Éléments d’extension, ∎ : Éléments de flexion, ∎ :
Élément rigide.

Un tirant est considéré comme un unique élément de poutre à deux nœuds agissant en traction-
compression dont le vecteur des degrés liberté δi,j ∈ R2 associé aux nœuds de cylindre M i et M j

s’écrit :
δi,j = [vi, vj]t . (B.19)

L’expression de la matrice de raideur élémentaire [i,jKti]l ∈ M2,2, dans le repère local du tirant
(O, x⃗, y⃗ti, z⃗ti), est la suivante :

[i,jKti]l =
EtiSti
lti

[ 1 −1
−1 1

] , (B.20)

où lti est la longueur du tirant, Fig. B.7.

Le tirant va apporter une contribution supplémentaire à la rigidité de la poutre équivalente qui
peut être évaluée en transformant la matrice de raideur élémentaire locale [i,jKti]l dans le repère
de la poutre équivalent (O, x⃗, y⃗, z⃗). Cette transformation est donnée par les relations géométriques
entre les degrés de liberté d’un nœud Mk de la poutre équivalente (translation wk et rotation θk) et
le déplacement longitudinal vk d’un nœud du tirant comme le montre la Fig. B.8. Ainsi, au nœud
Mk, on obtient :

vk = − sin (θti) vk − ek cos (θti) θk, avec k = i, j, (B.21)

ce qui permet d’exprimer la matrice de raideur du tirant i,jKti ∈ M2,2 dans le repère global :

i,jKti = T t [i,jKti]l T, (B.22)

avec la matrice de passage T ∈ M2,4 définie telle que :

T = [ − sin (θti) −ei cos (θti) 0 0
0 0 − sin (θti) −ej cos (θti)

] , (B.23)

où θti est l’angle orienté autour de l’axe x par les vecteurs unitaires de la poutre équivalente y⃗ et
du tirant y⃗ti, ei et ej sont les excentricités respectives du tirant aux nœuds M i et M j , Fig. B.8. La
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Figure B.8 – Modèle éléments-finis M2 : poutres assemblées à un tendeur externe.

matrice de raideur du tendon i,jKti, projetée dans le repère de la poutre, a donc la forme suivante,
[13; 95] :

i,jKti =
EtiSti

2lti

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 sin2 (θti) eti sin (2θti) −2 sin2 (θti) −eti sin (2θti)
eti sin (2θti) 2e2

ti cos2 (θti) −eti sin (2θti) −2e2
ti cos2 (θti)

−2 sin2 (θti) −eti sin (2θti) 2 sin2 (θti) eti sin (2θti)
−eti sin (2θti) −2e2

ti cos2 (θti) eti sin (2θti) 2e2
ti cos2 (θti)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. (B.24)

Dans notre cas, on a ei = ej = eti et θti = 0, l’Eq. (B.24) se simplifie alors :

i,jKti =
EtiSti
lti

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0
0 e2

ti 0 −e2
ti

0 0 0 0
0 −e2

ti 0 e2
ti

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. (B.25)

En considérant le concept de poutre équivalente pour la totalité des tirants, il est possible de
définir une matrice de raideur équivalente projetée due à l’action de l’ensemble des tirants telle
que :

i,jKti = β
EtiSti
lti

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0
0 e2

ti 0 −e2
ti

0 0 0 0
0 −e2

ti 0 e2
ti

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (B.26)

où β est défini dans l’Eq. (B.8).

Dans un cas plus général où le tirant est connecté à deux nœuds de poutre n’appartenant pas
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Figure B.9 – Modèle éléments finis M3. ∎ : Éléments de flexion.

au même élément, la matrice de raideur globale des tirants Kti ∈ Mnδ,nδ s’écrit alors :

Kti = β
EtiSti
lti

θi θj
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 ⋯ 0 0 0 ⋯ 0 0 0 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 ⋯ 0 0 0 ⋯ 0 0 0 ⋯ 0
0 ⋯ 0 eti 0 ⋯ 0 −eti 0 ⋯ 0
0 ⋯ 0 0 ⋯ 0 0 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 ⋯ 0 0 0 ⋯ 0 0 0 ⋯ 0
0 ⋯ 0 −eti 0 ⋯ 0 eti 0 ⋯ 0
0 ⋯ 0 0 0 ⋯ 0 0 0 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 ⋯ 0 0 0 ⋯ 0 0 0 ⋯ 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

θi

θj

. (B.27)

La matrice de raideur globale du tirant Kti est alors additionnée à la matrice de raideur globale
Kf de la structure. On retrouve les résultats formulés par [33] lorsqu’il est considéré une matrice
de raideur d’un élément de poutre dont la ligne moyenne est excentrée d’une distance eti de la ligne
neutre de la structure.

B.2.4 Modèle M3 : un modèle de poutre équivalente

Ici, il est proposé un modèle de poutre équivalente dans lequel le cylindre et les tirants sont
considérés comme deux poutres coaxiales dont les nœuds coïncident, conduisant alors à la somma-
tion des matrices de raideur élémentaire de chaque élément fini, Fig. B.9.

Chaque nœud d’un élément fini Ke comprend deux degrés de liberté : un déplacement w dans
la direction transversale et une rotation de section droite θ, tel que son le vecteur des degrés de
liberté élémentaire eδ ∈R4 soit défini par :

eδ = [we, θe,we+1, θe+1]t , (B.28)

Les matrices de raideur élémentaires de chacune des poutres s’additionnent et constituent la
matrice de raideur élémentaires de la poutre équivalente eKeq ∈ M4,4 :

eKeq = eKf + eKfti , (B.29)
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Figure B.10 – Paramétrage d’une section droite composée de tirants équirépartis.

où eKf ,
eKfti ∈ M4,4 sont définies dans l’Eq. (B.4).

Par ailleurs, la matrice de raideur élémentaire modélisant la rigidité de la totalité des tirants est
définie par :

eKfti =
nti

∑
i=1

eKfti (IGxti (φi)) , (B.30)

où l’expression du moment quadratique IGxti (φi) du ie tirant autour de l’axe x est donnée par :

IGxti (φi) =
π

4
[(dti

4
)

2

+ (eti sin (φi))2]d2
ti, (B.31)

avec dti, eti respectivement les diamètre et excentricité des tirants ; φi est défini dans l’Eq. (B.7),
Fig. B.10.

B.2.5 Qualification des modèles. Comportement statique

Une force ponctuelle d’intensité 50 × 9.81 N est appliquée au centre du disque, Fig. B.11, dans
le plan de l’interface disque-cylindre, dans la direction z. Les flèches obtenues pour les modèles M1,
M2 et M3 sont présentées ci-après.

B.2.5.1 Variation des longueur et nombre de tirants équirépartis

On suppose dans cette section un nombre variable nti de tirants équirépartis dont les valeurs
sont successivement égales à 16 et 32. Pour chacune de ces configurations, la longueur l des tirants
et du cylindre prend successivement les valeurs présentées dans les Tab. B.2 et Tab. B.3. Le module
d’Y oung du cylindre est considéré constant et égal à 2.0 ⋅ 1011 N ⋅m−2.

B.2.5.2 Variation de la distribution des tirants

Différents arrangements de tirants sont envisagés parmi lesquels on distingue les configurations
C définies telles que, Fig. B.3 : C2 : 2 Tirants à 0 et π rad, C ′

2 : 2 Tirants à ±π2 rad, C4 : 4 Tirants
à 0 et ± π

2 rad et C8 : 8 Tirants à 0, π, ±π2 , ±
π
8 et ±7π

8 .
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CHAPITRE B. Démarche de modélisation d’un rotor à cage d’écureuil

Figure B.11 – Modèle éléments-finis réalisé sous comsol - l = 4 m et nti = 16 - Application d’une
force ponctuelle.

l comsol M1 Erreur M2 Erreur M3 Erreur
(m) (m) (m) (%) (m) (%) (m) (%)

4 1.169 ⋅ 10−4 1.171 ⋅ 10−4 0.2 1.175 ⋅ 10−4 0.5 1.126 ⋅ 10−4 −3.6
3 4.936 ⋅ 10−5 4.954 ⋅ 10−5 0.3 4.969 ⋅ 10−5 0.7 4.765 ⋅ 10−5 −3.7
2 1.468 ⋅ 10−5 1.479 ⋅ 10−5 0.8 1.484 ⋅ 10−5 1.1 1.423 ⋅ 10−5 −3.1
1 1.894 ⋅ 10−6 1.927 ⋅ 10−6 1.7 1.932 ⋅ 10−6 1.9 1.852 ⋅ 10−6 −2.3

Tableau B.2 – Flèches statiques obtenues avec comsol et les modèles M1, M1 et M3 - nti = 16,
E = 2.0 ⋅ 1011 N ⋅m−2, Fig. B.12(a).

l comsol M1 Erreur M2 Erreur M3 Erreur
(m) (m) (m) (%) (m) (%) (m) (%)

4 1.063 ⋅ 10−4 1.061 ⋅ 10−4 −0.2 1.0670 ⋅ 10−4 0.3 9.824 ⋅ 10−5 −7.6
3 4.491 ⋅ 10−5 4.489 ⋅ 10−5 −0.1 4.5140 ⋅ 10−5 0.5 4.157 ⋅ 10−5 −7.4
2 1.337 ⋅ 10−5 1.341 ⋅ 10−5 0.3 1.3490 ⋅ 10−5 0.8 1.242 ⋅ 10−5 −7.1
1 1.733 ⋅ 10−6 1.754 ⋅ 10−6 1.2 1.7630 ⋅ 10−6 1.7 1.621 ⋅ 10−6 −6.4

Tableau B.3 – Flèches statiques obtenues avec comsol et les modèles M1, M2 et M3 - nti = 32,
E = 2.0 ⋅ 1011 N ⋅m−2, Fig. B.12(b).

(a) l = 2 m, nti = 16, E = 2.0 ⋅ 1011 N ⋅m−2. (b) l = 4 m, nti = 32, E = 2.0 ⋅ 1011 N ⋅m−2.

Figure B.12 – Déflexions statiques calculées sous comsol.

Pour chacune de ces configurations, le chargement statique est appliqué en considérant une
longueur l = 4 m et E = 2.0 ⋅ 1011 N ⋅m−2 de cylindre. Les déflexions statiques sont présentées dans
le Tab. B.4.
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B.2. Modélisation statique des tirants

C comsol M1 Erreur M2 Erreur M3 Erreur
(m) (m) (%) (m) (%) (m) (%)

C2 1.311 ⋅ 10−4 1.319 ⋅ 10−4 0.6 1.319 ⋅ 10−4 0.7 1.319 ⋅ 10−4 0.7
C ′

2 1.271 ⋅ 10−4 1.278 ⋅ 10−4 0.6 1.279 ⋅ 10−4 0.6 1.266 ⋅ 10−4 −0.4
C4 1.271 ⋅ 10−4 1.278 ⋅ 10−4 0.5 1.279 ⋅ 10−4 0.6 1.267 ⋅ 10−4 −0.5
C8 1.260 ⋅ 10−4 1.265 ⋅ 10−4 0.4 1.268 ⋅ 10−4 0.6 1.250 ⋅ 10−4 −0.8

Tableau B.4 – Flèches statiques obtenues avec comsol et les modèles M1, M2 et M3 - l = 4 m,
E = 2.0 ⋅ 1011 N ⋅m−2, Fig. B.13.

Figure B.13 – Déflexion statique calculée sous comsol dans la configuration C8 - l = 4 m, E =
2.0 ⋅ 1011 N ⋅m−2.

B.2.5.3 Variation du module d’Y oung du cylindre

On suppose ici nti = 16 tirants et un module d’Y oung de cylindre E variable dont les valeurs
sont présentées dans le Tab. B.5. Le chargement statique est appliqué en considérant une longueur
l = 4 m.

E comsol M1 Erreur M2 Erreur M3 Erreur
(N ⋅m−2) (m) (m) (%) (m) (%) (m) (%)
2 ⋅ 1011 1.169 ⋅ 10−4 1.2 ⋅ 10−4 0.5 1.175 ⋅ 10−4 0.494 1.126 ⋅ 10−4 −3.6
1 ⋅ 1011 2.126 ⋅ 10−4 2.1 ⋅ 10−4 0.3 2.133 ⋅ 10−4 0.368 1.965 ⋅ 10−4 −7.7
5 ⋅ 1010 3.659 ⋅ 10−4 3.7 ⋅ 10−4 0.2 3.667 ⋅ 10−4 0.215 3.129 ⋅ 10−4 −14.4
1 ⋅ 1010 1.103 ⋅ 10−3 1.1 ⋅ 10−3 0.3 1.105 ⋅ 10−3 0.243 5.959 ⋅ 10−4 −45.9

Tableau B.5 – Flèches statiques obtenues avec comsol et les modèles M1, M2 et M3 - l = 4 m,
nti = 16.
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CHAPITRE B. Démarche de modélisation d’un rotor à cage d’écureuil

B.2.6 Conclusion

Pour des variations de longueur l du système, les flèches statiques obtenues à l’aide du modèle
M3 présentent des erreurs relatives comprises entre 2.2% et 7.6% pour les systèmes comprenant
nti = 16 ou nti = 32 tirants, Tab. B.3 et Tab. B.2. Cette erreur relative croît énormément lorsque
le module d’Y oung du cylindre diminue, Tab. B.5 ; elle atteint une valeur de 45.9%. Ceci permet
d’affirmer que le modèle M3 ne rend absolument pas compte du comportement statique de telle
structure car il est trop simple.

Pour les mêmes configurations, le modèle M1 présente la meilleure précision avec des erreurs
relatives comprises entre 0.05% et 1.6%. Cette précision décroît lorsque la longueur l du système
diminue. Cette évolution est intuitive car le système n’a plus les dimensions d’une poutre mince
lorsque la longueur l diminue, s’écartant ainsi des hypothèses utilisées pour la formulation des
éléments finis de poutre. Bien qu’étant plus précis, ce modèle suppose l’utilisation de relations ci-
nématiques, i.e. multiplicateurs de L agrange, entre le cylindre et les tirants, lors de la résolution
du problème statique.

Le modèle M2 est, quant à lui, une bonne alternative car il n’ajoute pas de degrés de liberté
au problème tout en conservant une précision relative comprise entre 0.2% et 1.9%, et ce pour les
plages de variation de longueur et de module d’Y oung réalisées.

Lorsque le système présente une distribution de tirants qui n’est pas de révolution, la précision
des trois modèles est anormalement identique et est de l’ordre de 0.6%. Pour les modèles M1 et M2,
cette précision augmente faiblement lorsque le nombre de tirants augmente. La faible contribution
des tirants sur le cylindre et la finesse du maillage réalisé sous comsol peuvent expliquer cette
anomalie.

Finalement, les modèles de poutre retenus sont les modèles M1 et M2 tant pour leur précision
que pour leur implémentation numérique. Il reste désormais à valider la précision de ces modèles
lors de simulations dynamiques, i.e. valider la modélisation de la matrice de masse de ce type de
structure.

B.3 Modélisation dynamique des tirants

Cette section concerne la modélisation dynamique d’un ensemble de tirants en vue de la dé-
termination de la réponse dynamique de systèmes composés de tirants équirépartis. Les modèles
précédents M2 et M3 sont considérés et leurs caractéristiques modales sont comparées à celle du
modèle tridimensionnel présenté en Section B.2. En fixant le nombre nti de tirants à seize, des
analyses modales ont été réalisées en considérant les mêmes configurations de la Section B.2 :

– Longueur l de cylindre et tirants variable : [1, 2, 3, 4] (m),

– Module d’Y oung E de cylindre variable : [2.1011, 1.1011, 5 ⋅ 1010, 1 ⋅ 1010] (N ⋅m−2).

Seules les premières fréquences propres de flexion sont examinées afin de limiter le temps de
calcul cpu qui peut devenir prohibitif pour les modèles tridimensionnels, le modèle étudié contenant
∼ 121 000 degrés de liberté.

B.3.1 Définition des matrices de masse élémentaires

Quels que soient les modèles unidimensionnels envisagés ultérieurement, l’inertie d’un élément
fini de poutre de T imoshenko Ke, associé au vecteur des degrés de liberté eδ, Eq. (B.28), est
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B.3. Modélisation dynamique des tirants

modélisée grâce à la matrice de masse élémentaire eM ∈ M4,4 définie telle que, [25] :

eM = eMw + eMθ, (B.32)

composée d’un premier terme eMw ∈ M4,4 représentant l’inertie de translation de la section droite
eS telle que :

eMw =
eρeSel

(1 + eφy)2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

mT11 −mT14 mT15 mT18

mT33 −mT18 mT37

Sym mT11 mT14

mT33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (B.33)

dont les composantesmT sont définies dans les Eq. (A.139) à Eq. (A.141), et d’un second eMθ ∈ M4,4

représentant l’inertie de rotation de la section droite eS, i.e. les effets de Rayleigh traduis pas :

eMθ =
eρeIG

el (1 + eφy)2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

mR11 −mR14 mR15 mR18

mR33 −mR18 mR37

Sym mR11 mR14

mR33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (B.34)

dont les composantes mR sont définies par les Eq. (A.143), Eq. (A.144) et Eq. (A.145).

B.3.1.1 Variation de la longueur du cylindre

L’inertie des tirants n’est pas prise en compte dans le modèle éléments finis M2 car les tirants
y sont considérés uniquement comme des tendeurs externes. En revanche, pour le modèle M3, à la
manière de l’Eq. (B.29), les matrices de masse élémentaires des poutres modélisant le cylindre et les
tirants s’additionnent afin de constituer la matrice de masse élémentaire équivalente eMeq ∈ M4,4

définie comme suit :
eMeq = eM + eMti, (B.35)

avec :
eMti =

nti

∑
i=1

[eMtiw (iSti) + eMtiθ (IGxti (φi))] , (B.36)

où IGxti (φi) est défini dans l’Eq. (B.31) et iSti est la section d’un tirant.

B.3.2 Qualification des modèles. Comportement dynamique

Des analyses modales du modèle tridimensionnel et des modèles de poutres M2 et M3 sont
réalisées en intégrant des variations de longueur et de module d’Y oung.

Le nombre nti de tirants équirépartis est fixé à 16 et la longueur l des tirants et du cylindre
prend successivement les valeurs présentées dans le Tab. B.6. Le module d’Y oung du cylindre est
considéré constant et égal à 2.0 ⋅ 1011 N ⋅m−2. Les premières fréquences propres des modèles M2 et
M3 sont présentées dans le Tab. B.6.

B.3.2.1 Variation du module d’Y oung du cylindre

Pour plusieurs modules d’Y oung E de cylindre, les premières fréquences propres des modèles
M2 et M3 sont calculées et présentées dans le Tab. B.7.

B.3.2.2 Conclusion

Le modèle M3 présente des erreurs relatives comprises entre 1.519% et 53.48% ce qui confirme
l’erreur de modélisation commise et constatée dans la Section B.2.6 ; cela permet d’exclure ce type
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CHAPITRE B. Démarche de modélisation d’un rotor à cage d’écureuil

l comsol M2 Erreur
(m) (Hz) (Hz) (%)

4 13.47 13.37 −0.8
3 23.91 23.70 −0.9
2 53.49 52.93 −1.1
1 206.9 203.9 −1.5

Tableau B.6 – Comparaison des premières fréquences propres de flexion obtenues avec comsol et
les modèles M2 et M3 - nti = 16, E = 2.0 ⋅ 1011 N ⋅m−2.

E comsol M2 Erreur M3 Erreur
(N ⋅m−2) (Hz) (Hz) (%) (Hz) (%)
2 ⋅ 1011 13.47 13.36 −0.8
1 ⋅ 1011 10.01 9.82 −1.9
5 ⋅ 1010 7.63 7.36 −3.6
1 ⋅ 1010 3.91 3.92 0.5

Tableau B.7 – Comparaison des premières fréquences propres de flexion obtenues avec comsol et
les modèles M2 et M3 - l = 4 m, nti = 16.

de modélisation. Par ailleurs, bien que le modèle M2 présente de faibles erreurs relatives comprises
entre 0.466% et −3.563%, celui-ci ne permet pas :

– de prendre en compte la dynamique propre des tirants (cf. Chapitre 4.5),

– de modéliser un quelconque effet sur ces derniers ou une interaction entre les tirants et l’em-
pilement de tôles magnétique, i.e. modélisation d’un éventuel contact (cf. Chapitre 5).

Aussi, la section suivante présente deux modèles de poutres M1′ et M2′ permettant de modéliser
l’inertie des tirants.

B.3.3 Modélisation inertielle des tirants

La prise en compte de relations cinématiques ou de tout autre couplage entre degrés de liberté
d’un système est aisément réalisable lorsque que l’on souhaite obtenir sa réponse statique mais re-
lativement plus complexe lorsqu’il s’agit de déterminer sa réponse dynamique. Afin de faciliter la
démarche de modélisation, une solution, somme toute simple, est proposée mais efficace quant à sa
mise en œuvre dans un code de calcul éléments finis.

En effet, la modélisation de la totalité des tirants équirépartis, Fig. B.14(a), peut être appré-
hendée en considérant cet ensemble comme un unique élément de caractéristiques inertielles et de
rigidité identiques à cet ensemble.

Si l’on considère une distribution de tirants équirépartis comme l’illustre la Fig. B.14(a), la
section totale Sti de l’ensemble des nti tirants de diamètre extérieur dti est définie par l’expression
suivante :

Sti = nti
π

4
d2
ti, (B.37)

alors que leur moment quadratique IGxti autour de l’axe x s’écrit comme suit :

IGxti = nti
π

64
d4
ti + Stie2

ti

nti−1

∑
i=0

sin2 (2πi
nti

), (B.38)

262 Guillaume Mogenier
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/vpuiiblication/2011ISAL0030/these.pdf 
© [G. Mogenier], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



B.3. Modélisation dynamique des tirants

(a) Distribution des tirants, nti = 20. (b) Cylindre équivalent.

Figure B.14 – Modélisation d’un ensemble de tirants équirépartis sur une circonférence.

qui se simplifie en considérant l’identité trigonométrique de l’Eq. (B.8) en l’expression suivante :

IGxti =
π

8
nti (

d2
ti

8
+ ntie2

ti)d2
ti. (B.39)

Afin de considérer l’inertie de la totalité des tirants, tout en conservant leur rigidité, on se
propose de modéliser l’ensemble des tirants par un cylindre creux, Fig. B.14(b), dont les carac-
téristiques inertielles et de raideur correspondent à celle de l’ensemble des tirants. Les extrémités
de cet élément équivalent sont connectées aux extrémités du cylindre ce qui engendre un couplage
cinématique entre les degrés de libertés de translation et de rotation de sections droites connectées,
à la manière du modèle M1, Section B.2.2. On considère donc un cylindre creux conservant les
propriétés constitutives et inertielles d’un tirant et caractérisé pas ses diamètres intérieur dintti et
extérieur dextti telles que ses section Sti et moment quadratique IGxti , autour de l’axe x s’expriment :

Sti =
π

4
[(dextti )2 − (dint

ti )2] , (B.40)

et :
IGxti =

π

64
[(dextti )4 − (dint

ti )4] = π

64
[(dextti )2 − (dint

ti )2] [(dextti )2 + (dint
ti )2] . (B.41)

Les couples formés par les Eq. (B.37) et Eq. (B.40), puis Eq. (B.39) et Eq. (B.41), formant
respectivement deux égalités, il vient alors :

(dextti )2 − (dint
ti )2 = 4

Sti
π
, (B.42a) (dextti )2 + (dint

ti )2 = 16
IGxti
Sti

. (B.42b)

En additionnant, d’une part, les Eq. (B.42a) et Eq. (B.42b), et soustrayant, d’autre part, les
Eq. (B.42b) et Eq. (B.42a), on obtient respectivement les expressions des diamètres extérieur et
intérieur du cylindre équivalent tels que :

dextti = (8
IGxti
Sti

+ 2
π
Sti)

1
2

, (B.43a) dintti = (8
IGxti
Sti

− 2
π
Sti)

1
2

, (B.43b)

ou encore :

dextti = dti√
2
{1 + nti [8(eti

dti
)

2

+ 1]}
1
2

, (B.44a) dintti = dti√
2
{1 + nti [8(eti

dti
)

2

− 1]}
1
2

. (B.44b)
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CHAPITRE B. Démarche de modélisation d’un rotor à cage d’écureuil

Cylindre

ext
tid

�

z

�

yO

�

x

Elément 
Equivalent

iw

θi

−1jK

iM
int
tid

jw

θ jjM

iK

(a) Modèle éléments finis M2′ .
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(b) Modèle éléments finis M1′ .

Figure B.15 – ∎ : Éléments de flexion, ∎ : (a) : Élément de flexion unique, (b) : Éléments de
flexion.

Remarque 27: L’avantage de modéliser l’ensemble des tirants par un cylindre “équivalent” est
d’obtenir des matrices de raideur et masse cohérentes. De plus, privilégiant la théorie des poutres
de T imoshenko, le coefficient de cisaillement, et de surcroît le coefficient de réduction de section
droite, Eq. (2.21), est aisément calculable lorsqu’il s’agit de la section droite d’un cylindre creux
[27; 28].

::::

B.3.4 Modèles M2′ et M1′

Le modèle éléments finis M2′ est une extension du M2 en ce sens où l’ensemble des tirants n’est
constitué que d’un élément fini unique, Fig. B.15(a), connecté aux nœuds de cylindre M i et M j et
dont le vecteur des degrés de liberté i,jδ ∈R4 est défini dans l’Eq. (B.19).

Pour un ensemble de tirants de longueur lti, de masse volumique ρti et de module d’Y oung Eti,
la matrice de raideur élémentaire i,jKfti ∈ M4,4 modélisant le cylindre équivalent s’écrit alors :

i,jKfti =
EtiIGxti

(1 + φti) l3ti

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

12 −6lti −12 −6lti
−6lti (4 + φti) l2ti 6lti (2 − φti) l2ti
−12 6lti 12 6lti
−6lti (2 − φti) l2ti 6lti (4 + φti) l2ti

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (B.45)

où IGxti est le moment quadratique de l’ensemble des tirants excentrés d’une distance eti défini
dans l’Eq. (B.41) et φti est le coefficient de cisaillement d’une section droite de cylindre creux de
diamètres intérieur dintti et extérieur dextti , Eq. (2.21).

La matrice de masse élémentaire à l’expression suivante, Eq. (B.32) :

i,jMti = ρtiStilti
(1 + φti)2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

mT11 −mT14 mT15 mT18

mT33 −mT18 mT37

Sym mT11 mT14

mT33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

+
ρtiIGxti

lti (1 + φti)2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

mR11 −mR14 mR15 mR18

mR33 −mR18 mR37

Sym mR11 mR14

mR33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

(B.46)
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B.3. Modélisation dynamique des tirants

(a) Forme propre N○1 - 9.133 Hz. (b) Forme propre N○2 - 52.21 Hz.

(c) Forme propre N○3 - 140.80 Hz. (d) Forme propre N○4 - 264.59 Hz.

Figure B.16 – Quatre premières formes propres de flexion du modèle comsol.

où Sti est la section de l’ensemble des tirants définie dans l’Eq. (B.40).

Le modèle M1′ , Fig. B.15(b), est une simple extension du modèle M2′ constitué non pas d’un
élément fini unique de cylindre équivalent mais d’un nombre supérieur à l’unité et dont les expres-
sions des matrices élémentaires de raideur et masse sont respectivement définies dans les Eq. (B.4)
et Eq. (B.32). Cette extension peut paraître futile mais est réellement nécessaire dans une démarche
de modélisation précise. En effet, outre le fait de permettre la prise en compte d’un éventuel charge-
ment sur les tirants, elle permet de considérer la géométrie précise des tirants qui n’est pas uniforme
(cf. Chapitre 4.5).

265 Guillaume Mogenier
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/vpuiiblication/2011ISAL0030/these.pdf 
© [G. Mogenier], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



CHAPITRE B. Démarche de modélisation d’un rotor à cage d’écureuil

(a) Forme propre N○1 - 9.235 Hz. (b) Forme propre N○2 - 53.19 Hz.

(c) Forme propre N○3 - 141.44 Hz. (d) Forme propre N○4 - 265.07 Hz.

Figure B.17 – Quatre premières formes propres de flexion du modèle M2.

(a) Forme propre N○1 - 9.615 Hz. (b) Forme propre N○2 - 53.77 Hz.

(c) Forme propre N○3 - 141.73 Hz. (d) Forme propre N○4 - 255.38 Hz.

Figure B.18 – Quatre premières formes propres de flexion du modèle M2′ .

(a) Forme propre N○1 - 9.614 Hz. (b) Forme propre N○2 - 53.76 Hz.

(c) Forme propre N○3 - 143.69 Hz. (d) Forme propre N○4 - 267.29 Hz.

Figure B.19 – Quatre premières formes propres de flexion du modèle M1′ .
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B.3. Modélisation dynamique des tirants

B.3.5 Qualification du comportement inertiel des tirants

Une analyse modale est effectuée sur un système composé de seize tirants équirépartis, d’un
cylindre dont le module d’Y oung E est fixé à 8 ⋅ 1010 N ⋅m−2 et dont la longueur est fixée à quatre
mètres. Les quatre premières fréquences propres de flexion ont été considérées.

Indice comsol M2 Erreur M2′ Erreur M1′ Erreur M3 Erreur
(Hz) (Hz) (%) (Hz) (%) (Hz) (%)

1ere 9.133 9.235 1.1 9.615 5.277 9.614 5.3
2e 52.21 53.19 1.8 53.77 2.988 53.76 2.9
3e 140.80 141.44 0.4 141.73 0.661 143.69 2.1
4e 264.59 265.07 0.2 255.38 −3.48 267.29 1.1

Tableau B.8 – Comparaison des quatre premières fréquences propres de flexion obtenues avec
comsol et les modèles M2, M2′ , M1′ et M3 - nti = 16 - l = 4 m - E = 8 ⋅ 1010 N ⋅m−2.

Les fréquences propres des modèles tridimensionnels, M2, M2′ , M1′ et M3 sont présentées
et comparées dans le Tab. B.8 alors que les formes propres des modèles précédemment cités (à
l’exception du modèle M3) sont illustrées dans les Fig. B.16, Fig. B.17, Fig. B.18 et Fig. B.19.

B.3.6 Conclusion

Le modèle M3 présente des erreur relatives comprises entre 5.56% et 13.18% ce qui permet d’ex-
clure totalement ce type de modélisation. A l’exception de ce dernier, tous les modèles présentent un
erreur relative qui décroît avec l’indice des fréquences propres. L’effet du cisaillement est modélisé
de manière satisfaisante sur cette structure assemblée.

Les formes propres des modèles M2, M2′ et M1′ illustrées respectivement par les Fig. B.17,
Fig. B.18 et Fig. B.19 sont globalement en accord avec celle du modèle tridimensionnel, Fig. B.16,
si l’on se concentre sur les formes propres du cylindre.

Seul le M1′ rend compte des formes propres des tirants, ou plutôt de l’ensemble des tirants,
c’est-à-dire des formes propres d’ensembles caractérisées par la vibration en phase de tous les ti-
rants. Il est à noter que la périodicité du modèle tridimensionnel induit un nombre très important
de fréquences et formes propres associées qui n’ont pas été illustrées.

Ces modèles rendent compte de la dynamique globale du système étudié en présentant des er-
reurs relatives moyennes égales à 0.91%, 3.10% et 2.82% respectivement pour les modèles M2 M2′

et M1′ . Bien que le modèle M2 présente l’erreur relative moyenne la plus faible, les deux autres mo-
dèles M2′ et M1′ doivent cependant être considérés pour les raisons evoquées dans la Section B.3.4.

Finalement, le choix qui a présidé à la modélisation des tirants est de modéliser l’ensemble des
tirants indépendamment de la masse magnétique. Chacun de ces modèles a donc été naturellement
implémenté et utilisé dans les différentes procédures d’identification présentées ci-après dans le Cha-
pitre 4.

Remarque 28: Les tirants présentent un rôle mécanique primordial en assurant la tenue mécanique
de la masse magnétique. En effet, précontraints en traction, ils assurent la compression des tôles
magnétiques et donc la rigidité de flexion de l’empilement. L’ensemble des tirants étant précontraint
avec une charge longitudinale P , la raideur géométrique est prise en compte en considérant la matrice
élémentaire suivante :

267 Guillaume Mogenier
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/vpuiiblication/2011ISAL0030/these.pdf 
© [G. Mogenier], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



CHAPITRE B. Démarche de modélisation d’un rotor à cage d’écureuil

(a) Distribution des barres de court-circuit dans une
cage d’écureuil.

(b) Barres de court-circuit en parallèle.

Figure B.20 – Modélisation des barres de court-circuit.

eKGti =
eP

(1 + eφti)2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

kG11 −kG14 kG15 kG18

kG33 −kG18 kG37

Sym kG11 kG14

kG33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (B.47)

dont les composantes kG(●) , (●) = (11, 14, 15, 18, 33, 37) sont définies par les Eq. (A.170), Eq. (A.171)
et Eq. (A.172). eP représente la charge longitudinale élémentaire et eφti est le coefficient de cisaille-
ment élémentaire d’un élément de cylindre équivalent.

::::

B.4 Modélisation des barres de court circuit

Les barres et anneaux de court-circuit constituent la cage d’écureuil d’un rotor de moteur à
induction, Fig. B.20(a).

B.4.1 Hypothèse cinématique

Les ncc barres de court-circuit de diamètre dcc sont vissées en leurs milieux dans l’empilement
de tôles magnétiques comme le montre la Fig. B.21. Lorsque la masse magnétique fléchit latérale-
ment, les extrémités des barres de court-circuit peuvent se mouvoir dans les anneaux de court-circuit.

Les barres de court-circuit sont modélisées avec des éléments finis de poutres de T imoshenko,
dont les lignes neutres coïncident avec celle de la masse magnétique, Fig. B.21. Ce sont donc ncc
poutres en parallèle contenues dans un plan orthogonal au plan de déflexion transversale de la masse
magnétique, Fig. B.20(b).

B.4.2 Modélisation éléments finis

La discrétisation de chacune des barres de court-circuit conduit aux matrices élémentaires de
raideur et de masse eKfcc ,

eMcc ∈ M4,4 telles que :

eKfcc = ncc
EccIGxcc

(1 + eφcc) el3cc

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

12 −6elcc −12 −6elcc
−6elcc (4 + eφcc) el2cc 6elcc (2 − eφcc) el2cc
−12 6elcc 12 6elcc
−6elcc (2 − eφcc) el2cc 6elcc (4 + eφcc) el2cc

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (B.48)
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B.4. Modélisation des barres de court circuit
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Figure B.21 – Hypothèse cinématique. ¶ : Barres de court-circuit, · : Vis, ¸ : Ligne neutre des
barres de court-circuit, ¹ : Ligne neutre de la masse magnétique, º : Anneau de court-circuit, » :
Empilement de tôles magnétiques, ¼ : Tirant, ½ : Jeu fonctionnel.

et :

eMcc = ncc
ρccScc

elcc
(1 + eφcc)2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

mT11 −mT14 mT15 mT18

mT33 −mT18 mT37

Sym mT11 mT14

mT33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

+ ncc
ρccIGxcc

elcc (1 + eφcc)2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

mR11 −mR14 mR15 mR18

mR33 −mR18 mR37

Sym mR11 mR14

mR33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

(B.49)

où Ecc, ρcc sont respectivement les module d’Y oung et masse volumique d’une barre de court-
circuit, IGxcc et Scc représentent respectivement les moment quadratique autour de l’axe x et la
section d’une barre de court-circuit, eφcc est le coefficient de cisaillement élémentaire d’un élément
de barre de court-circuit de longueur elcc.

Remarque 29: Les périphéries des anneaux de court-circuit, Fig. B.22(a), de l’empilement de tôles
magnétiques, Fig. B.22(b), ainsi que l’extrémité des portions d’arbre, Fig. B.22(c) sont percées afin
de permettre l’insertion des barres de court-circuit et des tirants. En utilisant le même démarche
présentée en Section B.3.3, Eq. (B.43a) et Eq. (B.43b), tous les éléments présentant une distribution
d’alésage en leur périphérie sont modélisés par des éléments de cylindre équivalent conservant leur
propriétés inertielles et de rigidité, Fig. B.23.

::::

269 Guillaume Mogenier
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/vpuiiblication/2011ISAL0030/these.pdf 
© [G. Mogenier], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



CHAPITRE B. Démarche de modélisation d’un rotor à cage d’écureuil

Alésages

(a) Anneau de court-circuit.

Alésages

(b) Tôle magnétique.

Alésage

(c) Extrémité de portion d’arbre.

Figure B.22 – Mise en évidence des alésages présents sur différents éléments d’un rotor feuilleté.
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Figure B.23 – Mise en évidence des hypothèses de modélisation des barres et anneaux de court-
circuit, tôles magnétiques et portion d’arbre sur un modèle éléments finis de rotor feuilleté.
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Annexe C

Identification des propriétés constitutives
des éléments d’un rotor feuilleté

C.1 Algorithmes d’optimisation

Dans une approche d’identification mixte numérique-expérimentale, la convergence progressive
des données modales numériques du modèle éléments finis, dont les paramètres sont incon-

nus, vers les valeurs cibles que représentent les données expérimentales est généralement réalisée de
manière itérative à l’aide d’un algorithme d’optimisation cherchant à réduire autant que possible
l’écart global entre ces deux ensembles de données.

Dans le cadre de ce problème d’identification, on se propose donc de minimiser une fonctionnelle
f ∶ Rn ↦ R, non linéaire, qui traduit l’écart entre les quantités modales mesurées et calculées, en
cherchant les valeurs optimales x des n propriétés constitutives de l’empilement de tôles x ∈Rn. La
minimisation d’une fonctionnelle f consiste à résoudre le problème d’optimisation général suivant :

min
x∗∈Rn

f (x)

sous les contraintes ge (x) = 0
gi (x) ≤ 0

, (C.1)

c’est-à-dire :
T rouver x∗ tel que f (x∗) soit minimum

satisfaisant ge (x∗) = 0
gi (x∗) ≤ 0

,

où ge ∶ Rn ↦ Rng et gi ∶ Rn ↦ Rnh peuvent être non linéaires et ne, ni ∈ N représentant respecti-
vement le nombre de contraintes d’égalité et de d’inégalité. On appelle alors x∗ un optimum local
de la fonctionnelle f impliquant alors que l’on ne puisse trouver d’antécédent x∗ + γ, ∀γ ∈ Rn tel
que ∥γ∥ suffisamment petit, dont l’image ait une valeur inférieure à f (x∗). Ainsi, x∗ est alors un
point stationnaire de la fonctionnelle f satisfaisant la condition suivante :

∇f (x∗) = 0. (C.2)

La difficulté d’un tel problème réside dans la définition mathématique des fonctions f , ge et
gi. Les problèmes d’identification mixte numériques-expérimentaux peuvent cependant se passer
de la définition des fonctions traduisant d’éventuelles contraintes. Comme par définition les don-
nées expérimentales sont physiquement admissibles (aux erreurs de mesure près), minimiser l’écart
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CHAPITRE C. Identification des propriétés constitutives des éléments d’un rotor feuilleté

entre quantité calculée et mesurée tend automatiquement à faire respecter les contraintes physiques
imposées aux paramètres. Ainsi, il est possible de considérer ce problème d’optimisation général
contraints, Eq. (C.1), sans contraintes, celles-ci étant implicitement contenues dans les valeurs ex-
périmentales.

Par ailleurs, s’il est définitivement indispensable d’imposer des contraintes sur les valeurs les pa-
ramètres d’optimisation afin que celles-ci satisfassent, non pas une quelconque relation non linéaire
entre elles, mais plutôt un encadrement, il est possible de définir une simple bijection permettant à
l’algorithme d’optimisation d’itérer sur des paramètres qui satisferont à coup sûr ces encadrements,
Annexe C.1.3.3.

La recherche des paramètres optimaux peut être réalisée en utilisant un algorithme d’optimi-
sation qui itérera sur les valeurs des paramètres d’optimisation x de telle sorte que la condition
suivante soit satisfaisante à chaque itération i :

f (xi+1) < f (xi) , (C.3)

où l’exposant ( )i est relatif aux itérations de l’algorithme d’optimisation telles que i = 0, . . . , nit,
nit étant le nombre maximal d’itérations. Pour les problèmes sans contrainte, les principaux algo-
rithmes utilisés dans ce domaine sont basés sur des :

– Méthodes de descente : gradient à pente maximale, à pas optimal,

– Méthodes de gradient conjugué,

– Méthodes de type N ewton : il peut être cité la méthode de Davidon, F letcher et Powell
(dfp) ou bien celle de Broyden, F letcher, G oldfarb et S hanno (bfgs) [96]. Elles com-
prennent également les méthodes spécifiques pour les problèmes de type moindres carrés :
Méthodes de G auss-N ewton ou de L evenberg-M arquardt.

Pour les problèmes contraints, ceux-ci peuvent être du type programmation quadratique séquen-
tielle (sqp, sequential quadratic programming), [97].

C.1.1 Méthodes de descente

Les méthodes de descente sont des méthodes du premier ordre basées sur la notion de descente
de gradient et qui impliquent, par conséquent, de connaître uniquement que les dérivées partielles
du premier ordre de la fonctionnelle à minimiser.

Un vecteur γ ∈Rn est une direction de descente en x s’il existe τ̄ > 0 tel que :

f (x + τγ) < f (x) ,∀τ ∈ ]0, τ̄] . (C.4)

Le principe d’une méthode de descente consiste à faire les itérations suivantes :

xi = xi + τ iγi satisfaisant f (xi+1) < f (xi) . (C.5)

Le scalaire τ i est appelé le pas de descente à l’itération i et le vecteur γi ∈Rn est la direction
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C.1. Algorithmes d’optimisation

de descente en xi qui respecte la condition suivante :

f (xi + τ iγi) = f (xi) + τ i∇tf (xi)γi + τ io (t) , ∀t > 0,

⇔ f (xi + τ iγi) − f (xi)
τ i

= ∇tf (xi)γi + o (t) .
(C.6)

Or si τ i est suffisamment petit, il vient alors :

f (xi + τ iγi) − f (xi) < 0, (C.7)

ce qui implique la condition suivante :

∇tf (xi)γi < 0. (C.8)

Les méthodes du premier ordre présentées ci-après caractérisent les directions de descente en xi

à l’aide du gradient de la fonctionnelle f tel que :

γi = −∇f (xi) . (C.9)

C.1.1.1 Algorithme du gradient à plus forte pente

La méthode du gradient à plus forte pente (ou “steepest descent”) est une méthode d’optimisation
du premier ordre qui utilise un pas de descente τ constant et le gradient de la fonctionnelle f (xi)
pour atteindre l’optimum, Alg. 3.

Algorithm 3 Algorithme du gradient de plus grande pente (“steepest descent”)

1: x0 ∈Rn, τ, ε∇, εγ ∈R+∗, nit ∈N donnés
2: while ∇f (xi) ≤ ε∇, ∥γi∥ ≤ εγ ∥xi∥, i ≤ nit do
3: Détermination d’une direction de descente γi ∈Rn

γi = −∇f (xi)
4: Actualisation du vecteur des paramètres d’optimisation xi+1

xi+1 = xi + τγi
5: end while

L’avantage de cette méthode est que sous certaines hypothèses de régularité (f deux fois diffé-
rentiable), celle-ci converge si τ est choisi assez petit. En revanche, comme le pas de descente est
constant et arbitraire, le nombre d’itérations nécessaires à la convergence peut être très important.

C.1.1.2 Algorithme du gradient à pas optimal

Cet inconvénient peut être contourné en utilisant une méthode de recherche de lignes “line sear-
ch” qui permettra d’adapter le pas de descente τ , à chaque itération i, en fonctionnelle du gradient
de la fonctionnelle à minimiser.

Plusieurs méthodes de recherche de lignes sont proposées dans la littérature, [98] : règle d’A rmijo,
règle de G oldstein ou encore règle de W olfe qui est la plus performante mais plus coûteuse car elle
utilise la gradient de f alors que les deux précédentes n’utilisent que des valeurs de la fonctionnelle
f . Les auteurs de [99] proposent d’ailleurs un algorithme extrêmement performant assurant la dé-
termination d’un pas de descente τ i qui garantit une décroissance satisfaisante.

On obtient ainsi la méthode du gradient à pas optimal, Alg. 4.
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CHAPITRE C. Identification des propriétés constitutives des éléments d’un rotor feuilleté

Algorithm 4 Algorithme du gradient à pas optimal

1: x0 ∈Rn, τ, ε∇, εγ ∈R+∗, nit ∈N donnés
2: while ∇f (xi) ≤ ε∇, ∥γi∥ ≤ εγ ∥xi∥, i ≤ nit do
3: Détermination d’une direction de descente γi ∈Rn

γi = −∇f (xi)
4: Détermination d’un pas de descente optimal τ i par “line search” tel que

f (xi + τ iγi) ≤ f (xi + τγi), ∀τ > 0
5: Actualisation du vecteur des paramètres d’optimisation xi+1

xi+1 = xi + τ iγi
6: end while

C.1.2 Méthodes de type N ewton

Les méthodes de type N ewton sont des méthodes de descente qui peuvent être du second
ordre qui utilisent une information supplémentaire concernant la courbure de la fonctionnelle f à
minimiser.

C.1.2.1 Algorithme de N ewton

La plus largement utilisée est la méthode de N ewton qui est la base de toutes les méthodes de
type quasi-N ewton. Elle permet la résolution de systèmes d’équations non linéaires et de problèmes
d’optimisation sans contraintes. La méthode de N ewton est issue d’un développement limité de
T aylor à l’ordre de deux de la fonctionnelle f (x) en l’itéré courant x, tel que :

f (x + γ) ≃ fq (γ) , (C.10)

soit approximée par le modèle quadratique fq (γ) ∈R au voisinage de l’itéré x :

fq (γ) = f (x) + γt∇f (x) + 1
2
γt∇2f (x)γ. (C.11)

Au voisinage de x, le principe consiste alors à minimiser, non plus la fonctionnelle f , mais son
modèle quadratique fq. Si ∇2f est définie positive, alors fq aura un unique minimiseur γn pour
lequel le gradient du modèle quadratique, par rapport au pas de N ewton γn, s’annulera tel que :

∇fq (γ)∣γn = 0,

⇔ ∂
∂γ

[f (x) + γt∇f (x) + γt∇2f (x)γ]∣
γn

= 0,

⇔ ∇2f (x)γn = −∇f (x) .

(C.12)

Finalement, dans l’algorithme de N ewton, Alg. 5, le minimiseur (ou direction de descente) de
N ewton γn est défini par la solution du système Eq. (C.12) telle que :

γn = −H−1 (x)∇f (x) , avec H (x) = ∇2f (x) , (C.13)

où H ∈ Mn,n est la matrice H essienne de la fonctionnelle f .

La méthode de N ewton est parfaitement définie tant que la matrice H essienne ∇2f reste non-
singulière. De plus, si la matrice H essienne est définie positive, i.e. xtHx > 0, ∀x inRn, x > 0,
alors γn sera une direction de descente. Pour une matrice J acobienne J (x∗) non singulière si la
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C.1. Algorithmes d’optimisation

Algorithm 5 Algorithme de N ewton

1: x0 ∈Rn, ε∇, εγ ∈R+∗, nit ∈N donnés
2: while ∇f (xi) ≤ ε∇, ∥γi∥ ≤ εγ ∥xi∥, i ≤ nit do
3: Détermination d’une direction de N ewton γi ∈Rn

γi = −H−1 (xi)∇f (xi) avec H (xi) = ∇2f (xi)
4: Actualisation du vecteur des paramètres d’optimisation xi+1

xi+1 = xi + γi
5: end while

valeur initiale x0 est suffisamment proche de l’optimum x∗, cette méthode a une convergence finale
quadratique, mais n’est pas robuste. De plus, elle requiert l’implémentation des dérivées partielles
secondes de la fonctionnelle f , ce qui est rarement réalisé en pratique.

Remarque 30: La méthode de N ewton permet de déterminer l’optimum x∗ d’une fonctionnelle
purement quadratique f ∶Rn ↦R en un seul et unique pas. Le terme “purement” signifie que la fonc-
tionnelle f est une fonction quadratique des variables d’optimisation x. En effet, si la fonctionnelle
est définie par la relation suivante :

f (x) = 1
2
xtAx − btx, (C.14)

avec A ∈ Mn,n définie positive A > 0 et b ∈Rn. Il vient alors :

∇f (x) = Ax − b, (C.15a) ∇2f (x) =H (x) = A. (C.15b)

Vue sa nature purement quadratique, l’optimum x∗ de la fonctionnelle f peut être défini ana-
lytiquement d’une part :

∇f (x∗) = 0,

⇔ Ax∗ − b = 0,

⇔ x∗ = A−1b.

(C.16)

D’autre part, si l’on admet que l’on se place en x0 et que l’on se réfère à l’Eq. (C.13), le pas (ou
minimiseur) de N ewton γn s’écrira :

γn = −H−1 (x0)∇f (x0) ,

⇔ γn = −A−1 (Ax0 − b) ,

⇔ γn = −x0 +A−1b.

(C.17)

Ainsi, le nouvel itéré x1 issu de l’algorithme de N ewton, Alg. 5, aura la forme suivante :

x1 = x0 + γn,

⇔ x1 = x0 − x0 +A−1b,

⇔ x1 = A−1b ≡ x∗,

(C.18)

qui correspond parfaitement à la valeur optimale x∗ défini dans l’Eq. (C.16) et montre donc que
l’algorithme de N ewton converge en une seule et unique itération dans le cas d’une fonctionnelle
purement quadratique.
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CHAPITRE C. Identification des propriétés constitutives des éléments d’un rotor feuilleté

(a) Tracé de la fonctionnelle f à minimiser. L’optimimum
est tracé en rouge (◯).

�

�

 

 

�
�

�
�

(b) Tracé des itérés issue des méthodes de gradient à plus
forte pente (+), à pas optimal (∗), et méthode de N ewton
(⋅).

Figure C.1 – Illustration de la convergence issue de différentes méthodes d’optimisations élémen-
taires. Le point de départ x0 est tracé en bleu (◻) alors que l’optimimum x∗ est tracé en rouge
(◯).

::::
Remarque 31: Considérons la fonctionnelle quadratique f ∶Rn ↦R, n = 2 définie dans l’Eq. (C.14)
tel que le vecteur x ∈R2 s’écrive :

x = (x1, x2)t . (C.19)

On associe aux matrice A ∈ M2,2 et vecteur b ∈R2 les valeurs arbitraires suivantes, e.g. :

A = [ 2 −1
−1 5

] , (C.20a) b = ( −4
8

) , (C.20b)

mais de manière à ce que A > 0, i.e. ses deux valeurs propres λ1, λ2 ∈ R doivent être positives. En
l’occurrence, ces dernières valent :

λ1 =
1
2
(7 +

√
13) , (C.21a) λ2 = 1

2
(7 −

√
13) . (C.21b)

On sait alors que le minimum de la fonctionnelle quadratique f , tracée Fig. C.1(a), est donné
par l’Eq. (C.16) tel que :

x∗ = (−28
9
, −20

9
)
t

. (C.22)

On se propose alors de minimiser la fonctionnelle f en utilisant différents algorithmes : la mé-
thode du gradient à plus forte pente, la méthode du gradient à pas optimal et la méthode N ewton.
Notons que la valeur du pas de descente τ utilisé dans la méthode du gradient à plus forte pente
a été fixée à τ = 10−2. Par ailleurs, la valeur initiale des paramètres d’optimisation a été fixée à
x0 = (−80, 90)t. La Fig. C.1(b) présente l’évolution des itérés lors du processus de minimisation
réalisés à l’aide des différents algorithmes.

L’optimum x∗ a été atteint par les trois algorithmes tel que :

x∗ = (x∗1 , x∗2)
t = (−3.11, −2.22)t ≈ (−28

9
, −20

9
)
t

(C.23)

On constate que la méthode de N ewton permet d’atteindre effectivement l’optimum en une
seule itération alors que la méthode du gradient à plus forte pente à convergée en 527 itérations.
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C.1. Algorithmes d’optimisation

L’avantage du choix d’un pas optimal, à chaque itération, conduit la méthode du gradient à pas
optimal à converger en 15 itérations.

::::

C.1.2.2 Fonctionnelle non linéaire de type moindres carrés

Soit une fonctionnelle f ∶Rn ↦Rq définie par la relation suivante :

f (x) = 1
2

q

∑
k=1

F 2
k (x) = 1

2
∥F (x)∥2 = 1

2
F t (x)F (x) , avec q > n, (C.24)

où ∥ ∥ représente la norme E uclidienne et F ∈Rq représente le vecteur des normes (ou estimateurs)
d’erreurs dépendant de x ∈ Rn. La minimisation de cette fonctionnelle de type moindres carrés est
réalisée en résolvant le problème Eq. (C.1) afin de déterminer son optimum x∗.

En revanche, la forme particulière de cette fonctionnelle de type moindres carrés permet de
considérer certaines simplifications, et par conséquent, d’adapter des algorithmes particulièrement
adaptés à sa nature.

C.1.2.3 Algorithme de G auss-N ewton

La méthode G auss-N ewton est utilisée pour les problèmes de moindres carrés non linéaires
où la fonctionnelle f à minimiser a la forme définie dans l’Eq. (C.24). L’information concernant
la courbure de la fonctionnelle f est bien sûr obtenue grâce à sa matrice H essienne H, laquelle
présentera, dans ce cas, une forme particulière.

En effet, en dérivant l’Eq. (C.24) par rapport aux paramètres d’optimisation x, il vient :

∇f (x) =
q

∑
k=1

∇Fk (x)Fk (x) = J t (x)F (x) . (C.25)

où le gradient ∇Fk ∈Rn des composantes du vecteur des normes d’erreur F s’écrit :

∇Fk (x) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂Fk
∂x1

(x)
⋮

∂Fk
∂xn

(x)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (C.26)

et J ∈ Mq,n est la matrice J acobienne du vecteur des normes d’erreur F dont les composantes sont
définies par :

Jkp (x) =
∂Fk
∂xp

(x) . (C.27)

La matrice H essienne de f a donc la forme suivante :

∇2f (x) =
q

∑
k=1

∇Fk (x)∇Fk (x) +
q

∑
k=1

∇2Fk (x)Fk (x),

⇔ ∇2f (x) = J t (x)J (x) +
q

∑
k=1

∇2Fk (x)Fk (x)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Termes négligés

.
(C.28)
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CHAPITRE C. Identification des propriétés constitutives des éléments d’un rotor feuilleté

avec ∇2Fk ∈ Mn,n est la matrice H essienne de la ke composante du vecteur des normes d’erreur F
telle que :

∇2Fk =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂2Fk
∂x2

1
(x) ⋯ ∂2Fk

∂xn∂x1
(x)

⋮ ⋱ ⋮
∂2Fk
∂x1∂xn

(x) ⋯ ∂2Fk
∂x2
n

(x)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. (C.29)

La méthode G auss-N ewton est basée sur une approximation du premier ordre des composantes
Fk du vecteur des normes d’erreur. En effet, en approximant ces dernières par un modèle issu d’un
développement limité de T aylor autour de x, il vient alors :

F (x + γ) ≃ L (γ) ≡ F (x) + J t (x)γ. (C.30)

où γ est une direction de descente. En substituant l’Eq. (C.30) dans l’Eq. (C.24), on obtient alors
l’approximation de la fonctionnelle f :

f (x + γ) ≃ l (γ) ≡ 1
2
L t (γ)L (γ) . (C.31)

L’Eq. (C.31) se développe alors comme suit :

l (γ) ≡ 1
2
(F (x) + J t (x)γ) (F (x) + J t (x)γ) ,

⇔ l (γ) ≡ 1
2F

t (x)F (x)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

f(x)

+γtJ t (x)F (x) + 1
2γ

tJ t (x)J (x)γ,

⇔ l (γ) ≡ f (x) + γtJ t (x)F (x) + 1
2γ

tJ t (x)J (x)γ.

(C.32)

Les expressions des vecteur gradient et matrice H essienne de l’approximation l (γ), par rapport
à la direction de descente γ, sont donc les suivantes :

∇l (γ) = J t (x)F (x) + J t (x)J (x)γ, (C.33a) ∇2l (γ) = J t (x)J (x) , (C.33b)

Ainsi, l’Eq.(C.33b) fait apparaître clairement l’approximation relative à la matrice H essienne si
l’on la compare à l’Eq. (C.28). En effet, le second terme de l’Eq. (C.28) est négligé dans la méthode
de G auss-N ewton.

Les Eq. (C.25) et Eq.(C.33a) montrent que l’on a l’égalité ∇l (0) = ∇f (x). De plus, la matrice
H essienne ∇2l (γ) est indépendante de γ. Cette matrice H essienne possède une propriété inté-
ressante : elle est symétrique et semi-définie positive. De plus, si la matrice J acobienne J (x) est
“plein rang”, i.e. si ses colonnes sont linéairement indépendantes, alors ∇2l (γ) est définie positive.
Cela implique, par conséquent, que l’approximation l (γ) possède un unique minimiseur γgn ∈ Rn,
satisfaisant la condition Eq. (C.8), et qui est solution du système suivant :

∇l (γgn) = 0,

⇔ J t (x)J (x)γgn = −J t (x)F (x) .
(C.34)

Le minimiseur de G auss-N ewton s’écrit donc :

γgn = −H−1 (x)J t (x)F (x) , avec H (x) ≈ J t (x)J (x) . (C.35)

En comparant le minimiseur γgn, Eq. (C.34), et celui de N ewton, Eq. (C.13), défini par la
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C.1. Algorithmes d’optimisation

relation suivante dans le cas d’une fonctionnelle de type moindre carré, Eq. (C.28) :

∇2f (x)γn = −∇f (x) ,

⇔ (J t (x)J (x) +
q

∑
k=1

∇2Fk (x)Fk (x))γn = −J t (x)F (x) .
(C.36)

On constate que si F (x∗) = 0, alors J t (x)J (x) ≈ ∇2f (x) pour x situé au voisinage de l’optimum
x∗, et dans ce cas, la méthode de G auss-N ewton à également une convergence finale quadratique.

L’approximation de la matrice H essienne concernant l’abstraction du terme suivant :

q

∑
k=1

∇2Fk (x)Fk (x) ≈ 0 ⇔ { ∇2Fk (x) ≈ 0 (a)
Fk (x∗) ≈ 0 (b) , (C.37)

est justifiée par les points suivants qui impliquent une convergence finale généralement linéaire (voir
super linéaire) :

(a) Fk (x∗) ≈ 0 : si les valeurs des composantes Fk sont faibles en l’optimum x∗,

(b) Si ∇2Fk ≈ 0 : si les courbures des composantes Fk présentent de faibles courbures.

Il est à noter, cependant, que si les courbures ∇2Fk varient lentement avec k, et si les compo-
santes Fk ont un comportement de type “bruit blanc”, comme c’est souvent le cas dans les procédures
d’interpolation de données, alors les termes négligés de l’Eq. (C.28) peuvent presque s’annuler entre
eux, de sorte qu’il est possible d’obtenir une convergence super-linéaire.

Ainsi, en remplaçant dans la méthode de N ewton, la matrice H essienne H par l’approximation
∇2l (γ), Eq.(C.33b), on obtient la méthode de G auss-N ewton, Alg. 6.

Algorithm 6 Algorithme de G auss-N ewton

1: x0 ∈Rn, ε∇, εγ ∈R+∗, nit ∈N donnés
2: while ∇f (xi) ≤ ε∇, ∥γi∥ ≤ εγ ∥xi∥, i ≤ nit do
3: Détermination d’un gradient de fonctionnelle ∇f ∈Rn

∇f (xi) = J t (xi)F (xi)
4: Détermination d’une matrice H essienne H ∈ Mn,n

H (xi) ≈ J t (xi)J (xi)
5: Détermination d’une direction de G auss-N ewton γi ∈Rn

γi = −H−1 (xi)∇f (xi)
6: Actualisation du vecteur des paramètres d’optimisation xi+1

xi+1 = xi + γi
7: end while

Pour assurer la convergence globale de la méthode de G auss-N ewton, on peut combiner l’algo-
rithme précédent, Alg. 6, avec une méthode de recherche linéaire de manière à déterminer, à chaque
itération i, le pas des descente optimal τ i ∈R, tel que le point 6 devienne :

xi+1 = xi − τ iγi. (C.38)

Cependant, cette méthode est conditionnellement stable dans la mesure où la matrice H essienne
H doit être définie positive, ce qui n’est pas garanti. On fait alors appel, en générale, à une méthode
modifiée appelée méthode de L evenberg-M arquardt.
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CHAPITRE C. Identification des propriétés constitutives des éléments d’un rotor feuilleté

C.1.3 Algorithme de L evenberg-Marquardt

Le principe consiste à approximer la fonctionnelle f , Eq. (C.24), par le modèle fµ (γ) suivant :

fµ (γ) = fq (γ) + 1
2µγ

tγ,

⇔ fµ (γ) = f (x) + γt∇f (x) + 1
2γ

t (∇2f (x) + µI)γ,
(C.39)

où fq (γ) est défini dans l’Eq. (C.11). Le minimiseur de L evenberg-M arquardt γlm ∈ Rn est donc
solution, pour une fonctionnelle de type moindre carrée, du système suivant, Eq. (C.41) :

∇fµ (γlm) = 0,

⇔ (∇2f (x) + µI)γlm = −∇f (x) ,
(C.40)

et défini par :
γlm = − [J t (x)J (x) + µI]−1

J t (x)F (x) . (C.41)

où I ∈ Mn,n est une matrice identité. Cela revient donc à remplacer, dans la méthode de G auss-
N ewton, la matrice H essienneH, Eq. (C.35), par la matriceH+µI où µ ∈R est appelé paramètre
d’amortissement.

Algorithm 7 Algorithme de L evenberg-M arquardt

1: x0 ∈Rn, ε∇, εγ , εµ ∈R+∗, nit ∈N donnés
2: Initialisation des paramètres d’optimisation bornés y0 ∈Rn
y0 = σ−1 (x0)

3: Initialisation du paramètre d’amortissement µ0

µ0 = εµ ⋅maxJ t (x0)J (x0)
4: while ∇f (xi) ≤ ε∇, ∥γi∥ ≤ εγ ∥xi∥, i ≤ nit do
5: Application d’une bijection σ ∶ y ↦ x

xi = σ (yi)
6: Détermination d’un gradient de fonctionnelle ∇f ∈Rn

∇f (xi) = J t (xi)F (xi)
7: Détermination du facteur de gain ρi ∈R

ρi = f (xi) − f (xi + γi)
l (0) − l (γi)

8: Actualisation du paramètre d’amortissement µi ∈R
⇒ Alg. 8

9: Détermination d’une matrice H essienne H ∈ Mn,n

H (xi) ≈ J t (xi)J (xi) + µiI
10: Détermination d’une direction de L evenberg-M arquardt γi ∈Rn

γi = −H−1 (xi)∇f (xi)
11: Actualisation du vecteur des paramètres d’optimisation xi+1

yi+1 = yi + τ iγi
12: end while

L’algorithme de L evenberg-M arquardt, Alg. 7, est reconnu comme étant très robuste et géné-
ralement très performant dans une grande variété de cas, notamment pour les fonctionnelles de type
moindres carrés [100]. Aussi, ayant une vitesse de convergence théoriquement moins élevée que celle
de la méthode de G auss-N ewton, dans certains cas très spécifiques, ce dernier est plus efficace sur
la majorité des cas rencontrés. Par conséquent, l’algorithme de L evenberg-M arquardt a donc été
privilégié pour minimiser la fonctionnelle f et identifier les propriétés constitutives de l’empilement
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C.1. Algorithmes d’optimisation

de tôles magnétiques.

Le paramètre d’amortissement µ a différents effets sur la convergence de l’algorithme :

– ∀µ > 0 suffisamment grand, alors la matrice J t (x)J (x)+µI est définie positive ce qui assure
que γlm est une direction de descente (un minimiseur de fµ).

– L’Eq. (C.39) montre que le terme 1
2µγ

tγ pénalise les grands pas de descente. De plus, lorsque
µ→ +∞, l’Eq. (C.41) permet d’écrire que le minimiseur γlm tend vers l’égalité suivante :

γlm ≃ − 1
µ
∇f (x) , (C.42)

i.e. qui correspond à un pas descente très petit 1
µ , dans la direction de descente de plus

forte pente ∇f (x). Cet ajustement possible du paramètre d’amortissement est très utile sur-
tout lorsqu’il s’agit de débuter le processus d’itération avec un itéré x éloigné de l’optimum x∗.

– Si µ→ 0, l’Eq. (C.41) permet d’écrire :

γlm ≃ γgn, (C.43)

ce qui correspond à un pas de descente très satisfaisant, surtout dans la mesure où l’on se
trouve dans la phase de convergence finale, i.e. au voisinage de l’optimum x∗. Par ailleurs,
si f (x) ≃ 0 alors la convergence finale tendra vers une convergence quadratique. Ainsi, un
ajustement adapté du paramètre d’amortissement µ apporte à cet algorithme la robustesse de
la méthode de plus grande pente lors des première itérations et la convergence d’une méthode
de G auss-N ewton lors des itérations finales.

Ainsi, la valeur du paramètre µ affecte à la fois la direction et la valeur du pas de descente γlm
sans recourir à un algorithme de recherche linéaire (“ line search”) ce qui permet de se soustraire à
d’éventuelles évaluations coûteuses de fonctionnelle ou de gradient.

C.1.3.1 Actualisation du paramètre d’amortissement

La méthode d’actualisation proposée par [101] consiste alors à poser τ i = 1 et à actualiser fré-
quemment le paramètre µi à l’aide l’algorithme Alg. 8.

La valeur initiale du paramètre d’amortissement µ doit dépendre des valeurs des composantes
de la matrice J t (x0)J (x0), e.g. :

µ0 = εµ ⋅maxJ t (x0)J (x0) , avec εµ ∈R. (C.44)

L’algorithme et très sensible à la valeur de εµ, mais l’on peut définir comme règle générale que
lorsque x0 est une bonne approximation de x∗, on peut utiliser une faible valeur, e.g. εµ = 10−6.
Sinon, il est préconisé de fixer εµ = 10−3 voir même εµ = 1 de manière à tendre vers la méthode de
plus grande pente.

Durant les itérations, l’algorithme d’actualisation du paramètre d’amortissement doit être en
mesure de diminuer la valeur de µi lorsque l’itéré xi est au voisinage de x∗, i.e. lorsque γi devient
tellement petit que l (γi) devienne une bonne approximation de f (xi + γi).

L’actualisation du paramètre d’amortissement µi est effectuée en calculant un “facteur de gain”
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Figure C.2 – Visualisation de la méthode d’actualisation du paramètre d’amortissement µi en
fonction du facteur de gain ρi, αi = β = 2, γ = p = 3.

ρi (ou “gain factor ”), i.e. rapport entre les décroissances de la fonctionnelle f et son approximation
obtenue en développant le vecteur F en une série de T aylor limité au premier ordre :

ρi =
f (xi) − f (xi + γi)

l (0) − l (γi) , (C.45)

où le dénominateur est le gain prédit par l’approximation issu du développement de T au premier
ordre, Eq. (C.31), tel que :

l (0) − l (γi) = f (xi) − f (x) − γitJ t (x)F (x) − 1
2γ

itJ t (x)J (x)γi,

⇔ l (0) − l (γi) = −1
2γ

it (2∇f (x) + (J t (x)J (x) + µiI)γi − µiIγi) ,

⇔ l (0) − l (γi) = 1
2γ

it (µiγi −∇f (x)) .

(C.46)

Il est à noter que les termes µiγitγi et −γit∇f (x), Eq. (C.8), sont positifs, ce qui assure que
l (0)− l (γi) est positif. Si rhoi est grand, alors le paramètre d’amortissement µi diminuera afin que
la méthode tende vers celle de G auss-N ewton à l’itération suivante, Alg. 8.

Si ρi < 0, alors l’itéré xi+1 restera constant jusqu’à l’itération suivante, à l’inverse de µi qui
augmentera de manière à faire tendre la convergence vers celle de plus grande pente avec un pas de
descente réduit. En revanche, si if ρi > 0 mais petit, il sera plus judicieux d’utiliser un paramètre
d’amortissement µi+1 plus grand à l’itération suivante, Alg. 8.
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C.1. Algorithmes d’optimisation

Algorithm 8 Algorithme d’actualisation du paramètre d’amortissement [101]

1: αi, β, γ, µi, ρi ∈R, p ∈N donnés à l’itération i
2: if ρi > 0 then
3: Actualisation des paramètres d’optimisation yi+1

yi+1 = yi + γi
4: Actualisation du paramètre d’amortissement µi+1

µi+1 = µimax [ 1
γ ,1 − (β − 1) (2ρi − 1)p]

αi+1 = β
5: else
6: Actualisation du paramètre d’amortissement µi+1

µi+1 = µiαi
αi+1 = 2αi

7: end if

Cette actualisation induit une convergence plus régulière (“smoothy”) et plus rapide, Fig. C.2,
que la méthode proposée initialement par M arquardt [102].

C.1.3.2 Normalisation des variables d’optimisation

Les paramètres d’optimisation x sont définis relativement aux paramètres d’optimisation ini-
tiaux x0 afin d’éviter d’éventuels problèmes de conditionnement numérique dans l’algorithme de
minimisation, notamment au niveau du calcul de la matrice J acobienne J , Eq. (C.41). Ainsi, les
itérations de l’algorithme auront lieu sur le vecteur des variables d’optimisation normalisées x̄i, de
telle sorte qu’à l’itération i, on ait :

x̄ip =
xip

x0
p

. (C.47)

C.1.3.3 Encadrement des variables d’optimisation

L’objectif de la procédure d’identification mixte numérique-expérimentale étant de déterminer
les propriétés constitutives d’une structure, e.g. il peut s’avérer utile d’encadrer les variables d’opti-
misation normalisées x̄p de manière à obtenir des propriétés constitutives positives ou bornées. On
se propose alors d’utiliser la bijection suivante :

σ ∶ yp ↦ x̄p = αp +
(βp − αp)
1 + eχyp , yp, χ ∈R, x̄p ∈ [αp, βp] , p = 1, . . . , n, (C.48)

où χ est un paramètre intimement lié à la valeur de la dérivée première de la bijection σ :

∂σ

∂yp
= ∂x̄p
∂yp

= (αp − βp)
χeχyp

(1 + eχyp)2
, (C.49)

en yp = 0 telle que :

∂σ

∂yp
∣
yp=0

= (αp − βp)χ. (C.50)
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CHAPITRE C. Identification des propriétés constitutives des éléments d’un rotor feuilleté

Figure C.3 – Visualisation de la bijection σ (Eq. (C.48)) permettant d’encadrer les variables
d’optimisation normées x̄p. La valeur du paramètre χ a été fixée à 5

100 .

αp et βp sont respectivement les valeurs des bornes inférieures et supérieures des domaines de
définition des variables xp, tel que :

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

yp → −∞ , x̄p → βp
yp → 0 , x̄p → 1

2 (αp + βp)
yp → +∞ , x̄p → αp

. (C.51)

Employer une telle bijection (voir Fig. C.3) permet de tirer partie des avantages d’un algorithme
sous contrainte, généralement plus coûteux en temps de calcul, tout en bénéficiant de la simplicité
d’implémentation d’un algorithme sans contraintes. Les itérations n’ont donc plus lieu sur les va-
riables d’optimisation normalisées x̄p bornées mais sur les variables bornées yp ∈ R. Le retour aux
paramètres d’optimisation normalisés s’effectuera donc par la bijection inverse définie par :

σ−1 ∶ x̄p ↦ yp =
1
χ

ln(βp − αp
xp − αp

) , p = 1, . . . , n. (C.52)

Remarque 32: Les changements de variables précédemment définis, Eq. (C.47) et Eq. (C.48),
permettent d’exprimer les dérivées partielles par rapport aux itérés de l’algorithme d’optimisation
tels que :

∂ ( )
∂yp

= ∂ ( )
∂xp

∂xp

∂x̄p
±

Normalisation

∂x̄p

∂yp
±

Bijection

, p = 1, . . . , n, (C.53)
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C.2. Dérivation des éléments propres

où ∂x̄p
∂yp

est défini dans l’Eq. (C.49) et :

∂xp

∂x̄p
= x0

p, p = 1, . . . , n. (C.54)

::::

C.2 Dérivation des éléments propres

La matrice J acobienne J (xi), utilisée dans l’algorithme de minimisation, Alg. 7, dépend im-
plicitement des pulsations propres ωk (xi) et vecteurs propres ϕk (xi). Par souci de clarté et de
concision, l’exposant ( )i représentant les itérations de l’algorithme de minimisation est abandonné
et l’on supposera que les éléments propres dépendent des paramètres xi. Il est donc indispensable
d’exprimer les formes analytiques des dérivées des éléments propres par rapport aux variables d’op-
timisation xp, p = 1, . . . , n.

Soient λk ∈ R et ϕk ∈ Rnδ les ke valeur et vecteur (ou forme) propre associé d’une structure
énergétiquement parfaite constituée des matrices de masse M ∈ Mnδ,nδ et de raideur K ∈ Mnδ,nδ .
L’équation qui régit la dynamique de cette structure en régime libre est l’équation homogène sui-
vante :

(K − λkM)ϕk = 0, avec λk = ω2
k, k = 1, . . . , nδ, (C.55)

où ωk ∈R est la ke pulsation propre.

On suppose les vecteurs propres ϕk sont normés unitairement vis-à-vis de la matrice de masse
M tels que :

ϕtqMϕk = δqk, k, q = 1, . . . , nδ, (C.56)

où δqk représente le symbole de K ronecker. Cela permet d’ajouter une équation supplémentaire
nécessaire au calcul des dérivées des valeurs et vecteurs propres.

C.2.1 Dérivation des valeurs propres

En dérivant les Eq. (C.55) et Eq. (C.56) par rapport à la variable xp, les dérivées des éléments
propres sont alors régies par les relations suivantes [103; 104] :

Ak
∂ϕk
∂xp

= Pk, (C.57)

ϕtkM
∂ϕk
∂xp

= Qk, (C.58)

avec Ak ∈ Mnδ,nδ et Pk ∈Rnδ sont définis tels que :

Ak = (K − λkM) , (C.59a) Pk = −(∂K
∂xp

− ∂λk
∂xp

M − λk
∂M

∂xp
)ϕk. (C.59b)

et Qk ∈R :

Qk = −
1
2
ϕtk
∂M

∂xp
ϕk. (C.60)

En prémultipliant l’Eq. (C.57) par ϕtk, on obtient l’égalité :

ϕtk (K − λkM) ∂ϕk
∂xp

= −ϕtk (
∂K

∂xp
− ∂λk
∂xp

M − λk
∂M

∂xp
)ϕk. (C.61)
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La matrice Ak étant symétrique, on peut donc écrire :

ϕtk (K − λkM) = (K − λkM)ϕk. (C.62)

En substituant l’Eq. (C.62) dans l’Eq. (C.61), on obtient :

ϕtk (
∂K

∂xp
− λk

∂M

∂xp
)ϕk −

∂λk
∂xp

ϕtkMϕk
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

δkk

= 0. (C.63)

En substituant l’Eq. (C.56) dans l’Eq. (C.63), la dérivée de la ke valeur propre λk par rapport
à xp est obtenue par la relation suivante [48; 105; 106] :

∂λk
∂xp

= ϕtk (
∂K

∂xp
− λk

∂M

∂xp
)ϕk. (C.64)

C.2.2 Dérivation des vecteurs propres

Concernant les dérivées des vecteurs propres, on pourrait envisager qu’il suffise d’utiliser l’Eq. (C.57).
Cependant, le problème est que cette équation n’est pas inversible. En effet, la matrice Ak est sin-
gulière et de rang nδ − 1 car λk est une valeur propre, dont la multiplicité est égale à 1, est solution
de l’Eq. (C.55). Par conséquent, des méthodes ont été développées afin de calculer les dérivées des
vecteurs propres de manière exacte [48] ou approchée [104].

La méthode de la projection modale permet d’obtenir une solution exacte des dérivées des
vecteurs propres en projetant les dérivées des vecteurs propres dans la base modale complète du
système, Eq. (C.55). Cette méthode suppose que la dérivée du ke vecteur propre ϕk par rapport à
xp peut être exprimée par la série suivante :

∂ϕk
∂xp

=
nδ

∑
j=1

cjϕj , (C.65)

où cj ∈ R et les ϕj sont supposés normés par rapport à la matrice de masse M . La substitution de
l’Eq. (C.65) dans l’Eq. (C.57) conduit à :

(K − λkM)
nδ

∑
i=1

cjϕj = ϕtjPk. (C.66)

En prémultipliant l’Eq. (C.66) par ϕtq, q ∈ [1, nδ], il vient :

ϕtq (K − λkM)
nδ
∑
i=1
cjϕj = ϕtqPk,

⇔
nδ
∑
i=1
cjϕ

t
qKϕj − λk

nδ
∑
i=1
cjϕ

t
qMϕj = ϕtqPk.

(C.67)

Or la première somme de l’Eq. (C.67) se simplifie grâce à la propriété d’orthogonalité des vecteurs
propres vis-a-vis de la matrice de raideur K, Eq. (2.113b), telle que :

nδ

∑
i=1

cjϕ
t
qKϕj = cqϕtqKϕq. (C.68)
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C.2. Dérivation des éléments propres

Par ailleurs, l’Eq. (C.55) permet d’exprimer l’Eq. (C.68) comme suit :

cqϕ
t
qKϕq = cqλqϕtqMϕq = cqλqδqq = λqcq. (C.69)

Grâce à l’Eq. (C.56), le deuxième terme de l’Eq. (C.67) s’écrit de la manière suivante :

λk

nδ

∑
i=1

cjϕ
t
qMϕj = λkcqδqj = λkcq. (C.70)

Finalement, en substituant les Eq. (C.69) et Eq. (C.70) dans l’Eq. (C.67), on obtient l’expression
des cq telle que :

(λq − λk) cq = ϕtqPk,

⇔ cq = ϕtq ⋅ Pk
λq − λk , avec q ≠ k.

(C.71)

L’Eq. (C.71) montre que la dérivée du ke vecteur propre ϕk possède une expression unique en
tant que combinaison linéaire de tous les vecteurs propres du système, à l’exception du ke tel que :

∂ϕk
∂xp

= Vk + ckϕk, avec Vk =
s

∑
j=1
j≠k

cjϕj , Vk ∈Rnδ . (C.72)

En substituant l’Eq. (C.72) dans l’Eq. (C.58), il vient alors :

ϕtkM (Vk + ckϕk) = Qk,

⇔ ck ϕ
t
kMϕk

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
δkk

+ϕtkMVk = Qk,
(C.73)

qui, en vertu de la normalisation des vecteurs propres vis-à-vis de la matrice de masseM , Eq. (C.56),
permet d’obtenir l’expression de la constant ck telle que :

ck = Qk − ϕtkMVk. (C.74)

Cette méthode, coûteuse en temps de calcul cpu, nécessite la connaissance de tous les vecteurs
propres du modèle. Une variante de cette méthode consiste à projeter les dérivées des composantes
des modes sur une base modale tronquée mais la précision obtenue est insuffisante si la base de
projection est constituée d’un faible nombre de modes. [104] récapitule et compare différents algo-
rithmes existants qui permettent d’obtenir les dérivées des vecteurs propres.

La méthode de N elson fournit également une solution exacte des dérivées des vecteurs propres.
[48] explique clairement cette démarche de résolution qui porte son nom. En effet, à la lumière
l’Eq. (C.72) qui peut être décomposée en une solution homogène Vk et une solution particulière
ckϕk, l’Eq. (C.57) devient alors :

Ak (Vk + ckϕk) = Pk,

⇔ AkVk + ckAkϕk = Pk,
(C.75)
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CHAPITRE C. Identification des propriétés constitutives des éléments d’un rotor feuilleté

qui se simplifie, grâce à l’Eq. (C.55), comme suit :

AkVk = Pk. (C.76)

N elson propose alors d’ôter la singularité de la matrice Ak en supprimant simplement la re

équation du système Eq. (C.76). Cependant, le choix de cette équation n’est pas arbitraire et
l’indice r est défini comme suit :

max
r∈N

∣(ϕk)r ∣ , (C.77)

telle que la re composante du ke vecteur propre ϕk soit maximale, en valeur absolue.

Concrètement, faire abstraction de la re équation du système Eq. (C.76) revient à annuler une
composante du vecteur Vk :

(Vk)r = 0, (C.78)

tel que l’Eq. (C.76) devienne :
ÃkVk = P̃k, (C.79)

où P̃k ∈Rnδ est défini par :

(P̃k)i = (Pk)i (1 − δri) , ∀i = 1, . . . , nδ, (C.80)

avec :

P̃k =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

(Pk)1

⋮
(Pk)r−1

0
(Pk)r+1

⋮
(Pk)nδ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

(C.81)

où δri représente le symbole de K ronecker et Ãk ∈ Mnδ,nδ est défini par :

(Ãk)i,j = (Ak)i,j (1 − δjr) (1 − δir) + δijδirδjr, ∀i, j = 1, . . . , nδ (C.82)

où :

Ãk =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

(Ak)1,1 ⋯ (Ak)1,r−1 0 (Ak)1,r+1 ⋯ (Ak)1,nδ
⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

(Ak)r−1,1 ⋯ (Ak)r−1,r−1 0 (Ak)r−1,r+1 ⋯ (Ak)r−1,nδ

0 ⋯ 0 1 0 ⋯ 0
(Ak)r+1,1 ⋯ (Ak)r+1,r−1 0 (Ak)r+1,r+1 ⋯ (Ak)r+1,nδ

⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
(Ak)nδ,1 ⋯ (Ak)nδ,r−1 0 (Ak)nδ,r+1 ⋯ (Ak)nδ,nδ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(C.83)

L’Eq. (C.79) devient alors inversible et une solution homogène Vk est obtenue. Finalement, la
solution complète est donnée par la somme de la solution homogène, Eq. (C.79) et de la solution
particulière :

∂ϕk
∂xp

= Vk¯
Solution

Homogène

+ ckϕk
±
Solution

Particulière

, (C.84)

où ck est obtenu grâce à l’Eq. (C.74).

La méthode de N elson nécessite l’inversion d’autant de matrice Ak de dimension [nδ × nδ] qu’il
y a de vecteurs propres à dériver. Cependant, les systèmes que nous étudions peuvent être considé-
rés comme des systèmes de taille moyenne et l’inversion de telles matrices n’est pas pénalisant en
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Figure C.4 – Modèle éléments-finis utilisé pour l’étude paramétrique, Ne = 159.

terme de coût calculatoire. Cette méthode est générale et permet le calcul des dérivées des éléments
propres de matrices complexes et non symétriques. [107] l’utilise pour déterminer la sensibilité des
éléments propres de systèmes amortis et [108] pour des systèmes amortis et non symétriques (ro-
tor). [109] utilise la méthode de N elson pour le calcul des dérivées des éléments propres d’ordre 2
d’un système amorti et non symétriques. Le calcul des dérivées des éléments propres d’un système
mécanique peut également être utilisé pour la détection de perturbations [110] ou de dommages
dans une structure [111; 112].

D’une manière générale, le calcul de qe la dérivée du ke vecteur propre
∂qϕk
∂xqp

nécessite toujours la

connaissance des q premières dérivées des valeurs propres et des q−1 premières dérivées des vecteur
propres. Dans ces conditions, la méthode de N elson peut bien évidemment être utilisée pour la
détermination des dérivées des vecteurs propres d’ordre supérieur.

Remarque 33: Les dérivées partielles des valeurs propres, Eq. (C.64), et vecteurs propres, Eq. (C.84),
par rapport à un paramètre d’optimisation xp, supposent la connaissance des dérivées partielles des
matrices de raideur ∂K

∂xp
et masse ∂M

∂xp
globales. Celles-ci s’obtiennent, dans un premier temps, en

dérivant les matrices élémentaires de raideur eKf , eMw et eMθ définies respectivement dans les
Eq. (B.4), Eq. (B.33) et Eq. (B.34) ; puis en assemblant, dans un second temps, les dérivées par-
tielles des matrices élémentaires de la même manière que les matrices élémentaires sont assemblées
pour construire les matrices globales.

::::
Remarque 34: Les méthodes permettant le calcul des dérivées partielles des valeurs et vecteurs
propres d’un modèle éléments finis ont été implémentées et une étude paramétrique a été réalisée
sur le modèle éléments finis de rotor feuilleté présenté Fig. C.4. Les paramètres considérés sont
contenus dans le vecteur x ∈R2 tels que :

x = (x1, x2)t = (E,G)t . (C.85)
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(c) ∂λk
∂x1

, k = 1, . . . ,4.
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(d) ∂λk
∂x2

, k = 1, . . . ,4.

Figure C.5 – Évolution des quatre premières valeurs propres λ1 (−), λ2 (−), λ3 (−) et λ4 (−),
en (rad2 ⋅ s−2), et de leurs dérivées partielles ∂λ1

∂xp
(−), ∂λ2

∂xp
(−), ∂λ3

∂xp
(−), ∂λ4

∂xp
(−), p = 1, . . . ,2, en

(rad2 ⋅m ⋅ kg), en fonction des paramètres x1 et x2 en (N ⋅m−2).

où E, G sont les modules d’Y oung et de C oulomb de l’empilement de tôles magnétiques, ce dernier
étant défini par l’union des éléments finis Ke, e = 49, . . . ,78.

En considérant un vecteur de paramètres de référence x0 défini par :

x0 = (x01, x02)t =
⎛
⎝

7 ⋅ 1010,
7 ⋅ 1010

2 (1 + 1
3
)
⎞
⎠

t

, (C.86)

de larges variations sont envisagées, e.g. ±90%, successivement autour de ces valeurs de référence
x01 et x02.

La Fig. C.5 présente, l’évolution des quatre premières valeurs propres du modèle éléments finis
en fonction des paramètres x1 et x2, et leurs dérivées partielles respectives par rapport à x1 et x2.
Les valeurs propres évoluent naturellement de manière croissante avec x1 et x2. Cette évolution
est particulièrement marquée pour les premières valeurs de l’intervalle de variation puis se stabi-
liser ensuite. Ce constat est corroboré par l’évolution des dérivées partielles des valeurs propres
qui décroissent énormément pour les premières valeurs de l’intervalle de variation et se stabilisent
nettement dans la deuxième moitié de l’intervalle. Pour le modèle considéré, les quatre premières
valeurs propres sont nettement plus sensibles, i.e. de l’ordre de deux fois, à une variation du module
de C oulomb qu’à une variation du module d’Y oung.

290 Guillaume Mogenier
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/vpuiiblication/2011ISAL0030/these.pdf 
© [G. Mogenier], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés
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(a) ϕ1. (b) ϕ2. (c) ϕ3. (d) ϕ4.

(e) ∂ϕ1
∂x1

. (f) ∂ϕ2
∂x1

. (g) ∂ϕ3
∂x1

. (h) ∂ϕ4
∂x1

.

Figure C.6 – Évolution des quatre premières formes propres ϕk, k = 1, . . . ,4 et de leurs dérivées
partielles ∂ϕk

∂x1
, k = 1, . . . ,4 en fonction de x1, en (N ⋅m−2).

Les formes propres, normées vis-à-vis de la matrice de masse du modèle éléments finis, Eq. (C.56),
ainsi que leurs dérivées partielles, par rapport aux paramètres x1 et x2 sont illustrées dans les
Fig. C.6 et Fig. C.7. La sensibilité du modèle éléments finis à une variation du module de C oulomb
de l’empilement de tôles magnétiques est encore une fois mis en évidence, lorsque l’on observe l’évo-
lution des formes propres au début de l’intervalle. Par ailleurs, sur la seconde moitié de d’intervalle,
i.e. pour des les valeurs les plus élevées des modules d’Y oung et de C oulomb, les formes propres se
stabilisent clairement, notamment pour les formes ϕ3 et ϕ4, dont les dérivées partielles atteignent
des valeurs relativement faibles.

::::

(a) ϕ1. (b) ϕ2. (c) ϕ3. (d) ϕ4.

(e) ∂ϕ1
∂x2

. (f) ∂ϕ2
∂x2

. (g) ∂ϕ3
∂x2

. (h) ∂ϕ4
∂x2

.

Figure C.7 – Évolution des quatre premières formes propres ϕk, k = 1, . . . ,4 et de leurs dérivées
partielles ∂ϕk

∂x2
, k = 1, . . . ,4 en fonction de x2, en (N ⋅m−2).
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C.3 Obtention de la matrice de transformation de Guyan

Il est possible de reformuler l’Eq. (4.50) telle que :

Kψ̃δc =Kδc, (C.87)

où K ∈ Mnδ,nδ et K ∈ Mnδ,nδc
. En définissant les indices des degrés de liberté par le vecteur :

ςδc = [ς1
δc , . . . , ς

j
δc
, . . . , ς

nδc
δc

]
t
, avec ςδc ∈Rnδc , (C.88)

les matrices précédemment citées K et K sont respectivement définies par les relations suivantes :

Ki,j =Ki,j

nδc

∏
k=1

(1 − δiςk
δc
) (1 − δjςk

δc
) +

nδc

∑
k=1

δjςk
δc
δiςk

δc
, ∀i, j = 1, . . . , nδ, (C.89)

avec :

K =

ςkδc

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

K1,1 ⋯ K1,ςk
δc
−1 0 K1,ςk

δc
+1 ⋯ K1,nδ

⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
Kςk

δc
−1,1 ⋯ Kςk

δc
−1,ςk

δc
−1 0 Kςk

δc
−1,ςk

δc
+1 ⋯ Kςk

δc
−1,nδ

0 ⋯ 0 1 0 ⋯ 0
Kςk

δc
+1,1 ⋯ Kςk

δc
+1,ςk

δc
−1 0 Kςk

δc
+1,ςk

δc
+1 ⋯ Kςk

δc
+1,nδ

⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
Knδ,1 ⋯ Knδ,ς

k
δc
−1 0 Knδ,ς

k
δc
+1 ⋯ Knδ,nδ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ςkδc

, (C.90)

Ki,j = −Ki,ςj
δc

nδc

∏
k=1

(1 − δiςk
δc
) +

nδc

∑
k=1

δ
ςj
δc
ςk
δc

δiςk
δc
, ∀i = 1, . . . , nδ, ∀j = 1, . . . , nδc , (C.91)

et :

K = −

k

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

K1,1 ⋯ K1,ςk
δc
−1 K1,ςk

δc
K1,ςk

δc
+1 ⋯ K1,nδc

⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
Kςk

δc
−1,1 ⋯ Kςk

δc
−1,ςk

δc
−1 Kςk

δc
−1,ςk

δc
Kςk

δc
−1,ςk

δc
+1 ⋯ Kςk

δc
−1,nδc

0 ⋯ 0 1 0 ⋯ 0
Kςk

δc
+1,1 ⋯ Kςk

δc
+1,ςk

δc
−1 Kςk

δc
+1,ςk

δc
Kςk

δc
+1,ςk

δc
+1 ⋯ Kςk

δc
+1,nδc

⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
Knδ,1 ⋯ Knδ,ς

k
δc
−1 Knδ,ς

k
δc

Knδ,ς
k
δc
+1 ⋯ Knδ,nδc

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ςkδc

, (C.92)

La matrice de transformation de G uyan ψ̃ s’exprime donc simplement par la relation suivante :

ψ̃ =K
−1
K, (C.93)

dont la détermination n’exige alors pas de coût calculatoire prohibitif vue la structure topologique
relativement creuse des matrices K et K.

292 Guillaume Mogenier
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/vpuiiblication/2011ISAL0030/these.pdf 
© [G. Mogenier], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



C.4. Une fonctionnelle modale expansée

C.4 Une fonctionnelle modale expansée

C.4.1 Définiton

Dans les approches présentées précédemment (Section 4.4 et Section 4.5), les estimateurs d’er-
reur hybrides (Eq. (4.55) et Eq. (4.93)) sont basés sur les m premières formes propres calculées
ϕk ∈ Rnδ pour un modèle éléments finis où les nœuds correspondent aux points de mesures des
formes propres ϕ̂k ∈Rnδm , nδm ≤ nδ.

Une solution alternative consiste, en opposition à la condensation de modèle éléments finis, à
expanser les formes propres mesurées ϕ̂ de manière à obtenir une nouvelle base modale expérimentale
“expansée” ⌣

ϕ ∈ Mnδ,m, telle que :
dim ⌣

ϕ = dimϕ, (C.94)

qui soit associée à un vecteur des degrés de liberté expansé
⌣
δ ∈Rnδ , par la relation suivante :

⌣
δ = ( δi

δm
) , (C.95)

où δm ∈ Rnδm est le vecteur des degrés de liberté mesurés et δi ∈ Rnδ−nδm le vecteur de degrés de
liberté du modèle éléments finis qui n’ont pas été mesurés, i.e. degrés de liberté expérimentaux
expansés.

Les méthodes d’expansion sont basées sur des modèles a priori de la structure mesurée et im-
pliquent donc une approximation des données expérimentales. Or, dans une optique d’identification
de paramètres de modèle, e.g éléments finis, ceci peut paraître paradoxal puisqu’il s’agit justement
de corréler le modèle aux données expérimentales qui sont elles mêmes approximées à partir de
ce modèle. Ceci peut être un désavantage majeur mais ces méthodes fournissent des résultats sa-
tisfaisants dans la mesure où le comportement dynamique global du spécimen mesuré n’est pas
totalement méconnu et proche de modèles couramment utilisés.

C.4.2 Expansion des formes propres expérimentales

Cette section présente le comportement de méthodes d’expansion sur des formes propres ex-
périmentales issues de l’analyse modale d’un composant de rotor mgv feuilleté. Deux méthodes
d’expansion sont envisagées. L’expansion de G uyan [70], qui est la plus ancienne des méthodes em-
ployées pour ce genre d’étude et l’expansion serep (system equivalent reduction process) qui est
connue pour être plus précise que la première [71; 113].

C.4.2.1 Expansion de Guyan

Bien qu’étant employée principalement dans le processus de réduction de modèles éléments finis,
la condensation de G uyan peut également être utilisée pour expanser des formes propres expérimen-
tales. A partir des notations et terminologies utilisées dans la Section 4.4.2 relative à la condensation
de G uyan, les composantes δi ∈Rnδi , nδi = nδ−nδm non mesurées des formes propres expérimentales
sont considérés comme les degrés de liberté secondaires alors que les composantes δm des formes
propres expérimentales ϕ̂ ∈ Mnδm ,m

représentent les degrés de liberté principaux.

En utilisant les Eq. (4.50) et Eq. (4.53), il vient alors l’expression des formes propres expérimen-
tales expansées telles que :

⌣
ϕ = ψ̃ϕ̂,

⇔ [
⌣
ϕi
⌣
ϕm

] = [ −K−1
ii Kic

I
] ϕ̂,

(C.96)
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CHAPITRE C. Identification des propriétés constitutives des éléments d’un rotor feuilleté

avec Kii ∈ Mnδi ,nδi
, Kic ∈ Mnδi ,nδm

respectivement les partitions de la matrice de raideur K définies
dans l’Eq. (4.47), I ∈ Mnδm ,nδm

une matrice identité et ⌣
ϕi ∈Mnδi ,m

les estimations des composantes
non mesurées des formes propres expérimentales définies par :

⌣
ϕi = −K−1

ii Kicϕ̂. (C.97)

Toutefois, cette technique étant basée sur la rigidité statique du système, il n’y a aucune garantie
que les formes propres expansées ⌣

ϕ soient exactes. En effet, l’expansion de G uyan fournira des
résultats satisfaisants si le nombre de degrés de liberté mesurés nδm soit suffisamment important
pour décrire l’inertie du système.

C.4.2.2 Expansion serep

L’expansion serep repose sur le principe selon lequel les formes propres expérimentales expan-
sées ⌣

ϕ peuvent être exprimées par une combinaison linéaire d’autres formes propres théoriques ou
analytiques, e.g. issues d’un modèle (“sub-model ”) proche du spécimen, telles que :

⌣
ϕ =

ma
∑
q=1

γqϕ
a
q ,

⇔ ⌣
ϕ = Φaγ,

(C.98)

où ma est le nombre de formes propres théoriques ϕaq du sous-modèle de référence comprises dans la
matrice Φa ∈ Mnδ,ma , et γq ∈R est le qe coefficient de pondération compris dans le vecteur γ ∈Rma .

Soit la partition de l’Eq. (C.98) :

[
⌣
ϕi
⌣
ϕm

] = [ Φa
u

Φa
m

]γ, (C.99)

avec ( )m et ( )u respectivement les indices des degrés de liberté mesurés et non mesurés, Φa
u ∈

Mnδm ,ma
et Φa

m ∈ Mnδi ,ma
respectivement les partitions de la base modale du sous-modèle selon les

degrés mesurés et non mesurés.

La deuxième égalité de l’Eq. (C.99), fonction des composantes des formes propres mesurées ⌣
ϕm,

conduit à :
Φa
mγ = ⌣

ϕm,

⇔ Φat
mΦa

mγ = Φat
m

⌣
ϕm,

⇔ γ = Φa†
m

⌣
ϕm,

(C.100)

où Φa†
m est le matrice pseudo-inverse de M oore-Penrose de la matrice Φa

m définie par la relation :

Φa†
m = [Φat

mΦa
m]−1

Φat
m. (C.101)

L’Eq. (C.100) permet donc d’obtenir les coefficients de pondération de la combinaison linéaire
de l’Eq. (C.98). En substituant l’Eq. (C.100) dans l’Eq. (C.99), il vient alors :

[
⌣
ϕi
⌣
ϕm

] = [ Φa
u

Φa
m

]Φa†
m ϕ̂ = [ Φa

uΦa†
m

Φa
mΦa†

m
] ϕ̂. (C.102)
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C.4. Une fonctionnelle modale expansée

On obtient alors une estimation ⌣
ϕi des composantes non mesurées des formes propres expéri-

mentales ainsi qu’une approximation ⌣
ϕm des formes propres réellement mesurées ϕ̂.

C.4.3 Stratégie d’optimisation

L’expansion des formes propres expérimentales rend alors possible la détermination de l’estima-
teur d’erreur modal, Eq. (C.103), tel que :

Ek = 1 − 1
ω̂2
k

⌣
ϕ
t
kKϕk

⌣
ϕ
t
kMϕk

, k = 1, . . . ,m. (C.103)

Les deux méthodes d’expansion sont utilisées dans une procédure d’identification afin de déter-
miner les propriétés constitutives d’une portion d’arbre de rotor feuilleté, et d’obtenir par conséquent
un modèle précis de rotor feuilleté.

Les propriétés constitutives de la portion d’arbre sont définies par le vecteur x ∈ Rn avec
{xp}p=1...n tel que :

x = (E,G,υ)t , avec n = 3. (C.104)

Tous les éléments finis du domaine Ω, Eq. (4.1), sont concernés par les paramètres d’optimisation
x. La stratégie d’optimisation consiste à minimiser la fonctionnelle modale expansée f :

f (x) = 1
2
∥Ek (x)∥2 , (C.105)

à l’aide l’algorithme de L evenberg-M arquardt, Alg. 7 défini dans l’Annexe C.1.3.

C.4.4 Application industrielle

C.4.4.1 Analyse modale expérimentale

Une analyse modale expérimentale a été réalisée sur une portion d’arbre de rotor mgv. La struc-
ture mesurée est suspendue à un treuil par anneau oscillant, via à une élingue souple, Fig. C.8, pour
obtenir des conditions aux limites quasi libre-libre. Des termes de faible raideur transversale sont
appliqués aux nœuds extrêmes de la portion d’arbre, Eq. (3.1). Les caractéristiques géométriques
de la portion d’arbre, constitué d’acier forgé, sont définies dans le Tab. C.1.

Masse, mp 148.1 kg
Masse volumique, ρp 7870 kg⋅ m−3

Longueur, Lp 0.843 m
Longueur, Le 2.000 m
Centre de masse, zG 0.280 m
Raideur transversale, ke 7.26 ⋅ 102 N ⋅ m−1

Raideur transversale, kl 3.20 ⋅ 102 N ⋅ m−1

Tableau C.1 – Caractéristiques géométriques et inertielles d’une portion d’arbre suspendue.

La portion d’arbre a été excitée radialement le long d’une génératrice axiale discrétisée en 52
points de mesure, Fig. C.8, avec un marteau de choc, un accéléromètre piézoélectrique étant fixé
avec de la cire d’abeille au nœud N○1, Fig. C.9. La bande fréquentielle considérée est comprise
entre 0 et 5 kHz. Les fonctions de transfert ont été obtenues en effectuant les moyennes (réalisées
sur trois chocs) des rapports des transformées de Fourier des signaux temporels des accéléromètre
et capteur de force piézoélectriques. Les modules et phases des fonctions de transfert présentées
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CHAPITRE C. Identification des propriétés constitutives des éléments d’un rotor feuilleté

Anneau

Oscillant

Génératrice

Axiale

(a) Vue d’ensemble.

Génératrice
Axiale

Nœud
Expérimental

(b) Partie inférieure assemblée à la
masse magnétique.

Génératrice
Axiale

Nœud
Expérimental

(c) Extrémité connecté à un anneau
oscillant.

Figure C.8 – Dispositif expérimental employé lors de l’analyse modale d’une portion d’arbre en
acier forgé.
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Figure C.9 – Modèle éléments-finis d’une portion d’arbre. Les points rouges (●) représentent les
points de mesures expérimentaux, nδ = 218, nδc = 52.

sur la Fig. C.10, sont issues d’un analyseur dynamique, est permettent de déterminer les pulsa-
tions propres, présentées dans le Tab. C.3, ainsi que les formes propres mesurées ϕ̂, tracées sur la
Fig. C.11.

C.4.4.2 Identification

Le modèle éléments finis de la portion d’arbre est présenté sur la Fig. C.9. Il est composé de
Ne = 108 éléments finis et nδ = 218 degrés de liberté.

La procédure d’identification des propriétés constitutives de la portion d’arbre est réalisée en en-
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Figure C.10 – Module des fonctions de transfert mesurées aux 52 points de la génératrice axiale.

visageant les deux méthodes d’expansion des formes propres expérimentales ϕ̂. En effet, la Fig. C.11
représente les quatre premières formes propres mesurées ϕ̂ (−) et expansées ⌣

ϕ par les méthodes se-
rep (5) et d’expansion de G uyan (◯). Le sous-modèle utilisé pour effectuer le procédure d’expansion
n’est autre que celui présenté sur la Fig. C.9, en considérant néanmoins des propriétés constitutives
arbitraires et ma = 4 modes.

La Fig. C.11 montre la particularité de la méthode d’expansion de G uyan imposant une égalité
entre les composantes des formes propres expansées ⌣

ϕm et celles des formes propres mesurées ϕ̂. En
revanche, bien que l’expansion serep fournisse des formes propres expansées ⌣

ϕ relativement régu-
lières des formes propres ϕ̂ quelques peu “bruitées”, on constate qu’elle implique une approximation
des composantes des formes propres mesurées ⌣

ϕm ≈ ϕ̂, Eq. (C.102), directement liée au sous-modèle
utilisé.

La procédure d’identification considère les quatre premiers modes mesurés (m = 4) et les valeurs
initiales des trois paramètres d’optimisation indépendants x0, Alg. 7, ont alors été fixées comme
suit :

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x0

1 = 0.6 ⋅ 1011, x0
2 =

x0
1

2 (1 + x0
3)
, x0

3 =
1
3

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
, (C.106)

où x0
1 et x0

2 sont exprimés en (N ⋅m−2). La positivité des variables d’optimisation relatives x̄ est
imposée grâce aux intervalles suivants, Fig. C.14 :

x̄p ∈ [αp, βp] , p = 1, . . . , n,
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CHAPITRE C. Identification des propriétés constitutives des éléments d’un rotor feuilleté

(a) Formes propres ⌣

ϕ1 et ϕ̂1. (b) Formes propres ⌣

ϕ2 et ϕ̂2.

(c) Formes propres ⌣

ϕ3 et ϕ̂3. (d) Formes propres ⌣

ϕ4 et ϕ̂4.

Figure C.11 – Quatre premières formes propres mesurées ϕ̂ (−) et expansées ⌣
ϕ par les méthodes

serep (5) et d’expansion de G uyan (◯).

où :

{ x0
1α1 = ε
x0

1β1 = 2.3 ⋅ 1011 ,

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

x0
2α2 = ε

x0
2β2 = x0

1β1

2(1+υ)

, { x0
3α3 = ε
x0

3β3 = υmax
, (C.107)

avec :
ε ∈R+∗, ε≪ 1 et υmax →

1
2
, υmax <

1
2
.

La Fig. C.12 présente l’évolution de la fonctionnelle f au cours du processus d’optimisation
qui a convergé, quelle que soit la méthode d’expansion utilisée, en i = 11 itérations vers l’optimum
(x∗1 , x∗2 , x∗3), comme l’indique la valeur de la norme du gradient qui est de l’ordre de 10−8. L’évolu-
tion des variables d’optimisation relatives x̄, au cours du processus du temps, est présentée sur la
Fig. C.13. Le temps de convergence, inférieur à 4 s, témoigne encore une fois de la rapidité de conver-
gence de l’algorithme de L evenberg-M arquardt. La Fig. C.14 représente l’évolution des variables
d’optimisation relatives x̄ dans l’espace de la bijection σ. Le fait que les variables x̄p, p = 1, . . . , n
n’aient pas tendance à évoluer vers l’une des bornes, e.g. αp ou βp, de leurs intervalles associés,
Eq. (C.107), illustre le fait que le choix du nombre de variables d’optimisation, i.e. n = 3 n’est pas
aberrant.

Les propriétés constitutives identifiées sont présentées dans le Tab. C.2. Il apparaît que la
minimisation de la fonctionnelle f , Eq. (C.105), qu’elle soit issue d’une expansion serep ou de
G uyan, conduit à un optimum x∗ identique, impliquant, par conséquent, des fréquences propres
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Figure C.12 – Évolution de la norme de la différence des itérés successifs ∥xi − xi−1∥ (serep : +,
G uyan : ◻), fonctionnelle f (serep : +, G uyan : ◻), norme de gradient ∥∇f∥ (serep : Z, G uyan :
◻) et paramètre d’amortissement µ (serep : ◯, G uyan : ◻) au cours des itérations. La convergence
est atteinte dans les deux cas en 11 itérations.

également identiques quelle que soit la méthode utilisée. On retrouve des valeurs proches de celles
de l’acier ce qui est encourageant, les portions d’arbre étant constituées a priori d’acier isotrope.
Rappelons que les trois paramètres d’optimisation sélectionnés sont totalement indépendants durant
la procédure d’optimisation. Si l’on considère que le matériau constituant la portion d’arbre est
purement isotrope et que l’on calcule le module de C oulomb associé aux paramètres optimaux x∗1
et x∗3 , matériau isotrope, il vient alors :

1
2

x∗1
(1 + x∗3)

≈ 7.8415 ⋅ 1010 > x∗2 = 6.943707 ⋅ 1010. (C.108)

La valeur du module de C oulomb identifié x∗2 est donc inférieur de 11.45% à celle correspondant
à un matériau isotrope.

Le Tab. C.3 présente les quatre premières fréquences propres calculées et mesurées et la Fig. C.11
leurs formes propres associées. L’erreur relative entre fréquences propres calculées et mesurées est
comprise entre 8 ⋅ 10−3% et 2.9 ⋅ 10−1% lorsque la procédure d’identification est réalisée en utilisant
soit l’expansion serep, soit celle de G uyan.

La Fig. C.15 présente le critère de corrélation nco (normalized cross oorthogonality), définie
dans l’Eq. (4.79), et illustre une bonne corrélation entre formes propres calculées ϕ et expansées
⌣
ϕ. Il est essentiel de noter que les formes propres expansées issues de l’expansion serep sont des
combinaisons linéaires des formes propres d’un sous-modèle qui, en l’occurrence, est celui que l’on
cherche à identifier. Ainsi, bien que le sous-modèle ait été affecté de propriétés constitutives ar-
bitraires, celui-ci n’en conserve pas moins sa dynamique globale. Il en résulte des formes propres
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Figure C.13 – Évolution des itérés successifs x̄p, i.e. valeurs relatives des modules d’Y oung (serep :
◯, Expansion de G uyan : ◯), de C oulomb (serep : 5, Expansion de G uyan : 5) et de coefficients
de Poisson (serep : +, Expansion de G uyan : +) au cours du temps.
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Figure C.14 – Évolution des itérés successifs yp, i.e. antécédents des variables x̄p par la bijection
σ. (Expansion de G uyan : ◯, serep : 5).

expansées plus régulières, et surtout, plus représentatives du modèle à identifier, que celles issues de
l’expansion de G uyan. C’est pourquoi les termes diagonaux de la matrice nco, Fig. C.15(a), sont
plus proches de l’unité que ceux de la Fig. C.15(b).
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C.4. Une fonctionnelle modale expansée

(a) Expansion serep. (b) Expansion de G uyan.

Figure C.15 – Visualisation des matrices de corrélation nco entre les formes propres expansées ⌣
ϕ

et les formes propres calculées ϕ.

Modules d’Y oung x∗1 Module de C oulomb x∗2 Coefficients de Poisson x∗3
(N ⋅m−2) (N ⋅m−2)

serep 2.0905 ⋅ 1011 6.9437 ⋅ 1010 3.3298 ⋅ 10−1

G uyan 2.0905 ⋅ 1011 6.9437 ⋅ 1010 3.3298 ⋅ 10−1

Tableau C.2 – Valeurs des propriétés constitutives identifiées d’une portion d’arbre.

Indice Mesurée (Hz) serep (Hz) Erreur (%) G uyan (Hz) Erreur (%)
1ere 889.80 890.75 1.07 ⋅ 10−1 890.75 1.07 ⋅ 10−1

2e 2003.5 2003.6 7.98 ⋅ 10−3 2003.6 7.98 ⋅ 10−3

3e 3477.7 3467.4 −2.94 ⋅ 10−1 3467.4 −2.94 ⋅ 10−1

4e 4780.5 4788.9 1.76 ⋅ 10−1 4788.9 1.76 ⋅ 10−1

Tableau C.3 – Valeurs des quatre premières fréquences propres de flexion mesurées et calculées à
partir des expansions serep et de G uyan.

C.4.5 Conclusion

La procédure d’identification a été réalisée sur une structure industrielle, i.e. une portion d’arbre
de rotor feuilleté, et a permis d’identifier ses propriétés constitutives, e.g. modules d’Y oung, de
C oulomb et coefficients de Poisson. Ces dernières ont été identifiées avec pertinence à l’aide deux
méthodes d’expansion de formes propres expérimentales telle que celle de G uyan ou la méthode
serep.

La combinaison d’une fonctionnelle énergétique, basée sur un quotient de Rayleigh, à des procé-
dures d’expansion est une solution efficace pour identifier les paramètres d’un modèle éléments finis
à partir de données a priori non compatibles, i.e. formes propres calculées et mesurées. L’identifica-
tion des propriétés constitutives d’un composant de rotor mgv feuilleté s’inscrit dans une démarche
de développement de modèle éléments finis de poutres le plus précis possible permettant de prévoir
la dynamique de rotors de conception complexe comme le sont les rotors feuilletés.
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CHAPITRE C. Identification des propriétés constitutives des éléments d’un rotor feuilleté

C.5 Identification des propriétés constitutives d’un rotor de palier
magnétique

Les rotors de paliers magnétiques actif, appelés rotor pma, sont les éléments principaux du dis-
positif de suspension d’un rotor mgv. Ils sont essentiellement constitués d’un empilement de tôles
magnétiques annulaires fretté à chaud sur les deux portions d’arbre du rotor feuilleté.

Leurs dimensions caractéristiques leur confèrent un rapport diamètre sur longueur de l’ordre
de l’unité et ajoutent ainsi une rigidité supplémentaire non négligeable aux portions d’arbre sur
lesquelles ils sont placés. Ils ne peuvent donc être modélisés par des masses et inerties discrètes tels
les disques, i.e. utilisées classiquement lors de la modélisation de masse additionnelles. Ils jouent
alors un rôle non négligeable dans la dynamique des structures sur lesquelles ils sont montés et il
est donc nécessaire d’être en mesure de les modéliser.

Une solution potentielle consiste à utiliser le même type d’éléments-finis que ceux utilisés pour
la modélisation du rotor, e.g. éléments de poutre de T imoshenko. Sous cette hypothèse, il est alors
indispensable de connaître les propriétés constitutives de l’empilement de tôles magnétiques annu-
laires.

Cette section présente alors une procédure d’identification des propriétés constitutives de l’em-
pilement de tôles annulaires d’un rotor pma. Un modèle éléments finis tridimensionnel du rotor pma
est proposé, Annexe C.5.2, puis actualisé de manière à ce que ses pulsations propres coïncident avec
celles mesurées lors de l’analyse modale expérimentale présentée dans la Section 3.4.

C.5.1 Influence de la rigidité d’un rotor pma

Afin de prouver numériquement que les rotors pma ont une influence significative sur la dyna-
mique globale d’un rotor mgv, une étude paramétrique est présentée ci-après.

L’analyse modale expérimentale, présentée dans la Section 3.4, est réalisée sur un rotor pma
dont les dimensions sont associées à celle d’un rotor feuilleté mgv de taille 1. Ainsi, la Fig. C.16
présente un modèle élément finis de rotor feuilleté de taille 1 (utilisant le modèle de tirants M1′ ,
Chapitre B) dont les caractéristiques sont présentées dans le Tab. C.4.

Les rotors pma, Fig. C.16, sont modélisés avec des éléments finis de poutre de T imoshenko dont
les sections droites sont annulaires de manière à respecter leur géométrie. Les rotors pma frettées
et les portions d’arbre ont des matrices élémentaires de masse de raideur qui s’additionnent.

Figure C.16 – Modèle éléments-finis du rotor feuilleté.
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C.5. Identification des propriétés constitutives d’un rotor de palier magnétique

Figure C.17 – Évolution des taux d’accroissement des huit premières fréquence propres du rotor
feuilleté de taille 1. f1 (−), f2 (−), f3 (−), f4 (−), f5 (−−), f6 (−−), f7 (−−), f8 (−−).

L’étude paramétrique consiste à analyser le taux d’accroissement des huit premières fréquences
propres du modèle de rotor, supporté par des raideurs kr, en fonction de la variation des carac-
téristiques de rigidité des rotors pma dont le comportement mécanique sera supposé isotrope et
caractérisé par :

– le module d’Y oung αEa,
– le coefficient de Poisson αυa,

où l’indice ( )a et relative au propriétés de l’acier.

Le paramètre de l’étude, noté α, est défini par la relation suivante :

α ∈ [ε,1] , ε ∈R∗+, ε ≤ 1. (C.109)

Ainsi, le coefficient α gouverne le comportement mécanique du rotor pma, i.e. :

Masse, mr 1643 kg
Longueur, Lr 2.238 m
Centre de masse, zG 1.128 m
Raideur transversale, kr 1 ⋅ 102 N ⋅ m−1

Tableau C.4 – Caractéristiques géométriques et inertielles du rotor feuilleté de taille 1.
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CHAPITRE C. Identification des propriétés constitutives des éléments d’un rotor feuilleté

– si α → ε, alors la rigidité de flexion des rotors pma sera négligeable et seul leurs effets inertiels
seront pris en compte à la manière des éléments discrets,

– si α → 1, alors la rigidité de flexion des des rotors pma sera pris en compte plus des leurs
effets inertiels.

La Fig. C.17 présente l’évolution des taux d’accroissement des huit premières fréquences propres
du modèle. Ces dernières présentent des variations comprises entre 2% et 12%, ce qui n’est pas
négligeable et confirme l’intérêt de modéliser la rigidité de flexion des rotor pma, et de surcroît,
l’intérêt de la procédure d’identification proposée dans l’Annexe C.5.3.

C.5.2 Modélisation tridimensionnelle d’un rotor pma

Le rotor pma est composé de quatre éléments, Fig. 3.15 :

– une entretoise en acier 42CrMo4,
– un fourreau en acier 42CrMo4,
– un tube en acier 20MnV6,
– un empilement de tôles magnétiques annulaires dont on cherche à identifier les propriétés

constitutives.

Les propriétés constitutives des matériaux constituant le rotor pma sont présentées dans le ta-
bleau Tab. C.5 et sont considérées comme isotropes.

La masse volumique ρt de l’empilement de tôles magnétiques annulaires a été calculée en me-
surant la masse totale mpma du rotor pma et en supposant les propriétés mécaniques des fourreau,
entretoise et tube connues. Les éléments constituant le rotor pma peuvent être considérés comme
des cylindres dont les dimensions et masses volumiques sont présentées dans le tableau Tab. C.6.

L’expression de la masse volumique ρt de l’empilement de tôles annulaire s’exprime de la manière
suivante :

ρt =
4mt

π (dextt
2 − dintt

2) lt
, (C.110)

Composant Masse volumique Module d’Y oung Coefficient Module de C oulomb
(kg ⋅m−3) (N ⋅m−2) de Poisson (N ⋅m−2)

42CrMo4 7.830 ⋅ 103 2.100 ⋅ 1011 0.285 8.171 ⋅ 1010

20MnV6 7.850 ⋅ 103 2.000 ⋅ 1011 0.290 7.752 ⋅ 1010

Tableau C.5 – Propriétés constitutives des éléments constituant un rotor pma.

Composant Longueur Diamètre Diamètre Masse Masse
Extérieur Intérieur Volumique

(m) (m) (m) (kg ⋅m−3) (kg)
Fourreau 1.350 ⋅ 10−2 2.800 ⋅ 10−1 2.296 ⋅ 10−1 7.830 ⋅ 103 2.134 ⋅ 100

Fourreau 6.000 ⋅ 10−3 2.750 ⋅ 10−1 2.296 ⋅ 10−1 7.830 ⋅ 103 8.459 ⋅ 10−1

Empilement 2.340 ⋅ 10−1 2.750 ⋅ 10−1 2.296 ⋅ 10−1 7.387 ⋅ 103 3.112 ⋅ 101

Tube 2.460 ⋅ 10−1 2.900 ⋅ 10−1 2.750 ⋅ 10−1 7.850 ⋅ 103 1.285 ⋅ 101

Entretoise 1.200 ⋅ 10−2 2.750 ⋅ 10−1 2.296 ⋅ 10−1 7.830 ⋅ 103 1.692 ⋅ 100

Tableau C.6 – Caractéristiques géométrique et inertielles des éléments constituant un rotor pma.
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C.5. Identification des propriétés constitutives d’un rotor de palier magnétique

où mt, lt, dextt et dintt représentent respectivement les masse, longueur, diamètres extérieur et
intérieur de l’empilement de tôles annulaires.

La mesure de la masse totale mpma du rotor pma permet d’obtenir la masse mt de l’empilement
de tôles annulaires telle que :

mpma = 1.692 ⋅ 101kg⇒mt = 3.112 ⋅ 101kg,

et conduit donc, grâce à l’Eq. (C.110), à une masse volumique de l’empilement ρt égale à 7.387 ⋅103

kg ⋅m−3, Tab. C.6.

Le rotor pma est modélisé sous comsol avec des éléments-finis tétraédriques de type L agrange
quadratiques P2, Fig. C.18, et contient 115 818 degrés de liberté. Les conditions aux limites associées
sont de type libre-libre, comme lors de l’analyse modale expérimentale présentée dans la Section 3.4.

Figure C.18 – Modèle éléments-finis tridimensionnel réalisé sous comsol contenant 24 294
éléments-finis.
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CHAPITRE C. Identification des propriétés constitutives des éléments d’un rotor feuilleté

C.5.3 Stratégie d’optimisation

Les propriétés constitutives de l’empilement de tôles annulaires sont définies par le vecteur
x ∈ Rn avec {xp}p=1...n. Deux hypothèses ont été émises quant au comportement mécanique de
l’empilement :

1. La première consiste à considérer l’empilement comme un matériau isotrope, Annexe C.5.4.
Celui-ci sera alors caractérisé par trois propriétés constitutives :

Et (C.111a) Gt (C.111b) υt (C.111c)

où Et est le module d’Y oung, υt est le coefficient de Poisson et Gt est le module de C oulomb
qui est fonction de Et et υt. Par conséquent, en fixant le coefficient de Poisson, e.g. 0.28 [19],
le vecteur des paramètres d’optimisation x s’écrira de la manière suivante :

x = Et, avec n = 1. (C.112)

2. La seconde consiste à considérer l’empilement comme un matériau orthotrope possédant
une symétrie de révolution, i.e. isotrope transverse, Annexe C.5.5. La direction d’orthotropie
considérée est l’axe de révolution z⃗ du rotor pma, relatif au repère défini dans comsol,
Fig. C.18. De cette façon, l’empilement sera caractérisé par six propriétés constitutives :

Ez (C.113a) Ex = Ey (C.113b) Gxz = Gyz (C.113c)

Gxy (C.114a) υxz (C.114b) υxy (C.114c)

où Ez est le module d’Y oung dans la direction z⃗, Ex, Ey sont les modules d’Y oung dans les
directions perpendiculaires à la direction z⃗, Gxz, Gyz sont les modules de C oulomb dans les
plans colinéaires à z⃗, Gxy est le module de C oulomb dans le plan perpendiculaire à la direc-
tion z⃗, dépendant linéairement de Exy, υxz, υyz sont les coefficients de Poisson dans les plans
colinéaires à la direction z⃗ et υxy est le coefficient de Poisson dans le plan perpendiculaire à
la direction z⃗. Notons que les coefficients de Poisson υxz, υyz et υxy sont également fixés à
0.28, comme dans la première hypothèse.

Dans ce cas, les paramètres d’optimisation sont définis par le triplet suivant :

x = (Ez,Ex,Gxz)t , avec n = 3. (C.115)

Afin de déterminer les propriétés constitutives de l’empilement de tôles, une procédure d’iden-
tification mixte numérique-expérimentale a été réalisée. Elle consiste à minimiser une fonctionnelle
basée sur l’écart relatif entre les pulsations propres mesurées, et calculées qui sont issues du modèle
éléments-finis tridimensionnel, tel que :

f (x) = 1
2

m

∑
k=1

Fωk (x)2, (C.116)

où Fωk est définie dans l’Eq. (4.8) et m est le nombre de modes considérés dans la procédure d’op-
timisation.

La stratégie d’optimisation consiste à minimiser une fonctionnelle f , Eq. (C.116), en résolvant
le problème ci-dessous :

T rouver x∗

tel que min
x∗∈Rn

f (x) ,
(C.117)
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C.5. Identification des propriétés constitutives d’un rotor de palier magnétique

avec l’algorithme de L envenberg-M arquardt implémenté dans le logiciel matlab, e.g. appelé avec
la fonction fminunc. Le fait que matlab et comsol puissent être couplés simplifie la résolution du
problème ; il n’est alors pas nécessaire d’implémenter le modèle élément finis sous matlab. Ainsi,
à chaque itération de l’algorithme d’optimisation, matlab fera appel à comsol qui résoudra un
problème aux valeurs propres (analyse modale).

C.5.4 Identification d’un matériau isotrope

La procédure d’identification a été réalisée en considérant les huit premières fréquences propres
du rotor pma, i.e. m = 8

La Fig. C.19 présente l’évolution de la fonctionnelle f au cours du processus d’optimisation qui
a convergé vers l’optimum en i = 9 itérations, i.e. itérations qui ont engendrées une décroissance de
la fonctionnelle f , soit une durée de 3892 s (∼ 1h 4 min). La valeur optimale de module d’Y oung
Et est présentée dans le tableau Tab. C.7.

Et (N ⋅m−2) νt Gt (N ⋅m−2)
8.8125 ⋅ 1010 0.28 3.4424 ⋅ 1010

Tableau C.7 – Propriétés constitutives optimales obtenues en supposant l’empilement de tôles
magnétiques isotrope, n = 1, m = 8.

Les écarts relatifs entre les douze premières fréquences propres mesurées et calculées sont compris
entre 0.2% et 14%, Tab. C.8. Les douze premières formes propres calculées, obtenues en considérant
les propriétés constitutives optimales du tableau Tab. C.7, sont présentés Fig. C.20.

Catégorie p q Mesurées (Hz) Calculées (Hz) Ecart (%)
a 1 0 945 905 −4.2
a 1 0 951 905 −4.9
b 1 1 1195 1224 2.4
b 1 1 1200 1224 2.0
a 3 0 2389 2457 2.8
a 3 0 2393 2457 2.7
a 3 1 2930 2985 1.8
a 3 1 2952 2987 1.1
b 1 2 3607 4123 14.3
b 1 2 3638 4123 13.3
C 0 1 3779 3795 0.4
C 0 1 3800 3795 −0.1

Tableau C.8 – Comparaison des douze premières fréquences propres mesurées et calculées en
supposant l’empilement de tôles magnétiques isotrope, n = 1, m = 8.

C.5.5 Identification d’un matériau isotrope transverse

C.5.5.1 Considération des huit premières fréquences propres

Un premier processus d’identification est réalisé en considérant les huit premières fréquences
propres du rotor pma, i.e. m = 8. La convergence de l’algorithme d’optimisation est atteinte pour
les valeurs de variables d’optimisation présentées dans le tableau Tab. C.9.
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Figure C.19 – Évolution de la norme de la différence des itérés successifs (△), fonctionnelle (+),
norme de gradient (Z) au cours des itérations.

Ez (N ⋅m−2) Exy (N ⋅m−2) Gxz = Gyz (N ⋅m−2) Gxy (N ⋅m−2) νxz = νyz νxy
7.673 ⋅ 1010 1.0671 ⋅ 1011 4.1684 ⋅ 1010 1.853 ⋅ 1010 0.28 0.28

Tableau C.9 – Propriétés constitutives optimales obtenues en supposant l’empilement de tôles
magnétiques isotrope transverse, n = 3, m = 8.

Les écarts relatifs entre les douze premières fréquences propres mesurées et calculées sont compris
entre 0.2% et 12%, Tab. C.10. Les douze premières formes propres calculées, obtenues en considérant
les propriétés constitutives optimales du tableau Tab. C.9, sont tracées sur la Fig. C.21.

C.5.5.2 Considération des douze premières fréquences propres

Un second processus d’identification est réalisé en considérant les douze premières fréquences
propres du rotor pma, i.e. m = 12. Les valeurs optimales des propriétés constitutives sont listées
dans le tableau Tab. C.11.

Les écarts relatifs entre les douze premières fréquences propres mesurées et calculées sont compris
entre 0.6% et 10%, Tab. C.12. Les douze premières formes propres calculées, obtenues en considérant
les propriétés constitutives optimales du tableau Tab. C.22, sont illustrées par la Fig. C.21.

C.5.6 Conclusion

On constate que l’ordre des formes propres calculées (p = 1, q = 2) et (p = 0, q = 1) est inversé par
rapport aux mêmes catégories de formes propres mesurées, pourtant fréquentiellement très proches.
Cette différence est probablement due aux défaut d’assemblage des éléments constituant le rotor
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C.5. Identification des propriétés constitutives d’un rotor de palier magnétique

(a) a, p = 1, q = 0. 905 Hz. (b) a, p = 1, q = 0. 905 Hz. (c) b, p = 1, q = 1. 1224 Hz.

(d) b, p = 1, q = 1. 1224 Hz. (e) a, p = 3, q = 0. 2457 Hz. (f) a, p = 3, q = 0. 2457 Hz.

(g) b, p = 3, q = 1. 2985 Hz. (h) b, p = 3, q = 1. 2987 Hz. (i) b, p = 1, q = 2. 3795 Hz.

(j) b, p = 1, q = 2. 3795 Hz. (k) c, p = 0, q = 1. 4123 Hz. (l) c, p = 0, q = 1. 4123 Hz.

Figure C.20 – Tracé des douze premières formes propres calculées en supposant l’empilement de
tôles magnétiques isotrope, n = 1, m = 8.

pma, i.e. particulièrement au niveau du frettage des tôles magnétiques dans le tube.

La liaison entre ces deux éléments n’est pas réellement un encastrement tandis qu’elle est consi-
dérée comme telle dans le modèle éléments-finis tridimensionnel. Cette écart de modélisation se
perçoit nettement sur la forme propre calculée (p = 3, q = 0) pour laquelle les génératrices axiales
sont rectilignes, contrairement aux génératrices axiales de la forme propre expérimentale associée.
Expérimentalement, le frettage entre le tube, i.e. élément sur lequel les impacts ont été donnés, et
l’empilement de tôles magnétiques annulaires semble présenter localement des jeux d’assemblage.

En revanche, l’approximation de la modélisation est plutôt satisfaisante pour la prédiction des
dix premières formes propres de catégorie a et b. L’erreur d’approximation relative est globalement
de l’ordre de 5% quand l’hypothèse de matériau isotrope est privilégiée. L’hypothèse de matériau iso-
trope transverse fournit cependant une meilleure approximation dont l’erreur relative est de l’ordre
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Catégorie p q Mesurées (Hz) Calculées (Hz) Ecart (%)
a 1 0 945 947 0,2
a 1 0 951 947 −0,4
b 1 1 1195 1176 −1,7
b 1 1 1200 1176 −2,1
a 3 0 2389 2580 7,9
a 3 0 2393 2582 7,7
a 3 1 2930 2953 1,5
a 3 1 2952 2961 0,7
b 1 2 3607 3575 −1,4
b 1 2 3638 3575 −1,8
C 0 1 3779 3324 −12
C 0 1 3800 3335 −12

Tableau C.10 – Comparaison des douze premières fréquences propres mesurées et calculées en
supposant l’empilement de tôles magnétiques isotrope transverse, n = 3, m = 8.

Ez (N ⋅m−2) Ex = Ey (N ⋅m−2) Gxz = Gyz (N ⋅m−2) Gxy (N ⋅m−2) νxz = νyz νxy
8.854 ⋅ 1010 1.1027 ⋅ 1011 4.3075 ⋅ 1010 2.0533 ⋅ 1010 0.28 0.28

Tableau C.11 – Propriétés constitutives optimales obtenues en supposant l’empilement de tôles
magnétiques isotrope transverse, n = 3, m = 12.

Catégorie p q Mesurées (Hz) Calculées (Hz) Ecart (%)
a 1 0 945 956 1.2
a 1 0 951 956 0.5
b 1 1 1195 1192 −0.3
b 1 1 1200 1192 −0.6
a 3 0 2389 2607 9.1
a 3 0 2393 2609 8.3
b 3 1 2930 2989 2.0
b 3 1 2952 2989 1.3
b 1 2 3607 3664 1.6
b 1 2 3638 3669 0.8
C 0 1 3779 3407 −9.8
C 0 1 3800 3422 −9.9

Tableau C.12 – Comparaison des douze premières fréquences propres mesurées et calculées en
supposant l’empilement de tôles magnétiques isotrope transverse, n = 3, m = 12.

de 2.4% et 2.6% lorsque le nombre de formes propres sélectionnées est respectivement égale à huit
et douze.

Si l’on estime l’erreur d’approximation sur les douze premières formes propres de catégorie a,
b et c, on constate qu’elle est maximum, e.g. 4.2%, lorsque l’hypothèse de matériau isotrope est
privilégiée puisque la fonctionnelle était basée sur les huit premières fréquences propres mesurées.
Elle vaut ensuite 4% lorsque l’on émet l’hypothèse de matériau isotrope transverse et que l’on recale
le modèle éléments-finis également sur les huit premières fréquences propres mesurées. Elle atteint
finalement 3.8% lorsque le modèle est recalé sur les douze premières fréquences propres mesurées.

Les valeurs des propriétés constitutives de l’empilement de tôles magnétiques annulaires d’un
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C.5. Identification des propriétés constitutives d’un rotor de palier magnétique

(a) a, p = 1, q = 0. 947 Hz. (b) a, p = 1, q = 0. 947 Hz. (c) b, p = 1, q = 1. 1176 Hz.

(d) b, p = 1, q = 1. 1176 Hz. (e) a, p = 3, q = 0. 2580 Hz. (f) a, p = 3, q = 0. 2582 Hz.

(g) b, p = 3, q = 1. 2953 Hz. (h) b, p = 3, q = 1. 2961 Hz. (i) b, p = 1, q = 2. 3324 Hz.

(j) b, p = 1, q = 2. 3335 Hz. (k) c, p = 0, q = 1. 3575 Hz. (l) c, p = 0, q = 1. 3575.

Figure C.21 – Tracé des douze premières formes propres calculées en supposant l’empilement de
tôles magnétiques isotrope transverse, n = 3, m = 8.

rotor pma peuvent donc être comprises dans les intervalles suivants :

7.673 ⋅ 1010 ≤ Ez ≤ 8.854 ⋅ 1010 (N ⋅m−2) , (C.118)

1.067 ⋅ 1011 ≤ Ex = Ey ≤ 1.103 ⋅ 1011 (N ⋅m−2) , (C.119)

1.853 ⋅ 1010 ≤ Gxz = Gyz ≤ 2.053 ⋅ 1010 (N ⋅m−2) . (C.120)
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(a) a, p = 1, q = 0. 956 Hz. (b) a, p = 1, q = 0. 956 Hz. (c) b, p = 1, q = 1. 1192 Hz.

(d) b, p = 1, q = 1. 1192 Hz. (e) a, p = 3, q = 0. 2607 Hz. (f) a, p = 3, q = 0. 2609 Hz.

(g) b, p = 3, q = 1. 2989 Hz. (h) b, p = 3, q = 1. 2989 Hz. (i) b, p = 1, q = 2. 3407 Hz.

(j) b, p = 1, q = 2. 3422 Hz. (k) c, p = 0, q = 1. 3664 Hz. (l) c, p = 0, q = 1. 3669 Hz.

Figure C.22 – Tracé des douze premières formes propres calculées en supposant l’empilement de
tôles magnétiques isotrope transverse, n = 3, m = 12.
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Annexe D

Dynamique des rotors feuilletés en
présence d’effets centrifuges

D.1 De l’intérêt de la raideur géométrique

La modélisation des rotors feuilletés nécessite de combiner trois types de non-linéarités :

– la non-linéarité de type matérielle qui porte sur la loi de comportement du matériau : plasti-
cité, endommagement, etc. . .,

– la non-linéarité de type contact pour laquelle il faut traiter les phases d’adhérence et de dé-
collement,

– la non-linéarité géométrique due à la pré-tension.

Cette dernière à pour effet de modifier la raideur d’un système en fonction des déplacements de
ses degrés de liberté. Dans le but d’appréhender ce concept considéré dans la suite de ce chapitre,
considérons le système mécanique présenté Fig. D.1. Celui-ci est constitué d’une masse ponctuelle
m situé en G et connectée au point A via une raideur kr.

Supposons que ce système puisse se mouvoir, dans le plan {xOy} muni du repère (O, x⃗, y⃗, z⃗),
d’un mouvement de rotation autour de l’axe (A, z⃗) tel que son vecteur instantané de rotation soit
égal à :

ω⃗/0 = ωz⃗. (D.1)

Le repère tournant lié à l’oscillateur est défini par (O, r⃗, t⃗, z⃗) de telle sorte que les vecteurs
unitaires soient orientés de la manière suivante :

(x⃗, r⃗) = (y⃗, t⃗) = ωt. (D.2)

où t représente le temps. L’Eq. (A.208) permet d’exprimer la vitesse de la masse ponctuelle m située
en G : Ð→

V /0 (G) = ω (e + r) t⃗. (D.3)

Précisons que lorsque le système est au repos, i.e. ω = 0, la masse m est excentrée d’une distance
e telle que :

∥Ð→AG∥ = e. (D.4)

On se place alors dans le cadre d’un régime quasi-statique tel que :

∂

∂t
( ) = 0, (D.5)
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CHAPITRE D. Dynamique des rotors feuilletés en présence d’effets centrifuges

�

 

 

Figure D.1 – Oscillateur élémentaire de caractéristiques (kr,m).

c’est-à-dire que l’on considère une vitesse de rotation constante, ω̇ = 0. Ainsi, l’amplitude r de la
réponse du système mécanique sera indépendante de l’orientation du vecteur r⃗ dans le plan {xOy}.
En d’autre termes, il est possible de s’affranchir de l’angle orienté ωt et de ne considérer que la
direction r⃗.

Ce système mécanique forme ainsi un oscillateur élémentaire paramétrique, de paramètre ω,
dont le seul degré de liberté est la variable r.

Les énergies cinétique Te et de déformation Ue de l’oscillateur élémentaire s’expriment donc de
la manière suivante :

Te =
1
2
m [ω (e + r)]2 , (D.6)

Ue =
1
2
krr

2. (D.7)

Le système étant exempté de forces extérieures, l’application des équations de L agrange, Eq. (2.2),
conduit à :

∂

∂t
(∂Te

∂ṙ
) − (∂Te

∂r
) + ∂Ue

∂r
= 0, (D.8)

avec :

∂Ue

∂r
= krr, (D.9a)

∂

∂t
(∂Te

∂ṙ
) − (∂Te

∂r
) = −ω2m (e + r)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
f(r,ω)

. (D.9b)

L’Eq. (D.9b) laisse apparaître la force centrifuge f (r,ω) dûe à l’accélération centripète de la
masse m, subsistante malgré le régime quasi-statique.
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D.1. De l’intérêt de la raideur géométrique

�
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Figure D.2 – Amplitude de la réponse quasi-statique d’un oscillateur élémentaire en considérant
une raideur constante kr = k.

D.1.1 Réponse quasi-statique d’un oscillateur élémentaire de raideur constante

Considérons une raideur kr constante définie par :

kr = k. (D.10)

En substituant les Eq. (D.10), Eq. (D.9b) et Eq. (D.9a) dans l’Eq. (D.8), la réponse quasi-statique
de l’oscillateur élémentaire est alors régie par l’équation suivante :

−ω2m (e + r) + kr = 0,

⇔ r = ω2me
(k−ω2m)

.
(D.11)

L’expression de la réponse quasi-statique fait apparaitre clairement qu’il existe une valeur cri-
tique ωc du paramètre ω pour laquelle le système est instable, Fig. D.2, telle que :

k − ω2
cm = 0,

⇔ ωc = ( k
m
)

1
2 .

(D.12)

L’Eq. (D.11) s’écrit alors :

r = e

[(ωcω )2 − 1]
. (D.13)
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CHAPITRE D. Dynamique des rotors feuilletés en présence d’effets centrifuges

�
�

�
�

�
�

Figure D.3 – Amplitude de la réponse quasi-statique d’un oscillateur élémentaire en considérant
une raideur paramétrique kr = k + kG (r,ω).

Aux passages aux limites, on a donc :

● ω = 0, e + r → e ● ω → +∞, e + r → 0−,

● ω → ω−c , e + r → +∞ ● ω → ω+c , e + r → −∞.

D.1.2 Réponse quasi-statique d’un oscillateur élémentaire possédant une rai-
deur géométrique

Considérons désormais une raideur non-linéaire kr définie par :

kr = k + kG (r,ω) , avec kG (r,ω) = ω
2m

e
(e + r) . (D.14)

où kG (r,ω) est directement fonction de l’amplitude r.

En substituant les Eq. (D.14), Eq. (D.9b) et Eq. (D.9a) dans l’Eq. (D.8), la réponse quasi-statique
de l’oscillateur élémentaire est alors régie par l’équation suivante :

−ω2m (e + r) + ω2m
e (e + r) r + kr = 0,

⇔ r2 + (ωc
ω
)2
er − e2 = 0.

(D.15)
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D.1. De l’intérêt de la raideur géométrique

Le discrimant de l’Eq. (D.15) du second de degré :

∆r = [(ωc
ω

)
4

+ 4] e2 > 0, (D.16)

fournit les deux solutions définies par :

r1,2 =
1
2
e

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
± [(ωc

ω
)

4

+ 4]
1
2

− (ωc
ω

)
2⎤⎥⎥⎥⎥⎦

avec r ∈ R+,∀ω ∈ R+, (D.17)

dont on ne conserve que celle qui est positive. En posant l’égalité :

Ω = ω

ωc
, (D.18)

l’Eq. (D.17) devient alors :

r = 1
2
e

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
[( 1

Ω
)

4

+ 4]
1
2

− ( 1
Ω
)

2⎤⎥⎥⎥⎥⎦
. (D.19)

Aux passages aux limites, on a finalement :

● Ω = 0, e + r → e ● Ω → +∞, e + r → 2e,

Lorsque Ω = 1, on a donc :

e + r → e + e [
√

5−1
2 ] = e + e

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

√
5+1
2

²
ϕ

−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

⇔ e + r → eϕ,

(D.20)

où ϕ est le nombre d’Or.

D.1.3 Conclusion

On constate que la prise en compte du terme kG (r,ω), Eq. (D.14), a pour effet de stabiliser la
réponse du système, Fig. D.3. En effet, la non-linéarité géométrique induit une augmentation de la
raideur du système directement liée à l’amplitude de la réponse r. Il est évident que l’asymptote de
la réponse en r = 2e est purement académique et physiquement non acceptable en ce sens où, bien
qu’un système réel puisse être sujet au stiffening effect, ce dernier possède toutefois des proprié-
tés matérielles qui ne sont pas constantes pour un état de chargement infini, lequel conduirait à la
rupture du matériau.

Cet effet est considéré dans le chapitre ci-après dans le but de modéliser la non-linéarité géomé-
trique issue de la déflexion transversale des tirants sous un chargement de type centrifuge.
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CHAPITRE D. Dynamique des rotors feuilletés en présence d’effets centrifuges

D.2 Algorithme d’appariement des nœuds maîtres et des éléments
finis esclaves

Algorithm 9 Algorithme d’appariement des nœuds maîtres et des éléments finis esclaves
1: for i = emi , . . . , emf , i ∈N, do
2: Pour les éléments finis maîtres mKi

3: Sélection du ie nœud maître M i
m

4: for k = esi , . . . , esf , k ∈N, do
5: Pour chaque élément fini esclave sKk

6: Sélection des ke et (k − 1)e nœuds esclaves associés Mk
s et Mk−1

s

7: Détermination de la normal au contact n (M i
m), Eq. (5.46), Eq. (5.48) et Eq. (5.47) :

n⃗ (M i
m) = 1

2
(n⃗l (M i

m) + n⃗r (M i
m)) . (D.21)

8: Détermination de la position du ie point C (M i
m) et des paramètres αs et αn, Eq. (5.56),

Eq. (5.59) et Eq. (5.57) :

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

ÐÐÐÐÐÐÐ→
Mk
s C (M i

m) = αs
ÐÐÐÐÐ→
Mk
sM

k−1
sÐÐÐÐÐÐÐ→

M i
mC (M i

m) = αn n⃗ (M i
m)

.

9: if αs ∈ [0,1] then
10: Incrémentation du ke élément fini esclave sKk associée au ie nœud maître M i

m

11: Incrémentation de la frontière de contact du domaine esclave Γsc :

Γsc = Γsc ∪ sKk.

12: Incrémentation de la frontière de contact du domaine maître Γmc :

Γmc = Γmc ∪mKi.

13: end if
14: end for
15: end for
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D.3. Algorithme du point fixe

D.3 Algorithme du point fixe

Algorithm 10 Algorithme du point fixe

1: δ0 ∈ Rnδ , P0, E0, ω, β, εn ∈ R donné. Les conditions aux limites sont appliquées en utilisant
une méthode de pénalité ⇒ Kbc, Fbc

2: while ∥δj+1−δj∥

∥δj+1∥
< β do

3: for mKi ∈ Ωm, i = emi . . . emf do
4: Trouver le ke indice, i.e. l’élément fini sKk, sur lequel M i

m est projeté, Alg. 9
5: if ign ≤ 0 then
6: Calculer et assembler le vecteur iF j

n

7: Calculer et assembler la matrice de raideur de contact permanent Kc

8: end if
9: La charge centrifuge transvrsale qF j

c est alors calculée :

qF j
c = qρmω

2qSm (eti + qwjm) , q = [i, i + 1]

10: La longueur iljm de chaque élément fini Ke est calculée :

iljm = [(i+1wjm − iwjm)2 + (ilm + i+1vjm − ivjm)2]
1
2

11: Calcul de la charge longitudinale iP qui agit sur mKi :

iP jm = iEm
iSm

iljm
ilm

⇒ iKj
G (iP j)

12: La condition à la limite iP jm est appliquée à l’empilement :

esf P js = −
emf P jm

13: end for
14: for Kk ∈ Ωs, k = ei . . . ef do
15: Le module d’Y oung de l’empilement est évalué :

Eis = E0 (
esf P j

P0
)

8
5

⇒ kKj
f (E

i
s)

16: end for
17: Le système suivant est alors résolu :

δj+1 =Kj
nl (ω, δ

j)−1
F j
nl (ω, δ

j)

18: end while
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CHAPITRE D. Dynamique des rotors feuilletés en présence d’effets centrifuges

D.4 Caractéristiques des paliers hydrodynamiques
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Figure D.4 – Raideur des paliers (N ⋅m−1) en fonction de la vitesse de rotation.
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Figure D.5 – Amortissement des paliers (N ⋅ s ⋅m−1) en fonction de la vitesse de rotation.
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Annexe E

Modélisation raffinée d’un rotor feuilleté
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CHAPITRE E. Modélisation raffinée d’un rotor feuilleté

E.1 Introduction

Cette section présente un modèle éléments finis de rotor mgv feuilleté considérant la structure
intrinsèque du feuilletage, i.e. une modélisation raffinée prenant en compte tous les composants

élémentaires du feuilletage. Une tôle magnétique d’épaisseur et est constituée d’un disque laminé
en acier dont les faces sont vernies avec une résine isolante.

On se propose alors de modéliser indépendamment les disques laminés des couches de vernis,
lesquels présentent une épaisseur ev pouvant varier de manière relativement importante, e.g. ±30%,
telle que :

2 ⋅ 10−6m ≤ ev ≤ 4 ⋅ 10−6m. (E.1)

Ainsi, la connaissance des caractéristiques mécaniques d’un disque laminé, d’une part, et sur-
tout du vernis qui le recouvre, d’autre part, permettrait de prédire le comportement dynamique de
tous rotors feuilletés car on pourrait penser que ces constituants élémentaires du feuilletage soient
invariantes. Les disques laminés ne présentent pas de difficulté particulière dans la démarche de
modélisation puisque ces propriétés sont parfaitement connues, Tab. E.3.

En revanche, outre sa masse volumique présentée dans le Tab. E.3, le vernis est un matériau
dont les propriétés constitutives sont difficiles à qualifier. Sa composition est connues, Tab. E.2,
mais la détermination analytique des ses propriétés, e.g. à partir de loi de mélange, peut être délicate
ou conduire à des valeurs aberrantes, i.e. module d’Y oung de l’ordre de 1011 N ⋅m−2. Une procédure
d’identification a donc été privilégiée pour déterminer les propriétés constitutives du vernis d’un
rotor feuilleté.

Composant Masse volumique Module d’Y oung Coefficient Module de C oulomb
(kg ⋅m−3) (N ⋅m−2) de Poisson (N ⋅m−2)

Vernis 1450 1.28 ⋅ 1011 ? ?
Disque laminé 7650 2.05 ⋅ 1011 1

3 7.68 ⋅ 1010

Tableau E.1 – Propriétés constitutives des éléments constituant une tôle magnétique.

Composant Proportion (%) Module d’Y oung (N ⋅m−2)
Résine synthétique 25 3.16 ⋅ 109

Charge minérale 75 1.70 ⋅ 1011

Tableau E.2 – Modules d’Y oung des éléments constituant le vernis.

E.2 Modélisation élémentaire d’un feuilletage

On considère le rotor mgv sur lequel des mesures ont été réalisées au laboratoire, Chapitre 3,
et dont les caractéristiques géométriques du feuilletage sont présentées dans le Tab. E.3. On peut
alors définir la densité linéique d’interface du feuilletage grâce l’Eq. (1.1), Chapitre 1, telle que :

N = nt + 1
Ls

= 1
et
+ 1
Ls

= 1
5 ⋅ 10−4

+ 1
3.78 ⋅ 10−1

∼ 2.0026 ⋅ 103 m−1, (E.2)

ce qui conduit à nombre nt tôles magnétiques du feuilletage, tel que :

nt = LsN − 1 = 756. (E.3)
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E.3. Stratégie d’optimisation

Le modèle éléments-finis considère chaque composant élémentaire comme un élément de poutre
de T imoshenko, Fig. E.2. Notons que les tirants et barres de court-circuit ne sont pas modélisés
ici car il s’agit avant tout d’appréhender le comportement d’un modèle raffiné de feuilletage.

L’empilement des nt tôles magnétiques, i.e. présentant nt + 1 interfaces, sera modélisé par :

– nt = 756 éléments-finis de disque laminé de longueur et − 2ev,
– 755 éléments-finis de vernis de longueur 2ev, à l’interface de deux disques laminés contigus,

comme l’illustre la Fig. E.1,
– 2 éléments-finis de vernis de longueur ev, situés aux extrémités du feuilletage,

ce qui représente 1 513 éléments finis nécessaires à la description raffinée du feuilletage.

�

y

te 2 ve

�

z

⋯⋯

⋯⋯

ve

sD

Figure E.1 – Disposition des éléments finis de disque laminé (∎) et vernis (∎).

Longueur Ls (m) Diamètre Ds (m) Épaisseur et (m) Épaisseur ev (m)
3.78 ⋅ 10−1 2.463 ⋅ 10−1 5 ⋅ 10−4 3 ⋅ 10−6

Tableau E.3 – Caractéristique géométrique du feuilletage.

Figure E.2 – Modèle éléments finis d’un rotor mgv feuilleté de taille 3, Ne = 1 559.

E.3 Stratégie d’optimisation

Les propriétés constitutives du vernis sont alors définies par le vecteur x ∈ Rn avec {xp}p=1...n
tel que :

x = (Ev,Gv)t , avec n = 2, (E.4)
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CHAPITRE E. Modélisation raffinée d’un rotor feuilleté

où Ev et Gv représentent respectivement les modules d’Y oung et de C oulomb du vernis. Le coeffi-
cient de Poisson ayant été fixé tel que υv = 0.28.

Afin de déterminer les propriétés constitutives du vernis, une procédure d’identification a été
réalisée en minimisant une fonctionnelle basée sur l’écart relatif entre pulsations propres mesurées
et calculées telle que :

f (x) = 1
2

m

∑
k=1

Fωk (x)2, (E.5)

où Fωk est définie dans l’Eq. (4.8) et m est le nombre de modes considérés dans la procédure d’op-
timisation.

La stratégie d’optimisation consiste à minimiser une fonctionnelle f , Eq. (E.5), en résolvant le
problème ci-dessous :

T rouver x∗

tel que min
x∗∈Rn

f (x) ,
(E.6)

avec l’algorithme de L evenberg-M arquardt, Alg. 7 défini dans l’Annexe C.1.3.

E.4 Identification des propriétés constitutives du vernis

Le modèle éléments finis ramifié présenté sur la Fig. E.2 est composé du domaine de Ne = 1 573
éléments finis, i.e. nδ = 3 148. Le domaine d’optimisation est défini par l’union des éléments finis
Ke modélisant chaque couche de vernis telle que :

nt

⋃
e=1

Kei+2(e−1), (E.7)

avec ei = 32 et ef = ei + 2 (nt − 1) = 1 544.

Module d’Y oung (N ⋅m−2) Module de C oulomb (N ⋅m−2) Coefficient de Y oisson
Ev Gv υv

6.8555 ⋅ 1010 3.4071 ⋅ 109 2.7425 ⋅ 10−1

Tableau E.4 – Valeurs optimales x∗1 , x
∗
2 des propriétés constitutives du vernis, ev = 3µm.

La procédure d’identification des propriétés constitutives du vernis a été réalisée en considérant
les quatre premières pulsations propres dans l’algorithme d’optimisation, i.e. m = 4.

Les valeurs initiales des paramètres d’optimisation x0, Alg. 7, ont été fixées comme suit :

x0
1 = 0.5 ⋅ 109, (E.8a) x0

2 =
x0

1

2 (1 + υv)
, (E.8b)

où x0
1 et x0

1 sont exprimés en (N ⋅m−2). Les bornes inférieures et supérieures des intervalles conte-
nant les variables d’optimisation x ont été définies comme dans l’Eq. (4.78).

Ainsi, pour une épaisseur de vernis fixée à ev = 3µm, les propriétés constitutives du vernis ont été
identifiées, Tab. E.4, à partir des quatre premières pulsations propres présentées dans le Tab. E.5.
La Fig. E.3 présente l’évolution de la fonctionnelle f , pour m = 4 modes, au cours du processus
d’optimisation qui a convergé en i = 17 itérations vers l’optimum (x∗1 , x∗2). L’évolution des variables
d’optimisation relative x̄ , au cours du processus de minimisation, est présentée sur la Fig. E.4 et
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E.4. Identification des propriétés constitutives du vernis
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Figure E.3 – Évolution de la norme de la différences des itérés successifs (△), fonctionnelle (+),
norme de gradient (Z) et paramètre d’amortissement (◯) au cours des 17 itérations. La convergence
est atteinte en 219 s.

correspond à une durée de convergence égale à 219 s.

Les faibles valeurs des erreurs relatives entre les fréquences propres calculées et mesurées, com-
prises entre −0.048% et 0.748%, indiquent une qualité satisfaisante d’identification des propriétés
constitutives du vernis ainsi qu’une bonne prédictivité du modèle éléments finis.

Remarque 35: En se référant à l’article proposé par [15], il est possible de déterminer les flexibilités
moyennes par interface qui agissent au niveau de deux disques laminés contigus, Eq. (1.5a) et Eq.
(1.5b) telles que :

C = 1
N

( 1
E
− f

Ea
) , (E.9a) S = 1

N
[ 1
G
− 2 (1 + υa)

Ea
f] , (E.9b)

où Ea et υa sont les modules d’Y oung et coefficient de Poisson des disques laminés, N est la
densité linéique d’interface définie dans l’Eq. (1.1). Par ailleurs, pour les rotors feuilletés mgv, le
facteur d’empilement f est de l’ordre de 0.97.

Il vient alors :

C = 4.8479 ⋅ 10−015m3 ⋅N, (E.10a) S = 1.4048 ⋅ 10−013m3 ⋅N. (E.10b)

Par ailleurs, la faible valeur du module de C oulomb identifié met en exergue le caractère très
cisaillant du feuilletage. En effet, celui-ci se comporte localement comme une pluralité de disques
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Figure E.4 – Évolution des itérés successifs x̄p, i.e. valeurs relatives des modules d’Y oung (5)et
de C oulomb (+) au cours des itérations.

indéformables ayant uniquement la possibilité de se mouvoir latéralement dans un mouvement de
translation perpendiculaire à leur axe de révolution, Fig. E.5.

::::

Indice Mesurée (Hz) Calculée (Hz) Erreur (%)
1ere 856.40 854.40 −0.233
2e 1230.0 1237.6 0.625
3e 1713.3 1761.6 2.820
4e 2330.6 2286.8 −1.876

Tableau E.5 – Valeurs des quatre premières fréquences propres calculées et mesurées. Les fré-
quences propres calculées ont été obtenues en considérant une épaisseur de vernis ev = 3µm.

E.5 Sensibilité du feuilletage

A partir des valeurs optimales des propriétés constitutives du vernis présentées dans le Tab. E.4,
une étude paramétrique a été réalisée sur l’évolution des quatre premières fréquences propres de
flexion, Fig. E.6, du rotor feuilleté, de taille 3, en fonction de l’épaisseur de vernis ev dont la plage
de variation est ev ∈ [2, 4] (µm).

L’accroissement global des quatre premières fréquences propres est compris entre 4 % et 15 %
pour des variations d’épaisseurs de vernis comprises entre 2µm et 4µm. L’épaisseur de vernis est
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Figure E.5 – Mise en évidence d’une flexibilité de cisaillement d’interface sur la troisième forme
propre du rotor feuilleté de taille 3.

alors un paramètre auquel le modèle est sensible.

Ainsi, si cette démarche de modélisation du feuilletage est adoptée pour prévoir le comportement
dynamique de futurs rotors, il semble alors indispensable de connaître avec précision la valeur de
l’épaisseur de vernis isolant les disques laminés.

E.6 Invariance ou dépendance

Un second rotor mgv de taille 1 (mgv1) dont les fréquences propres ont été mesurées, Fig. E.7,
a été modélisé en considérant les propriétés constitutives de vernis identifiées, Tab. E.4. Le modèle
éléments-finis est présenté Fig. E.8 et comprend nδ = 6 110 degrés de liberté.

Les quatre premières fréquences propres de flexion calculées sont présentées dans le tableau
Tab. E.6. Les fréquences mesurées et calculées présentent des écarts relativement importants. Les
rotors mgv de taille 1 ayant une précontrainte d’assemblage plus élevée que celle des rotors mgv
de taille 3, il est possible que l’épaisseur de vernis soit plus faible.

Une nouvelle simulation a donc été réalisée en considérant une épaisseur de vernis de 2µm,
Tab. E.6. Les résultats montrent une diminution notable des écarts relatifs désormais compris entre
4 % et 9 %.
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Figure E.6 – Évolution des quatre premières fréquences propres de flexion en fonction de l’épaisseur
de vernis ev. f1 (+), f2 (+), f3 (+), f4 (+),
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Figure E.7 – Fonctions de transfert mesurées sur un rotor feuilleté de taille 1.

E.7 Conclusion

Il été proposé un modèle raffiné de feuilletage prenant en compte chaque tôle magnétique de
l’empilement, mais également chaque couche de vernis isolant. Tous ces composants élémentaires
ont été considérés comme des éléments de poutres de T imoshenko afin de développer un modèle
éléments finis. En revanche, les propriétés constitutives des couches de vernis n’étaient a priori pas
connues ou très grossièrement qualifiées, i.e. surestimées.
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E.7. Conclusion

Figure E.8 – Modèle éléments finis d’un rotor mgv feuilleté de taille 1, Ne = 6 110.

Indice Mesurée (Hz) Calculée (Hz) Erreur (%) Calculée (Hz) Erreur (%)
ev = 3µm ev = 2µm

1ere 370.00 331.43 10.42 355.77 3.85
2e 660.00 612.31 7.226 638.24 3.29
3e 1070.0 929.27 13.15 981.15 8.27
4e 1517.5 1308.35 13.78 1517,5 8.51

Tableau E.6 – Valeurs des quatre premières fréquences propres de flexion calculées et mesurées
sur un rotor feuilleté de taille 1. Les fréquences propres calculées ont été obtenues en considérant
successivement des épaisseurs de vernis de ev = 3µm et ev = 2µm.

Une procédure d’identification a alors été réalisée pour déterminer les propriétés constitutives des
couches de vernis. Une étude paramétrique consistant à étudier l’évolution des fréquences propres
de flexion du rotor en fonction de l’épaisseur de vernis a permis de constater que le modèle était
très sensible à ce paramètre qui a pourtant des dimensions microscopiques. Ce paramètre ne doit
donc pas être négligé si le choix de tel modèle de feuilletage est privilégié. Par ailleurs, utiliser
des propriétés de vernis identifiées sur un rotor donné, pour prévoir le comportement dynamique
d’un autre rotor aux dimensions de feuilletage différentes, a permis de mettre évidence le caractère
non-invariant des propriétés constitutives ou bien de l’épaisseur de la couche de vernis. En effet, la
confrontation des fréquences propres mesurées et calculées sur des rotors mgv de tailles différentes,
a montré que l’épaisseur de vernis était susceptible de varier suivant la précontrainte d’assemblage
du feuilletage, les rotors mgv1 étant assemblés avec une précontrainte d’assemblage supérieure à
celle des rotors de taille inférieure.

Ainsi, ce constat amène à penser que privilégier des propriétés constitutives homogénéisées de
l’empilement tôles, i.e. englobant celles du disque laminé et du vernis, est solution pertinente qui
permettrait de réduire notablement le nombre de degrés de liberté des modèles de rotors feuilletés.
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