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Résumé

Ce travail a pour objet l’étude de la stabilité des ensembles tournants lorsquedes termes

d’amortissement interne (dus aux matériaux) et d’amortissement externe (paliers) sont introduits

dans le modèle. La majorité des études identifiées dans la littérature sont fondées sur des dévelop-

pements numériques. La principale difficulté réside dans l’évaluation des paramètres physiques

de l’amortissement interne qui permettent une prédiction des instabilités potentielles avec une

précision suffisante.

Afin de considérer des propriétés mécaniques réelles en terme d’amortissement interne, un

modèle rhéologique de solide viscoélastique associé à une approche générale éléments finis de

type poutre est développée, incluant les effets de cisaillement transverse. Après une description

théorique (choix du modèle d’amortissement interne et équations du mouvement), une première

application valide la méthode proposée. L’influence de l’amortissement sur les fréquences et les

seuils d’instabilité est analysée via une étude paramétrique. Les résultats sont comparés à ceux

obtenus à partir d’une approche analytique et à partir des expérimentations en rotation.

Une seconde application s’intéresse à la stabilité dynamique d’un rotor composite avec prise en

compte de l’amortissement interne et du cisaillement transverse. Une théorie simplifiée d’homogé-

néisation de poutre (SHBT : Simplified Homogenized Beam Theory), associée à une formulation

éléments finis est introduite et utilisée pour évaluer les fréquences naturelles et les seuils d’instabi-

lité. Cette théorie est comparée avec d’autres théories issues de la littérature(EMBT : Equivalent

Modulus Beam Theory), EMBT modifié et (LBT : Layerwise Beam Theory). Une étude qualita-

tive montre l’influence de différents paramètres (orientations, séquences d’empilement, etc...) ainsi

que les effets du cisaillement transverse lorsque ce dernier est introduitdans le modèle. Les effets

associés sont traduits directement en terme de fréquences et de seuils d’instabilité de la structure

tournante lorsque des empilements symétriques aussi bien qu’asymétriques sont considérés.

M OTS CLÉS: Dynamique des Rotors, Amortissement Interne et Externe, Critère de Stabilité,

Rotor Composite, Amortissement, Stabilité, Seuil d’Instabilité, Cisaillement Transverse, Élément

Finis, Théorie de Poutre





Abstract

This work deals with the study of dynamic instabilities within rotating assemblies due toin-

ternal damping effects. In order to consider realistic mechanical properties, in terms of internal

damping, a rheological model is associated to a general finite element beam approach, including

transversal shear. After a description of the theoretical background(choice of internal damping

model and equations of motion), a first application illustrates the ability of the proposed model.

The influence of damping on frequencies and on instability thresholds is investigated using a para-

metric study. Results are compared to those obtained from an analytical approach as well as from

experiments.

A second application is concerned with the dynamic instability of an internally damped rota-

ting composite shaft. A Simplified Homogenized Beam Theory (SHBT), which takes into account

internal damping, is introduced and then used to evaluate natural frequencies and instability thre-

sholds. The results are compared to those obtained by using an Equivalent Modulus Beam Theory

(EMBT) widely used in the literature, a Modified Equivalent Modulus Beam Theory and a Layer-

wise Beam Theory (LBT). The influence of laminate parameters : stacking sequences, fiber orien-

tation and transversal shear effect on natural frequencies and instability thresholds of the shaft is

studied via a parametrical study. This parametric study shows that shaft instability thresholds can

be very sensitive to all these parameters.

M OTS CLÉS: Rotordynamics, Internal and External Damping, Stability Criterion, Composite

Shaft, Damping, Stability, Instability Threshold, Transversal Shear, FiniteElement, Beam Theory
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Introduction

Les machines tournantes telles que les pompes, les turbines (ou turbomachines) et les com-

presseurs sont devenues depuis nombreux années des éléments indispensables pour l’industrie

moderne. Les constructeurs sont amenés à améliorer leurs produits. Lesprogrès effectués dans la

conception et la fabrication permettent aujourd’hui d’augmenter à la fois les performances et le

rendement des machines en les faisant fonctionner dans des gammes de vitesse de rotation de plus

en plus élevées. Cependant, les efforts générés, de plus en plus importants, sollicitent fortement le

comportement dynamique global de la machine et les amplitudes vibratoires deviennent souvent

trop élevées pour que la structure puisse les supporter. Pour cela, l’amplitude de déformation de

l’arbre doit être maîtrisée et ses fréquences de résonance connues afin d’éviter qu’une trop grande

vibration engendre un moindre rendement, un bruit trop important ; et cette vibration peut même

aboutir à l’instabilité et à l’endommagement du système : rupture par fatigue, endommagement

des paliers, frottement rotor/stator. L’étude de la dynamique des machines tournantes est donc

plus que jamais d’actualité.

L’arrivée des matériaux composites a ouvert de nouvelles voies en augmentant la performance

des machines industrielles (secteurs automobile, aéronautique et spatial) grâce à leurs qualités

intrinsèques telles que la légèreté (associée à des caractéristiques de résistance élevée) et la bonne

tenue à la corrosion. Le spectre d’utilisation de ces machines s’est élargiegrâce au développement

de matériaux nouveaux, élaborés à partir de nouvelles philosophies de conception et de fabrication.

La maîtrise de comportements vibratoires nécessite une prévision des caractéristiques d’amor-

tissement des rotors, en particulier l’amortissement dû aux parties tournantes (amortissement in-

trinsèque du matériau) qui peut engendrer une instabilité en régimes super-critiques. Cette prédic-

tion est fondamentale dans la conception des machines tournantes afin de fournir une idée précise

des plages " sécurisées " en terme de vitesses de rotation.

La thématique de recherche abordée dans le cadre de ce doctorat concerne l’étude du

comportement dynamique de rotors, et plus précisément, leur stabilité en rotation à partir de la

prise en compte de l’amortissement interne tournant, et ce, quelque soit leurnature en matériaux

conventionnels métalliques ou encore en matériaux composites. Ce travail de doctorat s’inscrit

dans le continuité des travaux initiés par Hochard C. et Montagnier O. (Laboratoire de mécanique

et d’acoustique (LMA), Marseille). Un partenariat a été engagé suite aux études analytique et

1



Introduction

expérimentale menées au LMA. Ainsi un modèle Éléments Finis à même de prendre en compte

l’amortissement interne a été développé au sein de l’équipe Dynamique et Contrôle des Structures

du Laboratoire de Mécanique des Contacts et des Structures (LaMCoS)de l’INSA de Lyon. Des

applications réalisées sur des arbres métalliques et composites valident cesmodèles numériques.

Le présent mémoire s’organise autour de quatre chapitres.

A partir d’une recherche bibliographique, le premier chapitre présente une vision globale de

l’état de l’art dans le domaine de la stabilité des machines tournantes. L’état d’avancement des

recherches scientifiques y est résumé de manière non exhaustive. Après une description sommaire

des modèles d’amortissement, les connaissances acquises soit à partir de modèles analytique et/ou

Élément Finis sont récapitulées, que celles-ci concernent des matériauxconventionnels ou des ma-

tériaux de nouvelles technologie (composites). Le chapitre se termine par unrecensement succinct

de l’influence des paramètres de paliers selon leurs natures diverses,cette voie de prospection

sortant du cadre de cette étude envisagée.

Afin de mieux appréhender les phénomènes qui régissent le comportementdynamique des

structures tournantes, notamment la prise en compte de l’amortissement interne, le deuxième cha-

pitre présente en premier lieu une modélisation analytique qui, contrairement à laplupart des

travaux issus de la littérature, inclut les effets gyroscopiques. Il est alors possible d’effectuer des

études paramétriques en fonction du rapport d’amortissement externe etinterne pour évaluer les

seuils d’instabilité de façon plus précise. Toutefois au regard des problèmes réels industriels de

dimensionnement, ces modèles analytiques trouvent leurs limites. Les modélisationspar Éléments

Finis deviennent alors indispensables. Cependant, à l’heure actuelle, iln’existe pas sur le marché

de code Éléments Finis à même d’inclure, de manière simple et réaliste, l’amortissement interne

du matériau, identifié expérimentalement. La seconde partie de ce chapitre décrit un modèle Élé-

ments Finis de type unidimensionnel fondé sur des EF du type poutre. L’ensemble des matrices

incluant en particulier l’amortissement interne est exposé ; une méthode de résolution spécifique

accompagne ces développements.

Le troisième chapitre, décrivant brièvement la conception d’un banc d’essai développé au

sein du Laboratoire de Mécanique des Contacts et des Structures de L’INSA de Lyon, démontre

les aspects physiques de l’instabilité des systèmes en rotation. Les phénomènes d’instabilité au

passage des vitesses critiques sont illustrés expérimentalement à partir d’essais en rotation sur des

tubes de différentes longueurs, à partir d’essais de montée en vitesse. Puis la méthode Élément

Finis proposée est validée par comparaison à un modèle analytique et des essais expérimentaux

issus de la littérature.

Le quatrième chapitre étend ces développements EF aux cas des arbres composites amortis.

Une théorie d’homogénéisation simplifiée de poutre, prenant en compte l’amortissement interne de

chaque pli constituant l’empilement est décrite. Cette théorie est comparée avec d’autres théories

issues de la littérature. Une application réalisée sur un système Arbre-Disque illustre, via une
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étude paramétrique, l’influence de l’angle d’orientation des fibres et de l’ordre de la séquence

d’empilement sur les fréquences propres du système en rotation et les seuils d’instabilité associés.

Finalement l’influence des effets de cisaillement transverse est abordée.

Le présent mémoire se termine par une conclusion recensant les principales avancées du travail

effectué et expose brièvement les développement théoriques et expérimentaux futurs.
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Chapitre 1

Position du problème

1.1 Etat de l’art

Pour les machines industrielles, dont la complexité s’est sans cesse accrue, la compréhension

et le diagnostic des phénomènes vibratoires mis en jeu nécessitent des simulations de plus en plus

fines de leur comportement.

Dans ce contexte, la prévision des caractéristiques d’amortissement et deleurs effets est fon-

damentale pour la conception des machines tournantes afin de fournir une idée précise des plages

de rotation "sécurisées". Pour cela, au cours des dernières années, beaucoup d’études dynamiques

se sont concentrées sur la modélisation des effets dissipatifs, la prévisiondes vitesses critiques,

des réponses au balourd et enfin sur la prévision des seuils d’instabilité.

D’une manière générale, l’amortissement traduit la dissipation d’énergie dusystème vibra-

toire. Il est l’un des facteurs les plus difficiles à quantifier en dynamique des structures et en

raison de ses origines diverses, sa prise en compte dans un modèle élément finis n’est pas aisée.

L’amortissement est présent naturellement et est souvent introduit pour contrôler les vibrations.

Les concepteurs ont donc besoin de méthodes robustes de prédiction pour optimiser le choix des

dispositifs ou des matériaux qui améliorent le comportement de la structure.

L’amortissement se traduit par différents mécanismes de rayonnement ou de dissipation interne

au système. Crandall [Cra70] et Gibson [GA93] ont écrit des synthèses sur les propriétés des

mécanismes d’amortissement connus et les modèles mathématiques employés pourles modéliser.

La figure (1.1) permet de distinguer 4 mécanismes différents d’amortissement [Osi98] :
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1. Position du problème

xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx

amortissement
interne

(microstructure)

Amortissement 
structural

structure
2

structure 1

Frottement

FIG . 1.1:Schéma d’amortissement

– Amortissement interne (amortissement dû au matériau) : Ce type d’amortissement inclut

toutes les manières possibles de dissipation d’énergie liée seulement à la structure interne du

système vibratoire. Ces mécanismes d’amortissement apparaissent dans lesmatériaux sous

contrainte et déformation variables avec des caractéristiques irréversibles. L’amortissement

est introduit ici à partir des lois de comportement de ce matériau [NGP85].

σ+α
dσ
dt

= E

(
ε+β

dε
dt

)
(1.1)

où : σ est la contrainte,ε est la déformation,E est le module élastique d’Young etα et β
sont les paramètres d’amortissement dus au matériau.

– Amortissement structural : Cette désignation traduit l’énergie dissipée produite aux surfaces

de contact des éléments avec des interfaces permanentes (ex : accouplement-arbre).

– Amortissement par friction dans les interfaces glissantes (sliding joints) présent lors d’un

mouvement relatif entre les surfaces en contact (paliers glissants)

– Amortissement hydrodynamique et aérodynamique : Le mouvement d’un système dans un

liquide ou gaz est amorti par ces milieux.

Ces amortissements sont généralement modélisés à partir de deux modèles de comportement :

visqueux et hystérétique. La différence principale entre ces deux modèles réside essentiellement
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Etat de l’art

dans le fait suivant : l’énergie dissipée par cycle pour un amortissementvisqueux dépend de la fré-

quence (vitesse de rotation) tandis que l’énergie dissipée pour un amortissement de type hystéré-

tique ne dépend pas de la fréquence (Nashif [NGP85]) (voir Annexe A). L’amortissement visqueux

est fréquemment utilisé pour modéliser l’amortissement interne. L’amortissement hystérétique est

souvent traité comme un amortissement visqueux équivalent dans le cas d’une excitation harmo-

nique, suivant l’équation 1.2 dans le repère tournant (Wettergren [Wet94]).

Ceq = ηk/ |ω−Ω| (1.2)

avecη facteur de perte,ω fréquence naturelle,Ω est la vitesse de rotation,k la raideur etCeq

l’amortissement visqueux équivalent.

Tout type d’amortissement associé à des parties non-tournantes de la machine joue un rôle sta-

bilisant sur la dynamique. En revanche l’amortissement intervenant dans les éléments en rotation

peut déclencher une instabilité en régime supercritique.

La première étude des rotors en rotation avec prise en compte de l’amortissement interne a

été présentée par Newkirk [New24]. Il a observé expérimentalement que des ensembles disques-

rotors subissent de fortes amplitudes de vibration lorsque la vitesse de rotation se situe au-dessus

de la première vitesse critique. Kimball [Kim24] a montré que l’amortissement interne déstabilise

le mouvement du rotor au passage de la vitesse critique.

Depuis, de nombreux travaux de recherche ont eu pour objet l’étude de l’influence de l’amor-

tissement interne (matériaux, frottement sec [WM93], contact Rotor/Stator [JU00]) ainsi que celle

de l’amortissement externe (nature des différents types de paliers, paliers hydrodynamiques, ...)

sur la stabilité des machines tournantes.

Mazzei [MS03] et Montagnier [MH05b] ont utilisé une méthode analytique pour étudier les

effets combinés de l’amortissement interne et de l’amortissement externe.

Chen ([CG05]) a analysé l’aspect phénoménologique de l’instabilité du rotor due à l’amortis-

sement tournant via une méthode analytique sans prise en compte de l’effetgyroscopique (voir

Annexe H). Une explication imagée illustrée par la figure (1.2) [Ada01] démontre que les mé-

canismes d’amortissement interne déstabilisent les systèmes tournants à des vitesses de rotation

au dessus de la première vitesse critique (précession directe seulement) eninfluençant l’orbite de

vibration.
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1. Position du problème

(a) Régime sub-critiqueΩ < ω (b) Régime super-critiqueΩ > ω

FIG . 1.2:Précession directe [Ada01]

Ehrich [Ehr64], Zorzi [ZN77], Forrai [For96], Cerminaro et Nelson [CN00] et Sino [SCBJ06b]

par une analyse de sensibilité et une simulation par la méthode des éléments finis,montrent que le

seuil d’instabilité coïncide avec la première vitesse critique en précession directe indépendamment

de l’importance de l’amortissement interne. Ils notent que la vitesse de rotationà laquelle le rotor

devient instable est conditionnée par le rapport d’amortissement interne et externe. L’augmenta-

tion de l’amortissement externe peut repousser le seuil d’instabilité à partir duquel le mouvement

devient instable (équation 1.3 et figure 1.3).

ΩSI = Ωcr,1(1+
cs

cr
) (1.3)

0

0.5

1

1 2

c  /cs

Ω   /Ω

r

SI cr,1

FIG . 1.3:Critère de stabilité
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Etat de l’art

où cs est l’amortissement stationnaire ou externe,cr est l’amortissement interne ou tournant,

ΩSI est le seuil d’instabilité etΩcr,1 la première vitesse critique.

Wettergren [WO96]) démontre également à partir d’une étude paramétriqueliée à un mo-

dèle éléments finis simplifié que les instabilités se produisent pour certaines combinaisons des

paramètres associés à l’amortissement interne, à l’amortissement externe, aux raideurs d’arbres

dissymétriques et aux paliers anisotropes/dissymétriques.

bk Cbm
d

ms

k*=k  (1+j  )η
v

bk

ms

Cb

l l

k*=k  (1+j  )η
v

FIG . 1.4:Système arbre-disque supporté par des paliers viscoélastiques

Grau [Gra04] a étudié le comportement dynamique d’un rotor monté sur paliers aérodyna-

miques radiaux à structure à feuille via une loi analytique. Dutt et Nakra ([DN92] et [DN95])

montrent qu’un choix approprié de la valeur des paramètres de supportpeut augmenter de ma-

nière significative la zone de stabilité. Ces supports peuvent être de nature élastique, visqueux ou

viscoélastique. Le décrément logarithmique diminue au seuil d’instabilité en fonction de la dimi-

nution du rapport (cr/cs) pour les deux cas de supports visqueux et viscoélastique alors qu’il n’y

a bien entendu pas d’effet significatif pour le cas de support purementélastique (cs coefficient

d’amortissement fixe ou stationnaire) etcr coefficient d’amortissement interne ou tournant).
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1. Position du problème

FIG . 1.5:Fréquences et paramètres vicoélastiques du système amorti [SZ00]

Un étude similaire est effectuée par [SZ00] sur un système arbre-rotor typique avec des sup-

ports viscoélastiques (figure 1.4). Via une étude paramétrique pour un système amorti et non

amorti, les effets du facteur de perteη et de rigidité viscoélastiquekv sont présentés en figure

(1.5). L’augmentation du facteur de perteη du support viscoélastique augmente les fréquences
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naturellesωn et diminue le décrément logarithmiqueδ (figure 1.5,(a) et (b)). En revanche l’aug-

mentation de la rigiditékv des supports implique une augmentation de la fréquence fondamentale

ωn du système jusqu’à ce qu’elle approche de la valeur de la rigidité du support kv = kb = 1e9

(figure 1.5, (c)). Le décrémentδ (figure 1.5, (d)) est élevé dans une zone limitée de rigidité de

support (valeur optimale de rigidité de palierkv = 5.16e6 ). En conséquence on peut remarquer

que le décrément logarithmique diminue avec l’augmentation du facteur de perte, donc son effet

est stabilisant et un support viscoélastique augmente le seuil d’instabilité encomparaison avec les

supports élastique et visqueux.

Chen [CK90] et Ku [Ku98] ont présenté une analyse par la méthode desÉléments Finis avec

prise en compte des effets combinés de l’amortissement interne visqueux et hystérétique, incluant

le cisaillement transverse. Ils ont conclu à partir d’un exemple numérique que l’amortissement in-

terne de type hystérétique déstabilise les modes en précession directe sur toute la plage de vitesses

de rotation tandis que l’amortissement interne de type visqueux déstabilise la précession directe

pour des vitesses de rotation situées au-dessus de la vitesse critique. Lesmodes en précession in-

verse sont toujours stables quelque soit la valeur de l’amortissement interne. La même conclusion

est donnée également par Melanson [MZ98].

Genta [Gen04] démontre qu’une erreur est commise lorsque l’on prouve, comme Dimentberg

[Dim61] et Lund [Lun74], que l’amortissement tournant de type hystérétique déstabilise le

système pour toute vitesse de rotation (même en régime sous-critique). Quelle que soit la

modélisation choisie (ici hystérétique), Genta [Gen04] montre qu’il est physiquement impossible

que l’amortissement tournant déstabilise le système sur toute la plage fréquentielle. Quand la

vitesse de rotation tend vers zéro, le rotor devient une structure stationnaire et, en conséquence,

l’amortissement ne peut déclencher aucune forme d’instabilité dynamique. Autrement dit, à basse

vitesse, il n’y a pas assez d’énergie pour entretenir la vibration, et ce,même en présence de

dissipation d’énergie due à l’amortissement interne (voir Annexe B ).

Pour les rotors fabriqués en matériaux métalliques, les résultats en terme d’instabilité sont

maintenant bien établis : la stabilité est améliorée en augmentant l’amortissement externe tandis

que l’augmentation de l’amortissement interne tend à abaisser le seuil d’instabilité. Concernant

les applications pratiques, la majeure partie des recherches présentées demeurent purement

numériques ([For01]) sans évaluation très fine de l’amortissement interne. Actuellement, de part

leur potentialité, l’utilisation de matériaux composites est de plus en plus courantedans des

domaines variés. Ces matériaux seront considérés dans le cadre de cetteétude et des campagnes

de caractérisation de leur facteur amortissant sont envisagées afin d’obtenir des caractéristiques et

des modèles d’évolution réalistes ([MCH+07]).

En raison entre autre de la rigidité spécifique élevée des matériaux compositesà fibres ren-
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1. Position du problème

FIG . 1.6:La consommation des composites par application [BMN02]

forcées, il est de plus en plus souvent envisagé de remplacer les arbres métalliques par des

arbres composites (figure 1.6) : arbres d’entraînement pour hélicoptères, séparateurs centrifuges,

arbres de transmission pour l’industrie automobile (Zorzi et Giordano[ZG85], Creonte et Darlow

[CD92], Singh et Gupta ([SG94b] [SG96a],[SG96b]), Chatelet [CLJR00]). Ces matériaux

fournissent de grands avantages en terme de réduction de poids. Ils donnent également aux

concepteurs la possibilité d’obtenir un comportement dynamique prédéterminéen terme de

positionnement de vitesses critiques de part l’arrangement des différentes couches composites :

orientation et nombre de plis (Bauchau [Bau83], Singh et Gupta ([SG96b] et [SG96a] ), et

Pereira[PS02b]).

Pour les rotors conventionnels, l’influence de l’amortissement interne peut être généralement

négligée. En revanche, pour les rotors composites, l’amortissement interne peut être beaucoup

plus important (jusqu’à deux fois supérieur [Wet94]) de part la capacitéd’amortissement de la

matrice. Un tel amortissement peut alors donner naissance à une ou plusieurs instabilités.

Plusieurs formulations éléments finis ont été mises en oeuvre pour l’analyse des rotors com-

posites. Ces formulations sont basées sur des théories homogénéisées basées sur les hypothèses

de poutre ou de coque. La théorie de module équivalent de poutre (EMBT= Equivalent Modu-

lus Beam Theory) fondée sur la théorie de Tsaï est couramment employée([Tsa88] et [GS98]).

Avec cette approche, le module d’Young longitudinal équivalent et le modulede cisaillement plan

sont déterminés en utilisant une théorie en stratifié classique pour des empilements symétriques
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FIG . 1.7:Arbre de transmission arrière d’un hélicoptère

(Pereira [PS01a] et [SG96b]). Cette méthode est simple de mise en oeuvremais présente beau-

coup de limitations, récapitulées par Gupta et Singh [SG94b], et demeure rigoureuse uniquement

pour des stratifiés symétriques. Gupta et Singh ont étudié les fréquencesnaturelles et le coeffi-

cient d’amortissement obtenus pour des tubes cylindriques stratifiés. Ils ont comparé des méthodes

coque et EMBT pour un stratifié d’empilement symétrique. Ils ont vérifié que, dans ce cas et pour

des configurations classiques, les différences en comportement de flexion donnés par les deux

modèles sont petites. En employant la théorie de coque [SG94a], ils prouvent que les facteurs

de perte modaux sont plus sensibles aux changements des paramètres (séquence d’empilement,

angle d’orientations...) que les fréquences. Pour les stratifiés symétrique comme non-symétrique

ils présentent une comparaison entre la théorie EMBT et la théorie LBT (Layerwise Beam Theory)

[SG96a] et prouvent que la méthode LBT est nécessaire pour tenir compte de l’effet de l’empi-

lement, du cisaillement dans l’épaisseur et du couplage flexion-extension.Cependant, la méthode

LBT rend nécessaire le développement d’un élément complexe de poutre avec un nombre élevé

des degrés de liberté qui dépend du nombre de couches, la rendant très coûteuse en temps de cal-

cul. Récemment, Gubran et Gupta ont présenté [GG05] une méthode EMBT modifiée qui prend

en compte l’ordre d’empilement et les différents mécanismes de couplage. Considérant un rotor

en Graphite/Epoxy supporté par des paliers rigides, ils ont comparé les trois premières fréquences

à celles obtenues par la méthode LBT. Malgré sa simplicité, les fréquences naturelles obtenues en

utilisant la méthode EMBT modifiée (ne tenant pas compte des effets de couplage) sont en bon

accord avec celles obtenues en utilisant la méthode de LBT et celles reportées dans la littérature.
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Dans ces derniers travaux cités, l’amortissement interne, n’est pas souvent pris en compte, excepté

dans [SG94b] qui considère un amortissement viscoélastique matériau. Des techniques d’optimi-

sation permettent de réduire au maximum la réponse au balourd et de maximiser lavitesse limite

de stabilité (Pereira [PS01a], Darlow [DC95], Grapis [GTa95]).

14



Chapitre 2

Analyse dynamique des systèmes en

rotation

2.1 Modélisation du rotor et équations du mouvement [LF98]

Ce chapitre expose les éléments théoriques utilisés pour obtenir les équationsdu mouvement

d’un système en rotation. Il permet de définir aussi bien un modèle analytique d’analyse qu’un

modèle Éléments Finis à usage plus général.

Paliers

Arbre

Disque

Balourd

FIG . 2.1:Exemple de rotor

Les éléments de base des rotors sont l’arbre, les disques et les paliers.Les expressions des

énergies cinétiques sont nécessaires pour caractériser l’arbre, le disque et le balourd (figure 2.1).
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2. Analyse dynamique des systèmes en rotation

L’énergie potentielle est nécessaire pour caractériser l’arbre. Le travail virtuel est calculé pour

les forces dues aux paliers. Les équations générales du rotor sont obtenues à partir des étapes

suivantes :

– L’énergie cinétiqueT, l’énergie de déformationU et le travail virtuelδW sont calculés pour

tous les éléments du système.

– Une méthode de discrétisation est choisie : la méthode de Rayleigh-Ritz est bien adaptée

aux systèmes simple et résulte en un faible nombre de degrés de liberté, la méthode des

éléments finis est adaptée aux applications réelles.

– Les équations de Lagrange sont utilisées pour l’obtention des équationsdu mouvement,

soit :

d
dt

(
∂T

∂ḋi
)− ∂T

∂di
+

∂U
∂di

= Fdi (2.1)

N(1≤ i ≤ N) représente le nombre de degrés de liberté.di sont les coordonnées généralisées

indépendantes,Fdi est le vecteur force généralisée.

2.1.1 Le disque

Le disque est supposé rigide. Seule son énergie cinétique est considérée. SoientR0(X,Y,Z) un

repère fixe etR(x,y,z) un repère tournant lié au disque (figure 2.2). Le système de coordonnées x,y

et z est relié au système de coordonnées X,Y et Z par l’intermédiaire des anglesθz, θx et θy. Pour

déterminer la position du disque, on effectue une rotation initiale d’un angleθz autour de l’axeZ,

puis d’un angleθx autour du nouvel axex, notéx1, enfin d’un angleθy autour de l’axe de rotation

propre du disquey.

Le vecteur rotation instantanée traduisant la position du repèreR s’écrit :

~ωR
R/R0

= θ̇z~Z+ θ̇x~x1 + θ̇y~y (2.2)

où~Z, ~x1 et~y sont les vecteurs unitaires suivant les axes~0Z, ~0x1 et ~0y.

L’énergie cinétique du disque autour de son centre de masseO est calculée dans le repère

tournantR. Le vecteur de rotation instantanée s’exprime alors dans ce repère :

~ωR
R/R0

=




ωx

ωy

ωz




=




−θ̇zcosθxsinθy + θ̇xcosθy

θ̇y + θ̇zsinθx

−θ̇zcosθxcosθy + θ̇xsinθy




R

(2.3)

ωx, ωy et ωz étant les composants du vecteur de rotation instantanée suivantx, y et z. Soientu

et w les coordonnées du centre du disqueO suivantOX, OZ dansR0 ; la coordonnée suivantOY
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FIG . 2.2:Repère de référence d’un disque monté sur un arbre flexible

restant constante. La masse de disque estmd. Le tenseur d’inertie est noté :

I/O =




Idx 0 0

0 Idy 0

0 0 Idz




R

(2.4)

Idx, Idy et Idz sont les moments d’inertie du disque suivantx, y et z. L’expression générale de

l’énergie cinétique du disqueTd s’écrit alors :

Td =
1
2

md(u̇
2 + ẇ2)+

1
2
(Idxω2

x + Idyω2
y + Idzω2

z) (2.5)

Cette expression peut être simplifiée quand le disque est symétriqueIdx = Idz. Lorsque les

anglesθx et θz sont petits et la vitesse angulaire constante (θ̇y = Ω), l’équation 2.5 devient :

Td =
1
2

mD(u̇2 + ẇ2)+
1
2

Idx(θ̇x
2
+ θ̇z

2
)+

1
2

Idy(Ω2 +2Ωθ̇xθx) (2.6)

Le terme1
2IdyΩ2, qui est constant, n’a pas d’influence. Le dernier termeIdyΩθ̇xθx représente

l’effet gyroscopique (Coriolis).
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2. Analyse dynamique des systèmes en rotation

2.1.2 L’arbre

L’arbre est assimilé à une poutre de section circulaire et caractérisé parses énergies cinétique

et potentielle.

2.1.2.1 L’énergie cinétique

La formulation générale de l’énergie cinétique de l’arbre est similaire à celle développée pour

le disque (équation 2.6). Pour un élément de longueurL, de section droite constante, l’expression

de l’énergie cinétique s’écrit :

T =
1
2

Z L

0

{
ρSa

[
(
∂u
∂t

)2 +(
∂w
∂t

)2
]
+ρIa

[
(
∂θz

∂t
)2 +(

∂θx

∂t
)2

]
+ΩJa

[
θz

∂θx

∂t
−θx

∂θz

∂t

]}
dy (2.7)

ρ est la masse volumique,Sa est la section,Ia est le moment d’inertie transverse,Ja est le

moment d’inertie polaire.

La première intégrale de l’équation 2.7 correspond à l’expression de l’énergie cinétique d’une

poutre en flexion, la seconde à l’effet d’inertie dû à la rotation et la dernière intégrale représente

l’effet gyroscopique.

2.1.2.2 L’énergie potentielle

Les notations suivantes sont utilisées (figure 2.3) :C est le centre géométrique de l’arbre,

B(x,z) est un point typique de section,E est le module d’Young du matériau,ε et σ représentent

la déformation et la contrainte,u∗ et w∗ sont les déplacements du centre géométrique suivant les

axesx etz (dans le repère mobile).

Le déplacement d’un point de la section droite s’exprime en considérant lecisaillement dans

le repère mobile sous la forme :

{u(x,y,z)} =





ux (x,y,z) = u∗

uy(x,y,z) = −zθx +xθz

uz(x,y,z) = w∗

(2.8)

Le champ de déformation associé est alors :

{ε} =





εyy = −z∂θx
∂y +x ∂θz

∂y

γyz = −θx + ∂w∗
∂y

γyx = θz+ ∂u∗
∂y

(2.9)
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Ω t
Z

X

z

x

w

w*

u

u*

B
C

z

x

0

FIG . 2.3:Coordonnées du centre géométriqueC et d’un point arbitraireB de la section du rotor

D’après la théorie des poutre on suppose queσxx = σzz = σxz = 0. Selon cette hypothèse la

relation contrainte-déformation s’écrit :

{σ} =





σyy = Eyεyy

τyz = Gyzγyz

τyx = Gyxγyx

(2.10)

où σyy est la contrainte normale de section,τyz et τxy sont les contraintes dues au cisaillement

transverse. Les quantitésEy, Gyz et Gyx sont respectivement le module d’Young suivant l’axe du

rotory et les modules de cisaillement transverse.

En utilisant l’équation 2.9, l’équation 2.10 devient :

{σ} =





σyy = Ey

(
−z∂θx

∂y +x ∂θz
∂y

)

τyz = Gyz

(
−θx + ∂w∗

∂y

)

τyx = Gyx

(
θz+ ∂u∗

∂y

)
(2.11)

L’expression générale de l’énergie de déformation du rotor en flexion est alors :

U =
1
2

Z

V
{ε}t [σ]dV (2.12)

soit :
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2. Analyse dynamique des systèmes en rotation

U =
1
2

L
Z

0

Z

S

(σyyεyy+ τyzγyz+ τyxγyx)dSdy (2.13)

En prenant en compte les relations (2.9) et (2.11) l’équation (2.13) peut être écrite sous la

forme :

U =
1
2

L
Z

0

Z

S

Ey

[
z(

∂θx

∂y
)+x(

∂θz

∂y
)

]2

dSdy (2.14)

+
1
2

L
Z

0

Z

S

[
Gyz

(
−θx +

∂w∗

∂y

)2

+Gyx

(
θz+

∂u∗

∂y

)2
]

dSdy

U =
1
2

L
Z

0

Z

S

[
z2(

∂θx

∂y
)2 +x2(

∂θz

∂y
)2 +xz

∂θx

∂y
∂θz

∂y

]
dSdy (2.15)

+
1
2

L
Z

0

Z

S

[
Gyz

(
−θx +

∂w∗

∂y

)2

+Gyx

(
θz+

∂u∗

∂y

)2
]

dSdy

Les inerties de la section droite de l’arbre par rapport àx etzsont données par :

Ix =
Z

S
z2dS (2.16)

Iz =
Z

S
x2dS

Z

S
xzdS= 0

Finalement l’énergie de déformation a pour expression :

U =
1
2

L
Z

0

Ey

(
Ix(

∂θx

∂y
)2 + Iz(

∂θz

∂y
)2

)
dy (2.17)

+
1
2

L
Z

0

κS

[
Gyz

(
−θx +

∂w∗

∂y

)2

+Gyx

(
θz+

∂u∗

∂y

)2
]

dy

où κ est le facteur correcteur de cisaillement (voir chapitre 4). Pour une section circulaire,

Ix = Iz = Ia.
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2.1.3 Paliers

Le travail virtuelδWp des forces extérieures agissant sur l’arbre s’écrit sous la forme :

δWp = −kxxuδu−kxzwδu−kzzwδw−kzxuδw−cxxu̇δu−cxzẇδu−czzẇδw−czxu̇δw (2.18)

w
u

Z

X

czzkzz

cxz

cxx

czx

kxz

kxx

kzx

FIG . 2.4:Amortissement et raideur des paliers

ou

δWp = Fuδu +Fwδw (2.19)

où Fu et Fw sont les forces généralisées déterminées à partir des caractéristiques de raideur et

d’amortissement des paliers (figure 2.4). En utilisant les deux équations (2.18) et (2.19) il vient :




Fu

Fw


 = −




kxx kxz

kzx kzz







u

w


−




cxx cxz

czx czz







u̇

ẇ


 (2.20)

Remarque : ces équations peuvent également être exprimées en fonction des déplacements

dans le repèreR. Ces dernières ne font intervenir quekxx et kzz et sont obtenues à partir de l’ex-

pression du travail virtuel suivant :
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2. Analyse dynamique des systèmes en rotation

δWp = −kxx(u
∗cosΩt +w∗sinΩt)(δu∗cosΩt +δw∗sinΩt) (2.21)

−kzz(−u∗sinΩt +w∗cosΩt)(−δu∗sinΩt +δw∗cosΩt)

ou :

δWp = −
[
(kxxcos2Ωt +kzzsin2Ωt)u∗ +

sin2Ωt
2

(kxx−kzz)w
∗
]

δu∗ (2.22)

−
[
(kxxsin2Ωt +kzzcos2Ωt)w∗ +

sin2Ωt
2

(kxx−kzz)u
∗
]

δw∗

L’équation 2.22 montre que, sikxx 6= kzz, la contribution des paliers ne permet pas dans ce cas

d’éliminer la variable temps des équations.

2.1.4 Le balourd

Le balourd dont une représentation géométrique est donnée (figure 2.5) peut être assimilé à

une massemb située à la distanced du centre géométrique de l’arbre. Son énergie cinétique doit

être prise en compte.

tΩum

C

Z

X 0

D

d

u

w

FIG . 2.5:Balourd

La masse reste dans un plan perpendiculaire à l’axey, sa coordonnée selon cet axe dans le

repèreR0 est donc constante :
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~OD =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u+d sinΩt

constante

w+d cosΩt

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
R0

(2.23)

La vitesse du balourd s’écrit alors :

~V =
d ~OD

dt
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u̇+dΩcosΩt

constante

ẇ−dΩsinΩt

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
R0

(2.24)

L’expression de l’énergie cinétiqueTb du balourd devient :

Tb =
mb

2

(
u̇2 + ẇ2 +Ω2d2 +2Ωu̇dcosΩt −2ΩẇdsinΩt

)
(2.25)

Le termeΩ2d2/2 est constant et n’interviendra pas dans les équations. La masse du balourd

étant négligeable par rapport à la masse de rotor, l’expression de l’énergie cinétique peut être

approximée par :

Tb ≈ mbΩd(u̇cosΩt − ẇsinΩt) (2.26)

Les expressions de l’énergie cinétique, de déformation et du travail virtuel étant établies, la

dissipation due à l’amortissement interne peut être développée via des modèles analytiques ou

éléments finis.

2.1.5 Modèle analytique : modèle de 4 amortisseurs tournants

Afin de bien comprendre et illustrer les phénomènes mis en jeu, une modélisationla plus

simple possible a tout d’abord été envisagée. La structure présentée figure (2.6) se compose d’un

arbre symétrique de longueurL et d’un disque symétrique balourdé situé à une distanceLd = 2L/3.

Un palier est positionné enLp = L/3 et est caractérisé par des raideurs et des amortisseurs dans

les seules directions 0X et 0Z.

Les déplacements du système dépendant du tempst et de la variable d’espacey peuvent être

exprimés à l’aide de la technique de Rayleigh-Ritz, par séparation des variables, sous la forme :
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2. Analyse dynamique des systèmes en rotation

c' kzz

Y

Z

X

Lp=L/3 L  =2L/3d

c B iA i

h

Z

X

4 amortisseurs à
90˚Red

Rid

e

c'
kxx

FIG . 2.6:Système Arbre-Disque avec 4 amortisseurs tournants : modélisation de l’amortissement
interne

u = f (y)Q1(t)

w = f (y)Q2(t)

f (y) = sinπy
L

(2.27)

oùQ1 etQ2 sont les coordonnées généralisées indépendantes dans le repère fixe. Les coordon-

nées généraliséesq1 etq2 seront notées quand elles seront associées au repère mobile.

Compte tenu de l’hypothèse selon laquelle les anglesθx etθz (figure 2.7) sont petits, ils peuvent

être approximés par :

θx = ∂w
∂y = ∂ f (y)

∂y Q2(t)

θz = − ∂u
∂y = − ∂ f (y)

∂y Q1(t)
(2.28)

L’amortissement tournant est introduit par 4 amortisseurs positionnés à 90◦ entre les deux extré-

mités (figure 2.6). Ces amortisseurs symbolisent l’amortissement visqueux longitudinal des fibres

lorsque le rotor est sollicité en flexion. Ils sont positionnés à une distanceh de la fibre neutre.

En notantvi1 etvi2, les déplacements des pointsAi etBi auxquels sont attachés les amortisseurs

visqueux dans la direction longitudinale du rotor~y, l’énergie dissipée par un seul amortisseur

s’écrit :

Rdiss=
1
2

c(v̇i2− v̇i1)
2 (2.29)
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Y

Z

X

w

u

θx

θz

FIG . 2.7:Déplacements et rotations

oùc est le coefficient d’amortissement visqueux de l’amortisseur.

y

z

θ x

i1xv

h

FIG . 2.8:Schéma d’une extrémité déformée

Dans les plans respectifs(xOy) et(zOy), les vitesses des pointsAi etBi v̇i1 et v̇i2 sont exprimées

en fonction deu∗ etw∗ par les équations suivantes (figure 2.8).

Dans le plan(xOy) :

v̇i1z = − ∂u̇∗
∂y (y=0)

h

v̇i2z = − ∂u̇∗
∂y (y=L)

h

(2.30)
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2. Analyse dynamique des systèmes en rotation

Dans le plan(zOy) :

v̇i1x = − ∂ẇ∗
∂y (y=0)

h

v̇i2x = − ∂ẇ∗
∂y (y=L)

h

(2.31)

L’énergie dissipée par les 4 amortisseurs tournants (2 amortisseurs danschaque plan) s’écrit

alors :

Rdiss= c
[
(v̇i2z− v̇i1z)

2 +(v̇i2x− v̇i1x)
2
]

(2.32)

En reportant les équations 2.30 et 2.31 dans l’équation 2.32 l’énergie dissipée pas l’amortisse-

ment tournant s’écrit :

Rdiss= ch2

[
(−∂ẇ∗

∂y (y=L)

+
∂ẇ∗

∂y (y=0)

)2 +(−∂u̇∗

∂y (y=L)

+
∂u̇∗

∂y (y=0)

)2

]
(2.33)

avec la matrice de passage du repère mobileR vers le repère fixeR0.

[p] =




cosΩt −sinΩt

sinΩt cosΩt


 (2.34)

Les relations 2.27 et 2.34 permettent d’écrire l’expression 2.33 sous la forme finale dans le

repère fixe comme suit (voir Annexe C) :

Rdiss=
4ch2π2

L2

[
Q̇1

2
+Ω2Q1

2 + Q̇2
2
+Ω2Q2

2−2ΩQ̇1Q2 +2ΩQ1Q̇2

]
(2.35)

L’amortissement tournant est noté :

cr =
4ch2π2

L2 (2.36)

L’application des équations de Lagrange sur les expressions de l’énergie cinétique, de l’éner-

gie de déformation et du travail virtuel développées au début du chapitrepermet d’obtenir les

équations du mouvement dans le repère fixe :
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


ma +md 0

0 ma +md








Q̈1

Q̈2





+




cs+cr −Ω(aa +ad)

Ω(aa +ad) cs+cr








Q̇1

Q̇2





(2.37)

+




ka +kpxx −Ωcr

Ωcr ka +kpzz








Q1

Q2





=





mbdΩ2sin(Ωt +αb)

mbdΩ2cos(Ωt +αb)





oùma, aa etka sont respectivement les termes de masse, gyroscopique et de raideur de l’arbre,

αb est la position angulaire du balourd,Ω est la vitesse de rotation du rotor. L’expression analytique

de ces quantités est donnée par :

ma = ρSaL
2 +ρIa π2

2L

aa = ρIa π2

L

ka = EIa π4

2L3

(2.38)

md et ad représentent les termes de masse et gyroscopique du disque,kpxx et kpzz les raideurs

liées au palier. Ces quantités sont données par les relations suivantes :

md = 3md
4 + Idx

4
π2

L2

aa =
Idy

4
π2

L2

kpxx = kxxsin2(
πLp

L )

kpzz= kzzsin2(
πLp

L )

(2.39)

De plus,cs représente le terme d’amortissement dit fixe (stationnaire) lié au palier définipar :

cs = ćsin2(
πLp

L
) (2.40)

où ć est le coefficient d’amortissement visqueux.
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2. Analyse dynamique des systèmes en rotation

Si l’amortissement fixe ne se traduit que par un terme d’amortissementcs (équation 2.37),

l’amortissement tournant se traduit non seulement par un terme d’amortissement cr mais égale-

ment par un terme de raideurΩcr antisymétrique. La mise en place de l’équation du mouvement

permet alors d’étudier l’influence de l’amortissement externecs et internecr sur la stabilité du

rotor symétrique et asymétrique.

2.1.5.1 Rotor symétrique amorti

Lorsqu’un rotor n’est soumis à aucune force externe et est uniquement en mouvement libre

du fait des conditions initiales, l’amplitude de son mouvement peut croître de façon infinie avec

le temps. Le rotor est alors dit instable. La première configuration étudiée est constituée d’un

ensemble Arbre-Disque appuyé-appuyé. Seule la raideur de l’arbre est considérée dans le modèle

(aucune raideur due au palier). Cette étude sur la valeur relative des deux types d’amortissement

permet d’analyser l’influence respective ou combinée des termes d’amortissement fixe (palier) et

tournant lié à l’arbre tout en intégrant l’effet gyroscopique, généralement négligé dans ce type

d’étude. L’arbre plein est de longueurL = 0.4m, de rayon extérieurRea = 0.01 m. Le disque est

de rayon intérieurRid = 0.01 m, de rayon extérieurRed = 0.15 m et d’épaisseure= 0.03 m. Ce

disque est balourdé par une massemb = 10−4 kg située àd = Red et à un angleαb = 0. Arbre et

disque sont en acier. Le système d’équations issue de (2.37) peut s’écrire sous forme condensée :




m 0

0 m








Q̈1

Q̈2





+




cr +cs −Ωa

Ωa cr +cs








Q̇1

Q̇2





(2.41)

+




k −Ωcr

Ωcr k








Q1

Q2





=





mbdΩ2sin(Ωt +αb)

mbdΩ2cos(Ωt +αb)





où k, m et a sont les termes généralisés de raideur, de masse et gyroscopique, avec m =

14,29(kg), a = 2.871,k = 1.195e6(N/m), mbd = 1.299e−5(kgm), αb = 0.

L’étude du système en mouvement libre (second membre=0) donne l’évolutiondes fréquences

naturelles en fonction de la vitesse de rotation par l’intermédiaire d’un diagramme de Campbell

(figure 2.9). On peut prédire la stabilité de système numériquement à partir dedeux techniques :

1. Signe de la partie réelle des valeurs propres complexes du système d’équations en mouve-

ment libre. Si la fréquence propre est donnée parSv = −av± jbv, le seuil d’instabilité est

déterminé quandav devient négatif (partie réelle positive) (figure 2.10). Avec ce critère on

peut estimer la fréquence ainsi que le mode pour lequel le système deviendra instable.

2. Critère de Routh-Hurwitz. Ce critère est très bien adapté aux systèmes àfaible nombre de

degrés de liberté et ne permet pas d’obtenir de manière analytique la vitessepour laquelle
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FIG . 2.9:Diagramme de Campbell : repère fixe

l’instabilité apparaît. Les fréquences du système sont les racines de l’équation caractéris-

tique :

rn +a1rn−1 + · · ·+an−1r +an = 0 (2.42)

La matrice suivanteH est construite :

H =




a1 1 0 0 0 0 . .

a3 a2 a1 1 0 0 . .

a5 a4 a3 a2 a1 1 0 .

a7 a6 a5 a4 a3 a2 a1 1

. . . . . . . .

. . . . . . . .




(2.43)

où lesn coefficientsH1, · · · ,Hn sont donnés par les expressions :
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FIG . 2.10:Évolution de la partie réelle des solutions propres complexes

H1 = det[H1] = a1

H2 = det[H2] = det

∣∣∣∣∣∣∣

a1 1

a3 a2

∣∣∣∣∣∣∣

Hn = det[Hn]

(2.44)

Si toutes ces quantitésHi sont positives, le système est stable. L’application du critère de

stabilité de Routh-Hurwitz donne dans le cas présent comme coefficientsHi :

H1 = 2cr
m > 0

H2 = 2cr
m3 [aΩ2(a−m)+c2

r +mk]

H3 = 4c2
r

m5 [a2Ω4(a−m)+c2
r k+(a2k+(a−m)c2

r )Ω2]

H4 = k2+c2
r Ω2

m2 H3

(2.45)
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Modélisation du rotor et équations du mouvement [LF98]

1. Influence de l’amortissement fixe (palier)cs :

Généralement l’amortissement appliqué à la structure est l’amortissement de type visqueux

cs apporté par les paliers. Par exemple, Forraï [For00] et Lalanne [LF98] démontrent que cet

amortissement fixe a toujours un effet stabilisant quel que soit le type d’excitation envisagée

(balourd, harmonique,...).

2. Influence de l’amortissement tournantcr :

On considère maintenant le rotor symétrique amorti par le seul terme d’amortissement tour-

nantcr introduit dans le modèle. Cet amortissement est pris proportionnel au terme de rai-

deurk sous la formecr = βk. L’analyse de coefficient du critère de Routh-Hurwitz amène

dans ce cas aux conclusions suivantes :

– Sia > m, le système est toujours stable.

– Si a < m, le système est instable si la vitesse de rotation est supérieure à la vitesse cri-

tique Ωcr (précession directe uniquement) du rotor, donnée parΩcr =
√

k
m−a (Ωcr =

3089rpm) (figures (2.9) et (2.10)).

L’étude du mouvement forcé sous excitation balourd est réalisée par intégration numérique

pas à pas fondée sur un algorithme de Newmark. L’instabilité apparaît lors d’une montée en

vitesse selon une loi linéaire de 0 à 7000(tr/mn) en 10 secondes (figure 2.11). Sur cette

figure sont superposés les modules des réponses temporelles pour différentes valeurs decr

(cr = 0, cr = 0.00001k,cr = 0.0001k, cr = 0.001k).
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FIG . 2.11:Superposition des réponses transitoires en montée en vitesse linéaire

En l’absence d’amortissement palier, la moindre présence d’amortissementtournant lié à la
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2. Analyse dynamique des systèmes en rotation

structure engendre une instabilité dès le passage de la première vitesse critique. Au dessous

de cette vitesse critique, l’augmentation d’amortissement tournantcr n’influe pas sur la

réponse au balourd mais en régime super-critique, plus l’amortissement tournant est élevé,

plus l’accroissement des déplacements et l’instabilité sont rapides.

3. Influence de l’amortissement tournantcr et de l’amortissement fixecs :

L’amortissement tournant est fixé maintenant à une valeur importante(cr = 1.10−4k) afin

de mettre en valeur les phénomènes d’instabilité et de mieux visualiser la stabilisation par

l’introduction d’amortissement fixecs lié au palier. Ce dernier type d’amortissement est

considéré comme variable. L’application du critère de stabilité permet l’identification des

coefficientsHi .

H1 = 2(cr+cs)
m

H2 = 2(cr+cs)
m3 [aΩ2(a− m

1+ cs
cr

)+(cr +cs)
2 +mk]

H3 = 4
m5 [a2[a(cr +cs)−mcr ]crΩ4 + · · ·

+
[
a2k+cr [a(cr +cs)−mcr ]

]
(cr +cs)

2Ω2 + · · ·

k(cr +cs)
4]

(2.46)

H4 est de même signe queH3

Compte tenu des expressions des amortissements fixe et tournant (équations 2.36 et 2.40 ),

il est légitime de posercs = αcr oùα est une constante positive. Compte tenu des relations :

cs+cr = cr (1+α)

(1+ cs
cr

) = 1+α

(2.47)

L’analyse du signe deH2 etH3 permet d’aboutir aux conclusions suivantes :

– Le système est toujours stable si :

a− m
1+α

> 0 donc(α >
m
a
−1) (2.48)
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Modélisation du rotor et équations du mouvement [LF98]

– En considérant les conditions à imposer àΩ d’après les calculs portant surH2 etH3 et si :

a− m
1+α

< 0 donc(α <
m
a
−1) (2.49)

Le système est conditionnellement stable et il devient instable pour toute vitesse de rota-

tion Ω > ΩSI.

Ω > ΩSI =

√
k(1+α)/(

m
1+α

−a) =

√
k(1+

cs

cr
)/(

m
1+ cs

cr

−a) (2.50)

L’équation 2.50 donne le seuil d’instabilité en fonction du rapport des deux amortissements

interne et externe et met en évidence l’influence de plusieurs paramètressur la stabilité dont

la masse, la rigidité et l’effet gyroscopique. Toutefois ce critère ne permet pas d’estimer le

mode pour lequel le système se déstabilise.

L’application numérique montre que le système est inconditionnellement stable pour toute

valeur deα > 3.98. Siα < 3.98, le système est stable pour toute vitesse de rotation telle

queΩ < ΩSI et instable siΩ > ΩSI. Le tableau (2.1) regroupe les résultats en fonction du

coefficient de proportionnalitéα. Le seuil d’instabilitéΩSI est déterminé par la formule

ci-dessus (équation 2.50).

α 0.25 1.27 2.54 3.81 3.99

ΩSI(tr/mn) 3989 8499 18200 72444 STABLE

TAB . 2.1: Évolution du seuil d’instabilité en fonction deα avec amortissement fixe et tournant et
effet gyroscopique

L’examen du tableau (2.1) montre que l’accroissement de l’amortissement fixe lié au palier re-

pousse le seuil d’instabilité vers l’infini. Plus l’amortissement fixe est élevé,plus les déplacements

du rotor tendent rapidement vers une valeur minimale.

2.1.5.2 Rotor asymétrique amorti

Une étude similaire peut être conduite dans le cas d’un rotor asymétrique. Considérons un

arbre monté sur un palier dissymétrique (Kxx = 5.105 N/m, Kzz = 0). Le système possède dans

ce cas deux vitesses critiques correspondant aux précessions directe et inverse (respectivement

Ωcr1 = 2642rpmet Ωcr2 = 3377rpm) (figure 2.12).

1. Influence de l’amortissement fixe (palier)cs :

Les résultats sont identiques à ceux obtenus pour un rotor symétrique.

2. Influence de l’amortissement tournant (matériau)cr :

L’application de critère de Routh-Hurwitz permet d’aboutir aux conclusions suivantes :
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2. Analyse dynamique des systèmes en rotation
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FIG . 2.12:Diagramme de Campbell dans le repère fixe : rotor asymétrique

– Sia > m, le système est toujours stable.

– Sia< m, le système est instable et le seuil d’instabilitéΩSI dépend de la valeur de l’amor-

tissement tournantcr (figure 2.13 avecβ = 0.001).

β 1e−6 1e−5 1e−4 1e−3 1e−2 1e−1 1

ΩSI(tr/mn) 3772 3772 3769 3566 3381 3355 3354

TAB . 2.2:Évolution du seuil d’instabilité en fonction deβ avec amortissement tournant

On constate que le système reste stable au passage des deux vitesses critiques mais se dé-

stabilise à une vitesse de rotation supérieure à la deuxième vitesse critique dont la valeur

diminue avec l’augmentation de l’amortissement interne.

3. Influence de l’amortissement tournantcr et de l’amortissement fixe (palier)cs :

Une démarche semblable à celle menée pour un rotor symétrique aboutit aux mêmes conclu-

sions. L’accroissement de la valeur de l’amortissement fixe (l’amortissement tournant étant

constant) repousse le seuil d’instabilité vers l’infini. A partir d’une certaine valeur le système

est inconditionnellement stable (tableau 2.3).

Les conclusions à tirer de cette première application sont :

– Sans amortissement fixe, le rotor est instable dès le passage de la vitesse critique lorsqu’il

comporte un amortissement tournant.
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FIG . 2.13:Évolution de la partie réelle des solutions propres complexes

α 0.25 1.27 2.54 3.81 3.99

ΩSI(tr/mn) 4676 9359 19679 77940 STABLE

TAB . 2.3:Évolution du seuil d’instabilité en fonction deα avec amortissement fixe et tournant

– L’amortissement lié à la structure crée une plage d’instabilité que l’amortissement palier

peut éventuellement éliminer.

– L’amortissement fixe lié au palier permet de stabiliser la structure jusqu’à une certaine vi-

tesse de rotation ou bien, en augmentant la valeur d’amortissement, la stabiliserincondi-

tionnellement.

2.1.6 Influence de l’amortissement interne sur l’amplitudede la réponse

L’étude analytique présentée ici a pour objet l’analyse de l’influence del’amortissement in-

terne sur l’amplitude de la réponse avant et après le passage de la première vitesse critique, expri-

mée aussi bien dans le repère fixe que dans le repère tournant.
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2. Analyse dynamique des systèmes en rotation

2.1.6.1 Application : tube appuyé-appuyé

Y

Z

X
L

FIG . 2.14:Arbre appuyé-appuyé

Le cas test utilisé est issu de la bibliographie (Melanson [MZ98]) et est constitué d’un arbre

plein sur appuis (figure 2.14) : LongueurL = 1 m, section circulaire de diamètre extérieureDe =

191 mm. Matériau de l’arbre : Module d’YoungE = 207 GPa, coefficient de Poissonν = 0.33,

facteur de perteη = 0.005 et masse volumiqueρ = 7700kg/m3. La vitesse critique est située à

385Hz comme le démontre les diagrammes de Campbell (figure 2.15 et 2.16).
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FIG . 2.15:Diagramme de Campbell : Repère fixe
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FIG . 2.16:Diagramme de Campbell : Repère mobile

Les équations du mouvement dans le repère fixe s’écrivent :




ma 0

0 ma








Q̈1

Q̈2





+




cr +cs −Ωaa

Ωaa cr +cs








Q̇1

Q̇2





(2.51)

+




ka −Ωcr

Ωcr ka








Q1

Q2





=





FQ1

FQ2





Ces équations 2.51 peuvent également être exprimées dans le repère mobileà l’aide de la

matrice de passage comme suit :
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2. Analyse dynamique des systèmes en rotation




ma 0

0 ma








q̈1

q̈2





+




cr +cs 0

0 cr +cs








q̇1

q̇2





(2.52)

+




0 2maΩ

−2maΩ 0








q̇1

q̇2





+




0 −Ωaa

Ωaa 0








q̇1

q̇2





+




ka−maΩ2 0

0 ka−maΩ2








q1

q2





+




0 Ωcs

−Ωcs 0








q1

q2





+




aaΩ2 0

0 aaΩ2








q1

q2





=





f q1

f q1





Les diagrammes de Campbell dans les repères fixe et mobile sont donnés par les figures (2.15)

et (2.16) respectivement.

2.1.6.2 Réponse au balourd

Il s’agit ici d’examiner l’influence de l’amortissement interne sur l’amplitudede la réponse du

rotor au passage de vitesse critique lors d’une excitation de type balourd dans les deux repères fixe

et mobile, le balourd étant positionné à un angleαb. La force due au balourd s’écrit dans le repère

fixe et mobile comme suit :

FQ1 = mbdΩ2sin(Ωt +αb)

FQ2 = mbdΩ2cos(Ωt +αb)

(2.53)

f q1 = mbdΩ2sinαb

f q2 = mbdΩ2cosαb

(2.54)
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La réponse permanente au balourd dans les deux repères donne la même solution et la solution

est indépendante de l’amortissement interne (figure 2.17)(voir Annexe D).
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FIG . 2.17:Réponse au balourd : repère fixe et mobile avec et sans amortissement interne

2.1.6.3 Réponse à une force fixée dans l’espace

La réponse à une force harmonique dans le repère fixe de type (Fsin(ωt)) suivant l’axeX, est

calculée à une vitesse de rotationΩ = 10000rpmpourω = 0...500Hz.

FQ1 = Fsin(ωt)

FQ2 = 0
(2.55)

Dans le repère mobile cette force s’exprime comme suit :

f q1 = Fsin(ωt)cos(Ωt)

f q2 = Fsin(ωt)sin(Ωt)
(2.56)

La figure (2.18) présente la réponse à une force fixée dans l’espace. Avec et sans prise en

compte de l’amortissement interne, dans les deux repères fixe et mobile, on obtient les mêmes

amplitudes de réponse. L’examen de cette figure montre bien l’influence de l’amortissement in-

terne sur ce type de réponse, c’est à dire lorsqu’on fait travailler le matériau de l’arbre avec ce type

d’excitation.
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FIG . 2.18:Réponse à une force harmonique fixée dans l’espace : repère fixe avec et sans amortis-
sement interne

2.1.6.4 Réponse transitoire au balourd

Afin de voir l’influence de l’amortissement interne sur l’amplitude de la réponse après la vi-

tesse critique, la réponse transitoire est explorée. Quand un rotor démarre, s’arrête ou passe une

vitesse critique, il subit un mouvement transitoire. La vitesse angulaire n’est plus constante et

devient une fonction du temps :

φ̇ = φ̇(t) (2.57)

La vitesse de rotation suit souvent une loi exponentielle comme dans de nombreuses applica-

tions industrielles : c’est à dire quand le rotor démarre, la vitesse de rotationaugmente rapidement,

et l’accélération est petite quand le rotor se rapproche de sa vitesse nominale. Ici une loi linéaire

qui traduit une accélération constante sera considérée :

φ̇ = A+Bt (2.58)

L’énergie cinétique liée au balourd s’écrit dans ce cas sous la forme suivante :

Tb = mbd φ̇(u̇cosφ− ẇsinφ) (2.59)

L’application de l’équation de Lagrange sur l’équation 2.59 nous conduità calculer le second

membre de l’équation du mouvement.
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d
dt (

∂Tb
∂u̇ )− ∂Tb

∂u = mbdφ̈cosφ−mbdφ̇2sinφ

d
dt (

∂Tb
∂ẇ )− ∂Tb

∂w = −mbdφ̈sinφ−mbdφ̇2cosφ
(2.60)

En utilisant les équations 2.60, les équations du mouvement s’écrivent dans le repère fixe comme

suit :




ma 0

0 ma








Q̈1

Q̈2





+




cs+cr −φ̇aa

φ̇aa cs+cr








Q̇1

Q̇2





(2.61)

+




ka −cr φ̇

cr φ̇ ka








Q1

Q2





+




0 −aaφ̈

aaφ̈ 0








Q1

Q2





=





mbd φ̇2sinφ̇−mbd φ̈coṡφ

mbd φ̇2coṡφ+mbd φ̈sinφ̇




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FIG . 2.19:Réponse transitoire au balourd sans amortissement interne : repère fixe

L’énergie cinétique liée au balourd s’écrit dans le repère mobile à l’aide dela matrice de

passage en fonction des deux déplacements dans le repère mobileu∗ etw∗ :
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FIG . 2.20:Réponse transitoire au balourd avec amortissement interne : repère fixe

Tb = mbd φ̇(u̇∗ +w∗ φ̇) (2.62)

L’application des équations de Lagrange sur l’équation (2.62) nous amène à calculer le second

membre des équations du mouvement.

d
dt (

∂Tb
∂u̇∗ )−

∂Tb
∂u∗ = mbdφ̈

d
dt (

∂Tb
∂ẇ∗ )− ∂Tb

∂w∗ = −mbd φ̇2
(2.63)

En utilisant l’équation (2.63), les équations de mouvement dans le repère mobile s’expriment

sous forme matricielle :
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


ma 0

0 ma








q̈1

q̈2





+




cs+cr −φ̇(aa−2ma)

φ̇(aa−2ma) cs+cr








q̇1

q̇2





(2.64)

+




ka− φ̇2(ma−aa) φ̇cs

−φ̇cs ka− φ̇2(ma−aa)








q1

q2





+




0 −aaφ̈

aaφ̈ 0








q1

q2





=





−mbd φ̈

mbd φ̇2





Une montée en vitesse linéaire de 0 à 30000(rpm) en 10(sec) est présentée dans les figures

(2.19 et 2.20 repère fixe) et (2.21 et 2.22 repère mobile). Ces figures illustrent bien l’effet déstabi-

lisant de l’amortissement interne lors d’une montée en vitesse linéaire. Au passage d’une vitesse

critique l’amplitude du mouvement tend vers l’infini.
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FIG . 2.21:Réponse transitoire au balourd sans amortissement interne : repère mobile
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FIG . 2.22:Réponse transitoire au balourd avec amortissement interne : repère mobile
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Afin d’avoir un modèle capable de traiter des applications industrielles, il estnécessaire de dé-

velopper un modèle Éléments Finis apte à tenir compte de l’amortissement interne lié au matériau

via un modèle plus réaliste.

2.1.7 Modèle Éléments Finis

L’amortissement interne est introduit dans un modèle élément fini unidimensionnel (1D). Les

Éléments Finis utilisés sont des éléments de poutre à 4 ddl par noeud (figure 2.23). La relation

contrainte-déformation est étudiée via un modèle rhéologique d’un solide viscoélastique linéaire

(figure 2.24). Le modèle considéré est un modèle de Kelvin-Voigt dont la contrainte est relative à

la vitesse de déformation est donnée par la relation :

σ = Eε+Eβε̇ (2.65)

et la contrainte de cisaillement par :

τ = Gγ+Gβγ̇ (2.66)

où E est le module d’Young,G le module de cisaillement,τ la contrainte de cisaillement etβ
le temps de relaxation qui représente la caractéristique mécanique d’amortissement du matériau.

Y

Z

X u2

u1 w2

w1

θz2

θz1

θx2

θx1

L

FIG . 2.23:Élément fini de poutre

En utilisant l’équation (2.65 et 2.66), le champ des contraintes s’écrit :

{σ} =





σyy = Eyεyy+Ey βε̇yy

τyz = Gyzγyz+Gyzβγ̇yz

τyx = Gyxγyx+Ey βγ̇yx

(2.67)
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2. Analyse dynamique des systèmes en rotation

σ

σ

FIG . 2.24:Modèle de Kelvin-Voigt

Le vecteur des contraintes peut être séparé en contrainte élastique{σ}e utilisée pour calculer

l’énergie potentielle équation (2.14) classiquement et une contrainte dissipative {σ̃}d représente

l’amortissement :

{σ} = {σ}e+{σ̃}d (2.68)

En utilisant l’équation (2.9), la partie dissipative de l’équation (2.68) devient :

{σ̃}d =





σ̃yy = Ey β
(
−z ∂θ̇x

∂y +x ∂θ̇z
∂y

)

τ̃yz = Gyzβ
(
−θ̇x + ∂ẇ∗

∂y

)

τ̃yx = Gyxβ
(

θ̇z+ ∂u̇∗
∂y

)
(2.69)

où σ̃yy est la contrainte normale de la section,τ̃yz et τ̃xy sont les contraintes dues au cisaillement

transverse.

Le travail virtuel lié au terme de dissipation interne (dans le matériau) est donné par l’équation

suivante :

δW =

L
Z

0

Z

S

(σ̃yyδεyy+ τ̃yzδγyz+ τ̃yxδγyx)dSdy (2.70)

Le travail virtuel est exprimé en fonction du champ de contraintes des composants, en utilisant

l’équation (2.69). L’équation (2.70) devient alors :

δW =
Z L

0

Z

S
Ey βε̇yyδεyydSdy+

Z L

0

Z

S
(Gyzβγ̇yzδγyz+Gyxβγ̇yxδγyx) dSdy (2.71)

46



Modélisation du rotor et équations du mouvement [LF98]

δW =
Z L

0

Z

S
Eyβ

(
−z

∂θ̇x

∂y
+x

∂θ̇z

∂y

)(
−z

∂δθx

∂y
+x

∂δθz

∂y

)
dSdy (2.72)

+
Z L

0

Z

S

[
Gyzβ

(
−θ̇x +

∂ẇ∗

∂y

)(
−δθx +

∂δw∗

∂y

)]
dSdy

+
Z L

0

Z

S

[
Gyxβ

(
θ̇z+

∂u̇∗

∂y

)(
δθz+

∂δu∗

∂y

)]
dSdy

En intégrant sur la section l’équation 2.72 s’écrit :

δW =
Z L

0
Ey β

[
Ix(

∂θ̇x

∂y
∂δθx

∂y
)+ Iz(

∂θ̇z

∂y
∂δθz

∂y
)

]
dy (2.73)

+
Z L

0
GyzκSβ

[(
−θ̇x +

∂ẇ∗

∂y

)(
−δθx +

∂δw∗

∂y

)
dy

]

+
Z L

0
GyxκSβ

[(
θ̇z+

∂u̇∗

∂y

)(
δθz+

∂δu∗

∂y

)]
dy

et pour une section circulaireIx=Iz=I . Le rotor est modélisé par un élément fini de type poutre

(figure 2.23) avec 4 ddl par noeud. Le vecteur de déplacement nodalest :

d = [u1,w1,θx1,θz1,u2,w2,θx2,θz2] (2.74)

Les déplacementsdu etdw correspondant respectivement aux mouvements dans la direction X

et Z, (repère fixe) sont définis tels que :

du = [u1,θz1,u2,θz2] (2.75)

dw = [w1,θx1,w2,θx2] (2.76)

L’élément fini est construit à partir des fonctions d’interpolation :

u = N1(y)du (2.77)

w = N2(y)dw (2.78)

où N1 et N2 sont les fonctions de forme d’une poutre en flexion sous l’hypothèse depoutre de

type Bernoulli-Euler :

N1(y) =

[
1− 3y2

L2 +
2y3

L3 ;−y+
2y2

L
− y3

L2 ;
3y2

L2 − 2y3

L3 ;
y2

L
− y3

L2

]
(2.79)
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2. Analyse dynamique des systèmes en rotation

N2(y) =

[
1− 3y2

L2 +
2y3

L3 ;y− 2y2

L
+

y3

L2 ;
3y2

L2 − 2y3

L3 ;−y2

L
+

y3

L2

]
(2.80)

L’effet du cisaillement transverse est pris en compte à partir d’un facteur correcteur de cisaille-

mentκ calculé en évaluant la fonction de gauchissement (voir chapitre 4).

a =
12EI

GκSL2 (2.81)

oùG est le module de cisaillement donné par la relation :

G =
E

2(1+ν)
(2.82)

où ν est le coefficient de Poisson.

En introduisant les fonctions de forme données par les équations (2.79) et (2.80) dans les

expressions de l’énergie et après application des équations de Lagrange, les matrices élémentaires

de l’élément finis de poutre sont obtenues sous la forme suivante :

Matrice de massed’après [Prz68] :

[M] =
ρL

840(1+a)2




M1 0 0 M7 M11 0 0 M29

M1 −M7 0 0 M11 −M29 0

M6 0 0 M29 M24 0

M6 −M29 0 0 M24

M1 0 0 −M7

M1 M7 0

M6 0

sym M6




(2.83)

avec :

48



Modélisation du rotor et équations du mouvement [LF98]





M1 = S
(
312+588a+280a2

)
+ 1008I

L2

M7 = −SL
(
44+77a+35a2

)
− (84−420a)I

L

M6 = SL2
(
8+14a+7a2

)
+ I

(
112+140a+280a2

)

M11 = S
(
108+252a+140a2

)
− 1008I

L2

M24 = −SL2
(
6+14a+7a2

)
− I

(
28+140a−140a2

)

M29 = SL
(
26+63a+35a2

)
− (84−420a)I

L

(2.84)

Matrice gyroscopique (ROTORINSA [LF98]) :

[C] =
ρI

30L(1+a)2




0 C2 C4 0 0 −C2 C4 0

0 0 C4 C2 0 0 C4

0 C9 C4 0 0 C31

0 0 C4 −C31 0

0 C2 −C4 0

0 0 −C4

0 C9

anti sym 0




(2.85)

avec
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2. Analyse dynamique des systèmes en rotation





C2 = −72

C4 = −L(6−30a)

C9 = −L2
(
8+10a+20a2

)

C31 = L2
(
2+10a−10a2

)

(2.86)

Matrice de raideur (Przemieniecki [Prz68]) :

[K] =
EI

(1+a)L3




12 0 0 −6L −12 0 0 −6L

0 12 6L 0 0 −12 6L 0

0 6L (4+a)L2 0 0 −6L (2−a)L2 0

−6L 0 0 (4+a)L2 6L 0 0 (2−a)L2

−12 0 0 6L 12 0 0 6L

0 −12 −6L 0 0 12 −6L 0

0 6L (2−a)L2 0 0 −6L (4+a)L2 0

−6L 0 0 (2−a)L2 6L 0 0 (4+a)L2




(2.87)

Les matrices dues à l’amortissement interne:

Matrice d’amortissement due à l’amortissement interne:

[Ci ] =
EIβ

(1+a)L3




12 0 0 −6L −12 0 0 −6L

12 6L 0 0 −12 6L 0

(4+a)L2 0 0 −6L (2−a)L2 0

(4+a)L2 6L 0 0 (2−a)L2

12 0 0 6L

12 −6L 0

sym (4+a)L2 0

(4+a)L2




(2.88)
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Matrice de rigidité due à l’amortissement interne :

[Ki ] =
EIβ

(1+a)L3




0 −12 −6L 0 0 12 −6L 0

0 0 −6L −12 0 0 −6L

0 −(4+a)L2 −6L 0 0 −(2−a)L2

0 0 −6L (2−a)L2 0

0 −12 6L 0

0 0 6L

anti 0 −(4+a)L2

sym 0




(2.89)

L’équation du mouvement dans le repère fixe pour un élément de type poutre s’écrit alors :

[M]
{

d̈
}

+[Ci +ΩC]
{

ḋ
}

+[K +ΩKi ]{d} = {F(t)} (2.90)

où [M] est la matrice symétrique de masse ;[Ci ] est la matrice d’amortissement interne ;[C]

est la matrice antisymétrique gyroscopique prés multipliée par la vitesse de rotation Ω ; [K] est la

matrice de rigidité ;[Ki ] est la matrice de rigidité supplémentaire (due à l’amortissement interne)

prés multipliée par la vitesse de rotationΩ ; {F(t)} est le vecteur des forces généralisées. Enfin

{d̈}, {ḋ} et{d} sont respectivement l’accélération, la vitesse et le déplacement.

Les caractéristiques mécaniques des matériaux étant connues, le système d’équations à ré-

soudre est présenté par l’équation 2.90.

2.1.7.1 Résolution du problème dynamique

La figure 2.25 présente l’organigramme général de résolution du problèmedynamique.
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Lecture des
données générales 

[M], [K] et [C]     
Calcul des matrices élémentaires

Assemblage matriciel

Résolution: Valeurs Propres 
Système Conservatif
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ω0n φ0net
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(      )]ω 0n ω0n

n n

FIG . 2.25:Résolution du problème dynamique

L’étude de stabilité du système se fait en mouvement libre, c’est à dire lorsque le second

membre est identifié à 0 (équation 2.91) :

[M]
{

d̈
}

+[Ci +C(Ω)]
{

ḋ
}

+[K +Ki(Ω)]{d} = 0 (2.91)
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Après avoir exprimées les matrices élémentaires (relations de 2.83 à 2.89), l’assemblage matriciel

global est réalisé pour construire le système d’équations 2.90. La première étape de résolution

porte sur le calcul des solutions propres du système conservatif associé:

[M]
{

d̈
}

+[K] {d} = 0 (2.92)

Les pulsations propresω0n et les modes propresφ0n sont alors calculés. Par une méthode

pseudo-modale les matrices modales généralisées sont identifiées, conduisant au système d’équa-

tion de taille (n.n) oùn représente le nombre de mode.

[m]
{

Q̈
}

+[ci +Ωc]
{

Q̇
}

+[k+Ωki ]{Q} = 0 (2.93)

Il est alors possible de former les matricesCi(ω0n) et Ki(ω0n) dues à l’amortissement interne

à partir des fréquences propres du système à l’arrêt et de calculer leur formes généralisées.

[m]
{

Q̈
}

+[ci(ω0n)+Ωc]
{

Q̇
}

+[k+Ωki(ω0n)]{Q} = 0 (2.94)

En suite la résolution du problème généralisé amorti est alors engagé classiquement par réso-

lution du problème aux valeurs propres dans l’espace 2n. La seconde étape consiste à chaque pas

de la vitesse de rotation à réactualiser le système dissipatif généralisé du fait de l’évolution des

fréquences propres.

La procédure est réitérée pour chaque pas de vitesse de rotation. L’évolution des fréquences

propres identifiées est tracée en fonction de la vitesse de rotationΩ réalisant un diagramme de

Campbell ainsi que l’évolution des parties réelles des valeurs propres enfonction de la vitesse de

rotation (critère de stabilité). Le seuil d’instabilité est identifié quand la partie réelle change de

signe définissant alors la vitesse à partir de laquelle le système devient instable.
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Chapitre 3

Conception d’un banc d’essai :

instabilité expérimentale

Le modèle éléments finis proposé a été validé à partir de cas tests issus de la littérature (analy-

tique/éléments finis). Le présent chapitre présente la confrontation des résultats numériques à des

résultats expérimentaux disponibles.

3.1 Stabilité des tubes en rotation (LMA) : modélisation et expéri-

mentation

Afin de valider le modèle éléments finis proposé une étude comparative est réalisée avec des

résultats analytiques et expérimentaux issus de la thèse d’Olivier Montagnier [Mon05] conduite

au Laboratoire LMA (Marseille). L’examen des résultats numériques et analytiques abouti à

de bonnes corrélations en fréquence et en seuil d’instabilité. Le modèle proposé est également

confronté avec des résultats expérimentaux issus d’un banc d’essai (figure 3.1) réalisée au LMA.

Le banc est constitué d’un moteur électrique entraînant une poulie courroie monté sur deux

paliers rigides permettant d’atteindre une vitesse de 12000tr/min. Cette poulie entraîne par l’in-

termédiaire d’un accouplement très souple non amortissant un tube simulant un arbre de transmis-

sion.
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3. Conception d’un banc d’essai : instabilité expérimentale

FIG . 3.1:Banc d’essai (LMA)

L’arbre est monté sur des paliers à roulements rotules modifiés pour obtenirles inclinaisons

allant jusqu’à±9◦ (figure 3.2). Ces paliers sont eux mêmes liés au bâti par l’intermédiaire de

supports viscoélastiques en élastomère travaillant en cisaillement. Les mouvements sont mesurés

par des capteurs lasers sans contact (positionnés radialement et orthogonalement).

FIG . 3.2:Paliers et élastomères
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Stabilité des tubes en rotation (LMA)

3.1.0.2 Identification des paramètres du système

Les modes rigides du banc d’essais sont identifiés en installant des petites masselottes sur un

tube court en Aluminium (figure 3.3). Ici deux configurations sont possibles, un montage avec

une masselotte centrale qui excite le mode symétrique et un montage avec 2 masselottes antisy-

métriques permettant de créer un couple qui excite le mode antisymétrique. L’amortissement a été

estimé àξe = 3.5% à partir des simulations.

FIG . 3.3:Mesure des modes des paliers avec un tube rigide possédant : (a) une masselotte centrale,
(b) deux masselottes antisymétriques

Le rotor est modélisé par un arbre élastique continu appuyé-appuyé (figure 3.4) sur fondations

viscoélastiques. Les éléments viscoélastiques, parfaitement symétriques, sont représentés par une

rigidité kp et un amortissement externece. Le tube en rotation peut être de différentes natures :

Aluminium, PVC, composite...

L

Z

Y

mp

ckp

mp

ecek p

X

Z

FIG . 3.4:Tube mince sur paliers rigides et suspension viscoélastique.

Un modèle éléments finis de l’ensemble a été établi (voir Chapitre 2). Il a été envisagé pour les

deux configurations de tubes en Aluminium et en PVC considérés au LMA (tableaux 3.1 et 3.2)
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Module d’Young E Gpa 69

Masse volumique de l’arbre ρ Kgm3 2700

Longueur réelle de l’arbre L m 1.64

Rayon extérieure de l’arbre Re m 0.025

Rayon intérieure de l’arbre Ri m 0.02298

Facteur d’amortissement interneξi % 0.2

Facteur d’amortissement externeξe % 3.5

Masse d’un palier mp kg 2.817

Rigidité d’un support kp N/m 94×103

Nombre de support Np 6

TAB . 3.1:Caractéristiques de l’arbre en aluminium et des supports

Module d’Young E Gpa 2.2

Masse volumique de l’arbre ρ Kgm3 1350

Rayon extérieure de l’arbre Re m 0.025

Rayon intérieure de l’arbre Ri m 0.0215

Facteur d’amortissement interneξi % 1.25

Facteur d’amortissement externeξe % 3.5

Masse d’un palier mp kg 2.608

Rigidité de 3 supports kp N/m 258×103

Rigidité de 6 supports kp N/m 576×103

TAB . 3.2:Caractéristiques de l’arbre en PVC et des supports
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Stabilité des tubes en rotation (LMA)

La stabilité est étudiée pour les deux tubes en Aluminium et en PVC via une étudeparamé-

trique du système arbre-paliers. La longueur considérée varie de 0.5 m à 3 m pour le tube en

Aluminium et de 0.4 m à 1.4 m pour le tube en PVC. Ces tubes se caractérisent par une rigidité

faible et un facteur d’amortissement de 0.2% pour l’aluminium et de 1.25% pour le PVC. La valeur

de l’amortissement externe (amortissement externe visqueuxce = 100N/m/s) est donnée par un

facteur d’amortissementξe = 3.5% et l’amortissement interne est introduit dans le modèle à partir

de la relationηi = 2ξi . La solution de l’équation (2.41) en mouvement libre donne les fréquences

du système couplé et les seuils d’instabilité associés aux modes.
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FIG . 3.5: Fréquences et seuils d’instabilité "tube en Aluminium sur supports viscoélastiques" en
fonction de la longueur de tube.

L’étude paramétrique réalisée concerne les tubes Aluminium et PVC. Les figures (3.5 et 3.6)

illustrent respectivement l’évolution des fréquences propres du système ainsi que les seuils d’in-

stabilité en fonction de la longueur du rotorL. L’amortissement interne induit une instabilité des
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3. Conception d’un banc d’essai : instabilité expérimentale

modes en précession directe, seulement quand la vitesse de rotation devient plus grande que la

vitesse critique. Les modes en précession inverse sont toujours stables.L’examen de ces deux fi-

gures montre que les fréquences ainsi que les seuils d’instabilité diminuent avec l’augmentation

de la longueur de rotor.
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FIG . 3.6:Fréquences et seuils d’instabilité "tube en PVC sur supports viscoélastiques" en fonction
de la longueur de tube.

Signification des légendes :Fcsi représente laièmefréquence de système couplé ;SIi représente

le ièmeseuil d’instabilité associé. Pour une longueur particulière du rotor les déformées modales

pour les 4 premiers modes sont présentées sur les figures (3.7). Elles représentent les modes de

flexion d’arbre (modes de paliers rigides) couplés avec les modes de palier (modes de rotor rigide).

En comparant ces cartes d’instabilité données figures 3.5 et 3.6, il s’avère que la zone d’in-

stabilité (zone grise) du rotor en Aluminium est plus petite que la zone d’instabilitédu rotor en

PVC. La différence est due à l’amortissement interneξi de matériau de l’arbre qui est plus impor-
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(a) Fsc1 (b) Fsc2

(c) Fsc3 (d) Fsc4

FIG . 3.7:Déformées modales du système

tant pour le PVC que pour l’Aluminium (Tableaux 3.1 et 3.2). Les fréquences ainsi que les seuils

d’instabilité diminuent quand l’amortissement interne lié au matériau augmente. Enfin une grande

zone de stabilité, qui sera analysée plus tard, est observée.

Les résultats expérimentaux obtenues au LMA sont reportés figure (3.6). Ces derniers sont

symbolisés par un cercle pour les premières fréquences expérimentales et une étoile pour les

seuils d’instabilité associés. Quatre essais expérimentaux ont été réalisés pour des tubes en PVC

de longueurs 0.6m, 0.8m, 0.9met 1m. L’instabilité expérimentale est détectée à la première vitesse

critique. Les premières fréquences expérimentales sont en bon accordavec les résultats numé-

riques. Les seuils d’instabilité expérimentaux sont aussi en bonne corrélation pour trois cas tests

(0.6m, 0.9m et 1m) et pour un seul cas test le résultat expérimental est assez loin de la prédiction

numérique. Ce point est situé dans la zone mentionnée ci-dessus que nousallons examiner.

Les figures (3.8 et 3.9) reprennent, en zoom sur la zone concernée,les évolutions des 3 pre-

mières fréquences calculées. Sont également reportées les fréquences du rotor rigideFrr et la

première fréquence de palier rigideFrb. L’observation de ces deux figures montre deux zones cor-

respondant à une longueurL = 1,44 m pour le tube en Aluminium etL = 0.83 m pour le tube en
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FIG . 3.8:Zoom de la zone de couplage : tube en Aluminium.

PVC. Sur ces zones, caractérisées en comparant la fréquence du rotor flexible monté sur paliers

rigides (notéeFrb1) à la fréquence du rotor rigide monté sur palier flexibles (notéeFrr1), on ob-

serve une augmentation de stabilité du système (figure 3.10). Comme cela avait misen évidence

par Montagnier, l’augmentation de la stabilité correspond bien au couplage entre ces deux types

de déformées modales : rotor rigide, paliers rigides.

L’évolution des seuils d’instabilité associés au système couplé est expliquéecomme suit. Pour

par exemple la longueur particulière du rotor, qui correspond à l’égalité des deux fréquencesF1rb

et F1rr ), les paliers sont fortement sollicités et fournissent donc plus d’amortissement externe au

système et en conséquence augmentent la stabilité. Un tel comportement est aussi mis en évidence

par Dutt [DN92] qui prouve qu’un choix approprié de la valeur des paramètres du support peut

augmenter de manière significative le seuil de stabilité pour un système sur paliers viscoélastiques.

Le support viscoelastique amorti offre en ce sens le plus grand intérêt par rapport aux supports

visqueux ou élastique.
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FIG . 3.9:Zoom de la zone de couplage entre les systèmes couplé et découplé : tube en PVC.

(a) Frb1 (b) Frb2

(c) Frr1 (d) Frr2

FIG . 3.10:Fréquences propres du système découplé
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3. Conception d’un banc d’essai : instabilité expérimentale

3.1.0.3 Influence de la raideur des paliers sur la zone de couplage

Les figures (3.11 et 3.12) montrent l’influence de la raideur de palier surla zone de couplage

(la longueur pour laquelle le système est le plus couplé). On peut remarquer que l’augmentation

de la raideur des paliers déplace la zone de couplage en augmentant la longueur du rotor pour

laquelle le système est plus couplé.
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FIG . 3.11:Influence de la raideur des paliers sur la zone de couplage entre les systèmes couplé et
découplé : tube en Aluminum
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FIG . 3.12:Influence de la raideur des paliers sur la zone de couplage entre les systèmes couplé et
découplé : tube en PVC.

3.1.1 Conclusion

Le travail analytique et expérimental réalisé dans le cadre du LMA et présenté dans la thèse

de Montagnier a pu fournir une base de donnée précieuse pour la validation du modèle proposé.

Une analyse paramétrique a pu montrer l’influence des amortissements interneet externe sur les

fréquences et les seuils d’instabilité d’un système couplé. Afin de pouvoirmaîtriser l’ensemble du

processus expérimental, il a été décidé de concevoir et mettre en oeuvre un banc d’essai représen-

tatif mais de taille réduite.
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3. Conception d’un banc d’essai : instabilité expérimentale

3.2 Stabilité des tubes en rotation (LaMCoS) : modélisation et expé-

rimentale

FIG . 3.13:Banc d’essai : tube en PVC

Dans l’objectif d’observer expérimentalement les phénomènes d’instabilité de rotors et de

pouvoir disposer de modèles expérimentaux de référence, un banc d’essai en rotation a été élaboré

au sein du laboratoire LaMCoS (3.13) et (3.14). La conception autorise des tests d’arbres et/ou

d’ensembles arbres-disques de longueur variant de 0.4 mètre à 2 mètres avec des diamètres de

section compris entre 10 et 40 millimètres. Dans un premier temps le banc ne sera utilisé que dans

le cadre d’approches qualitatives : il s’agit de mettre en évidence le phénomène d’instabilité en

suivant l’évolution de l’amplitude avant et après le passage de la premièrevitesse critique.

3.2.1 Description du dispositif d’essai

L’entraînement est assuré par un moteur asservi en vitesse (marque Socitec), piloté manuelle-

ment par une alimentation continue ou par un logiciel développé sous Labviewvia un ordinateur.

Le programme de commande du moteur permet de générer une rampe de vitesselinéaire suivie

d’un palier (vitesse de rotation constante). Ainsi asservi, le moteur permetd’atteindre des vitesses

de rotation maximales de 4500(tr/mn). Il est fixé au support par l’intermédiaire d’une équerre

(figure 3.15). La liaison moteur-arbre est réalisée par un accouplementhomocinétique.
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FIG . 3.14:Banc d’essai : tube en PVC

L’accouplement est destiné à compenser les éventuels désalignements et différences angulaires

dus à la déformée de l’arbre. Un capteur électromagnétique mesure la vitesse de rotation instanta-

née. Cette voie tachymétrique est utilisée pour la synchronisation des signaux lors des acquisitions

de mesures. Un capteur laser de marque Ométron (figure 3.13) mesure les vitesses de déplacement

latéral de l’arbre.

Dans l’optique de conserver toujours le même accouplement et afin de pouvoir tester différents

tubes, des manchons spécifiques ont été fabriqués (figure 3.16). Cotéaccouplement, ils possèdent

le même diamètre que le rotor original, et ont aussi un diamètre permettant de récupérer les rou-

lements rotules disponibles. Enfin ils possèdent un épaulement et un diamètreajusté au diamètre

intérieur des tubes à tester. Les manchons sont montés en force dans les tubes.

L’acquisition et le traitement des mesures sont effectués à l’aide d’un système d’acquisition

Scada’s III à 16 voies de mesure commercialisé par la société LMS (LouvainMeasurement Sys-

tem). Les mesures principales correspondent à des acquisitions par marteau de choc, des balayages

sinusoïdaux et des analyses en suivi d’ordre (Order Tracking)

3.2.2 Caractérisation de l’amortissement externe (Paliers) et interne (Rotor)

Afin d’être capable d’observer les phénomènes d’instabilités dans les meilleures conditions, il

est important de choisir des paliers présentant un amortissement le plus faible possible de manière
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3. Conception d’un banc d’essai : instabilité expérimentale

FIG . 3.15:Équerre, accouplement homocinétique et 1er palier

à ce que l’amortissement interne soit prédominant.

3.2.2.1 Conception et choix du guidage en rotation : Amortissement externe

Le banc a été conçu de manière à respecter autant que possible des conditions limites appuyé-

appuyé. Pour ce faire, un roulement avec rotulage est monté du coté de l’accouplement. Ce dernier

est bloqué en translation dans le palier via un épaulement et une bague de serrage démontable. Les

efforts de traction engendrés par les déformations du rotor ne s’exerceront donc pas sur l’ac-

couplement. A l’autre extrémité de l’arbre, le second roulement avec rotulage est laissé libre en

translation (montage avec jeu) afin de ne pas contraindre les déformations du rotor.

FIG . 3.16:Manchon d’adaptation
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FIG . 3.17:Palier avec épaulement et détail sur la bague démontable

Cette conception approche relativement bien des conditions limites appuyé-appuyé. Le choix

technologique envisagé pour le guidage en rotation a été confirmé à l’aide deprévisions numé-

riques réalisées sur un système arbre /disque en acier (figure 2.18) développé par [LF98]. Les

fréquences à l’arrêt et les vitesses critiques mesurées expérimentalement sont en très bon accord

avec les prévisions numériques appuyé-appuyé.

L

Ld

Y

Z

X

FIG . 3.18:Validation numérique des raideurs et amortissements paliers

Les roulements à bille choisis, de marque FAG, de caractéristiques 2200.2RS.TV sont des

ensembles à deux rangées de billes composés de bagues extérieures massives avec chemin de

roulement sphérique. Ils compensent les défauts d’alignement, les flexions de l’arbre et les défor-

mations du logement. L’angle de rotulage est de 1.5◦ maximum des deux côtés et ils se prêtent aux

vitesses élevées.
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3. Conception d’un banc d’essai : instabilité expérimentale

Le tableau suivant reprend les caractéristiques palier en raideur et enamortissement retenues

pour le banc d’essai développé.

Paliers Valeurs

Raideurskxx= kzz Infinie (N/m)

Amortissements PaliersCxx= Czz 0

TAB . 3.3:Caractéristiques Paliers

3.2.2.2 Caractérisation du système - Amortissement interne

Afin d’évaluer les caractéristiques d’amortissement interne des tubes considérés en Aluminium

et en PVC, des essais en vibrations en conditions limites Libre-Libre ont été conduites (figure

3.19). Les différents tubes sont suspendus par des sandows dont laraideur (de l’ordre dek =

0.003N/m) reste négligeable au regard de la raideur de la structure.

FIG . 3.19:Caractérisation expérimentale de l’amortissement interne d’un arbre Aluminium

L’acquisition des fonctions de réponses fréquentielles est réalisée soitpar l’intermédiaire d’un

choc (excitation marteau) soit par balayage sinus. Un excitateur électromagnétique standard, ajou-

tant une masse ponctuelle trop importante au regard des structures testées,un capteur électro-
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magnétique (utilisé seulement dans le cas du PVC) est utilisé pour réaliser uneexcitation sans

contact.

Les figures (3.20) et (3.21) présentent des fonctions de transfert mesurées respectivement pour

les tubes Aluminium et PVC.

FIG . 3.20:Réponses fréquentielles d’un arbre Aluminium en Libre-Libre
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3. Conception d’un banc d’essai : instabilité expérimentale

FIG . 3.21:Réponses fréquentielles d’un arbre PVC en Libre Libre

La mesure de l’amortissement est faite par la méthode de largeur de bande à−3dB. Les carac-

téristiques mesurées des tubes sont données dans les tableaux (3.4) et (3.5).

Module d’Young E Gpa 63.5

Masse volumique de l’arbre ρ Kgm3 2740

Longueur réelle de l’arbre L m 1

Rayon extérieur de l’arbre Re m 0.008

Rayon intérieur de l’arbre Ri m 0.006

Facteur d’amortissement interneξi % 1.3

TAB . 3.4:Caractéristiques du tube en Aluminium

Les valeurs de l’amortissement interne indiquées dans ces tableaux représentent une moyenne

sur les 3 ou 4 premiers modes de résonance identifiés.

Des essais dynamiques sur banc à l’arrêt, sans accouplement, ont été effectués pour chacun
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Module d’Young E Gpa 3.02

Masse volumique de l’arbre ρ Kgm3 1668

Longueur réelle de l’arbre L m 0.5

Rayon extérieur de l’arbre Re m 0.008

Rayon intérieur de l’arbre Ri m 0.006

Facteur d’amortissement interneξi % 2

TAB . 3.5:Caractéristiques du tube en PVC

des tubes. Les figures suivantes présentent respectivement les fonctions de réponses fréquentielles

mesurées dans cette configuration pour le tube Aluminium et le tube PVC.

FIG . 3.22:Réponses fréquentielles d’un arbre Alu à l’arrêt sur banc
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3. Conception d’un banc d’essai : instabilité expérimentale

FIG . 3.23:Réponses fréquentielles d’un arbre PVC à l’arrêt sur banc

Le tableau (3.6) synthétise les valeurs de fréquences mesurées sur les tubes à l’arrêt.

Impact sur tube Alu Impact sur tube pvc

Fréquences avec manchons avec manchons

et sans accouplementet sans accouplement

F1 (Hz) 38.9 44.3

F2 (Hz) 150 167

F3 (Hz) 333.2 366.8

TAB . 3.6:Fréquences propres de tubes à l’arrêt

3.2.3 Modélisation et estimation des vitesses critiques destubes

3.2.3.1 Modélisation

Ces tests réalisés sous excitation par marteau de choc en conditions limites appuyé-appuyé

servent à la définition d’un modèle éléments finis intégrant les manchons.
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FIG . 3.24:Modèle géométrique

Le modèle numérique considère des masses volumiques estimées après peséedes tubes (ta-

bleaux (3.4) et (3.5)). Les valeurs des modules d’Young introduits correspondent à la moyenne

identifiée sur les 3 premières fréquences. Une modélisation éléments finis intégrant les manchons

(figure 3.16) est utilisée pour calculer les fréquences propres de l’ensemble tube manchons. Les

fréquences ainsi calculées sont comparées avec celles trouvées expérimentalement tableaux (3.7

et 3.8).

Fréquences Mesurées Modélisées (E.F.) Écart (%)

F1 (Hz) 38.87 37.1 4.55

F2 (Hz) 150 151.29 0.86

F3 (Hz) 333.2 341.25 2.41

TAB . 3.7:Fréquences mesurées et calculées : tube Aluminium

Fréquences Mesurées Modélisées (E.F.) Écart (%)

F1 (Hz) 44.25 44.81 1.26

F2 (Hz) 167 167.834 0.50

F3 (Hz) 366.8 360.399 1.75

TAB . 3.8:Fréquences mesurées et calculées : tube en PVC

On constate une première corrélation numérique/expérimental satisfaisante.

3.2.3.2 Estimation des vitesses critiques

Le modèle numérique permet de tracer les diagrammes de Campbell : figure (3.25) et (3.26).

Ces derniers permettent d’identifier les vitesses critiques du système.
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FIG . 3.25:Diagramme de Campbell : tube Aluninium
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FIG . 3.26:Diagramme de Campbell : tube PVC
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Le tableau 3.9 liste les valeurs des premières vitesses critiques identifiées :

Prédiction numérique Tube Aluminium Tube PVC

Première vitesse critique(tr/mn) 2261 2535

TAB . 3.9:Vitesses critiques

En présence du seul amortissement interne, le seuil d’instabilité correspondra à la première

vitesse critique dans le cas de rotor symétrique.

3.2.4 Essai en rotation : Instabilités expérimentales

3.2.4.1 Essais en rotation et instabilités du tube Aluminium

L’acquisition des spectres de fréquences a été réalisée lors d’une montéeen vitesse de 0 à

2500tr/mn. Synchronisées sur la voie tachymétrique, les mesures ont été acquises entre 1500 et

2500tr/mn. La figure (3.27) présente le diagramme cascade (Waterfall) obtenu. Ce diagramme

présente l’évolution en amplitude des spectres d’ordre en fonction de la vitesse de rotation. L’exa-

men montre que le système est bien principalement excité par l’ordre 1 correspondant à l’excitation

balourd.
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3. Conception d’un banc d’essai : instabilité expérimentale

FIG . 3.27:Diagramme de Campbell expérimental : tube Aluninium

L’amplitude des réponses montre une augmentation croissante de la réponseau moment de la

vitesse critique, amplitude qui ne s’affaiblit pas après passage de cette première vitesse critique

située pour mémoire à 2261(tr/mn). Une coupe à l’ordre 1 présentée figure (3.28) illustre cette

croissance exponentielle de l’amplitude et illustre qualitativement le phénomèned’instabilité lié à

l’amortissement interne.
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FIG . 3.28:Spectre de suivi d’ordre 1 : tube Aluninium

Il n’a pas été possible de faire croître plus avant la vitesse de rotation du tube aluminium car,

lors du passage de la vitesse critique, le tube s’est fortement plastifié.

3.2.4.2 Essais en rotation et instabilités Tube en PVC

Des essais similaires ont été conduits sur un tube PVC d’une longueur de 0.5 m. La photo

suivante illustre les amplitudes de vibrations (supérieures à 0.1 m) observées au passage de la

vitesse critique (figure 3.29).
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FIG . 3.29:Déplacement pendant une montée en vitesse

L’évolution des amplitudes à l’ordre 1 est illustrée figure (3.30).
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FIG . 3.30:Déplacement pendant une montée en vitesse

La vitesse critique a été atteinte plusieurs fois. Même après passage de la valeur de la vitesse

critique théorique, il n’a pas été observé de stabilisation de l’amplitude.

Il est donc fort probable que les déplacements observés au passagede la vitesse critique avec

le tube PVC correspondent à une croissance exponentielle des réponses, mettant en exergue le

phénomène d’instabilité. Malheureusement ces essais ont été accompagnés d’une dégradation ir-

réversible de l’accouplement comme cela est visible sur la photo (figure 3.31) puisque du fait des

choix technologiques réalisés, ce dernier " encaisse " directement les déformations des tubes.

81



3. Conception d’un banc d’essai : instabilité expérimentale

FIG . 3.31:Détérioration de l’accouplement

Ces premiers essais ont mis en évidence de manière qualitative le phénomène d’instabilité. Ils

démontrent encore une fois l’importance de l’identification des amortissementspour les modèles

numériques afin d’être capable de prédire avec précision les instabilités potentielles des structures

en rotation. Dans la suite de cette étude, il s’agit maintenant de s’intéresserplus particulièrement

à la manière de modéliser le comportement particulier des rotors composites.
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Chapitre 4

Matériaux composites (rotors

composites)

Grâce à leurs performances mécaniques alliées à leur légèreté, les matériaux composites

peuvent remplacer avantageusement les matériaux conventionnels pour lafabrication des com-

posants aéronautiques, aérospatiaux (avion de tourisme, réservoirs,tuyères, centrifugeuse, arbre

de transmission, etc). Ce chapitre a pour l’objet de présenter une théoried’homogénéisation sim-

plifiée de poutre appelée SHBT (Simplified Homogenized Beam Theory) qui intègre les caracté-

ristiques d’amortissement de chacun des plis constitutifs de l’assemblage. Pour cette approche, les

caractéristiques mécaniques équivalentes d’un élément de poutre telles que la rigidité en flexion

et en cisaillement sont évaluées à partir d’une formulation énergétique, qui considère le module

d’Young, le module de cisaillement, la capacité d’amortissement spécifique et ladistance à la fibre

neutre de chaque pli. Comme démontré au chapitre 1, les théories détaillées dans la littérature pré-

sentent de nombreuses limitations ou restrictions. Dans la suite, la méthode proposée est comparée

et validée à partir des travaux issus de la bibliographie [GG05].

4.1 Rotor Composite

Afin d’intégrer dans le modèle élément finis décrit chapitre 2 les caractéristiques composites,

il convient de calculer les caractéristiques mécaniques homogénéisées, incluant l’amortissement

interne et le cisaillement transverse. Les paragraphes suivants présentent successivement les ca-

ractéristiques du pli et ceux de la poutre composite.

4.1.1 Plan du pli

Les rotors composites sont généralement obtenus par enroulement filamentaire sur un mandrin,

figure 4.1. Chaque couche de fibre peut être considérée comme un pli unidirectionnel dont la loi

de comportement est orthotrope.
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FIG . 4.1:Rotor Composite
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FIG . 4.2:Plan de pli
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Rotor Composite

La loi de Hooke généralisée pour un matériau orthotrope s’écrit sous la forme suivante :

{σ} = [Q]{ε} ou {ε} = [S]{σ} (4.1)

où {σ} et {ε} sont respectivement le champ de contrainte et de déformation,[Q] et [S] repré-

sentent les matrices de rigidité et de souplesse. Seule l’expression de la matrice de souplesse est

développée ici, la matrice de rigidité étant obtenue par[Q] = [S]−1. Dans le repère défini par les

axes d’orthotropie, la loi de Hooke s’écrit sous la forme suivante :





ε1

ε2

ε3

γ23

γ13

γ12





=




1/E1 −υ21/E2 −υ31/E3 0 0 0

−υ12/E1 1/E2 −υ31/E3 0 0 0

−υ13/E1 −υ31/E2 1/E3 0 0 0

0 0 0 1/G23 0 0

0 0 0 0 1/G13 0

0 0 0 0 0 1/G12








σ1

σ2

σ3

τ23

τ13

τ12





(4.2)

où (1,2,3) sont les axes d’orthotropie. 1 est la direction des fibres, 2 est la direction transver-

sale dans le plan du pli, 3 est la direction perpendiculaire au plan du pli etφ est l’angle d’orientation

des fibres par rapport à l’axe principal du rotorY. Dans le cadre des plis, on considère l’hypothèse

des contraintes planes(σ33 = 0). La relation précédente devient :





ε1

ε2

γ12





=




1/E1 −υ21/E2 0

−υ12/E1 1/E2 0

0 0 1/G12








σ1

σ2

τ12





(4.3)





γ23

γ13





=




1/G23 0

0 1/G13








τ23

τ13





(4.4)

L’équation (4.3) représente les effets de membrane et l’équation (4.4) représente les effets de

cisaillement transverse.

Pour chaque pli le matériau est donc défini par 6 paramètres indépendants :

– E1 etE2 sont les modules d’Young suivant les axes 1 et 2.

– G23,G13 etG12 sont les modules de cisaillement transverse.

– ν12 est le coefficient de Poisson.
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Quand les effets de cisaillement transverse sont considérés, il est souvent très difficile d’obtenir

une estimation des modules de cisaillementG23 et G13, souvent ils sont approximés par la valeur

deG12.

Le comportement d’un matériau composite viscoélastique lors d’une excitation harmonique

peut être décrit par une relation constitutive complexe :

{σ} =
(
[Q]+ j

[
Q̃

])
{ε} (4.5)

où j est l’unité imaginaire et[Q̃] = [Q][η] où [η] est la matrice des facteurs de perte du pli.

Cette matrice a la forme suivante dans le cas d’un pli orthotrope :

[η]m =




η1 0 0

0 η2 0

0 0 η12




(4.6)

[η]c =




η23 0

0 η13


 (4.7)

où [η]m et [η]c sont respectivement les matrices d’amortissement de membrane et en cisaille-

ment ;η1, η2 et η12 étant les facteurs de perte associés aux effets de membrane suivant les direc-

tions 1 et 2 et dans le plan 12 etη13 et η23 les facteurs de perte en cisaillement dans les plans 13

et 23.

Dans le cas d’un matériau composite, les propriétés dissipatives sont exprimées par la ma-

trice de Capacité d’Amortissement Spécifique (CAS) [Ψ]. Le CASest défini comme le rapport de

l’énergie dissipée par unité de volume△W par l’énergie élastiqueW sous un état de contrainte et

déformation donné (Zinoviev [ZE94] et [MH91]) :

ψ =
∆W
W

=

R π/2ω
0 {ε}t

[
S̃
]
{ε}dt

R π/2ω
0 {ε}t [S]{ε} dt

(4.8)

[S̃] est la matrice de souplesse amortie. Dans le repère associé aux axes d’orthotropie, la matrice

deCASs’écrit pour les effets de membrane comme suit :
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[Ψ]m =




ψ1 0 0

0 ψ2 0

0 0 ψ12




(4.9)

où ψ1, ψ2 et ψ12 sont les capacités d’amortissement spécifique associées aux effets de mem-

brane suivant les directions 1, 2 et dans le plan. Ces trois coefficients peuvent être identifiés expé-

rimentalement. L’effet de cisaillement transverse se caractérise pour unecapacité d’amortissement

spécifique suivante :

[Ψ]c =




ψ23 0

0 ψ13


 (4.10)

ψ13 et ψ23 représentent les capacités d’amortissement spécifique en cisaillement. La matrice des

facteurs de perte[η] s’écrit en fonction de celle de la capacité d’amortissement spécifique :

[ψ]m = 2π[η]m (4.11)

[ψ]c = 2π[η]c (4.12)

En conséquence, la matrice de rigidité amortie d’un matériau[Q̃] s’écrit en fonction de la

matrice de capacité d’amortissement spécifique :

[Q̃] =
1
2π

[Q][ψ] (4.13)

Toutes les équations précédentes sont écrites dans les axes d’orthotropie. Chaque plip est

positionné par un angleφp entre l’axeY du rotor et l’axe 1 des fibres. La loi de comportement

s’écrit dans le repère tournant comme suit :

{σ}1,2 = [T]{σ}x,y

{ε}1,2 = [T]−t {ε}x,y

[S]x,y = [T]t [S]1,2 [T]

[Q]x,y = [T]−t [Q]1,2 [T]−1

[
Q̃

]
x,y

= [T]−t
[
Q̃

]
1,2

[T]−1

où la matrice de transfert du repère orthotrope au repère de l’arbre[T] est donnée par [Gay91] :
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[T ] =




c2 s2 −2cs

s2 c2 2cs

sc −sc (c2−s2)




(4.14)

avecc= cos(φp) ets= sin(φp). On voit alors apparaître des termes de couplage entre les effets

de membrane dans les matrices[S]xy, [S̃]xy, [Q]xy et [Q̃]xy en conséquence dans :





εx

εy

γyx





=




1/Ex −υyx/Ey ηxy/Gxy

−υxy/Ex 1/Ey µxy/Gxy

ηx/Ex µy/Ey 1/Gxy








σx

σy

τxy





(4.15)

Les effets de couplage du couplage sont identifiés dans l’expression 4.15 par les quantitésηxy,

µxy, µy et ηx.

les termes de cisaillement sont liés par la relation :





γxz

γyz





=




1/Gxz 0

0 1/Gyz








τxz

τyz





(4.16)

Pour la suite, on écrira les expressions 4.15 et 4.16 sous la forme suivante :

{ε}m = [S]m{σ}m est la déformation de membrane et{ε}c = [S]c{σ}c est la déformation en

cisaillement, où[S]m, [S]c sont les matrices de souplesse de membrane et en cisaillement, et{σ}m,

{σ}c sont les contraintes de membrane et en cisaillement respectivement. Les expressions des

termes de ces matrices sont données en Annexe G.

4.1.2 Poutre composite

Soit une poutre composite cylindriques de section circulaire constituée den phases cylin-

driques de matériaux distincts, de longueurL parallèle à l’axey (Figure 4.3).

On suppose que la poutre est soumise à un champ de forces extérieures engendrant en tout

pointB de la section un champ de déplacement
→
U avec :

→
U=





ux (x,y,z, t)

uy(x,y,z, t)

uz(x,y,z, t)

(4.17)
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FIG . 4.3:Plan de la section

4.1.2.1 Paramètres intégraux et efforts intérieurs

Six paramètres cinématiques sont associés au centre géométrique de la poutreC : 3 translations

et 3 rotations. Ces paramètres expriment des translations et des rotations de la section sous forme

de moyennes pondérées.

– Paramètre de translation :

u∗(y, t) est la translation "moyenne" de la section droite suivant la directionx telle que :

u∗ (y, t) =
1

〈GyxS〉

Z

S
GyxuxdS (4.18)

v∗(y, t) est la translation "moyenne" de la section droite suivant la directiony :

v∗ (y, t) =
1

〈EyS〉

Z

S

EyuydS (4.19)

w∗(y, t) est la translation "moyenne" de la section droite suivant la directionz :

w∗ (y, t) =
1

〈GyzS〉

Z

S

GyzuzdS (4.20)

– Paramètre de rotation :
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θx(y, t) est la rotation "moyenne" de la section droite par rapport à l’axex :

θx (y, t) =
1

〈EyIx〉

Z

S

EyzuydS (4.21)

θz(y, t) est la rotation "moyenne" de la section droite par rapport à l’axez :

θz(y, t) =
1

〈EyIz〉

Z

S

−EyxuydS (4.22)

– Efforts intérieurs

La poutre étudiée est en équilibre sous l’action d’un champ de forces extérieures. Si on considère

une section arbitraire divisant la poutreP en deux parties, chacune de ces parties est en équilibre

sous l’action des efforts extérieures qu’elle reçoit et sous l’action de l’autre partie.

y

z

x

C

-Tx
-Tz

-Mz

-M

x-M

y

P+

-N
C

My
N

Tx

Tz

Mz

xM

z

x

P-

y
v

u

w θx

θy

θz

*

*

*

FIG . 4.4:Les efforts d’équilibre de la poutre

Le tenseur des efforts intérieurs créé au centre élastiqueC de la poutreP représente l’action

de la partieP+ sur la partieP−. Il équilibre chaque partie de poutre sous l’action des efforts

extérieurs. Le tenseur classiquef (C,
→
F ,

→
M) est donné par :

→
F=





Tx

N

Tz





et
→
M=





Mx

My

Mz





(4.23)
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avec :

– N effort normal

– Mx moment de flexion par rapport à l’axex,

– My moment de torsion par rapport à l’axey,

– Mz moment de flexion par rapport à l’axez,

– Tx effort tranchant suivant la directionx,

– Tz effort tranchant suivant la directionz,

4.1.3 Flexion d’une poutre composite

Dans cette partie nous considérons un cas de charge n’engendrant que des sollicitations de

flexion pure au niveau de la section (figure 4.5). En se basant sur la mêmeformulation des para-

mètres intégraux que précédemment définis et en tenant compte du gauchissement de la section

droite dû à la flexion, le champ de déplacement engendré par des sollicitationsde flexion sera

écrit en détaillant le rôle de chacune de ces composantes. Nous écrironsensuite les tenseurs des

contraintes et des déformations résultants. On se base ici sur les traveaux présentés par Gay et

Nouri dans ([Gay91], [NG94] et [Nou93]).

4.1.3.1 Champ de déplacements

Soit le champ de déplacements tridimensionnels comme la superposition d’un champunidi-

rectionnel de corps rigide construit sur les paramètres intégraux, complété par des écarts tridimen-

sionnels qui présentent les gauchissements de la section droite initialement plane. La démarche

est utilisée pour la flexion simple pour une poutre appuyée-appuyée (déplacement axial nul). Le

champ de déplacement s’écrit alors :

→
UB=





ux (x,y,z, t) = u∗ +ηx

uy(x,y,z, t) = xθz−zθx +ηy

uz(x,y,z, t) = w∗ +ηz

(4.24)

Le gauchissement de la section droite engendré par la flexion se décompose en trois termes :

– ηx(x,y,z, t) est le gauchissement de la section droite exprimant un déplacement dans son

plan initial suivant la directionx.

– ηy(x,y,z, t) est le gauchissement supplémentaire dû aux effets des efforts tranchants, tradui-

sant un déplacement suivant la directiony.

– ηz(x,y,z, t) est le gauchissement de la section droite exprimant un déplacement dans son

plan initial suivant la directionz.

En supposant les hypothèses suivantes :
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FIG . 4.5:Plan de la section en flexion

– La définition des paramètres intégraux implique des conditions d’orthogonalité et d’unicité

sur le gauchissement, celles-ci s’écrivent :





R

D
Eyηyds= 0

R

D
Eyzηyds= 0

R

D
Eyxηyds= 0

(4.25)

– Le gauchissement hors axe longitudinal est négligé doncηx = 0,ηz = 0

donc l’équation (4.25) devient :

→
UB=





ux (x,y,z, t) = u∗

uy(x,y,z, t) = xθz−zθx +ηy

uz(x,y,z, t) = w∗

(4.26)

4.1.3.2 Tenseur de déformation

Le tenseur de déformation résultant du champ de déplacement
→
UB s’écrit :
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[ε] =





εyy = x∂θz
∂y −z∂θx

∂y +
∂ηy

∂y

γyz = ∂w∗
∂y −θx +

∂ηy

∂z + ∂ηz
∂y

γyx = ∂u∗
∂y +θz+

∂ηy

∂x + ∂ηx
∂y

(4.27)

On néglige la variation du gauchissement entre deux sections infiniment voisines pour calculer

les contraintes normales et le cisaillement transverse, donc cette hypothèseimplique de négliger

les termes en∂ηy

∂y ,∂ηz
∂y et ∂ηx

∂y dans les expressions des contraintes.

4.1.3.3 Tenseur de contrainte

La loi de Hooke généralisée permet d’écrire les contraintes en fonction des composantes du

tenseur des déformations, soit :

σyy = Ey(x
∂θz
∂y −z∂θx

∂y )

τyz = Gyz(
∂w∗
∂y −θx +

∂ηy

∂z )

τyx = Gyx(
∂u∗
∂y +θz+

∂ηy

∂x )

(4.28)

Dans cette expression on néglige les effets de couplage induits par l’angled’orientation des

axes d’orthotropie par rapport à l’axe du rotory.

4.1.3.4 Relation de comportement

Les éléments de réduction du tenseur des efforts internes associés au centre élastique de la

section sont définis par les intégrales suivantes :

Tx =
R

S
τyxds

Tz =
R

S
τyzds

Mx =
R

S
zσyyds

Mz =
R

S
−xσyyds

(4.29)

En remplaçant les contraintes par leurs expressions données dans l’équation (4.28) :
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



Tx = ( ∂u∗
∂y +θz)〈GyxS〉+

R

S

[
Gyx

∂ηy

∂x

]
dS

Tz = ( ∂w∗
∂y −θx)〈GyzS〉+

R

S

[
Gyz

∂ηy

∂z

]
dS

Mx = 〈EyIx〉 ∂θx
∂y

Mz = 〈EyIz〉 ∂θz
∂y

(4.30)

le problème élastique tridimensionnel est ramené à un problème unidimensionnel gouverné

par le tenseur des déplacements et le tenseur des efforts internes.

Le gauchissementηy est exprimé en fonction des efforts tranchants et de deux fonctionsg(x,z)

eth(x,z) caractérisant le gauchissement dans le plan(y,x) et (y,z), soit :

ηy = g(x,z)
Tx

〈GS〉 +h(x,z)
Tz

〈GS〉 (4.31)

En remplaçantηy par sa nouvelle expression dans les relations précédentes (équation 4.30),

nous obtenons alors une formulation fonction des éléments de réduction du tenseur des déplace-

ments et des caractéristiques mécaniques homogénéisées de la section :





Tx = ( ∂u∗
∂y +θz)〈GyxS〉+

R

SGyx(
∂g
∂x

Tx
GS+ ∂h

∂x
Tz
GS)

Tz = ( ∂w∗
∂y −θx)〈GyzS〉+

R

SGyz(
∂g
∂z

Tx
GS+ ∂h

∂z
Tz
GS)

(4.32)





Tx = ( ∂u∗
∂y +θz)〈GyxS〉+ Gyx

GSTx
R

D
∂g
∂x +

Gyx

GSTz
R

S
∂h
∂x

Tz = ( ∂w∗
∂y −θx)〈GyzS〉+ Gyz

GSTx
R

D
∂g
∂x +

Gyz

GSTz
R

S
∂h
∂x

(4.33)





KcxxTx +KczxTz = 〈GyxS〉( ∂u∗
∂y +θz)

KcxzTx +KczzTz = 〈GyzS〉( ∂w∗
∂y −θx)

Mx = 〈EyIx〉 ∂θx
∂y

Mz = 〈EyIz〉 ∂θz
∂y

(4.34)

avec :〈GS〉 =
√
〈GSyx〉〈GSyz〉, Gyz = Gyx = Glt donc :〈GS〉 = Glt S. Par hypothèse :Kcxz = 0

etKczx = 0. Pour plus de détail voir [Nou93] et [Gay91].
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4.1.3.5 Équilibre global

Ce sont les relations d’équilibre obtenues par intégration des relations d’équilibre local sur le

domaine de la section droite. Elles se réduisent à :




∂Tx
∂y = 0

∂Tz
∂y = 0

∂Mx
∂y −Tz = 0

∂Mz
∂y +Tx = 0

(4.35)

4.1.3.6 Équilibre local

La contrainte normaleσyy, équation (4.28), s’exprime alors comme suit, en tenant compte des

relations (4.34) :

σyy = − EyMz

〈EyIz〉
x+

EyMx

〈EyIx〉
z (4.36)

L’équilibre local en tout pointB de la section s’écrit en l’absence de forces de volume :

∂σyy

∂y
+

∂τyx

∂x
+

∂τyz

∂z
= 0 (4.37)

En remplaçant les contraintes par leurs expressions (4.28) et tenant compte de l’équation

(4.31), cette quantité permet après calcul d’écrire les deux équations aux dérivées partielles sui-

vantes :





∇t [G]∇g+
Ey〈GS〉
〈EyIz〉 x+xKcxxGyx = 0

∇t [G]∇h+
Ey〈GS〉
〈EyIx〉 z+zKczzGyz = 0

(4.38)

Ces équations se simplifient en prenant :





g0 = g+Kcxxx

h0 = h+Kczzz
(4.39)

Nous définissons ainsi de nouvelles fonctions de gauchissementg0 eth0, qui sont solutions des

deux problèmes d’équations aux dérivées partielles de type Laplace-Poisson avec des conditions

aux limites mixtes.
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FIG . 4.6: Interface entre deux matériaux

Les conditions d’unicité du gauchissementηy, liées à la définition des paramètres intégraux,

impliquent des conditions d’unicité sur les fonctions de gauchissement de flexion h0 et g0 (voir

Nouri [NG94]).





∇t ([G]∇g0) = −Ey〈GS〉
〈EyIz〉 x

[G]∇g0n = 0 surr = R1 et r = Rn

g0p = g0p+1 sur∂Ωi j

[[G]p∇gp− [G]p+1∇gp+1]~n = 0

R

SEyg0dS= 0 sur S

(4.40)





∇t ([G]∇h0) = −Ey〈GS〉
〈EyIx〉 z

[G]∇h0n = 0 surr = R1 et r = Rn

h0p = h0p+1 sur∂Ωi j

[[G]p∇hp− [G]p+1∇hp+1]~n = 0

R

SEyh0dS= 0 sur S

(4.41)
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4.1.3.7 Coefficients de cisaillement

Ces coefficients apparaissent dans les relations de comportement : équation (4.34). Ils s’ex-

priment au moyen des fonctions de gauchissementg0 et h0 donnés équation (4.39). Leurs expres-

sions sont obtenues à partir des conditions d’orthogonalités (équation (4.25)) sur le gauchissement

longitudinalηy écrit suivant l’équation (4.31). On obtient après calcul :





Kcxx = 1
EyIz

R

SEyg0xdS

Kczz = 1
EyIx

R

SEyh0zdS
(4.42)

Ces coefficients caractérisent les relations de comportement liées à l’effort tranchant. Ils sont

adimensionnels et dépendent de la géométrie de la section des matériaux constitutifs.

Les problèmes aux limites précédents sont résolus par la méthode des élémentsfinis avec le

logiciel Comsol (figure 4.7).

FIG . 4.7:Cisaillement transverse

Les propriétés élastiques et d’amortissement du pli sont maintenant établies. Le paragraphe

suivant présente la formulation employée pour déterminer les énergies de déformation et le travail

virtuel dû aux effets dissipatifs.
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4.2 Expressions des énergies

On considère un rotor composite constitué deN couches de matériau orthotrope. Si la sé-

quence d’empilement est symétrique le rotor présente un comportement typique de poutre et il

peut être modélisé par la théorie classique associé aux paramètres d’amortissement homogénéisés.

Si l’empilement est non-symétrique, les effets de couplage mécaniques tels que flexion-extension,

torsion-extension et cisaillement-extension apparaissent. Dans cette étude, on négligera ces effets

de couplage.

Soit un élément poutre représentant le rotor (figure 2.23), dont les champs de déplacement

et de déformation sont donnés par les équations (2.8 et 2.9, chapitre 2).D’après la théorie des

poutres, pour chaque plip de la section, la relation contrainte-déformation s’écrit :

{σ}p =





σp
yy = Ep

y εyy+ Ẽp
y ε̇yy

τp
yz = Gp

yzγyz+ G̃p
yzγ̇yz

τp
yx = Gp

yxγyx+ G̃p
yxγ̇yx

(4.43)

Ep
y , Gp

yz et Gp
yx sont respectivement le module d’Young et les modules de cisaillement trans-

verses, et̃Ep
y , G̃p

yz et G̃p
yx sont les modules liés à l’amortissement, pour une couchep, suivant l’axe

du rotory. σp
yy et σ̃p

yy représentent les contraintes dans la section normale,τp
yz, τ̃p

yz et τp
yx, τ̃p

yx sont

les contraintes dues au cisaillement transverse. On rappelle que les effetsde couplage induits par

une séquence d’empilement non-symétrique ont été négligés.

U =
1
2

L
Z

0

Z

S

(σyyεyy+ τyzγyz+ τyxγyx)dSdy (4.44)

δW =

L
Z

0

Z

S

(σ̃yyδεyy+ τ̃yzδγyz+ τ̃yxδγyx)dSdy (4.45)

Les expressions de l’énergie potentielle et du travail virtuel (équations 4.44 et 4.45) peuvent

s’écrire en fonction des efforts tranchants et des moments de flexion ([Gay91] et [NG94]) après

avoir intégré sur la section comme suit :

U =
1
2

Z L

0

[
Mx

2

〈EIx〉
+

Mz
2

〈EIz〉
+Kcxx

Tx
2

〈GS〉 +Kczz

Tz
2

〈GS〉

]
dy (4.46)

δW =
1
2

Z L

0




˙̃MxδM̃x〈
ẼIx

〉 +
˙̃MzδM̃z〈
ẼIz

〉 +Kcxx

˙̃TxδT̃x〈
G̃S

〉 +Kczz

˙̃TzδT̃z〈
G̃S

〉


dy (4.47)

Les caractéristiques mécaniques homogénéisées qui apparaissent dans les équations 4.46 et
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4.47 sont données par :

〈EIx〉 =
Z

S
Ep

y z2dS=
N

∑
p=1

Ep
y I p

x avec I p
x =

R4
p−R4

p−1

4
(4.48)

〈EIz〉 =
Z

S
Ep

y x2dS=
N

∑
p=1

Ep
y I p

z avec I p
z =

R4
p−R4

p−1

4

〈GS〉 = Gyz

Z

S
dS= Gyx

Z

S
dS=

N

∑
p=1

Gp
12S

p

Les caractéristiques mécaniques homogénéisées amorties s’écrivent quant à elles :

〈
ẼIx

〉
=

Z

S
Ẽp

y z2dS=
N

∑
p=1

Ẽp
y I p

x avec I p
x =

R4
p−R4

p−1

4
(4.49)

〈
ẼIz

〉
=

Z

S
Ẽp

y x2dS=
N

∑
p=1

Ẽp
y I p

z avec I p
z =

R4
p−R4

p−1

4

〈
G̃S

〉
= G̃yz

Z

S
dS= G̃yx

Z

S
dS=

N

∑
p=1

G̃p
12S

p

où I p est la contribution du plip à l’inertie de la section etRp, Rp−1 est le rayon externe et

interne du plip.

Les efforts tranchants et les moments de flexion amortis s’écrivent :





Tx = 1
Kcxx

〈GS〉( ∂u∗
∂y +θz)

Tz = 1
Kczz

〈GS〉( ∂w∗
∂y −θx)

Mx = 〈EIx〉 ∂θx
∂y

Mz = 〈EIz〉 ∂θz
∂y

(4.50)

Avec les caractéristiques mécaniques homogénéisées amorties l’équation 4.50 devient :





T̃x = 1
Kcxx

〈
G̃S

〉
( ∂u∗

∂y +θz)

T̃z = 1
Kczz

〈
G̃S

〉
( ∂w∗

∂y −θx)

M̃x =
〈

ẼIx
〉

∂θx
∂y

M̃z =
〈

ẼIz
〉

∂θz
∂y

(4.51)

Donc, l’énergie potentielle et le travail virtuel peuvent être exprimés par :
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U =
1
2

Z L

0

(
EIx(

∂θx

∂y
)2 +EIz(

∂θz

∂y
)2

)
dy (4.52)

+
1
2

Z L

0

[
GS
Kcxx

(
−θx +

∂w∗

∂y

)2

+
GS
Kczz

(
θz+

∂u∗

∂y

)2
]

dy

δW =
Z L

0

(
ẼIx

∂θ̇x

∂y
∂δθx

∂y
+ ẼIz

∂θ̇z

∂y
∂δθz

∂y

)
dy (4.53)

+
Z L

0

[
κxG̃S

(
−θ̇x +

∂ẇ∗

∂y

)(
−δθx +

∂δw∗

∂y

)]
dy

+
Z L

0

[
κzG̃S

(
θ̇z+

∂u̇∗

∂y

)(
δθz+

∂δu∗

∂y

)]
dy

κx =
1

Kcxx

(4.54)

κz =
1

Kczz

où κ est le facteur correcteur de cisaillement.

La section du rotor est circulaire donc l’inertie homogénéisée en flexion est EI = EIx = EIz et

l’inertie homogénéisée amortiẽEI = ẼIx = ẼIz.

4.3 Application : rotor composite

4.3.1 Comparaison des vitesses critiques sans amortissement interne

Dans cet exemple nous considérons un rotor étudié par Zinberg et Symmonds [ZS70] en 1970

et récemment repris par Gubran et Gupta dans le [GG05]. La fréquence naturelle fondamentale

obtenue dans ce travail est comparée à la valeur expérimentale et à celles obtenues en employant

les méthodesEMBT, EMBT modifiée etLBT. La géométrie et les propriétés du matériau du rotor

sont :

– L=2.47 m, rayon moyen=0.0635 m, Épaisseur de paroi=1.321×10−3 m ;

– 10 couches d’une épaisseur identique présentées de l’intérieur versl’extérieure

[90◦,45◦,−45◦, [0◦]6,90◦] ;

– ρ = 1967kg/m3 ;

– E11 = 210GPa, E22 = 24.1GPa, G12 = 6.9GPa, ν12 = 0.36.

Les vitesses critiques obtenues par différents investigateurs employant différentes méthodes

sont présentées dans le tableau (4.1). Elles sont comparées à la vitesse critique expérimentale
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Investigateur Vitesse critique
(rev/min)

Méthode

Zinberg et Symmonds [ZS70] 5500 Expérimental

5780 (5.09 %) EMBT (Equivalent Modulus Beam
Theory)

Singh et Gupta [SG96a] 5620 (2.18 %) LBT (Layerwise Beam Theory) avec
l’éffet de cisaillement

Chen et Peng [CP98] 5714 (3.89 %)

Gubran and Gupta [GG05] 5555 (1.00 %) LBT (Layerwise Beam Theory) sans
effet de Poisson

5552 (0.94 %) EMBT Modifié (Modified Equivalent
Modulus Beam Theory) avec effet de
Poisson

Travail actuel 5767 (4.85 %) SHBT (Simplified Homogenized Beam
Theory) sans effet de cisaillement

5435 (1.18 %) SHBT (Simplified Homogenized Beam
Theory) avec effet de cisaillement (fac-
teur correcteur de cisaillementk =
0.4983)

TAB . 4.1: Comparaison des vitesses critiques obtenues par différents investigateurs en utilisant
les différentes formulations avec celles obtenues dans ce travail ; L’erreur indiquée dans la table se

réfère à la vitesse critique expérimentale.
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obtenue par Zinberg et Symmonds dans le [ZS70]. Il s’avère que la plusgrande erreur est celle

obtenue par la méthode d’EMBT. Les meilleurs résultats sont ceux obtenus par le travail actuel et

les méthodes EMBT modifiée et LBT présentés par Gubran et Gupta dans [GG05].

La vitesse critique obtenue par la méthode de SHBT avec prise en compte du cisaillement

transverse est conforme à celle de la littérature : numérique et expérimentale.

4.3.2 Comparaison des fréquences naturelles et des seuils d’instabilité avec la prise
en compte de l’amortissement interne

Dans cet exemple, nous étudions l’influence de l’amortissement interne dû au matériau sur le

seuil d’instabilité. Nous considérons la structure, proposée par Pereira [PS02a] qui est un arbre

composite avec deux disques rigides en acier, supportée par deux paliers à ses extrémités (figure

4.8). Il a la géométrie et les propriétés du matériau suivants :

– Rotor :L = 1.2m, Ro = 0.048m, e= 0.008m

– Disque :Rdint = 0.048m, Rdext = 0.15m, h = 0.05m

– Composite : 8 couches en carbone/époxy
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FIG . 4.8:Rotor composite avec deux disques.

Les propriétés des matériaux pour chaque couche (carbone/époxy) sont données dans le ta-

bleau (4.2) et les caractéristiques mécaniques des paliers anisotropes sont indiquées dans le tableau

(4.3). Il est supposé ici que les paliers n’apportent pas d’amortissement (externe).
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Matériau E1(GPa) E2 (GPa) G12 (GPa) υ21 ρ(kg/m3) ψ1 % ψ2 % ψ12%

Carbone/époxy 172.7 7.20 3.76 0.3 1446.2 0.45 4.22 7.05

TAB . 4.2:Matériau de l’arbre

Kxx(N/m) Kzz(N/m) Kxz(N/m) Kzx (N/m)

Paliers aniso-
tropes

1.107 1.108 0 0

TAB . 4.3:Les caractéristiques des paliers : rigidité et amortissement

Afin de souligner l’influence de l’amortissement interne dans l’analyse de ladynamique des

rotors, le diagramme de Campbell et le seuil d’instabilité sont déterminés. Nousanalysons la

sensibilité de la vitesse critique et le seuil d’instabilité en fonction des séquences d’empilement et

de cisaillement transverse. Puis, ils sont comparés à ceux obtenus en employant la méthode EMBT

classique.

4.3.2.1 Effet de séquences d’empilement : fréquences et seuils d’instabilité

Caractéristiques Mécaniquesséquence d’empilementF1(Hz) Seuil d’insabilité (rpm)

du composite

1 [902,45,0]S 39.87 5864

2 [90,0,90,45,90,45,0,90] 40.08 5913

3 [90,45,02]S 50.71 10981

4 [02,452,902,02] 50.91 11106

5 [02,90,45]S 50.92 11111

6 [45,0,45,0,90,0,90,0] 51.36 11395

TAB . 4.4:Caractéristiques mécaniques de l’arbre.

Le tableau 4.4 donne les fréquences et les seuils d’instabilité obtenues parla méthode propo-

séeSHBT avec différents séquences d’empilement pour des configurations symétriques et non-

symétriques. Contrairement à la méthodeEBMT utilisée par Pereira [PS02a], la méthodeSHBT

permet de considérer une configuration d’empilement quelconque. Les séquences 1 et 2 sont

constituées de 4 plis à 90◦, de 2 plis à 45◦ et de 2 plis à 0◦ et les séquences 3 à 6 sont consti-
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FIG . 4.9: Diagramme de Campbell et seuil d’instabilité pour un stratifiéθ = 75◦ avec paliers
anisotropes.

tuées de 4 plis à 0◦, de 2 plis à 45◦ et de 2 plis à 90◦. Des différences de 22% pour la première

fréquence et 48% pour le seuil d’instabilité associé sont obtenues en comparant les deux configu-

rations 1 et 6. Il apparaît également que la contribution de chaque couche dépende de sa distance à

l’axe longitudinal du tube. La capacité d’amortissement spécifique transverse (tableau 4.2) montre

que, plus les fibres sont orientées à 90◦ plus l’amortissement interne est grand et l’instabilité est

rapide.

Les diagrammes de Campbell (figures 4.9, 4.10 et 4.11), présentent l’évolution des fréquences

naturelles en fonction de la vitesse de rotation, illustrent une influence significative de la séquence

d’empilement sur les fréquences et les seuils d’instabilité. La figure (4.9) présente le cas d’une

configuration symétrique et équilibrée du rotor composite : [±75˚]8S. Dans ce cas, l’instabilité

(symbolisée par un trait pointillé) se produit juste après la deuxième vitesse critique. De tels ré-

sultats sont en très bon accord avec ceux obtenus par Pereira [PS02a] en utilisant la formulation

de Tsai [Tsa88] (La méthodeEMBT). Les diagrammes de Campbell associés aux seconde et cin-

quième configurations (table 4.4) sont présentés respectivement dans les figures (4.10 et 4.11)

et ils illustrent l’intérêt d’utiliser les séquences d’empilement comme paramètre d’optimisation

pour des fréquences et des seuils d’instabilité. La différence entre lesdeux configurations est de

21% pour des fréquences à l’arrêt en première précession direct (FW1) et environ 47% au seuil

d’instabilité (5913 et 11111 t/mn).

Pour le cas(5), la vitesse de rotation du rotor peut excéder la troisième vitesse critique sans

produire une instabilité tandis que l’instabilité se produit à une vitesse de rotation au-dessus de la
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FIG . 4.10:Diagrammes de Campbell et seuils d’instabilité avec paliers anisotropes : second cas
[90,0,90,45,90,45,0,90].
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FIG . 4.11: Diagrammes de Campbell et seuils d’instabilité avec paliers anisotropes : cinquième
cas[02,90,45]s.
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deuxième vitesse critique pour le cas(2). Un tel comportement est expliqué par le fait que plus le

nombre de fibres orientées près de la direction longitudinale du tube est grand, plus la rigidité du

rotor est importante et en conséquence plus les fréquences sont élevées. Parallèlement, plus l’angle

d’orientation est petit, plus l’amortissement interne dû aux matériaux compositesest minime (voir

tableau (4.2) (ψl , ψt)) et plus l’instabilité se produit tardivement.

4.3.2.2 Effet de cisaillement transverse : fréquences et seuils d’instabilité

Un cas test similaire (composé de 8 plis d’épaisseur 0.001m) est maintenant considéré dans

un stratifié équilibrée et symétrique[±75◦]s afin d’examiner les effets du cisaillement transverse.

Les variations des fréquences propres estimées avec et sans cisaillement transverse en fonction du

rapport longueur sur rayon extérieurL/Ro sont illustrées dans la figure (4.12) (S symbolisant le

cas avec cisaillement transversal).
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FIG . 4.12: Fréquences propres du stratifié symétrique en fonction deL/Ro pour [±75◦] avec et
sans cisaillement transverse.

Les fréquences naturelles sont tracées sur la figure (4.12) en utilisantla méthode SHBT en

fonction de paramètre de rotorL/Ro (rapport longueur sur rayon extérieure) une configuration sy-

métrique et équilibrée[±75◦]. Cette figure illustre les résultats avec et sans cisaillement transverse

(Ssymbolisant le cas avec cisaillement transversal).

Classiquement, les fréquences naturelles aussi bien que les effets de cisaillement diminuent

avec le rapportL/Ro. Pour le cas considéré, les effets de cisaillement sont significatifs lorsque l’on

considère la deuxième fréquence. Les seuils d’instabilité, tracés pour différents rapports deL/Ro
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FIG . 4.13: Seuils d’instabilité en fonction deL/Ro pour [±75◦] avec et sans cisaillement trans-
verse.

(figure 4.13), aboutissent aux mêmes types de conclusion (les courbes en trait plein sont celles

incluant l’effet du cisaillement et les courbes en trait pointillé celles sans effet du cisaillement).

θ (Degrés) FW1 (Hz) FW2 (Hz) FW1s (Hz) FW2s (Hz)

[±15] 61.55 229.57 54.37 152.49

[±45] 28.55 108.09 27.73 95.72

[±75] 22.49 85.27 22.08 78.81

TAB . 4.5: Fréquences naturelles pour un stratifié symétrique en fonction de différents angles
d’orientation des fibres avec et sans effets de cisaillement àL/Ro = 20.83

Les tableaux (4.5) et (4.6) donnent les fréquences et les seuils d’instabilité en fonction de

l’angle d’orientation des fibres pour une valeur spécifique deL/Ro = 20.83. Ils démontrent l’in-

fluence de l’angle d’orientation des fibres sur les fréquences propres du système. Le tableau (4.5)

montre que les fréquences augmentent quand l’angle d’orientation des fibres diminue. L’augmen-

tation des fréquences implique une diminution d’amortissement interne et, par conséquent, une

augmentation des seuils d’instabilité (la capacité d’amortissement spécifique longitudinale est plus

petite que celle transversale). Donc le système est plus raide quand les fibres sont orientées vers

l’axe de tube. Le tableau (4.6) confirme cette conclusion, et illustre que la rigidité équivalente
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Seuil Seuil

φ (Degrés) EI (N m2) EIη d’instabilité sans d’instabilité avec

cisaillement (rmp) cisaillement (rpm)

[±15] 97811 136 10404 9937

[±45] 21206 277 2309 2255

[±75] 15717 338 1604 1585

TAB . 4.6:Caractéristiques mécaniques des rotors et seuil d’instabilité

diminue en fonction de l’angle d’orientation des fibres quand la rigidité équivalente amortie aug-

mente.

En considérant les deux premières précessions directes, l’erreur obtenue en négligeant les

effets de cisaillement est de 2% pour la première fréquence en flexion et de 7,5% pour la deuxième

fréquence en flexion pour une orientation de[±75◦]s. Ces erreurs augmentent jusqu’à 11% et

33,5% pour la première et la deuxième fréquence respectivement dans le casd’ une orientation

égale à[±15◦]s.

4.3.2.3 Méthode d’homogénéisation : comparaison SHBT/EMBT

Une étude comparative entre la méthode proposée(SHBT) et la méthode(EMBT) est effec-

tuée. En considérant un rotor composite dans une configuration symétrique et équilibrée[±75◦]8S

(figure 4.9), les fréquences et les seuils d’instabilité calculés par les deux méthodes sont en bon

accord. Par contre, les résultats associés à différentes configurations (des empilements différents :

symétriques et non-symétriques) listés dans le tableau (4.7) montrent que la distance des couches

à l’axe neutre contribue au calcul des caractéristiques mécaniques du rotor avec(SHBT), mais

non avec(EMBT) comme mentionné dans Singh et Gupta([SG96a] et [SG96b]). En utilisant la

méthode(EMBT), des différences de 15.7% et 15 en seuil d’instabilité et de 6.7% et 6.3 sur la

première fréquence sont observées pour les séquences 2 et 3. Pour les séquences de 4 à 7, cette

différence est de 9% en seuil d’instabilité et de 3.2% en fréquence. En conséquence, la méthode

classiqueEMBT surestime l’instabilité de rotor.

4.3.2.4 Conclusion

Ce travail aborde l’analyse de la stabilité de rotors composite avec la prise encompte de

l’amortissement interne. Une théorie simplifiée d’homogénéisation de poutre (SHBT) est déve-

loppée et comparée à la théorie classique de module équivalent EMBT, à la théorie deEMBT

modifié et à la théorie de LBT. La méthode développée évite les inconvénients principaux liés

à la formulation d’EMBT, qui considère seulement des stratifiés symétriqueset équilibrés et ne
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Séquence d’empilement SI SI Erreur (%) F1(Hz) F1(Hz) Erreur (%)

(rpm) (rpm)

SHBT EMBT SHBT EMBT

[±75˚]8S 1167 1167 0 16.88 16.88 0

[902,45,0]S 5864 6956 15.7 39.87 42.76 6.7

[90,0,90,45,90,45,0,90] 5913 6956 15 40.08 42.76 6.3

[90,45,02]S 10981 12064 9 50.71 52.37 3.2

[02,452,902,02] 11106 12064 8 50.91 52.37 3

[02,90,45]S 11111 12064 8 50.92 52.37 3

[45,0,45,0,90,0,90,0] 11395 12064 5.5 51.36 52.37 2

TAB . 4.7:Comparaison entreSHBTetEMBT

tient pas compte de la distance des couches à l’axe neutre. Elle tient compte également de l’amor-

tissement interne à partir de la capacité d’amortissement spécifique de chaque pli constituant le

composite, et elle considère également le cisaillement transverse. Elle permetl’utilisation de l’élé-

ment fini de poutre existant. Les vitesses critiques obtenues par la méthode développée sont en bon

accord avec celles obtenues parLBT, EMBT modifié et aussi celle de l’expérimentation. L’étude

montre que les simplifications de EMBT peuvent conduire à des erreurs significatives en terme

de fréquences et seuils d’instabilité. Ces anomalies semblent être plus importantes pour les seuils

d’instabilité. Une étude qualitative de divers paramètres sur les fréquences et les seuils d’insta-

bilité a été entreprise pour un rotor en carbone/époxy supporté par deuxpaliers anisotropes pour

différentes orientations des fibres. L’analyse paramétrique montre que lecisaillement transverse a

une influence mineure sur les premières fréquences et que son effet est beaucoup plus significa-

tif pour les fréquences suivantes, influençant alors directement les seuils d’instabilité. Cependant,

cette méthode exige de quelques améliorations pour tenir compte des effets de couplage induits

par l’empilement non-symétrique.

109



4. Matériaux composites (rotors composites)

110



Conclusions et perspectives

Nous avons présenté dans le premier chapitre une vision globale de l’état de l’art dans le

domaine de la stabilité des machines tournantes.

Dans le deuxième chapitre, afin de mieux interpréter les phénomènes qui régissent le compor-

tement dynamique des structures tournantes, et notamment l’influence de l’amortissement interne,

des modélisations sont proposées via des approches analytique et Éléments Finis pour modéliser

les effets dissipatifs. Il s’agit d’un modèle Éléments Finis de type unidimensionnel fondée sur des

éléments de type poutre avec la prise en compte de l’amortissement interne.

Le troisième chapitre, décrivant brièvement la conception d’un banc d’essai, tend à démontrer

les aspects physiques de l’instabilité des systèmes en rotation. Les phénomènes d’instabilité au

passage des vitesses critiques sont illustrés expérimentalement à partir d’essais en rotation sur des

tubes PVC et Aluminium de différentes longueurs via des tubes. Le chapitrese clos par des ap-

plications issues de la littérature pour la validation des modèles numériques proposés. En premier

lieu, un premier cas test effectué sur des tubes PVC et Aluminium via une étude expérimentale

réalisée au laboratoire LaMCoS. En second lieu, une application effectuée sur des tubes PVC et

Aluminium permet de tracer des cartes d’instabilité via une étude paramétrique.Ces résultats sont

ensuite comparés à des résultats expérimentaux.

Le quatrième chapitre étend les développements précédents au cas des arbres composites. Une

théorie d’homogénéisation simplifiée de poutre adaptée pour tenir compte de l’amortissement

interne au niveau de chaque pli constituant l’empilement est présentée. Et cette théorie est

comparée avec d’autres théories issues de la littérature. Le chapitre se clos par une application

réalisée sur un ensemble arbre-disques (rotor composite) illustre, via uneétude paramétrique,

l’influence de l’angle d’orientation des fibres et de la séquences d’empilement sur les fréquences

propres du système en rotation et seuils d’instabilité associés. Une étude del’influence du

cisaillement transverse termine ce travail.

Des perspectives de ce travail seront :

– Un dispositif expérimental pour vérifier la caractérisation de l’amortissement interne dans

le repère fixe en mouvement forcé et identifier la fréquence associé au matériau (dans le

repère fixe).
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– La méthode d’homogénéisation introduite dans le quatrième chapitre autorise letraitement

d’empilements non symétriques. Dans ce cas, des effets de couplages membrane-flexion

peuvent apparaître et influencer le comportement dynamique du rotor. Laformulation Élé-

ments Finis utilisée dans ce travail ne permet pas la prise en compte de ces effets. Par

conséquent, pour compléter l’étude, il est nécessaire de reformuler l’étude Éléments finis

afin d’introduire les couplages membrane-flexion-torsion et évaluer ainsi leur influence....

– Adapter le banc pour expérimenter des rotors en matériaux composites
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Nomenclature

Rid Rayon intérieur de disque

(1,2,3) Axes d’orthotropie

[η] Facteur de perte

[η]m et [η]c Matrices d’amortissement de membrane et en cisaillement

[ψ]m et [ψ]c Capacités d’amortissement spécifique de membrane et en cisaillement

[Q̃] Matrice de rigidité amorti du matériau

[Ci ] Matrice d’amortissement interne

[Ki(Ω)] Matrice de rigidité due à l’amortissement interne

[M], [K] et [C] Matrice élémentaire de poutre : masse, raideur et gyroscopique

[p] Matrice de passage de repère Mobile au repère fixe

ć Coefficient d’amortissement visqueux de l’amortisseur fixe

α Coefficient de proportionnalité (α = cs/cr )

αb Position angulaire du balourd

δW Travail virtuel

ε Déformation

η13 et η23 Facteurs de perte en cisaillement

η1 η2 et η12 Facteurs de perte associé aux effets de membrane suivant les directions1 et 2 et

dans le plan

ηx(x,y,z, t) et ηz(x,y,z, t) Gauchissements de la section droite

ηy(x,y,z, t) Gauchissement supplémentaire dû aux effets des efforts tranchants

κ Facteur correcteur de cisaillement

[Q] Matrice de rigidité du matériau
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Nomenclature

[S] Matrice de souplesse du matériau

ν12, ν13, ν23, ν31 et ν32 Coefficients de Poisson

Ω Vitesse de rotation

ω Pulsation propre

ωx, ωy et ωz Vecteurs de rotation instantanée suivantx, y et z

Ωcr,1 Première vitesse critique

ΩSI Seuil d’instabilité

φ Angle d’orientation des fibres par rapport à l’axe principale du rotorY

ψ13 et ψ23 Capacités d’amortissement spécifique en cisaillement

ψ1, ψ2 et ψ12 Capacités d’amortissement spécifique associé aux effets de membrane suivant les

directions 1 et 2 et dans le plan

ρ Masse volumique

σyy Contrainte de la section normale

σ Contrainte

τyz et τxy Contraintes dues au cisaillement transverse

θz, θx et θy Angles de rotation

△W Énergie dissipée par l’unité de volume

ẼI Inertie de flexion homogénéisée amortie

Ẽp
y , G̃p

yz et G̃p
yx Module d’Young amorti et modules de cisaillement transverse amorti du pli

G̃S La rigidité homogénéisée en cisaillement amorti

{ε}m et {ε}c Déformation de membrane et en cisaillement

{σ}m et {σ}c Contrainte de membrane et en cisaillement

{F(t)} Vecteur de force généralisé

aa Effet gyroscopique de l’arbre

ad Effet gyroscopique de disque

c Coefficient d’amortissement visqueux d’un amortisseur tournant

cr Amortissement interne (tournant)

cs Amortissement externe (stationnaire)
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Ceq Amortissement visqueux équivalent

cxx, czz, cxz et czx Caractéristiques d’amortissement des paliers

CAS: Capacité d’Amortissement Spécifique

d Distance de balourd du centre géométrique de l’arbre

di Coordonnées généralisées indépendantes

e Épaisseur de disque

Ey Module d’Young suivant l’axe du rotory

Ep
y , Gp

yz et Gp
yx Module d’Young et modules de cisaillement transverse du pli

E1, E2 et E3 Module d’Young suivant les axe 1 et 2

EI Inertie de flexion homogénéisée

EMBTModi f íe : Modified Equivalent Modulus Beam Theory

EMBT : Equivalent Modulus Beam Theory

f (y) Fonction de forme

Fcsi Fréquences de système couplé

Frb Fréquences de palier rigide

Frr Fréquences de rotor rigide

Fdi Vecteur force généralisée

g(x,z) eth(x,z) Fonctions qui caractérisent le gauchissement dans le plan(Y,X) et (Y,Z)

G23, G13 et G12 Module de cisaillement transverse

Gyz et Gyx Modules de cisaillement transverse

h Distance de l’amortisseur tournant à la fibre neutre

I p Contribution du plip à l’inertie de la section

Ia Moment d’inertie transverse de l’arbre

Idx, Idy et Idz Moments d’inertie du disque suivantx, y etz

Ja Moment d’inertie polaire de l’arbre

k, m et a Termes de raideur, masse et gyroscopique totales

ka Raideur de l’arbre

kxx, kzz, kxz et kzx Caractéristiques de raideur des paliers
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Nomenclature

L Longueur du rotor

L/Ro Rapport longueur-rayon

Ld Position de disque

Lp Position du palier

LBT : Layerwise Beam Theory

ma Masse de l’arbre

mb Masse de balourd

md Masse de disque

mp Masse de palier

N Nombre de degrés de liberté

N1 et N2 Fonctions de forme en Élément Finis

Q1(t) et Q2(t) Coordonnées généralisées indépendantes : repère fixe

q1(t) et q2(t) Coordonnées généralisées indépendantes : repère mobile

R(xyz) Repère tournant

R0(XYZ) Repère fixe

Rp et Rp−1 Rayon externe et interne du plip

Rdiss Énergie dissipée par un amortisseur tournant

Rea Rayon extérieur de l’arbre

Red Rayon extérieur de disque

Sa Section de l’arbre

SHBT: Simplified Homogenized Beam Theory

T Énergie cinétique

Tb Énergie cinétique du balourd

Td Énergie cinétique du disque

U Énergie potentiel

u et w Coordonnées du centre géométrique de disqueO dans le repère fixe

u∗ et w∗ Coordonnées du centre géométriqueO dans le repère mobile

vi1 et vi2 Déplacements des pointsAi etBi
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Nomenclature

W Énergie élastique

x et z Déplacement d’un point typique de la section de rotor

d̈, ḋ etd Vecteur accélération, vitesse et déplacement

GS La rigidité homogénéisée en cisaillement
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Généralités sur l’amortissement

Les Modèles mathématiques pour modéliser l’amortissement

Amortissement Visqueux

F(t)

CK

x(t)m

FIG . 4.14:Système à 1 ddl avec un amortisseur visqueux

C’est un modèle physique dont l’approche est d’introduire dans le système une force d’amor-

tissement proportionnelle à la vitesse. L’avantage de ce modèle est sa simplicitémathématique ;

mais ce modèle présente rarement ce qui se passe dans le système réel. Le système à 1 ddl présenté

se compose d’une massem fixée à un ressortk et un amortisseur visqueux avec une force d’exci-

tation F(t) appliquée à la masse (figure 4.14). Sa dynamique est décrite par l’équation suivante :

mẍ(t)+cẋ(t)+kx(t) = F(t) (4.55)

La réponse du système et obtenue pas une sommation :

– d’une réponse transitoire obtenue par la résolution de l’équation homogène sans second

membre dont l’amplitude dépend des conditions initiales.
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xc = e−αt (C1sinωdt +C1cosωdt) (4.56)

– d’une réponse permanente calculée en supposant une réponse de même nature que l’excita-

tion.

xp =
Fcos(ωt − ε)√

(k−mω2)2 +ω2c2
(4.57)

Dans ces expréssions, avecα = c
2m est le facteur d’amortissement,ωd =

√
k
m−

(
c

2m

)2
est la fré-

quence propre du système dissipatif et la phase estε = arctan
(

cω
k−mω2

)
.

la solution total est la somme des deux solutions précédentes (xc +xp).

Au fur et à mesure que la fréquence augmente, le terme de l’inertie−mω2x augmente jusqu’à

une valeur égale à la force de rigiditékx. A la résonance, l’amplitude de la réponse est limitée

seulement par l’amortissement.

Amortissement Hystérétique

F(t)

K (1+j   )η

x(t)m

FIG . 4.15:Système à 1 ddl avec un amortisseur hystérétique

Cet amortissement est basé sur le concept de module complexe, l’amortissement étant associé

à une boucle d’hystérésis. Ce modèle est utilisé dans les analyses élastiques compliquées où un

nombre complexe peut remplacer la valeur réelle de module. Supposant quele coefficient d’amor-

tissement visqueux dans l’équation (4.55) soitc = kη/ω (figure 4.15), en utilisant la notation

complexe, ˙x = iωx.

mẍ+k∗x = Feiωt (4.58)

aveck∗ = k(1+ iη), la raideur complexe de la suspension qui contient raideur et amortissement.
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Comparaison entre amortissement visqueux et hystérétique: Nashif [NGP85]

La table suivante 4.8 présente une comparaison entre les deux modèle mathématiques d’amor-

tissement visqueux et hystérétique.

Amortissent visqueux Amortissement hystérique

Equation diffé-
rentielle

mẍ(t)+cẋ(t)+kx= F(t) mẍ+k(1+ iη)x = Re([Feiωt ])

Solution per-
manente

x = Acos(ωt − ε) x = Bcos(ωt − ε)

A = F0 cos(ωt−ε)√
(k−mω2)2+c2ω2

B = F0 cos(ωt−ε)√
(k−mω2)2+k2η2

Énergie dissi-
pée par cycle

D = πcωA2 D = πkηB2

dépend de la fréquence indépendant de la fréquence

La fréquence de
résonance

ωr =
√

k
m(1− c2

2km) ωr =
√

k
m

diminue avec l’augmentation dec indépendant deη

Déplacement
statique àω = 0

F
k indépendant dec dépend deη∗

L’amplitude de
la résonance

F/ωc Dépend de ( k, m, c ) F/ηk Dépend de (k,η)

TAB . 4.8:Comparaison amortissement visqueux et hystérétique pour un système à 1 ddl

Les caractéristiques mécaniques des matériauxη et E dépendent notamment à la fois de la

fréquenceω et de la températureT, selon des lois qui peuvent être connues expérimentalement

mais qui n’ont pas de formulations analytiques figure 4.16.
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FIG . 4.16:Effet de fréquence et de température sur les caractéristiques mécaniques du matériau
η etE

Exemple : sytème à un ddl

Le système masse ressort amortisseur à un ddl présenté dans la figure 4.14 est considéré, avec

une masse dem= 1 kg raideurk = 1e6 N/m, amortisseurc= 2 N/m/set une force deF = 0.1 N.

La fréquence propre de ce système estf = 1000rad/s= 159.15Hz

4.3.2.5 Réponse harmonique (domaine fréquentiel)
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visqueux     

FIG . 4.17:Réponse fréquentielle pour un système à 1 ddl comparaison visqueux/hystérétique
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α =
c

2
√

km
=

c
2mω

= 1e−3 (4.59)

En excitation harmonique et seulement dans ce cas, un amortissement hystérétique équivalent

à un amortissement visqueux est défini en écrivant l’équivalence de l’énergie dissipée par cycle

pour les deux mécanismes :

πcωX2 = πkηX2 (4.60)

Comme on doit satisfairecω = ηk, alors l’amortissement visqueux équivalent s’écritceq =
ηk
ω (avecη facteur de perte). Pour évaluer la capacité d’amortissement d’un matériau, l’énergie

dissipée par cycle à la résonance est comparée à l’énergie potentielle maximale. Le rapport de ces

deux quantités s’appelle capacité d’amortissement spécifique (CAS) :

CAS= ψ =
∆W
W

=
πcωX2

1
2kX2

=
2πα

√
km

√
k
mX2

1
2kX2

= 4πα (4.61)

Doncη = 2α Et l’évolution de l’amortissement pour les deux mécanismes en fonction de la

fréquence est donnée par la figure 4.17.
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FIG . 4.18:Évaluation de la partie dissipative (comparaison visqueux/hystérétique)
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FIG . 4.19:Évaluation de la phase pour le système à 1 ddl
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Amortissement Structural

L’équation de mouvement en mouvement libre dans le repère fixe s’écrit selon un modèle

d’amortissement de type hystérétique est donnée par la relation (4.62) :

mẍ+k(1+ j)x = Feiωt (4.62)

F(t)

K (1+j   )η

x(t)m

FIG . 4.20:Système à 1 ddl avec un amortisseur hystérétique

Ain de statuer sur la stabilité, on cherche à caractériser les solution propres sans second

membre (recherche des solutions transitoires)

mẌ +k(1+ j)X = 0 (4.63)

La solution de l’équation de mouvement est choisie de type exponentielle :

X = xert (4.64)

En mettant la solution dans l’équation de mouvement, on obtient :
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[mr2 +k(1+ jη)]x = 0 (4.65)

Les valeurs propres s’écrivent alors :

r1 = −
√

k
m(1+ jη)

r2 =
√

k
m(1+ jη)

(4.66)

On constate que l’une des solutions propres présente une partie réelle positive, synonyme

d’instabilité d’où une conclusion immédiate qui tend à prouver que l’amortissement hystérétique

déstabilise le système. Cependant ce raisonnement est non valide dans la mesure où la résolution

d’un tel système aux valeurs propres n’a pas de sens physique.

Partie réelle positive c’est à dire que le système est instable. La résolution aux valeurs propres

et vecteurs propres des equatons associées à un modèle hystérétique doit toujours être effectuée

avec second membre6= 0.
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Modèle analytique : Modèle de 4 amortisseurs tournant

L’énergie dissipée par un amortisseur tournant est :

Rdiss=
1
2

c(v̇i2− v̇i1)
2 (4.67)

Dans les plans respectifs(xOy) et (zOy), vi1 et vi2 sont exprimés en fonction deu∗ et w∗

(déplacements dans le repère tournant) par les équations suivantes.

Dans le plan(xOy) :

v̇i1z = − ∂u̇∗
∂y (y=0)

h

v̇i2z = − ∂u̇∗
∂y (y=L)

h

(4.68)

Dans le plan(zOy) :

v̇i1x = − ∂ẇ∗
∂y (y=0)

h

v̇i2x = − ∂ẇ∗
∂y (y=L)

h

(4.69)

Ainsi, l’énergie dissipée par les 4 amortisseurs tournants (2 amortisseurs dans chaque plan)

est :

Rdiss= c
[
(v̇i2z− v̇i1z)

2 +(v̇i2x− v̇i1x)
2
]

(4.70)

En mettant les équations 4.68 et 4.69 dans l’équation 4.70 l’énergie dissipée pas l’amortisse-

ment tournant s’écrit :

Rdiss= ch2

[
(−∂u̇∗

∂y (y=L)

+
∂u̇∗

∂y (y=0)

)2 +(−∂ẇ∗

∂y (y=L)

+
∂ẇ∗

∂y (y=0)

)2

]
(4.71)

Les déplacementsu∗ et w∗ dans le repère mobile sont alors exprimés dans le repère fixe à

l’aide de la matrice de passage (équations 4.72).
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u∗ = ucosΩt −wsinΩt (4.72)

w∗ = usinΩt +wcosΩt

u̇∗ = u̇cosΩt −uΩsinΩt − ẇsinΩt −wΩcosΩt (4.73)

ẇ∗ = u̇sinΩt +uΩcosΩt + ẇcosΩt −wΩsinΩt

et :

∂u̇∗

∂y
=

∂u̇
∂y

cosΩt − ∂u
∂y

ΩsinΩt − ∂ẇ
∂y

sinΩt − ∂w
∂y

ΩcosΩt (4.74)

∂ẇ∗

∂y
=

∂u̇
∂y

sinΩt +
∂u
∂y

ΩcosΩt +
∂ẇ
∂y

cosΩt − ∂w
∂y

ΩsinΩt

Les conditions aux limites : les extrémités sont de type appuyé-appuyé. L’approche de type

dynamique des rotors [LF98] est envisagée. Les déplacements du système (u,w) dépendent du

tempst et de la variable d’espacey et peuvent s’écrire, par séparation des variables, sous la forme :

u = f (y)Q1(t)

w = f (y)Q2(t)

f (y) = sinπy
L

(4.75)

Q1 etQ2 sont les coordonnées généralisées indépendantes. Il vient :

u̇ = f (y)Q̇1

ẇ = f (y)Q̇2

(4.76)

∂u
∂y = ∂ f

∂yQ1

∂w
∂y = ∂ f

∂yQ2

(4.77)
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∂u̇
∂y = ∂ f

∂yQ̇1

∂ẇ
∂y = ∂ f

∂yQ̇2

(4.78)

alors :

∂u̇∗

∂y
=

∂ f
∂y

cosΩtQ̇1−
∂ f
∂y

ΩsinΩtQ1−
∂ f
∂y

sinΩt Q̇2−
∂ f
∂y

ΩcosΩt Q2 (4.79)

∂ẇ∗

∂y
=

∂ f
∂y

sinΩtQ̇1 +
∂ f
∂y

ΩcosΩt Q1 +
∂ f
∂y

cosΩt Q̇2−
∂ f
∂y

ΩsinΩt Q2

avec :

∂ f
∂y

=
πy
L

cos
πy
L

(4.80)

et :

∂ f
∂y (y=0)

= π
L

∂ f
∂y (y=L)

= −π
L

(4.81)

L’expréssion 4.71 devient :

Rdiss = 4ch2π2

L2

[
(sinΩtQ̇1 +ΩcosΩt Q1 +cosΩtQ̇2−ΩsinΩtQ2)

2+ (4.82)

(cosΩt Q̇1−ΩsinΩt Q1−sinΩt Q̇2−ΩcosΩt Q2)
2
]

(4.83)

soit :

Rdiss=
4ch2π2

L2

[
Q̇1

2
+Ω2Q1

2 + Q̇2
2
+Ω2Q2

2−2ΩQ̇1Q2 +2ΩQ1Q̇2

]
(4.84)

En posantcr = 8ch2π2

L2 et en appliquant les équation de Lagrange, il devient :

∂Rdiss
∂Q̇1

= crQ̇1−crΩQ2

∂Rdiss
∂Q̇2

= crQ̇2 +crΩQ1

(4.85)
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Réponse en régime permanent : Repère Mobile et Repère Fixe

Mis en équations

1. La mise en équation dans le repère fixeR0




m 0

0 m








Q̈1

Q̈2





+




cs+cr −Ωa

Ωa cs+cr








Q̇1

Q̇2





(4.86)

+




k −crΩ

crΩ k








Q1

Q2





=





0

0





oùcs est l’amortissement stationnaire (palier) etcr est l’amortissement tournant.

2. La mise en équation dans le repère mobileR

En utilisant la matrice de passage[p] on peut exprimer les déplacements et leurs dérivées dans

le repère mobile.

[p] =




cosΩt −sinΩt

sinΩt cosΩt


 (4.87)

Après transformation, les équations de mouvement dans le repère mobile s’écrivent :
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


m 0

0 m








q̈1

q̈2





+




cs+cr −Ω(a−2m)

Ω(a−2m) cs+cr








q̇1

q̇2





(4.88)

+




k−Ω2(m−a) Ωcs

−Ωcs k−Ω2(m−a)








q1

q2





=





0

0





On s’intéresse maintenant à la réponse au balourd :

Ω t

Z

X

B

C

z

x

αb

FIG . 4.21:Force due au balourd : repère fixe et repère mobile

A partir de la figure 4.21, la force due au balourd dans les deux repèresa pour expression les

formes suivantes :

1. Dans le repère FixeR0 :




m 0

0 m








Q̈1

Q̈2





+




cs+cr −Ωa

Ωa cs+cr








Q̇1

Q̇2





(4.89)

+




k −crΩ

crΩ k








Q1

Q2





=





mbdΩ2sin(Ωt +αb)

mbdΩ2cos(Ωt +αb)





La solution de cette équation (en considérantαb = 0) est :
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Q1 = Q10+Q11sin(Ωt)+Q12cos(Ωt)

Q2 = Q20+Q21sin(Ωt)+Q22cos(Ωt)

(4.90)

En mettant la solution (équation 4.90) dans l’équation (4.89), l’amplitude de la réponse est

donnée par les coordonnées généralisées suivantes exprimées dansle repère fixe :

Q11 = (aΩ2−mΩ2+k)mbdΩ2

(a2Ω4−2Ω4ma+m2Ω4+2Ω2ka−2mΩ2k+cs
2Ω2+k2)

Q12 = −csΩ3mbd
(a2Ω4−2Ω4ma+m2Ω4+2Ω2ka−2mΩ2k+cs

2Ω2+k2)

Q21 = csΩ3mbd
(a2Ω4−2Ω4ma+m2Ω4+2Ω2ka−2mΩ2k+cs

2Ω2+k2)

Q22 = (aΩ2−mΩ2+k)mbdΩ2

(a2Ω4−2Ω4ma+m2Ω4+2Ω2ka−2mΩ2k+cs
2Ω2+k2)

Q10 = 0 et Q20 = 0

(4.91)

2. Dans le repère MobileR :




m 0

0 m








q̈1

q̈2





+




cs+cr −Ω(a−2m)

Ω(a−2m) cs+cr








q̇1

q̇2





(4.92)

+




k−Ω2(m−a) Ωcs

−Ωcs k−Ω2(m−a)








q1

q2





=





mbdΩ2sin(αb)

mbdΩ2cos(αb)





La solution de cette équation avecαb = 0 est :

q1 = q10+q11sin(Ωt)+q12cos(Ωt)

q2 = q20+q21sin(Ωt)+q22cos(Ωt)

(4.93)
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En mettant la solution équation (4.93) dans l’équation (4.92), l’amplitude de la réponse sont

données par les coordonnées généralisées exprimées dans le repèremobile :

q11 = 0, q12 = 0, q21 = 0 et q22 = 0

q10 = (aΩ2−mΩ2+k)mbdΩ2

(a2Ω4−2Ω4ma+m2Ω4+2Ω2ka−2mΩ2k+cs
2Ω2+k2)

q20 = −csΩ3mbd
(a2Ω4−2Ω4ma+m2Ω4+2Ω2ka−2mΩ2k+cs

2Ω2+k2)

(4.94)

L’examen des amplitudes de mouvement d’une réponse permanente au balourd dans les deux

repères intégrant l’amortissement interne, externe et effet gyroscopique prouve que ces dernière

ne sont pas influencées par l’amortissement internecr qui n’intervient pas dans l’amplitude de

vibration.

Réponse à une force fixée dans l’espace

On suppose une force fixée dans l’espace qui s’exerce ici selon la directionX comme illustré

dans la figure (4.22).

Ω t

Z

X C

z

x

F sin    tω

FIG . 4.22:Force fixée dans l’espace : repère fixe et repère mobile

La mise en équation de ce nouveau système soumis à cette force due au balourd dans les deux

repères :

1. Dans le repère FixeR0 :
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


m 0

0 m








Q̈1

Q̈2





+




cs+cr −Ωa

Ωa cs+cr








Q̇1

Q̇2





(4.95)

+




k −crΩ

crΩ k








Q1

Q2





=





Fsin(ωt)

0





La solution de cette équation est :

Q1 = Q10+Q11sin(ωt)+Q12cos(ωt)

Q2 = Q20+Q21sin(ωt)+Q22cos(ωt)

(4.96)

En mettant la solution équation (4.96) dans l’équation (4.95) on obtient le système d’équa-

tions à résoudre sous la forme matricielle suivants :




−mω2 +k −(cs+cr)ω −Ωcr aωΩ

(cs+cr)ω −mω2 +k −aωΩ −Ωcr

Ωcr −aωΩ −mω2 +k −(cs+cr)ω

aωΩ Ωcr (cs+cr)ω −mω2 +k








Q11

Q12

Q21

Q22





=





F

0

0

0





(4.97)

2. Dans le repère MobileR :




m 0

0 m








q̈1

q̈2





+




cs+cr −Ω(a−2m)

Ω(a−2m) cs+cr








q̇1

q̇2





(4.98)

+




k−Ω2(m−a) Ωcs

−Ωcs k−Ω2(m−a)








q1

q2





=





Fsin(ωt)cos(Ωt)

Fsin(ωt)sin(Ωt)





La solution de cette équation est recherchée sous la forme suivante :
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q1 = q10+q11sin(ω−Ω)t +q12cos(ω−Ω)t +q13sin(ω+Ω)t +q14cos(ω+Ω)t

q2 = q20+q21sin(ω−Ω)t +q22cos(ω−Ω)t +q23sin(ω+Ω)t +q24cos(ω+Ω)t

(4.99)

En mettant la solution équation (4.99) dans l’équation (4.98), le système d’équations à ré-

soudre s’écrit sous forme matricielle :




e1 e2 0 0 e3 e4 0 0

−e2 e1 0 0 −e4 e3 0 0

0 0 e5 e6 0 0 e3 e7

0 0 −e6 e5 0 0 −e7 e3

−e3 −e4 0 0 e1 e2 0 0

e4 −e3 0 0 −e2 e1 0 0

0 0 −e3 −e4 0 0 e5 e6

0 0 e4 −e3 0 0 −e6 e5








q11

q12

q13

q14

q21

q22

q23

q24





=





F/2

0

F/2

0

0

F/2

0

−F/2





(4.100)
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



e1 = −m(ω−Ω)2 +(k−mΩ2)

e2 = −(cs+cr)(ω−Ω)

e3 = Ωcs−aΩ2

M4 = −2mΩ(ω−Ω)+aΩ(ω−Ω)

e5 = −m(ω+Ω)2 +(k−mΩ2)

e6 = −(cs+cr)(ω+Ω)

M7 = −2mΩ(ω+Ω)+aΩ(ω+Ω)

(4.101)
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Méthode d’Homogénéisation

Les matériaux utilisés pour la conception des rotors sont les matériaux classique comme l’acier

et les matériaux composites.

Pour calculer les matrice élémentaires de tout les élément du rotor. Cas rotor en matériaux

classiques (acier) on utilise des propriétés des matériaux équivalentes (module d’Young et de ci-

saillement équivalents). Pour les matériaux composite, on considère les formulations basées sur

la théories de poutre et les matériaux homogénéisés, la rigidité de la structure est une fonction du

produitEI (une rigidité équivalent), oùE est le module d’Young et le I est l’inertie de la section.

De même, la dissipation due à l’amortissement interne est une fonction deEIη où η est le facteur

de perte calculé à partir de la capacité d’amortissement spécifiqueψ avec la relationη = ψ/2π.

Deux méthodes d’homogénéisation peuvent être employées : La plus classique utilise une

approche équivalentes des matériaux homogénéisé.

Equivalent Modulus Beam TheoryEMBT

Cette méthode est développé avec la théorie de stratifié associé aux empilementssymétriques

et équilibrés. Les caractéristiques des matériaux déterminés par cette méthodec’est le module de

Young équivalentEeq, module de cisaillementGeq et le module équivalent amortiEψ
eq. Le module

de Young équivalentEeq et le module de cisaillementGeq sont donnes par les équations suivante

(Chandramouli [CGP94]) :

Eeq =

[
4(U1−U5)(U5−U3γ)−β2U2

2
]

U1−βU2 + γU3
(4.102)

Geq = U5− γU3 (4.103)

U1−5 sont les combinassions linaires de module de rigidité (Tsaï [Tsa88]) et les termesγ et β
sont donnée par :
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γ =
N
∑

p=1

tp

t cos2θp

β =
N
∑

p=1

tp

t cos4θp

(4.104)

avec :tP est l’épaisseur de la couchek, t est l’épaisseur total de rotor,θp représente l’angle

d’orientation du fibre de la couchek etN est le nombre des couche dans l’épaisseur de l’arbre. Le

module de Young amorti est évalué avec la même formule en utilisant la matrice de la capacité

d’amortissent spécifique[ψ] due aux matériaux pour chaque couche de la stratifié.

La marice de rigidité dans le repère d’orthotropie :

[Q] =




Ex
1−νxνy

Eyνx

1−νxνy
0

Exνy

1−νxνy

Ey

1−νxνy
0

0 0 G




(4.105)

l’équation 4.105 peut s’écrit sous la forme :

[Q] =




Qxx Qxy 0

Qxy Qyy 0

0 0 Qss




(4.106)

Donc les combinassions linaires de module de rigidité sont données par :
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U1 = 3
8Qxx+ 3

8Qyy+ 1
4Qxy+ 1

2Qss

U1 = 4
8(Qxx−Qyy)

U3 = 1
8Qxx+ 1

8Qyy− 1
4Qxy− 1

2Qss

U4 = 1
8Qxx+ 1

8Qyy+ 3
4Qxy− 1

2Qss

U5 = 1
8Qxx+ 1

8Qyy− 1
4Qxy+ 1

2Qss

(4.107)

et pour les calcule de module de Young équivalent amortiEψ
eq on multiplie la matrice de rigidité

[Q] par la matrice de capacité d’amortissement spécifique[ψ].

[ψ] =




ψ11 0 0

0 ψ22 0

0 0 ψ12




(4.108)

donc on obtient :

[Q]ψ =




ψ11Qxx ψ11Qxy 0

ψ22Qxy ψ22Qyy 0

0 0 ψ12Qss




(4.109)

donc :

[Q]ψ =




Qψ
xx Qψ

xy 0

Qψ
xy Qψ

yy 0

0 0 Qψ
ss




(4.110)

et donc les combinassions linaires de module de rigidité amorti sont calculés par :
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U1 = 3
8Qψ

xx+ 3
8Qψ

yy+ 1
4Qψ

xy+ 1
2Qψ

ss

U1 = 4
8(Qψ

xx−Qψ
yy)

U3 = 1
8Qψ

xx+ 1
8Qψ

yy− 1
4Qψ

xy− 1
2Qψ

ss

U4 = 1
8Qψ

xx+ 1
8Qψ

yy+ 3
4Qψ

xy− 1
2Qψ

ss

U5 = 1
8Qψ

xx+ 1
8Qψ

yy− 1
4Qψ

xy+ 1
2Qψ

ss

(4.111)

General Homogenized Beam TheorySHBT

La méthode général d’homogénéisation est basé sur une homogénéisationdirecte des produits

EI etEIη, GSetGSη. Et cette méthode a pour objectif d’être valide pour n’importe quelle orienta-

tion et séquence d’empilement et elle prend en compte la distance de chaque couche à l’axe neutre

(l’axe de tube). Les paramètres homogénéisés de rotor sont dérivés de l’énergie de déformation :

Pour calculer une rigidité équivalente non amorti c’est comme suite :

EI =
N

∑
p=1

Ep
y I p avec I p =

R4
p−R4

p−1

4
(4.112)

avec :

Ep
y (φ) =

1
c4

El
+ s4

Et
+c2s2

(
1

Glt
−2υtl

Et

) (4.113)

mais pour calculer une rigidité équivalente amortie, dans le plan de pli on a :

[Q]ψ =




ψ11Q11 ψ11ν21Q11 0

ψ22ν12Q11 ψ22Q22 0

0 0 ψ12G12




(4.114)

[Q̄]ψ = [T][Q]ψ[T]t (4.115)

On inverse cette matrice :[C] = [Q̄]ψ
−1

Donc le module équivalent amortie c’estẼy = Eψ
y = [C(2,2)]−1 et la rigidité équivalente amor-
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tie :

ẼI =
N

∑
p=1

Ẽp
y I p avec I p =

R4
p−R4

p−1

4
(4.116)
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Matrices dues à l’amortissement interne

La loi de comportement dû au matériau pour un modèle de Kelvin-Voigt pour lequel la

contrainte est relative à la vitesse de déformation .

σ = Eε+Eβε̇ (4.117)

L’équation 4.117 se compose de deux parties : une partie linéaire présentela loi de Hook et

une parti du à la dissipation dans le matériau. Le travail virtuel dû à la partie dissipative de la loi

de comportement s’écrit :

δW =
Z L

0

Z

S
σδεdSdy (4.118)

δW =
Z L

0

Z

S
Eβε̇δε dS dy (4.119)

La déformation longitudinale d’un point de la section de rotor :

ε = −z
∂2u∗

∂y2 −x
∂2w∗

∂y
(4.120)

La vitesse de déformation :

ε̇ = −x
∂2u̇∗

∂y2 −z
∂2ẇ∗

∂y2 (4.121)

Les déplacement dans le repère mobile sont écrits dans le repère fixe à l’aide de la matrice de

transfert.

u∗ = ucosΩt −wsinΩt (4.122)

w∗ = usinΩt +wcosΩt
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u̇∗ = u̇cosΩt −uΩsinΩt − ẇsinΩt −wΩcosΩt (4.123)

ẇ∗ = u̇sinΩt +uΩcosΩt + ẇcosΩt −wΩsinΩt

δε = −x
∂2

∂y2(δucosΩt −δwsinΩt)−z
∂2

∂y
(δusinΩt +δwcosΩt) (4.124)

ε̇ = −x
∂2

∂y2(u̇cosΩt −uΩsinΩt − ẇsinΩt −wΩcosΩt) (4.125)

−z
∂2

∂y2(u̇sinΩt +uΩcosΩt + ẇcosΩt −wΩsinΩt)

L’inertie de la section

I =
Z

s
x2ds=

Z

s
z2ds (4.126)

Z

s
xzds= 0 (4.127)

Donc le travail virtuel dans le repère fixe est exprimé par l’équation 4.128

δW = EηI
Z L

0
[
∂2u̇
∂y2

∂2δu
∂y2 +

∂2ẇ
∂y2

∂2δw
∂y2 −Ω

∂2w
∂y2

∂2δu
∂y2 +Ω

∂2u
∂y2

∂2δw
∂y2 ]dy (4.128)

u = N1(y)du (4.129)

w = N2(y)dw

δW = EηI

[
Z L

0
(N

′′t
1 N

′′
1 +N

′′t
2 N

′′
2) ḋ+Ω

Z L

0
(N

′′t
2 N

′′
1 +N

′′t
1 N

′′
2)d

]t

δ∆dy (4.130)

d est le vecteur de déplacement nodal.

δW = −F t
i δ∆ (4.131)

~Fi = −EηI

[
Z L

0
(N

′′t
1 N

′′
1 +N

′′t
2 N

′′
2) ḋ+Ω

Z L

0
(N

′′t
2 N

′′
1 +N

′′t
1 N

′′
2)d

]
dy (4.132)

La force généralisé due à l’amortissement interne est calculé dans deux cas :
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– Solution de Rayleigh-Ritz pour un système à 2 ddl dont les fonctions de formes retenues

sont données par :

N1(y) =
[
sin

πy
L

; 0
]

(4.133)

N2(y) =
[
0 ; sin

πy
L

]

En mettant les équation 4.133 dans l’équation 4.132 et après avoir intégré sur la longueur de

la poutre on obtient le système matriciel suivant :

~Fi = −




βk 0

0 βk








u̇

ẇ





−




0 −Ωβk

Ωβk 0








u

w





(4.134)

– Solution avec la méthode des éléments finis d’une poutre en flexion. (poutre de Bernoulli-

Euler) à deux noeuds avec 4 ddl par noeud dont les fonctionsN1 et N2 de formes retenues

sont données par :

Le vecteur de déplacement nodale est :

d = [u1,w1,θx1,θz1,u2,w2,θx2,θz2] (4.135)

Ce qui contient le déplacementdu et dw correspondent respectivement aux mouvement dans la

direction X et Z, Les vecteurs de déplacement sont définis tels que :

du = [u1,θz1,u2,θz2] (4.136)

dw = [w1,θx1,w2,θx2] (4.137)

N1(y) =

[
1− 3y2

L2 +
2y3

L3 ; −y+
2y2

L
− y3

L2 ;
3y2

L2 − 2y3

L3 ;
y2

L
− y3

L2

]
(4.138)

N2(y) =

[
1− 3y2

L2 +
2y3

L3 ; y− 2y2

L
+

y3

L2 ;
3y2

L2 − 2y3

L3 ; −y2

L
+

y3

L2

]

En mettant les équation 4.138 dans l’équation 4.132 et après avoir intégré sur la longueur de

la poutre on obtient le système matriciel suivant :
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Matrice d’amortissement due à l’amortissement interne:

[Ci ] =
EIβ
L3




12 0 0 −6L −12 0 0 −6L

12 6L 0 0 −12 6L 0

4L2 0 0 −6L 2L2 0

4L2 6L 0 0 2L2

12 0 0 6L

12 −6L 0

sym 4L2 0

4L2




(4.139)

Matrice de rigidité due à l’amortissement interne :

[Ki ] =
EIβ
L3




0 −12 −6L 0 0 12 −6L 0

0 0 −6L −12 0 0 −6L

0 −4L2 −6L 0 0 −2L2

0 0 −6L 2L2 0

0 −12 6L 0

0 0 6L

anti 0 −4L2

sym 0




(4.140)
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Les modules élastiques et le module de cisaillement pour une poutre

Les modules élastiques et le module de cisaillement dans le plan(X,Y) pour un plip peut être

explicitement écrits comme suite ([Gay91]) :

Ep
x (φp) =

1
s4

El
+ c4

Et
+c2s2

(
1

Glt
−2υtl

Et

) (4.141)

Ep
y (φp) =

1
c4

El
+ s4

Et
+c2s2

(
1

Glt
−2υtl

Et

) (4.142)

Gp
xy(φ

p) =
1

4c2s2
(

1
El

+ 1
Et

+2υtl
Et

)
+ (c2−s2)2

Glt

(4.143)

Ainsi, les termes suivants illustrant les couplages de traction-compression et de cisaillement

transverse sont données par :

υp
yx

Ep
y

(φ) =
υlt

Et
(c4−s4)−c2s2(

1
El

+
1
Et

− 1
Glt

) (4.144)

ηp
xy

Gp
xy

(φ) = −2cs

{
c2

El
− s2

Et
+(c2−s2)(

υtl

Et
− 1

2Glt
)

}
(4.145)

µp
xy

Gp
xy

(φ) = −2cs

{
s2

El
− c2

Et
− (c2−s2)(

υtl

Et
− 1

2Glt
)

}
(4.146)
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Amortissement interne : Aspect physique

L’amortissement est généralement envisagé comme un moyen efficace pourréduire les ampli-

tudes de vibration au voisinage des résonances et contrôler la stabilité desmécanismes. Cepen-

dant, l’amortissement interne (tournant) dans la dynamique des machines tournantes représente

une source potentielle de vibrations dues à l’auto excitation du système. Il est de nos jours parfai-

tement établi que les mécanismes d’amortissement interne déstabilisent les systèmes tournants à

des vitesses de rotation au dessus de la première vitesse critique (cas de système symétrique).

Afin d’expliquer les aspects phénoménologiques liés à l’amortissement tournant, nous consi-

dérons un système de masse tournante supportée par des ressorts (figure 4.23) (Chen [CG05]).

X

Z

k

k

cs

cs

C

Ω

FIG . 4.23:Système masse-raideur-amortisseur

Les forces appliquées sur la masse sont la force élastique de restitution (raideur palier) et les

forces dues aux amortissements externecs et internecr . La force due à l’amortissement externe est

appliquée dans une direction opposée au mouvement relativement au repère fixe. Elle s’exprime

de manière classique. La force due à l’amortissement interne est une force proportionnelle à la

vitesse de rotation, exprimée dans le repère mobile. L’expression de cette force est donnée par la

relation suivante (équation 4.147).
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



Fx

Fz





=




cr 0

0 cr








u̇∗

ẇ∗





(4.147)

où : u∗ et w∗ sont les déplacement du centre de la masseC exprimés dans le repère fixe etu et

w quand ils sont exprimés dans le repère fixe.

Après changement de repère, la force due à l’amortissement interne estécrite dans le repère

fixe comme suit :





FX

FZ





=




cr 0

0 cr








u̇

ẇ





+




0 −cr Ω

cr Ω 0








u

w





(4.148)

Ces expressions permettent de remarquer que l’amortissement interne engendre non seulement

une force fonction des vitesses mais également une force fonction des déplacements. Les coeffi-

cients de la matrice de rigidité, appelés termes de couplage antisymétrique, produisent une force

tangentielle à l’orbite de mode. Et ce sont précisément ces termes qui contribuent à la déstabilisa-

tion du système en rotation.

En effet, l’équation de mouvement s’écrit dans le repère fixe :




m 0

0 m








ü

ẅ





+




cr +cs 0

0 cr +cs








u̇

ẇ





(4.149)

+




k −Ωcr

Ωcr k








u

w





=





0

0





La solution transitoire est recherchée alors sous forme exponentielle :

u = u0eλt

w = w0eλt

(4.150)

Après introduction de cette solution dans l’équation de mouvement, il vient :
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


mλ2 +(cr +cs)λ+k −Ωcr

Ωcr mλ2 +(cr +cs)λ+k








u0

w0





=





0

0





(4.151)

L’équation caractéristique a pour expression :

(mλ2 +(cr +cs)λ+k)2 +(Ωcr)
2 = 0 (4.152)

La solution de cette équation est de type complexe, écrite sous la forme :λi = ai ∓ jωi .

L’équation caractéristique 4.152 s’écrit :

m(a2−ω2 +2a jω)+(cra+ jcrω+k)2 +cr
2Ω2 = 0 (4.153)

Le seuil d’instabilité est obtenu lorsquea= 0 doncλi = jωi , soit encore pour l’équation 4.153 :

(−mω2 + j(cr +cs)ω+k)2 +cr
2Ω2 = 0 (4.154)

En développant l’équation 4.154 :

(k−mω2)2−ω2(cr +cs)
2 +cr

2Ω2 +2 jωcr(k−mω2) = 0 (4.155)

En séparant les parties réelle et imaginaire et en les identifiant chacune à 0, il résulte :

(k−mω2)2−ω2(cr +cs)
2 +cr

2Ω2 = 0 (4.156)

2 jωcr(k−mω2) = 0 (4.157)

L’équation 4.157 fournit les fréquences propres :

k−mω2 = 0 (4.158)

ω =

√
k
m

(4.159)

En mettant l’équation 4.159 dans l’équation 4.156, il vient :

cr
2Ω2−ω2(cr +cs)

2 = 0 (4.160)

Donc :

crΩ−ω(cr +cs) = 0 (4.161)
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S’il n’y pas d’amortissement externe, le système se déstabilise à une vitessede rotation plus

grande que la fréquence naturelle non amortie du système.

Les forces appliquées sur le système, qui tourne à une vitesse de rotationΩ à un rayonr

[CG05], au seuil d’instabilitéΩ = ω0, peuvent être obtenues en multipliant les équations 4.158 et

4.160 par le déplacementr (r =
√

X2 +Z2). L’équilibre des forces, au seuil d’instabilité, est alors

présenté figure 4.24.

X

Z

Ω =

r ω
0(c 

c rΩ r

ω rm 2
k r

r

S+c  ) r

0

ω
0

0

FIG . 4.24:L’équilibre des forces au seuil d’instabilité

L’accélération radiale s’équilibre toujours avec l’effort du ressort ;les efforts dus aux amortis-

sements sont des efforts tangentiels et la force résultante de ces deux efforts dépend de(ω−Ω)

(ce qui définit le régime de fonctionnement : subcritique ou supercritique)et de l’amortissement

externe.

Une explication imagée est illustrée par les figures (4.25, 4.26 et 4.27) [Ada01] en utilisant un

exemple simple dans lequel on suppose que seul l’amortissement interne estpris en compte.

Précession directe

Quand le système est en précession directe la vitesse de mode est positive (ω > 0) et il faut

différencier deux régimes :

Régime subcritique

Le système tourne à une vitesse de rotation ((Ω−ω) < 0) au-dessous de sa vitesse critique

(figure 4.25). La force tangentielle résultante (la force résultante du à l’amortissement interne)Ft
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est une force négative et est de direction opposée à la vitesse de mode ;elle diminue donc l’orbite

de vibration. Le système est stable, l’orbite est stable.

FIG . 4.25:Précession directe en régime sub-critiqueΩ < ω

Régime supercritique

Le système tourne à une vitesse de rotation (Ω−ω > 0) au-dessous de sa vitesse critique

(figure 4.26). La force tangentielle résultante est une force positive etde même direction que la

vitesse de mode. Elle rapporte de l’énergie à l’orbite du mode. Comme le mode devient auto-excité

à sa fréquence naturelle, le système devient instable ; l’orbite diverge.

Précession inverse

Quand le système est en précession inverse la vitesse de mode est négative (ω < 0) ∀Ω > 0

le système est toujours stable (figure 4.27). L’amortissement interne génère une force tangentielle

positive dans une direction opposée de la vitesse du mode. Cette force freine le mode et diminue

l’orbite. Le mode est toujours stable pour n’importe quelle vitesse de rotation.
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FIG . 4.26:Précession directe en régime super-critiqueΩ > ω

FIG . 4.27:Précession inverseΩ > 0

En conclusion, il est usuellement prouvé que la force dissipative due à l’amortissement externe
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a un effet stabilisant sur le système en rotation, tandis que la force de dissipation due à l’amor-

tissement interne déstabilise le système à une vitesse plus grande que la fréquence naturelle du

système.
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