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Résumé

Ce travail a pour objet I'étude de la stabilité des ensembles tournants lodeguiermes
d’amortissement interne (dus aux matériaux) et d’amortissement extairgpsont introduits
dans le modéle. La majorité des études identifiées dans la littérature sorésaudes dévelop-
pements numeériques. La principale difficulté réside dans I'évaluation dampaes physiques
de 'amortissement interne qui permettent une prédiction des instabilités piésnéieec une
précision suffisante.

Afin de considérer des propriétés mécaniques réelles en terme d’amoérgs@terne, un
modéle rhéologique de solide viscoélastique associé a une approchelgétéments finis de
type poutre est développée, incluant les effets de cisaillement traeas¥gnes une description
théorique (choix du modéle d’amortissement interne et équations du mouvemenfremiére
application valide la méthode proposée. L'influence de I'amortissementsénélguences et les
seuils d'instabilité est analysée via une étude paramétrique. Les résutthtoampares a ceux
obtenus a partir d’'une approche analytique et & partir des expérimestationtation.

Une seconde application s’intéresse a la stabilité dynamique d’un rotor sitmaeec prise en
compte de I'amortissement interne et du cisaillement transverse. Une théwldiée d’homogé-
néisation de poutre (SHBT : Simplified Homogenized Beam Theory), agsaciée formulation
éléments finis est introduite et utilisée pour évaluer les fréquences nawHls seuils d’instabi-
lité. Cette théorie est comparée avec d’'autres théories issues de la litt¢EMBE : Equivalent
Modulus Beam Theory), EMBT modifié et (LBT : Layerwise Beam Théodne étude qualita-
tive montre l'influence de différents parametres (orientations, ségsemmpilement, etc...) ainsi
gue les effets du cisaillement transverse lorsque ce dernier est intdagigite modéle. Les effets
associés sont traduits directement en terme de fréquences et de sesilbdité de la structure
tournante lorsque des empilements symétriques aussi bien qu'asymétogtiesrssidérés.

MOTS CLES: Dynamique des Rotors, Amortissement Interne et Externe, Critéere de Stabilité

Rotor Composite, Amortissement, Stabilité, Seuil d'Instabilité, Cisaillement TeassyElément
Finis, Théorie de Poutre






Abstract

This work deals with the study of dynamic instabilities within rotating assemblies de to
ternal damping effects. In order to consider realistic mechanical piepein terms of internal
damping, a rheological model is associated to a general finite element Ippaoaeh, including
transversal shear. After a description of the theoretical backgréhmice of internal damping
model and equations of motion), a first application illustrates the ability of theosex model.
The influence of damping on frequencies and on instability thresholds istigated using a para-
metric study. Results are compared to those obtained from an analyticabapms well as from
experiments.

A second application is concerned with the dynamic instability of an internally ddmgia-
ting composite shaft. A Simplified Homogenized Beam Theory (SHBT), whiakstako account
internal damping, is introduced and then used to evaluate natural fraqeemd instability thre-
sholds. The results are compared to those obtained by using an EquiMaldumus Beam Theory
(EMBT) widely used in the literature, a Modified Equivalent Modulus Bedmdry and a Layer-
wise Beam Theory (LBT). The influence of laminate parameters : stackigesices, fiber orien-
tation and transversal shear effect on natural frequencies andilitgtdaresholds of the shaft is
studied via a parametrical study. This parametric study shows that shattilitg thresholds can
be very sensitive to all these parameters.

MOTS CLES: Rotordynamics, Internal and External Damping, Stability Criterion, Composite
Shaft, Damping, Stability, Instability Threshold, Transversal Shear, Hitément, Beam Theory
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Introduction

Les machines tournantes telles que les pompes, les turbines (ou turborapehiles com-
presseurs sont devenues depuis nombreux années des éléemenengabisgs pour I'industrie
moderne. Les constructeurs sont amenés a améliorer leurs produipgogess effectués dans la
conception et la fabrication permettent aujourd’hui d’augmenter a la feipgeformances et le
rendement des machines en les faisant fonctionner dans des gammesstedateotation de plus
en plus élevées. Cependant, les efforts générés, de plus en plus mgpatdicitent fortement le
comportement dynamique global de la machine et les amplitudes vibratoiresmmviesouvent
trop élevées pour que la structure puisse les supporter. Pour celalittemleme déformation de
I'arbre doit étre maitrisée et ses fréquences de résonance coffinu#é\dter qu’une trop grande
vibration engendre un moindre rendement, un bruit trop important ; et dbttion peut méme
aboutir a l'instabilité et a I'endommagement du systéme : rupture par fatigderenagement
des paliers, frottement rotor/stator. L'étude de la dynamique des machimestes est donc
plus que jamais d’actualité.

L'arrivée des matériaux composites a ouvert de nouvelles voies en atgmka performance
des machines industrielles (secteurs automobile, aéronautique et spaita)agleurs qualités
intrinséques telles que la Iégéreté (associée a des caractéristiquastdacélevée) et la bonne
tenue ala corrosion. Le spectre d'utilisation de ces machines s’est éaiigeau développement
de matériaux nouveaux, €laborés a partir de nouvelles philosophiesaiption et de fabrication.

La maitrise de comportements vibratoires nécessite une prévision desrstiques d'amor-
tissement des rotors, en particulier 'amortissement di aux parties towsrfanertissement in-
trinséque du matériau) qui peut engendrer une instabilité en régimesasitjpgres. Cette prédic-
tion est fondamentale dans la conception des machines tournantes afimrdedoe idée précise
des plages " sécurisées " en terme de vitesses de rotation.

La thématique de recherche abordée dans le cadre de ce doctoratneofiétude du
comportement dynamique de rotors, et plus précisément, leur stabilité ennatatirtir de la
prise en compte de 'amortissement interne tournant, et ce, quelque saialewe en matériaux
conventionnels métalliques ou encore en matériaux composites. Ce travaitiead s'inscrit
dans le continuité des travaux initiés par Hochard C. et Montagnier Oofatdire de mécanique
et d'acoustique (LMA), Marseille). Un partenariat a été engagé suiectudes analytique et




Introduction

expérimentale menées au LMA. Ainsi un modéle Eléments Finis & méme de prencbepte
I'amortissement interne a été développé au sein de I'équipe Dynamiquetedléates Structures
du Laboratoire de Mécanique des Contacts et des Structures (LaMiEd'BYSA de Lyon. Des
applications réalisées sur des arbres métalliques et composites validamddiles numériques.

Le présent mémoire s’organise autour de quatre chapitres.

A partir d’une recherche bibliographique, le premier chapitre présardevigion globale de
I'état de l'art dans le domaine de la stabilité des machines tournantes. LU'éandement des
recherches scientifiques y est résumé de maniére non exhausties. k@ description sommaire
des modéles d’amortissement, les connaissances acquises soit a partietiesranalytique et/ou
Elément Finis sont récapitulées, que celles-ci concernent des matéiatentionnels ou des ma-
tériaux de nouvelles technologie (composites). Le chapitre se termine pagamsement succinct
de l'influence des paramétres de paliers selon leurs natures diveesiesyoie de prospection
sortant du cadre de cette étude envisagée.

Afin de mieux appréhender les phénoménes qui régissent le comportdymamhique des
structures tournantes, notamment la prise en compte de I'amortissement,ildeimexiéme cha-
pitre présente en premier lieu une modélisation analytique qui, contrairemenildpkat des
travaux issus de la littérature, inclut les effets gyroscopiques. |l et plissible d’effectuer des
études paramétriques en fonction du rapport d’amortissement extdmerae pour évaluer les
seuils d'instabilité de facon plus précise. Toutefois au regard des preblééels industriels de
dimensionnement, ces modéles analytiques trouvent leurs limites. Les modélipati&iéments
Finis deviennent alors indispensables. Cependant, a I'heure actuelkxidte pas sur le marché
de code Eléments Finis & méme d'inclure, de maniére simple et réaliste, 'amortissetame
du matériau, identifié expérimentalement. La seconde partie de ce chapiiteidénodéle Elé-
ments Finis de type unidimensionnel fondé sur des EF du type poutreebdahs des matrices
incluant en particulier I'amortissement interne est exposeé ; une méthodsaleation spécifique
accompagne ces développements.

Le troisieme chapitre, décrivant brievement la conception d’'un barssaieléveloppé au
sein du Laboratoire de Mécanique des Contacts et des StructureN&ALde Lyon, démontre
les aspects physiques de l'instabilité des systémes en rotation. Les phésadtiastabilité au
passage des vitesses critiques sont illustrés expérimentalement a pastisien rotation sur des
tubes de différentes longueurs, a partir d’essais de montée en vitesséa méthode Elément
Finis proposée est validée par comparaison a un modele analytique etsdés expérimentaux
issus de la littérature.

Le quatriéme chapitre étend ces développements EF aux cas des arbpesites amortis.
Une théorie d’homogénéisation simplifiée de poutre, prenant en comptefisseonent interne de
chaque pli constituant I'empilement est décrite. Cette théorie est compaéd’autres théories
issues de la littérature. Une application réalisée sur un systeme ArbreeDlBegire, via une
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étude paramétrique, l'influence de I'angle d’'orientation des fibres etoddré de la séquence
d’empilement sur les fréquences propres du systéme en rotation etilegl§astabilité associés.
Finalement I'influence des effets de cisaillement transverse est abordée

Le présent mémoire se termine par une conclusion recensant les priacipateées du travail
effectué et expose brievement les développement théoriques einespiaux futurs.
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Chapitre 1

Position du probleme

1.1 Etatde l'art

Pour les machines industrielles, dont la complexité s’est sans cesse,daaampréhension
et le diagnostic des phénomeénes vibratoires mis en jeu nécessitent des simdlfibus en plus
fines de leur comportement.

Dans ce contexte, la prévision des caracteéristiques d’amortissemenkeetsleffets est fon-
damentale pour la conception des machines tournantes afin de fournidenerétise des plages
de rotation "sécurisées". Pour cela, au cours des derniéres ahegesoup d’études dynamiques
se sont concentrées sur la modélisation des effets dissipatifs, la prédesiornitesses critiques,
des réponses au balourd et enfin sur la prévision des seuils d’instabilité.

D’une maniére générale, 'amortissement traduit la dissipation d’énerggystéme vibra-
toire. Il est I'un des facteurs les plus difficiles a quantifier en dynamicse siructures et en
raison de ses origines diverses, sa prise en compte dans un modélet digimerest pas aisée.
L'amortissement est présent naturellement et est souvent introduitcpatréler les vibrations.
Les concepteurs ont donc besoin de méthodes robustes de prédictiompgimniser le choix des
dispositifs ou des matériaux qui améliorent le comportement de la structure.

L'amortissement se traduit par différents mécanismes de rayonnemesntasgbation interne
au systeme. Crandall [Cra70] et Gibson [GA93] ont écrit des syathéar les propriétés des
mécanismes d’amortissement connus et les modéles mathématiques employés paaiéliser.
La figure (1.1) permet de distinguer 4 mécanismes différents d’amortiss§0w=a8] :




1. Position du probleme
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Fic. 1.1: Schéma d’amortissement

— Amortissement interne (amortissement dd au matériau) : Ce type d’amortisseaien
toutes les maniéres possibles de dissipation d’énergie liée seulement atlastinterne du
systeéme vibratoire. Ces mécanismes d’'amortissement apparaissent daaglésux sous
contrainte et déformation variables avec des caractéristiques irrdegsrdilamortissement
est introduit ici & partir des lois de comportement de ce matériau [NGP85].

do de
c+adt_E<s+Bdt> (1.2)

ou : o est la contrainteg est la déformationE est le module élastique d’Young etet 3
sont les paramétres d’amortissement dus au matériau.

— Amortissement structural : Cette désignation traduit I'énergie dissipéeipe@ux surfaces
de contact des éléments avec des interfaces permanentes (ex : aveniaere).

— Amortissement par friction dans les interfaces glissantes (sliding jointsg¢miréors d’'un
mouvement relatif entre les surfaces en contact (paliers glissants)

— Amortissement hydrodynamique et aérodynamique : Le mouvement dsténsy dans un
liquide ou gaz est amorti par ces milieux.

Ces amortissements sont généralement modélisés a partir de deux modeélepdaament :
visqueux et hystérétique. La différence principale entre ces deuxlesodside essentiellement




Etat de I'art

dans le fait suivant : I'énergie dissipée par cycle pour un amortissensgpieux dépend de la fré-
guence (vitesse de rotation) tandis que I'énergie dissipée pour un amortissde type hystére-
tique ne dépend pas de la fréquence (Nashif [NGP85]) (voir Anngxgamortissement visqueux
est fréquemment utilisé pour modéliser I'amortissement interne. L'amortisséysarétique est
souvent traité comme un amortissement visqueux équivalent dans le casedcitation harmo-
nique, suivant I'équation 1.2 dans le repére tournant (Wettergret®pe

Coq ="K/ [0 Q| (12)

avecn facteur de pertep fréquence naturell& est la vitesse de rotatiok,la raideur eCeq
I'amortissement visqueux équivalent.

Tout type d’amortissement associé a des parties non-tournantes de laevjaak un réle sta-
bilisant sur la dynamique. En revanche I'amortissement intervenant daaklaents en rotation
peut déclencher une instabilité en régime supercritique.

La premiére étude des rotors en rotation avec prise en compte de 'amortissetame a
été présentée par Newkirk [New24]. Il a observé expérimentalemendegsiensembles disques-
rotors subissent de fortes amplitudes de vibration lorsque la vitesse denraa situe au-dessus
de la premiére vitesse critique. Kimball [Kim24] a montré que I'amortissement antistabilise
le mouvement du rotor au passage de la vitesse critique.

Depuis, de nombreux travaux de recherche ont eu pour objet I'éritiaftience de I'amor-
tissement interne (matériaux, frottement sec [WM93], contact Rotor/SHIO0]) ainsi que celle
de I'amortissement externe (nature des différents types de paliers sgalidmodynamiques, ...)
sur la stabilité des machines tournantes.

Mazzei [MS03] et Montagnier [MHO5b] ont utilisé une méthode analytiqoer gtudier les
effets combinés de 'amortissement interne et de 'amortissement externe.

Chen ([CGO05]) a analysé I'aspect phénoménologique de l'instabilitétdu doe a I'amortis-
sement tournant via une méthode analytique sans prise en compte degyefistopique (voir
Annexe H). Une explication imagée illustrée par la figure (1.2) [Ada0l] ddracque les mé-
canismes d’amortissement interne déstabilisent les systémes tournantsitesteEs\de rotation
au dessus de la premiére vitesse critique (précession directe seulemiefijearcant I'orbite de
vibration.
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| Ha— ]

(a) Régime sub-critiqu@ < w (b) Régime super-critiqgu@ > w

Fic. 1.2: Précession directe [Ada01]

Ehrich [Ehr64], Zorzi [ZN77], Forrai [For96], Cerminaro et Nefs{CNOO] et Sino [SCBJ06b]
par une analyse de sensibilité et une simulation par la méthode des élémemntsdiniignt que le
seuil d'instabilité coincide avec la premiére vitesse critique en précessamalindépendamment
de l'importance de I'amortissement interne. lls notent que la vitesse de roddaguelle le rotor
devient instable est conditionnée par le rapport d’'amortissement inteaxéeene. L'augmenta-
tion de 'amortissement externe peut repousser le seuil d’instabilité a paqtietile mouvement
devient instable (équation 1.3 et figure 1.3).

Cs

Qg = anl(l—l- E) (13)
r
1
Ccs/c, 05
0 /
1 2
QSI /ch,l

FiG. 1.3: Critére de stabilité
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ou cs est 'amortissement stationnaire ou extemegst 'amortissement interne ou tournant,
Qg est le seuil d'instabilite e@1 la premiere vitesse critique.

Wettergren [WO96]) démontre également a partir d’'une étude paramétidgua un mo-
dele éléments finis simplifié que les instabilités se produisent pour certainesneisuhs des
parameétres associés a I'amortissement interne, a 'amortissement extecmaideurs d’arbres
dissymétriques et aux paliers anisotropes/dissymétriques.

mg Mg

t
i
|
g by
Cp L m, %2 W Cp
= P

k*=k, (1+jn) ke=k(1+jn)

777777771777 77777777777

Fic. 1.4: Systéme arbre-disque supporté par des paliers viscoélastiques

Grau [Gra04] a étudié le comportement dynamique d’un rotor monté sur pakeodyna-
miques radiaux a structure a feuille via une loi analytique. Dutt et Nakrl§@) et [DN95])
montrent qu'un choix approprié de la valeur des paramétres de symgraugmenter de ma-
niere significative la zone de stabilité. Ces supports peuvent étre de #dstique, visqueux ou
viscoélastique. Le décrément logarithmique diminue au seuil d'instabilité etidarde la dimi-
nution du rapportd /cs) pour les deux cas de supports visqueux et viscoélastique alors ‘gu’il n
a bien entendu pas d’effet significatif pour le cas de support pureétastique ¢s coefficient
d’amortissement fixe ou stationnaire)oetcoefficient d’amortissement interne ou tournant).
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FiIG. 1.5: Fréquences et parametres vicoélastiques du systeme amorti [SZ00]

Un étude similaire est effectuée par [SZ00] sur un systeme arbre-rpiqueyavec des sup-
ports viscoélastiques (figure 1.4). Via une étude paramétrique poursténsy amorti et non
amorti, les effets du facteur de perjeet de rigidité viscoélastiquk, sont présentés en figure
(1.5). Laugmentation du facteur de perjedu support viscoélastique augmente les fréquences

10
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naturellesw, et diminue le décrément logarithmigdgfigure 1.5,(a) et (b)). En revanche l'aug-
mentation de la rigidité, des supports impligue une augmentation de la fréquence fondamentale
wn du systéme jusqu’a ce qu’elle approche de la valeur de la rigidité du supperk, = 1€°
(figure 1.5, (c)). Le décrémendt (figure 1.5, (d)) est élevé dans une zone limitée de rigidité de
support (valeur optimale de rigidité de paligr= 5.16€° ). En conséquence on peut remarquer
gue le décrément logarithmique diminue avec I'augmentation du facteur de gemteson effet

est stabilisant et un support viscoélastigue augmente le seuil d’'instabittngraraison avec les
supports élastique et visqueux.

Chen [CK90] et Ku [Ku98] ont présenté une analyse par la méthod&ldesents Finis avec
prise en compte des effets combinés de I'amortissement interne visquegsté@elique, incluant
le cisaillement transverse. lls ont conclu a partir d’'un exemple numérigeiBaqmortissement in-
terne de type hystérétique déstabilise les modes en précession directéesia pdage de vitesses
de rotation tandis que I'amortissement interne de type visqueux déstabiliseckspion directe
pour des vitesses de rotation situées au-dessus de la vitesse critiquedasen précession in-
verse sont toujours stables quelgque soit la valeur de I'amortissemenginterméme conclusion
est donnée également par Melanson [MZ98].

Genta [Gen04] démontre qu’une erreur est commise lorsque I'on proareme Dimentberg
[Dim61] et Lund [Lun74], que I'amortissement tournant de type hystéuétigéstabilise le
systéme pour toute vitesse de rotation (méme en régime sous-critique). Quellsoigua
modélisation choisie (ici hystérétique), Genta [Gen04] montre qu'il estigbgment impossible
gue I'amortissement tournant déstabilise le systeme sur toute la plage fiédee@uand la
vitesse de rotation tend vers zéro, le rotor devient une structure stat®ehaen conséquence,
I'amortissement ne peut déclencher aucune forme d’instabilité dynamigieerdent dit, a basse
vitesse, il n'y a pas assez d'énergie pour entretenir la vibration, enéme en présence de
dissipation d’énergie due a I'amortissement interne (voir Annexe B ).

Pour les rotors fabriqués en matériaux métalliques, les résultats en termalilités sont
maintenant bien établis : la stabilité est améliorée en augmentant 'amortissereenedandis
gue l'augmentation de I'amortissement interne tend a abaisser le seuil diitéstaloncernant
les applications pratiques, la majeure partie des recherches préseatéesrent purement
numeériques ([For01]) sans évaluation trés fine de I'amortissement in#&cheellement, de part
leur potentialité, 'utilisation de matériaux composites est de plus en plus couwtantgedes
domaines variés. Ces matériaux seront considérés dans le cadre ddumgtet des campagnes
de caractérisation de leur facteur amortissant sont envisagées &fiardiales caractéristiques et
des modeles d’évolution réalistes ((MCB7]).

En raison entre autre de la rigidité spécifique élevée des matériaux compoditess ren-

11
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Fi1G. 1.6:La consommation des composites par application [BMNO02]

forcées, il est de plus en plus souvent envisagé de remplacer les ariétalliques par des
arbres composites (figure 1.6) : arbres d’entrainement pour héliesps@parateurs centrifuges,
arbres de transmission pour 'industrie automobile (Zorzi et Giordan8§f.GCreonte et Darlow
[CD92], Singh et Gupta ([SG94b] [SG96a],[SG96b]), Chatelet [R0J]). Ces matériaux
fournissent de grands avantages en terme de réduction de poidsniHeniadgalement aux
concepteurs la possibilité d'obtenir un comportement dynamique prédéteeninérme de
positionnement de vitesses critiques de part I'arrangement des différeouches composites :
orientation et nombre de plis (Bauchau [Bau83], Singh et Gupta ([SIG&6[5G96a] ), et
Pereira[PS02b]).

Pour les rotors conventionnels, l'influence de I'amortissement interne&peugénéralement
négligée. En revanche, pour les rotors composites, I'amortissementeingetrt étre beaucoup
plus important (jusqu'a deux fois supérieur [Wet94]) de part la capa&itdortissement de la
matrice. Un tel amortissement peut alors donner naissance a une ou [3lusitaipilités.

Plusieurs formulations éléments finis ont été mises en oeuvre pour I'anaygetdrs com-
posites. Ces formulations sont basées sur des théories homogénésées sur les hypothéses
de poutre ou de coque. La théorie de module équivalent de poutre (EMBjuivalent Modu-
lus Beam Theory) fondée sur la théorie de Tsai est couramment em§joga88] et [GS98]).
Avec cette approche, le module d'Young longitudinal équivalent et le mathutésaillement plan
sont déterminés en utilisant une théorie en stratifié classique pour des enmpdeymétriques

12
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FiG. 1.7: Arbre de transmission arriére d’'un hélicoptére

(Pereira [PS01a] et [SG96b]). Cette méthode est simple de mise en araia@résente beau-
coup de limitations, récapitulées par Gupta et Singh [SG94b], et demeategige uniquement
pour des stratifiés symétriques. Gupta et Singh ont étudié les fréqueaiteslles et le coeffi-
cient d’'amortissement obtenus pour des tubes cylindriques stratifiést temparé des méthodes
coque et EMBT pour un stratifié d’empilement symétrique. lls ont vérifié daes ce cas et pour
des configurations classiques, les différences en comportement o ftloanés par les deux
modéles sont petites. En employant la théorie de coque [SG94a], ils ptaywe les facteurs
de perte modaux sont plus sensibles aux changements des param@uesdeé’empilement,
angle d'orientations...) que les fréequences. Pour les stratifiés symétdgquaenon-symeétrique
ils présentent une comparaison entre la théorie EMBT et la théorie LBE(lige Beam Theory)
[SG96a] et prouvent que la méthode LBT est nécessaire pour teniteatapg'effet de I'empi-
lement, du cisaillement dans I'épaisseur et du couplage flexion-exte@apendant, la méthode
LBT rend nécessaire le développement d'un élément complexe de puateianombre élevé
des degrés de liberté qui dépend du nombre de couches, la rendartittéuse en temps de cal-
cul. Récemment, Gubran et Gupta ont présenté [GG05] une méthode EM&Tiéaaui prend
en compte 'ordre d’empilement et les différents mécanismes de couplagsidémnt un rotor
en Graphite/Epoxy supporté par des paliers rigides, ils ont comparéiepriemieres fréquences
a celles obtenues par la méthode LBT. Malgré sa simplicité, les fréquertoeslies obtenues en
utilisant la méthode EMBT modifiée (ne tenant pas compte des effets de ceuptag en bon
accord avec celles obtenues en utilisant la méthode de LBT et celles espdatés la littérature.

13
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Dans ces derniers travaux cités, 'amortissement interne, n’est pasrgquiis en compte, excepté
dans [SG94b] qui considére un amortissement viscoélastique matérmteddaiques d’optimi-
sation permettent de réduire au maximum la réponse au balourd et de maximisesda limite
de stabilité (Pereira [PS01a], Darlow [DC95], Grapis [GTa95]).
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Chapitre 2

Analyse dynamique des systemes en
rotation

2.1 Modélisation du rotor et équations du mouvement [LF98]

Ce chapitre expose les éléments théoriques utilisés pour obtenir les éqdatimasivement
d’un systéme en rotation. Il permet de définir aussi bien un modéle anaydignalyse qu’un
modeéle Eléments Finis & usage plus général.

Paliers

Disque

Arbre /

Balourd

FiG. 2.1: Exemple de rotor

Les éléments de base des rotors sont I'arbre, les disques et les gaeexpressions des
énergies cinétiques sont nécessaires pour caractériser I'arbisqle et le balourd (figure 2.1).
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2. Analyse dynamique des systémes en rotation

L'énergie potentielle est nécessaire pour caractériser I'arbre. \ailtrartuel est calculé pour
les forces dues aux paliers. Les équations générales du rotor denueb a partir des étapes
suivantes :

— Lénergie cinétiqud, I'énergie de déformatiod et le travail virtueldW sont calculés pour
tous les éléments du systeme.

— Une méthode de discrétisation est choisie : la méthode de Rayleigh-Ritz esidaiptée
aux systemes simple et résulte en un faible nombre de degrés de liberté, lalendéso
éléments finis est adaptée aux applications réelles.

— Les équations de Lagrange sont utilisées pour I'obtention des équdtiom®uvement,
soit :

d oT, 0T oU
&(ﬁ)_ﬂ+ﬂ:Fdi (2.1)

N(1 <i < N) représente le nombre de degrés de libektéont les coordonnées généralisées

indépendantes; d; est le vecteur force généralisée.

2.1.1 Ledisque

Le disque est supposeé rigide. Seule son énergie cinétique est cémsiiérenRy(X,Y,Z) un
repére fixe eR(X,y,z) un repére tournant lié au disque (figure 2.2). Le systéme de coorel®reé
et z est relié au systeme de coordonnées X,Y et Z par I'intermédiaire dies@y) 6y et6y. Pour
déterminer la position du disque, on effectue une rotation initiale d'un &glatour de I'axeZ,
puis d’un angled, autour du nouvel axg, notéx;, enfin d’'un angleédy autour de I'axe de rotation
propre du disqus.

Le vecteur rotation instantanée traduisant la position du répétécrit :

G r, = 022+ 6x%1 + 6,Y (2.2)

ouZ, Xy ety sont les vecteurs unitaires suivant les a&s0x; et Oy.
L'énergie cinétique du disque autour de son centre de m@ss& calculée dans le repére
tournantR. Le vecteur de rotation instantanée s’exprime alors dans ce repére :

0 —0,c08,sind, + B,coBy
ORro= | &y | = 8y -+ 0,sind, (2.3)
W, —0,c08,coby + Bysindy .

wy, Wy etw, étant les composants du vecteur de rotation instantanée sjyegitz. Soientu
etw les coordonnées du centre du disgusuivantOX, OZ dansRy ; la coordonnée suivai@Y
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Modélisation du rotor et équations du mouvement [LF98]
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FiG. 2.2: Repére de référence d'un disque monté sur un arbre flexible

restant constante. La masse de disquengst.e tenseur d’inertie est noté :

lax O O
1/O=1 0 lgy O (2.4)
O 0 Idz
L 4R

lax, ldy €t lqz sont les moments d'inertie du disque suivany et z. L'expression genérale de
I'énergie cinétique du disquiy s’écrit alors :

1, 1
Ta= énqd(uz+\ﬂlz)+§(|dx0)>2<+|dy‘*)52/+ldzwg) (25)

Cette expression peut étre simplifiée quand le disque est symétrigaely,. Lorsque les
anglesh, etH, sont petits et la vitesse angulaire constaé;;e:( Q), 'équation 2.5 devient :

1 o o 1 2 1 '
Tqg = é”b(U2+W2) + éldx(ex2 + 922) + éldy(Qz +20Q6,8y) (2.6)

Le terme%ldsz, qui est constant, n’a pas d’influence. Le dernier terapﬁéxex représente
I'effet gyroscopique (Coriolis).
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2. Analyse dynamique des systémes en rotation

2.1.2 Larbre

L'arbre est assimilé a une poutre de section circulaire et caractérisépanergies cinétique
et potentielle.

2.1.2.1 Lénergie cinétique

La formulation générale de I'énergie cinétique de I'arbre est similaire a o&lielabpée pour
le disque (équation 2.6). Pour un élément de longliede section droite constante, I'expression
de I'énergie cinétique s'écrit :

T= ;/OL {pSa [(‘?;)% (‘Z‘:V)Z] +pla [(%tGZ>2+ (6(9)[9)()2} +QJa [92(22)( —exgﬂ }dy (2.7)

p est la masse volumiqué&, est la section|, est le moment d'inertie transvers®, est le
moment d’inertie polaire.

La premiére intégrale de I'équation 2.7 correspond a I'expression dergjiencinétique d’'une
poutre en flexion, la seconde a I'effet d’inertie d a la rotation et la dexrimdégrale représente
I'effet gyroscopique.

2.1.2.2 L'énergie potentielle

Les notations suivantes sont utilisées (figure 2.8) est le centre géométrique de I'arbre,
B(x,z) est un point typique de sectidh,est le module d’Young du matériagiet o représentent
la déformation et la contrainte etw* sont les déplacements du centre géométrique suivant les
axesx etz (dans le repére mobile).

Le déplacement d’un point de la section droite s’exprime en considéraisailement dans
le repére mobile sous la forme :

uX (Xa y7 Z) = U*
{uxy.2} = q uy(x,y,2) = —z6x+x6; (2.8)
Uz (X7y7 Z) =w"

Le champ de déformation associé est alors :

06y 00,
CE G (2.9)

Yyx = ez‘f‘%
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Modélisation du rotor et équations du mouvement [LF98]

cl------
o

FiG. 2.3: Coordonnées du centre géométrigiet d’un point arbitraireB de la section du rotor

D’apres la théorie des poutre on suppose gie= 0,; = Ox; = 0. Selon cette hypothése la
relation contrainte-déformation s’écrit :

Oyy = Eygyy
Tyx = GyxYyx

ou ayy est la contrainte normale de sectiag, et Ty, sont les contraintes dues au cisaillement
transverse. Les quantit&s, Gy, et Gy sont respectivement le module d’Young suivant I'axe du
rotory et les modules de cisaillement transverse.

En utilisant I'équation 2.9, I'équation 2.10 devient :

00y 00,
{0} =1 1= Gy (—0c+ %) (2.12)

= e (00457

L'expression générale de I'énergie de déformation du rotor en flexdbalers :

U= % /V (e} [o]aV (2.12)

soit :
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2. Analyse dynamique des systémes en rotation

\ =

L
=2 / / (OyyEyy + TyzVyz+ TyxYyx) dSdy (2.13)
0

En prenant en compte les relations (2.9) et (2.11) I'équation (2.13) peutérite sous la
forme :

[ BGX 092

2
ay )} dSdy (2.14)

NI -

NI =

o\l_ O\u—

L
/

2 our\ 2

(5,08, 500, , _ 06,06,
zz(ay)+x(ay) Xzayay

[ w2 du
Gyz<—ex+ay> +ny(ez+ ay) ]dey

Les inerties de la section droite de 'arbre par rapporeéz sont données par :

} dsSdy (2.15)

NI =

U)\

NI =

O\l— O\l_
(n\

Iy = /SzzdS (2.16)

S

/xzdS:O
S

Finalement I'énergie de déformation a pour expression :

( aex +1 (%(z/z) ) dy (2.17)

ow*\ 2 ou\?
Gyz( ex+6y> +ny<ez+ay> ] dy

ou K est le facteur correcteur de cisaillement (voir chapitre 4). Pour unt®segirculaire,

NI =

NI

[
[

IX: IZ: Ia.
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2.1.3 Paliers

Le travail virtueldW, des forces extérieures agissant sur I'arbre s’écrit sous la forme :

6\Np = —kyxUdy — Ky Wy — Kz WOy — Kz — CxxlUdy — Cx MOy — Cz ANy — CxUdyy (2.18)

FiG. 2.4: Amortissement et raideur des paliers

ou

ou F, etF, sont les forces généralisées déterminées a partir des caractéristquaédedr et
d’amortissement des paliers (figure 2.4). En utilisant les deux équatidi® € (2.19) il vient :

Fu Kax Kz u Cxx Cxz u
=— — (2.20)

I:W kZX kZZ w CZX CZ z W

Remarque : ces équations peuvent également étre exprimées en fomstidépdacements
dans le repér®. Ces derniéres ne font intervenir gkg et k,, et sont obtenues a partir de I'ex-
pression du travail virtuel suivant :
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2. Analyse dynamique des systémes en rotation

AW, = —kux(U"cot +w*sinQt) (du*cost + dw*sinQt) (2.21)
—KzA —U*SiNQt 4+ w*cost ) (—du*sinQt 4 dw*cot)

ou:

su* (2.22)

(kxx - kzz)\/\fk

MW, = — [(kxxcosth + kg SIPQE)U* + Sinzen }

sSin2Qt

— [(kxxsiant + k220052§2t)V\rk + (ksx — Kz2) u*] ow*

L'équation 2.22 montre que, kjy # kz5, la contribution des paliers ne permet pas dans ce cas
d’éliminer la variable temps des équations.

2.1.4 Le balourd

Le balourd dont une représentation géométrique est donnée (figiinpelibétre assimilé a
une massen, située a la distance du centre géométrique de I'arbre. Son énergie cinétique doit
étre prise en compte.

Fic. 2.5:Balourd

La masse reste dans un plan perpendiculaire a fasa coordonnée selon cet axe dans le
repéreRy est donc constante :
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u+dsinQt

)D=| constante (2.23)

w+ d cot R

La vitesse du balourd s’écrit alors :

) Uu+dQcoxt
V= d%{D =| constante (2.24)

W —dQsinQt

Ro

L'expression de I'énergie cinétiquig du balourd devient :

T = % (07 + WP + Q%d? + 2Qudcoft — 2QvvdsirQt ) (2.25)

Le termeQ?d?/2 est constant et n’interviendra pas dans les équations. La massedtdba
étant négligeable par rapport a la masse de rotor, I'expression degieérenétique peut étre
approximée par :

Tp =~ mpQd(Ucot —WsinQt) (2.26)

Les expressions de I'énergie cinétique, de déformation et du travaielitant établies, la
dissipation due a I'amortissement interne peut étre développée via des madalgtiques ou
éléments finis.

2.1.5 Modele analytique : modele de 4 amortisseurs tournants

Afin de bien comprendre et illustrer les phénoménes mis en jeu, une modélikkatus
simple possible a tout d’abord été envisagée. La structure présentée(fdh) se compose d’'un
arbre symétrique de longueluet d’'un disque symétrique balourdé situé a une disthpee2L /3.

Un palier est positionné en, = L /3 et est caractérisé par des raideurs et des amortisseurs dans
les seules direction9Qet 2.

Les déplacements du systéme dépendant du temfpde la variable d’espagepeuvent étre
exprimés a l'aide de la technique de Rayleigh-Ritz, par séparation debleariaous la forme :
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2. Analyse dynamique des systémes en rotation

Z
4 amortisseurs a
e A R 9o°
Ai X :I ed Bi
ké&fig I P
A y \
_____ _K_______ .-AR.id._ Y >“,_
¢ kzz e @
Lp=L/3 Lg=2L/3

FIG. 2.6: Systeme Arbre-Disque avec 4 amortisseurs tournants : modélisation detis&smorent
interne

u=f(y)Qu(t)
w= f(y)Q(t) (2.27)
f(y) =sin}

ouQ; etQ, sont les coordonnées généralisées indépendantes dans le rapéredizoordon-
nées généraliséeg et g, seront notées quand elles seront associées au repére mobile.

Compte tenu de I'hypothése selon laquelle les ar@jlesd, (figure 2.7) sont petits, ils peuvent
étre approximés par :

B = 20 — AWyt

Ty (2.28)
6= % = 25 Qu(t)

L'amortissement tournant est introduit par 4 amortisseurs positionnéseénfé@ les deux extré-
mités (figure 2.6). Ces amortisseurs symbolisent 'amortissement visquegituliinal des fibres
lorsque le rotor est sollicité en flexion. lls sont positionnés a une distadeda fibre neutre.

En notanti; etviy, les déplacements des poidtsetB; auxquels sont attachés les amortisseurs
visqueux dans la direction longitudinale du rogpri’énergie dissipée par un seul amortisseur
s'écrit :

1.
Raiss= 5¢/(Vi2 —Vig)? (2.29)
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FiG. 2.7: Déplacements et rotations

ouc est le coefficient d’amortissement visqueux de I'amortisseur.

e

V.
r:\./ <11 2 y

Fic. 2.8: Schéma d’'une extrémité déformée

Dans les plans respectifsOy) et (zOy), les vitesses des poimsetB; Vi1 etvi; sont exprimées
en fonction das* etw* par les équations suivantes (figure 2.8).

Dans le plan(xQOy) :

Vite = oy )"

(2.30)
" o 0 *
Yiz2 = oy )
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2. Analyse dynamique des systémes en rotation

Dans le plar(zOy) :

oo W
Vi = "0y o)
(2.31)
- ow
Viox = _T\A}l,*(y:L)h

L'énergie dissipée par les 4 amortisseurs tournants (2 amortisseurstdange plan) s’écrit
alors:

Raiss = C | (Vizz — Viaz)” + (Vizx — Vize)° (232)

En reportant les équations 2.30 et 2.31 dans I'équation 2.32 I'énergipédigsas I'amortisse-
ment tournant s’écrit :

oW+ OW* ou* au*
Riiss=CIP [ (—=—  +—=—  )?+(— + )2 (2.33)
0 y-1) 9y (y=0) 0y (y=1) 9Y (y=0)

avec la matrice de passage du repere mdbdilers le repére fix&.

coNt —sinQt
[p] = (2.34)

sinQt codt

Les relations 2.27 et 2.34 permettent d’'écrire I'expression 2.33 sousnie fiinale dans le
repére fixe comme suit (voir Annexe C) :

W2 . . .
Raiss = 4C|_2T[2 01’ + Q%Q12+ Q2+ Q2Q? — 20Q1Qs + 20Q1Q, (2.35)

L'amortissement tournant est noté :

_ derme

¢ =13 (2.36)

L'application des équations de Lagrange sur les expressions degiémanétique, de I'éner-
gie de déformation et du travail virtuel développées au début du chagtraeet d'obtenir les
équations du mouvement dans le repere fixe :
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m+mg O o)} cs+¢  —Q(aataq) Q
+ _ (2.37)
0 Ma + Mg Q> Q(aa+aq) Cs+Cr Q2
Ka+Kpxx  —QC Q1 ldeQZSin(Qt +0p)
+ g
Q¢ katKpzz Q mydQ?cog Qt + ayp)

olm,, a, etk, sont respectivement les termes de masse, gyroscopique et de radlavo,
Oy, est la position angulaire du baloufd est la vitesse de rotation du rotor. L'expression analytique
de ces quantités est donnée par :

a0 = plaT® (2.38)

ka = Elag5s

my etag représentent les termes de masse et gyroscopique du dkgguet Ky, les raideurs
liees au palier. Ces quantités sont données par les relations suivantes :

(2.39)

Koxx = kyxSin? ( % )

Kpzz= ko Sin?( e
De plus,cs représente le terme d’amortissement dit fixe (stationnaire) lié au palier gafini
.o, TL
Cs= ésmz(Tp) (2.40)

ou ¢ est le coefficient d’amortissement visqueux.
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2. Analyse dynamique des systémes en rotation

Si I'amortissement fixe ne se traduit que par un terme d’amortissecgdaguation 2.37),
I'amortissement tournant se traduit non seulement par un terme d’amortigsgnneais égale-
ment par un terme de raidec, antisymétrique. La mise en place de I'équation du mouvement
permet alors d'étudier l'influence de I'amortissement extaxnet internec; sur la stabilité du
rotor symétrique et asymétrique.

2.1.5.1 Rotor symétrique amorti

Lorsqu’un rotor n'est soumis a aucune force externe et est uniqueznemouvement libre
du fait des conditions initiales, I'amplitude de son mouvement peut croitrecde fafinie avec
le temps. Le rotor est alors dit instable. La premiére configuration étudiémestituée d'un
ensemble Arbre-Disque appuyé-appuyé. Seule la raideur de I'asbecemsidérée dans le modéle
(aucune raideur due au palier). Cette étude sur la valeur relative desyges d’amortissement
permet d’analyser l'influence respective ou combinée des termes diaseonent fixe (palier) et
tournant lié a l'arbre tout en intégrant I'effet gyroscopique, gélieémant négligé dans ce type
d’étude. L'arbre plein est de longuelr= 0.4m, de rayon extérieuRs; = 0.01 m. Le disque est
de rayon intérieuRy = 0.01 m, de rayon extérieuReq = 0.15 m et d’épaisseue = 0.03 m. Ce
disque est balourdé par une masse= 10~ kg située & = Req €t & un angle, = 0. Arbre et
disque sont en acier. Le systéme d’équations issue de (2.37) pairesséus forme condensée :

m 0 Q1 G +c —Qa o)}
+ _ (2.41)
0 m Q2 Qa G +¢Cs Q2
k —Qc Q1 mpdQ2sin(Qt 4 ap)
+ fry
Qe  k Qo mydQ2cog Qt + ap)

ol k, m et a sont les termes généralisés de raideur, de masse et gyroscopiquen ave
14,29(kg), a = 2.871,k = 1.195¢° (N/m), myd = 1.29%° (kgm), o, = 0.

L'étude du systeme en mouvement libre (second membre=0) donne I'évagsdnéquences
naturelles en fonction de la vitesse de rotation par l'intermédiaire d’'un diageade Campbell
(figure 2.9). On peut prédire la stabilité de systéme numériquement a padtuddechniques :

1. Signe de la partie réelle des valeurs propres complexes du systernatiidg en mouve-
ment libre. Si la fréquence propre est donnée$ar —ay, £ jby, le seuil d’instabilité est
déterminé quand, devient négatif (partie réelle positive) (figure 2.10). Avec ce critére on
peut estimer la fréquence ainsi que le mode pour lequel le systéme devilesidible.

2. Critere de Routh-Hurwitz. Ce critére est trés bien adapté aux systefaibéeanombre de
degrés de liberté et ne permet pas d’obtenir de maniére analytique la yitegskaquelle
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Diagramme de Campbell
180 T T T T T T T T T
FW
160 BW

140

120

100

F (Hz)

80

60

40

20F e

0
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
Vitesse de rotation (rpm)

FiG. 2.9: Diagramme de Campbell : repére fixe

linstabilité apparait. Les fréquences du systeme sont les racines datl@gearactéris-
tique :
Mtar" 4. 4a,r+a,=0 (2.42)

La matrice suivantél est construite :

aa 1 0 0 0 O
a3 a2 a4 1 0 O
as a4 a3 a2 aa 1 0

H— ' (2.43)
a7 8 a as a3 a a 1

ou lesn coefficientsHy, - - - ,Hn sont donnés par les expressions :
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2. Analyse dynamique des systémes en rotation

Rotor symetriqgue amorti

2
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
Vitesse de rotation (rpm)

FiG. 2.10: Evolution de la partie réelle des solutions propres complexes

Hy = det[Hl] =al
a 1

H, = det/Hy] = det (2.44)
a &

Hn — det[Hn]

Si toutes ces quantitédd; sont positives, le systéme est stable. L'application du critére de
stabilité de Routh-Hurwitz donne dans le cas présent comme coeffielents

2
Hy = ﬁc, >0
Hz = 2% [aQ?(a— m) + ¢2 +mK
(2.45)

Ha = %% [a2Q%(a— m) + 2k + (a%k+ (a— m)c)Q?

Hy = 4593
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1. Influence de I'amortissement fixe (palieg).
Généralement I'amortissement appliqué a la structure est 'amortissemepedédgueux
Cs apporté par les paliers. Par exemple, Forrai [For00] et LalanneSJLld€9nontrent que cet
amortissement fixe a toujours un effet stabilisant quel que soit le typeitiiggn envisagée
(balourd, harmonique,...).

2. Influence de 'amortissement tournant

On considére maintenant le rotor symétrique amorti par le seul terme d’araoréastour-

nantc; introduit dans le modéle. Cet amortissement est pris proportionnel au ternag¢ d

deurk sous la forme; = Bk. L'analyse de coefficient du critére de Routh-Hurwitz améne

dans ce cas aux conclusions suivantes :

— Sia> m, le systeme est toujours stable.

— Sia < m, le systéme est instable si la vitesse de rotation est supérieure a la viiesse cr
tique Q¢ (précession directe uniquement) du rotor, donnée Qgr= \/mI_a (Qer =
3089rpm) (figures (2.9) et (2.10)).

L'étude du mouvement forcé sous excitation balourd est réalisée paratitdgnumérique

pas a pas fondée sur un algorithme de Newmark. Linstabilité apparaitlms chontée en

vitesse selon une loi linéaire de 0 & 70@00/mn) en 10 secondes (figure 2.11). Sur cette
figure sont superposés les modules des réponses temporelles pénandé$ valeurs dg

(cr =0, ¢, =0.00001k,c; = 0.0001k, ¢; = 0.001Kk).

monté en vitesse linéaire de 0 a 7000 tr/mn en 10 sec
10 T T T T T

c,=0.001k ¢,=0.0001k
: ‘ : : cr=0.00001k

=
© |
I

-c=0-
r

i
(o2}

[ee]

Module de I'amplitude (m)
[ [
OI o

10—10

Temps (sec)

FIG. 2.11:Superposition des réponses transitoires en montée en vitesse linéaire

En I'absence d’amortissement palier, la moindre présence d’amortisseraerdnt lié a la
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2. Analyse dynamique des systémes en rotation

structure engendre une instabilité dés le passage de la premiére vitesse.chitiglessous
de cette vitesse critique, 'augmentation d’amortissement tourantnflue pas sur la
réponse au balourd mais en régime super-critique, plus 'amortissememanoest élevé,
plus I'accroissement des déplacements et I'instabilité sont rapides.

. Influence de I'amortissement tourn@npet de I'amortissement fixe; :

L'amortissement tournant est fixé maintenant & une valeur importante 1.10-%k) afin

de mettre en valeur les phénoménes d’instabilité et de mieux visualiser la stahilisatio
l'introduction d’amortissement fixes lié au palier. Ce dernier type d’amortissement est
considéré comme variable. L'application du critére de stabilité permet l'ideatidic des
coefficientsH;.

Hl = 72((:;:05)

szgggﬁmg%a—ﬁ%)+®r+%ﬁ+mﬂ
Hs = 4[a?[a(c, +Cs) — MGG Q4+ -+ (2.46)
+ [@?k+ ¢ [a(cr +Cs) —mg]] (6 4 Cs)2Q% + -+

k(cr +¢o)?

H4 est de méme signe quig

Compte tenu des expressions des amortissements fixe et tournant (égRatet 2.40 ),
il est [égitime de poseats = a ¢; ol a est une constante positive. Compte tenu des relations :

Cs+C =¢ (140a)

(2.47)
(1+3)=1+a
L'analyse du signe del, etHs permet d’aboutir aux conclusions suivantes :
— Le systéme est toujours stable si :
m m
a———>0donc(a>—-1 2.48
l1+a ( a ) ( )
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— En considérant les conditions a imposé€l d'apres les calculs portant sdp etHs et si :

m m
a———<0donc(a<——-1 2.49

l1+a ( a ) ( )

Le systéme est conditionnellement stable et il devient instable pour touteeviteseta-

tion Q > Qg.

Q> Qg = \/k(1+0()/(1i]a _a)= \/k(1+gf)/(1fcs —a)  (250)

L'équation 2.50 donne le seuil d’instabilité en fonction du rapport deg dewortissements
interne et externe et met en évidence l'influence de plusieurs pararsétiasstabilité dont

la masse, la rigidité et I'effet gyroscopique. Toutefois ce critére ne pgrased’estimer le
mode pour lequel le systéme se déstabilise.

L'application numérique montre que le systéme est inconditionnellement stallegue
valeur dea > 3.98. Sia < 3.98, le systéme est stable pour toute vitesse de rotation telle
queQ < Qg et instable sQ2 > Qg,. Le tableau (2.1) regroupe les résultats en fonction du
coefficient de proportionnalité. Le seuil d’instabilitéQs, est déterminé par la formule
ci-dessus (équation 2.50).

a 0.25 | 1.27 | 254 | 3.81 | 3.99
Qgi(tr/mn) | 3989 | 8499 | 18200| 72444 STABLE

TAB. 2.1: Evolution du seuil d’instabilité en fonction deavec amortissement fixe et tournant et
effet gyroscopique

L'examen du tableau (2.1) montre que I'accroissement de I'amortissemerii&iau palier re-
pousse le seuil d’instabilité vers l'infini. Plus 'amortissement fixe est égué,les déplacements
du rotor tendent rapidement vers une valeur minimale.

2.1.5.2 Rotor asymétrique amorti

Une étude similaire peut étre conduite dans le cas d’'un rotor asymétriqusid€mns un
arbre monté sur un palier dissymétriqug,(= 5.10° N/m, K, = 0). Le systéme posséde dans
ce cas deux vitesses critiqgues correspondant aux précessiorns diréaverse (respectivement
Qcr1 = 2642rpmet Qcr, = 3377rpm) (figure 2.12).

1. Influence de I'amortissement fixe (palieg).
Les résultats sont identiques a ceux obtenus pour un rotor symétrique.

2. Influence de I'amortissement tournant (matérigu)
L'application de critére de Routh-Hurwitz permet d’aboutir aux conclusgivantes :
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2. Analyse dynamique des systémes en rotation

Diagramme de Campbell
180 T T T T T T T T T
FW
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FiG. 2.12:Diagramme de Campbell dans le repére fixe : rotor asymétrique

— Sia>m, le systéme est toujours stable.
— Sia< m, le systéeme estinstable et le seuil d’'instabift§ dépend de la valeur de I'amor-
tissement tournard; (figure 2.13 ave@ = 0.001).

B le6|1e®|1e*|1e®|1e?2|1e! |1

Qg(tr/mn) | 3772| 3772 | 3769 | 3566 | 3381 | 3355 | 3354

TAB. 2.2: Evolution du seuil d’instabilité en fonction deavec amortissement tournant

On constate que le systéme reste stable au passage des deux vitesses angiguse dé-
stabilise a une vitesse de rotation supérieure a la deuxiéme vitesse critiqua daleur
diminue avec 'augmentation de 'amortissement interne.

3. Influence de I'amortissement tourn@net de I'amortissement fixe (paliety :
Une démarche semblable a celle menée pour un rotor symétrique aboutit aus coérrie-
sions. L'accroissement de la valeur de I'amortissement fixe (I'amortissemanant étant
constant) repousse le seuil d’instabilité vers 'infini. A partir d’'une cegaaleur le systéme
est inconditionnellement stable (tableau 2.3).

Les conclusions a tirer de cette premiére application sont :
— Sans amortissement fixe, le rotor est instable dés le passage de la vitagse lorsqu’il
comporte un amortissement tournant.
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Rotor asymetriqgue amorti

0 2000 4000 6000 8000 10000
Vitesse de rotation (rpm)

FiG. 2.13:Evolution de la partie réelle des solutions propres complexes

a 0.25 | 1.27 | 254 |3.81 |3.99
Qg (tr/mn) | 4676 | 9359 | 19679 | 77940 | STABLE

TAB. 2.3: Evolution du seuil d’instabilité en fonction deavec amortissement fixe et tournant

— L'amortissement lié a la structure crée une plage d'instabilité que I'amortisseraker
peut éventuellement éliminer.

— L'amortissement fixe lié au palier permet de stabiliser la structure jusqe'&emaine vi-
tesse de rotation ou bien, en augmentant la valeur d’amortissement, la stahdgseti-
tionnellement.

2.1.6 Influence de I'amortissement interne sur 'amplitudede la réponse

L'étude analytiqgue présentée ici a pour objet I'analyse de l'influendéadertissement in-
terne sur 'amplitude de la réponse avant et aprés le passage de la preieigse critique, expri-
mée aussi bien dans le repeére fixe que dans le repére tournant.
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2. Analyse dynamique des systémes en rotation

2.1.6.1 Application : tube appuyé-appuyé

FIG. 2.14: Arbre appuyé-appuyé

Le cas test utilisé est issu de la bibliographie (Melanson [MZ98]) et ewititoé d'un arbre
plein sur appuis (figure 2.14) : Longuelur= 1 m, section circulaire de diameétre extérielrg=
191 mm Matériau de I'arbre : Module d’Young = 207 GPa, coefficient de Poisson = 0.33,
facteur de pertg = 0.005 et masse volumique= 7700kg/n. La vitesse critique est située a
385Hzcomme le démontre les diagrammes de Campbell (figure 2.15 et 2.16).

Diagramme de Campbell
500 T T

BW
450f BW | =

Q0O v A

BBOF: v

BOOf: e A

F (Hz)

250 e A

200 e A

ABOF- -t A el

200 - - oo

O 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 25 3

Vitesse de rotation (rpm)

x 10'

FiG. 2.15:Diagramme de Campbell : Repere fixe
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Diagramme de Campbell
1000 T T T T T

BW
900} FW |

OO o vrr e T

TOO|: v T e

BOOF- e

500

F (Hz)

AO0|er ™™ - v T

BOOf -+ TN e

200+ T

100F

O 1 1 1 1 1
0 0.5 1 15 2 2.5 3

Vitesse de rotation (rpm) 4

FiG. 2.16:Diagramme de Campbell : Repére mobile

Les équations du mouvement dans le repére fixe s'écrivent :

my, O o}} G +Cs —Qag Q
+ _ (2.51)
0 my Q2 Qag G +Gs Q2
ka —Qc Q1 FQ.
_|_ frd
Qc Ka Q2 FQ2

Ces équations 2.51 peuvent également étre exprimées dans le repéreariaide de la
matrice de passage comme suit :
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2. Analyse dynamique des systémes en rotation

ma O (o] Cr+Cs 0 d1
+ (2.52)
0 m | | G 0 c+6 | | G
0 Z"naQ C11
+
om0 || 4 |
0 —Qa, o}
+
Qag 0 || @
ka — MaQ? 0 01
0 ka — MaQ? | %
0 Qcs 0[]
+
—Qcs 0 | | @
aQ? 0 a1 for
+ g
0 a0? 02 fop

Les diagrammes de Campbell dans les repéres fixe et mobile sont dontessfigaures (2.15)
et (2.16) respectivement.

2.1.6.2 Réponse au balourd

Il s’agit ici d’examiner I'influence de I'amortissement interne sur I'amplitdeda réponse du
rotor au passage de vitesse critique lors d’une excitation de type balkmusdet deux reperes fixe
et mobile, le balourd étant positionné a un armeLa force due au balourd s’écrit dans le repére
fixe et mobile comme suit :

FQ1 = mpdQ2sin(Qt +ay,) (2.53)

FQ, = mydQ?cog Qt +ap)

fqr = mpdQ2?sinap oen

fgp = mydQ?cosy
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La réponse permanente au balourd dans les deux reperes donne lachéioe et la solution
est indépendante de I'amortissement interne (figure 2.17)(voir Anngxe D

-5

x 10 Réponse permanent au balourd
7 T T T T T
sans amortissement interne
6l — — —avec amortissement interne |
5 - .
E
o 4r 1
=]
2
S sf .
<
2 - .
l - . . . . . . . . . . B . -
0 L 1 L AA_J \'_
0 0.5 1 15 2 2.5 3

Vitesse de rotation (rmp) « 104

FiG. 2.17:Réponse au balourd : repére fixe et mobile avec et sans amortissemeaTd inte

2.1.6.3 Reéponse a une force fixée dans I'espace

La réponse a une force harmonique dans le repére fixe deFygi® ¢t)) suivant I'axeX, est
calculée a une vitesse de rotatiQn= 10000r pm pourw = 0...500Hz

FQ1 = Fsin(wt)
(2.55)
FQ.=0
Dans le repére mobile cette force s’exprime comme suit :
fai = Fsin(wt)coq Qt)
(2.56)

fop = Fsin(wt)sin(Qt)

La figure (2.18) présente la réponse a une force fixée dans I'espaee et sans prise en
compte de I'amortissement interne, dans les deux reperes fixe et mobilétientdes mémes
amplitudes de réponse. L'examen de cette figure montre bien l'influencamertissement in-
terne sur ce type de réponse, c'est a dire lorsqu’on fait travailler lerimatde I'arbre avec ce type
d’excitation.
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2. Analyse dynamique des systémes en rotation

5

X 10 Réponse a une force harmonique
8 T T T T T
sans amortissement interrje
7+ — — = avec amortissement interrfe- - B . . . -
6 - -

Amplitude (m)
N

| S

0 100 200 300 400 500 600
F (Hz)

FiG. 2.18:Réponse a une force harmonique fixée dans I'espace : repéredixetasans amortis-
sement interne

2.1.6.4 Reéponse transitoire au balourd

Afin de voir I'influence de I'amortissement interne sur I'amplitude de la rép@mseés la vi-
tesse critique, la réponse transitoire est explorée. Quand un rotorréeiarréte ou passe une
vitesse critique, il subit un mouvement transitoire. La vitesse angulair¢ plies constante et
devient une fonction du temps :

o=t (2.57)

La vitesse de rotation suit souvent une loi exponentielle comme dans deausabrapplica-
tions industrielles : c’est a dire quand le rotor dématrre, la vitesse de rotatipnente rapidement,
et I'accélération est petite quand le rotor se rapproche de sa vitesseafmnhénune loi linéaire
qui traduit une accélération constante sera considérée :

@=A+Bt (2.58)

L'énergie cinétique liée au balourd s’écrit dans ce cas sous la forvensei:

Tb = myd @(Ucosp— W siny) (2.59)

L'application de I'équation de Lagrange sur I'’équation 2.59 nous coragtilculer le second
membre de I'égquation du mouvement.
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Q(%
dat\au
d /0Ty
@t (o

ow

d
) 61;)
dTy
)_TV\?

My, dpcosp— my, d¢? sing

= —mp d@sing— m, dg? cosp

(2.60)

En utilisant les équations 2.60, les équations du mouvement s’écriventedeapere fixe comme

suit :

=
© I
<)

I
[y
(=)

Amplitude (m)
[
o

10—12

-14
10

m O

0 my

a@ O

Q
Q2

CsHC  —@ag
+ .
Pag Cs+Cr ]
Ka —Cr¢
+ .
G@ kKoo |

(2.61)

My d ¢Psing— my, d gcosp

my d ¢2cogp+ my, d @sing

Montée en vitesse linéaire: sans amortissement interne

6 8 10
Temps (sec)

12

FiG. 2.19:Réponse transitoire au balourd sans amortissement interne : repére fixe

L'énergie cinétique liée au balourd s’écrit dans le repére mobile a I'aide deatrice de
passage en fonction des deux déplacements dans le repére uiadive :
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2. Analyse dynamique des systémes en rotation

- Montée en vitesse linéaire: avec amortissement interne

10 T T T T

Amplitude (m)

10 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12

Temps (sec)

FiG. 2.20:Réponse transitoire au balourd avec amortissement interne : repére fixe

To = myd @(U* +wW* ) (2.62)

L'application des équations de Lagrange sur I'équation (2.62) nouseaenésiculer le second
membre des équations du mouvement.

t(%—%) - SIE - IT)od(P

0T, T )
t(ﬁ)_ﬁ = _rnod(pz

CL‘Q_

(2.63)

Q.‘Q_

En utilisant I'équation (2.63), les équations de mouvement dans le repére mielpriment
sous forme matricielle :
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m O

0 my

ql Cs+Cr
—"_ -
G ®(aa — 2my)
Ka — @*(Ma — aa)
—"_ -
—(Cs
0 —a.0
+ .
ae O

—@(8a — 2my)
CotCr
s
ka — ¢%(Ma — 24)
th
02

—myd@

G
o
01

07)

myd ¢

(2.64)

Une montée en vitesse linéaire de 0 a 300@0n) en 10(seqg est présentée dans les figures
(2.19 et 2.20 repere fixe) et (2.21 et 2.22 repére mobile). Ces figursisalht bien I'effet déstabi-
lisant de 'amortissement interne lors d’'une montée en vitesse linéaire. Aagemd’une vitesse
critique I'amplitude du mouvement tend vers l'infini.

Montée en vitesse linéaire: avec amortissement interne

10"

Amplitude (m)

10—12 |

-14

10

4 6
Temps (sec)

10

12

FiG. 2.21:Réponse transitoire au balourd sans amortissement interne : repére mobile
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2. Analyse dynamique des systémes en rotation

Montée en vitesse linéaire: avec amortissement interne

1 00 T T T T T

Amplitude (m)

10 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12

Temps (sec)

FiG. 2.22:Réponse transitoire au balourd avec amortissement interne : repére mobile

44



Modélisation du rotor et équations du mouvement [LF98]

Afin d’avoir un modéle capable de traiter des applications industrielles,néestssaire de dé-
velopper un modéle Eléments Finis apte a tenir compte de 'amortissement intennenadéaiau
via un modele plus réaliste.

2.1.7 Modeéle Eléments Finis

L'amortissement interne est introduit dans un modele élément fini unidimemrsidi). Les
Eléments Finis utilisés sont des éléments de poutre a 4 ddl par noeud (fig8jel2 relation
contrainte-déformation est étudiée via un modéle rhéologique d’'un solideéléstique linéaire
(figure 2.24). Le modéle considéré est un modeéle de Kelvin-Voigt dordrifainte est relative a
la vitesse de déformation est donnée par la relation :

o =Ee+EpE (2.65)

et la contrainte de cisaillement par :

T=Gy+Gpy (2.66)

ou E est le module d’YoungG le module de cisaillement,la contrainte de cisaillement Bt
le temps de relaxation qui représente la caractéristique mécanique d’aerodiggiu matériau.

Z
V\& exl
U, ® L W,
/ 9 ex2
z1 Y
X u,
e22

FiG. 2.23:Elément fini de poutre

En utilisant I'équation (2.65 et 2.66), le champ des contraintes s’écrit :

oyy = Eyeyy + Ey Béyy
{o} =9 1,=Gypyz+ GyBWy2 (2.67)

Tyx = Gyxyyx + Ey B yyx
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2. Analyse dynamique des systémes en rotation

Yo

FiG. 2.24:Modéle de Kelvin-Voigt

Le vecteur des contraintes peut étre séparé en contrainte élagtijuiatilisée pour calculer

I'énergie potentielle équation (2.14) classiquement et une contrainte digsipa}q représente
I'amortissement :

{o} ={o}e+{0}q (2.68)

En utilisant I'équation (2.9), la partie dissipative de I'équation (2.68) devien

~ 96y 28,
{Bla=1 T,,=Gy.B (—ex+ %*) (2.69)

?yx = Gy (ez + aalij )

oUOyy est la contrainte normale de la sectiop,etTyy sont les contraintes dues au cisaillement
transverse.

Le travail virtuel lié au terme de dissipation interne (dans le matériau) eségmm’'équation
suivante :

L
W = / / (OyydEyy + Ty20Vyz + TyxdYyx) dSdy (2.70)
0 S

Le travail virtuel est exprimé en fonction du champ de contraintes des ganfs) en utilisant
I'équation (2.69). L'équation (2.70) devient alors :

L L
6\/\/:/0 /SEyBéyyaeydedW‘/o /S’(Gyzﬁ\./yzéyyz+nyBVyXBny)dey (2.71)

46



Modélisation du rotor et équations du mouvement [LF98]

ot 08¢ 08, 030y %8,
W = /0 /SEyB <—zay+xay> (—z <y >dey 2.72)
L C ow oW
+ /0 /S[Gyzs <—ex+ay> <—5ex+ay ﬂdey
L . AU Adu*
/0 /S[nys (ez+6y> <6Bz+ = ﬂ dSdy

En intégrant sur la section I'équation 2.72 s’écrit :

_|_

G 06, 936y 00, 050,
W = /OEYB{IX(ayay )5 )]

L . ow oW’
+ /OGyZKSB[<—9x—I—ay> (—esex+ay> dy]

L . ou adu*
+ /OGyXKSB[<GZ+ay> (5ez+ay>]dy

et pour une section circulaitg=l,=I. Le rotor est modélisé par un élément fini de type poutre
(figure 2.23) avec 4 ddl par noeud. Le vecteur de déplacement esidal

(2.73)

d == [ulaw:beXl7eZ|.7u27W27eX27eZZ] (274)
Les déplacementy;, etd,, correspondant respectivement aux mouvements dans la direction X

et Z, (repére fixe) sont définis tels que :

du = [U1, 61, U2, 0] (2.75)

dW — [leeX].vWZanZ] (276)

L'élément fini est construit a partir des fonctions d’interpolation :

U= Na(y)dy (2.77)

W= Na(y)ch (2.78)

ou N; etN, sont les fonctions de forme d’une poutre en flexion sous I'hypothépeutee de
type Bernoulli-Euler :

2 2 2y2 3
Ni(y) = 1—?’Ly2+§;—y+z—§;é2—if;f—§ (2.79)
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32 2 2 32 2
No(y) = 1_y+y3.y_2y+y3.y_2y3._3l/_

y>
YT T Lt (2.80)

LZ

L'effet du cisaillement transverse est pris en compte a partir d’'un factetecteur de cisaille-
mentk calculé en évaluant la fonction de gauchissement (voir chapitre 4).

12E1
== 2.81
8= Gz (2:81)
ou G est le module de cisaillement donné par la relation :
E
G= 2.82
2(1+v) (2.82)

ouv est le coefficient de Poisson.

En introduisant les fonctions de forme données par les équations (2.{®B@) dans les
expressions de I'énergie et aprés application des équations de gaglesmmatrices élémentaires
de I'élément finis de poutre sont obtenues sous la forme suivante :

Matrice de massed’aprés [Prz68] :

pL Mg —M O 0 My

[M] = m (2.83)

M1 M- 0
Meg 0
sym Me

avec :
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;

M = S(312+ 588+ 280a%) + 1958

M7 = —SL(44+ 77a+35a%) — w

Ms = SL? (8+ 14a+ 7a?) + 1 (112+ 140a+ 280a?)

(2.84)
My = S(108+ 2522+ 140s?) — 1938
Mz4 = —SI? (6 + 14a+ 7a%) — | (28+ 140a— 1408?)
Mag = SL(26+63a+ 35a%) — (341221
Matrice gyroscopique (ROTORINSA [LF98]) :
0 CG CG 0 0 C ¢ 0
0O 0 C G O 0 Cq
0 G C O 0 Ca1
pl 0 0 C —-C3 0
(1+a) 0 C -C O
0 0 -C4
0 Gy
anti sym 0

avec
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2. Analyse dynamique des systémes en rotation

C=-72

Cs= —L (6—30a)

Matrice de raideur (Przemieniecki [Prz68]) :

_ EI
K= (1+a)L3

12 0 0 —6L

0 12 a 0

0 6. (4+a)l? 0
6L 0 0  (4+a)L?
~12 0 0 a

0 -12 —6L 0

0 6. (2-a)L? 0
6L 0 0 (2-a)L?

Les matrices dues a I'amortissement interne

Co = —L?(8+ 10a+ 20a°)

Ca1=L%(2+10a—10a?)

Matrice d’amortissement due a I'amortissement interne;

Gl= o

(1+a)L3

12 0 0 —6L
12 a 0
(4+a)L? 0
(4+a)L?
sym

(2.86)
-12 0 0 —6L _
0 -12 6 0
0 —-6L (2-a)lL? 0
6L 0 0 (2—a)L?
12 0 0 a
0 12  -6L 0
0 —6L (4+a)L? 0
6L O 0 (4+a)L?

(2.87)

-12 0 0 —6L —
0 -12 a 0
0 —-6L (2—a)L? 0

6L O 0 (2—a)L?

12 0 0 a

12 —6L 0
(4+a)L? 0
(4+a)L?
(2.88)
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Matrice de rigidité due a 'amortissement interne :

-o ~12 —6L 0 0 12  —6L 0 -
0 0 6L  -12 0 0 —6L
0 —(4+alL?> -6L O 0 —(2—a)L?
EIR 0 0 —-6L (2—a)L? 0
M 0 -12 & 0
0 0 6L
anti 0 —(4+a)L?
sym 0

(2.89)
L'équation du mouvement dans le repere fixe pour un élément de typegoédrit alors :
M} {d} + (G +QC]{d} + [K+ QK {d} = {F(t)} (2.90)
ou [M] est la matrice symétrique de mas$€;] est la matrice d’amortissement intern€}
est la matrice antisymétrique gyroscopique prés multipliée par la vitesse derr@atji] est la
matrice de rigidité [K;] est la matrice de rigidité supplémentaire (due a 'amortissement interne)

prés multipliée par la vitesse de rotati® {F(t)} est le vecteur des forces généralisées. Enfin
{d}, {d} et{d} sont respectivement I'accélération, la vitesse et le déplacement.

Les caractéristiques mécaniques des matériaux étant connues, le sys@oziahs a ré-
soudre est présenté par I'équation 2.90.

2.1.7.1 Résolution du probléme dynamique

La figure 2.25 présente I'organigramme général de résolution du prololgnaenique.
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données génerales

Lecture des

Calcul des matrices élémentaires
[M], [K] et [C]

Assemblage matriciel

Fréguences et Mode$

Propres(al'arré) Résolution: Valeurs Propres
Won et Gyy, Systéme Conservatif

méthode_pseudo-modale
[M] {d}+[K] {d} = O

[ci@on)et [ki(©pn)] |
| = Matrices Modales
i . Fréquences propres
du Systéme Dissipatif W
n
I
[ci(wn)] et [k (ay,)]
1
Diagramme de Campbell
Critérede Stabilité (partiesréelles)
Stable Instable
Réponse Réponse
Permanente Transitoire

FiG. 2.25:Résolution du probléme dynamique

L'étude de stabilité du systéme se fait en mouvement libre, c’'est a dire itegsecond
membre est identifié a 0 (équation 2.91) :

M]{d} +[Gi+C(Q)] {d} + [K+Ki(Q)]{d} =0

(2.91)
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Aprés avoir exprimées les matrices élémentaires (relations de 2.83 a 2.88nkblage matriciel
global est réalisé pour construire le systeme d'équations 2.90. La pecatipe de résolution
porte sur le calcul des solutions propres du systéme conservatif associé

M] {d} + K] {d} =0 (2.92)

Les pulsations propresy, et les modes propreg, sont alors calculés. Par une méthode
pseudo-modale les matrices modales généralisées sont identifiées, aohduisystéme d’équa-
tion de taille (n.n) own représente le nombre de mode.

M {Q} +[ci+Qc]{Q} + k+Qk]{Q} =0 (2.93)

Il est alors possible de former les matri€@swon) et Ki(won) dues a I'amortissement interne
a partir des fréquences propres du systéme a 'arrét et de calculéiees généralisées.

(M {Q} + [ci(00on) + Q] {Q} + [k-+ Qki (won)] {Q} = 0 (2.94)

En suite la résolution du probléme généralisé amorti est alors engagé wtsmsitt par réso-
lution du probléme aux valeurs propres dans I'espacd.2 seconde étape consiste a chaque pas
de la vitesse de rotation a réactualiser le systéme dissipatif généralisé de fakalution des
fréquences propres.

La procédure est réitérée pour chaque pas de vitesse de rotatieolutién des fréquences
propres identifiées est tracée en fonction de la vitesse de rofatigalisant un diagramme de
Campbell ainsi que I'évolution des parties réelles des valeurs propfesieion de la vitesse de
rotation (critere de stabilité). Le seuil d'instabilité est identifié quand la pagtier change de
signe définissant alors la vitesse a partir de laquelle le systeme devienkanstab
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Chapitre 3

Conception d’'un banc d’essai :
Instabilité expérimentale

Le modéle éléments finis proposé a été validé a partir de cas tests issus de farkti@rmraly-
tique/éléments finis). Le présent chapitre présente la confrontationsiétaté numériques a des
résultats expérimentaux disponibles.

3.1 Stabilité des tubes en rotation (LMA) : modélisation et expéri-
mentation

Afin de valider le modéle éléments finis proposé une étude comparativeabséeéavec des
résultats analytiques et expérimentaux issus de la thése d’'Olivier Montgilylir05] conduite
au Laboratoire LMA (Marseille). Lexamen des résultats numériques aly@aues abouti a
de bonnes corrélations en fréquence et en seuil d'instabilité. Le mod#ege est également
confronté avec des résultats expérimentaux issus d’'un banc d'égeee 3.1) réalisée au LMA.

Le banc est constitué d’un moteur électrique entrainant une poulie @uomomté sur deux
paliers rigides permettant d'atteindre une vitesse de 12000in. Cette poulie entraine par I'in-
termédiaire d’'un accouplement trés souple non amortissant un tube simukattra de transmis-
sion.
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3. Conception d’'un banc d’'essai : instabilité expérimentale

FiG. 3.1:Banc d'essai (LMA)

L'arbre est monté sur des paliers a roulements rotules modifiés pour oleteiniclinaisons
allant jusqu'a+9° (figure 3.2). Ces paliers sont eux mémes liés au bati par I'intermédiaire de
supports viscoélastiques en élastomere travaillant en cisaillement. Les motssom@mesurées
par des capteurs lasers sans contact (positionnés radialement gboglement).

Fic. 3.2: Paliers et élastomeéres

56



Stabilité des tubes en rotation (LMA)

3.1.0.2 Identification des paramétres du systeme

Les modes rigides du banc d’essais sont identifiés en installant des petigslotias sur un
tube court en Aluminium (figure 3.3). Ici deux configurations sont jbss, un montage avec
une masselotte centrale qui excite le mode symétrique et un montage avec bitessaatisy-
métriques permettant de créer un couple qui excite le mode antisymétrigomrtissement a été
estimé & = 3.5% a partir des simulations.

Fic. 3.3:Mesure des modes des paliers avec un tube rigide possédant : (a)sswdatia centrale,
(b) deux masselottes antisymétriques

Le rotor est modélisé par un arbre élastique continu appuyé-appuyke(8dgt) sur fondations
viscoélastiques. Les éléments viscoélastiques, parfaitement symétripptagmésentés par une
rigidité kp et un amortissement exterog Le tube en rotation peut étre de différentes natures :
Aluminium, PVC, composite...

Z L

|

; Dx/@ ...................... I

% k Ce kp Ce

FiG. 3.4: Tube mince sur paliers rigides et suspension viscoélastique.

Un modéle éléments finis de I'ensemble a été établi (voir Chapitre 2). |l a ésagépour les
deux configurations de tubes en Aluminium et en PVC considérés au LNdfediax 3.1 et 3.2)
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Module d'Young E | Gpa 69
Masse volumique de l'arbre | p | Kgn? 2700
Longueur réelle de I'arbre L m 164
Rayon extérieure de l'arbre | Re m 0.025
Rayon intérieure de l'arbre | R; 0.02298
Facteur d’amortissement interneé; % 0.2
Facteur d’amortissement externet % 35
Masse d’'un palier my | kg 2.817
Rigidité d’'un support kp | N/m | 94x 10
Nombre de support Np 6

TAB. 3.1: Caractéristiques de I'arbre en aluminium et des supports

Module d'Young E | Gpa 2.2
Masse volumique de l'arbre | p | Kgn? 1350
Rayon extérieure de l'arbre | Re m 0.025
Rayon intérieure de l'arbre | R, m 0.0215

Facteur d’amortissement interneé; % 125
Facteur d’amortissement externefe % 35
Masse d'un palier mp kg 2.608
Rigidité de 3 supports kp | N/m | 258x 10°
Rigidité de 6 supports kp | N/m | 576x 10°

TAB. 3.2: Caractéristiques de I'arbre en PVC et des supports
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Stabilité des tubes en rotation (LMA)

La stabilité est étudiée pour les deux tubes en Aluminium et en PVC via une psvai®é-
trique du systeme arbre-paliers. La longueur considérée variebda @ 3 m pour le tube en
Aluminium et de 04 ma 14 m pour le tube en PVC. Ces tubes se caractérisent par une rigidité
faible et un facteur d’amortissement de® pour I'aluminium et de 25% pour le PVC. La valeur
de 'amortissement externe (amortissement externe visquesaxXtO0N/m/s) est donnée par un
facteur d’amortissemeft = 3.5% et 'amortissement interne est introduit dans le modéle a partir
de la relatiom; = 2§;. La solution de I'équation (2.41) en mouvement libre donne les fréquences
du systéme couplé et les seuils d'instabilité associés aux modes.

450

400

350

300

250

F (Hz)

200

150

100

FiG. 3.5: Fréquences et seuils d’'instabilité "tube en Aluminium sur supports vistiogies" en
fonction de la longueur de tube.

L'étude paramétrique réalisée concerne les tubes Aluminium et PVC. Lesdi¢3.5 et 3.6)
illustrent respectivement I'évolution des fréquences propres dursgsainsi que les seuils d'in-
stabilité en fonction de la longueur du rotorL'amortissement interne induit une instabilité des
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3. Conception d’'un banc d’'essai : instabilité expérimentale

modes en précession directe, seulement quand la vitesse de rotatiort ggegrande que la
vitesse critique. Les modes en précession inverse sont toujours stadesnen de ces deux fi-
gures montre que les fréquences ainsi que les seuils d’instabilité dimintentfaugmentation
de la longueur de rotor.

300——
250k
2001\

150

F (Hz)

100

50

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 11 1.2 1.3 1.4
L (m)

Fic. 3.6:Fréquences et seuils d'instabilité "tube en PVC sur supports viscoékstigu fonction
de la longueur de tube.

Signification des légendes;s; représente l€Mefréquence de systéme coup®; représente
le i®*™e seuil d'instabilité associé. Pour une longueur particuliére du rotor lesmdées modales
pour les 4 premiers modes sont présentées sur les figures (3.7). Bliésemtent les modes de
flexion d’arbre (modes de paliers rigides) couplés avec les modes de(padiges de rotor rigide).

En comparant ces cartes d'instabilité données figures 3.5 et 3.6, its'que la zone d'in-
stabilité (zone grise) du rotor en Aluminium est plus petite que la zone d’instathilitétor en
PVC. La différence est due a 'amortissement intéfinge matériau de I'arbre qui est plus impor-
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Stabilité des tubes en rotation (LMA)
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FiG. 3.7: Déformées modales du systeme

tant pour le PVC que pour I'’Aluminium (Tableaux 3.1 et 3.2). Les fréquenaassi que les seuils
d’instabilité diminuent quand I'amortissement interne lié au matériau augmente.ufiefigrande
zone de stabilité, qui sera analysée plus tard, est observée.

Les résultats expérimentaux obtenues au LMA sont reportés figure Ce6)derniers sont
symbolisés par un cercle pour les premiéeres fréquences expérimeritaies étoile pour les
seuils d'instabilité associés. Quatre essais expérimentaux ont été réalisésep tubes en PVC
de longueurs ®m, 0.8m, 0.9met Im. Linstabilité expérimentale est détectée a la premiére vitesse
critique. Les premiéres frequences expérimentales sont en bon aoeardes résultats numé-
rigues. Les seuils d’instabilité expérimentaux sont aussi en bonndat@mnépour trois cas tests
(0.6m, 0.9m et 1m) et pour un seul cas test le résultat expérimental est assez loin dalietioré

numérique. Ce point est situé dans la zone mentionnée ci-dessus qualonsigxaminer.

Les figures (3.8 et 3.9) reprennent, en zoom sur la zone concéeséajolutions des 3 pre-
mieres fréquences calculées. Sont également reportées les frégjukncotor rigideF, et la
premiére fréquence de palier rigifig. L'observation de ces deux figures montre deux zones cor-
respondant a une longuelur= 1,44 m pour le tube en Aluminium dt = 0.83 m pour le tube en
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3. Conception d’'un banc d’'essai : instabilité expérimentale

160' T T T T T T T |
— <+ —Fmrl

F (Hz)
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L (m)

FiG. 3.8:Zoom de la zone de couplage : tube en Aluminium.

PVC. Sur ces zones, caractérisées en comparant la fréquencedflaxible monté sur paliers
rigides (notéeqp1) a la fréquence du rotor rigide monté sur palier flexibles (n&gg, on ob-
serve une augmentation de stabilité du systeme (figure 3.10). Comme cela await évislence
par Montagnier, 'augmentation de la stabilité correspond bien au couptdigeces deux types
de déformées modales : rotor rigide, paliers rigides.

L'évolution des seuils d’instabilité associés au systéme couplé est exptiqgoéee suit. Pour
par exemple la longueur particuliére du rotor, qui correspond a I'égalgéldux fréquencds,y
et Fyr), les paliers sont fortement sollicités et fournissent donc plus d’amemtisst externe au
systeme et en conséquence augmentent la stabilité. Un tel comportemeissestia en évidence
par Dutt [DN92] qui prouve qu’un choix approprié de la valeur despeetres du support peut
augmenter de maniére significative le seuil de stabilité pour un systéme sus palg@élastiques.
Le support viscoelastique amorti offre en ce sens le plus grand int@ré&apport aux supports
visqueux ou élastique.
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Stabilité des tubes en rotation (LMA)
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FiG. 3.9:Zoom de la zone de couplage entre les systémes couplé et découplén RYE e
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FiG. 3.10:Fréquences propres du systéeme découplé
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3. Conception d’'un banc d’'essai : instabilité expérimentale

3.1.0.3 Influence de la raideur des paliers sur la zone de couplage

Les figures (3.11 et 3.12) montrent I'influence de la raideur de palidasaone de couplage
(la longueur pour laquelle le systéme est le plus couplé). On peut remayagi€augmentation
de la raideur des paliers déplace la zone de couplage en augmentantuauiodg rotor pour

laguelle le systéme est plus couplé.

Tube en Aluminum

X 106

K_(N/m)

0 1 1 1 1 1
1 11 12 13 14 15 16 17 18 19 2
L (m)

Fic. 3.11:Influence de la raideur des paliers sur la zone de couplage entre i@megouplé et
découplé : tube en Aluminum
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Stabilité des tubes en rotation (LMA)

X 105 Tube en PVC
12 ; ; ; ; ; ; ;

10F
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o

O 1 1 1 1 1
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L (m)

Fic. 3.12:Influence de la raideur des paliers sur la zone de couplage entre iemegouplé et
découplé : tube en PVC.

3.1.1 Conclusion

Le travail analytique et expérimental réalisé dans le cadre du LMA eepréslans la thése
de Montagnier a pu fournir une base de donnée précieuse pour lativadida modele proposé.
Une analyse paramétrique a pu montrer l'influence des amortissements igttestierne sur les
fréquences et les seuils d'instabilité d’un systéme couplé. Afin de pomnadtriser I'ensemble du
processus expérimental, il a été décidé de concevoir et mettre en oelvaaaid’ essai représen-
tatif mais de taille réduite.
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3. Conception d’'un banc d’'essai : instabilité expérimentale

3.2 Stabilité des tubes en rotation (LaMCoS) : modélisation et expé-
rimentale

Fic. 3.13:Banc d’essai : tube en PVC

Dans l'objectif d’'observer expérimentalement les phénomenes d’instabdit®tdrs et de
pouvoir disposer de modeéles expérimentaux de référence, un basaika rotation a été élaboré
au sein du laboratoire LaMCoS (3.13) et (3.14). La conception autoeiséedts d’'arbres et/ou
d’ensembles arbres-disques de longueur variant.dlen@tre a 2 métres avec des diameétres de
section compris entre 10 et 40 millimétres. Dans un premier temps le banc ndilggaue dans
le cadre d’approches qualitatives : il s’agit de mettre en évidence leopigdre d’'instabilité en
suivant I'évolution de I'amplitude avant et aprés le passage de la prewiiésse critique.

3.2.1 Description du dispositif d’essai

L'entrainement est assuré par un moteur asservi en vitesse (marjtec@iloté manuelle-
ment par une alimentation continue ou par un logiciel développé sous Labigawm ordinateur.
Le programme de commande du moteur permet de générer une rampe deliviésses suivie
d’un palier (vitesse de rotation constante). Ainsi asservi, le moteur pefaittindre des vitesses
de rotation maximales de 4506 /mn). Il est fixé au support par I'intermédiaire d’'une équerre
(figure 3.15). La liaison moteur-arbre est réalisée par un accoupldroemcinétique.
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Stabilité des tubes en rotation (LaMCoS)

Fic. 3.14:Banc d’essai : tube en PVC

L'accouplement est destiné a compenser les éventuels désalignemdifdsertaks angulaires
dus a la déformée de 'arbre. Un capteur électromagnétique mesure |l& desstation instanta-
née. Cette voie tachymétrique est utilisée pour la synchronisation desslgredes acquisitions
de mesures. Un capteur laser de marque Ométron (figure 3.13) mestutedsss/de déplacement
latéral de I'arbre.

Dans I'optique de conserver toujours le méme accouplement et afin deiptaster différents
tubes, des manchons spécifiques ont été fabriqués (figure 3.16acCodplement, ils possedent
le méme diametre que le rotor original, et ont aussi un diamétre permettantugémecles rou-
lements rotules disponibles. Enfin ils possedent un épaulement et un diajoétéeau diameétre
intérieur des tubes a tester. Les manchons sont montés en force dabhetes tu

L'acquisition et le traitement des mesures sont effectués a I'aide d’uémsgsd’acquisition
Scada’s lll a 16 voies de mesure commercialisé par la société LMS (LoMeasurement Sys-
tem). Les mesures principales correspondent a des acquisitions paaund@tehoc, des balayages
sinusoidaux et des analyses en suivi d’ordre (Order Tracking)

3.2.2 Caractérisation de I'amortissement externe (Paliex) et interne (Rotor)

Afin d’étre capable d'observer les phénoménes d'instabilités dans lesumeslleonditions, il
est important de choisir des paliers présentant un amortissement le plagpfabible de maniere
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3. Conception d’'un banc d’'essai : instabilité expérimentale

L

FiG. 3.15:Equerre, accouplement homocinétique et ler palier

a ce que I'amortissement interne soit prédominant.

3.2.2.1 Conception et choix du guidage en rotation : Amortissement t&xthe

Le banc a été congcu de maniéere a respecter autant que possible désm®tichites appuyé-
appuyé. Pour ce faire, un roulement avec rotulage est monté du co&&deauplement. Ce dernier
est blogué en translation dans le palier via un épaulement et une bagreadgslémontable. Les
efforts de traction engendrés par les déformations du rotor ne s&geatcdonc pas sur I'ac-
couplement. A I'autre extrémité de I'arbre, le second roulement avec retelstgaissé libre en
translation (montage avec jeu) afin de ne pas contraindre les déformation®d

2% 1
;[#
i
,

/

: —n,
-m.mmlm*-— s

-M.mmu

——————

g

FiG. 3.16:Manchon d’adaptation
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Stabilité des tubes en rotation (LaMCoS)

FiG. 3.17:Palier avec épaulement et détail sur la bague démontable

Cette conception approche relativement bien des conditions limites apppygéa Le choix
technologique envisagé pour le guidage en rotation a été confirmé a l'ajpi@wsions numé-
riques réalisées sur un systéme arbre /disque en acier (figure 2.58pmlgd par [LF98]. Les
fréquences a l'arrét et les vitesses critiques mesurées expérimentagemean trés bon accord
avec les prévisions numériques appuye-appuye.

Z

FiG. 3.18:Validation numérique des raideurs et amortissements paliers

Les roulements a bille choisis, de marque FAG, de caractéristiques 2200\2Ré&nt des
ensembles a deux rangées de billes composés de bagues extérieuressnaass chemin de
roulement sphérique. lls compensent les défauts d’alignement, les fedediarbre et les défor-
mations du logement. L'angle de rotulage est d& tnaximum des deux cbtés et ils se prétent aux
vitesses élevées.
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3. Conception d’'un banc d’'essai : instabilité expérimentale

Le tableau suivant reprend les caractéristiques palier en raideuraet@tissement retenues
pour le banc d’essai développé.

Paliers Valeurs
Raideurskxx= kzz Infinie (N/m)
Amortissements Palie@xx= Czz 0

TAB. 3.3: Caractéristiques Paliers

3.2.2.2 Caractérisation du systeme - Amortissement interne

Afin d’évaluer les caractéristiques d’amortissement interne des tubsisléods en Aluminium
et en PVC, des essais en vibrations en conditions limites Libre-Libre onbétfuites (figure
3.19). Les différents tubes sont suspendus par des sandows daiddar (de I'ordre d&k =
0.003N/m) reste négligeable au regard de la raideur de la structure.

FiG. 3.19: Caractérisation expérimentale de I'amortissement interne d’un arbre Aluminium

L'acquisition des fonctions de réponses fréquentielles est réalisgesdintermédiaire d’'un
choc (excitation marteau) soit par balayage sinus. Un excitateur électnétisage standard, ajou-
tant une masse ponctuelle trop importante au regard des structures testéapieur électro-
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Stabilité des tubes en rotation (LaMCoS)

magnétique (utilisé seulement dans le cas du PVC) est utilisé pour réalisexcitaion sans

contact.

Les figures (3.20) et (3.21) présentent des fonctions de transfeurées respectivement pour

les tubes Aluminium et PVC.
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FiG. 3.20:Réponses fréquentielles d’'un arbre Aluminium en Libre-Libre
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FiG. 3.21:Réponses fréquentielles d’'un arbre PVC en Libre Libre

La mesure de 'amortissement est faite par la méthode de largeur de ba3d8a_es carac-
téristigues mesurées des tubes sont données dans les tableaux @) et (

Module d'Young E | Gpa | 635
Masse volumique de l'arbre | p | Kgn? | 2740
Longueur réelle de l'arbre | L m 1
Rayon extérieur de I'arbre | Re m 0.008
Rayon intérieur de I'arbre R m 0.006
Facteur d’amortissement interneg; % 13

TAB. 3.4: Caractéristiques du tube en Aluminium

Les valeurs de 'amortissement interne indiquées dans ces tableausergeré une moyenne
sur les 3 ou 4 premiers modes de résonance identifiés.
Des essais dynamiques sur banc a l'arrét, sans accouplement, orfeétdésf pour chacun
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Module d'Young E | Gpa | 3.02
Masse volumique de l'arbre | p | Kgn? | 1668
Longueur réelle de l'arbre | L m 0.5
Rayon extérieur de I'arbre | Re m 0.008
Rayon intérieur de I'arbre R 0.006
Facteur d’amortissement interneg; % 2

TAB. 3.5: Caractéristiques du tube en PVC

des tubes. Les figures suivantes présentent respectivementdéerisrde réponses fréquentielles

mesurées dans cette configuration pour le tube Aluminium et le tube PVC.

10
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oL Il n

AN VAR /
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FiG. 3.22:Réponses fréquentielles d'un arbre Alu a I'arrét sur banc

[
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3. Conception d’'un banc d’'essai : instabilité expérimentale

FiG. 3.23:Réponses fréquentielles d’'un arbre PVC a I'arrét sur banc

Le tableau (3.6) synthétise les valeurs de fréquences mesurées sbekea tiarrét.

Impact sur tube Alu| Impact sur tube pvc
Fréquences avec manchons avec manchons

et sans accouplementet sans accouplement

F (H2) 389 443
F (Hz) 150 167
Fs (H2) 3332 3668

TAB. 3.6: Fréquences propres de tubes a l'arrét

3.2.3 Modélisation et estimation des vitesses critiques deges
3.2.3.1 Modélisation

Ces tests réalisés sous excitation par marteau de choc en conditions limitgé-appuyé
servent a la définition d’'un modéle éléments finis intégrant les manchons.
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Stabilité des tubes en rotation (LaMCoS)

| — - = =

FiG. 3.24:Modele géométrique

Le modéle numérique considére des masses volumiques estimées apredepdsdes (ta-
bleaux (3.4) et (3.5)). Les valeurs des modules d’Young introduiteespandent a la moyenne
identifiée sur les 3 premiéres fréquences. Une modélisation éléments finmaimtég manchons
(figure 3.16) est utilisée pour calculer les fréquences propres deehdnle tube manchons. Les
fréquences ainsi calculées sont comparées avec celles trouvéesnexpgalement tableaux (3.7
et 3.8).

Fréquences Mesurées Modélisées (E.F.) Ecart (%)
F1 (Hz) 38.87 371 4.55
F (H2) 150 15129 0.86
F(Hz) 3332 34125 241

TAB. 3.7:Fréquences mesurées et calculées : tube Aluminium

Fréquences Mesurées Modélisées (E.F.) Ecart (%)
Fi1 (H2) 44.25 4481 1.26
F (Hz) 167 167.834 0.50
Fs (H2) 3668 360399 1.75

TAB. 3.8: Fréguences mesurées et calculées : tube en PVC

On constate une premiéere corrélation numérique/expérimental satisfaisante.

3.2.3.2 Estimation des vitesses critiques

Le modele numérique permet de tracer les diagrammes de Campbell : figlreg13(3.26).
Ces derniers permettent d'identifier les vitesses critiques du systéme.
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3. Conception d’'un banc d’'essai : instabilité expérimentale

Diagramme de Campbell tube Aluninium
100 T T T T T

GO+«

TOb: v

50

F (Hz)

30F T

IO ™

O 1 1 1 1 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Vitesse de rotation (rpm)

FiG. 3.25: Diagramme de Campbell : tube Aluninium

Diagrame de Campbell tube en PVC
100 T T T T T

QO+ T

O v

50F

F (Hz)

BO - e L

L0F v e T T

0 1 1 1 1 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Vitesse de rotation (rpm)

FiG. 3.26:Diagramme de Campbell : tube PVC
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Stabilité des tubes en rotation (LaMCoS)

Le tableau 3.9 liste les valeurs des premiéres vitesses critiques identifiées :

Prédiction numérique Tube Aluminium| Tube PVC

Premiere vitesse critiqugr /mn) 2261 2535

TAB. 3.9: Vitesses critiques

En présence du seul amortissement interne, le seuil d’instabilité congrspa la premiéere
vitesse critique dans le cas de rotor symétrique.

3.2.4 Essai en rotation : Instabilités expérimentales

3.2.4.1 Essais en rotation et instabilités du tube Aluminium

L'acquisition des spectres de fréquences a été réalisée lors d'une neontéesse de 0 a
2500tr /mn Synchronisées sur la voie tachymétrique, les mesures ont été acquise$590 et
2500tr /mn La figure (3.27) présente le diagramme cascade (Waterfall) obtenua@@mime
présente I'évolution en amplitude des spectres d’ordre en fonction desaeide rotation. L'exa-
men montre que le systéme est bien principalement excité par I'ordre lmmmdsst a I'excitation
balourd.
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3. Conception d’'un banc d’'essai : instabilité expérimentale
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Fic. 3.27:Diagramme de Campbell expérimental : tube Aluninium

L'amplitude des réponses montre une augmentation croissante de la ré@pansenent de la
vitesse critique, amplitude qui ne s’affaiblit pas aprés passage de cettéepe vitesse critique
située pour mémoire a 226tr /mn). Une coupe a l'ordre 1 présentée figure (3.28) illustre cette
croissance exponentielle de I'amplitude et illustre qualitativement le phénatftiaabilité lié a
I'amortissement interne.
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FIG. 3.28:Spectre de suivi d’ordre 1 : tube Aluninium

Il n’a pas été possible de faire croitre plus avant la vitesse de rotatiorbdwatuminium car,
lors du passage de la vitesse critique, le tube s’est fortement plastifié.

3.2.4.2 Essais en rotation et instabilités Tube en PVC

Des essais similaires ont été conduits sur un tube PVC d’'une longueub de Ba photo
suivante illustre les amplitudes de vibrations (supérieureslanpobservées au passage de la

vitesse critique (figure 3.29).
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3. Conception d’'un banc d’'essai : instabilité expérimentale

FIG. 3.29:Déplacement pendant une montée en vitesse

L'évolution des amplitudes a I'ordre 1 est illustrée figure (3.30).
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First 100 Last 143

FiG. 3.30:Déplacement pendant une montée en vitesse

La vitesse critique a été atteinte plusieurs fois. Méme aprés passage deutadedle vitesse
critique théorique, il n'a pas été observé de stabilisation de I'amplitude.

Il est donc fort probable que les déplacements observés au pakskgeitesse critique avec
le tube PVC correspondent a une croissance exponentielle des eépamettant en exergue le
phénoméne d’instabilité. Malheureusement ces essais ont été accompagredégradation ir-
réversible de I'accouplement comme cela est visible sur la photo (figurg@i&hue du fait des
choix technologiques réalisés, ce dernier " encaisse " directemenftemdéons des tubes.

81



3. Conception d’'un banc d’'essai : instabilité expérimentale

\

"

FiG. 3.31:Détérioration de I'accouplement

Ces premiers essais ont mis en évidence de maniére qualitative le phéndimetabitité. Ils
démontrent encore une fois I'importance de I'identification des amortissepemtdes modéles
numeériques afin d’étre capable de prédire avec précision les instabilig@gipties des structures
en rotation. Dans la suite de cette étude, il s’agit maintenant de s'intépgserarticulierement
a la maniére de modéliser le comportement particulier des rotors composites.
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Chapitre 4

Matériaux composites (rotors
composites)

Gréace a leurs performances mécaniques alliées a leur légeéreté, les maténaposites
peuvent remplacer avantageusement les matériaux conventionnels paloridation des com-
posants aéronautiques, aérospatiaux (avion de tourisme, résetwpin®gs, centrifugeuse, arbre
de transmission, etc). Ce chapitre a pour I'objet de présenter une thl&wieogénéisation sim-
plifiée de poutre appelée SHBT (Simplified Homogenized Beam Theory) thgrimles caracté-
ristigues d’amortissement de chacun des plis constitutifs de 'assemblagee®e approche, les
caractéristigues mécaniques équivalentes d'un élément de poutre talbsrigidité en flexion
et en cisaillement sont évaluées a partir d’'une formulation énergétiqueoigsidére le module
d’Young, le module de cisaillement, la capacité d’amortissement spécifiqudistdace a la fibre
neutre de chaque pli. Comme démontré au chapitre 1, les théories détaillédss Iitedrature pré-
sentent de nombreuses limitations ou restrictions. Dans la suite, la méthodedge@st comparée
et validée a partir des travaux issus de la bibliographie [GGO05].

4.1 Rotor Composite

Afin d'intégrer dans le modéle élément finis décrit chapitre 2 les caracté@egsticomposites,
il convient de calculer les caractéristigues mécaniques homogeénéisg@eanir’amortissement
interne et le cisaillement transverse. Les paragraphes suivantsijgréseuccessivement les ca-
ractéristiques du pli et ceux de la poutre composite.

4.1.1 Plandu pli

Les rotors composites sont généralement obtenus par enroulement fdamsuar un mandrin,
figure 4.1. Chaque couche de fibre peut étre considérée comme undieationnel dont la loi
de comportement est orthotrope.
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4. Matériaux composites (rotors composites)

§ Stratifié

S

/
X

FIG. 4.1: Rotor Composite

z, 3

/ N1

X

FIG. 4.2:Plan de pli
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Rotor Composite

La loi de Hooke généralisée pour un matériau orthotrope s’'écrit soosnieefsuivante :

{o} =[Ql{e} ou {e} = [F{o} (4.1)

ou {o} et{e} sont respectivement le champ de contrainte et de déformafoef [S repré-
sentent les matrices de rigidité et de souplesse. Seule I'expression deiterdatsouplesse est
développée ici, la matrice de rigidité étant obtenue[@ir= [§~. Dans le repére défini par les
axes d’'orthotropie, la loi de Hooke s’écrit sous la forme suivante :

€1 1/E1 —U21/E2 —U31/E3 0 0 0 01
1% —U12/E1 l/E2 —U31/E3 0 0 0 O2
€3 —U13/E1 —U31/E2 1/E3 0 0 0 03
= 4.2)
Y23 0 0 0 ]/623 0 0 T23
Y13 0 0 0 0 J/Gl3 0 T13
\ Y12 ) i 0 0 0 0 0 ]/Glz Il T12 )

ou (1,2, 3) sont les axes d’orthotropie. 1 est la direction des fibres, 2 est la dimetctiosver-
sale dans le plan du pli, 3 est la direction perpendiculaire au plan dugdistt’angle d’orientation
des fibres par rapport a I'axe principal du rotorDans le cadre des plis, on considére I'hypothése
des contraintes planésss = 0). La relation précédente devient :

€1 1/E1 —U21/E2 0 01
£35) = —Ulz/El 1/E2 0 02 (43)
yiz | 0 0 1/G12 T12
Y23 1/Gs O 123
_ (4.4)
Y13 0 1/Gi3 T13

L'équation (4.3) représente les effets de membrane et I'équation (pr8sente les effets de
cisaillement transverse.

Pour chaque pli le matériau est donc défini par 6 parametres indépendan

— E; etE» sont les modules d’Young suivant les axes 1 et 2.

— Gy3,G13 etGyo sont les modules de cisaillement transverse.

— V15 est le coefficient de Poisson.
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4. Matériaux composites (rotors composites)

Quand les effets de cisaillement transverse sont considérés, il eshstnés difficile d’obtenir
une estimation des modules de cisaillem@py et G13, souvent ils sont approximés par la valeur
deGqo.

Le comportement d’'un matériau composite viscoélastique lors d’une excitaiomohique
peut étre décrit par une relation constitutive complexe :

{o} = (IQ+i[Q])e} (4.5)

ol j est l'unité imaginaire efQ] = [Q][n] oul [n] est la matrice des facteurs de perte du pli.
Cette matrice a la forme suivante dans le cas d'un pli orthotrope :

nn 0 O
Mn=1] 0 n2 0 (4.6)
i 0 0 nw |
N2z O
[n]c: (4-7)
0 nis

ou [n]m et [n]c sont respectivement les matrices d’amortissement de membrane et en cisaille-
ment ;n1, N2 etniz étant les facteurs de perte associés aux effets de membrane suivargdes d
tions 1 et 2 et dans le plan 12m®i3 etn,3 les facteurs de perte en cisaillement dans les plans 13
et 23.

Dans le cas d’'un matériau composite, les propriétés dissipatives somhégprpar la ma-
trice de Capacité d’Amortissement Spécifiq@aAQ [¥]. Le CASest défini comme le rapport de
I'énergie dissipée par unité de volumaV par I'énergie élastiqué/ sous un état de contrainte et
déformation donné (Zinoviev [ZE94] et [MH91]) :

I CAC L,
S W [Ty g e} dt

[Q est la matrice de souplesse amortie. Dans le repére associé aux axestiipre, la matrice
deCASs’écrit pour les effets de membrane comme suit :

(4.8)
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Rotor Composite

Y 0 O
Win=1] 0 w, O (4.9)
I 0 0 vy ]

ou Y1, Yo et s, sont les capacités d’amortissement spécifique associées aux effetende me
brane suivant les directions 1, 2 et dans le plan. Ces trois coefficiem®pt &tre identifiés expé-
rimentalement. L'effet de cisaillement transverse se caractérise pouapaeité d’amortissement
spécifique suivante :

W], = Was 0 (4.10)

C
0 i3

W13 et Y3 représentent les capacités d’amortissement spécifique en cisaillementtrlce mes
facteurs de pertf| s'écrit en fonction de celle de la capacité d’amortissement spécifique :

[W]m = 21N]m (4.11)

[W]e = 2mn]c (4.12)

En conséquence, la matrice de rigidité amortie d’un maté@us'écrit en fonction de la
matrice de capacité d’amortissement spécifique :

~ 1

Q= 5-[Qw] (4.13)

Toutes les équations précédentes sont écrites dans les axes d'pithafiisaque plip est
positionné par un anglg, entre I'axeY du rotor et I'axe 1 des fibres. La loi de comportement
s'écrit dans le repére tournant comme suit :

{o}12 = [Tl{o}yy
{eho = [T {ehy
[ﬂx,y = [T]t Sl,Z[T]
Qy = M7 Q[T
a, - mdLm

ou la matrice de transfert du repére orthotrope au repére de lldrbest donnée par [Gay91] :
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4. Matériaux composites (rotors composites)

[ 2 & —2cs ]
Tl=] & ¢ 2cs (4.14)
sc —sc (-9

avecc = cog @) ets=sin(@y). On voit alors apparaitre des termes de couplage entre les effets
de membrane dans les matrid8y, [Slxy, [Q]xy €t [Q]Xy en conséquence dans :

& (= | “U/Ex VB /Gy Oy (4.15)
Yyx | MWE W/E Gy || Ty

Les effets de couplage du couplage sont identifiés dans I'expresdidpdr les quantités,y,

Hixys Hy €tnx.
les termes de cisaillement sont liés par la relation :

Yxz _ 1/ Gxz 0 Txz (4. 16)

yyz O 1/ Gyz Tyz

Pour la suite, on écrira les expressions 4.15 et 4.16 sous la formetsuivan

{€}m = [Sm{0}m est la déformation de membrane{et. = [Sc{0}. est la déformation en
cisaillement, oSm, [J¢ sont les matrices de souplesse de membrane et en cisaillemgm}, gt
{0} sont les contraintes de membrane et en cisaillement respectivement. lresséxps des
termes de ces matrices sont données en Annexe G.

4.1.2 Poutre composite

Soit une poutre composite cylindriques de section circulaire constituéepiiases cylin-
drigues de matériaux distincts, de longukyraralléle a I'axey (Figure 4.3).

On suppose que la poutre est soumise a un champ de forces extérimyeadrant en tout
point B de la section un champ de déplacenﬁrﬂvec X

Ux (X7y7 th)
U= UY(vavz7t) (417)

uZ (Xa ya Zat)
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Rotor Composite

't

FiG. 4.3:Plan de |la section

4.1.2.1 Paramétres intégraux et efforts intérieurs
Six parameétres cinématiques sont associés au centre géométrique ded€p8utanslations

et 3 rotations. Ces parameétres expriment des translations et des rotatiarsedtion sous forme
de moyennes pondérées.

— Paramétre de translation :

u*(y,t) est la translation "moyenne" de la section droite suivant la diregttefie que :

1
=5 g /S GylhdS (4.18)
yX
v¥(y,t) est la translation "moyenne" de la section droite suivant la diregtion
1
g

w*(y,t) est la translation "moyenne" de la section droite suivant la direetion

1
W= gy S/ Gy,dS (4.20)

— Paramétre de rotation :
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4. Matériaux composites (rotors composites)

Bx(y,t) est la rotation "moyenne” de la section droite par rapport a Kkaxe

1
(0= g i S/ E,zu,dS (4.21)

0,(y,t) est la rotation "moyenne" de la section droite par rapport a kaxe
1
B, (yt) = —— / _Eyxu,dS (4.22)
Ela)

— Efforts intérieurs
La poutre étudiée est en équilibre sous I'action d’un champ de forceseexss. Si on considéere
une section arbitraire divisant la poufPeen deux parties, chacune de ces parties est en équilibre
sous l'action des efforts extérieures qu’'elle recoit et sous I'actionadir® partie.

FIG. 4.4: Les efforts d’équilibre de la poutre

Le tenseur des efforts intérieurs créé au centre élas@aie la poutreP représente I'action
de la partieP+ sur la partieP—. Il équilibre chague partie de poutre sous l'action des efforts
extérieurs. Le tenseur classiqtieC, F,M) est donné par :

Tx My
F= N et M= My (4.23)
T M,
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Rotor Composite

avec:
— N effort normal

— My moment de flexion par rapport a I'axe
— My moment de torsion par rapport a I'aye
— M; moment de flexion par rapport a I'axe
— Ty effort tranchant suivant la directiog

— T, effort tranchant suivant la directian

4.1.3 Flexion d’'une poutre composite

Dans cette partie nous considérons un cas de charge n’engendeadég) sollicitations de
flexion pure au niveau de la section (figure 4.5). En se basant sur la foémaation des para-
meétres intégraux que précédemment définis et en tenant compte du gamenssle la section
droite dd a la flexion, le champ de déplacement engendré par des sollicitdédtexion sera
écrit en détaillant le réle de chacune de ces composantes. Nous éemsrite les tenseurs des
contraintes et des déformations résultants. On se base ici sur les kgréaantés par Gay et
Nouri dans ([Gay91], [NG94] et [Nou93]).

4.1.3.1 Champ de déplacements

Soit le champ de déplacements tridimensionnels comme la superposition d'un ahatiap
rectionnel de corps rigide construit sur les paramétres intégraux, cenpalédes écarts tridimen-
sionnels qui présentent les gauchissements de la section droite initialenment @adémarche
est utilisée pour la flexion simple pour une poutre appuyée-appuyéagdépent axial nul). Le
champ de déplacement s’écrit alors :

Ux (X?ya Z>t) =Uu"+ Nx

Us= ¢ uy(X,Y,zt) = x8;— 2B +ny (4.24)
Uz (XY, 2t) =W" +n;

Le gauchissement de la section droite engendré par la flexion se dé@eampsis termes :

— nx(X,y,zt) est le gauchissement de la section droite exprimant un déplacement dans so
plan initial suivant la directiotx.

— Ny(x,Y,zt) est le gauchissement supplémentaire di aux effets des efforts trés)¢haaui-
sant un déplacement suivant la directjon

— nz(Xx,y,zt) est le gauchissement de la section droite exprimant un déplacement dans so
plan initial suivant la directiom.

En supposant les hypotheses suivantes :
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4. Matériaux composites (rotors composites)

FiG. 4.5:Plan de la section en flexion

— La définition des parametres intégraux implique des conditions d’orthbgosiad’unicité
sur le gauchissement, celles-ci s'écrivent :

,

D

JEymyds=0 (4.25)
D

JEyxnyds=0
D
— Le gauchissement hors axe longitudinal est négligé dgere0,n, =0

donc I'équation (4.25) devient :

Ux (vau Z7t) =u"
Us=1 u(xY,zt) =x0,—28¢+ny (4.26)

uZ(X7y7 th) = VV*

4.1.3.2 Tenseur de déformation

Le tenseur de déformation résultant du champ de déplacejmesiécrit :
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Rotor Composite

99, aeX Ony
Eyy =Xy —Zo) +

€ =1 yyom 2 — g+ 4 2 (4.27)

Yox = +ez+"”y+"”x

On néglige la variation du gauchissement entre deux sections infinimentagpsiar calculer
les contraintes normales et le cisaillement transverse, donc cette hypiotipligee de négliger
les termes elgF N2 et a”x dans les expressions des contraintes.

4.1.3.3 Tenseur de contrainte

La loi de Hooke généralisée permet d’écrire les contraintes en fonati®mcamposantes du
tenseur des déformations, soit :

oyy = By (X3 aez Z(Zg,x)
=Gy (% —0,+ ) (4.28)

Tyx = ny( L +6,+ any)

Dans cette expression on néglige les effets de couplage induits par l@ogkntation des
axes d’'orthotropie par rapport a I'axe du rogor

4.1.3.4 Relation de comportement

Les éléments de réduction du tenseur des efforts internes associéstrauétastique de la
section sont définis par les intégrales suivantes :

TX == nyde
S

Tz - f.[yzds
S (4.29)
S

M, = [ —xoyyds
S

En remplacant les contraintes par leurs expressions données damgitéd4.28) :
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4. Matériaux composites (rotors composites)

Te= (% +8) (GyS + Js |Gy dS

ds

[

0l
To= (% — 8 (GyeS) + Js | Gy

Mx = (Eylx) 5

(4.30)

Mz = (Eyl2) 5 >

le probléme élastique tridimensionnel est ramené a un probléme unidimensioonel g
par le tenseur des déplacements et le tenseur des efforts internes.

Le gauchissemenm, est exprimé en fonction des efforts tranchants et de deux fongierng
eth(x,z) caractérisant le gauchissement dans le pyax) et (y, z), soit :

Ny = 9(X; z)<GTXS> + h(x, z)<GTZS> (4.31)

En remplacant)y par sa nouvelle expression dans les relations précédentes (équatipn 4.30
nous obtenons alors une formulation fonction des éléments de réductionsgwteles déplace-
ments et des caractéristigues mécaniques homogénéisées de la section :

T = (% +8,) (G + [sCyu( Rl + I I
( 2) (GyxS) + Js yX(Z (-‘:r ox (:_ 5) (4.32)
T,= (Ty —8x) (GyS) + JsGyx G a5+ %672)
Tx = ( . 0,) <GyXS> =+ GyXTX D ax %TZ fsgi): (4.33)
T, = (% —6) (GyS) + T o P+ T L
KCXXTX + KszTZ - <nyS> ( + ez>
KCXZTX + KCZZTZ = <Gyzs> (Ty N eX) (4 34)

avec (G = /(GSy) (GSy), Gy; = Gyx = Gy; donc :(GS = G;S. Par hypothéseK,, =0
etK, = 0. Pour plus de détail voir [Nou93] et [Gay91].
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Rotor Composite

4.1.3.5 Equilibre global

Ce sont les relations d’équilibre obtenues par intégration des relationsilidée local sur le
domaine de la section droite. Elles se réduisent a :

0Ty

& =0

oT,

92 _ o

% (4.35)
A —T,=0

oM, _

e 4 T =0

4.1.3.6 Equilibre local

La contrainte normaleyy, équation (4.28), s’exprime alors comme suit, en tenant compte des
relations (4.34) :

EM,  E/M
Oyy = ——=— X+ —=—
W <Ey|2> <EYIX>

L'équilibre local en tout poinB de la section s’écrit en I'absence de forces de volume :

7 (4.36)

00y OTyx 0Ty,
-+ == =0 4.37
oy + ox 0z ( )

En remplacant les contraintes par leurs expressions (4.28) et temaptecde I'équation
(4.31), cette quantité permet apres calcul d’écrire les deux équatiardéauvées partielles sui-

vantes :

0t [G] Og+ Z£5¥x+ X Ko, Gy = 0

<E 2) (4.38)
0t [G] Oh-+ ? (G ?24— 2K, Gy, =0
Ces équations se simplifient en prenant :
Oo = 9+ K¢, X
(4.39)
hO — h+ KCZZZ

Nous définissons ainsi de nouvelles fonctions de gauchissemettiy, qui sont solutions des
deux problemes d'équations aux dérivées partielles de type LaplasssRa@vec des conditions

aux limites mixtes.
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4. Matériaux composites (rotors composites)

Fic. 4.6: Interface entre deux matériaux

Les conditions d’'unicité du gauchissemeyt liées a la définition des parametres intégraux,
impliquent des conditions d’unicité sur les fonctions de gauchissementxienfle, et go (voir
Nouri [NG94]).

7([6] Tgo) = — 13

[G]Ogon=0 surr =Ry etr =R,

gop = gOp+1 SuraQij (440)
[[GlpHgp — [Glp+10gp+1]d =0

JsEygodS=0 surS

0t ([G] Ohg) = — ?ﬁy‘f? z

[G]Ohon=0 surr =Ry etr =R,

ho, = ho,,, SuroQ;; (4.41)
[[G]pDOhp — [G]p10hp4]i = 0

JsEyhodS=0 surS
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Rotor Composite

4.1.3.7 Coefficients de cisaillement

Ces coefficients apparaissent dans les relations de comportementioedda4). Ils s’ex-
priment au moyen des fonctions de gauchissemgrt hy donnés équation (4.39). Leurs expres-
sions sont obtenues a partir des conditions d’orthogonalités (équat@im))(dur le gauchissement
longitudinalny écrit suivant I'équation (4.31). On obtient apres calcul :

Ke, = = [<EygoxdS
G = JsEy (4.42)

Ces coefficients caractérisent les relations de comportement liées & fedfachant. Ills sont
adimensionnels et dépendent de la géométrie de la section des matériditutdfsns

Les problémes aux limites précédents sont résolus par la méthode des élmeatec le
logiciel Comsol (figure 4.7).
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FiG. 4.7: Cisaillement transverse

Les propriétés élastiques et d’amortissement du pli sont maintenant étaeliparagraphe

suivant présente la formulation employée pour déterminer les énergiésatmdtion et le travail
virtuel d0 aux effets dissipatifs.
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4. Matériaux composites (rotors composites)

4.2 EXxpressions des énergies

On considere un rotor composite constituéMleouches de matériau orthotrope. Si la sé-
guence d’empilement est symétrique le rotor présente un comportementetysqooutre et il
peut étre modélisé par la théorie classique associé aux paramétres d'senugtis homogénéisés.
Si'empilement est non-symétrique, les effets de couplage mécaniqueaddiexjon-extension,
torsion-extension et cisaillement-extension apparaissent. Dans cetteatudgligera ces effets
de couplage.

Soit un élément poutre représentant le rotor (figure 2.23), dont leagshde déplacement
et de déformation sont donnés par les équations (2.8 et 2.9, chapiidéagjes la théorie des
poutres, pour chaque ghide la section, la relation contrainte-déformation s’écrit :

of, = EDeyy + Efeyy
{0}P = { 18— Gl Ghike (4.43)
= G+ G

EJ, GJ; et G)x sont respectivement le module d’'Young et les modules de cisaillement trans-
verses, eﬁyp, 63’32 et G{?X sont les modules liés a I'amortissement, pour une copgkaivant I'axe
du rotory. o}y et Gly représentent les contraintes dans la section norral&y; et tly, T sont
les contraintes dues au cisaillement transverse. On rappelle que lesleftetaplage induits par
une séquence d’empilement non-symeétrique ont été négliges.

L
= / | O+ Tyatz-+ Tyt dS ly (4.44)
0 S
L
_ / / (ByyBEyy + Ty2dVyz -+ Tyxyyp) dS dy (4.45)
0 S

Les expressions de I'énergie potentielle et du travail virtuel (équatigiset 4.45) peuvent
s'écrire en fonction des efforts tranchants et des moments de flexiay gl et [NG94]) aprés
avoir intégré sur la section comme suit :

/ M.* +K T +K T 14 (4.46)
“2Jo [ (Ew |X E |Z> %Gy =Gy | WY '
2 EIX EIZ> <GS> <GS>

Les caractéristiques mécaniques homogénéisées qui apparaissefesdéquations 4.46 et
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Expressions des énergies

4.47 sont données par :

N

(Elx) z/EypzzdS: > EfIY  avecl{= B
S ~
p=1

2 L p p—1

(El) = [ Epds— EE aveoip= b

N
(GS =Gy, / dS= Gy / ds— 5 GheP
S s &

Les caractéristiques mécaniques homogénéisées amorties s’écriamhicplies :

N R4_R4
El. )= [ EP - 5 EPIP p_ P "p-l
<EIX> /SEydeS pZlEylX avec I .

N _
B . B , R-R,
<E|Z>_/5ny ds— leEyIZ avec 1=

—~ ~ ~ N ~
(Gs)= Gyz/Sdsz ny/sdsz leszsp

(4.48)

(4.49)

ou IP est la contribution du plp a l'inertie de la section eR,, R,—1 est le rayon externe et

interne du plip.
Les efforts tranchants et les moments de flexion amortis s’écrivent :

Te= ke (GS (5 +6)
.= K:zz <G$(%*\A; —6x)
My = (Elx) 5
M, = (El;) 3¢

(4.50)

Avec les caractéristigues mécaniques homogénéisées amorties I'équalioievient :

[ 7,— i (GS) (% +6,)

Donc, I'énergie potentielle et le travail virtuel peuvent étre exprimés par :

(4.51)
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4. Matériaux composites (rotors composites)

o1t 96y , 06, ,
u - 5/0 <Elx(ay) —|—Elz(ay)>dy (4.52)
b L]ES (e "L 88 (g, 0\
2 0 chx x 6y KCZZ ‘ ay y
L/ 06,086, - 06,050,
W = /0 <E|Xay % +Elzayay)dy (4.53)

: ow | oBwr
s ) (o )|

L u* adu*
{KZGS<GZ+ 6y> ( dy ﬂ 2

)
o)

o

o

Ky = 4.54
= K (4.54)
« 1
‘ KCZZ

oUK est le facteur correcteur de cisaillement.
La section du rotor est circulaire donc l'inertie homogénéisée en flexidales Ely = El, et
linertie homogénéisée amortiel = El, = El.

4.3 Application : rotor composite

4.3.1 Comparaison des vitesses critiques sans amortissermterne

Dans cet exemple nous considérons un rotor étudié par Zinberg et Syiafizt870] en 1970
et récemment repris par Gubran et Gupta dans le [GGO05]. La fréguetarelle fondamentale
obtenue dans ce travail est comparée a la valeur expérimentale et a bedieses en employant
les méthodeEMBT, EMBT modifiée el BT. La géométrie et les propriétés du matériau du rotor
sont:

— L=2.47 m, rayon moyen=0.0635 m, Epaisseur de paroi=1:321 3 m

— 10 couches d'une épaisseur identique présentées de lintérieur I'estérieure

[90°,45°, —45°,[0°]6,90°] ;

— p=1967kg/n";

— E11 = 210GPa Ey; = 24.1GPa G312 = 6.9GPa v, = 0.36.

Les vitesses critiques obtenues par différents investigateurs emplaffarerdes méthodes
sont présentées dans le tableau (4.1). Elles sont comparées a la uitiigge expérimentale
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Application : rotor composite

Investigateur Vitesse critique| Méthode
(rev/imin)
Zinberg et Symmonds [Z2S70] | 5500 Expérimental
5780 (5.09 %) | EMBT (Equivalent Modulus Beam
Theory)
Singh et Gupta [SG96a] 5620 (2.18 %) | LBT (Layerwise Beam Theory) avec

I'éffet de cisaillement
Chen et Peng [CP98] 5714 (3.89 %)

Gubran and Gupta [GGO05] 5555 (1.00 %) | LBT (Layerwise Beam Theory) sans
effet de Poisson

5552 (0.94 %) | EMBT Modifié (Modified Equivalent
Modulus Beam Theory) avec effet de
Poisson

Travail actuel 5767 (4.85 %) | SHBT (Simplified Homogenized Beal
Theory) sans effet de cisaillement

5435 (1.18 %) | SHBT (Simplified Homogenized Bear
Theory) avec effet de cisaillement (fac-
teur correcteur de cisaillemerk =
0.4983

3

=

TaB. 4.1: Comparaison des vitesses critiques obtenues par différents investigateutilisant
les différentes formulations avec celles obtenues dans ce travailelteéndiquée dans la table se
réfere a la vitesse critique expérimentale.
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4. Matériaux composites (rotors composites)

obtenue par Zinberg et Symmonds dans le [ZS70]. Il s’avére que legpdunsle erreur est celle
obtenue par la méthode d’EMBT. Les meilleurs résultats sont ceux obtantestpavail actuel et
les méthodes EMBT modifiée et LBT présentés par Gubran et Gupta d&@5]G

La vitesse critigue obtenue par la méthode de SHBT avec prise en compteaiemisnt
transverse est conforme a celle de la littérature : numérique et expérimentale

4.3.2 Comparaison des fréequences naturelles et des seuilmdtabilité avec la prise
en compte de 'amortissement interne

Dans cet exemple, nous étudions l'influence de I'amortissement interne matériau sur le
seuil d’instabilité. Nous considérons la structure, proposée par B¢R$02a] qui est un arbre
composite avec deux disques rigides en acier, supportée par deus padies extrémités (figure
4.8). Il ala géométrie et les propriétés du matériau suivants :

— Rotor ;L =1.2m, R, = 0.048m, e = 0.008m

— Disque Ry, = 0.048m, Ry, = 0.15m, h=0.05m

— Composite : 8 couches en carbone/époxy

ext

z
L
- 2L/3
K XX / | n K XX
Y
K,, a - K,,
X Z 7

FIG. 4.8: Rotor composite avec deux disques.

Les propriétés des matériaux pour chaque couche (carbone/émmtydanées dans le ta-
bleau (4.2) et les caractéristigues mécaniques des paliers anisotmopesispées dans le tableau
(4.3). Il est supposé ici que les paliers n’apportent pas d’amortisggmderne).
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Application : rotor composite

Matériau

E1(GPa)

E, (GPa)

GlZ (G Pa)

U21

p(kg/m?)

Y1 % | Y2 %

Y12%

172.7

7.20

3.76

0.3

1446.2

0.45 | 4.22

7.05

Carbone/époxy

TAB. 4.2: Matériau de I'arbre

Kse(N/m)
1.10

KoAN/M) | Kyo(NIM) | Kax (N/m)
1.16° 0 0

Paliers aniso-
tropes

TAB. 4.3: Les caractéristigues des paliers : rigidité et amortissement

Afin de souligner l'influence de I'amortissement interne dans I'analyse dgrlamique des
rotors, le diagramme de Campbell et le seuil d'instabilité sont déterminés. &wmlgsons la
sensibilité de la vitesse critique et le seuil d’'instabilité en fonction des ségsieifEmpilement et
de cisaillement transverse. Puis, ils sont comparés a ceux obtenus egamfzonéthode EMBT
classique.

4.3.2.1 Effet de séquences d’empilement : fréquences et seuils dtadslité

Caractéristiques Mécaniquesséquence d’empilementF1(Hz) | Seuil d'insabilité (rpm)
du composite
1 [90,,45,0k 39.87 5864
2 [90,0,90,45,90,45,0,90] 40.08 5913
3 [90,45,0]s 50.71 10981
4 [02,45;,90,,07] 50.91 11106
5 [0,90,45 50.92 11111
6 [45,0,45,0,90,0,90,0] | 51.36 11395

TAB. 4.4: Caractéristiques mécaniques de I'arbre.

Le tableau 4.4 donne les fréquences et les seuils d'instabilité obtenuesnpéthode propo-
séeSHBT avec différents séquences d’empilement pour des configurations gymeétet non-
symétriques. Contrairement a la méth&BMT utilisée par Pereira [PS02a], la méthdtld BT
permet de considérer une configuration d’empilement quelconque.dpeisces 1 et 2 sont
constituées de 4 plis & 90de 2 plis & 45 et de 2 plis & D et les séquences 3 a 6 sont consti-
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FIG. 4.9: Diagramme de Campbell et seuil d’instabilité pour un strafifie 75° avec paliers
anisotropes.

tuées de 4 plis a°Qde 2 plis a 45 et de 2 plis a 98 Des différences de 22% pour la premiere
fréquence et 48% pour le seuil d’instabilité associé sont obtenueswgracant les deux configu-
rations 1 et 6. Il apparait également que la contribution de chaqueedeégende de sa distance a
I'axe longitudinal du tube. La capacité d’amortissement spécifique treses{tableau 4.2) montre
gue, plus les fibres sont orientées & plus I'amortissement interne est grand et l'instabilité est
rapide.

Les diagrammes de Campbell (figures 4.9, 4.10 et 4.11), présenterutiénales fréquences
naturelles en fonction de la vitesse de rotation, illustrent une influence sajivié de la séquence
d’empilement sur les fréquences et les seuils d'instabilité. La figure (468epte le cas d’'une
configuration symétrique et équilibrée du rotor composite:79°Jss. Dans ce cas, l'instabilité
(symbolisée par un trait pointillé) se produit juste apres la deuxiéme viteitisgier De tels ré-
sultats sont en trés bon accord avec ceux obtenus par Pereira [R80&disant la formulation
de Tsai [Tsa88] (La méthodeMBT). Les diagrammes de Campbell associés aux seconde et cin-
guiéme configurations (table 4.4) sont présentés respectivement ddiigules (4.10 et 4.11)
et ils illustrent I'intérét d'utiliser les séquences d’empilement comme param@&fpérdisation
pour des fréquences et des seuils d'instabilité. La différence entdeiesconfigurations est de
21% pour des fréquences a I'arrét en premiére précession digot €t environ 47% au seulil
d’instabilité (5913 et 11111 t/mn).

Pour le cagb), la vitesse de rotation du rotor peut excéder la troisieme vitesse critique sans
produire une instabilité tandis que l'instabilité se produit a une vitesse de rotatidessus de la
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250 ; ; ; ; ; ; ;
200F et
FwW2
160p oo
N
< . BW2
(18
100 oo AT
Fw1
50 - — BT T T A A
- BW1

0
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000
Vitesse de rotation (rpm)

Fic. 4.10: Diagrammes de Campbell et seuils d’instabilité avec paliers anisotropesndses®
[90,0,90,45,90,45,0,90,.
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Fic. 4.11: Diagrammes de Campbell et seuils d’instabilité avec paliers anisotropes iésmeju
cas|02,90,45s.
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4. Matériaux composites (rotors composites)

deuxiéme vitesse critique pour le g&3. Un tel comportement est expliqué par le fait que plus le
nombre de fibres orientées pres de la direction longitudinale du tube asl gias la rigidité du
rotor estimportante et en conséquence plus les fréquences soeséRadallelement, plus I'angle
d’orientation est petit, plus 'amortissement interne di aux matériaux compesttasnime (voir
tableau (4.2)W, Y)) et plus l'instabilité se produit tardivement.

4.3.2.2 Effet de cisaillement transverse : fréquences et seuils d’iadilité

Un cas test similaire (composé de 8 plis d'épaissed@Dm) est maintenant considéré dans
un stratifié équilibrée et symétriq 75°|s afin d’examiner les effets du cisaillement transverse.
Les variations des fréquences propres estimées avec et sans cisdittamarerse en fonction du
rapport longueur sur rayon extérielufRo sont illustrées dans la figure (4.1 fymbolisant le
cas avec cisaillement transversal).

100

<
~
9 '\\ \\
I ~
80} >3~
'\._':.\\::\ e BW g
I S o,
— :\:: _._FWJ.S
~ 60y 1 FW
T 1
T S—e— BW,
[ — BW2
40} 1 _..-—FWZS
30t - - -
201

10 1 1 1 1 1 1
18 19 20 21 22 23 24 25
L/Ro

FiG. 4.12: Fréquences propres du stratifié symétrique en fonctiob/&Rg pour [£75°] avec et
sans cisaillement transverse.

Les fréquences naturelles sont tracées sur la figure (4.12) en utlksamithode SHBT en
fonction de parameétre de rotby R, (rapport longueur sur rayon extérieure) une configuration sy-
meétrique et équilibrépt75°]. Cette figure illustre les résultats avec et sans cisaillement transverse
(Ssymbolisant le cas avec cisaillement transversal).

Classiquement, les fréquences naturelles aussi bien que les effetaitlensent diminuent
avec le rapport /R,. Pour le cas considéré, les effets de cisaillement sont significatifs eFsmqu
considére la deuxieme fréquence. Les seuils d’instabilité, tracés pétnedifs rapports de/Ry,
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Seuil d'instabilité (rpm)
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F1G. 4.13: Seuils d’instabilité en fonction de/R, pour [£75°] avec et sans cisaillement trans-

verse.

(figure 4.13), aboutissent aux mémes types de conclusion (les courliesteplein sont celles
incluant I'effet du cisaillement et les courbes en trait pointillé celles sdasdf cisaillement).

0 (Degrés)| FW; (Hz) | FWs (H2) | FWis (H2) | F\Wbs (H2)
[+15] 61.55 | 22957 | 54.37 152.49
[+45] 2855 | 108.09 | 27.73 95.72
[+£75] 22.49 85.27 22.08 78.81

TAB. 4.5: Fréguences naturelles pour un stratifié symétriqgue en fonction de diféamgles
d’orientation des fibres avec et sans effets de cisaillemepiRa= 20.83

Les tableaux (4.5) et (4.6) donnent les fréquences et les seuils dilitétan fonction de
I'angle d’orientation des fibres pour une valeur spécifiqué d&, = 20.83. lIs démontrent I'in-
fluence de I'angle d’orientation des fibres sur les fréquences @ajpreystéme. Le tableau (4.5)
montre que les fréquences augmentent quand I'angle d'orientation cesdiminue. L'augmen-
tation des fréquences implique une diminution d’amortissement interne et, peéqeent, une
augmentation des seuils d’instabilité (la capacité d’amortissement spécifiqitedimale est plus
petite que celle transversale). Donc le systéme est plus raide quand lesthterientées vers
'axe de tube. Le tableau (4.6) confirme cette conclusion, et illustre queithtéigquivalente
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Seuil Seuil
@ (Degrés)| EI (Nm?) | Eln | dinstabilité sans| d'instabilité avec
cisaillement (rmp)| cisaillement (rpm)
[£15 97811 136 10404 9937
[+45] 21206 | 277 2309 2255
[+75) 15717 | 338 1604 1585

TAB. 4.6: Caractéristiques mécaniques des rotors et seuil d’'instabilité

diminue en fonction de I'angle d’orientation des fibres quand la rigidité étprite amortie aug-
mente.

En considérant les deux premiéres précessions directes, I'erreamuaben négligeant les
effets de cisaillement est de 2% pour la premiére fréquence en flexiervdi% pour la deuxiéme
fréquence en flexion pour une orientation [@€75°]s. Ces erreurs augmentent jusqu’'a 11% et
33,5% pour la premiére et la deuxiéme fréquence respectivement dansdéwras orientation
égale §+15]s.

4.3.2.3 Méthode d’homogénéisation : comparaison SHBT/EMBT

Une étude comparative entre la méthode propdSétBT) et la méthodédEMBT) est effec-
tuée. En considérant un rotor composite dans une configuration syneétigquilibréd+75]gs
(figure 4.9), les fréquences et les seuils d’instabilité calculés par lesrdéthodes sont en bon
accord. Par contre, les résultats associés a différentes configar@emempilements différents :
symétriques et non-symétriques) listés dans le tableau (4.7) montrent geeted des couches
a I'axe neutre contribue au calcul des caractéristiques mécaniquesod@avec(SHBT), mais
non avec EMBT) comme mentionné dans Singh et Gupta([SG96a] et [SG96b]). En utilisant la
méthode(EMBT), des différences de 1B% et 15 en seuil d’instabilité et de?4b et 63 sur la
premiére fréquence sont observées pour les séquences 2 etr 3ePséiquences de 4 a 7, cette
différence est de 9% en seuil d'instabilité et d2% en fréquence. En conséquence, la méthode
classiqueE MBT surestime I'instabilité de rotor.

4.3.2.4 Conclusion

Ce travail aborde l'analyse de la stabilité de rotors composite avec la prisengpte de
I'amortissement interne. Une théorie simplifiee d’homogénéisation de polHi8T|Sest déve-
loppée et comparée a la théorie classique de module équivalent EMBT, €oléetdeEMBT
modifié et a la théorie de LBT. La méthode développée évite les inconvéniemtgppux liés
a la formulation d’'EMBT, qui considere seulement des stratifies symétrigfuéguilibrés et ne
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Séquence d’empilement Sl Sl Erreur (%) | F1(Hz) | F1(Hz) | Erreur (%)
(rpm) | (rpm)
SHBT | EMBT SHBT | EMBT
[£75"]ss 1167 | 1167 0 16.88 | 16.88 0
[90,,45,0k 5864 | 6956 15.7 39.87 | 42.76 6.7
[90,0,90,45,90,45,0,90] 5913 | 6956 15 40.08 | 42.76 6.3
[90,45,03]s 10981 | 12064 9 50.71 | 52.37 3.2
[02,45,,90,,07] 11106 | 12064 8 50.91 | 52.37 3
[02,90,45k 11111| 12064 8 50.92 | 52.37 3
[45,0,45,0,90,0,90,0] | 11395| 12064 5.5 51.36 | 52.37 2

TAB. 4.7: Comparaison entrSHBTetEMBT

tient pas compte de la distance des couches a I'axe neutre. Elle tient comlgt@égt de 'amor-
tissement interne a partir de la capacité d’amortissement spécifique deeghlaganstituant le
composite, et elle considere également le cisaillement transverse. Elle patitisttion de I'élé-
ment fini de poutre existant. Les vitesses critiques obtenues par la méthadeppée sont en bon
accord avec celles obtenues p&T, EMBT modifié et aussi celle de I'expérimentation. L'étude
montre que les simplifications de EMBT peuvent conduire a des erreuificsitives en terme
de fréquences et seuils d’'instabilité. Ces anomalies semblent étre plus ing®paor les seuils
d’instabilité. Une étude qualitative de divers parametres sur les frégsiarides seuils d'insta-
bilité a été entreprise pour un rotor en carbone/époxy supporté papdéiars anisotropes pour
différentes orientations des fibres. L'analyse paramétrique montre gisaldement transverse a
une influence mineure sur les premiéres fréquences et que sonstffetagicoup plus significa-
tif pour les fréquences suivantes, influencant alors directementués dénstabilité. Cependant,
cette méthode exige de quelques améliorations pour tenir compte des effetspiige induits
par 'empilement non-symétrique.
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Conclusions et perspectives

Nous avons présenté dans le premier chapitre une vision globale de Bétafrtddans le
domaine de la stabilité des machines tournantes.

Dans le deuxiéme chapitre, afin de mieux interpréter les phénomenesigaeréde compor-
tement dynamique des structures tournantes, et notamment l'influencendetissement interne,
des modélisations sont proposées via des approches analytique et Sl€menpour modéliser
les effets dissipatifs. Il s’agit d’'un modéle Eléments Finis de type unidimensidondée sur des
éléments de type poutre avec la prise en compte de I'amortissement interne.

Le troisieme chapitre, décrivant brievement la conception d’un bamssaigend a démontrer
les aspects physiques de l'instabilité des systémes en rotation. Les phésadiastabilité au
passage des vitesses critiques sont illustrés expérimentalement a pastisien rotation sur des
tubes PVC et Aluminium de différentes longueurs via des tubes. Le chapittlos par des ap-
plications issues de la littérature pour la validation des modéles numériques@softn premier
lieu, un premier cas test effectué sur des tubes PVC et Aluminium via une éxpeérimentale
réalisée au laboratoire LaMCoS. En second lieu, une application eféestuéles tubes PVC et
Aluminium permet de tracer des cartes d’instabilité via une étude paramétfigaeésultats sont
ensuite comparés a des résultats expérimentaux.

Le quatriéme chapitre étend les développements précédents au cageesamposites. Une
théorie d’homogénéisation simplifiée de poutre adaptée pour tenir comptentertissement
interne au niveau de chaque pli constituant I'empilement est présentémttE théorie est
comparée avec d'autres théories issues de la littérature. Le chapitresgeaclone application
réalisée sur un ensemble arbre-disques (rotor composite) illustre, viatude paramétrique,
l'influence de I'angle d’'orientation des fibres et de la séquences d’emgilesur les fréquences
propres du systeme en rotation et seuils d’instabilité associés. Une étukiaefldence du
cisaillement transverse termine ce travail.

Des perspectives de ce travail seront :
— Un dispositif expérimental pour vérifier la caractérisation de I'amortissemtmine dans
le repere fixe en mouvement forcé et identifier la fréquence associé tguanadans le
repére fixe).
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— La méthode d’homogénéisation introduite dans le quatrieme chapitre autdrisitclment
d’empilements non symétriques. Dans ce cas, des effets de couplagesameriidxion
peuvent apparaitre et influencer le comportement dynamique du rotfatrnalation Elé-
ments Finis utilisée dans ce travail ne permet pas la prise en compte de ¢ss Rdie
conséquent, pour compléter I'étude, il est nécessaire de reformulsd’ &léments finis
afin d’introduire les couplages membrane-flexion-torsion et évaluerlainsgnfluence....

— Adapter le banc pour expérimenter des rotors en matériaux composites
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Nomenclature

Rgq  Rayon intérieur de disque

(1,2,3) Axes d’orthotropie

nj Facteur de perte

N]m et [n]c Matrices d’amortissement de membrane et en cisaillement

[Wm et [W]c Capacités d’amortissement spécifique de membrane et en cisaillement
Q] Matrice de rigidité amorti du matériau

[CG]  Matrice d’amortissement interne

[Ki(Q)] Matrice de rigidité due a 'amortissement interne

[M], [K] et [C] Matrice élémentaire de poutre : masse, raideur et gyroscopique

(] Matrice de passage de repére Mobile au repére fixe
¢ Coefficient d’amortissement visqueux de I'amortisseur fixe
a Coefficient de proportionnalité&(= cs/c;)

Op Position angulaire du balourd

oW  Travail virtuel

€ Déformation

Niz et ny3 Facteurs de perte en cisaillement

N1 N2 et ni» Facteurs de perte associé aux effets de membrane suivant les dirdatipR®t
dans le plan

Nx(X,y,zt) et nzxy,zt) Gauchissements de la section droite
ny(x,y,zt) Gauchissement supplémentaire di aux effets des efforts tranchants
K Facteur correcteur de cisaillement

[Q]  Matrice de rigidité du matériau
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Nomenclature

(S Matrice de souplesse du matériau

V12, V13, V23, V31 et vzy Coefficients de Poisson

Q Vitesse de rotation

W Pulsation propre

wy, wy et w, Vecteurs de rotation instantanée suivany et z

Q¢r1 Premiere vitesse critique

Qs Seuil d'instabilité

(0} Angle d’'orientation des fibres par rapport a I'axe principale du rgtor
P13 et Yo3 Capacités d’amortissement spécifique en cisaillement

Wy, Yo et YP1o Capacités d’amortissement spécifique associé aux effets de membremt ks
directions 1 et 2 et dans le plan

p Masse volumique

oyy  Contrainte de la section normale

o Contrainte

Ty; et Ty, Contraintes dues au cisaillement transverse

0, Bx et 6y Angles de rotation

AW  Energie dissipée par I'unité de volume

El Inertie de flexion homogénéisée amortie

EP, G); et Gk Module d’Young amorti et modules de cisaillement transverse amorti du pli
GS La rigidité homogénéisée en cisaillement amorti
{€}m et {e}. Déformation de membrane et en cisaillement
{o}m et {o}; Contrainte de membrane et en cisaillement
{F(t)} Vecteur de force généralisé

ay Effet gyroscopique de I'arbre

ay Effet gyroscopique de disque

c Coefficient d’amortissement visqueux d’'un amortisseur tournant
Cr Amortissement interne (tournant)
Cs Amortissement externe (stationnaire)
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Nomenclature

Ceq  Amortissement visqueux équivalent
Cxx» Czz Cxz €t Czx Caractéristiques d’amortissement des paliers

CAS: Capacité d’Amortissement Spécifique

d Distance de balourd du centre géométrique de I'arbre
di Coordonnées généralisées indépendantes
e Epaisseur de disque

Ey Module d'Young suivant I'axe du rotor

ES, GJ. et Gjx Module d’Young et modules de cisaillement transverse du pli
Ei, E» et Ez Module d'Young suivant les axe 1 et 2

El Inertie de flexion homogénéisée

EMBT Modifé: Modified Equivalent Modulus Beam Theory

EMBT : Equivalent Modulus Beam Theory

f(y) Fonction de forme

Fesi  Fréquences de systéme couplé

Fb Fréquences de palier rigide

Fr Fréquences de rotor rigide

Fd Vecteur force généralisée

0(x,2) eth(x,z) Fonctions qui caractérisent le gauchissement dans le(jgla9) et (Y,Z)
Go3, Gi3 et Gio Module de cisaillement transverse

Gy, et Gyx Modules de cisaillement transverse

h Distance de I'amortisseur tournant a la fibre neutre
P Contribution du plip a I'inertie de la section
la Moment d’inertie transverse de I'arbre

lax, lay €t lgz Moments d'inertie du disque suivaxty etz

Ja Moment d’inertie polaire de I'arbre

k, m et a Termes de raideur, masse et gyroscopique totales
Ka Raideur de 'arbre

keo Koz Kxz €1 kzx Caractéristiques de raideur des paliers
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Nomenclature

L Longueur du rotor

L/R, Rapport longueur-rayon

Ly Position de disque

Lp Position du palier

LBT: Layerwise Beam Theory

my Masse de I'arbre

my Masse de balourd

my Masse de disque

mp,  Masse de palier

N Nombre de degrés de liberté

N; et N, Fonctions de forme en Elément Finis

Qi(t) et Qq(t) Coordonnées généralisées indépendantes : repére fixe
gi(t) et go(t) Coordonnées généralisées indépendantes : repére mobile
R(xy2 Repére tournant

Ro(XY 2) Repére fixe

Rp et Rp_1 Rayon externe et interne du i

Raiss Energie dissipée par un amortisseur tournant

Rea  Rayon extérieur de I'arbre

Reg  Rayon extérieur de disque

S Section de I'arbre

SHBT: Simplified Homogenized Beam Theory

T Energie cinétique
Ty Energie cinétique du balourd
Ty Energie cinétique du disque
U Energie potentiel

u et w Coordonnées du centre géométrique de disgdans le repére fixe
u* et w* Coordonnées du centre géométrigidans le repére mobile

Vi1 et vi; Déplacements des poindg et B;
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Nomenclature

W Energie élastique
x et z Déplacement d'un point typique de la section de rotor
d, d etd Vecteur accélération, vitesse et déplacement

GS Larigidité homogénéisée en cisaillement
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Annexe A

Généralités sur 'amortissement

Les Modeles mathématiques pour modéliser I'amortissement

Amortissement Visqueux

m T X(t)

/177777777

FiG. 4.14:Systéeme a 1 ddl avec un amortisseur visqueux

C’est un modéle physique dont I'approche est d’introduire dans témsysune force d’amor-
tissement proportionnelle a la vitesse. L'avantage de ce modéle est sa simpétit@matique ;
mais ce modéle présente rarement ce qui se passe dans le systéeme ké&térhe & 1 ddl présenté
se compose d’'une massefixée a un ressokt et un amortisseur visqueux avec une force d’exci-
tation F(t) appliqguée a la masse (figure 4.14). Sa dynamique est décritéguaation suivante :

() + cX(t) + kx(t) = F (t) (4.55)

La réponse du systéme et obtenue pas une sommation :
— d'une réponse transitoire obtenue par la résolution de I'équation horaagihs second
membre dont 'amplitude dépend des conditions initiales.
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Xc = € % (Cysinwgt + Ccoswgt) (4.56)
— d’une réponse permanente calculée en supposant une réponsed@atére que I'excita-
tion. . .
cos(wt — €
Xp = ( ) (4.57)
\/(k — mu?)? + WP
Dans ces expréssions, awee= - est le facteur d’amortissementy = /£ — (ﬁn)2 est la fré-

guence propre du systéme dissipatif et la phase eselrctan( kfr‘r*’mz> :

la solution total est la somme des deux solutions précedentesf).

Au fur et & mesure que la fréquence augmente, le terme de l'inemie?x augmente jusqu’a
une valeur égale a la force de rigiditg¢ A la résonance, I'amplitude de la réponse est limitée
seulement par 'amortissement.

Amortissement Hystérétique

T i
m

K(1+n) %

/
777777777

T X()

FIG. 4.15:Systéme a 1 ddl avec un amortisseur hystérétique

Cet amortissement est basé sur le concept de module complexe, 'amortisééamneassocié
a une boucle d’hystérésis. Ce modele est utilisé dans les analyses éastquaiquées ou un
nombre complexe peut remplacer la valeur réelle de module. Supposdatapedficient d’amor-
tissement visqueux dans I'équation (4.55) soit kn/w (figure 4.15), en utilisant la notation
complexex'=iwxX.

mX -+ k*x = Fe*t (4.58)

aveck* =k(1+in), la raideur complexe de la suspension qui contient raideur et amortissemen
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Annexe A

Comparaison entre amortissement visqueux et hystérétiqueNashif [NGP85]

La table suivante 4.8 présente une comparaison entre les deux modéle nigthe&srdiamor-
tissement visqueux et hystérétique.

Amortissent visqueux Amortissement hystérique
Equation diffé- mX(t) + cx(t) +kx=F(t) mX -+ k(14 in)x = Re[FEW])
rentielle
Solution  per- x=Acoqwt —¢) X = Bcoqwt —¢)
manente
o Focogwt—g) B— Focogwt—¢)
/(k—meR)2 26 /(k—me?)2k2n?2
Energie dissi- D = TcwA? D = 1knB?
pée par cycle
dépend de la fréquence indépendant de la fréquence
7 2
La fréquence de W = \/n%(l— ) W = \/%
résonance
diminue avec I'augmentation dae indépendant dg
Déplacement Eindépendant de dépend degy*
statique av=0
L'amplitude de F /wc Dépend de (k, m, c) F /nk Dépend de (kn)
la résonance

TAB. 4.8: Comparaison amortissement visqueux et hystérétique pour un systéemé a 1 dd

Les caractéristiques mécaniques des maténpekxE dépendent notamment a la fois de la
fréquencew et de la températur€, selon des lois qui peuvent étre connues expérimentalement
mais qui n'ont pas de formulations analytiques figure 4.16.
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hdodule d'élazticite ©
Facteur de perte -

Rigion Régim |  Rémionm  Régiom it
viteuse tramsitoile | cacutchoe d'éoonlement 0 i 0 i0 o
Tenpétare Frequence réduite =

FiG. 4.16: Effet de fréquence et de température sur les caractéristiques méemadigunatériau
n etk

Exemple : syteme a un ddl

Le systeme masse ressort amortisseur a un ddl présenté dans la figuest4dnsidéré, avec
une masse de = 1 kgraideurk = 1e6 N/m, amortisseuc = 2 N/m/set une force d& = 0.1 N.
La fréquence propre de ce systéemefest 1000rad/s= 15915Hz

4.3.2.5 Réponse harmonique (domaine fréquentiel)

amortissement
hystérétique

___ amortissement
visqueux

Amplitude [m]

o

=
o

120 130 140 150 160 170 180 190 200

Frequence [Hz]

FiG. 4.17:Réponse fréquentielle pour un systeme a 1 ddl comparaison visqueéxdtiggie

128



Annexe A

c c _3
2vkm  2mw
En excitation harmonique et seulement dans ce cas, un amortissemerétioystéEquivalent
a un amortissement visqueux est défini en écrivant I'équivalencetdertjie dissipée par cycle
pour les deux mécanismes :

(4.59)

TewX? = TknX? (4.60)

Comme on doit satisfairew = nk, alors 'amortissement visqueux équivalent s’écgif =
%‘ (avecn facteur de perte). Pour évaluer la capacité d’amortissement d’'un matégizergie
dissipée par cycle a la résonance est comparée a |'énergie potentielle teakienapport de ces
deux quantités s’appelle capacité d’amortissement spécifique (CAS) :

K w2
AW  TewX2 2Ty km\/;x
CAS=y=—= = =41 4.61
V=W 3kX2 3kX2 (4.61)
Doncn = 2a Et I'évolution de I'amortissement pour les deux mécanismes en fonction de la
fréquence est donnée par la figure 4.17.

c*w (visqueux)
n*k (hystérétique)

24001

2200+ A

2000f

Partie dissipative

1800F

1600

400
110 120 130 140 150 160 170 180 190 200
F (Hz)

FiG. 4.18:Evaluation de la partie dissipative (comparaison visqueux/hystérétique)
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200 T T T T T T T
amorrissement hystérétiqu
150+ — — - amortissement visqueux

@D

100 1

Phase
o

_50 - .

-100p h

150} 1

_200 1 1 1 1 1 1 1
120 130 140 150 160 170 180 190 200

F (Hz)

FiG. 4.19: Evaluation de la phase pour le systéme & 1 ddl
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Amortissement Structural

L'équation de mouvement en mouvement libre dans le repére fixe s’éit sa modele
d’amortissement de type hystérétique est donnée par la relation (4.62) :

Mm%+ k(1+ j)x = Fe* (4.62)

T i
m

K(1+n) %

/
777777777

T X(t)

FIG. 4.20:Systéme a 1 ddl avec un amortisseur hystérétique

Ain de statuer sur la stabilité, on cherche a caractériser les solution gregns second
membre (recherche des solutions transitoires)

mX +k(1+ j)X =0 (4.63)

La solution de I'égquation de mouvement est choisie de type exponentielle :

X =x€' (4.64)

En mettant la solution dans I'’équation de mouvement, on obtient :
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[mr+k(1+jn)x=0 (4.65)

Les valeurs propres s’écrivent alors :

ri=-— %(1"‘]“)
(4.66)
ro=4/&(1+n)

On constate que I'une des solutions propres présente une partie réstieepsynonyme
d’instabilité d’ou une conclusion immédiate qui tend & prouver que I'amortisseystérétique
déstabilise le systeme. Cependant ce raisonnement est non valide dassile atela résolution
d’'un tel systéme aux valeurs propres n'a pas de sens physique.

Partie réelle positive c’est a dire que le systéme est instable. La résolutiolgurs propres

et vecteurs propres des equatons associées a un modeéle hystéréitiqoejaurs étre effectuée
avec second membeé0.
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Modéle analytique : Modéle de 4 amortisseurs tournant

L'énergie dissipée par un amortisseur tournant est :

1 . .
Raiss= EC(ViZ—Vil)Z (4.67)

Dans les plans respectifsOy) et (zOy), vi1 et Vi, sont exprimés en fonction de et w*
(déplacements dans le repére tournant) par les équations suivantes.

Dans le plan(xQy) :
aur

Viz = _Ty(yzo)
(4.68)
" o a *
Vizz= — aL;, (y:L)h
Dans le plan(zOy) :
. oW
V== g
(4.69)
. o ow
Viox = _T\A)ll*(y:L)h

Ainsi, I'énergie dissipée par les 4 amortisseurs tournants (2 amortisseussctaque plan)
est:

Raiss = C | (Vizz —Viaz)” + (Vizx — Vize)° (4.70)
En mettant les équations 4.68 et 4.69 dans I'équation 4.70 I'énergie dissipdamortisse-
ment tournant s’écrit :

u* u*

- 2+
0y (y=L) Oy (y:o>)

(4.71)

Ryee P l(_ ow . ow )2]

(—— -
% y-1) -0
Les déplacements* et w* dans le repére mobile sont alors exprimés dans le repére fixe a

I'aide de la matrice de passage (équations 4.72).
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u* = ucot —wsinQt 4.72)
w* = usinQt +wcosQt

u* = Ucost — uQsinQt —WwsinQt —wQ cosQt (4.73)

w* = USinQt +uQ cosQt +wcot —wQ sinQt

et:

ous  ou ou _ . oW . ow
= — —QsinQt — —sinQt — —Q 4.74
y ~ay cosQt 3y sinQt 3y sinQt 3y cosQt ( )
aﬂ = @ sinQt + @ QcosQt + a—wcoth - a—WQsith
gy oy oy oy oy

Les conditions aux limites : les extrémités sont de type appuyé-appuyérbtpe de type
dynamique des rotors [LF98] est envisagée. Les déplacements dmsey&t@v) dépendent du
tempst et de la variable d’espageet peuvent s'écrire, par séparation des variables, sous la forme :

u=f(y)Qu(t)
w= f(y)Qe(t) (4.75)

f(y) = sin}

Q1 etQ, sont les coordonnées généralisées indépendantes. Il vient :

U= f(y)Q

(4.76)
W= f(y)Qz
3o

4.77)
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alors ;

au*
ay
ows

oy

avec :

et:

L'expréssion 4.71 devient :

Raiss = =7

Soit :

Raiss=

En posant, =

%_2G
(4.78)
Qz
thQl— a:;Qstth— a;stt Qz— a:/QcothQz (4.79)
—si thQ1 + — of QcosQt Q1+ ﬂ cosQt Qz — ﬂ QsinQt Q,
y oy oy oy
y JY
] COSf (4.80)
_n
y=0) L
(4.81)
_n
Y (y=L) L
[(SINQtQq + Q ot Qg + coAQ, — QSINQLQ,) >+ (4.82)

(cot Q; — QsiNQtQ; — sinQt Q; — Q cot Qz)z] (4.83)

S |7 0%+ Q7+ 070 - 200 +20QuQe | (4.84)

et en appliquant les équation de Lagrange, il devient :

= Q1 — ¢ QQ,

(4.85)

= CrQZ +¢QQy
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Réponse en régime permanent : Repere Mobile et Repére Fixe

Mis en équations

1. La mise en équation dans le repére fige

m 0 o)} cs+c —Qa Q
+ _ (4.86)
0 m Q2 Qa G+¢ Q2
k —¢Q Q1 0
+ g

ou ¢s est 'amortissement stationnaire (palierceest I'amortissement tournant.

2. La mise en équation dans le repére moRile

En utilisant la matrice de passag®g on peut exprimer les déplacements et leurs dérivées dans
le repére mobile.

coNt —sinQt
[p] = (4.87)

sinQt  coNt

Apres transformation, les équations de mouvement dans le repére molilessitr
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m O Ga Cs+Cr —Q(a—2m) (o}
n (4.88)
0 m G2 Q(a—2m) Cs+C G2
k—Q?(m—a) Qcs th 0
+ =
—Qc k—Q?(m—a) o7 0

On s’intéresse maintenant a la réponse au balourd :

A Z
\’G)Lm
B\\

X C

FIG. 4.21:Force due au balourd : repére fixe et repére mobile

A partir de la figure 4.21, la force due au balourd dans les deux repgresr expression les

formes suivantes :

1. Dans le repére Fixgy :

m O Ql c+¢ —Qa Ql
n _ (4.89)
0 m Q2 Qa G+¢ Q2
k —¢Q Q1 mydQ?sin(Qt + ay,)
+ e
cQ k Q mydQ?cog Qt + ayp,)

La solution de cette équation (en considéant 0) est :
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Q1 = Quo+ Qu1Sin(Qt) + Q12c0qQt)
(4.90)
Q2 = Qo0+ Qo18in(Qt) + Q22c0q Qt)

En mettant la solution (équation 4.90) dans I'équation (4.89), I'amplitude d@tamsé est
donnée par les coordonnées généralisées suivantes expriméésrepase fixe :

O = (aQ?—mQ?+k)mydQ?
11 = @a%—20%matm2Q¥+2G%ka— 2mOZk+c 202+ K2)

Q2= —csQ%myd
12 = @07 —20%mat mPQ4+20%ka—2mQ2k+c2 Q%+ K2)

_ csQ3myd 491
Q1= (22Q%—2Q0%mat-mPQ* +202ka— 2mO2k+cs2Q%+k?) ( )

Qg — (aQ2—mQ2+k)m,dQ?
22 = (@207 —20%mar Qi+ 20%ka— 2mQ2k+c 202 +k2)

Q=0 etQyp=0

2. Dans le repére MobilR:

m O o[ cG+¢c  —Q(a—2m) d1
n (4.92)
0O0m (o) Q(a—2m) Cs+Cr 2
k—Q?(m—a) Qcs o] m,dQ2?sin(ap,)
+ =
—Qcs k—Q?(m—a) (o) mydQ?cogap)

La solution de cette équation aveg =0 est :

01 = Q10+ QuaSin(Qt) + 12c0 Q)
(4.93)

02 = Q20+ 021SiN(Qt) 4 g22c0g Q)
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En mettant la solution équation (4.93) dans I'’équation (4.92), 'amplitude dgémsé sont
données par les coordonnées généralisées exprimées dans lamepidee

011=0, q12=0, 021 =0 et=0

_ (a0%-m02  kmydQ? 4.94
010 = 2ar—20%mar mPQ? 1 20%ka - 2mOZk | 202 1 K2) (4.94)

_ —csQ3myd
020 = Zar—20%marmPQA 1 20%ka2mOZk | 202 1 K2)

L'examen des amplitudes de mouvement d’'une réponse permanente aul lokns les deux
reperes intégrant I'amortissement interne, externe et effet gyriggeoprouve que ces derniére
ne sont pas influencées par I'amortissement intefrgui n’intervient pas dans I'amplitude de
vibration.

Réponse a une force fixée dans I'espace

On suppose une force fixée dans I'espace qui s’exerce ici seloretdidn X comme illustré
dans la figure (4.22).

‘ Z

Qt

Fsinwt

X = C
X

FiG. 4.22:Force fixée dans I'espace : repére fixe et repére mobile

La mise en équation de ce nouveau systéme soumis a cette force due ad Balmiles deux
reperes :

1. Dans le repére Fixgy :
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m 0 Q1 cs+o  —Qa o)}
n _ (4.95)
0 m Q2 Qa G+¢ Q2
k —c¢Q Q1 Fsin(wt)
+ p—
G0 Kk Q, 0

La solution de cette équation est :
Q1 = Q1o+ Quisin(wt) + Qrocog )
(4.96)
Q2 = Q20+ Qzasin(wt) + Qzocoq )

En mettant la solution équation (4.96) dans I'équation (4.95) on obtient lensyst&qua-
tions a résoudre sous la forme matricielle suivants :

r N )
—mP+k —(cs+c)w  —Qc awQ Q11
(Gs+e)w —mw?+k  —awQ —Qc Q12
(4.97)
Qc; —anQ —mw?+kK —(Cs+C)w Qo1
awQ Qc (Cs+C)w —muw?+k Q22
2. Dans le repére MobilR :
m O o[ C+¢  —Q(a—2m)
n (4.98)
0 m (o) Q(a—2m) Cs+Cr
k—Q?(m—a) Qcs (o} Fsin(wt)cogQt)
+ =
—Qcs k—Q?(m—a) (o) Fsin(wt)sin(Qt)

La solution de cette équation est recherchée sous la forme suivante :
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01 = Guo+ gusin(w— Q)t + giocog w— Q)t + ghassin(w+ Q)t + gracog w—+ Q)t
(4.99)

02 = Q20+ g21SiN(W— Q)t + go2cog W — Q)t + gpzsin(w+ Q)t + gaacog w+ Q)t

En mettant la solution équation (4.99) dans I'équation (4.98), le systemeatiéas a ré-
soudre s’écrit sous forme matricielle :

e 0 0 es & 0 O 011 F/2
- e 0 0 -e e 0 O Q12 0
0 0 & e& 0 0 & g Qi3 F/2
0 0 - & 0 0 —e e Q14 0
= (4.100)
e - 0 0 e e 0 O 01 0
& -& 0 O -e e 0 O 022 F/2
0 0 -e & 0 0 & e 023 0
0 O & —-e 0 0 —-& & 4 —F/2
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(

e = —mw— Q)%+ (k—mQ?)

e =—(C+c)(w—Q)

e; = Qcs—a0?

Mg = —2mQ(w— Q) +aQ(w— Q)

& = —m(w+ Q)2+ (k—mQ?)

e = —(Cs+Cr)(w+Q)

M7 = —2mQ(w+ Q) +aQ(w+ Q)

(4.101)
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Méthode d’Homogénéisation

Les matériaux utilisés pour la conception des rotors sont les matériaux akassigme 'acier
et les matériaux composites.

Pour calculer les matrice élémentaires de tout les élément du rotor. Casmatwatériaux
classiques (acier) on utilise des propriétés des matériaux équivalentesl¢nldYoung et de ci-
saillement équivalents). Pour les matériaux compaosite, on considére nesldtions basées sur
la théories de poutre et les matériaux homogeénéisés, la rigidité de la strusttureedonction du
produitEl (une rigidité équivalent), okt est le module d'Young et le | est I'inertie de la section.
De méme, la dissipation due a I'amortissement interne est une fonctigimdau n est le facteur
de perte calculé a partir de la capacité d’amortissement spécifiquec la relatiom = /21t

Deux méthodes d’homogénéisation peuvent étre employées : La plus atassilise une
approche équivalentes des matériaux homogénéisé.

Equivalent Modulus Beam TheoryEMBT

Cette méthode est développé avec la théorie de stratifié associé aux empilgmedttigues
et équilibrés. Les caractéristiques des matériaux déterminés par cette n@dsbvdie module de
Young équivalenEeq, module de cisaillemerteq et le module équivalent amoEé“q. Le module
de Young equivalenEeq et le module de cisailleme@eq sont donnes par les équations suivante
(Chandramouli [CGP94]) :

[4(U1 — Us) (Us — Usy) — B2U?]
U; — BU2+Ws

Eeq= (4.102)

U;_5 sont les combinassions linaires de module de rigidité (Tsai [Tsa88]) ethasseet 3
sont donnée par :
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N
y= Y ¥ co06p
p=1

(4.104)

N o
B= ple CosAB,

avec :tp est I'épaisseur de la couclket est I'épaisseur total de rotdd, représente I'angle
d’'orientation du fibre de la couchieet N est le nombre des couche dans I'épaisseur de 'arbre. Le
module de Young amorti est évalué avec la méme formule en utilisant la matrice dpedeité
d’amortissent spécifique] due aux matériaux pour chaque couche de la stratifié.

La marice de rigidité dans le repére d’orthotropie :

Ex Eyvx
1-vyvy 1—<}va 0
_ Exv E
Q= lfvx)\/;y 17\));\1), 0 (4.105)
0 0 G

I'équation 4.105 peut s’écrit sous la forme :

Qxx Qxy 0
Q=]|Qy Qy O (4.106)
0 0 Qss

Donc les combinassions linaires de module de rigidité sont données par :
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Ulngxx‘Fngy"‘Zl;Qxy"‘%st

Ul = %(Qxx_ ny)

Us = §Qu+ §Qy— 1Qy— 3Qss (4.107)

U4 = %Qxx‘i‘ %ny"i_ %Qxy_ %QSS

Us = %Qxx"‘ %ny_ leQxy‘f‘ %st

et pour les calcule de module de Young équivalent arﬁéhtd)n multiplie la matrice de rigidité
[Q] par la matrice de capacité d’amortissement spécifiglie

Yg O O
W=| 0 wpr O (4.108)
0 0 Y2

donc on obtient ;

_ W110Qxx W11Qxy O _
QY= | Y2Qy W2oQy O (4.109)
0 0 W12Qss |
donc:
Q% QY o
QY= Q% Q) o (4.110)
L 0 0 Qng_

et donc les combinassions linaires de module de rigidité amorti sont calculgs pa
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Up = 3Q%+ 3Q%+ 1% + 14

Ul %(Q;I(Jx— Q;l/Jy)

Us = §Q+ 3Qly— Q% — 3Q% (4.111)

Us = §Q%+ g Qi+ 5Q% — 3Q%

Us = 2Q%+ Q0 — 1Q¥% + 1%

General Homogenized Beam TheonsHBT

La méthode général d’homogénéisation est basé sur une homogénéigattedes produits
El etElIn, GSetGS. Et cette méthode a pour objectif d’étre valide pour n'importe quelle orienta-
tion et séquence d’empilement et elle prend en compte la distance de cloagbe & I'axe neutre
(I'axe de tube). Les paramétres homogénéisés de rotor sont déeiVésergie de déformation :
Pour calculer une rigidité équivalente non amorti c’'est comme suite :

El= % EPIP avec|P = R Ros (4.112)
=) 4
avec : 1
EP(g) = (4.113)
Y A s
E+ E—{—CZSZ (én —2%)
mais pour calculer une rigidité équivalente amortie, dans le plan de plion a:
W11Q11  W11v21Qua 0
QY= | wav1Qi1  W2oQao 0 (4.114)
I 0 0 Y12G12 |
Q¥ = [TI[QI*[T]! (4.115)

On inverse cette matricdC| = [Q]¥ ™
Donc le module équivalent amortie c'dst= Ei,IJ = [C(2,2)]"* et larigidité équivalente amor-

148



Annexe E

tie :

|
A

El=Y EJIP avecIP= PP (4.116)

1 4

°
I
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Matrices dues a I'amortissement interne

La loi de comportement di au matériau pour un modéle de Kelvin-Voigt poureldg
contrainte est relative a la vitesse de déformation .

o= Ee+EBE (4.117)

L'équation 4.117 se compose de deux parties : une partie linéaire présdoitele Hook et
une parti du a la dissipation dans le matériau. Le travail virtuel di a la parsipdise de la loi
de comportement s'écrit :

L
SW = / /oastdy (4.118)
0 JS

L
6\N:/ /EB'sés ds dy (4.119)
0 JS

La déformation longitudinale d’un point de la section de rotor :

%u* 02w
La vitesse de déformation :
. 2ur 92w

Les déplacement dans le repére mobile sont écrits dans le repére fikealBda matrice de
transfert.

u* = ucot — wsinQt (4.122)
w* = usinQt +wcosQt
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u* = UcosQt — uQsinQt — wsinQt — wQ cosQt
Wt = USinQt +uQ cosQt + Wwcot — wQsinQt

02 : 02 .
oe = —xa—y2 (du cost — dwsinQt) — za/(éu sinQt + dw cot)

2

€= 6y2 (ucot — uQsinQt — wsinQt —wQ cosQt)

2

6y2 (UsinQt 4+ uQ cosQt +wcost —wQsinQt)

L'inertie de la section

I :/szds: /Szzds

/xzds:O

S

Donc le travail virtuel dans le repére fixe est exprimé par I'équation 4.128

Al /'— 22U 626u 0%\ 025w 92w 923U d%u 626W] dy

6y2 o2 o o oy oy oy oy

t
W = Enl [/( N7 N7 + NoN, d+Q/ (NoIN; + "tNg)d} dAdy
0

d est le vecteur de déplacement nodal.

W = —F'3A

L . " . n" - L . n . "
E — _Enl [/ (NltN1+N2tN2)d+Q/ (N;N1+N1t|\|2)d} dy
0 0

La force généralisé due a 'amortissement interne est calculé dansagux c

(4.123)

(4.124)

(4.125)

(4.126)

(4.127)

(4.128)

(4.129)

(4.130)

(4.131)

(4.132)
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— Solution de Rayleigh-Ritz pour un systéme a 2 ddl dont les fonctions deeforetenues
sont données par :

Ni(y) = [sin% ; O} (4.133)
Nao(y) = [O; sin%}

En mettant les équation 4.133 dans I'équation 4.132 et aprés avoir intédeél@ugueur de
la poutre on obtient le systeme matriciel suivant :

Bk 0 0 0 —Qpk u
- — (4.134)

0 Bk || w opk 0 w

L

— Solution avec la méthode des éléments finis d’'une poutre en flexion. (peuBerdoulli-
Euler) a deux noeuds avec 4 ddl par noeud dont les fonchigret N, de formes retenues
sont données par :

Le vecteur de déplacement nodale est :
d = [ulawlaexbeZl>u27W27eX2a922] (4135)

Ce qui contient le déplacemedy et d,, correspondent respectivement aux mouvement dans la
direction X et Z, Les vecteurs de déplacement sont définis tels que :

dLI = [ulv eZlv u27 622] (4136)

dW - [Wla eXl7W27 eXZ] (4137)

32 2 2 2 2
S T A D AR A SO T &
Nﬂy):[luﬁs’yﬁemzm’ﬁm]

En mettant les équation 4.138 dans I'équation 4.132 et aprés avoir intédeél@ugueur de
la poutre on obtient le systeme matriciel suivant :
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Matrice d’amortissement due a I'amortissement interne;

12 0 0 -—6L
12 & O
42 0
EIR AL
[Ci}:F
sym

Matrice de rigidité due a 'amortissement interne :

0 -12 -6L 0
0 0 -6L
0 —4L2
EIB 0
K=
anti
sym

-12
0
0
6L

12

0

-12

0 O
-12 &
—6L 2L?

0 0

0 ©

12 —6L

412
12 —6L
0 ©
0 ©
—6L 212
-12 4
0 ©
0

—6L

0

(4.139)

(4.140)
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Les modules élastiques et le module de cisaillement pour une poutre

Les modules élastiques et le module de cisaillement dans |é X&) pour un plip peut étre
explicitement écrits comme suite ([Gay91]) :

1
Ef((pp) = (4.141)
s, 1
E+E+C232 (an —2%)
1
EP(¢P) = (4.142)
A ¢ 1
E+E+C252 (GTt —2%)
1
GRy(9") e (4.143)

T 422 (141w
4'CSZ(E +Et+2Et()+ Gt
Ainsi, les termes suivants illustrant les couplages de traction-compregsiencesaillement

transverse sont données par :

W, . Uk, 4 4 1 1 1

ET;/J(CP)—E(C —S)—CZSZ(E%-E—G*“) (4.144)
T])I()y . C2 32 (O] 1
(3%(¢)__ch{5_5+(02_52)(5_2G|t)} (4.145)
P—)E’y o 32 C2 Ut 1
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Amortissement interne : Aspect physique

L'amortissement est généralement envisagé comme un moyen efficacégowe les ampli-
tudes de vibration au voisinage des résonances et contrbler la stabilitéedasismes. Cepen-
dant, I'amortissement interne (tournant) dans la dynamique des machinearttag représente
une source potentielle de vibrations dues a I'auto excitation du systemedd ass jours parfai-
tement établi que les mécanismes d’amortissement interne déstabilisent lesesystarnants a
des vitesses de rotation au dessus de la premiére vitesse critique (catdeesyymétrique).

Afin d’expliquer les aspects phénoménologiques liés a I'amortissemenataunous consi-
dérons un systéme de masse tournante supportée par des ressoeg (#gu(Chen [CGO05]).

FIG. 4.23: Systéme masse-raideur-amortisseur

Les forces appliquées sur la masse sont la force élastique de restitataeu(rpalier) et les
forces dues aux amortissements extey®t internec;. La force due a I'amortissement externe est
appliguée dans une direction opposée au mouvement relativement ael fiepeElle s’exprime
de maniére classique. La force due a I'amortissement interne est urepiaqgortionnelle a la
vitesse de rotation, exprimée dans le repére mobile. L'expression deareeckt donnée par la
relation suivante (équation 4.147).
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F ¢ O u*
= (4.147)

F, 0 ¢ W

ou : u* etw* sont les déplacement du centre de la m&ssrprimés dans le repére fixeleét
w quand ils sont exprimés dans le repére fixe.
Aprés changement de repeére, la force due a I'amortissement interéeriéstdans le repére

fixe comme suit :

Fx ¢ O u 0 —-¢Q u
_ + (4.148)

r7 O Cr W Cr Q 0 W

Ces expressions permettent de remarquer que 'amortissement inteemelsnigon seulement
une force fonction des vitesses mais également une force fonction plesel@ents. Les coeffi-
cients de la matrice de rigidité, appelés termes de couplage antisymétriquéispradine force
tangentielle a I'orbite de mode. Et ce sont précisément ces termes qui aentrébla déstabilisa-
tion du systéme en rotation.

En effet, I'équation de mouvement s’écrit dans le repére fixe :

m O U Cr +Cs 0 u
+ (4.149)
0 m W 0 Cr +Cs W
k —Qc u 0
+ fry
Qc k w 0

La solution transitoire est recherchée alors sous forme exponentielle :
U = UpeM
(4.150)
w = woet

Aprés introduction de cette solution dans I'’équation de mouvement, il vient :
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MA? 4 (¢ +Cs)A 4k -Qc, Uo 0
= (4.151)
Qc, MA2 + (¢ +Cs)A +K Wo 0
L'équation caractéristique a pour expression :
(MA2+ (¢ +Cs)A+K)2+ (Qc )2 =0 (4.152)

La solution de cette équation est de type complexe, écrite sous la fasraes F jo.
L'équation caractéristique 4.152 s’écrit :

m(a® — o? + 2ajw) + (Ga+ jerw+ k)% +¢,2Q% =0 (4.153)

Le seuil d’instabilité est obtenu lorsgae- 0 donch; = juy, soit encore pour I'équation 4.153 :

(—mw® + j(Cr +Cs)w+ k)2 +¢2Q% =0 (4.154)

En développant I'équation 4.154 :

(k—mu?)2 — w?(Cr + Cs)? + ¢ 2Q2 + 2j ey (k— muw?) = 0 (4.155)

En séparant les parties réelle et imaginaire et en les identifiant chacuieé&sQlte :

(k—mu?)? — oP(Cr +Cs)2 4+ ¢ 2Q% =0 (4.156)

2jac; (k—mw?) =0 (4.157)

L'équation 4.157 fournit les fréquences propres :
k—mw? =0 (4.158)

k
0=/ (4.159)

En mettant I'équation 4.159 dans I'équation 4.156, il vient :

6 20% — w?(c 4¢5) > =0 (4.160)

Donc:
GQ—w(c+¢cs)=0 (4.161)
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S'il n’y pas d’amortissement externe, le systéme se déstabilise & une \desstation plus
grande que la fréguence naturelle non amortie du systéeme.

Les forces appliquées sur le systéeme, qui tourne a une vitesse de r@adiam rayonr
[CGO05], au seuil d'instabilit€ = wy, peuvent étre obtenues en multipliant les équations 4.158 et
4.160 par le déplacemen(r = X2+ Z2). L'équilibre des forces, au seuil d’instabilité, est alors
présenté figure 4.24.

X

FiG. 4.24:L'équilibre des forces au seuil d’instabilité

L'accélération radiale s’équilibre toujours avec I'effort du resstas ;efforts dus aux amortis-
sements sont des efforts tangentiels et la force résultante de ces fietsxadpend déw— Q)
(ce qui définit le régime de fonctionnement : subcritique ou supercritiguég I'amortissement
externe.

Une explication imagée est illustrée par les figures (4.25, 4.26 et 4.27DJAda utilisant un
exemple simple dans lequel on suppose que seul 'amortissement intepmnis est compte.

Précession directe
Quand le systéme est en précession directe la vitesse de mode est pasitidy ét il faut
différencier deux régimes :

Régime subcritique

Le systéme tourne a une vitesse de rotati@d+{ w) < 0) au-dessous de sa vitesse critique
(figure 4.25). La force tangentielle résultante (la force résultante duméitissement interndy
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est une force négative et est de direction opposée a la vitesse de eflediminue donc I'orbite
de vibration. Le systeme est stable, I'orbite est stable.

FIG. 4.25:Précession directe en régime sub-critique: w

Régime supercritique

Le systéme tourne a une vitesse de rotati@n-(w > 0) au-dessous de sa vitesse critique
(figure 4.26). La force tangentielle résultante est une force positide eiéme direction que la
vitesse de mode. Elle rapporte de I'énergie a I'orbite du mode. Comme le madatdayto-excité
a sa fréquence naturelle, le systéme devient instable ; I'orbite diverge.

Précession inverse

Quand le systeme est en précession inverse la vitesse de mode esen@gati) vVQ > 0
le systéme est toujours stable (figure 4.27). L'amortissement internesgémeforce tangentielle
positive dans une direction opposée de la vitesse du mode. Cette foneelérenode et diminue
I'orbite. Le mode est toujours stable pour n'importe quelle vitesse de rotation.
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FIG. 4.26:Précession directe en régime super-critiue w

@ A 7
J/-"_ﬂ

FiGc. 4.27:Précession inver®® > 0

En conclusion, il est usuellement prouvé que la force dissipative daeaitissement externe
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a un effet stabilisant sur le systéme en rotation, tandis que la force deatiesidue a I'amor-
tissement interne déstabilise le systéeme a une vitesse plus grande que émdecgaturelle du
systeme.
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