N°d’ordre 2010-ISAL-0075 année 2010

These de Doctorat
de I'Institut National des Sciences Appliquées de Lyon

Construction et implémentation

de lois cohésives extrinseques

Présentée devant
I’Institut National des Sciences Appliquées de Lyon

pour obtenir
le Grade de Docteur

par
Fabien Cazes
Agrégé de Mécanique

Ecole doctorale :
Mécanique, Energétique, Génie Civil, Acoustique

Spécialité :
Meécanique

Directeur de these : Alain Combescure

Co-encadrement de la thése : Michel Coret

These présentée le 28 septembre 2010 devant le jury composé de :

Jacky MAZARS Professeur émérite, Grenoble INP Président
Nicolas MoESs Professeur, Ecole Centrale de Nantes Rapporteur
Francois HILD Directeur de recherche, ENS de Cachan Rapporteur
Jean-Jacques MARIGO Directeur de recherche, Ecole Polytechnique Examinateur
Arnaud SUFFIS Docteur, Snecma - groupe Safran Examinateur
Alain COMBESCURE Professeur, INSA de Lyon Examinateur
Michel CORET Maitre de conférences, INSA de Lyon Examinateur

Université de Lyon, CNRS,
INSA-Lyon, LaMCoS UMR5259, F-69621, France






INSA, direction de la recherche - Ecoles doctorales - Quadriennal 2007-2010

Sigle Ecole doctorale Nom et coordonnées du responsable
CHIMIE Chimie de Lyon M. Jean Marc Lancelin
Université Claude Bernard Lyon 1
M. Jean Marc Lancelin Batiment CPE
Insa : R. Gourdon 43 boulevard du 11 Novembre 1918
69622 Villeurbanne cedex
Tél : 04.72.43.13.95
http://sakura. cpe. fr/ED206 I ancel i n@i kari.cpe.fr
EEA Electronique, Electrotechnique, Automatique M. Alain Nicolas
o Ecole Centrale de Lyon
?/I. Ale(l;npl;hcolas Batiment H9
nsa : C. Plossu
ede2a@nsa-lyon. fr zgg‘rgxﬂcuy de Collongue
Secrétariat : M. Laboune Tél : 04.72 1}z; 60.97, Fax : 04.78.43.37.17
AM. 64.43 — Fax : 64.54 eea@c- 1 yon. f I’,
http://ww.insa-lyon.fr/eea Secrétariat : M.C. Havgoudoukian
E2M2 Evolution, Ecosystéme, Microbiologie, Modélisation M. Jean-Pierre Flandrois
CNRS UMR 5558
M. Jean-Pierre Flandrois Université Claude Bernard Lyon 1
Insa : H. Charles Batiment G. Mendel
43 boulevard du 11 Novembre 1918
69622 Villeurbanne cedex
Tél : 04.26.23.59.50, Fax : 04.26.23.59.49
Port : 06.07.53.89.13
htt p: // bi omserv. uni v-1yonl. fr/ E2M E2m2 @i onser v. uni v-1yonl. fr
EDISS Interdisciplinaire sciences-santé M. Didier Revel
Hopital Cardiologique de Lyon
M. Didier Revel Batiment Central
Insa : M. Lagarde 28 avenue Doyen Lépine
Secrétariat : S. Boudjema 69500 Bron
Tél : 04.72.68.49.09, Fax : 04.72.35.49.16
Didier.revel @reatis.uni-lyonl.fr
INFOMATHS | Informatique et mathématiques M. Alain Mille
Université Claude Bernard Lyon 1
M. Alain Mille LIRIS - INFOMATHS
Secrétariat : C. Dayeyan Batiment Nautibus
43 boulevard du 11 Novembre 1918
69622 Villeurbanne cedex
Tél : 04.72.44.82.94, Fax : 04.72.43.13.10
i nf omat hs@at 710. uni v-1yonl. fr
http://infomaths.univ-lyonl. fr alain.mlle@iris.cnrs. fr
MATERIAUX | Matériaux de Lyon M. Jean Marc Pelletier
INSA de Lyon
M. Jean Marc Pelletier MATEIS
Secrétariat : C. Bernavon Batiment Blaise Pascal
83.85 7 avenue Jean Capelle
69621 Villeurbanne cedex
Tél : 04.72.43.83.18, Fax : 04.72.43.85.28
Jean-marc. Pel | eti er@nsa-1yon.fr
MEGA Mécanique, Energétique, Génie civil, Acoustique M. Jean Louis Guyader
INSA de Lyon
M. Jean Louis Guyader Laboratoire de Vibrations et Acoustique
Secrétariat : M. Laboune Batiment Antoine de Saint Exupéry
PM:71.70 —Fax:87.12 25 bis avenue Jean Capelle
69621 Villeurbanne cedex
Tél : 04.72.18.71.70, Fax : 04.72.43.72.37
nega@va. i nsa-lyon. fr
ScSo ScSo* M. Lionel Obadia

M. Lionel Obadia
Insa :J.Y. Toussaint

Université Lyon 2
86 rue Pasteur
69365 Lyon cedex 07

Tél : 04.78.69.72.76, Fax : 04.37.28.04.48
Li onel . Gbadi a@ni v-1yon2. fr

*ScSo : Histoire, Géographie, Aménagement, bidrae, Archéologie, Science politique, Sociologiethropologie







Introduction

Cette these a été réalisée au Laboratoire de Méca-
nique des Contacts et des Structures (LaMCoS) de Lyon
sous la direction d’Alain Combescure et de Michel Coret
avec le soutien financier de la Snecma - groupe Safran.
L’objectif était d’étudier les couplages possibles entre
les modeles décrivant la rupture de maniére continue
(modeles d’endommagement, modeles élasto-plastiques
endommageables, ...) et ceux décrivant la rupture de
maniére discontinue (modeles cohésifs, modele de Grif-
fith). Ce travail a fait suite & un stage de master re-
cherche effectué au LaMCoS intitulé « Couplage de I’en-
dommagement et de la fissuration » [Cazes et al., 2007]
encadré par Anthony Gravouil, Michel Coret, et Alain
Combescure.

Mécanique de ’endommagement et de la rup-
ture La mécanique de la rupture est une science qui
s’est élaborée principalement a partir des années 1950
sous I'impulsion des milieux industriels des transports.
Deux approches distinctes se sont développées indépen-
damment 1'une de 'autre. D’abord une approche conti-
nue a permis de modéliser finement la rupture des ma-
tériaux quasi-fragiles et ductiles avec les modeles d’en-
dommagement et de plasticité. Ces modeles ont néces-
sité le développement d’un cadre thermodynamique des
milieux continus aujourd’hui utilisé par I’ensemble de
la communauté scientifique. Le traitement de la phase
adoucissante du comportement du matériau est resté
problématique jusque dans les années 1980, lorsque des
techniques de régularisation ont été introduites pour
imposer une largeur minimale a la zone endommagée.
Parallelement, une approche discontinue s’est dévelop-
pée plus spécifiquement pour les matériaux fragiles a
partir des travaux pionniers de Griffith, la rupture étant
alors due a la propagation de fissures dans le matériau.
L’introduction de la notion de facteur d’intensité des
contraintes [Irwin, 1957] et l'utilisation d’intégrales de
contours [Rice, 1968] a permis de développer des cri-
teres fiables de propagation de ces fissures.

La différence entre ces deux approches continue et
discontinue est surtout une question d’échelle d’obser-
vation : une étude fine des phénomenes apparaissant
autour d’une fissure dans un matériau fragile montre de
I’endommagement au voisinage de la pointe, et un en-
dommagement dans un matériau quasi-fragile peut étre
vu comme une fissure si on étudie une grande structure
dans sa globalité. Dans tous les cas, ’endommagement
entourant la pointe peut étre considéré comme le phé-
nomene précurseur de la rupture finale du matériau.
Il n’est donc pas étonnant que la recherche actuelle
tende a aller vers une jonction de ces deux théories

dont les objectifs sont similaires. Ceci explique I’émer-
gence récente des modeles cohésifs (pour lesquels ’en-
dommagement est surfacique), pouvant étre considérés
comme une approche intermédiaire entre endommage-
ment continu (donc volumique) et fissuration de Griffith
(endommagement linéique). Un avantage important des
modeles cohésifs sur I'utilisation de la théorie énergé-
tique de Griffith est leur capacité a prédire apparition
d’une fissure dans un matériau sain.

Ces trente dernieres années ont été marquées par de
nombreux travaux portant sur I'implémentation numé-
rique des modeles de rupture, qui, couplés a I’augmenta-
tion exponentielle de la puissance des ordinateurs, per-
mettent aujourd’hui de simuler la rupture de maniere
satisfaisante. Les modeles discontinus conservent dans
ce domaine un avantage certain par rapport aux mo-
deles continus dont I'implémentation numérique n’est
pas encore assez performante pour permettre des cal-
culs fins sur des structures complexes. L’implémenta-
tion numérique la plus simple des modeles discontinus
consiste a laisser passer la fissure entre certains éléments
du maillage en dédoublant les noeuds sur le chemin de
la discontinuité. D’autres méthodes ont été introduites
plus récemment pour donner plus de liberté au trajet de
la fissure, parmi lesquelles on peut citer la méthode des
éléments-finis étendus (X-FEM) qui permet d’autoriser
la propagation de discontinuités coupant les éléments
du maillage.

Contexte industriel Les ingénieurs sont souvent
confrontés a des problemes de fiabilité et de durabi-
lité dans des domaines variés appartenant au génie mé-
canique (aéronautique, automobile, naval, armement,

..), au génie civil (fabrication de ponts, de tunnels,

d’installations nucléaires, .. .), ou a la biomécanique (fa-
brication de protheses, simulations d’accidents, . ..), ce
qui explique la forte implication des milieux industriels
dans le développement de la mécanique de la rupture.
Un enjeu actuel pour l'industrie, et en particulier pour
la Snecma - groupe Safran, est la simulation numérique
avec des modeles capables de représenter le processus
de rupture dans sa globalité depuis l'initiation de la
rupture dans un matériau sain jusqu’a la ruine de la
structure. De ce point de vue, les modeles continus et
discontinus semblent complémentaires :

— les modeles continus sont bien adaptés a la mo-
délisation de la phase initiale de la rupture mais
conduisent souvent a des problemes d’instabilités
numériques lorsque ’'endommagement devient trop
important ;

— les modeles discontinus ne permettent pas de modé-



liser un endommagement diffus, mais représentent
bien la phase finale de la rupture. De plus, ils per-
mettent de connaitre I'ouverture des fissures qui est
une information importante pour les études de du-
rabilité.

Faire cohabiter ces deux types de descriptions dans
une approche globale pour bénéficier de leurs avantages
combinés pourrait faciliter le travail des ingénieurs sou-
vent confrontés aux limitations des modeles de rupture
utilisés séparément.

Contexte scientifique Apres s’étre beaucoup préoc-
cupée pendant une vingtaine d’années de 'implémenta-
tion numérique des modeles de rupture, il semble que la
recherche actuelle en mécanique de la rupture porte a
nouveau de plus en plus sur 'amélioration des modeles
utilisés. Dans ce domaine, on peut distinguer les axes
de recherches suivants :

— aller chercher des informations aux échelles infé-
rieures. Ceci peut étre fait en utilisant des tech-
niques d’homogénéisation pour obtenir le compor-
tement macroscopique du matériau a partir de la
modélisation d’un volume élémentaire représenta-
tif (échelle mésoscopique). Ce théme de recherche
est particulierement important pour tous les maté-
riaux ayant une structure périodique;

— développer des approches probabilistes. Si les don-
nées concernant la micro-structure sont aléatoires,
et donc souvent inconnues, le manque d’informa-
tion peut étre traité par 'utilisation de probabili-
tés. Pour souligner 'importance de ces méthodes,
on peut rappeler que la thermodynamique est fon-
dée sur une vision probabiliste du comportement
des particules élémentaires composant le matériau;

— tester de nouveauxr modeéles. On cherche avec cette
approche a trouver de nouveaux modeles ou de nou-
velles lois de comportement décrivant mieux le com-
portement réel du matériau;

— tester de nouveaux principes d’évolution. Cette ap-
proche consiste a intervenir sur les lois physiques
plutot que sur les modeles et leurs lois de com-
portement, comme cela est fait par exemple dans
[Francfort et Marigo, 1998] pour traiter un pro-
bléeme de rupture fragile;

— développer des méthodes expérimentales plus pré-
cises. De gros progres ont été effectués ces der-
nieres années dans ce domaine, notamment grace a
I’apparition de méthodes permettant d’estimer les
champs mécaniques a l'intérieur d’une structure.

Le couplage de 'endommagement et de la fissuration

peut jouer un role pour chacun de ces axes de recherche.
Les travaux présentés dans cette these correspondent
plutét au premier point de la liste avec l'idée qu’un
état d’endommagement peut étre vu comme une fissure
macroscopique a une échelle plus grossiere.

La mécanique de la rupture au LaMCoS Plu-
sieurs theses réalisées au LaMCoS ont porté sur 'implé-
mentation numérique de modeles de rupture avec la mé-
thode des éléments-finis étendus (X-FEM), développée

dans [Belytschko et Black, 1999] et [Moés et al., 1999],
qui permet de faire propager des fissures sans avoir a
changer le maillage pendant la propagation. En parti-
culier, Julien Réthoré [Réthoré, 2005] et Thomas Me-
nouillard [Menouillard, 2007] ont utilisé ce type d’élé-
ments pour des problemes de propagation de fissure en
dynamique ; Rachelle Ribeaucourt [Ribeaucourt, 2006]
a utilisé ces éléments avec un algorithme de résolu-
tion LATIN pour des probléemes de contact-frottement ;
Thomas Elguedj [Elguedj, 2006] a utilisé des éléments-
finis étendus avec une formulation comportant un la-
grangien augmenté pour traiter le contact avec des en-
richissements de pointe de fissure basés sur des solu-
tions analytiques de plasticité confinée ; Benoit Prabrel
[Prabel, 2007] a développé un critére de propagation en
contraintes pour des fissures évoluant dans un maté-
riau plastique avec des éléments-finis étendus; et Jo-
hann Rannou [Rannou, 2008] a développé une méthode
X-FEM multi-grilles et I’a utilisée sur des problemes
de fatigue en 3D. Toujours dans le domaine de la fis-
suration, Pascal Aubertin [Aubertin, 2008] a utilisé la
méthode Arlequin pour coupler un modele atomique
en pointe de fissure avec un modele continu éléments-
finis sur le reste de la structure. Enfin, Nicolas Tardif
[Tardif, 2009] a utilisé un modele de plasticité couplé a
un modele de zone cohésive pour simuler le comporte-
ment d'un acier & haute température. Ces travaux ont
permis de modéliser la propagation de fissures dans di-
vers types de matériaux, mais il reste souvent difficile
de simuler correctement l'initiation d’une fissure dans
un matériau sain. Les modeles cohésifs permettent de
traiter l'initiation d’une fissure, mais constituent sou-
vent une modélisation assez grossiére du comportement
réel du matériau, ce qui rend difficile I’identification de
leur loi de comportement. Un objectif a long terme du
LaMCoS serait d’utiliser un modele d’endommagement
pour modéliser la phase d’initiation d’une fissure, puis
de basculer vers un modele discontinu plus performant
numériquement pour la simulation de la propagation de
cette fissure.

Objectifs L’objectif initial de ce travail était de dé-
terminer comment une fissure peut étre introduite dans
un modele d’endommagement de fagon physiquement
acceptable. Cet objectif a ensuite été complété par la
volonté de construire un modele de zone cohésive dont le
comportement global soit équivalent a un modele d’en-
dommagement connu. Par ailleurs, deux autres objec-
tifs sont apparus pendant la these :

— d’abord celui de construire un modele d’endom-
magement pour lequel la régularisation n’intervient
qu’a partir du moment ou le comportement devient
adoucissant ;

— ensuite, celui de développer une méthode pour I'im-
plémentation d’une loi cohésive ayant une rigidité
initiale infinie (loi extrinseque).

Travaux réalisés Dans un premier temps, une étude
bibliographique sur les modeles de rupture et leurs do-
maines de validité a permis de sélectionner deux types



de modeles offrant une description complete du proces-
sus de rupture :
— d’abord, les modéles continus régularisés avec la
méthode du second-gradient ;
— ensuite, les modéles miztes continus/discontinus as-
sociant un modele continu durcissant & un modele
de zone cohésive.

Une méthode a ensuite été développée pour construire
un modele mixte continu/discontinu & partir d’un
modele continu régularisé en utilisant la notion de
fissure équivalente développée dans [Mazars, 1984,
Mazars et Pijaudier-Cabot, 1996] selon laquelle deux
modeles de rupture peuvent étre considérés équivalents
s’ils dissipent la méme quantité d’énergie pour un méme
probleme. Une premiere étude analytique réalisée sur
un cas test unidimensionnel a permis de montrer que
la donnée de la dissipation d’énergie dans la zone co-
hésive a chaque instant permet de calculer la solution
du probleme mécanique sans connaitre a priori la loi
cohésive. Si ces incréments d’énergie dissipée sont cal-
culés a partir d’'un modele d’endommagement (que 1’on
appellera modele de référence), on obtient une méthode
permettant de calculer une loi cohésive a partir de la
donnée d’'un modele d’endommagement.

Cette méthode de changement de modele a ensuite été
formulée dans un cadre éléments-finis et implémentée
dans le logiciel Matlab. Deux calculs numériques sont
alors effectués pour un méme cas test :

— un premier calcul utilisant le modeéle continu ré-
gularisé (modele de référence) permet de calculer
I’énergie dissipée par la structure durant chaque pas
de temps;

— un deuxieme calcul utilisant le modele mixte
continu/discontinu (modele équivalent) permet de
construire incrémentalement la loi cohésive a partir
de I'énergie dissipée calculée lors du premier calcul.

Il est possible de montrer que cette méthode de chan-
gement de modele permet de conserver non seulement
I’énergie dissipée mais aussi I’énergie libre et le travail
des efforts extérieurs du modele de référence lors de la
construction du modele équivalent.

La méthode a ensuite été étendue pour prendre en
compte la présence de plasticité dans le modele de ré-
férence. Cette partie de I’étude a été réalisée en colla-
boration avec Anita Simatos, doctorante au LaMCoS
et au CEA, dont la these porte sur I’étude de la tran-
sition endommagement/fissuration dans les modeles de
porosité. Nous avons alors défini un nouveau critere de
changement de modele permettant de tenir compte de
la dissipation d’énergie par plasticité, et une propriété
énergétique similaire a celle obtenue pour ’endomma-
gement a été démontrée. Une pré-étude a été réalisée
pour étudier la faisabilité de 1'utilisation de la méthode
sur des problemes multidimensionnels.

Afin de disposer d’un modele de référence faisant clai-
rement apparaitre la différence entre endommagement
diffus et endommagement localisé, un modele compor-
tant deux variables d’endommagement a ensuite été
développé. La variable d’endommagement diffus cor-
respond au comportement durcissant du matériau et

n’a donc pas besoin d’étre régularisée. La deuxieme va-
riable d’endommagement est a l'origine du comporte-
ment adoucissant du matériau et de '’endommagement
localisé. Pour éviter le phénomene de localisation des
déformations, cette variable est régularisée en utilisant
la méthode du second-gradient implicite. Ce modele a
été implémenté et testé dans le logiciel Matlab pour des
problemes unidimensionnels et bidimensionnels.

Enfin, la loi cohésive obtenue avec la méthode de
changement de modele étant une loi extrinséque, une
formulation faible a deux champs permettant 1'implé-
mentation de ce type de lois a été développée. Cette
formulation est assez proche de celle utilisée pour la
construction de la loi cohésive a partir de ’énergie dis-
sipée dans la discontinuité. Cette formulation ayant du
mal a gérer la rupture des éléments, une deuxieme for-
mulation a été développée pour éliminer ce probleme.
Ces deux formulations ont également été implémentées
et testées dans le logiciel Matlab pour des problemes
unidimensionnels et bidimensionnels.

Plan La these est divisée en trois parties. Dans la
premiere partie, on étudie dans un cadre thermodyna-
mique commun trois familles de modéles permettant de
modéliser la rupture (modeles d’endommagement, mo-
deles cohésifs, et modele de Griffith). L’étude des cri-
teres de stabilité permet d’identifier les domaines de va-
lidité de ces modeles et conduit a s’intéresser a la notion
de limiteur de localisation. Enfin, le modele a double
endommagement permettant de séparer ’endommage-
ment diffus de 'endommagement localisé est présenté.
La deuxieme partie traite de la méthode de change-
ment de modele développée pendant la these. On se
place d’abord dans le cas de modeles d’endommage-
ment ne présentant pas de plasticité, puis dans le cas
de modeles endommageables pouvant présenter de la
plasticité. Des lois cohésives sont identifiées pour des
exemples unidimensionnels et des pistes sont données
pour aller vers une implémentation multidimensionnelle
de la méthode. Dans la troisieme partie, les deux for-
mulations faibles pour I'implémentation numérique de
lois cohésives extrinseques sont présentées. Enfin, une
pré-étude sur la possibilité d’une transition d’'un modele
cohésif vers un modele de Griffith pendant un calcul de
rupture est effectuée dans le dernier chapitre.
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Notations

Notations générales

: variable scalaire;
: tenseur d’ordre 1;
: tenseur d’ordre 2;

: tenseur d’ordre 4;

: vecteur colonne ou matrice;

> noonle Ie

: vecteur nodal ou de fonctions de forme (implé-
mentation numérique) ;

&

: produit tensoriel ;

: produit tensoriel contracté;

: produit tensoriel doublement contracté ;
7; : ensemble des tenseurs d’ordre 7

I , © tenseur identité d’ordre 2.

On notera les composantes d’un tenseur dans un base
B = (e,, €y e,) de la maniére suivante :

Ogg  Qgy Oz
a =\ Qyoz Oyy Ay
Gz  Qzy (Ayz B

Si A est la matrice contenant ces composantes, on la
notera :

Qrg  Qry Ogz
A= ays Gyy ay:

Az Qzy Gyz

Fonctions mathématiques

sign(.) : fonction signe (-1 si strict. négatif, 0 si
nul, 1 si strict. positif),

H(.) : fonction de Heaviside;

o(.) : fonction de Dirac;

() : partie positive d’un nombre;

min(.,.) : minimum de deux nombres;

max(.,.) : maximum de deux nombres;

det(a) : déterminant ;

V(a), V(a) : divergence;

V(a), ¥(a) : gradient;

V*(a) : gradient symétrisé;

: norme ¢ d’un tenseur ;

arg(.) : argument (1 si vrai, 0 si faux);

vol(€2) : volume d’un domaine volumique;

surf(T") : surface d’'un domaine surfacique.
Géométrie

On fait dans tout le document ’hypothése des petits
déplacements, le domaine et les surfaces sont donc dé-
finis dans la configuration initiale de la structure.

Domaine continu

Q : partie continue du domaine;

T'; : surface d’application des conditions aux limites
en déplacement ;

T’y : surface d’application des conditions aux limites
en effort ;

' : contour du domaine (I'=T;UTy).

Domaine avec une discontinuité

Q~/F : partie inférieure/supérieure de ;

I : surface de la discontinuité;

o/t partie inférieure/supérieure de T ;

I,. : surface de la zone cohésive (T, C Ts);
F;C/ e partie inférieure/supérieure de T, ;

by : domaine entier (3= QUTY).

Espaces de champs

F : espace des champs de déplacements continus et
réguliers définis sur €;

G : espace des champs de contraintes et de sauts de
déplacements continus définis sur I ;

‘H : espace des champs de variables régularisées
continus définis sur ;

F. : espace des champs de déplacements continus,
réguliers, et cinématiquement admissibles sur
Q;

Fo : espace des champs de déplacements continus,
réguliers, et cinématiquement admissibles a 0
sur €.



12

[u]
[u]

g
¢
[ul.,
F1G. 1 — Notations pour le domaine continu et les surfaces qu
de discontinuité Ceq

Partie continue du modele

=
)
=

Table des matieres

Partie discontinue du modele

: saut de déplacement ;

. saut de déplacement élastique;

: saut de déplacement plastique;

: contrainte cohésive;

: contrainte cohésive modifiée ;

. saut de déplacement équivalent ;

: contrainte cohésive équivalente ;

: contrainte cohésive équivalente modifiée ;

: saut de déplacement équivalent critique

(rupture) ;

: contrainte cohésive équivalente critique (ini-

tiation) ;

: vecteur de saut de courant de chaleur;

: opérateur tangent de raideur ;
: opérateur de souplesse ;
: opérateur tangent de souplesse ;

: opérateur tangent de souplesse modifié ;

G : taux de restitution d’énergie élastique;

G, : taux de restitution d’énergie élastique critique;

: aire de la fissure.

Implémentation numérique

: nombre de nceuds du maillage volumique ;

: nombre de noeuds du maillage de l'inter-

face ;

: nombre de noeuds d’un élément ;
: nombre de points de Gauss d'un élément ;
: domaine occupé par un élément continu ;

: domaine occupé par un élément d’inter-

face ;

domaines occupés par les éléments de réfé-
rence de volume ou de surface;

: matrice jacobienne;

: déterminant de la matrice jacobienne;

€ : tenseur des déformations;
g : tenseur des contraintes;
FE : module d’Young; K
v : coefficient de Poisson ; ?
T : température ; e
0 : écart a la température de référence ; ﬁg
¢ : vecteur courant de chaleur; —
C : chaleur spécifique;
p : masse volumique;
k : coeflicient de dilatation thermique;
A
€ : tenseur des déformations élastiques;
eP . tenseur des déformations plastiques;
Jd : tenseur des contraintes effectives;
D : variable d’endommagement ;
Y : taux de restitution d’énergie élastique; Maillage
z @ variable pilotant 'endommagement ;
Kk : variable de mémoire;
€eq ¢ déformation équivalente de Mazars ;
p : déformation plastique cumulée; n:w
Z : variable régularisée de z; Tino
¢ : parametre de régularisation (second-gradient) ; n
Ng
Qe
re
Io( : tenseur de Hooke élastique; o
[;( : tenseur de Hooke effectif; Qe ¢
é, : opérateur tangent de raideur en 2D ou en 3D J
L : opérateur tangent de raideur en 1D J
A : tenseur acoustique. J?

: jacobien pour un élément d’interface.



Table des matieres

Vecteurs représentant des tenseurs

: vecteur déplacements ;

: vecteur déformations;

: vecteur contraintes;

: vecteur sauts de déplacements ;

: vecteur contraintes cohésives ;

: vecteur contraintes cohésives modifiées.

Variables nodales

U:

valeurs nodales des déplacements (vecteur co-

lonne) ;

: valeurs nodales des contraintes cohésives (vec-
teur colonne) ;

: valeurs nodales des contraintes cohésives modi-
fiées (vecteur colonne) ;

: valeurs nodales de la variable régularisée ;

Uel, Zel, Zel, Zer : valeurs nodales des champs pour

un élément.

Opérateurs matriciels

: opérateur de raideur du matériau continu

(matrice) ;

: opérateur tangent de raideur du matériau

continu (matrice) ;

: opérateur de souplesse de la zone cohésive

(matrice) ;

: opérateur tangent de souplesse de la zone co-

hésive (matrice) ;

: opérateur tangent de souplesse modifié de la

zone cohésive (matrice) ;

: matrice de projection des inconnues nodales

sur la discontinuité ;

: vecteur contenant les fonctions de forme de

I’élément ;

: matrice pour le calcul de w en un point;

: matrice pour le calcul de € en un point;

: matrice pour le calcul de Ju] en un point;

: matrice pour le calcul de o® et ¢ en un point;

: matrice pour le calcul de Z en un point.

Algorithme de Newton

I

: piquet de temps courant ;
: valeur d’une variable au piquet de temps I ;
: itération courante;

: valeur d’une variable a l’itération ¢ du pas
de temps courant.
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Espaces et ensembles

Q N

g

QM

. espace des champs de vecteurs déplacements

continus et réguliers définis sur 2 ;

: espace des champs de vecteurs contraintes cohé-

sives continus et réguliers définis sur I ;

: espace des champs de variables régularisées

continus et réguliers définis sur 2 ;

: ensemble des vecteurs colonnes de la taille de U ;

: ensemble des vecteurs colonnes de la taille de X

et Z;

. ensemble des vecteurs colonnes de la taille de Z.
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Energies, puissances, entropies

Volumique | Surfacique | Globale | Discontinuité Grandeur
& (&)s énergie totale
E énergie potentielle
pe e Eint (Eint)s énergie interne
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@2 2 g énergie dissipée thermiquement
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E énergie de surface
Wint travail des efforts intérieurs
Wewt travail des efforts extérieurs
K énergie cinétique
Pint puissance des efforts intérieurs
Peost puissance des efforts extérieurs
P, puissance des quantités d’accélération




Premiere partie

Les modélisations de la rupture






Introduction

Le phénoméne de rupture On considére une
éprouvette rectangulaire soumise a un chargement de
traction jusqu’a sa rupture. L’éprouvette comprend
déja un certain nombre de micro-fissures avant le dé-
but du chargement (figure 2).

|

Fic. 2 - Eprouvette avant le chargement

{ = F |

F1G. 3 — Propagation des micro-fissures

Apres avoir atteint un certain niveau de chargement,
les micro-fissures se propagent (figure 3) jusqu’a ce que
certaines coalescent dans une zone de plus grandes dé-
formations appelée zone de localisation (figure 4).

|

F1G. 4 — Formation d’une zone de localisation

L’éprouvette est complétement rompue lorsqu’une fis-
sure macroscopique traverse 1’éprouvette au niveau de
la zone de localisation (figure 5).

F1G. 5 — Rupture de ’éprouvette

Dans cet exemple, et pour beaucoup de problemes de
rupture, on peut distinguer trois zones selon leur degré
d’endommagement :

— la zone d’endommagement diffus;

— la zone d’endommagement localisé;

— La surface fissurée.

Dans la zone d’endommagement diffus, les défauts se
développent indépendamment de leurs voisins. La zone
d’endommagement localisé se forme lorsque certains dé-
fauts interagissent pour former un plus gros défaut qui
prend le dessus sur les autres et conduit a la rupture
totale de I’éprouvette.

Remarque : la rupture de la structure est ici initiée par
la micro-fissuration mais pourrait aussi étre amorcée
par d’autres phénomenes tels que des micro-retassures,
inclusions, joins de grains, stries de fatigue ...

Objectif Cette premiere partie, qui est essentielle-
ment bibliographique (& l'exception du dernier cha-
pitre sur le modele a double endommagement), donne
un apergu des modeles et techniques disponibles pour
I’étude de la rupture afin de sélectionner pour la suite de
I’étude des modeles capables de modéliser le processus
de rupture dans sa globalité.

Plan de la partie Dans le premier chapitre, on com-
mence par se donner, en se basant sur les travaux exis-
tants :
— un cadre thermodynamique commun pour les mo-
deles continus et discontinus;
— une définition de la stabilité et des criteres la ca-
ractérisant ;
— un critére pour l'initiation et un critere pour la pro-
pagation des discontinuités dans le matériau.

Dans le deuxieme chapitre, on présente successive-
ment les modeles d’endommagement, les modeles de
plasticité, les modeles cohésifs et le modele de Griffith.
Dans le chapitre suivant, une étude de la stabilité est
utilisée pour identifier les domaines de validité de ces
modeles, ce qui conduit a étudier la notion de limiteur
de localisation dans le chapitre 4. Un modele développé
pendant la these et comportant deux variables d’en-
dommagement est finalement présenté dans le chapitre
5. Dans un chapitre de bilan, deux familles de modeles
permettant de modéliser les phases diffuses et localisées
de la rupture sont sélectionnées pour la suite de 1’étude.



Chap. 1

Outils pour I’étude de la rupture

1.1 Variables mécaniques

1.1.1 Partie continue

On considere un domaine € de contour I'. La cinéma-
tique de ce domaine est décrite par le champ de dépla-
cements u. Le tenseur des déformations infinitésimales
¢ est calculé grace & opérateur gradient symétrisé V° :

(1.1)

Le tenseur des contraintes o est défini & partir de
Iexpression de la puissance des efforts intérieurs d’un
champ virtuel du* :

[y

= ¥ (u).

de*
int (du”) = —/ g:—-d, Vdu*e F, (1.2)
Q

F étant I'espace des champs de déplacements continus
et réguliers définis sur €2, et ¢* la déformation associée
A u*. Les efforts extérieurs F sont définis de telle sorte
que la puissance des efforts extérieurs s’écrive, sans te-
nir compte d’une distribution volumique d’efforts exté-
rieurs,

') = [ Fodutas, vdwerF. (13)
N

Pour un probleme de statique, le principe des puissances
virtuelles s’écrit
z*nt(dg*) + :xt(d@*) =0, Vdu' € F. (14)
Le choix de certains champs virtuels particuliers per-
met d’obtenir les équations locales d’admissibilité sta-
tique :

g = gT, sur €2,
V(g) =0, sur €, (1.6)
an=1F, sur I's,

V étant 'opérateur divergence, n la normale extérieure
au contour I', et F'; les efforts surfaciques appliqués sur
I's. L’admissibilité cinématique s’écrit

(1.8)

U= Uy, sur I'y,

u, étant le champ de déplacement imposé sur I';.

1.1.2 Discontinuité

Saut de déplacement Dans cette section, le do-
maine comporte une surface de discontinuité I'y; de géo-
métrie réguliere. Une orientation est donnée a la fissure
en prolongeant la définition de n sur I's de telle sorte
que n soit normal au plan tangent a I's en tout point de
la discontinuité. Ceci permet de définir les bords supé-
rieurs et inférieurs de la fissure notés respectivement I';"
et ', (voir figure 1.1). Le saut de déplacement [u] est
défini sur I's comme étant la différence du déplacement
ut sur le bord supérieur et du déplacement u~ sur le
bord inférieur :

[u = u*—u™, (1.9)

sur [s.

F1G. 1.1 — Discontinuité et saut de déplacement

n est complété de deux vecteurs t et b permettant de
définir en chaque point M de I'; un repere orthonormal
direct Ry = (Mg, n,t,b). Les composantes de [u]] dans
R, sont notées [u],,, [ul,, et [u], :

[u] = [ull, »+ [u], t + [u], b (1.10)
Contrainte cohésive et équations d’équilibre
On note G 'ensemble des champs continus définis sur
I's. Le principe des puissances virtuelles appliqué a la
discontinuité s’écrit

'L*nt(d[[g]]*) + :xt(d[[@]]*) = 07

On définit le vecteur des contraintes cohésives o° tel
que

Vd[u]*eg. (1.11)

Zm(d[[g]]*)z—/F gs.d[[i]]*drs, Vdu]"€G. (1.12)

s

Les composantes de ¢ dans R, sont notées o, o et
o}

(1.13)



1.2 Etude thermodynamique

P, peut s’exprimer en fonction des contraintes du ma-

tériau aux bords de la fissure de la maniere suivante :

Pratant) = [ (

_ du*~

(1.14)

o+
+.n.dg
ot

_|_

IS}
IS}

avec o le tenseur des contraintes sur I'J et o~ le ten-
seur des contraintes sur I'; . L’expression 1.11 peut donc

s’écrire
—/ oo M (1.15)
LTt
+/( Ty ar, = 0 (1.16)
or.n. — o .n. s = 0. .
nE TG T Ty

En choisissant un champ de déplacement virtuel tel
que v*t = u*~, et donc Ju]* = 0, cette équation de-
vient

du*t
/ (et— g ).n.=—dr, = 0, (1.17)
T, - - dt
ce qui permet d’écrire
ctn=g".n (1.18)

L’équation 1.16 devient, pour un champ virtuel quel-
conque, en tenant compte de 1.18,

dllu]® dllu]®
—| o T, +op g, = 1.1
/FSG = d.+/rgﬁ p dl'y =0, (1.19)

ce qui permet d’écrire

o*=cgtn=0"n.

(1.20)
Ces équations garantissent 1’équilibre de la structure
au voisinage de la zone cohésive. Les composantes du

tenseur des contraintes ¢ sont notées dans R

Onn  Ont Onb

g = Ott Oth s (121)
Sy Obb ).
donc 1’équilibre peut aussi s’écrire
s + -
O Onn Onn
o =| on =| on (1.22)
S
gy R, Onb R, Onb R

1.2 Etude thermodynamique

On utilise pour la partie continue du do-
maine le cadre thermodynamique défini dans
[Lemaitre et Chaboche, 1988], et pour la partie
discontinue un cadre thermodynamique similaire
défini dans [Gurtin, 1979]. Ceci permet d’obtenir une
description thermodynamique similaire pour la partie
continue et la partie discontinue du domaine.
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1.2.1 Partie continue

Une expression locale du premier principe de la
thermodynamique est, sans tenir compte d’éventuelles
sources de chaleur,

(1.23)

avec p la masse volumique, V l'opérateur divergence,
e la densité massique d’énergie interne, et g le vecteur
courant de chaleur. La forme locale du second principe
de la thermodynamique est

ds q

i v/
Pa VG
avec s I’entropie massique et T' la température. Les ex-
pressions 1.23 et 1.24 permettent d’obtenir l'inégalité
de Clausius-Duhem :

) >0, (1.24)

V(T) >0, (1.25)
avec V lopérateur gradient, et 1 1’énergie libre mas-
sique définie par

Y =e—Ts. (1.26)
A partir de I'inégalité de Clausius-Duhem (équation

1.25), on peut obtenir les expressions suivantes des

forces associées (voir [Lemaitre et Chaboche, 1988]) :

0
g= p%, (1.27)
_ %

L’énergie dissipée volumique est notée ¢ et la dissipa-

tion volumique (%) est égale, par définition, &

d¢ dSi
— =pT —, 1.29
at ~ "7 dt (1.29)
avec s; l'entropie interne massique. A partir de cette
définition, il est possible de montrer que le terme de
gauche de I'inégalité de Clausius-Duhem 1.25 est égal a
la dissipation volumique, soit

d¢ _
dt

dT @ de

—p(s%Jr dt)Jrg:d—?f V(). (1.30)

ES

On sépare habituellement I’énergie dissipée en un terme
¢! intrinséque volumique et un terme ¢ thermique dé-
finis comme suit :

Aot aT  di de

o Pt ey (131)
dg? q

— =~ 7-¥(T). (1.32)

Le potentiel d’énergie libre massique est ensuite dé-
composé en un terme ¢ ne dépendant que de la dé-
formation et de variables internes notées vy, et en un
terme ! ne dépendant que de la température :

Ulg,ve, T) = ¥°(g, ve) + ' (T). (1.33)
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L’entropie volumique vérifie donc

5] dit
s = 8;/}“ dﬁ (1.34)

Par conséquent,

dyt = —sdT, (1.35)

ce qui permet de simplifier ’expression de 'incrément
d’énergie dissipée intrinseque volumique en

d¢' = —pdy®+ o :de. (1.36)

En définissant les forces A; associées aux variables in-
ternes vy, par

oY
3’Uk ’

Ay = (1.37)
on peut obtenir I’expression suivante d’un incrément
d’énergie dissipée intrinseque :

do' = o d[u]’ -

A;c dvk. (138)

1.2.2 Discontinuité

Premier principe Le premier principe de la thermo-
dynamique appliqué a la zone surfacique I'y s’écrit

d(gint)s _ dQs
T r

= Pes 1.39
dt K (1.39)

avec (Eint)s I'énergie interne totale de la discontinuité et
Qs la chaleur regue par la discontinuité. Cette équation
s’écrit en fonction des grandeurs locales

d _ [ s dlu]
dt/rsesdl"s—/rsa. ki

—/FS (¢"n+q.(—

avec e, 1'énergie interne surfacique, ¢ et ¢~ les vecteurs
courant de chaleur sur les bords supérieurs et inférieurs
de la discontinuité. En définissant le saut du vecteur
flux de chaleur par

n))dly, (1.40)

[a] =a"—a", (1.41)
I’expression locale du premier principe devient

deg dfu

o g (1.42)

Second principe Le second principe de la thermo-
dynamique appliqué a la zone cohésive s’écrit

d [[(I]]
T
T ss d

dt/ (51)sdls, (1.43)

avec s; lentropie surfacique et (s;)s la production in-
terne d’entropie surfacique, soit en fonction des gran-
deurs locales,

dsg [q].n

- q d(si)s
T + T (1.44)

1 - Outils pour I’étude de la rupture

La dissipation d’énergie surfacique de la zone cohésive
est définie par

dos d(s;i)s
=T .
dt dt

(1.45)

En multipliant I’équation 1.44 par la température, on
obtient donc I'expression suivante de la dissipation sur-
facique :

dps dsg

(1.46)

Energie dissipée surfacique A partir des expres-
sions locales du premier et du second principe de la
thermodynamique, on peut obtenir une expression de
I’énergie dissipée surfacique. Pour cela, on commence
par ajouter les deux équations locales 1.42 et 1.46 pour
obtenir sous forme incrémentale

dos = o®.d[u] — des + T dss. (1.47)
En faisant apparaitre 1’énergie libre surfacique v, défi-
nie par
ws = €5

_Tssa (148)

on obtient D’expression recherchée de la dissipation
d’énergie :

dos = o®.d[u]] — dips — s5dT. (1.49)
On peut remarquer qu’il n’y a pas de terme associé au
gradient de température dans la zone cohésive. Il n’y a
donc pas de dissipation thermique surfacique, et 1’éner-
gie dissipée surfacique ¢, est égale & 1’énergie dissipée
surfacique intrinseque ¢! de la zone cohésive (¢ = p?l).

Potentiel thermodynamique Le saut de déplace-
ment est décomposé en une partie élastique u]“ et une
partie plastique [u]” :

[ul = [u]®+ [u]”

On choisit d’utiliser un potentiel énergie libre ¥, dé-
pendant du saut de déplacement élastique [u]®, de la
température T, et de variables internes notées wy, :

s = s ([u] T, wy).

(1.50)

(1.51)

Comme pour la partie continue, on suppose que ce po-
tentiel se décompose en une partie ¢¢ ne dépendant
que du saut de déplacement élastique et des variables
internes, et une partie )¢ ne dépendant que de la tem-
pérature :

= Pg ([l wi) + V(D).

On nomme By, les forces associées aux variables internes
wy, Soit par définition :

s

8wk '

(1.52)

By = (1.53)
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L’incrément élémentaire d’énergie libre surfacique peut
donc s’écrire

_ Oy e, 0%

En introduisant les équations 1.50 et 1.54 dans 1.49, on
obtient I’expression suivante d’un incrément d’énergie
dissipée intrinseque :

_ a¢§ ull
8[[@]]6 ) : d[[f]]

ot
~( oT

dos = o®.d[u]”+ (¢®

+85) dT — By, dwy,.  (1.55)

Cette équation devant étre vérifiée pour toute transfor-
mation, on a

s OYg
o = 8[[2]]67 (156)
Ss = _%i;ts (157)

Ces deux équations permettent d’obtenir les expressions
suivantes d’un incrément d’énergie dissipée :

dgs = o”.d[u] — dys,
dos = o°.d[[u]]’ — By dwy.

(1.58)
(1.59)

1.2.3 Energie totale

Premiere expression L’intégration des équations
1.36 et 1.58 sur Q et I'y donne I’équation globale sui-
vante :

d®t = —dV°— AWy, (1.60)
avec ®! ’énergie dissipée intrinseque totale, € la partie
élastique de I’énergie libre total, et Wi, le travail des
efforts intérieurs. En utilisant le théoreme de ’énergie
cinétique, on peut en déduire ’équation incrémentale
suivante :

dU° + dK — dWeyy + dO* = 0, (1.61)
avec K 'énergie cinétique de la structure et We,s le
travail des efforts extérieurs. A partir de cette équation,
on définit I’énergie totale &, ayant la propriété de rester
constante au cours du temps, et vérifiant
E =V + K — Wey + 0L (1.62)
Remarques :

— si la transformation est isotherme, I'énergie libre
thermique ¥* n’a plus besoin d’étre définie ; 1a dissi-
pation thermique est donc nulle et la dissipation in-
trinseque est égale a la dissipation totale (¢! =®).
L’énergie totale s’écrit alors

E =V 4+ K -Wopy + 0 ; (1.63)
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— on trouve parfois la définition suivante de 1’énergie
totale (par exemple dans [Germain, 1973] p.87) :

& = Eint + K, (1.64)

Eint étant énergie interne totale de la structure.
Cette définition garantit que 1’énergie totale d’un
systeme isolé mécaniquement et thermiquement
reste constante au cours du temps. Si le systeme
n’est pas isolé mécaniquement ou thermiquement,
il faut rajouter des termes pour assurer la conserva-
tion de I’énergie totale, ce qui explique la présence
de termes supplémentaires dans les équations 1.62
et 1.63.

Deuxieme expression Une autre expression de
I’énergie totale peut étre obtenue a partir du théoreme
de I’énergie cinétique s’écrivant

dK
Pint + Pezt = 3, (165)
dt
En intégrant cette équation sur le temps, on obtient

P’expression suivante de ’énergie totale :

5t == _Wint + K - Wemt' (166)

1.3 Stabilité

1.3.1 Définition

L’étude de la stabilité a fait 'objet de nombreux tra-
vaux. Pour une revue complete, on peut se reporter a
[van der Heijden, 2009] pour la stabilité des matériaux
élastiques, et & [Nguyen, 1999] pour la stabilité des ma-
tériaux non-linéaires. Pour ce travail, la stabilité est
définie de la maniere suivante :

Un systeme est stable s’il ne peut pas évoluer
de lui méme vers un autre état que son état
actuel.

Energie potentielle On définit ’énergie potentielle
& de telle sorte que ’énergie totale s’écrive
& =E+ K. (1.67)

En utilisant 'expression 1.62 de I’énergie totale, on a
donc

E =T W, + 0L (1.68)
et en utilisant ’équation 1.66, on obtient
E = —Wint — Weust- (1.69)

On étudie la stabilité d’un champ de déplacement u”
(champ de référence) solution du probléme. Sur un voi-
sinage de u”, £ est écrit comme une fonction du champ
de déplacement wu.

Remarque : ’énergie potentielle £ n’est pas une fonc-
tion de u mais on suppose qu’elle est une fonction de du
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sur un voisinage de u". Cette hypothese est contestable
d’un point de vue mathématique, mais nous semble cré-
dible pour tout probléme pouvant étre traité de maniere
incrémentale.

Théoréme de ’énergie potentielle On considere
un champ u” tel que £(u") soit un minimum local strict
de E(u). A un instant ¢, on se place dans cette posi-
tion avec un champ de vitesse nul (et donc une éner-
gie cinétique nulle). Si la structure s’écarte de sa po-
sition initiale, il y a augmentation de £(u) (qui était
auparavant dans sa configuration minimale). Puisque
I’énergie totale & reste constante au cours du temps,
cette augmentation de £(u) s’accompagne d’une dimi-
nution de I'énergie cinétique K. Celle-ci étant initia-
lement nulle et par définition positive, tout mouve-
ment est impossible et la position est nécessairement
stable. Une position minimisant £ constitue donc un
équilibre stable de la structure, ce qui redémontre pour
I'exemple traité le théoréme de Lejeune-Dirichlet (voir
par exemple [Mandel, 1966]).

1.3.2 Ciritéres

Les criteres de stabilité utilisés sont approximative-
ment les mémes que dans [Charlotte et al., 2006]. Le
critere de stabilité présenté ci-dessous correspond au
critere de stabilité locale avec la terminologie de cet
article, une différence étant que le probléme est ici sup-
posé dissipatif.

Un premier critére On définit espace F,. des
champs de vecteurs continus, réguliers et cinématique-
ment admissibles sur 2. Un champ «" solution du pro-
bleme a un instant donné est stable si il existe une boule
de rayon r, centrée sur u'; a 'intérieur de laquelle I’éner-
gie potentielle est strictement supérieure & £(u") :

I3r>0 / YueF,

lu—u"||<r = &) <&W). (1.70)
La norme utilisée peut étre définie de la maniere sui-

vante :

1 1
Il = ey Ik d® + e [0l
(1.71)

vol étant la fonction donnant le volume d’un domaine
volumique, surf la fonction donnant la surface d’un do-
maine surfacique, et || . |2 désignant la norme 2 d’un
tenseur en un point :

[l = v/ [u]-[u], (1.72)
lell, = vETE (1.73)

1 - Outils pour I’étude de la rupture

Stabilité directionnelle La stabilité directionnelle
est testée en comparant ’énergie potentielle de la posi-
tion de référence avec celle de tous les champs voisins
écrits sous la forme

u=u"+huv, v € Fo, heRT, (1.74)

Fo étant un espace de champs de déplacements conti-
nus, réguliers, et cinématiquement admissibles a 0. La
décomposition de Taylor a I'ordre n de ’énergie poten-
tielle £ s’écrit

Ew) = Eo(u) +hE()+ - Eale) -+ - Ea(w)
(1.75)
£lv) = 52 (1.76)

Pour montrer qu’une position est stable, il suffit de
montrer que I'un des criteres suivants est vrai :

— stabilité d’ordre 0 :

Eo(v) > E(u’), VveF, (1.77)
— stabilité d’ordre 1 :

Eo(v) =€), (1.78)

gl(Q) > 0, Vv € Fo, (179)
— stabilité d’ordre 2 :

Eo(v) = E(u’), (1.80)

&(v) =0, (1.81)

52(@) > 0, YvéeF. (182)

Ces criteres de stabilité peuvent se généraliser pour un
ordre n quelconque :

— stabilité d’ordre n :

Eo(v) = E(uf), (1.83)
Ex(v) =0, Vkell,n-1], (1.84)
En(v) > 0, Vv eF. (1.85)

Pour déterminer si une position est stable, on com-
mence par étudier le critere de stabilité d’ordre 0. On
peut alors différencier 3 cas :

- si & (v) > E(u"), le critere de stabilité est vérifié, il
n’est pas nécessaire de tester les criteres de stabilité
d’ordres supérieurs : la position est stable;

— si &(v) < E(u"), le critere de stabilité n’est pas vé-
rifié, et tous les criteres d’ordres supérieurs ne sont
pas vérifiés non plus a cause de la condition néces-
saire & (v) = E(u"). La position est donc instable ;

—si &(v) = E(u"), on ne peut conclure ni sur la
stabilité ni sur 'instabilité de la position. Dans ce
cas, il faut tester la stabilité d’ordre 1, pour laquelle
on retrouve 3 cas dont un nécessitera de tester la
stabilité d’ordre 2, et ainsi de suite jusqu’a ce que
I’on puisse déterminer si la position est stable ou
non.
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Cette méthode de recherche de la stabilité est résumée
sur la figure 1.2.

stabilité ?

l

|

stabilité d’ordre 2

|

Sg“_':|<0

|

stabilité d’ordre 0 I

S | Ealu)>E(u") Eolu)< E(u")
l Eo(v)=0 N
T s
A <—| stabilité d’ordre 1 |—' T

Ei(v)>0 E(v)<0

B E(w)=0 A
L B
E L
E

Ealv) >

v E(w)=0
\

F1G. 1.2 — Procédure de détermination de la stabilité

Remarque : si une position est directionnellement
stable dans toutes les directions, alors elle est stable.
A I’inverse, pour qu’une position soit instable, il suffit
qu’il existe une direction telle que la stabilité direction-
nelle ne soit pas vérifiée.

Exemple : la figure 1.3 représente 1’énergie potentielle
au voisinage de la position d’équilibre dans deux direc-
tions. L’équilibre est directionnellement stable dans la
direction v; et instable dans la direction v,, ce qui rend
la position d’équilibre instable.

Fic. 1.3 — Exemple de position instable

1.3.3 Cas d’une énergie potentielle ré-
guliere

Fonction C°
s’écrit

Si £(u) est de classe C°, la continuité

lim E(u"+hv) = E(u),

Jim heRY veF. (1.86)

Le critere de stabilité d’ordre O est alors indéterminé
car

Eo(v) = EW"), YveF. (1.87)
La continuité de £(u) impose donc d’étudier les criteres
de stabilité d’ordres supérieurs.
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Fonction C?
tielle est C!,

Si en plus d’étre C°, 1’énergie poten-

E(u+hv) OF

’llli% - = %(g), VveF. (1.88)
On a donc
&1(v) = =& (-v), Y v € Fo, (1.89)

et une position stable doit vérifier simultanément

&i(v) >0, Vv e Fo,

—&1(v) >0, VoveF.

Y

(1.90)
(1.91)

On obtient donc la condition nécessaire de stabilité sui-
vante :

&Ei1(v) = 0. (1.92)
En utilisant la définition 1.68 de I’énergie potentielle,
cette condition peut s’écrire

() — (Weat) () + @} (0) = 0. (1.93)
Il est également possible d’utiliser la définition 1.69 de
I’énergie potentielle pour obtenir
- (Wint)l(y) - (Wext)l(y> =0. (].94)
Si I'énergie potentielle est C!, la position ne peut donc
étre stable que si le critere de stabilité d’ordre 1 est
indéterminé.

Lien avec 1’équilibre On veut montrer qu’il existe
un lien entre la condition nécessaire de stabilité 1.92 et
I’équilibre de la structure. Si le champ u vérifie I’équa-
tion 1.74 sur un voisinage de 'instant ¢, alors
du = dhwv. (1.95)

Si I’équilibre de la structure est vérifié, le principe des
puissances virtuelles appliqué au champ v s’écrit

,Pz?knt(y) + P:;ct(ﬂ) =0, Vv e Fy, (196)
soit encore,
(Wint)l(y) + (Wea:t)l(y) = 0, ‘v’y S ]:0. (197)

La condition nécessaire de stabilité écrite sous la forme
donnée par I’équation 1.94 est donc satisfaite, et le cri-
tere de stabilité d’ordre 1 est indéterminé. Si I’énergie
potentielle est de classe C!, il sera donc nécessaire de
tester la stabilité au moins jusqu’a l'ordre 2.

1.4 Naissance et propagation de
discontinuités
On donne dans cette section un critere pour 'initia-

tion d’une fissure dans un matériau sain et un critére
pour la propagation d’une fissure déja initiée.
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Initiation On définit le critere d’initiation d’une dis-
continuité de la maniere suivante :

Une discontinuité est initiée s’il existe un état
fissuré plus stable (de moindre énergie poten-
tielle) que 1’état non fissuré le plus stable.

Le champ de déplacement de la position de référence
non fissurée est noté v”. Si aucune discontinuité ne s’ini-
tie dans le matériau, la condition de stabilité s’écrit

dr>0 / YueF,

lu—u"]|<r = &EW)<&wW). (1.98)

On définit l'espace F. des champs continus, régu-
liers, et cinématiquement admissibles définis sur tout
domaine €’ pouvant présenter une surface de disconti-
nuité. L’énergie potentielle £ des champs appartenant
a F, et voisins de u” est calculée. La condition de non

initiation d’une discontinuité est

Ir>0 / YueF,

Jlu—u"|<r = E@)<&(w). (1.99)

Le domaine 2 et un domaine €’ sont représentés sur la
figure 1.4.

Ig
Q j\‘ QI

F1G. 1.4 — Domaine avant et apres 'initiation

Propagation On définit le critere de propagation sui-
vant :

Il y a propagation s’il existe un état avec aug-
mentation de la taille de la discontinuité plus
stable que I’état le plus stable sans augmenta-
tion de la taille de la discontinuité.

On suppose qu’a U'instant ¢, le domaine €2 est traversé
par une discontinuité T's (qui n’est pas incluse dans Q).
F. représente toujours ’espace des champs de dépla-
cements continus, réguliers, et cinématiquement admis-
sibles définis sur 2. On cherche a déterminer si la posi-
tion d’équilibre représentée par le champ u” vérifiant

I3r>0 / YueF,

lu—u||<r = &E@W)<&w), (1.100)
est bien la position la plus stable ou s’il existe une po-
sition plus stable pour laquelle la discontinuité se se-
rait propagée. On définit ’espace F. des champs conti-
nus, réguliers, et cinématiquement admissibles définis
sur tout domaine €)' pouvant étre coupé par une sur-

face de discontinuité I", prolongeant I's et n’étant pas

1 - Outils pour I’étude de la rupture

incluse dans Q. La condition de non propagation de la
discontinuité est

Ir>0 / VueF,

lu—u"|| <r = &E@")<EW). (1.101)

F1G. 1.5 — Domaine avant et aprés la propagation

Remarques :

— d’apres [Charlotte et al., 2000], ce type de critéres
peut étre vu comme une généralisation de la théorie
de Griffith car on ne précise pas a priori de quelle
maniere la présence de la discontinuité va modifier
I’énergie potentielle ;

— pour introduire la théorie de Griffith, on considere
plus simplement que I’énergie potentielle est une
fonction de laire A de la discontinuité.



Chap. 2

Modeles de rupture

2.1 Modéles continus

2.1.1 Modele d’endommagement

Surface utile Dans [Lemaitre et Chaboche, 1988],
I’endommagement est représenté comme la conséquence
d’une diminution de la section utile d’'un Volume Elé-
mentaire Représentatif (VER) du matériau. On note S
la section d’'un VER sain et S, la section utile d’un vo-
lume élémentaire endommagé (voir figure 2.1) représen-
tant la surface de matériau non dégradé dans le VER.

] surface: S
[] surface utile : S,

£
/L

Volume Elémentaire
Représentatif

F1G. 2.1 — Section utile d’un VER endommagé

Variable d’endommagement La variable d’en-
dommagement D représente la diminution de la section
utile par rapport a la section totale en un point de la
structure, donc

Su
D=1-—. 2.1
S (2.1)

L’endommagement est dit isotrope si D ne dépend
pas de 'orientation de la surface de coupure du volume
élémentaire, et anisotrope dans le cas contraire. On s’in-
téresse par la suite uniquement aux modeles d’endom-
magement isotropes.

Opérateur de Hooke On applique un effort F' sur
un volume élémentaire pour voir l'effet d’'une diminu-
tion de la section utile sur le comportement mécanique
global du VER. La figure 2.2 montre a gauche un VER
endommagé avec une coupure dans la direction n et a
droite un VER homogene sensé avoir le méme compor-
tement mécanique que le VER endommagé.

LI
| Y] I
gy L1
AR _
/
Sl{

Fic. 2.2 - VER endommagement et matériau continu
équivalent

La contrainte effective g est par définition la
contrainte sur la surface utile du VER endommagé.
Pour un endommagement isotrope, on a

F

S:u’ Vnel,

IS

n =

(2.2)

71 étant 'ensemble des tenseurs d’ordre 1. La contrainte
s’appliquant sur le VER homogene équivalent doit vé-
rifier

F
ag.n=-=3, VneT. (2.3)
= S
On a donc
s-Fz 24
g=(1-D)g, 2.5)
g=(1-D)K:¢, 2.6)

avec {.( le tenseur de Hooke du matériau sain. Le tenseur

de Hooke effectif du matériau endommagé est noté I;(

et vérifie
[O( = (1—D)IO(. (2.7)

Potentiel thermodynamique L’énergie libre du
modele d’endommagement étudié dépend de la défor-
mation ¢, de 'endommagement D, et de 6 représentant
lécart & la température de référence :

¥ =g, D,0). (2.8)
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L’énergie libre massique ¢ s’écrit

== (1-D)(e—k0L,):K

_ 2
2 (e—kOL)+CH?,

(2.9)

p étant la masse volumique, k le coefficient de dilata-
tion thermique, [, le tenseur identité d’ordre 2, et C
la chaleur spe(nﬁque du matériau. Pour rentrer dans
le cadre énergétique défini dans le chapitre précédent,
cette expression de I’énergie libre massique doit pouvoir
se mettre sous la forme donnée par I’équation 1.33, soit
ici

Y = ¥°(g, D) +¢'(0).

Cette décomposition est possible si la constante k est
nulle, donc si la dilatation thermique du matériau est
négligée. Le potentiel énergie libre massique s’écrit alors

1

(2.10)

Y= 3, (1-D)e: K: e+ Co (2.11)
ce qui donne les valeurs de g et s suivantes :
o= (1-D)K:e, (2.12)
s = —2g9. (2.13)
p
Remarque : on retrouve bien I'expression 2.6 de la
contrainte.

Dissipation intrinséque Le taux de restitution de
densité d’énergie élastique Y est défini par

%
PoD

En utilisant I’expression 2.11 du potentiel énergie libre,
on obtient

Y = (2.14)

1
Y:_§§:[o(:§’ (2.15)
et le calcul de la dissipation intrinseque donne
d¢* = —YdD. (2.16)

Modele exponentiel On utilise ici un modele ob-
tenu en simplifiant le modele d’endommagement iso-
trope de Mazars [Mazars, 1984], qui fut initialement dé-
veloppé pour modéliser le comportement du béton, et
est utilisé plus généralement pour les matériaux quasi-
fragiles. On appelle €1, 2, et €3 les déformations prin-
cipales obtenues dans la base principale R,

€1 0 0
g = 0 135} 0 (2.17)
0 0 £3

Rp

On note 51 , 52 , et 53 les parties positives de ces défor-
mations principales :

el = (&), viell, 3] (2.18)

2 - Modeles de rupture

La déformation équivalente de Mazars e., (voir
[Mazars, 1984]) est définie par
€eq = \/ (ef)"+ (e9) s (5§r)2. (2.19)

L’endommagement débute lorsque la déformation
équivalente €., atteint le seuil ¢y. La surface seuil d’ini-
tiation de ’endommagement correspondante est repré-
sentée dans la base principale sur la figure 2.3.

F1G. 2.3 — Surface seuil d’endommagement de Mazars

La déformation équivalente est nulle pour une sol-
licitation de compression isotrope et non nulle pour
une sollicitation de traction isotrope. Cette dissymétrie
traduit le fait que le béton résiste mieux en compres-
sion qu’en traction. ’endommagement étant un phéno-
mene irréversible, la variable D ne peut qu’augmenter
au cours du temps. L’endommagement est donc calculé
a partir d’une variable de mémoire s égale au maximum
de .4 au cours du temps :

K= mtax(eeq). (2.20)

La loi donnant D en fonction de x et des parametres
du matériau doit ensuite étre définie. On utilise la loi
simplifiée
D=1 L (2.21)

exp(A (k—eo))’ ’

gp et A étant les deux parametres du matériau. La
loi d’endommagement du modele de Mazars comprend
plus de parametres et distingue 'endommagement de
traction simple (correspondant & un essai de traction
unidirectionnel) et 'endommagement de compression
simple (correspondant & un essai de compression uni-
directionnel). Le modele exponentiel défini dans cette
section ne peut étre utilisé que pour des chargements
de traction.

2.1.2 Les modeles élasto-plastiques en-
dommageables

Pour prendre en compte la présence de contraintes
résiduelles dans le matériau apres une décharge, on peut
rajouter de la plasticité dans le modele.

Comportement mécanique On suppose que le ten-
seur des déformations £ se décompose en une partie
élastique ¢ et une partie plastique &P :

=t P, (2.22)

[



2.2 Modeles discontinus

La déformation élastique se substitue alors a la défor-
mation dans le calcul du tenseur des contraintes :

o=(1-D)K:&" (2.23)

Potentiel thermodynamique On suppose que le
potentiel énergie libre 1 peut se décomposer en un
terme "¢ correspondant au comportement macrosco-
pique du matériau et un terme ¥™¥ correspondant a
I’énergie stockée dans la microstructure :

Y = Y™ D, 0) + " (vy), (2.24)
avec,
1
p™ (e D, 0) = 3 (1-D)g*: Ié’ g+ Co%  (2.25)
ce qui donne les valeurs de g et s suivantes :
o .
g=ﬂag = (1-D)K:g (2.26)
oY C
-2 = _9279¢. 2.2
s 5T 5 (2.27)
Les variables associées a D et vy, sont Y et Ay, :
o
Y =p— 2.28
P o (2.28)
oY
A, =p—. 2.29
E=P g (2.29)

Domaine d’élasticité La contrainte effective & vé-
rifie désormais

(2.30)

Le domaine d’élasticité est décrit par la fonction seuil
f(a, vk, D) telle que tout état de contrainte admissible
vérifie

f(g, v, D) < 0. (2.31)

2.2 Modeles discontinus

Dans cette partie, les zones cohésives sont introduites
a partir des modeles de fissuration diffuse, comme cela
est fait dans [Broberg, 1999]; puis la théorie énergé-
tique de Griffith est présentée.

2.2.1 Modeles cohésifs

Les modeles cohésifs ont été introduits par Baren-
blatt [Barenblatt, 1959, Barenblatt, 1962] et Dugdale
[Dugdale, 1960]. L ’objectif de Barenblatt était de tenir
compte des efforts inter-atomiques de cohésion entre les
deux bords de la fissure au voisinage de la pointe pour
un matériau fragile afin d’obtenir un profil de fissura-
tion plus réaliste au voisinage de la pointe (bout pointu
et non arrondi). Dugdale a lui utilisé une zone cohésive
pour prendre en compte la zone plastique entourant la
pointe de la fissure.
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Introduction Les modeles de fissuration diffuse
(smeared crack en anglais), aussi appelés modeles crack
band [Bazant et Oh, 1983], sont basés sur I'hypothese
qu’il existe une bande homogene de largeur constante
h a lintérieur de laquelle ont lieu les phénomenes dissi-
patifs liés & la rupture. Un modele de fissuration diffuse
sollicité en mode I est représenté sur la figure 2.4 ou la
contrainte normale & la bande est notée o° et ’allonge-
ment d’ouverture de la bande est noté 4. On distingue
une premiere phase ou le matériau se déforme de ma-
niere élastique comme le reste de la structure, et une
deuxieme phase adoucissante ou la bande se rompt pro-
gressivement. Une loi de comportement possible pour
un modele de fissuration diffuse est également présen-
tée sur la figure 2.4.

F1G. 2.4 — Modele de fissuration diffuse

Si la longueur de la bande est grande devant sa lar-
geur, on peut considérer qu’il s’agit d’une zone surfa-
cique, on obtient alors un modele cohésif. Le fait de
supprimer l'épaisseur de la zone dissipative fait qu’il
n’y a plus d’énergie libre dans cette zone avant l'ini-
tiation de la fissure, la rigidité de la zone cohésive doit
donc étre infinie tant que la zone cohésive n’est pas ini-
tiée, comme cela est représenté sur la figure 2.5. Par
contre, d’apres [Bazant et Oh, 1983], I’énergie dissipée
doit étre la méme dans la zone cohésive que dans le
modele de fissuration diffuse pris pour référence.

Fic. 2.5 — Modele de zone cohésive
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Décomposition du saut de déplacement Le saut
de déplacement [u] est décomposé en une partie plas-
tique Ju]” et une partie élastique [u]“ :

[ul = [u]”+ [u]”

Le saut de déplacement [Ju]® est lui-méme décomposé
en une partie normale [u]’ et une partie tangentielle

[w] :

(2.32)

[u] = [ul;, + [ul;, (2.33)
[u];, = [ul;, 2, (2.34)
[u]? = [u]’ 7. (2.35)

La condition de non pénétration des deux bords de la
discontinuité s’écrit

[l > 0. (2.36)

et le vecteur unitaire 7 est construit de telle sorte que

[«] > 0. (2.37)
Cas d’un matériau isotrope La zone cohésive
est décrite avec le cadre thermodynamique présenté en
1.2.2. On note ¥ le potentiel énergie libre surfacique
d’une discontinuité orientée dans la direction n :

11[}? = 11[}32([[@]]6’ wk70)'

Si le matériau est isotrope, la zone cohésive doit se com-
porter de la méme maniere quelle que soit ’orientation
de la discontinuité. Cette propriété va étre utilisée pour
simplifier ’expression du potentiel énergétique comme
cela est fait dans [Charlotte et al., 2006]. Pour cela, on
impose qu’une rotation représentée par un tenseur P et
appliquée & l'orientation de la zone cohésive laisse inva-
riante le potentiel énergie libre. Cette rotation, n’a pas
d’influence sur les variables scalaires mais doit étre ap-
pliquée aux variables vectorielles. On note n’ et [[g]]e,
le vecteur normal et le saut de déplacement élastique
obtenus en appliquant la rotation & n et [u] :

(2.38)

n' = P.n, (2.39)
[u]” = P.[u]" (2.40)
La condition d’isotropie s’écrit donc
U ([l wi, 0) = v2([ull wk, 0). (2.41)

Cette condition est satisfaite si 15 ne dépend que des
invariants de (n, [u]®) par rotation. Une isométrie
conserve le produit scalaire, donc [Ju]]; est un premier
invariant. De plus

[ull = [I[u]~ Luls,l. (2.42)
= | 2 ([u]*— [ul;) |, (2.43)
= H[[u]]e/—[[y]]fl/ : (2.44)
= [ul}" (2.45)
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[u] est donc un deuxiéme invariant. Le potentiel ther-
modynamique peut donc s’écrire :

ws = st(ﬂu]]fw Huﬂi’ Wi, 9)'

L’équation 1.56 permet de calculer ¢° a partir du po-
tentiel énergie libre surfacique :
o 0w, O, 0y, Oul:

- 8[[u]]f; 8[[&]]8 + 8[[u]]j_ 6[[@]]6’ (2.47)

donc,

s __ aw‘?
S O

(2.46)

s
oLl =

On peut donc introduire la contrainte cohésive tangen-
tielle o7 vérifiant

(2.48)

s _ _s S
o' =o,n+ o)1,

(2.49)

Par identification de cette équation avec ’équation 2.48,
oy et of vérifient

s __ aws

J’n, - 8[[’&]]27 (250)
s __ aws

o = L (2.51)

Bilan énergétique en mode I Si on isole unique-
ment la discontinuité, ’énergie totale (&;), s’écrit

(Et)s = \II(; - Wvol/zc + (I)ia (252)

avec P¢ l'énergie libre élastique de la discontinuité,
Wiol/zc le travail exercé par le volume sur la zone co-
hésive et ®! 1'énergie dissipée intrinseque de la discon-
tinuité. L’énergie totale étant constante au cours du
temps, on a

dWUol/zc = d\I/i + d(I)i (253)

Le travail fourni par la structure & la zone cohésive est
égal a la somme de la variation de I’énergie libre U¢ et
de Dénergie dissipée intrinseque ®!. La différence entre
ces deux énergies s’observe au moment de la décharge :
I’énergie dissipée intrinseque ne varie pas tandis que
I’énergie libre est restituée en échange d’un travail recu
par la zone cohésive. Ceci est représenté pour une zone
cohésive en mode I sur la figure 2.6.

[] énergie dissipée surfacique

énergie libre surfacique

////////X<\\\\\\ N
IIPZANNNNNY

[[u]]]ﬂ ﬂu]]c [[Ll]]

F1G. 2.6 — Identification des énergies pour un modele co-
hésif en mode I
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Lorsque le saut de déplacement est égal au saut de dé-
placement critique [u]., la zone cohésive est rompue.
L’énergie dissipée intrinseque surfacique ¢! atteint alors
sa valeur maximale notée GG, et nommée « taux de res-
titution d’énergie élastique critique ». On a donc

[u] > [ul. = Y5 =0,
Q% = Gc~

(2.54)
(2.55)

En utilisant ’équation 2.53, on obtient pour un saut de
déplacement croissant

L], [ul. [ul.
/ ofdu] = / dol + / dipe.
0 0 0

D’apres les équations 2.54 et 2.55, on a donc I'expression
suivante du taux de restitution d’énergie élastique :

[ul.
G. =/ o® d[u].
0

Cette équation fut utilisée pour la premiere fois dans
[Hillerborg et al., 1976].

(2.56)

(2.57)

Modele a retour linéaire Pour tous les modeles
continus utilisés dans ce travail (endommageables ou
élastoplastiques-endommageables), la décharge du ma-
tériau se fera de maniere linéaire. Cette hypothese est
appliquée a la décharge du modele cohésif en supposant
qu’il existe un opérateur K°, dépendant des variables
internes w¥, tel que
o = K*(w").[u]"

(2.58)

Cette expression des contraintes cohésives correspond,
d’apres 1.56, a un potentiel énergie libre surfacique de
la forme

1
vs= 3 [l K (w*) . [u] (2.59)
Aucune énergie n’est stockée dans la micro-structure
du matériau car, si Ju]“ est nul, alors s I'est aussi. En
reconnaissant dans 2.59 ’expression de ¢® de 2.58, on
peut écrire

1 e
s =5 o [u]" (2.60)

Cette expression introduite dans 1.58 permet d’obtenir
I’expression suivante d’un incrément d’énergie dissipée :

1
dos = o d[u])’ + 5 (gs.d[[g]]e— [u] dgs). (2.61)
Ce modele sera utilisé dans la partie II pour les calculs
de zones cohésives équivalentes a des modeles continus
régularisés.

Modele cohésif en mode mixte On suppose que
la contrainte cohésive peut s’écrire sous la forme

(2.62)

0* = k(") IS [l
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avec,

s 1
KOZ(O

keq étant infini avant l'initiation de la discontinuité, et
([ étant un parametre du matériau.

) , (2.63)

s

@ O

Remarques :

— cette loi ne permet pas de gérer le contact entre les
deux bords de la discontinuité ;

— la présence de termes infinis dans I’expression de
K* pose probleme si cet opérateur doit étre calculé
numériquement, par exemple lors de Iimplémen-
tation numérique du modele cohésif. Ce probleme
sera contourné dans la partie III en travaillant avec
des opérateurs de souplesse.

Contrainte équivalente On définit une contrainte
cohésive équivalente o, pour laquelle les deux défini-
tions suivantes sont proposées :

a) op, =max(o),y0%), (2.64)
b) 02, = V(o 4 (202 (2.65)

v étant un parametre du matériau. Les surfaces seuil
d’initiation correspondant & ces deux définitions sont
représentées sur la figure 2.7.

s
G l/y o 2/ B O;

-

l/'Y G e l/y O,

a) b)

F1G. 2.7 — Seuil d’initiation pour les définitions (a) et (b)
de la contrainte cohésive équivalente

Saut de déplacement équivalent On définit un
saut de déplacement équivalent [u],, tel que la
contrainte équivalente o7, puisse s’écrire
Ooq = keq [[u]]eq. (2.66)
En fonction de la définition de of, choisie (équations
2.64 ou 2.65), on obtient

a) [ull,, = max([u],, % [u],), (2.67)
b T, = L+ 2 Tl (2.65)

Remarque : dans [Camacho et Ortiz, 1996], un mo-
dele cohésif avec un saut de déplacement équivalent et
une contrainte équivalente est également défini. Le lien
entre ce modele et celui présenté sera étudié plus en
détail dans la partie III.
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2.2.2 Modele de Griffith

La théorie originale La théorie de Griffith
[Griffith, 1920] permet d’obtenir un critére de propaga-
tion des discontinuités a partir du théoreme de I’énergie
potentielle (voir section 1.3). D’apres Griffith, les forces
entre les atomes situés de part et d’autre de la discon-
tinuité engendrent un travail résistif lors de la propa-
gation d’une fissure qui doit étre pris en compte dans
le bilan énergétique global d’un systéme comprenant le
matériau élastique linéaire et la zone d’élaboration de la
fissure (voir figure 2.8). Griffith postule donc I'existence
d’une loi donnant ’énergie de surface de la discontinuité
en fonction de 'ouverture de la fissure.

'\\* /////

i
| ‘
1y /A
V4 A /
It ; ~, Matériau /; ; _ Contour du
' 1 . / R
i/ elastique 7/} domaine Q
v/, // A
v )
LSS SN
L L ) ‘

|

|

|

:

™ Zone d'élaboration

F1G. 2.8 — Systéme isolé pour la construction de la théorie
de Griffith

Griffith fait ensuite deux hypotheses :

— hypothése 1 : la forme de la discontinuité reste in-
changée pendant la propagation (hypothese de sta-
tionnarité) ;

— hypothése 2 : la taille de la zone d’interactions ato-
miques est négligeable devant les dimensions de la
structure.

Griffith affirme que si ces hypotheses sont vérifiées,
I’énergie de surface E de la fissure peut étre considérée
proportionnelle a l'aire A de la fissure. Un incrément
d’énergie de surface peut donc s’écrire
dEs = G.dA, (2.69)
G, étant 'unique parametre du modele utilisé par Grif-
fith, appelé taux de restitution d’énergie élastique cri-
tique. Si le probléme est quasi-statique, I’énergie poten-
tielle de la structure s’écrit

E =V - W, + FE, (2.70)
soit en tenant compte de 2.69 :
E=V— W + G A. (2.71)

Le critere de propagation de fissure donné au premier
chapitre indique qu’il y a propagation s’il existe un état
avec augmentation de la taille de la fissure plus stable
que I’état le plus stable sans augmentation de la taille
de la fissure. Ce critere se teste en regardant si la po-
sition étudiée minimise ’énergie potentielle lorsqu’on
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faire varier l'aire A de la fissure. Pour cela, on écrit le
développement limité de £ a 'ordre 2 :

aE 828 (dA)?

8(A+d¢4):<€0+ad¢4+@ 9

+... (272

Si on définit le taux de restitution d’énergie élastique G
par

(T~ Wepy)
G=— A , (2.73)
I’équation 2.72 peut s’écrire
B 0G (dA)?
d€(dA) = (G.— G)dA — 94 2 (2.74)

L’étude du critere de stabilité d’ordre 1 permet de dis-
tinguer 3 cas :
- 81 G < G, il y a refermeture de la fissure (position
instable) ;
— si G = G, le critere de propagation est indéterminé
(condition nécessaire de stabilité) ;
- si G > G,, il y a propagation de la fissure (position
instable).

Pour traiter le cas ou G = G, on teste le critere de
stabilité a ’ordre 2, qui donne & nouveau 3 cas :
— si % < 0, il n’y a pas propagation de la fissure
(position stable) ;
— si % = 0, le critere de propagation est indéter-
miné;
— si % > 0, il y a propagation ou refermeture de la
fissure (position instable).

Le deuxieme cas nécessiterait de tester les criteres de
stabilité d’ordres supérieurs. Les cas de propagation
sont associés a une diminution de I’énergie potentielle et
donc & une production d’énergie cinétique (car Iénergie
totale reste constante), ce qui contredit 'hypothese de
propagation quasi-statique. On dit alors que la propa-
gation est instable.

Cas d’une propagation stable L’étude de stabilité
précédente permet de savoir si une fissure se propage de
maniere instable & chargement constant. Il peut égale-
ment arriver qu’une fissure se propage de maniere stable
si le chargement varie pendant la propagation. Pour étu-
dier ce cas de figure, on suppose que le chargement de
la structure peut s’écrire en fonction d’un facteur de
chargement A tel que

Ug = Uy + AUy,
Fy=Fy+AFy,

sur I'y, (2.75)

sur I'y, (2.76)
u, et F,; étant les déplacements et efforts appliqués
sur le bord de la structure, et uy, u,, Fy, et F; étant
des vecteurs constants. On décompose ’échelle tempo-
relle en une succession de piquets de temps infinitési-
maux. On définit une position de référence a un piquet
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de temps I; ou I'éprouvette est en équilibre et vérifie la
condition de stabilité a 'ordre 2 :
G =G, et, % <0.
Si cet équilibre est perturbé en ajoutant un incrément
de chargement dA, un nouvel état d’équilibre obtenu
sans avancée de la fissure peut étre défini a un piquet de
temps intermédiaire I; + % On utilise ensuite le critere
de Griffith pour savoir si la fissure se propage entre
I + % et I; +1. On note dG l'incrément de GG entre I;
et I; + %, et dGo I'incrément de G entre I; —Q—% et I; +1.
On a alors

(2.77)

avec,
oG
dGy = 7 d, (2.79)
oG
= —_— . 2.
dGy = 57 dA (2.80)

Si dG est strictement positif, la fissure se propage entre
I + % et I; + 1 tant que le critere de Griffith est vérifié,
donc

dG = 0. (2.81)

On en déduit que laire de la fissure augmente d’une
valeur dA telle que

oG
dA=—-5% dX.
OA

(2.82)

Une augmentation infinitésimale du chargement pro-
voque donc une propagation infinitésimale de la fissure,
on dit alors que la propagation est stable.

La théorie de Griffith « améliorée » La théorie
de Griffith ne définit pas clairement la nature de I’éner-
gie de surface : il peut s’agir d’une énergie libre (contri-
buant & ¥¢) ou d’une énergie dissipée (contribuant a
®Y). Dans le cas traité par Griffith, I'énergie de surface
est due au travail de forces inter-atomiques, on peut
penser que le processus de fissuration est réversible et
que l'énergie de surface contribue a 1’énergie libre de la
structure. Cependant, la rupture est en général plutot
un phénomene dissipatif, et il faut en tenir compte si le
second principe de la thermodynamique est appliqué a
la structure. Dans [Bui et al., 1980] et [Leblond, 2003],
I’énergie de surface est définie comme une énergie dis-
sipée proportionnelle a l'aire de la fissure, donc si le
matériau entourant la fissure est élastique,

dd' = G.dA. (2.83)

G étant positif, le second principe de la thermodyna-
mique impose

dA > 0. (2.84)
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D’apres ’équation 1.68, 1’énergie potentielle £ s’écrit

E =V~ Weys + @, (2.85)
soit, en tenant compte de I’équation 2.83,
E=V— W + G A. (2.86)

On retrouve 'expression 2.71 de l’énergie potentielle
déja utilisée pour établir les criteres de propagation de
la fissure. Cette expression permet d’établir a nouveau
les lois de propagation obtenues précédemment, avec
en plus la condition 2.84 interdisant la refermeture de
la fissure. En tenant compte de cette inéquation, les
différents cas de propagation sont les suivants :

— 81 G < G, la fissure est a 'arrét ;

- 81 G =G, et % < 0, la fissure est a ’arrét, ou se
propage de maniére quasi-statique si le chargement
augmente ;

- 81 G > Ge,ouG =G, et g—i > 0, la fissure se pro-
page brutalement (sans nécessiter d’augmentation
du chargement).

Remarques :

— dans la réalité, la fissuration est souvent un cas
intermédiaire entre une fissuration completement
réversible et une fissuration completement irréver-
sible ;

— la propagation est souvent stable tant que la fissure
est petite, puis instable apres que la fissure a atteint
une certaine longueur. La transition entre ces deux
modes de rupture se fait lorsque % devient positif;

— si ’hypothese de stationnarité est appliquée a un
modele cohésif, il est possible de retrouver le critere
énergétique de propagation de Griffith (ceci sera
étudié en détail dans la section 14.2);

— dans les calculs numériques, on fait souvent avan-
cer la fissure petit a petit d’une longueur arbitraire
si le critere de propagation est respecté. Une fois
que la fissure s’est stabilisée, on augmente un peu
le chargement de la structure avant de tester a nou-
veau le critere de propagation. Cette procédure est
schématisée sur la figure 2.9 en notant A(.) les in-
créments numériques entre deux piquets de temps
et 04 un incrément de propagation de la fissure
choisi par I'utilisateur.

: N
l l non

| incrément du | G2G? — pas de
! chargement | oui l ! temps
| | , suivant
i F,+AF, i propagation i

: Uug +Auy : A+84 :

1 1 | 1

It It+l It +1

F1G. 2.9 — Procédure numérique d’utilisation de la théorie
de Griffith



Chap. 3

Etude de la stabilité

Dans cette partie, on présente les conditions de stabi-
lité des modeles étudiés. Les criteres de stabilité donnés
dans la section 1.3 sont utilisés pour un probleme sup-
posé isotherme.

3.1 Matériau continu

critéres de stabilité On cherche a déterminer la sta-
bilité d’un champ «" solution du probleme mécanique
appartenant a I'espace F. des champs de déplacements
continus, réguliers, et cinématiquement admissibles dé-
finis sur €. Fy est 'espace des champs continus, régu-
liers, et cinématiquement admissibles a 0 définis sur 2.
On définit un champ u € F. et un champ v € Fy tels
que

h € RT. (3.1)

Les déformations associées a u et u” sont notées respec-
tivement ¢ et g”

e = Y'(u), (3.2)
§T _ XS(MT)’ (3 3
donc
e=e'+h¥(v) (3.4)

On suppose que l'énergie potentielle £ est suffisam-
ment réguliere pour pouvoir calculer sa décomposition
de Taylor jusqu'a 'ordre 2 :

Eo(w)+h&(v )+—82( )+ o(h?). (3.5)

E(u) =

Les termes de cette décomposition seront calculés a par-
tir de ’expression 1.69 de &£ :

E=— int — Wezt~ (36)
Si h est nul alors 'expression 3.5 donne
Eo(v) = E(u"), (3.7)

donc le critere de stabilité d’ordre 0 est vérifié. Il reste
a vérifier les critéres de stabilité d’ordre 1 et 2. Un in-
crément du travail des efforts intérieurs s’écrit

AWint (du) = —/ o :de dR, (3.8)
L2

donc

8Wznt a§

— —=dQ .
i) =~ [ 2i 5 an, (39
Wit 82g Jdg Og
525 (v) —/ (c: Zntan ah)dQ, (3.10)
or,
O =V’ 3.11
%(2) - X (2)7 ( . )
0%e
Les termes dérivés d’ordre 1 et 2 sont donc
(Wmt)l(y) = 7/ a:V(v)dQ, (3.13)
Q

W ~ [ %2 gswyan 3.14
Wi)0) = = [ 55 T (w)ae (3.14)

Un incrément du travail des efforts extérieurs s’écrit

AWeat (du) :/FE.dg dr, (3.15)
les termes dérivés d’ordre 1 et 2 sont donc

(Weat ), (v) = /F F.vdr, (3.16)
(Weat),(v) = 0. (3.17)

Le critere de stabilité a 'ordre 1 est d’abord testé. Le
calcul de &;(v) donne

&1(v) :/ o:Vi(v)dQ f/E.y dr. (3.18)
Q r

On reconnait l'expression du principe des puissances
virtuelles appliqué au champ v, £ est donc nul car le
champ u" est solution du probléme (et donc statique-
ment admissible). Le criteére de stabilité d’ordre 1 est
donc indéterminé. On examine ensuite le critere de sta-
bilité & 'ordre 2. Le calcul de &(v) donne

do

&(v) = o Oh

= () : Y’ (v) d (3.19)

Le critere de stabilité d’ordre 2 est donc respecté si

do

ah() V*(v) d2 > 0,

VoeF. (3.20)



3.1 Matériau continu

Stabilité matérielle Une condition suffisante pour
que le critere de stabilité d’ordre 2 (équation 3.20) soit
respecté est que I'inéquation suivante, appelée condition
de stabilité de Hill [Hill, 1958] ou condition de stabilité
matérielle, soit vérifiée en tout point de  :

Jo
=+ (v): ¥(v) >0,

oh Vv eF.

(3.21)

L’opérateur tangent g(y) vérifiant

—=(v) = L(v): V*(v),

2 () =L():¥ (3.22)

I’équation 3.21 devient

1<

*(v): L(v): ¥*(v) > 0, VveF. (3.23)

On note f la fonction de charge du matériau, gc lopé-

rateur tangent de raideur si le point considéré est en
état de chargement, et gd Iopérateur tangent de rai-

deur si le point considéré n’est pas en état de charge-
ment :

%‘ = g(v)7 si f(u")=0 et %(g) =0, (3.24)
gd = L(v), si f(u") <0 ou %(y) <0. (3.25)

Avec ces notations, I’équation 3.23 revient & imposer
que
de : gc tdg >0,

Vde €Ty, (3.26)

de: L% de >0, Vde €T, (3.27)
75 étant ’ensemble des tenseurs d’ordre 2. Cette in-
équation est vérifiée si les tenseurs gc et gd sont dé-

finis positifs. La décharge se faisant dans le domaine
élastique du comportement du matériau, on montre fa-
cilement que gd est toujours défini-positif. La défini-

positivité de %c doit par contre étre testée pour savoir

si le comportement est stable ou non, ce qui revient a
tester la stabilité d’un solide appelé solide linéaire de
comparaison défini au voisinage de l'instant ¢ considéré
et pour lequel on suppose que le matériau est en état de
chargement. Si g est défini-positif en tout point de la

structure, 'unicité de la solution du probleme éléments-
finis obtenu en discrétisant le probléeme mécanique est
garantie. Cette propriété d’unicité classique est démon-
trée dans annexe A.4.

Phénomeéne de localisation des déformations
D’apres [Mandel, 1966], il est possible d’établir un lien
entre la stabilité matérielle et la propagation des ondes
planes dans un matériau supposé homogene. Pour cela,

33

on commence par écrire le principe fondamental de la
dynamique sous la forme locale suivante :

d?u
V(o) =p—, 3.28
V(o) = p (3:29)
YV étant 'opérateur divergence et p la masse volumique.
En dérivant cette équation par rapport au temps, on
obtient

do dPu
V(=)=p—. 3.29
V() =rg5 (3.29)
On suppose que le matériau est en état de charge au
point considéré. En faisant apparaitre 'opérateur tan-
gent gc défini par ’équation 3.24, on obtient

de du
V(L : =) =p——. 3.30
*(o dt ) P Bt ( )
La solution de cette équation différentielle est recher-
chée sous la forme d’une onde plane dont la normale au
plan d’onde est notée p. On suppose donc que le champ
de déplacement est de la forme

u=u"+g(pz—ct)n, (3.31)
n étant un vecteur constant, ¢ la célérité de 'onde, et
g une fonction de R dans R. Les dérivées premiere, se-
conde, et tierce de g sont notées ¢’, g”, et ¢"”’. La dé-
formation correspondant & ce champ de déplacement
s’écrit

(u) = e(u") + ¢ (pz—ct) (pon)™", (3.32)

10}

et on a donc,

(3.33)

En introduisant cette expression dans 1’équation 3.30,
on obtient

d3u

—cdiv(g"(pz—ct) L (pon)™™) = p .

o) =

(3.34)

Si le matériau est homogene avant la perte de stabilité,
gc ne dépend pas du vecteur position z et 1’équation

précédente devient

3u

a3t

<

3

N
QU

—c%c:@@ﬂ)sym.g (px—ct)p=p (3.35)

En utilisant les propriétés de symétrie mineure de gc
(L = Liju, et L, = LS;y,), on obtient

C " dgu
—c(p.L°p).ng"(pz—ct) = Py

~— o =

(3.36)

Par ailleurs, I’équation 3.31 dérivée trois fois par rap-
port au temps donne

3
d@ 3

=—c¢"(p.z—ct)n, (3.37)
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donc I’équation 3.36 peut s’écrire plus simplement

(p-L°p).n=pcn. (3.38)

En introduisant dans cette équation le tenseur acous-
tique A(p) défini par

é(g) = B'%C'ﬂ’ (3.39)
on obtient
A(p).n = pc’n. (3.40)

Les couples (g n) satisfaisant I’équation 3.38 sont donc
ceux tels que n soit vecteur propre et p c? valeur propre
de A(p). Le tenseur acoustique est dit singulier si

det(A(p)) = 0.

Alp (3.41)
Si cette équation est vérifiée, alors A a au moins une
valeur propre nulle (car le déterminant est égal au pro-
duit des valeurs propres) et il est possible quune onde
se propage a vitesse nulle dans le matériau. Ceci peut
conduire & la localisation de la déformation dans une

bande d’épaisseur nulle.

Remarques :

— la condition de localisation 3.41 correspond égale-
ment a la perte d’ellipticité des équations du pro-
bleme de dynamique. Cette propriété est expliquée
dans [Chambart, 2009] dans le cas unidimension-
nel ;

— le lien entre I'équation 3.41 et la localisation des
déformations peut également se montrer par une
étude de bifurcation (voir [Rice, 1976]).

Lien entre stabilité et localisation On suppose
que le matériau est stable en un point, et on cherche a
savoir s’il est possible qu'un mode de localisation passe
par ce point. Conformément & 1’équation 3.32, on choisit
un champ test v dont le gradient symétrisé peut s’écrire

Vi(v) = Ap®n)™m, AER. (3.42)

Si la condition de stabilité de Hill est vérifiée, la défini-
positivité de gc donne
VpeT,VneT.

Q.(B.g,c.g).ﬁ > 0, (3.43)

En faisant apparaitre le tenseur acoustique A dans cette
équation, on obtient

det(A(B)) > 0,

VpeT. (3.44)

Il ne peut donc pas y avoir localisation de la déforma-
tion en un point si la condition de stabilité matérielle
est vérifiée.

Conclusion Si la condition de stabilité matérielle est
vérifiée en tout point d’un matériau continu, I'unicité de
la solution du probleme quasi-statique discrétisé est ga-
rantie et on ne peut pas voir apparaitre de mode de lo-
calisation dans le matériau. On considérera par la suite
que les modeles continus sont valides tant que la condi-
tion de stabilité de Hill est vérifiée en tout point du
matériau continu.

3 - Etude de la stabilité

3.2 Matériau avec une disconti-
nuité

L’étude précédente est reprise en prenant en compte
la présence d’une discontinuité dans le matériau. Le
champ de déplacement de référence u" appartient a ’es-
pace F,. des champs continus, réguliers, et cinématique-
ment admissibles définis sur le domaine §2 entaillé par
une discontinuité I's. Le champ u appartient a ’espace
F! des champs continus, réguliers, et cinématiquement
admissibles définis sur le domaine ' traversé par une
surface de discontinuité I', prolongeant T's. u est calculé
en ajoutant a u” un multiple du champ v appartenant
a l’espace F|, des champs continus, réguliers, et cinéma-
tiquement admissibles & 0 définis sur Q' :

u=u"+huv, heR. (3.45)

Le champ de saut de déplacement de référence [[u]]” est
défini par

[w]” = (u")" = (u"), sur T. (3.46)
On définit également le champ [v] sur I', par

[o] = vF—v", sur 7. (3.47)
Le saut de déplacement [u] vérifie donc

[ul = [ul]"+ A o], sur Ty, (3.48)
[ul = A [v], sur I\ Ty, (3.49)

L’avancée de la discontinuité ne modifie pas en elle-
meéme le travail des efforts extérieurs et des efforts in-
térieurs, donc

Eo(v) = E(u"),

et le critere de stabilité & l'ordre 0 (équation 1.77) est
indéterminé. Comme pour le matériau continu, les sta-
bilités d’ordres 1 et 2 vont maintenant étre testées. Un
incrément de travail des efforts intérieurs s’écrit désor-
mais en tenant compte de la présence de la discontinuité
de la maniere suivante :

(3.50)

AWt (du) = —/ g:dedQ — | o°.du] dls.  (3.51)
! F&/'
On a donc
Wint — . 8§ s a[[u]]
W(ﬂ)——/ﬂlg.%dQ —/.20'. oh dls, (3.52)
*Win dg O 0%
o W=, Gonan t 2 g
s Pu] | 9c° Iu]
_/Fé(g o+ o) d9, (353)
or,
Oe s
) = T, (354)
9%
Ofu
M ) = o1, (3.56)
0?u
1 () =0 (357)
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Les termes dérivés d’ordre 1 et 2 sont donc

W0 =~ [ 2:T°@d2 - [ odl]ar.,
’ (3.58)

da Oo*®

(Wint),(v) = Vo (v)dQ — . o

v] dls.
Q/Bhi [[]]

(3.59)

Le travail des efforts extérieurs se calcule comme dans
la partie précédente. On teste d’abord le critere de sta-
bilité d’ordre 1. Le calcul de &;(v) donne

&= [ oW+ opdar, - [ Fur
R ) (3.60)

En reconnaissant ’expression du principe de puissances
virtuelles appliqué au champ v, on montre que le critere
de stabilité & 'ordre 1 (1.79) est indéterminé :

&i(v) = 0. (3.61)

On teste ensuite le critére de stabilité d’ordre 2. Le
calcul de & donne

Oa o
= :V*(v) dQ +/ a@— [v] dTs.

52(2) - Q (9h -

(3.62)

Stabilité et opérateur tangent La stabilité locale
en un point de la discontinuité est garantie si

Jdo*
2 ([]). 1l > 0,

VoeF, (3.63)
Cette équation est I’équivalent pour la discontinuité du
critere de stabilité matérielle 3.21 du matériau continu.
L’opérateur tangent L°([v]]) vérifie en un point de la
discontinuité

do?®

o (D) = L*([eD)- [, Voe F,,  (3.64)
Le critere de stabilité locale s’écrit donc sur I'y

(ol L3([e]) . [v] > O, VoeF,,  (3.65)
soit encore,

det (L*([v])) > VoveF,. (3.66)

En distinguant I'opérateur éz correspondant a un char-
gement de la zone cohésive et opérateur L® correspon-
dant & une décharge de la zone cohésive, on peut écrire
ce critere plus simplement

det(L%) > 0, (3.67)

car 'opérateur tangent est toujours défini-positif en dé-
charge.

Remarque : cette étude est inspirée des travaux pré-
sentés dans [Laverne, 2004] et [Charlotte et al., 2006],
portant également sur une étude de stabilité avec un
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modele de fissuration cohésive. Dans ces travaux, les
auteurs se donnent le potentiel énergétique de la dis-
continuité, puis déduisent de ce potentiel la contrainte
critique d’initiation de la zone cohésive. Ce raisonne-
ment peut étre considéré comme une généralisation de
la théorie de Griffith au cas des modeles cohésifs. Dans
I’étude présentée précédemment, nous sommes partis
des équations incrémentales du comportement de la
zone cohésive pour faire apparaitre les conditions lo-
cales de stabilité du matériau. On retrouve ainsi le cri-
tere de stabilité de Hill pour le matériau continu et un
critere similaire pour la zone cohésive.

Stabilité et loi cohésive On considere que le modele
cohésif est celui défini dans la section 2.2.1. On veut
montrer qu’avec ce modele le critere de stabilité s’écrit
de maniere plus simple avec ’équation

oo?

€q

Oful.,

> 0. (3.68)

Cette équation est démontrée dans le cas bidimension-
nel en un point de la discontinuité dans le cas ou
on choisit la définition a) de la contrainte équivalente
(équation 2.64). On considére dans un premier temps le
cas out [u]],, > 3 [[ul,| pour lequel 'opérateur tangent
s’écrit

do;,
olul.,

0
Okeq
% HU]]t alul,, %k

L= (3.69)

Rs

On considere ensuite le cas ou [u], <
lequel l'opérateur tangent vaut

5 [[ul;| et pour

L’ Al (3.70)
0 B a[[u]]eq R
Dans les deux cas, on obtient
1 doé
det(L’) = = keq mrate (3.71)
=c q alI Heq

Un point de la discontinuité est donc stable si la loi co-
hésive est strictement croissante en ce point et instable
si elle est strictement décroissante en ce point.

Stabilité et initiations multiples de fissures On
veut désormais montrer que la contrainte -critique
d’initiation de la zone cohésive majore nécessaire-
ment la contrainte équivalente maximale de la loi co-
hésive en reprenant le raisonnement présenté dans
[Planas et al., 2003]. On considére dans cette section un
modele cohésif dont la loi cohésive est d’abord crois-
sante jusqu’a ce qu’un seuil o), .. soit atteint, puis dé-
croissante (voir figure 3.1).

X
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FiG. 3.1 — Loi cohésive croissante puis décroissante

Avec cette loi cohésive, on sait que pour toute disconti-
nuité du matériau, il existe un point M, ou la contrainte
équivalente o7, atteint une valeur o, (M) supérieure a
la contrainte critique o, :

ooy(Ms) > 0. (3.72)
On peut également définir une contrainte équivalente
Oeq sUr §2, égale au maximum d’une contrainte cohésive
fictive calculée a partir de I’équation ¢®* = g.n lorsque
le vecteur n varie. Les contraintes étant continues sur
), la contrainte équivalente 'est également et il existe
un rayon 7 tel que

o.+ agq(MS)

[MM][ < v = 0eg(M) >

> Oc.

(3.73)

Il est donc possible de définir un voisinage )V du point
My, a lintérieur duquel la contrainte équivalente est su-
périeure & o, (voir figure 3.2) :

v={mea/|mml<r}. (3.74)

F1G. 3.2 — Voisinage de la discontinuité vérifiant le critere
d’initiation de fissure

Tous les points de V satisfont le critere d’initiation
de la fissure, ce qui provoque la formation d’une infi-
nité de fissures. Un modele cohésif ne générant qu’une
seule fissure macroscopique aura donc nécessairement
une loi cohésive dont la contrainte équivalente maxi-
male est égale a la contrainte critique d’initiation. Une
loi cohésive de ce type conduira donc a une instabilité
locale au moment de l'initiation de la fissure. On consi-
dérera par la suite, comme c’est le cas dans la majorité
des travaux portant sur les zones cohésives, que les lois
cohésives sont des fonctions décroissantes du saut de
déplacement équivalent.

3 - Etude de la stabilité

Cas du modele de Griffith Un modele de fissura-
tion de Griffith peut étre considéré comme un modele
cohésif dont I'ouverture critique de zone cohésive [u],
tend vers 0 tout en conservant G, constant (ceci sera
étudié plus précisément dans le chapitre 14). Dans ce
cas, on a

(3.75)

0. = 00,

ce qui rend impossible I'initiation d’une fissure de Grif-
fith dans un matériau sain.

3.3 Bilan

Tant que la condition de stabilité matérielle est véri-
fiée en tout point du matériau continu, le probléeme peut
étre considéré bien posé en quasi-statique car 'unicité
de la solution du probleme discrétisé est garantie et au-
cune bande de localisation ne peut apparaitre.

Les modeles discontinus ont des caractéristiques in-
verses car une loi cohésive conduisant a un compor-
tement localement stable entrainerait I'initiation d’une
infinité de fissures dans le matériau. Par ailleurs, ces
modeles pour lesquels 'endommagement est condensé
sur une surface ne peuvent pas modéliser un endom-
magement réparti de maniere diffuse dans le matériau.

On considerera par la suite que les modeles continus
et discontinus sont des modeles complémentaires va-
lides respectivement avant et apres la perte de stabilité
matérielle. Dans la famille des modeles discontinus, on
peut distinguer le domaine de validité du modele de
Griffith et des modeles cohésifs. Le modele de Griffith
étant incapable de représenter 'initiation d’une fissure
dans un matériau sain, il ne peut étre utilisé que lorsque
la fissure est suffisamment longue pour que la propaga-
tion puisse étre considérée stationnaire (hypothese 1 de
Griffith). On obtient ainsi pour ces trois modeles les
domaines de validité représentés sur la figure 3.3.

Stable Instable
[ Modele continu ]
[ Modele cohésif ]
perte delastabilit¢locale | [ Modéle de Griffith ]

F1G. 3.3 — Validité des modeles continus et discontinus

L’objectif de ce travail est de construire un modele
discontinu a partir d’'un modele continu de référence
en se plagant a l'intersection des domaines de validité
de ces deux types de modeles. A ce stade de I’étude,
cela n’est pas possible car les domaines de validité sont
disjoints. La notion de limiteur de localisation présentée
dans le chapitre suivant va permettre de combler ce
mangque.



Chap. 4

Limiteurs de localisation

4.1 Localisation numérique

Exemple unidimensionnel On considére une
poutre en traction discrétisée avec 5 éléments-finis
linéaires identiques. On note L sa longueur et S sa
section, avec L=100mm et $=1000 mm? Cette poutre
est encastrée a son extrémité gauche et soumise a un
effort de traction Fq & son extrémité droite (voir figure
4.1).

—>

Fq

——>

Fic. 4.1 — Maillage de la poutre avec des éléments linéaires
identiques

On choisit une loi de comportement linéaire pour le
matériau dont les parametres sont £ = 40 GPa, g9 =
1074, g, = 2 x 1074, Cette loi est représentée sur la
figure 4.2.

O (MPa)
4 ,,,,,,,,

F1G. 4.2 — Loi de comportement du matériau

La loi de comportement d’un élément de la poutre est
représentée sur la figure 4.3.

EN)
4000

A

0,002 0004 U (mm)

F1G. 4.3 — Loi de comportement d’un élément-fini

L’équilibre de la poutre impose que cet effort soit
le méme dans les 5 éléments. Si on atteint le sommet
de la loi de comportement des éléments (point A), il
n’est plus possible d’augmenter encore le chargement.
Le chargement diminuant, il y a deux possibilités pour
chaque élément : soit 1’élément se décharge élastique-
ment, soit ’élément continue de se charger en suivant
la partie adoucissante de la loi de comportement.

Cette indétermination est levée si la poutre n’est pas
parfaitement homogene. Par exemple, on peut diminuer
la section de I’élément central de 10% comme cela est
représenté sur la figure 4.4.

>

Fq

—

F1G. 4.4 — Maillage de la poutre avec un élément de section
réduite

Les lois de comportement des 4 éléments latéraux et de
I’élément central sont représentées sur la figure 4.5.

F(N) A F(N)
4000 N B
) 3600
0,002 0004 0,002 0004 U
(mm) (mm)

Eléments latéraux Elément central

Fic. 4.5 — Lois de comportement des éléments latéraux et
de I'élément central

Encore une fois, ’équilibre de la poutre impose que
leffort de traction soit le méme dans les 5 éléments.
On voit que les éléments latéraux ne peuvent pas at-
teindre leur chargement maximal (point A) a cause de
I’élément central qui limite la valeur maximal de 1’effort
de traction (point B). Lorsque le point B est atteint, si
on exclut le cas d’une décharge de tous les éléments du
maillage, ’endommagement se concentre dans 1’élément
central tandis que les éléments latéraux se déchargent
de maniere élastique. La solution du probleme éléments-
finis est donc dépendante du maillage ; en particulier,
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si la taille de I’élément central tend vers 0, ’énergie
dissipée par la structure tend également vers 0.

Notion de limiteur de localisation L’incapacité
des modeles continus a modéliser I’endommagement
adoucissant peut s’interpréter par le fait que les hétéro-
généités du matériau ne sont pas prises en compte par
la modélisation. Pour éviter ce probleme, on peut ajou-
ter au modele un limiteur de localisation (cette notion
est introduite dans [Lasry et Belytschko, 1988]) dont la
fonction est d’imposer une énergie dissipée non nulle
lors de la rupture. On peut distinguer deux catégories
de modeles avec limiteur de localisation :

— les modéles continus régularisés qui conservent une
description continue de la rupture apres la locali-
sation mais ajoutent une dimension caractéristique
au modele permettant d’imposer une largeur mini-
male a la zone endommaggée ;

— les modéles miztes continus/discontinus qui intro-
duisent une discontinuité dans le matériau au mo-
ment de la localisation.

Ces deux types de limiteurs de localisation sont étudiés
dans ce chapitre.

4.2 Modeles continus régularisés

4.2.1 Régularisation sur 1’espace

Cadre général Une premiere fagon de limi-
ter la localisation est de régulariser l’endomma-
gement sur l'espace avec un modele non-local
[Pijaudier-Cabot et Bazant, 1987] ou un modele
a second-gradient [Aifantis, 1984]. Ces modeles
sont ici présentés de maniere commune d’apres
[Peerlings et al., 2001]. On note z la variable pilotant
I’endommagement. Une variable régularisée 2z est
calculée en un point repéré par sa position z en faisant
une moyenne pondérée de z sur le domaine :

2(@) = vix) / 2(s) als—x)d, (4.1)
Vi (z) :/Qoz(s—g)dQ7 (4.2)

s étant le vecteur position du point parcourant € pen-
dant lintégration et « une fonction de pondération
choisie par I'utilisateur. Cette fonction de pondération
est souvent la fonction de Gauss représentée sur la fi-
gure 4.6 et s’écrivant

1 o 2
als—z) = = exp(, M)

(4.3)
k; étant une constante dépendant de la dimension du
probleme (k; en 1D, ks en 2D, et k3 en 3D) et [, une
longueur caractéristique s’ajoutant aux parametres du
matériau.
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1/k;

Is-x|
F1G. 4.6 — Fonction de Gauss pour la régularisation

Suivant si le probléeme est unidimensionnel, bidimen-
sionnel, ou tridimensionnel, on pose

ki =V2rli,, en 1D, (4.4)
ko =272, en 2D, (4.5)
ks = (2m)3/2 12, en 3D. (4.6)

Le choix de ces facteurs permet que I’équation suivante

soit satisfaite :

/ a(s—z)dR" = 1,
Ri

ie[1,3]. (4.7)

Démonstration Les facteurs k; sont calculés a partir
de ’équation 4.7. Le terme de gauche de cette équation
est calculé en effectuant un changement de variable pour
intégrer sur r avec

r=|s—z|. (4.8)
Calcul de k7 :

[e'e] 7"2
ki = 2/0 exp(—Z—l%) dr. (4.9)

En utilisant le résultat connu de 'intégrale de Gauss, on
retrouve ’expression 4.4.

Calcul de ks :

oo 2
r

k2 :/0 exp(fQZg)der, (4.10)
ce qui permet de retrouver I’expression 4.5.
Calcul de k3 :

oo 7‘2 5
ks :/ exp(— 212)47?7" dr. (4.11)

0 c

Le calcul de cette intégrale avec une intégration par parties
permet de retrouver ’expression 4.6.

Dans ce travail, la variable z est la déformation équi-
valente €., pour un modele d’endommagement :

Z = Eeqs (4.12)

et la déformation plastique cumulée p pour un modele
élasto-plastique endommageable :

z=p. (4.13)

Il faut ensuite choisir une méthode pour le calcul des
intégrales des équations 4.1 et 4.2, ce qui fera la dif-
férence entre les modeles non-locaux et les modeles a
second-gradient explicite et implicite.
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Modéles non-locaux Une premiere fagon d’obtenir
la variable non-locale est de calculer numériquement les
équations 4.1 et 4.2 avec un schéma d’intégration nu-
mérique (par exemple avec une quadrature de Gauss ou
de Newton-Cotes dont le principe est rappelé dans ’an-
nexe A.3). On néglige généralement la contribution des
points d’intégration situés au dela d’une certaine dis-
tance du point considéré. La figure 4.7 illustre le calcul
numérique de ’équation 4.2 pour une poutre discrétisée
pour laquelle chaque élément comporte un seul point de
Gauss.

o (x) 1 0 Vi(x)

fonction de pondération

|
I
|
I
I
I
I
I
—
X S

Fic. 4.7 — Calcul numérique de V,. pour un modele unidi-
mensionnel

Cette méthode est coiiteuse numériquement car une in-
tégration numérique doit étre effectuée pour calculer les
valeurs de z et de V,. en chaque point d’intégration pour
chaque itération.

Modeles a second-gradient explicite Pour intro-
duire les modeles a second-gradient explicite, on calcule
la variable régularisée z (équation 4.1) pour un milieu
infini & partir du développement limité & I'ordre 2 de z
suivant :

(s) = #(2) + V(o) (s~ 2) + 5 (3~ 2) P()-(5-2)

+ols—z|*), (4.14)

et de I'expression de la fonction de pondération donnée
en 4.3. On obtient

2(z) = 2(x) + &V (2(2) + ol || s—z*), (4.15)
¢ vérifiant
¢ = %zi. (4.16)

Démonstration On calcule Z(z) en introduisant 'équa-
tion 4.14 dans ’équation 4.1. En effectuant un changement

de variable pour intégrer sur r = ||s — z||, on obtient en

1D :

zZ(z) = z(z) + 2/ % V(2(z)) r* a(r)) dr, (4.17)

0

en 2D :

zZ(z) = z(z) +/ % V3(z2(z)) a(r) mr*dr, (4.18)
0

en 3D :

_ 1 o 4 4

zZ(z) = z(z) +/ 5 V(z(z)) a(r) 37T dr. (4.19)
0
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Quelle que soit la dimension, le calcul de ces intégrales
donne le résultat suivant :

12

2(z) = 2(2) + 5 V¥ (2(2)). (4.20)

Un inconvénient des formulations a second-gradient
explicite est qu’elles nécessitent de calculer le laplacien
de z, ce qui n’est possible que si I’approximation du
champ de déplacement est suffisamment réguliere. Pour
contourner ce probleme, des formulations implicites ont
été développées.

Modeles a second-gradient implicite les modeles
a second-gradient implicite sont introduits a partir des
modeles a second-gradient explicite. En différenciant
deux fois 'expression 4.15, on obtient

V2(2(2)) = V*(2(z)) + & V*(2(2)) + o(|s—z] "),
(4.21)

ce qui montre que V2(z(z)) et VZ(z(z)) sont égaux si
on se limite & un développement limité a 'ordre 2, et
permet d’écrire I’équation implicite
2(x) — e V?(2(2)) = 2(2) + o|s—z]*). (4.22)
La résolution de cette équation nécessite de connaitre
les conditions aux limites a appliquer sur le bord du
domaine. On suppose généralement que

V(z).n =0,

sur T (4.23)

n étant la normale extérieure au domaine.

Remarque : on pourrait aussi imposer la valeur de z
sur le bord du domaine.

Comparaison des méthodes Dans
[Peerlings et al., 2001], les auteurs montrent pour
un probleme unidimensionnel qu’il existe une fonction
de pondération pour laquelle un modele a second-
gradient implicite et un modele non-local donnent des
résultats tres proches. Le temps de calcul est cependant
plus faible en utilisant le modeéle a second-gradient
implicite.

Remarque : on peut considérer que les modeles ré-
gularisant ’endommagement sur ’espace remettent en
cause 'hypothese de 1’état local selon laquelle le com-
portement d’'un VER est indépendant de l'état des
VER avoisinants. Pour autant, les modeles présentés ne
contredisent pas les équations données lors de I’écriture
du cadre thermodynamique général, car toutes les mo-
difications apportées par la régularisation portent sur
le calcul des variables internes du modele qui n’est pas
spécifié a priori. Les formules données dans la section
1.2 sont donc toujours valables si une méthode de ré-
gularisation sur l'espace est utilisée.
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4.2.2 Reégularisation sur le temps

Les modeles & effet-retard régularisent I’endommage-
ment en limitant ’accroissement de I’endommagement
dans le matériau au cours du temps. Avec ces modeles,
la régularisation porte généralement directement sur la
variable d’endommagement D. On note D la variable
d’endommagement régularisée. Les premiers modeles a
effet-retard [Ladeveze, 1992] ont été élaborés pour des
composites stratifiés et vérifiaient une loi du type :

dD 1 _
Ty (4.24)
t. et n étant deux constantes matériau a ajouter au mo-
dele initial, et {.) indiquant que 'on sélectionne la par-
tie positive de la quantité encadrée. L’endommagement
étant compris entre 0 et 1, la grandeur D — D ne peut
pas dépasser 1 et la vitesse de croissance de ’endom-
magement ne peut donc pas dépasser % Le parametre
T, joue donc le role d’un temps caractéristique limitant
le taux de croissance de I’endommagement. Pour voir
leffet de la régularisation, on imagine qu’en un point
D suit ’évolution brutale suivante :

D =0,
D=1,

sit <0,
sit>0.

Pour une valeur fixée de t. (t. = 0,1), I'influence du
parametre n est représentée sur la figure 4.8.

te
|
Thom b
k
! n=1
08t |
! n=2
— ,'
D o6f |
i
B n=>5
04} )
y
J
02}
0 ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t(s)
F1G. 4.8 — Influence du parametre n sur I’évolution de I’en-
dommagement

Cette technique de régularisation ne permettant pas
de se débarrasser completement de la dépendance au
maillage (voir par exemple [Suffis, 2004]), la loi suivante
est proposée dans [Allix et Deii, 1997] pour le calcul de
la variable d’endommagement régularisée :
dD 1 _

e Eexp(fcMD—D»7 (4.27)
t. et a étant les deux nouvelles constantes matériau
de leffet-retard. On peut vérifier qu’avec cette formule
la vitesse d’endommagement ne peut pas dépasser non
plus Tic car le terme exponentiel est toujours inférieur a
1. Dans [Suffis, 2004], une longueur caractéristique est

4 - Limiteurs de localisation

calculée pour un modele a effet-retard de ce type dans
le cas d’'une modélisation unidimensionnelle et dyna-
mique.

Remarque : on reproche parfois aux modeles a effet-
retard d’étre utilisables uniquement en dynamique, ce
a quoi on peut opposer le fait que la régularisation est
nécessaire seulement si le comportement est localement
instable, et qu'un comportement globalement instable
conduit nécessairement & un comportement dynamique
de la structure (la perte de stabilité locale n’impliquant
pourtant pas nécessairement la perte de stabilité glo-
bale). Un point faible de ces modeles est peut-étre leur
utilisation conjointe a des méthodes de pilotage de cal-
culs (voir annexe E) pour lesquelles on impose artifi-
ciellement que le probleme reste quasi-statique.

4.3 Modeles mixtes conti-

nus/discontinus

Les modeles mixtes continus/discontinus combinent
un modele continu durcissant et un modele discontinu
de zone cohésive jouant le role de limiteur de localisa-
tion. La présence d’une énergie surfacique de rupture
(dont le maximum est G.) empéche que la rupture se
produise sans dissipation d’énergie. On peut considérer
qu'une longueur caractéristique est introduite dans le
modele lorsque des fissures apparaissent car la quantité

% est homogene a une longueur :

énergie surfacique
= - - - = longueur.
énergie volumique

G
7 (4.28)

La partie discontinue du modele est souvent dé-
crite avec le formalisme de la discontinuité forte
[Simo et al., 1993] qui sera étudié plus en détail dans
les chapitres 6 et 10. Pour savoir quand une disconti-
nuité s’initie, on choisit souvent un critere sur la défini-
positivité du tenseur acoustique (équation 3.44). Ce
type de critere garantit que le modele continu ne localise
pas avant l'initiation de la discontinuité et peut don-
ner 'orientation de la discontinuité lorsqu’elle s’initie.
Un modele cohésif classique peut également étre utilisé
pour décrire la partie discontinue du domaine, comme
cela est réalisé par exemple dans [Li et Chandra, 2003].
Un modele de ce type a également été utilisé dans la
these de Nicolas Tardif [Tardif, 2009] pour simuler le
comportement d’un acier de cuve de réacteur nucléaire
a tres haute température.

4.4 Conclusion

Les modeles continus régularisés et les modeles mixtes
continus/discontinus permettent tous deux d’étendre le
domaine de validité des modeles d’endommagement et
de plasticité a la zone adoucissante du comportement
du matériau. Nous nous intéresserons donc par la suite
principalement a ces deux types de modeles dont les
domaines de validité sont résumés sur la figure 4.9.



4.4 Conclusion

Endommagement diffus Endommagement localisé

[ modele continu + régularisation

|
|
|
[ modele continu I modele cohésif

F1G. 4.9 — Validité des modeles continus et discontinus
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Chap. 5

Modele a double endommagement

Dans [Yaacoub Agha et al., 1997], des modeles d’en-
dommagement faisant intervenir deux variables d’en-
dommagement sont développés : une premiere va-
riable d’endommagement permet de prendre en compte
le comportement diffus, et une deuxiéme variable
d’endommagement permet de prendre en compte le
comportement localisé. Ces endommagements sont
choisis tantot isotropes, et tantot anisotropes. Dans
[Brajer, 2004], une loi de comportement du méme type
est développée en se basant sur une étude probabiliste
de la micro-fissuration d’un matériau fragile (verre). Les
modeles obtenus ont un comportement similaire aux
modeles mixtes continus/discontinus présentés dans le
chapitre précédent, mais avec une approche entierement
continue. Ces modeles ne comportant pas de longueur
caractéristique, la solution numérique obtenue dépend
du maillage utilisé. Dans ce chapitre, nous cherche-
rons de maniere similaire & construire un modele d’en-
dommagement permettant de distinguer 'endommage-
ment diffus et 'endommagement localisé. Le modele
sera construit a partir d’une étude du matériau sur deux
échelles distinctes, et une régularisation de type second-
gradient implicite permettra de régulariser la partie lo-
calisée de 'endommagement pour éviter les problémes
de dépendance au maillage.

5.1 Construction du modele

VER micro et macro On considere que le matériau
comporte des fissures de tailles variables pouvant étre
séparées en deux catégories :

— les fissures les plus petites appelées micro-fissures
sont observées dans un volume élémentaire défini
a une échelle microscopique qui sera appelé VER
micro;

— les fissures les plus grosses, résultant de la coa-
lescence des micro-fissures, sont appelées macro-
fissures. Elles sont observées dans un volume élé-
mentaire défini & une échelle macroscopique et ap-
pelé VER macro.

Ces deux VER utilisés pour la construction du modele
sont représentés sur la figure 5.1.

VER macro

VER micro

Fi1G. 5.1 — Schéma de micro-fissuration du matériau dans
un VER macro et un VER micro

Séparation des échelles FEn faisant une hypothese
de séparation des échelles, les micro-fissures sont rem-
placées dans le VER macro par un endommagement
diffus représenté par une variable scalaire wy. D’apres
[Saulnier, 2006], ’hypotheése de séparation des échelles
peut étre définie comme suit :

« S’il y a séparation des échelles, alors un niveau
n’influence les niveaux supérieurs que par l'inter-
médiaire de parametres effectifs. Ces parametres
effectifs résument un phénomene sous-jacent com-
plexze, au sens ou ils suffisent & rendre compte
de ses conséquences observables aux échelles su-
périeures. »

Pour le modele développé, on considere que

— le paramétre effectif est la variable wy ;

— le phénomene sous-jacent complere est la micro-
fissuration ;

— la conséquence observable aux échelles supérieures
est ’endommagement diffus.

Variables d’endommagement A Téchelle du VER
macro, on définit une section S, une section utile S,
(comme pour un modele d’endommagement classique),
et une section S? égale a la section utile que I'on au-
rait en ne tenant compte que de la micro-fissuration a
I’échelle fine. Ces sections sont schématisées sur la figure
5.2.
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Zh3
O s
B3 S,

Volume Elémentaire
Représentatif

Fic. 5.2 — Section utile et section utile d’endommagement
diffus

La variable d’endommagement D est définie de ma-
niere habituelle par
Su
D=1-——.
S
Le variable d’endommagement diffus wy ne correspon-
dant qu’a la diminution de section due & la fissuration
a ’échelle microscopique est définie par

(5.1)

wg=1-24% (5.2)

S
On définit également une variable d’endommagement
localisé w; correspondant a la diminution de section
utile due a la prise en compte de la fissuration a 1’échelle
macroscopique :

wp=1-— ?{3 (5.3)
On remarque que D peut s’écrire

D=1- ?{2 %g, (5.4)
et est donc relié & wy et w; par la formule

1-D = (1—wq)(1—wy), (5.5)
pouvant également s’écrire

D = w+ wy — wy wy. (5.6)

Ces formules sont similaires a celles utilisées dans
[Yaacoub Agha et al., 1997, Brajer, 2004]. D’apres
I’équation 5.5, la relation de comportement s’écrit

g=(I-wa)(l-w)K:¢, (5.7)

IO( étant le tenseur de Hooke du matériau sain.

Potentiel énergétique La loi de comportement 5.7

peut étre retrouvée a partir du potentiel suivant :
1

1/;:T(l—wd)(l—wl)gzlo(:g—l—CHZ, (5.8)
P & &

p étant la masse volumique et C' la chaleur spécifique du

matériau. Les variables associées a wy et w; sont notées
Y, et Y, donc

)
)
Y, = pa—i. (5.10)
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Y, et Y] vérifient donc
1
Yd:—i(l—wl)gzlo(':g, (5.11)
1
YVi=—g(-wde:K:e, (5.12)

et un incrément d’énergie dissipée intrinseque volu-
mique vaut

dot = — Yy dwy — Y duwy. (5.13)
Déformation microscopique On définit une défor-
mation microscopique £ égale a la déformation vue par
un volume élémentaire de 1’échelle micro. On fait I’hy-
pothese que I’état de contrainte est le méme dans le
VER micro que dans le VER macro (hypothese de
Reuss) et vérifie donc

= (l-wa) K: €. (5.14)

IS}

En égalant cette équation avec I’équation 5.7, on obtient
I’expression suivante la déformation micro :

E=(1-w)e. (5.15)

On définit la déformation équivalente microscopique de
Mazars par

= _ =+ =+ =+

foa = \(E )2+ (ED? + (D)2,
&1, €2, €3 étant les déformations principales microsco-
piques. En faisant apparaitre dans cette équation la dé-

formation équivalente de Mazars e, (équation 2.19), on
obtient

(5.16)

Eeg = (1—wy) €eq- (5.17)

Remarque : la déformation équivalente microscopique
€cq est plus petite que la déformation équivalente ma-
croscopique. L’hypothese de Reuss permet donc de
prendre en compte un effet de décharge du matériau
dans la zone entourant la fissure macroscopique. On
peut appeler ce phénomene obscurcissement du VER
micro en reprenant le terme utilisé dans [Hild, 2007]
pour un probleme avec de multiples fissures.

Lois de comportement Il faut maintenant définir
une loi de comportement pour le matériau a 1’échelle
microscopique et une autre pour le matériau a 1’échelle
macroscopique :

— la loi donnant wy (comportement microscopique)
est choisie de telle sorte que le matériau soit dur-
cissant a cette échelle;

— la loi donnant w; (comportement macroscopique)
est ajoutée pour que le comportement devienne
adoucissant a un certain stade de la rupture a cette
échelle.

La variable d’endommagement diffus wy dépend d’une
variable de mémoire notée kg4, et la variable d’endom-
magement localisé w; d’une variable de mémoire no-
tée k;. La variable d’endommagement global D dépend
donc a la fois de kg et kg :

D(Iﬁd,liﬂ = wd(h;d)—i-wl(m) —wd(nd) wl(m). (5.18)
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On définit la variable z; pour piloter ’'endommage-
ment diffus et la variable z; pour piloter I’endomma-
gement localisé. Pour éviter la localisation de I’endom-
magement, une variable z est calculée en régularisant
la variable z; avec la méthode du second-gradient. Les
variables de mémoires k4 et k; sont égales au maximum
sur le temps de zg4 et Z :

Kd = mtax(zd), (5.19)
K = m?x(z), (5.20)
avec,

z—¢V3(2) = 2z, (5.21)

¢ étant le parametre du matériau ajouté pour la régula-
risation. Les caractéristiques du modele sont résumées
dans le tableau 5.1.

Endommagement Diffus Localisé
échelle micro macro

loi matériau durcissante adoucissante
régularisation sans second-gradient
var. d’endom. wq wy

var. de pilotage 2d 2

var. régularisée sans z

var. de mémoire Kd K1

TAB. 5.1 — Caractéristiques du modele a double endom-
magement

Remarques :

— dans [Comi et Perego, 2001] un modele avec deux
variables d’endommagement vérifiant une relation
de comportement similaire & 1’équation 5.7 est in-
troduit. Ce modele comporte une variable pour
I’endommagement en traction et une autre pour
I’endommagement en compression, ce qui permet
de mieux tenir compte de la dissymétrie du com-
portement du béton entre un essai de traction et
un essai de compression.

— dans [Grassl et Jirdsek, 2005], un modele non-local
est développé pour lequel la variable d’endomma-
gement dépend a la fois d’une variable locale et de
sa régularisée, ce qui permet de choisir plus précisé-
ment la forme du profil d’endommagement obtenu.

On suppose que la variable z; pilotant ’endommage-
ment localisé est égale a la déformation équivalente de
Mazars :

o= e = /() + ()2 + ()2

La variable pilotant I’endommagement diffus z4 est elle
égale a la déformation équivalente microscopique :

(5.22)

(5.23)

Zd = f;:eq.

5 - Modele a double endommagement

Nous utiliserons par la suite les lois d’évolutions sui-
vantes pour wy et wy :

wg =0, si kg < €g, (5.24)

wg=(1-k) Kd_807 si kg > €o, (5.25)
Rd

et,

w; =0, si kg <ep, (5.26)

w; = 1—exp(—A (ki — 1)), si kg >er, (5.27)

k, gg, €1, et A étant les parametres du matériau. La loi
de comportement de I’endommagement localisé reprend
la loi d’endommagement exponentielle donnée dans la
section 2.1.1.

5.2 Exemple unidimensionnel

cas test On étudie une poutre en traction de lon-
gueur L et de section S, avec au centre de la poutre
une zone de longueur Ly dont la section est multipliée
par un facteur o légérement inférieur a 1 (voir figure
5.3). Cette légere diminution de la section de la poutre
permet d’imposer que la zone d’endommagement loca-
lisé soit au centre de la poutre.

o .
(f {J {f (\) B
a) 0 \«—’LO i L X
§‘<‘9 ( { \‘/
|
b i —
) Ug=0 " x

F1G. 5.3 — Poutre dans sa configuration initiale (a) et dé-
formée (b)

Les calculs sont effectués avec les valeurs numériques
suivantes : L = 100mm, S = 1000mm?, Ly = 20 mm,
a = 0.99. Le maillage comporte 161 éléments, qua-
dratiques pour la discrétisation du champ de dépla-
cement, et linéaires pour la discrétisation du champ
de la variable régularisée. La formulation faible utili-
sée pour poser le probleme éléments-finis est obtenue
en adaptant la formulation classique développée dans
[Peerlings et al., 1996] au modele & double endomma-
gement (voir annexe B). Cette formulation a été implé-
mentée dans le logiciel Matlab en utilisant un pilotage
du calcul pour imposer 1’évolution de la déformation de
I’élément central de la poutre. On choisit les valeurs sui-
vantes des parametres du matériau : £ = 40000 MPa,
0 =10"% e; =3 x 1074, A = 10000, et € = 16 mm?.

Obscurcissement de I’endommagement diffus
Le choix des parametres du matériau permet d’assu-
rer, conformément & la définition du modele, que si on
ne tient pas compte de la régularisation (si ¢ = 0 ou si
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la déformation est supposée homogene dans la poutre),
on a

Oo . dry

a <0, S1 E > 0, (528)
Jdo

— > 0. 5.29
5 (5.29)

Si on décompose la dérivée partielle de o par rapport a
¢ de la maniere suivante :

do  Oo 0¢
Js  0F 0¢’
les équations 5.28 et 5.29 permettent d’obtenir 'inéga-
lité suivante :

% <0, si % > 0.
Cette équation montre que la variable de mémoire k4, et
donc également la variable d’endommagement diffus wy,
n’augmentent plus des qu’il y a de 'endommagement
localisé. En ne tenant toujours pas compte de la régu-
larisation, on superpose sur la figure 5.4 les lois d’évolu-
tion de 'endommagement diffus, de 'endommagement
localisé, et de ’endommagement total. Les exemples nu-
mériques avec régularisation montreront également que
I’endommagement diffus cesse de croitre lorsque 1l’en-
dommagement localisé apparait.

(5.30)

(5.31)

D

0.9

0.8 -

0.7
0.6 -
0.5 |
0.4
0.3
0.2

0.1

FIG. 5.4 — Evolution des endommagements sans tenir
compte de la régularisation

La loi de comportement unidimensionnelle correspon-
dante est représentée sur la figure 5.5.

(MPa)

Fi1G. 5.5 — Courbe de traction unidimensionnelle « locale »
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Résultats numériques La courbe de traction glo-
bale de la structure obtenue numériquement est repré-
sentée sur la figure 5.6.

6000

5000
4000
(N) 3000
2000 f

1000 [

0 . . . .
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03

Ug (mm)

Fic. 5.6 — Courbe effort-déplacement

Les figures 5.7, 5.8, 5.9, 5.10, et 5.11 représentent res-
pectivement les profils de la déformation e, de la défor-
mation régularisée Z, de 'endommagement diffus wy, de
I’endommagement localisé w;, et de 'endommagement
total D le long de la poutre.

x 10
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F1G. 5.7 — Profil de la déformation le long de la poutre
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04t 1 —— 0.0009
00015
T S — —— 0.0024
02F i 00036
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0 —— ) ) P —
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Fic. 5.8 — Profil de la déformation régularisée le long de
la poutre
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Fic. 5.9 — Profil de 'endommagement diffus le long de la
poutre
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Fi1c. 5.10 — Profil de 'endommagement localisé le long de
la poutre
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F1a. 5.11 — Profil de ’endommagement total le long de la
poutre

On peut observer que 'endommagement diffus reste ho-
mogene le long de la poutre mis & part une légere discon-
tinuité au moment du passage dans la zone de moindre
section. L’endommagement localisé est lui uniquement
présent au centre de la poutre dans une zone de taille
réduite. On peut constater que 'endommagement dif-
fus cesse de croitre dés que I'endommagement localisé
débute.

5 - Modele a double endommagement

5.3 Exemple bidimensionnel

On étudie un cas test bidimensionnel en contraintes
planes. La géométrie de la structure étudiée est définie
sur la figure 5.12. En utilisant les notations de cette
figure, les parametres prendront les valeurs numériques

suivantes : [y = 40mm, l» = 28 mm, d; = 20 mm,
do = 16 mm.
L

Fi1c. 5.12 — Géométrie du cas test

Le chargement de I’éprouvette consiste a bloquer les
noeuds du bord inférieur selon e, et €,- Les nceuds
du bord supérieur sont bloqués selon e, et soumis a
un champ de déplacement vertical homogene selon e,
comme cela est représenté sur la figure 5.13.

/ST 777777

F1G. 5.13 — Chargement de la structure

Le matériau a les mémes caractéristiques que dans le
cas unidimensionnel (E = 40000 MPa, g = 1074, ¢; =
3x107% A = 10000, ¢ = 16 mm?) avec un coefficient
de Poisson valant v = 0.2. L’implémentation numérique
dans Matlab est toujours basée sur la formulation faible
a deux champs présentée en annexe B.

La figure 5.14 montre la répartition de I’endommage-
ment dans la structure aux piquets de temps 801, 901,
1001, 1101, 1201, et 1701. Ces piquets de temps sont
indiqués sur la figure 5.15 donnant la norme F de la
résultante des efforts appliqués sur le bord supérieur de
la structure en fonction du déplacement Uq appliqué.
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FIG. 5.14 — Evolution de I’endommagement total au cours
du calcul
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F1G. 5.15 — Courbe de traction de la structure et itérations
étudiées

La figure 5.16 montre 1’évolution de 'endommagement
localisé w; pour ces mémes piquets de temps, et la figure
5.17 représente la variable d’endommagement diffus wy
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aux piquets de temps 801 et 1701. On peut constater
que cet endommagement n’évolue pratiquement plus a
partir du moment ou il y a de I'’endommagement loca-
lisé.

02 03 04 05 06 07 08 09 1

I,=801 1,=901

I,=1001 I,=1101

I,=1201 I,=1701

FIG. 5.16 — Evolution de I’endommagement localisé au
cours du calcul

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Of A : ]

‘g“‘"’" 5 S R

VT Creniigassiaey

I,=801 I,=1701

FIG. 5.17 — Evolution de I’endommagement diffus au cours
du calcul
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La convergence est testée en superposant sur la figure
5.18 les courbes effort-déplacement obtenues pour une
série de maillages numérotés pour ¢ allant de 1 a 3. Le
maillage 3 est le maillage qui a été utilisé pour obtenir
les résultats numériques présentés précédemment, et la
densité du maillage i+ 1 est égale a la moitié de la den-
sité du maillage i. On peut observer que les courbes des
maillages 2 et 3 sont assez proches, méme s’il faudrait
disposer de résultats de calculs pour plus de maillages
afin de bien se rendre compte de la convergence.

—— mail. 1
160 —— mail. 2 |

—— mail. 3
140 1

120 - b

N |
60 - i

401 b

20F b

0 . . . . h .
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016

[_Jd (mm)

FiG. 5.18 — Superposition des courbes effort-déplacement
pour différents maillages
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Conclusion

Cadre thermodynamique Afin de pouvoir compa-
rer plus facilement les modeles continus et discontinus,
un cadre thermodynamique similaire a été choisi pour
ces deux types de modeles dans le premier chapitre.
Pour la partie continue du domaine il s’agit du cadre
classique défini dans [Lemaitre et Chaboche, 1988], et
pour la partie discontinue, il s’agit d’un cadre similaire

défini dans [Gurtin, 1979].

Etude de la stabilité La stabilité a été étudiée de
maniere classique en testant si une position donnée, so-
lution du probleme mécanique a un instant ¢, constitue
ou non un minimum de I’énergie potentielle £ lorsque
I’on fait varier une variable décrivant la cinématique de
la structure. La différence entre les études de stabilité
réalisées se trouve dans le choix de la variable en fonc-
tion de laquelle on exprime ’énergie potentielle :

— la stabilité de la structure se teste en faisant varier
le champ de déplacement global ;

— la stabilité matérielle se teste en regardant la contri-
bution d’une variation de la déformation en un
point de Q2 ;

— la stabilité en un point de l'interface se teste en
regardant la contribution d’une variation du saut
de déplacement en un point de I’y ;

— la propagation instable d’une fissure se teste avec
la théorie de Griffith en faisant varier l'aire A de
la fissure. La fissure se propage alors sans qu’il y
ait besoin d’augmenter le chargement pendant la
propagation.

Une propagation stable de la fissure est également
possible si le chargement de la structure augmente. Ce
dernier cas a été étudié en décomposant un incrément
temporel en deux étapes :

1. Variation du chargement sans avancée de la fissure.
2. Avancée de la fissure sans variation du chargement

tant que G > G..

Ces différents cas de stabilité sont résumés dans le ta-
bleau 5.2.

Var. | Stabilité Critere
€ | matérielle do :de >0
[u] | d’'un point de lin- do?®.dJu]] > 0
terface
A | non propagation de G <G,
la fissure
A | propagation stable | G = G, et % <0

TAB. 5.2 — Différents critéres de stabilités

L’étude de stabilité a également permis de séparer les
domaines de validité des modeles continus et disconti-
nus : les premiers sont valides tant que le matériau est
stable et les seconds apres la perte de la stabilité ma-
térielle en un point. On obtient donc des domaines de
validité disjoints pour ces deux types de modeles.

Domaines de validité La notion de limiteur de lo-
calisation permet de construire des modeles utilisables
avant et apres la perte de la stabilité matérielle. Une
premiere fagon de procéder est de régulariser une va-
riable du modele continu pour imposer une largeur mi-
nimale a la bande de localisation. Un modele discontinu
peut également étre associé a un modele continu dur-
cissant pour former un modele mixte. La figure 5.19
montre les domaines de validité de ces deux types de
modeles.

Endommagement diffus Endommagement localisé

|
[ modele continu | + régularisation J
|

[ modele continu I modele cohésif J

F1c. 5.19 — Validité des modeles avec limiteur de localisa-
tion

Modéle a double endommagement Afin de dis-
poser d’'un modele permettant de faire la distinction
entre endommagement diffus et endommagement loca-
lisé, un modele a deux variables d’endommagement a
été introduit dans le dernier chapitre de la partie. La
variable d’endommagement localisé est responsable du
comportement adoucissant et doit donc dépendre d’une
variable régularisée. L’endommagement diffus est lui un
endommagement « local » classique. Les criteres d’uni-
cité et de localisation devraient étre étudiés plus en
détail pour ce modele afin de déterminer précisément
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a quelle condition les lois de comportement microsco-
piques et macroscopiques garantissent la bonne sépa-
ration de 'endommagement diffus et de ’endommage-
ment localisé.

Par ailleurs, ce modele pourrait faire ’'objet de mo-
difications pour mieux modéliser le comportement de
certains matériaux. Par exemple :

— on pourrait envisager de remplacer la variable d’en-
dommagement diffus par une variable de porosité.
Dans ce cas, 'endommagement diffus ne serait plus
di a de la micro-fissuration mais a la croissance de
cavités dans le matériau ;

— la variable d’endommagement localisé pourrait étre
remplacée par un tenseur d’endommagement aniso-
trope dont 'orientation serait donnée par le tenseur
acoustique au moment de la localisation.

Aspect multi-échelles de la rupture La rupture
est due a un ensemble de phénomenes complexes obser-
vables a différentes échelles. Une possibilité de hiérar-
chisation de ces échelles est proposée sur la figure 5.20
ou l'on distingue 1’échelle de la structure, ’échelle de la
fissure, I’échelle mésoscopique, ’échelle microscopique,
et Iéchelle atomique.

éch. microscopique éch. atomique

éch. mésoscopique éch. de la fissure éch. de la structure

Fic. 5.20 — Différentes échelles d’observation de la rupture

On peut considérer que le role des modeles étudiés
est d’affaiblir la rigidité de la structure en convertis-
sant une partie de l'énergie libre en énergie dissipée.
Ces modeles different par la maniere dont est décrite la
zone dissipative :

— les modéles d’endommagement sont construits a
une échelle mésoscopique (basée sur la notion de
volume élémentaire représentatif), la zone dissipa-
tive est donc décrite de maniere volumique;

— les modeles cohésifs sont définis a une échelle plus
grossiere pour laquelle la zone dissipative est sup-
posée surfacique;

— le modele de Griffith est défini a une échelle encore
plus grossiere (que l'on pourrait associer a 1’échelle
de la fissure) pour laquelle la zone d’élaboration est
linéique.

Parmi les modeles étudiés, les modeles d’endommage-
ment sont donc ceux apportant la description la plus

5 - Modele a double endommagement

fine du comportement du matériau, viennent ensuite
les modeles cohésifs, et enfin le modele de Griffith. Ces

différences sont représentées sur la figure 5.21.

Modele
d'endommagement

Fritry

volume

N

T

zone
endommaggée

Modele de
zone cohésive

1t

surface

=

T

zone
cohésive

Modele de
Griffith

zone
d'élaboration

Fic. 5.21 — Zone dissipative pour les 3 modeles étudiés

Dans la partie suivante, une méthode de changement
de modele est développée pour identifier un modele
équivalent mixte continu/discontinu & partir d’'un mo-
dele de référence continu régularisé. Cette méthode
peut étre considérée comme une méthode de chan-
gement d’échelle permettant de construire un modele
grossier (le modele cohésif) & partir d’'un modele plus
fin (le modele d’endommagement).



Deuxieme partie

Construction d’une loi cohésive a partir
d’un modele continu






Introduction

Objectif Pour qu'un modele d’endommagement
puisse représenter la totalité du processus de rupture
de fagon physiquement acceptable, il doit comporter
un limiteur de localisation. Les modeles a effet-retard
sont performants numériquement mais plutot réservés
aux problemes traités en dynamique. L’implémenta-
tion numérique des modeles non-locaux est assez com-
plexe (calcul des opérateurs tangents), coiteuse en
temps de calcul (intégrations numériques en chaque
point d’intégration pour le calcul de la variable ré-
gularisée), et nécessite souvent de raffiner le maillage
dans les zones endommagées [Patzik et Jirdsek, 2004,
Rodriguez-Ferran et Huerta, 2000]. Les modeles a
second-gradient implicite sont également coiiteux en
temps de calcul car la formulation faible a deux champs
généralement utilisée conduit a l'inversion d’une ma-
trice non symétrique (voir annexe B), et nécessite
également un maillage fin dans les zones a fort gra-
dient d’endommagement. Les modeles cohésifs dis-
posent eux d’implémentations numériques efficaces, no-
tamment graces aux développements importants dont
ils ont fait 'objet ces derniéres années (voir chapitre
10). 11 peut donc étre intéressant d’identifier un modele
cohésif a partir d’'un modele d’endommagement sur un
cas test simple pour ensuite utiliser le modele cohésif
obtenu sur des cas test réels plus complexes et plus
couteux en temps de calcul.

Méthode de changement de modéle Dans cette
partie, on cherchera & construire des lois cohésives pou-
vant étre utilisées en remplacement d’une méthode de
régularisation pour traiter la partie adoucissante du
comportement du matériau. On dira que le modele
continu régularisé est le modéle de référence a partir du-
quel sera construit un modele mixte continu/discontinu
que l'on appellera modéle équivalent. Le modele de
référence sera régularisé avec la méthode du second-
gradient implicite. Le modele équivalent combinera lui
un endommagement durcissant identique a celui du mo-
dele de référence et une loi cohésive construite pour re-
produire le comportement de ce modele dans sa phase
adoucissante. Pour construire cette loi cohésive, deux
calculs seront effectués successivement : un premier cal-
cul avec le modele de référence permettra d’identifier la
quantité d’énergie dissipée a transmettre a la zone co-
hésive, et un deuxieme calcul utilisant le modele équi-
valent permettra de construire la loi cohésive a partir
des incréments d’énergie dissipée calculés lors du pre-
mier calcul. La validité du changement de modele sera
vérifiée en comparant les termes du bilan énergétique
du modele équivalent a ceux du modele de référence

sur un cas test donné.

Plan de la partie La partie commence par une étude
bibliographique sur les travaux existants couplant des
modeles continus et des modeles discontinus. Dans les
deux chapitres suivants, une loi cohésive est construite
a partir d’'un modele d’endommagement puis a partir
d’un modele élasto-plastique endommageable. Une pré-
étude est enfin effectuée sur la possibilité d’une exten-
sion de la méthode a des problemes multidimensionnels.



Chap. 6

Etude bibliographique

On présente dans ce chapitre des travaux faisant in-
tervenir a la fois des modeles continus et des modeles
discontinus. On distingue le cas ou ces deux types de
modeles sont utilisés conjointement dans un calcul, pour
lequel on dira que les modeles sont juztaposés, du cas
ol un modele discontinu est construit a partir d’'un mo-
dele continu, pour lequel on dira que les modeles sont
superposés. On étudiera d’abord le cas de la juxtaposi-
tion des modeles continus et discontinus puis le cas de
la superposition de ces modeles.

6.1 Juxtaposition

6.1.1 Endommagement critique causant
la rupture

Une premiere fagon de faire apparaitre une fissure
dans un matériau endommagé est de considérer qu'une
discontinuité apparait en un point lorsque I’endomma-
gement atteint une valeur critique égale a 1 ou a une
valeur tres proche de 1. Dans ce cas, 'apparition de la
fissure ne cause pas en elle-méme d’augmentation de
I’énergie dissipée, il s’agit plutot de prendre en compte
que le matériau est complétement endommagé sur une
zone surfacique sans intervenir sur le bilan énergétique.
Cette approche est souvent utilisée avec les modeles
non-locaux et de second-gradient car la présence de la
fissure permet d’améliorer la qualité de la solution :

— dans le cas d’un modele non-local, la discontinuité
empéche qu’il y ait de couplage non-local entre
deux points situés de part et d’autre de la fissure
[de Borst et Abellan, 2002, Simone et al., 2003];

— dans le cas d’un modele de second-gradient, la pré-
sence de la fissure permet de mettre des condi-
tions aux limites nulles sur la composante nor-
male du gradient de la variable régularisée sur les
bords de la discontinuité [Mediavilla et al., 2006a,
Mediavilla et al., 2006b].

Dans les deux cas, I'ajout d'une discontinuité em-
péche que 'endommagement ne croisse démesurément
lorsqu’on se rapproche de la rupture complete. La fi-
gure 6.1 montre un trajet de fissuration obtenu dans
[Simone et al., 2003] pour un probleme de flexion 4
points. La méthode X-FEM est utilisée pour introduire
la discontinuité dans un modele de second-gradient

lorsque 'endommagement atteint la valeur 0,99. La di-
rection de propagation est obtenue a partir d'un cri-
tere sur la déformation équivalente mesurée sur un
éventail devant la pointe de la discontinuité. Dans
[Mediavilla et al., 2006b], un algorithme de remaillage
est utilisé entre chaque pas de temps de calcul avec un
modele a second-gradient. Lorsque I'endommagement
est égal & 1 en un point de Gauss, une discontinuité
est introduite dans le modele pendant l'opération de
remaillage. Un trajet de fissure obtenu dans cet article
est montré sur la figure 6.2

Fi1G. 6.1 - Un trajet de fissure obtenu dans
[Simone et al., 2003]
7 /
y /
. = /
F1c. 6.2 — Trajet de fissure obtenu dans
[Mediavilla et al., 2006a]
6.1.2 Discontinuité forte
Le formalisme de la  discontinuité  forte

[Simo et al., 1993, Oliver, 1996] permet de modé-
liser de facon unifiée le comportement d’un matériau
continu et d’une zone discontinue. Pour introduire
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cette méthode, on scinde le domaine en deux parties
Q= et QF délimitées par la surface de discontinuité
I's. Q7 touche le bord inférieur I'; sans le contenir et
Q7 touche le bord supérieur I'S sans le contenir. On
définit ensuite une fonction de Heaviside H telle que

Hs(@) = 07
Hs(z) = 1,

sur 2~ U Ty,

sur Q.

(6.1)
(6.2)

On note ¥ le domaine incluant les zones continues et
discontinues :

2 =QUT,. (6.3)

Le champ de déplacement est supposé étre de la forme

u = u; + Hs(z) uy, (6.4)

sur X,

u; et u, étant des champs continus définis sur X.
Contrairement aux modeles vus précédemment, le
champ de déplacement est défini sur le domaine entier
Y. et non plus €2, ce qui permet d’étendre la définition
de la déformation a I's (voir tableau 6.1).

Modele Champ | Domaine
modele continu U Q
modele cohésif ] T
discontinuité forte U Y=QuUIy

TAB. 6.1 — Domaines de définition des champs utilisés
pour chaque modele

Pour cela, on commence par calculer le gradient de u :

(w) = V(u;) + Y (Hal(z) uy), (6.5)
(u) = Y(uy) + Ho(z) V(ug) + uy ® V(Hs(z)).  (6.6)

<1 111

Par ailleurs, on a

V(Hs(z)) = ds(z) n, sur T, (6.7)

avec 0 une fonction de type Dirac vérifiant

ds(z) = 0, sur Q, (6.8)

ds(z) = o0, sur T, (6.9)

/ ds(x) d% = surf(Ty), (6.10)
b

surf étant la fonction donnant 1’aire d’une surface.
L’équation 6.6 peut donc s’écrire

V(u) = V(uy) + Hs(z) Y(uy) + d5(2)(uy@n).  (6.11)
Le champ de déformation g vaut donc sur ¥

e = V() + Hu(w) V(1) + 8:(2) (1, @0)"™ (6.12)
En détaillant, on obtient

e = Vi(w), sur Q7 (6.13)
£ = V() + Hale) Y(ws), w0t (6.14)
e = 6.(&)(uy ® )™, s, (6.15)
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La partition du domaine et les fonctions de Heaviside
et de Dirac sont représentées sur la figure 6.3 pour un
exemple bidimensionnel.

<"

Hy(x)

65 (ZC)

€x
F1G. 6.3 — Discontinuité forte

Dans [Brancherie et Ibrahimbegovic, 2006], deux mé-
thodes basées sur le formalisme de la discontinuité forte
sont distinguées :

— la discontinuité forte continue pour laquelle un opé-
rateur dérivant du tenseur de Hooke du matériau
continu est utilisé pour obtenir le comportement de
la discontinuité ;

— la discontinuité forte discontinue pour laquelle une
loi de comportement indépendante du matériau
continu est utilisée pour la discontinuité.

Dans le cas de la discontinuité forte continue, le fait
que I'on puisse définir une déformation sur la disconti-
nuité sert a faire le lien entre modele continu et modele
discontinu. La discontinuité forte discontinue permet
elle d’obtenir une modélisation similaire a celle obtenue
avec un modele cohésif, mais avec un formalisme un
peu différent souvent lié & une implémentation numé-
rique particuliere basée sur une formulation mixte (voir
chapitre 10). On parle alors d’éléments & discontinuité
interne ou embedded elements.

Remarque : la déformation obtenue sur la disconti-
nuité n’est pas quelconque car on peut facilement mon-
trer que

det(g) = 0, (6.16)

sur I.

Ceci montre qu’une description discontinue du matériau
n’est pas aussi riche qu’une description continue, méme
avec le formalisme de la discontinuité forte permettant
de calculer une déformation sur la discontinuité.

La discontinuité forte discontinue est utilisée dans
[Ibrahimbegovic et Brancherie, 2003] pour modéliser la



56

partie adoucissante d’un modele de plasticité. Un cri-
tere de localisation est utilisé pour détecter I'initiation
de la discontinuité, comme c’est habituellement le cas
lorsque la méthode de la discontinuité forte est utili-
sée. Dans [Wells et al., 2002], ce critére de localisation
est remplacé par un critere sur la déformation plastique
équivalente pour un matériau viscoplastique.

Discontinuité faible Pour définir la notion de dis-
continuité faible, on remplace dans le formalisme de la
discontinuité forte la fonction H, par une fonction plus
réguliere notée H”. On considére un point M de coor-
données z dans le repere global R. A est le point appar-
tenant & I tel que la distance ||AM]|| soit minimale :

A={A€el, / |[AM| minimal }. (6.17)

Ce point permet de définir une distance signée a la dis-

continuité notée ! (voir figure 6.4) :
= AMn. (6.1)

On peut remarquer que [ est positif si M appartient a
Q7F et négatif si M appartient & Q™.

F1G. 6.4 — Distance signée entre un point M et la discon-
tinuité

La distance signée [ permet de définir les domaines €2, ,
I et Q) suivants :

Qg:{M/l<fg 1, (6.19)
Me{M/-t<i<hy (6.20)
Q;:{M/gd}, (6.21)

h étant 'épaisseur de la bande T'? & I'intérieur de la-
quelle se concentre 'endommagement du matériau (a
la maniére d’'un modele de fissuration diffuse). A partir
de I, on peut définir la fonction de saut régularisée H”
par

HM (1) =0, sur Q5 (6.22)
H() = %, sur I, (6.23)
HE() = 1, sur Q. (6.24)
La fonction §” est définie par

sh(1) = o, sur Q, U QT (6.25)
sh) = % sur I, (6.26)
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Pour introduire la discontinuité faible, on suppose que
le champ de déplacement s’écrit sous la forme :

u = uy + HN(z) uy, sur X, (6.27)

Le champ de déformation correspondant est le méme
que pour la discontinuité forte en remplagant H, par
H" et 6, par 5" :

e = Vo (w) + Hi(z) ¥ (uy) + 6% (2) (up @n) ™™ (6.28)

La partition du domaine et les fonctions H" et 6" sont
représentées sur la figure 6.3.

HI(x)

8Mx)

F1G. 6.5 — Discontinuité faible

Remarque : une discontinuité forte peut étre obtenue
a partir d’une discontinuité faible en faisant tendre h
vers 0.

Transition discontinuité faible/discontinuité
forte Le formalisme de la discontinuité faible permet
d’effectuer une transition progressive d’une descrip-
tion continue vers une description discontinue si la
largeur h de la discontinuité faible est variable et tend
vers zéro a la fin de la rupture. Cette méthode est
utilisée dans [Oliver et al., 2002] et [Yu et al., 2008]
avec des éléments a discontinuité interne, et dans
[Benvenuti et al., 2008] avec la méthode X-FEM. Le
schéma de la figure 6.6, issu de [Yu et al., 2008],
montre la géométrie de la zone de rupture avec une
discontinuité faible au voisinage de la pointe de la
fissure qui devient progressivement forte & mesure que
I’on s’éloigne de la pointe.
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Braciure Process Zowe

Y.:;}; d[ dnear (elastic)

Nou-linear

Weak discontinuity

F1G. 6.6 — Transition d’une discontinuité faible vers une
discontinuité forte [Yu et al., 2008]

6.2 Superposition

6.2.1 Méthode mécanique

Dans [Planas et al., 1993], une méthode est dévelop-
pée pour construire un modele cohésif a partir d’un mo-
dele non-local en utilisant 1’étape de régularisation du
modele non-local pour passer d'un champ discontinu a
un champ continu. On considére d’une part un modele
discontinu défini avec le formalisme de la discontinuité
forte, et d’autre part un modele continu non-local dont
le champ de déformation est la régularisée du champ
de déformation du modele a discontinuité forte. Pour
construire le modele cohésif équivalent & un modeéle non-
local, on peut chercher a trouver des champs locaux dis-
continus permettant de retrouver la déformation régu-
larisée du modele non-local sur un cas test donné. Dans
[Legrain et al., 2007], cette méthode est utilisée pour
extraire numériquement le saut de déplacement d’une
fissure a partir des résultats d’un calcul d’endommage-
ment non-local.

Pour illustrer cette méthode sur un exemple unidi-
mensionnel, on considére une poutre encastrée au point
d’abscisse £ = 0 et soumise a un déplacement imposé
ug au point d’abscisse x = L. La force résultante en ce
point est notée F'. Le champ de déformation du modele
avec discontinuité forte est lui homogene sur [0, L]\ z..
On appellera "™ cette déformation, ce qui permet
d’obtenir 'expression suivante de u(z) :
u(z) = e x4 [u] H(z —x.), (6.29)
avec H la fonction de Heaviside. Si on dérive ce champ
de déplacement par rapport & x, on obtient le champ
de déformation suivant sur [0, L] :
e(z) = M 4 [u] §(z —z.), (6.30)
avec ¢ la fonction de Dirac. Ce champ de déformation
est utilisé pour calculer le champ de déformation régu-
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larisé £ comme suit :
1 L
x) == [ a(s—=z)e(s)ds, 6.31)
@)= 7 | ate=a)(s) (
avec,
1 —(s—x)?
alx—s) = NoETD exp( 27 ), (6.32)

l. étant la longueur caractéristique du matériau, et

L
Vi (z) :/ a(s—x)ds, (6.33)
0
étant approximé par
“+oo
Vi (z) z/ a(s)ds = 1. (6.34)

En tenant compte de I'expression 6.30 de la déforma-

tion, le calcul 6.31 donne :
E(z) = "™ + [u] oz — z.). (6.35)

La déformation ¢ et la déformation régularisée & obte-
nues sont représentées sur la figure 6.7.

€
(] S(x-x.
8hom ® ‘
0 X, L x
€
glwm §
0 X, Cx

F1G. 6.7 — Champ de déformation avant (a) et apres la
régularisation (b)

A partir d’une solution connue du modele continu, il
est donc possible de construire avec cette méthode un
modele équivalent avec zone cohésive en cherchant le
saut de déplacement [u] permettant de retrouver la
déformation régularisée &.

6.2.2 Meéthode énergétique

Une autre facon d’obtenir un modele de fissuration
équivalent a un modele d’endommagement est d’impo-
ser la préservation de 1’énergie dissipée lors du change-
ment de modele. Cette idée est a la base de la notion de
fissure équivalente introduite dans [Mazars, 1984] de la
maniere suivante :

« D’une facon générale, nous dirons que la fissure
équivalente & une zone endommagée-fissurée est
celle pour laquelle ’énergie nécessaire a sa créa-
tion est égale a celle dissipée dans la formation de
la zone endommagée-fissurée. »
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Dans [Mazars et Pijaudier-Cabot, 1996], cette notion
de fissure équivalente est reprise pour la construction
d’un modele de fissuration & partir d’'un modele de réfé-
rence non-local. Pour le modele de Griffith, I'incrément
d’énergie dissipée s’écrit
d® = G.dA, (6.36)
avec G, le taux de restitution d’énergie élastique cri-

tique et A laire de la fissure. Pour le modele d’endom-
magement, I'incrément d’énergie dissipée s’écrit

d® :/ (- YdD)dQ, (6.37)

avec Y le taux de restitution d’énergie élastique et D la
variable d’endommagement. En égalisant ces deux ex-
pressions d’un incrément d’énergie dissipée, on obtient
la formule

1
dA = a/Q(—YdD)dQ.

C

(6.38)

Cette expression peut ensuite s’intégrer par rapport
au temps et étre utilisée pour vérifier que les parametres
d’un modele d’endommagement correspondent bien au
taux de restitution d’énergie élastique critique donné
pour un méme matériau. On peut également, comme
cela est signalé dans [Mazars, 1984], utiliser un modele
cohésif au lieu d’un modele de Griffith pour la modéli-
sation de la fissure équivalente en se basant sur le fait
que l’aire sous la courbe de traction du modele cohé-
sif est égale a G., ce qui s’écrit pour une ouverture de
fissure en mode I,

ful,
G, = / o8 du],,. (6.39)
0

Remarque : dans [Bazant et Oh, 1983], une équiva-
lence en énergie dissipée est également utilisée pour cal-
culer les parametres d’'un modele crack band a partir de
la donnée d’un modele cohésif en fonction de la largeur
de bande souhaitée. Dans ce cas, la démarche est in-
verse car c’est le modele continu qui est calculé a partir
du modele discontinu.

6.3 Juxtaposition et superposi-
tion

Il est également possible de combiner les approches
de juxtaposition et de superposition des modeles conti-
nus et discontinus. Ceci se fait en débutant un calcul
avec un modele d’endommagement qui est générale-
ment régularisé, puis en introduisant apres un certain
niveau d’endommagement une loi cohésive dont le role
est de dissiper 1’énergie restant théoriquement a dissi-
per par le modele d’endommagement. Une illustration
de la construction d’une loi cohésive avec cette méthode
est représentée sur la figure 6.8.

6 - Etude bibliographique

- avant pic

Comportement
glabal I

IRE R
b |

—apres-pic

F1G. 6.8 — Construction d’une loi cohésive équivalente a la
partie adoucissante d’un modele d’endommage-
ment [Mazars, 1984]

La discontinuité peut étre introduite dans le matériau
endommagé lorsqu’'un critere de localisation est satis-
fait [Areias et Belytschko, 2005] ou lorsque le maillage
n’est plus assez fin pour décrire de maniere satisfai-
sante le profil d’endommagement [Comi et al., 2002,
Comi et al., 2007] (voir figure 6.9). La zone cohésive re-
coit alors la quantité d’énergie restant a dissiper par
le matériau continu jusqu’a sa rupture. Ces méthodes
permettent d’éviter de raffiner le maillage d’'un modele
régularisé dans les zones fortement endommagées.

-
!

G—G,/L,

cr

&
E(1-D,,)

F1G. 6.9 — Modele mixte continu/discontinu équivalent
utilisé dans [Comi et al., 2007]

C’est dans cette derniere famille de méthodes que
s’inscrivent les travaux présentés dans cette partie, ’ob-
jectif étant d’obtenir la forme compléte de la loi cohésive
d’un modele mixte continu/discontinu (juxtaposition)
a partir d’un modele de référence continu et régularisé
(superposition).



Chap. 7

Cas d’un modele de
endommageable

Dans ce chapitre, on construit un modele mixte
continu/discontinu avec une zone cohésive dont le com-
portement est énergétiquement équivalent a un celui
d’un modele de référence endommageable et régularisé.

7.1 Critere pour le changement
de modele

D’apres la notion de fissure équivalente, le change-
ment de modele doit se faire en préservant 1’énergie
dissipée globalement par chacun des modeles, soit

=9, (7.1)

avec I’énergie dissipée par la structure du modele
d’endommagement régularisé et o I’énergie dissipée du
modele mixte continu/discontinu. Ces énergies peuvent
étre calculées a partir des énergies dissipées volumiques
et surfaciques de chaque modele :

d =/ ¢do,
Q

o = ¢3d9+/ b5 dTs.
Q I

(7.2)
(7.3)

On introduit un indicateur d’endommagement loca-
lisé 45, défini sur €2, initialement nul et prenant la valeur
1 si le comportement devient adoucissant. Ceci peut
étre caractérisé par la perte de la stricte positivité du
produit do'°¢: de ot do'°® est I'incrément de contrainte
que I’on aurait sans la présence du limiteur de localisa-
tion. On a donc

loe = arg(dgl"c:dg < 0). (7.4)
On considere que 'endommagement est diffus lorsque
i10c €st égal a 0 et localisé lorsque ;.. est égal a 1.
Lorsque 'endommagement est diffus (i, = 0), le mo-
dele de référence (non-local) et le modele équivalent
(local) sont supposés donner le méme résultat et au-
cune énergie n’est a transmettre a la zone cohésive.
Cette hypothese est vérifiée avec le modele a double
endommagement introduit dans le chapitre 5 car il n’y
pas de régularisation pour I’endommagement diffus avec
ce modele. Lorsque I'endommagement devient localisé

référence

(i10c = 1), I'énergie dissipée par le modele de référence
est transmise a la zone cohésive du modele équivalent.
Si &, est I’énergie devant étre dissipée dans la discon-
tinuité du modele équivalent, le changement de modele
sera basé sur le critere suivant :

dd, = ddy,., (7.5)

avec,

Ao = / ioc d dS2. (7.6)
Q

Cette procédure de changement de modele est résumée
sur la figure 7.1.

Probléme de référence

‘ Modele continu régularisé ’

Comportement adoucissant +

Transfert de
I'énergie dissipée

|

Zone cohésive

uonsodiadng

Modele continu

Probléme équivalent
Juxtaposition

Fic. 7.1 — Méthode pour le changement de modele

7.2 Modele cohésif

Pour étre cohérent avec le modele d’endommagement
de référence, le modele cohésif & décharge linéaire intro-
duit en 2.2.1 est utilisé pour la modélisation de la partie
discontinue du modele équivalent avec I’hypothese que
le saut de déplacement plastique [u]” est nul. Nous
pourrons donc utiliser 'expression 2.61 de l'incrément
d’énergie dissipée surfacique, s’écrivant pour une fissure
sollicitée en mode I

dos = % (o*d[u] — [u] do*), (7.7)
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avec o° la contrainte cohésive et [u] le saut de dépla-
cement dans la direction normale a la discontinuité. Ce
calcul est illustré par le schéma de la figure 7.2.

S

(¢}
Gc S SR £ d&’s
B,
”””” QST et
OO0 |
S
K % | i
0<>-’ | '

[l [ud+dlu]

Fic. 7.2 — Energie libre surfacique et énergie dissipée sur-
facique

7.3 Validité du changement de
modele

On cherche dans cette section a montrer que le fait
d’imposer la conservation de I’énergie dissipée lors de la
construction du modele équivalent permet également de
conserver les autres termes du bilan énergétique global.
On part de 'expression 1.62 de I’énergie totale & pour
un probléeme quasi-statique :

515 == \I/ - We:vt + q) (78)

Les grandeurs associées au modele de référence sont dé-
signées par la notation (7) et les grandeurs associées au
modele équivalent sont désignées par la notation (7).
Pour montrer que ces deux modeles sont énergétique-
ment équivalents, il faut montrer que tous les termes
du bilan énergétique sont égaux pour les deux modeles,
c’est-a~dire que

(gt7qjuwea:t7¢) = (gt7\]:j7we:vt7¢)' (79)
Si le critére de changement de modele 7.5 est vérifié, on
a

O =0 (7.10)
De plus, ’énergie totale & étant constante et définie a
une constante pres, on peut considérer que

(7.11)

Il faut donc montrer la conservation de ¥ et Wey:
pour les deux modeles. Le bilan énergétique 7.8 étant
vérifié pour les deux modeles, il suffit de montrer que
I'une de ces deux quantités est préservée par le change-
ment de modele pour que 'autre le soit également. Pour
cela, on réalise un raisonnement par récurrence sur un
probléme subdivisé en une infinité de pas de temps in-
finitésimaux dt. Au piquet de temps ¢, on suppose qu’il
y a équivalence énergétique des deux modeles, donc que

(UF W) = (B, W), (7.12)

7 - Cas d’un modele de référence endommageable

On veut montrer que cette égalité est également véri-
fiée a I'instant t 4+ dt. Les deux modeles ayant un com-
portement linéaire en décharge, 1’énergie libre élastique
a intérieur d’une structure de contour I'" peut se cal-
culer avec I'intégrale

1

Ut = _ [ Fluldl. (7.13)
2Jr

D’apres 'expression 7.8 de ’énergie totale,

AP = AWeyr — dV. (7.14)

L’incrément d’énergie dissipée par la structure s’écrit
donc

1

do = = / (F'.du—u".dF)dr. (7.15)
r

2

Les conditions aux limites appliquées sont les mémes
pour le modele de référence et le modele équivalent.
On suppose qu’il s’agit uniquement de déplacements
imposés sur le bord de la structure (I'; =T et ['y = &) et
que ces déplacements peuvent étre définis & partir d’un
chargement unitaire de référence u; et d’un coefficient
de charge A :

sur T (7.16)
Par conséquent, un incrément du chargement s’écrit
sur T. (7.17)

Si le critére de changement de modele 7.5 est vérifié, les
incréments d’énergie dissipée sont les mémes pour les
deux modeles, donc

/(Etd/\f)\tdﬁ).gl dr :/(Etd/\fﬁdﬁ).gl dr.
T T
(7.18)

De plus, d’apres 7.12, on sait qu’au pas de temps t,

vl = §, (7.19)
par conséquent, d’apres 7.13,
/ Flytdr = / Flutdr. (7.20)
r r
On obtient donc en utilisant 7.16
At ot
/E-M1 drl’ :/E.gl dr. (7.21)
r r

Cette équation permet de simplifier la relation 7.18
pour obtenir

/dE.yldF :/dE.gldF.
I r

En sommant les équations 7.21 et 7.22, on obtient

/ Fy dr = / F
I I

(7.22)

(7.23)
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ce qui montre que la relation 7.20 est encore valable a
Iinstant ¢ + dt :

/ P gt gr — / FUH gt g, (7.24)
T T

et donc que Witdt — yt+dt [ ¢nergie libre est donc
la méme pour les deux modeles a l'instant ¢ + dt. En
utilisant le bilan énergétique 7.8, on obtient également
I’égalité du travail des efforts extérieurs pour les deux
modeles a I'instant ¢ 4 dt. La relation de récurrence est
donc bien vérifiée a l'instant ¢ + dt :

(\i/t-&-dt Wt—i—dt) — (\i/t—i-dt Wt+dt).

ext ext

(7.25)

Les deux modeles étant identiques sur la partie élas-
tique du comportement du matériau, l'initialisation de
la démonstration par récurrence est également garantie.

Dans la suite du chapitre, la méthode de construction
de la loi cohésive est utilisée sur deux cas test unidi-
mensionnels de poutre en traction. On étudie d’abord
les équations d’un probléeme pour lequel la déformation
est supposée homogene dans la structure. On développe
ensuite une méthode numérique ou la loi cohésive est
construite en deux temps avec

— d’abord le calcul numérique d’une solution du mo-
dele de référence régularisé ;

— puis le calcul numérique d’une solution du modele
équivalent en utilisant le critere de changement de
modele 7.5 a la place de loi cohésive qui est a priori
inconnue. Pour ce deuxieme calcul, une formulation
faible spéciale est utilisée, pour laquelle la donnée
de la loi cohésive est remplacée par la donnée des
incréments d’énergie a dissiper entre deux piquets
de temps.

7.4 Construction
d’une loi cohésive

analytique

Données du probleme On étudie une poutre sou-
mise & un chargement de traction pour un temps variant
de 0 & tyq,. Sa longueur est notée L, sa section S, et son
module d’Young E. La poutre est encastrée a gauche et
soumise a un déplacement imposé ug au point d’abs-
cisse x = L. Pour le modele de référence, la variable
d’endommagement est supposée homogene le long de la
poutre, ce qui est une maniere grossiere d’empécher la
localisation de la déformation. Pour le probléme équi-
valent, la poutre est tranchée par une discontinuité en
son centre.
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L
a) 41 ) E l Ug ‘
S -
. ; endommagement
b) A “+— homogene
[]
<
Q) 4 b ~}— matériau élastique

\ zone cohésive

FiG. 7.3 — Géométrie de la poutre (a), modele d’endom-
magement homogene (b) et modele cohésif (c)

Le déplacement imposé ug suit une loi de chargement
linéaire, dépendant d’un parametre a tel que :

ug = at. (7.26)

La variable de mémoire x est égale a la déformation
maximale dans la poutre au cours du temps :

K= m?x(s). (7.27)

La variable d’endommagement D est calculée a partir
de k avec la loi suivante :

D =0, si k < e, (7.28)

D = m, sieg<k<eg, (7.29)
Er — €0

D=1, si K> e (7.30)

Cette loi d’évolution est représentée sur la figure 7.4.

|
|
|
|
1
€, K

Fic. 7.4 — Loi d’évolution de ’endommagement

Les parametres a et t,,4, sont choisis de telle sorte que
le matériau soit complétement rompu (D = 1) a la
fin du calcul. De plus, pour que le comportement soit
adoucissant des le début de ’endommagement, on pose

Er
o — —.

5 (7.31)

Les calculs sont réalisés avec les valeurs numériques sui-
vantes : L = 10mm, S = 1000mm?, £ = 40GPa,
o = 1074, &, = 2 x 1074, tpher = 25. La courbe de
traction du matériau est représentée sur la figure 7.5.
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o Stable
(MPa)

Instable

0.05 0.1 0.15 0.2 € (x10°)

Fi1G. 7.5 — Courbe de traction du matériau

Modele de référence La contrainte & du modele de
référence, homogene dans la poutre, vérifie

(7.32)

La déformation est croissante au cours du temps, donc

K =€, (7.33)
et la contrainte vaut

o =Fe, sie < egp, (7.34)
F = 65::; Ee, si € > ep. (7.35)

La variation d’énergie dissipée localisée d®;,. est égale

a

dPo. = / —i10c Y dD dS2, (7.36)
Q
avec Y le taux de restitution d’énergie élastique, valant
pour une poutre en traction
[

Y:—§E5, (7.37)
et 10 I'indicateur d’endommagement localisé, ici égal
a 1 des le début de 'endommagement. On note ¢y 'ins-
tant pour lequel 'endommagement débute, vérifiant
pour ce cas test

tmaz

to = 5

(7.38)

On obtient I’expression suivante d’un incrément d’éner-
gie dissipée localisée :

d®pe = 0, sit<ty, (7.39)
v 1 u?  dug .
d®oc = 5 Esﬁ m, sit > ty. (7.40)

Le modele équivalent va maintenant étre construit a
partir de cette expression des incréments d’énergie dis-
sipée a transmettre & la zone cohésive.

Modele équivalent Un incrément d’énergie dissipée
surfacique du modele équivalent vaut

do, = % (o*d[u] — [u] do®), (7.41)

avec o° la contrainte cohésive et [Ju] le saut de déplace-
ment dans la discontinuité. Si & est la contrainte dans

7 - Cas d’un modele de référence endommageable

le matériau autour de la zone cohésive, 1’équilibre de la
structure impose

o’ = 6. (7.42)
Puisqu’il n’y a pas d’endommagement diffus pour ce cas
test, le matériau autour de la zone cohésive ne s’endom-
mage pas, ce qui permet d’obtenir I’expression suivante

de ¢ :

ug— [u]

7 E. (7.43)

GA- =
Le critere de changement de modele 7.5 impose
dd = dyye. (7.44)

Ces équations permettent d’obtenir I’équation différen-
tielle suivante :

du] =0, si t <tp, (7.45)
il = L~ L st (746)
~ t L(e,—eo) ’ o ’
dont une solution analytique est
[«] =0, si t <tg, (7.47)
[[u]]—L(t—t) si t>t (7.48)
= (e —20) 0) 0- .

Connaissant le saut de déplacement [u], on peut calcu-
ler la contrainte cohésive o® a partir des équations 7.43
et 7.42, ce qui permet d’obtenir la loi cohésive tracée
sur la figure 7.6.

(MPa) |

0 I I I
0 05 1 1.5 2

[u] (mm) x10°

Fic. 7.6 — Loi cohésive équivalente

La figure 7.7 représente 1’évolution au cours du temps
des énergies dissipées par le modele de référence (P ref=
®) et par le modele équivalent (®eq = ). Le fait que
ces deux courbes se superposent bien montre que le cri-
tere de changement de modele est vérifié. Les énergies
libres du modele de référence (Uref = ¥) et du mo-
dele équivalent (Weq = W) sont comparées sur la fi-
gure 7.8. Le fait que les deux courbes se superposent
bien confirme que les autres termes du bilan énergé-
tique sont également conservés par le changement de
modele (conformément a la démonstration de la partie
7.3).
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Fi1G. 7.7 — Comparaison des énergies dissipées
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Fi1G. 7.8 — Comparaison des énergies libres

7.5 Construction numérique

d’une loi cohésive

7.5.1 Meéthodologie

On cherche dans cette section a déterminer numeéri-
quement la loi de comportement de la zone cohésive
équivalente avec la méthode des éléments-finis. La mé-
thode de construction de la loi cohésive est basée sur la
réalisation de deux calculs successifs :

— le premier calcul est effectué en utilisant le modele
de référence et permet de calculer et de stocker
les incréments d’énergie Aéloc devant étre dissi-
pés dans la zone cohésive a chaque pas de temps.
Si ce calcul est effectué en utilisant une méthode de
pilotage (voir annexe E), les valeurs du facteur de
chargement \ sont également stockées pour pouvoir
étre utilisées dans le second calcul ;

— le second calcul est ensuite effectué avec le modele
mixte continu/discontinu équivalent dont la loi co-
hésive est a priori inconnue. Les conditions aux li-
mites appliquées a la structure sont les mémes que
pour le probleme de référence. La loi cohésive est
construite en imposant la quantité d’énergie s’y dis-
sipant durant chaque pas de temps (cette informa-
tion permet de se passer de la donnée du compor-
tement incrémental de la loi cohésive).

Le modele cohésif se construit progressivement au
cours du deuxiéme calcul comme cela est schématisé
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sur la figure 7.9.

to dd,

t+dt

>

[u]

F1G. 7.9 — Calcul incrémental d’une loi cohésive équiva-
lente

Probleme de référence Pour le modele de réfé-
rence, on utilise le méme cas test que dans la section 5 :
une poutre unidimensionnelle de longueur L =100 mm,
de section S = 1000 mm?, avec une zone de longueur
Ly = 20mm dont la section est multipliée facteur
a = 0.99). La poutre est encastrée a gauche (uy = 0) et
soumise a un effort F' a son extrémité droite. La géo-
métrie de la poutre est représentée sur la figure 7.10.

/ocS
s —*
a) 0 T Ly T I %
H { f )
|
b = ——l
) ug=0 Ug

F1G. 7.10 — Poutre dans sa configuration initiale (a) et dé-
formée (b)

Les incréments numériques d’énergie dissipée localisée
A®,,. sont stockés pendant le calcul pour pouvoir étre
utilisés lors de la résolution du probleme équivalent.

Probleme équivalent Pour le probleme équivalent,
la poutre ne comporte pas de réduction de section afin
que chaque point du volume soit en vis-a-vis avec un
point de la discontinuité et que la loi cohésive obtenue
ne dépende pas du facteur « utilisé lors de la résolution
du probleme de référence. Une section équivalente S
est calculée de telle sorte que 1’énergie de déformation
soit la méme pour les deux modeles dans la premiere
phase de comportement élastique-linéaire. La résolution
numérique du probleme équivalent a nécessité le déve-
loppement d’une formulation spécifique car la loi cohé-
sive est construite incrémentalement a partir du critere
de changement de modele défini par I’équation 7.5. Les
seules informations transitant du modele de référence
vers le modele équivalent sont les incréments d’énergie
dissipée A(f)loc et les valeurs du facteur de chargement
données par la méthode de pilotage a chaque piquet
de temps. La discontinuité est supposée apparaitre au
centre de la poutre, au point d’abscisse x. = % comme
cela est représenté sur la figure 7.11.
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Fia. 7.11 — Poutre dans sa configuration initiale (a) et dé-
formée (b)

7.5.2 Formulation faible pour le modele
équivalent

Un incrément d’énergie dissipée dans la discontinuité
s’écrit, d’apres 7.7,

ddbs = = (0% d[u] — [u] do*). (7.49)

M‘O})

La formulation faible impose que le critere de change-
ment de modele 7.5 soit vérifié. Ce critere est écrit sous
la forme

dd;o. — dd, = 0. (7.50)

En introduisant ’expression 7.49 dans 1’équation 7.50
et en multipliant par -%, on obtient

os )

2dv — S du]] +mdo® =0, (7.51)
avec,
m =29 [[“q , (7.52)
o
)
dv = d—l (7.53)
o
On introduit le domaine G = [zg4, z.[U ]z, 4] €t

F Tespace des champs de déplacements continus et dé-
rivables définis sur G. La résolution est basée sur la
formulation faible

A(du™) + B(du*) = C(do®*) + D(du*),

YV (du*do®*) e (F,R), (7.54)

A, B, C, et D vérifiant
A(du*) = S/ de* L de di, (7.55)

G
B(du*) = 8 d[u]*do®, (7.56)
C(do™) = do**(2dv — S d[u] +mdo*), (7.57)
D(du*) = du dF, (7.58)
avec,
ou

e=o (7.59)
[I’LL]] = U+($c) —u (xc)v (760)
ug = u(rq), (7.61)
do = Lde. (7.62)
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Cette formulation peut étre obtenue a partir d’une
écriture faible de 1’équilibre (voir annexe A.4) dans la-
quelle on introduit ’équation 7.62 donnant le comporte-
ment incrémental du matériau continu, et en imposant
la vérification de I’équation 7.51 avec ¢® jouant le role
d’un multiplicateur de Lagrange. Les matrices Aq, B
et T, reliant les variables cinématiques au vecteur des
déplacements nodaux U vérifient

Uqg = Ad U, (7.63)
e(z) = B(x) U, (7.64)
[u] =TU. (7.65)

La contrainte cohésive o® est égale a la contrainte co-
hésive nodale notée 3 :

of =¥ (7.66)

La discrétisation de I’équation 7.54 donne, si le champ
do®* est choisi nul,

dU*TKdU + SdU*TTT dy = dU*TALdF,
vdU*e F, (7.67)

F' étant ensemble des vecteurs colonnes de dimension
Nno (avec ny, le nombre de noeuds de la poutre) et K
la matrice de rigidité tangente définie par

K= S/ BTL Bdz. (7.68)
G

Si le champ du* est choisi nul, la discrétisation de
I’équation 7.54 s’écrit

AT (2dv—STAU+mdS) =0, VdE*eR. (7.69)

Les équations 7.67 et 7.69 donnent le systéme global
K STT][dU] _[AYdF
ST —m |[dS]| | 2dv |

Ce systeme est discrétisé en temps et résolu selon un al-
gorithme de Newton-Raphson (pour plus de détail voir
la formulation plus générale présentée dans I’annexe C).

(7.70)

7.5.3 Application sur un cas test

On utilise la méthode de changement de modele pour
calculer la loi cohésive équivalente au modele a double
endommagement introduit dans le chapitre 5 en conser-
vant la méme géométrie de la structure. Les résultats
numériques obtenus dans la section 5.2 servent de réfé-
rence pour la construction de la loi cohésive équivalente.
La loi obtenue est représentée sur la figure 7.12.
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F1G. 7.12 — Loi cohésive équivalente

La figure 7.13 représente les énergies dissipées par le
modele de référence (® ref = &) et par le modele équi-
valent (® eq = ®). Il est normal que les deux courbes se
superposent parfaitement si le critere de changement de
modele est vérifié. Les énergies libres du modele de réfé-
rence (¥ ref = U) et du modele équivalent (U ref = ¥)
sont comparées sur la figure 7.14. Le fait que les deux
courbes se superposent bien confirme que les autres
termes du bilan énergétique sont également conservés

lors du changement de modele.
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FiG. 7.13 — Comparaison des énergies dissipées du modele
de référence et du modele équivalent
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Fic. 7.14 — Comparaison des énergies libres du modele de
référence et du modele équivalent



Chap. 8

Cas d’un modele de référence
élasto-plastique endommageable

8.1 Bilan énergétique

Dans ce chapitre, la méthode de changement de mo-
dele est modifiée pour pouvoir prendre en compte la
présence de plasticité dans le modele de référence. Cette
extension de la méthode a fait partie d’un projet com-
mun avec Anita Simatos, doctorante au LaMCoS et au
CEA, dont le travail porte plus spécifiquement sur la
construction d’une loi cohésive équivalente & un mo-
dele de porosité, et son implémentation dans le logiciel
Cast3M en utilisant des éléments-finis étendus.

On fait a nouveau dans ce chapitre I’hypothese que
la décharge de la zone cohésive se fait de maniere li-
néaire (voir section 2.2.1), mais contrairement & ce qui
a été fait dans le chapitre 7, on considere qu’'un saut de
déplacement plastique peut apparaitre dans la discon-
tinuité. Afin de retrouver une propriété de conservation
des énergies similaire a celle obtenue dans le cas d’un
modele de référence endommageable, on cherche dans
un premier temps a obtenir l'expression des énergies
intervenant dans le bilan énergétique en fonction des
grandeurs mécaniques sur le contour du domaine. Ces
expressions sont obtenues a partir de I’étude d’une dé-
charge de la structure en supposant que 1’état résiduel
obtenu se trouve en tout point a l'intérieur du domaine
élastique a l'instant ¢ précédent la décharge.

8.1.1 Etude d’une décharge

On considere un domaine élasto-plastique endomma-
geable comportant une discontinuité I';. La partie conti-
nue du modele est élasto-plastique endommageable et
la discontinuité est décrite par le modele cohésif défini
dans la section 2.2.1. La solution du probléeme est sup-
posée connue a un instant ¢, et les champs associés a
cette solution sont notés (.);. A cet instant, les fonctions
seuil vérifient

sur €2, (8.1)
(8.2)

f(gtapt) < 0
fs(os,wf) <0

)
, sur I.
Ces fonctions seuil sont supposées étre des fonctions
convexes de & et ¢°® pour garantir que le principe

du maximum de dissipation est bien vérifié (voir par

exemple [Salencon, 2002]). Si la structure est compleéte-
ment relachée jusqu’a 'obtention d’un bord libre sur I,
I’état résiduel est obtenu. Les champs associés a cet état
sont notés (.),.. Le tenseur des contraintes résiduelles a,
vérifie

sur I'. (8.3)

c.n=20,
g, -n==24

La transformation permettant d’aller de ’état connu a
t jusqu’a ’état résiduel est décrite par I’évolution d’un
facteur de charge A variant de 0 a 1 tel que

FN)=(1-)\F,, sur I. (8.4)
On suppose qu’en tout point de la structure ’état dé-
chargé est inclus dans le domaine élastique du matériau

avant la décharge, donc

, sur €, (8.5)

, sur Ts. (8.6)
Solution du probléme de décharge Les variables
sont notées comme des fonctions du parametre de char-
gement A pendant la décharge du matériau. On suppose
que la solution du probléme vérifie les champs de dé-
placements, de contraintes, de sauts de déplacement et
de contraintes cohésives suivants :

w(A) = 1=\ u; + Au,, sur 2, (8.7)
agA)=(1=-Ng, +Ag sur Q, (8.8)
[l (N) = (1=A) [ul, + A [ul, sur Iy, (8.9)
a’AN)=(1=-Nai+ g, sur I';.  (8.10)

De plus, on suppose que les variables internes restent
inchangées pendant la transformation :

e’(N) =&, sur €2, (8.11)
D(\) = Dy, sur €2, (8.12)
p(A) = pr, sur €2, (8.13)
[ul”(N) = [ul?, sur I, (8.14)
wr(\) = wk, sur T. (8.15)

Pour vérifier qu’il s’agit bien de la solution du pro-
bleme, il faut que l'admissibilité statique soit vérifiée
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pour toutes les valeurs de A comprises entre 0 et 1,
soit :

Y(z(N) =0, sur Q,  (8.16)
a(A).n = E(N), sur I, (8.17)
(N =g"(A).n = ¢~ (N).n, sur Iy,  (8.18)

Il faut également que les relations de comportement
soient vérifiées, donc, en tenant compte de 8.12 et 8.15 :

sur €2, (8.19)

IS)

() = (1-Di) K: (M),

a*(\) = K*(wf).[u] “(N), sur T. (8.20)

Enfin, pour garantir que les variables internes restent
inchangées pendant la transformation, il faut vérifier
que l’on reste bien en tout point du domaine a l'intérieur
du domaine élastique tel qu’il est défini a l'instant ¢,
c’est-a-dire que

f(g(/\)apt) < 07
fo(e* (), wf) <0,

(8.21)
(8.22)

sur €2,

sur I';.

Vérification de la solution L’équation 8.16 est sa-
tisfaite pour g, et g, qui sont solutions du probleme
pour A=0 et A =1, et donc statiquement admissibles.
L’équation 8.16 est donc également vérifiée pour tout A
compris entre 0 et 1. L’expression 8.8 permet d’obtenir

agNn=(1-Ng,n+tAg .n, sur . (8.23)
Par ailleurs,

g,n=1F, sur I, 8.24
g -n=0, sur T, (8.25)
donc,

cAN).n=>1-NF, = F()\), sur I',  (8.26)

ce qui montre que ’équation 8.17 est bien vérifiée pour
tout A compris entre 0 et 1. L’équation 8.8 donne éga-
lement

(8.27)
(8.28)

g+()\).@:(1—)\)g:'.ﬂ+)\g:.ﬁ7 sur Ty,

a (N).

sur .

IS
I

(1-Ng, n+Ag .n,

Les équations données dans 8.18 sont vérifiées pour A =
0et A=1; et d’apres 8.10, 8.27 et 8.28, ces équations
sont également valables pour tout A compris entre 0
et 1. D’apres I'équation 8.7, le champ de déformation
s’écrit

(8.29)

o)

()= (1-Ng, +Ae,.
En utilisant cette équation et I’équation 8.11, on obtient

N =(1-Ngf+Ael. (8.30)

L’équation 8.19 est vérifiée pour A =0 et A = 1; en
utilisant 1’équation 8.8, on a donc l'expression suivante
des contraintes sur € :

(8.31)

o(\) = (l—Dt)IO(:((l—)\)g:+/\§;).
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En reconnaissant l'expression de £°(\) donnée dans
8.30, on obtient

g(A) = (1=Dy) K:£°(N), (8.32)

donc I'équation 8.19 est bien vérifiée pendant toute la
décharge. D’apres les équations 8.9 et 8.14, on a

[u]“(A) = (1= X) [u]ly + A [u];-

L’équation 8.20 est vérifiée pour A = 0 et A = 1; en uti-
lisant les équations 8.10 et 8.15, on a donc ’expression
suivante des contraintes cohésives :

a*(A) = K*(wf). (1= ) [ulf + A [ul)-

En reconnaissant 1'expression de [u]“(\) de 8.33, on
obtient

a*(A) = K (wr). [u] (V).

L’équation 8.20 est donc bien vérifiée pendant toute
la décharge. Il reste a vérifier que la transformation se
fait a I'intérieur du domaine élastique. La convexité des
fonctions seuil f et f, se traduit par les inégalités

(8.33)

(8.34)

(8.35)

FAG,+(1-N5,p) <
M@, pe) +(1=N) f(E,,p1), (8.36)

fsAas+(1=X)af,wf) <
Afs(as, wi)+(1=X) fo(af, wp).

En utilisant les équations 8.1, 8.2, 8.5 et 8.6, on obtient
donc

f(a(N),p) <0,
fs(@*(N),wp) <0,

On retrouve donc bien les équations 8.21 et 8.22, ce qui
montre que 1’on reste dans le domaine élastique pendant
toute la décharge. Les champs proposés étant bien solu-
tions du probleme de décharge, ils peuvent étre utilisés
pour I’étude de son bilan énergétique.

(8.37)

sur Q, (8.38)

sur T. (8.39)

Remarque : dans le cas d'une poutre en traction,
le champ de contrainte résiduel est un champ de
contrainte nulle car le champ de déformation plastique
est compatible. Si ce champ est inclus dans la surface de
charge, ce qui est le cas pour de ’écrouissage isotrope,
I’hypothese de décharge élastique est automatiquement
vérifiée.

Bilan énergétique de la décharge Puisque la
transformation est non dissipative pendant la décharge,
le bilan énergétique de cette transformation vérifie

AV = AW,,1. (8.40)
En développant les calculs, on obtient
1
AV :// F(\).dudl, (8.41)
T JA=0
1
AU :/ / (1= ) (1w, +u,) d\dT, (8.42)
rJa=o0
1
ATV = —5/ F,.(u;—u,)drl. (8.43)
r
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Cette énergie constitue la différence entre I’énergie libre
résiduelle ¥, (A=1) et I’énergie libre & l'instant ¢ notée
¥, (A=0). On a donc

v, = U, — AU, (8.44)
et I’énergie libre de la structure peut s’écrire
VU =V,4+ U, (8.45)
avec,
1
v, =1 / F.(u—u,)dr. (8.46)
2 Jr

Le calcul d’un incrément d’énergie dissipée a partir du
bilan énergétique donne

AP = dWeypr — dV¥, (8.47)
donc, en utilisant 8.45 et 8.46, on obtient
1
dd = 5/(E.dg—g.dE+E.dgr+gT.dE)dF— dv,.
r
(8.48)

8.1.2 Grandeurs énergétiques pour le
changement de modele

Energie libre microscopique On a supposé en in-
troduisant le modele plastique endommageable que
I’énergie libre ¥ pouvait se séparer en une partie ma-
croscopique U™?¢ et une partie microscopique ™. En
appliquant cette décomposition a 1’énergie libre rési-
duelle V,., on obtient
U, = Prmie 4 gmae, (8.49)

L’énergie dissipée correspond a une énergie évacuée
sous forme de chaleur. Elle est perdue d’un point de vue
mécanique car elle ne peut plus étre transformée en tra-
vail (cela contredirait le second principe de la thermo-
dynamique) et peut étre vue comme une énergie chan-
geant d’échelle car I’élévation de la température cor-
respond a une augmentation de I’agitation moléculaire.
L’énergie stockée microscopiquement U™ est égale-
ment une énergie transférée vers une échelle inférieure
(échelle de la micro-structure) et perdue d’un point
de vue mécanique, cependant la création de cette éner-
gie ne provoque pas d’élévation de la température. Le
schéma 8.1 résume cette répartition des énergies dans le
matériau et les échelles auxquelles elles sont associées.

Energie récupérable Energies non récupérables

mécaniquement mécaniquement
Echelle Echelle atomique
mésoscopique
(o)
\p mac Echelle de la
micro-structure
Wy mic

Fic. 8.1 - Energies récupérables et non récupérables

Energie libre modifiée Pour tous les modéles uti-
lisés dans ce travail, I’énergie libre microscopique est
nulle. Dans le cas contraire, il serait simple de définir un
potentiel modifié, équivalent au potentiel réel du point
de vue du comportement mécanique mais sans énergie
stockée dans la microstructure du matériau. Si on note
W, D’énergie libre et ®, I'énergie dissipée obtenue avec
le potentiel modifié, on a

\I/* _ \I/mac’
(I)* _ q) 4 \I/mic,

(8.50)
(8.51)

ce qui revient & considérer que I’énergie stockée micro-
scopiquement ¥ est une énergie dissipée. Ce change-
ment de la répartition des énergies dans le bilan éner-
gétique ne modifie pas ’énergie totale de la structure
donnée par ’équation 1.63 et n’a pas d’influence sur le
comportement mécanique de la structure. Cette nou-
velle répartition des énergies modifierait par contre le
comportement thermique de la structure si celui-ci était
étudié (on pourrait s’en apercevoir en écrivant 1'équa-
tion de la chaleur).

Energie dissipée de calcul Dans le chapitre précé-
dent, la zone cohésive équivalente était construite en
imposant la préservation de 1’énergie dissipée lors du
changement de modele. La présence d’un saut de dé-
placement plastique dans la zone cohésive nécessite dé-
sormais de préserver deux grandeurs énergétiques. Dans
ce but, une énergie dissipée de calcul ®°€ est définie de
maniere incrémentale a partir d’une transformation fic-
tive :

d®° est l'incrément d’énergie dissipée obtenu
pour une transformation fictive identique a la
transformation réelle du point de vue du com-
portement mécanique, mais se faisant sans va-
riation de 1’état de la structure déchargée.

On note (7) les grandeurs associées & cette transforma-
tion. L’incrément du champ de déplacement résiduel
ainsi que l'incrément d’énergie libre résiduelle associée
a la transformation fictive sont nuls :

di,.. =0, sur ), (8.52)
d¥,., = 0. (8.53)
On obtient donc 'expression suivante de d®°€ :
1
dd° = 5/ (E.dg—g.dﬂ—i—gr.dﬂ) dr. (8.54)
r

On note toujours (7) les grandeurs associées au modele
de référence et (7) les grandeurs associées au modele
équivalent. Le nouveau critere de changement de mo-
dele sera construit de telle sorte qu’a tout instant ¢

o))

(8.55)
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8.2 Validité du changement de
modele

Le bilan énergétique quasi-statique s’écrit

Et = \I/(L + \117‘ - Wext + . (856)

Comme pour 'endommagement dans la section 7.3, on
cherche a montrer par récurrence que les termes du
bilan énergétique du modele de référence et du mo-
dele équivalent sont égaux a tout instant ¢. Le change-
ment de modele est effectué en imposant la conservation
des énergies dissipées plastiques et élastiques (équation
8.55). Par ailleurs, on peut considérer que les énergies
totales des deux modeles sont égales (comme pour le cas
sans plasticité), et on fait ’hypotheése que les énergies
libres résiduelles sont les mémes pour les deux modeles.
On peut donc écrire a chaque instant ¢

(gtv (I)a (I)cv \IJT) = (5t7 (I)v (I)cv \Ijr)v

VteR. (8.57)

On suppose qu’a l'instant ¢ on a I’équivalence énergé-
tique complete des deux modeles, c’est-a-dire qu’on a
en plus des relations précédentes
(\Ilfw Wé:rt) = (\Ilfm W;xt)' (858)
Cette expression est la relation de récurrence dont on
cherche a vérifier la validité a I'instant ¢ 4+ dt. On fait
I’hypothese que les conditions aux limites sont com-
posées uniquement d’efforts imposés sur le bord de la
structure (I'y = & et Ty = T') et peuvent étre définies
a partir d’'un chargement de référence F'; et d’'un coef-
ficient de charge A tel que
F=F=F=\F,

sur T (8.59)

Par conséquent, 'incrément du chargement s’écrit
dff = dF = dF = d\ F,

sur I, (8.60)

Le condition 8.55 de changement de modele et I'hy-
potheése de conservation de 1’énergie libre résiduelle
permettent d’écrire, apres quelques simplifications, les
deux équations suivantes :

j/(zz?dgr)dr::J/<£?Aiar>dr, (8.61)
T

I
/(E@—thw@mr:
/ (F'.di— (¢'—4l).dF)dl. (8.62)

En faisant apparaitre le coefficient de chargement A, on
obtient

/El.(x dit,) dT’ :/El.(xf dit,.)dr, (8.63)
r r
/El.(xf div— (4'—al)d\)dl =

T

[ Er(vdn - (- gy anar. 560
T
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D’apres U'initialisation de la récurrence, W/, = ¥!  donc

[N i) = [ Np @ -a i (s69)
T I

En utilisant 1’équation 8.65, le systeme composé des
équations 8.63 et 8.64 permet d’écrire

/El.d@dr :/El.dg dr, (8.66)

T I

/El.dﬁr dr :/El.dgr dr. (8.67)
r T

On a donc bien

[ £ di)ar = [ Py @ -da)ar, (s6s)
r T

ce qui permet d’écrire en utilisant 8.65,

/Et+dt.(gt+dt_ @Z*th)dr —
r

/E“mfw—ﬁwwf<“”
r

W, est donc bien conservé aux deux échelles & 'instant
t+dt:

Tt+d ¥ t+d
phtdt — gidt (8.70)
L’utilisation de l’expression du bilan énergétique 8.56
permet d’établir & partir de cette expression la relation
de récurrence a t + dt :

(Btrdt ypttdty — (fttdt Wt+dt)_

exrt ext

(8.71)

L’équivalence énergétique est donc vérifiée dans le
cas plastique avec le critere de changement de modele
donné, sous condition que les hypotheses faites soient
vérifiées (et en particulier 1’équivalence des énergies
libres résiduelles).

Remarque : dans le cas d’'une poutre en traction, les
contraintes sont nulles dans toute la poutre a I'état dé-
chargé. Il n’y a donc pas d’énergie libre résiduelle. Dans
ce cas ’hypothese de conservation des énergies libres
résiduelles est parfaitement respectée, on a donc une
équivalence énergétique rigoureuse entre le modele de
référence et le modele équivalent.

8.3 Calcul des énergies dissipées

On cherche a déterminer I’expression de 1’énergie dis-
sipée volumique de calcul ¢° et de ’énergie dissipée sur-
facique de calcul ¢<. On note (7) les grandeurs associées
a la transformation fictive, vérifiant

dg = de, sur €, (8.72)
dlla] = du], sur Ty, (8.73)
do = dg, sur €2, (8.74)
do® = do?, sur Iy, (8.75)
dg? =0, sur Q, (8.76)
d[[u]? = 0, sur T, (8.77)
da, =0, sur €, (8.78)
d[a], =0, sur T. (8.79)



70 8 - Cas d’un modele de référence élasto-plastique endommageable

8.3.1 Energies dissipées volumiques
Energie dissipée volumique Un incrément d’éner-
gie dissipée s’écrit

dp = o :de? — Y dD.

(8.80)

IS}

On peut décomposer d¢ en un terme d¢P de dissipation
plastique et un terme d¢® de dissipation par endomma-
gement :

d¢ = d¢” + do*, (8.81)
avec,

d¢P = g :de”, (8.82)
d¢¢ = —Y dD. (8.83)

Energie dissipée volumique de calcul L’incré-
ment d’énergie dissipée de calcul d¢¢ peut se calculer
a partir des incréments des variables de transformation
fictive :

d¢® = g :de¥ — YdD.

(8.84)
En utilisant 8.76, on peut simplifier cette expression en

d¢® = —YdD. (8.85)
Pour calculer dD, on peut d’aprés 8.74 égaler les ex-
pressions de dg et dg pour obtenir

(1—D)I§:d§e—K:§dD =

[¢]

(8.86)

D’apres 8.72 et 8.76, d£° = dg, donc on peut simplifier
8.86 en

= o =

K:°dD = (1-D) K:dg" + K: £ dD. (8.87)

En prémultipliant de chaque coté par 3&°, on fait ap-
paraitre Y et g :

_ 1
-YdD = 3 g:de? —YdD. (8.88)
d¢® vaut donc
1
do° = 5 doP + do°. (8.89)

8.3.2 Energies dissipées surfaciques

Energie dissipée surfacique Le calcul de d¢s se
fait, pour un modele cohésif & décharge linéaire, avec
I’équation 2.61. On décompose a nouveau l'incrément
d’énergie dissipée en un terme correspondant a l'incré-
ment d’énergie dissipée plastique d¢? et un terme cor-
respondant & 'incrément d’énergie dissipée par endom-
magement d¢¢ :

dos = doy + dog, (8.90)

avec,
def = o’ d[u]”, (8.91)
dos = % (¢®.d[u]® - [u].da®). (8.92)

Le calcul de ces incréments d’énergies dissipées est ré-
sumé par le schéma de la figure 8.2.

c° A N dof
. dog
do® |

S —— -

dll? dppe [ul

Fic. 8.2 — Incréments d’énergies dissipées surfaciques dans
la zone cohésive

Energie dissipée surfacique de calcul d¢¢ se cal-
cule en fonction des incréments définis pour la transfor-
mation fictive de la maniére suivante :

1
465 = 5 (o da] - [u]"-do).
D’apres 8.77 et 8.73, du]® = d[u], et d’apres 8.75,
da® = dg*, donc

(8.93)

dos = % (o®.d[[u] — [u]“.dc®). (8.94)

Cette équation peut également s’écrire en utilisant la
décomposition de dfJu] en une partie plastique du]” et
une partie élastique dfu]® :

g — %gs.d[[g]]p+% (o d[u]’ — [u].de®).  (8.95)

On retrouve donc une formule similaire a 8.89 pour le
modele cohésif :

1
dgs = 5 el + dé. (8.96)

8.3.3 Energies globales

Les énergies ®F et ®° intégrées sur la structure entiere
sont définies par

w— [ | o,
Q T,

P° :/ ¢° dS) +/ ¢ dT,.
Q T,

L’intégration des équations 8.81 et 8.90 sur 2 et [, et
de 8.89 et 8.96 sur 2 et I'y permet d’obtenir les équa-
tions suivantes :

(8.97)

(8.98)

AP = dPP + dP*, (8.99)

dd° = %d@p + do°. (8.100)
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8.4 Critere de changement de
modele
Cas général Le critére de changement de modeéle doit

préserver ’énergie dissipée et ’énergie dissipée de calcul
(équation 8.55) :

dd ] [ dd

dde | | dde |
On utilise a nouveau l'indicateur d’endommagement lo-
calisé ;.. défini par

(8.101)

loe = arg(dgloC 1de < O), sur €2, (8.102)
do'o¢ étant l'incrément de contrainte que l'on aurait
sans la régularisation. Comme pour le cas sans plasti-
cité, I’énergie dissipée ne doit étre transmise a la zone
cohésive que si cet indicateur est égal a 1. Si D, et <i>§
sont, les énergies dissipées et dissipées de calcul dans
la discontinuité par le modele équivalent, le critere de

changement de modeéle s’écrit

dd dd,

N S — o oc .1
FAREA! o
avec,

dd,,. :/ itoc dd dQ2, (8.104)
Q

Ao, = / iloc dG°dQQ. (8.105)
Q

Remarques :
— le critere de changement de modele 8.103 peut éga-
lement s’écrire

dor i

S| = " Jloc 8.106
ot )= L) (5:106)
avec,
Ao = /Q itoc AP dSQ. (8.107)
Ceci se montre facilement car

1

d® = dP°+ 3 doP. (8.108)

Le critere de changement de modele peut donc
également s’écrire en imposant la préservation de
I’énergie dissipée plastique et de I’énergie dissipée
de calcul. C’est ce critére qui sera utilisé pour 'im-
plémentation numérique de la méthode;

— le critere 8.106 peut étre écrit de maniere équiva-

lente
dor Aoy
o5 | = | @Tloc 8.109
i | =i (5:109)
avec,
dds, = / itoe d§© dSY. (8.110)
Q
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Ceci se montre facilement car

1
dd® = dd° — §d<1>”. (8.111)
Le critere de changement de modele revient donc a
imposer la préservation des énergies dissipées plas-
tiques et élastiques lors du changement de modele.

Cas plastique Sile modele de référence ne comporte
pas d’endommagement mais seulement de la plasticité,
quﬁe est nul en tout point du modele de référence; par
conséquent, q@i est nul en tout point de la discontinuité
du modele équivalent. Le comportement de la zone co-
hésive doit satisfaire la relation 8.92, ce qui implique
pour un modele de plasticité que

1

5 (@ d[u]" — [u]".de*) =0, v t. (8.112)

Puisque [u]© est initialement nul, cette équation admet
comme unique solution

[u]° = 0. (8.113)

Le critere de changement de modele peut donc s’écrire
sous la forme suivante dans le cas plastique :

q)loca

) sur I;.

dd, =
[u]

(8.114)
(8.115)

©

Cas endommageable Si le modele de référence ne
comporte pas de plasticité, (5” est nul en tout point du
modele de référence ; par conséquent, ¢ est nul en tout
point de la discontinuité du modele équivalent. Le com-
portement de la zone cohésive devant satisfaire 1’équa-
tion 8.91, on a I’équation suivante :

o®.du]” =0, Vi, (8.116)

ce qui impose qu’en tout point de la discontinuité

[u]” = 0. (8.117)

Le critere de changement de modele peut donc s’écrire
sous la forme suivante :

(8.118)

d(i)s = d&)loca
0, (8.119)

[ul” =
On retrouve donc bien le critere de changement de mo-

dele utilisé précédemment pour les modeles d’endom-
magement sans plasticité.

sur I';.

8.5 Construction
d’une loi cohésive

analytique

On calcule dans cette section la loi cohésive équiva-
lente & un modele de référence de plasticité pour le-
quel la déformation est supposée homogene le long de
la poutre de longueur L et de section S.



72 8 - Cas d’un modele de référence élasto-plastique endommageable

Modele de plasticité étudié Les lois de comporte-
ment du modele utilisé sont linéaires et dépendent de
trois parametres : le module d’Young F, la déformation
critique €9, et le module d’écrouissage k. Les équations
donnant le comportement du modele sont les suivantes :

e =¢e°+¢€P, (8.120)
o= E¢ (8.121)
f(o) = 0 — R(eP), (8.122)
R(eP) = Feg — L E &P (8.123)

E+1

Dans le cas d'une décharge dans le domaine élastique
(f <0 oudf <0), on a le comportement incrémental
suivant :

dz° = de, (8.124)
ds? = 0, (8.125)
do = Ede. (8.126)
Si f=0etdf =0,il y a écrouissage et

de® = —kde, (8.127)
de? = (k+1)de, (8.128)
do = —k E de. (8.129)

En utilisant ces calculs, la courbe de traction du modele
est tracée sur la figure 8.3.

Y] Stable | Instable

EV N-kE

80 87 8
F1G. 8.3 — Courbe de traction du modele de plasticité

L’écrouissage étant négatif, le comportement de la
structure est adoucissant des que ’on dépasse la limite
d’élasticité. Le chargement est réalisé pour un temps va-
riant de 0 & ¢,,4,. La poutre est encastrée a gauche et
soumise a un déplacement imposé ug a droite. Le char-
gement de la structure est linéaire au cours du temps
et donné en fonction d’un parametre a par la relation

ug = at. (8.130)

a est choisi de telle sorte que la poutre soit rompue pour
t = timae €t on appelle £y le temps pour lequel € = g.

Modele de référence Pour le modele de référence,
on suppose, comme cela avait été fait dans la section
7.4, que la déformation et les variables internes sont
homogenes le long de la poutre. On obtient par inté-
gration de 8.126 et 8.129 la valeur de la contrainte ¢ au
cours du temps :

oc=Fse,
= (14k)Eeo— kEe¢,

(8.131)
(8.132)

si € <ey,

si € > ¢gg.

Qc

Le calcul du taux d’énergie dissipée localisée se fait alors
grace a la formule

ddp. = / i10e & deP dSQ, (8.133)
Q

avec pour cet exemple 7;,, = 1 en un point des qu’il y
a plastification (t = t¢), ce qui donne

dd,,. =0, si t < to, (8.134)
o at
dd,,. = —SE((1+k)5O—kf)(k+1)adt7
sit>tg. (8.135)

Modele équivalent Pour le modele équivalent,
I’équilibre de la structure au niveau de la discontinuité
impose 1’égalité de la contrainte cohésive o° et de la
contrainte & dans la poutre :
o’ = 4. (8.136)
La plasticité du modele de référence étant adoucissante,
le matériau entourant la zone cohésive ne plastifie pas,
on a donc la relation

ug — [[u]

B (8.137)

o =
Le modele étant uniquement plastique, on peut utili-

ser le critere de changement de modele donné par les
équations 8.114 et 8.115 :

dd, = dd,,,, (8.138)
[u]® = 0, sur T. (8.139)
Le taux d’énergie dissipée quSS s’écrit

do, = o*d[[u], (8.140)

donc, en tenant compte de 8.137 et 8.130, on obtient

- ES
dd, = - (at —[u])d[u], (8.141)
ce qui, en appliquant le critere de changement de mo-

dele 8.138, permet d’obtenir I’équation différentielle

[u] =0, sit < tp, (8.142)
1+k)a((1+k)eo—E2t
d[[u]]:L( Ja((+k)eo—7 )dt,
at — [u]
sit > tp. (8143)
En prenant comme parametres L = 10mm, S =

10mm?, E = 200000 MPa , g5 = 0.002, k = 1, on ob-
tient en résolvant numériquement cette équation diffé-
rentielle la loi cohésive linéaire représentée sur la figure
8.4.
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400
350 |

300 |

G 0}
(MPa) 200 |
150 F

100 F

50 |

0
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04

[u] (mm)

Fic. 8.4 — Loi cohésive équivalente

La figure 8.5 représente les énergies dissipées par le mo-
dele de référence (& = ® ref) et par le modele équivalent
(i) = ®eq), et la figure 8.6 représente les énergies libres
du modele de référence (U = W ref) et du modele équi-
valent (U = W eq). Comme dans le cas endommageable,
ces courbes se superposent bien, ce qui montre la vali-
dité du changement de modele pour ce cas test.

wofl . .
---- ®ref

0L deq

60

d 50f
(N.mm) o
30t

20

10

0

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

t(s)

Fic. 8.5 — Comparaison des énergies dissipées

wl . . ]
- Wref
35 . -y eq q
30 F 4
% 25 - 1
20 - 1
(N.mm)
15 + 1
10 :
5| J
0 =T L L L L L L L Ml
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

t(s)

Fic. 8.6 — Comparaison des énergies libres

8.6 Construction
d’une loi cohésive

numérique

8.6.1 Meéthodologie

L’objectif de cette section est de construire avec la mé-
thode des éléments-finis une loi cohésive équivalente en
adaptant la formulation faible développée dans la sec-
tion 7.5 au cas d’un modele de référence élasto-plastique
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endommageable. Le calcul de la loi cohésive se fait tou-
jours de maniére incrémentale, et peut se représenter
par le schéma 8.7.

S

(¢} (¢}
t qu)s t d¢s
t+dt 3 t+dt
W e
a) b)

Fi1ac. 8.7 — Calcul incrémental des lois cohésives dans le cas
plastique (a) et élasto-plastique (b)

On étudie une poutre unidimensionnelle de longueur
L=100mm et de section S =10mm?.

Probleme de référence La géométrie de la poutre
du probleme de référence est la méme que celle utilisée
dans la section 7.5 pour I'implémentation numérique de
la méthode dans le cas endommageable. Elle est rappe-
lée sur la figure 8.8.

/05 ;
e
a) 0 | LO\ L x
34‘; { t (‘)
|
b = ——
) Ug=0 " X

F1G. 8.8 — Poutre du probleme de référence dans sa confi-
guration initiale (a) et déformée (b)

Les matrices tangentes du probléme sont calculées se-
lon [de Borst et al., 1999] avec la formulation présentée
en annexe B. Comme dans le cas endommageable, une
méthode de pilotage est utilisée pour imposer la défor-
mation de I’élément central. Les incréments numériques
d’énergie dissipée plastique AP et de calcul AP sont
stockés pour pouvoir étre utilisés lors de la résolution
du probleme équivalent.

Probleme équivalent Pour le probleme équivalent,
on calcule a nouveau une section équivalente S de telle
sorte que I’énergie de déformation soit la méme pour les
deux modeles dans la premiere phase de comportement
élastique-linéaire. La formulation faible développée en
7.5 a été modifiée pour construire la loi cohésive équiva-
lente & partir du critere de changement de modele défini
par I’équation 8.106. Les seules informations transitant
du modele de référence vers le modele équivalent sont
cette fois les incréments d’énergie dissipée AP et Ade
et les pas de chargement issus de la résolution du pro-
bleme de référence. La discontinuité est supposée appa-
raitre au centre de la poutre, au point d’abscisse x. = %
comme cela est représenté sur la figure 8.9.
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e —— e )—°
a) 0 Xe L X
F
e e y
b) Ug=0 [[MH ‘ Ug ! X

FiG. 8.9 — Poutre du probleme équivalent dans sa configu-
ration initiale (a) et déformée (b)

8.6.2 Formulation faible pour le pro-
bleme équivalent

Energie dissipée de calcul Les incréments d’éner-
gie dissipée de calcul peuvent s’écrire, d’apres 8.94,

d®¢ = = (0% d[u] — ([u]] - [«]?) do*). (8.144)

[\')‘CI)

Cette énergie dissipée est imposée par le critere de chan-
gement de modele 8.106 écrit sous la forme

dd¢

¢ —dd° = 0. (8.145)
En introduisant ’expression 8.144 dans cette équation

et en prémultipliant par %7 on obtient

2dv — S d[u] + mdo® =0, (8.146)
avec,

m=39 M (8.147)
dv = ‘fl (8.148)

Formulation faible On définit le domaine G par
G = [zg, [ U |ze, z4] et V'espace F des champs conti-
nus et dérivables définis sur (G. La résolution est basée
sur la formulation faible

A(du*) + B(du*) = C(do®*) + D(du*),

V (du* do®) € (F,R), (8.149)
A, B, C, et D vérifiant
A(du*) = 8 / de* L dedz, (8.150)
G
B(du*) = 8 d[u]*do®, (8.151)
C(do™) = do** (2dv — Sd[u] +mdo*), (8.152)
D(du*) = du, dF. (8.153)

Discrétisation sur I’espace Les matrices Aq, B, et
T, qui relient les variables cinétiques au vecteur des
déplacements nodaux U, sont toujours définies par

Uqg = Ad U, (8154)
e(z) = B(2) U, (8.155)
[u] = TU. (8.156)

La contrainte cohésive ¢, homogene sur la surface de la
discontinuité, est égale a la contrainte cohésive nodale
notée X :

o =3 (8.157)

La discrétisation de ’équation 8.149 donne, si le champ
do®* est choisi nul,

dU*TKdU + §dU*TTT dx = dU*TAY dF,

VdU*e F, (8.158)
F étant 'ensemble des vecteurs colonnes de dimension
Nno (avec ny, le nombre de neeuds de la poutre) et K la
matrice de raideur tangente du matériau continu. Si le
champ du* est choisi nul, ’équation 8.149 s’écrit sous
forme discrétisée

AT (2dv - STAU+mdS),  VdZ*eR. (8.159)

Les équations 8.158 et 8.159 donnent le systeme
K STT][dU] _[AYdF
ST —m ||d2] | 2dv |

Energie dissipée plastique Pour que le critere de
changement de modele 8.106 soit respecté, il faut éga-
lement imposer la conservation de I’énergie dissipée par
plasticité, soit :

ddP = ddP

loc*

(8.160)

(8.161)

Ce critere, associé a I’équation 8.91, permet d’obtenir
I'expression suivante de d[u]? :

v

du]? = “hoc.

8.162
o (8.162)

Discrétisation sur le temps Le systeme 8.160 est
ensuite discrétisé en temps et résolu avec un algorithme
de Newton-Raphson. La valeur de [u]” est calculée
pour chaque piquet de temps grace a l’équation 8.162
discrétisée en temps selon un schéma de Euler expli-
cite. La valeur obtenue permet de calculer m au piquet
de temps suivant avec l’équation 8.147. Le détail de la
discrétisation en temps avec le calcul des résidus est
présenté dans l’annexe C.

8.6.3 Exemple d’application

Modele élasto-plastique endommageable étudié
La fonction seuil de plasticité du modele utilisé s’écrit

f(e,p) = |o| = R(p), (8.163)
R(p) = E (eo+ Lp), (8.164)

1-k

k et g9 étant des parametres du matériau. Le calcul de
la variable d’endommagement se fait selon la loi expo-
nentielle décroissante suivante :

D =0,
D=1-exp(—A(k—ro)),

si k < Ko, (8.165)

si k> Ko, (8.166)
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avec A et kg des parametres du matériau. La variable
z est choisie égale a la déformation plastique cumulée :

z=p. (8.167)
Pour le modele de référence, on régularise z avec la

méthode du second-gradient implicite :

z—¢cV3(z) = 2, (8.168)

¢ étant le parametre de régularisation du matériau. La
variable de mémoire x est ensuite calculée a partir de
la variable régularisée z

K= mtax(é). (8.169)

Pour le modele équivalent, x est calculé directement
a partir de z :

K= mtax(z) (8.170)

Les calculs ont été réalisés avec les parametres sui-
vants : £ = 200000 MPa , ¢g = 0.002, £k = 0.2,
ko = 0.004, A = 800, et ¢ = 16mm?. La figure 8.10

représente la courbe de traction du matériau continu.

600 - R

500 - 1

400 + 4

300 - 4
(MPa)

200 - 1

100 1

0
0 0.002 0.004 0.006 0.008 001 0012 0.014 0.016

€

F1c. 8.10 — Courbe de traction du matériau continu

Probleme de référence Le maillage de la poutre
comporte 161 éléments quadratiques. La courbe effort-
déplacement obtenue est présentée sur la figure 8.11.

6000 [ R

5000 - R

F 4000 - R
(N) 3000 1

2000 1

1000 1 1

0 01 02 03 04 05 06 07
Ud (mm)

F1c. 8.11 — Courbe force-déplacement

Les figures 8.12, 8.13, 8.14, et 8.15 montrent les pro-
fils obtenus sur la longueur de la poutre pour la défor-
mation e, la déformation régularisée z, la déformation
plastique cumulée p, et ’endommagement D.
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F1G. 8.12 — Profil de la déformation e

X (mm)

F1G. 8.13 — Profil de la variable régularisée z
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8.14 — Profil de la déformation plastique cumulée p
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Fic. 8.15 — Profil de 'endommagement D
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Probleme équivalent La loi cohésive équivalente
obtenue avec la méthode de changement de modele
est représentée sur la figure 8.16. La figure 8.17 repré-
sente les énergies dissipées par le modele de référence
(® = ®ref) et par le modele équivalent (& = ®eq). 11
est normal que les deux courbes se superposent parfai-
tement si le critere de changement de modele est vérifié.
Les énergies libres du modele de référence (¥ = W ref)
et du modele équivalent (<i> = Weq) sont comparées sur
la figure 8.18. Le fait que les deux courbes se super-
posent confirme que les autres termes du bilan énergé-
tique sont également conservés par le changement de
modele (voir section 8.2).

600 f ]
500 :
400 .
(MPa) 2| :

200 b

100 b

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
[u] (mm)

Fi1G. 8.16 — Courbe de traction du modele cohésif

2500
2000 - N
/ ---- Oref
o 1B0r T T %eq
(N.mm)
000
500 F )
ok

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

t(s)

Fic. 8.17 — Energies dissipées par les deux modeles

900

800 - ',", ---- Wref

00f ¢

(N.mm) 509 |
400+ ¢
300
200

100 1
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Chap. 9

Vers une extension au cas

multidimensionnel

On cherche dans cette partie a quelles conditions la
méthode de changement de modele peut étre étendue
au cas multidimensionnel si le modele de référence est
endommageable. On supposera dans un premier temps
que la fissure est rectiligne et sollicitée en mode I, puis
rectiligne et sollicitée en mode mixte. Enfin, on verra
comment tenir compte de la courbure de la disconti-
nuité dans écriture du critere de changement de mo-

dele.

9.1 Changement de modele en
mode I

Décomposition du probléeme Le modele de réfé-
rence est sous-découpé en cylindres V d’axes perpendi-
culaires a la surface de la fissure équivalente supposée
connue et rectiligne (voir figure 9.1). Ces cylindres sont
disposés symétriquement par rapport a la surface de la
discontinuité. La demi-hauteur d’un cylindre est notée
l; et doit étre suffisamment grande pour que le cylindre
traverse completement la zone d’endommagement loca-
lisé.

reproduction de I’y

F1G. 9.1 — Définition d’un cylindre V (modele de référence)

Pour le modele équivalent, I'intersection entre un cy-
lindre V et la surface de la discontinuité I'y est notée S
(voir figure 9.2) :

S=VnT,. (9.1)

r.”
F1c. 9.2 — Définition de la surface S (modele équivalent)

Critéere de changement de modele Pour chaque
cylindre, on impose 'égalité de I’énergie dissipée loca-
lisée du modele de référence dans V et de ’énergie dis-
sipée par le modele équivalent dans S. Un incrément
d’énergie dissipée localisée (déloc)v d’un cylindre V du
modele de référence est calculée a partir de I’énergie dis-
sipée volumique ¢u> et de 'indicateur d’endommagement
localisé 7., :

(d‘i)loc)v :/ Z.loc dﬁz av. (92)
%
Cette intégrale peut également s’écrire
I y
(dDpe)y = / ( / ioc do dl ) dS. (9.3)
s J-1;

Par ailleurs, un incrément d’énergie dissipée (i>5 sur la
surface S du modele équivalent est exprimée en fonction
d'un incrément d’énergie dissipée surfacique ¢, de la
maniere suivante :
ddg = / do, ds. (9.4)
s

Le critere de changement de modéle devra désormais
satisfaire pour tout cylindre V

dds = (dioc)y- (9.5)

D’apres les équations 9.3 et 9.4, une fagon de garantir
que cette équation est satisfaite est d’imposer le critére
de changement de modele

do, = do,, (9.6)
avec,
) ll “
do, = / i10c d dl. (9.7)
—1;
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Remarque : on peut également obtenir ce critere en
calculant les équations 9.5 et 9.2 divisées par la surface
de S lorsque celle-ci tend vers 0. On obtient alors

dés — dg)s7 (9.8)
. 1 ; . y
do, = li —_— loc Ao dV = loc do dl.
P sug(r}S) surf(S) /vzl 4 /_l bloe 40
0
(9.9)

Modeéle cohésif Un incrément d’énergie dissipée sur-
facique s’écrit d’apres ’équation 2.61

dps = % (¢®.d[u] - [«].da®).

Si la zone cohésive ne travaille qu’en mode I, cette équa-
tion se réduit a

(9.10)

~ 1 .
dos = 3 (0 d[u],, — [ul,, do3). (9.11)
Implémentation numérique Les formulations

faibles unidimensionnelles présentées dans les chapitres
7 et 8 peuvent étre adaptées a un probleme & plusieurs
dimensions (voir annexe C). La formulation obtenue
n’a pas été testée en 2D, on peut cependant s’attendre
a des probléemes numériques car rien n’impose que la loi
cohésive équivalente soit la méme en chaque point de
la discontinuité. Une solution pourrait étre d’identifier
la loi cohésive a partir d’une solution donnée par
un modele d’endommagement régularisé en régime
stationnaire, car on pourrait alors ajouter I'hypothese
que la loi cohésive est identique en chaque point de la
discontinuité.

9.2 Changement de modele en
mode mixte

Pour que le changement de modele soit completement
défini, il faut identifier la contribution de chaque mode
de rupture a 'incrément d’énergie dissipée devant étre
transmis a la zone cohésive. On rappelle pour les dé-
veloppements de cette section que les équations d’équi-
libre de I'interface obtenues au premier chapitre (équa-
tion 1.22) sont les suivantes :

s + -

[opsy Onn Onn
b =\ om =\| om (9.12)
0’; R. Onb Re Onb Re

9.2.1 Séparation de la contribution de
chaque mode

Modele de référence On suppose qu’il est pos-
sible de calculer séparément les dissipations surfaciques
d’énergies dues aux modes I, II, et III, notées respecti-
vement d(;ubg7 d&;, et dqzuﬁg pour le modele de référence.
Si la fissure équivalente ne travaille qu’en mode I, on
s’attend a obtenir pour le modele équivalent

(9.13)
(9.14)

s _
o; =0,

op = 0.
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On suppose que ces conditions aux limites se traduisent
dans le modele de référence par les équations

(9.15)
(9.16)

Ont = 07

Onb — 0.

Si 'incrément d’énergie dissipée surfacique devant étre
transmis a la discontinuité dans la direction n est noté
d¢?, on peut écrire

y 1 [l
aiy = ¢ / i10c (Gm e — Enm o) . (0.17)

—1;

Le méme raisonnement appliqué & une fissuration en
mode II uniquement et en mode III uniquement, per-
met de calculer les incréments d’énergies dissipées sur-
faciques & transmettre a la discontinuité dans les direc-
tions ¢ et b, notées respectivement dg’ et dgbl; :

o 1 b
d¢ts = 5/ Loc (Unt dent — €nt do'nt) dl, (918)
—1;
o 1l
del = 3 / H10c (T dEpy — Enp dopy) dl. (9.19)
—1;

Modele équivalent Les incréments d’énergie dissi-

pée surfacique de la discontinuité sont également dé-
4a a <A At 7.

composés en trois termes @7, @3, et @] :

dds = gy + g, + dgy, (9-20)
avec,

4y = 3 (on dlul, ~ [u], do3). (9.21)
48, = 5 (07 d[ul, ~ [ul, do7), (9.22)
48 = 1 (o3 dul, ~ [ul, do3). (9.23)

Critére de changement de modele Le critere de
changement de modele devient

do? dot
gl | = | dgt (9.24)
dd!, dol

9.2.2 Capacité d’une fissure a modéliser

I’endommagement

On cherche dans cette partie a voir si une fissure est
réellement capable de remplacer un état d’endommage-
ment en ayant le méme comportement énergétique. On
se place d’abord dans le cas bidimensionnel, puis dans le
cas tridimensionnel. Bien que la fissure soit chargée en
mode mixte, on considere toujours qu’elle est rectiligne.

Cas bidimensionnel Dans le cas bidimensionnel, on
peut remarquer que la somme de d¢? et d¢’ n’est pas
égale a d¢,. Si on note d¢} le terme manquant, on a

dps = doT + do + do?, (9.25)



9.3 Cas d’une fissure courbe

avec,

l;
ddr = / (ot dety — ety doty) dl. (9.26)
—l;
L’énergie dissipée en traction dans la direction ¢ n’est

donc pas transférable a la fissure équivalente (voir figure
9.3).

nn
nt tt

N

r/ t

mode de déformation
(I compatible avec la O
zone cohésive

mode de déformation
incompatible avec la
zone cohésive

F1G. 9.3 — Modes de déformation compatibles ou non avec
la discontinuité

Cas tridimensionnel Dans le cas tridimensionnel, le
terme manquant de¢} vérifie :

dgs = d¢} + dof, + d¢; + doy, (9.27)
avec,
l;

do* = / (*Tde* — e*Tda™*) dl, (9.28)
—1;

et,

o= {"“ "tb], (9.29)
Otb  Obb

e = [5“ “tb ] (9.30)
Etb  Ebb

Le terme d¢} permet d’identifier les modes de défor-
mation ne pouvant pas étre pris en compte par une
discontinuité : il s’agit des modes de traction dans les
directions t et b et du mode de cisaillement dans le plan
(t,b). Ces modes sont représentés sur la figure 9.4.

mode de déformation
[ incompatible avec la
zone cohésive

mode de déformation
[ compatible avec la
zone cohésive

F1c. 9.4 — Modes de déformation compatibles ou non avec
la discontinuité
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Cas d’un endommagement anisotrope Pour em-
pécher le modele d’endommagement de dissiper de
I’énergie par les modes de déformation incompatibles
avec la discontinuité, on pourrait imaginer d’empécher
I’endommagement localisé du modele de référence pour
ces modes de déformation. Ceci étant impossible avec
un modele d’endommagement isotrope, il pourrait étre
intéressant d’utiliser un modele de référence compor-
tant un endommagement localisé anisotrope. Cette ani-
sotropie pourrait également étre utilisée pour obtenir la
direction de la fissure équivalente lors du changement
de modele.

9.3 Cas d’une fissure courbe

Dans cette section, on cherche a tenir compte de la
courbure de la discontinuité dans I’écriture du critére
de changement de modele. Pour cela, on considére une
fissure courbe pour laquelle les volumes d’intégration
V sont construits de telle sorte que leurs bords soient
perpendiculaires a la surface de la fissure (voir figure
9.5). Une section d’intégration S; est paramétrée par
son excentration par rapport a la discontinuité notée [.
Cette excentration correspond a la distance signée défi-
nie dans le chapitre 6 (équation 6.18), qui est négative si
S, appartient & Q™ et positive si S; appartient & Q. La
surface S; est confondue avec la surface S sil = 0. Pour
déterminer ’aire des surfaces S;, on utilise les rayons de
courbures R; et Ry correspondant aux rotations autour
de t et b. Ces grandeurs sont représentées sur la figure
9.5 dans un cas ou Ry est positif et R}, est négatif.

b

F1G. 9.5 — Géométrie et notations dans le cas d’une fissure
courbe

En tenant compte de la courbure de la discontinuité,
I’équation 9.3 devient

l;
(dPioc)y = / ( / itoc Ao dS;) dl.
_ S

1

(9.31)
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Dans cette intégrale, on réalise un changement de va-
riable pour se ramener a la section de référence S. La
surface d’intégration dS; est liée a la surface dS par la
relation

ds; = J; dS, (9.32)
avec,

- Ry+1 R +1
J = R R (9.33)

On a donc 'expression suivante de (dé)loc)v :

l; o
(dBro0)yy = / ( / itoe ) Jy d1)dS. (9.34)
S J-1l;
Si on fait tendre la surface de S vers 0, on obtient
1) ll “
do, :/ T1oc do Jy dl. (9.35)

A partir de cette équation, on peut adapter le calcul
des équations 9.17, 9.18, et 9.19 pour tenir compte de
la courbure de la discontinuité.

9 - Vers une extension au cas multidimensionnel



Conclusion

Bilan Dans cette partie, une méthode a été dévelop-
pée pour construire un modele cohésif a partir d’un mo-
dele continu en se basant sur la notion de fissure équiva-
lente de Mazars. La méthode a d’abord été développée
pour construire une loi cohésive énergétiquement équi-
valente a un modele d’endommagement, ce qui permet
de retrouver le méme comportement global de la struc-
ture qu’avec le modele d’endommagement de référence.
L’implémentation numérique de la méthode se fait en
deux temps : un premier calcul utilisant le modele de ré-
férence permet de déterminer 1’énergie dissipée a trans-
mettre a la zone cohésive, le modele équivalent est en-
suite construit incrémentalement en imposant a chaque
pas de temps la quantité d’énergie dissipée dans la zone
cohésive. Les seules informations transitant du modele
de référence vers le modele équivalent sont les incré-
ments d’énergie dissipée et les incréments du facteur de
chargement durant chaque pas de temps. La méthode a
ensuite été étendue aux modeles pouvant présenter de
la plasticité en plus de ’endommagement. Il faut alors
faire la distinction entre ’énergie dissipée par plasticité
et I’énergie dissipée par endommagement, et imposer
séparément ces deux quantités lors du changement de
modele.

Utilisation de la méthode La méthode développée
peut étre utilisée dans les deux cas de figure suivants :

— pour identifier une loi cohésive en deux temps.
Les lois cohésives sont souvent une modélisation
assez éloignée du comportement réel du maté-
riau car tous les phénomenes dissipatifs adoucis-
sants sont supposés étre condensés sur la sur-
face de la discontinuité. Les lois cohésives sont
donc souvent identifiées en utilisant des me-
sures réalisées loin de la zone de rupture. Par
exemple, des courbes de résistance (courbes-
R) sont utilisées dans [Cornec et al., 2003] et
[Sgrensen et Jacobsen, 2003] pour identifier des pa-
rametres de zones cohésives. Un modele de second-
gradient peut lui étre plus simple a identifier en
utilisant des grandeurs locales. Par exemple, dans
[Iacono et al., 2008] la longueur caractéristique est
obtenue par une observation de la largeur de la zone
endommagée. Il peut donc étre intéressant d’iden-
tifier une loi cohésive en 2 temps, en commencant
par identifier un modele continu si celui-ci est plus
proche des phénomenes observés ;

— pour identifier une loi cohésive a partir d’un modele
d’endommagement déja connu sans avoir a réaliser
de nouveaux essais.

Dans les deux cas, le modele cohésif obtenu est moins
colteux en temps de calcul que le modele régularisé
ayant servi de modele de référence, et peut donc étre
utilisé sur des cas test plus complexes.

Perspectives La méthode pourrait étre utilisée pour
étudier la relation entre une loi cohésive et le taux de
triaxialité des contraintes au voisinage de la disconti-
nuité. Ceci pourrait étre étudié en appliquant une pres-
sion p sur le bord de la poutre servant a identifier la loi
cohésive, comme cela est représenté sur la figure 9.6.

— —F

F1G. 9.6 — Cas test permettant d’étudier 'influence de la
triaxialité

Pour étudier I'influence d’une sollicitation de la loi
cohésive en mode mixte, il faudrait implémenter la mé-
thode sur des cas test bidimensionnels. De notre point
de vu, ceci serait envisageable apres avoir apporté les
modifications suivantes :

— identifier la loi cohésive a partir d’une solution du

modele de référence obtenue en régime stationnaire.
On pourrait ainsi supposer que la loi cohésive est
la méme en tout point de la discontinuité;

— utiliser comme modele de référence un modele d’en-
dommagement pour lequel 'endommagement loca-
lisé serait anisotrope. Le comportement du modele
de référence serait alors plus proche d’'un modele
discontinu et toute ’énergie dissipée par le modele
de référence pourrait étre transmise a la disconti-
nuité. De plus, l'orientation de ’anisotropie pour-
rait étre utilisée pour obtenir la direction de la dis-
continuité du modele équivalent.






Troisieme partie

Implémentation d’une loi cohésive

extrinseque et transition vers un
modele de Griffith






Introduction

Intérét des modeles cohésifs Cette partie porte
sur 'utilisation des modeles cohésifs dans les calculs de
rupture avec la méthode des éléments-finis. Si on com-
pare ces modeles a l'utilisation de la théorie de Griffith,
les principaux avantages sont les suivants :

— les deux hypotheses de la théorie de Griffith (zone
d’élaboration petite devant la taille de la structure
et propagation stationnaire) ne sont plus nécessai-
rement vérifiées ;

— le profil de la discontinuité est plus proche de la
réalité (bout pointu et non arrondi);

— les champs de contraintes et de déformations ne
sont pas singuliers en pointe de fissure, ce qui per-
met d’utiliser un modele de comportement non-
linéaire pour le matériau entourant la fissure ;

— il est possible de faire apparaitre une fissure dans
un matériau initialement sain.

Si on compare les modeles cohésifs aux modeles
d’endommagement régularisés, les principaux avantages
sont les suivants :

— les modeles cohésifs peuvent jouer le role de limi-
teur de localisation sans poser de problemes théo-
riques majeurs. Les modeles régularisés gardent eux
quelques points inexpliqués (hypothese de I’état lo-
cal non vérifiée pour les modeles non-locaux, condi-
tion aux limites sur la variable régularisée non dé-
montrée pour les modeles de second-gradient, dé-
termination du temps caractéristique parfois hasar-
deuse pour les modeles & effet-retard) ;

— les modeles cohésifs sont moins coliteux en temps
de calcul, notamment du fait que les maillages uti-
lisés peuvent étre plus grossiers que pour les mo-
deles continus régularisés. Ils sont mieux adaptés a
la puissance des ordinateurs actuels pour des cal-
culs complexes.

Enfin, on peut signaler que les modeles cohésifs
peuvent étre utilisés pour un large éventail de maté-
riaux (fragiles, quasi-fragiles, ductiles). Tous ces avan-
tages font que les modeles cohésifs sont fréquemment
utilisés pour les calculs de rupture.

Difficultés L’implémentation numérique des modeles
cohésifs présente pourtant quelques difficultés :
— d’abord, le traitement de la rigidité initiale infinie
lorsqu’une loi cohésive extrinseque est utilisée ;
— ensuite, la simulation de la propagation d’une fis-
sure dont le trajet n’est pas connu par avance;
— enfin, le probleme du pilotage du calcul, nécessaire
en quasi-statique lorsque le comportement global
de la structure est instable.

Intérét des lois extrinseques Les lois extrinseques,
bien que plus dures & implémenter, présentent les avan-
tages suivants :

— elles sont adoucissantes dés 'initiation de la fissure,
ce qui est préférable d’'un point de vue théorique
(voir partie I);

— d’un point de vue numérique, les lois extrinseques
n’ajoutent pas de souplesse a la structure tant que
la zone cohésive n’est pas initiée;

— les lois extrinseques permettent généralement d’ob-
tenir des schémas numériques plus stables que les
lois intrinseques. Par exemple, dans la these de
Jérome Laverne [Laverne, 2004], une loi cohésive
intrinseque est d’abord implémentée avec un élé-
ments cohésif classique, ce qui conduit a des os-
cillations dans la réponse globale de la structure
(courbe effort-déplacement) lorsque la zone cohé-
sive est initiée. Ce probleme numérique est ensuite
résolu avec 'utilisation d’un élément a discontinuité
interne permettant d’implémenter une loi cohésive
extrinséque. Dans [Kubair et Geubelle, 2003], une
loi cohésive intrinseque et une loi cohésive extrin-
seque sont comparées pour un probleme de dyna-
mique. L’implémentation numérique se révele éga-
lement plus stable avec la loi extrinseque qu’avec la
loi intrinseque.

Dans cette partie, deux formulations développées pen-
dant la these et compatibles avec 1'utilisation de lois ex-
trinseques sont présentées. Outre les avantages propres
a I'utilisation de ce type de lois, ceci permettra de dispo-
ser de formulations compatibles avec les lois cohésives
obtenues en utilisant la méthode de changement de mo-
dele développée dans la partie II. Les trajets de fissures
seront supposés connus par avance et une méthode de
pilotage sera utilisée pour traiter les cas d’instabilités
globales de la structure (voir annexe E).

Plan de la partie Le premier chapitre présente une
étude bibliographique sur I'implémentation numérique
des lois cohésives extrinseques avec la méthode des
éléments-finis. Dans le deuxieme chapitre, on donne les
équations locales du probleme mécanique sous forme
matricielle en vue de I'implémentation numérique, et
on détaille les équations donnant le comportement du
modele cohésif utilisé. On présente dans le chapitre sui-
vant une formulation ayant comme champs inconnus
celui de déplacement pour le matériau continu et ce-
lui de contrainte cohésive pour linterface. Cette for-
mulation permet d’implémenter une loi extrinseque en
utilisant 'opérateur tangent de souplesse de l'interface
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cohésive a la place de l'opérateur tangent de rigidité
habituellement utilisé. Elle ne permet par contre pas
de rompre completement les éléments cohésifs & moins
de les supprimer au fur et & mesure qu’ils se cassent.
Pour résoudre ce probleme, une deuxieéme formulation
est introduite dans le chapitre 13 pour laquelle un chan-
gement de variable permet de remplacer la contrainte
cohésive par une contrainte cohésive modifiée dans les
équations de comportement de l'interface. La loi cohé-
sive est alors remplacée par une loi croissante reliant
une contrainte cohésive équivalente modifiée au saut de
déplacement de la discontinuité. Dans le dernier cha-
pitre, on s’intéresse a la possibilité d’une transition d’un
modele cohésif vers un modele de Griffith pendant un
calcul. L’obtention du modele de Griffith ne pose pas
de probleme avec la plupart des modeles cohésifs car
I'unique parametre G. du modele de Griffith peut gé-
néralement s’obtenir en calculant I'aire sous la loi cohé-
sive. Il faut par contre savoir & quelle condition ce chan-
gement de modele est possible, et o placer la pointe de
la fissure de Griffith équivalente au moment du change-
ment de modele.



Chap. 10

Etude bibliographique

Une premiere solution pour implémenter un modele co-
hésif est de placer des éléments cohésifs entre certains
éléments de volume apres avoir dédoublé les noceuds cor-
respondants du maillage. Cette méthode est surtout uti-
lisée lorsque le trajet de la fissure est connu par avance,
en construisant le maillage de telle sorte que le bord des
éléments de volume épouse la forme de la discontinuité.
On présentera d’abord les formulations utilisant cette
méthode, puis d’autres méthodes permettant de traiter
les cas pour lesquels le trajet de fissuration n’est pas
connu par avance. On se limitera pour cette étude bi-
bliographique aux solutions basées sur la méthode des
éléments-finis, bien que d’autres méthodes numériques
puissent étre utilisées.

10.1 Trajet de fissure connu par
avance

Formulations « classiques » On appellera ainsi les
formulations pour lesquelles les inconnues du probleme
sont les déplacements des noeuds du maillage. Les élé-
ments cohésifs ainsi créés sont similaires a des éléments-
finis de volume, la loi cohésive remplacant la loi de com-
portement du matériau continu. Ce type de formula-
tion a été d’abord utilisé dans [Hillerborg et al., 1976]
et [Petersson, 1981] pour un matériau quasi-fragile, puis
dans [Needleman, 1987] pour un probleme de décohé-
sion entre une inclusion rigide et une matrice élasto-
plastique durcissante dans un matériau ayant une struc-
ture périodique (voir figure 10.1).

F1G. 10.1 — Maillage et résultats obtenus (déformation
plastique cumulée) dans [Needleman, 1987]

Si on note F l'espace des champs de déplacements

continus et réguliers définis sur §2, ce type de formula-
tion peut s’écrire & partir de I’équation faible suivante :

A(u") + B(u") = D(u’), Vu'eF,  (10.1)
avec,

A(u”) =/Q Vo(u") IO< V() dS2, (10.2)
B(u") =/FS [u]” K°. [u] T, (10.3)
D(u) = /F un.F, dr, (10.4)

ot [u] " et [u] sont les sauts de déplacements associés

a u* et u, [o( et K° les opérateurs de rigidité du ma-

tériau continu et de la zone cohésive, et F, les efforts
extérieurs appliqués sur I'. Un inconvénient de ces for-
mulations est qu’elles ne permettent pas d’implémen-
ter les lois cohésives ayant une raideur initiale infinie
(lois extrinseques). Une solution est d’imposer 'adhé-
rence avant l'initiation de la zone cohésive par péna-
lisation en donnant une raideur initiale tres grande a
la zone cohésive. On peut observer des problemes de
convergence si la raideur initiale est choisie trop grande
[Laverne, 2004], ou une diminution significative de la
raideur globale de la structure si elle est choisie trop
petite. Dans [Schellekens et de Borst, 1993], une étude
des modes propres montre qu’il vaut mieux utiliser des
points de Newton-Cotes que des points de Gauss sur
la discontinuité avec ce type de formulation, afin de ne
pas observer d’oscillations parasites des contraintes co-
hésives.

Formulations « adaptatives » On appellera ainsi
les formulations s’écrivant de la méme maniere que les
précédentes mais pour lesquelles les éléments cohésifs
sont introduits au fur que la zone cohésive est initiée.
Ceci permet de préserver la rigidité de l'interface avant
I'initiation de la zone cohésive mais peut poser quelques
difficultés :

— d’abord le test du critere d’initiation de la zone co-
hésive nécessite de pouvoir évaluer les contraintes
entre les éléments du maillage. Ces contraintes
peuvent étre estimées a partir des valeurs aux
points d’intégration en utilisant des techniques de
projection ;
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— ensuite, il faut changer la discrétisation pendant
le calcul au fur et & mesure que les nceuds sont

dédoublés.

Formulations mixtes Plusieurs formulations mixtes
(voir annexe F) ont été utilisées pour 'implémentation
de modeles cohésifs. Dans [Lorentz, 2008], une loi co-
hésive est implémentée en utilisant une formulation & 3
champs avec un multiplicateur de Lagrange augmenté
dont les champs inconnus sont

— le déplacement u pour la partie continue ;
— la contrainte cohésive o° et le saut de déplacement
J pour la discontinuité.

On note toujours F l’espace des champs de vecteurs
continus et réguliers définis sur €2, et on note G 'espace
des champs de vecteurs continus définis sur T';. Cette
formulation faible peut s’écrire

Ar(u") + Az (u”) + B(8") + C(c™) = D(u"),

Y (u*, 8% %) €(F,G,G), (10.5)
A () :/Qg(g*);fg;g(u)dg, (10.6)
Ao(w) = [ ("4 (1] - ) (10.7)
B(é)=/ré (z—c®—r([u]l—-9)) (10.8)
C(c™) =/F‘gs*.([[@]]—é)dF (10.9)
D(u") = / u"Fgdl, (10.10)

I

et 7 satisfaisant la loi de comportement. (10.11)

J est le saut de déplacement vu par la zone cohésive,
[u] le saut de déplacement vu par la partie continue du
domaine (et donc relié & u), r est un coefficient numé-
rique de pénalisation, et 7 la contrainte vue par la zone
cohésive, qui est ensuite éliminée de la formulation par
condensation statique.

I est également possible d’implémenter une
loi cohésive en utilisant une formulation mixte
de Hellinger-Reissner comme cela est fait dans
[Bruggi et Venini, 2007] et [Bruggi et Venini, 2009]. Il
s’agit d’une formulation & 2 champs dont les champs
inconnus sont les déplacements u et les contraintes
o sur toute la partie continue du domaine. Si J est
Pensemble des tenseurs symétriques d’ordre 2 définis
sur §2, cette formulation s’écrit

u*)e(J,F), (10.12)
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A = [ grigigdn [ Tighua, (013

Asz(c”) :/F(g* n).S5° (c.n)dly, (10.14)

B(u") :/ u” V(g)de, (10.15)
Q

D(g") =/F(g*n) ug dr, (10.16)

avec g I'opérateur de souplesse en un point du matériau

continu et S° Vopérateur de souplesse de la loi cohé-
sive. La loi cohésive est introduite dans la formulation
en ajoutant le terme As a la formulation classique de
Hellinger-Reissner.

Ces deux formulations mixtes ont été utilisées pour
implémenter des lois cohésives extrinseques de maniere
satisfaisante, il est cependant important de choisir une
discrétisation telle que la condition inf-sup propre aux
formulations mixtes soit satisfaite. Dans le cas de la
premiere formulation avec lagrangien augmenté, il faut
que les éléments de volume soient d'un ordre supé-
rieurs aux éléments d’interface. Dans le cas de la for-
mulation de Hellinger-Reissner modifiée, un élément de
Johnson-Mercier [Johnson et Mercier, 1978] est utilisé
dans [Bruggi et Venini, 2009] pour garantir la stabilité
de la formulation.

Remarque : le probleme posé par l'implémentation
d’une loi cohésive extrinseque est similaire a celui posé
par le traitement des conditions de contact entre les
deux bords d’une discontinuité, il y a donc des res-
semblances entre les formulations utilisées pour ces
deux types de probleémes. Ainsi, les formulations « clas-
siques » correspondent aux méthodes traitant le contact
entre les deux bords de la discontinuité par pénalisa-
tion, et des formulations mixtes avec lagrangien aug-
menté peuvent également étre utilisées pour imposer
les conditions de contact [Alart et Curnier, 1991].

10.2 Trajet de fissure a priori

inconnu

On présente dans cette section des méthodes ayant
été développées pour traiter les cas ou le trajet de la
fissure n’est pas connu par avance.

10.2.1 Eléments cohésifs

Il est possible de placer des éléments cohésifs entre
tous les éléments du maillage, comme cela est fait dans
[Xu et Needleman, 1994] pour un probleme de dyna-
mique (voir figure 10.2). Ceci permet de donner une
certaine liberté au trajet de fissure bien que celui-ci soit
toujours influencé par le maillage.
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F1G. 10.2 — Propagation d’une fissure entre des éléments-
finis [Xu et Needleman, 1994]

10.2.2 Eléments-finis étendus

La méthode des éléments-finis étendus (X-FEM)
[Belytschko et Black, 1999, Moés et al., 1999] permet
d’ajouter des fonctions de forme discontinues a cer-
tains éléments du maillage pour prendre en compte
le passage de la discontinuité. Elle entre dans le
cadre plus général des méthodes basées sur la par-
tition de l'unité (PUM) [Melenk et Babuska, 1996,
Babuska et Melenk, 1997]. Dans cette section, on intro-
duit d’abord la méthode X-FEM a partir de la méthode
de partition de I'unité, puis on présente les différents
types d’éléments pouvant étre construits avec cette mé-
thode.

X-FEM et méthode de partition de 1’unité On
considere que le domaine est maillé et subdivisé en un
ensemble de sous-domaines notés ) pys se recouvrant
les uns les autres. Ces sous-domaines sont centrés sur
un neeud du maillage bien que cela ne soit pas obliga-
toire (voir figure 10.3). Sur chaque sous-domaine, une
fonction w pyr;,; donnant une bonne approximation de
la solution du probléme mécanique est définie.

Q[’UM

F1c. 10.3 — Un sous-domaine centré sur un nceud du
maillage

La méthode partition de l'unité revient a supposer
que, sur chaque élément €2.;, le champ de déplacement
est approché de la maniére suivante :

u(z) =Y Ni(z) w,(z), (10.17)

1=1

avec n le nombre de nceuds de I’élément considéré, w, la
fonction w p;ry; du sous-domaine centré sur le ¢ nceud
de I'élément, et IN; les fonctions de forme de 1’élément
formant une partition de I'unité :

sur ;. (10.18)
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Remarque : la contribution d’une fonction w pr;, au
champ de déplacement global est égale au produit de
cette fonction par la fonction chapeau représentée sur
la figure 10.4, obtenue en ajoutant les fonctions N; cor-
respondant au nceud central du sous-domaine. On peut
remarquer que cette fonction est continue et de valeur
nulle sur le bord du sous-domaine. Le champ de dépla-
cement global obtenu avec la méthode de partition de
I'unité est donc continu si les fonctions w pyr,, le sont
également.

F1G. 10.4 — Fonctions de forme des éléments intervenant
pour un sous-domaine

Intérét D’apres [Melenk et Babuska, 1996,
Babuska et Melenk, 1997], si lerreur sur les fonc-
tions w; est bornée, alors I'erreur sur la fonction u lest
également, ce qui suffit & garantir la bonne convergence
des calculs numériques. On peut illustrer cette propriété
de la méthode de partition de 'unité en supposant que,
pour chaque sous-domaine, la fonction w, est égale a la
solution exacte du probléme notée ut”* :

w, = u™. (10.19)

2

L’équation 10.18 permet alors de montrer que le champ u

obtenu avec ’équation 10.17 est égal au champ théorique
th
u't

u = ut’. (10.20)

Une formulation éléments-finis basée sur une approxima-
tion du champ de déplacement vérifiant la partition de
I'unité est alors sensée donner la solution exacte du pro-
bléme mécanique.

On peut introduire la méthode X-FEM a partir de
I’équation 10.17 en supposant que, pour chaque sous-
domaine, le champ w,(z) vérifie

w;(z) = Z U;@) Aij,

JjE€Ji

(10.21)

v;- étant un ensemble de fonctions additionnelles per-
mettant de générer une solution approchée du champ
de déplacement du probleme mécanique et AE les de-
grés de libertés associés a ces fonctions. Cette équation
introduite dans I’équation 10.17 donne le champ de dé-

placement suivant :

u(z) = Ni(z)(D_ vi(z) A}).

i=1 Jjed;

(10.22)

Remarque : I’équation 10.22 peut étre écrite en impo-
sant que les fonctions v} soient indépendantes de I'in-
dice 7. On note alors J; = J et ’U;- = vj, et 'équation
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10.22 devient

u(z) = Ni(z) (Y vix) AY).

i=1 jeJ

(10.23)

Dans [Chessa et al., 2003], les auteurs montrent que
dans certains cas (et notamment le cas d’une discon-
tinuité faible), les éléments vérifiant ’équation 10.23
ont un meilleur taux de convergence que s’ils vérifient
seulement 1’équation 10.22. On peut dire que ces élé-
ments vérifient une partition de ['unité locale qui est
une condition plus stricte que la partition de 'unité.

Elément-fini classique L’élément-fini classique
peut étre retrouvé comme un cas particulier de la
méthode X-FEM en partant de I’équation 10.23 et en
posant J = {1} et vi(z) = 1, ce qui permet d’écrire

u(z) =) Ni(z) Al (10.24)

les degrés de liberté Ail représentant alors les déplace-
ments nodaux. L’élément construit comporte donc uni-
quement les fonctions de forme classiques représentées
sur la figure 10.5 pour un élément triangle linéaire.

Fic. 10.5 — Fonctions de forme classiques de 1’élément tri-
angle linéaire

Elément avec saut On suppose qu’'une fissure tra-
verse une partie du maillage et que le domaine est sé-
paré en deux parties Q= et Q1 épousant la forme de
la discontinuité. On peut définir avec la méthode X-
FEM des éléments de saut pouvant étre traversés par
une discontinuité. Pour cela, on pose J = {1,2} avec

vi(z) =1, (10.25)

va(z) = Hs(z), (10.26)

et,

Hs(z) = —1, sur 7, (10.27)

Hs(z) =1, sur QT (10.28)

On obtient

u(z) =) Ni(z) Al + ) Ni(z) Ab, (10.29)
i=1 i=1

avec,

Ni(z) = Ni(z) Hs(z). (10.30)
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Les fonctions de forme N; s’ajoutant aux fonctions de
forme classiques sont représentées sur la figure 10.6.

F1G. 10.6 — Fonctions de forme additionnelles

Une autre version de I’élément peut étre utilisée, pour
laquelle on remplace la fonction saut Hg par une fonc-
tion HI définie par
sur 7,

sur Q7

Hi(x)
Hi ()

(10.31)

0,
1, (10.32)

qui donne les fonctions de forme additionnelles N;'(x)
représentées sur la figure 10.7 et valant

Nt (z) = Ni(z) HI (2).

?

(10.33)

Fi1G. 10.7 — Autre choix possible pour les fonctions de
forme additionnelles

Remarques :

— les noeuds pour lesquels des fonctions de forme ad-
ditionnelles sont définies sont dits enrichis ;

— le choix de la fonction saut se fait en fonction
du probleme étudié, par exemple la deuxieme
forme est utilisée pour modéliser les trous dans
[Sukumar et al., 2001];

— les fonctions de forme obtenues avec les deux ver-
sions de I’élément de saut génerent le méme espace
de déplacements admissibles. On peut le constater
en remarquant que les fonctions de forme addition-
nelles de la deuxieme version de I’élément sont des
combinaisons linéaires des fonctions de forme de la
premiere version :

1

Nt =5 (Ni+ Np),

t=3 Vie[l,3).

(10.34)

Eléments de transition Lorsqu’on traite un pro-
bleme de fissuration avec la méthode X-FEM, seuls les
neeuds appartenant a des éléments tranchés par la dis-
continuité sont enrichis avec des fonctions de saut. Les
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autres nceuds du maillage ne doivent pas étre enrichis
car certaines fonctions de forme seraient présentes en
double dans les éléments continus, ce qui rendrait le pro-
bleme éléments-finis mal posé. Ceci nécessite de définir
des éléments de transition (blended elements en anglais)
entre les éléments de saut et les éléments classiques,
pour lesquels seulement certains noeuds sont enrichis
avec des fonctions de saut. Ces éléments vérifient bien
Ihypothese de partition de 'unité (équation 10.22) mais
pas I’hypotheése de partition de 'unité locale (équation
10.23). Une solution d’enrichissement pour un maillage
composé de triangles est représentée sur la figure 10.8.

O noeuds enrichis [0 éléments de saut

[J éléments classiques ] éléments de transition

F1G. 10.8 — Maillage avec enrichissement de certains élé-
ments

Implémentation de lois cohésives La méthode X-
FEM a d’abord été utilisée avec des modeles de Grif-
fith, mais elle peut également servir a 'implémentation
de toutes sortes de problemes présentant des surfaces
de discontinuité, et donc en particulier des modeles co-
hésifs [Wells et Sluys, 2001, Moés et Belytschko, 2002,
Mariani et Perego, 2003]. Les enrichissements étant in-
troduits au fur et a mesure de la propagation, les
lois cohésives extrinseques peuvent étre implémentées
avec une formulation classique portant sur les dépla-
cements nodaux. Malgré tout, il peut étre intéressant
d’utiliser une formulation mixte avec lagrangien aug-
menté pour traiter le contact entre les deux bords de
la discontinuité. Ce type de formulation a été implé-
menté au LaMCoS pendant la these de Thomas Elgued;
[Elguedj, 2006] sur un probléme de fissuration par fa-
tigue.

Eléments avec enrichissements singuliers Lors-
qu’on utilise la méthode X-FEM avec un modele de
Griffith, il est possible d’utiliser pour les éléments en-
tourant la pointe de la fissure des enrichissements basés
sur les solutions asymptotiques de Williams (voir sec-
tion 14.2.2). Ceci permet de placer la pointe de la fissure
a n’importe quel endroit dans I’élément, ce qui est tres
utile en 3D pour ne pas avoir un front de fissure crénelé.
Dans le cas bidimensionnel, on pose J = {1,2,3,4,5}
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Dans le cas d’une zone cohésive, les champs asympto-
tiques sont plus durs a obtenir et dépendent de la loi co-
hésive implémentée. Dans [Moés et Belytschko, 2002],
le choix suivant est proposé pour les enrichissements
singuliers avec J = {1,2} et

vi(z) = 1, (10.40)
va(z) = ¥ sin(0/2), (10.41)

3

k pouvant étre égal a 1, 5, ou 2.

10.2.3 Meéthode des noeuds fantomes

Ce type d’implémentation a été utilisé pour la pre-
miere fois dans [Hansbo et Hansbo, 2004], méme si la
notion de noeud virtuel [Molino et al., 2005] ou fantéme
[Song et al., 2006] n’est apparue que plus tard. Pour in-
troduire cette méthode, on peut partir de I’équation
10.23 et poser J = {1,2} avec

(10.42)

va(z) = H{(a). (10.43)

HI est défini comme précédemment et H vérifie

H (z) =1, sur Q7 (10.44)
H, (z) =0, sur QT (10.45)
On obtient donc

u(z) =Y N (z) Al + N (z) A, (10.46)

i=1
Nf étant défini comme précédemment et N, par

N; (z) = Ni(z) Hy ().

(3

(10.47)

Si on note I, I’ensemble des noeuds de 1'élément ap-
partenant a I;'; I’ensemble des noeuds de I'élément
appartenant & Q7F, et Qfl le déplacement du ¢° nceud
de I’élément, on observe que

i el
il_gia
i _ yrel
—2_Hia

siiel, (10.48)

siiell. (10.49)
Les degrés de liberté Ail appartenant a I;; et AiQ appar-
tenant a I_; peuvent étre interprétés comme les dépla-
cements de nceuds fantomes obtenus en prolongeant la
définition des demi-éléments tranchés sur ’autre moitié
du domaine. Ces noeuds sont représentés sur la figure
10.9 en plus des nceuds habituels de 1’élément triangle.
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e nceuds
o nceuds fantdbmes

Demi-éléments de référence Elément réel

Fi1G. 10.9 — Noeuds réels et nceuds fantomes

F1G. 10.10 — Fonctions de forme des éléments de saut avec
la méthode des noeuds fantomes

On peut retrouver les fonctions de forme d’un élément
de saut X-FEM a partir a partir des combinaisons li-
néaires suivantes :

Ny = Nf + N7,
N = Nf - N7

Vie[l,3],
Viell,3].

(10.50)
(10.51)

Les éléments n’étant pas traversés par une discontinuité
peuvent étre conservés tels quels (pas d’élément de tran-
sition) car la notion de nceud fantéme remplace la no-
tion de nceud enrichi, et ces nceuds fantémes ne sont
pas en contact avec les autres éléments du maillage.
Dans [Song et al., 2006], il apparait sur un exemple de
fissuration dynamique que la méthode X-FEM et la mé-
thode des nceuds virtuels donnent exactement le méme
résultat. Ces deux méthodes peuvent donc étre consi-
dérées équivalentes pour les problemes de fissuration et
ont donc les mémes propriétés vis-a-vis de 'implémen-
tation de lois cohésives.

Remarque : les méthodes basées sur la partition de
I'unité ne sont pas équivalentes au fait de couper un
élément en deux pour le remailler. Ceci peut se montrer
facilement sur un exemple en considérant un élément
triangle linéaire décomposé en la somme d’un élément
triangle et d'un élément quadrangle. Pour cela, il suffit
de constater que les deux éléments créés comprennent
en tout 7 fonctions de forme (voir figure 10.11) au lieu
de 6 pour un élément de saut X-FEM.
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Fi1G. 10.11 — Fonctions de forme obtenue en remaillant
I’élément

Cette différence apparait clairement si on impose la
refermeture d’un élément tranché. Avec des nceuds fan-
tomes, ceci revient a imposer a chaque noeud fantome
de coincider avec le noeud réel correspondant et permet
de retrouver la cinématique de ’élément-fini triangle
classique. Dans le cas du remaillage de 1’élément, ceci
revient a imposer le contact des nceuds en vis-a-vis sur
la discontinuité et ne permet pas de retrouver la ciné-
matique de 1’élément initial.

10.2.4 Eléments a discontinuité interne

Les éléments & discontinuité interne (embedded ele-
ments en anglais) sont une maniére d’implémenter des
lois cohésives formulées avec la méthode de la discon-
tinuité forte. On présente ici une implémentation ba-
sée sur la méthode Enhanced Assumed Strain (EAS)
[Simo et Rifai, 1990] qui consiste & faire I’hypotheése que
I’on peut ajouter a la déformation un terme non com-
patible avec le champ de déplacement pour corriger le
comportement de 1’élément (en I’occurrence ici pour te-
nir compte de la présence de la zone cohésive). On part
d’une formulation & 3 champs de Hu-Washizu pouvant
s’écrire

V(uhehat)e(F,J,T), (10.52)

A(u®) = / Vi(u*): g d9, (10.53)
Q

B(e") = / £ (K:ig - g)dQ, (10.54)
Q

()= [ o+(e - T(w) as. (10.55)

D(u*) = / u* F,dr. (10.56)
r

La déformation est calculée en ajoutant un terme £° au
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gradient symétrisé du déplacement :

(10.57)

g — vs(y)+§s7
* (10.58)

vs(g*) +§S*7

ce qui modifie les termes A, B, C, et D qui deviennent

Aw) = [ T E(T w2, (1059)
BE) = [ (B (Tw+e)—g)aa. (1060
C(o¥) :/Q o de, (10.61)
D(u*) = /F u* F dr. (10.62)

L’équation 10.61 impose que la déformation supplémen-
taire €® soit orthogonale a la contrainte o*. Les discré-
tisations de £° et o* sont généralement choisies de telle
sorte que ces deux champs soient orthogonaux, ce qui
permet d’éliminer le champ inconnu ¢ de la formulation.
Il est ensuite possible de se ramener & une formulation &
un seul champ par condensation statique ou en utilisant
la méthode B-bar [Hughes, 1980].

Remarque : d’apres [Jirdsek, 2000], on peut distinguer
3 méthodes pour implémenter des éléments a disconti-
nuité interne :

— Statically Optimal Symmetric (SOS) : il s’agit de
la formulation présentée ci-dessus, la déformation
n’est pas compatible avec le déplacement mais la
matrice obtenue est symétrique;

— Kinematically Optimal Symmetric (KOS) : ’équi-
libre n’est pas assuré au niveau de la discontinuité
mais la matrice obtenue est symétrique ;

— Statically and Kinematically Optimal Nonsymme-
tric (SKON) : il n’y a pas d’approximation supplé-
mentaire sur la déformation ou la contrainte mais
la matrice obtenue n’est pas symétrique.

L’implémentation numérique d’éléments a discon-
tinuité interne représente généralement la fissure
par un ensemble de segments comme on peut le
voir sur la figure 10.12. Ce cas test, issu de
[Ibrahimbegovic et Brancherie, 2003], montre le trajet
de fissure pour une éprouvette comportant deux en-
coches, et sollicitée en traction dans le sens longitudinal.

F1G. 10.12 — Trajet de fissuration obtenu dans

[Ibrahimbegovic et Brancherie, 2003]

Dans [Laverne, 2004], une loi cohésive extrinseque est
implémentée numériquement en utilisant la méthode
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KOS, ce qui permet de s’affranchir des instabilités nu-
mériques apparaissant lorsqu’une méthode de pénalisa-
tion de la raideur initiale est utilisée.

10.3 Lois cohésives usuelles

On donne ci-dessous quelques exemples de lois cohé-
sives usuelles en se limitant au comportement en mode
I et sans spécifier la maniére dont la zone cohésive se
décharge. D’abord, la loi linéaire suivante est utilisée
dans [Hillerborg et al., 1976] pour modéliser le compor-
tement d’un béton :

s [u]. — [v]

0 = O¢ 7[1'(1,]]0 s

oc et [u], étant deux parametres du matériau. Cette
loi est représentée sur la figure 10.13.

(10.63)

GS

G,

>

[l [

Fic. 10.13 — Loi cohésive
[Hillerborg et al., 1976]

utilisée dans

Toujours pour du béton, une loi avec deux phases est
utilisée dans [Petersson, 1981]. Cette loi est représentée
sur la figure 10.14 et s’écrit

Oc— 01

[ul, 1
N O
"l - [l

oc, [u];, et [u] . étant trois parametres du matériau.

o’ =0, —

si[u] < [u],, (10.64)

si [u] > [u],, (10.65)

F1G. 10.14 — Loi cohésive utilisée dans [Petersson, 1981]

Dans [Needleman, 1987], une loi intrinseque est uti-
lisée pour modéliser la décohésion entre une matrice
plastique et une inclusion rigide. Cette loi est représen-
tée sur la figure 10.15 et s’écrit

T O I O B
Sl 7 Sl M

(10.66)
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oc et [u]], étant deux parametres du matériau.

[ule  [u]
F1G. 10.15 — Loi cohésive utilisée dans [Needleman, 1987]

Dans [Tvergaard et Hutchinson, 1992], une loi intrin-
seque avec un plateau est utilisée pour un matériau
élasto-plastique. Cette loi s’écrit

0% = [[z]c]l [u]. [ul < [ul,, (10.67)
o = o, [ull € [[ul;, [ul,], (10.68)

s [l — [u]

o° = 0.

[ul. = [ul,

oc, [ully, [ully, et [u],. étant des parametres du maté-
riau. Cette loi est représentée sur la figure 10.16.

[u] > [ul,, (10.69)

[ul, ul,  [ul. [ul

F1G. 10.16 — Loi cohésive utilisée dans
[Tvergaard et Hutchinson, 1992]

Remarque : il existe de nombreuses autres formes de
lois cohésives, et de nombreuses manieres de généraliser
ces lois dans le cas d’une sollicitation en mode mixte.
On peut se référer & [Shet et Chandra, 2002] pour une
liste de lois cohésives plus complete.



Chap. 11

Probleme mécanique

11.1 Equations locales

Le probleme étudié est composé d’un matériau élas-
tique isotrope défini sur un domaine {2 de contour I' et
traversé par une interface I's dont le comportement et
la position sont connus. Le probleme est bidimension-
nel en contraintes planes et ’espace muni d’une base
orthonormée (e, e, ). On définit un vecteur colonne u
contenant les composantes u, et u, du champ de dé-
placement dans (e, ¢, ) :

w=[u uy ]T (11.1)

Les vecteurs colonnes € et o contenant les composantes
des tenseurs des déformations et des contraintes dans
(e,,e,) sont définis par

=)=y
=€ Eyy 26y ]T, (11.2)
o= [ Ogz Oyy Oazy ]T (11.3)

€ est relié au champ de déplacement par 1’équation
11.9. On définit sur I' un vecteur unitaire n normal
au contour du domaine et dirigé vers I'extérieur. I' est
décomposé en une partie I'y sur laquelle s’appliquent
des déplacements imposés dont les composantes dans
(e, €e,) sont notées uj et ul) et rangées dans le vecteur
ug, et une partie I's soumise & des efforts imposés dont
les composantes dans (e, Qy) sont notées Fy et FY et
rangées dans Fy. Ces vecteurs s’écrivent

ug = [ug uy ]’ (11.4)
Fya=[F; F/]"

Une orientation est donnée a la discontinuité en pro-
longeant la définition de n sur I'y de telle sorte que n soit
normal au plan tangent de la discontinuité. Ce vecteur
permet de distinguer les bords supérieurs et inférieurs
de la discontinuité notés respectivement I'; et T';. Un
autre vecteur t est défini sur T's pour que (n,t) soit une
base orthogonale. Un vecteur colonne [u] est défini sur
I's pour contenir les composantes du saut de déplace-
ment dans la base (n,t) et un vecteur o® est défini sur
I's pour contenir les composantes des contraintes cohé-
sives dans cette méme base. Ces vecteurs s’écrivent

[w] = [ [u],

s s s
g [ g, [op7

[[u]]t ]Tv

1"

L’équilibre quasi-statique du matériau continu est ga-
ranti par I’équation 11.8. Le comportement de la partie
volumique est supposé homogene, élastique, et isotrope,
il est donné par I'opérateur tangent de rigidité L (équa-
tion 11.10) calculé avec 1’équation 11.18. Les équations
11.11 et 11.12 garantissent 'application des conditions
aux limites sur la structure. Le comportement de la zone
cohésive est défini par 'opérateur tangent de souplesse
M? (équation 11.13). Le probleéme volumique (défini
sur ) et le probléme surfacique (défini sur T's) sont re-
liés par les équations de couplage 11.14 et 11.15. L’équa-
tion 11.14 impose que la différence des champs u™ et u™
(définis respectivement sur 'S et T';") projetée dans la
base locale (n,t) soit égale au saut de déplacement [Ju]]
de la discontinuité. L’équation 11.15 garantit I’équilibre
de la structure au niveau de la discontinuité I's.

Zone cohésive

f

équilibre de l'interface
compatibilité des déplacements

l

Matériau continu

F1a. 11.1 — Décomposition du probleme volume/interface

Le bilan des équations du probleme s’écrit :

matériau continu :

Vs(o) =0, sur £, (11.8)

e = V.(u), sur £, (11.9)

do = Lde, sur €2, (11.10)

U = Ugqg, sur I'y, (11.11)

P,o = Fy, sur I'y, (11.12)
discontinuité :

dlu] = M?®do?®, sur Ty, (11.13)
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équations de couplage :

[u] = Pu(ut—u"), sur Ty, (11.14)
0° = Pys(07) = Pys(o™), sur T, (11.15)
avec,
[ 30’1z+agzy
V(o) = 02, 0% |, (11.16)
5e T oy
B Oug
o
Vow) =| T |, (11.17)
Ouy auy
oy T oz
1 v O
E
L=r—s|v 1 0| (11.18)
Yl 0 L

FE étant le module d’Young et v le coefficient de Pois-
son,

P, = | ° n'ey} (11.19)
| 0 ne, ne,

p,=| "% ”'ey}, (11.20)
| —n.e, n.e,

p._[me)? (ne)’ 2(n-egg)(n-ey)} (11.21)
[(ne,)® (ne,)? —2(ne,)(ne,)

11.2 Modele cohésif

On utilise le modele cohésif défini dans la section
2.2.1. On rappelle les propriétés de ce modele en uti-
lisant une matrice de souplesse a la place du tenseur de
raideur utilisé dans la partie I. Le comportement de la
zone cohésive est défini par

[u] = seq So 0%, (11.22)
avec,
So = [(1_060) g} (11.23)

co étant un indicateur de contact défini sur I's et égal a
1 si les deux bords de la discontinuités sont en contact
et a 0 dans le cas contraire, et # un coefficient faisant
le lien entre la souplesse de la zone cohésive en cisaille-
ment et la souplesse de la zone cohésive en traction. Le
modele cohésif est construit pour reproduire le compor-
tement d’un modele de fissuration diffuse pour lequel
I’état d’endommagement est homogene dans une bande
de largeur h. En simplifiant le comportement du ma-
tériau pour ne tenir compte que de la traction dans la
direction normale ou que du cisaillement dans la direc-
tion transverse (voir figure 11.2), on obtient

[wl, , o0 on
h T E T (1-DE’ (11.24)
[ul, | of o}
—_—t = = 11.25
R TE)ek (11.25)

11 - Probléeme mécanique

FE étant le module d”Young et G le module de Coulomb
du matériau.

Oyy Gyy
P44 E ALY PAA AL ALY
2 EEAEEAER B ERERER

&y
€y
Ouxy SEY

“« « €« <« <« <«

> > > > > > > > > > > >

F1G. 11.2 — Construction du modele cohésif par analogie
avec un modele de fissuration diffuse

A partir des relations 11.24 et 11.25, on obtient

[ul, = sun (2(1+v)) 0F, (11.26)
ce qui donne la valeur suivante de ( :
B=2(1+v). (11.27)

v étant le coefficient de Poisson du matériau.

Contrainte équivalente On définit une contrainte
équivalente o, pour laquelle les deux définitions sui-
vantes sont proposées :

a) oo, = max (o3, |of]), (11.28)
b) o, = (o) 12 (o), (11.29)

avec v un parametre du matériau. On note o, la
contrainte équivalente a linitiation de la zone cohé-
sive. Les seuils d’initiation pour les deux définitions de
la contrainte équivalente sont représentés sur la figure
11.3.

S o S
O, 1/Y 0;/ Gy

ol 7 1, 0¢ \
oc ) o,

a) b)

F1c. 11.3 — Seuil d’initiation pour les deux définitions de
la contrainte cohésive équivalente

Saut de déplacement équivalent On définit un
saut de déplacement équivalent [u], . de telle sorte que
I’on puisse écrire

[ul oy = Seq 024 (11.30)
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En fonction de la définition de of, choisie (équation
11.28 ou 11.29), on obtient

a) [Iu]]eq:max([[u]]n,%\[[u]]tD, (11.31)
b [, = L+ L (11.32)

Remarque un modele cohésif similaire avec
une contrainte cohésive équivalente et un saut
de déplacement équivalent est défini  dans

[Camacho et Ortiz, 1996].

Fonction seuil Une variable de mémoire x° est dé-
finie égale a la valeur maximale de [u],, au cours du
temps :

kS = mtax([[u]]eq). (11.33)
La fonction ¢° seuil est définie par
g ([l 5°) = [u] ., — &° (11.34)

Potentiel thermodynamique On définit un poten-
tiel ©? égal a la transformée de Legendre partielle du
potentiel énergie libre surfacique v, par rapport au saut
de déplacement [u] :

P =1, — o [u]. (11.35)
Ce potentiel est une fonction de o® et k° :
i =i(ef k). (11.36)

En reprenant la démarche de la section 1.2.2, on peut
montrer qu’un incrément d’énergie dissipée surfacique
dos s’écrit

dos = — [u]Tdo® — dy:. (11.37)
A partir de cette équation, on peut obtenir les relations
suivantes :

N

[ul =5 % (11.38)
o ovr

Ay = =2 dr*. (11.39)

L’expression 11.22 du saut de déplacement [Ju] peut
étre retrouvée a partir de ’équation 11.39 si le potentiel
Yy vérifie

1

YE=— 5 Seq(K*) 05T Sp o®. (11.40)
Si on note B la variable associée de k°, on a
o
B = s 11.41
L., (11.41)
10s
B=—--—-"25°T8,0° 11.42
2 ors 7 707 ( )
et,
dops = — B dk?, (11.43)
1 aseq sT s s
dos = 39 © So o®dk®. (11.44)
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Energie dissipée indépendante du chargement
Il peut étre intéressant de définir une énergie libre sur-
facique ¥s ne dépendant que de k°, car dans ce cas
I’énergie dissipée de la zone cohésive a la rupture ne
dépend pas de la maniere dont elle a été chargée. Pour
cela, on peut utiliser la contrainte équivalente (b) avec
la condition

v =+/B. (11.45)
B vaut alors
1 Os,
B=_= 9 (55 )2 11.4
S S (o2, ), (11.46)

et un incrément d’énergie dissipée surfacique s’écrit

_ 1 0s¢q
2 Ok®

(0% )2 dr®.

dos o (11.47)

Le taux de restitution d’énergie élastique critique G,

étant par définition ’énergie surfacique dissipée en un
point de la fissure pendant toute la décohésion, on a

[ul. 1 95
_ - eq s \2 s
Gc _/0 2 Ok’ (Jeq> dk )

[u]. étant le saut de déplacement équivalent & la rup-
ture, pouvant éventuellement étre infini. Puisque s.q =

% (d’apres I’équation 11.30), on a, si la loi cohésive
eq

est en état de charge

(11.48)

0s¢q 1 K° dog,
(05,)? Oks

(11.49)

s 48
oK op

En introduisant cette expression dans 11.48, on obtient

[ul. ¢
G. :/0 5(ajqdf-f— K do?,). (11.50)

Si on choisit la définition b) de la contrainte cohé-
sive équivalente et que les parametres v et 3 vérifient
I'équation 11.45, G, est donc indépendant du charge-
ment et égal a l'aire sous la loi cohésive donnant of,
en fonction de [u] .. On retrouve alors exactement le
modele cohésif utilisé dans [Camacho et Ortiz, 1996] et
[Mariani et Perego, 2003].

Loi cohésive On considere dans cette partie deux lois
cohésives. D’une part une loi exponentielle, dont les pa-
rametres du matériau sont notés o, et b, et pour laquelle
Seq Vaut

HS

(K = ———— 11.51
S ‘I(H ) o, eXp(—ins) ( )
On peut vérifier qu’en cas de charge

Oeq = 0c exp(—b[u],, ). (11.52)

Cette loi est représentée sur la figure 11.4.
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— >

ﬂu]]eq

Fi1G. 11.4 — Loi cohésive exponentielle

On considere d’autre part une loi linéaire pour la-
quelle les parametres du matériau sont notés o. et [u],
et pour laquelle s, vérifie

[,

oe [ul] .- kS

Seq(K) (11.53)

En cas de charge, on a

gy
7 =0 ()

(11.54)

Cette loi est représentée sur la figure 11.5.

s
Gy

G

F1G. 11.5 — Loi cohésive linéaire

Le prochain chapitre porte sur 'implémentation nu-
mérique de ces lois cohésives extrinseques. Le calcul des
opérateurs tangents correspondants a ces lois est dé-
taillé dans ’annexe D.

11 - Probléeme mécanique



Chap. 12

Formulation en contraintes

Une formulation est présentée dans ce chapitre en uti-
lisant les notations et le modele cohésif définis dans le
chapitre précédent. Cette formulation a comme champs
inconnus le champ de déplacement u pour la partie
continue du domaine, et le champ des contraintes co-
hésives o® pour la discontinuité. Elle est discrétisée en
utilisant la méthode des éléments-finis présentée de ma-
niere plus détaillée dans 'annexe A.

12.1 Probléme éléments-finis

12.1.1 Formulation faible

L’implémentation numérique est basée sur une for-
mulation faible écrite a partir d’une expression intégrée
sur l'espace de 1’équilibre de la structure. On définit
I'espace F des champs de vecteurs déplacements conti-
nus et réguliers définis sur §2. Pour simplifier ’écriture
du probleme, on considere que la structure est soumise
uniquement & des efforts imposés (I's = T et Ty = @).
L’équilibre de la structure est vérifié si on a & tout ins-
tant

A(du*) + B(du*) = D(du*), Vdu*eF, (12.1)
avec,

A(du*) :/Qde*Tda s, (12.2)
B(du*) = /F d[u]*Tdo®dr,, (12.3)
D(du*) = /F du*TdF dr, (12.4)

e* et [u]™ étant reliés & u* par les équations 11.9 et
11.14.

La formulation faible est écrite a partir de I’équation
12.1 en choisissant « comme champ inconnu sur {2 et
o sur I's. L’équation 11.10 est utilisée pour calculer do
dans I’équation 12.3. Le terme C est rajouté dans la for-
mulation pour prendre en compte le comportement de
la zone cohésive (équation 11.13). En notant G I’espace
des champs de vecteurs contraintes cohésives continus
définis sur I's, on obtient la formulation faible suivante :

A(du*) + B(du*) + C(do™*) = D(du*),

V (du* do®*) e (F,G), (12.5)

avec,
A(du*) = /Q de*TL de d9, (12.6)
B(du*) = / d[u]*Tdo® dr, (12.7)
C(do®*) = /F do**T (d[u] — M*do*)dl, (12.8)
D(du*) = /F du*TdF,dr. (12.9)

12.1.2 Discrétisation en espace

Un maillage est construit pour le domaine €2, et un
autre est construit pour la discontinuité I's. Ces deux
maillages ne sont pas nécessairement compatibles, bien
que ce choix soit le plus naturel. Pour le champ de dé-
placement, les inconnues discretes sont les composantes
des déplacements nodaux dans la base (e,,e,) rangées
dans le vecteur colonne U comme suit :

v=[ur wo..ooux vy (12.10)

avec n,, le nombre de nceuds du maillage de 2. Pour
le champ de contrainte cohésive, les inconnus discretes
sont les composantes des contraintes cohésives dans la
base (n,t) rangées dans le vecteur colonne ¥ comme
suit :

Y= [E? DI ¥

T
m, Zug, | o (12.11)
avec n;, le nombre de nceuds du maillage de I's. Le
choix des inconnues pour cette formulation est résumé

dans le tableau 12.1.

Domaine Volume | Discontinuité
champs inconnus u o’
inconnues nodales U by

TAB. 12.1 — Inconnues du probleme

La restriction de U & un élément de volume est notée
Uel. On définit la matrice B permettant de calculer le
champ de déformation € a partir de Uy :

e(z) = B(2) Uer, (12.12)

& étant le vecteur position du point considéré sur 1’élé-
ment de référence. La restriction de X & un élément d’in-
terface est notée Y. La matrice de fonctions de forme
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D® est définie pour donner le vecteur des contraintes
cohésives o® sur ’élément a partir de X :

o%(&) = D*(&) Sa. (12.13)
On définit également un vecteur [U] contenant les

composantes des sauts de déplacements nodaux dans

(€arey)

. 1

[Uly
(12.14)

[Ul = [[U]]}ll [Vl )r(q‘,o

La matrice T est définie pour donner la correspondance
entre [U] et U :

[U]=TU. (12.15)

La matrice de fonctions de forme C® et la matrice
de changement de base P sont définies pour que [u]
s’écrive

[ul(@) = C*(2) P [Uly-

La matrice C* dépend des éléments continus voisins de
la zone cohésive. Par exemple, si les deux maillages sont
compatibles et si le champ de déplacement est linéaire
sur le bord d’un élément continu, le saut de déplace-
ment obtenu sur un élément avec ’équation 12.16 doit
également étre linéaire. Les matrices K, H et le vec-
teur dFey; sont définis de telle sorte que, si le champ
test do®* est nul, I’équation 12.5 s’écrive sous forme
discrete

(12.16)

dUTK AU 4+ dU*THAY = dU*TdF.y,
VdU*e F, (12.17)
F étant Pensemble des vecteurs colonnes de dimension
2n,,. La matrice K est calculée de maniere usuelle par
I’assemblage des matrices élémentaires K¢ vérifiant
Ka :/ BTL B.Jd,,, (12.18)
Qer

Q¢; désignant le domaine occupé par 1’élément de ré-
férence et J le déterminant du jacobien de la trans-
formation amenant 1’élément de référence sur I’élément
réel. La matrice H est calculée a partir de la matrice G
définie par

H=T"G. (12.19)

Cette matrice est obtenue par assemblage des matrices
élémentaires G vérifiant
A[U]L! G dZe = / d[u]*"do® J* de, (12.20)

el

avec ¢ l'abscisse curviligne d’un point sur ’élément de
référence, et J° le jacobien de la transformation ame-
nant 1’élément de référence le sur I'élément réel I',
considéré. On a donc

Gl :/ PTCsT DS o de. (12.21)
T

12 - Formulation en contraintes

La matrice S est définie de telle sorte que, si le champ
test du™* est nul, I’équation 12.5 s’écrive sous forme dis-
crete

d¥*THTAU — d¥*Tsdy = 0, vdYre G, (12.22)
G étant Pensemble des vecteurs colonne de dimension
2n? . La matrice de souplesse S est obtenue par assem-

no-

blage des matrices élémentaires S, vérifiant

Sel = / DSTM*® DS Jode. (12.23)
L2,

Les équations 12.17 et 12.22 donnent le systeme global
suivant :

e S]]

12.1.3 Discrétisation en temps

(12.24)

Le probleme est discrétisé en temps et résolu avec un
algorithme de Newton. Les incréments permettant de
passer d’un piquet de temps I; a son suivant Iy + 1
sont notés A(.). Les incréments permettant de passer
de l'itération non linéaire 7 —1 a l'itération ¢ sont notés

5().

Premiére itération La premiere itération se calcule
en remplacant dans 12.24 les incréments infinitésimaux
dU, d¥ et dFey par les incréments discrets dU et 6 et
AFey :

e ][]0

Itérations suivantes Si les équations du probleme
sont vérifiées, on a a tout instant

(12.25)

dFyy + HAY = dF., (12.26)

le calcul de Fy, étant détaillé dans annexe A (section
A.7). Cette équation permet de définir un résidu Ry tel
que

Ri = Fext — HY — Fint. (12.27)
D’autre part, on a a tout instant,

HTdU —dY =0, (12.28)

avec,

dY = Sd¥, (12.29)

ce qui permet de définir un résidu Rs tel que

Ry = —HTU4Y. (12.30)

dY peut étre obtenu par assemblage des vecteurs dY
vérifiant

dYel = Sel dzeb (1231)

dYe = / DSTM*® D dSy JodE, (12.32)
T2

dYe = / DsTd[u] J* d€. (12.33)
T2,
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On obtient donc apres intégration sur le temps

Yo = / DT [u] J* dé. (12.34)
r2)

Les résidus R; et Ry sont minimisés de maniere ité-
rative. Ils sont notés R} et Ri, & l'itération 7. Une pré-
diction de la valeur de R} est calculée & partir de la
linéarisation suivante :

; - OR OR

i _ pi—-1 1 1

1=Ry+ il oU + w5l 0x, (12.35)
I =R KU - HX. (12.36)

Le calcul de R} se fait de la méme maniere :

. ; OR. OR

i i—1 2 2

= — ——= 0% 12.

o =Ry + Flii oU + 75 0x, (12.37)
L =Ry T-HTU+86%. (12.38)

En imposant la nullité de R} et R., dans 12.36 et
12.38, on obtient le systeme

i SR [R ]

Apres avoir résolu ce systéme, on calcule les résidus
suivants R} et R}. Si la norme locale de ces résidus est
inférieure a une tolérance fixée par avance, le pas de
temps est terminé, sinon il faut itérer & nouveau dans
I’algorithme de Newton.

(12.39)

12.2 Implémentation numérique

12.2.1 Pilotage du calcul

La formulation présentée a été implémentée dans le lo-
giciel Matlab. Une méthode de pilotage (détaillée dans
lannexe E) est utilisée pour pouvoir traiter les cas d’in-
stabilité globale de la structure (phénomeéne de snap-
back). Le pilotage porte sur un facteur de chargement
A tel que le déplacement imposé ug et leffort imposé
F, s’écrivent
Ug = Auq, sur I'y,

Fyq = \Fi,

(12.40)
(12.41)

sur I's,

uy et Fy étant des vecteurs constants. Le facteur \ est
une nouvelle inconnue du probleme, calculée & chaque
itération pour obtenir une certaine valeur de la quantité
Ap définie par

Ap = AUTM AU, (12.42)
M étant la matrice de masse de la structure. Si la ma-
trice M est remplacée par une matrice identité de méme

dimension, on retrouve la méthode de pilotage a lon-
gueur d’arc cylindrique.
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12.2.2 Algorithmes

L’algorithme 1 présente la procédure globale de ré-
solution numérique du probléme dans le cas ou le ma-
tériau continu est élastique. On note I; le numéro du
piquet de temps courant, I;*** le numéro du piquet
de temps final défini par l'utilisateur, ()9 la valeur
convergée d’une variable au piquet de temps Iy, (.)? la
valeur d’une variable a I'itération ¢ du pas de temps cou-
rant (I; — I;41), et p.d. les points d’intégration. L’al-
gorithme 2 détaille le calcul des variables internes de
la zone cohésive a partir des incréments de contraintes.
On note init la variable donnant a chaque point d’inté-
gration des éléments d’interface ’état d’initiation de la
zone cohésive. Pour ce calcul, une difficulté est de sa-
voir si, en un point d’intégration de Iy, la zone cohésive
est en charge ou en décharge, car la contrainte équiva-
lente diminue dans les deux cas (comme cela est illustré
sur la figure 12.1). Pour simplifier 'implémentation, on
suppose pour cette formulation que la zone cohésive est
toujours chargée et qu’il n’y a jamais contact entre les
deux bords de la discontinuité.

s

O

dogy |

dlul, dlul?, [,

F1c. 12.1 — Calcul d’un incrément de saut de déplacement

L’algorithme 2 réel est en fait un peu plus compliqué,
car une variable de mémoire numérique est introduite
pour empécher que la variable init change de signe trop
souvent au cours des itérations non linéaires. Ceci évite
en particulier, lors de l'initiation de la zone cohésive
en un point d’intégration, de voir apparaitre des os-
cillations ou I’état de la variable init change a chaque
itération.

12.2.3 Application sur un cas test

Cas test On étudie une structure rectangulaire de
largeur L; = 300mm, de hauteur Lo = 100 mm, et
de sommets A, B, C, et D représentés sur la figure
12.2. L’éprouvette est traversée a mi-hauteur par une
interface horizontale d’épaisseur nulle dont le compor-
tement est modélisé par la loi cohésive exponentielle
définie dans le chapitre 11. Le chargement est tel que

I, = [AB] U [CD],
T, = [BC| U [DA],

(12.43)
(12.44)

avec des conditions de bord libre sur I's, et le vecteur
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I =1,

initialisation de UM, £ et des vecteurs
contenant les déformations, les contraintes, et les
variables internes & 0 ;

tant que I, < I faire

U0 .= ylo;
»0 .= E(It);
1 :=1;

calcul des matrices K et S ;
calcul de 6\ ;
calcul de §U et 6% ;

tant que 1 = 1 faire

Ul := Ui~ +§U;

=214 6%;

pour tous les p.i. du volume faire
calcul de € & partir de U' ;
calcul de o* a partir de &* ;

fin

pour tous les p.i. de l'interface faire
calcul de (o®)? & partir de X7 ;
caleul de [u]’, init?, et (k°)* & partir de
(09)?, initTD) | et (k%)) (voir
algorithme 2) ;

fin

calcul de R & partir de o ;

calcul de R} & partir de [u]” ;

si erreurs inférieures a la tolérance alors

| sortie de boucle;

fin

mise & jour des matrices K et S ;
calcul de 6 ;

calcul de 6U et 0% ;

1 =14 1;

fin
sauvegarde de Ut 5(et+1) ot des vecteurs
contenant les déformations, contraintes, et

variables internes ;
It = It + 1.

fin
Algorithme 1 : Algorithme global

Données : (°)?, init") | et (k*)U1) ;

calcul de (03,)" ;

test de 'initiation :

init’ == max (init"), arg((o3,)" > 0));

si init’ = 1 alors

calcul de (k%)% := [uﬂéq (en supposant un état
de chargement) & partir de (c%,)" ;

calcul de s, & partir de (k*)" ;

caleul de Ju]® & partir de Seq €t (0%)F ;
sinon

,{S)Ut)

)

Algorithme 2 : Algorithme d’écoulement

12 - Formulation en contraintes

uq vérifiant,

up =0, sur [AB], (12.45)
0
Uy = { 100,02 x ] mm, sur [CD], (12.46)
(12.47)
A étant 'origine du repere.
U
D c T
Q T, Tﬂ
L, a8 ;
gy[ c
Al 'B ex
A I,

FiG. 12.2 — Géométrie et chargement du cas test

On se place dans le cadre de l’hypothese des
contraintes planes. Les parametres du matériau continu
et de la zone cohésive sont £ = 40GPa, v = 0.2,
0. = 4MPa, et 3 = 2.4 (conformément & la valeur du
coefficient de Poisson), v = /3, b = 40 (ce qui donne
G.=0.1N.mm™).

Calculs numériques On considere une série de
maillages rectangulaires imbriqués et numérotés pour
i allant de 1 & 5 (voir figure 12.3). Les éléments conti-
nus sont des quadrangles linéaires a 4 nceuds et 4 points
de Gauss (voir annexe A.10), et les éléments d’interface
sont linéaires & deux nceuds avec deux points d’intégra-
tion de Newton-Cotes (voir annexe D). Le i° maillage
comporte 6 x 40~1 éléments de surface et 3 x 201
éléments d’interface.

h=0%

—_

maillage maillage 2

maillage 3

maillage 5
Fi1G. 12.3 — Construction des maillages

On utilise dans un premier temps le maillage 4.
L’échelle de numérotation des piquets de temps est re-
présentée sur la figure 12.4.



12.2 Implémentation numérique
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It 101 201 301 401 501 601

Fi1G. 12.4 — Numérotation des piquets de temps

Les profils des champs de contraintes obtenus sont re-
présentés sur les figures 12.5 et 12.6.

50 100 150 200 250 300
X (mm)

F1G. 12.5 — Contrainte cohésive normale

S

(MPa)

F1G. 12.6 — Contrainte cohésive tangentielle

Les profils des sauts de déplacements obtenus sont re-
présentés sur les figures 12.7 et 12.8.

[,

(mm)

Fic. 12.7 — Saut de déplacement normal
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Fic. 12.8 — Saut de déplacement tangentiel

Convergence des calculs Pour se faire une idée de
la convergence de la formulation, on a superposé sur
la figure 12.9 les courbes représentant la norme F de
la résultante des efforts appliqués sur le segment [CD]
obtenues avec les maillages de niveaux 1 a 5.

1000
(N) 900
800
700
600 -

500 -
400
300 -

200 -
100

F1c. 12.9 — Superposition des courbes de chargement pour
les différents maillages

On peut observer qu’il y a bien convergence de la so-
lution du point de vue du comportement global de la
structure.

12.2.4 Caractéristiques de la formula-
tion

Influence du schéma d’intégration La méthode
d’intégration numérique utilisée pour calculer les ma-
trices S, G, et le vecteur Y, a une influence importante
sur le résultat obtenu avec les éléments cohésifs utilisés.

La méthode des points de Gauss n’est en géné-
ral pas utilisée pour les éléments cohésifs clas-
siques car elle conduit a des oscillations des
contraintes cohésives. Ces instabilités sont étudiées
dans [Schellekens et de Borst, 1993] ou les auteurs
montrent en se basant sur une étude des modes propres
que l'utilisation de points de Newton-Cotes permet de
limiter les oscillations des contraintes cohésives. La for-
mulation en contraintes que nous utilisons donne égale-
ment de meilleurs résultats avec des points de Newton-
Cotes. Ceci est illustré par les figures 12.10 et 12.11
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schématisant le calcul des sauts de déplacement aux
points d’intégration a partir d’'un champ de contrainte
fixé. Dans cet exemple, les éléments sont linéaires avec
deux points d’intégration et s est I'abscisse curviligne
d’un point de la fissure. Le champ de déplacement
est reconstitué en supposant que des éléments linéaires
continus sont accolés aux éléments cohésifs. La figure
12.10 montre que le champ de déplacement reconstitué
avec des points de Gauss est discontinu, notamment
a proximité de la pointe de la fissure. La figure 12.11
montre que ce méme champ reconstitué avec des points
de Newton-Cotes est bien continu.

s s
On Gy
A A A A A A
s [u]
—
=
> =
e neceud >
4 point de Gauss non initié >
A point de Gauss initié >

s
o o,
£ 2 2 “ s [u],
—
> =
=
e neceud o>
4 point de N.-C. non initié
a point de N.-C. initié oo ;'

Fi1c. 12.11 — Sauts de déplacements aux points de Newton-
Cotes

Les calculs ont montré que le schéma d’intégration
qui fonctionne le mieux pour des éléments linéaires
est le schéma de Newton-Cotes avec deux points
d’intégration. Les calculs avec 3 points d’intégration
montrent systématiquement des oscillations des champs
de contraintes et de déplacements pour ce type d’élé-
ment.

12 - Formulation en contraintes

Lien avec les formulations mixtes En reprenant
la définition donnée dans [Auricchio et al., 2004], une
formulation est mixte si sa discrétisation conduit a la
résolution d’un systeme de la forme

A BT X1 | Fy
BRI
La formulation présentée n’est pas rigoureusement
mixte car il n’y a pas de matrice nulle dans les ex-
pressions des systemes 12.25 et 12.39. Cependant, si
pour un point d’intégration la matrice M*® comprend
des termes nuls se retrouvant sur la diagonale de la
matrice de souplesse globale, le systeme obtenu peut
se mettre sous la forme donnée par ’équation 12.48 et
la formulation devient mixte. Ceci se produit pour les
points d’intégration n’ayant pas encore été initiés et
pour les éléments dont les deux bords sont en contact.
En particulier, avant que le premier élément de la dis-
continuité soit initié, tous les termes de la matrice S
sont nuls. Ceci doit étre pris en compte car les for-
mulations mixtes doivent vérifier la condition inf-sup
[Babuska, 1971, Babuska, 1973, Brezzi, 1974] pour ga-
rantir la stabilité des calculs numériques. En particulier,
il est possible de montrer que si BT (avec les notations
de I’équation 12.48), ou H (pour la formulation & deux
champ présentée) n’est pas injective, alors la condition
inf-sup n’est pas vérifiée (voir annexe F).

(12.48)

L’exemple présenté sur la figure 12.12 illustre ce cas
de figure. 11 s’agit d’un maillage avec deux éléments co-
hésifs linéaires entre deux éléments de surface linéaires
a 4 nceuds.

7 8
A A
A A
5 6 A A A A A
r——
3 4 1 2 3
A A
&y
A A €x
1 2

Fic. 12.12 — Exemple : maillage de la partie volumique et
de la zone cohésive

Avant l'initiation de la fissure, la matrice de souplesse
est nulle. On peut alors isoler les trois équations sui-
vantes du systeme global :

S (03U + 5 (G- 1) = 0, (1249)
(U5 —U3) + (U5~ ) = 0, (1250)
é(Ug —-UY) + %(Ug —-Uj) = 0. (12.51)

Ces trois équations sont liées entre elles par la relation

(12.49) + (12.51) = (12.50). (12.52)
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La matrice globale n’est donc pas inversible. Par consé-
quent, on évitera de mettre plus de degrés de liberté
pour la discrétisation des contraintes cohésives que pour
la discrétisation des déplacements sur les bords de la
discontinuité. Il n’y a de toute facon que peu d’intérét
a faire cela car le champ de saut de déplacement [u]
est calculé a partir du champ de déplacement u donné
par les éléments du matériau continu, et serait alors dis-
crétisé plus grossierement que le champ des contraintes
cohésives.

D’apres les calculs numériques effectués, la condition
inf-sup ne semble pas étre tres restrictive pour cette
formulation si les maillages de Q2 et I'y; sont conformes,
car on peut utiliser des éléments du méme ordre pour
le matériau continu et la discontinuité (linéaire-linéaire
ou quadratique-quadratique) sans observer d’oscillation
du champ de contrainte cohésive.

Limites de la formulation Cette premiere formula-
tion permet d’implémenter assez facilement une loi co-
hésive extrinseque dans un code de calcul. Un inconvé-
nient est que si la zone cohésive est rompue en un point
d’intégration, il n’est plus possible de calculer la matrice
de souplesse élémentaire correspondante car des termes
infinis devraient y apparaitre (voir figure 12.13). Une
solution peut étre de supprimer les éléments rompus au
cours du calcul, mais cela complique I'implémentation
numérique ; en particulier, le calcul peut étre déstabi-
lisé si la contrainte n’est pas rigoureusement nulle aux
points d’intégration d’un élément lorsqu’il est supprimé.

S
Oeq raideur et
souplesse finies
raideur infinie /
souplesse nulle raideur nulle

. souplesse infinie

/

[[u]] eq
Fic. 12.13 — Raideur et souplesse de la zone cohésive

Un autre inconvénient déja mentionné est qu’on ne peut
pas de déterminer directement pendant 1’écoulement si
la zone cohésive est en charge ou en décharge car dans
les deux cas la contrainte équivalente décroit. Pour ré-
soudre ces deux problemes, une deuxieéme formulation
est proposée dans le chapitre suivant pour laquelle un
changement de variable permet de remplacer dans les
équations du probleme la contrainte cohésive o® par
une contrainte cohésive modifiée ¢ dépendant de la
contrainte cohésive et du saut de déplacement.
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Chap. 13

Formulation en contraintes modifiées

On introduit dans ce chapitre une deuxiéme formula-
tion, construite a partir de la formulation en contraintes
présentée dans le chapitre précédent, et plus apte a la si-
mulation de modeles cohésifs pour lesquels la zone cohé-
sive est rompue une fois qu’un saut de déplacement cri-
tique est atteint. Pour cela, on effectue un changement
de variable permettant d’introduire une contrainte co-
hésive équivalente modifiée. On n’utilise alors plus di-
rectement la loi cohésive du modele, mais une loi modi-
fiée ayant I’avantage d’étre une fonction croissante du
saut de déplacement équivalent de la discontinuité.

13.1 Notion de contrainte modi-
fiée

La nouvelle formulation differe de la précédente de par
le fait que la contrainte cohésive o® est remplacée dans
les équations locales du probléme par une contrainte
cohésive modifiée notée ¢ et définie par

¢ =0+ afu], sur T, (13.1)
avec,
1 0
aza{o 1], (13.2)
B

« étant une constante définie par 'utilisateur. Le com-
portement incrémental de la zone cohésive est donné
par lopérateur IN® vérifiant

du] = N*d¢, sur . (13.3)

La loi cohésive est remplacée par une loi reliant le saut
de déplacement équivalent [u], g a une contrainte équi-
valente modifiée (., définie par

Ceq = 05y + [[u]]eq. (13.4)

Ceq‘

Ge

[[M]] eq

Fia. 13.1 — Influence du parametre a sur la courbe (eq —

[ul.,

On note (, et (; les composantes du vecteur ¢. Avec la
définition a) de of, (équation 11.28), on obtient

a) Ceq = maX(Cny’YKt‘)- (135)

Avec la définition b) (équation 11.29) il n’y a pas de
lien direct entre ¢ et (.q, on écrit donc directement

D) G = Vlort a2+ o [+ L Tl

(13.6)
teq est défini par
[ull., = teq Ceqs (13.7)
donc,
bog = —21 (13.8)

T

En utilisant les équations 11.22 et 13.1, on montre que

Seq
= Jed 13.

[u] 1+a56qSoC, (13.9)

soit,

[u] = teq So €. (13.10)

Le comportement incrémental est donné par I'opérateur
N3 vérifiant

dlu] = N*d¢. (13.11)
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13.2 Probléme éléments-finis

13.2.1 Formulation faible

La formulation faible est écrite a partir de I’équation
12.1 en choisissant 4 comme inconnue sur le domaine
continu et ¢ sur la discontinuité. La formulation en
contraintes modifiées proposée est la suivante :

A(du*) + B(du*) + C(d¢*) = D(du*),

V (du* d¢*) e (F,G), (13.12)
A(du*) = /Q de*TL de d9, (13.13)
B(du*) = / d[u]**(d¢ — adu]) dT, (13.14)
C(d¢*) :/F d¢*T(d[u] — N*d¢)dls, (13.15)
D(du*) = /F du*TdF,dr. (13.16)

13.2.2 Discrétisation en espace

Les inconnues discretes du probléme sont d’une part
les composantes de u dans (e,, e, ) rangées dans le vec-
teur U défini comme précédemment (équation 12.10), et
d’autre part les composantes nodales de ¢ dans (n,t)
rangées dans le vecteur colonne 7 défini par

7= [er Al Zys 7t

s
Do

B (13.17)

Le choix des inconnues pour cette formulation est ré-
sumé dans le tableau 13.1.

Domaine Volume | Discontinuité
champs inconnus u ¢
inconnues nodales U 7

TAB. 13.1 — Inconnues du probleme

La restriction de Z a un élément de l'interface est notée
Ze. La matrice des fonctions de forme D® permet de
reconstituer le champ de ¢ sur I’élément & partir de
ch :

¢ = (@) Zar (13.18)
Les matrices B, T, C®, et P sont définies comme pour
I’élément cohésif en contraintes. Les matrices K, J, H
et le vecteur dFq sont définies de telle sorte que, si le
champ test dC* est nul, I’équation 13.12 s’écrive sous
forme discrete

dU*T(K—J)dU + dU*THdZ = dU*" dFey,

vdU*e F, (13.19)

F étant toujours 'ensemble des vecteurs colonne de di-
mension 2n,,. La matrice de raideur K est calculée
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comme précédemment. La matrice J est calculée a par-
tir de la matrice I définie par

J=TTIT, (13.20)

et obtenue par assemblage des matrices élémentaires I
vérifiant

d[[U]]ZlT Lad[U], :/

s
e

du]* o d[u] J°d¢, (13.21)
1
et donc,

Lo :/ PTCTa P Jo dt. (13.22)
I'e

Comme pour la formulation en contraintes, la matrice

G est définie par

H=T'G. (13.23)

On a donc toujours

Gal :/ PTCsTD® J* d¢. (13.24)
T'g

La matrice S est définie de telle sorte que, si le champ
test du™ est nul, ’équation 13.12 s’écrive sous forme
discrete

dz*"HTdU — dz*Tsdz = o, VdzZ*e G, (13.25)
G étant ensemble des vecteurs colonne de dimension
n,,. La matrice S est obtenue par assemblage des ma-
trices Sq vérifiant

Sel = / DSTN*Ds Jod¢. (13.26)

L

Les équations 13.19 et 13.25 donnent le systeme global
[K—J H ] [dU B {dFext

2t sl az Pl (13.27)

13.2.3 Discrétisation en temps

Premiere itération La premiere itération se calcule
en remplacant dans 13.27 les incréments infinitésimaux
dU, dZ et dFey par les incréments discrets 0U, §Z et
AFext :

) [E)-)

Itérations suivantes Si les équations du probleme
global sont vérifiées, on a a tout instant

(13.28)

dFint — JdU + HdZ = dFexs. (13.29)
On peut donc définir un résidu Ry tel que
Ri = Fext +JU —HZ — Fips. (13.30)

D’autre part, si les équations du probleme sont véri-
fiées, on a

HTdU —dY =0, (13.31)
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avec,

dY = SdZ. (13.32)
Le résidu Ro s’écrit donc & nouveau

Ry = -HTU+Y. (13.33)

Y peut étre obtenu par assemblage des vecteurs Y
vérifiant

dYe = Se1 dZe, (13.34)

dYy = /F DSTN® D dZs, J* d¢, (13.35)
2

dYe = /F 5 DT d[[u] J* d, (13.36)
2

et donc

Yo = /F S DT [u] J*¢ dé. (13.37)

p

On retrouve donc la méme valeur de Y que pour la
formulation en contraintes. Les résidus R; et Rg sont
minimisés de maniére itérative, on les note R} et R}
a l'itération ¢. La valeur de ces résidus est obtenue a
partir de la linéarisation suivante :

; i1 ORy OR,

i i—1 bt bt ¥

1 =R+ PN oU + 37 07, (13.38)
I =R K§U - HHZ. (13.39)

De méme, R}, vérifie approximativement

; ; OR, OR,

i _ pi—1 v v

o =Ry "+ LN oU + 77 07, (13.40)
L =Ry HTSU 4867, (13.41)

En imposant la nullité de R} et R} dans 13.39 et 13.41,
on obtient le systeme

K-J H ][éU] [RI!
HT —S|[éz | | RS

13.3 Implémentation numérique

(13.42)

13.3.1 Algorithmes

L’algorithme de Newton est le méme que pour la for-
mulation en contraintes en remplagant le vecteur 3 par
le vecteur Z. L’algorithme 3 présente le calcul d’un in-
crément de saut de déplacement avec la définition a)
de la contrainte équivalente (équation 13.5) et I'algo-
rithme 4 présente ce méme calcul avec la définition b)
de la contrainte équivalente (équation 13.6). On note
toujours init la variable indiquant I'état d’initiation
des points d’intégration de la zone cohésive et rupt
la variable indiquant la rupture de la zone cohésive.
Pour Talgorithme 4, il faut calculer itérativement la
contrainte cohésive modifiée équivalente; on note res
le résidu sur cette contrainte dont la norme locale ne
doit pas dépasser a la fin des itérations la grandeur tol.

13 - Formulation en contraintes modifiées

Un avantage de la formulation en contraintes modi-
fiées est que 'on peut facilement distinguer un charge-
ment d'une décharge avec un test sur la variable (cq,
comme on peut le voir dans l'algorithme 3 et sur la
figure 13.2.

Données : ¢%, init!), et (k%)T0) ;
calcul de (¢, a partir de ¢* ;

test de l'initiation :

init' == max(init'™), arg(¢l, > 0c));

si init’ =1 alors

test du chargement : ¢} := arg(¢l, > Céét));
si ¢} = 1 alors

‘ calcul de (k*)" := [[u]]iq a partir de (7, ;
sinon

[ (r) = ()00
fin

test de la rupture : rupt’ := arg((x*)" > [u],);
calcul de t}, & partir de (k°)" et rupt® ;
caleul de [u]® & partir de ¢, et ¢* ;
test du contact : ¢f) := arg([u]!, < 0);
si ¢, =1 alors

| [l =05
fin
calcul de (o®)% & partir de ¢* et [u]” ;
sinon

(Hs)i = (/@s)(lt);

[u]® == 0;

fin

Algorithme 3 : Algorithme d’écoulement avec la
contrainte équivalente a)

dz;z s
eq -
dcl -7 7
- s
eq _-Z s
Prs /|
-7 e
k-
~ s
~ s
~ s
%
s~
. ~
7 —
4 T~
7 T T ———

dluley dlul,

F1G. 13.2 — Charge et décharge avec la loi cohésive modi-
fiée
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Données : ¢¢, ¢ initD) | et (k%)) ;
Jj =0

(Ceq)j = (Ceq)(lt)§ .
calcul de ((eq)j41 & partir de ) et ¢* en
linéarisant la variation de (., au voisinage de
(Ceg) ™)

définition de la tolérance sur le résidu tol ;
res = (Ceq)j+1_ (Ceq)ﬁ

tant que res > tol faire
test de l'initiation :

init' := max (init ") arg(((eq); > 0¢));

si init’ = 1 alors
test du chargement :

of = arg((Ceq); > Céa”);

sic] = 1 alors

‘ calcul de (k%) := [[u]]zq a partir de ¢/, ;
sinon

| (R = ()0
fin
test de la rupture :
rupt’ := arg((s*)" > [u],);

calcul de téq a partir de (k%)% et rupt’ ;
calcul de u]]® & partir de th, et ¢t
test du contact : ¢} := arg([[u]]il < 0);

si c) = 1 alors

| [l =
fin

calcul de (o®)* & partir de [u]” et ¢¢ ;
sinon
(k)= (%)10);
[u]” := 0;

fin
calcul de ((eq) ;4 @ partir de [u] et (o) ;

res = (Ceq)j41— (Ceq)ys
Ji=i+1

fin ,

(Ceq)l = (CGQ)j;

Algorithme 4 : Algorithme d’écoulement avec la
contrainte équivalente b)

13.3.2 Application sur un cas test

Cas test On reprend le cas test en contraintes planes
utilisé dans le chapitre précédent. Le matériau continu
ne change pas mais on utilise cette fois la loi cohé-
sive linéaire définie dans la section 11.2. Les para-
metres du matériau sont les suivants : £ = 40 GPa,
v =0.2, 0p = 4MPa, § = 2.4 (conformément & la va-
leur de v), v = V/f3, [u], = 0.025mm (ce qui donne
G. = 0.05 N.mm™?).

Résultats numériques On utilise & nouveau le
maillage numéro 4 avec les mémes éléments que pré-
cédemment (linéaires avec deux nceuds et deux points
d’intégration de Newton-Cotes pour les éléments d’in-
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terface). Le parametre numérique o vaut

a=2 Tl (13.43)

ce qui permet de garantir que la loi cohésive modifiée
soit une fonction croissante du saut de déplacement
équivalent. L’échelle de numérotation des piquets de
temps est représentée sur la figure 13.3.

+20
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FiG. 13.3 — Numérotation des piquets de temps

Le profils des champs de contraintes obtenus sont re-
présentés sur les figures 13.4 et 13.5.

L A _
0 50 100 150 200 250 300

Fi1G. 13.4 — Contrainte cohésive normale

F1a. 13.5 — Contrainte cohésive tangentielle

Les profils des champs de sauts de déplacements obte-
nus sont représentés sur les figures 13.6 et 13.7.
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Fic. 13.6 — Saut de déplacement normal
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F1a. 13.7 — Saut de déplacement tangentiel

Le profil de la contrainte cohésive modifiée est repré-
senté sur la figure 13.8.
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Fi1c. 13.8 — Contrainte cohésive modifiée

On a pu observer une influence du parametre « sur le
comportement de I'algorithme de Newton. En particu-
lier le pilotage du calcul peut étre rendu plus instable
si a est choisi trop grand.

Convergence numérique Pour se faire une idée
de la convergence des calculs avec le raffinement du
maillage, on a superposé sur la figure 13.9 les courbes
de Teffort résultant F appliqué sur le segment [CD]
en fonction du facteur de charge A obtenues avec les

maillages de niveau 1 a 5.

13 - Formulation en contraintes modifiées

F ool
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F1G. 13.9 — Convergence des courbes de chargement

On peut observer qu’il y a bien convergence de la so-
lution du point de vue du comportement global de la
structure.



Chap. 14

Transition vers un modele de Griffith

On rappelle dans ce chapitre quelques résultats
connus sur les modeles cohésifs et la théorie de Griffith
en vue de donner les conditions d’une transition d’un
modele cohésif vers un modele de Griffith dans un cal-
cul de rupture. On commence par étudier ’hypothese de
propagation stationnaire nécessaire a l'utilisation d’in-
tégrales de contour en mécanique de la rupture. La théo-
rie de Griffith est ensuite reconstruite a partir d’un mo-
dele cohésif et des hypotheses de Griffith [Griffith, 1920]
en reprenant la démarche des travaux de Barenblatt
[Barenblatt, 1962], Rice [Rice, 1968], et Hillerborg et al.
[Hillerborg et al., 1976]. Suivant le modeéle cohésif pris
pour référence, on retombe exactement sur un modele
de Griffith, ou sur un modele dont 1’énergie dissipée sur-
facique dépend du rapport entre la contrainte normale
et la contrainte tangentielle. Nous supposerons ensuite
que les deux hypotheéses de Griffith découlent d’une hy-
pothese plus générale de séparation des échelles entre
une échelle liée a I'observateur et une échelle liée au ma-
tériau étudié. Enfin, nous proposerons un critére pour
savoir quand une transition d’'un modele cohésif vers
un modele de Griffith est possible pendant un calcul.
La notion de fissure équivalente sera alors utilisée pour
déterminer la position de la pointe de la fissure de Grif-
fith équivalente a une fissure cohésive.

14.1 Propagation stationnaire

Définition L’hypothese de propagation stationnaire
peut étre définie de la maniere suivante :

La propagation est stationnaire si le champ de
déplacement autour de la pointe de la fissure
reste inchangé pendant la propagation dans un
repere se déplacant avec la pointe de la fissure.

Cette hypothese a déja été utilisée dans la section 2.2.2
pour la construction de la théorie de Griffith. Elle est
parfois appelée hypothese d’autonomie de la pointe de
la fissure [Barenblatt, 1959, Broberg, 1971].

Remarques :

— la définition de la stationnarité s’accorde mal avec
la propagation d’une fissure tournante. On consi-
dere donc dans ce chapitre que la propagation se
fait en ligne droite;

— I’hypothese de stationnarité implique que le profil
de la discontinuité au voisinage de la pointe de la
fissure a l'instant ¢ + dt peut s’obtenir & partir du
profil a I'instant ¢ par un mouvement de translation
(ce mouvement de translation ne correspond pas au
mouvement des points matériels).

On se place dans ce chapitre dans le cadre d’un pro-
bleme bidimensionnel, et on fait ’hypothese que le
matériau entourant la discontinuité est élastique et li-
néaire.

14.1.1 Traduction mathématique

On étudie la propagation d’une fissure dont la lon-
gueur est notée a. On définit un repere R = (O,gw,gy)
fixe par rapport au domaine 2 et un repere R,. =
(As, e, ¢e,) se déplacant avec la pointe Ay de la fissure

(voir figure 14.1).

t+dt

F1G. 14.1 — Avancée stationnaire de la fissure

On étudie le déplacement u™ d’un point M* appar-
tenant & I'T. Le vecteur position de ce point est noté x
dans R et § dans R.. (voir figure 14.2).
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Fic. 14.2 — Reperes et champs de déplacements

Si le champ u™* est vu comme une fonction de z et t,
un incrément temporel de u™ s’écrit
+ +
L Ou ou

On note d(.)|¢ un incrément calculé dans le repere R,

(14.1)

(avec & constant) et d(.)|, un incrément calculé dans le

repere R (avec z constant). L’autonomie de la pointe

de la fissure se traduit par
+ _

du £ = 0.

Entre t et t+dt la zone cohésive s’est translatée de da

dans la direction e, donc

(14.2)

dx = d§ +dae,. (14.3)
En se plagant dans le repére mobile, on a
dg‘é =dae,. (14.4)
En se plagant dans le repere fixe, on a
dz, = 0. (14.5)
Par conséquent,
ou™
d% = g % da + d%. (14.6)
Si la propagation est autonome, on a donc
Ou™

+ e

duy, = o0z .e, da. (14.7)

Si les coordonnées de z dans R sont notées (z,y), cette
équation peut s’écrire plus simplement

out

+ e ——
du = o da.
On pourrait développer le méme raisonnement avec
le champ de déplacement sur le bord inférieur u—, et
donc également avec le champ de saut de déplacement
[u]]. Ce champ vérifie donc en cas de propagation sta-

tionnaire

(14.8)

du], = - 88[[5]] da.

(14.9)

Remarque : on peut considérer que la stationnarité se
traduit par I’équation plus générale (voir par exemple
[Broberg, 1999)) :
d(.)=— % da,
(.) pouvant désigner n’importe quelle variable dans la
zone de stationnarité.

(14.10)
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14.1.2 Calcul de G

Le systeéme isolé est composé de la partie continue
Q du domaine et de la zone cohésive I',.. Nous allons
calculer le taux de restitution d’énergie élastique G a
partir de sa définition, soit

A(Wez, — 0)
da '

Remarque : dans ce chapitre, G est une énergie li-
néique (et non une énergie surfacique) car le probleme
est supposé bidimensionnel.

G = (14.11)

On décompose ¥ en une contribution ¥,. venant de
la zone cohésive et une contribution ¥,, venant du
matériau continu :

U =0+ Uy (14.12)

Si la propagation est stationnaire, alors d¥,. = 0, donc
dV = dV,,;. (14.13)

En isolant uniquement 2, le bilan énergétique 1.62
donne

AWyor = AWeat + dW.c/v0l- (14.14)

D’apres les équations 14.11, 14.13, et 14.14, 'expression
de G devient

dwzc/vol dwvol/zc
= — = ) 14.1
¢ da da ( )
On a donc,
Gda :/ gs.d[[g]]II dls. (14.16)
T, =
L’équation 14.9 donne alors
O]
G=- 5 ——dI. 14.17
=% (14.17)

14.1.3 Intégrale J
L’intégrale J, introduite par Rice [Rice, 1968] est une

maniere d’évaluer G en mécanique de la rupture. Elle
est définie par

J = (ng—g.%).ndf’, (14.18)
F/

ox
IV étant le contour d’un volume Y’ qui est une partie
du domaine ¥ = QU T,. Si IV n’entoure pas la zone
cohésive, l'intégrale de Rice est nulle. Par contre, si I
entoure la zone cohésive et si la propagation est station-
naire, 'intégrale de Rice est égale au taux de restitution
d’énergie élastique. On a donc

J =0,
J =G,

si Tee ¢ €,
si I, C Q.

(14.19)
(14.20)

Ces deux équations sont démontrées ci-dessous d’apres
[Rice, 1968].



14.2 Construction de la théorie de Griffith

Démonstration de I’équation 14.19 On suppose
que I entoure un volume élastique linéaire de Q. En ap-
pliquant le théoreme de la divergence a ’équation 14.18,
on obtient

Q
<

J :/ (Viwe,) — V(g.a—;)) dy’, (14.21)
_[ (9 . Ou /

J = o "% 000 )dx’. (14.22)

On peut remarquer que

% _ 0y O _ 9 Ouyeym

o 0z Ox 2 oz (ag) ’ (14.23)

donc, g étant symétrique,

op 0w Ou

aiglaxagiglagax' (14.24)

En introduisant cette équation dans I’expression 14.22 de
J, on montre que J = 0. L’intégrale J est donc nulle si ¥’
est uniquement constitué d’un volume du domaine élas-
tique linéaire. On peut en déduire que tout contour I
entourant la zone cohésive donne la méme valeur de J (ce
résultat sera utilisé dans la démonstration suivante).

Démonstration de I’équation 14.20 Pour cette dé-
monstration, I est le contour de la zone cohésive (voir
figure 14.3).

Fic. 14.3 — Contour choisi pour le calcul de J

Avec ce choix du contour d’intégration, 'intégrale de Rice
s’écrit

out ou™

En faisant apparaitre dans cette expression le saut de dé-
placement dans la discontinuité, on obtient

J = —/ gS.M dl.ec.

o (14.26)

zc

Cette équation est égale a l'expression de G donnée en
14.17. Si la propagation est stationnaire, on a donc J = G.

14.2 Construction de la théorie
de Griffith

L’objectif de cette partie est de reconstruire la théorie
de Griffith a partir d’'un modele cohésif en appliquant
les deux hypothéeses de Griffith présentées dans la sec-
tion 2.2.2 et qui peuvent s’exprimer dans le cas d’un
modele cohésif de la maniere suivante :

— hypothése 1 : la propagation de la zone cohésive est

stationnaire ;
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— hypotheése 2 : la taille de la zone cohésive est petite
devant la taille de la structure.

14.2.1 Hypotheése 1 : obtention du cri-
tere de propagation

Pour la théorie de Griffith, le taux de restitution
d’énergie élastique critique G, est 'unique parametre
du modele. Par définition, G, est la densité d’énergie de
surface supposée constante et vérifiant I’équation 2.69 :
dEs = G.da. (14.27)
Pour un modele cohésif, G, est le travail surfacique

regu par la zone cohésive pendant toute la décohésion
(d’apres [Rice, 1968] et [Hillerborg et al., 1976]) :

[u]

Ge=[ otd[u], (14.28)

0

avec [u],. le saut de déplacement & la rupture de la
zone cohésive. On peut remarquer que cette équation
suppose que G, est indépendant de la direction de char-
gement, ce qui n’est pas vrai pour tous les modeles co-
hésifs. L’équation 14.17 donnant G dans le cas dune
propagation stationnaire peut se calculer en faisant un
changement de variable pour intégrer non plus sur I'abs-
cisse x mais sur le saut de déplacement [u] de la dis-
continuité (un changement de variable similaire est fait
dans [Rice, 1968] pour le calcul de U'intégrale J avec un
modele cohésif). On obtient

MC
G :/ a’.df[u].
0

D’apres les équations 14.28 et 14.29, si la zone cohésive
se propage de fagon stationnaire, on a

(14.29)

G = G.. (14.30)
On en déduit que si I’hypothese 1 de Griffith est vérifiée,
le critere de propagation en contrainte de la zone cohé-

sive concorde avec le critere énergétique de la théorie
de Griffith.

Remarque : si on fait tendre la longueur d’une fissure
vers 0, on peut montrer que G tend également vers 0, la
pointe d’une fissure ne peut donc étre stationnaire lors
de son initiation.

14.2.2 Hypothese 2 obtention des
champs asymptotiques

Si ’hypothese 2 est vérifiée, il est possible de calcu-
ler analytiquement les champs mécaniques entourant la
pointe de la fissure (aussi appelés champs de Williams
[Williams, 1952]). Pour cela, on définit le repere circu-
laire Ry = (As, e,., ey) représenté sur la figure 14.4.
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)mﬁ

Fic. 14.4 — Repére circulaire autour de la pointe

Dans ce repere, les composantes du déplacement u
sont notées u, et ug, et les tenseurs des contraintes et
des déformations s’écrivent

g = ("” "T‘)) , (14.31)
= Iro 000 ),

£ = (5” E”’) . (14.32)
= Ero €00 Jr,

On définit le vecteur colonne o par

o= [UTT 099 O ]T (14.33)

On peut montrer que le vecteur des contraintes s’écrit
en coordonnées polaires sous la forme

o=K;o;r+ Kjogg, (1434)

K1 et K7 étant les facteurs d’intensité des contraintes
en mode I et en mode II, et o5 et oy des vecteurs
dépendant de r et # dont I'expression est donnée plus
loin. On définit le vecteur colonne € par

e=[err €00 269 ]T. (14.35)
Ce vecteur s’écrit sous la forme
e=Krer+ Kireqr, (14.36)

ey et gy étant également des vecteurs dépendant de r
et 6. On définit le vecteur colonne u par

w="[u uyl" (14.37)
Ce vecteur est exprimé sous la forme
u = Krur+ Ky upr, (1438)

uy et uyr dépendant encore de r et 6. Les champs de
déplacements uy et uyr sont représentés sur la figure
14.5 en se placant dans le cadre de I’hypothese des dé-
formations planes (la structure non déformée comprend
une grille et trois cercles concentriques).

Fic. 14.5 — Champs de déplacements de Williams

14 - Transition vers un modele de Griffith

Toujours en déformations planes, les expressions des
vecteurs oy, o1, €1, €17, UI, €t w7 en fonction de r
et 6 sont les suivantes :

[5cos(2) — cos(2%)
or = L 3 cos(é) + cos(?’ig)
2 )
V2T | gin() + sin(2F)
[ —5sin(?) + 3sin(2%)
o= L -3 Sin(é) -3 sin(é)
Iy 2 2) |
4v2mr | cos(4) +3cos(3)

[ (5—8v)cos(§) — cos(3L
(=3—8v) cos(%) + cos(32) |,
| 2sin(d) +2sin(22)

[ (=5+8v)sin(¢) +3 sin(%)
err = ——— | (=3+8v)sin(35) +3sin(%) |,
8puvzmr i 2 cos(g) +6 cos(%)

0

Er =

SN

ur =

wir = 4p2mr | (=7+8v) cos

On peut se référer a [Leblond, 2003] pour le calcul de
ces champs.

Remarques :

— les champs de contraintes peuvent étre utilisés pour
calculer l'intégrale J sur un contour circulaire cen-
tré sur la pointe de la fissure et de rayon quel-
conque. D’aprés [Rice, 1968], on obtient en défor-
mations planes :

1—12
E

J = (K} +K7) ; (14.39)

— les champs de contraintes et de déformations ob-
tenus sont singuliers sur la pointe de la fissure.
Pour interpréter ce résultat, on peut faire ’analo-
gie suivante avec un modele de poutre circulaire en
flexion :

— le modele poutre est construit en supposant que
la section de la poutre est négligeable devant sa
longueur. Cette section doit pourtant étre prise
en compte pour calculer la contrainte maximale
dans la structure. Si on fait tendre la section de
la poutre vers 0, la contrainte maximale tend vers
Iinfini,

— le modele de Griffith est construit en suppo-
sant que la taille de la zone cohésive est négli-
geable devant la taille de la structure. La taille
de la zone cohésive doit cependant étre prise en
compte pour calculer les contraintes au voisinage
de la pointe de la fissure. Si on fait tendre la taille
de la zone cohésive vers 0, la contrainte maximale
tend vers 'infini.

On peut également remarquer que le torseur des ac-
tions mécaniques joue le méme role pour le modele
poutre que les facteurs d’intensité des contraintes
pour le modele cohésif : ce sont des grandeurs glo-
bales qui permettent de reconstituer le champ de
contraintes.
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14.3 Notions d’échelles

Champs mécaniques Pour un modele cohésif, on
peut distinguer les zones suivantes autour de la pointe
de la fissure :

— la zome cohésive ;

— la zone voisine de la pointe : les champs sont dé-
terminés principalement par la zone cohésive;

— la zone de Williams : les champs sont déterminés
principalement par la fissure comme s’il s’agissait
d’une fissure de Griffith ;

— la zone d’obscurcissement : les conditions de bords
libres sur les bords de la fissure sont déterminantes
dans cette zone (la notion d’obscurcissement a déja
été utilisée dans le chapitre 5 d’apres [Hild, 2007]) ;

— la zone de radialité : l'influence de la fissure est
négligeable, 1’état de contrainte est proche de celui
qu’il y aurait sans la fissure.

Ces zones sont représentées sur la figure 14.6.

B zone cohésive .
. . zone d’obscuration
[ zone voisine de la pointe L,
. [J zone de radialité
[0 zone de Williams
F1G. 14.6 — Zones entourant la fissure

Principe de Saint-Venant La présence de la zone
de Williams peut se justifier en appliquant le principe de
Saint-Venant. D’apres [Sanchez, 2001], ce principe peut
s’énoncer de la maniere suivante pour une poutre :

« Suffisamment loin des extrémités de la poutre, la
solution ne dépend plus des distributions exactes
des charges sur les bases mais dépend uniquement
de certaines de leurs caractéristiques. »

Cette hypothese peut se traduire pour la zone cohésive
par I’énoncé suivant :

« Suffisamment loin de la pointe de la fissure, la
solution ne dépend plus des distributions exactes
de contraintes cohésives sur les bords de la fissure
mais dépend uniquement de la valeur des facteurs
d’intensité des contraintes. »

Séparation des échelles On définit une longueur ca-
ractéristique [z, pour la structure prise dans sa glo-
balité. On note l;ss la longueur totale de la fissure, et
l.. la longueur de la zone cohésive. Si [, est négligeable
devant lf;5s et g0y, On peut supposer qu’il existe une
zone importante sur laquelle les champs asymptotiques
de Williams sont vérifiés. On définit la séparation des
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échelles entre une échelle locale associée a la zone cohé-
sive et une échelle globale associée a la structure et la
fissure par

Le < min(lstru, Lfiss)- (14.40)
Cette équation valide I’hypothese 2 de Griffith si elle
est vérifiée. D’apres [Bazant, 2002], on peut supposer
que c’est le cas si

lmat 1

min(lysra, Lriss) =~ 1007 14.41
min(lst’ru)lfiss) < 100 ( )

Pour interpréter cette condition, on reprend la des-
cription suivante de la séparation des échelles, issue de
[Saulnier, 2006], et déja utilisée dans le chapitre 5 :

« S'il y a séparation des échelles, alors un niveau
n’influence les niveaux supérieurs que par ’'inter-
médiaire de parameétres effectifs. Ces parametres
effectifs résument un phénomeéene sous-jacent com-
plexe, au sens ou ils suffisent a rendre compte
de ses conséquences observables auxr échelles su-
périeures. »

Cette propriété s’applique s’il y a stationnarité de la
propagation de la zone cohésive car, dans ce cas
— le parametre effectif est le taux de restitution
d’énergie élastique G ;
— le phénomeéne sous-jacent compleze est le compor-
tement de la zone cohésive;
— la conséquence observable aux échelles supérieures
est la propagation ou non de la fissure.

On peut donc penser que la séparation des échelles
englobe les deux hypotheses de Griffith car elle néces-
site & la fois que la propagation soit stationnaire et que
le taille de la zone d’élaboration de la fissure soit né-
gligeable devant les dimensions de la structure et de la
fissure (équation 14.40).

14.4 Modele cohésif se compor-
tant comme un modeéle de

Griffith
14.4.1 Modele de Griffith

Pour construire un modele cohésif se comportant
comme un modele de Griffith, on utilise le modele co-
hésif défini dans le chapitre 11 avec la définition b) de
la contrainte cohésive équivalente et des parametres vé-
rifiant v = /B (ce qui revient & utiliser le modele de
Camacho et Ortiz [Camacho et Ortiz, 1996]). La loi co-
hésive est supposée étre de la forme

U:q = GC 5([]:“]]5(1)7

6 étant la fonction de Dirac. La loi cohésive construite
se comporte comme un modele de Griffith de taux de

(14.42)
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restitution d’énergie élastique critique G.. Avec cette
loi cohésive, une fissure ne peut se propager que depuis
un point ou la contrainte est infinie. L’initiation d’une
fissure dans un matériau sain et sans aucune singularité
due a la géométrie est donc impossible.

Remarque : on peut également construire le modele
de Griffith en faisant tendre la contrainte d’initiation
de la zone cohésive vers 'infini tout en conservant G,
constant, comme cela est fait dans [Feyel, 2003]. Pour
cela, on peut considérer une loi cohésive vérifiant

[ul,

si [u],, < o

s _
eq —

o ho.,

(14.43)

sinon. (14.44)

L —
Oeq =0,

Si h tend vers l'infini, on retrouve le modele précédent
avec

G. = oc [u].,. (14.45)

eq

hGC7/->7

ﬂu]]c/h

[[u]]eq

Fic. 14.7 — Loi cohésive d’un modele cohésif se compor-
tant comme un modele de Griffith

14.4.2 Modele de Griffith a plusieurs
parametres

On se place cette fois dans le cas o1 v # /3 et ol
le taux de restitution d’énergie élastique critique G, ne
peut donc pas étre défini. On suppose que le rapport
entre la valeur absolue de la contrainte tangentielle et
la contrainte normale p défini par
bl

)
S
O—’I’L

avec p > 0, (14.46)

est constant pendant toute la décohésion. D’apres les
calculs de la section 11.2, un incrément d’énergie dissi-
pée surfacique s’écrit

1 OSeq
T2 9k

dgs ((03)*+8(0})?) dr”. (14.47)

On note GZ I'énergie surfacique totale dissipée en mode
I (u=0) vérifiant

[4. 1 55
I _ - eq s\2 s
G, —/0 5 B (o5)°dk®,

avec u=0. (14.48)
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Si la zone cohésive est sollicitée en mode I, o7, = o7, G
est donc aussi égal a l’aire sous la loi cohésive pouvant

s’écrire
[ul. 1 55
GI — - eq s 2d s
L= e e

Avec la définition a) de la contrainte cohésive équiva-
lente, on obtient si p < 2

(14.49)

Tp = Oogs (14.50)
|of]| = nody; (14.51)
et sip > % :

, 1
Op = =00y (14.52)
TH
1
lof| = — o, (14.53)
t v q

A partir de ces valeurs, on obtient un taux de restitution
critique G, dépendant de u :

1
Ge.= (1+6u?) GL, sip< =, (14.54)
gl
1.1 1
G. = —(=+06)GL, sip>—. (14.55
20z th) ~ (145)

Avec la définition b) de la contrainte cohésive équiva-
lente, o}, et of vérifient

s \2
sz (08)
=% 14.
@) = o (14.56)
2 s \2
s\2 M (Ueq)
(07)" = mv (14.57)
ce qui donne l’expression suivante de G, :
4+ 6%
c=\T7"7%5= . 14.
Ge= ({10 O (14.58)

Pour utiliser un modele de ce type, il faudrait pouvoir
déterminer le coefficient p a partir des champs méca-
niques entourant la fissure, ce qui est rendu difficile par
la singularité des contraintes au voisinage de la pointe
de la fissure.

14.5 Changement de modele

On s’intéresse maintenant a la possibilité d’une tran-
sition d’un modele cohésif vers un modele de Griffith
au cours d’un calcul. Le modele de Griffith n’étant uti-
lisable lors de I'initiation de la fissure, la transition vers
le modele de Griffith doit se faire apres que la fissure a
atteint une certaine longueur.

14.5.1 Critére pour Pautonomie de la
pointe
Lors de la phase d’initiation (fissure courte), la pro-

pagation d’une fissure entre un instant ¢ et son suivant
t + dt peut se décomposer en deux phases :



14.5 Changement de modele

1. Propagation autonome avec translation du profil
de la fissure.

2. Ouverture de la fissure sans propagation.

2. Ouverture de la fissure

1. Translation du profil

F1G. 14.8 — Propagation de la discontinuité pendant la
phase d’initiation

G peut donc se décomposer en une partie égale a I'inté-
grale J (correspondant & la phase de propagation sta-
tionnaire) et une partie notée Gy, (correspondant a la
phase d’ouverture) :

G = J+ Gouo. (14.59)

La zone cohésive oppose un travail résistif a la structure
pendant la phase d’ouverture. L’équation 14.15 impose
donc que Gy, soit positif :

Gouww > 0, (14.60)
par conséquent,
J < @G. (14.61)

On pourrait donc utiliser un indicateur de stationnarité
Istat, compris entre 0 et 1, et vérifiant

J
Istat =1-—.

7 (14.62)

Si on considere que la propagation est stationnaire
quand I, est supérieur a une valeur fixée par avance
notée I, le critere de stationnarité s’écrit

Istat > IG~ (1463)

Remarque : la stationnarité peut également s’obser-
ver sur les courbes de résistance ou courbes-R (R-
curves en anglais) donnant le taux de restitution d’éner-
gie élastique G en fonction de lavancée de la fis-
sure a. Ces courbes atteignent généralement un pla-
teau une fois qu’une certaine longueur de fissure est
atteinte, on peut alors considérer que la propagation
est stationnaire et que G = G, (voir par exemple
[Tvergaard et Hutchinson, 1992, Morel et al., 2010]).

14.5.2 Position de la pointe de la fissure
de Griffith

Fissure de Griffith irréversible Pour pouvoir ef-
fectuer la transition vers un modele de Griffith a un
certain stade de la rupture, il faut savoir ou placer la
pointe de la fissure de Griffith au moment du change-
ment de modele. Pour cela, on peut envisager d’utiliser
a nouveau la notion de fissure équivalente de Mazars

117

avec le modele cohésif jouant le réle de modele de réfé-
rence, et le modele de Griffith jouant le role de modele
équivalent. Ce changement de modele sera donc effectué
en imposant que 1’énergie dissipée par la fissure équiva-
lente de Griffith soit égale a 1’énergie dissipée par le
modele cohésif de référence, soit
b = D, (14.64)
avec @ I'énergie dissipée par le modele de Griffith équi-
valent et @4 I’énergie dissipée dans la discontinuité. Si
on note ag la longueur de la fissure de Griffith, on ob-
tient

D,

ag = —.

o (14.65)

Pour que le critere 14.64 soit respecté, la pointe de
la fissure de Griffith doit donc se trouver au niveau du
point Cs, tel que laire A; soit égale a laire Ay sur la
figure 14.9.

7 A17] modele de Griffith modele cohésif

Ar=Ap

AN

As, b

[

fissure équivalente |

|

I ]
zone cohésive

bord libre

F1G. 14.9 — Détermination de la pointe de la fissure de
Griffith

Si on considere que la pointe de la fissure cohésive se
trouve au point B (point ou la zone cohésive est rom-
pue), la fissure de Griffith est un peu plus longue que
la fissure avec zone cohésive.

Fissure de Griffith partiellement réversible La
méthode présentée précédemment est bien adaptée au
cas d’'un modele cohésif plastique, car alors aucune éner-
gie libre n’est stockée dans la zone cohésive. Dans le cas
d’un modele cohésif endommageable, ’énergie de sur-
face s’écrit

E, =V, 4+ 9, (14.66)
U, étant I’énergie libre de la discontinuité. ¥, peut di-
minuer si la zone cohésive se décharge, ce qui doit se
traduire par une refermeture de la fissure de Griffith
équivalente. On distingue donc la pointe de la fissure Cy
correspondant au cas ou la zone cohésive est chargée, et
la pointe D, correspondant au cas ou la zone cohésive
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est completement déchargée. Ces deux points donnent
un encadrement de la position réelle de la pointe de la
fissure équivalente. La longueur de la fissure en charge
est notée aZ* et la longueur minimale de la fissure
est notée a}'™. Le critére de changement de modele est
modifié pour que ’énergie libre de la discontinuité soit

également préservée. On obtient

{ ig ] = [ i ] , (14.67)

avec Vs 'énergie libre du modele de Griffith équivalent.
On obtient a partir de ce critere la longueur minimale
ad™ et la longueur maximale a*® de la fissure équi-
valente :

S

min _ 8 14.68

a’G Gc’ ( )
D, + T

aper = 735 2. (14.69)

La construction de la fissure de Griffith est résumée sur
la figure 14.10.

Energie dissipée (g Energie libre

modele de Griffith modele de Griffith
modeéle cohésif modele cohésif

Ge
B,
| —t
N B, =B,
A=A, B,
i
I I
Bs, Ds, \Cs As x
' H
fissure équivalente ~ min max
I i
bord libre zone cohésive

Fic. 14.10 — Détermination des pointes min et max de la
fissure de Griffith

14 - Transition vers un modele de Griffith



Conclusion

Bilan Dans cette partie, une loi cohésive a été
construite par analogie avec un modele de fissuration
diffuse, ce qui permet d’établir un lien entre les sou-
plesses de la zone cohésive dans la direction normale
et la direction tangentielle. Il est possible de retrouver
a partir de cette loi le modele classique de Camacho
et Ortiz [Camacho et Ortiz, 1996] avec un choix par-
ticulier des parametres du matériau. Une formulation
faible a deux champs permettant d’implémenter des
lois cohésives extrinseéques a ensuite été présentée. Les
champs inconnus de cette formulation sont d’une part le
champ de déplacement sur le volume, et d’autre part le
champ de contrainte cohésive sur la discontinuité. L’im-
plémentation numérique de cette formulation présente
quelques difficultés, notamment pour traiter la rupture
des éléments cohésifs. Pour résoudre ce probléeme, une
modification de la formulation consistant a remplacer
la contrainte cohésive par une contrainte cohésive mo-
difiée dans les inconnues du probléme a été proposée.
Ceci conduit & ne plus utiliser la loi cohésive originale
du modele mais une loi croissante reliant la contrainte
équivalente modifiée au saut de déplacement équivalent.
On a ensuite rappelé comment un modele de Griffith
peut étre obtenu & partir d’'un modele cohésif en lui ap-
pliquant les hypotheses de la théorie de Griffith. Nous
pensons que ces deux hypotheses reviennent a considé-
rer qu’il y a séparation des échelles entre une échelle
associée a la zone cohésive et une échelle associée a la
structure et a la fissure. On a finalement étudié la fai-
sabilité d’un changement de modele qui permettrait de
basculer d’un modele cohésif vers un modele de Griffith
au cours d’'un calcul. Un critere de validité a été pro-
posé pour savoir quand introduire la fissure de Griffith,
et la position de la pointe de cette fissure a été calculée
en utilisant la notion de fissure équivalente de Mazars.

Perspectives L’implémentation d’une loi cohésive
extrinseque ne pose pas de probleme particulier avec
des éléments-finis étendus car les éléments cohésifs sont
introduits au fur et & mesure qu’ils sont initiés. Le trai-
tement les conditions de contact entre les deux bords de
la discontinuité doit par contre faire I'objet d’un traite-
ment particulier. La formulation en contrainte modifiée
pourrait étre utilisée avec la méthode X-FEM pour trai-
ter des problemes de contact. Ceci nécessiterait d’ajou-
ter au modele cohésif un critere pour calculer la direc-
tion de propagation de la discontinuité. Le pilotage du
calcul pourrait également étre amélioré. En particulier,
puisque la contrainte cohésive équivalente modifiée aug-
mente avec 'ouverture de la discontinuité, on pourrait
imaginer de piloter I’évolution du chargement avec cette

variable.



Conclusion générale

Bilan L’objectif de ce travail était d’utiliser conjoin-
tement ’endommagement et la fissuration dans des pro-
blemes de rupture. La premiere étape fut de choisir
un cadre thermodynamique similaire pour les modeéles
continus et discontinus. Trois types de modeéles permet-
tant de modéliser le processus de rupture ont ensuite été
étudiés : les modeles d’endommagement (avec ou sans
plasticité), les modeles cohésifs et le modele de Griffith.
Chacun de ces modeles a des avantages et des inconvé-
nients :

— les modeles d’endommagement captent bien ’en-
dommagement diffus mais ne permettent pas de
modéliser la rupture du matériau lorsque le com-
portement devient adoucissant a moins de leur ad-
joindre une méthode de régularisation ;

— les modeles de fissuration permettent de prendre
en compte ’adoucissement mais sont incapables de
modéliser un endommagement diffus;

— le modele de Griffith est le plus simple de tous,
mais ne peut étre utilisé qu’une fois que la fissure a
atteint une certaine longueur et que la propagation
peut étre considérée stationnaire.

Le modele de Griffith n’a pas été utilisé dans un pre-
mier temps car il n’est pas adapté a la modélisation de
I'initiation d’une fissure. L’étude de la stabilité du ma-
tériau a permis d’identifier les domaines de validité des
modeles continus et discontinus, ce qui nous a conduit
a considérer la zone cohésive comme un limiteur de
localisation pouvant s’insérer en remplacement d’une
technique de régularisation dans un matériau continu
lorsque le comportement devient adoucissant.

Les travaux ont d’abord porté sur la construction d’un
modele mixte continu/discontinu de ce type a partir
d’un modele de référence continu et régularisé. Ce mo-
dele devant étre construit a partir d’'un modele régu-
larisé faisant clairement apparaitre la différence entre
endommagement diffus et endommagement localisé, un
modele comportant deux variables d’endommagement
a été développé. Une premiere variable d’endommage-
ment correspond au comportement durcissant du ma-
tériau et permet de modéliser I'endommagement diffus.
Une deuxieme variable correspondant au comportement
adoucissant permet de modéliser I’endommagement lo-
calisé. Cette variable est régularisée avec la méthode du
second-gradient implicite pour éviter le phénomene de
localisation des déformations dii & 'adoucissement. A
partir de ce modele, une loi cohésive équivalente a été
construite conformément a la notion de fissure équi-
valente développée dans [Mazars, 1984], en imposant la
conservation de I’énergie dissipée lors du changement de
modele. L’'implémentation numérique de cette méthode

repose sur une formulation faible développée pendant
la these et permettant d’imposer les incréments d’éner-
gie dissipée dans la zone cohésive durant chaque pas de
temps. Cette énergie dissipée est calculée au préalable
en utilisant le modele continu de référence sur un cas
test identique. Dans le cadre d’un travail commun avec
Anita Simatos (doctorante au LaMCoS et au CEA), la
méthode a ensuite été généralisée pour traiter le cas ol
le modele de référence présente également de la plasti-
cité, et des pistes ont été données pour une généralisa-
tion de la méthode a des problemes bidimensionnels.

Les lois cohésives obtenues avec la méthode de chan-
gement de modele sont des lois extrinseques qui néces-
sitent une implémentation numérique particuliere pour
empécher I'ouverture des éléments d’interface avant que
le seuil d’initiation soit atteint. Pour cela, une formu-
lation faible & deux champs inspirée de la formulation
faible utilisée pour imposer I’énergie dissipée dans la
zone cohésive a été développée. Cette formulation a en-
suite été modifiée pour mieux gérer la rupture des élé-
ments cohésifs. La possibilité d’une transition entre un
modele cohésif et un modele de Griffith a finalement été
étudiée. Un critere basé sur une étude des hypotheses
de la théorie de Griffith a été proposé pour savoir quand
effectuer le changement de modele, et la notion de fis-
sure équivalente de Mazars a été a nouveau utilisée pour
déterminer la position de pointe de la fissure de Griffith
équivalente a une fissure cohésive.

La méthode de changement de modele développée
peut s’inscrire dans une logique plus générale ou les
modeles sont construits a partir d’informations prove-
nant des échelles inférieures. Pour les problemes étudiés
dans cette these, il semble que la meilleure méthode soit
d’effectuer les changements d’échelles progressivement,
en reliant des échelles assez proches les unes des autres.

Perspectives Les modeles qui ont été étudiés dans
ce travail sont généralement utilisés pour des types de
matériaux différents : les modeles de Griffith sont plutot
utilisés pour des matériaux fragiles, les modeles conti-
nus régularisés sont eux plutot utilisés pour les maté-
riaux quasi-fragiles, et les modeles cohésifs peuvent étre
utilisés pour ces deux types de matériaux. Ces domaines
d’utilisation sont résumés dans le tableau 14.1.



Matériau Fragile | Quasi-fragile

modele continu v
modele cohésif v v
modele de Griffith v

TAB. 14.1 — Utilisation courante des modeles étudiés

La méthode de construction d’un modele cohésif a
partir d’'un modele continu régularisé semble donc plus
adaptée pour I'étude de matériaux quasi-fragiles, tan-
dis que le passage d’'un modele cohésif & un modele de
Griffith semble plus adapté a I’étude de matériaux fra-
giles.

Cependant, comme cela est signalé dans
[Bazant, 2002], le choix du modele devant étre
utilisé dépend non seulement du matériau considéré
mais également de la taille de la structure étudiée.
En calculant le rapport de la longueur caractéristique
de la zone dissipative, notée l,q, par la longueur
caractéristique de la structure, notée lg4m,, les regles
d’utilisation suivantes peuvent étre définies (d’apres ce
méme article) :

lma 1 \ '
lsmi < 100 modele de Griffith,
lma 1 1 \ N
lstr; € [m7 g] modele cohésif,
lmat ]. . .

> F modele continu.
lstru 5

Un objectif pourrait étre de rassembler les méthodes
de changement de modele présentées dans les parties
II et IIT pour effectuer un changement de modele cou-
vrant les trois types de modeles étudiés dans le cas d’un
matériau fragile. Un modele continu régularisé servi-
rait alors a construire un modele de Griffith, un mo-
dele cohésif permettant de faire la transition entre ces
deux modeles. Ceci semble difficile a réaliser a priori
car le modele régularisé nécessiterait un maillage parti-
culierement fin au niveau de la zone endommagée. On
pourrait donc envisager d’utiliser une méthode numé-
rique multi-échelles pour raffiner le maillage localement
au niveau de la zone endommagée (par exemple, une
méthode multi-grilles comme cela avait été fait dans
[Rhazi Jerniti, 2006]).






Annexe : Implémentation numérique
des modeles






Annexe A

Eléments-finis avec non-linéarités

matérielles

On rappelle dans cette annexe des généralités sur la
méthode des éléments-finis utilisée pour I'implémenta-
tion numérique de modeles non-linéaires. On se place
dans le cadre d’un probléeme bidimensionnel en défor-
mations planes ou en contraintes planes. Le comporte-
ment mécanique est supposé isotrope et indépendant de
la température.

A.1 Probleme mécanique

Le probleme étudié est composé d’un matériau
continu défini sur un domaine €2 de contour I'. L’espace
est muni d'un repere orthonormée R = (O, ¢e,,¢e,). Un
vecteur colonne u contient les composantes u, et u, du

champ de déplacement dans la base (e,,e,) :

u=[u uy }T (A1)

Les vecteurs colonnes € et o contenant les composantes
de la déformation et de la contrainte dans (e, ¢,) sont
définis par

€= 6w &y 2€qy }T7 (A.2)
[ Oz Oyy Oy ]T. (A.3)

€ est relié au champ de déplacement par 1’équation
A.7. On définit sur I" un vecteur unitaire n normal au
contour du domaine et dirigé vers Iextérieur. I" est dé-
composé en deux parties I'y et I's sur lesquelles s’ap-
pliquent respectivement les déplacements imposés et les
efforts imposés. Les composantes des déplacements im-
posés dans la base (e, ¢e,) sont notées uj et u¥) et ran-
gées dans le vecteur ugq. Les composantes des efforts
imposés dans cette méme base sont notés Fj et F et

rangées dans Fy. Ces vecteurs s’écrivent donc

o

ug = [uf ul ]T, (A.4)
Fo=[Fy FV]" (A.5)

L’équation A.6 permet d’imposer 1’équilibre local de la
structure, I’équation A.8 donne le comportement incré-
mental du matériau, et les équations A.9 et A.10 ga-
rantissent ’application des conditions aux limites sur
le bord de la structure. Le bilan des équations du pro-
bleme s’écrit :

matériau continu :

Vo(o) =0, sur €2, (A.6)
e = Ve(u), sur {2, (A7)

do = Lde, sur €2, (A.8)
conditions aux limites :

U = Ugq, sur I'y, (A.9)
P,o = Fy, sur I', (A.10)
avec,

Lo + Do ay
Vo(o) = l or ]7 (A.11)
or T oy
. . , T
V.(u) = [% vy oue Ouy ] : (A.12)
1 v 0
E
L=—_1|v 1 0|, (A.13)
1— 02 1—v
00 5
n.e, 0 n.e
P, = * vl. (A.14)
0 ne, ne,

A.2 Cinématique

Déplacements La position initiale d’'un point M est
donnée par le vecteur x. La décomposition de ce vecteur

dans (e,,e, ) s’écrit

T=xe,+ye,. (A.15)

Le domaine () est maillé et on note §2.; le volume oc-
cupé par un élément. Les calculs numériques se font en
utilisant un changement de variable pour se ramener a
un élément de référence occupant le volume Q. défini
dans un repere Re, = (Oet, €5 gn). Le vecteur & désigne
la position du point M sur 1’élément de référence, ses
composantes dans R sont notées Eetn:
L=C¢ectne, (A.16)
Les composantes du champ de déplacement dans
(€4,€,) sont rangées dans le vecteur colonne U des in-
connues nodales comme suit :

u=[ur U ... vy ]

nl’lO nnO

(A.17)
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avec n,, le nombre de noeuds du maillage. La restric-
tion de U sur un élément est notée Ug. Le champ de
déplacement sur un élément peut ensuite étre recons-
truit a partir des fonctions de forme N; de la maniere
suivante :

ZN Yept (Ua) e,), (A.18)

=1

avec n le nombre de nceuds de 1’élément. On définit
lopérateur C donnant u a partir des déplacements no-
daux dans un élément :

u(Z) = C(z) Ua (A.19)
On a donc
co=-" 8o (a20

Matrice jacobienne On note J la matrice jaco-
bienne de la transformation vérifiant

dr | d€

][] )

et donc

J = {xf x’"]. (A.22)
Ye Yn

X6 €t Yoo sont les vecteurs contenant les coordonnées
des noeuds de 1’élément réel dont les composantes sont
notées comme suit :

Xno - [Xl Xn ]T7 (A23)
Yoo = [Y1 ... Yol (A.24)
J peut s’exprimer en fonction de ces vecteurs et des

fonctions de forme de I’élément de la maniere suivante :

N Xno Ny Xpo

T= Ny Ny (A.25)
avec,
N=[N N N, ]. (A.26)

Déformation La matrice B est définie pour que

e(z) = B@@)U

D’apres les équations A.7 et A.12, le calcul de €44, €4y,
et €,y donne pour un élément a n neeuds

(A.27)

Era(®) = Y Nia(2) UF, (A.28)
i=1

Eyy(d) = Z Niy(2) U7, (A.29)

e =3 S (V@ UV HN, @ TY). (A30)

A - Eléments-finis avec non-linéarités matérielles

La matrice B s’écrit donc

N 0 Ny .o 0
Bz)=| 0 Ny, ... 0 N, (A.31)
Nl,y Nl,x Nn,y Nn,x

Les vecteurs Ny et N utilisés pour la construction de
B(&) sont calculés de la manieére suivante :

Rt (i

Ny Sy Ny Ny |7

Ny]  ,_r[N

R

A.3 Méthodes d’intégration nu-
mérique

(A.32)

(A.33)

A.3.1 Sur une ligne

Quadrature de Gauss La méthode des points de
Gauss est utilisée pour calculer les intégrales de maniere
approchée, notamment lors du calcul des matrices de
rigidité et du vecteur des efforts intérieurs. Cette mé-
thode est basée sur I'approximation polynomiale sui-
vante des fonctions p(z) & intégrer sur chaque élément :

k
x) = E aj’,
Jj=0

les termes a; étant des coefficients définis pour j com-
pris entre 0 et k. On cherche ensuite les couples (z;, w;)
tels que

(A.34)

g

[ prde =3 o)

=1

(A.35)

avec gy I'élément réel, n, le nombre de points de Gauss,
x; la position, et w; le poids du i° points de Gauss. On
peut remarquer que les deux fonctions

=) o

p*)§ x1 Wi,

i=1

(A.36)

(A.37)

sont des formes linéaires. Pour que 1’égalité A.35 soit
vérifiée, il suffit donc qu’elle le soit pour les éléments
d’une base de ’ensemble des polynomes de degré k. En
choisissant la base usuelle {1, z,..., "}, on obtient les
k + 1 conditions suivantes :

g

/F x? de = Z ()7 wy,

el i=1

Vjiel0,k].  (A.38)

Le nombre de points de Gauss est choisi de telle sorte
que le probleme ait une solution, sachant que chaque
point de Gauss apporte 2 inconnues (z; et w;). Les po-
sitions et les poids des points de Gauss sont ensuite
déterminés de telle sorte que I’équation A.38 soit vé-
rifiée pour toutes les valeurs de j, en ajoutant éven-
tuellement des conditions de symétrie. Ces points de



A.4 Ecriture globale du probleme mécanique

Gauss peuvent ensuite étre utilisés pour calculer des
intégrales avec I’équation A.35. Avec la méthode des
éléments-finis, ces intégrations se font généralement en
introduisant le changement de variable x — & pour se
ramener sur un élément de référence I'; :

[ parde= [ e ae (A.39)
T Ter
ox
7= 5 (A.40)
p(€) = p(z). (A.41)

D’une maniere générale, si p est une grandeur physique,
on note plus simplement

p(§) = p(), (A.42)

ainsi I’équation A.39 devient

/ p(x)dx = Z p(&) J w;. (A.43)
Lt i=1

Quadrature de Newton-Cotes La quadrature de
Newton-Cotes differe de la quadrature de Gauss de par
le fait que les points d’intégration sont disposés régulie-
rement le long de la courbe d’intégration. Les positions
x; des points d’intégration sont donc fixées par avance
et chaque point d’intégration supplémentaire apporte
une seule nouvelle inconnue (w;). On retrouve la mé-
thode des rectangles si on place un point d’intégration
par élément, et la méthode des trapezes si on place deux
points d’intégration par élément.

A.3.2 Sur une surface

Quadrature de Gauss La fonction a intégrer est
cette fois approximée par une fonction polynomiale a
deux variables p(z,y) s’écrivant sous la forme :

JHI<k

play) = > apaly, JEN IeNY,  (A44)
71

avec aj; les coefficients du polynéme au nombre de
MM. On cherche ensuite les couples (z;,y;,w;)

tels que

/ pla,y) dedy = plas, yi) wi, (A.45)
Qel

i=1

avec )¢ I'élément réel et ng le nombre de points de
Gauss de cet élément. Cette condition est cette fois im-
posée pour chaque élément de la base contenant toutes
les combinaisons possibles de x7 4!, ce qui donne les

W conditions suivantes :

Ng
/ oty de dy = Z(wi)j(yi)lwi,
Qe i=1

Y (5,)eNT?/j4+1 < k. (A.46)
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Le nombre de points de Gauss est choisi sachant que
chaque nouveau point de Gauss apporte 3 inconnues
(x4, y; et w;). Les positions et poids des points de Gauss
sont ensuite calculés a partir de I’équation A.46 avec
éventuellement des conditions de symétrie. Les intégra-
tions numériques se font ensuite en introduisant le chan-
gement de variable (z,y) — (£,7n) dans 'équation A.45
pour se ramener sur 1’élément de référence Qel :

[ sy = [ e dcan (A.47)
Qe Qey

J = det(J), (A.48)
p(&n) = p(x,y). (A.49)

Si p est une grandeur physique, on considére que
p(&,n) = p(x,y), 'équation A.47 devient donc

g

/Q p(x,y)dedy = p(&,n:)J wi.

1=1

(A.50)

Quadrature de Newton-Cotes Si on utilise la mé-
thode de Newton-Cotes pour calculer une intégrale de
surface, les points d’intégration sont disposés de ma-
niere réguliere sur la surface & intégrer en partant des
bords. Les z; et les y; sont donc fixés par avance et
chaque point d’intégration supplémentaire apporte une
seule nouvelle inconnue (w;).

A.4  Ecriture globale du pro-
bleme mécanique

On présente dans cette section deux manieres d’écrire
le probleme mécanique avec des équations globales in-
tégrées sur le domaine ). Ces deux méthodes seront en-
suite utilisées pour introduire la méthode des éléments-
finis de deux manieres différentes.

Formulation faible On note F ’espace des champs
de vecteurs colonnes & trois composantes continus et
réguliers définis sur €. L’équilibre de la structure s’écrit

/ e*TodQ = / w*TFdr,
Q T

e* étant la déformation associée au champ u*. Cette
équation s’écrit a l'instant ¢+ dt

Vu*e F, (A.51)

/E*T(U+d0') dQ :/ u*T (F4dF)dr,
Q T

Vu*e F. (A52)
La différence de ces deux équations appliquée a un in-
crément du* du champ de déplacement virtuel donne
I’équation incrémentale

/ de*Tdo dQ) = / du*TdFdl, Vdu*cF. (A.53)
Q r
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La formulation faible est écrite dans un premier temps
pour un probleme avec des conditions aux limites en
efforts imposés uniquement (I'o=T" et I'1 = &) en intro-
duisant 1’équation de comportement A.8 dans 1’équa-
tion A.53. On obtient

A(du*) = D(du*), Vdu*e F, (A.54)

avec,

A(du*) = | de*TLde dQ, (A.55)
Q

D(du*) = / du*TdFy dr. (A.56)
r

Formulation énergétique Le probleme peut éga-
lement étre écrit sous forme intégrale en utili-
sant le principe de Greenberg (voir par exemple
[Besson et al., 2001]). Pour cela, on introduit une fonc-
tion W définie par

1
W(du) = 5 /Q deTLde dQ — /F duTdF,dl.  (A.57)

On ajoute a du un champ de déplacement dv quel-
conque auquel on associe une déformation €, :

Ev = Ve(v)- (A58)

La fonction W appliquée au champ du + dv s’écrit
1
W(du+dv) = 3 / (de 4 de,,)T L (de + de,,) dQ
Q
- / (du + dv)'dF4dl’. (A.59)
r

En retranchant A.57 a A.59, on obtient, si L est symé-
trique,

W(du+dv) — W(du) :/ deT L de d
Q
1
+5 / deT Lde, dQ — / dvTdFydl. (A.60)
Q r

Si le champ du est solution du probleme mécanique
incrémental, ’équation A.53 est vérifiée. Cette équation
appliquée au champ dv, donne

/Q derTdo dQ = /F dv*TdFdr, V dv*c F. (A.61)
On peut donc simplifier A.60 en
W(du+dv) — W(du) = %/stfL de, d.  (A.62)
Si L est défini-positif, on a donc
W(du+dv) > W(du), (A.63)

et le champ solution du minimise la fonction WW. On
peut donc écrire

du = {du*e]—: / W(du*) minimal } (A.64)

A - Eléments-finis avec non-linéarités matérielles

A.5 Discrétisation en espace

A partir de la formulation faible K et F.y sont
définis pour que I'équation A.54 s’écrive sous forme dis-
crete

dU*TK dU = dU*TdF,, VdU*eF, (A.65)
F étant Pensemble des vecteurs colonnes & 2n,, com-
posantes. La restriction de U a un élément est notée
Uq. K et dFey sont obtenus par assemblage des ma-
trices de raideur K, et des vecteurs de second membre

élémentaires dFEL, vérifiant

dUL K dUy = /Q deTL de J dQ, (A.66)
el
dULdFe, = /F duTdF, J*dTl;, (A.67)
el
et donc, par identification,
Ko = / BTLB.JdQ,,, (A.68)
Qer
drel, = /F CTdFyJdl,;. (A.69)
el

L’équation A.65 étant valable pour tout vecteur dU*e
F', un incrément du champ de déplacement vérifie

KdU = dFey. (A.70)

Ce systeme peut ensuite étre discrétisé en temps et ré-
solu avec la méthode de Newton-Raphson.

A partir de la formulation énergétique La fonc-
tion W peut s’écrire en fonction des variables discrétes
de la maniere suivante :

1
W(dU) = o dUTK dU — dUTdF ;. (A.71)
La solution du probleme minimisant W, vérifie
W (A.72)

a(du)

ce qui permet de retrouver I’équation A.70. La solution
de ce probleme de minimisation est unique si le poten-
tiel W est convexe.

Démonstration de la convexité WV est deux fois conti-
ntment différentiable, donc W est strictement convexe si

r OW? _
dU 72(d0) dU > 0, vdUeF. (A.73)
Par ailleurs,
*W
m =K, (A.74)

donc W est strictement convexe si K est défini-positif.
D’apres I’équation A.68, la défini-positivité de K est garan-
tie si 'opérateur L est lui-méme défini-positif, donc si la
condition de stabilité matérielle est vérifiée (voir chapitre
3) en tout point de 2.




A.6 Ajout des conditions aux limites en déplacement

Démonstration de 1’unicité On suppose qu’il existe
deux vecteurs distincts dU; et dUsz solutions du probleme
de minimisation :

W(dU;) = W(dUs) = inf (W),

A.T5
dUeF ( )

dU; # dUs. (A.76)

Si W est strictement convexe, I'inégalité suivante est véri-
fie :

W(adUy + (1—a)dUz) < aW(dU;) + (1—a) W(dUz),
Vac]0,1[. (A.77)

En utilisant ’équation A.75, on obtient

W(adUi+(1—a)dUs) < inf (W), Vae]0,1[. (A.78)
dUeF

dU; et dUs ne sont donc pas solution du probleme, ce qui
contredit I’hypothese de départ.

A.6 Ajout des conditions aux li-
mites en déplacement

Formulation faible modifiée On définit le vecteur
A des efforts surfaciques au niveau de la surface I'y re-
cevant les conditions aux limites en déplacement. Ce
vecteur se décompose dans (e,,¢e,) de la maniere sui-
vante :

A=Ne, + Ay e, (A.79)

Les composantes de A sont rangées dans le vecteur co-
lonne A :

T
A= [ Az Ay ] (A.80)
On note Z Pespace des champs de vecteurs colonnes &
deux composantes continus définis sur I';. En prenant
en compte les conditions aux limites en déplacement
(T'1 # @), la formulation faible peut s’écrire

A(du*) + B(du*) + C(dA*) = D(du*),

V (du’dX*) e FxI, (A.81)
avec,
A(du*) = /Q de*T L de d, (A.82)
B(du*) = — /F du*Td dr, (A.83)
C(dX\*) = /F dX\*T (du — dug) dr, (A.84)
D(du*) = /F du*TdF, dr. (A.85)

Les composantes du vecteur A sont rangées dans le vec-
teur A comme suit :

T
A:[A’l‘ A L A3, A}’ll] , (A.86)
avec ny le nombre de nceuds sur I';. La restriction de
A & un élément de 'interface est notée Ag). La matrice
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D permet de reconstruire le champ de multiplicateur A
sur I’élément & partir de A :

A(Z) = D(2) Ael- (A.87)

Si le champ dA* est nul, on définit la matrice A telle
que ’équation A.81 s’écrive sous forme discrétisée

dU*TK dU 4 dU*TA dA = dU*TdF oy,
VdU*eF. (A.88)

Les composantes du vecteur des déplacements imposés
aux nceuds du maillage sont rangées dans le vecteur Uqg
comme suit :

Ua = [(Ua)} (Ua)y

La matrice A est obtenue par assemblage des matrices
A, vérifiant

(Ua)s, (U, ] (A89)

AU A dAg = — / du*Td dT, (A.90)
Iy
et donc
Ag=—{ CTDdT. (A.91)
Iy

On définit la matrice Aq telle que, si le champ du™ est
nul, 'équation A.81 s’écrive sous forme discrétisée

dA*TAT QU — dA*TAT AUy = 0, vdU*el, (A.92
d

I étant I'ensemble des vecteurs colonnes & 2 xn; compo-
santes. La matrice Aq est également assemblée a partir
des matrices Ag. Les équations A.88 et A.92 donnent
le systeme

K A|[dU| [ dFex
AT 0 |[dA | [ATdUy |
La forme de ce systéme montre que cette formulation

appartient & la famille des formulations mixtes (voir
annexe F).

(A.93)

Formulation énergétique modifiée Pour prendre
en compte les conditions aux limites en déplacement,
on peut également chercher du vérifiant :

du = {du*ef / W(du*) minimal
et du* = dug, sur Fl}. (A.94)

Le probleme peut se poser de maniere équivalente en
cherchant un extremum de la fonction W* définie par

1
WH(du,d\) = 3 / de™ L de d
Q

— | duTdF4dr —
FQ 1—‘1

d\T(du—dug) dT, (A.95)

et s’écrivant en fonction des variables discrétisées

1
WU, dA) = 5 dUTK dU — dUTdF,, — dATATAU

+dATAT AUy, (A.96)
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Un extremum est obtenu si les équations suivantes sont
vérifiées :

ONW*
a0 = 0, (A.97)
oW
BN ~ 0, (A.98)

ce qui permet de retrouver le systeme A.93.

Remarque : il ne s’agit pas d’'un probleme de mini-
misation de la fonction W* car le point solution est un
point selle.

A.7 Discrétisation en temps

Notations Le probleme est discrétisé en temps, les
piquets de temps, notés Iy, sont compris entre 1 et
I;***. Les incréments permettant de passer du piquet
de temps I; & son suivant I; + 1 sont notés AU (). Le
calcul sur un pas de temps se fait itérativement avec un
algorithme de Newton. Les incréments pour passer de
I’itération ¢ — 1 a l’itération 7 du pas de temps courant
sont notés §°(.), que I'on notera souvent plus simple-
ment 0(.). Les incréments allant du dernier piquet de
temps convergé a l'itération ¢ du pas de temps courant
sont notés A‘(.). Ces notations sont résumées sur la fi-
gure A.1.

Algorithme de Newton

[0] 1] [2] [3] [4]
5! & 5 | &
Al

Az A3

A4

Discrétisation en temps

A AQ -

I+1

AU =A

Fi1G. A.1 — Notations des incréments

Premiére itération On résout a la premiere itéra-
tion le systeme

K Al[6U] [ AFen
AT 0 || 6A | T |ATAU, |-

Itérations suivantes Si les équations du probleme
sont vérifiées, on a a tout instant

(A.99)

dFint = dFeXt - AdA, (AlOO)

A - Eléments-finis avec non-linéarités matérielles

avec dFjy I'incrément du vecteur des efforts intérieurs
défini par

dFy, = KdU. (A.101)
On peut donc définir un résidu R; tel que
l%1 = Fext - Fint —AA. <A102)

Le vecteur Fj, est obtenu par assemblage du vecteur

des efforts intérieurs F&l, vérifiant

dFf; = Ka dUa, (A.103)

dFf, = / BTLB AU J d, (A.104)
Qet

dFfy, = / BYdo J de. (A.105)
Qel

En intégrant cette équation sur le temps, on obtient

(A.106)

int —

Fel —/ B o JdS,,.
Qe

Par ailleurs, si les équations incrémentales du probleme
sont vérifiées, on a & tout instant

ATAU = AT duy, (A.107)
on peut donc définir un autre résidu Re par
Ry, = Al Ug— ATU. (A.108)

Ces résidus sont notés R} et Rj a l'itération i. Une
prédiction de la valeur de R} est calculée a partir de la
linéarisation suivante :

~ i OR OR
i—1 1 1
1= —— —J0A Al
Ry =R] + 90 oU + oA oA, (A.109)
I =R K&U— AGA. (A.110)
Le calcul de R}, se fait de la méme maniére :
. . OR
i—1 2
5= - A1l
R’Q R’2 + aU U7 ( )
L =R ATsU. (A.112)

En imposant la nullité de R} et R} dans A.110 et A.112,
on obtient le systéme

K A][ésU] [RI?

AT 0 [6A | [RE]

Les résidus sont ensuite recalculés avec les équations
A.102 et A.108. Si la norme locale de chaque résidu est
inférieure a une tolérance fixée, le calcul sur ce pas de

temps est terminé, sinon il faut itérer a nouveau jusqu’a
ce que le critere soit vérifié.

(A.113)

Remarque : le résidu R est théoriquement nul des la
premiere itération non linéaire.



A.8 Algorithme

Calcul de F;,; La procédure permettant de calculer
le vecteur des efforts intérieurs Fj,; comprend les trois
étapes suivantes :

1. Dérivation : Calcul de €* en chaque point d’intégra-
tion a partir de U' par dérivation du champ de dépla-
cement, avec la formule

! =BU. (A.114)

2. Ecoulement : calcul des variables internes v;i et des
contraintes o & partir de 'v,gt) et de €* en utilisant la

loi de comportement du matériau :

W) — (vi,0). (A.115)

3. Intégration : calcul des efforts intérieurs Fi , par in-
tégration des contraintes o sur chaque élément (avec
I’équation A.106), puis assemblage des vecteurs élémen-
taires obtenus.

Exemple Pour illustrer le fonctionnement de 1’algo-
rithme de Newton, on considere un probleme pour le-
quel une partie de la structure est encastrée et un effort
concentré Fey est imposé sur un nceud. Le déplacement,
I'effort interne, et le résidu d’équilibre correspondants
4 ce degré de liberté sont notés U, Fin et Ry. Le fonc-
tionnement de l'algorithme de Newton est schématisé
sur la figure A.2.

tolérance sur le résidu
F (Ier1)
ext 4

o R

int

1 d)
FeXt

i=0 i=1 i=2 U

F1c. A.2 — Algorithme de Newton

Algorithme de Newton modifié Il arrive de rem-
placer dans les calculs la matrice de rigidité tangente
par la matrice de rigidité élastique (matrice de rigidité
initiale du calcul) ou par la matrice de rigidité sécante
(matrice que I'on aurait pour une décharge de la struc-
ture). Les schémas associés a ces algorithmes de Newton
modifiés sont représentés sur les figures A.3 et A.4. 11
faut alors plus d’itérations pour obtenir le méme niveau
de convergence du résidu d’équilibre.
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— (Ig+1)

Fext

1
Fint

=
Fext

Fic. A.3 — Algorithme de Newton modifié avec matrice de
rigidité élastique

P(Iﬁrl)
ext /‘
=1 7
Rl ////
1 e
Fint /// ’
s,
F(l«) A 27
ext S
/7,
/ //§
/)
e
/4,
///;
7
/4
A
i=1] [i=2] [i=3 U
@ I+1

F1c. A.4 — Algorithme de Newton modifié avec matrice de
rigidité sécante

A.8 Algorithme

L’algorithme 5 présente la procédure globale de réso-
lution numérique du probleme dans le cas ol le maté-
riau continu est élastique avec p.i. désignant les points
d’intégration.
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I .= 1;

initialisation de UM, ©M) et des vecteurs
contenant les déformations, les contraintes et les
variables internes pour le premier pas de temps ;
tant que [; < I]"%" faire

Uo .= U(It);
AO = A(It);
1 =1

calcul de la matrice K ;
calcul de §Fey et 6Uq ;
calcul de §U et 0A ;

tant que 1 = I faire

UAi = Uffl + 6U;

A= AT GA;

pour tous les p.i. du volume faire

calcul de e* & partir de U' ;

calcul de o et des v} & partir de €° et
(Ie) .
k

3

des v
fin

calcul de R a partir de o* ;
calcul de Rj a partir de u* ;
si erreurs inférieures a la tolérance alors

| sortie de boucle;
fin

mise a jour de la matrice K ;

calcul de 6U et JA ;
1 =14+ 1;

fin
sauvegarde de Udt+1)  Ae+D) et des vecteurs
contenant les déformations, contraintes et

variables internes ;
It = It + 1

fin
Algorithme 5 : Algorithme global

A.9 Comportement du matériau

A.9.1 Opérateur élastique

Déformations planes FEn déformations planes, le
tenseur des déformations ¢ exprimé dans R = (e, gy)
est de la forme

€axx Eaxy O

e=\ €zy &y 0], (A.116)
0 0 0/,

et le tenseur des contraintes g de la forme
Opw Ozy O

a=| 0z oy O (A.117)

0 0 0. R

Le produit tensoriel doublement contracté de g et ¢
devient donc un produit scalaire pour o et € :

ocle=g:c. (A.118)

g}

A - Eléments-finis avec non-linéarités matérielles

La matrice de Hooke K étant définie pour un matériau
élastique par
o=Ke, (A.119)

ce qui permet d’obtenir ’expression suivante de K :

A2 p A 0
K = A A2p 0 |,
0 0 W

(A.120)

A et p étant les coefficients de Lamé du matériau.

Contraintes planes Avec  I’hypothese  des
contraintes planes, les tenseurs des contraintes et
des déformations prennent la forme

Ozz Ozy O

g=| 0wy oy 0 [, (A.121)
0 0 0/,

et,
€xx Ezy O

e=| €y &y O (A.122)
0 0 e, R

La matrice K~ peut s’exprimer en fonction du module
d’Young E et du coefficient de Poisson v de la maniere
suivante :

1 1 —v 0
K= =l v 1 0 (A.123)
0 0 2(1+v)
L’inversion de cette matrice donne K :
E 1 v 0
K = 1.7 v 1 0 (A.124)
Yo o0 ia-v

Relation entre les parametres élastiques du ma-
tériau Le module d’Young F et le coefficient de Pois-
son v sont reliés aux coefficients de Lamé A et p par les
relations

Ev E

A —oro— t = —. A.125
ot < " aaen A1)
Les relations inverses sont
w(3A+2p) A
EFE=—" et, V= ——. A.126
A p 2(A+p) ( )

A.9.2 Opérateur tangent

On se place dans le cas d’un modele élasto-plastique
endommageable. La contrainte vérifie alors

o= (1-D)Ke*®, sur ©,  (A.127)
donc,
L=(-D)K 2 _keedD sur Q. (A.128)

Oe Oe’



A.10 Eléments bidimensionnels

Modéle a double endommagement Pour le mo-
dele a double endommagement décrit au chapitre 5, le
calcul de I'opérateur tangent se fait & partir des dérivées
partielles suivantes :

oD . Owy ow;
e = g(l*wl)*Fg(l*wd)a (A.129)
0D  Owg Oeeq 9
—_ = 1_
e~ Org 4 9e W)
Owg  Ow; Oteq 0wy €eq
- . 1—wp) + oL e =22 (1—wy),
Brg Ly €501 e Lmw)F g g (1 wa)
(A.130)
avec,
Owy 1)
St =18 3 (A131)
8wl A
_ , A132
Ok exp(—A(k—eo)) ( )
et,
Oceq  Oceq Oep
— -_=pr Al
Oe Bsg Oe’ (A-133)
Oe, 1
8:—:5 = ef e 5], (A.134)
1 1
lyp 1ob d
Op _ |1y Thy 4, (A.135)
88 —_v —_v 0
1—v 1—v
avec,
b — fr Sy - (A.136)
2((ex —&y)? +412,)°
d= Cay (A.137)

Modele élasto-plastique endommageable (1D)
Pour le modele élasto-plastique endommageable unidi-
mensionnel utilisé dans le chapitre 8, le calcul de 'opé-
rateur tangent se fait a partir des dérivées partielles
suivantes :

OeP

o = (1=k), (A.138)
oD (A.130)
avec,

cp=arg(f=0et df =0), (A.140)
?971/: B exp(A/t/i —€0))’ (A.141)
g: =c,(1— k). (A.142)
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A.10 Eléments bidimensionnels
A.10.1 Elément triangle linéaire
=N
3(0,1)
1 (0,0)

2 (1,0)
Fic. A.5 — Elément triangle linéaire

Les fonctions de forme de cet élément sont :

Ni(§m) =1=&—n,

N2 (&,m) = &,

Ns(&,n) = .

Cet élément possede un seul point de Gauss. L’iden-
tification de la position du point de Gauss et de ses

pondérations se fait dans la base {1, &, n}, avec les 3
équations suivantes :

wy =1/2, (A.143)
§1w1 =1/6, (A.144)
Ces conditions donnent :

i & | M| wi

1 1 1

Lls|3]|3

A.10.2 Elément quadrangle linéaire
3(X3,Y3)
4 (XyYy)
4(-1,1) 3(L1)
€y
2(Xo,Y5)
e 1(Xy,Yq)
&y
1(-1-1) 2(1,-1) Cx

FIG. A.6 — Elément quadrangle linéaire

Les fonctions de forme sont :

Ni(&n)=1/4 (1-&) (1-n),
Na(&m) = 1/4 (1+8) (1—n),
N3(&m) = 1/4 (1+8) (1+n),
Na(&m) = 1/4 (1-€) (1+n).
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Points de Gauss Avec les fonctions de la base
usuelle {1,&,7,£2,1m%}, on obtient les cing conditions

w1 tws +ws+ws =4,
1w+ wr+ 83wz + 8wy =0,
mwi+ w2 +n3ws +niws =0,
Simwr+&news +E3n3ws +Eanaws = 0,
Guwi+Ewr+Ews+ & uwy = 4/3,
My w1+ 15w + 13 ws + 0} wa = 4/3.

Il y a 5 équations a respecter pour 12 inconnues, ce qui
permet de rajouter 7 équations garantissant la symétrie
des points de Gauss dans 1’élément :

61 = 547
m =2,
W1 = Wy = W3 = W4.

62 - 537
N3 = N4,

La résolution de ces équations donne les coordonnées et
pondérations suivantes :

] & N | wi
1| -% -1
2| 5 |~ |1
3| 5| 5 |1
s -x| H |1

A.10.3 Elément triangle quadratique

Les fonctions de forme sont :

Ni(&m) = (=1=§—n)(1-2€—2n),
No(&,m) = £(26-1),

N3(&m) =n(2n-1),

Na(§,m) = 4(1-€=n)¢,

N5(&,n) = 4¢&n,
Ne(&m)=4(1—-&—n)n

Points de Gauss Les coordonnées et pondérations
des points de Gauss sont :

i & | M | wi
15|53
AHEEE
3la|3]s

A - Eléments-finis avec non-linéarités matérielles

A.10.4 Elément
tique

quadrangle quadra-

Les fonctions de forme sont :

Ni(&m) =1/4 (-1-§—n)(1-£)(1—n),
No(&m) = 1/4 (=1+&=n) (1+&) (1-n),
N3(&,m) = 1/4 (=1+&+n) (1+&) (1+n),
Na(&n) = 1/4 (=1=E+n)(1-&) (1+n),
Ns(&,m) = 1/2 (1-€%) (1),
Ne(&,m) = 1/2 (1-1%)(1+6),
Nz (&,m) = 1/2 (1-€%) (1+1n),
Ng(&,m) = 1/2 (1-1%)(1-¢).

Les coordonnées et pondérations des points de Gauss
sont :

7 fi ni Wi
| B | &=

V5 | Vs | 8t
2| o |- |&
3 V3 | _V3 | 25

V5 V5 | 81
4| -2 o |8
50 0 0o |8
6| 2| o |®
B B |

V5| V5 | 8t
gl o | 2|8
o| | & [

Vs | V5 | B

A.11 Eléments unidimensionnels

A.11.1 Elément barre linéaire

1) 2

I
=

1(Xy) 2(Xp)

FIG. A.7 — Elément barre linéaire

N et B valent

N =

[1-¢ 14¢], (A.146)

B =

N = N =

[-1 1] (A.147)



A.11 Eléments unidimensionnels

A.11.2 Elément barre quadratique

1(-'1) 2(0) 3(1)

. . R e,

1(Xy) 2(Xy) 3(X2)

FIG. A.8 — Elément barre quadratique

N et B valent

N=[3(-¢ -€+1 3(E+9 ], (A.148)
B=[(-3) -2¢ (+] (A.149)

135



Annexe B

Implémentation d’un modele a
second-gradient implicite

Dans cette annexe, on modifie la formulation faible
présentée dans le chapitre précédent pour prendre en
compte les équations supplémentaires apportées par le
modele a second-gradient implicite, comme cela est fait
dans [Peerlings et al., 1996] pour un modeéle d’endom-
magement, et [de Borst et al., 1999] pour un modele
élasto-plastique endommageable. La formulation pré-
sentée dans cette annexe est également compatible avec
le modele a double endommagement présenté dans le
chapitre 5.

B.1 Equations locales

Les équations du probleme mécanique portant sur
les contraintes et les déplacements (équations B.1, B.2,
B.3, et B.5, B.6) sont les mémes que dans annexe A
pour un modele non régularisé. On note z la variable
interne sur laquelle porte la régularisation, et z la va-
riable régularisée vérifiant I’équation B.4 sur le volume
et B.7 sur le bord du domaine. Le bilan des équations
locales s’écrit :

matériau continu :

Vs(o) =0, sur €2, (B.1)
e = Ve(u), sur Q, (B.2)
do = Lde, sur €2, (B.3)
zZ—cV3(2) = 2, sur €2, (B.4)
conditions auz limites :
U = ug, sur Iy,  (B.5)
P,o = Fy, sur Iy,  (B.6)
Vv(z)Tn =0, sur I',  (B.7)
avec V2 I'opérateur laplacien :
0%z 0%z
V3(2) = o + oo B.8
(Z) an + agy? ( )
V Topérateur gradient :
4T
ORI (B.9)

n le vecteur colonne contenant les coordonnées du vec-
teur normal n dans la base (e,,e,) :

(B.10)

n=_[n, ny,|,

Vo, Ve, L, et P, gardant la méme définition que dans
le chapitre précédent.

B.2 Probleme éléments-finis

Formulation faible L’équilibre de la structure est
écrit sous forme intégrale a partir de I'équation A.53 :

/de*TdadQ :/du*TdFdR Vdu*ce F. (B.11)
Q r

Une particularité du modele régularisé est qu’on calcule
do en fonction de de et dz. Un incrément du vecteur
des contraintes vaut

do = (1-D) Kde®— Ke®dD. (B.12)
Pour que la formulation soit compatible avec le modele
a double endommagement présenté dans le chapitre 5,
on considere que D est une fonction de la déformation
€ et de la variable non-locale z, donc

oD oD

D=—=d —dz. B.1
d 9T e + 57 dz (B.13)
Les équations B.12 et B.13 donnent

D
do = L.de — Ke® 8—7 dz, (B.14)

0z
avec,

Oe® oD
L.=(1-D)K —Ke®—. B.15
e = ) Oe € BT (B.15)

Si z est vu comme une fonction de la déformation e,
alors

dz = —= de.

5T (B.16)

On cherche maintenant a obtenir une équation glo-
bale garantissant que 1’équation B.4 soit vérifiée sur le
domaine ainsi que la condition aux limites B.7. Dans un



B.2 Probleme éléments-finis

premier temps, ces équations sont écrites sous la forme
incrémentale suivante :

dz — ¢ V?(dz) = dz,
V(dz)Tn =0,

sur €2,

sur I'.

On note H I'espace des champs scalaires continus définis
sur €. L’équation B.17 est prémultipliée par un champ
test dz* appartenant a H et intégrée sur Q. L’appli-
cation du théoreme de la divergence a cette équation
donne

/ (dz*dz + ¢ V(dz*)T V(dz)) dQ

—/adz* V(dz)Tndl :/ dz*dzdQ, Vdz*cH.
r Q
(B.19)

En tenant compte de la simplification apportée par
I’équation B.18, l'intégrale de surface disparait et on
obtient

/ (dz*dz + ¢ V(dz*)T V(dz)) dQ = / dz*dz dS,
Q Q

Vdz*eH. (B.20)

On note F 'espace des champs de vecteurs continus et
réguliers définis sur 2. La formulation faible est obtenue
en introduisant I’équation B.12 dans 1’équation B.11,
I’équation B.16 dans I’équation B.20, et en sommant
les deux équations obtenues. On obtient

A(du*) + B(dz*) + C(dz*) = D(du*),

V (du* dz*) € (F,H), (B.21)
A, B, C, et D étant définis par
* *T *T e aD =
A(du*) = [ de*" L. de dQ — | de*" K e® — dz d),
Q Q 0z
(B.22)
e _, 0z
B(dz") = — | dz" ——5 de dQ, (B.23)
[¢) Oe

C(dz*) = /Q (dz*dz + ¢ V(dz")T V(dz))dQ, (B.24)

D(du*) = / du*TdFy dr. (B.25)
I

B.2.1 Discrétisation en espace

Deux maillages sont construits : un pour la discréti-
sation du champ de déplacement u, et un autre pour la
discrétisation de la variable régularisée z. Pour le champ
de déplacement, les inconnues nodales sont les compo-
santes des déplacements nodaux dans la base (e,,e,)
rangées dans le vecteur U :
u=[uy vy ... ux. uy |

Dno Nno

(B.26)

avec Ny, le nombre de nocuds du maillage. Pour le
champ de variable non-locale Zz, les inconnues nodales
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sont les valeurs prises par ce champ aux nceuds du
maillage rangées dans le vecteur Z comme suit :

- 5 5 1T
7 = [Zl Zn, } , (B.27)
n, étant le nombre de nceuds du maillage utilisés pour
la discrétisation de z. La matrice B permet toujours de
calculer la déformation € sur un élément a partir de la
restriction Ug du vecteur déplacement a un élément :

&(z) = B(Z) Ul (B.28)

La restriction du vecteur Z sur un élément est notée Zq.
Le vecteur de fonctions formes N, permet de calculer la

valeur Z en un point a partir de Z :
2(2) = Ny(2) Za.- (B.29)

De plus, la matrice E est définie pour obtenir V(z) a
partir de Zg :

V(2)(2) = E() Zal- (B.30)
Cette matrice vérifie donc
E= [ g;; } (B.31)

Les matrices Ky et Ky, et le vecteur Foyy, sont dé-
finis pour que I'équation B.21 s’écrive, si le champ dz*
est nul, sous la forme discrétisée suivante :

dU*TK,, dU + dU*TK,,dZ = dU*TdF.,
vdU*e F. (B.32)
F étant Pensemble des vecteurs colonne de dimension
2 npo. Les matrices Ky, et K, sont obtenues par as-
semblage des matrices élémentaires K¢, et K¢ vérifiant
K = / BTL. B Jd,, (B.33)
QO

el

K, = — / BT K e 2N, g a0 (B.34)
O 0z

el
dF.y est calculé comme pour un calcul éléments-finis
classique (avec I’équation A.69). On introduit K,, et
K., tels que, si le champ du* est nul, ’équation B.21
s’écrive sous forme discrétisée

dZ*vK,,dU + dZ*TK,,dZ = 0, vdZ*e H, (B.35)

H étant ’ensemble des vecteurs de dimension n,. La
matrice K,, est donc calculée en assemblant les ma-
trices élémentaires K¢, vérifiant

K = —/ N;fﬁ BJde.
Q

5T (B.36)

el
La matrice K,, est obtenue en assemblant les matrices
élémentaires K¢ vérifiant
K = / (NFN, + ¢ ETE) J dQq. (B.37)
Qel
Le systeme incrémental global est obtenu a partir des
équations B.32 et B.35 et s’écrit
Kuu Kuz d[_J _ dFEXt
K, ||dZ | 0 |

- (B.38)
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B.2.2 Discrétisation en temps

Premiére itération A la premiere itération, on ré-
sout le systeme

Kuu Kuz oU _ AFext
Ko Ku || 62| 0 |

Itérations suivantes Si les équations incrémentales
du probleme sont vérifiées, on doit avoir a tout instant

(B.39)

dFint - dFexta (B40)

avec dF;,; un incrément du vecteur des efforts intérieurs

désormais défini par

dFine = Kyy dU + K, dZ, (B.41)

ce qui permet de calculer le résidu sur ’équilibre R, de
maniere habituelle par

Rl = Fext - Fint~ (B42)

Le vecteur dFj,; peut s’obtenir par assemblage des vec-
teurs élémentaires dFEl, vérifiant

int —

D _ ~
ngl _/ BT(LEBdUel_ng%deZe]>JdQel7
Q

el

(B.43)
el __ T - e a£ > A
dFi, =/ B (Ls de — Ke®— dz)JdQel, (B.44)
O 0z
drgl, = / BTdo Jd).. (B.45)
Qel

En intégrant cette équation sur le temps, on obtient
donc toujours

Fol = / BT o JdQ,,. (B.46)
Q

el

Si les équations du probléme sont vérifiées, on a éga-
lement a tout instant

K,, dZ = dF,, (B.47)
avec dF, vérifiant

dF, = — K,, dU. (B.48)
Ceci permet de définir un résidu Rg par

Ry, =F, - K,, Z. (B.49)

Le vecteur dF, peut étre obtenu par assemblage des
vecteurs dF¢ vérifiant

0 N
dF;l :/ Ngﬁ B dUg J d),
Q

el

(B.50)

dFe! = / NTdz Jdy.
Q

el

(B.51)
En intégrant cette équation sur le temps, on obtient

F! :/ NT 2 JdQ,. (B.52)
Q

el

B - Implémentation d’un modele a second-gradient implicite

Les résidus sont notés R} et R5 a l'itération ¢. Une
prédiction de la valeur de R} est obtenue a partir d’une
linéarisation de sa variation depuis 'itération i—1 :

. . oR ORy -

i _ pi—1 1 71
Ry =Ry + o 6U + A 67, (B.53)
Rl = RI'— K., 06U - K, 0Z. (B.54)

Une estimation de la valeur de R} est obtenue de la
méme maniere :

- i—1  ORa ORs =
i _ pi—-1 Yova Tova
Ry =Ry "+ 90 oU + 57 07, (B.55)
R, = Ry — K,, 6U — K, 6Z. (B.56)
Le systeme global a résoudre est donc
Kuw Ku [[6U]  [RI
Rl E IR ®a7)
B.3 Calcul des dérivées par-

tielles

Le calcul de la matrice de rigidité tangente nécessite
PR, : 8 9D 9D o)

de.calculer. les dérivées partlell.es S 3o a7 ot B,

qui apparaissent dans les équations B.15, B.34, et B.36.

On donne dans cette section le calcul de ces dérivées

pour le modele a double endommagement et le modele

élasto-plastique endommageable.

B.3.1 Modele a double endommage-

ment

Pour ce modele, la variable z est égale a la variable
z; en utilisant les notations du chapitre 5. %—E: est égal
a la matrice identité de dimension 3 x 3 et % se cal-
cule comme 3;? dans le paragraphe A.9.2. %—’Z et %—g
vérifient
0D  Owy Owyg Oe
=l =_¢ €4 (1—wy;)? B.58
88 88 ( U.)l) 8/€d Cd 85 ( Wl) ) ( )
et,
0D de 8wl
— =—(1- — (1— B.
0z 07 ( Wl)+ 9z ( wd)? ( 59)
0D é)wd 8(4)[ awl
— = eqg — ¢ (1— — ¢ (1—wq).
57 T Org 150 g A (Imw) F 5 0 al-wa)

(B.60)

B.3.2 Modele élasto-plastique endom-
mageable (1D)

% se calcule comme %—f dans la section A.9.2. %—5: et
%—? vérifient
a e
8765 =ck+(1—¢p), (B.61)
oD
_ 0, (B.62)

9



B.3 Calcul des dérivées partielles

avec,

¢, = arg(f=0 et df =0),

0z
Ce = —.

0z
Par ailleurs, %—? vérifie
oD A

0z exp(—A(k—eg))

(B.63)

(B.64)

(B.65)
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Annexe C

Formulation imposant la dissipation

dans I’élément

Dans cette annexe, on présente une formulation per-
mettant de construire une loi cohésive a partir de
la donnée des incréments d’énergie dissipée surfacique
dans la discontinuité a chaque pas de temps. Le pro-
bléeme est supposé bidimensionnel en contraintes planes
ou en déformations planes. Les éléments cohésifs sont
construits pour que la solution du probleme soit calculée
sans connaitre la loi cohésive, a partir de la donnée des
incréments d’énergie dissipée surfacique dont on sépare
les contributions dans les directions normales et tan-
gentielles. On se place d’abord dans le cas d'un modele
de référence endommageable, puis on complete le pro-
bleme éléments-finis pour tenir compte de la présence
de plasticité dans le matériau.

C.1 Equations locales

Critére de changement de modele Pour le mo-
dele équivalent, les incréments d’énergie dissipée surfa-
cique s’écrivent, en séparant les contributions de chaque
mode :

4 = 5 (o0 Al ~ [, do),

dﬂgi % (Uis dull, — [u], dUtS)~

Ces incréments doivent vérifier le critere de changement
de modele s’écrivant pour un modele de référence en-
dommageable

(C.1)

(C.2)

dom™ dom
Lfi } - {di ] (©3)
avec,
UTL l’i VTL
][]

Les équations C.3, C.1, et C.2 permettent d’obtenir
I’équation suivante :

2dv — dJu] + mdo?® = 0, (C.5)
avec,
m, 0O
m—[ 0 mt}, (C.6)
dv,,
av = 4. (€1

et,
my = [0 (C8)
dg?
dvy, = pr (C.9)
my = L (C.10)
Oy
it
dvt = dgbss (Cll)

t

Bilan des équations Le bilan des équations locales
du probleme équivalent s’écrit :

matériau continu :

V(o) =0, sur Q, (C.12)
e = Ve(u), sur €, (C.13)
do = Lde, sur €2, (C.14)
discontinuité :
2dv — d[u] + mdo?® = 0, sur Iy, (C.15)
conditions aux limites :
U = ug, sur I'1, (C.16)
P,o = Fy, sur I'y, (C.17)

Vo, Ve, L, et P, étant définis comme dans ’annexe A.

C.2 Probleme éléments-finis

C.2.1 Formulation faible

On note F espace des champs de vecteurs déplace-
ments continus, réguliers, et définis sur €, et G 'espace
des champs de vecteurs continus et réguliers définis sur
T's. Les conditions aux limites en déplacement ne sont
pas prises en compte pour simplifier I’écriture du pro-
bleme (I'' = @ et I'; = I'). La formulation faible est
écrite de la maniere suivante :

A(du*) + B(du*) + C(do™*) = D(du*),

V (du* do®*) € (F,G), (C.18)



C.2 Probleme éléments-finis

avec,
A(du*) = / de*T L de d9, (C.19)
Q
B(du*) = / d[u]*Tdo® dT,, (C.20)
Fs
C(do™*) :/ do™*T(2dv — d[u] + mdo®)dTL,
I_‘s
(C.21)
D(du*) = / du*TdF dr. (C.22)
Iy

C.2.2 Discrétisation en espace

Les inconnues discretes sont les composantes des dé-
placements nodaux dans la base (e,,e,) rangées dans
le vecteur colonne U, et les composantes des contraintes
cohésives dans la base (n,t) rangées dans le vecteur co-
lonne . Les matrices K et H et le vecteur dFy sont
définis de telle sorte que, si le champ do®* est nul,

I’équation C.18 s’écrive sous forme discrete

dUTK AU + dU*THAY = dU* T dF ey,

VdU*e F, (C.23)
F étant I’ensemble des vecteurs colonnes de dimension
2 nyo. La matrice K et le vecteur dFey sont calculés
comme dans Pannexe A (en assemblant les matrices et
vecteurs élémentaires donnés par les équations A.68 et
A.69). Comme pour la formulation en contraintes pré-
sentée dans le chapitre 12, la matrice G est définie par
H=T7G, (C.24)
T étant la matrice donnant le vecteur [U] en fonction
du vecteur U. La matrice H se calcule par assemblage
des matrices élémentaires G vérifiant

AU GadZa = [ d[u]*"do®J? dt. (C.25)
Is,
On a donc toujours
Gel :[ PTCTD o de. (C.26)
I'g

La matrice M et le vecteur dV sont définis de telle
sorte que, si le champ du* est nul, I’équation C.18
s’écrive sous forme discrete
dY*THTAU — d2*TMdY = 2dx*TdV. (C.27)

M et dV sont obtenus par assemblage des vecteurs Mg
et dVg définis par

d¥i P Mo dEg = / do**T'm do® J* d¢, (C.28)
g

Ayl dvVe = / do**Tdv J* d¢, (C.29)
r

s
el
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et vérifiant donc,

M = /F DT m DS J*d¢, (C.30)
o

AV = /F D*Tdv J*dE. (C.31)
o

Les équations C.23 et C.27 donnent le systéme incré-
mental suivant :

e e [ae ) = 20 |

C.2.3 Discrétisation en temps

(C.32)

Premiére itération La premiere itération se calcule
en remplagant dans I’équation C.32 les incréments in-
finitésimaux dU, dX, dFext, et dV par les incréments
discrets 6U, 0%, AF oy, et AV :

[}II{T _HMH?EJ}{%%\?]’ (C.33)
avec,
i) — lmg‘) m?,t)], (©31

Ap — [iﬂ’ (C.35)
et,

@ _ ([Eg)%f), (C.36)
Av, = (UA;(;; 7 (C.37)
mgft) _ (ﬂ;]])i(?j)y (C.38)
Av, = é)ﬁ) . (C.39)

Itérations suivantes Si les équations du probleme
couplé sont vérifiées, on a

dFint + HdY = dFex. (C.40)
On peut donc définir un résidu R, tel que

Ri = Fext —HX — Fing. (C.41)

D’autre part,

AW = 2 AV, (C.42)
avec,

AW = HTAU - MAY, (C.43)
AW = GTA[U] - M AX. (C.44)

On peut donc définir un résidu Ry tel que

Ry = 2AV — AW.
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AW est obtenu par assemblage des vecteurs élémen-
taires AW vérifiant

AVvel = Ggi A[[U]]el — Mg AEel; (C46>

AW, = / DST(C P AU, — mT) D AS,)) JodE,
£
(C.47)

AW, = / DT (A[u] - mU) Ag®) T4 de. (C.48)
IS

e

Les résidus sont notés R et R a l'itération ¢ et leur
valeur est approximée par

OR; OR,4

i _ i—1 bt 25, 4
Ry =Ry "+ o0 oU + o 0%, (C.49)
Rl = R -~ KU - HHZ. (C.50)
De méme, R}, vérifie approximativement

i . OR OR,

i i—1 2 2

_ 2 25 bl
R; =R, +8U5U+ 826 , (C.51)
R, = Ry ' —H"6U + M6x. (C.52)

En imposant la nullité de R} et R} dans les équations
C.50 et C.52, on obtient le systeme

e [ -]

C.3 Cas d’un modele élasto-
plastique endommageable

(C.53)

Energie dissipée de calcul Dans le cas d’un modele
élasto-plastique endommageable, la formulation précé-
dente est reprise en remplacant les termes d’énergie dis-
sipée par des termes d’énergie dissipée de calcul, et le
saut de déplacement par le saut de déplacement élas-
tique. Ainsi, on écrit

n= (C.54)
du, = 05 (C.55)
Un
L = [[Z]S]t, (C.56)
t
dvy = il S)t, (C.57)
of
ce qui donne dans l'algorithme de Newton :
(Iv) _ P\ (I;)
m{lt) = e (C.58)
(Ad9)n
A’l}n = (U%)(It) s (059)
(o _ [0 — (D)™
my = )@ ) (C.60)
AdE
PN (C.61)

(o)1

C - Formulation imposant la dissipation dans 1’élément

Energie dissipée plastique 1l faut également ajou-
ter a cette formulation le critere de changement de mo-
dele sur la dissipation plastique qui s’écrit, en séparant
les contributions de chaque mode :

- d(q%f)n ] _ |:d(d€f)n ] o2
Ld(@P)e | [ d(P)e |7 (C.62)
avec,

[d(gn)n] _ [ [d(%p)n}

L d(¢%): | _/_li o | q(v), dl. (C.63)
Par ailleurs, on a

d(d?)n = o, du]”, (C.64)
d(2) = of dul?- (C.65)

Le critere de changement de modele est donc vérifié si

d[u]?, = d(fp)" (C.66)
d[u]? = d(oif)t, (C.67)

t

ce qui s’écrit sous forme discrétisée en temps avec la
méthode d’Euler :

Au]? = (A(n";'()[)’; (C.68)
A = éﬁ??; (C.69)

C.4 Algorithme

L’algorithme 6 présente la procédure globale de réso-
lution numérique du probleme. On note I; le numéro
du piquet de temps courant, I;** le numéro du piquet
de temps final, (.)(*) la valeur convergée d’une variable
au piquet de temps I;, (.)® la valeur d’une variable &
litération ¢ du pas de temps courant (I; — Iy1), et
p-i. les points d’intégration.
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I; .= 1;

initialisation de UM, (M et des vecteurs
contenant les déformations, les contraintes et les
variables internes a 0 ;

tant que I; < I;*%" faire

U0 .=y,
»0 .= E(It);
1:=1;

importation de A\ ;
importation de A® et AP ;
calcul des matrices K et M ;
calcul du vecteur AV ;

calcul de 6U et 6% ;

tant que 1 = I faire

Ul:=U-1 4+ 6U;

Shi= N 463

pour tous les p.i. du volume faire

calcul de € & partir de U' ;

calcul de o? et des v,i A partir de * et

des v,(cm ;

fin

pour tous les p.i. de linterface faire
| calcul de (0®)? & partir de X7 ;
fin
calcul de Ri & partir de o® ;
calcul de R} & partir de Afu] et Ao® ;
si erreurs inférieures a la tolérance alors

| sortie de boucle ;
fin

mise a jour de la matrice K ;
calcul de 6U et 6% ;
1 =141

fin

calcul de [u]]P & partir de A®P et (o®)Te) ;
sauvegarde de Ut w(0e+1) et des vecteurs
contenant les déformations, contraintes et

variables internes ;
It = It + 1.

fin
Algorithme 6 : Algorithme de Newton



Annexe D

Eléments d’interface implémentés et

opérateurs tangents

On présente dans cette annexe les fonctions de forme
et opérateurs des deux éléments-finis d’interface implé-
mentés (élément linéaire & deux noeuds et quadratique
a trois noeuds). On donne également les opérateurs tan-
gents des lois cohésives présentées dans le chapitre 11
(loi exponentielle et loi linéaire) pour les deux formula-
tions présentées dans les chapitres 12 et 13.

D.1 Eléments implémentés

Le vecteur position d’un point M sur la configuration
réelle est noté z et ses projections sur e, et e, sont
notées x et y :

(D.1)

T=Te,tye,.

Le vecteur position de M sur ’élément de référence est
noté 2. Ce vecteur est porté par e, et sa projection sur
ce vecteur est notée ¢ :

z="_Ee;. (D.2)
Jacobien On définit J* par

dl's = J*d¢, (D.3)
or,

dls = /2% +y% dE, (D.4)
donc par identification,

Jt=\J2% + % (D.5)

On appelle X, et Yy, les vecteurs colonne contenant
les coordonnées des nceuds de ’élément réel. N est un
vecteur ligne contenant les fonctions de forme et véri-
fiant

I(g) = N(é) Xno,
y(§) = N(§) Yro-
J?* peut donc s’exprimer en fonction de X,, et Yy, et

des fonctions de forme de 1’élément de la maniere sui-
vante :

(D.6)
(D.7)

T = /(N e Xao) + (N Yoo (D5)

Elément linéaire
a) al al e nceud

1(1) \

a point d'intégration
12(1)

N

=Y 2 (X2, Y2)

I
=

1(Xy,Yq)
Fic. D.1 - Elément de référence (a) et élément réel (b)

Les nceuds 1 et 2 de 1’élément réel ont pour coordon-
nées (Xi1,Y1) et (Xg,Ys) dans (e,,e,). Les vecteurs
Xho €t Yo valent donc

Xno = [ X1 X2 ], (D.9)
Yoo= [ Y1 Yy ]" (D.10)
On introduit les fonctions de forme

M) = 5 (1-0), (D.11)
No(e) = 5 (146, (D.12)

La matrice de rotation P s’exprime a partir de la ma-
trice P, définie par ’équation 11.20 de la maniere sui-
vante :

P, O
P(¢) = { 0 P, } (D.13)
La matrice D® vaut
s . Nl 0 N2 0
D3(¢) = [ 0 N, 0 N ] (D.14)

Si les maillages de Q et I's sont compatibles, et si les
éléments touchant la discontinuité sont linéaires, la ma-
trice C°® vaut

N, 0 N, 0]

CS(E){O N, 0 N (D.15)



D.2 Opérateurs tangents

Elément quadratique

a) alj a4 alj
o ° ° e nceud
1(-1) 2(0) 3‘(1) A point d'intégration
€
n
b) 2(Xp )
€y t//‘\
e 3 (X3,
= 10,%y) e

Fic. D.2 — Elément de référence a) et élément réel b)

Pour cet élément, les vecteurs X,,, et Y, vérifient

Xpo = [ X1 Xo X3, (D.16)
Yio=[Y:1 Yy Ys]. (D.17)
On introduit les fonctions de forme

M) = —5£0-0) (D.15)
Ny(§) = 1-¢2, (D.19)
Ny(e) = £ (1+0). (D.20)

La matrice de rotation P est toujours construite a partir
de la matrice P, définie en 11.20 :

P, 0 0
PE=|0 P, 0 (D.21)
0 0 P,

La matrice D® s’exprime a partir des fonctions de forme
de la maniere suivante :

Ny 0 Ny 0 Nj 0} (D.22)

DS(E)[O Ni 0 No 0 N

Si les maillages de € et 'y sont compatibles et si les fonc-
tions de forme des éléments continus touchant 1’élément
cohésif sont quadratiques, la matrice C® vaut

oo [Ni 0 Ny 0 N3 0
o = [ 0 N 0 Ny 0 Ny ] (D-23)
D.2 Opérateurs tangents
D.2.1 Formulation en contraintes
Equations générales On a
s aseq s
du] = (s¢qSo+ Soo =) do®, (D.24)
oo’

donc,

s s 05eq  Oul., 0o?
M?® = Seq So + SoO’ 8&‘3 C1 aa_gqq 80’33‘7 (D25)
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avec,
oK*®
c1 = 5 (D26)
8[[u]]eq
soit,
c1 =1, en charge, (D.27)
c1 =0, en décharge. (D.28)

Suivant la définition de o, (11.28 ou 11.29) choisie, on
obtient

do? 1
eq — 1 O , : S < _ S’
W o = [1 0] silotl < Lo
(D.29)
dot 1
€q 1 3 s : L
pos = [1 sim(o)7],  siloj|= o,
(D.30)
dos 1
€q  _ 0 3 s , : s > = S’
aUST [ Slgn(at ) Y ] S1 |Ut ‘ ’7 Un
(D.31)
0o’ 1
b) 4 = [ost A20f ], (D.32)

sT
oo as,

avec sign la fonction signe. L’équation D.30 est une hy-
pothese car la dérivée n’est théoriquement pas calcu-
lable pour ce point.

Modele exponentiel Pour ce modele, le calcul de
S¢q se fait avec la formule

RS

Seq(”gs) - (D33)

oc exp(—bk*)’
o. et b étant deux constantes caractéristiques du ma-

tériau. On peut vérifier qu’en cas de charge (g° = 0 et
dg®=0)

0cq = 0c exp(—=b[u],,) (D.34)
[, = _% ln(?f)' (D.35)

Les dérivées partielles nécessaires au calcul de 1'opéra-
teur tangent sont

05eq 1+ bk

= D.
Oks  o.exp(—=br®)’ (D-36)
et,
], 1
9oz, =— bos,’ en charge, (D.37)
Iu
gg]g]:q = Seq, sinon.  (D.38)

Modele linéaire Le calcul de s, se fait avec la for-
mule

[,

o, [[u]]cflis7

Seq(K%) (D.39)
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oc et [u],. étant deux constantes caractéristiques du
matériau. En cas de charge, on a

o O
=0 (-

[].,, = [l (1— %),

C

(D.40)
(D.41)

Les dérivées partielles nécessaires au calcul de 'opéra-
teur tangent sont

05cq IIU]]Z
_ c D.42
alﬁs o, ([[u]]c_ﬁs)z7 ( )
et,
0
HU]]eq _ _ [[u]]c’ en Charge’ (D43)
802q Oc
0
gz]g]:q = Seq, sinon. (D.44)

D.2.2 Formulation en contraintes modi-
fiées

Equations générales On a

Ot,
d[u] = (tegSo + So¢ BC,_;{)dc, (D.45)
donc,
s Oteq
N°® = teq SO + SO C W? (D46)
Ofu
N* = 1.y S0+ S0 ¢ 2t ey O, (D.47)

ok ' 9, OCT

Avec la définition a) de (.4 (équation 13.5), on obtient

2?; =[1 0], si ¢ < %gn, (D.48)
aC, .

321‘1 =[1 7], si G = %cn, (D.49)
aCeq o . l

8CT - [ 0 v ] ) si G > ’ch. (D.50)

Avec la définition b) de (.4 (équation 13.6), le calcul de

a . " .
S ge fait de la maniere suivante :

a¢T
aCeq aasq 6[[u]]eq

= I —aN?® ———— N?* D.51
8CT 05T Iz —a )+« 8[[u]]T ’ ( )
or,

8[[u]] q 1 2
eq __ s+ 7 s
T [oar Zot |, (D.52)
donc,
aCe 1 s s
BC; = o [ (o)t ~20; ] (D.53)

D - Eléments d’interface implémentés et opérateurs tangents

Zone cohésive rompue Si la zone cohésive est rom-
pue, alors

¢ =alu], (D.54)

donc,

Ceqg = a U], (D.55)
1

teq = 57 (D56)

N?® = éSO. (D.57)

Modeéle exponentiel Pour le modele exponentiel, on

a
feg = o, exp(—Z&S) +aks (D-58)
En cas de charge, on a
Ceq = 0c exp(—b[u],,) +a [u],, (D.59)
Hu]]eq = % W(a oc exp(a Ceq)) + %v (D.60)
avec a = —g, et W la fonction de Lambert.
Note La fonction de Lambert est la fonction inverse de

la fonction z — z exp(z) :

W(z) = (2 exp(2)) ", (D.61)
dont la dérivée s’écrit
w _ W) (D.62)

Az T 1+ W)z

Cette fonction n’a pas d’expression analytique, elle est
donc calculée de maniere approchée dans les calculs nu-
mériques.

Les dérivées nécessaires au calcul de I'opérateur tangent
sont

Oteq _ (14 £°b) o, exp(—bk )27 (D.63)

Ok?® (O’C exp(—bk®) + HS)

et,

0
[[u]]eq — l _ W(Z) ; (D64)
Doy o a(l+W(2)

avec,

z = a o, exp(a(eq)- (D.65)

Modele linéaire Pour le modele linéaire, on a

[u],

teq = o, IIU]]C_ O K5+ a [[u]]c Pry (D66)
En cas de charge, on a
[u]
Ceg = 0c (1— [[u]]ecq) + afull, (D.67)
Ceq — Oc
[el. = - (D.683)

T T



D.2 Opérateurs tangents

Les dérivées nécessaires au calcul de ’opérateur tangent
sont donc

ot [[u]]iaC
6/@3 - s s 27 (D69)
(oc [ull .— 0c &5+ o [u] , £°)
et,
ofu]., 1
= . D.70
Heg O~ [if; (70

147



Annexe E

Pilotage du calcul

On considéere un probleme non-linéaire et quasi-
statique résolu de maniere itérative avec un algorithme
de Newton. Si la structure est globalement stable, une
augmentation de la dissipation d’énergie (par plasticité,
augmentation de I’endommagement, propagation d une
fissure, . ..) nécessite au préalable une augmentation du
chargement. Par contre, si la structure est globalement
instable, il y a théoriquement production d’énergie ci-
nétique; si le probleme est quand méme traité en quasi-
statique, la dissipation d’énergie n’augmente alors plus
continiiment avec le chargement. Une résolution itéra-
tive avec un algorithme de Newton nécessitant que les
solutions successives soient proches les unes des autres,
la méthode de Newton ne converge généralement pas si
le comportement est instable.

Si la structure est soumise a un déplacement imposé
Uq en un point, et si la force de réaction a ce dépla-
cement est notée Freac, Uinstabilité de la structure se
traduit par une courbe force-déplacement revenant sur
elle-méme (voir figure E.1). Ce type de comportement
est appelé snap-back en anglais, ce qui pourrait étre
traduit par retour de force en francais.

F réac

valeur théorique
o--0 pasde calcul

Fic. E.1 — Exemple de snap-back

Pour contourner ce probleme, il est possible de pilo-
ter le calcul en imposant une évolution adaptative du
chargement selon un critere défini au préalable. Les pre-
miers travaux dans ce domaine sont ceux de Wempner
et de Riks [Wempner, 1971, Riks, 1972], ayant donné
lieu & de nombreux autres travaux par la suite. Quelques
méthodes de pilotage sont présentées dans ce chapitre
pour une formulation dont les inconnues sont les dé-
placements nodaux rangés dans un vecteur U, et les
valeurs nodales d’un champ de multiplicateurs de La-
grange rangées dans un vecteur A.

E.1 Probleme général
Le systeme incrémental global est de la forme :
K AT|[dU| [dFex
A 0 dA | | dUq |
On suppose que le chargement s’écrit en fonction du
parametre de chargement A\ de la maniere suivante :

(E.1)

Fext = F0+)\F17
Ug = Ug+ AUy,

(E.2)
(E.3)

Fo, F1, Up, et U; étant des vecteurs constants. Un calcul
classique se ferait en imposant I’évolution de A au cours
du temps. Lorsqu’une méthode de pilotage est utilisée,
on impose généralement 1’évolution d’une grandeur que
lon sait croissante au cours du temps. Cette grandeur
est ici notée p et définie soit a partir des vecteurs U et

A

(U,A) = p, (E.4)

soit de maniére incrémentale entre deux piquets de
temps :

(AU,AA) — Ap. (E.5)

Parmi les méthodes classiques de pilotage, il y
a d’abord la méthode a longueur d’arc sphérique
[Crisfield, 1981], pour laquelle on pose

Ap = AUTAU + ¢y AATAA, (E.6)

17 étant un facteur d’échelle choisi par I'utilisateur. Un
cas particulier de cette méthode est la méthode de pilo-
tage a longueur d’arc cylindrique pour laquelle on pose

Ap = AUTAU. (E.7)

Nous allons maintenant voir comment la méthode de
pilotage modifie les calculs itératifs de l'algorithme de
Newton utilisé pour passer d’un piquet de temps au
suivant.

Premiére itération A la premiere itération d’un pas
de temps, on doit vérifier le systeme

“i f“gﬂﬁ{m. (ES)



E.3 Pilotage en énergie cinétique

Ce systeme ne peut étre résolu directement car §\ est a
priori inconnu. On résout donc dans un premier temps
le systeme

K AT ][ ULt B
A0 L]l ®9)
o0U et 6A vérifient
0U = 0 U, (E.10)
0N = 6 Ao, (E.11)

ce qui permet de calculer Ap en fonction 6A, U,et, €t
Aier. On peut ensuite déduire de cette expression la
valeur de 0\ pour que p ou Ap prennent la valeur sou-
haitée pour le pilotage du calcul (équation E.4 ou E.5).
Itérations suivantes Aux itérations suivantes, on
doit vérifier le systeme

K AT 1[6U R 128
&R e ]
Pour calculer 0\, on commence par résoudre les sys-
temes

(E.12)

K AT [ 60U, e Ri~!

N s w13
et,

K AT][Uw] [Fy

[A oHAmeuy (E.14)

Les incréments de déplacements et de multiplicateurs
de Lagrange entre les itérations ¢ — 1 et 7 s’écrivent

6U — 5Ures + 6>\ Urefa
ON = 0Ares + OX Avet.

(E.15)
(E.16)
Ces expressions permettent de calculer p ou Ap en fonc-
tion de 60X, Uier, Avef, Ures, Ares, €t d’en déduire la

valeur de d)\ permettant de satisfaire la condition de
pilotage.

E.2 Pilotage en déplacement

Pour réaliser un pilotage en déplacement, on impose

I'incrément de la variable de pilotage p définie par
p=V'U. (E.17)

Le vecteur V permet de choisir la combinaison des dé-
placements nodaux sur lesquels porte le pilotage.

Premieére itération La variable de pilotage doit va-
loir p++1) & 1a fin de Pitération. On impose donc

VT(Ug + 0 Upeg) = pBeth), (E.18)
O\ vérifie donc

(Ie+1) _ y7T
sy P =V Uo (E.19)

VT Uref
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Itérations suivantes La variable de pilotage p doit
valoir & la fin de l'itération

P = V(U 46U es + 6A Uper ). (E.20)
En isolant d\, on obtient

(It++1) _ yTy7i—-1 _ yT
sa="L VU =V 0Ures (E.21)

VT Uref

E.3 Pilotage en énergie cinétique

Bien que le probleme soit traité en quasi-statique, on
peut définir une échelle de temps pour calculer ’énergie
cinétique développée par la structure. En notant M la
matrice de masse de la structure, on obtient

K=UTMT, (E.22)
soit entre deux pas de temps du calcul

1
K= -—-AUTMAU. (E.23)

(A1)

Le théoreme de 1’énergie cinétique s’écrit sous forme
discrétisée en temps :

AWint + AWeor = A—K (E.24)
At

Dans cette équation, le terme de droite doit rester négli-
geable si le probleme est réellement quasi-statique. On
peut envisager de réaliser le pilotage du calcul de telle
sorte que ce terme reste bien négligeable pendant le cal-
cul. Pour cela, on peut imposer un incrément constant

de la variable de pilotage Ap définie par

Ap = AUTM AU. (E.25)
Premiére itération En utilisant le champ U,
donné par la résolution du systeme E.1, on obtient I'ex-
pression suivante de 6U :

6U = 0A Uy, (E.26)
donc,
Ap = X2 UL MU, (E.27)

Cette équation du second ordre possede deux solutions :

A

Ao = | o, (E.28)
Urer M Uer

SNy = — 0. (E.29)

A partir de ces 2 incréments de la variable de charge-
ment, on calcule les deux incréments de déplacement

possibles 6U, et dUy, :

§Ua = 6Xa User, (E.30)
§Ub = 5)\[, Uref.

On calcule ensuite les cosinus directeurs cos, et cosp
entre ces incréments de déplacement et 'incrément de
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déplacement AL+=DU obtenu au pas de temps précé-
dent :

AC-DUT MU,

COS,q = A—pQ, (E32)
AC=DUT M U
cosp = A b (E.33)

On choisit finalement lincrément de déplacement
dont le cosinus directeur est maximal. D’apres
[Ritto-Corréa et Camotim, 2008], cette méthode per-
met de sélectionner & chaque fois la bonne racine.

Itérations suivantes On exprime lincrément du
vecteur déplacement a partir des vecteurs U,es et Upet
obtenus par la résolution des systemes E.13 et E.14 :

O0U = §ULes + 6 A Upes. (E.34)

L’incrément du vecteur déplacement depuis le dernier
pas de temps convergé s’écrit donc

AU = AT U 4 §Uyes + 6 Uper (E.35)
La condition de pilotage s’écrit
Ap = A'TUTM AU, (E.36)

soit encore,

Ap = (A7MU + 6Upes + 02 Uper) ' M
(AU 40" Upes + 0A Urer). (E-37)

En développant les termes de cette équation, on obtient
une équation d’ordre 2 en J\ :

a160% +2by oA +¢; = 0, (E.38)
avec,

a1 = ULy M Uy, (E.39)
by = (AT U+ 6Upee) M Uey, (E.40)

1 = (AU 6Upes) M (AU +6U,e) — Ap. (E.41)

Le discriminant réduit A’ de ’équation E.38 vaut

A =02 —aic. (E.42)
Si A’ > 0, on obtient deux solutions :
_ VA
§hg = —1EVAL (E.43)
ay
—b— VA
SAp = blai (E.44)
1

A partir de ces deux incréments de chargement pos-
sibles, on calcule deux incréments de déplacement dU,
et 5Ub :

5Ua = Ures + 5/\a Urefa (E45)
0Up = Upes + 0Ap Upet- (E.46)

E - Pilotage du calcul
Les deux incréments possibles de déplacement depuis le
dernier piquet de temps convergé s’écrivent donc

AU, = AU+ 6U,,
AU, = ATTU 4+ 6U,.

(E.AT)
(E.48)
On calcule ensuite les angles entre ces incréments et

I'incrément de déplacement Al='U obtenu & l'itération
précédente :

AFUTM AU,
COSg — A—p2, (E49)
AFTUTM AU,

On choisit finalement 'incrément de déplacement pour
lequel le cosinus directeur est maximal. Si A’ <0, il n’y
a pas de solution réelle et le calcul est repris au début
du pas de temps en diminuant I'incrément de la variable
de pilotage.

Calcul de la matrice de masse Le calcul de la puis-
sance virtuelle des quantités d’accélération P (4*) vé-
rifie

Pr(a*) :/ p w*T i dQ, (E.51)
Q

et la matrice de masse M est définie par

PHU*) = U TMU. (E.52)

Elle s’obtient par assemblage des matrices de masse élé-
mentaires Mg vérifiant

M :/ p CTCJdQ.,
Q

el

(E.53)

avec J le déterminant du jacobien de la transformation
amenant ’élément de référence sur I’élément réel, et
la matrice C définie comme précédemment (équation
A.20).



Annexe F

Formulations mixtes

F.1 Définition et inversibilité

Définition En reprenant la définition donnée dans
[Auricchio et al., 2004], une formulation est mixte si sa
discrétisation conduit a un systeme de la forme

A BT Xi| | F1

B 0 Xo | | Fo |’
la matrice A étant symétrique de dimension n; X ny et
la matrice B de dimension ns X nj.

(F.1)

Condition nécessaire d’inversibilité Le raisonne-
ment suivant, issu de [Zienkiewicz et al., 2004], illustre
les problemes d’inversibilité pouvant apparaitre lors de
la résolution de systemes de la forme F.1. Si A est in-
versible, on peut éliminer le vecteur X; du systeme F.1
et résoudre

CX, = BA'F, — Fo, (F.2)
avec,
C=BA'BT. (F.3)

Ce systeme peut étre résolu si C est inversible. Cette
matrice étant de dimension ny X ng, elle est inversible
si son rang est égal a mo. D’apres les propriétés des
déterminants, 1’équation F.3 donne

rang(C) < rang(A™1), (F.4)
donc,

rang(C) < ny. (F.5)
La matrice C ne peut donc étre inversible que si

ng < ny, (F.6)

ce qui donne une condition nécessaire d’irréversibilité
du systeme F.1.
F.2 Condition inf-sup

On présente dans cette section la condition inf-sup
introduite dans [Babuska, 1971, Babuska, 1973].

Définition La condition inf-sup est vérifiée s’il existe
une constante § indépendante de la taille h du maillage

telle que
VX2, 3X1#£0 [ X{B'Xo 2 8 Xll, [Xally,  (F.7)

|||, désignant la norme 2 des vecteurs colonnes.

Propriété Sila condition inf-sup est vérifiée, alors
Xy # 0 = B'X, # 0, (F.8)

ce qui signifie que la matrice BT est injective. Si la
condition inf-sup est vérifiée, la condition nécessaire
d’inversibilité F.6 est donc également vérifiée.

Exemple On étudie la condition de stabilité pour
un exemple avec une géomeétrie rectangulaire dont les
neeuds du bord gauche sont bloqués (voir figure F.1).

§ 4 8 12 16 20 24 28
§ 3 7 11 15 19 23 27
§ 2 6 10 14 18 22 26
§ 1 5 9 13 17 21 25

Fic. F.1 — Maillage du cas test

On considere un probleme d’élasticité linéaire avec
comme inconnues principales les déplacements nodaux
du maillage stockés dans le vecteur X;. La formulation
est mixte du fait des multiplicateurs de Lagrange im-
posant le blocage des noeuds 1, 2, 3, et 4 stockés dans le
vecteur X5. La matrice B, de dimension 8 x 56, vérifie

B;j = 6s4, v (i,7) €[1,8] x [1,56], (F.9)
avec,

0i; =1, si i =7, (F.10
0i; = 0, sinon. (F.11)
Si on pose

X1 — [% } (F.12)
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on obtient
XT BT X, = X4y [Xally. VXo.  (F13)

La condition inf-sup (équation F.7) est donc satisfaite
avec ce choix de X; en prenant g = 1.

F.3 Cas de I'élément cohésif en
contraintes

On s’intéresse dans cette section a la mixité des for-
mulations présentées dans les chapitres 12 et 13 pour
I'implémentation numérique de lois cohésives extrin-
seques.

Définition de Auricchio Pour les formulations en
contraintes et en contraintes modifiées, le probleme de
zone cohésive et le probleme continu, étudiés indépen-
damment 'un de 'autre, ne peuvent pas étre considérés
comme des formulations mixtes (méme avant l'initia-
tion de la discontinuité). Par contre, le probleme global
formé du couplage de ces deux problémes constitue une
formulation mixte avant que tous les éléments ne soient
initiés.

Définition de Zienkiewicz D’apres
[Zienkiewicz et al., 2004], une formulation est mixte
si plus aucune inconnue ne peut étre éliminée dans
le systeme d’équations différentielles définissant le
probleme local. Avec cette définition, le résultat est ap-
proximativement le méme car si le probleme continu et
le probleme de zone cohésive sont étudiés séparément,
il n’y a pas de simplification possible. Par contre, si on
considere le probleme global, il est possible d’éliminer
les contraintes cohésives des inconnues du probleme, et
la formulation peut étre considérée mixte.

F - Formulations mixtes



Annexe G

Programme Matlab

Tous les développements numériques ont été intro-
duits dans un code Matlab développé pendant la these.
Ce programme fonctionne avec des cas test 1D ou 2D.
Il permet de faire des calculs de rupture avec zone co-
hésive (avec les formulations développées dans les cha-
pitres 12 et 13) ou de faire des calculs d’endommage-
ment, avec éventuellement une régularisation de type
second-gradient implicite (voir chapitre 4 et annexe
F), et éventuellement construction de la loi cohésive
équivalente (voir chapitres 7 et 8). Les maillages bi-
dimensionnels sont construits avec le logiciel Cast3M
(http://wwu-cast3m.cea.fr) et le post-traitement est
effectué dans Matlab.

Les notations utilisées dans le programme sont ap-
proximativement les mémes que dans le rapport. On
désigne de la maniere suivante les fonctions, structures,
tableaux, et variables :

— fonction : ma_fonction (fonc.);

— structure : ma_structure (stru.);

— tableau : mon_tableau (tab.);

— variable : ma_variable (var.).

Les structures permettent de hiérarchiser les variables
et les tableaux. Par exemple on pourra appeler une va-
riable var_1 stockée dans une structure struc_2 elle-
méme stockée dans une structure struc_1 de la maniere
suivante :

var_1 = struc_1.struc_2.var_1.

On présente dans un premier temps l'organisation
du code (dossiers dans lesquels les fonctions sont sto-
ckées ainsi que quelques fonctions importantes), puis
I'importation du maillage & partir d’un fichier de don-
nées. On présente ensuite les principales structures
du programme et les variables et tableaux qu’elles
contiennent. Enfin, on donne les formules de change-
ment de variables utilisées pour garantir le bon condi-
tionnement des matrices avec les formulations a plu-
sieurs champs.

G.1 Organisation du code

Les fonctions sont stockées dans les dossiers suivants :

— algo_newton : contient les fonctions appelées par

les fonctions principales propres & chaque formula-
tion;

— cas_test : contient les jeux de données des cas test,
qui sont également les fichiers devant étre exécutés
pour lancer un calcul ;

— elements : contient les fonctions permettant de
créer les éléments;

— energies : contient les fonctions utilisées pour les
calculs d’énergies ;

— formulations : contient les fonctions principales
de chaque formulation ;

— loi_cohesive : contient les fonctions donnant le
comportement des lois cohésives implémentées ;

— maillages : contient les fonctions utiles pour la
construction des maillages 1D et I'importation des
maillages 2D ;

— maillages_castem : contient les fichiers dgibi
pour la construction des maillages avec Cast3M et
les fichiers AVS construits;

— materiaux : contient les fonctions donnant le com-
portement des modeles implémentés ;

— pilotage : contient les fonctions utilisées pour le
calcul du facteur de chargement a chaque nouvelle
itération (voir annexe E);

— post_traitement : contient les fonctions permet-
tant d’afficher les résultats dans Matlab ;

— pre_traitement : contient les fonctions aidant a
construire le jeu de données dans le fichier de cas
test ;

— rigidite : contient les fonctions permettant de cal-
culer les matrices de rigidité ;

— utilitaires : contient les fonctions auxiliaires;

— variables internes : contient les fonctions per-
mettant de manipuler les variables internes.

On donne ci-dessous les fonctions utilisées pour les ac-
tions les plus courantes du programme :

— lancer wun cas test aller dans le dossier
cas_test/mon_cas_test, mon_cas_test étant zo-
neCoh_1D ou zoneCoh_2D pour les problémes de
zone cohésive, chEch_1D ou chEch_2D pour les pro-
blemes d’endommagement régularisé avec construc-
tion ou non d’une loi cohésive équivalente. Lancer
ensuite le fichier Matlab mon_cas_test.m;

— lancer le post-traitement d’un cas test aller
dans le dossier cas_test, puis afficher linter-
face graphique en lancant le programme af-
fich_mon_cas_test.m;

— changer les parametres du matériau : modifier la
valeur des parametres du matériau définis dans ma-
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teriaux/mon_modele/param_mat.m;

— modifier un maillage : modifier le fichier .dgibi
correspondant au maillage dans le dossier
maillages_castem/mon_maillage et  lancer
ce programme dans Cast3M pour créer le nouveau
fichier de maillage ;

— ajouter un modéle créer le dossier
teriaux/mon_modele contenant les fichiers
calc_mon_modele_1D.m, calc_mon_modele_2D.m,
calc_deriv_mon_modele.m,

ma-

calc_deriv_regu_mon_modele.m, pa-
ram_mon_modele.m en s’inspirant des autres
modeles implémentés ;

— ajouter  un élément continu créer
dans le dossier elements/continus
les fichiers def_elem_mon_element.m,
const_elem_mon_element.m, et
const_elem_mon_element_regu.m en  s’inspi-

rant des autres éléments implémentés.

G.2 DMaillage

Les maillages sont créés dans Cast3M et enregistrés
au format AVS dont le formatage est le suivant :

nbno nbel 0 0 0
ino x_no y_no 0
I | I 0
I | | 0
iel zone type mnol mno_2 no_n

Les maillages sans discontinuité comprennent une seule
zone (zone = 1). Les maillages comprenant une discon-
tinuité comprennent 6 zones :
— 1 : maillage de la partie inférieure du domaine
continu ;
— 2 : maillage de la partie supérieure du domaine
continu ;
— 3 : maillage de la partie inférieure de la disconti-
nuité pour le champ de contraintes cohésives;
— 4 : maillage de la partie supérieure de la disconti-
nuité pour le champ de contraintes cohésives;
— 5 : maillage de la partie inférieure de la disconti-
nuité pour le champ de sauts de déplacements;

— 6 : maillage de la partie supérieure de la disconti-
nuité pour le champ de sauts de déplacements.
D’une maniere générale, les tables d’éléments des zones

3 et 5, et 4 et 6 sont les mémes.

G.3 Principales structures du

programme

Dans le programme, les données associées au pro-
bleme de référence sont notées avec le suffixe mes
(échelle mésoscopique) et les variables associées au pro-
bleme équivalent sont notées avec le suffixe mac (échelle
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macroscopique). On présente dans cette section les prin-
cipales structures du programme et les variables et ta-
bleaux qu’elles contiennent.

G.3.1 Construction des données

Ces structures aident a la construction de la structure
de données :

def_geometrie (stru.) (1D uniquement)
- longueur (war.) : longueur L de la poutre;
- section (var.) : section S de la poutre;

- nb_elem_mes (var.) : nombre d’éléments de la poutre

méso.

def_chargement (stru.)

- d_varpilot (var.) : incrément de la variable de pilotage
a chaque pas de calcul ;

- d_dissip_max (var.) : incrément de dissipation & ne pas

dépasser ;

d_tps (var.) : incrément de temps & chaque pas de calcul ;

opti_pilot (war.) : option de pilotage (depl : pilotage
en déplacement, Ecin : pilotage en énergie cinétique).

G.3.2 Données

Toutes les variables de mise en données sont stockées
dans la structure donnees contenant les structures sui-
vantes :

modele (stru.) :

- nom (war.) : nom du modele utilisé ;

- endo (var.) : type de loi d’endommagement (exp ou lin);
- Si zone cohésive :

- loiCoh (var.) : nom de la loi cohésive utilisée;

- sig_s_eq (war.) : définition de la contrainte équivalente.

maillage (stru.) :
- nbno (var.) : nombre de noeuds du maillage;
- coord_no (tab.) : coordonnées des nceuds ;

- nbel (var.) : nombre d’éléments du maillage ;
- elem(i) (stru.) : i® élément;

- typg (var.) : type suivi du nombre de points de d’in-
tégration,

- nbpg (var.) : nombre de points d’intégration,

- pg(i) (stru.) : i® point d’intégration,

- jac (var.) : jacobien,

- B (tab.)

- det_jac (war.) : déterminant du jacobien ;

: matrice pour le calcul des déformations,

- nbno_max (var.) : nombre de nceuds maximal dans un
élément ;

- nbpg_max (var.) : nombre de points d’intégration maxi-
mal dans un élément ;

- elem_inf (tab.) : numéros des éléments de la partie infé-
rieure du maillage;

- elem_sup (tab.) : numéros des éléments de la partie su-
périeure du maillage ;
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- noeuds_inf (fab.) : numéros des nceuds de la partie in-
férieure du maillage;

- noeuds_sup (fab.) : numéros des noeuds de la partie su-
périeure du maillage ;

- Si second-gradient :

- nbno_regu (var.) : nombre de nceuds du maillage de ré-

gularisation ;
- elem_regu(i) (stru.) : i® élément de régularisation ;
- Si fissure :
- zc_2_glo (tab.) : numéros des noeuds de la zone cohésive ;
- disc_2_glo (tab.) :
nuité;

numéros des noeuds de la disconti-

- nbno_disc (var.) : nombre de noeuds de la discontinuité ;
- nbel_disc (var.) : nombre d’éléments de la discontinuité ;
- elem_disc(i) (stru.) : i® élément de la discontinuité;
- nbno_zc (var.) : nombre de neeuds de la zone cohésive ;
- nbel_zc (var.) : nombre d’éléments de la zone cohésive ;
- elem_zc (i) (stru.) : i° élément de la zone cohésive;

- nbno_max_zc (var.) : nombre de nceuds maximal dans un
élément de zone cohésive ;

- nbpg_max_zc (var.) : nombre de points d’intégration
maximal dans un élément de zone cohésive.

chargement (stru.) :

- cond_lim (tab.) : conditions aux limites;
- type (var.) : type de la condition aux limites,
- dir (var.) : direction du chargement (x ou y),

- noeuds (var.) : numéro des noeuds sur lesquels s’ap-
plique le chargement,

- val_const (war.) : valeur initiale du chargement,

- val_pilot (var.) : valeur de référence du chargement

pour le pilotage ;
- opti_pilot (tab.) : option de pilotage;
- d_varpilot (var.) : incrément de la variable de pilotage
a chaque pas de calcul ;
- d_dissip_max (war.) : incrément de dissipation & ne pas
dépasser ;
- d_tps (var.) : incrément de temps & chaque pas de calcul ;
- Si pilotage en déplacement :

- V (tab.) : numéros des noeuds sur lesquels le chargement
est appliqué.

materiau (stru.) :
- young (var.) : module d’Young;

- nu (var.) : coefficient de Poisson;
- hooke (tab.) : matrice de Hooke;

- d’autres variables dépendant du modele choisi.

options (stru.) :

- formulation (var.) : type de la formulation (cont ou
zeta);

- tol (tab.) : tolérance sur les résidus;

- raideur (var.) : méthode de calcul de la rigidité (elast,

secante, ou tangente);
- IT_max (var.) : nombre de pas de temps maximal ;
- IN_max (var.) : nombre d’itérations maximal;

- nb_pas_ecou (var.) : nombre d’incréments pour le calcul
des variables internes.
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G.3.3 Solution du probléeme

Toutes les variables mémorisées pendant le calcul sont sto-
ckées dans la structure solution. Les tableaux commen-
cant par une majuscule contiennent des données définies
aux nceuds du maillage, et les tableaux commengant par
une minuscule contiennent des données définies aux points
d’intégration du maillage.

solution (stru.) :

U (tab.) : déplacements;

Lambda (tab.) : multiplicateurs de Lagrange;

Fint (tab.) : efforts intérieurs;

eps (tab.) : déformations;

sig (tab.) : contraintes;

eps_p (tab.) : déformation plastique;

varInt (stru.) : variables internes (suivant le modele) ;
Si zone cohésive :

Sig (tab.) : contrainte cohésive (si formulation en cont.);

Zeta (tab.) : contrainte cohésive modifiée (si formulation
en cont. modifiées) ;

integ_J (var.) : intégrale J;

long_grif (var.) : longueur de la fissure de Griffith;
phi_s (tab.) : éner. dissipée surfacique;

Si mes ou mac :

Psi (var.) : éner. libre;

Phi_tot (var.) : éner. dissipée totale;

Phi_endo_inst (var.)
ment localisé;

: éner. dissipée par endommage-

Phi_plast_inst (var.)
calisée ;

: éner. dissipée par plasticité lo-

Phi_calc_inst (war.) : éner. dissipée de calcul localisée ;
Phi_tot_inst (war.) : éner. dissipée totale localisée ;

Si mac :

psi_s (tab.) : éner. libre surfacique;

phi_s_tot (tab.) : éner. dissipée surfacique totale;

phi_s_endo (tab.) : éner. dissipée surfacique d’endomma-
gement ;

phi_s_plast (tab.)
cité ;

: éner. dissipée surfacique de plasti-

phi_s_calc (tab.) : éner. dissipée surfacique de calcul;
phi_s_tot (tab.) : éner. dissipée surfacique totale;
Phi_tot (var.) : éner. dissipée totale;

Phi_endo_inst (var.)
ment localisé ;

: éner. dissipée par endommage-

Phi_plast_inst (wvar.)
calisée ;

: éner. dissipée par plasticité lo-

Phi_calc_inst (war.) : éner. dissipée de calcul localisée ;
Phi_tot_inst (var.) : éner. dissipée totale localisée ;
saut_u (var.) : saut de déplacement ;

sig_s (var.) : contraintes cohésive.
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G.4 Résolution des systemes

Les systémes provenant de formulations a plusieurs
champs peuvent étre mal conditionnés si les termes non
nuls des sous-matrices ne sont pas du méme ordre de
grandeur. Dans ce cas, on effectue un changement de
variable pour obtenir une matrice bien conditionnée.
On suppose que le systeme a résoudre est de la forme
suivante :

Héi E;i“ijzﬁj (G.1)

Le changement de variable se fait en résolvant le sys-
teme

{alblKn a1b2K12:|[Y1:|:|:a1R1:|7 (G.2)

az b1 Ko agby Koo Y, az Ro
avec,
X1 = b1 Yl, (Gg)
Xy = by Y. (G.4)

Idéalement, il faut imposer indépendamment les coeffi-
cients multiplicateurs devant chaque sous-matrice Kj;.
Ces coeflicients sont notés ~;; et stockés dans la matrice
~ vérifiant

Y11 Y12 arbr ai by
v = = . G.5
{ Y21 Y22 ] [ az by az by } ( )

Le déterminant de cette matrice étant nul, ses coeffi-
cients doivent vérifier

Y11 Y22 — V12721 = 0. (G.6)

Dans un premier temps, une matrice v* est calculée
pour que chaque coeflicient v;; soit égal a l'inverse de
la moyenne des termes non nuls de la matrice Kj;. On
calcule ensuite une matrice v proche de ~* telle que
I’équation G.6 soit vérifiée. Les termes de v* sont définis
a partir de v* de la maniere suivante :

Y1 = T A (G.7)
Yoz = Va2 + AV, (G.8)
Y12 = Vi2 — AV, (G.9)
Va1 = V1 — A" (G.10)

A~* est calculé pour que ’équation G.6 soit vérifiée :

. _ 27951 = V32711 (G.11)

Ay* = .
Y2 + 731 + V32 11

Si on pose a; =1, by, as, et by sont obtenus avec les
relations

by = 1L, (G.12)
a

ay = 21 (G.13)
b1

by = 122, (G.14)

G - Programme Matlab
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