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Résumé - Abstract

RESUME

Ce travail vise a prédire le comportement dynamique d’ engrenages évoluant a des
vitesses de rotation variables. Un modéle d'engrenages a paramétres concentrés est
développé, il inclut la possibilité de contacts directs et de contacts sur les faces arriere des
dentures, les influences des excentricités, du jeu de denture et des variations de vitesse de
rotation. Les arbres sont introduits via des éléments finis de poutres de Timoschenko et les
paliers par I'intermédiaire de ressorts de traction - compression et de torsion. Les différents
états des conditions de contacts, ains que les paramétres nécessaires a la simulation de
I’ engrénement, sont analyses. Un schéma numérique d’intégration pas a pas est couplé a un
algorithme de contact afin de résoudre les équations de mouvement. Différents modéles de
complexité croissante sont exploités afin de caractériser les contributions de variations
périodiques de vitesses (acyclisme). Pour un systéme a un seul degré de liberté, des résultats
originaux relatifs a la stabilité de la solution en sont déduits. Des approches analytiques sont
également proposées afin de valider et calibrer les méthodes numériques. Les résultats
confirment I'influence certaine de certains régimes transitoires sur le comportement
dynamique des engrenages, particuliérement dans le cas de |’ acyclisme [131 - 132 - 133].

Mots-Clés : Dynamique, transmission, engrenage droit, engrenage hélicoidal, acyclisme,
stabilité, modélisation d’ engrenages, modélisation numérique, excentricité, jeu
de denture

ABSTRACT

This present work is aimed at predicting the dynamic behaviour of geared
transmissions submitted to unsteady rotational speeds. The proposed gear model is based on
lumped parameter elements; it also accounts for contact losses between the teeth and back
strikes, the influence of eccentricities, backlash and variable rotational speeds. The pinion and
the gear shafts are modelled using Timoschenko's beam elements whereas bearings are
simulated via lumped stiffness elements. The various possible contact conditions and
parameters controlling the gear meshing characteristics are analysed. The equations of motion
are solved by combining a time-step numerical integration scheme and a normal contact
algorithm. Several models are investigated in the particular case of fluctuating input speed
caused by engine acyclism and, for a one degree of freedom system, original results about
parametric instabilities are presented. Analytical approaches are proposed in order to validate
and calibrate the numerical methods. The results confirm a significant influence of some
transient regimes on the dynamic behaviour of gears, particularly in the case of engine
acyclism.

Key-Words : Gear dynamics, transmission, spur gear, helical gear, acyclism, stability, gear
modelling, numeric modelling, eccentricity, backlash
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Introduction générale

INTRODUCTION GENERALE

Les transmissions par engrenages sont tres fréquemment utilisées pour transformer et
transmettre a un organe récepteur le couple et le mouvement de rotation générés par un organe
moteur. En fonctionnement, ces systemes se déforment, vibrent et générent du bruit. Les
incidences sur la tenue mécanique du systeme mecanique complet et sur les nuisances
acoustiques sont loin d’ étre négligeables et judtifient, entre autre, le travail de recherche
présenté dans ce mémoire. Les engrenages sont reconnus comme des sources internes de
vibrations significatives et comme des ééments clés dans les mécanismes de transfert et
d amplification de ces vibrations. A ce titre, leur comportement dynamique a fait |’ objet de
nombreux travaux principalement au cours des 25 derniéres années. Les modéles de la
littérature peuvent étre regroupés selon deux thématiques principales: a) I'éude des
phénomeénes localisés au niveau des contacts entre dentures (conditions de chargement
instantanées, influence des corrections de forme, séparations des dents et chocs, etc.) et b) des
approches plus globales a I’ échelle du systeme mécanique, qui traitent des couplages induits
par les engrénements, des phénomenes de vitesses critiques par exemple.

Quelque soit I’ objectif poursuivi, un certain nombre d hypothéses simplificatrices
(modéle de raideur, modeles a paramétres concentreés, etc.) sont utilisées et, dans ce contexte,
latrés large majorité des modélisations mises en ceuvre considére un régime de rotation établi
avec une vitesse imposée constante sur |’ organe moteur. Dans le domaine des transports en
particulier, il est bien connu que les vitesses sont modul ées par |e cycle de fonctionnement des
moteurs a explosion et, pour des transmissions non chargées, ces phénomenes peuvent
conduire a des niveaux de bruit génants (rattle noise, bruit de graillonnement). Les
conséquences de fluctuations de vitesses et de couples dans des engrenages chargés n'a, a
notre connaissance, fait I’objet que de tres peu d éudes et nous nous proposons, dans ce
meémoire, d’ apporter une contribution a cette problématique.

Le texte se décompose en quatre parties. Dans le premier chapitre, les modéles
couramment utilisés et les parametres qui sont a la source des vibrations dans les engrenages
(laraideur d engrenement et |es écarts de forme) sont explicités en s appuyant sur une analyse
exhaustive de la littérature existante. Le deuxiéme chapitre introduit une nouvelle formulation
des conditions de contact dynamique qui inclut i) la possibilité de contacts directs et sur les
faces arriéres des dentures, ii) les contributions d’ excentricités et des jeux de dentures, iii)
I"influence de vitesses et couples variables. Les développements théoriques nécessaires a la
simulation de I’engrenement et des évolutions des conditions de contact au cours du
mouvement sont décrits et la résolution des équations est effectuée, dans la continuité de
travaux antérieurs [5 - 37], en couplant un agorithme de contact normal et un schéma
d'intégration pas a pas dans le temps. Dans le troisieme chapitre, le modele développé est
exploité dans le cas particulier de modeles torsionnels plus simples et se prétant ainsi a des
comparai sons entre approches analytiques et numeériques. Le cas de I’ acyclisme (fluctuations
périodigues multiharmoniques de la vitesse d’ entrée) est considéré et une étude paramétrique
est proposée. La stabilité des équations du mouvement est également analysée dans ce
contexte particulier. Enfin, le dernier chapitre est consacré aux simulations en dynamique
avec la prédiction des efforts instantanés sur les contacts entre dentures pour des applications
de typeindustriel.
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Chapitre I. Dynamique des engrenages : une approche bibliographique

. INTRODUCTION

L es engrenages demeurent a I’ heure actuelle les organes de transmission de puissance
les plus couramment utilisés et suscitent toujours de nombreux travaux en recherche et
développement. Parmi les thématiques les plus frequemment abordées, le comportement
dynamique de transmissions constitue un champ d’investigation relativement récent qui a pris
toute son importance dans un contexte de durée de vie et de réduction des nuisances sonores
dans les transmissions mécaniques. Les caractéristiques vibratoires sont connues pour
dépendre de I'ensemble des congtituants d’'une transmission avec, en particulier, les
contributions importantes associées :

- aux engrenages qui sont généralement reconnus comme les composants les plus
influents

- aux arbres supports des engrenages
- aux paliers (roulements, paliers hydrostatiques ou hydrodynamiques)
- aucarter

Les criteres de confort acoustique, de tenue mécanique et de gain de poids sont de plus
en plus prégnants dans la conception des architectures de trains d’ engrenages modernes et
induisent de nouvelles voies d’ éudes. Une approche globale s avere fréguemment nécessaire
afin de caractériser les phénoménes vibroacoustiques associés aux excitations liées aux
conditions de contacts entre les dentures et a la propagation des vibrations par voies
solidienne et aérienne vers le milieu extérieur (Figure 1-1).

Emission

P

%\,;\%;/éj\
JBwi) :

Oscillation de torsion
(acyclisme filtré par le
moyeu amortiseur)

Figurel-1: Emission de bruit danslestransmissions par engrenages (Ligier & Baron [1])

Historiquement, deux types d’ approches sont fréquemment rencontrés dans I’ analyse
du comportement dynamique de transmissions par engrenages :

- Soit I’engrenement est modélisé de fagon succincte et le comportement des autres
éléments congtitutifs du réducteur est considéré. Ce type d'étude reléve aors
principalement de la dynamique des rotors et des mécanismes. On peut citer entre
autres, Bourdon [2], Lalanne & Cal. [3], Kahraman & Cal. [4].

- Soit les éléments extérieurs a1’ engrenage sont considérés d’ une fagon simplifiée et les
contacts entre les dentures sont simulés de la fagon la plus compléte possible. Ces
travaux relévent de la mécanique des contacts et de la dynamique de I’ engrenage. On
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peut citer ici les travaux de Velex [5], Umezawa & Col. [6] a[11], Kiugukay [12],
Kasuba & Col. [13], Kohler [14].

Récemment des travaux ont jeté des ponts entre ces deux domaines qui, tout en
essayant de conserver un niveau de modélisation élevé des engrenages, permettent
I"introduction de modéles de paliers, arbres, carters, organes moteurs, etc. Les principales
sources d’ excitation prises en compte comprennent :

- Lesfluctuations de raideur d’ engrenement qui constituent une des sources majeures de
vibrations

- Lesdéformations élastiques des arbres supports des engrenages et des paliers

- Les défauts de formes des engrenages au niveau des dentures (erreurs de profil,
d hélice, de pas, etc.) ainsi que les corrections de profil et d hélice

- Les défauts de positionnement des arbres et des engrenages (désalignements, erreur de
montage)

- Lesfluctuations de couples et de vitesses en entrée du réducteur qui peuvent étre dues
au moteur mais également au positionnement de |’ axe moteur par rapport aux axes de
latransmission.

Dans cette introduction bibliographique, les principaux parameétres conditionnant les
niveaux vibratoires dans des transmissions par engrenages sont analyses. Un état de I’ art sur
la problématique de la modélisation du comportement dynamique de transmissions par
engrenages (sources d’ excitations, modélisation des élasticités, etc.) est ensuite présenté.

La premiére partie de ce chapitre recense les principaLix paramétres caractéristiques en
dynamique des transmissions. Dans la seconde partie, les nombreuses sources d’ excitation
auss bien internes qu’ externes, sont abordées. Enfin, la derniere partie est consacrée a une
présentation des diverses model es utilisés en dynamique des engrenages.

II.LESPARAMETRESDE LA DYNAMIQUE DESENGRENAGES

11.1. L’'ERREUR DE TRANSMISSION

La notion d’ erreur de transmission, introduite pour la premiere fois par Harris [15] en
1958, est une caractéristigue fondamentale dans I’ é&ude d’un réducteur a engrenage, aussi
bien en régime statique que dynamique. L’erreur de transmission caractérise |I'écart de la
position de la roue menée, pour une position donnée du pignon, par rapport a la position
qu'elle devrait occupée si les engrenages étaient rigides et indéformables. Elle peut étre
exprimée sous forme angulaire ou sous forme linéaire si elle est ramenée dans le plan d’ action
(Figure 1-2) tangent aux cylindres de bases des engrenages (Welbourn [16], Mark [17] a[19],
Ozgiven [20]).
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Figurel-2: Définition del’erreur detransmission (Munro [21])

On distingue classiquement :
- L’erreur de transmission statique ou quasi-statique sans charge ou erreur cinématique
- L’erreur de transmission statique ou quasi-statique sous charge

- L’erreur de transmission dynamique

[1.1.1. Erreur de transmission guasi-statigue sans charge ou erreur cinématique

Cette erreur correspond a des engrenages ne transmettant aucune puissance pour une
vitesse de rotation quasiment nulle, elle intégre donc I’ influence des défauts de géométries des
dentures, c'est-a-dire la non-conformité entre le profil théorique de ladent et le profil réel. Ces
défauts globaux de non conformité résultent de la fabrication de I’ engrenage (défauts de faux
ronds, erreurs de pas, excentricités, etc.) mais également du montage des engrenages sur les
lignes d arbre (parallélisme, excentricité, etc.). Ajoutons également que les écarts de forme
introduits intentionnellement tels que les corrections d hélice ou de profil de la denture
participent également a cette erreur. L’ erreur de transmission quasi-statique a vide est donc
purement géométrigque et permet de caractériser la géométrie de I’ engrenage et sa métrologie
(Faure [22]).

11.1.2. Erreur de transmission statique ou quasi-stati que sous charge

L’ erreur de transmission statique sous charge (TE;) résulte, en plus des erreurs liées a

I’ erreur cinématique, des déflexions de dentures lorsgue I’ engrenage transmet une charge a
tres faible vitesse. Cette erreur inclus donc les déformations de |’ engrenage mais également de
ses composants extérieurs (arbres, paliers, roulements,...). TEg est couramment utilisée afin
d étudier les effets des écarts géomeétriques tels que les corrections de profils, les défauts de
montage, etc. Grégory & Col. [23] et [24], Lin & Col. [25] et [26].
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Figurel-3: Erreur detransmission quasi-statique sous char ge sans défauts de géométrie (Lin & Col. [26])

On montre également (Velex & Ajmi [27]) que, sous certaines conditions de linéarité,
I”erreur de transmission quasi-statique sous charge est représentative des sources d’ excitation
associées a I’ engrénement. Des auteurs comme Kohler & Col. [14], Ozgiiven et Houser [28],
Mark [17] et [18], Munro [29], Remmers [30] I'introduisent d’ailleurs directement comme
fonction excitatrice dans leurs simulations numériques.
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+ INPUT DISPLACEMENT FUNCTION
{LINEAR MESHING ERRORI

> X ) RO —
<

- €SINKL

Figurel-4: Modéle de Remmers[30]

11.1.3. Erreur de transmission dynamique

L’erreur de transmission dynamique est une image du comportement vibratoire et
acoustique d engrenages en fonctionnement sous charge. Certains auteurs, Grégory & Col.
[23] et [24], Munro [31], ont ainsi pu mettre en évidence des phénoménes de séparation
momentanée de dentures suivis de chocs a travers la mesure de ce parametre. Ces
phénomeénes on depuis été maintes fois observés expérimentalement [31] - [44] et retrouvés
par simulations numériques [32] ou quasi-analytiques [44].

4 | l l
APPLIED LOAD - 3/4
DESIGN LOAD

1 < AT ‘49/\

[o] 200 400 600 800 1000 1200 1400
SPEED — teeth per second

O Experimental.
—————— Theoretical for damping coefficient = 0-02.
— 0—S8 Tooth separation just occurs.

Figurel-5: Réponses expérimentalesde Grégory & Cal. [23]
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Velex & Saada [34-36], puis Maatar [37] et Velex & Maatar [38] et [39] ont proposé
guand a eux une méthodol ogie basée sur la description locale des conditions de contacts entre
les dentures, pour laquelle cette erreur ne constitue plus une source d'excitation mais le
résultat du comportement du réducteur. Les équations du mouvement et les conditions
associées aux contacts normaux entre dentures sont résolus simultanément et les erreurs de
transmission apparaissent alors comme des résultats de la simulation et non pas comme des
données du probléme.

En conclusion, malgré certaines limitations [27], le concept d’ erreur de transmission
Savere particulierement bien adapté pour caractériser le comportement dynamique
d engrenages (principalement pour des largeurs de denture faibles) et constitue un indicateur
intéressant en termes de vibroacoustique.

11.2. LE FACTEUR OU COEFFICIENT DYNAMIQUE

Ce paramétre est défini comme le rapport entre le chargement dynamique globa a
I'engrénement, et le chargement statique ou quasi-statique global. |l peut sexprimer, selon les
auteurs, en termes de charge ou de contraintes en pied de dents. Il correspond a l'intégrale des
pressions sur |'aire de contact effective, définie par le rapport de conduite, et permet d'évaluer
les effets d'inertie et de masse, les surcharges dynamiques, et de détecter les éventuelles
séparations de dentures, notamment al'approche de vitesses critiques de dentures.

Initialement, ce facteur a é&é évalué uniquement sur des engrenages a dentures droites
sans pertes de contacts, grace a des formules empiriques (1-1) (Buckingham [40], Tuplin [41])
faisant essentiellement intervenir la vitesse linéaire de défilement des dentures dans le plan
daction. A titre indicatif, nous donnons en (I-1) la formule de Wellauer d'apres Houser &
Seireg [43] (NB : le facteur dynamique est ici défini comme le rapport entre la charge statique
et la charge dynamique).

static load 78
DF = : -
dynamicload | 78++V (I1-1)

V : vitesse linéaire de défilement (en ft/mn)

Houser & Seireg [42] et [43], apartir dinvestigations expérimental es et théoriques, ont
ensuite introduit les effets des variations temporelles de raideur d'engrénement, d'inertie et de
masse, ainsi que les contributions d’ écarts de géométrie (erreurs de pas notamment) pour
étendre le champ dapplication de ces formules aux engrenages a dentures droites et
hélicoidales.

Kubo [44] a montré, analytiquement et expérimentalement, que l'intensité de la charge
transmise et les écarts de forme influent sur le chargement aux dentures. Ses courbes de
réponses font alors apparaitre un saut d'amplitude (Figure 1-6), typique de pertes de contact
momentanées entre dentures et de chocs lors des reprises de contact. Ces résultats
expérimentaux font référence et sont fréquemment utilisés a fin de validation des modéles
numériques non-linéaires (Ozgiiven & Houser [28] et [45], Kahraman & Singh [33], Velex &
Maatar [38]).
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Figurel-6: Courbederéponse dynamiqued'aprés Kubo [44]

11.3. LA RAIDEUR D’ENGRENEMENT

Laraideur globale d'engrénement caractérise les déformations élastiques qui gérent les
positions relatives des deux roues d'un engrenage, sous l'action des efforts transmis. Cette
liaison élastique, sur laquelle repose largement la problématique de la dynamique de
I'engrenage, est assurée par les contacts entre dentures conjuguées des deux roues au cours de
I'engrenement. Elle témoigne donc des conditions d'engrénement et met en évidence les
fonctionnements non-linéaires, synonymes de pertes de contact partielles, voire totales, entre
dentures.

Par hypothése, la majorité des études concernant I’ engrenement s effectue dans le plan
théorique de la denture, représenté par un plan tangent aux rayons de base du pignon et de la
roue (Figure 1-7), méme si des auteurs ont tenté des modélisations avec des contacts hors du
plan d’ action, Kasuba & Evans[13], Honda[46], Velex & Coal. [47].

Plane-of-action

Figurel-7: Liaison élastique par engrenage, définition selon Blankenship [48]

Parmi les premieres modélisations proposees, Tuplin [41] a matérialise cette raideur
comme un simple ressort et a modélisé les écarts de forme des profils par des coins de
géomeétries données se déplacant entre la raideur et une partie indéformable ssimulant les
aspectsinertiels associés al’ engrenage (Figure 1-8).
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Figure -8 : Modé&le de Tuplin d’ aprés Ozgiiven [20]

Strauch [49] et Harris [15] ont mis en évidence le réle prépondérant de la variation
temporelle de la longueur de contacts entre les dentures, qui est largement contrélée par le
rapport de conduite et qui est représentatif de I’ évolution de la longueur de contact au cours
de larotation ou plus simplement du nombre de dents en prise dans la cas de dentures droites.

Afin de déterminer la raideur globale d'engrénement, il est nécessaire de connaitre a
priori les propriétés de rigidité (ou de compliance) caractérisant un couple de dents en contact.

11.3.1. Calcul delaraideur d’ un couple de dents

Lors des calculs en dynamique des engrenages, il est nécessaire de calculer la raideur
d un couple de dents en prise, pour ensuite extrapoler a |’ ensemble des dents en contact a un
instant considéré. Des modéles plus ou moins sophistiqués ont été proposés. La plupart des
approches sont bidimensionnelles et se basent sur une décomposition des dents en tranches
minces. L’alternative la plus courante repose sur des calculs par ééments finis dont les
résultats sont ensuite intégrées dans des modél es dynamiques de maniére plus ou moins precise
(modéles de fondations éastiques de Wrinckler [55] (sans couplage entre points adjacents),
de Pasternak [55] (avec couplages), coefficients d’influence [55], etc.). Le calcul global de la
raideur d’ engrénement se décompose généralement :

- En une contribution locale, a savoir les rigidités de contact généralement considérées
comme Hertziennes entre les dents du pignon et de laroue

- En contributions globales avec notamment les raideurs de flexion de denture, le
pivotement de la dent par rapport au corps de I’ engrenage et la raideur de fondation
entre ladent et le corps.

Laraideur globale d'engrénement est ensuite déterminée en combinant ces raideurs en
série et en paralléle.

[1.3.1.1. Raideur d’ engrénement selon la norme 1SO 6336

Un ordre de grandeur peut étre fourni par les formules de la norme 1SO 6336 [50],
valables pour des engrenages monoblocs (i.e. sans voile mince) a dentures en développante de
cercle. Le calcul integre essentiellement |es caractéristiques géométriques des engrenages et il
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conduit a une valeur raisonnable de la raideur par unité de longueur en considérant toutes les
contributions élastiques de I’ engrenage.

[1.3.1.2. Contribution de la raideur de flexion et de fondation de |a dent

Une bréeve présentation des diverses techniques de calcul de ces raideurs est présentée.
Les formules retenues sont celles de Weber & Banaschek [51], des alternatives sont possibles,
voir par exemple Cornell [52] et Ishikawa [53].

Une dent d'engrenage est assimilée a une poutre de section variable encastrée - libre

selon I'axe Y (Figure I-9). La section d'encastrement S est définie par le point de tangence a

la trochoide de raccordement inclinée d'un angle de 20° par rapport al'axe Y (axe de symétrie
de ladent). En égalant |'énergie de déformation de la dent soumise a une charge concentrée et
le travail de cette charge, il est possible d'exprimer |a déflexion de la ligne moyenne dans la
direction de lacharge souslaforme:

w1
b

w (uj - y)2
" b E Z

i(y)

u; uj
cos’ (e} )| 10.92 | dy+3.1(1+0.294tan’ () ) | 1 ay (I-2)
0 0

z,(y)

Avec:
- W : charge concentrée sur le flanc de la dent

- b :largeur deladent ou de latranche pour une denture hélicoidale

- E =E : module dYoung en contraintes planes (dentures peu larges)

- E = 1, en déformations planes (dentures larges), v coefficient de Poisson
-V

H(M)

v

Figure|-9: Paramétres pour laformule de Weber - Banaschek
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La raideur de flexion de la dent est couramment calculée a I’aide de (I-2) ou de la
norme |SO. Dans le cas du calcul avec (1-2), il est également nécessaire de calculer la raideur
du alafondation de la dent sur le corps de I’ engrenage.

La liaison entre la dent et le corps de I’engrenage n’est pas infiniment rigide et il
convient alors de prendre en compte cette élasticité supplémentaire. Pour cela, I'encastrement
entre une dent et le corps est assimilé a un massif semi-infini bidimensionnel soumis a une
distribution de contraintes représentant de maniere plus ou moins fine Il'influence du
chargement sur le profil (Figure 1-10).

i
<

Distribution de contraintes r Distribution de contraintes
normales (dues au moment de flexion) normales (due & I'ffort de compression)

Massif semi-infini Massif semi-infini

Distribution de contraintes
tangentielles

Massif semi-infini

Figurel-10: Modélisation delafondation d'une dent

La solution finale est obtenue en résolvant de maniere indépendante, par les formules
classiques de I'élasticité bidimensionnelle, chacun des problémes de la Figure I-10 et en
utilisant le principe de superposition.

Laformule (1-2) obtenue par Weber et Banaschek sécrit :

2
_V_Vi ' u_' u_' 2(, i
S, = - cosler, ) 5.2{Sj] +[Sj ]+1.4(1+ 0.294tan’(, )) (1-3)

Suite aux dével oppements informatiques récents, les calculs par ééments finis ont pris
de plus en plus d'importance. Ainsi une modélisation compléte de la dent est envisageable,
mais ce type de calculs tridimensionnels est généralement assez lourd et S avére peu adaptés a
la simulation du comportement dynamique. Une approche hybride basée sur la théorie des
fondations éastiques de Pasternak [54] a alors été développé par Velex & Ajmi [55] et [56].
Celle-ci permet de tenir compte des couplages éastiques de la denture sur le corps de
I” engrenage et se préte assez bien au calcul vibratoire.

La dent est assimilée a une fondation élastique de Pasternak [54] constituée par des

éléments de flexion et des ééments de cisaillement transversal posés sur des ressorts
indépendants reliés aun béti (Figure1-11).
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i Eléments de
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deflexion transverse
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Figurel-11: Fondation élastique de type Paster nak

Les ééments de flexion et de cisaillement permettent de lier les ressorts et de simuler
(au moins qualitativement) les couplages élastiques entre points voisins (Figure I-12).

X4 X

] |P |P
‘9gd

e I

@ (b)

Figurel-12 : Déformée d’une fondation élastique par une charge concentr ée normale
(a) Modéle sans couplage
(b) M odéle avec couplage

En s'inspirant des travaux en quasi-statique de Seager [57], Schmidt & Col. [58], les
déplacements €l astiques des dentures seules peuvent étre décrits par des fondations élastiques
de Pasternak rapportées sur le plan d’ action de I’ engrenage (plan tangent aux deux cylindres
de bases). La dent et son embase sont ainsi découpées en tranches minces, chacune d'elles
étant matérialisée par un ressort lié a des éléments de dimensions variables travaillant en
flexion et en cisaillement pour assurer le couplage entre les tranches (Figure 1-13). Le
déplacement relatif des flancs de denture est smulé en réagjustant les parameétres de raideurs
au cours du temps.

Les valeurs de k{™, G™ et D™ sont données par des formules semi-empiriques en

comparant les calculs de déflexions a partir de code ééments finis tridimensionnels et les
valeurs fournies par les fondations éastiques [55] :

ki" = C; kg (1-4)
m 2

6 =C, 1,2 tlz,) | ki (5)
mn 4

o =C 1,(2) fu(z,)[ | e (-6
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Avec:

k3™ laraideur de Weber et Banaschek déduite des relations (1-2) et (1-3)

0ij
f (z)=1 s ladenture est droite, f, (z)=Af,(x)+Bf,(Z,) f3[%j e’ d eleest
hélicoidale

m, lemodule de taillage

b,, lalargeur du mobile m

Z,. le nombre de dents du mobile m

A, B et C desconstantes a déterminer

_ z L ., .
Z=— lacoordonnée adimensionnée du point M ; selon lalargeur

f,, f,, f, et f, desfonctions qui dépendent de la géométrie de la denture

C, =0.8 pour des engrenages massifs (en s'inspirant des résultats de la norme 1SO
6336)

Dans le cas des dentures hédlicoidales, la fonction f,_(z) est introduite afin de tenir

compte de la dissymétrie axiale des déplacements sur les bords pour une charge concentrée
appliquée arayon constant. Les coefficients A, B et C sont gjustés en utilisant les résultats
des éléments finis tridimensionnels. La raideur d’un couple de dents est alors recomposée a
partir des déplacements issus des déformations de contact et de structure de la dent.

Figurel-13: Modélisation d’une dent par unefondation élastique
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[1.3.1.3. Raideur de contact

Apres s étre intéresse aux rigidités associées a la structure de la dent, les formulations
les plus couramment utilisés pour calculer les rigidités de contacts entre deux flancs de
dentures sont exposés. Deux formules sont généralement utilisées pour le calcul de cette
raideur.

La premiére a été formulée par Weber & Banaschek. Cette formule est purement
bidimensionnelle. Le contact entre deux dents est assimilé a deux massifs éastiques semi -
infinis soumis chacun a une distribution hertzienne de pressions normales (Figure |-14). En
notant la demi-largeur de contact a,, , la déflexion au centre du contact par rapport & un point

deréférence B situé sur laméme verticale a une profondeur d, s écrit d aprés Johnson [59] :

o Wi1-v? 2d| v
0= 2 T IE {Iog(aH] 2(1+v)} (-0

AVec:

- % la charge par unité de largeur de contact (selon I’axe Z)

- a,=.8 lademi-largeur du contact hertzien

W 1-y?
— K
b T E

- d laprofondeur de référence pour le calcul de ladéflexion au centre du contact O

K, K. P . . 12z .,
-  k=—2-% lerayon de courbure équivalent au point de contact considéré, x,,étant

K‘1 + K‘2
celui du mobile m

p(x)

_qui Iir\ a,
0O

l d
'y
°

v

=¥

B

Figurel-14 : Demi-plan élastique soumis a unedistribution de pression hertzienne
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La principale hypothese consiste a considérer que la déformée de contact demeure
localisée au voisinage de la zone chargée et que sa contribution au niveau de la fibre médiane
de la dent peut étre négligée devant les effets de flexion. En effet, les valeurs de déplacements
calculées tendent vers|’infini a mesure que I’ on s éloigne de la zone chargée. En notant H la
distance entre le point de contact et la fibre neutre d’ une dent selon la direction de la charge
(Figure 1-9), la déflexion de contact d’ une dent s’ écrit :

¢ o W1-y? 2HY) v ]
O =2 b zE {log( a, J 2(1—v)} (-8)

La deuxieme formule de calcul de la raideur de contact a été introduite par Lundberg
[60] qui propose une formulation tridimensionnelle, en supposant que la pression de contact
est uniforme sur la largeur de contact b et semi-elliptique selon la direction transverse
(Figure1-15). L’expression de la déflexion au centre de la zone chargée s exprime aors en
conservant les notations de (I-7) et (1-8) :

T E

W11 b _
5L =2 o {2+Iog(2)+log[a H (1-9)

surface du massif

—gx

Figurel-15: Demi-espace élastique et chargement pour la formule de Lundberg

11.3.2. Raideur globale d’ engrénement

Connaissant les propriétés de rigidité d'un couple de dents en prise, le cacul de la
raideur globale instantanée consiste a intégrer la raideur unitaire de contact, a chaque instant,
sur la longueur de contact effective. En considérant que les portées de dentures sont
complétes, la raideur globale d'engrénement est approximativement proportionnelle a la
longueur de contact théorique qui est tres largement contrélée par |e rapport de conduite total
de I'engrenage. La raideur d’ engrénement est alors une fonction périodique, dont la période
correspond a |'apparition des couples de dents qui défilent al'intérieur du plan d'action : ¢ est
la période d'engrenement.
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Des modéles simplifiés supposent que la raideur d'un couple de dents reste constante
quel que soit la position du point d'application de la charge sur les profils conjugués. Ainsi la
raideur globale d'engrenement devient directement proportionnelle a la longueur de contact
instantanée. Kiyono & Col. [61], Kicukay [12], Iwatsubo & Col. [62], Cal & Hayashi [63],
Neriya& Col. [64], Velex [5], Velex & Saada[34] a[36] représentent alors laraideur globale
d'engrénement d'engrenages a dentures droites par une fonction en créneaux (Figure 1-16), et
en trapéze pour les dentures hélicoidales (Figure 1-17).

Two pairs Two pair
] ~ fa
& € Kgal——-—- N I IO Y SR
f One pair E One pair
S - N T z Koo e A -
=< Py ~ =~ ~
P >~ 4 ~ae o P SN
~ ~ 4 Kgb
0
058 6T Ty 2Tm 0 5T Tm 2T
TIME TIME

Figurel-16 : Raideur d'engrénement globale d'lwatsubo & Coal. [62]
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Figurel-17 : Décomposition delaraideur d'engrenage hélicoidale de Seireg & Houser [43]

A certaines vitesses de fonctionnement de I’engrenage appelées vitesses critiques
d engrénement, et/ou en présence d’écarts de géométries ou de montage, des pertes de
contacts partielles ou totales entre les dentures peuvent apparaitre. La longueur effective de
contact diminue et il y a alors un abaissement instantané du niveau de la raideur globale
d'engrénement. Dans ce cas, |e régime de fonctionnement devient non-linéaire et dépend a la
fois de la charge transmise et de |la vitesse de rotation. Ce phénomene a été mit en évidence en
particulier par Kasuba & Evans[13] pour des engrenages en présence d'écailles ou d'écarts
sinusoidaux suivant le profil des dentures (Figure 1-18).
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Figurel-18 : Raideursd'engrénement non-linéaires (Kasuba & Evans[13])

II1.LES SOURCES D'EXCITATION EN DYNAMIQUE DES
ENGRENAGES

Les sources d’ excitation vibratoire ou acoustique d une transmission sont multiples.
On distingue les sources internes, propres au fonctionnement de la transmission, des sources
externes mais la majeure partie des auteurs s accorde a reconnaitre la prééminence des
engrenages a proprement parler et des conditions de contact instantanées sur les dentures.
Concernant les sources externes, elles sont associées aux fluctuations des couples moteur et
résistant, aux variations de vitesses des mobiles mais également aux vibrations transmises via
les points de fixation sur la structure d’ accueil.

111.1. LES SOURCES INTERNES A L’ENGRENEMENT

111.1.1. Erreurs deforme

Les écarts de forme sur les dentures proviennent essentiellement du processus de
fabrication qui débute par une opération de taillage des dentures suivie éventuellement de
traitements thermiques visant a améliorer les caractéristiques mécaniques de la denture, puis
enfin d’une opération de finition. Chaque étape de ce processus génere des écarts de forme
plus ou moins importants sur la denture. Ces erreurs se retrouvent au niveau de la denture de
I”engrenage par des erreurs de profils, de distorsion, de division.

Les erreurs de profil (Figure 1-19), écart entre le profil réel et conjugué, et de

distorsion (Figure 1-20), écart entre latrace de I’ hélice réelle et idéale, sont généralement dues
a des défauts de taillage et/ou de rectification.
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Figurel-19: Erreursde profils (Henriot [65])
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Figurel-20: Erreursdedistorsion (Henriot [65])

Les erreurs de pas (Figure 1-21) se divise en trois catégories: I’ erreur individuelle ou
dedivision, | erreur cumulée sur un secteur contenant k pas et I erreur totale de division.

La premiére est définie comme I’ écart entre la valeur réelle du pas considéré, qu'il soit
circulaire, apparent, réel ou de base réel et savaleur théorique.

La deuxieme est définie comme la différence algébrique entre la longueur mesurée
(réelle) et la longueur théorique (arc de cercle de contrle) compris entre deux profils
homologues extrémes séparés par un nombre k de pas circulaires. L'erreur cumulée
représente aussi la somme algébrique des erreurs individuelles des k pas compris dans le
secteur considéré. L'erreur de division cumulée est une quantité qui dépend du nombre de
dents control ées.

Enfin, I’erreur totale de division représente la variation créte a créte de I’erreur de

division cumulée sur un tour de rotation, dans ce cas k est égal au nombre de dents de
I” engrenage.
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Figurel-21: Erreursde pas (Henriot [65])

Afin d'améliorer le comportement vibratoire de |'engrenage et d’améliorer la
répartition de la charge sur le flanc de la denture, des corrections sur les dentures peuvent étre
apportées. Concernant la correction de profil, des dépouilles sur les dentures sont effectuées,
correspondant a des enlevements de matiere en sommet et/ou en pied de dent. Pour la
correction des distorsions et des défauts d’ alignement, des bombés combinés ou non avec des
modifications linéaires, seront pratiqués selon la largeur de la dent et éventuellement selon le
profil.

[11.1.2. Erreurs de positions

Les erreurs de position sont principalement dues a I'assemblage des divers
constituants du réducteur. Ils regroupent principalement deux types de défauts que sont les
erreurs d’ alignement ou de parallélisme et les erreurs d’ excentricités.

L'erreur d'alignement caractérise le non-parallélisme des axes supportant les
engrenages. Elle peut étre définie par deux angles:

- Lepremier est un angle d’inclinaison (Figure 1-22) correspondant a un écart angulaire
entre |’ axe réel de I'arbre et son axe théorique dans le plan des deux axes de rotation
de référence des engrenages.

- Lesecond est un angle de déviation (Figure 1-22) correspondant a un écart angulaire
entre |’ axe réel de I’ arbre et son axe théorique mais dans un plan normal au précédent
et paralléles aux axes.
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Figurel-22 : Définition des angles de déviation et d'inclinaison (Umezawa [9])

Des résultats expérimentaux menés par Umezawa [9] mettent en évidence I’ influence
de ces défauts de déviation et d’inclinaison sur le comportement dynamique de I’ engrenage,
notamment sur |’ augmentation du niveau vibratoire.

Le défaut d’ entraxe est également important car il intervient directement sur le jeu de
fonctionnement et modifie la géométrie de I’ engrenement (rapport de conduite). Mitchell [66]
et Welbourn [67 - 68] soulignent son influence et montrent des résultats expérimentaux
obtenus sur une boite de transmission de camion, silencieuse pour un jeu minimum et
bruyante pour un jeu modéré.

Les erreurs d’ excentricités traduisent la non-concentricité entre I’axe du cylindre de
base de I’ engrenage et |’ axe de rotation de |’ arbre auquel il est lié. Ce défaut est présent dans
la totalité des transmissions par engrenages. Il se traduit par la modulation d amplitude
harmonique a larotation des arbres sur les signaux d’ erreurs de transmissions (Figure 1-23).

6, (10" rd/s)

l | ] 1 l ]
% I I T I I T I I

1
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Figurel-23: Modulation d’amplitude caractéristique d’un défaut d’ excentricités
(Sabot & Perret-Liaudet [69])
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Cette modulation se traduit par |’ apparition de deux raies (dans le cas d’un seul étage
de réduction) de fréquences la fréquence de rotations des arbres, et par deux bandes latérales
autour des harmoniques de la fréquence d’ engrenement, définie comme le produit du nombre
de dent de la roue menante par la vitesse de rotation. Ces bandes sont situéesa + f,,, f,

J
représentant la fréquence de rotation de l’arbre | (Figure1-24).
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Figurel-24 : Localisation des bandes latérales dues aux excentricités (Welbourn [68])

Les effets caractéristiques de ces défauts sont connus. Briére [70] a proposé une
technigue de calcul de ces erreurs et a obtenu de bonnes corrél ations expérimentales. Mitome
& Ishida [71], Velex [5] donnent une solution analytique directe dans le cas ou les
excentricités sont faibles devant les rayons de I’ engrenage, ce qui est toujours le cas pour des
engrenages de classe de qualité courante.

[11.2. RAIDEUR D'ENGRENEMENT ET INSTABILITE PARAMETRIQUE

Les variations de raideur d’ engrenement sont principalement causées par |’ évolution
du nombre dents en prise et constitue une excitation interne puissante dans le cas de dentures
droites. Sa fréguence d évolution est égale a la fréguence d engrénement et peut conduire a
I” apparition de régimes critiques de fonctionnement pour lesquels I’amplitude vibratoire
augmente fortement. A I’ approche de ces vitesses critiques, des phénomenes de type vibro-
impact peuvent se produire indiquant un comportement dynamique non-linéaire et des pertes
de contacts partielles ou totales entre les dentures.

Les éguations différentielles associées a des systémes mécaniques a raideur et
amortissement variables sont des équations de Hill qui S expriment :
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M X +C(t) X + K(t) X = F(t) (1-10)

Ces éguations n’ admettent pas de solutions analytiques exactes. Floquet [72] a montré
quil y a possibilité d apparition de résonances lorsque les fonctions C(t) et K(t) sont
périodiques de période T apartir de |'équation homogene plus connue sous le nom d'éguation
de Mathieu-Hill. Ces résonances sont plus communément appel ées résonances paramétriques
ou instabilités paramétriques. Une forme particuliére de ce type d'équation est I'équation de
Mathieu (1-11), pour laguelle le terme d'amortissement est nul.

M X +K({t)X=0 (1-11)

Ce type d'équation a fait I'objet de nombreux travaux synthétisés dans les ouvrages
classiques de Bolotin [73] et de Nayfeh & Mook [74] (Figure 1-25). Gregory & Col. [24]
illustrent ce probléme mathématique sur leur modele torsionnel a un seul degré de liberté
d'engrenage droit, pour lequel la raideur d'engrenement est représentée sous la forme d'un
sinus pur. Ils montrent alors que les instabilités dépendent de la pulsation propre du systeme
et mettent en évidence |’ apparition de perte de contact totales entre dentures a des fréguences
d'excitation proches de celles pour lesquelles le rapport entre la pulsation d'engrénement @,

et la pulsation propre du systeme @, est tel que:

2
o, = r‘fO,n:J,z,... (1-12)

Benton et Seireg [75] ont montré |’ aspect bénéfique de I’ amortissement qui réduit les
tailles des zones d’instabilités et ont mis en évidence le fait que des variations en créneau sont
potentiellement plus dangereuses que des variations sinusoidales (Figure 1-25).
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Figurel-25: Evolutions des zones d’instabilités paramétriques (Benton & Seireg [75])
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D’autres auteurs tel Velex [5] ont appliqués I’ étude de I'instabilité dans le cas d’ une
modélisation tridimensionnelle d'un réducteur simple étage. Les principaux constats
sont listés ci-dessous :

- laforme et I'amplitude de la raideur jouent sur le nombre et lataille des zones
d'instabilités paramétriques

- le facteur d'amortissement a un effet stabilisant, car il supprime les zones
d'instabilités a basses fréquences et réduit leur taille a hautes fréquences

- lataille de ces zones varie avec le rapport de conduite

Les méthodes de recherches de ces zones d’ instabilités paramétriques seront exposees
au chapitre l11.

111.3. LES SOURCES EXTERNES D'EXCITATIONS

Un réducteur a engrenages est un organe complexe intervenant au sein d’ une chaine
cinématique de transmissions. || permet de transmettre la puissance entre un organe moteur et
un organe récepteur tout en réduisant ou augmentant la vitesse de rotation entre son entrée et
sa sortie. |l est donc assujettit a subir lors de son fonctionnement une multitude d’ excitations
provenant des organes auxquelsil est accouplé.

111.3.1. Le groupe moteur : source de régimes transitoires

Parmi les différentes sources d excitation vibratoires externes d'une chaine de
transmission cinématique, |’ organe moteur est |e plus souvent considéré comme la principale.
Le but de cette partie est de présenter les diverses sources d’excitation produites par le
moteur, et les problémes engendrés sur le comportement dynamique des engrenages. |l est a
remarquer que I’influence du moteur sur le comportement dynamique des chaines de
transmissions de puissance n'a été qu'étudiée si ce n'est dans un contexte d’engrenages
déchargés (bruit de cliquetis ou graillonnement).

[11.3.1.1. Les moteurs a combustion interne

Le moteur a explosion est connu depuis plus d un siecle. Son évolution technologique
ne cesse et est passée par des stades d’amélioration tant mécanique qu’ éectronique sous la
pression de I'accroissement et le développement des solutions de transport, aussi bien
terrestres, aéronautiques que navals. Ceci étant de par sa conception et son fonctionnement, il
demeure une source de vibrations importante.

Un moteur a explosion possede plusieurs pistons disposés selon diverses
configurations, parmi lesquelles celles en ligne et V sont les plus fréquentes (Figure 1-26).
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7 i Nl - M - W

Figure|-26 : Différentes configurations de moteurs (Bosch [76])
a. Moteur en ligne, b. moteur en V, c. moteur en étoile, d. moteur a cylindres opposés,
e. Moteur en U, f. moteur a pistons opposés

L ors de son fonctionnement, les pistons subissent tour atour des cycles de combustion
internes a 2 ou 4 temps qui interagissent. Lors de la combustion, de nombreuses forces sont
mises en jeu excitant a lafois le moteur dans sa globalité, mais également les constituants de
la chaine cinématique. Le détail de ces forces n’ étant pas le but de ce paragraphe, le lecteur
pourra se référer al’ ouvrage de Ligier & Baron [77].

La combustion ayant eut lieu, I’énergie mécanique créée est transformée en énergie
meécanique de rotation par un systeme bielle - manivelle. L’ espacement entre les forces de
pression créées dans les cylindres combinés aux effets des couples d'inerties des systémes de
bielles engendre alors une variation de couple et de vitesse transmis au volant moteur, créent
ainsi |I’acyclisme. Le couple (la vitesse) apparait ainsi comme la superposition d’'un couple
moyen (vitesse moyenne) constant et d’un couple (vitesse) oscillant autour de cette valeur
moyenne (Figure 1-27). |l est & noter que ces différentes courbes sont données pour un cycle
de combustion d’un moteur 4 temps a4 cylindres, soit un tour de rotation du vilebrequin.

L es phénomenes d’ acyclisme sont bien connus des constructeurs de moteurs. Dans le
cas de moteurs 4 temps, le spectre fréquentiel est essentiellement composé d’ harmonique
pairs H,, du régime de rotation car il se produit deux explosions par tour. L’ acyclisme d’un

moteur a explosion dépend aors du nombre de cylindres, mais également de I'ordre
d allumage de ceux-ci et du régime moteur (Figure I-27).
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Figurel-27: Diversformesd’acyclisme(Ligier & Baron [77])
a gauche de haut en bas: couple, accélération angulaire, vitesse angulaire et angle derotation en fonction
del’angle du vilebrequin
adroite: évolution du couple moteur en fonction del’angle du vilebrequin pour différentsrégimes

[11.3.1.2. Le mésalignement du moteur - les moteurs éectrigues

Dans la mgjorité de ces transmissions de puissance, les machines de charge (moteur et
génératrice) sont directement liées aux engrenages via des accouplements. Pour les groupes
moto-réducteur dans le secteur automobiles, le moteur transmet |a puissance via |’ embrayage
qui est généralement précédé d'un volant moteur situé a I’extrémité du vilebrequin se
comportant comme un volant d’inertie (Figure [-28). Ce dernier régule I’ acyclisme du moteur
en restituant pendant les phases de temps morts I’ énergie cinétique de rotation emmagasinée
lors des phases de combustion.

Lors de I’ assemblage du moteur et de la boite de vitesse, des différences d’ alignement
peuvent se produire engendrant alors un non - homocinétisme entre la vitesse a la sortie du
moteur et la vitesse a I’entrée de boite. 1l y alors apparition d’une source d excitation
synchrone comparable a de I’ acyclisme. Cette derniére est composée d’ un harmonique unique
H, du régime moteur du fait du non - homocinétisme.

Fourchette

Mécanisme

Figurel-28: Vue éclatée d’ un embrayage mécanique a disque VALEO [77]
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Dans le cas de réducteurs industriels, ou dans le domaine des transports autres que
I” automobile, les réducteurs a engrenages sont le plus souvent liés aux organes moteurs par le
biais d’ accouplements rigides ou élastiques. Dans |e cas de liaison rigide, latransmission de la
vitesse et du couple moteur vers le réducteur s effectue par obstacles. Une grande précision de
montage doit alors étre requise afin d’ aligner I’ axe du moteur et I’ axe récepteur du réducteur.
Pour pallier a ce probléme, la majorité des accouplements rigides possedent des libertés de
mouvement de rotation, le joint de cardan en est un exemple. Dans les accouplements
élastiques, la liberté de mouvements est apportée par I’ élastomére permettant également de
transmettre la puissance.

L’ introduction de désalignement entre le moteur et le réducteur est donc une source
d excitation non négligeable et méme dans le cas d’ un moteur é ectrique monophasé générant
un couple et/ou une vitesse constante, des phénomenes assimilés a de I’ acyclisme peuvent
apparaitre. Dans |le cas de moteurs synchrones triphasés, I’ acyclisme naturel lié au nombre de
pbles peu se combiner aux effets induits par un mauvais alignement des axes moteur et
réducteur et conduire ainsi a des combinaisons fréquentielles complexes.

[11.3.1.3. Les accél érations et décél érations

Suite a la résistance a |I’avancement variable, aux besoins de I’ utilisateur etc...., un
moteur ne fonctionne pas toujours a la méme vitesse de rotation et, dans le cadre des
automobiles en particulier, sa vitesse et/ou son couple nomina ne cesse d' évoluer. Les
accélérations et les décél érations sont également introduites lorsque le moteur doit atteindre sa
vitesse nominale de fonctionnement, qui elleméme peut fluctuer et des coincidences
fréquentielles critiques peuvent alors apparaitre sur les plages de vitesses balayées.

L’ étude de transitoire de type montée et descente en vitesse est relativement répandue
en dynamique des rotors mais n’a, a hotre connaissance, fait I’ objet que de trés peu d’ études
dans le domaine des transmissions par engrenages. Hugues [ 78] a analysé |e comportement au
démarrage de chaines cinématiques entrainées par un moteur électrique et Vernay [79 - 80] a
abordé la problématique du redémarrage en vol d’ un démarreur de moteur d’avion. Dans ces
deux cas, la chaine cinématique est simulée en torsion pure et est soumise a des vitesses et
couples variables.

[11.3.2. Modélisation et problémes posés par |’ acyclisme

L’ acyclisme de part sa composition fréguentielle pose de nombreux problemes dans
les chaines cinématiques de transmissions et il est reconnu comme une source majeure
d excitation qui doit étre prise en compte au stade du développement. Dans la majorité des
cas, |’ acyclisme a été étudié sur les boites de vitesses automobiles.

[11.3.2.1. Les phénomeénes vibroacoustiques

Deux types de nuisances vibroacoustiques ressortent des diverses études sur les
engrenages : le bruit de sirénement ou « whine noise » et le bruit de graillonnement ou « rattle
Noi se ».
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e |esiréenement

Cette source vibroacoustique est de loin la plus courante et la plus importante en
fonctionnement sous charge. Elle est principalement due aux variations de longueur de
contact et par conséquent de raideur d’ engrénement au cours de la rotation auxquelles peuvent
se superposer des défauts de forme ou des corrections mal adaptées. L’ erreur de transmission
sous charge rend compte de ce phénomene tant que le fonctionnement demeure linéaire. Sa
fréquence est égae est la fréguence d engrenement, c'est-a-dire, le produit du nombre de
dents du pignon menant par |a fréquence de rotation de cet arbre menant.

Le sirenement est particulierement perceptible lors de I'utilisation de la marche arriére,
car le couple de pignons utilisé possede une denture droite, configuration particuliérement
nuisible pour I'acoustique. Les causes de ce bruit sont bien connues car les acousticiens |’ ont
étudié en premier et des modifications de géométrie de la denture permettent de I’ atténuer.

E PR i dquglimn critigues
.“E-I' 2 kHz et 3 kHz
E /
E 2 B0 .|'r' Raie de sirenement
o g de 4° Hygy
~0
«© i /
[ { |'I - 1
2000 LN ) e
f Ly ;
: W : Mode propre
Raie de sirenement " de graillonnement
1 500 i Uuntﬁe differentie kS =2 000 tr/min
JsN SR Harmonigues
ol du sirdnement
i
o
1 {0 . . Iy
I | [
a 1040 LRVl 5000 4 g0

Fréequence (Hzt

Figurel-29 : Représentation fréguence - régime d’ une accél ération mesurée sur une boite de vitesse
montée sur un banc de simulation d’acyclisme (Develay [81])

e Legraillonnement

Le bruit de graillonnement est provoqué par les vibrations émises par |’ ensemble des
éléments de |a boite de vitesse non chargés et possédant un mouvement de va-et-vient dans la
limite de leur jeu de denture fonctionnel. Les irrégularités cycliques dues en particulier a
I”acyclisme, méme filtrées en entrée de boite de vitesses, vont solliciter les pignons qui vont
s entrechoquer. La transmission des chocs est principalement solidienne et I’ensemble des
pignons, ainsi que des paliers a roulements, constituent une voie privilégiée vers le carter qui
rayonne ensuite vers le milieu extérieur.

D’une maniére générale, le bruit de grailllonnement est causé par les chocs
intervenants du fait du jeu de denture entre les engrenages non chargés. La Figure 1-30
représente les phases d'évolution du mouvement relatif entre les dentures du fait de
I” apparition du choc de denture.
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Figurel-30: Illustration des phénoménes de chocs de dentures (Johnson & Hirami [82])

Durant la premiére phase du cycle, la vitesse du pignon menant (en trait plein)
augmente et la roue menée (en trait pointillé) reste en contact. A partir du point B, le pignon
menant décélere plus vite que la roue du fait que le couple de trainée de boite est insuffisant.
Ce dernier est en général de I’ordre de 0.1 4 0.5 N.m. Il y a alors décollement de denture et
phase de «vol libre». Le mouvement de la roue est alors uniquement conditionné par le
couple résistant. Au point C, le pignon mené tournant moins vite a rattrapé le jeu de denture et
est donc rattrapé par le pignon menant et un « choc rétro » se produit. Pendant la phase D, le
pignon menant et la roue menée décélerent ensemble jusgu’au point E ou la décélération
devient moins importante que le couple de trainée. 11 y a & nouveau perte de contact jusgu’ au
point F précisant |’ instant pour lequel le pignon menant est rattrapé par le pignon mené. Il y a
alors un « choc direct » qui termine le cycle.

Les phénomenes de graillonnement et donc de chocs de dentures dépendent des
conditions de fonctionnement de la boite de vitesses et sous certain régimes de vitesse allant
de 1400 tr/min a 4000 tr/min. Ces conditions se classent en trois catégories:

- Legraillonnement sous faible charge: il se manifeste en accélération ou décélération
lente, dans une plage de régime de 3000 a 4000 tr/min, ou I’ acyclisme présente les
plus faibles écarts entre faible charge et pleine charge (Figure 1-31).

- Legraillonnement sous forte charge : il se manifeste a la reprise du couple moteur en
bas régime. Ce dernier est d’ autant plus important que le rapport de la boite est élevé.

- Le graillonnement modulé: il est modulé par la premiere fréquence propre de la
cinématique. 11 apparait lors de sollicitations de couple, de lever de pieds et en retenue
dans une |égére descente.
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Figurel-31: Evolution du niveau d’acyclisme en fonction du r égime moteur
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Outre les paramétres de la boite, les éléments suivants contribuent au phénomeéne :
- L’amplitude de |’ excitation, donc de I’ acyclisme
- Lanature de la boite avec, en particulier, le nombre de pieces en mouvement
- Latempérature de I’ huile de la boite

De nombreux auteurs se sont préoccupés du graillonnement ou « rattle ». Les études
expérimental es se sont attachées a établir les criteres d apparition, a identifier les éléments de
la boite responsable du bruit et également les influences des excitations et des parametres
géomeétriques des engrenages. |l ressort de ces études que les parametres clés ayant un effet
direct sur le graillonnement sont I'inertie du pignon fou, I’ accél ération angulaire imposée par
le moteur ou le volant moteur, et donc le couple d’inertie, le couple de trainée, les éléments
dissipatifslors desimpacts et |e jeu de denture (Rust & Coal. [83]).

Plusieurs travaux traitent du comportement global de la chaine de transmission (Sakai
& Cal. [84], Singh & Caoal. [85] ou Padmanabhan & Singh [86]) alors que d’ autres auteurs se
concentrent sur le comportement du pignon fou (Pfeiffer [87], Weidnmer & Lechner [88]). I
est a noté que la plupart de ces études considérent une excitation purement harmonique. Plus
récemment, Barthod & Col. [89] et [90] ont étudié I'influence de I'introduction d’une
excitation multiharmonique et Perret - Liaudet & Rigaud [91] ont abordé I'influence de
défauts d’ excentricités sur le « rattle » d’ une boite de vitesses et sur I’ existence de plusieurs
phases d’impacts en fonction des paramétres géomeétriques des engrenages et des excitations.
Tangasawi & Col. [92] se sont intéressés al’ influence de la lubrification sur les impacts entre
dents et, dans le méme esprit, Brancati & Col. [93] ont étudié I’ effet amortissant du film de
lubrifiant. Pour finir, Vidal & Col. [94] propose une architecture permettant de limiter les
effets de I’ acyclisme.

[11.3.2.2. Modélisation de |’ acyclisme

L acyclisme est fréquemment défini en termes d accélération angulaire mais il est
également possible de le caractériser en fonction du couple moteur, de la vitesse angulaire ou
del’angle de rotation (Figure 1-27). Deux parameétres fondamentaux permettent de le décrire :

e Ordred acyclisme

La notion d ordre d’ acyclisme est directement influencée par le nombre de cylindres
dans le cas d’un moteur a explosion. Lorsque I’organe moteur délivre une vitesse quasi-
constante mais est désalignée par rapport al’axe de |’ arbre primaire du réducteur, la fréguence
d’ excitation dépend aors du mésalignement

Comme dans tous systémes mécaniques évoluant suivant des perturbations
fréguentielles, I'acyclisme peut étre décomposé en spectres d harmoniques et de sous
harmoniques. Il y a aors apparition dune fréguence fondamentale et de fréquences
secondaires.

Deux types d approches peuvent étre trouvés dans lalittérature :
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- Peret-Liaudet & Rigaud [91], Couderc [95], Develay [81], Philippe-Damagnez [96],
Blomqgvist [97] etc. considerent des excitations purement sinusoidales dont la
fréguence est deux fois la fréquence de rotation moyenne.

- Lang & Caol. [98], Dogan [99], Forcelli [100] utilisent pour leurs expériences des
moteurs synchrones triphasés générant des excitations multifréquentielles susceptibles
de représenter le spectre d'un moteur a 4 ou 6 cylindres. Barthod & Col. [89]
effectuent, quand a eux, des expériences avec des excitations dont le spectre
fréguentielle est composé de fréquences égales au double, quadruple et sextuple de la
vitesse de rotation moyenne.

Lors d utilisation de moteurs a explosion, |’ ordre est sensible au nombre de cylindres

mais également aux nombres d'explosions par tour, |'expression de |"’harmonique
fondamentale s' exprime (Ligier & Baron [77]) :

rlcyI

. % (1-13)

H

AVEC:

- Ny, lenombre de cylindres
Mgps 1€ NOMbre de temps (4 ou 2)

L es sous harmoniques généré par |e fonctionnement du moteur sont alors des multiples
de ce fondamental (le lecteur pourra se référer a [77] pour une description exhaustive des
sources d'excitation dans les moteurs a explosion). Dans la plupart des cas, |’ensemble des
harmoniques significatifs pour les moteurs a explosion sont les harmoniques H,,

n=0.57115,2,...6. Il est communément admis qu’en pratique, les plus marquants sont les
H,, H, et le H, pour un moteur 4 temps, et que I'amplitude associée au H, est
généralement dominante.

Pour des moteurs multicylindres, un ordre d’ allumage des chambres de combustion est
défini afin d’ obtenir le meilleure rendement et de répartir les efforts de fagon homogene. Le
fonctionnement d’ un moteur multicylindre est donc un assemblage de moteurs monocylindres
déphasés. A chague harmonique H,, sera donc associée une phase ¢, .

e Amplitude d acyclisme

Comme pour tous modeles d’ excitations d’ un systeme mécanique, la caractérisation de
I”amplitude est primordiale car elle contréle I’amplitude de la réponse. Barthod & Col. [89]
définit I’amplitude de I’acyclisme par |’accélération RMS (Root Mean Square) tandis que
Perret-Liaudet & Rigaud [91] le définit comme un déplacement. Dans la majorité des
moteurs, il est souvent difficile de quantifier I’amplitude de I acyclisme, toutefois, Ligier &
Baron [77] donnent quelques regles concernant les moteurs a explosion selon lesquelles
I”amplitude représente sensiblement 10 % de la vitesse de rotation nominale pour une vitesse
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de 1000 tr/min dans le cas d’ un moteur diesel a pleine charge et 3 % dans le cas d’ un moteur
essence.

L’ amplitude est fonction du nombre de piéces en mouvement, de la technologie du
moteur, des moyens de filtrage,...Elle est également fonction du régime de vitesse du moteur.
Une approche unanime veut que celle-ci soit prise comme un pourcentage de la vitesse de
rotation moyenne dans le cas d’ étude en fonctionnement, et comme une valeur créte (i.e. O -
créte) dans le cas d'étude au point mort (Barthod & Col. [89]). La représentation est alors
donnée par (1-14) :

Ay, = PalQ10) Q0 (1-14)
Avec:
Q,, lavitesse de rotation moyenne du premier pignon menant
- p,(Q,) lepourcentage O - créte de I’ harmonique n, dépendant de lavitesse Q,
- A, représentelavariation créte a créte de lavitesse angulaire

Des définitions de ce présent paragraphe, le modéle d’ acyclisme adopté dans la suite
de ce mémoire conduira alafonction vitesse de rotation suivante :

Ql(t):Qm (1+an(Qlo)Sin(ant+¢n)j (1-15)

AVEC:

Q,, lavitesse de rotation moyenne du premier pignon menant

n le numéro de |’ harmonique
- ¢, laphase associée al’harmonique n

- p,(Q,) lepourcentage 0 - créte associé al’ harmonique n

IV.SYNTHESE DES DIFFERENTS MODELES DEVELOPPES EN
DYNAMIQUE DESENGRENAGES

Au cours des 30 derniéres années, |le comportement dynamique des engrenages a fait
I’ objet de nombreux travaux et les modéles torsionnels a un seul degré de liberté initiaux ont
été remplacé par des approches de type ééments finis intégrant les couplages entre
mouvements de torsion, de flexion et de traction - compression. |l existe désormais des
modéles susceptibles de tenir compte d’'une transmission compléte avec, toutefois, des
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niveaux de raffinement variables en ce qui concerne la description des conditions de contact
sur les dentures et éventuellement les éléments roulants dans les paliers a roulements. Le but
de ce paragraphe est de présenter dans un premier temps un état des lieux sur ces modéles en

dynamique des engrenages, puis de préciser les modeles existants intégrant la simulation des
chocs entre dentures.

IV.1. LESMODELESLINEAIRES

Les modéles linéaires correspondent i) a des portées de dentures complétes, ii) a des
conditions de chargement telles que la contribution de la non-linéarité hertzienne puisse étre
négligée. Dans ces conditions, la fonction raideur d’engréenement est connue a priori et est
indépendante de la vitesse de rotation. 1l est clair que les éventuels décollements de dentures
partiels ou totaux ne sont pas pris en compte par une telle approche.

IV.1.1. Raideur d’ engrénement constante

Les modeles relevant de cette catégorie supposent que les variations temporelles de la
raideur d’engrénement sont négligeables ou introduites de facon détournée via I’ erreur de
transmission par exemple, de sorte que les équations différentielles régissant e comportement
dynamique soient a coefficients constants. Ce type de modélisation est particulierement
approprié pour des engrenages a forts rapports de conduite.

Cai & Hayashi [63], entre autres, ont montré qu'en dehors des zones de vitesses
critiques pour les dentures définies en 111.2., les modélisations du comportement dynamique
d'engrenages peuvent rester de type linéaire (Figure 1-32). Lund [101], de méme que lida &
Tamura[102] considerent une raideur d'engrénement constante pour calculer les fréquences
propres en flexion-torsion. Kahraman [103 - 104] procede de facon similaire pour quantifier
I"influence de I'angle d'hélice sur la prédiction des fréquences propres de réducteurs simple et
double étage de réduction. L’auteur montre également que les excitations basses fréguences

(excentricités, balourds) ont des effets relativement faibles sur la réponse dynamique de
I'engrenement.
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Figurel-32 : Modélelinéaire de Cai & Hayashi [63]
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Sener & Ozgiiven [105], Ozgiven & Kesan [106] ou encore Vinayak & Col. [107]
introduisent les excitations d’ engréenement via |’ erreur de transmission quasi-statique sous
charge combinée a une raideur d’engrenement constante. Les arbres sont modélisés par des
éléments finis & 2 noauds et 6 degrés de liberté par noaud. Par ce biais, les équations du
mouvement restent des équations différentielles a coefficients constants dont le traitement est
relativement simple.
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Figure-33: Modélelinéaire de Sener & Ozgiiven [105]

L avantage de I’ utilisation de ce type de modele a caractere linéaire est de fournir des
solutions analytiques exactes. L e désavantage est de ne pouvoir modéliser de fagon précise les
variations de la raideur au cours du temps, et également les variations dues aux défauts ou
corrections de dentures.

IV.1.2. Raideur d’ engrénement variable

Les modéles araideur variable conduisent a des équations différentielles a coefficients
généralement périodiques. Pour une vitesse de rotation constante, cette variation de raideur est
périodique de période égale a la période d’ engrénement et des équations de Mathieu-Hill sont
obtenues (cf. paragraphe 111.2).

Les premiers modéles relatifs aux systémes avec excitations paramétriques
comportaient peu de degrés de liberté (généralement torsionnels) et traitaient essentiellement
des engrenages droits dont la raideur peut étre approchée par une fonction en créneaux.
Gregory & Col. [23 - 24], Benton & Seireg [108], Wang et Cheng [109 - 110], Masuda &
Coal. [111] ont développé des modéles de trains simple étage a un seul degré de liberté (Figure
[-34), dont la vocation était de déterminer les zones d'instabilités paramétriques, et de calculer
le chargement dynamique sur les contacts entre dents.
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>
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Figurel-34 : Modéle a excitation paramétrique d'un systéme pignon - roue (Benton & Seireg [108])
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Lin & Col.[26] ont étudié les corrections de denture sur un modéle torsionnel
d'engrenages droits a quatre degrés de liberté, en introduisant notamment les inerties motrices
et réceptrices du réducteur (Figure 1-35). Tordion & Gauvin[112] ont analysés les zones
d'instabilités d'un train double étage a engrénements décalés sur un modele torsionnel a trois
degrés de liberté, ou les raideurs d'engrénement des deux engrenages sont identiques et
représentées par des fonctions créneaux. Plus récemment, Rashidi & Krantz [113] ont abordé
I'influence du déphasage entre engrenements sur un modele d'une transmission d'hélicoptére a
engrenements multiples.
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Figurel-35: Modéle a excitations paramétriquesa 4 ddlsen torsion (Lin & Col. [25] - [26])

Velex [5] a proposer un éément de connexion, pour engrenages a dentures droites et
hélicoidales, utilisable dans des modélisations modulaires de type éléments finis. L'écriture de
I'énergie potentielle de déformation de I'engrenage conduit a une matrice de rigidité a
coefficients périodiques, issue d'une analyse tridimensionnelle des conditions de contact
instantanées entre dentures, et permet de simuler différentes architectures de trains
dengrenages a plusieurs étages([34 - 35]), planétaires ou épicycloidaux ([114]). Des
approches hybrides [27 - 115] ont été récemment développées sur une base d’ analyse par
sous-structuration. Les structures a comportement linéaire (corps de roue, support de porte-
satellites, arbre de sortie, etc.) sont condensées par la méthode de Craig et Bampton et sont
ensuite assemblées avec des modélisations a paramétres concentrés, de sorte que les non-
linéarités de contact éventuelles puissent étre traitées sur un modéle avec un nombre de degrés
de liberté raisonnable.

IV.2. LESMODELES NON-LINEAIRES : PHENOMENES DE VIBRO-IMPACTS

Les modéles non-linéaires considerent les séparations de dentures pouvant intervenir
selon certaines conditions de fonctionnement, notamment a |’approche des fréguences
critiques d engrénement. Parmi les autres paramétres susceptibles de générés ce type de
comportement, on peut citer de maniére non exhaustive :
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- lesécarts de géométrie (suivant le profil) ou de montage d'amplitudes importantes
- un amortissement global faible

- defaibles charges transmises en présence de défauts de géométrie

- desfluctuations importantes du couple d’ entrée et/ou de la vitesse de rotation

- des phénomeénes de balourds sur les mobiles

- €tc.

Gregory & Col. [23] et [24] sont parmi les premiers a avoir observé
expérimentalement I'influence de la charge et de I'amortissement sur |'apparition des sauts
d'amplitude dans les courbes de réponse aux abords des vitesses critiques (Figure 1-36). Les
auteurs ont développé une théorie sappuyant sur un modéle torsionnel a un seul degré de
liberté et ont montré que ce phénoméne pouvait se produire méme en I'absence d'écarts de
géométrie. Wang [116 - 117] a déterminé la valeur minimale du couple d'entrée permettant
d'assurer un contact permanent entre dentures droites d'un modéle torsionnel dans le cas de
présence de défauts d’ excentricités.
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Figure1-36: Mise en évidence expérimentale des sépar ations de dentures pour plusieurs amortissements
(Gregory & Coal. [23])

Les séparations de dentures sont généralement suivies d'impacts, lors de la reprise de
contact soit sur le flanc actif (« choc direct »), soit lorsque la totalité du jeu de denture a été
franchi et qu'il y aimpact sur le flanc opposé (« choc rétro »). Ce phénomeéne, de type vibro-
impact, est plus connu sous le nom de «backlash» lorsque le choc est direct et de
« backstrike » lorsqu’il est rétro.

La plupart des modéisations dans la littérature utilisent des diagrammes force -
déplacement comme celui de la Figure 1-37. Wang [118] améliore |la représentation en faisant
varier la pente de la courbe, afin de prendre en compte les variations temporelles du nombre
de couples de dents en prise d'un engrenage droit de rapport de conduite compris entre un et
deux.
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Figure 9. Illustration of different impact regimes. Figure 1. Gear pair model.

Figurel-37 : Représentation du modéle non-linéaire de Kahraman & Singh [33]

Kahraman & Singh [33], Ozgiiven & Houser [28] et [45] superposent |es phénomeénes
de «backlash» a la variation temporelle de la raideur d'engrenement et aux écarts de
géomeétrie pris en compte sous forme d'excitation forcée par |'erreur de transmission quasi-
statique sous charge (Figure 1-37). |Is comparent leurs résultats avec les courbes de réponses
expérimentales de Munro [31] et Kubo [44], et montrent I'efficacité de leur modéle en faisant
également apparaitre des sauts d'amplitude a |'approche de vitesses critiques de dentures pour
des amortissements relativement faibles. Ils observent également I'existence d'interactions
fortes entre I'amplitude de la variation de la raideur d'engrenement et I'apparition des
phénomenes non-linéaires. Enfin, Kiglkay [12], puis Neriya & Col. [64] élaborent des
modeles a excitations paramétriques non-linéaires en introduisant simultanément la variation
temporelle de la raideur dengrénement sous forme dexcitation paramétrique, et les
phénomeénes de « backlash ».

La plupart des modélisations des phénomenes de vibro-impacts sont bidimensionnelles
et reposent sur des model es purement torsionnels d'engrenages droits. Dans ces conditions, les
pertes de contact modélisables ne peuvent étre que des séparations totales entre dentures ce
qui limitent les champs d application et les éudes globales sur les dentures. Peu d’ auteurs
modélisent les impacts de fagon tridimensionnelle. Velex [5] résout les problemes de la
dynamique avec pertes de contacts en couplant un schéma d'intégration temporel et un
algorithme de contact normal (Figure 1-38), permettant un calcul rapide du comportement
dynamique des réducteurs a engrenages comportant des pertes de contacts. Les phénomenes
de «backlash » sont pris en compte a chague instant et les raideurs d’engrenement sont
réactualisées selon qu’il y ait ou non contact.
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Figurel-38: Algorithme global derésolution de la dynamique d’un réducteur a engrenages (Velex [5])

IV.3. ETAT ACTUEL ET POSITION DU PROBLEME

La prise en compte des phénomeénes de « backstrike » est plus rare. Les auteurs
modélisant les chocs rétro sont principalement ceux modélisant les effets de «rattle » tels
Perret — Liaudet & Rigaud [91], Barthod & Col. [89]. Halse & Col. [119], Theodossiades &
Natsiavas [120] ou encore Ottewill & Col. [121] qui considérent les phénomenes de chocs
rétro dans leurs modéles mais considerent géenéralement des engrenages peu ou pas charges,
proches des conditions de fonctionnement favorables al’ apparition du graillonnement.

La plupart des modéles sont purement torsionnels sans introduction d ééments
d’ arbres ou paliers (Figure 1-39). Les analyses sur |le comportement dynamique se concentrent
majoritairement sur les parametres de |’ acyclisme, et trés peu sur les influences géométriques

des engrenages.
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Figurel-39: Modéletorsionnel (a) et banc d’essai de caractérisation (b) d’' Ottewill & Col. [121]

Dans la littérature, les résultats relatifs aux modélisations de chocs et a leurs effets
demeurent relativement rares. Ottewill & Col. [121] présentent des résultats expérimentaux
(Figure 1-39) sur la réponse d’ un couple d’ engrenage soumit a une fluctuation de vitesse sous
faible chargement et faible amortissement. Theodossiades & Natsiavas [120] effectuent quand
a eux une étude sur le comportement chaotique d’ un réducteur, mais modélisé de fagon
torsionnel et mettent en évidence des instabilités de comportement pour certaines
combinaisons de paramétres. Le comportement des engrenages soumis a de |’ acyclisme est
connu dans le cas du graillonnement, ¢’ est a dire sans transmission de couple, mais beaucoup
moins lorsqu’il s agit de transmettre une charge. Dans ce contexte, il s'avére donc intéressant
d aborder le comportement dynamique d’engrenages chargés soumis a de I'acyclisme en
incluant les phénomeénes de chocs direct (« backlash ») et rétro (« backstrike »).

Concernant la dynamique des engrenages sous régimes de d accélérations ou
décélérations, quasiment aucune étude n’'a été effectuée. Seul Vernay [79] a modélisé un
démarreur d avion, mais n’ effectue aucune analyse quand a la contribution des parametres de
fonctionnement, et ne considere qu’ une modélisation torsionnelle. Hugues [78] étudie quand a
lui le comportement global d’ une chaine cinématique de transmission lors du démarrage, mais
en aucun cas le comportement lors de phases d'accélérations ou décéérations en
fonctionnement. Sur ce point, I’ éude de la dynamigue des engrenages sous accél érations ou
décélérations est un point tout a fait nouveau.

V. CONCLUSION

Ce premier chapitre présente un panorama des différentes études relatives a I’ analyse
du comportement dynamique des engrenages. Les constats et conclusions suivants en sont
déduits :

- 62 -



Chapitre I. Dynamique des engrenages : une approche bibliographique

Tout d'abord, il apparait que la caractérisation du comportement dynamique des
transmissions par engrenages seffectue essentiellement au travers de deux parametres :
I'erreur de transmission et le coefficient dynamique. La littérature montre que les
modélisations reposent essentiellement sur la représentation des propriétés de raideurs et des
écarts de forme des engrenages au cours du mouvement.

Les excitations externes quant a elle sont principalement dues aux organes moteurs
et/ou aux machines de charge. Une des sources principales est causée par les explosions
successives dans les cylindres pour les moteurs a combustion interne ou par le mésalignement
du moteur engendrant un non-homocinétisme entre |I'arbre moteur et |I'arbre d’ entrée du
réducteur. Ainsi une définition de ces excitations regroupées sous le terme global
«d'acyclisme moteur » a éé donnée. Celui-ci se caractérise par deux parametres: une
amplitude et des harmoniques chacun associée a une phase. L’acyclisme est connu dans la
littérature car il entraine les effets de « rattle ». Ces derniers sont des chocs « backlash » et
« backstrike » des dentures de la pignonerie peu ou pas chargés, engendrant des vibro-
impacts. Une autre source non négligeable est commenté: il s agit des accélérations ou
décélérations du moteur, lors de demande pour le franchissement d'un obstacle, le
redémarrage dune turbine suite a un calage ou tout autres conditions nécessitant un
fonctionnement transitoire.

Parmi les modélisations proposées dans la littérature, une tres large majorité
demeurent basée sur des modéles simplifiés a un seul degré de liberté et il semble nécessaire
de tenter des approches plus précises incluant les mouvements de flexion, torsion et traction -
compression.
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. INTRODUCTION

L’ approche de la dynamique des engrenages en régimes transitoires est, en soi, un
domaine d'étude relativement nouveau. L’introduction de vitesses non constantes peut
engendrer de nombreux phénomenes dont certains néfastes pour la tenue en service des
réducteurs.

Les résultats de la littérature sont, dans la majorité des cas, obtenus par des
modélisations torsionnelles simples. Des modeles tridimensionnels existent mais ne sont a
I” heure actuelle pas adaptés a la dynamique en régimes transitoires, et ne se prétent pas a des
analyses quantitatives.

Les modeéles torsionnels reposent sur des approches traditionnelles de types masses -
ressorts - amortisseurs a parametres concentrés (Figure I1-1). Les engrenages ne comportent
guun seul degré de liberté de torsion et sont couplés entre eux par une raideur
d engrénement. Les autres éléments constitutifs du réducteur sont omis afin d’éudier le
comportement propre du couple d’ engrenages.

et (1) E

(b}

Figurell-1: Modéle a paramétres concentrés de Blankenship & Singh [48]

D’un point de vue théorique, la représentation a parametres concentrés n’'est
représentative que des premiers modes de vibrations du systeme, et ne tient compte de la
contribution des corps d engrenages que de facon approximative. De plus, les couplages
flexion - torsion entre les différents é éments du réducteur sont négligés. Malgré cela, ce type
d approche n'a jamais é&é mis en cause pour des géométries conventionnelles et a été
confirmé par |” expérimentation (Grégory & Col. [24], Kubo [44], Kiclkay [12]).

Le but de ce chapitre est de mettre en place une modélisation globale d un réducteur
prenant en compte les effets de traction — compression torsion et flexion des engrenages, mais
également les effets des arbres et paliers.

Dans un premier temps, une modélisation tridimensionnelle du fonctionnement
d engrenages en régime transitoire incluant les effets de backlash et backstrike est présentée.
La mise en équations est détaillée avec, en particulier, I'introduction des arbres et paliers.
Enfin la derniére partie de ce chapitre est consacrée alamise au point d’ un algorithme général
de résol utions des équations de mouvements.
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II. MODELE GLOBAL D’'UN COUPLE D’ENGRENAGES

Cette partie est consacrée a la définition d’un modéle basé sur I'utilisation des
paramétres concentrés tres couramment utilisés en dynamique des engrenages. Ce type
d approches permet d’ éviter de modéliser I’ engrenage dans son ensemble par des éléments
finis en le représentant par ses parametres de masse et de géométrie. Le couplage entre le
pignon et laroue s effectue quant alui par |’ intermédiaire de laraideur d’ engrenement.

11.1. MODELISATION - INTRODUCTION DU JEU DENTURE

L’introduction du jeu de denture dans les modeles d’engrenages est généralement
effectuée a1’ aide d’ un diagramme effort - déplacement. La modélisation proposeée introduit ce
jeu au niveau des conditions de corps rigides, c'est-a-dire lorsque I’ engrenage ne subit aucune
déformation.

Les hypotheses relatives a la géométrie des engrenages et a leur fonctionnement sont
les suivantes :

- Les mobiles sont assimilés & des cylindres indéformables parfaits et les flexibilités
sont rapportées sur les plans d’ action théoriques entre engrenages

- Chague mobile posséde 6 degrés de liberté (ddis en notation abrégée) : 3 degrés de
torsion: ¢, v, @, et 3degrésdetrandation: u, v, w, relatifs aux axes (é,f,Z

- Seuls les défauts d’ excentricités des engrenages par rapport aux arbres supports sont
considérés (les défauts de montage ou de fabrication ne le sont pas).

Cette derniere hypothese est justifiée par le fait que les excentricités sont toujours
présentes dans un réducteur a engrenages. Sabot & Perret-Liaudet [69] ont montré notamment
I"influence de ce défaut sur I'erreur de transmission. De plus, il modifie |’entraxe de
fonctionnement, ce qui entraine un jeu de denture non constant.

11.1.1. Modél e a paramétres concentrés avec jeu de denture

Le modéle du couple dengrenages est représenté Figure |1-2. Une coupe
perpendiculaire al’axe Z permet de faire apparaitre un jeu de denture J .
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pignon roue

k(t)

3
c

Figurell-2: Modéle a paramétres concentrés avec jeu

L’introduction de jeux entre les dentures conduit & des conditions de contact
particulieres puisque il y a la possibilité pour le plan d’'action de se situer dans deux
configurations distinctes (Figure 11-3) :

- Soit un contact sur le flanc direct de la denture, nommé par la suite « contact direct »
- Soit un contact sur le flanc arriere de la denture désigné comme« contact rétro »

Sur la Figure 11-3, le plan d’action pour des contacts directs est représenté en bleu
tandis que celui correspondant a des contacts rétro est en rouge. Afin de faciliter la gestion
des conditions de contacts, le paramétre £ est introduit tel que:

- ¢=1 s lecontact est direct

- &=-1s lecontact est rétro

Un second parametre &, est utilise afin de caractériser le sens de rotation du
pignon avec les conventions suivantes :

- &, =1si lepignon tourne dans le sens trigonométrique

- &, =-1s lepignon tourne dans e sens horaire
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f”' Xl
o
mOZ f’
A >
Qi <<
O, o, X
______________________ >
]
— |
ZVv

Figurell-3: Orientation des plansd’action et des normales au contact

En supposant de maniére classique que les normales aux contacts demeurent sur les
plans d’ action théoriques, la normale unitaire sortante par rapport a |’ organe menant (pignon)

sexprime:

ﬁ; =sin(ey,) cos(f3,) S+ € &, cos(er, ) cos(B,) T + e €, sin(B,) Z (11-1)

11.1.2. Modédlisation de I’ interface d’ engrénement

Dans le cas des modéles évoluant a vitesse de rotation constante, les lignes de contact
représentant les contacts entre les dentures se déplacent a vitesse constante
proportionnellement a la vitesse de rotation du pignon. Dans le cas de vitesses variables, il
devient judicieux d'utiliser la variable angulaire associée a |’angle de rotation du pignon

déduit de la vitesse par simple intégration.

En termes de déplacement ramené sur le plan d’ action, il vient (11-2) :
dy, =Rb O, (11-2)

L’interface d’ engrenement est représentée Figure |1-4. L’indice | désigne le pignon
Sil est égal a1, laroue s'il est égal a 2. Chaque ligne de contact, supposée demeurer dans le
plan d action lors de I’engrenement, est discrétisée en N segments de longueur identique,
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chacun possédant une raideur k; constante. Le défilement de ces lignes est caractérise par la

cinématique sans charge de I’ engrénement.
La raideur globale de denture a I'instant t est alors donnée par la sommation des

différentes raideurs éémentaires de chague cellule contenue dans I'interface d’ engrenement
N(t)

T,T, acetinstant, soit k(t) = z ki, N(t) représentant le nombre de cellules contenues dans
i=1

I"interface al’instant t.

dy, =Rb, ©, Plan d action

Figurell-4: Modélisation del’'interface d’ engrénement

I1.2. EXPRESSION DE L'ECRASEMENT DES DENTURES

11.2.1. Expression des conditions de corps rigides

L es développements sont effectués en supposant que les déplacements généralisés sont
des perturbations infinitésimales superposées aux mouvements de corps rigides. Dans la
majorité des cas, cet état de référence est unique et ne pose aucun probléme tant que les
conditions de contacts n’engendrent pas une redéfinition du plan daction théorique.
L’introduction du jeu de denture dans les modeles dynamiques de la littérature traitant des
pertes de contact et des chocs [119] - [121] est généralement réalisé pour des modeles
torsionnels et les particularités associées aux variations instantanées de plan d’ action restent
masguées car n’affectant pas les degrés de liberté de torsion. Dans ce contexte, il parait
intéressant de développer les équations qui gouvernent ces transitions entre contacts directs et
rétros pour des modélisations tridimensionnelles de dentures droites et hélicoidales.

En effectuant une coupe transversale de la denture, les états de fonctionnement des
contacts direct et rétro sont représentés de facon schématique sur la Figure 11-5. La
configuration directe est modélisée par une raideur de contact en bleu, celle rétro par une
raideur de contact de couleur rouge. Le jeu J est le jeu normal aladenture. Lesindices « + »
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et « - » se rapportent aux conditions de contacts direct et rétro. Ainsi le point M | sera-t-il le

point discrétisé du mobile j danslecasdirect. Lanormale nj; représente lanormale sortante

ace point dans le cas du contact direct.

pignon

Figurell-5: Conditions de contacts selon une coupe normale aux dentures

Dans les conditions de corps rigides, I’ engrenage ne subissant aucune déformation, les
indices i n’apparaitront pas. En effet, I’ ensemble des points des lignes de contacts se déplace

de fagon identique.

Figurell-6: Casdu contact direct en condition de corpsrigides: coupe normale aux dentures

Les indices « JO » (j=212) indiquent les positions dans les conditions de corps
rigides. Ainsi la définition du point M7, serale point du solide j relatif aux conditions de
corps rigides en contact direct, M, sera le point relatif aux conditions de corps rigides en

contact rétro.

D’apreslaFigurell-6, il vient :

Y Ve - -5 Ve J
MMy, t :(M10M20+M20M10)t :M10M20+m (1-3)
nf
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La condition dans le plan normal ala denture suivant la normale au contact s exprime
alorspar :

_— —

MM ng =Jng (11-4)

Avec n,, la normale unitaire au pignon dans le cas rétro et J le jeu normal ala
denture

11.2.2. Introduction des défauts d’ excentricités

L’introduction des excentricités pose le probléme d’ un entraxe variable en fonction du
temps, donc de I’ensemble des paramétres de fonctionnement tels I’angle de pression
apparent, I'angle d'hélice, le module,... La modélisation adoptée repose sur une
représentation bidimensionnelle de ce défaut en considérant que |’ erreur introduite par ce
dernier n’ affecte que les conditions de corps rigides (Figure I1-7).

<
X

O, M

ot

O]

[

Figurell-7: Illustration des excentricités

Sur laFigure 11-7, i) lalongueur O,0, représente I’ entraxe nominal a, correspondant
al’entraxe de montage, ii) O,0, I’entraxe de fonctionnement a, évoluant au cours du temps,
iii) O,0, I’excentricité du pignon e, et iv) 0,0, I'excentricité de laroue e,. L’angle ¢
représente ici I’angle apparent de fonctionnement dépendant du temps, A, et A, sont les
déphasages initiaux des excentricités du pignon et de la roue respectivement.

En décomposant le vecteur O,0, , I'entraxe a; s écrit (11-5) :
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a, =[0,0,] = ‘ 0,0, + 0,0, + 0,0,

:H_elx1+ao§+e2 X,

X, ¥ -5
Avec )% =080, —£)8+sin(0, - 4,)t (11-5)
X, =C0s(0, - 4,)$+sin(0, - 2,)t

En effectuant les projections sur les axes du repere global, I’ entraxe s écrit en fonction
des angles de rotation du pignon ©, et delaroue ©, souslaforme:

a, =/(a, ~& cos(®, - 1,)+e,c080, - 4,) +(&,sn(©, - 4)-e,8n(0, - 4,)F  (1I-6)

Les expressions des angles de rotation, des vitesses et accélérations angulaires de la
roue sont développées en Annexe ll.

[1.2.3. Calcul du jeu de denture

Il existe au sein de chague couple d engrenage un jeu de fonctionnement permettant
un bon engrenement qui, pour des engrenages supposés parfaits, est constant. La présence
d excentricités engendre alors une modification continue de I'angle de pression de
fonctionnement dont la valeur peut étre exprimeée en fonction de I’ entraxe de fonctionnement
par :

o, = Arcco{MJ (11-7)

ay

Le jeu de denture norma a la denture s exprime alors comme la somme d une
composante moyenne J et d une composante variable AJ(t), soit :

J) = J+AI(t) (11-8)

La condition de fonctionnement des engrenages permet de relier la variation du jeu
apparent AJ,(t) au pas de fonctionnement apparent et aux épaisseurs curvilignes de

fonctionnement apparentes des dents du pignon et de laroue par larelation :
P07 +AJ (1) = py (11-9)

La particularité de cette condition est de considérer un pas et des épaisseurs variables
au cours du temps du fait de I'angle de pression «, . Ce pas de fonctionnement et ces

épai sseurs de fonctionnement s écrivent :
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_ . cosle)
Py —rntﬂ'w (”'10)

2R (inv(e)-invley ) cosler,)
S¢ = codlr, ) +§ codler, ) ]=12 (11-11)

En injectant ces expressions dans (11-9), et en écrivant que les épaisseurs curvilignes
des dents du pignon et de la roue sont identiques, I’ écriture de la variation du jeu apparent de
denture s obtient par (11-12) :

cosla )
cos(cr,)

AJ (t) =23, [i nv(atf )_ inv(at )]

(11-12)

Lejeu de denture normal aladenture sur le plan d’ action s exprime alors comme :

e

J,(t) = (J +AJ, (t) cos(,Bf ))cos(oenf ) avec (11-13)
Ung = ArCtan(tan(atf )COS(/B f ))

11.2.4. Expression de |’ écrasement des dentures

L es déplacements généralisés étant de petites quantités, ils peuvent étre représentés par
un torseur de petites perturbations pour le mobile j (trandations et rotations infinitésimales
autour des mouvements de corps rigides), exprimé au centre de rotation des lignes d’ arbres

par rapport au repére R, soit :

R = S+ T+6. 7 .
{r. :{ i =9 Vi j 2}11:1,2 (11-14)
v. §+ .

Dans la suite de ce chapitre, I’exposant ¢ serarelatif aux conditions de contacts direct
et retro. Ainsi le point M § serarelatif au contact direct si € =1, au contact rétros &£ =-1. I

en sera de méme pour la normale n_f; . Le rapprochement des points M | s exprime alors par
(11-15) :

—_—

—_—

MM 0 = MM+ MM + MM | (11-15)
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La considération des déplacements par rapport a |’ état de référence des corps rigides
dans le repére R permet d écrire |’ écrasement positif A, entre les points M et M% . En
notant &, le paramétre des conditions de contacts pour chague point de discrétisation et en

1-¢ - . .
remarquant que M, ;M 5, = T‘ J, (t) n; , cet écrasement devient alors:

—

—&; P
20,0 nn}nu

1

A?{UF(ME)—UE(M;)—
(11-16)

Avec MMy =Uf (M) et MMz =U(M3)

L’ obtention finale de I’ écrasement normal de chague point s obtient apres I’ écriture
des déplacements des points M §; aux centres de rotations du pignon et de laroue (11-17) :

— — —_ - AT 1—¢
A"?:[nﬁ OME AR —ni —on;An;} X g — 28' 3, () (1-17)

Avec X =[u, vy W ¢ v, 6, u, v, w, ¢, v, 6,]' levecteur des
degrés de liberté du couple d’ engrenages.

Le regroupement vectoriel des termes V,, dépendant et V,, indépendant des conditions
de contacts permet de réecrire (11-17) sous laforme (11-18) :

N =0y e V) Xy -2 3,00 (1-18)
Avec:
_ 0 i}
Cos(ﬁb ) s n(atf )
0

(X]j Cos(atf )_ Rbl Sin(atf ))Sin(ﬂb)
2, cos(B, )sin(e )
~ ¢ sin(®, - &) cos(4, )sinla, )
0
- Cos(ﬁb)Sin(atf )
0
(x, cosler, ) Rb, sinley, ))sin(5,)
— 2y Cos(ﬂb)sm(atf )
L € Sin(G)z —ﬂZ)COS(ﬁb)Sin(O{tf ) i
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sin(4,)
0
cos(3,) Cos(atf )
e, sin(@, - 4,)sin(B, ) - z, cos(, ) cosler, )
N (el COS(®1 - /11)"' X Sin(atf )+ Ro, Cos(atf ))Sin(ﬂb>
(6, cos(©, — 4,) coslar )+ Ry )cos(3,)
! —s n(ﬂb )
0
—cos(f3,) Cos(atf )
- (e, sin(®, - 4,)sin(8,)- z, cos(B, ) cosler )
- (_ & COS(@2 - ﬂz)*’ Xy Sin(atf )+ sz Cos(atf ))Sin(ﬂb)
(_ ) 003(82 - ﬂz ) Cos(atf )+ sz )COS(ﬂb )

Le changement des conditions de contacts s effectue de maniére unilatérale car il ne
peut y avoir simultanément contact direct et contact rétro :

- S A} >0 lecontact ne change pas. Si ¢ =1 le contact est sur le flanc direct, € et ¢,
restental. Si € =-1, le contact est sur le flanc rétro, ¢ et &, restent a-1.

- S —-J<A] <0 ilnyapasdecontact, € et & nechangent pas de valeurs.

- Si A} <-J lecontact change. Si € =1, le contact devient rétro, £ et & prennent les
valeurs-1. S £ =—1, le contact devient direct, £ et ¢ prennent lesvaleurs 1.

Dans le but de simuler la phase de val libre entre les deux phases de contact, une
fonction porte [I(x) est également introduite. Cette derniére est fonction de I’ écrasement

(donc de ¢,) et seranotée I1. (Figurell-8).

1 @)

~J,(t) 0 A

Figurell-8: Modélisation delafonction porte
L’ écrasement est alors déduit sous laforme:
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AT =11, |:(Vli +6Vy) X 14 Jb(t)} (11-19)

2

Pour des raisons de lisibilité, I'ensemble V,, +¢,V,, sera noté dans le reste du
meémoire par V. représentant le vecteur de structure global.

1. MISE EN EQUATION GENERALE

Un systéme d engrenages quelconque sera caractérisé d’un point de vue dynamique
par des matrices de masses M, et derigidités K, ains que des vecteurs second membre

construits par |’assemblage des matrices élémentaires des divers composants du systeme.
Aing, il est possible de séparer les diverses équations en les regroupant d'une part coté
engrenages, d’ autre part coté arbres, paliers, carters,... Dans le cadre de ce travail de thése, les
carters ne seront pas introduits et les effets gyroscopigques ne seront pas considérés car leur
influence est jugée négligeable dans les gammes de vitesses exploitées.

glob

111.1. MISE EN EQUATION D’UN COUPLE D’ENGRENAGES

La mise en équation des systémes mecaniques s effectue a partir des équations de
Lagrange qui, pour un systemea N degrésde liberté, s écrivent :

gaT_aT+aD+au _
dtdq, dq; 9q; dq;

Q (11-20)

d;, 4; représentent respectivement les déplacements et vitesses genéralises des N
degrésdeliberté, T I'énergiecinétique, D I'énergie de dissipation et U |’ énergie potentielle,
Q; étant laforce généralisee appliquées au degré q; .

L’ énergie de dissipation fait appel a I’amortissement visqueux, trés difficile a
quantifier dans le cas d'engrenages. Les équations consécutives a cette énergie seront
introduites ultérieurement au paragraphe I11.4.2.

Dans le cadre de la modélisation adoptée, les largeurs des engrenages sont considérées
suffisamment petites devant les diametres primitifs pour considérer que les cylindres de bases
sont assimilables a des disques. Ains la matrice d'inertie au centre de gravité O; d'un

engrenage j seraexprimée dans lerepéregloba R par :
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l, 0 O
Ijin )=10 I, O
0 0 I (11-21)
Avec | I'inertietransverse et | ; I'inertie polaire

En utilisant le théoréme de Huygens, la matrice est transportée sur |’ axe de rotation et
sexprimealors:

m, (bf+cj2) -m a;b, -mac,
-mya;c;, -mbc m (ajz+b1.2)
(11-22)
a, — € cos(G)j —lj)
Avec 0,0 =|b, |=|-e sn(©, -4, )| et m lamassedusolide |
C 0

i
Les energies potentielle U, et cinétique T, du couple d’ engrenages s écrivent :

N(t) N(t)

Unr =%(XT (Zni KV VJ X-3I, (A-g )k (xTvi + Jbz(t)jab(t)J (1-23)

i=1 i=1

T, - 3 £V0T +alfol) o) ool

0 o (11-24)
Avec VRO )=| v, | et Q%(0))=| v,
W, 6, +Q,

L’ application des équations (11-20) permet de donner les matrices élémentaires de
masse M, et deraideur K, du couple d'engrenages, ainsi que le vecteur second membre

relatif aux conditions de contacts et a I'introduction de vitesses de rotation variables. 1l est
important de noter que dans ce cas les termes inertiels polaires des engrenages interviennent
dans la modélisation, chose qui n’ apparait pas pour des vitesses constantes.

Les matrices M, et K, sont des matrices symétriques, la matrice de masse est de

plus diagonale.

g

Mog =diagm, m, m 1y Ty 1,om mom, 1, 1, 1) (11-25)
N(t)
Kag = 2T KV, VT (11-26)

i=1
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0
em (Ql Sin(Gl _21)_912 COS(®1 _ﬂ'l))
em (_ Ql 005(61 _/11)"'912 Sin(®1 _ﬂ’l))

0
0
NO g -1,Q,+C,,
Fag = 2L ==k V 3, () + o (11-27)
i=1

e m (Qz Sin(Gz _/12)_95 005(62 _/12))
e,m, (-Q, cos(®,-1,)+Q2sin(O,-1,))
0
0
-1,Q,+C,

[11.2. INTRODUCTION DES ARBRES SUPPORT

[11.2.1. Définition de |’ & ément d’ arbre

L’ engrénement est un élément de couplage entre | es différents modes de vibrations des
arbres. Les modéles d'arbres utilisés doivent donc étre représentatifs de ces effets.
Classiquement dans le cas des transmissions par engrenages, les arbres sont introduits par des
modeles éléments finis de poutres a 2 noauds et 6 degrés de liberté par noauds (Velex [5], Bard
[122], Perret-Liaudet [123]). Les ééments choisis sont & section constante (poutre de
Timoschenko) prenant en compte les effets de traction - compression, flexion et torsion mais
incluant également le raidissement du a la compression de la poutre dans le cas d' utilisation
d’ engrenages hélicoidaux.

Ce type d’éément est illustré sur la Figure 11-9. Les degrés de liberté (ujk ,vik,wjk) et

((pik,z//jk,é’jk) sont les degrés de trandlation et de rotation des noauds j del’éément k.

—

Figurell-9: Elément d’arbrea 2 ncauds et 6 degrésde liberté par ncaud detype Timoschenko
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[11.2.2. Expression de |’ énergie cinétique

L’ énergie cinétique de I'élément de poutre k de section circulaire constante S, et de
longueur L, s écrit:

1 Ly . . . Ly ) Ly . .
Ta :EP[S“ J'(uk2 +V, 2+ W ) dz+ 1, J'(¢9k +Q )2 dz+1, j'((pk2 +, %) dzj (11-28)
0 5 0

AVEC:

- 1, lemoment d'inertie transverse par rapport aux axes S et t

-1, lemoment d inertie polaire de I’ éément d’ arbre par rapport al’axe Z
- p lamasse volumique

- Q, lavitesse derotation de |’ arbre

L'application des équations de Lagrange conduit a I'expression de la matrice masse
M, et au vecteur F, (t) relatif aux effets dinertie de I'élément k (11-29). Ce vecteur

constitue une partie des excitations du systeme mécanique que I'on retrouve dans le second
membre global du systéme d'équations du mouvement.

d|dr, 3 aT B N
_dt [_O“Q } {—Oh }_ M, G+ F,(t) (11-29)
AVEC:

- ( représente le vecteur des 12 degrés de liberté de |’ élément

- M, lamatrice de masse atermes constants (développée en Annexe )

. pl,L
- ,:ak(t)zga%[000001000001r

Il apparait dans les composantes du vecteur F, (t) des excitations produites par les

variations temporelles de |'accélération angulaire du pignon amplifiées par des termes
d inerties polaires. Ces variations proviennent des régimes transitoires, mais peut également
provenir des écarts de géométrie ou de montage introduits sur les ééments d'engrenage. Ils
perturbent la cinématique du réducteur dans sa globalité et modifient la vitesse de rotation des
arbres.
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111.2.3. Expression de |’ énergie de déformation

L’ énergie de déformation du méme élément poutre de section circulaire constante S,
et delongueur L, , est définie par :

1 TENS % L (93) ()’
U, —E(ESk {(Ej dz+Gly, J‘(Ej dz+El,, J‘K?J +[07sz ]dZ] (11-30)

0 0

AVEC:

| o |€@ moment d'inertie transverse de I’ éément d'arbre par rapport aux axes § et t

| . lemoment d'inertie polaire de I’ éément d’ arbre par rapport al’axe Z

- E, G lesmodulesd' Y oung et de Coulomb
L'application des équations de Lagrange conduit a I'expression de la matrice raideur

K dont tous les termes sont constants (11-31) développée en Annexell.

ak

kK, ;
p q (11-31)

111.3. INTRODUCTION DES PALIERS, ACCOUPLEMENTS, MOTEUR ET FREIN

111.3.1. Modéle de palier

Compte tenu de la modélisation entreprise dans le cadre de ce travail, les paliers ne
sont introduits que de fagon simplifiée par I'intermédiaire de ressorts de traction -
compression et de torsion. Ces raideurs additionnelles sont gjoutées au niveau des nceuds du
modele global du réducteur et constituent une matrice de raideur K, relative au palier k. En
premiére approximation, les termes de couplage sont ignorés et les matrices correspondantes
sont diagonales de dimension 6.

En notant (kpu,kpv,kpw) les raideurs de traction associées aux degrés de liberté de
translation (u,v,w) du noeud selon les axes (,f,Z) et (KpprKp oKy ) les raideurs de rotation
associées aux degrés de liberté de torsion (¢,w,8) du méme noaud selon les mémes axes, la
matrice se met alors sous forme diagonale (11-32) :

K o = diag(K oy, Koy Kor Koy Koy 1Ko ) (11-32)

pu’ pv? pw? Tpg t py 1 T pl
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[11.3.2. Modéle d' accouplement élastique

Un accouplement élastique permet la liaison entre les parties motrice et réceptrice et le
systéme d’ engrenages. |ls sont introduits par des termes de raideurs entre les différents noauds
du modele global. Des masses et inerties concentrées peuvent également étre ajoutées de
facon a prendre en compte les effets massiques et inertiels de ces accouplements.

Les raideurs et masses se regroupent sous formes matricielles et relient alors les noauds

des parties moteur et frein et le réducteur. Les matrices sont alors de dimension 12 et se
définissent selon (11-33) pour lamatrice masse et (11-34) pour la matrice de raideurs.

Macck :dlag(mak’mak ’mak ’Iak ’Iak ’Ipacck)

m,, represente lamasse (11-33)
| €t 1, lesinertiestransverses et polaires

K, | 1L 0 0 0 0O 0 -1 0 O O O O]

Kan O 1. 0 0 0 0 0 -10 0 0 O

Kaua O 01 0 0 00 0 -10 00O

Kapi 0O 001 00 0 0 0 -10 0

Koy 0O 0001 0 0 0 0 0 -10

< Kaor o) /0 00001 0000 O0-1
S **1-120 0 0 0 0O1 0 0O O 0 O
Ka 0 -10 0 0 0O O 1 0 O O O

Koz O 0 -1 0 0 0 0O O 1 0 0 O

Kap2 0O 0 0-10 0 0 0 O 1 0 O

Koy 2 0O 00 0O-10 0 0 0 O0 1 O

Ko | 0 0 0 0 0-10 0 0 0O 0 1

(11-34)

Les termes (Ko, Kag: Kan) € (Kapn, Kaya: Kaor) représentent les raideurs de traction et

de torsion des degrés de liberté suivant les axes (§,f, Z).

111.3.3. Modéle de moteur et de frein

Le moteur et le frein sont caractérisés uniquement par leurs masses et leurs inerties.
Ainsi, I'introduction dans le modéle global de ces ééments ne se fera que par gout d une
matrice élémentaire diagonale de masses M, pour le moteur et M, pour le frein. L’ aout

ne se fait alors que sur un seul nceud, elles sont de dimension 6.
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En notant m,,, | I, lamasse, |'inertie transverse et polaire du moteur, m, |,

mot * ' p,

I, lamasse, I'inertie transverse et polaire du frein, les matrices €lémentaires s’ écrivent selon

(11-35) et (11-36) :

M e = diag(m, My .M Im,lpm) (11-35)

mot? " " ‘mot 7" " 'mot * * mot ?

Mfr :diag(mfr’mfr’mfr’lfr’Ifr’Ipf,) (”'36)

L’introduction de ces ééments engendre des efforts consécutifs aux vitesses de
rotation non constantes. Ces vecteurs de force se mettent sous laforme (11-37) et (11-38) :

F®=[0 00000000001, (11-37)

Ffr(t):[o 000000O0O0O0O I, QZ]T (11-38)

111.4. ECRITURE DES EQUATIONS GENERALES DE MOUVEMENT

[11.4.1. Assemblage des divers éléments du réducteur

L’ assemblage des matrices masses et raideurs du couple d engrenages (11-25) et (11-
26), des éléments d’ arbres (11-29) et (11-31), I’ adjonction des matrices raideurs des paliers (11-
32), de masses et de raideurs des accouplements élastiques (11-33) et (11-34), de masse du
moteur et du frein (11-35) et (11-36) conduisent a un systéme d'équations dont la forme
matricielle générale est la suivante :

M g X + Ky X = Fyop (11-39)

glob

AVEC:

Na Nacc
Mo+ D My +> My +M  +M lamatrice masse globale

i=1 k=1

- M

glob =

Na ND Nacn:
- Ky = Kag + D K+ K+ K, lamatrice raideur globale
k=1

i=1 =1

Na
- Fye=Fo (t)- Feong — z F,(t)-F,, (t)-F,(t) lesecond membre global

i=1

- N,, N, et N lenombre d éléments d’ arbres, de palier et d’ accouplements
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Le vecteur F,(t) est issu de I'écriture du travail virtuel des efforts extérieurs au

systéme. Il est alors composé uniquement des couples moteur et résistant s appliquant aux
degrés de liberté de torsion adéquats. Ces couples sont liés par le théoreme de I’ énergie
cinétique (11-40) qui, en négligeant les pertes, conduit alarelation :

Na

2 N, 2 . . .
Z[Zuﬂ +>1, +Z|acckJQj Q 1, QQ+1,9,Q,=C,Q +C.Q, (11-40)

j=1\_i=1 j=1 i=1

Avec:
- |, l'inertie polaire de I’ élément d'arbre
- 1, I'inertie polaire d’ un engrenage

I"inertie polaire d’ un accouplement

I acck

Le couple résistant s écrit alors en fonction du couple moteur, du rapport de réduction

u=-—2 mais également de |’accélération angulaire du pignon multipliée par les termes
1
inertiels des arbres moteur et récepteur (11-41).

Cm N, 2 Ny 1 1 .
Co=—T4|| D Mg+ D1+ g [[U== [+ Ul == 1 [ (11-41)
u —y ry u u

j=1 i

[11.4.2. Introduction de I’ amortissement

Un train d’ engrenages est un mécanisme composé d'ééments liés par des liaisons
nécessairement imparfaites. Lalocalisation et la quantification exacte des sources dissipatives
deviennent tres complexes, voire impossibles. De plus, dans de tels mécanismes,
I'amortissement peut se présenter sous différentes formes : structural, visgueux, etc.

Les engrenages se caractérisent plus particulierement par un amortissement de type
visqueux, puisgue la liaison entre dentures est lubrifiée. Une partie de la dissipation semble
provenir des effets d'écrasement de ce méme film lubrifiant. Par ailleurs, pour un régime de
fonctionnement de type éastohydrodynamique a film complet, la contribution des efforts de
frottement est généralement négligée devant celle des efforts normaux.

D'un point de vue modélisation, I'insertion d'un éément d'engrenage nécessite la prise
en compte d'un amortissement qui ne peut étre que global. Non quantifiable a priori, il est
alors introduit via un amortissement visqueux équivalent . La matrice d'amortissement

correspondante est obtenue a partir de la matrice masse globae M, et de la matrice de

rigidité globale du réducteur K, , moyennée sur le temps et dans |'espace afin de définir une
base de modes propres ¢ al’arrét de la structure vis-a-vis de laquelle les matrices de masse et
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de raideur moyenne sont orthogonales. La matrice d’amortissement est alors diagonae et
S écrit :

Cyep = diag(2& M, /4, ) (11-42)

AVeEC:

- m, lacomposante de la matrice masse modale globale M
mode k

T . .
glob — oM g|0b¢ assocliee au

- A vaeur propre associés au mode propre ¢, résultant de |'égalité
det(K

gob — AM g ) =0, A matrice diagonale des valeurs propres.

La matrice damortissement est alors exprimée dans la base physique par la
transformation inverse (11-43) :

Cglob = ¢_TCglob¢_l (11-43)

Il est a noter que dans la suite de ce mémoire, les facteurs d amortissement seront
supposés constants et identiques pour tous les modes. La derniére hypothése simplificatrice
peut étre relaxée sans difficulté théorique mais implique une identification de ces parametres
qui ne peut étre qu’ expérimentale. Les valeurs rencontrées dans la littérature se situent dans
une plage allant de £ =0.013 pour Gregory & Col. [23] et [24] a £ =0.17 pour Ichimaru &
Hirano [124]. L’ ensemble des applications numériques de mémoire considérera des valeurs
comprises entre 0.05 et 0.1, ce qui semble raisonnable et réaliste.

[11.4.3. Ecriture global e des équations de mouvement

L'introduction des termes d'amortissement dans le systéme d'éguations (11-39) conduit
a la forme générade des équations du mouvement. Il sagit dun systéme d'éguations

différentielles du 2" ordre non - linéaire (suite a I’introduction du jeu de denture et des
phénomenes d’'impacts) et a coefficients dépendant du temps afin de simuler les évolutions
des portées sur les flancs de dentures :

X+C, . X+K

glob glob glob

M X = I:glob (”'44)

V. RESOLUTION DESEQUATIONS DE MOUVEMENT

Les équations de mouvement étant trop nombreuses, une résolution numeérique
s impose. Ces résolutions reposent sur I’ utilisation de schémas numériques de toutes sortes,
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les plus connus étant I'algorithme de Newmark & accélération constante ou Newmark
implicite, les méthodes de Runge Kutta, I’ algorithme HHT de Hilbert Hugues Taylor.

Dans le cas de régimes stationnaires, la résolution des équations est effectuée pas a pas

dans le temps. Il convient donc de caractériser les changements de plan d’action lors des
chocs directs et rétro ainsi que la cinématique instantanée des contacts.

IV.1. DEPLACEMENT DES POINTS DE CONTACTS POTENTIELS

Dans le cas d une modélisation globale des éléments d’ engrenages, 2 configurations
de contacts peuvent intervenir. Aing les distances x;,, j =12 définies au paragraphe I1.1.2

peuvent étre différentes pour ces 2 configurations.

Les Figures 11-10 et I1-11 représentent les plans d’action dans les cas respectifs du
contact direct et rétro. L’ état de référence étant celui du contact direct, la connaissance des

distances x; n'est a priori pas connue. Les distances z" et z= sont égales et de mémes
signes.

d+

> Plan d’ action

M Po :

Zi+ . E "/ .

e v T, /|1 >£1
: ./0 »
 /
x % X;
v 7

Figurell-10: Interface d’engrénement dansle casdirect a un instant donné
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d Plan d’ action

. -

A

Figurell-11: Interface d’ engrénement dansle casrétro a un instant donné

Le défilement des points de contacts de |’ état de référence est déterminé a partir de
T,T,. En notant d* la distance du premier segment de discrétisation de la premiére ligne de

contacts entrant dans la fenétre d’ engrénement T, T, , le repérage de la totalité des points a un
instant t >0 est donnépar d* =T,T, + Rb,|©,|, avec d* =TT, at=0.

En notant x, la coordonnée de M| suivant 77, les coordonnées x; €t X; projetées

surl’axex—1 sont pour leslignesde contact N,N+1 N +2,... :

{xﬂ =d"+TT, =X, Sin(ﬁb)+n Put .n=012,...
X =—(T,T, = %) (11-45)

d*+T,T, - min(L L )tan(/)’b)+ np, <T,T,

pig ? —rou
Lacoordonnée z" est elle donnée par :

il bo) ) (11-46)

2 = x, cosf,) -

Dans le cas du contact rétro, il peut y avoir un nombre de lignes de contacts potentiels
dans la fenétre d engrenement différent du cas du contact direct. 1l est & noter que le

défilement des lignes de contacts rétro s effectue selon — X, et que les distances T,T,, T,T,
et T,T, sont identiques dans le cas direct et rétro.

En éudiant la position des points de contacts donnée sur la Figure 11-12, avec en bleu
le plan d'action dans le cas direct et en rouge le cas rétro, il apparait que ces points ne se
situent pas aux mémes coordonnées et sont décalés.
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r A <, A e
t /f Y, //' X,
/Tl_ , T, _~
T
N; T
" N;
O, ’ | 0, S
NJ+I atf T+'
T, 2
\Tl+ T, >
— _’\ NG _
Z @ Y X \\ X,

Figurell-12 : Coupe dansun plan normal aux axes derotation a un instant donné

La position du premier segment N du cas de contact direct reproduit sur le plan

d’ action dans la configuration rétro (noté N i) est donnee par larelation (11-47)

T 'Nj =T, T, +d*
TN +d"+T'T7 +T N, =np,, n=012.. e (11-47)
T :2(7[_atf )Rbl

Ains il suffit d'gjouter la quantité min(L,,L,,, )tan(B,) et |'épaisseur de base
apparente d’ une dent du pignon ala quantité précédente. De cette fagon la position du premier
segment N; de la premiere ligne de contact entrant dans la fenétre d’ engrenement du cas

rétro devient :

TliNjii =N Py _T1+IT1+ —d’ - 2(”_ o )Rbl + Srgig + min(Lpig ) Lrou )tan(ﬁb)
, (11-48)
Avec ntelque T, N; >T, T~

En effectuant les mémes développements que dans le cas direct (avec
d” =T N; ~T,T,), I'écriture des composantes X;; sobtient par (11-49) pour les lignes

N,N+1 N+2,..., lacoordonnée z~ étant laméme qu’en (11-46) :
{X]; = d_ +T1Tl _min(Lpig’Lrou)tan(ﬂb)+ Xr] Sin(ﬂb)+ n pbt ,n= 0,1’ 2’
Xi =—(TT, = %) (11-49)

d_ +T1T1‘ - min(Lpig ! I-rou )tan(ﬁb)-l_ n pbt < T1T2
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IV.2. ALGORITHME GENERAL DE RESOLUTION

L’idée directrice de la mise en place d’ un algorithme général est de prendre en compte
achague instant les différents états des engrenages a |’ intérieur du processus de résolution. Le
schéma implicite de Newmark est choisi pour sa stabilité numérigue et son ratio temps de
calcul - précision intéressant pour des applications industrielles.

Dans le but de modéliser les éventuelles pertes de contacts et de reprises sur les flancs
direct et rétro, un algorithme de contact unilatéral est mis en place au sein méme du processus
de résolution par I’ agorithme de Newmark. Ainsi aprées avoir calculé I’ état du systéme a un
temps donné, la résolution est effectuée et un test sur les conditions de contact intervient.
Selon ce test, il y a soit contact entre les points des lignes de contacts, soit aucun contact.
Dans ce dernier cas, la matrice de raideur est réactualisée et une nouvelle résolution est
effectuée. Le processus est poursuivi jusqu’a convergence. Le schéma général de résolution
de I’ agorithme de Newmark implicite couplé a celui de contact est présenté Figure 11-13.

Pour I’ensemble des simulations de ce mémoire, la condition initiale en déplacement
sera la déformée statique du réducteur, les vitesses et accélérations étant mises a zéro. La
déformée statique est calculée al’ aide de la matrice de raideur moyennée sur le temps et dans

I'espace K, €t du second membre F,, constitué uniquement des couples moteur et

résistant moyens soit :

{Xo = Kglob Fglob (11-50)
X
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Initialisation : t, X, X,, X,

A 4

—_— Incrémentation temporelle: t ., =t +dt

y
Calcul de I’ écrasement pour chague point M §
dansle cas direct et rétro

A 4
Calcul des conditions de contacts globales ¢,
pour chaque point

Calcul de lamatrice de raideur globale et du
second membre global

v

Intégration par |’ algorithme de Newmark
implicite

A

A 4

Calcul del’écrasement A pour chague point

M f. dans le cas direct et rétro E

\ 4
Calcul des nouvelles conditions de contacts
pour chaque point : &'

Existe-t-il un point tel que
gl e

Est-ce que le nombre de pas de
temps du calcul est atteint ?

Sortie des résultats

Figurell-13: Algorithme général de résolution
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V. CONCLUSION

L’ objectif de ce chapitre est de mettre en place une modélisation globale d un
réducteur sous régimes transitoires. La base théorique repose sur une approche de type
parametres concentres et le formalisme des torseurs de petits déplacements généralisés. Les
résultats expérimentaux ont généralement validé cette modéisation pour des engrenages
monoblocs qui constituent la majorité des applications industrielles.

L’ influence des jeux de denture a été fréquemment introduite dans des modeles du
comportement dynamique d engrenages mais essentiellement pour des systémes a un seul
degré de liberté et/ou en torsion pure. La prise en compte précise dans des modélisations
tridimensionnelles n’avait, a notre connaissance, jamais été entreprise (ou présentée). Les
principaux constats sont que le passage de conditions de contact directes a rétro conduit a des
changements de plan d'action et a des variations d’'angle d’ hélice (qui pour des engrenages
hélicoidaux se traduiront, entre autre, par des inversions des poussées axiales).

Les arbres de transmission sont, quant a eux modélisés, par des ééments finis de
poutre de Timoshenko avec effets secondaires de cisaillement et de rotation des sections
droites. Les autres composants sont simulés par I'intermédiaire de masses et de raideurs
concentrées. Le modéle global ainsi créé est alors un modele hybride comportant a la fois des
élémentsfinis, des é éments d’ engrenages et des masses et de raideurs localisées.

Un agorithme de résolution est développé, il combine a la fois les problemes
d incrémentation temporelle et de gestion des paramétres de contacts et prend en compte le
déplacement des lignes de contacts, aussi bien dans le cas direct que dans le cas rétro. Les
équations du mouvement et les conditions de contact normales sur les dentures sont résolues
simultanément en couplant un schéma d’intégration pas a pas dans le temps et un algorithme
de contact.
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CHAPITRE 11

ETUDE ANALYTIQUE ET NUMERIQUE
D’UN MODELE TORSIONNEL EN

PRESENCE D’'ACYCLISME
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. INTRODUCTION

L’introduction de régimes transitoires en dynamique des engrenages est une voie
d étude relativement nouvelle et, en suivant, le méme cheminement que pour les approches
dédiées aux régimes permanents, Nous Nous intéresserons dans un premier temps a un modele
torsionnel. Les arbres et paliers ne sont pas considérés et un seul degré de liberté est affecté au
pignon et a la roue respectivement, a ce stade, les défauts et écarts de forme ne sont pas
introduits. L’intérét principal est de pouvoir accéder a des solutions analytiques ou quasi-
analytiques qui permettent des analyses qualitatives et quantitatives relativement générales
des paramétres les plus influents. Par ailleurs, il semble opportun de définir ou redéfinir
rigoureusement les hypotheses et la démarche de modélisation en se basant tout d’abord sur
ces modéles simples. Le modéle adopté est donc un cas particulier ssimple (le plus simple) des
dével oppements présentés au chapitre 1.

Dans un deuxieme temps, des méthodes de résolutions analytiques originales sont
dével oppées pour des les cas d’ engrenages a dentures droites et hélicoidales et comparées a
des résolutions numériques. L’intérét ici est de pouvoir calibrer les méthodes de résolution
numériques afin de les appliquer dans des cas plus complexes ou les approches analytiques
sont inopérantes.

La troisiéme partie de ce chapitre traite de I’ étude de la stabilité paramétrique des
engrenages soumis a des fluctuations de vitesse périodiques. Le probléme a été largement
étudié pour des vitesses de rotation constantes mais n'a, a notre connaissance, jamais été
abordé pour des mobiles soumis ade I’ acyclisme.

Enfin une analyse paramétrique portant sur quelques uns des paramétres géomeétriques
et de fonctionnement principaux conclut ce chapitre.

II. MODELE TORSIONNEL D'UN COUPLE D’ENGRENAGE

Cette partie est consacrée a la définition du modele adopté, il découle directement de
la modélisation globale du réducteur définie au chapitre 11 dans le cas particulier d’ engrenages
sans défauts ni écarts de forme.

11.1. RESTRICTION DU MODELE GLOBAL A UN MODELE TORSIONNEL

11.1.1. Modéle masse - ressort avec jeu de denture

Larestriction du modéle globa permet d’introduire le couple d’ engrenages comme un
modele masse - ressort - amortisseur (Figure 111-1). Chague mobile est représenté par son
inertie polaire et le pignon et laroue sont liés par la raideur d’ engrénement. Le couple moteur
est appliqué sur le pignon, le couple résistant sur la roue. Le jeu de denture est, quant a lui,
supposé constant (les défauts d’ excentricité ne sont pas consi dérés).
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Chapitre I11. Etude analytique et numérique d’ un modele torsionnel en présence d’ acyclisme

pignon roue

k(t) J
v C
').C_r

Figurelll-1: Modéletorsionnel

En ne considérant que les composantes de torsion autour de |’ axe Z , I écrasement des
dentures A° est donné par :

& =e[Rb, 6, + Ro, 0, ]cos(,)- 151, (1)

La déflexion au contact apparait comme indépendante de la position du point de
contact potentiel sur la plan de base et I’ ensemble des paramétres de contacts ¢; et I1, sera

remplace par les parametres uniques ¢ et I1.

Dans la suite de ce chapitre, I’ erreur de transmission sera définie par :
A, =[Rb, 6,+Rb, 6, ]cos(53,) (111-2)

Le systeme ne possédant que deux degrés de libertés de torsion, les changements de
conditions de contacts s expriment alors :

- S A, >0 lecontact nechangepas. Si € =1 le contact est sur le flanc direct, ¢ restea
1. S £=-1, lecontact est sur leflanc rétro, £ restealavaleur -1.

- S -J<A, <0,il Ny apasdecontact, £ ne change pas de valeurs,

- S A, <-J lecontact change. Si € =1, |le contact devient rétro et ¢ prend lavaleur -
1. S £ =-1, lecontact devient direct et £ prend lavaleur 1.

Lafonction porte est quand a elle inchangée et varie en fonction de I’ écrasement.
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Chapitre I11. Etude analytique et numérique d’ un modele torsionnel en présence d’ acyclisme

11.1.2. Mise en équation

La mise en équation se déduit du modele global en ne prenant que les égquations de
torsion relativesal’axe Z (111-3) :

1, (6, + )+ c R, cos(f, ) A, +TTk(t) Rh, cos(ﬂb)(Aw +1‘78Jb>j =C,
(111-3)

1, (6, +9,)+cRb, cos(8,)A, +ITk(t) Rb, cos(ﬂb)(A" +1_Tg ij =C,

L’ introduction du théoréme de I’ énergie cinétique (en négligeant les pertes) définit la
dépendance du couple résistant en fonction du couple moteur et permet de ramener le systéme
(111-3) & une seule équation dont I'inconnue est I’ erreur de transmission :

2 2 2
A, +MAU +HMA" =T(t)-1I 1-¢ J, k(t) cosl3,) (111-4)
M M., 2 M,
Avec:
- M L1 la masse équivalente du couple d’ engrenages

1L, RO +1, Ro?

r(t):;zS(—I\IBAb)(CR"'Q1 |2U)

[1.2. DEFINITION DE LA RAIDEUR D’ENGRENEMENT

[1.2.1. Approche ssimplifiée

A ce stade, il est nécessaire de définir le terme de raideur k(t). Dans le chapitre |, il a

été démontré que laraideur d’ engrenement était un é ément fondamental a prendre en compte
lors de calculs en dynamique. Le travail proposé dans ce présent chapitre a pour but d' étudier
le comportement dynamique al’ aide de modéles simples mais néanmoins représentatifs.

Pour une vitesse constante de rotation €2, du pignon, cette raideur d’ engréenement est

périodique de période |a période d’ engrenement T,, définie par :

_I_:27r 27

"7 o o (111-5)
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Chapitre I11. Etude analytique et numérique d’ un modele torsionnel en présence d’ acyclisme

La succession du nombre de dents en prises engendre une fluctuation de cette raideur
autour d'une valeur moyenne. Dans le cas de dentures droites, il est ains possible de
représenter la raideur d’engrenement comme une fonction créneau, la valeur maximale
correspondant a deux paires de dents en prises, la valeur minimale a une seule paire (Figure
[11-3). Dans le cas de dentures hélicoidales, |a représentation est plus délicate. En fonction de
I’angle d’hélice, la variation de la raideur évolue plus ou moins selon un diagramme en
trapéze (Kucglkay [12]). L’idée consiste aors a approximer cette fonction trapéze par une
fonction sinus (Figure I11-2).

kv(t)——~ "exact"

4 --—- approximation
-~ ~
! \’\D/\ v
i/ ’ \
(WA
\ /

~Yle—g.,

~

vOo

-
Figurelll-2: Variation delaraideur d’engrénement pour une denture hélicoidale (K liclikay [12])
Velex [5] a montré que la fluctuation de raideur d’ engrenement devient plus faible &
mesure gue |I’angle d hélice augmente et suggére 2 modeles d’ évolution périodique de la
raideur (Figure 111-3) dans le cadre d’une modélisation torsionnelle pour des vitesses de
rotation constantes :

- Un modée en créneau correspondant au cas de dentures droites

- Un modée en sinus correspondant au cas de dentures hélicoidales afort angle d’ hélice

K(t) 2 couples
/ *a
t
1 couple
S
Tm 1

ou.

k(t)

m t

Figurelll-3: Diagrammederaideur utilisée par Velex [5]
(haut : modéle créneau, bas: modéle sinus)

11.2.2. Raideur adoptée - mise en équation finale

Dans le cas de vitesses de rotation constantes, la raideur d engrenement peut
s exprimer comme la somme d’ un terme constant et d’ un terme périodique sous laforme :
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Chapitre I11. Etude analytique et numérique d’ un modele torsionnel en présence d’ acyclisme

k(t) =k, 1+, (1)) (111-6)

AVEC :

- Pour un modéle en créneau : ®d(t) =+1

- Pour un modéle de type sinus: ®(t) =sin(Q,t), Q. la pulsation d’engrenement
constante en rad/s

Dans le cas de I'acyclisme, la vitesse n’est plus constante mais évolue autour d une
vitesse moyenne, comme décrit dans (I-15) au chapitre |, paragraphe 111.3.2.2. 1l est alors
judicieux de considérer la raideur d’ engrenement comme une fonction périodique de I’angle
de rotation qui est lié alavitesse de rotation par une simple intégration :

0, = [Q,()dz (111-7)

to

Dans |la grande majorité des analyses en dynamique des engrenages, le tempsinitia t,

est considéré comme nul. Dans le cadre de ce chapitre, il en sera de méme. L’introduction de
(1-15) dans (111-7) donne alors la formulation de la coordonnée angulaire :

0= ts Y 2P (o0 coda, t+9,)
n=0,051,... n (111-8)

Avec Q_, =7, Q,, lapulsation moyenne d’ engrenement en rad/s

L’ étude dynamique a vitesses constantes apparait alors comme un cas particulier
d acyclisme avec un pourcentage de fluctuation nul. L’introduction d'une phase initiale
S effectue en supposant t, = 0. L’introduction des variations de vitesses dans la fonction

d(t) a pour conséquence de moduler la raideur d’ engrénement. Un exemple d’ évolution de
cette fonction est donné Figure 111-4 dans le cas d' évolution en créneau et en sinus.

enn e e ﬂ

0,004 0,004

44 4 — L L

Temps (en's) Temps (en s)

(@ (b)

Figurelll-4: Evolution delafonction ®(t)
(a) : modélecréneau - (b) : modéle sinus
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Chapitre I11. Etude analytique et numérique d’ un modele torsionnel en présence d’ acyclisme

Dans le cas particulier d'utilisation d harmoniques entiers représentant les
contributions les plus importantes, la période non constante T, n’est plus la période de la
raideur. Cette derniére est alors de période la période de rotation moyenne du pignon (111-9).
Si I’ensemble des harmoniques définis par (1-15) est considéré, la période devient le double
de cette derniére (111-10).

2T .
T :T01:Q—SI n=012... (111-9)

acy
10

T =2T, s n=005115,... (111-10)
Lesfonctions d’ engrenement ®(t) se résument suivant (111-11) :

Modéle créneau : O(t) =P(0,) =11
(11-11)
Modélesinus: ®(t) =®(©,)=sn(O,,)

Finalement |’ équation différentielle (111-4) peut étre réécrite en fonction de la pulsation
propre du couple d’ engrenages non amortie sous laforme :

.. . 1—
A, +2Ewy A, +TT @ A+, (ID(t))(AU +Tg ij =T(t) (111-12)
Avec:
K, . . ,
- W, = cos(,Bb) v la pulsation propre du systeme non amortie
e

- & lefacteur d amortissement visqueux réduit
- T(t)=T,+T,Q,

0., ladéflexion statique et T :Mu I,

Cos(ﬂb)c =0)25
R 0 “m?» szMeq

°" Rb, M,

1. RESOLUTION ANALYTIQUE DES EQUATIONS DE
MOUVEMENT

Lorsque cela est possible, la résolution analytique des équations du mouvement permet
d étudier directement I'influence des paramétres régissant leur comportement. Dans le cas
d' équations a excitations paramétriques qui nous concerne, il n’existe généralement pas de
solution exacte (Floquet [72]), toutefois, en introduisant des raideurs d engrénement
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Chapitre I11. Etude analytique et numérique d’ un modele torsionnel en présence d’ acyclisme

simplifiées mais représentatives, il est possible de résoudre ces équations moyennant quelques
hypotheses. Le fait que la vitesse de rotation soit variable impose des difficultés
supplémentaires.

Dans un premier temps, le modéle de raideur en créneau (constante par morceau) sera
abordé puis la seconde partie sera consacrée a la présentation d’une méthode de résolution
originale pour le modéle de raideur en sinus. Une comparaison avec des méthodes
d'intégration numériques sera également fournie et une nouvelle définition des vitesses
critiques d engrénement sera proposee. La troisieme partie sera consacrée a une anayse
paramétrique.

[11.1. APPROCHE DANS LE CAS DE DENTURES DROITES

[11.1.1. Développement théorigue

Dans le cas de dentures droites, la fonction ®(t) est approximée par un diagramme
créneau dont les valeurs dépendent de I’ angle de rotation (Figure I11-5). 11 est a noter que cette

fonction est périodique de période é)—ﬂ S elleest tracée en fonctionde O, .

m

A (I)(Qm)

+1 -

TY T2 TS| T 2T

Figurelll-5: Définition delafonction ®(© ) utilisée (casd harmoniquesentiers)

Dans le cas des contacts direct ou rétro, ®(t) est constante par morceau et sera définie
selon les relations (111-13). Chague temps T, est définit a partir des caractéristiques

géométriques des engrenages. Dans le cas d apparition de la phase de vol libre, la raideur
sannule.

d(t)=1s8 0<t<T,
d(t)=-18 T, <t<T,

. (11-13)
P(t)=18T,<t<T,

etc.... jusqu'a T, =T,
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Chapitre I11. Etude analytique et numérique d’ un modele torsionnel en présence d’ acyclisme

L’ équation du mouvement (I11-12) peut, dans ces conditions, étre décomposée en trois
equations (111-14), (111-15) et (111-16) relatives aux cas ®(t) =1, d(t) =-1 et au cas du vol
libre:

. . 1—

Ay +28 0y Ay +TL @] (L4 04,) Ay, =T(1) —HTE Jp @ L+ &) (111-14)

. . 1—

Ay +28 0y Ay +TH @07 (1~ 0ty ) A, =T'(1) —HT‘S Jp @ - a,) (111-15)
Ay +2E wy Ay, =T(t) (111-16)

Les solutions obtenues sont alors raccordées par des conditions de continuité en
vitesses et en déplacements aux temps de transition T. (111-17) liés au changement du nombre

de dents en prises. Les conditions de raccords des solutions dans le cas de changements des
conditions de contacts sont repérées aux temps t, (I11-18). Ces dernieres sont définies

comme : direct - vol libre, vol libre - direct, vol libre - rétro, rétro - vol libre.

Altr (T|) = Aztr (T| )
{Am (T) =y (T) (-1

Ag, (t,) = Ay, (t,) 3
{A&r(tp):Aktr(tp)’ k=12 (111-18)

Dans les cas des changements vol libre - rétro et rétro - vol libre, 1a condition de
continuité en deplacement s écrit A, (t,) = J,, dansles cas du changement direct - vol libre
et vol libre - direct, lacondition s ecrit A, (t,) =0.

> Résolution de (111-14) et (111-15)

L a dérivation temporelle de (I-15) donne €, qui S exprime alors:

Q= D palQy)Qy @, cosl@, t+9,) (111-19)
n=0,0.51,...

Les équations étant a coefficients constants, la résolution s effectue sans difficulté et
conduit a:

Avy = e s (Am COS(@y 1) + By sin(@y, t))"’ =M
+ Y. b, cos(w, t+¢,)+Cy Sin(w, t+¢,) k=12 (111-20)

n=0,0.51,...
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Avec:

- Wy =0y 1t — &, 0y = 0, \1-a,, — £, lesdeux pulsations propres

T, 1-¢ , 1l

- = - J,» @, = J
e, 2 U ) 2
_ b1 _ Q1opn (Qlo)rl @, (wg (1+ akm)_a)r?) — Q1opn (Qlo)rl @, (wg (1_ akm)_wr?)
n 2 ' M2n T 2
(@0F (Lt 0tn) - 02 ] + (2 @, 0, (f - t) - @2 ) +(2¢ 0, @,
- thwo Q10 pn(Qlo)rl wr? o thwo Q10 pn(QlO)rl wr?
n — 2n T

(a)g (1+0{km)_a)§)2 +(2§a)n a)o)z ’ (a)g (1_0(km)_a)r?)2 +(Zé:a)n a)o)2

- A, et B, des constantes déterminées a partir des conditions initiales A, (t,) et

Ay (to) , et des conditions de continuités aux temps T, et t .

> Résolution de (111-16)

La résolution ne pose également pas de difficulté et s effectue de maniéere classique
(111-22) :

A

A (e—z-fwo(t—tp) _1) T, (t—tp)
tr3 = Zgga)o 25(00 + BV +298a)0 1—‘l QlO n_oéfn(QIO)(%(t) + Sz(t)>

S.n(a)n t+¢n) _S.n(a)n tp + q)n) @, (COS(a)n t+ ¢n) —COS(a)n tp + ¢n))

S,(t) =

o +(2¢ w,) 2¢ m, [0 +(2£ @, ))
St)=—2 R (cos(a)t +0)+—2 sin(o, t +¢)]
2 wao(a),f+(2§a)o)2) nRT 28wy noeon

(I11-21)

Les constantes A, et B, sont obtenues a partir des conditions de continuité aux temps

Les résolutions donnant chague solution A, ,, A,, et A, combinées aux conditions

de continuité en vitesses et en déplacements permettent alors de reconstruire la réponse
analytigue dans le cas d’ engrenages a dentures droites.
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Si I’on observe I’ équation (111-20), il y a possibilité de résonances d’ amplitudes pour
+
M. Cette situation est peu probable car les pulsations propres

des engrenages sont généralement supérieures & 10* rad/s.

des pulsations Q,, =

[11.1.2. Comparaison avec larésolution numérigue

Le résultat du développement analytique est maintenant comparé a la méthode de
résolution numérique. Afin de faciliter la compréhension, les résultats sont obtenus pour un
acyclisme ne comportant qu’ un seul harmonique, un déphasage ¢, associé a cet harmonique
nul et un pourcentage d acyclisme constant selon la vitesse de rotation. Les diverses
caractéristiques des engrenages sont données dans le Tableau I11-1. Ceux-ci sont considérés
avec diamétre intérieur nul, ¢’ est adire un corps plein.

Pignon | Roue
Nombre de dents 20 30
Module m, (mm) 3
Largeur (mm) 35 30
Rayon primitif (mm) 30 45
Angle de pression detaillage ¢, (en°) 20
Jeu de denture J, (en mm) 0.1
Amortissement & 0.05
Raideur moyenne k., (N/m) 6-108
Modulation deraideur ¢, 0.15
Rapport de conduite 1.605
Harmonique n 2
Pourcentage d’ acyclisme p, (en %) 25
Couplerésistant C, (N.m) 250

Tableau I11-1: Caractéristiques pour la comparaison analytique - numérique en denturesdroites

Lorsque la vitesse de rotation est constante, il est courant de donner e nombre de pas
de temps par période d engrenement. Dans le cas de |'acyclisme, la vitesse n'est plus

. R . 2r
constante mais possede une valeur moyenne T, donnée par

. Ains le pas de temps sera

mo
conditionné par e nombre de pas par période d’ engrénement moyenne.
La précision de I’ algorithme de Newmark est déterminée par celui-ci, notamment lors
des phases de changement de conditions de contacts. En se basant sur le théoreme de
Shannon, le pas de temps seraimpose inférieur a 20 fois la pulsation propre :

dt <2
20 w,

(111-22)
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Les données de la résolution sont un nombre de pas par période d’engrénement
moyenne de 64, le calcul total étant mené sur 4 tours de rotation du pignon. Ainsi le nombre
de pas de temps total est de 64-4-Z, =256Z,. Par ailleurs, les simulations sont menées en

prenant une condition initiale en déplacement A, (t,) = J,, et envitesse A, (t,) = 0.

La vitesse de rotation n’étant plus constante, les courbes de réponse seront

représentées en fonction de la pulsation adimensionnelle moyenne définie par —™ ol Q
a)O

représente la vitesse d’ engrénement moyenneZ, Q.

Le coefficient dynamique R (t) utilisé par la suite est égal au rapport entre |’ effort de
denture instantané F,,(t) et I'effort statique F,, (111-23), R, représente lavaleur maximale
de R, (t) (I11-24). Larecherche de R, est effectuée sur le dernier tour de rotation, ce qui
permet de s affranchir du régime transitoire.

R, (t) = Fg(t) (111-23)
Ry = Max(R,(t)) (111-24)

La Figure I11-6 montre |’ évolution du coefficient R, en fonction du rapport moyen

—“m0 ainsi quel’ erreur relative entre la résol ution numérique et analytique.
a)O

Une des difficultés consiste a repérer avec précision les temps de changements d’ états
T, et t,, que ce soit pour les variations du nombre de dents en prise ou pour le passage d'un

état de contact a un autre. Pour résoudre ce probléme, un algorithme de dichotomie est
utilisé:

Si un changement est détecté a I'instant t+dt, I’itération revient au temps t et le

o, , dt . . R dt
temps est incrémenté de —. Si le changement se produit apres t+—, le temps est
2 2
o, , dt da . o . L.
incrémente de " en partant de t+3, sinon I’itération revient al’instant t et le temps est

o , dt o " : .
cette fois incrémenté de 7 L’ opération est répétée un certain nombre de fois avec un

maximum d’itérations possible tel que nb,, < I 1(2) Iog( hdt j h., €tant le pas de temps
0og him
limite de larésolution. La précision temporelle obtenue est alorsde 6, = 2"%
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Comparaison analytique - numérique

| _ / T°
1 o /
! — —Erreur I
nh 17
\Ill| Il I 16
3 A
1R A I
REERIN 1°
||| || | +4
2+ lll 'lll P
|

ﬁ'{*ﬁﬁ%"/\'\‘//‘ A I

Rmax
Erreur relative (en %)

1 h' B /J \ /\//\‘ i f 12
I Y 2\ - | 1
' / \ by AN
N v \\, | \J \w/ \\\/'\/\..\/\’ W \f\”’ ;\i’v 0

0,05 0,11 0,17 0,23 0,29 0,35 0,41 0,47 0,53 0,6 0,66 0,72 0,78 0,84 0,9 096 1,02 1,08 1,14 1,2
Rapport moyen wm/w0

Figurelll-6: Comparaison analytique - numérique du maximum du coefficient dynamique

Les résultats issus de | approche analytique sont en trés bon accord avec les résultats
des simulations numérigues. Les différences obtenues pour les basses vitesses, correspondant

a un rapport —™ faible, sont dues a I’ utilisation d’'un pas de temps trop important pour
a)O

représenter correctement les réponses. Si I’on calcul le pas de temps critique donné par (111-

23) et que |I’on compare au pas de temps utilisé, on s apergoit que ces derniers ne respectent le

crittre qu'a partir de —™ =0.305. En se référant a la Figure 111-6, on S apercoit
600

effectivement qu’a partir de cette valeur, les erreurs sont de I'ordre de 1 a 2 %, alors gqu’en
dessous, €lles sont bien plus importantes.

Comme rapporté par de nombreux auteurs (cf. Chapitre 1), le coefficient R,
augmente au voisinage de certains rapports d’ engrénement moyens critiques et, d’ une maniére
générale, il devient plus important au-dela d’ une certaine vitesse de rotation suite a des pertes
de contact et des chocs entre dentures. |l apparait que, par rapport aux systémes a vitesses
constantes, ces effets sont amplifiés par les termes inertiels 1, Q, qui, & hautes vitesses,
peuvent étre du méme ordre de grandeur que |es couples nominaux.

La résolution analytique donne I’ avantage d’ étre exacte, et permet donc de valider les
résolutions numériques dans ce cas de variation en créneau. Ainsi on S apercoit que
I” utilisation d’ un pas de temps trop important peut engendrer des résultats erronés. Dans le cas
ou les conditions sont respectées, les erreurs sont ici trés faibles del’ordre 1 a 3 %, ce qui est
tout afait raisonnable.
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111.2. APPROCHE DANS LE CASDE DENTURES HELICOIDALES

111.2.1. Présentation de la méthode : introduction des fonctions de Bessel

Le principe de résolution est basé sur la modulation de fréguence et sur la
décomposition en fonctions de Bessel de premieére espéce de laraideur d’ engrénement.

En reprenant I’ expression de ®(t) dans le cas de dentures hélicoidales et en 'y insérant
I’expression  (111-8), (I11-25) révele une modulation de fréguence par le terme
> m,, (cos(p, )—cos(w, t+¢,)) et de pulsation porteuse Q , telles que:

n=0,051,...

®O,)=5 n(Q ottt Y m, (coslg,)-cos(m, t+g, ))j

n=0,05,1...
(11-25)
Z, p, (Qlo )
n

Avec m, = I"indice de modulation

Cette fonction peut étre décomposée grace a des fonctions de Bessel dont I’une des
particularités est de ne dépendre que d’ un paramétre unique m,, appelé indice de modulation

et de s exprimer suivant un ordre i . Un exemple d’ évolution de ces fonctions en fonction de
m,., est représenté Figure I11-7 et quelques valeurs en fonction del’ordre i et del’indice m,
sont portées dansle Tableau I11-2.

\
NN
N NS

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
indice de modulation m

Fonctions de Bessel de premiére espéce

0.5

Figurelll-7: Fonctions de Bessel de premiere espece
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Indice de modulation m
Ordre
0.2 05 1 1,5 2 2.4 3 383 4 5 5,14 3] 8 10

0 099 [ 0,938 J 0,765 [ 0,512 | 0,224 0 0,26 | -0403]-0397 | 0,178 ] 0,131 | 0,15 | 0,172 | -0.246
1 0,1 0242 | 044 | 0538 | 0577 | 052 | 0,339 0 0,066 | -0328] -0,34 | 0277 ] 0,235 | 0,044
2 =0 0,03 |0,115] 0,232 |1 0,353 ] 0431 | 048 | 0,403 | 0,364 | 0,047 0 0,243 10,113 | 0,255
3 =0 =0 002 | 0,061] 0,129 | 0,198 [ 0,309 | 0420 ] 043 | 0,365 ] 0,339 [ 0,115 ]| -0,291 | 0,058
4 =0 =0 w0 0,012 ]| 0,034 [ 0,064 [ 0,132 | 0,255 ] 0,281 ] 0,391 | 0,397 [ 0,358 | -0,105| -0,22
5 =0 =0 =0 =0 0,007 | 0,016 | 0,043 ] 0,113 | 0,132 | 0,261 | 0,279 | 0,362 | 0,186 | -0,234
6 =0 =0 =0 = =0 =0 0,011 0,04 | 0,049 | 0,131 | 0,146 | 0,246 | 0,338 | -0,015
7 =) =) = = =) =0 =) 0,012 ] 0,015 | 0,053 ] 0,062 | 0,13 032 | 0,217
8 =( =( = = =0 =0 =0 =0 =( 0,018 | 0,022 | 0,057 | 0,223 | 0,318
9 =0 =0 =0 = =0 =0 =0 =0 =0 =0 0,007 | 0,021 | 0,127 | 0,292
10 () =) =) =] = =) ] =0 =0 =0 £ 0,007 | 006 | 0,208
11 () =) =0 =0 =0 =0 =0 =0 =0 =0 =0 =0 0,026 | 0,123
12 () () = w0 =0 =0 ) =) () () ] =) 0,009 | 0,063

Tableau 111-2 : Valeursen fonction del’indice de modulation et del’ordre

Laforme de ces fonctions est donnée par (111-26) ou J,(m,) représente lafonction de
Bessel de premiere espéce d ordre i et d'indice de modulation m,, définie par :

[ Mes )"
Y )_(mbes]ii(_l) [2) (111-26)
M) =77 | o Kt (i +k)!

Afin de ne pas surcharger le texte, les calculs seront menés en ne considérant qu’un
seul harmonique pour la représentation de la vitesse de rotation du pignon, soit :

o(t)=sin(Q, ,t+m_ (cos(e,)-cos(w, t+¢,))) (111-27)

En utilisant les développements de fonctions trigonomeétriques classiques, les termes
cogm,, cos(w, t+¢,)) et sin(cos(w, t+¢,)) sont alors décomposés avec les fonctions de

Bessel de premiéres especes selon [125]. Pour plus de lisihilité, I'écriture des fonctions
J.(m, ) aétéréduitea J.. Il vient alors:

cos(m, cos(, t+¢,))=Jo+23 (1)’ J,, cos(2i (&, t+,)) (111-28)

i=1

S.n(mrn COS(a)n t+ Dy )) = Zi (_l)i_l J2i—1 COS((ZI _1) (a)n t+ Dy )) (I ”_29)

i=1

En reprenant (111-27) et en y insérant (111-28) et (111-29), la fonction d’ engrénement
S écrit :
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@(t)=J,sn(Q,, t+m,)
+Z( D' (3, (Sn((Q,o +2i @, )t +P,,)+sn((Q,, —2i @, )t +'F_,))]
(111-30)
+[ Jaia (COS(( mo T(21 =1 a)n)t +T2i—1)+ COS((Qmo —-(2i-1) a)n)t +W¥ i ))]

Avec m, =m, cos(g,) et ¥, =m, cos(g,)+ pg,

Le développement de laraideur s obtient en insérant (111-30) dans (111-6) et conduit au
résultat :

k(t)=k, 0+, (3, sn(Q,, t+ m(p)
+Z( 1) [3, (Sn(Q,, +2i @, )t+ P, )+sin(Q,, —2i @ )t +¥_,))] (111-31)
+[ 2i—l (COS((QmO + (2| _1) a)n)t +lP2i—1)+ COS((QmO - (ZI _1) a)n)t + \P—(2i—l) ))])

NB: Si I'on avait considéré un acyclisme caractérisé par plusieurs harmoniques, la
fonction®(t) se serait écrite :

®(t)=sin (Qm0t+ Zm Cos(gonjco Zm Cos(a)t+(pn)J

n=0,0.51,.. n=0,051,..

—cos{QmoH Zm Cos(qoanm[ Zm cos(®, t+(/>n)]

(111-32)

n=0,0.51,.. n=0,051,..

Il suffirait, en utilisant les décompositions de fonctions trigonométriques, de séparer
les termes dépendant des sommes en sommes de termes en m_cos(p,) e en

m, cos(w, t+¢, ). Les développements précédents conduits pour un seul harmonique restent
valables et un regroupement global donnerait alors la raideur d’ engrenement.

[11.2.2. Développement théorique par la méthode des petites perturbations

La méthode des petites perturbations est généralement adoptée lorsgue les excitations
paramétriques sont de faibles amplitudes. La solution est alors décomposée en une somme de
termes comportant une partie principae et une partie associée aux perturbations dont
I”importance décroit en fonction du degré de développement.

Dans le cas des engrenages hélicoidaux, |I’amplitude de raideur ¢, est généralement
faible, de |’ ordre de 0.07 a2 0.1. Pour des vitesses de rotation constantes, Velex [5] propose un
dével oppement asymptotique de laforme::

Atr = AtrO + Atrl + akzm Atr2 +... (”I'33)
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En ne considérant qu’ un seul harmonique dans la vitesse de rotation et en limitant le
développement au 1 ordre, les équations a résoudre s écrivent respectivement selon (111-34)
pour la partie principale donnée pour |'ordre O, et (111-35) pour les termes d’ordre 1. La
troncature du développement a I’ordre 1 est justifiée par la valeur faible de ¢, pour des

engrenages hélicoidaux :

. . 1—
Ao +2& @y Ao + T @] Ao =T(t) ~T1 —£ J, &}
2 (111-34)
Avec T(t) =T, +T; p,(Q4) Q4 @, cos@, t+9,)
.. . 1-¢
Ay +2& 0y Ay + L5 Ay =05 (1) (Atro +11 o ‘ij (111-35)

» Résolution de (111-34)

La solution obtenue est classique et S écrit :
AtrO = e—fwot (AO COS((l)p t)+ B0 Sin(wp t))+ a’l + bln COS((l)n t+ ¢n)+ Cln Sin(wn t+ ¢n) (”I'36)

Avec:

-, =wy1-&?

I, 1-¢
- — 0 _ "%y
4 o) 2 b

_ pn(Qm)QlO I o, (wg _a)z) _ 2¢ w, pn(QlO)Qlo ng

(@ -@2f +2ém, @) T (@ -0) +(2f 0, o)

- b1n

- A, et B, sont des constantes qui seront déterminées par la suite.

» Résolution de (111-35)

e Ecriture du second membre global

L’introduction de la réponse a |’ ordre O dans le second membre de (111-35) permet de
décomposer celui-ci en une partie transitoire et une partie sans transitoire. Ces notions
transitoires sont introduites par la présence de termes exponentiels.

Les notations suivantes seront adoptées afin  de faciliter I'écriture:
\Pk = mrn COS(Q)H)‘F k ¢n et m(p = mrn COS((DH).
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Lapartietransitoire S; (t) s écrit selon (111-37) :
5.0 =-af e | 20, om0, )t e sl - Juam, o s, 0)

By

% (3 eodt2so 0, Jrom,J-cosl2+ 0, ) m 5, 0)

(111-37)

Avec:
Sfl(t) = i(_l)i (‘]Zi (Sin((Qmo +2i @, +a)p)t +lPZi )"'Sin((gmo +2i @, _wp)t+\PZi)

+sin((Qm0 -2iw, +a)p)t+‘l’72i )+sin((§2mo -2iw, —cop)t+‘I’72i ))+
Jaia (COS((QmO +(2i-1) o, +a)p)t +lP2i—1)+ COS(( mo T (21 =1 o, _a)p)t +\P2i—1)

+ cos((Qm0 -2i-) o, + a)p)t +m, +¥_ )+ cos((QmO -2i-)w, - a)p)t +Y¥ i ))

(111-38)
S,,(t) = 2(—1)‘ (9, (cos( @y +2i @, — 0, )t +'¥,, )~ cOd(Q,0 + 21 @, + @, )t +'P,, )+
cos((Q 0 —2i @, — @, )t + ¥, ) cosl(Q, — 2i @, + @, )t + ¥, )+
3y En((Q + Qi -Y @, + @, )t + ¥, )-Sn(Q0 + Qi -D @, — 0, )t + ¥, , )+
sSn(Q,0 - Ri-D @, + @, Jt+¥ 5y )-5n( Qe — i -D 0, —@, Jt + ¥ )

(111-39)

I . . o
En posant a, = —‘; , lapartie non transitoire S; (t) s écrit alors:
0

Sor (1) = 8 3, Sn(Q0 14m, )+ 20 (S0((Q20 +.0, )+, +81( 20— 0, )1+ 7.,)
820 o200, )00+ )1+ 1)+ S5 )

(111-40)
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Avec:

Sgr = i(—l)i -[[az 3, +Cl”—;2“ljsin((9mo +2i o, )t+¥, )+%cos((9m0 +2iw, )t+¥,)

i=1
+(a2 J, —C”‘—;Z“l]sin((ﬂmo —2iw, )t+\¥, )+%cos((ﬂm0 —2iw )t+\¥_,)

+—b1”2J” Sin((Qno + (21 +1) wn)thiﬂ)—cl”—;z‘cos((szmﬁ(Zi +) @, )t+¥5)

" meJZi SN((Quo = (21 +1) 0, )T+ ¥ 0 )+ ClanZi cos{(Qp = (21 +2) @, )1+ W)

+ banJzi Sin((Q, + (i) @, )t + \PZi—l)+(a2 Jaia + CanJZi jCOS((Qmo +Q2i-D o, )t+¥,,)

+%S‘n((gmo - (2| _1) a)n)t + lI"—(2i—1) )+(a2 ‘]Zi—l _me] COS((Qmo - (2| _1) wn)t + \P—(Zi—l))
_ Cln ‘]Zi—l q P bln J2i—l T
5 Sm((gmo +(2i-2) wn)t+\P2i—2)+ 5 COS((Qmo +(2i-2) a)n)t+\112i—2)
CpoJoig . . J. _
+%S‘n((9mo -(2i-2) wn)t +\P—(2i—2))+ h 22|_l COS((Qmo -(2i-2) a)n)t +Y¥ iy )}

(111-41)

e Méthode de résolution

La réponse totale a I’ordre 1 se déduit par superposition d’une solution éémentaire
transitoire et d’une somme de solutions élémentaires permanentes dues aux différents termes
du second membre.

Lasolution transitoire est alors donnée par (111-42) :

At = g4t (A coslo, t)+ B, sin(w, t))
(111-42)
A et B, desconstantes déterminées ultérieurement

La solution permanente étant trop volumineuse pour étre exposée, un récapitulatif des
solutions élémentaires est donné Tableau I11-3. Elles correspondent a la réponse, en régime
permanent, d' un oscillateur amorti a un seul degré de liberté x soumis a une excitation
extérieure F(t). L’équation différenticlle est alors semblable a celle d'ordre 1, soit

X+2& w, X+ af x=F(t).
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Excitation F(t) Solution permanente X,

W7 — 02 )sin(w, t+¥, ) - 2& m, cos(w, t+ ¥, )

(@2 -02) +(2¢ )

F, sin(w, t+P,) FO<

w7 — 07 )cos(w, t+¥, )+ 2 & w, sin(w, t+P,)

(wg _waz)Z +(2§wo)2

F, cos(w, t+¥, ) F, (

F
F etotg t+\P 0 e ™ sn(w, t+¥
0 € S'n(a)a + k) a)g (1_62)_(02 ( k)

a

F,e**" cosw, t+¥,)

0 e > cos(w, t+ ¥
wg (1_ 62)_(02 S(a)a k)

a

Tableau 111-3: Table des solutions élémentaires

Lasolution finale A, s obtient en sommant la partie transitoire A} et la somme des

réponses élémentaires. L’association des résultats de I'ordre O et de I'ordre 1 permet de
reconstituer laréponse globale (111-43) :

Ay =Ayo + Oy Ay (111-43)

La réponse avec I’ utilisation de plusieurs harmoniques s obtient de maniere identique,
mai s ne sera pas développée.

> Prise en compte de la phase de vol libre

La phase de vol libre s'exprime al’aide de |’ équation (I11-16). Le lecteur se référera a
(111-21) pour sarésolution. Les constantes A, et B, seront déterminées par la suite.

> Détermination des constantes Ag, Bo , A1, By , A, et B,

La détermination des constantes porte sur les conditions de raccords entre les
différentes configurations de contact. Ces conditions permettent d' établir A,, B,, A et B,.

Si I'on note t, I'instant de changement d’ état de ces configurations, A} et A les solutions
respectives au temps t, avant et apres le changement d’ état, les conditions de continuité en
déplacement et en vitesse sont imposées par (111-44) :

A=A,
.f .fr (11-44)
Atr = Ay
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Une difficulté provient de la différence entre le nombre de constantes a déterminer (4)
et le nombre de conditions (2). Une réponse est apportée en supposant gue les conditions de
continuité ne portent que sur I'ordre principal du développement asymptotique. Cette
hypothése est justifiée du fait de la faible valeur de ¢, donnant une faible contribution a

I’ ordre 1. Les conditions de raccords s écrivent alors selon (111-45) :

{Atr (tp)zAtrO(tp) et {Atrl(tp)zo (|||-45)

Atr(tp):AtrO(tp) Atrl(tp)zo

Ces conditions permettent d’ accéder aux valeurs des constantes A, et B, .

[11.2.3. Analyse du second membre de |’ ordre 1

Dans le cas des systémes mécaniques soumis a des excitations harmoniques ou pseudo
- harmoniques, I’ analyse du second membre des équations différentielles permet de donner les
amplitudes des réponses. En effet, celles-ci sont directement proportionnelles al’ amplitude de
I’ excitation.

[11.2.3.1. Pulsations critiques d’ engrénement

Les développements précédents ont permit d écrire les divers seconds membres en
faisant apparaitre des termes harmoniques. En prenant I’ expression (111-34) relatif al’ ordre O,
il apparait que la pulsation d’ acyclisme w, est une pulsation de résonance.

Cette situation est peu probable du fait de la valeur élevée de la pulsation propre qui

est (cf. paragraphe I11.1.1) de I’ordre de 10* rad/s, soit une vitesse de rotation d’ environ
95500 tr/min qui est au-dela des plages de vitesses rencontrées en pratique. |l est a noter que
cette pulsation se retrouve également dans le cas du vol libre.

Velex [5] a montré pour des vitesses constantes sans prise en compte des termes
transitoires que |'analyse des ordres supérieurs permet d obtenir des pulsations critiques
d engrenement de laforme::

Q. % avec Q_ constante (111-46)
n

En prenant en compte ces termes, Gregory & Col. [24] montre cette fois que ces
vitesses sont de laforme::

2w,
n

Q

m

, Q. constante (111-47)
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Ces pulsations indiquent que le couple d engrenages peut présenter des amplitudes de
réponses tres élevées pouvant conduire a des pertes de contacts partielles ou totales. 1l est
alors primordial de lesrepérer et de les définir avec précision.

En reprenant I’ équation (I11-35), et en analysant les seconds membres donnés par (I11-
37), (111-38), (111-39), (111-40) et (111-41), de nouvelles pulsations critiques apparaissent (en

posant @, = @, 4/1-£? ) telles que::

W, =

mo
W, =Q ,tw,
W, =Q, 21w, i
0, =Q.,tRi+)w,’
W, =Q (21 -1 o,

W, =Q ., (21 -2) w,

W, =Q T,
0y, =Q 21w, tw, et

0, =Q,t2i-) o, tw,

=1,2,...  (111-48) - (111-49)

L'indice i variant de 1 a I'infini permet de réécrire les systémes (111-48) et (I111-49)
sous laforme suivante :

@, =Qtiwtw,i=0L12.. (111-50)

w,=Q tiw , i=012... (111-51)

m0 —

Le développement a des ordres supérieurs engendrera des combinaisons de celles des
ordres inférieurs avec cellesde o(t) :

w,=kQ tiw tw,,1=0L12..,k=12.. (111-52)

m0 —

w,=kQ tiw,, 1=012..,k=12... (111-53)

m0 —

Les pulsations de résonances se déterminent la plupart du temps en considérant un

. . nQ. ., . .
amortissement nul, soitw, =a,. En sachant que , = 7 les pulsations critiques
1

d engrénement d'un couple d’engrenages sous acyclisme sont alors données par (111-54) et
(11-55) pour i =0,1, 2,..., k=1,2,... et un amortissement nul :

Q =%
il (111-54)
Zl
o =2%
il (I11-55)
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L’introduction de I’amortissement décale ces pulsations vers des vitesses inférieures
en multipliant ces expressions par /1- &2 (avectoujours i =0,1,2,... et k=1,2,...) :

mo in (111-56)

mo in (111-57)

L’introduction de I'acyclisme conduit donc a de nouvelles pulsations critiques
d engrénement qui dépendent a la fois de |I"harmonique n mais également du nombre de
dents Z,. A noter que dans le cas d'une vitesse constante, c'est-a-dire pour n=0, les
pul sations classiques sont retrouveées.

L’ émergence de ces nouvelles pulsations est importante dans le cas de pertes de
contacts. En effet, s elles n'apparaissent pas, les termes transitoires des solutions en
exponentiels n’'interviennent plus, les pulsations sont aors données par (111-56). Dans le cas
de pertes de contacts, les termes exponentiels interviennent continuellement et alors les
pul sations sont données par (111-57).

Blankenship & Singh [126] ont analysé I'influence de la modulation sur des
oscillateurs mécaniques. Ils montrent aors |’ apparition de pics de résonances autour de
fréguences porteuses en se basant sur I’ utilisation des balances harmoniques. Ils indiquent
gu'il y a possihilités de résonances pour ces fréquences mais ne donnent pas de formulations
générales qui permettent de les déterminer.

Si des fluctuations de vitesse caractérisées par plusieurs harmoniques sont considérées,
les pulsations critiques d’ engrénement sont déterminées de la méme fagon et leurs définitions
restent identiques.

Dans le cas d'engrenages a dentures droites, la raideur d’engrénement peut étre
décomposee en séries de Fourier. Dans ce cas, la forme du second membre des équations
différentielles est la méme que pour le cas de dentures hélicoidales et I’ensemble des
dével oppements reste applicable conduisant a des résultats identiques.

[11.2.3.2. Amplitudes des excitations

Comme évoqué précédemment, I'amplitude de la réponse est proportionnelle a
I’ excitation imposee pour des équations différentielles linéaires a coefficients constants. La
pulsation de résonance al’ ordre O n’ étant pas directement excitée, I’ é&ude se concentre sur les
amplitudes de |’ ordre 1.

En regroupant les termes en sinus et cosinus, les amplitudes sont alors regroupées dans
le Tableau 111-4 pour la partie permanente du second membre et dans le Tableau 111-5 pour la
partie transitoire.
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Pulsations Amplitudes

Qo 605 \/(az Jo)z +(b1n J1)2

2
Qo +(2i-1) a, a)_zo\/bli (‘J2i _‘J2i—2)2 +(2a2 Joy 6y (‘]Zi + J2i—2))2 ,1=12,...

2
Qmo _(2| _1) a)n a)_zo\/blzn (‘]2i _‘]2i72)2 +(2a2 ‘]2ifl _Cln (JZi +‘]2i—2))2 ! I :1’ 2’

2
Qo +2i @, a)_zo\/bli (‘]2i—1_‘]2i+1)2 +(2a2 Jyi +Cy (JZi—l +‘]2i+1))2 ,i1=12,...

Q.o—-2iaw,

a)z .
70\/b12n (‘J2i—l_‘]2i+l)2 +(2a, 3, —¢, (‘Jzi—l+‘J2i+1))2 1=12,...

Tableau [11-4 : Amplitudes du second membredel’ordre 1 dela partie permanente du second membre

Pulsations Amplitudes
2
wy J
Qotao, % /AD? + Bo2

2
Qo+2im,tw, %T%,/Agmg,i:],z,...

2
QotQi-Nao,tw, | % Ja R +B2,i=12,...
2

Tableau I11-5: Amplitudes du second membredel’ordre 1 dela partie transitoire du second membre

Il est alors possible d éudier I'influence des caractéristiques des engrenages et de
I"acyclisme sur I’ évolution de I’ amplitude de la réponse dynamique. Dans le cas d’ engrenages

pleins (diamétre intérieur nul), les expressions de w?, a,, c,, et b, peuvent se réécrire en
fonction du module apparent m,, du rapport de réduction u, du nombre de dents du pignon
Z,, delalargeur du pignon L ;, et delaroue L, souslaforme:

8(L. u®+L_ )cos? cos’
- w? =Kk, ( P “’“) > (ﬁb) (at), £ lamasse volumique
ﬂ.p(rnt Zl) Lpig Lrou
_a _& 2u
* Kk, m Z, cose, )cos(5,)
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L

n [Q sz [1_(;1 fi):oﬂm Cos(at)cos(ﬂ“)(“ Lpi::ﬂ]

bln:pn(glo)_ - N 5
2 [1_['19“)] } +[2§anO]
Z, Z,

Z,\ w,

n Q.

28
Z
- Cl = 1 a)O b1n

n 2
1— i%
Zl wO
Les quantités a,, c,, et b, étant toujours positives, on remarque que les amplitudes
associées aux pulsations Q ,+i @, sont toujours supérieures a celles correspondant a

Q,, —i w,. En effet, en notant Amp,, .;,, I"amplitude associée aux pulsations Q , +i @, , la
différence des amplitudes élevées au carré est alors::

Ampémo+(2i_l)wn - Ampszzmo—(m—l)w =205 a, Iy, C, (‘]Zi + ‘]2i—2) (111-58)

AMp;; - Ampgzzmo—ziw =205 8, 35 €y (I54+ J511) (11-59)

mot+2i®,

Le signe des expressions précédentes est alors déterminé par la différence des
amplitudes. Dans le cas des engrenages, |’indice de modulation m, est faible si bien que les

fonctions de Bessel sont toujours positives. A titre de comparaison, |'apparition de la
premiere fonction négative correspond a un indice de 3 (voir Tableau I11-2). Un exemple pour
cet indice avec un harmonique d’'ordre 1 et un pourcentage de 2.5 % correspondrait a un
nombre de dents de 120, relativement peu probable dans le cas d' applications industrielles
évoluant a des vitesses €levées.

[11.2.4. Applications

Apres avoir présenté les é éments de théorie, 2 applications sont explicitées. Celles-ci
permettent de mettre en évidence les raies latérales associées aux pulsations critiques
d engrénement et I’influence de quelgues caractéristiques de fonctionnement sur I’amplitude
des réponses dynamiques.

D’un point de vue pratique, il est nécessaire de limiter le nombre des fonctions de
Bessal dans les développements. Le Tableau 111-2 indique qu’a partir d’un certain ordre et
pour un indice de modulation donné, les amplitudes deviennent négligeables. La régle de
Carson, couramment employée en télécommunications, permet de limiter le nombre de
fonctions::
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Regle de Carson: 98 % de I'énergie des bandes latérales est contenue dans
I'intervalle[Q — (m+1) @,Q+(M+1) w], s Q est la pulsation de la
porteuse, w lafréguence de modulation et m I’indice de modulation.

Dans le cas d' engrenages sous régime d’acyclisme, la pulsation de la porteuse est
Q... la fréguence de modulation @, et I'indice de modulation m,. L’ordre maximal des

fonctions de Bessel a retenir pour le développement de la raideur sera donc donné par la
relation :

E(m +1)+1 avec E(x) lapartie entiére de x (111-60)

[11.2.4.1. Comparaison analytiqgue - numérigue: vérification des pulsations
d’ engrénement

Le couple d engrenages est celui défini au Tableau 111-1 avec un angle d’ hélice 8 de
30°, une modulation de raideur ¢, de 0.1 et un facteur d’ amortissement de 0.02. Les pertes

de contacts ne sont pas prises en compte. Les conditions initiales et |es autres caractéristiques
du calcul restent inchangées.

La Figure 111-8 montre les évolutions du coefficient dynamique maximal R, en

fonction de la pulsation d’ engrenement adimensionnelle dans le cas des résolutions analytique
et numérique ainsi que I’ erreur relative entre les deux méthodes.

Les résultats de la méthode de résolution analytique sont généralement assez proches
de ceux du modéle numérique et les écarts principaux sont essentiellement liés alalimite du
développement en petites perturbations a I’ordre 1. Un pic de réponse au voisinage de
Q, 1 . . A y — A
70=§ est mis en évidence par la résolution numeérique mais N apparait pas avec

I” approche analytique.

En ne considérant pas le jeu de denture, les termes transitoires n’ont pas d’influence
étant donné que le calcul de R, ne s effectue que sur la solution stabilisée. Les pulsations

critiques d engrenement sont alors données par (I11-56) et une comparaison autour du rapport
critique unitaire est donnée dans le Tableau I11-6. Cette derniére est alors tres satisfai sante.

Rapports critiques i 2i Calcul Théorie
1
=1 0.91 0.901
=-1 1.12 1.1109
=2 0.83 0.833
i=-2 1.22 1.25

Tableau |11-6 : Repérages desrapportscritiques d’engr enement
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Comparaison analytique - numérique sans la prise en compte du jeu

N 14
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4 '1| ! / \\‘;’ 12
|
3’5 | f U oo
s Analytique l'l || 'l l‘ /A \I v " E
E 2,5 \ Numérique ” I | /‘V// ’W “ | . %
& — =—Erreur \ 2
2 \ | Il /’F SV / 6 3
\ ' s
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T ! AN
i / gy
o \ /A‘ // \‘ 1 | /’ -2
\ —1 ] \v/ \
0 ; /] —t 1 | I } / o

0,05 0,11 0,17 0,23 0,29 0,35 0,41 0,47 0,53 0,6 0,66 0,72 0,78 0,84 09 0,96 1,02 1,08 1,14 1,2
Rapport moyen wm/w0

Figurelll-8: Comparaison analytique - numérique sansla prise en compte du jeu de denture

LaFigurelll-9illustrel’ évolution de R, du méme couple d’ engrenages mais avec la
prise en compte du jeu de denture et un amortissement plus important de 0.05.

La correspondance entre les deux modéles est satisfaisante en |’ absence de pertes de
contacts. Lorsgue les dentures se séparent momentanément, il y a aors des différences
importantes dues essentiellement aux conditions de raccord portant sur le développement de
I’ordre 1. En effet, ce développement est suffisant tant que les pertes de contacts n’ entrainent
pas une dérivée temporelle de I’ erreur de transmission trop importante. Dans le cas inverse, il
s avere insuffisant et engendre des conditions de continuité non satisfai santes.

Malgré cela, le développement analytique présenté permet de repérer les pulsations
critiques d’ engrénement, et cela sans effectuer le calcul de la réponse globale. D’un point de
vue pratique, on notera que la méthode analytique est dans ce cas plus lente que la résolution
numérique. On privilégiera aors I'agorithme de Newmark avec contact pour les réponses
dynamiques d’ engrenages a dentures hélicoidales.
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Comparaison anlytique - numérique avec la prise en compte du jeu de denture
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Figurelll-9: Comparaison analytique - numérique avec la prise en comptedu jeu dedenture

[11.2.4.2. Etude des amplitudes des excitations

L es conditions d étude sont regroupées dans le Tableau I11-7. L’ acyclisme est supposé
monoharmonique et le pourcentage d’acyclisme est indépendant de la vitesse de rotation.
Seules les premiéres bandes latéralesa Q_, + @, sont considérées. Les engrenages possedent

. o N o
un corps plein et sont de largeurs identiques de sorte que | e rapport des inerties polaires —2 se
1

Lo 1
redU|ta—4.
u

Du fait du volume conséquent de I’ étude, seuls les résultats les plus pertinents seront
présentés dans ce paragraphe.

Les évolutions dans les Figures qui suivent sont représentées sous forme
logarithmique, soit 20 Iog(AmpQmoii o, ) pour les amplitudes, soit

20log(Amp,, ;. )-20log(Amp, ) pour les différences; les résultats sont exprimés en
dB.

Les tracés des amplitudes ne sont effectués que pour les maxima des pulsations Q
et Q,+a,.
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Amplitude (en dB)

Pignon | Roue

Angle de pression «,, (en °)

20

Angled hélice S (en®)

30

Raideur moyenne k., (en N/m)

6.10°

Amortissement &

0.05

Couplerésistant (en N.m)

250

Plage d' éude du module m, (en mm)

1al0

Plage d’ éude du rapport de réduction u

1
6

Plage d’ étude du nombre de dents Z,

20a40

Harmonique H,

2,4,6

Phase ¢, (enrad)

0

Plage d' éude du pourcentage p,

0a5%

Tableau I11-7 : Caractéristiquesde |’ éude pour le calcul des amplitudes des excitations

Influence du pourcentage d’ acyclisme

Les calculs des amplitudes et de leurs différences sont menés pour des pourcentages
d acyclisme de 1.25, 2.5 et 3.75 %. Les courbes sont tracées Figure I11-10 en fonction du
module nominal. La Figure 111-11 représente | es différences d’ amplitudes qui sont tres faibles,
(justifiant le seul tracé des amplitudes pour Q. ,+@,) et qui, comme prévu par les

dével oppements analytiques, sont toujours positives.

-80

<3
a

o
<)

©
o

-100

-105

-110

-115 4

-120

Influence du pourcentage pour un harmonique 2, un nombre de dents de 30, un rapport de 2/3
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Figurelll-10: Influence du pourcentage sur lesamplitudes des excitations
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Influence du pourcentage pour un harmonique 2, un nombre de dents de 30, un rapport de 2/3
0,04

0,035 4

I~ —1,25%
/a\

/ \ e
0,025 Y
0,02 \\

/

"

Différence des amplitude (en dB)

0,5 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7 75 8 85 9 95 10
Module nominal (en mm)

Figurelll-11 : Différences des amplitudes

Pour des engrenages de faibles modules, les amplitudes des raies latérales sont trés
inférieures a celle de la raie porteuse. Par contre la tendance est inversée pour des modules
plus importants pour lesquels les bandes latérales dominent la porteuse. On note I’ existence
d un module « limite » dépendant du pourcentage d’ acyclisme, pour lequel les amplitudes des
raies latérales sont plus importantes que la raie porteuse. Ce module tend vers des valeurs
faibles a mesure que le pourcentage d’ acyclisme augmente. De plus, ce dernier n’a quasiment
aucune influence sur les raies porteuses pour de faibles modules. Il est ainsi souhaitable de le
limiter de sorte a minimiser I’ influence des bandes |atérales.

Ces observations ont également été vérifiées pour |’ensemble de la plage d’ étude du
rapport de réduction et du nombre de dents.

e Influence del’ harmonique

La Figure I11-12 donne un comparatif en fonction du pourcentage pour un nombre de
dents de 30, un module de 3 mm, un rapport de réduction de % et des harmoniques d’ ordre 2,

4 et 6.

On y observe que |"harmonique n’a quasiment aucune influence sur I’ évolution des
raies porteuses contrairement a ce qui est observé pour les raies latérales. En fonction de
I’augmentation de I’ ordre, les amplitudes des raies latérales augmentent jusgu’'a étre plus
importantes que celles des raies porteuses. 11 semble intervenir également un module limite
pour ces évolutions et de la méme facon, ce module tend vers de faibles valeurs au fur et a
mesure de I’ augmentation de |’ ordre.
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Ces observations sont valables pour |’ ensemble des plages d’ études considérées dans
le Tableau I11-7.

Influence de I'harmonique pour un module de 3, un nombre de dents de 30, un rapport de 2/3

b T T 1
\ ——wm H2
120 — =wm+w H2
——wm H4
110 \ — =wm+w H4
\ ——wm H6
100 \ \ — =wm+w H6
g \ N
c A\Y
o 90 N N
3 \\V \
S N~
%. 80 = : \\\
N ~ T —
70 | ~ ~ T~~~ LT T -
——— ~—~ i — —_ T oe—— —— —— o]
60 = _k\‘ | i e
\\\—— e ——
\
50 ——
\\
40
0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4.5 5 55 6 6,5 7 7,5 8 8,5 9 9,5 10

Module nominal (en mm)

Figurelll-12 : Influence des harmoniques

e |nfluence du nombre de dents

Le rapport de réduction est souvent un élément déterminant lors de la conception d’un
réducteur. Ce paramétre étant figé, les nombres de dents sur les mobiles peuvent toutefois étre
encore modifiés. La Figure 111-13 synthétise les résultats obtenus pour |’ harmonique d’ ordre

2, un pourcentage de 2.5 %, un module de 3 mm, un rapport de réduction de % et des

nombres de dents de 20, 30 et 40.

Un faible nombre de dents engendre des amplitudes de réponses plus importantes. |l
apparait ici le méme phénomeéne que précédemment sur |’ existence d’un pourcentage limite,
ce dernier étant rejeté vers de fortes valeurs lorsgue e nombre de dents augmente. 1l est alors
préférable, pour un méme rapport, d augmenter ce dernier de facon a limiter I’influence des
bandes |atérales mais également I’ amplitude de laraie porteuse.

- 124 -



Chapitre I11. Etude analytique et numérique d’ un modele torsionnel en présence d’ acyclisme

Influence du nombre de dents pour un harmonique 2, un module de 3, un rapport de 2/3
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Figurelll-13: Influence du nombre de dents

¢ Influence du rapport de réduction

On considere dans ce cas un nombre de dents de 30, un harmonique d ordre 2, un

pourcentage de 2.5 % pour les rapports % : % et > .

6

Influence du rapport de réduction pour un harmonique 2, un module de 3, 30 dents
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Figurelll-14: Influencedu rapport deréduction
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Les résultats montrent une forte dépendance vis a vis des amplitudes avec, en
particulier, une forte influence des petits rapports de réduction sur |I’amplitude de la raie
porteuse qui provient de |’ augmentation de I’ inertie polaire de laroue.

Il apparait également un pourcentage pour lequel les amplitudes des raies latérales
auront plus d’ importance que celles des raies porteuses. Bien que cela se vérifie sur le tracé, il
n'y a pas de regles générales concernant son évolution en fonction du rapport de réduction. |1

) . 1 o
semble néanmoins que lorsgque le rapport est proche de > ce pourcentage se situe a des

valeurs envisageables en pratique.

111.3. CONCLUSION SUR LES DEVELOPPEMENTS ANALYTIQUES

Les résolutions analytiques présentent |’avantage de pouvoir fournir des indications
générales sur le comportement des systémes soumis a de I’ acyclisme [131] - [132]. Dans le
cas des dentures droites, les solutions par morceau sont exactes et permettent de calibrer les
méthodes de résolution numériques pour un fonctionnement fortement non-linéaire dans le
cas des pertes de contact et chocs. Pour une raideur d’ engrenement de type sinusoidale (plutét
représentative de dentures hélicoidales), les solutions obtenues sont approchées car reposant
sur un développement asymptotique tronqué et sur des conditions de continuité ne portant que
sur le partie principale de la réponse. Un développement original basé sur la modulation de
fréquence et I'introduction de fonctions de Bessel a été utilise afin de développer ces
solutions. A partir de celles-ci, une analyse sur les propriétés des équations différentielles a
permit de caractériser des pulsations critiques d’ engrenement dans le cas sans amorti ssement
(111-54) - (111-55) et avec amortissement (111-56) - (111-57), validées par comparaisons avec les
courbes de réponse numériques. D’ une maniere générale, on note un trés bon accord entre les
résultats analytiques et numériques.

Des analyses conduites autour du rapport % ont permis d étudier I’influence des
0

parameétres de conception des engrenages et des caractéristiques d acyclisme sur la réponse
dynamique. Il a éé montré en particulier que les amplitudes associées aux modulations
peuvent étre plus importantes que celles de la raie de la porteuse. Cette remarque peut étre
importante pour la caractérisation des vitesses de rotation critiques qui peuvent ainsi se
trouver décalées par rapport aux conditions de vitesse de rotation constante.

Les résultats obtenus permettent d esquisser les tendances générales concernant la
dynamique des engrenages sous régime d’ acyclisme.

IV.ANALYSE DE LA STABILITE D'UN COUPLE D'ENGRENAGES
SOUSREGIME D’ACYCLISME

IV.1. INTRODUCTION

La stabilité est une notion couramment employée dans le comportement d’ un systéme
mécanique. A partir d’un systeme différentiel, il est possible d' évaluer si e comportement
présente un danger pour la tenue en service du mécanisme. La notion de stabilité et sa
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représentation en eux-mémes sont ambigués. Pour les mathématiciens, elle se traduit par un
comportement chaotique et I’ étude des bifurcations alors que pour le mécanicien, elle se
traduira par I’ évolution de laréponse, et de savoir si son amplitude augmentera ou non.

La théorie générale de la stabilité des équations différentielles a été introduite par
Lyapunov en 1892 [127]. Lejeune-Dirichlet [128] reprend cette théorie et |’ applique sur les
notions d’ équilibres des systémes. Floquet [72] et [129] I’ utilise quant & lui pour caractériser
les équations différentielles a coefficients périodiques. L’ ouvrage classique de Bolotin [73]
présente une synthese des résultats principaux pour les systémes avec des raideurs
périodiques. Dans le cas du comportement des engrenages sous vitesses constantes,
I utilisation de la théorie de Floquet est actuellement la méthode la plus rapide. Velex [5] I'a
appliquée a I’ éude de I’influence de I’ amortissement, de la forme de la raideur et du rapport
de conduite.

L'objet de ce paragraphe est d’'appliquer cette théorie de la stabilité dans le cas
d’ engrenages sous acyclisme qui, a notre connaissance, n’a jamais été entreprise. En premier
lieu, la théorie sera développée, notamment sur les moyens mis en ceuvre dans le but de
calculer les exposants de Lyapunov. Dans un deuxiéme temps, une analyse paramétrique est
effectuée pour caractériser I'influence des paramétres de conception du réducteur et des
parametres de |’ acyclisme.

IV.2. DEVELOPPEMENT DE LA THEORIE

IV.2.1. Idée directrice

L'idée est ici de se baser sur la théorie de Floquet en |'adaptant a un couple
d engrenages sous acyclisme. Dans ce cas particulier, il a éé vu au paragraphe 11.2.2 que la

raideur est périodique de période la période de rotation du pignon, soit é—ﬂ . L"équation (I11-
10

12) prise sous forme homogene est alors une équation a excitation paramétrique dite équation

de Mathieu-Hill. Dans |e cas d’ un amortissement nul, elle devient une équation de Hill.

Pour ces équations, Floguet [72] montre qu’il n’existe pas de solutions mais que
celles-ci peuvent se mettre sous laforme (111-61) :

x=e" G(t), G(t) =G(t+T)
G une matrice périodique de période T (111-61)
x lasolution del’ éguation

La stabilité du systéme se résume alors a I’analyse du signe de I’exposant y appelé
exposant de Floguet. Dans le cas de codficients non périodiques, G n’est plus périodique et
I’ exposant y est alors appelé exposant de Lyapunov.

Selon son signe, le systéme sera dit stable ou instable :
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- S >0 lesysteme est dit instable
- S <0 lesysteme est dit stable
- S y=0 lesystemeest alalimite de lastabilité. Il est ni stable, ni instable.

Plusieurs techniques sont couramment utilisées: Bolotin [73], Nayfeh & Mook [74]
utilisent le calcul approché du déterminant infini de Hill, Friedmann & Col. [130], Kuglkay
[12] et Velex [5] déterminent le calcul de la matrice de monodronie du systéme. Cette matrice
unique et indépendante des conditions initiales [74], [130] relie les déplacements et vitesses
du temps t aux déplacements et vitesses au temps t+T . En notant X (t) le vecteur d’ état du

systeme regroupant les déplacement et vitesses, la matrice de monodronie R permet donc
d écrire (111-62) :

X(t+nT)=RX(@{t+(n=1T), n entier (111-62)

La stabilité du systéme est alors conditionnée par les 2N valeurs propres 4, de R. La
base des solutions propres v, associées acesvaleurs s écrit :

Vt+nT)=A4 v,(t+(-DT), 1 =1,2N (111-63)
C’est sur cette base de solution que la stabilité est testée telle que
a)limw, (t) = 0 pour 4] <1

v,t+nT)=4"v,(t), n entier, soit (111-64)

b)lim, (t) = e pour A]>1

Le cas @) correspond a un mouvement a amplitude bornée : le systeme est stable, le cas
b) correspond a une réponse tendant exponentiellement vers|l’infini, le systéme est instable.

1V.2.2. Cdcul delamatrice de monodronie

Le calcul de cette matrice s effectue a chague pas de temps al’ aide de I’ algorithme de
Newmark a accélération constante. Le systeme étant périodique de période T, , le calcul ne

s effectue que sur une seule période de rotation du pignon, le pas de temps est alors défini par
(111-65), N represente le nombre de pas de |’ intégration numérique :

Ta
dt = N‘” (111-65)

pas
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En notant A7 et AT I’évolution de I’erreur de transmission au temps t et t+dt,
I écriture du schéma de Newmark sur le déplacement conduit a (111-66) :

A 4 +45600+k(t+dt)cos(ﬂ’b)2
dt>  dt Mg
B D . 2
A =2 A 1 2 A avec ! go_ 4 Ae® k)cos(h,) (111-66)
A A dt*> Mg
p=2
dt

Par ailleurs, le schéma de Newmark sur les vitesses conduit a:

An;rlz_ -1 A“r+ —— 1 Anr [1-67
‘ dt(A j ‘ [th j t (167

En combinant (111-66) et (111-67), la matrice de monodronie pour la fréquence propre |

S écrit au temps t + dt selon (111-68), le vecteur d’ état X " & cet instant selon :

_ 5 b B}
. A A

R™ = (111-68)
E[E_lj 2D,
Ldt (A da A

n+1 n+1 n n Ar’:r
X" =R"™ X" avec X ={n} (111-69)
tr

Larépétition de cette opération sur une periode compléte T, conduit ala matrice de
monodronie globale R du systeme::

XM= =R X0 =R"™ R"...Rt X°

Npw T (111-70)
Avec R =JJR' e N, = d;y
j=1

La diagonalisation de R fournit alors les valeurs propres A, qui caractérisent la
stabilité du systeme. Cette derniere s exprime aors par :
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4| <1 le systéme est stable
(11-71)
4| >1 le systéme est instable

IV.3. APPLICATION A UN COUPLE D’ENGRENAGES

Les données géomeétriques sont définies dans le Tableau 111-8. Dans le but de
visudliser les effets de divers paramétres, les calculs suivant sont présentés pour des

Lo =%, % et 1. Le nombre de pas de temps par

évolutions autour des rapports moyens ”

0
période d’engrénement moyenne est de 64 dans les deux modéles de variation de raideur
considérés. Le calcul n’est effectué que sur une seule période de rotation en ne considérant
que I'harmonique H, dans la vitesse de rotation, mais I'ensemble des résultats est
généralisable, aussi bien aux autres harmoniques que pour un acyclisme multiharmonique.
L es pourcentages de fluctuation de vitesse sont considérés constants en fonction de la vitesse
de rotation.

Pignon Roue
Nombre de dents 20 30
Module m, (mm) 3
Largeur des engrenages (en mm) 35 | 30
Angle de pression «,, (en °) 20
Angled hélice S (en®) 0 (modéle créneau), 30 (modéle sinus)
Raideur moyenne k_. (en N/m) 6.10°
Pourcentage d' acyclisme p, (en %) 0,1.25,25,3.75,5

Tableau I11-8 : Données géométriques du couple d’ engrenages pour |’ étude de stabilité

IV.3.1. Influence du pourcentage d' acyclisme

Dans le souci de ne pas surcharger ce mémoire, seuls les résultats pour le cas de la
variation de raideur en créneau sont donnés. Les résultats dans le cas du modéle sinus ne sont
pas présentés mais les observations du créneau sont genéralisables [133].

Les Figures I11-15 et 111-16 donnent respectivement les résultats des zones

d instabilités autour des rapports % et % pour un amortissement nul. Les zones d'instabilités

matérialiseées en bleu évoluent ici selon le paramétre de modulation de raideur «,,,.

L’ étude montre que plus le pourcentage augmente, plus les bandes latérales autour de
la zone principale de la raie porteuse prennent de |'importance. Cette zone principale
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. : : Q 2 .
correspond a la pulsation porteuse Q ,, soit un rapport —™ = R avec k entier. On observe
0

également que la zone d'instabilité au voisinage de la porteuse se réduit au profit des zones
des bandes latérales pour une modulation de raideur croissante. Il y a donc un effet de
«pompage » entre zones d'instabilités principales et secondaires associées aux bandes
latérales.

Diagramme de stabilité : harmonigue : 2, 20 dents, amortissement : 0

Modulation de raideur
o o o o
ra w = m

=)

2
Rapport moyen wmbd 1

Pourcentage (en %)

Figurelll-15: Diagramme de stabilité autour du rapport %

Diagramme de stabilité : harmonigue : 2 |, 20 dents, amortissement : 0

Modulation de raideur

0.1

07

3
ipport mayen wmfnd

Pourcentage (sn %)

Figurelll-16 : Diagramme de stabilité autour du rapport %

L’ étude de stabilité confirme les développements analytiques. Si I’on compare les
rapports critiques d’ engrénement sans amortissement donné par (111-54) pour k=3 et k=4
du Tableau 111-9, ceux-ci se retrouvent sur la Figure 111-17 pour un pourcentage de 5 %. Les
différences obtenues entre la théorie et le calcul proviennent des approximations numériques
pour lareprésentation de lavariation en créneau de laraideur.
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k=3 k=4
1%° bande 0.645 - 0.69 0.488 - 0.513
2°™ bande 0.625-0.71 0.476 - 0.526
3™ bande / 0.465 - 0.541

Tableau [11-9: Rapportscritiques d’engrénement (théoriques)

- urcantage - 5 %, Diagrameme de stabilité acyclis 5%, o
0 - T % T % i mr—%: Wm - - i : I-J+I'
Y e T e W % D i :
“EmisEre =R EE 1= 1 L wEE TEEE TEe 1T
DL L R S A ol RIBICHS. RICISURENE.  CGEROEEL RS
A i I T e e L S
g odh W S WS Woo® % g | SIS el G el
L BWoOoon % 1 o e
s |8 HE HEe % e - % 1 - CEE RSO  CGHAEEE %
Lt W e v oeE EE i f. T w i
2R UMW o b b 3 2 R ﬂ
osbo b HELCEE R £ o030 % sl A -
A ¥ E 3 3 3 . S e
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LR : 3 I I ! ik o
onsl + I b 1 I T ¥ nrﬁ-E g o
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Happort Wi
1
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Figurelll-17 : Diagramme de stabilité pour un pourcentage de 5 %

1V.3.2. Influence de laforme de laraideur

Dans le cas de vitesses de rotation constantes, les variations de forme de raideur en
créneau et en sinus, engendrent des zones d'instabilités différentes. Il nous a semblé

intéressant d’ étendre cette étude au cas d’ engrenages soumis a des fluctuations de vitesse de
rotation.

Les rapports d’ engrénement moyens considérés sont 2 et 1. LaFigure I11-18 illustre

le tracé des zones d'instabilités dans le cas du sinus pour le rapport de 2 . LaFigure I11-19

donne une comparaison des limites de stabilité entre les deux variations de raideur au
voisinage du rapport de pulsation de 1, pour un pourcentage d’ acyclisme de 5 %.

La comparaison montre que |’ utilisation de dentures hélicoidales (fonction de raideur
sinusoidale) est bénéfique car elles réduisent considérablement la taille des zones
d’instabilités et limitent les contributions des bandes latéral es.
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:harmonigue : 2,20 dents, amordissement : 0

Diagramme de stabilité

0.4

0.4

Inaples ap uoie(npogy

0.1

2
£
E
=
g
=
)
£
=
s
=

Fourcentage (en %)

2

Figurelll-18 : Diagramme de stabilité pour unevariation en sinus autour du rapport
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9 : Comparaison des limites de stabilité pour un pourcentage de 5 %

Figurelll-1

-+ créneau

0: sinus

IV .3.3. Influence de I’ amortissement

eneau

et 1 pour une variation de raideur en cré

2
3

Le calcul porte ici sur les rapports

avec un facteur d’ amortissement visqueux & de 0 et 0.01. La Figure 111-20 illustre les zones
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d'instabilités pour le premier rapport. La Figure 111-21 donne les limites de stabilité pour le
rapport critique de 1 a un pourcentage de 5 % pour les 2 valeurs d’ amortissement.

Diagramme de stabilité © harmonigue - 2 , 20 dents, amonis?a.nnjr."r?ent -0.01
“_MW;NMH”;M4MN$

02 o

Modulation de raideur

=

07

55 3 358

Rapport moyen wrnfnd 0.62 o 05 1

Pourcentage (en %)

Figurelll-20: Diagramme de stabilité pour un amortissement de 0.01 autour du rapport % (créneau)

Moy Btion ck rakknr

Fapp=art win /wid

Figurelll-21: Comparaison deslimites de stabilité pour un pourcentage de 5 %
0:£=0-+:£=0.01

En comparant les Figures I11-20 et 111-16, les zones d’ instabilités sont beaucoup moins
larges en présence d amortissement et elles n'apparaissent que pour des valeurs de
fluctuations de raideur sensiblement plus élevées. L’ amortissement permet également de
limiter ou de faire disparaitre les instabilités associées aux bandes latérales et ceci, méme dans
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le cas de valeurs trés faibles (ici £ =0.01). L’ ensemble de ces observations est confirmé par

la Figure 111-21 avec en rouge les limites pour un amortissement de 0.01, en bleu les limites
pour un amortissement nul.

IV.4. CONCLUSION SUR LA STABILITE

L’ étude de la stabilité des engrenages est un domaine relativement connu dans le cas
de vitesses de rotation constantes. Le cas de fluctuations de vitesse périodiques liées a
I’ acyclisme n’a, a notre connaissance, pas été abordé et nous a conduit a mettre en place une
méthode d’ analyse spécifique. Les exploitations paramétriques qui en découlent ont conduits
aux observations suivantes :

- Les zones d'instabilité sont multiples et les rapports critiques d’ engréenement autour
desquelles elles se développent peuvent étre déterminés par les formules (111-56) et
(111-57).

- Lataille de ces zones augmente pour un pourcentage d’ acyclisme croissant.

- Il sembley avoir un effet de « pompage » entre les zones principales données par les
rapports critiques sans acyclisme et celles associées aux bandes |atérales.

- Une fonction de raideur sinusoidale (se rapprochant des conditions en dentures
hélicoidales) conduit & des zones d'instabilité plus réduites que pour une raideur
variant en créneall.

- L’introduction d’amortissement, méme minime, permet de limiter considérablement
les zones d'instabilités.

V.ETUDE PARAMETRIQUE D'UN COUPLE D'ENGRENAGES EN
PRESENCE D’'ACYCLISME

V.1. INTRODUCTION

Les études paramétriques permettent de quantifier I’influence des caractéristiques du
couple d engrenages sur sa dynamique. Plusieurs méthodes existent afin d’ éviter le calcul de
la réponse du systeme. Parmi les plus courantes, ils existent les méthodes de sensibilité [134]
qui fixent tous les parametres sauf celui de I’ éude, et donne son influence sur les fréquences
de résonances. Ces méthodes sont bien adaptées dans le cas d’ un faible nombre de paramétres
et de faibles non-linéarités. Dans le cas des engrenages, ces méthodes sont difficilement
applicables tant les parametres a prendre en compte sont nombreux et les non-linéarités fortes.
Ces derniers peuvent se regrouper en quatre catégories :

- Les paramétres géométriques tels que le module, le nombre de dents, la largeur,
I’angle d hélice, ...
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- Les paramétres physiques tels que la vitesse de rotation, le couple moteur, ...
- Les paramétres de montage tels que le mésalignement, les excentricités,...
- Lesparamétres du réducteur tels que les arbres, les paliers, les carters, le moteur,...

Ces derniers ne peuvent étre considérés que lorsque la modélisation est
tridimensionnelle, c'est-a-dire pour des modeles possédant un nombre de degré de liberté
important et conduisant, par conséquent, a des exploitations colteuses en temps de calcul. La
modélisation torsionnelle utilisée dans ce chapitre permet d’ étudier de maniére rapide un
panel de paramétres aussi bien géométriques que physiques (les paramétres de montage étant
abordés dans le chapitre 1V de ce mémoire). L’ étude est donc focalisée sur les paramétres
géométriques les plus pertinents représentatifs du comportement dynamique d’ engrenages
sous acyclisme. Les parametres physiques de la vitesse de rotation que sont les harmoniques
et le pourcentage d acyclisme sont ensuite analysés dans un deuxiéme temps.

V.2. DONNEE DE LA MODELISATION - VITESSE CRITIQUE DEVOL LIBRE

V.2.1. Définition du couple d’ engrenages

Les caractéristiques des engrenages et des parametres de vitesses sont résumeées dans
le Tableau I11-10.

Pignon Roue
Nombre de dents 30 45
Module m, (mm) 3
Largeur des engrenages (mm) 35 \ 30

Angle de pression de taillage «, (en °) 20

Angled hélice S (en°)

0 (modele créneau), 30 (modéle sinus)

Modulation deraideur ¢,

0.15 (modeéle créneau), 0.1 (modéle sinus)

Wy

Raideur moyenne k., (N/m) 6-108
Harmoniques considérés 2,4,6
Pourcentage d’ acyclisme p, (en %) 0,1.25, 25, 3.75

Amortissement visqueux & 0.05
Couplerésistant C; (N.m) 250
Plage d’ étude du rapport % 0.05a1.25

Tableau |11-10 : Caractéristiques des engrenages et de |’ acyclisme

Les simulations sont conduites dans le cas du modéle créneau avec les
développements analytiques et pour le modéle sinus a I’aide de I’algorithme généra de
Newmark. Les calculs sont menés sur 3 tours de rotation du pignon, le nombre de pas de
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temps par période d’ engrenement moyenne étant de 64. L’ acyclisme de rotation du pignon est
considéré soit en condition monoharmonique, soit multiharmonique. Dans ce dernier cas, des
coefficients sont introduits sur les pourcentages de sorte a limiter les excitations dues aux
harmoniques d’ ordres supérieurs, la référence étant I’harmonique d ordre 2. Les vitesses
s expriment alors selon (111-72) pour un acyclisme monoharmonique et selon (111-73) lorsque
plusieurs harmoniques sont prises en compte. Un exemple d’ évolution est donné Figure I11-22
pour le H, et le multiharmonique respectivement. Les pourcentages d acyclisme sont

SUppPosés ne pas dépendre de la vitesse de rotation et laphase ¢, est prise égale a zéro.

Q,(t) = Qy 1+ p, sin(a, t)) (11-72)
Q,(t)=Q, (1+ P, Y.a,sin(w, t)] avec a, =1, a,=0.75, a, =0.25 (111-73)
n=2,4,6

Exemples d'évolution de vitesse de rotation du pignon pour un pourcentage de 2,5 %

7500

7400 — H2

—— Multiharmonique

7300 -

~
N
o
o
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o
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o
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6800 -

6700 T T T T T T T T T T T
0 0,001 0,002 0,003 0,004 0,005 0,006 0,007 0,008 0,009 0,01 0,011

Temps (s)

Figurelll-22 : Exemplesd’évolution de vitesse de rotation du pignon

V.2.2. Définition d' une vitesse critigue de val libre

En reprenant I’ équation différentielle (111-12) dans le cas du contact direct (111-74), le
second membre peut, sous certaines conditions, devenir négatif du fait de la présence du

terme Q, . Dans de telles conditions, des pertes de contact entre dentures sont inévitables.

. . co .
Ay +2& w0, A, + @ L+ Oy (I)(t))Atr =$(CR +ul, Ql) (11-74)
2 Teq
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Dans le cas d’ une vitesse modul ée par un seul harmonique, le second membre s écrit :

%@(CR +ul, np, Q2 cos(w,t)) (111-75)

Une relation permet alors de lier une vitesse de rotation moyenne limite aux
paramétres de I’ acyclisme, mais également a I'influence de I’inertie polaire de la roue et du
couple résistant. Elle seranotée QJ; (111-76) :

C
Qp = |—"— (111-76)
ul,np,

Dans le cas d'une vitesse a plusieurs composantes harmoniques, il est nécessaire de
rechercher le minimum du second membre.

Cette vitesse critique théorique ne prend pas en compte I’ ensemble de la dynamique
du couple dengrenages mais elle permet de situer (méme qualitativement) les vitesses
susceptibles de conduire a des pertes de contacts. Pour des vitesses de rotation constantes, les
pertes de contacts apparaissent généralement au voisinage des seules vitesses critiques
d engrénement. On constate, par contre, que dans le cas d acyclisme toute une gamme de
vitesses (au-delade Q) peut étre affectée.

Les caractéristiques du couple d’ engrenages considérés donnent les vitesses définies

: Quy
dans le Tableau 111-11 dans les cas monoharmoniques. Le rapport —™ désigne le rapport
a)O
critique de vol libreavec Q) =Z, QY.

H, H,
P, (en %) v v
n . Q ) Q
QL (tr/min) | =™ | Q) (tr/min) | —°
a)O a)O
1.25 13388.8 1.38 7730 0.8
2.5 9467.3 0.98 5466 0.56
3.75 7730 0.8 4462.9 0.46

Tableau |11-11 : Vitesses et rapportscritiquesdeval libre

V.3. INFLUENCE DES PARAMETRES PHY SIQUES

V.3.1. Influence du pourcentage d’ acyclisme

Dans un premier temps, les pourcentages d acyclisme ne dépendent pas de la vitesse
de rotation. De cette fagon, |a caractérisation de ce parameétre est mit en évidence pour chaque
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vitesse de rotation. La Figure 111-23 donne I'évolution de R, pour une évolution
monoharmonique d’ ordre 2 avec un jeu de denture J, de 0.1 mm.

L es résultats montrent une augmentation des coefficients d’ autant plus importante que
le pourcentage augmente. Cela signifie aors que les efforts maximums aux dentures
augmentent.

En observant les courbes a 2.5 et 3.75 %, on se rend compte de |’influence de
I"acyclisme. En effet, il apparait pour le pourcentage de 1 % un saut d’amplitude relatif aux
pertes de contacts a I’ approche des vitesses critiques d’ engrenement. Passé ce saut, la phase
de vol libre existe toujours mais s estompe au fur et a mesure de I’ augmentation de la vitesse,
le second membre ne devenant négatif qu’a partir du rapport 1.38. Pour les 2 autres valeurs de
pourcentages, il devient négatif a partir de 0.98 et 0.8 et on observe aors de fortes
oscillations. Celles-ci sont dues aux effets inertiels causés par la vitesse de rotation variable
qui agissent pendant la phase de vol libre en augmentant les vitesses linéaires des dentures. 1|
apparait alors soit des chocs importants sur les flancs rétro des dents avec des vitesses
conséguentes, soit des reprises de contact sur le flanc direct avec des impacts d' autant plus
important que la phase de val libre est importante.

Evolution de Rmax : influence du pourcentage d'acyclisme

75
| |
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o —H225% /N [\ [\
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' ~\\ \\
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L]
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P AN INSY N T

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 1,1 1,2 1,3
Rapport moyen wm/w0

Figurelll-23: Influence du pourcentage d’'acyclisme

La Figure [11-24 donne les évolutions de I’ erreur de transmission pour le pourcentage
de 3.75 % aux vitesses immédiatement inférieure et supérieure a la vitesse de vol libre. Elle
montre qu’ au-dela de cette vitesse, I’ erreur de transmission devient négative, il y a donc une
phase de vol libre al’intérieur du jeu de denture.
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Figurelll-24 : Evolution deserreursdetransmission autour delavitesse devol libre (3.75 % d’acyclisme)
haut : vitesseinférieure, bas: vitesse supérieure

Une augmentation de lalargeur des pics de résonances apparait également aux vitesses
critiques d engrenement. Ces augmentations sont dues a la forme sinusoidale de la vitesse de
rotation. Etant donné que les résonances sont données aux vitesses moyennes, il se peut que
pour certaines vitesses et certains pourcentages, cette moyenne soit atteinte et dépassee par
d autres vitesses. Ce phénomeéne est causé par I’amplitude de la variation de la vitesse. En
d autres termes, pour une vitesse moyenne €, au niveau Vv, les fluctuations des niveaux

v—1et v+1 dépassent Q.
Cette situation est illustrée Figure 111-25 pour le rapport % . La courbe bleue donne la

vitesse a ce rapport, celles en rouge et en vert aux rapports immediatement inférieurs et
supérieurs. Les lignes horizontales désignent |es vitesses moyennes.

Ces dernieres sont dépassées par les niveaux v—1 (rouge) et v+1 (vert). L’ influence
du pourcentage d’ acyclisme est alors manifeste, il influe sur la largeur des pics de résonances
et permet au systeme d’ étre exciter sur une plus large gamme de vitesses.
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Evolution des vitesses autour du rapport critique 1/3
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Figurelll-25: Influence du pourcentage sur les évolutions autour des vitesses critiquesd’engrenement

Lasuite de I’ éude porte sur I’ influence d’ un pourcentage d’ acyclisme dépendant de la
vitesse moyenne de rotation. Pour cela, son évolution sera linéairement décroissante de sorte
gu’il prendrales valeurs de 3.75 % pour le rapport de 0.05 et de 0.5 % pour le rapport de 1.25.
LaFigure I11-26 donne les évolutions de R, pour |I"harmonique 2, en comparant avec celles

pour des pourcentages fixes de 1.25 et 2.5 %.

Evolution de Rmax : comparaison avec le pourcentage dépedant de la vitesse
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Figurelll-26: Influence du pourcentage dépendant dela vitesse derotation
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La comparaison montre qu’il est bénéfique de réduire le pourcentage aux abords des
hautes vitesses. Les pertes de contacts sont aors limitées, hormis aux vitesses critiques
d engrenement. De plus, lorsgue les situations de chocs rétro n’ apparaissent pas dans le cas de
pourcentage constant (1.25 %), il semble gu’ une diminution du pourcentage en fonction de la
vitesse abaisse les facteurs dynamiques en limitant les effets d’ inerties.

V.3.2. Influence des harmonigues

L'analyse considere une vitesse dharmoniqgue dordre 2 et une vitesse
multiharmonique. Le jeu de denture est de 0.1 mm. Les résultats sont donnés Figure [11-27.

Dans la configuration monoharmonique, plus |’ ordre est élevé et plus les efforts aux
dentures sont élevés. Dans le cas multiharmonique, |es résultats montrent une faible influence
par rapport a I’harmonique 2. Ceci est en grande partie du a la modélisation de la vitesse
privilégiant I’ ordre 2 par rapport aux ordres 4 et 6. La présence du terme @, = nQ,, introduit
avec |'accélération angulaire du pignon introduit des effets d’inerties. Ceci est visible en
considérant I"harmonique H, pour lequel les coefficients sont trés importants. Ains en

considérant un pourcentage d’ acyclisme relativement faible, |I”harmonique peut engendrer
d’ importants efforts.

Evolution de Rmax : influence de I'harmonique
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Figurelll-27 : Influence des harmoniques

Il faut toutefois rester prudent concernant les valeurs de R, . En effet, celles-ci sont

données pour le maximum des efforts dynamiques. Or dans le cas de pertes de contacts ou de
chocs rétro, ces efforts deviennent trés importants sur des temps tres courts. Ces situations se
produisent lorsque le contact s établit aprés la phase de vol libre soit sur le flanc direct, soit
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sur le flanc rétro. De plus, des rebonds peuvent apparaitre a la suite de ces reprises de
contacts.

La Figure I11-28 donne les évolutions des coefficients dynamiques pour les
harmoniques 2 et 4 a un pourcentage de 2.5 %. Pour I’ordre 2, les valeurs présentent des
augmentations a la reprise de contacts sur le flanc direct, mais oscillent ensuite autour de 2.
L harmonique 4 présente quand alui des rebonds, mais oscille ensuite autour de 3.

Les chocs produisent des efforts intenses sur des temps trés courts, ce qui semble
négligeable. Mais il faut remarquer que si ces chocs se répéetent sur des milliers de tours, il
peut y avoir apparition d' usure de la denture ou de géne acoustique.

Evolution de du coefficient dynamique pour I'harmonique 2 a la vitesse de 10349.3487 tr/min Evolution de du coefficient dynamique pour I'harmonique 4 a la vitesse de 10349.3487 tr/min

ﬂ
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Figurelll-28 : Coefficients dynamiques
(@) : ordre2-(b): ordred

V.3.3. Influence du coupl e résistant

Il est démontré numériquement et expérimentalement que la charge n’influence pas les
coefficients dynamiques dans le cas d engrenages sans défauts a des vitesses de rotation
constantes. Dans |e cas de I’ acyclisme, la mgjeure partie des études s attache a caractériser les
phénomenes de « rattle », c'est-a-dire a couple nul ou trésfaible.

Une analyse est effectuée en considérant un harmonique d’ ordre 2, un pourcentage de
2.5 %, un jeu de dentures de 0.1 mm et un couple résistant de 250, 500 et 750 N.m. Les

courbes sont superposees al’ évolution de R, sansacyclisme sur laFigure [11-29.

L augmentation du couple réduit I’ apparition des chocs rétro de dentures comme
I"illustre les courbes a 250 N.m et 500 N.m. Lorsgue ceux-ci S estompent, le coefficient se
réduit d’ autant plus que le couple est important (750 N.m) en diminuant les effets d’inerties.
De plus, son augmentation permet de repousser la vitesse critique de vol libre vers des plus
hautes valeurs. Dans le cas a 250 N.m, €lle se situe au rapport 0.98. A celui-ci R, oscille

dénotant des phénomeénes de pertes de contacts alors qu’a 500 N.m ce n’est plus le cas, le
rapport étant de 1.38.
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Evolution de Rmax : influence du couple résistant
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6,5

= = = Sans acyclisme : 250 N.m, 500 N.m, 750 N.m
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Figurelll1-29 : Influence du couple résistant

V.4. INFLUENCE DES CARACTERISTIQUES DES ENGRENAGES

V.4.1. Influence de laforme de laraideur

Les modéles de raideur jouent un rdle important sur la stabilité du systéme. Il a été
démontré que I’ utilisation de dentures hélicoidales permet de réduire les zones d'instabilités.
Lebut estici d' étudier I'impact des 2 types de dentures sur les réponses dynamiques.

La Figure 111-30 propose le résultat d’un calcul comparant les 2 modeles de dentures
pour une simulation considérant une modulation de raideur ¢,,, de 0.1, un pourcentage de 2.5

%, I’harmonique H, et un jeu de denture de 0.1 mm.

Les résultats montrent que I’ utilisation de dentures droites est préudiciable par rapport
aux dentures hélicoidales. Dans ce dernier cas, les cadficients dynamiques sont beaucoup
moins importants, qu’il y est ou pas pertes de contacts ou de chocs rétro. De plus le rapport
critique d’ apparition du vol libre dans le cas du sinus est de 0.977, inférieur a celui du modele
en créneau. Malgré cela et I’ apparition de pertes de contacts prématurées, les maximums des
coefficients dynamiques restent inférieurs.
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Evolution de Rmax : comparaison des modéles de raideur
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Rapport moyen wm/w0

Figurelll-30: Influence du modéle de variation deraideur

V.4.2. Influence de la modulation de raideur

La modélisation de la raideur s effectuant a I’aide de fonctions simples, tantdt en
créneau, tant6t en sinus, son amplitude de variation est déterminée par le coefficient ¢,,,. Ce

dernier influe sur le comportement de I’ engrenage comme il a été vu dans la partie IV sur la
stabilité. Afin d’illustrer son influence sur les réponses dynamiques, la Figure I11-31 est
donnée. Elle représente |’ évolution de R . en considérant le couple d’ engrenages du Tableau

[11-10 avec une modulation de raideur de 0.15 et 0.2. Le calcul est effectué pour un
pourcentage de 2.5 % d’harmonique H, .

Les résultats montrent qu’ une augmentation de ¢,,, engendre des coefficients plus
importants, donc des efforts maximaux plus intenses.
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Rmax

Evolution de Rmax : influence de la modulation de raideur
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Figurelll-31: Influence dela modulation de raideur

V.4.3. Influence du jeu de denture

La Figure 111-32 illustre le résultat de la ssmulation pour un harmonique d ordre 2 et
un pourcentage de 2.5 %. Les caractéristiques des engrenages sont celles définis au Tableau
[11-10. Les jeux considérés sont de 0.1 mm et 0.05 mm.

7,5

6,5

Evolution de Rmax : influence du jeu de denture
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Figurelll-32: Influencedu jeu de denture
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La caractéristique principale d’ une diminution du jeu est defiltrer les chocs. || apparait
alors moins de phénomeénes de rebonds, notamment apres la reprise de contact sur le flanc
direct. La Figure [11-33 illustre ce propos par les évolutions des erreurs de transmission au
rapport de 1.13. Celles-ci sont données pour le dernier tour de rotation du pignon.

En limitant ces phénomenes de rebonds, il y a également une limitation du bruit émis.

De plus, une diminution du jeu réduit les efforts suite a la limitation du déplacement et de la
vitesse de la dent en phase de val libre.

Evolution des erreurs de transmission pour 2 jeux de dentures au rapport 1,13

2,00E-05 ,‘VAV‘\ A A \/A A lan N ‘
0,00E+00 \"/\V \ A \"/\VA A /N/
-2,00E-05 | v

-4,00E-05
/ / —Jeu=0,1mm \\/
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-8,00E-05 -

-1,00E-04 -

-1,20E-04
0,0164 0,0174 0,0184 0,0194 0,0204 0,0214

Temps (en s)

Figurelll-33: Evolution deserreursdetransmission pour les 2 jeux de dentures

V.4.4. Influence du rapport de réduction

Le rapport de réduction est caractérisé en comparant le couple d’ engrenages utilisés
jusqu’a présent avec un couple comprenant un pignon de 30 dents et une roue de 36 dents,

soit un rapport de réduction de g au lieu de % Les largeurs des engrenages, les

caractéristiques d’ amortissement et de charge des 2 couples sont identiques. L’ analyse est
menée pour une variation en créneau et en sinus, un pourcentage de 2.5 % et un jeu de denture
de 0.1 mm. Les résultats sont portés sur laFigure 111-34.

Il semble qu’'un rapport de réduction important soit bénéfique et conduise a des
coefficients R, plus faibles. En abaissant le nombre de dents de la roue et en gardant la
méme largeur I'inertie polaire est ainsi diminuer. De cette facon, les effets inertiels sont
réduits et les pertes de contacts ne perturbent plus autant la dynamique de laréponse. L’ intérét
semble alors, lorsgue le rapport de réduction ne peut étre changé, de diminuer ces inerties de
fagon alimiter leurs effets dans les phases de vl libre.
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Evolution de Rmax : influence du rapport de réduction
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Figurelll-34 : Influence du rapport deréduction

V.5. CONCLUSION SUR L’ETUDE PARAMETRIQUE

L’ étude paramétrique a permis de faire ressortir des points importants quant a
I”évolution des réponses dynamiques d’'un couple d’ engrenages sous acyclisme en ce qui
concerne les caractéristiques des fluctuations de vitesses et les paramétres géométriques des
engrenages. || apparait qu’en choisissant les paramétres de conception adéquats, les effets de
I” acyclisme peuvent étre réduits. Les principaux résultats et constats sont résumeés ci-dessous :

- L’introduction de |’acyclisme génére des effets d’'inerties entrainant des pertes de
contacts entre dentures a des vitesses autres que les vitesses de rotation critiques
déterminées pour des vitesses constantes. Il existe alors une vitesse critique appelée
vitesse critique de vol libre au-dela de laguelle il y a des pertes de contacts. Cette
vitesse est dépendante alafois de |’ acyclisme et de la géométrie des engrenages.

- Le pourcentage d acyclisme et les ordres des harmoniques [132] augmentent les
efforts aux dentures suite aux effets d'inerties. |l est alors souhaitable de réduire au
maximum ce pourcentage, parametre beaucoup plus flexible que I’ harmonique qui est
imposé par latechnologie du moteur.

- L’introduction de charge élevée permet de diminuer les effets de I’ acyclisme [132]. Ce
point est particulierement important car, en régimes constants, le chargement n’a pas
d influence sur les coefficients dynamiques.

- |l est préférable d' utiliser des dentures hélicoidales. Un fort rapport de conduite est a
envisager pour réduire les fluctuations de la raideur d’ engrenement.

- Unjeu de denture faible permet de filtrer les chocs.
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- Le rapport de réduction joue un role par I'intermédiaire de I'inertie de la roue. Il
semble qu’'une diminution de celle-ci procure moins d efforts aux dentures. Ceci
vérifie les observations du paragraphe I11.2.4.2 sur les amplitudes des excitations.

VI. CONCLUSION

Ce chapitre propose une éude des transmissions par engrenages Sous régimes
transitoires, en prenant en compte I’ acyclisme de rotation du pignon (et par conséquent de la
roue). Un modéle torsionnel simple a été mis en place, ne prenant en compte que les
engrenages de sorte que I’ étude soit focalisée sur |le comportement propre des engrenages.

Plusieurs méthodes de résol ution analytiques ont été introduites dans le double objectif
d  appréhender de maniére analytique le comportement dynamique et de pouvoir calibrer des
méthodes numériques qui demeurent clairement les seules alternatives réalistes pour des
systemes de tailles plus importantes. D’une maniere générale, I'accord entre les résultats
analytiques et numérique est trés satisfaisant.

Le deuxieme point concerne |’ étude de la stabilité pour des systémes a excitations
paramétriques avec modulations de fréquences et amplitudes. Il a é&é montré que de nouvelles
zones instables apparaissent autour des bandes latérales et qu’elles interagissent avec les
zones d'instabilités principales. |l a été également confirmé que I’ amortissement joue un réle
crucial en réduisant les largeurs des zones instables et en rejetant ces derniéres vers les valeurs
de fluctuations de raideur plus élevées. En comparant, les résultats obtenus avec des raideurs
de type créneau (dentures droites) et sinusoidale (proche des conditions en dentures
hélicoidales), il a été montré que I’ avantage bien connu des dentures hélicoidales en régime
permanent se retrouve sous acyclisme.

Une étude paramétrique conclue ce chapitre et a permis de mettre en évidence
quelques paramétres clés contrdlant la réponse dynamique d engrenages soumis a des
fluctuations périodiques de vitesses.

Cette étude est bien évidemment limitée a une modélisation trés simplifiée
d engrenages, elle sera étendue a des modéles plus réalistes dans le chapitre suivant.
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CHAPITRE IV

ETUDE D'UN REDUCTEUR SOUS

ACYCLISME EN PRESENCE DE

DEFAUTSD'EXCENTRICITES
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. INTRODUCTION

Dans |’ optique de caractériser le comportement dynamique global d’une transmission
par engrenages réelle, il est nécessaire de prendre en compte I'ensemble des ééments
meécaniques tels les arbres, paliers,... mais également les défauts de montage et de géométrie.

Le travail entreprit au chapitre précédent a permit de montrer I'importance de la prise
en compte de I’acyclisme et son influence directe sur les courbes de réponse. Toutefois, la
géométrie était supposée parfaite et le modéle était extrémement simplifié (un seul degré de
liberté). L’ objectif de ce dernier chapitre consiste donc a introduire des défauts géométriques
(des excentricités car ellesinfluent fortement sur le jeu de denture) dans un modéle en flexion,
torsion, traction - compression a méme de décrire des systemes meécaniques relativement
complexes. Les analyses s appuient pour une large part sur les développements théoriques
relatifs aux conditions de contact instantanées décrits au chapitre 1.

Dans un premier temps, I'analyse de I’influence d excentricités sera abordée en
considérant un modele torsionnel de réducteur qui, a la différence du précédent chapitre,
introduira une fonction raideur d’ engrénement plus réaliste car déterminée numériquement au
cours de la résolution des éguations du mouvement. La seconde partie sera consacrée a
I’extension du modéle afin de prendre en compte les mouvements de flexion et de traction -
compression. Enfin, la troisiéme et derniére partie sera dédiée a I’ éude d un réducteur en
présence d’ excentricités et aux interactions entre excentricités et acyclisme.

1. ETUDE TORSIONNELLE EN PRESENCE D’EXCENTRICITES

Dans la continuité des travaux présentés plus avant, des modéles de complexité
croissante sont successivement présentés et analyseés.

11.1. QUELQUES RESULTATS DE CALCULS DU JEU DE DENTURE

Il est intéressant de tracer I’ évolution du jeu de denture en fonction des excentricités.
En effet, au chapitre précédent, il a été vu que I’ acyclisme engendre des chocs rétro lorsgue le
chargement des engrenages est trop faible pour contrer les effets d'inerties. Les résultats
suivants ont été obtenus pour 2 couples d engrenages différents, I’un avec un rapport de
réduction unitaire et |’ autre non unitaire. Les caractéristiques des couples | et |1 sont données
dans le Tableau 1V-1. Les fluctuations de vitesse sont composées d' un seul harmonique. Les
évolutions sont données pour 5 tours de rotation du pignon.

Le couple d’ engrenages | correspond & un réducteur industriel avec des nombres de

dents du pignon et de la roue premiers entre eux, de sorte a uniformiser I’ usure des dentures.
Le couple Il est représentatif d’ un inverseur.
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Couplel Couplell

Pignon | Roue | Pignon | Roue
Nombre de dents 23 37 18 18
Module nominal (en mm) 4 4
Jeu normal J (en um) 150
Harmonique n 1
Phase ¢, 0
Pourcentage 25

Tableau | V-1 : Caractéristiques des couples d’ engrenages pour le calcul du jeu dedenture

La Figure V-1 donne I’ évolution du jeu pour le couple | avec une excentricité de 50
pm sur le pignon et égale a zéro sur laroue, les déphasages associées sont nuls (4, = 4, =0).

L’ importance des excentricités est mit en évidence car pour des valeurs suffisamment
élevées, le jeu peut devenir négatif (ce qui est en réalité impossible) et indique un risque de
blocage en fonctionnement avec rupture éventuelle des dentures.

Sur la Figure 1V-2 le jeu est calculé pour le méme couple mais avec une excentricité
identique de 50 um sur le pignon et la roue, un déphasage nul pour la roue, des déphasages
pour le pignon de O et 7 rad. L’ utilisation d’ engrenages avec des nombres de dents premiers
entre eux engendrent alors une périodicité beaucoup plus longue. L’introduction d’'un
déphasage ne fait que décaler temporellement I’ évolution de ce jeu.

Evolution du jeu de denture en fonction du temps pour e2 =0 um, A1 =A2=0
400

I
—e1=50pum
350 —e1 =100 ym

AN\ VA AN
7\ N 70\ W 1 72\ N 7\ N o\

200 +

150 A

N/
/)

-50

Jeu de denture (en ym)

|/ V/ AL V/ B
VARV AV

-100

FigurelV-1: Calcul du jeu pour e, =50pum,e, =0,4,=4,=0
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Evolution du jeu de denture en fonction du temps pour e1 =e2 =50 pm et A2 =0

300 ‘
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=
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FigurelV-2: Calcul dujeu pour e =e, =50 pm, 4, =0

Le dernier résultat Figure 1V-3 illustre le calcul de plusieurs jeux en fonction de
diverses combinaisons d’ excentricités. La phase initiale sur la roue est conventionnellement
mise a zéro. Les excentricités du pignon sont de 50 et 75 um alors que celle de laroue est de
50 um. Pour des excentricités identiques sur le pignon et sur la roue de 50 um, les phases du
pignon sont de 0 et 7 rad.

Evolution du jeu de denture en fonction du temps
300 T T
—el1=75pum,e2=50um, A1 =A2=0

\ /\ /\ / —e1=50pm, €2 = 50 ym, M = A2 =0
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FigurelV-3: Calcul desjeux dedenture pour un rapport deréduction unitaire
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On constate que des excentricités identiques avec déphasage nul sur le pignon et la
roue conduisent a un jeu de denture quasi inchangé par rapport a sa valeur nominale tandis
que les autres combinaisons modulent fortement les amplitudes de ce jeu. Ces résultats
soulignent donc I'importance de la prise en compte de ce type de défaut, avec d'un point de
vue pratique, la possibilité de blocage et rupture pour un jeu instantané qui s annule.

11.2. MODELE TORSIONNEL EN PRESENCE D'EXCENTRICITES

[1.2.1. Restriction du modéle global

La restriction du modele définit au chapitre Il permet de réécrire les vecteurs de
structures selon (1V-1) et (1V-2) :

—e, sin(©, - 4,)cos(, )sin(ey, )
v = { &, sin(©, — 4,)cos(B, )sin(ey )} (V-
[ (e, cos(®, - 4,)cosler, )+ Ro, Jcos(3,)
Va = {(— e, cos0, - 4, )cosle, )+ Rb, )cosl 5, )} (V-2

Dans ces conditions, on remarque que les vecteurs ne font plus apparaitre de maniére
explicite la position du point de contact potentiel M ;. Le défilement des lignes de contacts

dans I’ algorithme de calcul n’est alors plus nécessaire. Ainsi, |’ écriture suivante sera adoptée
pour cettepartie: &, =¢, IT, =11, V; =V;,V, =V, [=12.

Laformulation des matrices masse M, et raideur K, ains que le second membre

desefforts F,,, du systeme différentiel se déduit delaformulation globale par :

M. <[ 0 V-3
eng — 0 |2 ( ')

N (t)
Keg =TT D kK VVT (IV-4)

i=1

W _1-¢ -1,Q,+C

Fo,=>—kVJ@®+ .+ ™™ -
ng Zl 5k V30 [—|292+CJ (IV-5)

Le calcul de laraideur s effectue en considérant le défilement des lignes de contacts et
en utilisant une formulation selon la norme 1SO 6336 telle que définie au chapitre|.
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Afin d' éliminer le mode de corps rigide classique dans les modéles torsionnels, la
charge résistante est simulée par une raideur de torsion k conduisant a la matrice de

raideur et au vecteur second membre suivants :

charge

N 0 O
Keg =TT Y kK VVT + (IV-6)
i=1 0 kcharge
N(t) _ —1.C
Fo=> kv g, 2% Cn (IV-7)
= 2 -1,Q,

NB : Lesinerties des moteurs et freins ne sont pas introduites dans ce type de modéle.

[1.2.2. Données de |’ éude

Les données des engrenages et les caractéristiques du calcul sont précisées dans les
Tableaux 1V-2 et IV-3. Le nombre total de périodes de rotation du pignon est de 4, le calcul
du maximum du coefficient dynamique ne s effectuant que sur le dernier tour. Le nombre de
pas par période dengréenement moyenne est de 64, le nombre de segments N de
discretisation des lignes de contacts est de 20, la raideur k... est de 10° N/m/rad. Enfin,

I”amplitude des fluctuations de vitesse est supposée indépendante de la vitesse de rotation. En
ce qui concerne le modéle d’ excentricité, seule une excentricité sur le pignon sera considérée
et les déphasages 4, et A, seront nuls.

Le modéle de variation de vitesse adopté correspond a un acyclisme monoharmonique.
L’ accélération angulaire et I’ angle de rotation du pignon se déduisent de cette expression, les
expressions de I’angle de rotation de la roue, sa vitesse et son accélération angulaire sont
calculées al’ aide des équations définies en Annexe 1.

Pignon | Roue
Angle de pression de taillage ¢, (en °) 20
Angle d’ hélice primitive £ (en °) 0
Module réel (en mm) 6
Nombre de dents Z, 18 18
Largeur de |’ engrenage (en mm) 20 20
Coefficient de saillie 1 1
Coefficient de creux 1.4 1.4
Jeu de denture J (en mm) 0.2
Excentricités (en um) 125 0
Déphasage A, des excentricités (en rad) 0 0

Tableau | V-2 : Caractéristiques du couple d’ engrenages
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Chapitre IV. Etude d' un réducteur sous acyclisme en présence de défauts d’ excentricités

Amortissement & 0.1
Plage de variation de vitesse moyenne (en tr/min) | 100 — 6000
Harmonique n 1
Pourcentage de I’ acyclisme p,, (en %) 5
Couple moteur C_ (en N.m) 25
Plage de variation du déphasage ¢, (en rad) 0- 27

Tableau 1V-3: Données numériques de la simulation

11.2.3. Redéfinition de la vitesse critigue de vol libre

Au chapitre |1, une vitesse de rotation critique a été mise en évidence, au-dela de
laguelle il y apparition de séquences de vol libre et des chocs entre dentures. Celle-ci faisait
intervenir le couple résistant qui est ici remplacé par une raideur de torsion. En reprenant la
définition de (1V-5), le systeme de deux éguations peut se réduire a une seule expression en
fonction de I’ erreur de transmission AS, en présence des excentricités:

. N(t) _ o N() _ : _ .
mqueir"_szi Aetzrznl gzkl Jb(t)+|2Pel(Cm |1912)+|1P93(CR IZQZ)
i=1 2 i=1 |2 Pel + I1 PeZ

(IV-8)

Avec:

- A?r = Pel 01 + PeZ 02
- Py=(-esinO,-4)sin(e, )+ e (g cos(®, - 4,)+ Ro,))cos( 3, )

- Pe2 = (ez Sin(®2 _ﬂz)gn(aﬁ )+'9 (_ez COS(®2 _/12)"' sz ))Cos(ﬂb)

[ 1
=~ )
M. =
eq 2 2
I, Pa+1, Py

En supposant maintenant que les excentricités sont faibles devant les rayons de bases,
telles que P,=¢Rbcos(3,) e P,=eRb,cos(3,), le théoréme de I énergie
cinétique appliqué aux mouvements de corps rigides conduit a:

1 .
C =G(Cm—|191)+u|291 (IV-9)

r

L’ équation du mouvement peut donc se réécrire sous laforme :

A, +T 0 (14 o, @(1) A, = —Hl_Tg @F (1+ &, D(1)) I, (1) +% (Cn—1,) (v-10)

€q
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Chapitre IV. Etude d' un réducteur sous acyclisme en présence de défauts d’ excentricités

On retrouve alors une expression de la vitesse critique de vol libre en faisant apparaitre
le couple moteur constant et |es paramétres de |a vitesse monoharmonique qui s’ exprime :

C
QY = m (1V-11)
I, np,

En utilisant les données des Tableaux 1V-2 et V-3, on obtient alors une vitesse
critique de 4678 tr/min.

11.3. APPLICATIONS

11.3.1. Etude sans acyclisme

En considérant, dans un premier temps, une vitesse de rotation constante, les erreurs
d excentricités provoguent des pics de résonance de part et d’'autre de la raie de fréquence la
fréquence d’ engrénement tels que :

Q, 2
= ,1=0,1,-1 -
o, k(Z +i) . (IV-12)

Le Tableau V-4 regroupe les valeurs de Q,, pour lesquelles il y a possibilités de
résonances pour le couple d’ engrenages considéré :

Q,, (en tr/min)
k i=0 i=1 i=-1
6 5200.69 4926.97 5506.62
7 4457.74 4223.12 4719.96
8 3900.52 3695.23 4129.96
9 3467.13 3284.65 3671.08
10 3120.42 2956.18 3303.97
11 2836.74 2687.44 3003.61
12 2600.35 2463.49 2753.31
13 2400.32 2273.99 2541.51

Tableau | V-4 : Vitesses critiques du couple d’ engr enages sans acyclisme
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Chapitre IV. Etude d' un réducteur sous acyclisme en présence de défauts d’ excentricités

La Figure IV-4illustre I’ évolution du coefficient R, du couple d’ engrenages éudié

pour une vitesse de rotation du pignon constante. Les droites en traits pleins représentent les
vitesses critiques pour i =0, les traits en pointillés longs pour i =-1, en pointillés courts
pour i =1. Pour ne pas surcharger la Figure, seules les vitesses significatives ont été tracees.
On constate qu’il y abien correspondances entre certaines vitesses du Tableau V-4 et les pics
observeés sur la courbe de réponse.

Evolution de Rmax sans acyclisme

2,5 et ' 1 o, 1
1 ! I [ I
RN ' [ (. I
2,25 et A - i
YR . \\ I |
/"\hl : I )I’\\ I
2 T : . N
: :|\\_/ : I I |
il L\
© . . . .
el I ' [ [
NN : I . I
1,5 mEim : I . I~
RN ' I [ I
el : I I I
1,251 ] K | |
Ll o I |
1 | | | o :‘I I | | : ‘I: | I :‘ | | |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 5500 6000 6500

Vitesse moyenne (en tr/min)

FigurelV-4: Evolution pour le couple d’ engrenages sans acyclisme
ci=1- . 0i=-1

11.3.2. Etude avec acyclisme : influence des déphasages lors des phases d’impacts

L’introduction de I'acyclisme fait apparaitre les phénomenes de séparations de
dentures et des chocs comme le montre la Figure 1V-5. A partir de la vitesse critique de vol
libre, les codfficients augmentent tres fortement et cela pour tous les déphasages considérés. ||
semble que les déphasages jouent un réle significatif dans les phases de vol libre ou lorsque
les chocs rétro apparai ssent.

On constate également une augmentation générale des coefficients dynamique en
présence d’ acyclisme en accord avec les observations faites au chapitre 11 pour un engrenage
différent. La Figure 1V-6 représente les évolutions temporelles des facteurs dynamiques en
dessous et au dessus de la vitesse critique de vol libre. On y voit aors que les facteurs
deviennent nuls juste au dessus de cette vitesse conduisant a une situation de perte de
contacts.
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Evolution de Rmax pour différents déphasages

9
8 — — Pas d'acyclisme
Déphasage nul /
7 Déphasage 11/2
Déphasage
Déphasage 3m/2
6 —\/itesse critique
3
€5
o
4 g
3 /
,/ -~
2 ] > — ~ - ~—— ] — —~
//—- ] — S~
=
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 5500 6000 6500

Vitesse moyenne (en tr/min)

FigurelV-5: Evolution pour différents déphasages avec acyclisme

Evolution du coefficient dynamique pourla vitesse de 4525 trimin et un déphasage de 0 rad

H

coefficient dynamique

Evolution du coefficient ique pour la de 4820 trimin et un 0rad

FigurelV-6: Evolution du facteur dynamique autour dela vitesse critique devol libre
(a) : en dessous- (b) : au dessus

Afin de mieux cerner I’ influence du déphasage, I’ évolution simultanée des coefficients
R, €nfonction des vitesses de rotation et du déphasage est donné Figure IV-7.

Une premiere analyse montre une influence notable sur le comportement dynamique
aux vitesses les plus éleveées lorsgue les pertes de contact et chocs se manifestent. Dans ces
conditions, certains déphasages semblent plus défavorables que d' autres avec, en particulier,
des pics de réponse tres prononcés entre 3 et 4 radians.
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Mz In e cln coetc kit oy vam ke

Wer e moe n ke &n toin

Dephas ae @&l

FigurelV-7 : Evolution en fonction des vitesses et des déphasages

L’influence des phases des excentricités est également mise en relief dans le Tableau
IV-5 qui représente |’ apparition de séquences de vol libre (VL) et de chocs rétro (R) pour
différentes vitesses de rotation et différentes phases entre 0 et 2 sur le pignon. Un état des
diverses conditions de contacts peut alors étre donnée dans le cas de vitesses supérieures a la
vitesse critique de vol libre.

Déphasage ¢, (en rad)

: . V4 # |3z | 2x | n |37 | ITxn | 47 | O«

Vitesse(entr/min) | 0 | — | — |—= | — | = | = |-—=| — | —= | 7«
10 | 5 | 10 5 2 5 10 5 10

4820 VL |VL|VL|VL | VL |VL|VL|VL |VL|VL|VL

5115 R |VL|VL|VL |VL |VL|VL |VL]|VL]|VL]|VL

5410 R| R |VL|VL|VL |VL|VL|VL]|VL]|VL]|VL

5705 R|R|R R | VL |VL| VL | VL | VL | VL |VL

6000 R|R|R R R |VL|VL | VL | VL | VL |VL

Déphasage ¢, (enrad)

) i 11z | 6x | 18372 | 7n | 37 | 8x | 17xn | 97 | 197«

Vitesse(entr/min) | —— | — | —— | — | = | — | == | — | == | 27
10 5 10 5 2 5 10 5 10

4820 VL | VL | VL VL | VL | VL | VL | VL | VL | VL

5115 VL | VL | VL VL R R R R R R

5410 VL | VL | VL R R R R R R R

5705 VL | VL R R R R R R R R

6000 VL R R R R R R R R R

Tableau IV-5: Apparition deschocsrétro suivant les vitesses et déphasages
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Chapitre IV. Etude d' un réducteur sous acyclisme en présence de défauts d’ excentricités

Sur la Figure 1V-8 sont tracées les évolutions de I’ erreur de transmission (en bleu) et
du jeu de denture (en rouge) pour différents déphasages a la vitesse moyenne de 5410 tr/min.

L es évolutions sont données par pas de % rad, la Figure (@) correspond a un déphasage nul, la
Figure (k) aun déphasagede 2 .

On note, qu’en fonction de ces déphasages, il y a soit des chocs rétro, soit des phases
de vol libre sans chocs rétro. Ceci s explique par la combinaison de I’ acyclisme provoquant
les pertes de contacts et par I’ évolution temporelle du jeu de denture.

x 10 Evolution de 'erreur de transmission pour la vitesse de 5410 tr/min et un déphasage de 0 rad x Fyblution de I'erreur de transmission pour la vitesse de 5410 tr/min et un déphasage de 0.62832 rad
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x fovolution de I'erreur de transmission pour la vitesse de 5410 tr/min et un déphasage de 3.7699 rad x foVolution de I'erreur de transmission pour la vitesse de 5410 tr/min et un déphasage de 4.3982 rad
0 o In s o st

\ SN Ve .
o \\‘ / / A 0. \ / / / "

Erreur de transmission (en pm)
—
Erreur de transmission (en pm)
3
L —
[

{ { 1 / - | \ /
| \ / \
‘(J \ [r \ / \ //

\ - \ /
\ / \ \ /

\ / \ / \ \ )
\ |/ | _ \ / \ /

0024 0026 0028 003 0032 0034 0036 0038 004 0042 0044 0024 0026 0028 003 0032 0034 0036 0038 004 0042 0.044
Temps (en's) Temps (en's)

©) (h)

x fovolution de I'erreur de transmission pour la vitesse de 5410 tr/min et un déphasage de 5.0265 rad x foVolution de I'erreur de transmission pour la vitesse de 5410 tr/min et un déphasage de 5.6549 rad

,\\/ N L 8 \ /\\
05— / / o \

| i \ “ ’ \ ) \ >./

Erreur de transmission (en pm)
Erreur de transmission (en pm)
;

/ \ \ / \ /
\ ‘ / ] / \ /
1\ \ / \ \
\ \ / \
\ // \ / \ / \\\ /
\ / \ \ / /
-39 i AN -39 # 7
0024 002 0028 003 0032 0034 0036 0038 004 0042 0044 0024 0026 0028 003 0032 0034 0036 0038 004 0042 0044

Temps (en's) Temps (en's)

0] )

x fovolution de I'erreur de transmission pour la vitesse de 5410 tr/min et un déphasage de 6.2832 rad

0
\ & N\
05— v
\ \
\ \
o \
g \ / \ /
g “\ / \ /
§ 15 \ / \\
K \ f \ {
£ \
\ ,/ | /
s 7 7 \ r
\ \ /
o 2 \‘\ \\ [!
/ \ /
\ /
‘ ,{ \ /
\\ ] \ ]
-3.5] )

— —
0024 0026 0028 003 0032 0034 0036 0038 004 0042 0.044
Temps (en s)

(k)

FigurelV-8: Evolution del’erreur detransmission et du jeu de denture pour plusieurs déphasages

La considération des déphasages couplés aux excentricités est un point novateur dans
la dynamique des engrenages. Le jeu de denture évoluant en fonction de ces défauts combiné
aux effets de |’ acyclisme engendre des situations multiples :

- soit devol libre suivi d’une reprise sur le flanc direct. Il n'y a pas de chocs rétro.

- soit de chocsrétro
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Ainsi une compréhension des mécanismes declencheurs de ces situations doit étre
envisagée de sorte a éviter I’ usure prématurée des engrenages par chocs.

11.3.3. Influence du jeu denture nomina

Il est intéressant d’ évaluer I’influence du jeu de denture nominal J. En effet, le jeu
global évolue autour de cette composante moyenne. Pour cela une comparaison du modéele
précédent avec un jeu de 0.4 mm est effectuée.

LaFigurelV-9illustrel’évolution de R en fonction des déphasages et des vitesses.

Une différence apparait notamment sur I’ instauration d’ une périodicité dans les phases de vol
libre sans chocs rétro. A I'inverse, une observation commune aux 2 jeux est |’ augmentation
des coefficients pour différents déphasages pour une méme vitesse. Cela dénote bien
I’ apparition de résonances de phases.

hlaximum du coefi dent dynamique

L e Eniar il Bl il Sl Sl

‘tesse moyenne (en tRmind 4200 o

Déphasage fen md)

Figure1V-9: Evolution pour un jeu de 0.4 mm

Pour un jeu nominal plus important, les maximums d efforts sont plus élevés dans
certains cas de déphasages et de vitesses. Ceci est du alanon apparition de chocs rétro filtrant
les réponses.

En tracant I’erreur de transmission et le jeu de denture (respectivement en bleu et
rouge) dans le cas de jeux de 0.2 mm et 0.4 mm (Figures IV-10 et IV-11), un accroissement
du nombre de chocs est observé pour un jeu faible mais que les coefficients dynamique, donc
les efforts maximums, sont diminués (Figure 1VV-12, courbe en bleu). Un jeu nominal faible
permet bel et bien de filtrer les réponses en limitant le vol libre des dentures. Ce fait avait d§ja
été observé dans le cas d’ un jeu constant, il est ici confirmé pour une évolution temporelle.
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x 10" Evolution de I'erreur de transmission pour la vitesse de 5410 tr/min et un déphasage de 0 rad
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FigurelV-12: Evolution du coefficient R, pour les 2 jeux de dentures nominaux
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Chapitre IV. Etude d' un réducteur sous acyclisme en présence de défauts d’ excentricités

Le Tableau 1V-6 récapitule I’ensemble des conditions de contacts pour les 2 jeux
nominaux justifiant la Figure 1V-12, notamment pour les différences des courbes bleu et
rouge. Le terme « R » désigne les chocs rétro, I’indice « VL » les phases de vol libre sans
chocsrétro. L’ écriture en gras indique les évolutions pour un jeu de 0.4 mm.

Déphasage ¢, (en rad)

Vitesse (entr/min) | O Z|E |32 |27z |37 | x4z | 0% V4

10| 5 | 10 5 2 5 10 5 10
4820 vL|VvL|VL| VL | VL (VL|VL | VL |VL | VL |VL
4820 vL |VvL |VL|VL |VL |VL|VL |VL | VL |VL|VL
5115 R |(vL|{VL|VL | VL |VL|VL | VL |VL]|VL/|VL
5115 vL |vL |VL| VL |VL |VL|VL |VL | VL |VL|VL
5410 R R |vL| VL | VL |VL| VL | VL | VL | VL |VL
5410 VL |VL|VL|VL |VL |[VL|VL |VL |VL]|VL|VL
5705 R|IR|R R | VL |VL|VL | VL |VL |VL|VL
5705 VL |VL|VL|VL |VL |VL|VL |VL |VL]|VL|VL
6000 R|R|R R R |vL|VL | VL | VL |VL |VL
6000 R |VvVL|VL|VL | VL |VL|VL |VL|VL/|VL]|VL

Déphasage ¢, (en rad)

. ) 11z |67 | 1837 | 77 | 37 | 8x | 177n | 97 | 197x
Vitesse(entr/min) | — | — | — | — | — | — | — | — | — | 27«

10 5 10 5 2 5 10 5 10
4820 VL | VL | VL | VL |VL |VL ]| VL |VL | VL |VL
4820 VL | VL | VL | VL |VL |VL | VL |VL | VL |VL
5115 VL | VL | VL | VL R R R R R R
5115 VL | VL | VL | VL |VL |VL | VL |VL | VL |VL
5410 VL | VL | VL R R R R R R R
5410 VL | VL VL VL | VL | VL VL VL | VL | VL
5705 VL | VL R R R R R R R R
5705 VL | VL VL VL | VL | VL VL VL | VL | VL
6000 VL R R R R R R R R R
6000 VL | VL VL VL | VL | VL R R R R

Tableau | V-6 : Comparaison des conditions de contacts pour les 2 jeux de denture nominaux

11.3.4. Note sur les coefficients dynamiques

Un exemple d évolutions temporelles des coefficients dynamiques pour une phase
sans chocs rétro (a) et une évolution avec choc rétro (b) est donné Figure IV-13. Dans le cas
(@), le maximum est aux alentours de 7, dans le cas (b) il est aux aentours de 5. En
sintéressant uniquement a I’ évolution aprés la reprise de contact sur le flanc direct, ces
coefficients évoluent aux valeurs relativement courantes de 3 a 4. Les conclusions du chapitre
[11 sur la possibilité d’ usure prématurée et sur la géne auditive due aux chocs restent valables
dans ce cas.

- 167 -



Chapitre IV. Etude d' un réducteur sous acyclisme en présence de défauts d’ excentricités

Evolution du coefficient dynamique pour Ia vitesse de 5705 trimin et un déphasage de 3.1416 rad Evolution du coefficient dynamique pour Ia vitesse de 5705 tr/min et un déphasage de O rad

Coefficient dynamique

0015 0.02 0.025 0.03 0035 0.04 0.025 0.03 0.035 0.04
Temps (en's) Temps (en's)

@ (b)

FigurelV-13: Comparaison des coefficients dynamiques
(a) : vol libresanschocsrétro - (b) : vol libreavec chocsrétro

11.4. LIMITES DU MODELE

Le modele a 2 degrés de libertés présenté dans ce paragraphe permet essentiellement
des analyses qualitatives des phénomenes et son application a des transmissions réelles reste
limitée. 1l ne permet pas d observer les effets des inerties du moteur et du frein, ains que
I"influence des arbres et autres constituants du réducteur tels les roulements, paliers ou
accouplements. De plus, ce modele est trés sensible aux conditions aux limites, notamment a
I"introduction de la charge par une raideur de torsion qui, s celle-ci est trop importante, peut
bloquer la structure.

1. ETUDE GLOBALE EN PRESENCE D’EXCENTRICITES

Les excentricités sont maintenant introduites dans un modéle complet de réducteur
simple étage soumis a de |’acyclisme. Le carter ne sera pas simulé conformément aux
hypothéses et limites introduites au chapitre 1.

[11.1. PRESENTATION DU REDUCTEUR

La transmission étudiée est représentée sur la Figure IV-14. Le pignon et la roue sont
identiques (Tableau 1V-2) et les arbres supports sont modélisés par des éléments poutres de
type Timoschenko a 2 noauds et 6 degrés de liberté par noeud comme décrit au paragraphe
[11.2.1 du chapitre Il. Ces éléments sont aux nombres de 6 par lignes d’ arbres. Le moteur et e
frein sont introduits, ains que les accouplements qui sont simulés par des raideurs
concentrées. Les paliers sont supposés plus rigides en flexion que les autres composants et
sont assimilés a des appuis simples. Le nombre de degrés de libertés total affectés au modele
de réducteur est de 96.
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Les conditions limites imposées pour ce modéle sont un blocage des degrés de libertés
de flexion et traction - compression (u,v,w,¢,) du noaud 1 et 16 au niveau du moteur et du
frein.

Les caractéristiques des éléments sont regroupées respectivement dans les Tableaux
V-7, V-8 et IV-9 pour les éléments d arbres, les accouplements et les paliers. Les arbres sont
considérés pleins. Les données des Tableaux V-8 et 1V-9 sont en N/m pour les raideurs
(Ky Ky Ky, ) € (Koo KayrKay ), €6 €n N/mirad pour lesraideurs (k. K, .k, ) et (Ky,, Ka, Koo ).

ag?! ay ! tald

Pignon
Noaud 8
5 N 6 5 4 3 21
< $ 3 $ b Moteur
A A
P2 P1 Accl  Nead1
: 12@11 10 9 8 7
Fremn ¢ ) ) . ) P+ Nowd 9
A A
P4 P3
Nowd1e AC¢2
Roue \ 5
FigurelV-14: Schéma du réducteur
Eléments3,4,5,6,7,8,9,10 Eléments 1, 2, 11, 12
Longueur (en mm) 100 50
Diamétre (en mm) 60 60
Tableau |V-7: Caractéristiques des élémentsd’arbres
kau kav kaw ka(p kay/ kaa
Accl 10° 10° 10° 10° 10° 10°
Acc 2 10° 10° 10° 10° 10° 10°
Tableau | V-8 : Caractéristiques des accouplements
K, K, Ky K, K, Ky
P1 10° 10° 10° 0 0 0
P2 10° 10° 10° 0 0 0
P3 10° 10® 10® 0 0 0
P4 10° 10° 10° 0 0 0

Tableau V-9 : Caractéristiques des paliers
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Chapitre IV. Etude d' un réducteur sous acyclisme en présence de défauts d’ excentricités

Les paramétres de calculs sont identiques & ceux du Tableau V-3 avec comme seule
différence d’ appliquer un couple moteur de 50 N.m. L’intégration pas a pas est réalisée sur 4
périodes de rotation du pignon avec la recherche du maximum du coefficient dynamique
effectuée sur le dernier tour afin de s affranchir de tout transitoire numérique. Le nombre de
pas par période d engrénement moyenne est de 32 conduisant a un nombre de pas de temps
total de 2304. Le nombre de segments N de discrétisation des lignes de contacts pour le
calcul de laraideur d’ engrénement est de 20.

111.2. ETUDE DE LA PARTIE ACTIVE DU REDUCTEUR

Dans un premier temps, |’ étude ne considére que la partie active du réducteur, c'est-a-
dire ne prenant pas en compte le moteur, le frein et les accouplements. Le nombre de degrés
de libertés est alors restreint & 60. Comme précédemment, la charge est ssmulée par une

raideur de torsion de 10° N/m/rad. Le schéma correspondant est donné Figure 1V-15.

Les conditions aux limites sont modifiées avec le blocage des degrés de libertés
(u,v,w) des noauds 1 et 10.

— Pignon
Noad 5 Nfajd 1
v N6 5 4 3
P d d J | C
l L 1 A | m
; ] >
P2 P1
10 9 8 7
kcharge —\/\/\-+ + g + t<4— Nowud 6
f A A
P4 P3
Noaud 10
— Roue v S

FigurelV-15: Schéma du réducteur dans sa partie active

[11.2.1. Fréguences critigues d’ engrénement

Dans le cas de modéles globaux, il existe autant de pulsations propres que de degrés de
libertés. Le choix des modes a retenir est classiguement basé sur la gamme d’ excitation du
systéme ou, si I’on s'intéresse a un éément en particulier, sur des considérations énergétiques.
Afin de caractériser le chargement dynamique sur les dentures, les modes retenus sont ceux
présentant une énergie de déformation importante au niveau de |’engrénement. Afin de
quantifier cette propriété, on introduit pour chaque mode i le pourcentage d énergie de
déformation P stocke aladenture défini par :
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P = o] Koy [0] (IV-13)

AVEC:

- [®] lamatrice des vecteurs propres

- K, lamatrice de raideur d’ engrenement moyenne

Kgo lamatrice de raideur globale moyenne du réducteur

La matrice des vecteurs propres peut devenir trés conséquente pour des modeles de
réducteurs a grand nombre de degrés de libertés. Aussi, il est courant dans cette situation de
tronquer cette derniére aun ordre N, les pourcentages seront alors calculés de la méme fagon
avec lamatrice [®],, tronquée &I’ ordre voulu.

Dans le cas du réducteur étudié, le Tableau 1V-10 donne les pourcentages de
déformation P (en %), les vitesses propres €, (en tr/min) ains que la 2°™ fréquence
critiques d engrénement de la raie porteuse (en tr/min). Cette fréquence correspond au cas
Q,=Q, . Les pourcentages des modes supérieures au mode 5 n’excédant pas 1 % seront

Supposés négligeables et ne seront pas considérés.

Q 0
Ordredumode | P Q, ~
1

1 58,06 | 167632,23 | 9312,90

2 28,71 | 424935,64 | 23607,54

3 6,28 | 213751,06 | 11875,06

4 2,80 | 23609,89 | 1311,66

5 2,11 | 64894,30 | 3605,24

Tableau 1V-10 : Pour centages de défor mation, vitesses propres et 2"* vitesse critique d’ engrénement

Il'y a aors une possibilité pour chaque pulsation propre d obtenir des fréguences
critiques d’ engrénement susceptibles d’ engendrer des résonances d’ amplitudes. Ainsi, en
combinant les effets de | acyclisme et des excentricités, une large gamme de pulsations peut-
elle étre balayée.

Dans le cas de régimes de rotation constants, seules les raies principales et celles dues
aux excentricités apparaissent. Compte tenu des écarts entre les vitesses critiques, il y aalors
beaucoup moins de risques d évoluer au voisinage de résonances. Dans le cas de I’ acyclisme,
ce risgue est beaucoup plus important du fait de la multiplicité des fréguences critiques
d engrenement [133]. De plus, I’ évolution sinusoidale de la vitesse peut exciter une pulsation
proche de la vitesse moyenne de rotation (chapitre |11, paragraphe V.3.1).

Afin d'illustrer ces propos, les Tableaux 1V-11 et 1V-12 donnent respectivement les
vitesses critiques du mode 1 dans le cas de pulsations dues uniquement aux excentricités, et
dans le cas des 3 premieres raies dues al’ acyclisme.
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Q7 (entr/min)
k i=0 i=1 i=-1
3 6208,60 5881,83 6573,81
4 4656,45 4411,37 4930,36
5 3725,16 3529,10 3944,29
6 3104,30 2940,92 3286,91
7 2660,83 2520,79 2817,35
8 2328,23 2205,69 2465,18
9 2069,53 1960,61 2191,27
10 1862,58 1764,55 1972,14
11 1693,25 1604,14 1792,86
12 1552,15 1470,46 1643,45
13 1432,75 1357,35 1517,03

Tableau |V-11: Vitesses critiques d’ engrénement dues aux excentricités (mode 1)

Q7 (entr/min)

k i=0 i=1 i=-1 i=2 i=-2 i=3 i=-3

3 6208,60 | 6095,72 | 6325,74 | 5986,87 | 6447,39 | 5881,83 | 6573,81
4 4656,45 | 4592,66 | 4722,03 | 4530,60 | 4789,49 | 4470,19 | 485891
5 3725,16 | 3684,22 | 3767,02 | 3644,18 | 3809,82 | 3604,99 | 3853,61
6 3104,30 | 3075,82 | 3133,31 | 3047,86 | 3162,87 | 3020,40 | 3192,99
7 2660,83 | 2639,88 | 2682,12 | 2619,25 | 2703,75 | 2598,95 | 2725,73
8 2328,23 | 2312,17 | 234451 | 2296,33 | 2361,02 | 2280,71 | 2377/,76
9 2069,53 | 2056,84 | 2082,39 | 2044,30 | 2095,40 | 2031,91 | 2108,58
10 1862,58 | 1852,29 | 1872,99 | 1842,11 | 1883,51 | 1832,05 | 1894,15
11 1693,25 | 1684,75 | 1701,85 | 1676,32 | 1710,53 | 1667,98 | 1719,30
12 1552,15 | 1545,00 | 1559,37 | 1537,91 | 1566,66 | 1530,89 | 1574,01
13 1432,75 | 1426,66 | 1438,90 | 1420,61 | 144511 | 1414,62 | 1451,36

Tableau 1V-12: Vitesses critiques d’engrenement dues a I’ acyclisme (mode 1)

[11.2.2. Introduction des déphasages

Les évolutions du codfficient R, en fonction des vitesses de rotation moyennes et des

déphasages sont représentées sur la Figure 1V-16. 1l semble que, comme pour le modéele
torsionnel précédent, les déphasages prennent une importance croissante au-dela d une
certaine vitesse de rotation du pignon.
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haximum du coeficient dynamique

G000

“witesse moywerne (en trdnind

Déphasage (en rad)

FigurelV-16: Maximum du coefficient dynamique en fonction des vitesses de rotation et du déphasage

La réécriture de la formule (IV-11), en considérant I’inertie polaire totale de la ligne
d arbre du pignon et non plus I’ inertie seule du pignon, conduit a:

C

Vi m
Qlo -

Il_tot np, (Iv-14)
|,  I'inertietotale delaligne d'arbre du pignon

Selon (1V-14), la vitesse critique calculée pour |’ apparition des pertes de contacts est
de 4486 tr/min. En tracant, Figure 1V-17, les évolutions pour quelques déphasages, on
S apercoit effectivement que, passée cette vitesse, I’importance des déphasages est de plus en
plus marquée. Les courbes de facteurs dynamiques déterminées en dessous et au dessus de
cette vitesse (Figure 1VV-18) confirment cette remarque et |a pertinence de (1V-14).

En observant la Figure 1V-16, le caractére non répétitif de I’évolution de R, est

retrouvé. || semble, tout comme dans le modele torsionnel, que les déphasages jouent un réle
important dans I’ apparition ou non de chocs rétro. Ils influent également sur |’intensité des
efforts selon les différentes situations de vol libre ou de vol libre suivi de chocs rétro et I'idée
d apparition de résonances de phases se confirme. Néanmoins, les évolutions des maxima
d efforts semblent se stabiliser dans certaines zones.
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Evolution de Rmax pour différents déphasages

10 _ —
— —Pas d'acyclisme /

114 ‘

Déphasage nul

® Déphasage /2
8 Déphasage
Déphasage 3m/2
7 Vitesse critique
3
E 61
o

5 /,/

/ %% - ———.— — 1 i
1 T T T T
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 5500 6000 6500
Vitesse moyenne (en tr/min)
FigurelV-17 : Evolution pour différents déphasages
Evolution du coefficient dynamique pour la vitesse de 4230 tr/min et un déphasage de 0 rad Evolution du coefficient dynamique pour la vitesse de 4525 tr/min et un déphasage de 0 rad

g
o
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Coefficient dynamique
Coefficient dynamique
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| \ )
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FigurelV-18: Evolution du facteur dynamique autour de la vitesse critique deval libre
(a) : en dessous- (b) : au dessus

En relevant Tableau IV-13 les différents états de contacts en fonctions des vitesses, ces
zones correspondent aux impacts rétro pour toutes les vitesses, excepté celle de 4525 tr/min.

- 174 -



Chapitre IV. Etude d' un réducteur sous acyclisme en présence de défauts d’ excentricités

Déphasage ¢, (en rad)

. . /s # |37 |27 | n | 3x | Tn | 47 | O«

Vitesse (en tr/min) O | = | - |==|—=|=Z=|—=|==|— ||~
10 | 5 10 5 2 5 10 5 10

4525 VL|VL|VL|VL |VL |VL|VL | VL | VL |VL/| VL

4820 R |vL|VL|VL | VL |[VL|VL | VL | VL |VL/| VL

5115 R R R R | VL |VL | VL | VL | VL | VL |VL

5410 R R R R R R | VL | VL | VL |VL VL

5705 R R R R R R R R VL | VL | VL

6000 R R R R R R R R R R R

Déphasage ¢, (en rad)

. . 11~r | 672 | 1837x | 7n | 37n | 8xn | 177 | 97 | 197

Vitesse (entr/min) | — | — | —4— | — | — | — | —=—= | — | == | 27
10 5 10 5 2 5 10 5 10

4525 VL | VL | VL | VL | VL |VL | VL |VL | VL |VL

4820 VL | VL | VL | VL | VL | VL | VL | VL | VL | VL

5115 VL | VL | VL | VL R R R R R R

5410 VL | VL | VL R R R R R R R

5705 VL | VL R R R R R R R R

6000 VL R R R R R R R R R

Tableau IV-13: Apparition des chocsrétro suivant les vitesses et déphasages

[11.2.3. Influence du couple moteur

Au chapitre |1l et dans [132], il a éé montré qu’'une augmentation de la charge
permettait de réduire les effets de I’ acyclisme. Afin de confirmer ou non cette tendance dans
le cas d'une modélisation tridimensionnelle d' un réducteur, le couple moteur appliqué est
désormais de 100 N.m, les caractéristiques du couple d engrenages et les paramétres de
simulation restant identiques.

Les Figures 1V-19 et I'V-20 donnent respectivement les évolutionsde R, en fonction

des déphasages et des vitesses de rotation moyennes, et en fonction des vitesses pour
I’ ensembl e des déphasages.

La tendance évoquée précédemment se confirme. Les déphasages introduits influent
également sur la dynamique mais leurs contributions restent limitées.

-175-



Chapitre IV. Etude d' un réducteur sous acyclisme en présence de défauts d’ excentricités
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FigurelV-19: Maximum du coefficient dynamique en fonction des vitesses de rotation et du déphasage
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FigurelV-20: Maximum du coefficient dynamique en fonction des vitesses de rotation

111.3. INFLUENCE DES INERTIES ADDITIONNELLES

luant le moteur, le frein et les

s

éré en incl

s

L’ ensemble du réducteur est maintenant consid

accouplements.
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111.3.1. Influence de l’inertie du frein

Barthod & Col. [89] ont montré expérimentalement que dans le cas des boites de
vitesses d’ automobiles en présence de « rattle », I'inertie sur la ligne d’ arbre réceptrice joue
un réle important. Dans leurs études, la roue N’ était que peu ou pas chargée, correspondant
alors au cas d' un pignon fou freiné par un couple de trainée du au lubrifiant de I’ ordre de 0.1
N.m. Dans un premier temps, seule I’inertie du frein est ssimulée via des inerties polaires de
0.005 et 0.01 kg.m?. Dans le Tableau 1V-14 sont regroupées les valeurs des pourcentages
d énergies de déformation de la denture P (en %), les vitesses propres Q, (en tr/min)

associées et la 2"* vitesse critique d’ engrénement (en tr/min). L’ ajout o une inertie ne modifie
que légerement les fréguences propres potentiellement critiques pour |'engrenement et

augmente leur nombre qui passe de 5 a 10.

|, =0.005 kg.m’ |, =0.01 kg.m’

QO QO

Ordredumode | P Q, — P Q, —

Zl Zl
1 55,73 | 165702,59 | 9205,70 | 55,78 | 165605,85 | 9200,32
2 27,78 | 412432,93 | 22912,94 | 27,78 | 412428,46 | 22912,69
3 348 | 213933,88 | 1188522 | 345 | 213920,95 | 11884,50
4 2,11 | 227804,48 | 12655,80 | 2,17 | 227655,14 | 12647,51
5 1,62 | 9421054 | 5233,92 | 1,71 | 36100,70 | 2005,59
6 1,21 | 53251,42 | 295841 | 1,66 | 94173,88 | 5231,88
7 1,17 | 352375,58 | 19576,42 | 1,35 | 68118,03 | 3784,34
8 1,14 | 1685377 | 936,32 | 1,17 | 352367,05 | 1957595
9 1,03 | 37993,38 | 2110,74 | 0,93 | 165605,85 | 899,11
10 1,01 | 6856157 | 3808,98 | 0,83 | 41242846 | 29851,09

Tableau |V-14 : Pour centages de défor mation, vitesses propres et 2"* vitesse critique d’ engrénement

Sur les différentes Figures I1V-21 sont tracees les évolutions des coefficients R . en

fonction des déphasages et cela pour chaque vitesse ou il y a des pertes de contacts. La courbe
en bleu représente les évolutions pour une inertie de 0.005 kg.m?, celle en rouge pour 0.01
kg.m?, celle en pointillés sans inertie additionnelle.

On s apercoit que plus la vitesse est élevée et plus les déphasages prennent de

I’importance, conformément a la définition de la vitesse critique de vol libre. On remarque
également que les pics d’intensités différent pour une méme phase entre les 2 inerties.
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Comparaison pour une vitesse de 4820 tr/min

Comparaison pour une vitesse de 4525 trimin
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FigurelV-21: Comparaison pour chaque vitesse
en bleu : 0.005 kg.m? en rouge : 0.01 kg.m?, en pointillés: sansinertie

Le Tableau 1V-15 regroupe les différents états de contacts pour les deux inerties avec

en écriture norma I,

=0.005 kg.n"’, et en écriture gras 1, =0.01 kg.m’. Cela montre

I"intérét d'éaborer des cartes de configurations de contacts pour chague réducteur et de
repérer les phases pour lesquelles les intensités sont |es plus importantes.
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Déphasage ¢, (en rad)
Vitesse (entr/min) | O Z | Z |37\ 27 )z |37z | 4z | 9% Vs
10| 5 | 10 5 2 5 10 5 10
4525 tr/min VL |VvL |VL| VL | VL (VL|VL | VL | VL | VL/|VL
4525 tr/min vL |vL |VL | VL | VL |VL|VL VL | VL |VL |VL
4820 tr/min R|R|VL|VL|VL |VL|VL/|VL]|VL]|VL| VL
4820 tr/min R|R|VL|VL |[VL |VL|VL |VL |VL|VL|VL
5115 tr/min R R R R R |vL | VL | VL | VL | VL |VL
5115 tr/min R R R R R R | VL | VL | VL | VL |VL
5410 tr/min R|R|R R R R R R R R R
5410 tr/min R|R|R R R R R R R R R
5705 tr/min R R R R R R R R R R R
5705 tr/min R R R R R R R R R R R
6000 tr/min R|R|R R R R R R R R R
6000 tr/min R R R R R R R R R R R
Déphasage ¢, (en rad)
. . 11z |67 | 1837n | 7n | 37 | 8x | 177n | 97 | 197
Vitesse(entr/min) | — | — | —=— | — | — | — | =—=— | — | — | 27
10 5 10 5 2 5 10 5 10
4525 tr/min VL | VL | VL VL | VL R R R VL | VL
4525 tr/min VL | VL | VL VL R R R R R VL
4820 tr/min VL | VL | VL R R R R R R R
4820 tr/min VL | VL | VL R R R R R R R
5115 tr/min VL R R R R R R R R R
5115 tr/min VL R R R R R R R R R
5410 tr/min R R R R R R R R R R
5410 tr/min R R R R R R R R R R
5705 tr/min R R R R R R R R R R
5705 tr/min R R R R R R R R R R
6000 tr/min R R R R R R R R R R
6000 tr/min R R R R R R R R R R

Tableau I V-15: Apparition des chocs rétro suivant les vitesses et déphasages

Cette étude montre que, dans le cas de réducteur présentant une charge non
négligeable, I’ inertie additionnelle au niveau de la roue ne semble jouer gu’ un réle limité sur
les fréguences propres. Par contre pour un méme réducteur, I’ gjout de cette inertie permet de
modifier les conditions d existence de séquences de vols libres suivis de chocs rétro sans
toutefois réellement limiter leur nombre.

111.3.2. Influence de I’ inertie du moteur

L’inertie du moteur est maintenant gjoutée au modele global en gardant une inertie
additionnelle au niveau de la partie réceptrice. Les valeurs de ces inerties sont identiques et
valent 0.005 kg.m?.
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L’introduction de I’inertie du moteur engendre alors des valeurs de coefficient R

beaucoup plus importantes (Figure 1V-22) et conduit a des pertes de contacts a plus basses
vitesses en accord avec (1V-14). En effet, la vitesse limite calculée en ajoutant ce composant
est de 2862 tr/min.

Les déphasages, comme dans les cas d’ études précédents, prennent une importance
croissante au-dela de cette vitesse comme le montre la Figure 1V-23.

rPTTTTATTETAT TSRS T T
il

haximum du coefiicient dynamique

B

“itesse moenne (2ntraTing Déphazage ianrad)

FigurelV-22: Maximum du coefficient dynamique en fonction des vitesses derotation et du déphasage

Evolution de Rmax pour différents déphasages

14 ‘ ‘
10 /
——Déphasage nul /
9 ——Déphasage 11/2 /
——Déphasage //
8 ——Déphasage 3m/2
; —\/itesse critique
3
g 6
14
5 4
4 |7
3] /
2
1 / T T T T
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 5500

Vitesse moyenne (en tr/min)

Figure1V-23: Evolution pour différents déphasages
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En tragant les évolutions de R en fonction des déphasages, Figure 1V-24, on

s apercoit que les coefficients deviennent de plus en plus importants au fur et a mesure de
I’augmentation des vitesses moyennes de rotation. Par contre a la différence des études
précédentes sans moteur et frein, il semble que I'introduction de I'inertie du moteur
simultanément a celle du frein augmente et stabilise les évolutions du chargement dynamique
sur les dentures.

Comparaison pour différentes vitesses
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FigurelV-24: Evolution pour diverses vitesses

111.4. CONCLUSION

Des dével oppements, a notre connaissance originaux, ont été présentes. |1ls portent sur
I"introduction de déphasages entre la vitesse de rotation du pignon et la variation du jeu de
denture pour une transmission transmettant du couple. Les couplages entre excentricités, jeu
de denture et efforts dynamiques apparaissent comme non négligeables et les conclusions
suivantes ont été établies:

- L’introduction d’excentricités engendre un jeu de denture évoluant en fonction du
temps. Le couplage de ce dernier avec les déphasages initie des successions de phases
de val libre avec, soit une reprise sur le flanc direct de la denture, soit sur le flanc
rétro.

- Lasuccession des états de contacts semble étre indépendante de la vitesse de rotation
moyenne, i.e. les différents états ne se reproduisent pas en fonction des vitesses.

- Selon les vitesses et les déphasages, les intensités des efforts au dela de la vitesse

critique de vol libre sont différentes. 11 semble aors exister des résonances de phases
pour lesquels le fonctionnement du réducteur est dangereux. Les déphasages modifient
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également, dans une moindre mesure, les efforts dans le cas ou les contacts entre dents
sont permanents.

- En fonction des déphasages, il est possible de relever un état des diverses conditions
de contacts.

- L’introduction d'inerties sur la roue ne modifie que légerement les intensités des
efforts. Par contre, elles changent les apparitions des conditions de vol libre du fait des
phénomenes dynamiques d’ inerties.

- Lemoteur et son inertie joue un role essentiel. L’ introduction de ce composant abaisse
la vitesse critique de vol libre, vitesse définie au chapitre |11 et dont sa définition est
adaptable aux modéles globaux. De plus, les efforts maximums sont beaucoup plus
importants.

- L’introduction de charge plus élevée permet de réduire les effets de I'acyclisme,
notamment |es pertes de contacts.

IV.ETUDE DE L’ACYCLISME SUR UN REDUCTEUR INDUSTRIEL

La fin de ce chapitre est consacrée a une étude de réducteur industriel et a des
comparaisons entre résultats issus de modéles complets et de modéle torsionnels simplifiés.

IV.1. DEFINITION DU REDUCTEUR ET DES CARACTERISTIQUES DE
FONCTIONNEMENT

Le réducteur est considéré dans sa partie active de fonctionnement, c'est-a-dire sans
introduction des inerties moteurs et frein. Les fluctuations de vitesse de rotation seront
décrites par une seule composante harmonique avec un déphasage nul, I’amplitude de
I’ acyclisme sera supposée indépendante de la vitesse de rotation moyenne. Il vient alors:

Ql(t) = QlO (1+ pn (Qlo)Sin(wn t+ ¢n )) avec wn = O (IV_lS)

Les données des engrenages sont définies Tableau 1V-16, les paliers seront supposés
rigides, les autres raideurs sont données Tableau I1V-17 et les caractéristiques de
fonctionnement dans le Tableau 1V-18. Le couple résistant est introduit par |’'intermédiaire
d uneraideur detorsion.

Le réducteur est représenté sur la Figure 1V-25. Les arbres sont pleins et chague
élément de poutre a une longueur de 100 mm. Les diametres extérieurs sont de 60 mm.

-182 -



Chapitre IV. Etude d' un réducteur sous acyclisme en présence de défauts d’ excentricités
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FigurelV-25: Schéma du réducteur dans sa partie active

Pignon | Roue
Angle de pression detaillage ¢, (en °) 20
Angle d’ hélice primitive £ (en °) Oet 20
Module de taillage (en mm) 4
Nombre de dents 23 37
Largeur de I’ engrenage (en mm) 27.5 25
Coefficient de saillie 1 1
Coefficient de creux 1.4 1.4
Jeu de denture J (en mm) 0.15
Excentricités (en um) 100 0
Déphasage A, des excentricités (en rad) 0 0

Tableau I V-16 : Caractéristiques des engrenages

K, K, K, K, k, K,
P1 10° 108 10° 0 0 0
P2 10° 10° 10° 0 0 0
P3 10° 108 108 0 0 0
P4 10° 108 108 0 0 0

Tableau |V-17 : Caractéristiquesdes paliers

Amortissement visgueux & 0.1
Harmonique n let?2
Pourcentage de |’ acyclisme (en %) | 2.5et 5
Couple moteur C_, (en N.m) 50
Charge resistante K, . (en N/m) 10°

Tableau |V-18: Caractéristiques de fonctionnement
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Les vitesses critiques de vol libre décrites al’aide de (1V-14) sont regroupées dans le
Tableau 1V-19 pour les différents cas de pourcentage et d’ harmoniques d’ acyclisme.

B=0° B=20°
n=1 n=2 n=1 n=2
p, =25 % | 6854 tr/min | 4847 tr/min | 6506 tr/min | 4600 tr/min
p,=5% | 4847 tr/min | 3427 tr/min | 4600 tr/min | 3253 tr/min

Tableau I1V-19: Vitesses critiquesdevol libre

Les pulsations critiques de denture Q, (en tr/min), les vitesses de rotation (en tr/min)

correspondantes en supposant que |’ excitation principale est a la fréquence d engrenement
ains que les pourcentages d'énergie de déformation P associés sont synthétises dans le

Tableau 1V-20.

B=0° B=20°
QO QO
Ordredumode| P Q, — P Q, —
Zl Z1
1 34,58 | 178649,77 | 7767,38 | 22,32 | 424872,91 | 18472,74
2 25,23 | 446817,80 | 19426,86 | 17,33 | 159405,13 | 6930,66
3 16,01 | 197798,74 | 8599,95 | 16,05 | 217535,33 | 9458,06
4 10,13 | 216050,37 | 9393,49 | 15,99 | 199394,63 | 8669,33
5 4,27 | 302598,43 | 13156,45 | 11,74 | 170600,31 | 7417,40
6 2,43 | 428109,29 | 18613,45| 4,33 | 266895,75 | 11604,16
7 1,34 | 334625,29 | 14548,93 | 3,07 | 26679,70 | 1159,99
8 1,26 61649,64 | 2680,42 | 2,80 | 398904,77 | 17343,69
9 1,09 | 373040,74 | 16219,16 | 2,26 | 672852,92 | 29254,47
10 1,00 16439,90 | 714,78

Tableau |V-20 : Pourcentages de défor mation, vitesses propres et vitesse critique d’engr enement

IV.2. INFLUENCE DE QUEL QUES PARAMETRES CARACTERISTIQUES

IV.2.1. Influence du pourcentage d' acyclisme

Il a été montré que pour des modéles torsionnels, I’amplitude de I’ acyclisme était un
paramétre clé conditionnant largement les efforts dynamiques sur les contacts entre dentures.
Dans ce paragraphe, son influence est analysée pour un modéle plus complet en considérant
des engrenages droits.

La Figure IV-26 présente les évolutions du coefficient R, en fonction des vitesses
moyennes de rotation.

L es courbes donnant les évolutions sans la prise en compte de I’ acyclisme avec et sans
excentricités ne different que légérement et sont confondues. Seule celle prenant en compte
les excentricités sera aors représentée.
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Les résultats montrent tout d’abord une augmentation des coefficients dynamiques et,
par conséquent, des efforts maximum sur les contacts en fonction du pourcentage
d acyclisme. |l apparait également un décrochage pour un pourcentage de 5 % correspondant
aune perte de contact qui intervient ala vitesse critique de vol libre calculée par (1V-14).

Dans un deuxieme temps, les résultats montrent que dans le cas ou il n'y a pas de
pertes de contacts (les courbes a 2.5 % et en dessous de la vitesse limite de vol libre),
I"influence des excentricités reste mineure (voir la Figure 1V-27 donnant la différence relative
de R, pour le pourcentage de 2.5 %).

A l'inverse dans le cas d’ apparition de séguences de vol libre et de chocs rétro, la
présence d’ excentricités conduit a une diminution des efforts dans le cas de chocs rétro
(courbe en pointillée rouge). On observe une atténuation des chocs liée a la réduction des
vitesses des dents avant la reprise sur le flanc direct. Ainsi, en présence de défauts
d excentricités, les chocs rétro se produisent-ils en amont de ceux pour des engrenages
parfaits.

Les Figures 1V-28 et 1V-29 illustrent les évolutions temporelles des coefficients
dynamiques aux vitesses de 5115 tr/min et 5410 tr/min respectivement. L’influence des
excentricités est mise en évidence, notamment Figure | V-28 pour les chocs rétro.

Ces observations prouvent qu'il est nécessaire de considérer le role d excentricités
pour la caractérisation du comportement dynamique de réducteurs soumis a un régime
d acyclisme.

Evolution de Rmax pour différents pourcentages
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FigurelV-26: Evolution pour divers pourcentages
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FigurelV-27 : Différencerelative pour un pourcentage de 2.5 % et un harmoniqued’ordre 1

Evolution du coefficient dynamique pour la vitesse de 5115 tr/min et un pourcentage de 5 %
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1V.2.2. Influence de I’ harmonigue

La Figure 1V-30 donne I’évolution de R, pour un engrenage droit soumis a un

pourcentage d’ acyclisme de 2.5 %. Les courbes de réponse pour I harmonigque d ordre 1 et un
pourcentage de 2.5 % étant quasiment confondues (Figure 1V-27), seule celle en présence
d’ excentricité sera présentée.

Les harmoniques d’ ordres élevés engendrent une hausse des cadficients dynamiques,

notamment apres le passage de la vitesse de vol libre. Ce résultat a d§a été observé au
chapitrelll, 8 V.3.2, lelecteur pourras'y référer.

Evolution de Rmax pour différents harmoniques
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FigurelV-30: Evolution pour diversharmoniques

En observant Figure 1V-31 les coefficients dynamiques (en bleu) et les vitesses de
rotation (en rouge) sans excentricités, les chocs se répétent autant de fois sur un tour de
rotation qu’il y a d ordres d’ harmonique. Dans le cas présent, pour un harmonique d’ ordre 2,
il y aaors 2 chocs rétro par période de rotation. Ce constat pour une vitesse de 5410 tr/min
demeure valable pour I’ ensemble des vitesses au-dela de la vitesse critique de vol libre.

- 187 -



Chapitre IV. Etude d' un réducteur sous acyclisme en présence de défauts d’ excentricités

Evolution du coefficient dynamique et de la vitesse de rotation du pignon (H2)
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FigurelV-31: Evolution du coefficient dynamique sans excentricités a 5410 tr/min

En introduisant une excentricité sur le pignon, le nombre de chocs rétro par période de
rotation peut varier en fonction de la vitesse comme illustré sur les Figures 1V-32 et 1V-33
pour deux vitesses de rotation moyennes de 5410 tr/min et 5705 tr/min. Dans le premier cas, il
y n'y aqu’un seul choc par période alors qu’a 5705 tr/min, on observe 2 chocs par période.

Evolution du coefficient dynamique et de la vitesse de rotation du pignon (H2)
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FigurelV-32 : Evolution du coefficient dynamique avec excentricités a 5410 tr/min
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Evolution du coefficient dynamique et de la vitesse de rotation du pignon (H2)
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FigurelV-33: Evolution du coefficient dynamique avec excentricités a 5705 tr/min

L’ influence de I’ ordre de I’harmonique est importante car plus il augmente, plus les
efforts maxima sont intenses. De plus, combiné a la présence d excentricités et donc a la
variation du jeu de denture, il y a possibilité d’une multiplicité de chocs rétro selon les
vitesses de rotation moyennes. Dans ce cas, il apparait que pour un harmonique d’ ordre n, il
y a possibilité de 0,1,...,n—1n chocs rétro, aors que dans le cas d engrenages sans

excentricités, il y asoit 0 choc, soit n chaocs.

IV.2.3. Influence del’angle d’ hélice

Il a été montré sur des modeles torsionnels que I’ utilisation d’ engrenages hélicoidaux
réduit de maniere importante les efforts aux dentures pour des engrenages sans défauts sous
acyclisme. L’ objectif est ici de comparer I’ utilisation de dentures droites avec des dentures
hélicoidales sur une modélisation globale en présence d’ excentricité sur le pignon. Pour un
acyclisme monoharmonique, la Figure 1V-34 montre que les constats précédents peuvent étre
étendus aux modeles plus complexes.
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Evolution de Rmax (engrenages droits et hélicoidaux)
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FigurelV-34: Evolution pour deux angles d’hélices a divers pourcentages

IV.3. CONCLUSION DE L’ETUDE PARAMETRIQUE

L’ étude paramétrique a permis de mettre en lumiére un certain nombre de points
importants, a notre connaissance originaux, relatifs au couplage entre acyclisme et défauts
d excentricités. Les principaux résultats portent sur les parameétres d acyclisme et sur un des
moyens d’ en réduire les effets et sont résumeés ci-dessous :

- L’éévation du niveau d’ amplitude de la fluctuation de vitesse engendre une hausse
des efforts aux dentures, de méme que I’ augmentation de I’ ordre de |I” harmonique.

- L’augmentation de ce pourcentage provogue des décollements de dentures qui,
combinés aux excentricités, peuvent engendrer des chocs sur I'arriére des dentures.
Les excentricités, toutefois, peuvent atténuer ces chocs en modifiant I’ état de vitesse
avant les reprises de contact sur les flancs directs.

- Les harmoniques, couplés aux effets des excentricités, provoquent plusieurs
configurations de contacts selon les vitesses de rotation. Il y a aors, pour un
harmonique d’ordre n donné, possibilité d' obtenir 0,1,...,n—1,n chocs tandis que

pour des engrenages parfaits, il n'y a possibilité que de 0 ou n chocs.

- L’augmentation de I'angle d'hélice permet de réduire les efforts aux dentures en
augmentant lalongueur active de contact.
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V. CONCLUSION

Une modélisation globale de chaines cinématiques de transmission de puissance par
engrenages avec prise en compte d acyclisme a été présentée et exploitée. Les fondements
théoriques ont été développés au chapitre 11 et des modeles de complexité croissantes ont été
introduits afin d’ appréhender les phénomeénes couplant les fluctuations de vitesses de rotation
avec les évolutions de jeu de denture consécutives al’ introduction d’ excentricités.

La premiere partie de ce chapitre a été consacrée a I’éude d’'un inverseur et a
I"influence de I'introduction des déphasages entre I’ évolution temporelle du jeu de denture et
lavitesse de rotation du pignon. Il a é&é montré que ces derniers engendrent une succession de
phases de contacts, tantét de vol libre, tant6t rétro, et que dans ce dernier cas, les efforts
étaient réduits. De plus, des phénomenes de résonance de phases apparaissent pour lesquelles
des pics d efforts ont été observées. La diminution du jeu de denture nominal permet de
réduire les efforts avec le risque d’ obtenir un blocage en fonctionnement des engrenages.

Des parametres indépendants de la conception du réducteur ont également été étudiés
et il est confirmé qu’une augmentation du chargement nominal permet de limiter les effets
inertiels introduits par |'acyclisme. Inversement, ces effets sont amplifiés par les
caractéristiques inertielles de I'arbre moteur qu’il convient d guster afin d'éviter des
surcharges sur les dentures ou des probleémes de bruit trop prononcés.

Dans un deuxieme temps, une étude paramétrique sur un réducteur de type industriel a
permit de relever des paramétres importants contrélant I’influence de I’ acyclisme sur une
modélisation globale. Le pourcentage d acyclisme et I'ordre d harmonique jouent un réle
prépondérant et le contenu spectral de I’ acyclisme peut conduire a un nombre de chocs plus
au moins important selon la vitesse de rotation nominale. |l est également confirmé que
I” utilisation d’ engrenages hélicoidaux réduit les surcharges sur les dentures.

Ce chapitre conclut I’ éude des transmissions par engrenages soumis a des régimes

d acyclisme en présentant une modélisation globale applicable aux chaines cinématiques
couramment rencontrées dans I’ industrie.
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Conclusion générale

CONCLUSION GENERALE

Cette étude s'inscrit dans la continuité des travaux de modélisation du comportement
statique et dynamique de réducteurs a engrenages effectués au Laboratoire de Mécanique des
Contacts et des Structures, UMR CNRS 5259. Ce travail, a caractére spécifiquement
théorique et numérique, vise a dépasser le cadre des modeles usuels de la littérature en
proposant une approche originale permettant d’intégrer les contributions de fluctuations de
vitesses et de chargement.

Letravail décrit dans ce mémoire se caractérise par :

e |amodélisation des conditions de contact instantanées incluant les chocs sur les
faces arriére des dents, les couplages entre excentricités et jeux de denture ains
gue les contributions de fluctuations de vitesses.

e l'introduction de modéeles tridimensionnels et la résolution des équations du
mouvement en couplant un agorithme de contact normal et un schéma
d’intégration pas a pas dans le temps.

e Une approche originale de I’ é&ude de la stabilité pour un systéme soumis a de
I”acyclisme.

e Des études paramétriques permettant de mettre en évidence les facteurs
susceptibles d'influer sur le comportement dynamique d’ une transmission.

Par ailleurs, un certain nombre d’ approches analytiques originales ont été mises en
ceuvre afin, d’ une part, de pouvoir obtenir des résultats les plus généraux possibles et, d’ autre
part, de tester et calibrer les méthodes numériques de résolution. Ces approches sont bien
évidemment limitées a des modéles smples mais les indications qui en ont éé déduites
semblent pouvoir étre généralisées a des systémes plus complexes. De nombreux résultats,
dont certains semblent originaux, illustrent le potentiel du modéle et son intérét dans un
contexte industriel.

Une vitesse critique vis-a-vis de I’ apparition de chocs sur les dentures a été ainsi mise
en évidence, les contributions d excentricités ont été clarifiées et les influences des
caractéristiques d'acyclisme en termes d'amplitudes et de contenu fréquentiel ont été
précisées. Le cas particulier de régimes de montée ou descente en vitesse a été également
abordé mais n’a pu étre explicité dans ce mémoire.

Le travail effectué permet d’ envisager différentes perspectives :

» Une étude plus poussée du comportement tribologique du film lubrifiant
en cas de chocs semble nécessaire car le niveau d’ effort instantané dépend
fortement du modéle rhéologique considéré. Dans ce travail, un modéle
visqueux linéaire simple a été considére et il devra étre confronté a des
approches plus réalistes.
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Conclusion générale

» Les perturbations induites par des écarts de forme sur les dentures
(corrections de profil, corrections longitudinales, erreurs de pas,
désalignements) devront étre introduites dans ce contexte de vitesses
variables.

» Laprise en compte de I’interaction entre structure (corps du pignon et de
la roue, arbres, carter, ...), paliers (tenant compte des conditions de
contact sur les éléments roulants) et engrenement constitue une voie de
développement privilégiée. La partie motrice et le carter pourraient étre
introduits comme deux sous-structures liées par des modéles de
roulements ou de paliers fluides.

En conclusion, la méthodologie proposée apparait comme une solution prometteuse
ouverte a des développements futurs. Elle permet, pour | heure, des ssimulations de systémes
relativement modestes et devra étre étendue a des modeél es plus complexes alafois en nombre
de degrés de liberté mais également en termes de modeles d’ erreurs géomeétriques. Compte
tenu de la problématique abordée et de son application privilégiée dans le domaine du
transport, I’extension vers des modéles intégrant plusieurs étages de réduction semble
indispensable, ainsi qu’une investigation plus approfondie concernant les cas particuliers de
régimes de montée ou descente en vitesse.
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ANNEXE |

LESMATRICESDESELEMENTSD’ARBRES

La Figure I-1 représente I’ éément d’arbre standard utilisé a 2 noauds et 6 degrés de

liberté par noauds.

ow
A 3 W:E
v
0z

—|

Figurel-1: Elément d'arbrea 2 noauds et 6 degrésdeliberté par noaud de type Timoschenko

|. MATRICE DE MASSE

La matrice de masse M, découle de |'application des équations de Lagrange a
I’énergie cinétique T, de I'élément de section S, de longueur L, d'inerties polaire |, et
transverse |, et de masse volumique p , tournant alavitesse Q, :

L L -
T, =%(ps.|'(u2+v2+\iv2)dz+ l, J'(é?+Qa)2 dz+lxj(¢2+v72)dzj
0 0 0

En négligeant les effets d'inerties, la matrice de masse relative au vecteur

X:[Ul Vi Wy 6 U, v, W, 0, 0, 02]T S €crit :
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[140x, 0 O 0O 0 70x, 0 0 0 0 O
0O a o0 c 0 0 b 0 0 -d 0
0o 0 ¢ 0 0 0 0 b d 0 O
0O 0 -c e 00 O 0 -df 0 0
O ¢ 0 0 e 0 0 d 0 0 f O
o 0 0 0 0x, 0O 0 0 0 0 %mt
Mi=l70x. 0 0 0 0 0 140x, 0 0 0 0 0
O b 0 0d O O a 0 0 -c O
0O 0 b -d0O O 0O 0 ac 0 O
o 0 d f 00 O 0 c e 0 O
0O -d 0 0 f 0 0O -c 0 0 e O
o 0 0 0 0™ o0 0 0 0 0 x,
L 2 J
Avec:
pPSL plyL Pl
] = = ) X

X —,X_ =
moo420’ ™ 3 30L

- a=156x,+36X,, c=(22x,+3%, )L, d={13x,-3x, )L, e=4L%(x, +X,),
f=—12(3%,+L2x,)

II. MATRICE DE RAIDEUR

La matrice de raideur K, découle de I'application des équations de Lagrange a
I’énergie de déformation U, de I’ élément de section S, de longueur L, de moments d’inertie
transverse |, et polaire |, , demodulesd Young E et de Coulomb G :

1 S 590 do3) (ow)
Uazi[ESﬂzj dz+GIXJ;(Ej dz+EI®£H?] +[?j ]dz

La matrice de raideur relative au vecteur
X:[Ul Vi Wy 6 U, v, W, 0, 0, ez]T s €crit :
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aL

2a

-2a —alL

0

—alL

2a

alL

—alL

-2a

aL

2a

alL

-2a

alL

12E1,

le facteur d'influence au cisaillement

GSL?

(4+ ) L2PK,,c=(2- )’ L*K,

a=6K;,b
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ANNEXE 11

ANGLE DE ROTATION, VITESSE ET ACCELERATION ANGULAIRE
DE LA ROUE EN PRESENCE D’EXCENTRICITES

L’ engrénement de 2 roues dentées en présence d’ excentricités peut étre modélisé par
le roulement sans glissement d’ une droite sur les deux cercles de base excentrés des quantités
e et e, (Figurell-1) :

Nl Ve

Figurell-1: Illustration des excentricités

En écrivant que la vitesse différentielle du point M projetée sur z est nulle, soit

V.5, (M) X, =0, lavitesse angulaire s écrit :

R, +6 000, ~ A +ar)

QZ :_sz_ezcos(gz_/lz"'atf) '

R,

Or O, peut Sécrire ©, =———
2
00, delaroue est infinitésimale, il vient en négligeant lestermesen e, 00, :

0, +00,. En supposant que la variation angulaire

o Rurecdoiia)

Rb, —e, co EE: ®1+/12—aﬁ]
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En supposant également que la variation de I’angle de pression apparent ¢, S écrit
o, +da, (avec «a, l'angle de pression apparent de fonctionnement en |’ absence
d'excentricités) et en négligeant lestermesen e, der,, j =12, onobtient :

e
1+ cod@®, -4 +a,)
Q=g M

Rb.
T 0,+4,—q,
Rb,

: L e 6 : . .
Enfin en négligeant les termes en %—k’) lavitesse angulaire de laroue s écrit :
(A

Q, = —%Q{H%cos(@l ~ A +o)+ :; co{%@l + 4, —oztn
2 2 2

En intégrant temporellement Q, (avec t, le temps initial) I’expression de |’angle de
rotation de laroue en présence d’ excentricités est alors:

92 == ;Z (61_61(to))_%25in(®1_ﬂ-1+at)_ F\;etz)z gn(%®1+lz _at]

. e .
+%an(®1(t0)+at —ﬂl)+ﬁisn(% o,(t,)+ 1, —atJ

Ladérivation temporelle de la vitesse donne I’ accél ération angulaire :

. Rb . e R
Q, =—R—EQ{H%COS(Q—ﬂi+at)+ico{ﬁbl®l+/12—atD

+&Qf [ign(gl_}‘l"‘“t)'l'ez Ri)l Sin[Rbl 91"'12_06}}
Rb, Rb, Rb; RO,
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