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Résumé

La mécanique de la rupture est une discipline relativement récente. Elle a connu
la majeure partie de ses développements au cours du XX® siécle parallélement a
un besoin croissant des ingénieurs d’étre capables de prévoir le comportement des
structures qu’ils congoivent jusqu’a leur ruine. Depuis 'avénement de la mécanique
numérique, la méthode des éléments finis a été une des méthodes les plus utilisées
dans l'industrie pour simuler la propagation de fissures. Cependant, cette méthode
fait face a une difficulté majeure. La géométrie des fissures évoluant au cours du
temps, il faut avoir recourt & des procédés de remaillage et de projection de champs
cotiteux en temps et dont la validité théorique pose encore un certain nombre de ques-
tions. La derniére décennie a vu le développement de nouvelles méthodes permettant
de lever cette difficulté. L’une d’entre elle, la méthode des éléments finis étendus,
permet, via un enrichissement des fonctions d’interpolation, de prendre en compte
une discontinuité mobile indépendamment de la discrétisation.

Par ailleurs, les problémes de mécanique de la rupture présentent souvent un
caractére multiéchelle. On peut ainsi distinguer trois échelles caractéristiques qui
sont celle de la structure, celle de la fissure et celle des non-linéarités en front de
fissure. Ces échelles pouvant différer de plusieurs ordres de grandeur, cela peut poser
quelques difficultés. Pour les contourner, nous proposons de coupler la méthode
des éléments finis étendus avec des techniques multigrilles localisées. Tout en étant
efficace du point de vue du temps de calcul, ce couplage permet de modéliser des
défauts trés localisés telles des fissures, tout en prenant en compte leur influence a
I’échelle globale. Pour modéliser la géométrie évolutive de la fissure, nous utilisons
des fonctions de niveau discrétisées sur un maillage auxiliaire indépendant de ceux de
la structure. Ceci permet d’appliquer des algorithmes d’évolution en différences finies
trés robustes et simples a mettre en ceuvre. De plus, tout ceci s’intégre naturellement
dans notre stratégie a plusieurs grilles.

Les résultats de simulations tridimensionnelles sont confrontés a des données ex-
périmentales issues de techniques d’imagerie par microtomographie aux rayons X.
Malgré la robustesse et les potentialités de la méthode proposée, il en ressort la né-
cessité de prendre en compte la plasticité confinée pour modéliser la refermeture. Ce
phénomeéne étant trés local, la possibilité d’utiliser une stratégie multigrille localisée
non-linéaire est étudiée.

MOTS CLES: X-FEM, techniques multigrilles, mécanique de la rupture, fatigue
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Introduction

La mécanique de la rupture est une discipline relativement récente. Elle a connu
la majeure partie de ses développements au cours du XX¢ siécle paralléelement a
un besoin croissant des ingénieurs d’étre capables de prévoir le comportement des
structures qu’ils congoivent jusqu’a leur ruine. Les avancées scientifiques dans la
prévision du comportement des structures et la nécessité de réduire les cotits rendent
en effet les problématiques portées par la mécanique de la rupture de plus en plus
importantes dans le processus de conception ou dans les études de tenue en service
dans l'industrie, et en particulier dans les secteurs de ’aéronautique ou du nucléaire.

En mécanique de la rupture, on fait généralement la différence entre rupture
fragile et rupture ductile. Dans le premier cas, on considére un matériau élastique
linéaire et on fait I’hypothése que la zone plastique ne se développe en front de fissure
que dans une zone trés réduite par rapport aux dimensions caractéristiques de la
fissure et de la structure. Le cadre théorique de la mécanique élastique linéaire de
la rupture (MELR) [BUI 78] est alors tout a fait adapté. Dans le cas de la rupture
ductile, la zone plastique est beaucoup plus étendue et les développements de la
théorie MELR ne suffisent généralement pas a décrire correctement le probléme.

Dans ce travail, nous nous placons dans le cadre de la rupture par fatigue. Dans
ce cas, la mécanique élastique linéaire de la rupture est trés largement utilisée
car de nombreuses lois de propagation sont fondées sur des critéres énergétiques
globaux tels que les facteurs d’intensité des contraintes. Les modes de sollicitation
sont multiples : chargements & spectres complexes, fretting, roulement, etc. Aussi
influent-ils sur les phénomeénes non-linéaires localisés en front de fissure tels que
la plasticité, le contact ou le frottement entre les lévres. Ces phénoménes peuvent
avoir un impact important sur la propagation, pour les matériaux métalliques
notamment. Les ingénieurs utilisent alors souvent des modéles permettant de
prendre en compte ces non-linéarités sans sortir du cadre de la MELR [NEW 81].

L’augmentation du nombre de problémes accessible par les méthodes numériques
modernes s’est accompagnée d’une importance croissante de la simulation numérique
dans les processus de gestion des cycles de vie des produits industriels. Parmi toutes
ces techniques, la méthode des éléments finis est I'une des plus utilisées en mécanique
des structures. Sa robustesse, son aptitude a représenter des géométries complexes
et la possibilité de pouvoir y intégrer des lois de comportement de matériaux sophis-
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tiquées en font un outil privilégié pour traiter une grande variété de problémes. Un
certain nombre d’entre eux est cependant plus difficilement accessibles a la méthode
des éléments finis, c’est notamment le cas des problémes & discontinuités mobiles.
La difficulté vient du fait que la discrétisation doit étre conforme a la surface de dis-
continuité, quelle que soit sa nature : interface entre deux matériaux, changement
de phases, interface fluide-structure ou fissuration. Toute évolution de cette sur-
face nécessite par conséquent une opération de remaillage. Malgré les améliorations
appportées aux mailleurs automatiques, le cotit de cette opération peut rapidement
devenir rédhibitoire dans le cas de problémes tridimensionnels. Par ailleurs, au-dela
de ces aspects topologiques, le transfert d’informations lors de la procédure de re-
maillage fait appel & des techniques de projection de champs qui soulévent encore
aujourd’hui de nombreuses questions liées notamment a la vérification des équations
de conservation.

C’est pour palier ces difficultés que de nouvelles techniques numériques au-
torisant une description des discontinuités indépendantes de la discrétisation
ont été récemment développées. Dans ce travail, nous nous intéresserons tout
particuliérement a la méthode des éléments finis étendus (X-FEM) [BEL 99]. 11
s’agit d’une extension de la méthode des éléments finis qui exploite la propriété
de partition de l'unité afin d’enrichir 'approximation cinématique. Ainsi la dis-
continuité ne sera plus portée par la topologie de la discrétisation mais par de
nouvelles fonctions de forme elles-méme discontinues. L’opération de remaillage
est alors remplacée par une mise & jour des fonctions d’enrichissement. Un autre
atout majeur de cette méthode est la possibilité d’intégrer des bases de solutions
physiques dans les enrichissements, comme par exemple les singularités présentes
en front de fissure. Afin de modéliser I’évolution de la géométrie de fissures
complexes, la méthode X-FEM est souvent associée a la technique des fonctions de
niveau [MOE 02]. Cette méthode a atteint un degré de maturité tel qu’elle est dé-
sormais implémentée dans un nombre croissant de codes commerciaux et industriels.

L’ingénieur désirant simuler la propagation d’une fissure peut étre confronté a
une autre difficulté. Dans les applications industrielles, les dimensions des fissures
peuvent étre de plusieurs ordres de grandeur inférieures a celle de la structure. Néan-
moins, leur propagation peut avoir des conséquences importantes sur la réponse
globale du systéme étudié. On peut d’une maniére générale exhiber trois échelles
caractéristiques dans ce genre de probléme, comme cela est illustré sur la figure 1.
Par taille caractéristique décroissante, on identifie tout d’abord I’échelle globale de
la structure (quelques cm & quelques m), puis échelle de la fissure (quelques mm)
et enfin Péchelle des phénomeénes non-linéaires au voisinage du front (quelques pm)
dont on sait qu’ils peuvent avoir un influence importante sur la propagation. Toutes
ces échelles peuvent différer de plusieurs ordres de grandeur et c’est en ce sens que
les problémes de mécanique de la rupture peuvent souvent étre considérés comme
des problémes multiéchelles. Une analyse compléte de ce type de problémes par
une méthode éléments finis classique ou étendue peut étre délicate & mener. Tout
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échelle de la échelle de la échelle des
structure fissure non-linéarités

F1G. 1: Trois échelles caractéristiques présentes dans les problémes de mécanique
de la rupture

d’abord, il existe des difficutés liées a la discrétisation qui doit étre localement raffi-
née dans le voisinage du détail structural & prendre en compte (la fissure en l'occu-
rence) [ELG 07]. Ceci peut conduire a des problémes de conditionnement et méne
généralement a des systémes de trés grandes tailles dont le coiit de résolution peut
devenir rédhibitoire.

L’objectif du travail présenté dans ce mémoire de thése est de développer un
outil numérique capable de simuler de maniére robuste la propagation de fissures
de fatigue dans un contexte multiéchelle et tridimensionnel. La démarche envisagée
met en synergie deux techniques : les éléments finis étendus d’une part et les
méthodes multigrilles d’autre part. Ces derniéres ont été introduites par Brandt
dans les années soixante-dix [BRA 77a, BRA 84] comme une famille de solveurs trés
performants pour résoudre les problémes a grand nombre d’inconnues. Les méthodes
multigrilles ne sont donc pas a proprement parler des techniques multiéchelles.
Nous verrons cependant que 'utilisation d’une variante localisée permet d’atteindre
nos objectifs. Couplé a la méthode des éléments finis étendus, 'algorithme proposé
permet, a partir du maillage d’une structure non nécessairement concu pour modé-
liser un défaut, d’atteindre les échelles pertinentes du probléme tout en présentant
des propriétés de convergence et de temps cpu trés intéressantes. La structure
itérative des méthodes multigrilles autorise, via des opérateurs de changement
d’échelles spécifiques aux enrichissements, un couplage entre les différentes échelles
mises en jeu. De cette maniére, la réponse de la structure globale tient compte des
phénoménes locaux. Tous les développements évoqués ici ont été réalisés au sein du
code de calcul prototype ELFE 3D développé au laboratoire LaMCoS.
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Ce mémoire de thése est organisé de la fagon suivante. Le chapitre 1 présente
une étude bibliographique concernant d’une part la théorie de la MELR et d’autre
part certaines techniques numériques permettant de traiter la fissuration. La
méthode des éléments finis étendus y sera détaillée. Dans le second chapitre,
un état de l'art de certaines techniques multiéchelles est présenté. Les méthodes
multigrilles linéaires globales y sont également décrites de maniere classique. Une
version linéaire localisée est ensuite introduite par 'intermédiaire d’une formulation
variationnelle multiéchelle. Le couplage de cet algorithme avec la méthode des
éléments finis étendus et la description d’opérateurs de changement d’échelle
spécifiques sont developpés dans le chapitre 3. Un certain nombre d’exemples
permet de valider le bon comportement de la stratégie mise en place. Les aspects
liés a la propagation n’ayant pas encore été évoqués, le chapitre 4 décrit la méthode
des fonctions de niveau et la maniére particuliére dont nous les intégrons dans
la stratégie multigrille. Ce chapitre décrit également les techniques d’intégrales
de domaines dont nous nous servons pour calculer les facteurs d’intensité des
contraintes. Dans un cinquiéme chapitre, les résultats obtenus a partir de la
stratégie multigrille X-FEM linéaire sont confrontés a des données expérimentales
de propagation tridimensionnelle. Il en ressort la nécessité de prendre en compte
certaines non-linéarités, et en particulier la plasticité confinée, afin de représenter
le phénoméne de refermeture. C’est pourquoi une premiére tentative d’élaboration
d’algorithmes multigrilles localisés non-linéaires est développée dans le chapitre 6.
L’approche qui y est présentée permet d’utiliser un modéle élasto-plastique sur la
grille la plus fine uniquement, les autres grilles étant associées a un modéle élastique.
Cela est tout a fait adapté aux problémes de fatigue ou la plasticité est confinée
dans le voisinage du front de fissure. Ce chapitre ouvre des perspectives quant a la
prise en compte du contact ou du frottement dans les modéles de propagation avec
ce formalisme.

Comme dans tout probléme de simulation numérique, il nous parait essentiel de
pouvoir nous appuyer sur des résultats expérimentaux afin de valider un modéle et
d’identifier les points d’amélioration potentiels. La confrontation expérimentale du
chapitre 5 est le fruit d’une collaboration avec I’équipe du professeur J-Y Buffiére
du laboratoire MATEIS de 'INSA de Lyon. Cette collaboration s’inscrit dans le
cadre plus général du projet PROPAVANFIS soutenu par la fondation CETIM et
qui regroupe des équipes du LaMCoS, du laboratoire MATEIS et du LMT-Cachan.
Ce projet a pour objectif de coupler des techniques numériques et expérimentales
pour ’étude de propagation tridimensionnelle de fissure sous chargement de fatigue.




Chapitre 1

Mécanique de la rupture
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1. Mécanique de la rupture

Ce chapitre a pour objectif, dans un premier temps, de présenter les principaux
aspects de la mécanique élastique linéaire de la rupture (MELR). L’approche tra-
ditionnelle de Griffith ainsi qu’une description plus locale des phénoménes en front
de fissure sont développés. Les paramétres clés que sont les facteurs d’intensité des
contraintes ainsi que certaines intégrales indépendantes du contour sont introduites.

Dans un second temps, une description de différentes méthodes numériques com-
munément utilisées pour résoudre les problémes de mécanique de la rupture seront
présentées. Nous nous attarderons tout particuliérement sur la méthode des éléments
finis étendus qui est la technique numérique que nous retiendrons dans cette étude
pour traiter les problémes de fissuration.

1.1 Théorie de la mécanique linéaire de la rupture

1.1.1 Probléme de référence

Nous considérons la déformation statique d’un corps élastique linéaire, homogéne
et isotrope qui subit de petites déformations et de petits déplacements. Il occupe un
domaine €2 (voir figure 1.1) dont la frontiére est notée 0€2. OS2 est divisée en deux
parties complémentaires, 0;€) oll un déplacement u, est imposé et 0»€) ou des efforts
I, sont imposés. Le solide est également soumis a des forces volumiques f , sur tout
le domaine. La fissure est représentée par ses deux lévres ST et S™. Le front de la
fissure est défini par la courbe FF = S~ N ST. On fait généralement ’hypothése que
les surfaces S* et S~ sont libres. Dans ce premier chapitre, nous nous placerons
dans ce cadre.

Les grandeurs a déterminer pour résoudre ce type de probléme sont le champ de
déplacement u, le champ de déformation linéarisée ¢ et le champ de contrainte de
Cauchy . Les équations locales de la mécanique qui relient ces grandeurs sont :

i. les équations d’équilibre locales

Vo+f,=0 dans (1.1)
on=F,; sur 0} 1.2
on=0 sur S UST (1.3)

ou n est le vecteur normal sortant a la frontiére 0f).

ii. les relations de comportement

(Vu+ V" u) (1.4)

g =
= 2 =

¢ dans () avec € =

il

K est le tenseur d’ordre 4 de Hooke qui s’exprime, pour des matériaux élastiques
homogénes isotropes, en fonction des coefficients de Lamé \ et f :

K =M®L+2ul (1.5)




Théorie de la mécanique linéaire de la rupture

iii. les équations de liaison
u=u,; sur 0 (1.6)

Remarque 1 La particularité des problemes de mécanique de la rupture par rapport
aux problémes plus classiques tient a deux choses :

i. La frontiere du domaine évolue au cours du temps car les surfaces S— U ST
évoluent lors de la propagation de la fissure.

1. Les champs de contrainte et de déformation présentent une singularité au voi-
sinage du front de fissure (voir la section 1.1.3).

0112

FiG. 1.1: Probléme de référence

1.1.2 Approche énergétique globale

L’approche de Griffith figure parmi les premiers travaux importants en mécanique
de la rupture. Il s’agit d’'une approche globale qui consiste a étudier le bilan des
énergies mises en jeu dans le processus de propagation de la fissure. Cette théorie
présuppose l'existence d’une fissure initiale et ne prévoit pas l'initiation. L’idée de
Griffith consiste a associer la variation d’énergie nécessaire a ’accroissement de la
fissure, dWy;s, & la variation d’aire ainsi créée dA, et & une énergie superficielle
caractéristique du matériau -y :
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Le premier principe de la thermodynamique s’écrit alors [LEM 04] :

oF L 9K oK
ot ot
ol E est I’énergie interne a €2, K est son énergie cinétique, P.y est la puissance des

efforts extérieurs et () est la chaleur recue. De plus, la variation d’énergie interne
s’écrit aussi :

Pt +Q — 2vdA (1.8)

=Q+ avec

T ey g : £df (1.9)

8E 8Wé1as aVVélaus o /
Q

oll W5 est I’énergie élastique. Par ailleurs, la puissance des efforts extérieurs s’écrit, :

du
P.. :/ F —ds+/ = dQ 1.10
Y Y fdat (1.10)

ot F, représente les forces surfaciques appliquées sur 9,€2 et f les forces volumiques
s’exercant sur (). Le premier principe de la thermodynamlque s’écrit alors :

8K o u aVVélas
o ) E ds+/fdatd9_ ot

— 2ydA (1.11)

La théorie MELR. est une théorie & un seul parameétre, 'aire de la fissure en l'oc-
curence : A. La dérivée de I'énergie cinétique peut donc s’écrire en fonction de la
variation d’aire de la fissure et du temps de maniére découplée :

aK — aI/Vélas aA
W‘(/M—d aAdS+/fd 94 ™™ o4 47)% (1.12)

La stabilité du processus est dictée par le signe de la variation de ’énergie cinétique.
Comme A est la seule variable du bilan énergétique, si K s’accroit, le processus
est instable et la fissure se propage. Par ailleurs, le processus de fissuration est

irréversible et le scalaire %‘? est nécessairement positif. On introduit alors la quantité
G :
ou OWeas
G = F ds — df) — 1.13
/829 Saga +/fd6A oA (1.13)

De cette quantité, appelée le taux de restitution de I’énergie, dépend la stabilité du
systéme. On identifie en effet les trois cas suivants :

— G < 27 : pas de propagation

— (G = 2~ : propagation stable de la fissure

— (G > 27 : propagation instable de la fissure

La théorie de Griffith permet de déterminer le risque de propagation d’une fissure
a partir d’'une quantité scalaire, le taux de restitution de ’énergie, qui ne dépend
que de 'aire de la fissure. Physiquement, G correspond au taux de diminution (de
restitution) de I’énergie potentielle stockée dans le solide quand la fissure croit :

aK 0A
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Le taux de restitution de I’énergie constitue a lui seul un critére de propagation
mais ne permet pas d’énoncer une loi de propagation compléte. La direction de
propagation et les effets locaux dans les problémes tridimensionnels ne peuvent pas
étre pris en compte par une seule quantité scalaire. Une analyse plus fine des champs
locaux au voisinage du front de fissure s’avére nécessaire.

1.1.3 Approche asymptotique

Nous nous intéressons aux champs de déplacement et de contrainte au voisinage
du front de fissure. Nous placons un repére dont l'origine se trouve sur un point
P du front de fissure (voir figure 1.2). Le vecteur e; est dans le prolongement de
la fissure et orthogonal au front, e, est dans le plan du probléme et est orthogonal
a e,. Le vecteur ey correspond a la direction hors-plan. A ce repére orthogonal, on
associe également un systéme de coordonnées polaires (r, ) dans le plan (P, e;, e,) La
généralisation aux problémes tridimensionnels sera présentée dans la section 1.1.6.

o

F1G. 1.2: Repére local

Quand le solide est soumis & une charge, une discontinuité en déplacement
[u] = u™ — u~ apparait de part et d’autre de la fissure S. On identifie alors
cinématiquement trois modes de rupture (ou de sollicitation) correspondant aux
trois situations suivantes (voir figure 1.3) :

mode I:  [us] >0 mode d’ouverture
mode IT:  [u;] #0 mode de cisaillement plan
mode ITT :  [us] # 0 mode de cisaillement antiplan

Ces trois modes de sollicitation sont trés utiles pour caractériser les champs de
contrainte et de déplacement au voisinage du front de fissure. En s’appuyant sur
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Mode I Mode II Mode III

Fi1G. 1.3: Les trois modes de rupture

les travaux de Griffith et de Westergaard, Irwin a montré plus précisément que les
composantes du tenseur de contrainte sont de la forme :

KI I KII II KIII 1T
ol les composantes a,?j sont les contraintes finies en fond de fissure et o les fonctions
fi; sont connues et détaillées plus bas. On observe dans cette expression que le champ
de contrainte tend vers I'infini en s’approchant du front avec une singularité en 1/4/7.
Irwin a également introduit les trois valeurs scalaires K, Ky et Ky associées aux
trois modes de sollicitation : ce sont les facteurs d’intensité des contraintes. Leur
définition est donnée, pour chacun des trois modes, par les expressions suivantes :

0'7;]‘ =

K; = liII(l) V2mragn (0 = 0) (1.16)
KH = hH(l)VQﬂ'TO‘Ql(Q = 0) (117)
KHI = hH(l) V 27TTO'23(0 = 0) (118)

Dans la mesure ou les contraintes sont infinies sur le front de fissure, il est difficile
de les utiliser pour énoncer un critére de propagation. Etant donné leur role dans
I'expression (1.15), les facteurs d’intensités des contraintes “quantifient” I'intensité
de la singularité des contraintes. C’est pour cette raison qu’ils interviennent dans de
nombreux critéres de propagation.

Remarque 2 Les facteurs d’intensité des contraintes dépendent uniquement de la
géométrie (de la structure et de la fissure) et du chargement. En aucun cas ils ne
dépendent du matériau (dans le cas homogéne isotrope).

Nous nous intéressons maintenant plus particuliérement & un probléme plan et
a un domaine infini présentant une fissure rectiligne de longueur 2a soumise a cha-
cun des trois modes de sollicitation en I'absence de forces volumiques (f, = 0).
Westergaard a obtenu une solution a ce probléme a partir d’une fonction de

contrainte d’Airy [BUI 78]. Le développement de cette solution au voisinage du

10
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front de fissure (r < a) a permis d’obtenir les expressions suivantes pour les champs
de contrainte et de déplacement pour chacun des trois modes de sollicitation :

mode [
11 1 —sin &sin 2
K 0 329
oy | = cos= | 1+ singsin= (1.19)
012 V2mr 2 sin 3 9 cos 3—9
u \ _ Kp [r [ cos g (k — cos ) (1.20)
up ) 2u\ 27 \ sin (k — cosf) '
mode ]
o11 Ky sin 2 (20+ coas g cos 37)
099 | = cos 5 sin 5 cos 20 (1.21)
012 Vv 2mr COS 3 (1 — sm Zsin 3‘9)
w \ _ Kp [r [ sing(k+cost+2) (1.22)
uy ) 2u \ 27 —cos—(m—kcos@ 2) '
mode [/

Le mode III ne correspond pas & un probléme plan, les déplacements se font
uniquement selon la direction de e; : u; = ug =0 et €13 = €99 = €12 = 0. On a dans

ce cas :
013 K]H 9 sin g
= coS— 1.23
( 023 ) V2rr 2 ( cos 3 (1.23)

Ko [2r 0
uy =~ [ gin 2 (1.24)
" m 2

Le paramétre x est appelé la constante de Kolosov et dépend du type de probléme
plan :

. i’;—z en C(?ntraintfes planes (1.25)
3 —4r en déformations planes

Remarque 3 Comme on le montrera dans la section 1.1.6, l’état de contrainte
plane n’existe pas au voisinage du front de fissure. Les seuls états possibles sont
un état de déformation plane ou un véritable état tridimensionnel. L utilisation des
formules précédentes dans la cas de plaques de faible épaisseur par exemple, n’est en
fait qu’une approximation.

11
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mode mixte

Toujours dans le domaine linéaire, si les trois types de sollicitation sont combinés,
les trois champs de contrainte (1.19), (1.21) et (1.23) d’une part et les trois champs
de déplacement (1.20), (1.22) et (1.24) d’autre part s’additionnent. On parle alors
de sollicitation en mode mixte.

En réécrivant le taux de restitution de I’énergie sous la forme d’une intégrale de
contour et en y injectant les expressions (1.19) & (1.24), on peut établir un lien entre
G, K;, Kj; et Kp. Ces calculs qui sont développés dans [BUI 78] aboutissent, en
mode I et pour un état de déformations planes, a la formule d’Irwin :

G=——K? (1.26)

En mode mixte (I 4+ II + III) la formule d’Irwin est :

1—1?

G=—F

1
(K7 + Kjp) + ZK%H (1.27)

En mode I pur, la rupture fragile est caractérisée par la ténacité Kj. qui est liée
a I'énergie de surface de Griffith par :

2vE

K. = .2 (1.28)

Remarque 4 La singularité des contraintes dans un probleme plan est en r—'/2.

Nous verrons dans la section 1.1.6 que pour un probleme tridimensionnel, il est
admis que cette singularité puisse étre d’un ordre différent dans le voisinage d’un
vertez (c.a.d un point ow le front débouche sur une surface libre) [BEN 77, BAZ 79,
HEY 05].

1.1.4 Hypothése de plasticité confinée

L’analyse précédente a montré que les contraintes tendent vers 'infini vers le front
de fissure. Bien évidemment aucun matériau réel ne peut satisfaire aux hypothéses
d’élasticité dans ces conditions. Aussi, quels que soient la charge, la géométrie de
la fissure et le matériau, une zone plastique existe autour du front. La question
est de savoir dans quelle mesure la redistribution des contraintes liée a la prise en
compte de la plasticité modifie les champs élastiques. Dans le cadre de la mécanique
élastique linéaire de la rupture, on peut faire I’hypothése de “plasticité confinée”. On
estime que si la taille de la zone plastique, assimilée & une longueur caractéristique
rp est suffisamment petite par rapport a la taille de la zone de dominance de la
singularité élastique (zone de K-dominance), les expressions (1.19) a (1.24) sont
toujours valides. La zone de K-dominance étant liée a a, la taille caractéristique
de la fissure, on estime que 'hypothése de plasticité confinée est satisfaite lorsque
rp/a < 3% (voir figure 1.4).
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Théorie de la mécanique linéaire de la rupture

Dans le cas contraire, on sort du cadre de la MELR pour rentrer dans celui de
la MEPR (mécanique élasto-plastique de la rupture). On sort alors du cadre du
travail présenté dans ce manuscript. Nous pouvons néanmoins citer les travaux de
Rice, Hutchinson et Rosengren [HUT 68, RIC 68b]| qui ont approximé les champs de
déplacement et de contraintes pour des matériaux élastiques non-linéaires obéissant
a une loi puissance de type Ramberg-Osgood (champs HRR).

zone de K-dominance

fissure ',

rp/a < 3% rp/a > 3%

large zone de plasticité

lasticité confinée ) . : {
P et déformations plastiques importantes

Fi1G. 1.4: Zones de K-dominance et zones plastiques

1.1.5 Intégrales indépendantes du contour

Les facteurs d’intensité des contraintes sont accessibles via les champs de
contrainte ou de déplacement. Les outils numériques de calcul ou certaines tech-
niques expérimentales comme la corrélation d’images permettent d’avoir acces a des
approximations de ces champs. La nature singuliére du probléme fait que la qualité
de ces approximations ou de ces mesures est médiocre au voisinage du front de fissure
et 'identification des facteurs d’intensité des contraintes peut s’avérer difficile.

Les intégrales indépendantes du contour sont des quantités liées aux facteurs
d’intensité des contraintes qui peuvent étre calculées a 1'aide de champs plus loin-
tains et pour lesquels on a, en principe, une meilleure estimation. Dans ce travail,
nous avons essentiellement utilisé deux types d’intégrales, l'intégrale J et 'intégrale
d’interaction.
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1. Mécanique de la rupture

Intégrale J

L’intégrale J a été formulée simultanément par Rice (1968) et Cherepanov (1968)
a partir des travaux de Eshelby (1951). Elle est définie par :

r

ol n est le vecteur unitaire normal extérieur au contour d’intégration I' (voir figure
1.5) et P;; est le tenseur de Eshelby défini par :

auk

]8@»

Pij = Woij (1.30)
ot W est la densité d’énergie de déformation qui vaut, pour un matériau élastique
linéaire : .
W= % (1.31)
Il est montré dans [RIC 68a, BUI 78| que la valeur de cette intégrale est indé-
pendante du contour I' si :

i. I' est un contour ouvert entourant la pointe de la fissure et ayant ses deux
extrémités sur chacune des lévres de la fissure (voir figure 1.5)

ii. les lévres de la fissure ne sont pas chargées et il n’y a aucune force volumique

iii. la fissure est rectiligne (en 2D) entre les extrémités du contour choisi et la pointe
de la fissure

J est en fait la premiére composante J; du vecteur des forces configurationnelles
défini par J; = [ Pyn;dl' [MAU 92|. En prenant le contour I' comme étant un
cercle centré sur la pointe de fissure et dont le rayon tend vers 0, on peut montrer
que J est identique au taux de restitution de I’énergie : J = G. On peut ainsi relier
I'intégrale J aux facteurs d’intensité des contraintes par I'intermédiaire de la formule
d’Trwin (1.27). L’intégrale J ne permet cependant pas de découpler les trois facteurs
d’intensité des contraintes en cas de sollicitation en mode mixte. Pour cela, il existe
d’autres techniques et notamment l'intégrale d’interaction.

Iy

IS

FiGc. 1.5: Contour d’intégration

14



Théorie de la mécanique linéaire de la rupture

Intégrale d’interaction

Considérons deux états d’équilibre du corps fissuré. L’état 1 est ’état de réfé-
rence qui satisfait les conditions aux limites et ’état 2 est un état auxiliaire fictif.
L’intégrale J de ces deux états superposés est :

0 (u(l) + u(2)>
(1+2) _ 1+2)s (D 2) ‘ ‘ A
JO+2) = /F Wa+dg, (aij +o ) o n; dl (1.32)
avec ]
WD _ L (60 1 @) (o4 o2) (133)
En réarrangeant les termes, nous obtenons :
J+2) — O 4 7@ 4 71,2 (1.34)

ott JM et J? sont les intégrales J des états 1 et 2 respectivement et 1?2 est
Iintégrale d’interaction des deux états :

(2 1)
(12) _ s _ wowT  @0u )
oit W12 est I’énergie de déformation mutuelle définie par :
L/ o @ 2) (1
w2 — 5 (Uz(j)gz('j) + O-z(j)gz(j)) (1.36)

D’un aute coté, nous développons la formule d’Irwin (1.27) pour la superposition
des deux états :
1—02 2 2 1 2
o = ((K}” +KP) (K + k) > + 5 (KR +Ki7)

1—v? 1
= 04O 2 (K§1>K§2) + K}})Kﬁ)) o (K 1(}1)K§121)>

Ce qui aboutit & :

1—1?

142 =2
E

(K18 + PR+ (ki) )
oit 12 est obtenu par (1.35). On choisissant I'état auxiliaire comme étant suc-
cessivement 1’état des trois modes purs développés dans la section 1.1.3, on est
capable d’évaluer chacun des trois facteurs d’intensité des contraintes séparément.
Par exemple si I’état auxiliaire est celui obtenu avec K§2) =1, K}?) =0et K1(121) =0,
le facteur d’intensité des contraintes associé au mode I s’obtient par :

E

K(l) _
I 2(1—1v?)

I(l,mode I pur) (138)
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1. Mécanique de la rupture

Dans la pratique, 'intégrale J et 'intégrale d’interaction ne sont pas calculées
directement & partir des expressions (1.29) et (1.35). Dans le cadre des éléments
finis une intégale de contour en 2D, ou de surface en 3D, est difficile & calculer
avec suffisamment de précision. Comme on le verra dans le chapitre 4, on préfére
généralement transformer ces intégrales en intégrales de surface (de volume en 3D)
qui sont beaucoup plus faciles a calculer a précision équivalente.

1.1.6 Aspects tridimensionnels

L’étude des structures fissurées tridimensionnelles pose de nombreuses difficultés
théoriques et pratiques. Alors que les problémes de propagation de fissures planes
sollicitées seulement en ouverture et qui croissent donc dans leur plan sont relative-
ment bien connus, il n’existe pas encore de nos jours de théorie qui soit largement
acceptée pour la croissance des fissures gauches. Le modéle le plus répandu consiste
a appliquer la théorie & deux dimensions en état plan dans chaque plan orthogonal
au front de fissure. Nous attachons en chaque point P du front un repére local défini
comme dans la section 1.1.3 (voir figure 1.2). Dans le plan (P, ¢e,,e,) ainsi défini,
les solutions données par les expressions (1.19) a (1.25) sont utilisées. Les facteurs
d’intensités des contraintes sont donc définis localement en tout point P (nous ver-
rons au chapitre 4 quelques méthodes numériques permettant de les calculer) et la
propagation du front se fait donc “point par point”.

Les solutions analytiques utilisées correspondent & un probléme plan (modes
I et II) ou antiplan (mode ITI). La question délicate du choix du type d’état
plan (en contrainte ou en déformation) et de la valeur & affecter a la constante de
Kolosov se pose alors. Si en volume le choix d’un état plan de déformation semble
judicieux, la question est plus délicate en surface. On montre en effet que la condition
de contraintes planes n’est en fait jamais vérifiée au voisinage du front de fissure.
La condition de compatibilité entre les composantes du tenseur des déformations
impose notamment que €3317 = €3320 = €3312 = 0 [BUI 06]. Ceci implique que la
composante £33 est une fonction linéaire des coordonnées x; et x5 :

e33(x1, 22) = a + bxy + ¢z (1.39)

Or, dans le cadre de I’hypothése des contraintes planes, la relation
£33 = —v(o11+09)/E et les relations (1.19) et (1.21) indiquent que e33
présente une singularité en O(1/4/r) ce qui est incompatible avec la condition
(1.39). Cette incompatibilité n’existe pas pour un état de déformations planes
qui est donc le seul état plan admissible. L’hypothése de contraintes planes est
cependant trés communément utilisée, notamment pour modéliser les plaques
fissurées de faible épaisseur. Il faut étre conscient que dans ce cas, les solutions
présentées ici ne sont que des approximations.
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Une autre difficulté spécifique aux problémes de fissuration tridimensionnelle
concerne les singularités de coin. Sur les points non réguliers du front comme les
points anguleux [LEG 95, LEB 99| ou les vertex (intersections du front avec une sur-
face libre), la singularité n’est plus nécessairement en /7. Ce phénomeéne a d’abord
été étudié d’un point de vue théorique par Benthem |[BEN 77, BEN 80| pour une
fissure débouchante dont le front est orthogonal a la surface libre. Bazant et Es-
tenssoro ont généralisé ces travaux au cas de fronts inclinés [BAZ 79|. Le champ de
déplacement au voisinage de ce point singulier est cherché sous la forme :

ui = p*fi(0, ) (1.40)

oll p, 6 et ¢ sont les coordonnées sphériques dans un repére dont 1'origine est le ver-
tex. Ceci conduit & un probléme aux valeurs propres qui permet de déterminer des
valeurs A et des vecteurs propres associés qui doivent vérifier les équations d’équi-
libre. Les différents travaux mentionnés plus haut montrent que les valeurs de A
ne dépendent que de la géométrie (et tout particuliérement de 'angle d’incidence
du front avec la surface libre) et du coefficient de Poisson. Les calculs de Benthem
conduisent, dans le cas ou le front est orthogonal & la surface libre et ou le coeffi-
cient de Poisson vaut 0.3, & une premiére valeur de A de 0.5477. Si on conserve la
définition classique des facteurs d’intensité des contraintes associés a une singularité
en /7, on peut dire qu’en mode I :

K[(S) — 0(50.5477—0.5) _ 0(50.0477> (1.41)

oll s est la distance a la surface libre du point du front considéré. On comprend alors
que dans ce cas, les facteurs d’intensité des contraintes tendent vers 0 au voisinage de
la surface libre. Si A < 0.5 en revanche, ils tendent vers I'infini. C’est également une
autre interprétation du fait que ’hypothése de contrainte plane n’est pas exacte et
que son utilisation n’est qu’une approximation ot le K calculé peut étre interprété
comme une moyenne < Kj(s) > sur une faible épaisseur prés de la surface libre
[BUT 06].

Bazant et Estenssoro on introduit un angle v entre le front et la surface libre. Tl
ont estimé ’angle +; qui permet d’obtenir une valeur de K7;(0) finie en surface et ont
déterminé que v, = 11° pour v = 0.3. Des travaux expérimentaux ont été menés
par Heyder et al. [HEY 05|. Ils ont montré que lors d’une propagation de fissure
par fatigue dans du PMMA (v = 0.365) le front tend & conserver un angle constant
v = 14" qu’ils ont numériquement estimé correspondre & une valeur de K;(0) finie.

1.1.7 Fissuration par fatigue

L’observation macroscopique des phénoménes de rupture indique qu’il en existe
plusieurs types. La rupture fragile concerne tous les processus oil la majeure partie
de 'énergie dissipée 'est par fissuration. C’est le cas, par exemple, de ruptures dans
le verre ou les céramiques. La rupture fragile est caractérisée par la quasi-absence
de plasticité sur la courbe déplacement-chargement.
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A Dinverse, dans le cas de la rupture ductile, on observe généralement une grande
déformation plastique avant que la fissure ne se propage. LLa majeure partie de
I’énergie dissipée I'est par plasticité. Les cuves de réacteurs nucléaires, fabriquées
avec un acier inoxydable, présentent ce genre de comportement.

La rupture par fatigue constitue le cadre de cette étude. Elle est caractérisée
par la propagation relativement lente de fissures sous 'influence de sollicitations
cycliques. On caractérise généralement la fatigue a I'aide d’un diagramme da/dN
fonction de AK oit AK est la variation de K au cours d’un cycle de chargement et
da/dN est la vitesse de propagation exprimée en unité de longueur par cycle. En
mode I, K = K; et en mode mixte on utilise généralement un K équivalent calculé
a partir de la formule d’Irwin (1.27). Le tracé d’un tel diagramme montre que la
rupture par fatigue se déroule en trois phases (voir figure 1.6) :

1. La propagation débute lorsque AK est supérieur & une valeur seuil K. La
coalescence de micro-fissures initiées a partir de cavités ou d’inclusions finit
par former une ou plusieurs macro-fissures.

2. La phase de propagation stable. Elle est trés souvent modélisée par la loi
empirique de Paris [PAR 61, PAR 63|, définie par :

da

— =CAK™ 1.42

TN (1.42)
et paramétrée par les constantes du matériau C' et m. La longueur de la fis-
sure (en 2D) est notée a et N est le nombre de cycles de charge. 9% est donc une
vitesse de propagation. AK correspond & la variation de K quand la contrainte
oscille entre opip et Omax ¢

AK = Kupax — Kunin (1.43)

Pour les aciers, m est généralement compris entre 2 et 5.

3. La phase de ruine est caractérisée par une augmentation de la vitesse de la
propagation. Quand K > K, la fissure croit de maniére instable.

La loi de Paris s’applique généralement aux fissures longues (au sens de la taille de
la fissure par rapport & la microstructure). Sinon la propagation de la fissure peut
étre fortement influencée par la microstructure et le cadre de la mécanique élastique
linéaire de la rupture n’est pas adapté [FER 06b|.

La propagation en fatigue est trés fortement liée aux phénomeénes non-linéaires au
voisinage du front de fissure. Localement, une zone plastique se forme au voisinage
du front de fissure. Au cours des différents cycles de charge-décharge, des zones
de contact et de frottement aparaissent sur les lévres. Ces phénomeénes, difficiles a
modéliser, influencent 'état de contrainte en front de fissure [ELG 06]. Un certain
nombre de lois de propagations purement phénoménologiques et dérivées de la loi
de Paris ont été proposées. Elles sont de la forme : da/dN = f(AK, R, AK,, Kj.) ou
R = Omin/0max est le rapport de charge. En mesurant 1’évolution charge /déplacement
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au cours du cyclage d’un échantillon fissuré, Elber [ELB 70| a constaté que la fissure
ne commencait pas a s’ouvrir dés le début de la recharge mais seulement a partir
d’une valeur de contrainte ¢ = ooy, > omin appelée contrainte d’ouverture. Ainsi,
méme avec des rapports de charge positifs, la fissure est fermée pendant une partie
du cycle. La “force motrice” vue par la fissure n’est pas AK mais une valeur plus
faible appelée facteur d’intensité des contraintes effectif et défini par :

A[(eff = Kmax - Kouv (144)

oll K,y est le facteur d’intensité des contraintes lié & o,,,. Généralement déterminé
expérimentalement, il dépend du rapport de charge R, mais aussi du matériau, de la
géométrie et de I'histoire du chargement car il rend compte des non-linéarités (voir
certains détails dans le chapitre 5).

L’effet d’histoire est également trés important. Le phénoméne de surcharge en
est un exemple. Quand une fissure s’est propagée sous 'influence d’un chargement
cyclique régulier, une augmentation ponctuelle de o, provoque une diminution
temporaire de la vitesse de propagation.

da A
log —

AK > K.
dN

\/_

| ' >
K log AK

Fi1G. 1.6: Loi de Paris représentée dans un diagramme log-log. La premiére phase

de propagation apparait dés que AK atteint un seuil K, : AK > K, c’est la phase

d’initiation. La seconde phase correspond a une propagation stable. La troisiéme

phase correspond a une augmentation de la vitesse de propagation précédant la
ruine.
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1.2 Méthodes numériques pour la mécanique de la
rupture

D’une maniére générale, le phénomeéne de fissuration est simulé par une méthode
numérique a ’aide d’une succession d’analyses :

1. Une premiére analyse permet de résoudre les équations aux dérivées partielles
qui modélisent le comportement du solide fissuré en respectant les conditions
aux limites. Cette premiére analyse nous fournit une estimation des champs
de déplacement, de déformation et de contrainte.

2. Dans un second temps, les grandeurs caractéristiques du modéle de fissuration
sont estimées en post-traitement a partir des champs précédemment calculés
(les facteurs d’intensité des contraintes par exemple). Moyennant une loi de
propagation, ’extension de la fissure est déterminée et le cycle peut recom-
mencer & partir de ce nouvel état.

En mécanique des solides, la méthode des éléments finis (MEF) demeure la
méthode de simulation numérique la plus répandue dans le milieu industriel. Sa
robustesse, son aptitude a représenter des géométries complexes et la possibilité de
pouvoir y intégrer des lois de comportement de matériaux sophistiquées en font un
outil privilégié pour traiter une grande variété de problémes.

Appliquée a la mécanique de la rupture, la MEF doit faire face & deux difficul-
tés majeures. La premiére provient du fait que la fissure fait partie de la frontiére
du domaine et doit donc étre conforme au maillage (c.a.d que les faces de la fis-
sure doivent correspondre aux bords des éléments). Lorsque la fissure se propage,
cela pose des problémes de remaillage qui peuvent étre trés complexes et cotliteux,
tout particuliérement dans le cas de modéles tridimensionnels. De plus, pour les
problémes dépendant du temps (dynamique, élasto-plasticité, ...), il est souvent né-
cessaire de projeter des champs de I’ancien vers le nouveau maillage. Cette opération
est souvent délicate a mettre en ceuvre car il faut préserver les équations de conser-
vation [RET 05, ELG 07]. La seconde difficulté concerne la description correcte des
champs singuliers prés du front de fissure. Cette singularité est en effet trés difficile
a “capter” avec des éléments finis standards.

Dans cette partie nous décrirons certaines techniques et alternatives utilisées
dans le cadre de la méthode des éléments finis classique qui demeure, malgré les
difficultés évoquées ci-dessus, la technique la plus utilisée dans 'industrie en méca-
nique de la rupture. D’autres méthodes alternatives telles la méthode des éléments
de frontiére ou les méthodes sans maillage sont également évoquées. On peut égale-
ment citer certaines techniques semi-analytiques comme la méthode des distributions
continues de dislocation [HIL 96, DUB 92b, DUB 92a]. Enfin, nous nous attarderons
plus longuement sur le principe de partition de I'unité et notamment sur la méthode
des éléments finis étendus qui est la technique utilisée dans ce travail.
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1.2.1 Etat de I’art de la simulation numérique en mécanique
de la rupture

Meéthode des éléments frontiére

La méthode des éléments de frontiére (boundary element method ou BEM en
anglais) [BON 95a] permet de résoudre des problémes aux dérivées partielles qui
ont été formulés sous forme d’équations intégrales sur la frontiére par le biais
d’'une solution fondamentale appelée solution de Green. Appliquée & de nom-
breux domaines de la physique comme la mécanique des fluides, I'acoustique
et l’électromagnétisme, elle est aussi trés utilisée en mécanique de la rupture
[POT 92, MI 94, BON 95b, HEL 05|. Concrétement, la BEM utilise un maillage
de la surface de la structure uniquement (et pas du volume). En mécanique de la
rupture, 'opération de remaillage est donc facilitée. [’accés aux valeurs des champs
en volume se fait en post-traitement.

La BEM est trés efficace pour modéliser des structures ayant un rapport sur-
face/volume faible ou présentant des interfaces mobiles au cours du temps (des fis-
sures par exemple). En revanche elle conduit & manipuler des matrices assez denses
contrairement au éléments finis ou les matrices de rigidité sont relativement creuses.
Par ailleurs, bien que la BEM s’applique facilement aux problémes d’élasticité li-
néaire car la solution de Green existe, ce n’est pas le cas en présence de non-linarités
matérielles. La modélisation d'une zone plastique doit par exemple s’accompagner
d’une discrétisation volumique explicite de cette région, ce qui limite 'efficacité de
la méthode.

Méthodes sans maillage

Les méthodes sans maillage sont plus proches des éléments finis que ne l'est la
méthode des éléments de frontiére. En effet, elles sont fondées sur la résolution de la
forme faible des équations aux dérivées partielles par une méthode de Galerkin. En
revanche, la définition de I'espace d’approximation du champ de déplacement intro-
duite dans la formulation variationnelle ne nécessite pas de maillage. Un ensemble
de noeuds est réparti sur 'ensemble du domaine. Une fonction poids evanescente
est associée a chacun d’entre eux, ce qui permet de construire les fonctions de base
de I'espace d’approximation par la méthode des moindres carrés mobiles (MSL pour
moving least squares). A la différence des éléments finis, les fonctions de forme MLS
ne sont pas interpolantes dans le sens ou elle ne valent pas 1 aux noeuds auquels
elles sont asssociées et ne valent pas nécessairement 0 & tous les autres noeuds. En
revanche elles vérifient la partition de I'unité (voir la section 1.2.2.1) ce qui per-
met d’enrichir I'approximation [DUF 04]. Les méthodes sans maillage présentent
quelques particularités. La prise en compte de conditions aux limites de type Diri-
chlet est plus délicate que dans la méthode des éléments finis (car il ne s’agit pas
d’une interpolation). Des précautions doivent également étre prises lors de 'intégra-
tion numérique de la forme faible. Ces difficultés sont néanmoins bien maitrisés. Les
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inconvénients majeurs demeurent la largeur de bande relativement importante de la
matrice de rigidité due a une plus forte connectivité des noeuds et un pré-traitement
plus long, ce qui rend la méthode sans maillage plus lente que la méthode des élé-
ments finis.

En revanche, la méthode sans maillage est trés adaptée aux problémes de rupture
car la notion de remaillage n’existe pas. La fissure est prise en compte en jouant sur
les fonctions poids des noeuds proches de la fissure. De nombreux travaux dans ces
domaines ont été publiés, notamment par Belytschko [BEL 94, KRY 99].

Meéthode des éléments finis et dérivées

La premiére difficulté liée a la nécessité de compatibilité entre la fissure et le
maillage peut néanmoins étre traitée. Le cas le pus simple concerne les fissures sol-
licitées en mode I et dont on connait a priori le trajet (rectiligne en 2D ou plan en
3D). La technique du “déboutonnage” ou de “relachement de noeuds” est alors cou-
ramment utilisée [MCC 89a, MCC 89b, SOL 03|. Certaines difficultés demeurent
cependant, notamment en ce qui concerne la maniére de relacher (progressive ou
non) et le moment de relachement au cours d’un cycle charge/décharge. Enfin, une
certaine dépendance au maillage peut intervenir car la longueur minimale de propa-
gation est liée & la taille des faces des éléments.

En mode mixte, le trajet de la fissure n’est a priori pas connu et un remaillage
s’avére nécessaire a chaque pas de propagation. Cette opération peut en elle-méme
étre problématique car son cotit peut étre important. Elle pose également la question
délicate du transfert de champs d’un maillage a l'autre lorsque que le modéle est
non linéaire ou dynamique.

Par ailleurs, les fonctions de forme polynomiales utilisées en élément finis ne
permettent pas de “capter” correctement la singularité en pointe de fissure. L’ob-
tention de solutions de bonne qualité requiert un important raffinement du maillage
en front de fissure car la convergence est pilotée par la nature de la singularité.
On emploie couramment un maillage rayonnant centré sur la pointe de fissure. Des
solutions alternatives existent. On peut citer les éléments de Barsoum [BAR 74| qui
sont dotés de noeuds supplémentaires aux quart des cotés et qui pemettent une
meilleure prise en compte de la singularité élastique pour des problémes bidimen-
sionnels. On peut également mentionner les éléments hybrides HCD (Hybrid Crack
Element) |[TON 73| sur lesquels déplacements et contraintes sont interpolés a 1'aide
de fonctions de formes inspirées de la solution asymptotique en pointe de fissure.

L’incorporation de la méthode de partition de I'unité (voir section suivante)
dans les formulations éléments finis a abouti & de nouvelles techniques trés utiles
pour modéliser des problémes a interfaces mobiles et en particulier les problémes
de fissuration. Parmi ces techniques, on peut citer la méthode des éléments finis
généralisés (G-FEM) ou la méthode des éléments finis étendus (X-FEM). Cette
derniére fait I'objet de la section suivante o elle décrite en détail.
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1.2.2 Meéthode des éléments finis étendus
1.2.2.1 La méthode de la partition de I'unité

La méthode de la partition de 'unité a été développée par Babuska et Melenck
[BAB 97, MEL 96/|. Elle a été appliquées & de trés nombreuses classes de problémes
parmi lesquelles on peut citer : la mécanique des fluides [WAG 01, WAG 03], les
interactions fluide-structure [LEG 06], la modélisation d’inclusions [SUK 01], de
transformation de phase [VAL 07a| et enfin la mécanique de la rupture. Pour
cette derniére application, on peut citer la méthode des éléments finis généralisés
(G-FEM) initialement proposée par Strouboulis [STR 01|, les travaux de de Borst
[BOR 03] mais aussi la méthode des éléments finis étendus proposée par Belytschko
et Moés et qui sera détaillée ici [BEL 99, DAU 00, SUK 00].

Soit un domaine €2 discrétisé par un ensemble d’éléments £ et un ensemble de
N noeuds N associés a N fonctions de forme notées NN;. On peut alors représenter
une approximation éléments finis  d’'un champ v de la maniére suivante :

u(z) =Y Ni(z)U; (1.45)

ieN

Les termes U; représentent les déplacements nodaux. Il a été démontré que si les V;
constituent une partition de 'unité du domaine €2, c’est a dire que :

> Ni(z)=1 VzeQ (1.46)
ieN

on peut enrichir "approximation de u(z) avec une fonction d’enrichissement ()

comme cecl :
u(z) =Y Ni(@)Ui+ Y Ni(z)Ufe(z) (1.47)
ieN ieNe
ot NV¢ est un sous-ensemble de A ot 'on place des degrés de liberté d’enrichissement
Uf. La condition de partition de 'unité (1.46) est une condition suffisante pour que
I'approximation (1.47) soit interpolante.

Pour illustrer ce concept, on peut choisir d’enrichir I'ensemble des noeuds
(N€¢ =N) et de mettre tous les degrés de liberté “standards” a0 (U; =0 Vie N')
et tous les degrés de liberté enrichis a 1 (Uf =1 Vi € N°). Dans ce cas, approxi-
mation éléments finis enrichie reproduit exactement la fonction d’enrichissement sur
I’ensemble du domaine :

a(z) =Y Niz)p(z) = ¢(z) (1.48)
1eN

L’attrait principal de cette méthode est la possibilité de choisir une (ou plusieurs)
fonction d’enrichissement adaptée au probléme physique & résoudre en limitant la
dépendance au maillage. On peut ainsi choisir une fonction discontinue qui permet,
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par exemple, de prendre en compte une inclusion ou une interface fluide/structure
indépendamment de la discrétisation choisie [LEG 06]. Une fonction de classe Cy
peut étre choisie pour modéliser un probléme de transition de phase pour lequel le
champ de déplacement présente une discontinuité faible [VAL 07al. Nous allons voir
dans la section suivante comment la partition de l'unité peut étre utilisée dans le
cadre de la mécanique de la rupture.

1.2.2.2 La méthode des éléments finis étendus pour la mécanique li-
néaire de la rupture

L’approximation éléments finis classique ne permet pas de modéliser une dis-
continuité de déplacement introduite par la présence d’une fissure. Ceci parce que
les fonctions de forme utilisées sont continues. Les discontinuités doivent donc étre
compatibles avec le maillage et les fissures sont maillées explicitement. Pour palier ce
probléme, la méthode des éléments finis étendus propose d’enrichir 'approximation
du champ de déplacement avec des fonctions d’enrichissement adéquates en vertu du
principe de partition de 'unité. On attribue & ces fonctions d’enrichissement trois
roles essentiels :

— représenter la discontinuité

— localiser le front de fissure

— “capter” la solution singuliére en front de fissure

Représentation de la discontinuité Pour représenter la discontinuité du champ
de déplacement, on utilise une fonction d’enrichissement discontinue H (z), dite fonc-
tion “saut” et définie de la facon suivante :

H(z) = signe ((z — 2").e,) (1.49)

e, est un vecteur normal a la surface de la fissure au point z*, la projection de x
sur la fissure (figure 1.7). L’orientation du repére curviligne est purement arbitraire.
La fonction H(z) prend donc les valeurs +1 ou —1 suivant le coté de la fissure sur
lequel on se place.

Fic. 1.7: Construction de la fonction saut
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Dans certaines applications, la fonction H est la seule fonction d’enrichissement
utilisée [MEN 06]. Elle permet de représenter une discontinuité indépendamment
de la discrétisation. En revanche, elle est insuffisante pour localiser précisément la
pointe (ou le front) de la fissure qui doit dans ce cas étre conforme au maillage
(i.e. localisé sur les faces des éléments). Dans les modéles bi-dimensionnels, cette
restriction est tout a fait acceptable si la discrétisation utilisée est suffisamment
fine. L’erreur faite sur la localisation de la pointe est faible et les champs singuliers
sont relativement bien capturés. Dans les modéles tri-dimensionnels en revanche,
la forme du front peut étre crénelée, ce qui peut fortement pertuber la forme des
champs locaux qui seront utilisés pour calculer les quantités qui interviendront dans
les lois de propagation (K, Ky et Ky notamment).

Localisation de la pointe et représentation de la singularité L’introduction
d’une nouvelle classe de fonctions d’enrichissement permet de lever la difficulté qui
vient d’étre évoquée. Ces fonctions ont deux roles : elle permettent de localiser le
front de fissure mais aussi de “capter” la singularité du champ de déplacement. De
nombreux travaux [BEL 99, MOE 99, SUK 00] ont montré que les quatre fonctions
suivantes forment une trés bonne base d’enrichissement en élasticité linéaire 2D ou
3D :
y(r,0) = V/rcos (0/2)

Ya(r,0) = Vrsin (0/2)
y3(r,0) = +/rsin(0/2)sin(f)

Ya(r,0) = +/rcos(0/2)sin(6)

Ce sont des fonctions de r et 6, les coordonnées polaires dans le repére lié au front de
fissure (voir figure 1.2). Elles forment une base de la solution asymptotique (1.20),
(1.22) et (1.24). La présence du terme +/r permet d’introduire la singularité dans
I’approximation du champ de déplacement. Le choix de cette base plutot qu’une
autre est guidé par des considérations numériques. L’enrichissement doit permettre
de représenter la discontinuité en arriére du front de fissure, ceci est réalisé par
~Yo(r, 0) et de son terme sin (6/2) discontinu en § = +m. La présence d’autres fonc-
tions discontinues dégraderait considérablement le conditionnement de la matrice
de raideur, les trois autres fonctions sont donc continues. Par ailleurs le calcul des
matrices de masse ou de raideur nécessite une intégration discréte de ces fonctions
ou de leur gradient par une méthode de Gauss. Afin de maitriser au mieux cette
étape, il faut limiter leur variation pour diminuer le nombre de points d’intégration
sans dégrader la qualité du calcul.

(1.50)

Approximation du champ de déplacement et stratégie d’enrichissement
En vertu du principe de partition de I'unité et en suivant Pexpression (1.47), le
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champ de déplacement u(z) est décrit de la maniére suivante :

w(z) = Ni(z)u, + H(z) ) Ni(z)QﬁZ%’(ﬁ) > Ni(@by | (151)

’ieN ieNcut iENsing

ol les termes u; sont les degrés de libertés classiques et les termes a; et b;; sont
des degrés de liberté associés aux fonctions d’enrichissement saut et singuliers
respectivement.

Pour des raisons de cott de calcul, seule une partie du domaine est enrichie afin
de limiter le nombre de degrés de liberté. On parle d’enrichissement local. Diffé-
rentes stratégies permettent de déterminer N, et Ny, les ensembles de noeuds
supports des enrichissements. La méthode classique, dite de ’enrichissement topo-
logique, propose d’enrichir, avec les fonctions singuliéres uniquement, les noeuds
dont le support contient le front de fissure (représenté par des carrés sur la figure
1.9). Les autres noeuds ayant leur support coupé par la fissure sont enrichis avec
des fonctions saut (représentés par des cercles). Cette technique permet de limi-
ter au maximum le nombre de degrés de liberté introduits par les enrichissements.
Une autre stratégie, dite d’enrichissement géométrique, propose d’étendre la zone
d’enrichissement singuliére & une région de taille fixée indépendamment de la discré-
tisation, la zone d’enrichissement discontinu restant inchangée [LAB 05, BEC 05].
Cette technique offre 'avantage d’améliorer I'ordre de convergence de la méthode,
par contre le conditionnement de la matrice de raideur est fortement détérioré et
un pré-conditionneur trés performant et sans doute coiiteux est requis. Pour cette
derniére raison, et parce que 'ordre de convergence nous parait satisfaisant dans les
applications traitées dans cette étude, nous utiliserons I’enrichissement topologique.

Remarque 5 Dans le cas d’un enrichissement local, il existe une couche d’éléments
partiellement enrichis qui ne vérifient pas la partition de Uunité (blending elements
en anglais). Ces éléments sont localisés entre les éléments enrichis et les éléments
non enrichis ou entre des éléments dont les enrichissements sont de natures dif-
férentes. Il a été montré [CHE 03] que la maniére de traiter cette zone peut avoir
une influence sur l’ordre de convergence de la méthode. Plusieurs méthodes ont été
proposées pour palier ce probléme. On peut par exemple modifier les fonctions d’en-
richissement de telle sorte qu’elles soient nulles sur les blending elements [CHE 03].
Dans cette étude, aucun traitement particulier des blending elements n’a été utilisé,
Uordre de convergence étant jugé satisfaisant.

1.2.2.3 Intéréts et limitations

L’introduction de composantes singuliéres dans l'approximation du champ de
déplacement dans la méthode X-FEM permet d’obtenir de bons résultats avec un
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Fi1G. 1.9: Maillage X-FEM et enrichissement topologique

maillage relativement grossier 1a o1 une discrétisation beaucoup plus fine aurait été
nécessaire dans le cadre des éléments finis classiques.

De nombreux développements ont eu lieu autour de la méthode des éléments
finis étendus au cours de la décennie qui vient de s’écouler. En mécanique de la
rupture, des applications ayant trait a la rupture par fatigue |[ELG 07, RIB 07|,
a la rupture fragile élasto-dynamique [RET 05, MEN 06, GRE 07], a la déchirure
ductile [BOR 06] ou encore a la fissuration multiple [BUD 04] ont clairement montré
lintérét de la méthode X-FEM. Cette technique a atteint un niveau de maturité qui
lui vaut désormais d’étre implantée dans un nombre croissant de codes commerciaux
et industriels.

Son atout principal est qu’elle peut s’intégrer relativement facilement dans des
codes éléments finis existants : la méthode des éléments finis étendus est une
méthode éléments finis! Elle présente toutefois quelques particularités qui imposent
de prendre certaines précautions. Les problémes liés a 'intégration numérique par
exemple ont été évoqués plus haut. La méthode classique, utilisée dans cette étude,
consiste & sous-découper les éléments enrichis en sous-éléments d’intégration com-
patible avec la fissure (TRI3 en 2D ou TET4 en 3D) de maniére & mieux prendre en
compte la discontinuité et la singularité des fonctions d’enrichissement. Des amélio-
rations concernant l'intégration numérique des éléments enrichis ont également été
proposées par Bechet et al. [BEC 05] et Ventura et al. [VEN 06]. D’autres stratégies
peuvent étre utilisées comme dans le cas, par exemple, de modélisations élasto-
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plastiques. 1l faut en effet éviter toute modification de la position des points de
Gauss (sur lesquels sont définis les variables internes) lors du sous-découpage éven-
tuel d’un élément lorsque la fissure se propage. Dans |[ELG 07, il a été proposé
d’utiliser un sous-découpage régulier et relativement fin des éléments enrichis. La
position des points de Gauss est alors indépendante de celle de la fissure et la qua-
lité de 'intégration numérique reste acceptable. Par ailleurs, bien que la base des
fonctions singuliéres soit optimale du point de vue du conditionnement, des pro-
blémes subsistent néanmoins. C’est le cas par exemple lorsque la fissure tranche un
élément en deux parties de taille trés inégales. C’est pourquoi la méhode X-FEM
nécessite un pré-conditionneur trés performant.

Dans l'introduction, nous avons fait état du fait qu’en mécanique de la rupture,
différentes échelles peuvent co-exister : celle de la structure, mais aussi celle de la
fissure ou celle des non-linéarités en front de fissure. Ces échelles peuvent différer
les unes des autres de plusieurs ordres de grandeur. La méthode des éléments finis
étendus comme celle des éléments finis classiques ne peut pas, telle quelle, manipuler
des échelles physiques si différentes. La mise au point d’'un outil levant cette difficulté
majeure est au coeur de cette étude. Le chapitre 2 a pour objectif de faire le point
sur différentes techniques multiéchelles déja utilisées dans le cadre de la MEF. Nous
verrons dans le chapitre 3 comment nous pouvons utiliser I'une d’entre elles, la
famille des techniques multigrilles, dans le cadre de la méthode X-FEM.

1.2.3 Représentation numérique de la géométrie de la fissure

La représentation numérique de la géométrie des fissures est une question impor-
tante dans les simulations de mécanique de la rupture. Il faut non seulement savoir
décrire finement une surface mais aussi pouvoir la faire évoluer dans le temps car
les fissures forment une surface de discontinuité mobile.

Dans le cadre des éléments finis classiques, nous avons vu que la surface de la
fissure doit étre compatible avec les éléments. La réponse a la question de sa repré-
sentation géométrique se résume alors a un probléme de maillage. De ce point de
vue, la méthode X-FEM autorise plus de souplesse et différentes techniques ont déja
été utilisées. Dans les problémes bi-dimensionnels, la fissure peut étre représentée
explicitement par un ensemble de segments. A chaque pas de propagation un nou-
veau segment y est ajouté [BEL 99]. L’extension de cette méthode aux problémes
tri-dimensionnels passe par une triangulation de la surface de discontinuité. Son
remaillage lors de la propagation peut toutefois s’avérer complexe.

Les techniques de représentation implicites issues des domaines de la mécanique
des fluides, de I'imagerie ou de la CAO ont également été envisagées. On peut citer
entre autre la méthode des volumes finis ou la fast marching method |[SUK 03| mais
c’est la méthode des fonctions de niveau (level set method) qui semble étre la plus
adaptée a la mécanique de la rupture et qui a été adoptée dans ce travail. Le chapitre
4 est dédi¢ a la propagation des fissures dans les milieux tridimensionnels. Des
généralités sur les fonctions de niveau et les particularités liées a leur utilisation
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dans le contexte multiéchelle/multigrille y seront décrites.
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2. Méthodes multigrilles en éléments finis

L’objectif de cette étude est de mettre au point une méthode numérique permet-
tant de traiter des problémes de mécanique de la rupture possédant plusieurs échelles
caractéristiques intrinséques, éventuellement localisées. Dans le premier chapitre,
nous avons décrit la méthode des éléments finis étendus et énoncé un certain nombre
de ses propriétés. Au méme titre que la méthode des éléments finis classiques, la
méthode X-FEM n’est cependant pas adaptée au traitement de problémes forte-
ment multiéchelles.

Cette problématique n’est pas propre a la mécanique de la rupture, et de nom-
breuses stratégies de calcul multiéchelle ont été développées dans le cadre général
de la méthode des éléments finis. Dans ce chapitre, nous allons dans un premier
temps faire le point sur certaines d’entre elles qui sont susceptibles de répondre a la
problématique de cette étude tout en nous détachant temporairement du cadre de la
mécanique de la rupture et des éléments finis étendus. Dans un second temps nous
nous attacherons a détailler plus particuliérement la famille des techniques multi-
grilles. Nous verrons pourquoi et comment ces techniques peuvent étre utilisées dans
notre contexte.

Nous nous restreignons dans ce chapitre a la résolution de problémes d’¢lasticité
linéaire. L’extension a des problémes non-linéaires et notamment & des problémes
élasto-plastiques sera décrite dans le chapitre 6.

2.1 Etat de Part des stratégies multiéchelles

2.1.1 Meéthodes de superposition

Les méthodes de superposition cherchent & superposer & la solution d’un pro-
bléme macroscopique un enrichissement microscopique lié & des détails structuraux
(fissure, inclusions, zones a forts gradient, ...) ou & un modéle mécanique plus fin. Ces
stratégies de calcul sont basées sur une décomposition de la solution du probléme
en une partie macroscopique u™ et une partie microscopique u™ telles que :

u=uM+u" (2.1)

On peut citer la méthode de projection de Dirichlet Hiérarchique de Oden et
Zohdi |[ZOH 96| ou encore la méthode variationnelle multiéchelle proposée par Hu-
ghes [HUG 95]. Ces stratégies proposent de résoudre un probléme macroscopique
puis des problémes microscopiques définis sur des domaines locaux éventuellement
identifiés a 'aide d’estimateurs d’erreur. La détermination des conditions aux li-
mites de ces problémes locaux et de leur espace d’approximation constituent les
points cruciaux de ces techniques.

La méthode Arlequin introduite par Ben Dhia [BEN 05| permet de superposer
plusieurs modéles qui différent tant au niveau de leur discrétisation que de leur
nature physique. La figure 2.1 représente deux domaines 2,; et €2, auxquels sont
associés un modéle macro et un modéle micro ainsi que leur zone de recouvrement
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Qurm = QO N Q,,. Le raccord des deux modéles est réalisé de maniére faible dans
cette zone de recouvrement également appelée “volume de jonction”. La compatibilité
des champs de déplacement y est assurée par l'introduction de multiplicateurs de
Lagrange. La concurrence des modéles sur €2,/,, est gérée par un paramétre vérifiant
la partition de 'unité. Ainsi un calcul & deux modéles se résume au probléme de
minimisation suivant :

chercher (uy,ug) € {Uy x Us} tel que :

ab(u) + (1 — a)Ey(uy) = min (B (1) + (1 —a)Ey(c1)) (2.2)
(01,62)6{1/{1 ><M2}
ol uys et u,, sont les inconnues et Uy, et U,, sont les espaces dans lesquels ils sont
recherchés. F)y; et F,, sont les énergies potentielles associées a chacun des deux
modéles. Les coefficients oy, et «, respectent la partition de 'unité :

Oé]\/[:]_ et OémZOSUI' Q]y]\Qm
ay =0 et oy, =1 sur Q,, \ Quy (2.3)
ay + oy, = 1 sur Qarm = Qur U Q,,

FiG. 2.1: Définition de deux domaines ainsi que de la zone de jonction pour une
application a la méthode Arlequin

La méthode Arlequin a déja été appliquée avec succés a des problémes de fissura-
tion avec propagation [BEN 08]. Néanmoins, bien que trés rigoureusement établie, la
méthode Arlequin est parfois délicate 4 mettre en ceuvre numériquement parlant. Le
choix des paramétres a; et de 'espace des multiplicateurs de Lagrange permettant
de recoller les deux modéles dans la zone de jonction est difficile. De plus, I'intégra-
tion numeérique dans cette zone est délicate et souvent cofiteuse si les discrétisations
des deux modéles sont différentes.

2.1.2 Meéthodes de décomposition de domaines

Les méthodes de décomposition de domaines peuvent également trouver une ap-
plication aux problémes nécessitant un “zoom” sur des détails structuraux localisés.
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Dans ce cas en effet, la partition entre une zone “fine” et une zone “grossiére” est
naturelle et une approche locale-globale peut étre adaptée.

Les techniques de condensation statique et de ré-analyse locale consistent a ef-
fectuer un premier calcul & une échelle grossiére. Les résultats sont utilisés pour
définir les conditions aux limites (en effort et/ou en déplacement) d’un probléme fin
défini sur un sous-domaine contenant le détail a prendre en compte. Lors du premier
calcul, ’échelle grossiére n’est pas affectée par le détail et une ré-analyse est alors
nécessaire [MAO 91].

L’approche micro-macro développée par Ladevéze et Dureisseix [LAD 00] par
exemple, est basée sur une partition de la structure en sous-structures et interfaces.
Chaque sous-structure est soumise a I'action de ses voisines par I'intermédiaire des
interfaces, ce qui se traduit par une distribution d’effort et de déplacement sur ses
frontiéres. Cette méthode de décomposition de domaine est donc une méthode mixte.
La séparation des échelles se fait au niveau des interfaces uniquement (méthode sans
recouvrement), contrairement a la méthode Arlequin par exemple. Une technique
d’homogénisation est utilisée pour relier les quantités interfaciales d’effort et de
déplacement des différentes échelles. L’algorithme itératif LATIN est ensuite utilisé
pour résoudre simultanément les équations d’admissibilité (statiques, cinématiques)
sur chaque sous-domaine d’une part, et les relations de comportement (des matériaux
et d’interface) d’autre part.

Cette méthode a été appliquée & la mécanique de la rupture et aux éléments finis
étendus par Guidault [GUI 07]. Elle nécessite des traitements particuliers liés aux
enrichissements X-FEM, notamment en ce qui concerne les opérateurs d’homogénéi-
sation.

2.1.3 Meéthodes de raffinement automatique

De nombreuses méthodes utilisent la notion d’estimateurs ou d’indicateurs d’er-
reur. Bien que nécessitant une description du détail & prendre en compte sur toutes
les échelles, ces techniques permettent un raffinement automatique des modéles afin
d’atteindre une échelle “numérique” satisfaisante. La méthode de raffinement auto-
matique de Cavin [CAV 05] par exemple, pourrait étre comparée aux méthodes de
condensation et de ré-analyse. La différence provient de l'utilisation d’un indica-
teur d’erreur en espace ou espace-temps permettant d’identifier automatiquement
les zones “fines” et d’y imposer des conditions aux limites cinématiques. Pour une
analyse linéaire, ces conditions étant supposées exactes, a la tolérance spécifiée preés,
aucune ré-analyse du probléme grossier n’est nécessaire, ce qui en fait une méthode
extrémement performante en termes de temps de calcul.

2.1.4 Autres méthodes

Bien entendu, les quelques stratégies multiéchelles présentées ci-dessus n’en cons-
tituent pas une liste exhaustive. De nombreux travaux et approches différentes
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existent et le présent masnuscript n’a pas vocation & les décrire toutes. Dans le
cadre des techniques issues de la partition de I'unité, on peut tout de méme citer
les récents travaux de Fish [FIS 05, WAI 07| qui utilisent des principes d’homo-
généisation pour relier des modéles et des échelles trés différents allant jusqu’a la
dynamique moléculaire. De nombreuses études sont également en cours pour ten-
ter de coupler la mécanique de la rupture (a I’échelle macroscopique) a une échelle
atomique |[BEL 02].

Dans la suite de ce chapitre, nous allons décrire plus en détail les techniques
multigrilles. Bien que n’ayant pas été introduites a leur origine comme des méthodes
multiéchelles, nous verrons néanmoins que nous pourrons les utiliser de maniére
efficace pour traiter nos problémes localisés.

2.2 Historique des techniques multigrilles en élé-
ments finis

Les techniques multigrilles ont été initialement introduites en mécanique des
fluides dans le cadre des différences finies pour résoudre des équations elliptiques
de maniére trés efficace. Elles constituent une famille de solveurs qui ont tous la
particularité d’exploiter la propriété de lissage des solveurs itératifs. Pour tirer par-
tie de cette propriété qui sera illustrée dans la section 2.3, plusieurs grilles (ou
maillages) sont utilisées et des opérateurs permettant a ces différentes échelles de
communiquer sont définis. La premiére description d’un algorithme & plusieurs ni-
veaux est attribuée a Fedorenko dans les années soixante [FED 64]. Cependant ces
travaux n’exploitaient pas toutes les potentialités de cette approche. C’est Brandt
qui décrit les fondements des techniques multigrilles dans ses publications pionniéres
[BRA 77a, BRA 77b, BRA 84]. La localisation des grilles n’a été introduite qu’une
dizaine d’années plus tard par Bai et Brandt [BAI 87|. Depuis lors, les multigrilles
ont fait 'objet d’intenses développements. Dans le cadre des différences finies, on
peut citer par exemple les travaux de Lubrecht et Venner qui ont appliqué les multi-
grilles & des problémes de lubrification [LUB 00] ou encore des travaux traitant de la
résolution des équations d’Euler [SOU 76|, de Navier-Stokes [WES 92]. Des probléme
de turbulence ont également été traités dans [SHE 95|. Les techniques multigrilles
ont été adaptées aux éléments finis pour la mécanique des solides dans le début des
années quatre-vingt-dix par Parsons et Hall [PAR 90b, PAR 90a]. Ont suivi de nom-
breux travaux portant entre autres sur la résolution de problémes élastoplastiques
[KAC 93, FIS 95, FEN 97, EKE 04], le parallélisme [ADA 00b, ADA 00a] ou la ges-
tion de maillages non hiérarchiques avec l'introduction des techniques multigrilles
algébriques [ADA 02].

Les solveurs multigrilles, bien que plus complexes a mettre en ceuvre que des
solveurs plus classiques comme Gauss-Seidel ou les gradients conjugués ont montré
une tres grande efficacité a résoudre une grande variété de problémes. n étant la taille
du probléme, les techniques multigrilles ont une complexité en O(nlog(n)) voire en
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O(n) pour certains types de problémes [LUB 00, PAR 90b, RAN 07d]. Ceci est a
comparer avec les complexités de Gauss-Seidel (en O(n?)) ou du gradient conjugué
préconditionné (en O(n®?)).

2.3 Solveurs itératifs et propriété de lissage

Les solveurs itératifs comme Gauss-Seidel ou les gradients conjugués ont une pro-
priété remarquable dénommée “propriété de lissage des erreurs”. Cela signifie qu’ils
sont trés efficaces pour capter la partie de la solution & petite longueur de variation
(relativement a la discrétisation) et peu efficace pour capter la partie & grande lon-
gueur de variation. L’erreur est donc trés rapidement “lissée” et la majeure partie
de Teffort de résolution est consacrée a capter les composantes basses fréquences
[LUB 00].

On peut illustrer cette propriété a ’aide du probléme proposé par Parsons et Hall
[PAR 90b]| et illustré sur la figure 2.2. Il s’agit d’une plaque rectangulaire élastique
linéaire soumise & une charge ponctuelle.

T Charge ponctuelle

A A AN AN AN AN AN A

2W

FiGc. 2.2: Probléme a résoudre

Le probléme linéaire qui en découle est résolu par un gradient conjugué avec un
préconditionnement de Jacobi. On défini ’erreur courante a l'itération k par :

EX = U —-U® (2.4)

ol U est la solution numérique exacte et U® est la solution courante a I'itération k.
Les erreurs pour k = 0 (erreur initiale), & = 1 et k& = 10 sont représentées sur la
figure 2.3 sous la forme de déformées. Le solveur est initialisé par un vecteur nul, on
a donc E®) = U. Par ailleurs, une erreur nulle serait représentée par un rectangle
non déformé.

On observe que la singularité de déplacement due a la charge ponctuelle (cor-
respondant & une variation haute fréquence) est “lissée” dés les premiéres itérations.
L’erreur relative au déplacement d’ensemble est en revanche beaucoup plus longue
a disparaitre car elle est associée a des fréquences beaucoup plus basses.
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FiG. 2.3: Effet du gradient conjugué pré-conditionné
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2.4 Techniques multigrilles globales pour les pro-
blémes d’élasticité linéaire

Le bilan de la section précédente est donc simple : la plus grande partie de
Ieffort de résolution est consacrée au calcul des composantes basses fréquences
de la solution, or ces fréquences sont relatives a la discrétisation. Ceci conduit au
principe fondamental des multigrilles :

Les composantes a petite longueur de vartation sont calculées sur une grille
fine. La fréquence des erreurs a grande longueur de variation est numériquement
augmentée en les transférant sur une grille plus grossiére de maniére a continuer a
tirer profit de la propriété de lissage.

Ce transfert est légitime dans la mesure o1l les erreurs a transférer sont précisé-
ment associées a de grandes longueurs de variation qu’une grille grossiére peut tout
a fait représenter.

2.4.1 Le schéma CS pour les problémes linéaires

Nous allons maintenant décrire I'un des schémas multigrilles les plus simples
dans sa version a deux niveaux, il s’agit du correction scheme (CS). On considére
un probléme de référence linéaire associé a une discrétisation fine (voir figure 2.4).
On définit également un maillage auxiliaire plus grossier associé au méme probléme
physique. Ces maillages couvrent tous les deux I’ensemble du domaine, ce qui justifie
le titre de technique multigrille “globale” (en opposition avec les techniques locales
définies dans la section 3.3).

maillage de référence fin maillage auxiliaire grossier

FiG. 2.4: Les maillages utilisés dans I'algorithme CS & deux niveaux

Le probléme d’élasticité linéaire associé a la discrétisation de référence se réduit
au systéme linéaire suivant :

K, U, =F, (2.5)

L’indice ; signifie que la quantité a laquelle il se rapporte est défini sur I'espace
du probléme fin. K est la matrice de rigidité de la structure, Uy est le vecteur des
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déplacements nodaux inconnu et F s est le vecteur des forces extérieures. La premiére
étape consiste a effectuer un nombre réduit v; d’itérations de solveur itératif de
maniére & capter uniquement les composantes a petites longueurs de variation. A
I'issue de cette premiére étape de “relaxation”, la solution courante est notée Us. On
y associe un résidu défini par :

Resf - Ff - Kfﬁf (26)

U, étant la solution numérique exacte et Ky étant un opérateur linéaire, on peut
écrire :

Resy = K; (U; - Uy) (2.7)

ou on identifie ’erreur précédemment introduite par I'expression (2.4), ce qui permet
d’écrire :

K/E; = Resy (2.8)
Nous savons que E; et Regy sont associés a de grandes longueurs de variation, ils
peuvent donc étre représentés sur la grille grossiére. On introduit 'opérateur de
restriction R (décrit dans la section 2.4.2) qui permet de transférer le résidu de la
grille fine vers la grille grossiére :

Resg = RResf (29)

ol Res, représente le résidu équivalent a Resy sur la grille grossiére. Les quantités
indicées , se réferent au probléme grossier. On définit alors le probléme grossier
équivalent au probléme fin (2.8) :

K, AU, = Res, (2.10)

ot K, est la matrice de rigidité associée a la grille grossiére et AU, est I'approxi-
mation de I'erreur E; sur le niveau grossier. La résolution de ce probléme permet
de calculer la correction AU, (d’ou le nom correction scheme) qui est appliquée a
la solution courante ﬁf a laide de Popérateur de prolongation P (décrit dans la
section 2.4.2) :

U; = U; + PAU, (2.11)

Uy est la nouvelle solution courante. Le terme PAU, porte les composantes basses
fréquences qui n’ont pas été “capturées’ lors de la premiére étape de relaxation.
L’opération de prolongation peut introduire des erreurs hautes fréquences. Pour
les éliminer, on procéde a une seconde étape de relaxation ot un petit nombre v,
d’itérations de solveur itératif est effectué.

Cet ensemble d’opérations constitue un cycle multigrille. Il ne suffit pas a lui
seul a atteindre une précision importante sur ’approximation de la solution, c’est
pourquoi un critére de convergence associé a la norme du résidu est appliqué a la fin
de chaque cycle. Tant qu’il n’est pas satisfait, on reprend la procédure a partir de
la premiére étape de relaxation. L’algorithme CS tient son efficacité & deux choses :
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i. On constate que quelle que soit la taille du probléme de référence, un cycle
multigrille permet de diviser la norme du résidu d’un facteur 5 & 10 voire plus
encore (voir Chapitre 3). Le nombre total de cycles nécessaire pour atteindre
une précision fixée est dans la plupart des cas trés peu dépendant de la taille
du probléme.

ii. Un trés petit nombre d’itérations de solveur itératif est réalisé sur le probléme
de référence, et ceci indépendamment de sa taille. On verra par la suite que des
valeurs de vy et vy telles que v +15 < 8 sont généralement largement suffisantes.

L’effort de calcul se reporte donc majoritairement sur la résolution du probléme
grossier. Si ce probléme est associé a une discrétisation trop fine, il peut étre utile
d’introduire un troisiéme grille encore plus grossiére et d’appliquer récursivement la
procédure CS au probléme (2.10). Par ailleurs, une précision importante sur I'esti-
mation de AU, n’est pas nécessaire et on procéde alors & un nombre limité ~ de
cycles multigrilles pour approximer la solution du probléme grossier. Suivant la taille
du probléme de référence, on peut utiliser autant de grilles auxiliaires que nécessaire.
La figure 2.5 schématise la maniére dont s’agencent les cycles multigrilles en fonction
de la valeur de v pour trois niveaux de discrétisation, le niveau 2 étant le plus fin
et le niveau 0 le plus grossier. Quand v = 1, on parle de V-cycles, quand v = 2
on parle de W-cycles et dans le cas général, on parle de y-cycles. Suivant la nature
du probléme a résoudre, il est important d’ajuster au mieux la valeur de ~ afin de
trouver un bon compromis entre un coefficient de réduction de I'erreur par ~-cycle
intéressant et un cotlt raisonnable de ce cycle car plus 7 est grand, plus son cotit est
important. Dans le chapitre 3, de nombreux détails seront donnés sur les propriétés
de convergence du correction scheme et sur 'influence des différents coefficients (v,
Vs 7).

L’algorithme correction scheme & plusieurs niveaux est détaillé dans le tableau
2.1.

Remarque 6 D’une maniere générale, et dans cette étude en particulier, le facteur
d’échelle entre deuxr niveaux est toujours fizé a 2. Par expérience, ce facteur 2 est
optimal dans la mesure ot il offre le meilleur compromis entre un bon coefficient de
réduction des erreurs hautes fréquences et un nombre de grilles acceptable [LUB 00].
Si le facteur d’échelle est supérieur a 2, les relaxations seront plus cotdteuses car elles
devront capter un spectre de fréquences plus large. Dans cette étude, les grilles fines
sont générées a partir des grilles grossiéres par le sous-découpage de ses éléments
par un facteur 2. Ainsi, un quadrangle est découpé en quatre sous-quadrangles, un
hexaédre en huit sous-hexaedres, etc. Une conséquence tmportante en est que les
maillages utilisés sont tous imbriqués (ou hiérarchiques). Notons cependant que les
stratégies multigrilles sont tout a fait extensibles a des maillages non hiérarchiques

[FEN 97].
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Procédure CS (I, ~, F))

1. initialisation :

U)=0, k=0 (2.12)

2. 1°%® relaxation. Faire v, itérations sur le probléme de niveau [
en partant de 1l’approximation courante Uf

Ut - KU-=F —T

R.." = F, - K, U,

3. Probléme grossier.

si | =0, résoudre
K, AU, =RRe — AU,
sinon appeler récursivement
Procédure CS (1-1, v, RResf) — AU,
4. Correction de 1’approximation sur le niveau !/
—=k —k

5. 2™ relaxation. Faire 1, itérations sur le probléme de niveau [

en partant de 1l’approximation courante U,

—k —
U — KUu-=°F -0

6. critére d’arrét
si [|F =K UM|y/||Filla>¢e ou k+1<7 :

k«— k+1 et reprendre & 1’étape 1

sinon
—k+1 .
renvoyer U et sortir

TAB. 2.1: Algorithme CS & plusieurs niveaux. L’appel se fait par
Procédure CS (l4r, 00, Fy )
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vy itérations
Niveau 2 vy itérations

résolution

o
(@]
O
Niveau 1 \ Restriction

Niveau 0 Prolongation

Niveau 2
Niveau 1

Niveau 0
v=2

FiG. 2.5: deux V-cycles et deux W-cycles

2.4.2 Les opérateurs de changement d’échelle

Les modéles mécaniques et les modéles physiques en général sont élaborés afin de
correspondre & des niveaux d’échelle particuliers. Ainsi, suivant les phénoménes que
I’ont veut prendre en compte, on choisira une modélisation adaptée. Il est souvent
indispensable, lorsque plusieurs d’entre eux sont mis en jeu, de définir des tech-
niques de changement d’échelle. L'introduction de la notion de volume élémentaire
représentatif (VER) [LEM 04| par exemple permet d’élaborer des techniques d’ho-
mogénéisation qui sont en quelque sorte des techniques de changement d’échelle.
En meécanique des structures, c’est également le cas lorsque 'on passe du modéle
tridimensionnel d’un bareau élancé a un modéle poutre au sens de la résistance des
matériaux.

Au dela de leur application aux modéles mécaniques eux-mémes, ces opérations
de changement d’échelle peuvent étre utilisées dans le cadre de la résolution numé-
rique de problémes discrétisés. C’est bien entendu dans ce cadre que rentrent les
techniques multigrilles ot deux opérateurs intergrilles sont définis :

— Popérateur de prolongation P qui transfére des quantités cinématiques (dépla-
cements ou corrections de déplacement) d’une grille grossiére vers une grille
fine.

— Popérateur de restriction R qui transfére des quantités duales (forces nodales
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ou résidus) d’une grille fine vers une grille grossiére.
Considérons deux couples déplacements/efforts intérieurs discrétisés sur les maillages

Mg et Mf .
(U,,Fy) € U, xS,

(Uy,Fy) € U xSy (2:13)

ol U; et S; sont respectivement les espaces fonctionnels éléments finis de déplacement
et de forces internes associés aux maillages M;. Les opérateurs intergrilles sont
définis par :

U, = PU, (2.14)
F, = RF, (2.15)

g
Le diagramme de la figure 2.6 illustre le role de ces deux opérateurs dans les change-
ments d’échelle pour un probléme linéaire ou les lois de comportement permettent
le passage des quantités duales aux quantités primales et inversement.

Mg Mf
P
U, ~ U
Kg Kf
R
Fg - Ff

FiG. 2.6: Opérateurs intergrille

Comme pour les techniques d’homogénéisation, les opérateurs intergrilles sont
soumis & des conditions de conservation. Ils doivent laisser invariant le travail des
efforts intérieurs :

(U,,F,) = (U;,F;) avec (A,B)=A"B (2.16)
on en déduit la relation suivante entre P et R :

(Ug,Fg> = (Uf,Ff) \V/Ug € Z/[g, \V/Ff € Sf
U/F, = UJF; VU, el, VF;eS;
U/RF; = U[P'F; VU, eclU, VF;eS;

<~

R 2 (2.17)
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Construction de ’opérateur de prolongation

Dans toute cette étude, les maillages utilisés sont imbriqués. Dans le cadre des
éléments finis, ceci implique que U, I'espace d’approximation éléments finis associé
au maillage grossier est inclus dans Uy 'espace d’approximation associé au maillage
fin :

U, C Uy (2.18)

Comme illustré sur la figure 2.7, il est donc possible de préserver un champ continu
uy € Uy lors de son tansfert vers My :

w(z) =uf(z) VzeQ (2.19)

L’approximation par éléments finis est interpolante, ce qui signifie que la valeur en
un noeud n de coordonnées x,, d’'un champ continu discrétisé u est égal au degré de
liberté de ce noeud wu,, :

u(z,) = up (2.20)

Pour construire 'opérateur de prolongation, il suffit donc d’écrire que :

w, = u(z,) (2.21)

uf, = U;Ny(z,) (2.22)

S 3

ot N, (z) est le vecteur des fonctions de forme du maillage grossier. Appliquée a tous
les noeuds de M, cette relation définit tous les degrés de liberté du probléme fin en
fonction de ceux du probléme grossier. La construction de P ne nécessite donc que
les valeurs des fonctions de forme du maillage grossier aux coordonnés naturelles des
noeuds de M. Les fonctions de forme étant définies sur un support trés restreint,
le calcul de 'expression (2.22) est réalisé trés rapidement au niveau élémentaire.
De plus, l'opérateur ainsi construit peut étre stocké sous la forme d’une matrice
rectangulaire creuse.

Fic. 2.7: Champs de déplacement sur deux maillages imbriqués avec des fonctions
de forme linéaires
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L’opération de prolongation est illustrée sur la figure 2.8 représentant deux
maillages bidimensionnels imbriqués. On y voit que cette opération peut étre réalisée
au niveau élémentaire. Dans le cas ou la propriété (2.18) n’est pas vérifiée, d’autres
techniques existent comme la projection de mortar [DUR 06] qui sera utilisée dans
la section 3.1.2 du chapitre 3.

UCL:ul

up = %ul + %UQ

1 1 1 1
Ue = ZU1 + ZUQ + Zu;g + ZU4

FiGc. 2.8: Construction de I'opérateur de prolongation.

2.5 Techniques multigrilles localisées

L’algorithme décrit dans la section précédente utilise des maillages définis sur
I’ensemble de la structure (voir figure 2.4). Les trois grilles al, a2 et a3 de la fi-
gure 2.9 en sont un exemple pour une structure présentant des concentrations de
contrainte. Le maillage a3 n’est pas optimisé et conduit & un probléme trop cotiteux.
Certes les multigrilles appportent un gain trés important en terme de temps cpu,
mais une économie substantielle de mémoire pourrait étre réalisée en ne raffinant
que localement la discrétisation prés de la région singuliére. Nous pouvons alors
envisager d’utiliser les maillages b1, b2 et b3, toujours au sein de 'algorithme CS.
L’inconvénient de cette approche réside dans la redondance liée a |'utilisation de
trois discrétisations identiques dans les zones non raffinées. De plus, la génération
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de ces maillages est plus complexe que celle des trois grilles cl, ¢2 et c3 trés sim-
plement définies comme des sous-parties raffinées et localisées du maillage le plus
grossier. Cette derniére approche est effectivement plus satisfaisante, mais le correc-
tion scheme ne peut pas manipuler ce type de maillage. Dans cette section, nous
allons décrire un algorithme multigrille localis¢é (MG-L) qui autorise 'utilisation
d’une telle discrétisation. Il sera introduit a I'aide d’une formulation variationnelle
en y incorporant une décomposition du déplacement en termes de hautes et basses
fréquences. Cette approche, déja utilisée par Gravouil dans le cadre d’algorithmes de
décomposition de domaines [GRA 00, GRA 01] permet de décrire correctement les
conditions a respecter sur les interfaces artificielles générées par la localisation. Elle
permet aussi de déterminer précisément la forme du probléme grossier, plus com-
plexe que dans le cas du correction scheme. Notons que bien que décrit de maniére
classique dans la section précédente, le schéma CS peut également étre dérivé d’une
formulation variationnelle.

2.5.1 Définition du probléme
Notations

Le maillage de référence du probléme discrétisé est représenté sur la figure 2.10. Il
comporte une zone discrétisée grossiérement {24 et une zone discrétisée finement ()g.
Il est de plus séparé en deux nouveaux maillages :

— un maillage grossier noté M couvrant I'ensemble du domaine Q = Q4 U Qp

— un maillage fin localisé noté Mp restreint a Qp
Le maillage grossier est lui-méme coupé en deux parties, on distingue M, et Mp
définis sur 24 et 2p respectivement. L’interface commune entre ces deux maillages
est notée I et est définie par : I = M4 N Mp. La zone correspondante a I' sur Mp
est appelée I'. Dans cette section, les quantités X seront notées X, XA, X" ou X2
suivant qu’elles sont définies sur les espaces associés & M, M, Mg ou M.

Les inconnues du probléme sont T et UB , les vecteurs des déplacements no-
daux relatifs & M4 et Mp respectivement. On décompose UP en une partie “haute
fréquence” UL et une partie “basse fréquence” UL telles que :

U? = UL, + Us, (2.23)

Nous verrons plus loin que la distinction entre “haute fréquence” et “basse fréquence”
est naturellement établie par ’algorithme. Faisons I’hypothése pour 'instant que la
partie basse fréquence puisse étre représentée sur espace d’approximation de M g.
En introduisant 1'opérateur de prolongation, cela se traduit par :

U, = pU” (2.24)

ott U" est le vecteur de déplacements nodaux relatif & Mp. La relation (2.23) se
réécrit alors :

U? =UB, + PU" (2.25)
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\
al a2 a3

J

~
bl b2 b3

J

~
cl c2 c3

J

FiG. 2.9: Les différents maillages envisagés
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T

M Ma ¢ Mg

| | | |
probléme de référence Q‘A Q‘B *Q‘Ag Q‘B
*Q‘A QL = + = +

| | | |
Qp—— QB

| |

r \ r \
Mp Mg

Fi1G. 2.10: Probléme de référence.

On introduit également les matrices de rigidité et les vecteurs de forces extérieures :
~ K et F:; sont relatifs & M 4.
- K et Fit sont relatifs & M.
— K% et F2, sont relatifs & Mp.
On peut désormais expliciter la relation qui existe entre KB, K? et P (voir
[PAR 90b, KAC 93]). 1l s’agit de réécrire I'équivalence du travail des forces inté-
rieures exprimée par la relation (2.16) en introduisant les matrices de rigidité :

BT __ __ —

U F,u=UEF,, VYO el
_pBT_p__ __ —
U° K'U°=U8. "KPUE, VU el
_pBT_p__ __gT __ __ _
U° K'U° =T" PTKPPU° VU el

J
K’ =P'K?P (2.26)

Compatibilité des déplacements

Une relation de compatibilité doit étre énoncée pour relier U et U” sur I'inter-
face I'. On peut les traduire par les contraintes suivantes :

L°UE, = (2.27)
0" +T'T" =0 (2.28)

= —A . . . . .
ou LB, L” and T” sont trois opérateurs de projection qui restreignent U? sur T,
— =—A = . . . oy e
et U et U sur T respectivement. L’équation (2.28) exprime la compatibilité des
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déplacements de M4 et Mp sur . Sur I, le déplacement ne peut pas étre associé a
des hautes fréquences a cause de la connectivité de 4 et Qp sur I'. L’équation (2.27)
exprime donc que la contribution haute fréquence de U est nulle sur I'. Bien en-
tendu, la qualité de la solution obtenue nécessite une bonne identification de la zone
raffinée afin que le champ de déplacement sur sa frontiére soit effectivement associé
a des basses fréquences. Cette analyse n’est pas différente de celle qu’il faut tenir de
maniére classique en éléments finis [CAV 05|. Les contraintes (2.27) et (2.28) sont
associées a des multiplicateurs de Lagrange A et A qui représentent les forces de

A BT __
d’une part et que L” A

. : =B
et LBTA soient du méme signe que F,,, et FB, d’autre part.

. AT . . =
liaison de telle sorte que L A soit du méme signe que F,

2.5.2 Formulation variationnelle multiéchelle

A partir des définitions introduites plus haut, nous pouvons maintenant écrire
la forme discrétisée du principe des travaux virtuels pour le probléme de référence.
Sur le domaine €2, il s’écrit :

AT [ —A— — —AT— *

U’ (KAUA ~-F, - A) +UB? <KBUB —FB, - LBTA> +
Vo' el
vUB* e up
VA" €L,
VA* € L,

ol H?, up, Lo et L, sont les espaces fonctionnels associés & My, Mg , T et T
respectivement et cinématiquement (ou statiquement) admissibles a 0. On en déduit
un ensemble de quatre équations independantes. L’une d’entre elles est obtenue en
choisissant UP* 3 1 et ﬁA*, A et A*20.En y introduisant la relation de découplage
HF /BF par 'intermédiaire de la relation (2.25), on obtient :

— By —B— _ _pT__
U(K'U +PTKPUB, —F., -L" A)+
VO el

) (2.30)
VUG € uﬁFo

ext

UZ (KBUB, + KPPU® —F2, —LB'A) =0 {
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Cette relation conduit & deux nouvelles équations. Pour résumer, nous avons le
systéme de cinq équations suivant :

A AT __ —
KU -T'"A=F, (2.31a)
—>B—DRB —BT— =B
K U +P'KPUS,-L° A=F,_, (2.31Db)
LT’ -T'T =0 (2.31c)
KPUB, + KPPU" — LP A = F&, (2.31d)
~LPUL . = (2.31e)

Des résidus sont associés a chacunes d’entre elles. Avec la perspective d’introduire
un processus itératif pour les résoudre (les multigrilles en occurence), on les déve-
loppe en série de Taylor & 'ordre 1 a I'itération k& + 1 en fonction de leur valeur a
Iitération k :

—Ak+1
R

R o' T AR (2.32a)

S - KBAUBk _PTKPAUE M L TP AR (239
RLY = ﬁ’; LEPAT h AT (2.32¢)
REF _ gB* KBAUB k+1 KBPAﬁBkH + LBT AAFT (2.32d)
REFL = RE 4+ LBAUB M (2.32¢)

ot la notation AX**! correspond a AX 1 = Xk 1 — X*_ La résolution du systéme
initial correspond a 'annulation de ces résidus. Cependant, tel qu’il est écrit, il n’y
a encore aucun intérét particulier a résoudre ce systéme complexe ou les quantités
hautes fréquences et basses fréquences sont couplées. De plus, on peut noter qu’il n’y
a pas de solution unique. Dans la mesure ol aucune spécification sur la définition des
“hautes fréquences” et des “basses fréquences” n’a été fournie, il y a une infinité de
couples (UgF,UB) solutions. Cette incertitude est levée en introduisant le principe
de base des multigrilles : la restriction sur la grille la plus grossiére de la correction
“haute fréequence” est négligeable par rapport aux autres termes. Par conséquent,
le terme AU M est pris en compte que sur la grille fine et est négligé dans
I'équation (2.32b) qui se réécrit :

R R _RAATT LT AR (2.33)
Avec cette modification, le systéme d’équations (2.32a), (2.33) et (2.32¢) est in-
dépendant et ne fait intervenir que des quantités définies sur le niveau grossier, il
définit le “probléme grossier”. Ce probléme est résolu en premier de telle sorte que les
quantités définies sur le maillage grossier ne soient plus des inconnues du probléme
fin défini par le systéme (2.32d) et (2.32¢). Ce dernier est résolu dans un second
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temps. Une seule étape de résolution successive des problémes grossier et fin ne suf-
fit pas a calculer la solution exacte du probléme a cause de l'approximation faite
en (2.33). De plus, le probléme fin n’a pas besoin d’étre résolu de maniére exacte
et seul un petit nombre d’itérations sont nécessaires pour capter les composantes
basses fréquences. C’est pourquoi un certain nombre de cycles de résolutions (cycles
multigrille) “probléme grossier / probléme fin” sont nécessaires jusqu’a convergence.

2.5.3 Un probléme fin local et un probléme grossier global

La résolution des problémes grossier et fin définis plus haut est suffisante a la
définition de ’algorithme. Nous voulons cependant les réécrire sous une forme plus
conventionnelle et plus proche du formalisme habituellement rencontré en multi-
grilles. Cela nécessite de condenser les termes de correction AX**1 en utilisant la
relation AX*+! = X*k*1 — X* Les inconnues des deux problémes seront donc les
vecteurs déplacement complets, ce qui se rapproche de la variante full approrima-
tion scheme (FAS) utilisée pour résoudre des problémes non-linéaires (voir chapitre
6). Par ailleurs, le probléme grossier sera défini en un seul bloc sur le maillage M,
ce qui permettera de s’affranchir du formalisme particulier des multiplicateurs de
Lagrange pour traiter I'interface T.

probléme grossier

Le probléme grossier consiste a annuler les résidus a I’étape k + 1 dans les équa-
tions (2.32a), (2.33) et (2.32¢). L’expression (2.32a) peut donc se réécrire :

— Ak —Ak+1 AT /__ _ —
K" (UA + AT ) e (Ak +A ’““) ~F, (2.34)
) ﬁ;@l ’ Xxl

—B—Bk
En ajoutant K U"" dans les deux membres de (2.33), on obtient :

(& J/
N J/ ~

_ __nk __nk+l _pT /__ _
K’ (UB +AUB+)—LB (Ak+A ’““):

-~

ﬁBk+1 Ak+1

— __p—npk __p—nRpk
Fo,-K U -P'KPUB,"+K°T” (2.35)

~
_PTKBUBFk

., =Bk . o .
Remarquons que le résidu R~ associé a (2.31b) fait intervenir Ung : le probléme
grossier, bien qu’indépendant de Ufmk“ par hypothése, n’est pas “aveugle” de I'in-
fluence du probléme fin (seule la correction haute fréquence courante AU%FRJrl est

négligée).
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2. Méthodes multigrilles en éléments finis

Pour finir, on réécrit I’équation (2.32¢) :

—A—ak+l  _p__pk+1
L't +TPTT =0 (2.36)
Sous forme matricielle, le probléme grossier se réécrit donc comme ceci :
_ AT Akl _
K' o -t')\ (U’ F,
_ _gT __Bk+1 — —_pB—pRk
o K -L” [|T" |=|F,-pkPUS +K°T”
' -’ o A 0

A partir de cette écriture, on identifie une formulation condensée du probléme gros-
sier définie sur M :

— AB— — __p—pk
KU =F - [PTKBUBk] + {KBUB ] (2.37)

—AB . o . . - .
ot K est la matrice de rigidité associée au maillage M. La notation [XB] re-

B . .. . B
présente un vecteur X initialement défini sur 'espace de M~ et que l'on étend a
la dimension de ’espace de M en affectant la valeur 0 aux quantités relatives aux
noeuds appartenant uniquement a M4,

probléme fin

Comme précédemment, les équations (2.32d) et (2.32e) peuvent aussi se réécrire
sous forme matricielle :

K& —18T\ [uBtt! FZ,
_LB 0 Ak+1 - —LBPUBk

Ce probléme peut également se lire comme ceci :

—_Bk+1

KBUB*™ = FB,  avec UBM'|. = PTU" |1 (2.38)

ext

—_Bk+1 . .
Nous rappelons que U est connu car au cours d’un cycle, le probléme grossier est

résolu avant le probléme fin. Le déplacement courant sur le niveau grossier sert donc
a définir les conditions aux limites du probléme fin sur I'interface I'. La continuité
des déplacements est donc automatiquement vérifiée, méme si les deux maillages
ne sont pas compatibles puisque P, 'opérateur de prolongation intervient. On peut
noter que quel que soit le type de raccord, la “bonne” solution (effort, déplacement)
a l'interface n’est obtenue qu’a convergence. Notons par ailleurs que la technique
des multiplicateurs de Lagrange permettant d’'imposer des déplacements sur I' n’a
été utilisée que dans le but d’introduire I'algorithme. Dans la pratique, I'utilisation
d’un gradient conjugué comme lisseur n’est pas compatible avec cette méthode, aussi
nous adoptons la technique de substitution pour gérer les conditions aux limites sur
linterface I'.

52



Exemple d’une poutre en flexion

2.5.4 Algorithme

L’algorithme multigrille localisé est maintenant synthétisé. Sa structure est lé-
gérement différente du correction scheme dans la mesure ot les deux phases de
relaxation sont condensées en une seule (v = vy + 1) et sont effectuées a la fin
du cycle. Par ailleurs, I'inconnue du probléme grossier n’est plus une correction a
apporter au déplacement, mais le déplacement complet. Cette variante est par consé-
quent proche du schéma full approzimation scheme (FAS) utilisé pour résoudre les
problémes non linéaires et qui sera décrit dans le chapitre 6.

Le tableau 2.2 présente ’algorithme a deux niveaux. Aprés une étape d’initiali-
sation, le cycle multigrille commence par la résolution du probléme grossier. Comme
pour le correction scheme, si le probléme grossier est trop cotiteux, ou s’il est lui-
méme localisé, on peut le résoudre par un appel récursif. Celui-ci n’est pas indé-
pendant de I’échelle fine car UBk, la solution du probléme fin a I’étape précédente
intervient dans le second membre.

2.6 Exemple d’une poutre en flexion

Dans cette section, nous allons illustrer le fonctionnement de I’algorithme MG-L
a deux niveaux a partir de 'exemple simple d’une poutre en flexion. Les propriétés
de convergence et I'influence des divers paramétres seront étudiées en détail dans le
chapitre suivant pour des problémes de fissuration faisant intervenir plus de deux
niveaux. Il ne s’agit ici que de mettre en avant certains aspects de ’algorithme de
maniére qualitative.

La poutre considérée est encastrée & une extrémité et est soumise a un effort
tranchant & l'autre extrémité conformément & ce qui est représenté sur la figure
2.11. Les deux maillages utilisés dans I'algorithme y sont également représentés.

Entre deux cycles MG-L, les conditions aux limites du probléme fin sur I’
évoluent. Au cycle k = 0, elles sont issues de la solution du probléme grossier
KABﬁ = F. Bien évidemment, ces conditions aux limites ne correspondent pas a la
solution finale convergée. Au cours du calcul, le probléme grossier est modifié en fonc-
tion de la solution du probléme fin par I'intermédiaire du second membre de (2.37).
Celui-ci est représenté a convergence sur la figure 2.12. On y voit le second membre
initial correspondant & l'effort tranchant a l'extrémité de la poutre (en rouge et a
I’échelle 1) mais également les termes supplémentaires qui tiennent compte de UP
(en bleu et & 'échelle 10). Nous savons que plus la discrétisation est grossiére, plus
le modéle associé est rigide. La figure 2.13 montre ’évolution de la fléche au point A
au cours des cycles multigrille. On y observe effectivement “I’assouplissement” de la
poutre. Le second membre de Pequation (2.37) rend compte de phénoménes hautes
fréquences que le modéle grossier ne peut pas prendre en comptee.
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Procédure MG-L a deux niveaux
1. initialisation :

__ RO
k=0, T° =0, UB =0

2. calculer la solution du probléme grossier global
—>AB=k+1 —B==Bk

K0 _JF—[PTKBUBﬂ-+{K U }

3. correction :

——Bk+1 ——Bk+1 Bk

AT TP Lo
UBHY? _yBt L pAT?

4. relaxation (probléme fin local) : faire v relaxations sur le

N . . . k+1/2
probléme fin en partant de 1’approximation courante U? 1/
UBk-I—l/Q
!
KBUB =FB, avec US|, =PU |
!
UBk+1
5. test de convergence
Bk+1_ Bk
si W <e : fin du calcul
2
sinon :k«—k+1 et retourner a 2

TAB. 2.2: Algorithme multigrille linéaire localisé & deux niveaux.

C’est également pour cette raison que le critére d’arrét de ’algorithme est formulé
en déplacement et non pas en résidu (voir algorithme du tableau 2.2). Contraire-
ment au schéma CS, si on choisit de relaxer le probléme fin jusqu’a convergence, le
résidu est certes nul, mais la solution obtenue n’est pas nécessairement la bonne si
les conditions aux limites sur I n’ont pas elles-méme convergé. Un critére formulé
en correction de déplacement assure donc ’arrét du calcul quand 1’état sur la grille

fine et les conditions aux limites sont stables.

La figure 2.14 illustre la contribution des relaxations sur I’ensemble du

—A
processus. Le déplacement total (U~ et UP) comportant tout le spectre de

o4
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=
[/
Q

AW

<|

Mp A

F1G. 2.11: Poutre en flexion et discrétisations multigrilles
Poutre encastrée en flexion (W = 2m et 0 = 100M Pa) et maillages fin localisé

(Mp) et grossier (M)

fréquences y est représenté a 1'échelle 1. Les composantes hautes fréquences UZ .
calculées uniquement sur Mp ont été isolées et sont représentées a 1’échelle 20.
Les propriétés de convergence seront étudiées plus en détail dans le chapitre suivant.

Les méthodes multiéchelles sont souvent hiérarchisées en termes de “recouvre-
ment de domaine”. On distingue les méthodes sans recouvrement comme les mé-
thodes de décomposition de domaines de Schur ou l'intersection des sous-domaines
de dimension n a une dimension n — 1. Il existe également des méthodes avec recou-
vrement partiel, ¢’est le cas de la méthode Arlequin par exemple ou les différents
modéles coexistent sur un domaine non vide appelé zone de jonction. Dans le cas
de la technique MG-L, le probléme fin défini sur Qp est influencé par la solution
grossiére uniquement par 'intermédiaire des conditions aux limites sur I'interface I,
mais ces conditions proviennent du probléme grossier lui-méme influencé par 1’état
du systéme sur la totalité de Qp (voir figure 2.12). C’est en ce sens que la tech-
nique multigrille localisée présentée ici rentre dans la catégorie des techniques a
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———>» F — > (— [PTKPUS"| & [KBﬁBkD
x1 x10

Fi1G. 2.12: Visualisation du second membre du probléme grossier (2.37). Les
forces extérieures F sont représentées en rouge a l'échelle x1 et le terme

—p—pk
(—[PTKBUBk] + [KBUB ]) est représenté en bleu a échelle x10

Evolution de la fleche au cours des cycles

18.5 T T T T T T
e 184 i
1S
c
o
QO
S
© 183 -
182 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7

FIG. 2.13: Evolution de la fleche au point A. Les conditions aux limites sur T
évoluent au cours du calcul

o6
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recouvrement total.

F1G. 2.14: Déplacement total U (UA ot UE = PU" + UZ . aléchelle x1) et les
composantes hautes fréquences UZ . calculées uniquement sur la grille fine (x20).

2.7 D’autres variantes multigrilles

De nombreuses autres variantes existent. Trés similaire au CS, le schéma full
multigrid (FMG) permet de diminuer le temps de calcul. Il consiste a résoudre
d’abord les problémes grossiers et a s’en servir pour initialiser les problémes les
plus fins. Passer d’un algorithme CS & FMG se fait trés simplement en modifiant
I’agencement des V-cycles élémentaires entre deux niveaux, la structure d’un cycle
multigrille restant inchangé [LUB 00].

De nombreux développements issus de I'application des multigrilles aux éléments
finis ont eu lieu afin de définir des méthodes adaptées aux maillages non structurés.
Ce type de maillage est en effet trés courant et résulte souvent de la modélisation
de géométries complexes. La vitesse de convergence des techniques multigrilles y est
moins bien maitrisée. L'introduction des multigrilles algébriques, par opposition aux
multigrilles géométriques présentées jusqu’ici, permet de lever certaines difficultés.
La nouveauté provient de la maniére dont les problémes grossiers sont générés. En
multigrilles géométrique, un maillage de tous les niveaux est fourni, les maillages
les plus fins sont issus du raffinement des plus grossiers. Procéder de la méme ma-
niére avec des maillages non-structurés conduit a des problémes mal conditionnés
du fait de la détérioration du rapport de forme des éléments. La méthode des mul-
tigilles algébriques propose de partir de la discrétisation de référence (la plus fine)
afin de générer les grilles grossiéres. Dans la pratique la construction de nouveaux
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maillages n’est pas nécessaire et seuls les opérateurs de changement d’échelle sont
générés (voir les techniques d’agrégation et des mazimum independent sets dans
[ADA 00b, ADA 02]). A partir des opérateurs intergrilles et de la matrice de rigi-
dité du probléme fin, 'opérateur linéaire du probléme grossier est construit a I'aide
de l'expression (2.26) :

K =P'KP (2.39)

Une derniére variante multigrille trés répandue est le full approximation scheme
ou FAS. Ce schéma a été introduit pour résoudre des problémes non-linéaires et
nécessite 'emploi d’un nouvel opérateur qui transfere des quantités cinématiques
d’ue grille fine vers une grille grossiére. Il sera décrit de maniére détaillée dans le
chapitre 6 consacré aux problémes élasto-plastiques.

2.8 Conclusion

Toutes les stratégies multiéchelles ont leurs avantages et leurs inconvénients.
Parmi toutes celles qui ont été évoquées dans ce chapitre, la famille des multigrilles
parait étre extrémement intéressante pour atteindre les objectifs fixés, a savoir : dé-
velopper une technique numérique capable de prendre en compte des détails struc-
turaux localisés, tels des fissures, et présentant des rapports d’échelles importants
sans affecter les performances globales en terme de cofit de calcul. Les techniques
multigrilles n’ont pas, il est vrai, été introduites comme des méthodes multiéchelles,
mais comme des solveurs numériques trés efficaces. Les maillages grossiers ne servent
en effet qu’a définir des problémes auxiliaires “au service” du probléme de référence,
mais au final, seul ce dernier a de I'intérét pour l'utilisateur.

Ce role d’auxiliaire est cependant détourné dans la variante localisée. Les grilles
les plus grossiéres ont toujours leur role a jouer dans le processus d’évaluation des
composantes basses fréquences, mais constituent également le support de la solu-
tion sur les zones non raffinées. C’est en ce sens que la stratégie MG-L est une
stratégie multiéchelle. Contrairement aux techniques multigrilles plus classiques, la
grille la plus grossiére est la grille de départ. Elle peut par exemple correspondre au
maillage d’une structure industrielle initialement non concu pour prendre en compte
des défauts. Par la suite et en fonction des besoins, le maillage est raffiné localement
plusieurs fois jusqu’a atteindre un niveau de discrétisation acceptable pour modé-
liser le détail. Dans la mesure ou la zone de raffinement a été bien identifiée, cette
opération est trés simple a réaliser car il suffit de sous-découper les éléments déja
existants sans se soucier de la compatibilité avec ’échelle supérieure. Ceci présente
un grand intérét et tout particuliérement dans les modélisations tridimensionnelles
oll une opération de remaillage et de raffinement compatible peut étre complexe et
cotiteuse. De plus, dans la mesure ot chaque grille comporte des éléments de taille
homogeéne, de nombreux problémes de conditionnement sont évités.

Une critique souvent faite a I’égard des techniques multigrilles est qu’il est difficile
de donner un sens physique aux grilles grossiéres, ou dans le cas des multigrilles
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Conclusion

localisées aux zones grossiéres raffinées. Ceci est vrai, mais sans importance puisque

la solution retenue pour le post-traitement est celle obtenue sur la discrétisation la

plus fine & un endroit donné. La solution du probléme de référence de la section 2.5.1
—A —B )

est le couple (UZ,U") et le vecteur U~ n’est pas conservé.

Pour conclure ce chapitre, nous pouvons dire que les multigrilles localisées cons-
tituent un trés bon cadre pour construire une stratégie multiéchelle permettant de
répondre a notre problématique. La localisation permet de se focaliser sur les détails
structuraux invisibles a 1’échelle globale de la structure et la grande efficacité des
techniques multigrilles en terme de temps de calcul est conservée. Dans le chapitre
suivant, nous allons voir comment le couplage entre cette technique et la méthode
des éléments finis étendus est possible.
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3. Méthodes multigrilles et éléments finis étendus

Dans ce chapitre nous allons voir comment nous pouvons coupler les méthodes
multigrilles et notamment 1’algorithme multigrille localisé avec les éléments finis
étendus. Etant une méthode élément finis & part entiére, les particularités de la
méthode X-FEM n’aparaissent pas dans les développements des algorithmes présen-
tés dans le chapitre 2. Ces spécificités sont en revanche & prendre en compte dans les
opérateurs intergrilles. En effet, du fait des enrichissements, un certain nombre de
questions se posent : comment procéder a l'interpolation, comment gérer leur loca-
lisation, doit-on représenter la fissure a toutes les échelles 7 Nous proposons donc ici
des opérateurs intergrilles simples et robustes dont nous étudions les propriétés sur
les algorithmes CS et MG-L. La possibilité de ne pas représenter la fissure sur cer-
taines échelles trop grossiéres est ensuite envisagée et une stratégie d’enrichissement
multiéchelle est proposée. Le chapitre se conclut par un certain nombre d’exemples
illustrant la validité, la robustesse et les performances de ’approche proposée pour
résoudre des probémes linéaires.

Une partie du travail présentée ici a fait Pobjet de publications [RAN 07d,
RAN 08] et de présentations dans des congrés |[RAN 07c¢, RAN 07a, RAN 07b,
GRA 08].

3.1 Opérateurs intergrilles et enrichissements

3.1.1 Approche nodale

La section 2.4.2 du chapitre 2 décrit la construction des opérateurs intergrilles
dans le cadre des éléments finis standards dans le cas ot les maillages sont imbriqués.
Pour construire 'opérateur de prolongation, il suffit de déterminer les valeurs des
degrés de liberté du probléme fin en fonction de ceux du probléme grossier en écrivant
qu’en chaque noeud, le déplacement nodal est égal au déplacement sur le niveau
grossier. Si nous considérons un noeud n de My de coordonnées x,,, cela donne :

W (z,) = v(z,) (3.1)

—n —n

Par ailleurs, en chaque noeud le déplacement nodal est égal au vecteur des degrés
de liberté du noeud u/ (propriété d’interpolation des éléments finis) :

uf, = v/ (z,) (3.2)

ce qui définit directement les degrés de liberté du maillage fin en fonction de ceux du
maillage grossier. De plus, comme les éléments sont imbriqués, ’espace fonctionnel
d’approximation du maillage grossier U, est inclu dans celui du probléme fin U;.
Ceci a été exprimé par I'expression (2.18) que nous rappelons ici :

Ug C Uf (3'3)

Par conséquent, la procédure de prolongation conduit & une interpolation exacte du
champ de déplacement grossier sur le niveau fin (voir la figure 2.7) :
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Opérateurs intergrilles et enrichissements

L’introduction de fonctions d’enrichissements dans l'espace fonctionnel d’ap-
proximation modifie cette analyse pour deux raisons. D’une part, la relation (3.2)
n’est plus aussi simple pour tous les noeuds car le déplacement nodal est fonction
des degrés de liberté standards et enrichis suivant 'expression (1.51). Ainsi, selon
que le noeud est enrichi “saut” ou “pointe”, la relation (3.2) devient :

enrichissement saut :  w/(z,) =uf + afH( ) (3.4)

enrichissement pointe : u/(z,) =ul + Z bjnfyj (3.5)

Les degrés de liberté u/, al et bf ne peuvent plus étre déterminés terme a terme a
partir de (3.1). D’autre part, la relation d’inclusion des espaces d’approximation (3.3)
n’est plus vérifiée partout. La figure 3.1 représente deux maillages fin et grossier
superposés pour lesquels on a appliqué la régle de 'enrichissement topologique. Sur
la figure 3.2, la fonction d’enrichissement v, multipliée par son support sur chacune
des deux discrétisations est tracée :

— sur la figure 3.2.a : v (z) ¥ Z N{(z) avec N2~ =1{2,3,4,5}

sing
ie/\/jmg

— sur la figure 3.2.b : v, (z) X Z N/ (z) avec /\/';;ng ={d,e, f,g}
ieN?

A Texception d’une petite zone délimitée par I'élément defg, sa valeur est différente
sur les deux maillages. La localisation des enrichissements engendre par conséquent
une différence des espaces fonctionnels d’approximation, la relation (3.3) n’est
plus vérifiée partout. Notons que c’est également le cas pour un enrichissement
géométrique.

Nous allons cependant chercher a écrire une relation similaire a ((3.1),(3.2))
prenant en compte les enrichissements. Pour cela définissons ’ensemble F comme
étant I’ensemble des fonctions d’enrichissement utilisées dans le modéle. Rappelons
que ces fonctions sont indépendantes de la discrétisation. Considérons a nouveau un
noeud n de My de coordonnées z,,. Ce noeud est enrichi avec les fonctions d’un
sous-ensemble Fy C F. En vertu du principe de partition de 'unité et quelles que
soient les fonctions d’enrichissement utilisées, le déplacement nodal s’écrit :

Wz, =ul+ Y ol fiz,) VF (3.6)

j€.7:f

Pour construire 'opérateur de prolongation, il faut déterminer u/ et ujn, les degrés
de liberté du noeud n, en fonction de ceux du probléme grossier. On redéveloppe la
relation (3.1) pour obtenir :

=Y Nf(z,) | W+ ) wlifiw) + Y ulifi(z) | YF O (37)

ieN JEFy JEF\Fy
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3. Méthodes multigrilles et éléments finis étendus

élément du maillage grossier

6 i i ) h | 4 f i |
C)J & [] 2 g E] 1 o élément du maillage fin

enrichissements singulier et saut
D O sur le maillage grossier

enrichissement singulier et saut
0o sur le maillage fin

—_
\]
w

fissure

Fi1G. 3.1: Maillages grossier et fin superposés. Les numéros et les lettres se référent
aux noeuds des niveaux grossier et fin respectivement.

0.8 2 0.8
0.7 0.7
0.6 0.6
0.5 0.5
0.4 1 0.4
03 F-+--F---+ 0.3
0.2 y[l 02
0.1 0.1
0 0 0
-1
-1 0 1 2
X X
(a) (b)

F1G. 3.2: Représentation de la méme fonction d’enrichissement (7;) multipliée par
son support pour les deux discrétisations de la figure 3.1. La fissure est représentée
en pointillé.

C’est ici que se présentent deux possibilités qui se résument a la vérification ou pas
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Opérateurs intergrilles et enrichissements

de I'expression suivante :

DNz | D ulifi@,) ] =0 (3-8)

iEN JEF\Fy

Si la condition (3.8) est vérifiée, on dit que I'enrichissement du noeud n est compa-
tible avec ceux du maillage grossier. Cela signifie tout simplement que les fonctions
d’enrichissement intervenant dans I'expression du champ de déplacement grossier
au point z, sont les mémes que celles qui interviennent dans l’expression du dé-
placement nodal du noeud n. Dans le cas contraire, les enrichissements sont dits
incompatibles.

Traitement des enrichissements compatibles

Dans le cas ou la condition (3.8) est vérifiée, ’expression (3.7) peut se simplifier :

ul(z,) = W(z,)

wh+ Yl fiw,) = D Nz, [uf+ ) ulfi(x,) | VF (3.9)

jE]:f ieN jE}—f

Il est par conséquent possible d’identifier terme a terme les degrés de liberté du
maillage fin :

w o= > Ni(z,)uf
ieN
(3.10)

ul, = Y N(z,)ul VjieF;
ieN

Dans le cas particulier de la figure 3.1, on peut identifier ’ensemble des noeuds
de M, ayant des enrichissement compatibles avec ceux du maillage grossier :

Scompat = {(l,j, d,e, fvg} (311)

Pour les noeuds a et j, nous avons :

Fr = {H} (3.12)
FNFr = {r.72,7371} (3.13)

Comme nous pouvons le voir sur la figure 3.2.a, aux points z, et z; la condition de
compatibilité (3.8) est vérifice (valeur nulle). Pour le noeud a par exemple, I'expres-
sion (3.1) s’écrit :

u, +a,H(x) =1/2 (u; +ug) +1/2(a, + ag) H(x) (3.14)
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3. Méthodes multigrilles et éléments finis étendus

Seule la fonction H intervient de part et d’autre de ’équation. La régle d’identifica-
tion (3.10) conduit a :

u

a 1/2 (u; + ug) (3.15)
a, 1/2(a; + ag) (3.16)

Pour les noeuds d, e, f et g, 'analyse est la méme mais avec :

Fro= {17273 74} (3.17)
F\NF; = {H} (3.18)

La régle d’identification (3.10) peut se résumer ainsi : il faut interpoler séparé-
ment les différentes composantes du champ de déplacement relativement & la nature
de leur enrichissement. En guise d’illustration, considérons I’exemple unidimension-
nel de la figure 3.3. Il s’agit d’une discrétisation enrichie avec une fonction saut de
maniére a modéliser une discontinuité dans le champ de déplacement. Les enrichis-
sements sont ici nécessairement, compatibles car :

Fr={H}=F = F\F;=10 (3.19)

Le champ de déplacement peut étre décomposé en une partie continue standard et
une partie discontinue associées a I’enrichissement H qui seront interpolées séparé-
ment :

u(x) = Ugq(z) + up(z) (3.20)

Enrichissements incompatibles

Si la condition (3.8) n’est pas vérifiée, on parle d’enrichissements incompatibles :
les fonctions d’enrichissement qui interviennent dans ’expression du champ de dé-
placement grossier au point z,, sont alors différentes de celles qui interviennent dans
'expression du déplacement nodal du noeud n. I’expression (3.7) ne se simplifie pas
et aucune identification directe des degrés de liberté n’est alors possible. Dans le
contexte particulier de la méthode X-FEM, on peut distinguer trois cas dépendant
de la nature de I’enrichissement du noeud du maillage fin :

— le noeud n’est pas enrichi. Il n’y a alors pas de probléme car F; = () et la

relation (3.2) s’applique.

— le noeud est enrichi singuliérement (avec des fonctions asymptotiques). Ce
noeud appartient & un élément qui contient la pointe de fissure. Dans la me-
sure ou les maillages sont imbriqués, I’élément “pére” contient donc aussi la
pointe de fissure et on comprend alors que nous retombons sur le cas d'un
enrichissement compatible (noeuds d, e, f et g sur la figure 3.1). Il n’y a donc
pas de probléme.

— le noeud est enrichi “saut”. L’approche nodale conduit ici & une indétermina-
tion. Sur la figure 3.1, les noeuds concernés sont b, ¢, h et i.
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Opérateurs intergrilles et enrichissements

e RN

up() . .
" \ 1 \_1

e noeud standard O noeud enrichi "saut"

F1G. 3.3: Processus de prolongation avec des enrichissements compatibles. Seul un
enrichissement saut est utilisé. Les nombres correspondent a la valeur affectée aux
ddls de chaque noeud.

Pour lever I'indétermination évoquée ci-dessus, nous proposons une méthode consis-
tant & interpoler séparément les composantes standards du déplacement et les com-
posantes enrichies. L’équivalent des relations (3.10) s’écrit alors :

4
af = | Y. M@)H@)d+ > > Nz)w(z,)by | /Hz,)
JENsqut jENsing k=1

(3.21)

La méthode proposée introduit des erreurs locales. Elles sont inévitables car
les espaces fonctionnels d’approximation de la solution sont différents sur les deux
maillages. Ces erreurs sont localisées sur une région restreinte autour des enrichisse-
ments singuliers. Cette localisation introduit des erreurs hautes fréquences qui seront
trés facilement lissées lors des phases de relaxation des algorithmes multigrilles dé-
crits dans le chapitre 2. Nous verrons dans la section 3.2 que cet opérateur posséde
de trés bonnes propriétés de convergence. Un organigramme synthétisant la méthode
de construction de 'opérateur de prolongation est donné dans le tableau 3.1. L’opé-
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3. Méthodes multigrilles et éléments finis étendus

rateur de restriction R est obtenu & partir de la formule (2.17) :

R =P7

3.1.2 Approche variationnelle

L’approche nodale précédente présente 'avantage d’étre trés facile et trés rapide
a mettre en ceuvre. De plus, comme nous le verrons dans les sections 3.2 et 3.3,
elle procure aux schémas CS et MG-L de bonnes propriétés de convergence. Son
inconvénient réside dans le choix arbitraire fait pour établir les relations (3.21). Pour
cette raison, nous avons considéré une formulation variationnelle pour contruire
I'opérateur de prolongation.

Pour projeter une fonction v : 2 — R sur un espace fonctionnel U/, on peut
chercher & déterminer le champ u/ € U qui vérifie :

/Quf(g)uf*(g) dQ = /Qu(g)uf*(g) .  vult el (3.22)
Dans le cas ou les espaces fonctionnels mis en jeux sont issus d’une modélisation
par éléments finis, cette approche est appelée “méthode mortar” [DUR 06]. Si es-
pace fonctionnel Uy s’appuit sur un maillage M; d’une part et que u(z) est un
champ de déplacement provenant d’une autre discrétisation éléments finis M, tel
que u(z) =3 cn, ui N/ (z) d’autre part, le probléme revient a chercher les coeffi-

cients u/ tels que :

S st )« | ol v @) ao-

ie./\ff iE/\/f

LS uvw |« [ Susw)d i e
Q

€Ny 1eNs

ce qui s’écrit sous forme matricielle :

v/ MmHAfuf = v Mo vuf” (3.24)

P

MU = MUY (3.25)

oil les vecteurs U7, U/ et UY sont composés des degrés de liberté u{, uf* et ul. La
matrice M7/ est appelée de maniére abusive la matrice de masse. Son calcul est en
fait similaire a celui d’une véritable matrice de masse a la différence que la masse
volumique n’est pas impliquée. Elle est cependant symétrique et définie positive. La
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3. Méthodes multigrilles et éléments finis étendus

matrice M/9 est une matrice rectangle appelée matrice de masse croisée, elle couple
les deux niveaux de discrétisation. Ces deux matrices se définissent comme ceci :

fr _ f f
M = /QNi (z)N; (z) dQ (3.26)
fo _ f
My = [ NN (327
Selon la définition de Popérateur de prolongation (2.14) : Uy = PU,, on obtient :

P =M//T'M/ (3.28)

La prolongation du champ uY sur M, nécessite soit une inversion explicite de
la matrice M// soit une résolution du systéme linéaire (3.25). Une inversion de
la matrice n’est bien entendu pas envisageable car le cotlit de cette opération est
rédhibitoire. La résolution du systéme linéaire est également trés cotteuse. En
effet, a chaque cycle multigrille il faut effectuer une prolongation. Les techniques
multigrilles perdent alors tout leur intérét si pour résoudre un systéme linéaire issu
des équations de la mécanique, il faut en résoudre plusieurs autres de méme taille.
Une autre difficulté de la méthode mortar réside dans le calcul de la matrice de
masse croisée dont le calcul par intégration numeérique peut faire intervenir des
fonctions de forme non compatibles.

Si la relation (2.18) est vérifiée, les choses se simplifient. Dans ce cas en effet la
méthode mortar conduit au méme opérateur de prolongation que la méthode nodale.
Dans la mesure ot une interpolation exacte est possible, les deux opérateurs donnent
en effet le méme résultat. Par ailleurs le calcul de la matrice de masse croisée ne
pose pas de probléme. L’espace des fonctions de forme de M, formant un sous-
espace de celui des fonctions de forme de My, l'intégration numérique peut étre
rigoureusement faite sur la maillage fin. Mais l'intérét principal réside dans le fait
que si les maillages sont imbriqués, I'opération peut étre faite au niveau élémentaire
ce qui évite la résolution d’un systéme linéaire trop coiiteux ou l'inversion d’une
matrice de trop grande taille. Prenons I'exemple unidimensionnel de la figure 3.4.a.
Deux maillages imbriqués ainsi que les fonctions de formes des éléments sur chaque
niveau y sont représentés. Appliquons la méthode mortar sur ’élément FE,. Les
vecteurs UY et U/ sont définis par :

Uf = ( Zl ) et U= < Z ) (3.29)
2 b

Les matrices MY/ et M/9 associées s’expriment par :

1 (1/3 1/6 .1 (512 1/12
Mff:f(l/ﬁ 1/3) et M _Z< 1/3  1/6 ) (3:30)
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Opérateurs intergrilles et enrichissements

Et conformément a 'expression (3.28) I'opérateur de prolongation vaut :

p— ( 1}2 1(/)2 > (3.31)

On retrouve bien u, = uy et up = %ul + %UQ. On pourrait appliquer la méthode
mortar sur Fj, sur £, U Ej, ou sur toute autre combinaison d’éléments possible. Bien
entendu, le calcul de P est d’autant moins coiiteux que le domaine d’application
est petit. Si Iapproximation éléments finis est enrichie par une fonction saut, la
méthode mortar peut s’appliquer de la méme maniére. Prenons le méme maillage et
enrichissons le d’une fonction H pour représenter une discontinuité placée au tiers
de E, (figure 3.4.b). L’application de la méthode mortar sur E, fournit les mémes
relations que celles fournies par approche nodale (3.10) :

Ug = U Qg = ay
1

Up = §U1 + 5“2 ay = 5&1 + 5&2

En revanche il faut étre vigilant car 'application de la méthode mortar sur certains
sous-ensembles peut conduire a des matrices de masse singuliéres. C’est le cas
par exemple si on choisit de faire l'intégration sur FEj,. En effet, les fonctions de
formes N,(x) et H(x)Ny(z) sont identiques sur ce domaine, la matrice de masse
qui en découle est singuliére et donc non inversible. Pour étre certain que MY/ soit
inversible, il faut appliquer la méthode mortar sur un sous-ensemble dont au moins
un élément connexe a chacun des noeuds enrichis contient la discontinuité.

L’utilisation d’enrichissements singuliers, on 1’a vu, implique que localement
U, ¢ Uy. L’application de la méthode mortar n’est donc pas aussi simple que
précédemment car elle doit étre appliquée & un sous-ensemble de € qui inclut la
région ou la relation (2.18) n’est pas vérifice. Ce sous ensemble conduit a une
matrice de masse de taille relativement petite et constante en 2D (enrichissement
topologique). En revanche en 3D, sa taille est dépendante de la longueur du front
et le colit de son inversion peut devenir rédhibitoire. Pour éviter ce probléme,
nous proposons de construire 'opérateur de projection en appliquant localement
la méthode mortar. Il s’agit, pour chaque noeud du maillage fin, d’identifier sur le
maillage grossier les “parents” des éléments auxquels ils sont connectés. De cette
maniére la taille de la matrice de masse est raisonnable mais seuls les degrés de
liberté des noeuds grossiers les plus proches du noeud de M, sont susceptibles
d’apporter leur contribution dans I'opération de prolongation. Dans le cadre des
éléments finis, ceci demeure une hypothése raisonnable.
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1
1 2
Ey
1
a bA A C <'a
o a o - - - (@ __
E, E,
<+“—>
L
a) b)
® qnoeud standard @ noeud enrichi "saut"
__ fonction de forme  ........ fonction de forme
standard enrichie

FiG. 3.4: Maillages imbriqués et fonctions de forme

3.1.3 Bilan

Du point de vue pratique, la méthode nodale est beaucoup plus facile & mettre
en ceuvre. Seules les valeurs des fonctions de forme et des fonctions d’enrichisse-
ment aux coordonnées naturelles des noeuds du maillage fin interviennent dans
lopérateur de prolongation. Le colit de la construction de P est trés faible et si
on le compare & celui de la matrice de rigidité du probléme fin, il est négligeable.
La méthode mortar requiert des opérations plus complexes. Il faut construire les
matrices de masse et les inverser. Cette construction est par ailleurs assujettie
aux mémes difficultés que le calcul de la matrice de rigidité liée & la complexité
des fonctions d’enrichissement singuliéres (nombre de points de Gauss élevé,
sous-découpage conforme des éléments tranchés). Il faut de plus faire attention aux
domaines auxquels on applique localement la méthode mortar afin de s’assurer
que MY/ n’est pas singuliére. Les approches nodales et mortar ont été testées
toutes les deux et sont comparées dans la section 3.2. Il apparait que dans le
contexte des multigrilles, les erreurs introduites par chacune d’entre elles sont tres
rapidement éliminées lors des phases de relaxation et aucune méthode ne semble
étre plus performante que 'autre. Pour cette raison, la méthode nodale est préférée
a la méthode mortar et sera la méthode utilisée par défaut dans la suite de ce travail.
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Application a l'algorithme CS

Dans la suite de ce chapitre, différentes applications vont permettre d’illustrer
le comportement des algorithmes CS et MG-I. dans le contexte des éléments finis
étendus. Les résultats présentés ont été obtenus a ’aide du code de calcul ELFE 3D
développé au sein de I'équipe MSE du LaMCoS. C’est dans ce code écrit en C+-+
qu’ont été mis en ceuvre les différents développements présentés jusqu’ici (voir 'an-
nexe B).

3.2 Application a I’algorithme CS

Afin d’éprouver et de valider les différentes techniques décrites jusqu’a présent,
différents cas tests ont été étudiés. Le premier concerne ’application au correction
scheme des deux opérateurs de projection définis dans la section précédente. Un
second exemple concerne toujours le correction scheme avec une application a la
propagation bidimensionnelle.

3.2.1 Plaque fissurée en traction

Considérons la plaque carrée représentée sur la figure 3.5. Elle est encastrée sur
une face et soumise & une contrainte de traction sur la face opposée (o = 10 MPa).
Le matériau est linéaire élastique homogéne (E = 200 GPa, v = 0.3). Une fissure ho-
rizontale est positionnée de telle sorte que z; = 3.4522 cm et y; = 3.5522 cm. Ainsi
a tous les niveaux de discrétisation utilisés par la suite (figure 3.6), la fissure reste
incompatible avec le maillage. Nous utilisons dans cet exemple un maximum de sept
niveaux. Le maillage 6 est le plus fin et comporte 65536 éléments. Pour résoudre le
probléme physique posé dans le cadre de la méthode X-FEM, il n’est pas nécessaire
de descendre & un tel niveau de discrétisation. L'un des intéréts de cette méthode
est justement de pouvoir utiliser des éléments relativement grossiers en pointe de fis-
sure. L’utilisation de maillages si fins permet cependant d’illustrer les propriétés de
convergence des algorithmes multigrilles appliqués a des problémes de grandes taille.

Les paramétres v = vq 4 v5 et v ont une influence importante sur efficacité des
algorithmes multigrilles. Les quantités représentatives sont le temps cpu et le nombre
de cycles multigrilles & convergence N.. Le critére d’arrét ¢ = ||F, — K,U|/||F]|
(voir le tableau 2.1) est ici fixé a 107%. Les temps cpu indiqués représentent le
temps passé dans le gradient conjugué pré-conditionné et est noté t,.... Le temps
cpu relatif aux prolongations et aux restrictions, tpgr est négligeable. En effet, dans
chaque cycle multigrille élémentaire cela concerne 2 produits matrice/vecteur alors
que chaque itération de gradient conjugué en nécessite plusieurs. Notons par ailleurs
que le nombre de cycles a convergence N, n’apparait pas comme un nombre entier.
Il résulte d'une interpolation linéaire entre les deux derniers cycles afin de rendre
compte du fait qu’a 'arrét, 'indicateur de convergence est généralement inférieur
au critére €.
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Pritretd

(ﬂvfyyf) 6cm
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Fi1G. 3.5: Plaque fissurée en traction

Les tableaux 3.2 et 3.3 montrent la convergence de I’algorithme CS pour les deux
opérateurs décrits dans la section 3.1 et pour deux niveaux de discrétisation cibles,
le niveau 2 qui comprend 256 éléments et le niveau 6 qui en comprend 65536. Pour
chacun des calculs, les paramétres 1y = 3, v = 2 et v = 1 ont été choisis. On n’y
observe aucune différence significative entre I’approche nodale et I’approche mortar.
Comme expliqué dans la section 3.1, les erreurs introduites par chacun des deux
opérateurs ne sont que trées locales et associées & de petites longueurs de variation.
Elles sont donc trés vite ¢liminées dans les phases de relaxation. Dans la suite, tous
les résultats fournis sont obtenus & partir de 'approche nodale.

cycle multigrille | indicateur de convergence indicateur de convergence
pour l'opérateur nodal pour 'opérateur mortar
1 3.72107! 3.73107!
2 4981073 5.061073
3 7.6910~% 7.80107%
4 9.49107° 9.78107°
5 1.26107° 1.33107°
6 1.60107 1.69107
7 2.151077 2.321077
8 2.741078 2921078
9 3.89107° 4.20107°

TAB. 3.2: Convergence de 'algorithme CS pour le maillage 3 et pour les deux
opérateurs de projection
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maillage 0 : 16 maillage 1 : 64 maillage 4 : 4096

éléments éléments éléments

Fi1G. 3.6: Quelques uns des sept maillages utilisés dans la stratégie CS

cycle multigrille | indicateur de convergence indicateur de convergence
pour 'opérateur nodal pour 'opérateur mortar
1 3.60107 ¢ 3.58107¢
2 9.36 1073 9.681073
3 1.661073 1.801073
4 3.051074 3.341074
5 5.00107° 5.53107°
6 8.981076 9.96 1076
7 1.491076 1.68107
8 2.6310°7 2.951077
9 4401078 5.0810°8
10 7.67107° 8.99107°

TAB. 3.3: Convergence de 'algorithme CS pour le maillage 6 et pour les deux
opérateurs de projection

Les tableaux 3.4, 3.5 et 3.6 montrent les temps de calcul (¢,¢q,) €t le nombre
d’itérations a convergence pour différentes valeurs de 14, vy et . Chaque tableau
correspond & un maillage cible différent. A chaque fois, le maillage le plus grossier
utilisé est le maillage 0.

En ce qui concerne l'influence de v = vy + 15, il apparait nettement que son
augmentation entraine une diminution de N,.. Ceci est normal car contrairement
aux multigrilles localisées, on pourrait résoudre le probléme dés la premiére phase
de relaxation en prenant 14 assez grand. En revanche 'augmentation de v engendre
une augmentation du temps de calcul. Pour v = 1 c¢’est assez facile & comprendre car
le cotit du calcul est proportionnel a N, et inversement proportionnel a v. Prenons
le cas du maillage 6 (tableau 3.6). En passant de v = 3 a v = 8, on réduit N. d'un
facteur 1.25 environ. Mais ce gain n’est pas compensé par 'augmentation de v d'un
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facteur 2.7. D’ailleurs le facteur 2.7/1.15 correspond au facteur qu’il y a entre les
temps de calcul pour ces deux valeurs de v.

L’influence de ~ est également importante. On constate & chaque fois que le
nombre de cycles & convergence ainsi que le temps de calcul est plus faible pour
v = 2 que pour v = 1.

Pour conclure cette analyse, les temps de calculs pour divers paramétres mul-
tigrilles on été reportés sur la figure 3.7 en fonction de la taille du probléme cible.
Les temps de calcul obtenus avec le gradient conjugué préconditionné utilisé dans
les relaxations sont également tracés. Les régressions linéaires permettent de véri-
fier que les techniques multigrilles ont une complexité en O(n) alors qu'un gradient
conjugué présente une complexité en O(n3/2).

vy et vy g Zf’r‘elaaz €n s Nc
v =>5,1kn=3 1]262107" | 8.6
v =3,1n=2 1] 184107 | 9.7
m=2,1n=1 1| 134107 | 11.1
v=>5,1=3 2] 2441071 | 5.0
n=3,v,=2 21 1.89107' | 6.5
n=2,1v=1 2| 131107t | 7.7

TAB. 3.4: Temps de calcul et nombre de cycles a convergence pour le maillage 4
comprenant 8496 ddls. La méthode du gradient conjugué converge en 3.32107% s et
127 itérations.

V) et vy Y| tretaz €0 S | N
v =>5,1v=3 1 1.02 8.5
n=3,vn=2 1| 717107t | 9.8
n=2,1mn=1 1| 476107t | 10.5
vV = , Vg = 3 2 8.04 10_1 5.0
n=3,v=2 2585107 | 5.6
n=2,1mn=1 2| 463107t | 7.0

TAB. 3.5: Temps de calcul et nombre de cycles a convergence pour le maillage 5
comprenant 33348 ddls. La méthode du gradient conjugué converge en 2.71 s et 254
itérations.

3.2.2 Propagation de fissure dans une plaque trouée

Il s’agit ici d’appliquer 'algorithme CS & un probléme de mécanique de la rup-
ture avec propagation. Une plaque trouée pré-fissurée est soumise a une contrainte de
traction (voir la figure 3.8). Le matériau est identique a celui de I'exemple précédent.
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vy et vy g trelaaz en s Nc
v1=>5,1n=23 1 5.25 8.6
V=3, =2 1 3.65 9.9
n=2,11m=1 1 2.41 10.5
vp=5,1n=23 2 3.53 4.5
VW=3,1p=2 2 2.71 5.5
m=2,1v=1 2 2.17 7.2

TAB. 3.6: Temps de calcul et nombre de cycles & convergence pour le maillage 5
comprenant 132204 ddls. La méthode du gradient conjugué converge en 23.0 s et
509 itérations.

100

10

Temps de calcul (s)

©
-
T

0.01 -

GCP ®
Vitv=3 =1+
V1+v,=5 y=1

Vitv,=8 y=1 O
0.001 L L L
100 1000 10000 100000 le+06

nb DDLs

Fi1G. 3.7: Temps de calcul pour le gradient conjugué préconditionné (GCP) et le
CS pour v = 1 et différentes valeurs de 14 + 5. Les regressions linéaires sont en n
pour les multigrilles et en n%/? pour le gradient conjugué.

Les trois maillages utilisés sont représentés sur la figure 3.9. Les maillages 1 et 2 sont
issus du maillage 0 par raffinement localisé, mais une zone de compatibilité entre
les niveaux de discrétisation est nécessaire. La zone de raffinement est figée dans le
temps, mais dans la mesure ou le calcul est linéaire nous aurions pu la faire évoluer
au cours de la propagation. Le trou n’y est pas représenté, il est pris en compte
dans le calcul par une fonction d’enrichissement spécifique : Hr = 1 dans la matiére
et Hy = 0 dans le vide. Cet enrichissement est en fait trés similaire & I'enrichisse-
ment saut et les opérateurs intergrilles sont construits a partir de 'approche nodale
(relation (3.10)).

7



3. Méthodes multigrilles et éléments finis étendus

On se place ici dans le cadre d’une évolution quasi-statique et on suppose que dés
le début K > K, et qu’il y a donc propagation. A chaque pas de calcul, la longueur
de la fissure est incrémentée de 15 mm. La direction de propagation est donnée par
le critére de contrainte circonférentielle maximum [ERD 63] :

0oge
A .32
55 0 (3.32)

En mode (I+II) et en intégrant les champs asymtotiques de la section 1.1.3 dans
(3.32), on trouve I’angle de propagation 6y :

1 Ko Kr\’
0y = 2 arct | - K — 8 3.33
o arctan | - I signe(Ky) ( KH> + (3.33)

La figure 3.10.b montre la fissure aprés 20 pas de propagation. La convergence de
lalgorithme CS est représentée sur la figure 3.10.a pour différentes longueurs de
fissure. Les paramétres du calcul multigrille sont v = 2, v; = 5 et v, = 3. On observe
que le taux de convergence est légérement perturbé par la géométrie, notamment
lorsque la pointe de fissure s’approche du trou mais qu’il reste toujours inférieur a

une décade par cycle.

Tyy

oy (MPa) s
100 M Pa
- 280 mu
fissure o
l j@ g
e (s N Ye S
0 emps (s) e
h
h  290mm
l 10mm
Te  260mm
ye 80mm -
100 mm
400 mm

FiG. 3.8: Plaque fissurée en traction
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maillage 0 maillage 1 maillage 2

Fi1G. 3.9: Les trois maillages utilisés ainsi que la fissure initiale

1 T T T

a:lb mm R
0.1 a=70 mm —x— |
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= 0.001 1 décade / cycle --------- |
o 1
8 0.0001
S
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>
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3
o le-07 N
2 1e-08
5 € N
le-09
le-10
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nombre de cycles multigrille

(a) (b)

FiG. 3.10: Taux de convergence de I'algorithme CS en fonction de a, la longueur
de la fissure (a). Déformée de I'éprouvette pour a = 310 mm (b).

3.3 Application & l'algorithme MG-L et stratégie
d’enrichissement multiéchelle

3.3.1 Plaque fissurée quasi-infinie

Les exemples précédents ne présentent pas véritablement de caractére multi-
échelle, la taille caractéristique de la fissure est toujours du méme ordre de grandeur
que celle de la structure. Nous allons ici considérer un probléme ou ce n’est pas le
cas. Comme lillustre la figure 3.11, il s’agit d’une plaque carrée (L = 5 m) soumise
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4 une contrainte de traction o, = 100 MPa. Cette structure présente une fissure de
longueur a < L inclinée a 45 ° par rapport a la direction de traction. Nous consi-
dérerons trois valeurs de a : a; = 0.08 m, a; = 0.04 m, a3 = 0.02 m. Le maillage
de la figure 3.11.b est tout a fait satisfaisant pour modéliser cette structure saine.
En revanche, si 'on veut prendre en compte la fissure, il est inadapté. Du fait de la
différence d’échelle, un enrichissement de type X-FEM est délicat a utiliser. Dans
[BEL 03], Bellec et Dolbow proposent une méthode permettant d’enrichir ’approxi-
mation éléments finis pour prendre en compte des fissures coupant seulement deux
éléments. Cette technique ne permet cependant pas de prendre en compte des fac-
teurs d’échelle trop grands et est limitée aux problémes bidimensionnels. De plus
dans le cas ol la fissure est entiérement incluse dans un élément, les enrichissements
ne sont plus définis (deux pointes dans le méme élément).

P

Yoz

“la @@ :

TTPTTTT] -

A
N

a) b)

Fi1G. 3.11: Fissure dans un milieu quasi-infini.

Nous proposons, pour résoudre ce probléme, d’utiliser I’algorithme multigrille lo-
calisé pour “zoomer” sur le défaut. Nous utilisons neuf grilles imbriquées et localisées
représentées sur la figure 3.15.a de la page 86. Cependant les problémes liés aux en-
richissements qui viennent d’étre évoqués subsistent sur les grilles les plus grossiéres.
Dans la mesure ou sur les zones raffinées, seule la solution supportée par la grille la
plus fine a un sens physique, il est alors envisagé de ne pas enrichir les niveaux les
plus grossiers. Nous allons voir sur cet exemple si cela influence la solution finale et
comment les propriétés de convergence sont affectées.

Cette absence d’enrichissement sur les niveaux les plus grossiers est légitime pour
plusieurs raisons. En premier lieu, si le facteur d’échelle entre la fissure et les éléments
grossiers est importante, un enrichissement singulier n’a plus vraiment de sens car
la zone de K-dominance est trés vraisemblement beaucoup plus petite que la zone
ol seront définies les fonctions singuliéres. D’autre part, comme il I’a été mentionné
dans la section 2.8, en chaque point, seule la solution supportée par la grille la plus
fine a un sens physique. Si la discontinuité n’apparait pas sur les problémes grossiers,
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Fi1G. 3.12: Nouvelle configuration d’enrichissements a différentes échelles

elle apparait au moins sur les problémes les plus fins. Ceci ne signifie pas que les
niveaux grossiers ne sont pas influencés par la présence de la fissure. La présence de
la discontinuité au niveau inférieur est prise en compte dans le second membre du

probléme grossier par (2.37) et en particulier par le terme [PTKBUBk} Ceci nous

amene cependant a reconsidérer 'opérateur de prolongation car un nouveau cas de
figure trés différent de ceux étudiés dans la section 3.1 se présente. La transition
entre un niveau grossier non enrichi et un niveau plus fin enrichi est schématisé par
la figure 3.12. L’opérateur de prolongation doit transmettre le champ de déplacement
continu du niveau grossier vers le niveau fin. L’approche nodale comme "approche
mortar conduisent toutes les deux a négliger les enrichissements du niveau enrichi et
a réaliser une interpolation entre les degrés de liberté “classiques”. Ainsi, en référence
avec la numérotation des noeuds de la figure 3.12, on obtient les relations suivantes :

Ug = UL a, =0
1 1

up = Uy + Uy a, =10

Ue = U2

La encore des erreurs sont faites. Elles sont intévitables puisque le probléme
physique représenté sur les deux échelles est différent. Il faut dans ce cas se poser la
question suivante : existe-t-il une échelle de discrétisation ou les erreurs commises
ne sont pas préjudiciables a la convergence de l'algorithme et a la qualité de la
solution ? Et le cas échéant, y a-t-il un lien entre cette échelle et celles du probléme
physique ? Pour y répondre, nous introduisons un nouveau paramétre de calcul n.
qui correspond au “premier niveau d’enrichissement”. De cette maniére, aucun des
niveaux n < n. (plus grossiers que le niveau n.) n’est enrichi. En revanche, tous les
autres le sont comme lillustre le tableau 3.7.

Le nombre de cycles multigrilles a convergence est reporté sur la figure 3.13
en fonction du paramétre n. et pour les trois longueurs de fissures : a; = 0.08 m,
as = 0.04m et a3 = 0.02m. La taille de maille caractéristique correspondant a
chaque niveau est également reportée sur I’axe de droite. Les paramétres multigrilles
de chacun des calculs sont v = 1 et v = 5 et le critére d’arrét est fixé a e = 1078,

On constate que pour les trois tailles de fissure, il y a une valeur de n, qui
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semble étre optimale et qui correspond a un niveau dont la taille de maille est
de l'ordre de grandeur de la taille caractéristique de la fissure. En revanche, si n.
est trop faible ou trop élevé, 'ordre de convergence se détériore. Il y a plusieurs
raisons a cela. Si n, est trop faible, nous avons vu que I’enrichissement est inadapté
aux échelles les plus grossiéres. Comme le traitement particulier proposé dans
[BEL 03] n’a pas été utilisé, cela perturbe fortement la qualité de la solution
obtenue sur les niveaux grossiers, bien trop ¢loignée de celle du probléme physique
que les grilles les plus fines tendent & approcher. Si n. est trop élevé, les grilles
intermédiaires modélisent un probléme également trop ¢éloigné du véritable probléme
physique. Le role “d’accélérateur de convergence” dévolu a ces grilles n’est plus
rempli, ce qui conduit & l'augmentation du nombre de cycles multigrilles nécessaires.

niveaux enrichis en
fonction de n,
niveau n h (m) ne=11{..[n.=4 ne=9|h/ay | h/az | h/a3
1 6.25 x 107! v X X 7.8 | 15.6 | 31.3
2 3.12x 107! v X X 39 | 7.8 | 31.3
3 1.56 x 1071 v X X 20 | 39 | 78
4 780 x 1072 | v v X 2.0 | 3.9
5 390x 1072 | v v X 0.5 2.0
6 1.95x 1072 | v v X 0.24 | 0.5
7 9.77 x 1073 v v X 0.12 | 0.24 | 0.5
8 4.88 x 1073 v v X 0.06 | 0.12 | 0.24
9 2.44 x 1073 v v v 0.03 | 0.06 | 0.12

TAB. 3.7: Taille des éléments (h) pour chacun des neuf niveaux utilisés. Les

colonnes centrales indiquent quels sont les niveaux enrichis en fonction du para-

meétre n.. Le facteur entre la taille de maille h et la longueur des trois fissures
étudiées a1, ag, as est également indiqué pour chaque niveau.

Afin de valider la solution obtenue et de vérifier le bon comportement de 1’al-
gorithme MG-L en termes de temps cpu, nous pouvons effectuer des comparaisons
avec des problémes de référence résolus a 'aide du gradient conjugué utilisé dans les
phases de relaxation. A cette fin, nous définissons des maillages compatibles équiva-
lents aux grilles successives utilisées par ’algorithme MG-L pour chaque niveau de
discrétisation. Un maillage équivalent au niveau 9 est représenté sur la figure 3.15.b.
La qualité de la solution peut étre analysée en observant les valeurs des facteurs d’in-
tensité des contraintes issues du post-traitement qui sont trés sensibles aux champs
calculés dans la région proche de la pointe de fissure. Ces valeurs sont calculées a
partir d’une intégrale d’interaction (voir les sections 1.1.5 et 4.2) sur des domaines
carrés de dimension 6h x 6k, h étant la taille de la maille. Nous disposons par ailleurs
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FiGc. 3.13: Nombre de cycles multigrilles effectués pour atteindre une précision

e = 1078 en fonction du premier niveau d’enrichissement et pour trois longueurs de

fissure. La taille de maille des éléments est également reportée sur ’échelle verticale
a droite.

de la solution analytique du probléme d’une plaque fissurée de dimensions infinies
soumise & une contrainte de traction uniforme a U'infini [LEM 04] :

K; = 0s\/7a/2sin*(a) (3.34)
Ky = osy/ma/2sin(a) cos(a) (3.35)

a étant 'angle que fait la fissure avec la direction de la charge. Dans notre exemple
a=45" et K; = Ky = 1.772 x 107Pa m'/2.

Pour ce cas test particulier, les résultats obtenus ne semblent pas dépendre du
premier niveau d’enrichissement. Pour toutes les valeurs de n, testées, ’écart relatif
des valeurs de K; et Kj; calculées est de 'ordre de 1078, ce qui correspond au critére
d’arrét sélectionné. Pour le niveau 9, nous obtenons K; = 1.773 x 107 Pa m'/? pour
le calcul multigrille et K; = 1.765 x 10" Pa m"/? pour le calcul GCP s’appuyant
sur le maillage de référence de la figure 3.15.b. La différence entre ces deux valeurs
n’est pas significative car les deux discrétisations ne sont pas strictement identiques.
Ces résultats nous permettent de conclure que la qualité de la solution obtenue par
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Ialgorithme MG-L n’est pas affectée par les différentes hypotheéses introduites lors
de I'élaboration des opérateurs de changement d’échelle.

Avec un critére d’arrét en norme relative du résidu pour le gradient conjugué et
un critére en norme relative de correction de déplacement pour I'algorithme MG-L,
la comparaison directe de ces deux algorithmes est délicate. Afin d’analyser le com-
portement de I'algorithme MG-L en termes de temps de calcul, il peut tout de méme
étre intéressant de comparer les évolutions de chacune des deux méthodes en fonc-
tion du niveau de discrétisation cible. Sur la figure 3.14 sont représentés les temps de
calculs ayant permis d’atteindre pour chacun des deux algorithmes un critére d’arrét
de 107® avec leurs indicateurs de convergence respectifs. L’abscisse porte la taille
du probléme. Pour le GCP, il s’agit du nombre de degrés de liberté du probléme
mono-grille équivalent (figure 3.15.b). Pour le MG-L, il s’agit du nombre cumulé
des degrés de liberté de chacune des grilles. A niveau de discrétisation équivalent
la taille du probléme multigrille est sensiblement plus importante que celle du pro-
bléme classique car certains degrés de libertés sont redondants dans les zone ou il y
a recouvrement. La convergence en O(n) observée sur la figure 3.7 n’apparait plus
ici car la taille du probléme N; n’est plus fonction uniquement de la taille de la
grille initiale Ny et du nombre de grilles utilisées comme c’est le cas pour l'algo-
rithme CS (N; ~ Ny x 2! en 2D), mais dépend aussi de la localisation. Cependant,
on constate que 'algorithme MG-L devient tout a fait intéressant quand la taille
du probléme augmente. Méme si les critéres de convergence des deux méthodes ne
sont pas strictement identiques, la complexité de ’algorithme multigrille localisé est
manifestement plus faible que celle du gradient conjugué.

Remarque 7 [l existe une restriction liée a ['ulilisation du gradient conjugué
comme lisseur. En effet, imposer un déplacement sur des noeuds enrichis néces-
site d’employer des multiplicateurs de Lagrange [MOE 06]. Cette méthode engendre
un opérateur K défint non-positif incompatible avec [emploi d’un gradient conju-
gué. Pour cette raison, l'interface I' ne doit pas couper la fissure. Ceci ne constitue
pas vrarment un handicap car l'objectif, dans cette analyse linéaire, est d’atteindre
léchelle de la fissure mais nous ne sovhaitons pas aller au-dela. La méthode des
éléments finis étendus autorise l'utilisation d’un discrétisation relativement gros-
stere a cette échelle. 1l n’est donc pas restrictif pour le niveau le plus fin d’englober
l’ensemble de la fissure comme c’est le cas ici.

3.3.2 Fissure circulaire dans une barre 3D

Pour conclure ce chapitre, nous présentons ici 'application de I'algorithme mul-
tigrille localisé a un probléme de fissuration tridimensionnel. Il s’agit d’un barreau
fissuré en traction présentant une fissure circulaire (voir la figure 3.16). Le rayon de
la fissure est fixé & R = 0.05 mm et 0 = 220 MPa. Nous utilisons les six maillages
localisés représentées sur la figure 3.17 et les paramétres multigrilles ont été fixés a
v=>ety=1
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F1G. 3.14: Temps de calcul pour le gradient conjugué préconditionné (GCP) et le
MG-Lpoury=1letv=>5

Le tableau 3.8.a montre 'influence du premier niveau d’enrichissement sur le
comportement de 1'algorithme. Ici encore, un bon taux de convergence est atteint
lorsque le premier niveau d’enrichissement choisi correspond & une taille de maille
du méme ordre de grandeur que la dimension caractéristique de la fissure (ici son
rayon). Le tableau 3.8.b montre que pour n, = 2, seules 35 itérations de GCP
(N. x v =T xD5) ont été nécessaires sur chacun des niveaux (sauf le plus grossier) et
en particulier sur le niveau le plus fin comportant plus de 57000 degrés de liberté.

Les facteurs d’intensité des contraintes peuvent ici aussi servir a valider les résul-
tats. Le détail de leur calcul numérique est donné dans le chapitre 4. En attendant,
K est représenté sur la figure 4.12 ainsi que la solution semi-analytique fournie
par Raju et Newman [NEW 84| (solution tenant compte des dimensions finies de la
section de I’éprouvette).

3.4 Conclusion

Au cours de ce chapitre, nous avons vu que ’algorithme multigrille localisé est un
excellent outil pour traiter les problémes de fissuration localisés dont il est question
dans ce mémoire. Les deux approches décrites dans la section 3.1 ont été appliquées
aux algorithmes CS et MG-L et fournissent toutes les deux de bons résultats en
termes de convergence. Ceci montre que dans la mesure ou la discontinuité est
correctement décrite par ces opérateurs, les erreurs qu’ils introduisent inévitablement
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17
17
5m ”fﬁf” 0.14m
[T
11
T niveau 2 niveau 8 niveau 9
: . niveau 7
niveau 1 niveau 3

a) maillages incompatibles

niveau 9

niveau 1

b) maillage compatible

Fic. 3.15: En haut, les neuf maillages incompatibles utilisés dans l'algorithme
MG-L. En bas, un maillage équivalent utilisé pour le calcul GCP de référence.

86



Conclusion

I Tmm
-

Imm ¢

4mm

I

F1G. 3.16: Barreau fissuré en traction
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F1G. 3.17: Les six niveaux utilisés pour modéliser le probléme de la fissure circulaire

de maniére locale en pointe ou en front de fissure ne sont pas préjudiciables au bon
fonctionnement des algorithmes multigrilles.

D’une maniére générale, dans tous les problémes traités par les techniques multi-
grilles (au dela du contexte restreint de la méthode X-FEM), le choix des paramétres
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(a) (b)

Ne/Nmax | Nombre de cycles | h,, /R n taille du nombre
2/5 6.6 1.25 probléme d’itérations de
3/5 6.6 0.62 GCP
4/5 7.2 0.31 0 1200 194
5/5 10.5 0.16 1 2430 35

2 4632 35
3 8892 35
4 39276 35
5 57186 35

TAB. 3.8: Nombre de cycles multigrille a convergence (¢ = 1078) en fonction du
premier niveau d’enrichissement (a) et nombre d’itérations effectuées sur chaque
niveau avec n, = 2 (b)

K, calculés par une intégrale d'interaction
2.5 .

K, en MPa.m?
=
a1
1

05 r i
solution de Raju et Newman
calcul numlérique .

0 Tt/ 2 11
position angulaire sur le front

Fic. 3.18: Facteurs K; calculés le long du front et solution semi-analytique de
Raju et Newman [NEW 84]

de calcul est important et parfois délicat. Nous avons vu que des valeurs de v; et 14
relativement faibles peuvent étre choisies. Nous avons également mis en évidence sur
le premier exemple que le choix de v peut avoir une grande influence sur le calcul et
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notamment sur le nombre total de cycles multigrille. Notre expérience nous a montré
que le choix optimal de ces paramétres dépend beaucoup de la nature du probléme
a résoudre et qu’il est difficile de les déterminer a priori. Cependant, quelles que
soient leurs valeurs, le comportement de l'algorithme reste tout a fait satisfaisant
et demeure compétitif par rapport a un gradient conjugué (pour les problémes de
grande taille en tout cas). Aussi, dans la plupart des calculs, les valeurs v = 1 et
v =>5 (ou v =3 et vy, =2 pour le CS) sont adoptées.

Appliquée aux cas tests de la section 3.3, la démarche d’analyse descendante
évoquée dans le chapitre précédent prend tout son sens. A partir d’un maillage ini-
tialement non prévu pour prendre un compte une particularité structurale localisée,
des “patchs” raffinés sont appliqués pour prendre en compte le défaut. Par ailleurs, la
représentation de la fissure par la méthode X-FEM n’étant pas forcément opportune
sur les échelles les plus grossiéres, une stratégie d’enrichissement multiéchelle a été
mise en évidence. Elle consiste 4 n’enrichir I’approximation éléments finis qu’a partir
d’un niveau de discrétisation ou la taille de maille est de I'ordre de grandeur de la
taille caractéristique de la fissure. Le respect de cette “régle” conditionne fortement
la convergence de la méthode.

La prochaine étape dans la démarche d’analyse de problémes de fatigue concerne
la propagation des fissures. Le chapitre suivant présente la maniére de calculer les
facteurs d’intensité des contraintes qui interviennent dans les lois de propagation.
Nous y verrons également comment nous pouvons utiliser les fonctions de niveau
dans un contexte multiéchelle localisé. Dans le chapitre 5, nous verrons que dans la
mesure ol le calcul est linéaire, la zone de raffinement peut évoluer entre deux pas
de propagation en fonction de la progression de la fissure.
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4. Propagation de fissures tridimensionnelles

Dans les chapitres précédents, un certain nombre d’outils permettant de résoudre
le probléme de mécanique de référence (équations (1.1) a (1.6)) ont été décrits. Ce-
pendant, résoudre un probléme de propagation de fissure requiert un certain nombre
d’éléments supplémentaires.

A partir de la loi de propagation utilisée, il faut étre capable de faire évoluer
“numeériquement” la géométrie de la fissure. Nous décrirons dans une premiére section
la méthode des fonctions de niveau qui permet de faire cela. Nous verrons également
comment nous pouvons ’adapter a notre contexte multiéchelle. D’un autre coté, les
lois de propagation utilisées dans cette étude sont des lois de type Paris (1.42) qui
font intervenir les facteurs d’intensité des contraintes. La maniére de les calculer le
long d’un front pour les problémes tridimensionnels est abordée dans une seconde
section. Les lois de propagation utilisées seront détaillées dans le chapitre 5 dédié a
la comparaison des outils numériques développés avec des données expérimentales.

Notons que les étapes de calcul des facteurs d’intensité des contraintes et de
propagation sont des étapes de post-traitement et les seules informations nécessaires
sont les différents champs issus du calcul mécanique.

4.1 Représentation multiéchelle d’une fissure par
fonctions de niveau

4.1.1 Généralités sur les fonctions de niveau

Initialement proposée par Sethian et Osher [OSH 88| pour répondre a des pro-
blémes posés par diverses branches de la physique et des mathématiques appliquées,
la méthode des fonctions de niveau (level sets) consiste en une représentation impli-
cite d’une interface par un champ scalaire de distances signées défini sur I'ensemble
du domaine. Les level sets présentent l'intérét d’étre régies par des lois d’évolution
de type eulérienne qui sont tout a fait adaptées aux problémes d’interface mobile
et qui peuvent étre traitées par des outils numériques robustes. On peut décrire
mathématiquement une fonction de niveau ¢(x) associée a une surface I' comme
ceci :

¢(z) = signe ((z — z,) .n) |z — z,| (4.1)

ol z désigne le point courant de 'espace et x, est le point de I' le plus proche de x.
n est le vecteur normal unitaire a la surface, suivant 'application son orientation peut
étre arbitraire. La fonction de niveau doit respecter les deux conditions suivantes :

L) = {z, ¢(zt)=0} (4.2
Vel = 1 (4.3)

[’expression (4.2) indique que la surface I' est localisée par 1'iso-0 du champ scalaire.
L’expression (4.3) exprime que la fonction de niveau est un champ de distances, on
dit alors qu’elle est initialisée a la distance signée. Nous verrons que cette relation
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pourra étre vérifiée a posterior: aprés les opérations de propagation pour vérifier
que la propriété de distance signée est bien conservée.
Pour obtenir la loi d’évolution de la fonction de niveau, on peut partir de la
relation (4.2) :
z(t) el(t) = o(z(t),t)=0 (4.4)

En dérivant cette expression par rapport au temps, on obtient 1’équation eulérienne
d’évolution :
o¢

o+ VallZell =0 (45)

Vs est un champ de vitesse défini sur tout le volume. Seule sa composante normale
Vs =V ,.n intervient dans la loi de propagation. On peut le comprendre en imaginant
la fonction de niveau associée a un cercle et un champ de vitesses tangentielles : la
fonction de niveau doit rester localement inchangée. Par ailleurs, la normale en tout
point z a l'iso-surface ¢(z) peut s’exprimer facilement par :

Vo
n=-——= z(b (46)
IVl
La réactualisation des fonctions de niveau au cours de leur éventuelle propaga-
tion consiste alors a discrétiser spatialement et temporellement I’équation (4.5). Un
certain nombre d’études existe sur la résolution des équations de Hamilton-Jacobi

qui sont des équations du type :

o9

ot
et dont I’équation d’évolution fait partie. Concernant la discrétisation spatiale, la
méthode de Godunov décrite dans [SET 99| fait intervenir un shéma en différences fi-
nies dit upwind (en regardant dans la direction du vent). Cette méthode trés robuste
propose de propager les informations en partant de U'interface I' et en s’en éloignant.
Ainsi, alors que I'expression de ¢, dans un schéma classique de différences centrées
s’écrit comme ceci au premier ordre :

_ Gir1 — Pica

Pu T oAr (4.8)

~H(z.6,Y6,...) (4.7)

elle s’écrit dans un schéma upwind :
¢ ~ max (D;*,0) + min (D;*,0) (4.9)
ol les opérateurs D;* et D;* sont définis par :

Giv1 — Gi - bi — Pi1
Df* =" t D¥=— 4.10
Concernant la discrétisation temporelle, nous utilisons un schéma de Runge-
Kutta d’ordre 2 également décrit dans [SET 99.
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4. Propagation de fissures tridimensionnelles

4.1.2 Application & la description de fissures

Les fonctions de niveau permettent de représenter et de faire évoluer dans le
temps des surfaces non bornées. L’extension de cette méthode & la mécanique de la
rupture nécessite donc un élément supplémentaire puisqu’une fissure est une surface
bornée par le front. Dans [MOE 02, GRA 02|, il a été proposé d’utiliser un jeu
de deux fonctions de niveau pour modéliser la fissure. Une premiére, notée ¢, est
utilisée pour représenter la surface de discontinuité. La seconde, notée 1, permet de
modéliser le front de fissure qui est localisé par U'intersection de g et .

F1G. 4.1: Fissure semi-circulaire (en noir) et les iso-0 des deux fonctions de niveau
associées

On peut également exploiter ces deux fonctions de niveau pour obtenir un repére
et les coordonnées locales en front de fissure. Cela nécessite que les deux level sets
soient localement orthogonales. En faisant intervenir 'expression (4.6) cela s’exprime
par :

Vo(z). Vip(z) =0 (4.11)

Dans ces conditions, la base locale est facilement déterminée par :

€ = Z@Z)
e = Yy (4.12)
es = e Ne

et les coordonnées locales en un point x se calculent par :

o= Vo(z) + 1 (z) (4.13)
0 = arctan(p(z)/v(z)) (4.14)
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Les fonctions d’enrichissement sont donc faciles & construire. Nous verrons également
dans la section 4.2 que ces informations sont exploitables dans le post-traitement et
notamment pour construire un champ d’extension virtuelle permettant de calculer
les facteurs d’intensité par une méthode intégrale.

Initialement, les deux fonctions de niveau ne vérifient pas nécessairement les
relations d’orthogonalité et de distance signée. Il convient alors de les actualiser sans
toutefois modifier la position de la fissure () et du front (g N ). L'opération
d’orthogonalisation de ¢ par rapport a ¢ consiste a resoudre I’équation de Hamilton-
Jacobi suivante : p

a—f + signe() V.Vo) = 0 (4.15)

oil 7 est une variable de temps virtuelle. A 1’état stationnaire, la propriété (4.11) est
vérifiée. Le terme signe(y) permet, dans le cas ot un schéma upwind est utilisé, de
préserver la position du front de fissure. Dans la pratique la fonction signe est délicate
a utiliser car elle est discontinue et des problémes numériques peuvent modifier la
position de Iiso-0. Des solutions ont été proposées par Osher [PEN 99| et Prabel
[PRA 07| pour corriger ce probléme en utilisant une fonction plus réguliére.

De maniére trés similaire, 'opération de réinitialisation consiste a résoudre jus-
qu’a I’état stationnaire I’équation suivante :

o .

2 4 signe(v) (|| Vwl| — 1) = 0 (4.16)
On constate également qu’a convergence, la propriété de distance signée (4.3) est
vérifiée.

Remarque 8 Awvoir deux fonctions de niveau a la fois orthogonales et initialisées
n’est possible que si la fissure est plane. Duflot [DUF 06] a étudié influence des er-
reurs commises dans le cas bi-dimensionnel ot la fissure est courbe. Dans la pratique,
on préfere généralement privilégier la propriété d’orthogonalité a celle de distance
signée.

4.1.3 Maillage auxiliaire et localisation

Le moyen le plus direct de discrétiser les fonctions de niveau est d’utiliser le
maillage de la structure. Ceci est trés simple & implanter dans un code de calcul
éléments finis : sa structure permet de facilement interpoler les valeurs des level
sets en un point quelconque (les points de Gauss par exemple), et trés peu de res-
sources mémoires supplémentaires sont requises. Cela engendre néanmoins quelques
difficultés car si le maillage utilisé est non structuré, la méthode des différences
finies ne peut plus étre utilisée pour faire propager les fonctions de niveau. Comme
alternative, on peut par exemple utiliser des méthodes de Petrov-Galerkin pour
intégrer léquation (4.7) [GRA 02]. Valance [VAL 07b| propose également une
formulation variationnelle permettant d’effectuer les opérations de propagation, de
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réinitialisation, etc. D’autres alternatives existent, mais conduisent en général a des
algorithmes relativement complexes. Dans notre contexte multigrille, une difficulté
supplémentaire apparait car nous ne souhaitons pas définir des level sets différentes
sur tous les niveaux. En effet il faudrait faire propager chaque paire de fonctions
de niveau indépendamment sur chaque grille ce qui conduirait a des géométries de
fissures différentes du fait des approximations numériques.

Pour contourner ces difficultés, nous avons adopté une stratégie trés simple déja
utilisée par Prabel [PRA 06] en deux dimensions. Elle consiste a définir les fonctions
de niveau sur un unique maillage auxiliaire totalement indépendant du maillage de
la structure. Si ce dernier est non structuré rien n’interdit d’utiliser un maillage
auxiliaire structuré permettant d’utiliser les trés robustes algorithmes différences
finies évoqués plus haut. Les fonctions de niveau étant des champs de distances
signées, ils sont tres faciles a projeter sur un autre maillage. Toutes les informations
requises lors du pré-traitement du calcul mécanique (définition des enrichissements,
etc) ou du post-traitement (définition d’un repére local pour le calcul des K, etc)
sont directement interpolées sur les maillages structure (en multigrille) a 'aide des
fonctions de forme du maillage auxiliaire. Ceci présente un autre avantage important
dans le contexte multiéchelle. Si les fissures sont trés localisées, il n’y a aucun besoin
de définir les fonctions de niveau sur 'ensemble de la structure et le maillage level
set peut lui aussi étre localisé. Ceci peut conduire, suivant les cas, a des gains de
mémoire et de temps de calcul considérables.

Cette stratégie est illustrée par la figure 4.2. Les problémes mécaniques et géomé-
triques sont découplés. Les techniques multigrilles permettent de résoudre le premier
et les algorithmes différences finies des sections 4.1.1 et 4.1.2 servent a résoudre le se-
cond. Le passage des informations géométriques se fait, nous ’avons évoqué, par une
projection des deux champs scalaires sur les maillages de la structure. Le passage
inverse, qui permet de remonter au probléme géométrique les informations issues
du calcul de mécanique (les facteurs d’intensité des contraintes le plus souvent) fait
I'objet de la sous-section suivante.

Le cas de la fissure semi-circulaire dans un barreau en traction (section 3.3.2)
est illustré par la figure 4.3. La fissure étant trés petite par rapport a ’ensemble
de la structure, le maillage auxiliaire support des fonctions de niveau est localisé. Il
faut simplement faire attention & ce que les level sets soient définies sur les zones
enrichies de chacunes des grilles. Ici par exemple les niveaux 0 et 1 ne peuvent
pas étre enrichis. Il faut également faire attention a ce que cette zone de définition
couvre dés le départ la zone ou la fissure est susceptible de s’étendre. L’expérience
montre qu'un maillage auxiliaire ayant un degré de discrétisation équivalent a celui
du maillage structure le plus fin est satisfaisant. Avoir un maillage auxiliaire plus
grossier détériore la qualité de la représentation géométrique vis-a-vis de ce que
le maillage de la structure est capable de prendre en compte. En revanche avoir
une discrétisation plus fine n’apporte pas grand chose car en tout état de cause, le
maillage de la structure joue un role de filtre en espace. Notons également que le
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Mécanique Géométrie

niveau non enrichi

|

niveau enrichi
Fonctions de niveau
sur maillage auxiliaire

niveau enrichi B f/K A

Projections

AR

résolution
multigrille

Post-Traitement :

K, K1, K11

Loi de propagation j

F1G. 4.2: Fonctions de niveau discrétisées sur un maillage auxiliaire

maillage auxiliaire est découplé du maillage structure et peut en étre déphasé par
exemple ou sortir du domaine de la structure.

4.1.4 Propagation

Dans la section 1.1.6, nous avons indiqué que le modele de propagation tridi-
mensionnel adopté dans cette étude consiste a appliquer la théorie bidimensionnelle
dans les plans orthogonaux au front. La loi de propagation nous donne alors
pour chaque point du front P(s) d’abscisse s une avancée a(s) et un angle de
propagation 6(s) dans les plans orthogonaux, définissant ainsi une extension de
surface de la fissure. Bien entendu, dans la pratique, seules les valeurs en un
nombre limité de points P sont calculées. Le probléme consiste alors a traiter ces
informations discrétes de maniére a faire évoluer les deux fonctions de niveau ¢ et 1.
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Fi1G. 4.3: Définition locale des fonctions de niveau sur un maillage auxiliaire

La vitesse de propagation est décomposée suivant les directions normales aux
deux fonctions de niveau :
V. =Ven, + Vyny (4.17)

de telle sorte qu’en chaque point Py du front, les vitesses relatives a chaque fonction
de niveau soient définies. L’équation (4.5) relative a ’évolution d’une fonction de
niveau fait intervenir un champ de vitesse scalaire V, défini sur tout le volume.
L’extension des vitesses connues sur les points P; a I’ensemble du domaine nécessite
trois étapes successives :

1. Pextension des informations des points du front aux noeuds du maillage auxi-
liaire voisins

2. l'extension des deux champs de vitesse des noeuds voisins du front a I’ensemble
des noeuds

3. la modification du champ de vitesse relatif & ¢ afin que la géométrie de la
fissure existante ne soit pas modifiée.

On peut montrer que, si le champ de vitesse Vy est constant le long des normales
aux iso-surfaces, I’équation (4.5) conserve la propriété de distance signée [SET 99].
Ceci se traduit par I'expression suivante :

YV, N6 =0 (4.18)

La premiere étape d’extension des vitesses consiste a étendre les valeurs V,, et Vj, aux
noeuds du maillage auxiliaire les plus proches du front (points P, ). En pratique, ce
sont les noeuds appartenant aux éléments traversés par la front. Afin de minimiser les
erreurs, nous proposons de déterminer les points P; ou seront calculés les facteurs
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d’intensité des contraintes de maniére & tirer partie de la relation (4.18). Si les
points Py sont les projections orthogonales des points P, sur le front (figure 4.5.a),
on respecte (4.18) en écrivant (figure 4.5.b) :

Vw(Pn) - Vso(Pf)

V(P = Vi(Py) (4.19)

Si les iso-surfaces de la fonction de niveau ¢ sont des plans, ¢ peut étre a la fois or-
thogonale a ¢ et étre un champ de distances signées. Dans ce cas, la base (n,, n,,) est
orthonormée et la détermination des points Py peut se faire de la maniére suivante :

% = _SD(Pn)ﬂgo(Pn) - w(Pn)ﬂz/;(Pn) (4.20)

Malheureusement dans le cas général, la base (n,,, n,,) n’est pas orthonormée (voir la
remarque 8 page 95). La figure 4.6 illustre comment on peut dans ce cas déterminer
itérativement le point P; en calculant :

% = _¢<Pn)ﬂw(Pn)
@ : —@(Pl)ﬂgp(Pl) <4.21>
PPy = —o(P)n,(P)

Le calcul s’arréte lorsque la distance du point déterminé au front est suffisamment
petite :

VoPY T (B < ¢ (4.22)
Ce processus itératif garantit que le point Py ainsi déterminé est placé sur les surfaces
iso-0 de ¢ et de ¥ a 'erreur de discrétisation prés. Il nécessite tres peu d’itérations
et permet d’obtenir une précision suffisante sur la position des points du front. Ceci
a un impact non négligeable sur la précision du calcul des facteurs d’intensité des
contraintes (voir la section suivante). La figure 4.4 montre le résultat sur une fissure
s’étant propagé en mode mixte. Les noeuds des éléments traversés par le front sont
représentés et un lien (trait noir) montre leur projection sur le front.

L’équation (4.18) est trés similaire & la propriété (4.11) d’orthogonalité des fonc-
tions de niveau ¢ et 1. Aussi la résolution d’équations similaires a I’équation d’or-
thogonalisation (4.15) avec un schéma upwind permet-elle d’étendre les informations
disponibles prés du front a ’ensemble du volume de définition des deux fonctions
de niveau. Dans [GRA 02|, Gravouil propose alors de résoudre les deux ensembles
d’équations suivants pour étendre V,, et V;; respectivement :

ov, ov,
—2 +signe(p)Ve.VV, =0 et —2 +signe(y)Vu.VV, =0  (4.23)

or or
% +signe() V.YV, =0 et %lf +signe(p)Ve.VV, =0 (4.24)

Cette extension est illustrée sur la figure 4.7 en deux dimensions. On observe que le
champ V,, ainsi défini modifie tout le champ scalaire et notamment la position de
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quelques éléments du
maillage auxiliaire

perspective coté

Fi1G. 4.4: Noeuds des éléments traversés par le front ainsi que leur projection sur
celui-ci.
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FiG. 4.5: (a) Détermination des points P; (ronds bleus) a partir des noeuds P,
(carrés rouges). (b) Extension immédiate des vitesses calculées aux points Py vers
les points P, selon la relation (4.19).

la fissure. Toujours selon [GRA 02] et pour un pas de temps dt, il convient alors de
modifier ce champ de vitesse de la facon suivante :

Y

Vw = VwH(w)w

(4.25)
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Fi1G. 4.6: Détermination itérative de la projection orthogonale d’un noeud sur le
front

ot H est la fonction de Heaviside. Cette modification permet de ne pas modifier
la level set ¢ dans la région déja fissurée (¢p < 0). Par ailleurs, le terme v/Vdt
proportionnel & 1 permet d’obtenir une extension rectiligne de la fissure dans
les directions orthogonales sans modifier la nouvelle position du front. Cela est
également illustré sur la figure 4.4. Aprés avoir étendu les deux champs de vitesses,
il faut résoudre 1’équation de propagation (4.5) pour ¢ et o, réinitialiser ces
deux fonctions de niveau a la distance signée (équation (4.16)) et orthogonaliser
Y par rapport & ¢ (équation 4.15). La figure 4.8 est un exemple de propaga-
tion en mode mixte. Un chargement de cisaillement suivant la direction z a
été appliqué a I'éprouvette de la figure 3.16 page 87 et neuf pas de propaga-
tion ont été calculé a partir d’'une loi de Paris. Les fonctions de niveau ainsi que
les fissures correspondantes sont représentées pour le premier et le dernier pas temps.

L’ensemble des méthodes qui viennent d’étre décrites permettent, a partir des
informations relatives a la vitesse de propagation du front, de faire évoluer la géo-
métrie de la fissure de maniére robuste. Le découplage des problémes mécaniques
et géométriques permet non seulement de séparer les difficutés liées & leur résolu-
tion mais s’intégre aussi naturellement dans le contexte multiéchelle /localisation de
cette étude. Dans la section suivante, nous nous intéressons au calcul des facteurs
d’intensité des contraintes qui sont les quantités essentielles intervenant dans les lois
de propagation que nous allons utiliser.
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4. Propagation de fissures tridimensionnelles
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1) décomposition de la vitesse initiale  2) extension de V,, par rapport a n,
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4) modification de ¢

3) extension de V,, par rapport a n

“

FiG. 4.7: Extension du champ de vitesse V,, au volume

4.2 Calcul des facteurs d’intensité des contraintes
en 3D

Dans cette section, nous nous intéressons au calcul numérique des facteurs d’in-
tensité des contraintes par le biais des intégrales indépendantes du contour présentées
dans le chapitre 1.

4.2.1 Calcul numérique des intégrales J et d’interaction

Considérons une fissure tridimensionnelle. Au point du front O d’abscisse s, la
forme générale des intégrales de contour est [GOS 98] :

I'—0

L(s) = lim al(s)/ Pjn;dl’ (4.26)
' (s)

ou I'(s) est un contour dans le plan (O, ¢, e,) défini comme dans la section 1.1.5 et
n est sa normale extérieure. Le vecteur a est défini par a = dle, ou dl est appelée
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Calcul des facteurs d’intensité des contraintes en 3D

pas 0 pas 8

FiG. 4.8: Propagation en mode mixte. les surfaces g et 1y ainsi que les fissures

correspondantes sont représentées pour les pas 0 et 8. Les fronts successifs pour

chacun des 9 pas de calcul sont représentés par des lignes noires sur la fissure en bas
a droite.

I'extension virtuelle de la fissure. Si 0l(s) = 1 et si la fissure est rectiligne (dans le
plan de T'), on retrouve les expressions des intégrales J et d’interaction selon le choix
du tenseur P :

Pyj = Pj = Wd; — w0 = L(s) = J(s)
Py = Pi™ = 5 (owe”™ + ok em) 0 — uig oy — w0 = L(s) = 1(s)
(4.27)

Dans le cas ou la fissure posséde une forme quelconque, et notamment si elle est
non plane, faire tendre le contour d’intégration vers le point O permet de se rappro-
cher des conditions de fissure rectiligne pour lesquelles ces deux intégrales ont été
developpées dans la section 1.1.5.

Dans le cadre de la méthode des éléments finis, I'intégrale de contour (4.26)
est délicate a calculer avec sufisamment de précision. En revanche, les intégrales de
domaine (de surface en 2D ou de volume en 3D) permettent d’atteindre a moindre
cotit une précision plus élevée. On définit alors une nouvelle intégrale curviligne L

définie sur une partie du front C' [GOS 98, GOS 02, DOL 02, RAJ 00] :
f:/L@W@Ms (4.28)
c

Afin de calculer L, la premiére étape consiste a définir une surface S; en balayant
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4. Propagation de fissures tridimensionnelles

orthogonalement le contour I' le long de la courbe C'. On peut alors écrire :

L= lim [ Pyn;oldS (4.29)

La seconde étape consiste a définir un domaine tubulaire V limité par S; a l'intérieur,
par S, a l'extérieur, par S, et Sq aux extrémités et par les surfaces de la fissure S
et S_ (voir figure 4.9.a). La normale unitaire extérieure a ce volume est notée m.
Nous imposons maintenant a l'extension virtuelle de la fissure (définie sur le
front), dl(s), d’étre nulle sur la frontiére de C' et en dehors. Nous introduisons éga-
lement le champ vectoriel d’extension virtuelle g vérifiant les contraintes suivantes :

q=0l(s)e,(s) sur S
q=0 sur S,
q=0 sur S, U Sy (4.30)
qgm =10 sur S, US_
On définit maintenant H, I'intégrale de volume suivante :
H = / Bj,jQI dVv (431)
%

En intégrant H par parties et en utilisant le théoréme de la divergence, nous obtenons
la relation suivante :

H= [ qPFym, dS—/PZjC]z,j av (4.32)
v v

Du fait que g soit nul sur S, U S, U Sy, le développement de l'intégrale de surface
dans (4.32) se simplifie :

/ qlPljmj dS = / qlPljmj dS +/ (]lPljmj dS (433)
9% S; SLUS_

Par ailleurs, si P est le tenseur de Eshelby et que les lévres de la fissure sont libres,
le terme o;;m; s’annule sur S, U S_. Par ailleurs, le champ d’extension virtuelle
étant tangent aux lévres de la fissure par construction, le terme Wqm;d;; s’y annule
également de telle sorte que

/S ) qPjm;dS =0 (4.34)
+US—

Le raisonnement précédent s’applique également si P = P?*"* sous certaines condi-
tions relatives aux champs auxiliaires. En toute rigueur ces champs, issus des solu-
tions analytiques en modes plan et anti-plan, sont obtenus pour une fissure rectiligne
et sont donc développés dans la base fixe dans chaque plan normal (e;, ey, ;) (fi-
gure 4.10.a). En suivant les préconisations de [MOE 02], nous choisissons d’exprimer
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Calcul des facteurs d’intensité des contraintes en 3D

ces champs auxiliaires dans la base (¢;,é,,é;). Cette base locale est conforme a la
géométrie de la fissure (figure 4.10.b) et se construit naturellement a partir du for-
malisme des fonctions de niveau et des relations (4.12). De cette maniére, les mémes
simplifications s’appliquent sur les faces de la fissure et la relation (4.34) se vérifie
aussi si P = P*™. Lorsque 'on fait tendre S; vers 0 (vers I'arc C'), le volume V est

appelé V. En notant que n = —m sur S;, on identifie alors L a partir de I'expression
(4.32) :

f = —/ Plj,jQI dV — / Plel,j av (435)
Vo Vo

La derniére étape permettant de calculer 'intégrale d’interaction est de faire I'hypo-
thése que L(s) est constante sur 'arc C. La relation (4.28) fournit alors I'expression
suivante pour L(s) :

(4.36)

Rajaram et al. [RAJ 00] et d’autres avant eux ont envisagé une description continue
de L(s) sur le front. Cette approche ainsi que le lien qui la lie & la méthode de Gosz
et al. |GOS 02| présentée ici sont détaillés dans 'annexe C.

Dans la suite de ce travail, c’est 'intégrale d’interaction qui sera utilisée par
défaut. La possibilité de découpler les trois modes de sollicitation en font un outil
plus général que l'intégrale J.

(a) (b)

F1G. 4.9: Surfaces et volumes d’intégration (a) et extension virtuelle en cos? (b)
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4. Propagation de fissures tridimensionnelles

€1

—= Champ d’extension virtuelle

F1G. 4.10: Base locale fixe dans le plan orthogonal au front (a) et base locale
conforme & la géométrie de la fissure (b). La construction du champ d’extension
virtuelle s’appuie sur ces bases.

4.2.2 Choix du champ d’extension virtuelle et prise en
compte des bords libres

L’intégrale d’interaction (ou lintégrale J ) s’exprime maintenant par une in-
tégrale de volume faisant intervenir les champs numeériques calculés, des champs
auxiliaires et un champ d’extension virtuelle arbitraire mais vérifiant les contraintes
(4.30). Concrétement, nous avons choisi de calculer ces intégrales sur un volume
Vo parallélépipédique appelé “boite”. Cette boite de taille r; X ry X r3 (suivant les
directions e, e,, €5) est maillée par huit hexaédres indépendants du maillage de la
structure (figure 4.9.b). Chacun d’entre eux est doté de 216 points d’intégration.
L’extension virtuelle et le champ d’extension virtuelle suivent une loi en cos? :

9, T X3
ol =cos (2 7a3) (4.37)
T T X
g =q& = COS2(§T—11) COSz(Er_z) COSQ(ET—j)él (4.38)
oll X1, To et x3 sont les coordonnées issues du formalisme des fonctions de niveau ol
pour un point P : x; = 1(P), xe = ¢(P) et x3 = OP.é5. De cette maniére les condi-
tions (4.30) sont respectées lorsque le parallélépipéde est entiérement contenu dans
le volume de la structure. Lorsque le volume )V, sort de la structure, cette définition
ne convient plus (figure 4.11.a). Nous proposons alors de multiplier 'extension et le
champ d’extension virtuelle par une fonction rampe valant 0 hors de la structure et
atteignant linéairement la valeur 1 au centre du domaine d’intégration (voir la figure
4.11.b). Si la frontiére est assimilable localement & un plan (A, n), les quantités Vq et
Jo 6l(s)ds intervenant dans le calcul de L(s) peuvent étre calculées analytiquement.
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Calcul des facteurs d’intensité des contraintes en 3D

La calcul de V g fait intervenir V ¢, qui peut étre déterminé numériquement a partir
des deux fonctions de niveau. Le détail de ces calculs est donné dans I’annexe A.

A
A //\:
1 n

front 0

/!

domaine d'intégration
/(\ 1\ fonction rampe

frontiere de la 0
structure

(a) (b)

FiG. 4.11: Vue de dessus du domaine d’intégation, de la frontiére de la structure
et de I'extension virtuelle (a). Pour tenir compte de la frontiére, nous multiplions ¢l
et ¢ par une fonction rampe (b).

Il faut noter que ce qui vient d’étre proposé ne répond en aucun cas a la problé-
matique des fissures débouchantes évoquées dans la section 1.1.6. A tout moment
dans le calcul, la singularité est supposée étre en /7, que ce soit dans les fonctions
d’enrichissement ou dans les champs auxiliaires utilisés pour le calcul de I'intégrale
d’interaction. Par ailleurs, ces champs auxiliaires sont issus de ’hypothése de dé-
formation plane et des erreurs liées & cette approximation peuvent persister. Néan-
moins, dans la pratique, ces effets semblent étre trés localisés et ne seront pas pris en
compte dans cette étude. Nous verrons par ailleurs dans le chapitre 5 que des sources
d’erreurs bien plus importantes relatives aux lois de propagation existent. La prise
en compte des bords libres dans la construction des champs d’extention virtuelle
permet cependant de limiter les erreurs d’origine purement numérique comme en
atteste la figure 4.12. Nous pouvons y observer que sans correction, le facteur K;
est sous-estimé a proximité des bords libres.

4.2.3 Influence du domaine d’intégration

Dans les problémes & deux dimensions, 'intégrale L est théoriquement indépen-
dante du contour et du domaine d’intégration choisis. En pratique, ce n’est bien
entendu pas le cas car la qualité des champs numériques intervient. En trois di-
mensions, nous avons de plus introduit ’hypothése d’invariance de L(s) le long de
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K, calculés par une intégrale d’interaction

2.5 :
2
LX)
N o} o]
S
o] [0]
E 1s5p o]
Q
=
% 15 ke
&
05 r solution de Raju et Newman 1
sans correct!on sur les bords °
0 avec correction sur Iqs bords

0 T/ 2 Tt
position angulaire sur le front

FiG. 4.12: Facteurs K; calculés le long du front avec et sans prise en compte
des bords libres. La solution semi-analytique de Raju et Newman est également
représentée.

larc C'. Pour ces différentes raisons, la taille du domaine d’intégration peut avoir
une influence notable sur la qualité des résultats. Nous pouvons en étudier certains
effets a partir de 'exemple du barreau fissuré pour lequel le facteur d’intensité des
contraintes K a été calculé a partir de I'intégrale d’interaction (L(s) = I(s)) et avec
des “boites” de différentes largeurs (direction e;). Les tailles de boite sont exprimées
en fonction de h, la longueur d’aréte des éléments finis. Dans le contexte multigrille,
le post-traitement se fait sur le niveau le plus fin. Dans les résultats présentés ici,
7 niveaux ont été utilisés de telle maniére que h soit égal & 3.91073 mm. Le rayon
de la fissure R étant de 0.05 mm, le rapport R/h vaut 12.8 environ. La figure 4.14
montre le facteur K; obtenu a partir d’'une intégrale d’interaction et avec des boites
de tailles 3h x 3h x 1h d’une part et 3h x 3h x 3h d’autre part. Y sont également
représentés a titre indicatif les contraintes de traction oy, (voir la figure 3.16) en dif-
férents points du plan d’extention de la fissure allant du front jusqu’a 'extrémité du
domaine d’intégration (figure 4.13). On constate que le champ de contraintes est re-
lativement fluctuant. Les fonctions de forme d’ordre 1 que nous utilisons engendrent
une discontinuité des contraintes d’un élément a I'autre. Cet effet est amplifié du fait
que les éléments finis ne sont pas compatibles avec la fissure, ce qui conduit a des
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champs beaucoup moins réguliers que ceux obtenus avec des maillages rayonnants
compatibles par exemple. Pour ces raisons, on observe effectivement qu’une boite
peu large (h, voir la fenétre d’intégration sur la figure 4.14) est trés sensible a ces va-
riations et conduit & des solutions trop oscillantes bien qu’ayant une valeur moyenne
proche de la solution. Ces oscillations peuvent étre trés préjudiciables en propaga-
tion par fatigue car elle peuvent étre amplifiées en termes d’avancée dans la mesure
ou la loi de Paris (1.42) fait souvent intervenir des coefficients m compris entre 2
et 5 pour les métaux. De ce point de vue, les résultats obtenus avec une boite plus
large sont beaucoup plus satisfaisants car les erreurs des champs sont “moyennées”
par l'intégration. En revanche, il ne faut pas choisir un domaine d’intégration trop
large pour ne pas sortir du cadre de 'hypothése d’invariance de I(s) sur C. Ceci
est intimement lié¢ au rayon de courbure local du front de fissure dont la largeur de
boite doit dépendre. Le tableau 4.1 illustre ’erreur moyenne sur I’ensemble du front
(révélatrice des oscillations) ainsi que I’erreur maximale locale commise en fonction
de la largeur de boite.

Il n’y a aucune méthode systématique a retirer de cet exemple, mais seulement
des régles d’utilisation : il convient de choisir un domaine d’intégration suffisamment
large pour s’affranchir des erreurs hautes fréquences des champs numériques. Cepen-
dant, la largeur de boite doit rester relativement faible devant le rayon de courbure
du front. On comprend qu’un calcul des facteurs d’intensité des contraintes opti-
mal doit tenir compte des interactions entre les caractéristiques géométriques de
la fissure, la taille des éléments finis et la taille du domaine d’intégration. Dans la
pratique, nous adoptons des tailles de boite de 3h x 3h x 3h ou 4h x 4h x 4h avec
des tailles d’éléments telles que R/h > 10, R étant le rayon de courbure du front.
On peut également envisager d’adapter la largeur du domaine d’intégration en fonc-
tion de la courbure locale que I'on peut calculer relativement facilement a 'aide des
fonctions de niveau [SET 99|.

taille de boite | erreur moyenne | erreur maximale en un point
3h x 3h x 1h 2.6% 5.5%
3h x 3h x 2h 1.3% 3.8%
3h x 3h x 3h 0.8% 3.6%
3h x 3h x 4h 0.8% 3.5%

TAB. 4.1: Erreurs commises sur le calcul de K7 en fonction de la taille du domaine
d’intégration.

4.3 Conclusion

Ce chapitre avait pour objectif de décrire les méthodes de post-traitement que
nous utilisons dans la simulation de propagation de fissure. Le calcul des facteurs
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taille de domaine : 7 X 79 X 13

points ot sont mesurés
la contrainte de traction

T3

Fi1G. 4.13: Les points F; sont les points ot sont relevés les contraintes oy, tracées
sur la figure 4.14.

d’intensité des contraintes a partir d’intégrales de domaine est une technique assez
communément utilisée [GOS 02, RAJ 00|. Ces domaines sont souvent de forme pa-
rallélépipédique, ce qui permet d’utiliser la structure éléments finis présente dans les
codes de calcul comme support d’intégration [MOE 02]. Ces intégrales sont trés sen-
sibles a la qualité des champs numériques qui sont assez fluctuants dans le voisinage
du front de fissure. L’amélioration de ces champs nécessiterait une discrétisation
adaptée, comme par exemple le maillage rayonnant souvent utilisé dans le cadre des
éléments finis classiques. Or ce type de maillage n’est pas en accord avec la “philoso-
phie” de la méthode X-FEM dont le principal intérét est d’avoir une discrétisation
totalement indépendante de la fissure. En choisissant judicieusement les paramétres
de calcul et tout spécialement la taille du domaine d’intégration, il est cependant
possible d’obtenir des résultats satisfaisants. Par ailleurs des améliorations ont per-
mis de corriger certaines erreurs numériques en prenant en compte la présence des
surfaces libres. On évite ainsi un retard de propagation causé par un calcul sous-
évalué des facteurs d’intensité des contraintes prés des bords. Ces améliorations ne
prennent cependant pas en considération les difficultés théoriques rencontrées au
niveau des vertex (voir chapitre 1). De plus, les champs auxiliaires utilisés dans le
calcul de I'intégrale d’interaction ne tiennent pas compte de la nature triaxiale des
champs, ce qui peut engendrer des erreurs, surtout prés des surfaces libres. L’inté-
grale J qui ne fait pas intervenir de tels champs est de ce point de vue moins sensible
a la nature tridimensionnelle du probléme. Ces “lacunes” n’engendrent cependant que
des erreurs supposées mineures et les résultats obtenus sont jugés satisfaisants. Nous
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F1G. 4.14: Solutions numériques de K (intégrale d’interaction) pour deux largeurs

de domaine d’intégration différents. La composante oy, des contraintes relevée en

différents points devant le front (figure 4.13) est également représentée a titre indi-
catif. La “fenétre” d’intégration pour chacune des largeurs de boite est indiquée.

verrons d’ailleurs dans le chapitre suivant que d’autres sources d’incertitudes plus
importantes interviennent dans les lois de propagation.

Ces facteurs d’intensité des contraintes sont ensuite utilisés dans les lois de pro-
pagation dont nous nous servons pour faire évoluer les fonctions de niveau. Des
algorithmes différences finies trés robustes et déja éprouvés dans de nombreux do-
maines [OSH 88, SET 99| sont mis en ceuvre afin de réaliser les différentes opérations
nécessaires. Ceci est rendu possible par une séparation des problémes mécaniques et
géométriques. Ainsi, 'utilisation d’une discrétisation auxiliaire comme support des
level sets s’avére étre efficace. De plus, ce maillage auxiliaire s’intégre naturellement
a la stratégie multigrille localisées proposée dans cette étude. L'interfacage entre les
données issues du post-traitement du probléme de mécanique se fait trés simplement
en sélectionnant judicieusement les points oll seront calculés les facteurs d’intensité
des contraintes.

Ces différentes techniques sont finalement associées au sein du code calcul
ELFE 3D afin de constituer un outil complet de simulation de propagation de
fissures de fatigue. Un exemple concret sera fourni dans le chapitre suivant ou les
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résultats numériques seront confrontés a des données expérimentales.
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Chapitre 5

Confrontation de la simulation a des
données expérimentales
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5. Confrontation de la simulation & des données expérimentales

Un certain nombre d’outils permettant de résoudre les problémes d’élasticité,
de calculer les paramétres de fissuration et de faire évoluer la géométrie de la fis-
sure ont été développés dans les chapitres précédents. Dans ce chapitre, nous allons
les mettre en ceuvre afin d’étudier un probléme tridimensionnel de propagation de
fissure par fatigue. Les résultats de simulation seront confrontés a des données expé-
rimentales issues de techniques d’imagerie par microtomographie aux rayons X. Ces
données sont fournies par I’équipe du professeur Jean-Yves Buffiére du laboratoire
MATEIS de 'INSA de Lyon. Cette collaboration s’inscrit plus largement dans le
cadre du projet PROPAVANFIS soutenu par la fondation CETIM et regroupant les
laboratoires suivants : le LaMCos, MATEIS et le LMT Cachan. Ce projet a pour
objectifs de développer des techniques numériques et expérimentales pour I'étude de
propagation tridimensionnelle de fissure sous chargement de fatigue.

Aprés une bréve description du dispositif expérimental (microtomographie, ma-
chine de fatigue), les résultats seront confrontés et les lois de propagation utilisées
seront discutées.

5.1 Dispositif expérimental

5.1.1 Microtomographie & rayonnement synchrotron

L’objectif du dispositif expérimental qui va étre décrit est d’obtenir des informa-
tions précises sur la géométrie (tridimensionnelle) d’une fissure qui se propage par
fatigue. La technique utilisée doit permettre d’obtenir ces informations a différentes
étapes de la propagation et doit donc étre non destructive et ne pas perturber le
phénomeéne de fatigue.

Parmi les techniques expérimentales utilisées de maniére courante, on peut men-
tionner les techniques indirectes comme les mesures de résistivité ou de complaisance,
ou encore les méthodes magnéto-optiques [JOU 08]. Ces méthodes ne permettent ce-
pendant pas de déterminer précisément la géométrie des fissures. On peut également
évoquer quelques techniques directes comme le marquage a I'encre ou le beach mar-
king. Cette derniére technique consiste a diminuer la contrainte minimum pendant
un nombre limité de cycles. Ceci a pour effet d’empécher la formation de stries sur le
faciés de rupture [PUT 92]. Dans tous les cas, ces techniques directes nécessitent une
analyse post mortem du faciés de rupture et la position du front est souvent délicate
4 identifier précisément. De plus ces techniques peuvent perturber le phénoméne de
propagation en modifiant ponctuellement les phénomeénes physiques mis en jeu.

Une des méthodes non destructive les plus précices permettant d’atteindre les
objectifs fixés est la microtomographie a rayons X [BAR 00|. Le principe est celui
d’un “scanner” médical et est basé sur la radiographie X. L’objet a scanner est placé
sur une table rotative (voir la figure 5.1) et un certain nombre de radiographies
sont prises sous différents angles. Les informations constituées par toutes ces “pro-
jections” sont post-traitées dans une étape dite de reconstruction afin d’obtenir un
bloc de données tridimensionnel. Ces blocs tomographiques sont constitués de voxels
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reconstruction
— llo

détecteur

objet a scanner
sur une table de rotation

F1G. 5.1: Principe de la tomographie

(I'extension du pixel au 3D) dont les “couleurs” sont indicatrices de ’absorption des
rayons X des volumes qu’ils représentent. Ainsi, les zones de faible absorption ou de
vide (fissure ouverte par exemple) apparaitront noires et les zones de forte absorption
apparaitront blanches.

Les essais de fatigue ont été effectués par I'équipe du Pr. Jean-Yves Buffiére
a 'ESRF (European Synchrotron Radiation Facility) & Grenoble. L’ESRF est un
dispositif particulier qui permet d’obtenir un faisceau paralléle de rayons X mo-
nochromatiques extrémement brillants. Le détecteur utilisé permet d’atteindre une
résolution spatiale 0.7 ym x 0.7 pm x 0.7 pm par voxel pour des objets inscrits dans
un cylindre de diamétre et de hauteur 1.4 mm. Dans le cas des éprouvettes a sec-
tions carrées qui seront utilisées, le volume maximum qu’il est possible de scanner
n’excéde donc pas 1 mm?.

5.1.2 Matériau et machine de fatigue

Pour rester dans le cadre d’étude des fissures microstructurellement longues a
cette échelle, il convient d’employer un matériau & grains trés fins. Le choix d’un
alliage d’aluminium-lithium (alliage 5091) élaboré par métallurgie des poudres a
été fait. Sa microstructure est formée de grains équiaxes dont la taille est de ’ordre
de 1 um. Ses caractéristiques essentielles sont rappelées dans le tableau 5.1. Les
coefficients C' et m de la loi de Paris correspondent a des valeurs usuellement utilisées
pour les fréquences et rapports de charge typiques de ces essais.

module de Young F 80 GPa
coefficient de poisson v 0.33
limite élastique oy 450 MPa
coefficient C de la loi de Paris | 4.131072% S 1
coefficient m de la loi de Paris 3.04

TAB. 5.1: Caractéristiques de 'alliage d’aluminium Al-Li 5091
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5. Confrontation de la simulation & des données expérimentales

La zone utile des échantillons de fatigue est un volume de section carrée
(1 mm x 1 mm) et de 1 mm de hauteur. Pour amorcer une fissure dans cette zone
utile, une entaille horizontale de quelques dizaines de micrométres de profondeur est
usinée soit au milieu d’une face, soit dans un coin. Aprés initiation, cela aboutira
soit & une fissure semi-elliptique en surface (comme sur la figure 3.16), soit & une
fissure quasi-circulaire en coin sollicitée en mode I (figure 5.2). C’est le second cas
qui est étudié dans ce chapitre.

/H\ i
I 1mm
-

1mm

4mm

section représentée sur la figure 5.4

Lo

Fi1G. 5.2: Partie de ’éprouvette modélisée et géométrie de la fissure

L’échantillon est placé dans une machine de fatigue suffisamment compacte
pour étre intégrée dans le dispositif de microtomographie de maniére & faire des
observations in situ. Elle est représentée sur la figure 5.3. L’échantillon est fixé a un
mors supérieur dont la position est réglable. De autre coté, il est fixé & un mors
inférieur solidaire d’une poutre mise en flexion alternée a I’aide d’une came. Il s’agit
donc d’un pilotage en déplacement mais un capteur placé sur le mors supérieur
permetter de controler le chargement. Les parties supérieures et inférieures du bati
sont reliées par un cylindre en plexiglass transparent aux rayons X.

Le déroulement de 'opération s’effectue en une succession d’étapes de cyclage et
de prise d'images. L’éprouvette est sollicitée pendant un certain nombre de cycles
(quelques milliers typiquement) & une fréquence de 25 Hz. La machine de fatigue
est ensuite arrétée a la charge maximale de maniére a scanner I’échantillon avec
I’ouverture maximale de la fissure.
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A came de section elliptique a) e
B arbre assurant le mouvement du mors Qﬂ!——)
inférieur solidaire de I'échantillon E 1 =

C tube en PMMA (visibilité de 180°)

D &chantilion

E systéme de réglage

FiG. 5.3: Machine de fatigue [FER 06a]

L’échantillon auquel nous nous intéressons ici est dénommé “c46”. Nous disposons
de blocs tomographique aux stades 120, 130 et 140 kcycles. La figure 5.4 montre une
de ses sections reconstruite aprés 120000 cycles (section indiquée sur la figure 5.2).
Les anneaux concentriques sont des artefacts liés a la reconstruction. Leur centre
indique la position de I'axe de rotation de I’échantillon par rapport au faisceau. On
observe que la fissure n’est pas exactement plane et I'image laisse apparaitre une
faible rugosité sur ses faces. L’identification du front se fait visuellement en identi-
fiant la frontiére entre la zone rugueuse et la zone “lisse”. Nous attirons I'attention
sur le fait que cette identification visuelle est possible car la fissure est ouverte. Son
ouverture au voisinage du front étant trés faible et par conséquent non visible, il est
probable que le front identifié soit légérement en retrait par rapport a sa position
réelle. Par ailleurs, la fissure présente une forme légérement asymétrique. Comme
nous le verrons plus loin, les calculs n’indiquent pas que cela soit dii a un effet de la
structure (géométrie de Pentaille initiale, légére asymeétrie de la section de 1’éprou-
vette). Notons également que les faces verticales sur la figure 5.4 ont été polies alors
que les faces horizontales ne 'ont pas été. Peut-étre cela influence-t-il la propagation
de la fissure mais la cause la plus propable est une légere asymétrie du chargement
provenant d’'un moment de flexion parasite di a la conception de la machine de
fatigue. Les parameétres du chargement appliqué a I’échantillon ¢46 sont précisés sur
la table 5.2 et sur la figure 5.5.
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section front estimé
de la fissure

entaille initiale

F1G. 5.4: Section d’un bloc tomographique (voir figure 5.2) permettant de visualiser
la fissure & 120 kcycles et ’entaille initiale

o
A
Omax T
parameétre valeur
Omax 170 MPa
Omin 85 MPa o
min -+
R = 0min/0max 0.5
fréquence 25 Hz 0 >
t
TAB. 5.2: paramétres de
chargement de 1’échantillon FiG. 5.5: Chargement appliqué a I'éprou-
c46 vette c46
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5.2 Loi de propagation 3D et confrontation

5.2.1 Loi de Paris et phénoméne de refermeture

Etablir une loi de propagation consiste en quelque sorte & établir une corrélation
entre les concepts de la mécanique linéaire élastique de la rupture (MLER) et les
mécanismes physiques d’endommagement par fatigue. Dans la section 1.1.7 du cha-
pitre 1, nous avons évoqué la loi de Paris qui est la loi de propagation la plus utilisée
pour traiter les problémes de propagation de fissure par fatigue [PAR 61, PAR 63].
Elle s’exprime par la relation (1.42) qui est rappelée ici :

da
— =CAK™
dN

Dans la section 1.1.6, nous avons fait 'hypothése que la propagation pouvait étre
traitée de maniére localisée en chaque point du front P. L’extension directe de la loi
de Paris aux fissures tridimensionnelles devient alors :
9 (p) = C(P) (AK(P)"P (5.1
dN
Dans cette loi, les coefficients C' et m ne sont a priori pas constants. On observe
parfois, et nous verrons que c’est également le cas ici, une anisotropie de croissance.
Cela signifie qu’a AK équivalent, la fissure ne se propage pas aussi vite en surface
qu’en volume. Le tracé du diagrame de Paris (figure 1.6) & partir d’observation
expérimentales en surface et en volume fait alors apparaitre des coefficients C' et
m différents [FER 06b]. On peut alors choisir de les faire varier entre le volume et
la surface. Dans notre cas, le matériau étant parfaitement isotrope, il n’y a pas de
raison qui pourrait justifier a priori une telle variation, aussi nous choisissons des
valeurs constantes pour C' et m (voir table 5.1). Cette anisotropie de propagation sera
justifiée & partir du phénomeéne de refermeture et sera prise en compte différemment.
L’expression (5.1) met en relation les paramétres matériau C' et m avec AK, une
quantité issue de la théorie MLER. Malheureusement cette loi de tient pas compte
de certains phénoménes qui peuvent avoir beaucoup d’importance. Ainsi, la loi de
Paris peut étre complétée et la contribution majeure en ce sens a été effectuée par
Elber [ELB 70]. Il propose de tenir compte dans la loi de Paris du phénoméne de
fermeture : la fissure ne s’ouvre pas immédiatement dés le début de la recharge, mais
seulement & partir d’une contrainte oo,y > omin. La “force motrice” vue par la fissure
n’est par conséquent pas AK mais une valeur plus faible appelée facteur d’intensité
des contraintes effectif et défini par la relation (1.44) également rappelée ici :

AI<eff = Kmax - Kouv

ol K, est le facteur d’intensité des contraintes associé a la contrainte ogyy.
Une autre maniére de quantifier le phénoméne de fermeture est d’utiliser le coef-
ficient de Elber U défini comme ceci :

Kmax - Kouv

U=——— 5.2
Kmax - Kmin ( )
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5. Confrontation de la simulation & des données expérimentales

Avec cette définition, une valeur U = 1 correspond a ’absence de fermeture. A Kqg
peut se reformuler ainsi :

AKg = UAK (5.3)
= U(l = R)Knax (5.4)

Parmi les principaux mécanismes a l'origine du phénomeéne de fermeture, nous

pouvons citer :

— la plasticité confinée. La zone de déformation résiduelle présente en arriére du
front (sillage plastique) joue un role important dans le phénoméne de referme-
ture.

— la rugosité et le frottement. Lors de la décharge, un décalage des lévres de la
fissure peut entrainer un contact prématuré des deux faces. Lors de la recharge,
la fissure ne s’ouvrira donc que pour ¢ > Opin.

— P'environnement. En milieu corrosif, des particules d’oxyde peuvent se former
sur les lévres de la fissure et se comporter comme des aspérités.

Dans I'essai que nous étudions ici, I'effet de la corrosion est quasiment inexistant a
I’échelle de temps des phénoménes que nous observons. De plus la finesse des grains
ainsi que le rapport de charge relativement élevé (R = 0.5) limitent les effets du
frottement et de la rugosité. Par conséquent, la plasticité est la cause principale de
refermeture.

Quantification du phénoméne de refermeture

Le phénomeéne de refermeture est trés difficile a quantifier. Les techniques expé-
rimentales font souvent resortir une grande dispersion. De nombreuses tentatives de
simulation numérique du phénomeéne ont également été réalisées. En deux dimen-
sions, on peut notamment citer les travaux de Solanki et al. [SOL 03| dans lesquels
les effets de la plasticité, du contact et du frottement sur la refermeture sont pris en
compte dans une modélisation par éléments finis. Elguedj [ELG 07| et Ribeaucourt
[RIB 07] font de méme dans un contexte X-FEM. Des études tridimensionnelles sont
également présentées dans [ZHA 98] et [SOL 04].

5.2.2 Simulation de la propagation de 120 kcycles & 140
kcycles

Nous allons ici appliquer 'algorithme multigrille et les outils de post-traitement
développés jusqu’ici a la simulation de propagation de fissure de 1’échantillon c46.
[’état de départ correspond au stade 120 kcycles pour lequel nous disposons d’un
bloc de données. La fissure initiale est supposée plane. A la vue de la figure 5.6
qui représente une section transversale de la fissure, cette hypothése est tout a fait
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position estimée du front

Fi1G. 5.6: Image de 'entaille initiale

raisonnable. La fonction de niveau ¢ est donc initialisée de maniére analytique pour
obtenir une iso-0 plane. La fonction de niveau v doit quant a elle étre représentative
du front réel. Cela se fait en plusieurs étapes :

— Le front est tout d’abord discrétisé sur le plan de la fissure.

— A partir de la discrétisation linéique du front, une surface est générée par
extrusion orthogonale a la fissure.

— La valeur de la fonction de niveau en chaque noeud est attribuée en calculant
la distance a la facette la plus proche. Si le noeud est dans un “angle mort”
la valeur affectée est la distance a la droite d’intersection des deux facettes les
plus proches (voir la figure 5.7.a).

— les erreurs introduites par 1’étape précédente sont éliminées aprés une étape
d’initialisation et d’orthogonalisation.

La figure 5.7.b représente les surfaces iso-0 des deux fonctions de niveau. On re-
marque que la surface 1y correspond bien au maillage surfacique extrudé a partir
du front réel.

Remarque 9 Dans le cas o la fissure est non plane, la méme procédure peut étre
utilisée a partir d’un maillage de triangles de la surface gauche de la fissure. Ceci
a été appliqué par Ferrié [FER 06a] pour représenter des fissures courtes fortement
influencées par la microstructure. L’étape la plus difficile dans ce cas n’est pas la
construction de la fonction de niveau initiale mais la construction du maillage sur-
facique a partir des blocs tomographiques.

La fissure étant relativement petite par rapport a la structure, nous utilisons la
stratégie multigrille MG-L avec 3 niveaux de discrétisation. Le calcul étant linéaire,
les zones de raffinement peuvent s’adapter a la géométrie de la fissure au cours de
sa propagation. La discrétisation utilisée lors du premier pas de propagation (a 120
keycles) est représentée sur la figure 5.8.a. Aprés propagation jusqu’a 140 keycles
(simulation sans prise en compte de la refermeture), la zone de raffinement est ré-
ajustée (figure 5.8.b). Remarquons également que les maillages ne sont pas réguliers
(prise en compte de certaines imperfections de la section dans les coins), ce qui
illustre l'intérét d’utiliser une discrétisation des fonctions de niveau indépendante.
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FiGg. 5.7: (a) Affectation de valeurs de distance signée sur tous les noeuds du
maillage. (b) Aprés initialisation a la distance signée et orthogonalisation de 1) par
rapport a ¢, le front est correctement défini.
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en compte de la refermeture)

Fi1G. 5.8: La zone de raffinement peut évoluer au cours du temps en méme temps
que la fissure.
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La propagation se fait par pas de 1000 cycles. L’ensemble de la simulation com-
porte donc 20 pas. Dans un premier temps, la loi de Paris non modifiée est utilisée.
L’effet de refermeture n’est pas pris en compte : U = 1 sur ’ensemble du front. Les
résultats sont présentés sur la figure 5.9.a. Le front réel est tracé en noir et les fronts
simulés sont tracés tous les 5000 cycles en rouge. Entre 120 kcycles et 130 keycles, la
propagation en volume est relativement conforme a ce qui est observé. En revanche,
le front avance beaucoup trop vite en surface. Ceci est tout a fait caractéristique de
leffet de refermeture et une analyse de la zone plastique en volume ou en surface
va dans ce sens. Nous avons & notre disposition une estimation grossiére de la taille
de la zone plastique pour des milieus plans. Pour les obtenir, il faut déterminer la
zone au deld de laquelle le critére de Von Mises n’est plus respecté [LEM 04]. En
introduisant les champs asymptotiques de Westergaard dans la norme de Von Mises,
nous obtenons une estimation du rayon de la zone plastique pour une sollicitation
en mode I :

K? 0 0
en contraintes planes : 1y (f) = —%- cos*(-) (1 + 3Sin2(—)> (5.5)
2moy 2 2
, - K7 2,0 2 o0
en déformations planes :  ry(0) = 5 cos™(5) [ (1 —2v)" 4 3sin(5) )(5.6)
2roy 2 2

ol oy est la limite élastique du matériau. Les valeurs maximales de ry en fonction
de 6 et pour v = 0.33 sont :

K2

en contraintes planes : 7y (6 = 70.5°) = 0.66—%- (5.7)
ToZ
K2

en déformations planes : 7y (0 = 83.5°) = 0.46—+5 (5.8)
oy

Ces résultats ne correspondent évidemment pas a la véritable zone plastique car ils
ne tiennent pas compte du rééquilibrage des contraintes. Ils indiquent néanmoins
que cette zone est plus large prés des surfaces libres, ot on s’approche de I’état de
contraintes planes, qu’en volume ou I’état de déformations planes prévaut. En faisant
beaucoup moins d’hypothéses sur la nature des éventuels états plans, I’analyse des
contraintes en post-traitement de la simulation élastique 3D confirme ce résultat. La
figure 5.10 représente un lissage de l'iso-surface de contrainte de Von Mises 200 MPa
sur le calcul a 120 kcycles. Nous rappelons que la limite élastique du matériau est de
450 MPa, mais la visualisation en post-traitement & ce niveau de discrétisation est
difficile a obtenir. Rappelons également qu’il s’agit d’un calcul élastique qui ne tient
donc pas compte de la redistribution des contraintes en cas de plastification. Malgré
cela, ces résultats suggérent fortement un élargissement de la zone plastique en allant
du volume vers les bords libres. Ils sont également conformes avec les résultats de
la premiére simulation qui montrent que la fissure avance moins vite en surface que
ne le prévoit la loi de Paris non modifiée, ce qui indique que l'effet de refermeture
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Fiac. 5.9: Simulation de la propagation de la fissure avec une loi de Paris non mo-
difiee (a) et avec une loi de Paris 3D modifée (Uyo = 1 et Ugyur = 0.85) (b). Les
fronts réels apparaissent en noir et les fronts simulés en rouge.

est plus important prés des bords libres qu’en volume. Cette derniére hypothése est
cohérente avec les simulations numérique présentées dans [ZHA 98| et [SOL 04].

La prise en compte dans la loi de propagation de I'effet de refermeture doit tenir
compte de I’analyse précédente. Une loi de propagation de Paris modifiée tridimen-
sionnelle a déja été proposée par Ferrié [FER 06a, FER 06b]. Elle consiste a faire
varier linéairement le coefficient d’Elber entre le volume et les bords libres. Cette
loi empirique a donné de bon résultats pour la simulation de propagation de fissures
semi-elliptiques et nous proposons également d’utiliser une loi linéaire pour le cas
de la fissure de coin :

016) = U = (222 ) 1 (59)

ot # paramétre la position du point courant sur le front : § = 0° en volume et
0 = +45° en surface (voir la figure 5.2). U et Ugys sont les valeurs du coefficient
d’Elber en volume et en surface, ils sont déterminés empiriquement. Les résultats
de la premiére simulation (figure 5.9.a) semblaient indiquer que la refermeture a
peu d’effet en volume. Bien que discutable, nous choisissons néanmoins une valeur
Uyo = 1. Les résultats de propagation présentés sur la figure 5.9.b ont été obtenus
avec une valeur Ug,r = 0.85. Les fronts simulés sont relativement conformes aux
fronts réels & 130 kcycles et 140 keycles. A 140 keycles, on remarque néanmoins de
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bords libres

fissure

face gauche

FiG. 5.10: Surface de I'iso-contrainte de Von Mises 200 MPa en vue de dessus et
vue de gauche. La fissure apparait en gris sur la vue de face (stade 120 kcycles).

légéres différences & 0 = 45° et 6 = —45°. Ces retard ou avance sont dus a I’asymétrie
déja signalée plus haut. On remarque en effet qu’entre 130 et 140 kcycles, le front
réel avance plus vite sur le bord du haut que sur le bord de gauche. Ce phénoméne ne
peut pas étre simulé avec un chargement symétrique. On peut également noter qu’en
volume (6 = 0), la loi de Paris locale utilisée est la méme pour les deux simulations
car U(0) = 1. Cependant entre 130 kcycles et 140 keycles, le front obtenu & partir
de la premiére simulation est beaucoup trop en avance par rapport au front réel,
ce qui n’est pas le cas du front obtenu avec la correction de la loi de Paris. Ceci
est di a l'influence structurale de la géométrie de la fissure qui a un effet global
sur la structure. Une loi de propagation locale comme celle que nous utilisons peut
engendrer des erreurs globales au cours de la propagation.

La loi de Paris modifiée prenant en compte I'effet de refermeture a permis d’effec-
tuer une simulation relativement conforme a ce qui est observé expérimentalement.
Malheureusement, les coefficients utilisés (Uyqo et Ugyt) ainsi que 'hypothése de va-
riation linéaire du paramétre d’Elber sont tout & fait empiriques et ne permettront
probablement pas de réaliser des simulations prédictives sur des structures ayant des
géométries différentes. Ces aspects vont étre discutés dans la section suivante.
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5.3 Discussion

La modification de la loi de Paris proposée par Elber est physiquement fondée sur
le phénoméne de refermeture. Ce phénomeéne est trés difficile & mettre en évidence et
a quantifier expérimentalement car il dépend d’un grand nombre de facteurs. L’envi-
ronnement, la rugosité des lévres de fissure mais aussi la plasticité et par conséquent
le matériau et les effets de structure rentrent en ligne de compte. En ce qui concerne
la simulation, nous avons mentionné les travaux de T. Elguedj [ELG 06] qui ont
porté sur la prise en compte du phénomeéne de refermeture dans des simulations
bidimensionnelles de propagation. Au dela des développements numériques spéci-
fiques, le principe reposait sur une simulation élasto-plastique de plusieurs cycles
de chargement sans propagation jusqu’a stabilisation. Un AK effectif en était dé-
duit et une avancée de quelques milliers de cycles était appliquée a la fissure. Les
résultats obtenus étaient tout a fait encourageants malgré des temps de calcul re-
lativement importants. L’intérét essentiel de ces travaux, comme ceux de Solanki
et al. [SOL 03, SOL 04|, est la prise en compte dans la simulation des effets de
structure (plasticité notamment), ce qui limite la part de détermination empirique
dans les modéles utilisés. L’introduction d’un modéle élasto-plastique dans nos si-
mulations tridimensionnelles pourrait étre une solution pour se diriger vers un outil
plus prédictif. Les temps de calcul peuvent cependant étre rédhibitoires et une ap-
proche multiéchelle /multigrille serait certainement intéressante. Un premier pas vers
I’élaboration de ce type d’outil fera 'objet du chapitre 6.

Des alternatives a la loi de Paris peuvent également étre envisagées comme l’'uti-
lisation de modéles cohésifs [ARE 05, ZI 03, BOR 06]. Ces modéles permettent de se
passer du calcul des facteurs d’intensité des contraintes mais la nécessité de calculer
chaque cycle de chargement réel [NGU 01] rend le coit numérique de la méthode trés
vite prohibitif. I’approche proposée par Pommier et al. semble étre une alternative
trés intéressante [POM 05b, POM 05a, HAM 05]. Elle repose sur une formulation
comportant un nombre limité de variables internes rendant compte de maniére glo-
bale et simplifiée de I’état élasto-plastique en front de fissure. Il en découle un modéle
de fissuration incrémental qui se présente sous la forme d’un jeu d’équations aux dé-
rivées partielles permettant de calculer la vitesse instantannée de création d’aire par
fissuration : da/dt. Cette stratégie permet de simuler de maniére robuste la propa-
gation de fissures sous chargement complexes en tenant compte des effets d’histoire
de chargement et notamment des surcharges. Pour 'instant limitée a des sollicita-
tions en mode I, on trouve des applications de ce modéle aussi bien en 2D qu’en 3D
[RUT 08]. On peut noter que l'identification de certains paramétres du modéles fait
appel a des simulations élasto-plastiques par éléments finis trés fines. Nous pourrions
envisager d’effectuer ces calculs avec ’approche multigrille non-linéaire développée
dans le chapitre 6.
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Vers la prise en compte de non
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6. Vers la prise en compte de non linéarités

Nous avons vu au cours du chapitre précédent que la prise en compte de certains
phénomeénes non linéaires, et en particuler la plasticité confinée en front de fissure
et le contact/frottement sur les lévres, peuvent avoir une grande influence sur la
propagation. Dans ce chapitre, nous n’allons pas appliquer de modéles non linéaires a
la propagation de fissure. Il s’agit uniquement de présenter certains développements
des algorithmes multigrilles localisées permettant de prendre en compte des non
linéarités matérielles. Nous présentons 'algorithme multigrille Full Approzimation
Scheme (FAS) déja largement développé pour résoudre les équations non linéaires
réversibles [LUB 00]. L’introduction de non linéarités matérielles en multigrilles est
un sujet qui a également fait ’objet de nombreux travaux [KAC 93, FIS 95, FEN 97,
WIE 99, ADA 00b, EKE 04]. Nous verrons comment nous pouvons nous en inspirer
pour traiter les problémes multiéchelles dont le présent manuscript fait 'objet.

6.1 Techniques multigrilles globales : le Full Ap-
proximation Scheme

L’algorithme FAS a initialement été introduit pour résoudre des problémes non
linéaires reversibles (pas de variables internes) du type :

L(U)=F (6.1)

ou L (U) est un opérateur non linéaire ne dépendant que de U (aucun effet d’his-
toire). Cest le type d’équations que 'on peut par exemple rencontrer en mécanique
des solides avec des lois de comportement élastique non linéaires ou dans des pro-
blémes en grande déformation (non linéarités géométriques).

L’algorithme FAS se dérive de maniére similaire & I’algorithme CS présenté dans
le chapitre 2. La définition du résidu demeure la méme (expression (2.6)) et pour un
opérateur L; s’appuyant sur la discrétisation M, on peut écrire :

Resy = F;— L, (fJf) (6.2)
Resy = Ly (Uy) = Ly (6f> (6.3)

ol INJf est la solution courante et Uy est la solution exacte. En revanche, L; étant
un opérateur non linéaire, le passage de (2.6) & (2.7) n’est plus possible : Ly est par
définition dépendant de la solution Uy. L’erreur ne peut donc pas étre traitée sépa-
rément de la solution compléte. I’équation équivalente & (2.8) est une reformulation
de l'expression (6.3) et s’écrit :

Ly (Us+By) = Ly (Uy) + Resy (6.4)

ot Ef = Uy — Uy est Perreur déja définie par la relation (2.4). Le transfert de cette
équation sur la grille grossiére définit le probléme grossier de 'algorithme FAS :

Ly (Ug) = Ly <Eﬁf> + RResy (6.5)
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Techniques multigrilles locales et plasticité

ou L, est I'opérateur équivalent a Ly sur la grille grossiére. L’opérateur R est I'opé-
rateur de restriction défini dans la section (2.4.2). L'opérateur R est nouveau. Il
permet de restreindre un champ de déplacement défini sur un maillage fin vers un
maillage grossier. En éléments finis classiques et avec des maillages imbriqués, cet
opérateur est souvent défini comme un opérateur d’injection. Il s’agit alors d’affecter
aux degrés de liberté des noeuds du maillage grossier la valeur des ddls des noeuds
du maillage fin en vis-a-vis (les noeuds compatibles). L’inconnue du probléme gros-
sier est donc un champ de déplacement complet et non plus une correction (d’ou
l'appellation Full Approzimation Scheme). Comme dans Palgorithme CS, la solution
sur la grille fine est corrigée a partir du résultat du probléme grossier :

ﬁf_ﬁerP(Ug—Eﬁf) (6.6)

Comme pour le CS, le probléme grossier peut étre approximé par un appel récursif
a la procédure FAS et I'enchainement des différents cycles reste inchangé (V-cycles,
W-cycles ou y-cycles de la figure 2.5).

6.2 Techniques multigrilles locales et plasticité

6.2.1 Proposition d’algorithmes

Parmi les problémes non linéaires a traiter en mécanique des solides, les plus nom-
breux sont ceux qui présentent une non linéarité de comportement. Les problémes
de élasto-plastiques ou visco-plastiques par exemple en font partie. Ils présentent la
particularité d’étre sensibles a I’histoire du chargement et ne se formalisent plus par
I'expression L (U) = F mais par :

L(U,¢)=F (6.7)
Ce qui s’écrit de maniére plus standard en mécanique :
Fing (U, ¢) = Fexy (6.8)

ol Fy,; représente les forces internes obtenues par intégration des contraintes aux
points de Gauss. Les variables internes sont par ailleurs représentées par ¢. Ces
problémes ne rentrent donc pas directement dans le cadre de ceux qui ont été évoqués
dans la section précédente. La raison principale en est que cette dépendance aux
variables internes nécessite I’emploi de solveurs qui ne possédent pas nécessairement
la propriété de lissage. C’est tout particuliérement le cas du solveur de Newton que
nous allons utiliser.

Pour résoudre les problémes d’élasto-plasticité avec des techniques multigrilles,
deux grandes classes de méthodes se distinguent dans la littérature. Dans la méthode
illustrée sur la figure 6.1.a, les multigrilles interviennent lors de la résolution des
problémes linéarisés issus de la méthode de résolution non-linéaire (Newton, ...)
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6. Vers la prise en compte de non linéarités

[KAC 93, ADA 02, REY 08, WIE 99]. 1l ne s’agit donc pas a proprement parler de
techniques multigrilles non linéaires. La seconde classe de méthodes (figure 6.1.b)
utilise pleinement 'algorithme FAS malgré les différentes difficultés qui viennent
d’étre évoquées. 1l s’agit d’appliquer un faible nombre d’itérations de solveur non
linéaire au sein des phases de relaxation. Dans |FIS 95|, Fish propose par exemple
d’utiliser I’algorithme FAS en utilisant un solveur BFGS dans les phases de relaxa-
tion. Le solveur BFGS fait partie de la famille des méthodes quasi-Newton, dérivées
de la méthode de Newton et faisant intervenir une approximation de la matrice
Hessienne (correspondant a la dérivée seconde dans un développement de Taylor).
Des informations sur les méthodes quasi-Newton sont disponibles dans [DEN 77].
La figure 6.1 ne représentant qu’'un pas de temps, on comprend que la différence
entre les deux méthodes correspond a une permutation des cycles multigrilles avec
les itérations du solveur non linéaire.

itéﬁlzitions cycles MG (FAS)
itérati itérations relaxations
1teA1%t10ns cycles\ MG'SL/II" lg / N NL
probléme linéarisé
a) résolution multigrille des b) algorithme multigrille (FAS)
problémes linéarisés avec relaxations non linéaires

Fi1G. 6.1: Les deux grandes variantes de techniques multigrille non linéaires illus-

trées pour un pas de temps. (a) Les multigrilles sont utilisées pour résoudre les

problémes linéarisés issus de la méthode de résolution non linéaire (Newton par

exemple). (b) Relaxations non linéaires (faible nombre d’itérations de Newton par
exemple) au sein de I'algorithme FAS.

La premiére approche présente I'intérét d’étre trés robuste puisqu’elle s’appuie
sur les algorithmes multigrille linéaires déja éprouvés. Certaines difficultés peuvent
néanmoins apparaitre comme par exemple la réduction de l'effet de lissage dans

130



Techniques multigrilles locales et plasticité

des conditions de quasi-incompressibilité. Ceci se produit lorsque 1'on calcule des
opérateurs tangents puisque 1’écoulement plastique est associé a des déformations
incompressibles [KAC 93]. Un autre inconvénient de cette méthode apparait si le
temps de résolution des problémes linéarisés n’est pas prépondérant devant ceux
du calcul de I’écoulement ou de la construction de l'opérateur tangent qui peuvent
étre importants. C’est la raison pour laquelle Fish a tenté de diminuer le nombre
total d’itérations non-linéaires en appliquant 'algorithme FAS & des problémes
élasto-plastiques. Couplés avec un algorithme BFGS pour les phases de relaxation,
cette technique fournit des résultats trés intéressants en termes de temps de calcul
pour des problémes de trés grande taille largement plastifiés.

La premiére méthode ne convient pas tout a fait a notre problématique car
I’application & la localisation n’est pas directe. La méthode proposée par Fish est en
revanche séduisante car le FAS est trés similaire a ['algorithme multigrille localisé
décrit dans le chapitre 2. En effet, le schéma MG-L peut tout a fait s’appliquer sur
le cas limite ou la grille fine est globale : Q4 = () et Qp = Q. Le probléme grossier
(2.37) se réécrit alors :

KU = F-PTKU*+KU"
KU = RR.;+KU (6.9)

L’expression (6.9) est la méme que 'équation (6.5) a la différence prés que le pro-
bléme FAS fait intervenir une restriction du champ de déplacement, ce qui est inutile
dans l'algorithme MG-L (linéaire). Nous pouvons tenter d’adapter I’algorithme MG-
L. a la résolution de problémes non linéaires en y introduisant ce nouvel opérateur
de restriction. La différence fondamentale entre les types de problémes traités par
Fish et les notres est relative a la taille de la zone plastique qui est pour nous trés
localisée. Aussi 'emploi d'un algorithme tel que BFGS n’est peut étre pas justifié.
Dans cette étude nous nous limitons donc a l'utilisation, dans les phases de relaxa-
tion, d’un algorithme de Newton modifié (I'opérateur tangent n’est pas réacualisé,
on utilise 'opérateur élastique) comme dans les travaux de Elguedj [ELG 06].

Avant de mettre en place le nouvel algorithme, il convient de déterminer comment
seront gérées les variables internes du modéle élasto-plastique. Faut-il les interpoler
ou les restreindre d’une échelle a I'autre ? Faut-il les laisser libres sur les différents
niveaux 7 Une méthode déja utilisée par Cavin [CAV 06] consiste a restreindre les
variables internes du niveau fin vers le niveau grossier a chaque cycle afin d’inialiser
'état du systéme grossier avant I’étape de résolution grossiére. A partir de la confi-
guration de maillages imbriqués illustrée sur la figure 6.2, une telle restriction peut
par exemple prendre la forme suivante :

¢ = i (Ga + Db + e + ¢a) (6.10)

oll ¢; représente les variables internes au point de Gauss i. Ces tranferts de champs
sont toujours délicats a mettre en ceuvre et leurs réalisations rigoureuse nécessite-
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6. Vers la prise en compte de non linéarités

raient des opérations d’homogénéisation sophistiquées qui ne font pas l'objet de ce
travail.

a b
(] ] o ] 1
c d L] [ ]
[ ) [ ) L] [ )
(] ] L[] ]
[ ] [ ]
[ ) [ L] [ )
éléments fins élément grossier pére

F1G. 6.2: Position des points de Gauss de deux maillage imbriqués

C’est pour contourner cette difficulté que Fish propose de laisser les variables
internes de chacunes des échelles indépendantes. La figure 6.3 décrit ’algorithme
FAS qu’il propose avec une adaptation a la localisation. Seul un pas de temps est
décrit et par conséquent, aucun indice n’y est relatif. Seuls les cycles multigrilles
sont symbolisés par des exposants. On peut constater qu’entre deux de ces cycles,
les variables internes des échelles grossiére et fine sont mises a jour séparément
uniquement & partir des incréments de déformation provenant des opérations de
prolongation ou de restriction. Cette mise a jour s’effectue a l'aide d’un algorithme
de retour radial [BEL 00] par rapport a I'état au début du pas de temps : ¢° ou 50
(juste avant le premier cycle). On peut noter par ailleurs que les problémes fin et
grossier a résoudre sont trés similaires & ceux de ’algorithme MG-L du chapitre 2.
Les termes KU sont remplacés par Fiy (U, ¢). La seule différence, encore une fois,

concerne la restriction du champ de déplacement dans le terme [Fﬁt (EUB k_l,g_b>]

—_p—_pk-1
qui est équivalent au terme [KBUB } de I’équation (2.37). Pour les mémes raisons

que celles expliquées dans le chapitre 2, le critére d’arrét est en déplacement relatif.
L’algorithme présenté sur la figure 6.3 est dénommé MG-NL-L-PP, ce qui signifie
“non linéaire localisé avec modéle plastique sur la grille grossiére et modéle plastique
sur la grille fine”.

Une troisiéme alternative pourrait consister a utiliser différents modéles sur les
différentes échelles. La zone plastique étant trés localisée on pourrait imaginer d’uti-
liser un modéle élasto-plastique uniquement sur la zone fine localisée et un modéle
élastique sur les autres grilles. Ceci est trés similaire a ce qui a été proposé dans la
section 3.3 ot un modéle linéaire fissuré (enrichissement X-FEM) était utilisé sur
les grilles les plus fines et un modéle sain (sans enrichissement) était attribué aux
maillages les plus grossiers. L’algorithme proposé est détaillé sur la figure 6.4. La
limitation principale de cette méthode est que la zone plastique doit étre restreinte
a I'intérieur du domaine raffiné. Etant donné 'hypothése de plasticité confinée dans
laquelle nous nous sommes placés, cette limitation parait raisonnable. Notons qu’ici
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fin grossier

AF — AU = [ﬁuﬁ”f*l} -T

= -0

¢ —(¢,Az)

résoudre le probleme non linéaire : _
Fint (Ukaak) = Fext - |:PTFB k:| + |:FHBlt (ﬁUBkilaa)}

int

19155013
awe[qoxd

cycle k
A

__nk __nk — L
AT =T —RuUs"!

__pk
Ae — AUP = UP"' 4 pAT" — U
¢ — (¢, Ae)
v itérations NL sur : Fiy (UBk, d)k) = Fext

avec UBk|r = Pﬁk|r

awe[qo1d

‘
" traj s variables o :

; trajet des variables restriction prolongation
' internes

F1G. 6.3: Algorithme MG-NL-L-PP (MultiGrille Non Linéaire Localisé avec modéle
Plastique sur grille grossiére, modéle Plastique sur grille fine)

aussi, les variables internes sont mises a jour a partir de I’état au début du pas de
temps et non pas a partir de I’état au cycle précédent. Ceci permet d’éviter certaines
anomalies que l'on peut mettre en évidence en considérant une poutre en traction
soumise & un cycle de charge-décharge. Une fois plastifiée aprés avoir atteint la charge
maximale (F' = Fp.x), elle est complétement déchargée élastiquement (F' = 0). La
condition aux limites en déplacement imposée sur 'interface I' est issue d’un calcul
purement élastique sur la grille grossiére et est donc nulle. Ceci peut entrainer une
compression plastique sur la grille fine qui n’a pas de sens. Si I’état de référence
est ’état au début du pas de temps, les erreurs commises ne sont pas irréversibles.
L’algorithme de la figure 6.4 est dénommé MG-NL-L-EP (modéle élastique sur la
grille grossiére et plastique sur la grille grossiére).

6.2.2 Application a une poutre en flexion

Nous proposons ici d’observer le comportement des deux algorithmes a deux
niveaux qui viennent d’étre décrits. Les résultats présentés dans cette sous-section
sont obtenus a partir de développements réalisés au sein de Cast3M. Pour cela,

133



6. Vers la prise en compte de non linéarités

fin grossier
0
e ¢
résoudre le probléme linéaire : % ”»5“1
~e v —AB=—k = k-1 DB pk—1] S &
P ¥ KU =F - [prus }+[KRUB g =
S8 Bk gk ] g 2
© v AU =U" —-RU ‘
:V‘ k-1 Bk o)
: Ae — AUP =UP" 4+ PAU - U”? '
< ~ ]
| 0 =5
: Cb — (Qb 7AE> ' > g“ %
| v itérations NL sur : Fy (UP", ¢F) = Fey =
i k —k ‘
l avec UP"|r =PU |
d)l) ' J
|
v »

‘
' trajet des variables __ .
o) restriction prolongation
v Internes

F1G. 6.4: Algorithme MG-NL-L-EP (MultiGrille Non Linéaire Localisé avec modéle
Elastique sur grille grossiére, modéle Plastique sur grille fine)

nous reprenons le cas test de la poutre en flexion déja utilisé dans la section 2.6.
Nous choisissons un modeéle élasto-plastique a écrouissage cinématique linéaire dont
les caractéristiques sont définies dans le tableau 6.1. Le modeéle élastique utilisé sur
la grille grossiére du schéma & deux modéles a pour parameétres £ = 200 GPa et
v = 0.3. Le cycle de chargement (charge-décharge) est modélisé par deux intervalles
de temps : [to, 1] et [t1, 1] (figure 6.5).

Un calcul de référence réalisé avec ’algorithme de Newton modifié utilisé dans
les relaxations sert de base de comparaison. La encore, les critéres d’arrét étant diffé-
rents pour les algorithmes de Newton et MG-NL-L (en résidu normé et en correction
de déplacement normée rexpectivement), il est difficile de faire un comparaison di-
recte des deux algorithmes. Sur la figure 6.6, les évolutions de deux indicateurs de
convergence pour 'algorithme de Newton sont reportées. Il s’agit de l'indicateur en
résidu normé et de 'indicateur en déplacement normé utilisé en multigrilles locali-
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o
A
160 MPa |- --------
type d’écouissage cinématique linéaire
module de Young F 200 GPa 0 tl} tﬁ -
module d’écrouissage H 2 GPa fo
hmlFe élasthu.e oy 200 MPa CSOMPa |
coefficient de Poisson v 0.3
TAB. 6.1: Paramétres du modéle FiGc. 6.5: Chargement appliqué a
élastoplastique I’éprouvette
sées :
k
k ||Fext — Fint”?
€ = (6.11)
[Fexe]2
k k—1
K [U" - U],
SN/ (6.12)
JIS|P

ou U¥ — U1 = AUF est l'incrément de déplacement calculé dans chaque boucle
locale de I’algorithme de Newton. Le critére d’arrét est fixé a €&, < 1076, L’évolution
de l'indicateur eay pour les deux variantes de MG-NL-L (avec v = 1) est également
reportée. Dans ce cas, AU* représente la correction en déplacement sur le niveau
fin entre deux cycles multigrilles. Ajoutons que le critére d’arrét sur le probléme
non-linéaire grossier de la variante MG-NL-L-PP est également fixé a ek < 107°.
La comparaison directe des algorithmes de Newton et MG-NL-L est d’autant plus
délicate que dans chaque cycle multigrille, deux mises a jour des variables internes
sont réalisées : la premiére dans le calcul de ¢ et la seconde dans l'itération de
Newton (calcul de ¢*). Pour résumer, & nombre d’itérations de Newton équivalent
(pour une méme abscisse sur la figure 6.6), le nombre de résolutions de systémes
linéaires est le méme pour les deux algorithmes (car v = 1). En revanche, il y a deux
fois plus de mises a jour des variables internes dans l’algorithme multigrille. Suivant
I'implémentation des diverses étapes de calcul, les performances en termes de temps
de calcul peuvent étre différentes. Elles peuvent également étre différentes suivant
la nature du probléme et notamment la taille de la zone plastique qui conditionne
la “charge de travail” & réaliser pour la mise a jour des variables internes. Notons
également que dans la variante MG-NL-L-PP, la résolution du probléme non linéaire
grossier est bien plus cotliteuse que la résolution du systéme linéaire de la variante
MG-NL-L-EP.

La seule conclusion que I'on peut tirer est que ’algorithme multigrille localisé
non linéaire proposé n’offre pas les méme avantages en termes de temps de calcul et
de complexité que la version linéaire. La raison ne vient pas seulement du fait que
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6. Vers la prise en compte de non linéarités

deux modéles de matériaux différents soient utilisés sur les deux échelles, mais pro-
vient surtout de ’abscence de la propriété de lissage de I'algorithme de Newton. La
solution proposée ne doit donc pas étre vue comme une technique de résolution de
problémes élastoplastiques performante en termes de temps de calcul mais unique-
ment comme une méthode multiéchelle, voire multimodéle, adaptée a des problémes
localisés comme celui de la plasticité confinée en front de fissure.

La figure 6.7 représente la solution en termes de déformation plastique (norme de
Von Mises) pour les pas de temps t; et ¢y ainsi que la carte des erreurs en contrainte
de Von Mises sur le niveau fin calculée avec I'algorithme MG-NL-L-EP par rapport
a la solution de référence de la maniére suivante :

o — o
EVM = v 6.13
M o o o1

ot les indices N et MG sont relatifs aux résultats obtenus a partir des algorithmes
de Newton et multigrille et ot le dénominateur o¥™|a,,... est une valeur constante
désignant la valeur de la contrainte de Von Mises au point ou 'écart (le numérateur)
est maximal. Les expérimentations numériques considérées ici montrent que 1’algo-
rithme MG-NL-L-EP converge bien vers la solution de reférence obtenue a partir de
I’algorithme de Newton. Bien que cela ne soit pas représenté, les résultats en termes
d’erreur obtenus avec la variante MG-NL-L-PP sont similaires.

T T T T T T T T T
1 Q. erreur sur le résidu (Newton de référence) e
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L]
3 o8
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FiG. 6.6: Indicateurs de convergence pour les algorithmes de Newton et MG-NL-L
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Fi1G. 6.7: Déformée et déformation plastique pour les deux pas de temps ainsi que
la carte d’erreur par rapport au calcul de référence

6.2.3 Application de la version MG-NL-L-EP & une poutre
fissurée en flexion

Le cas test présenté ici est similaire au précédent. La seule différence provient
de la prise en compte d'une fissure (voir la figure 6.8). Celle-ci est modélisée a
I'aide de la méthode X-FEM dans le code ELFE 3D. Le modéle élasto-plastique
choisi est un modéle & écrouissage isotrope dont les paramétres sont indiqués sur
la figure 6.9. Comme dans les exemples précédents, seule la moitié de la poutre du
coté de encastrement est raffinée. En revanche, pour modéliser la zone plastique de
maniére suffisamment détaillée, les maillages sont plus fins que précédemment (voir
la figure 6.10).

L’opérateur P est construit a partir de 'approche nodale décrite dans le cha-
pitre 3. En revanche, comme nous ne sommes pas pour l'instant a la recherche de
performances en termes de temps de calcul, la prise en compte des enrichissements
dans la construction du nouvel opérateur de restriction R a été négligée. R est
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ligne de mesure
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Fi1G. 6.8: Poutre fissurée en flexion

donc un opérateur d’injection qui met en correspondance uniquement les degrés de
liberté classiques des deux niveaux qu’il relie.

courbe de traction

4e+08

3.5e+08

t d’é ; ; 3e+08 |
ype d’écouissage isotrope

module de Young F 200 GPa
limite élastique oy 200 MPa
coefficient de Poisson v 0.3

2.5e+08 -

2e+08 -

1.5e+08 r|

contrainte (Pa)

1e+08

5e+07

0 O.(;OS O.‘Ol 0.(515 O.‘OZ 0.625 0.‘03 O.(;35 0.04
déformation
Fi1G. 6.9: Paramétres du modéle élasto-plastique du second exemple et courbe de
traction

La figure 6.10 illustre les résultats des calculs a ¢ = t; (charge maximale). La
déformée issue du calcul de référence (Newton) ainsi que les déformations plastiques
(norme de Von Mises) issues du calcul MG-NL-L-EP y sont représentées. On peut
noter que le maillage utilisé pour le calcul de référence est le méme que celui de la
modélisation multigrille & la différence prés que les éléments sont compatibles sur
linterface I'. Sur la figure 6.11 la composante o,, du tenseur des contraintes est
tracée. Il s’agit d’un relevé effectué sur la “ligne de mesure” définie sur la figure 6.8.
Les contraintes affichées sont des moyennes par élément, ce qui justifie la présence
de paliers sur le graphique. On note que la contrainte augmente considérablement
au voisinage de la pointe de la fissure et qu’elle est quasiment nulle sur les faces.
L’erreur commise sur o,, par rapport a la solution de référence est également tracée
(critére du méme type que (6.13)), elle ne dépasse pas 2.107°. On remarque qu’elle
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est maximale au niveau du front de fissure. Ces résultats montrent que malgré les
lacunes des opérateurs de changement d’échelles et en particulier de R, la méthode
proposée est robuste.

deformee
0.00e+00 1.10e-02 2.20e-02
[ D I
(a)

deformation plastique

1.00e-07 8.58e-03 1.72e-02
L - I

(b)

FiGg. 6.10: Déformée (calcul de référence) et déformation plastique (calcul
MG-NL-L) a la charge maximale (t = ¢;)

L’influence du paramétre v peut étre analysée sur cet exemple. La figure 6.12
montre ’évolution de l'indicateur de convergence ey en fonction du nombre de
cycles multigrilles (le critére d’arrét est fixé a 107°). A titre indicatif, nous y avons
également représenté, de maniére condensée a chaque cycle, la convergence “locale”
de Talgorithme de Newton au sein de chaque étape de relaxation (petits points
bleus). Le nombre d’itérations de Newton réalisées dans chaque cycle multigrille est
représenté par des barres. Dans le premier cas, v = 1. Dans le second cas, v = 10
et le critére d’arrét local est fixé & £, < 107°. On s’apercoit que le choix d’une
valeur de v relativement élevée n’est pas vraiment bénéfique a la convergence de la
méthode. Le gain en termes de nombre de cycles & convergence est négligeable et
le “travail” consenti lors des phases de relaxation augmente de maniére considérable
(“aire” balayée par les pics bleus). Cela s’explique assez facilement en remarquant que
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Fi1G. 6.11: Composante ., le long de la ligne de mesure (voir figure 6.8) et les
erreurs commises par rapport a la solution de référence

I'indicateur de convergence ¢, “saute” brutalement vers le haut entre deux cycles
multigrille. En effet la correction apportée par la grille fine modifie les conditions
aux limites et le probléme fin n’est plus tout a fait le méme. C’est également ce qui
explique que la mise a jour des variables internes en début de cycle doit se faire a
partir de I’état au début du pas de temps (avant le premier cycle multigrille) et non
pas a partir de ’état a la fin du cycle précédent.

6.3 Bilan

Ce chapitre constitue un premier pas vers ce qui pourrait devenir une méthode
multiéchelle/multimodéle intéressante pour traiter les problémes de mécanique de la
rupture avec plasticité confinée. Concernant les algorithmes multigrilles non linéaires
a proprement parler, de nombreuses questions restent en suspend en ce qui concerne :

— la gestion des variables internes

— le choix de la loi de comportement sur les différentes grilles

— le choix des algorithmes non linéaires & utiliser dans les phases de relaxation

— les opérateurs intergrilles
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En ce qui concerne les variables internes, nous avons évoqué trois possibilités :
réaliser des restrictions, les laisser libres et indépendantes sur chaque niveau ou
n’en avoir que sur le niveau le plus fin, les modéles grossiers étant élastiques. La
restriction directe telle qu’elle a été décrite n’est probablement pas la bonne so-
lution car 1’équivalence des états des deux échelles n’est alors pas mécaniquement
fondée. 1l faudrait peut-étre définir des opérations d’homogénéisation relativement
sophistiquées permettant de définir un état plastique sur la grille grossiére qui soit
équivalent et qui permette éventuellement d’améliorer les propriétés de convergence
de ’algorithme. Le choix de la loi de comportement & définir sur les différentes grilles
reléve également de ce probléme. Il est certain que le modéle élastique de la grille
grossiére est trop éloigné du modéle élasto-plastique de la grille fine et que 1’échelle
grossiére ne peut pas jouer son role “d’accélérateur” de convergence. On pourrait
par exemple imaginer d’obtenir, toujours a partir d’opérateurs d’homogénéisation,
un modéle élastique a raideur équivalente sur le maillage grossier.

Le choix des solveurs non linéaires peut également avoir une grande influence sur
la convergence. Le solveur de Newton associé a la résolution de problémes élasto-
plastiques n’est pas un “lisseur”. En utilisant un solveur de type BFGS, Fish [FIS 95]
obtient des résultats, en termes de convergence et de temps de calcul, tout a fait
intéressants. Le comportement du solveur est trés dépendant du type de probléme
traité, mais il pourrait étre intéressant de prospecter vers des méthodes telles que le
BFGS ou le gradient conjugué non linéaire.

En ce qui concerne I'adaptation aux éléments finis étendus, 'opérateur de res-
triction peut bien entendu étre amélioré. On peut envisager une approche nodale
similaire & celle du chapitre 3 rendant compte de la discontinuité. Cette méthode
est cependant plus délicate a mettre en ceuvre car si avec des éléments imbriqués et
des enrichissements sauts la propriété U, C U; est vérifiée, I'inverse n’est pas vrai :

U ¢ U, (6.14)

et il faut étre vigilant quant a la description correcte de la discontinuité. On peut
également envisager une approche de type mortar qui prendrait la forme suivante :

R =M M9/ (6.15)

Aprés avoir énoncé un certain nombre de perspectives concernant I'amélioration
de la méthode, nous pouvons conclure ce chapitre en rappelant les points intéres-
sants de la variante MG-NL-L-EP proposée. Il peut étre utile pour un opérateur
d’employer un maillage pré-existant initialement non con¢u pour prendre en compte
la présence d’une fissure. La possibilité d’ajouter a ce modéle des patchs raffinés lo-
calement ainsi que des enrichissements aux échelles pertinentes est alors intéressant.
De plus, la mise en place d'un modéle élasto-plastique uniquement sur la grille la plus
fine permet de réaliser une économie de mémoire substantielle par rapport a un cal-
cul monomodéle /monoéchelle ou des variables internes sont définies sur ’ensemble
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de la structure. Le temps cpu nécessaire a leur mise a jour (boucle sur les points de
Gauss) s’en trouve également fortement diminué. La méthode MG-NL-L-EP offre
donc un potentiel intéressant et mérite d’étre développée.
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v =10
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L’étude de l'intégrité des structures, que ce soit dans les phases de conception
ou dans les prévisions de tenue en service, contribue a réduire les coiits tout au
long du processus de gestion des cycles de vie des produits. Les outils de simulation
numérique occupent par conséquent une place de plus en plus importante dans
I'industrie. Leur développement engendre de nombreuses é¢tudes dans la communauté
des chercheurs et des ingénieurs. Parmi les phénoménes importants a prendre en
compte figure la propagation de fissures par fatigue qui fait 'objet de notre étude.
La méthode des éléments finis demeure la technique la plus utilisée pour réaliser ce
genre de simulation mais elle souffre de certaines limitations. Au cours de I'étude
bibliographique présentée dans le chapitre 1, nous avons vu que de nombreuses
alternatives existent. Parmi celles-ci, la méthode des éléments finis étendus figure
en bonne place. Extension de la MEF, elle en conserve la plupart des avantages
et permet de lever les difficultés liées aux aspects de remaillage et de projection
de champs lors de la propagation de la fissure. De plus, son degré de maturité lui
permet désormais d’étre mise en ceuvre dans un nombre croissant de codes de calcul
commerciaux ou industriels.

L’aspect multiéchelle des problémes de mécanique de la rupture évoqués dans
I'introduction posent cependant un certain nombre de difficultés a4 la méthode
des éléments finis classique ou étendue. La prise en compte dans la simulation de
phénomeénes présentant des facteurs d’échelle importants engendre notamment des
problémes au niveau du maillage et du coiit de calcul. Un bref état de 'art des
méthodes multiéchelles susceptibles de nous intéresser a été établi dans le chapitre 2.
Un certain nombre d’entre elles ont déja trouvé des applications en mécanique de la
rupture. Cependant, la famille des techniques multigrilles a retenu notre attention.
Ces méthodes n’ont certes pas été introduites en tant que méthodes multiéchelles
a proprement parler, mais la présence de plusieurs niveaux de discrétisation
est un potentiel qui peut étre exploité. De plus, leurs excellentes propriétés de
convergence et leur rapidité en tant que solveur offrent certains avantages. Ainsi, un
raffinement local menant & un accroissement important de la taille totale du pro-
bléme ne conduit pas forcément a une augmentation rédhibitoire du temps de calcul.

A la suite de la description du classique correction scheme dans le chapitre 2, nous
avons développé un algorithme multigrille linéaire localisé (MG-L) & partir d’une
formulation variationnelle multiéchelle. Cette formulation découple les composantes
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hautes fréquences et basses fréquences, ce qui permet d’identifier des problémes
définis sur chaque grille et d’exploiter le potentiel de lissage des solveurs itératifs.
Le processus itératif permet aux solutions associées aux grilles les plus grossiéres de
prendre en compte les informations issues des calculs les plus fins. Et réciproquement,
le calcul de la solution sur les niveaux fins, potentiellement cotiteux, est accéléré grace
a l'influence des calculs basses fréquences réalisés sur les niveaux les plus grossiers.

Dans le chapitre 3, les opérateurs de changement d’échelles (opérateurs in-
tergrilles) permettant de coupler les techniques multigrilles avec la méthode des
éléments finis étendus ont été introduits. Deux approches ont été présentées : une
premiére méthode nodale simple & mettre en ceuvre et une méthode variationnelle
un peu plus complexe a implémenter. Nous avons vu que les deux approches
conduisent a des opérateurs qui introduisent des erreurs hautes fréquences localisées
au niveau du front de fissure du fait de la différence de description cinématique
entre deux grilles consécutives dans cette région. Ces erreurs sont néanmoins
lissées dans les phases de relaxation et nous avons pu observer qu’en termes de
convergence de l'algorithme multigrille, ils présentent des comportements tres
similaires. Les exemples présentés dans la suite de ce chapitre ont pu mettre en
évidence les bonnes propriétés de convergence de l'algorithme MG-L appliqué
a la méthode X-FEM. La stratégie descendante consistant & raffiner localement
un maillage grossier pour se focaliser sur un détail y a également pris tout son
sens. La stratégie d’enrichissement multiéchelle proposée présente par ailleurs
un certain nombre d’avantages. Elle permet d’une part d’éviter le probléme
posé par l’enrichissement d’éléments trop grossiers. D’autre part, il est possible
d’utiliser comme grille de départ (la plus grossiére), le maillage d’une structure
n’ayant pas été initialement concu pour prendre en compte la présence d’une fissure.

Les divers exemples présentés ont mis en évidence les bonnes capacités de la
méthode proposée a résoudre des problémes de mécanique de la rupture. Simuler
la propagation de fissures et analyser un probléme de fatigue nécessite de plus
la mise en ceuvre de certains outils de post-traitement. Les fonctions de niveaux,
déja utilisées dans le cadre de la méthode X-FEM, semblent étre une méthode
pertinente pour représenter la géométrie mobile d’une fissure. Leur intégration dans
un contexte multigrille consiste a utiliser un unique maillage auxiliaire indépendant
des grilles utilisées dans le calcul mécanique. Ce maillage étant régulier, des
algorithmes aux différences finies trés robustes peuvent étre utilisés pour mettre
a jour les level sets. L'implémentation de cet outil au sein d’'un code de calcul
éléments finis est trés peu intrusif et 'interfacage avec la “partie” mécanique est trés
simple. Le chapitre 4 décrit également la méthode utilisée pour calculer les facteurs
d’intensité des contraintes qui sont, dans cette étude, les paramétres qui rentrent en
jeu dans les lois de propagation. Une modification des champs d’extension virtuelle
permettant de corriger certaines erreurs d’origines numériques commises lors du
calcul des facteurs d’intensité des contraintes prés des bords libres a également été
proposée. L’ensemble de ces outils a été mis en ceuvre au sein du code de calcul
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ELFE 3D développé au LaMCoS.

Dans le chapitre 5, les résultats de simulation ont été confrontés a des données
expérimentales de propagation de fissure tridimensionnelle. Il en ressort qu’une
extrapolation 3D directe de la loi de Paris bidimensionnelle ne permet pas de
rendre compte de tous les phénoménes mis en jeu. Le phénoméne de refermeture, ici
principalement di aux effets de la plasticité confinée, ne joue pas le méme role en
volume qu’en surface. Une loi corrective du méme type que celle proposée par Ferrié
et al. [FER 06b] donne de bons résultats mais requiert de caler empiriquement
un certain nombre de paramétres a partir de résultats expérimentaux. La mise en
place d’une démarche systématique nécessite de développer un formalisme intégrant
notamment la plasticité confinée. C’est avec cet objectif que nous proposons, dans
le chapitre 6, un algorithme multigrille localisé non-linéaire permettant de prendre
en compte la plasticité confinée. Le solveur de Newton utilisé dans les phases de
relaxation ne posséde pas les propriétés de lissage de la plupart des solveurs itératifs
linéaires. Les performances, en termes de convergence et de temps de calcul, de
I’algorithme proposé ne sont donc pas aussi bonnes que celles de I'algorithme linéaire
MG-L. En revanche, cette approche présente 'avantage de n’avoir & définir un
modéle élasto-plastique que sur la grille fine. Cela convient tout a fait a notre cadre
d’étude ou la plasticité est confinée en front de fissure. Contrairement a des calculs
classiques ol des variables internes sont définies sur 'ensemble de la structure et
ol leur mise a jour peut étre trés cotiteuse, cette stratégie est de ce point de vue
plus optimisée. L’extension a la prise en compte du contact et du frottement est
a envisager. Ces phénoménes physiques jouent en effet un réle important dans la
propagation de fissure de fatigue sous chargement tribologique (roulement, fretting).

Une extension intéressante de ce travail serait l'incorporation d’un estimateur
ou d’un indicateur d’erreur. Une technique inspirée des travaux de Ekevid et al.
[EKE 04] ou de Cavin [CAV 05, CAV 06] pourrait étre envisagée et s’intégrer rela-
tivement naturellement dans la stratégie multigrille localisée. En analysant la diffé-
rence en termes de déplacement ou d’énergie locale entre deux solutions associées a
deux niveaux de discrétisation successifs, nous pourrions obtenir une indication des
erreurs locales et des zones a raffiner.

En ce qui concerne l'efficacité des solveurs multigrilles en non-linéaire, Fish et al.
[FIS 95] utilisent un solveur BFGS dans les relaxations non-linéaires. Ils obtiennent
ainsi un véritable gain tant en nombre d’itérations qu’en temps cpu total. Une
investigation plus poussée vers 'utilisation d’autres solveurs permettrait peut étre
de gagner en temps cpu. Le manque de performance provient également du fait
que les modéles sur les deux grilles sont différents. Méme lorsqu’ils sont tous les
deux élasto-plastiques, I'indépendance des variables internes peut conduire a des
états plastiques différents. L’application d’opérateurs d’homogénéisation sur la grille
grossiére pourrait alors étre envisagée |[ZOH 05].

La nécessité de prendre en compte la plasticité confinée vient du fait qu'un mo-
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déle élastique ne peut pas représenter le phénoméne de refermeture. La plasticité
n’est d’ailleurs pas la seule chose a prendre en compte, et des modéles incorporant
du contact et du frottement ont déja été développés. L’application de tels modéles
non-linéaires & la détermination d’'un AK effectif et I'utilisation directe de la loi
de Paris est une stratégie qui a déja été envisagée |[SOL 04, ELG 07]. Elle a fourni
des résultats intéressants, mais le cotit d’une telle stratégie pour des structures tri-
dimensionnelles soumises a des chargements complexes peut rapidement devenir
rédhibitoire. De plus, dans le cas d’un chargement complexe, il faut le plus souvent
faire appel a des modéles de chargement cyclique équivalent. De ce point de vue,
une alternative a la loi de Paris envisageable est I’approche développée par Pom-
mier et al. [POM 05a, POM 05b]. Pour I'instant limité au mode I en 3D, ce modéle
est basé sur une formulation du probléme de propagation en termes de dérivée par
rapport au temps et non par rapport au nombre de cycles. On peut ainsi utiliser
directement le chargement réel. Les phénomeénes non-linéaires et les effets d’histoire
sont incorporés dans cette loi par l'intermédiaire d’'un nombre limité de variables
internes condensées sur le front de fissure et qui représentent I’état global dans le
voisinage du front. L’effet sur la propagation en fatigue des termes d’ordre supé-
rieur du champ asymptotique (la contrainte T notamment) peuvent également étre
intégrés [HAM 05]. L'identification de certains paramétres du modéle nécessite un
recalage a partir de simulations élasto-plastiques par éléments finis trés précises.
L’utilisation de I'approche multigrille localisée non-linéaire couplée avec la méthode
X-FEM pourrait ici trouver tout son intérét.

Nous avons déja mentionné le projet PROPAVANFIS qui regroupe des équipes
du laboratoire MATEIS, du LMT-Cachan et du LaMCoS. Il constitue un envi-
ronnement idéal pour le développement conjoint et la confrontation de techniques
expérimentales et de simulation pour I’étude de propagation tridimensionnelle de fis-
sure de fatigue. Le dispositif expérimental décrit au chapitre 5 (machine de fatigue,
microtomographie) est au coeur de ce projet. Une technique de mesure de champs
tridimensionnels par des techniques de corrélation d’images ont été développées par
le LMT-Cachan [RET 08a, ROU 07, RET 08b|. Cette technique repose sur la réso-
lution de la forme faible de ’équation de conservation du flux optique classiquement
utilisée en corrélation d’images. La base de projection utilisée est celle des fonctions
de forme éléments finis enrichies pour tenir compte de la discontinuité et de la sin-
gularité du champ de déplacement, d’oti le nom de la méthode : X-DIC (eztended
digital image correlation). A partir de blocs tomographiques, cette méthode permet
d’avoir accés non seulement a la géométrie de la fissure mais aussi & une bonne
estimation des champs de déformation dans tout le volume. Différentes passerelles
et interfaces ont été établies entre les outils d’imagerie, de mesure et de simulation
comme l'illustre la figure 6.13. Les résultats déja obtenus [BAI 08, RAN is| font
ressortir un certain nombre de pistes a suivre pour mieux appréhender les phéno-
meénes mis en jeu. Du point de vue numérique, outre les problémes déja évoqués,
Iamélioration du calcul des facteurs d’intensité des contraintes semble étre néces-
saire lorsque les fissures ont une forme plus complexe que celles étudiées dans ce
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F1G. 6.13: Passerelles et interfaces entre les outils d’imagerie, de mesure par cor-
rélation et de simulation (d’aprés [RAN is])

mémoire. Ceci peut nécessiter 'abandon des intégrales de domaine au profit, par
exemple, de techniques d’identification par les moindres carrés de coefficients de
développements asymptotiques d’ordres élevés [HAM 07]. L’analyse de propagation
en mode mixte est également une piste a suivre afin de valider et d’identifier les
potentiels d’amélioration de I'outil proposé dans cette étude.
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Annexe A

Prise en compte des bords libres
dans le VCE

Dans la section 4.2 du chapitre 4, nous avons évoqué une méthode permettant de
prendre en compte la présence d’un bord libre dans le champ d’extension virtuelle
(VCE en anglais) intervenant dans le calcul de I'intégrale de domaine (4.36). Nous
allons en donner les détails dans cette annexe.

Les relations (4.30) de la page 104 donnent les conditions que le champ d’exten-
sion virtuelle doit respecter afin de vérifier que I'intégrale L(s) (4.36) soit indépen-
dante du domaine. Le calcul numérique de cette intégrale se fait sur un domaine
parallélépipédique tel que celui qui est représenté sur la figure 4.9.b de la page 105.
Ce domaine est appelé une “boite” et est constitué de huit éléments HEXS8 qui sont
les supports de l'intégration numérique. Un champ d’extension virtuelle vérifiant
alors les conditions (4.30) est exprimé par la relation (4.38) qui est rappelée ici :

q=qé& (A.1)
avec
q(P) = cos%%f—i) cos%%i—j) cosQ(gi—j) (A.2)

Nous rappellons que 71, 5 et r3 sont les dimensions du parallélépipéde centré sur le
point O suivant les directions e,, e, et e5 respectivement. Les coordonnées du point
courant P dans le repére (O, e, e,, €5) sont xy, Ty et 3.

Lorsque le point O ot nous voulons calculer les facteurs d’intensité des contraintes
se rapproche d’un bord libre, la “boite” sort de la structure et le champ d’extension
virtuelle exprimé par (A.2) ne vérifie alors plus les conditions (4.30) comme l'illustre
la figure 4.11.a de la page 107.Nous proposons alors de le multiplier par une fonction
rampe f(P) variant linéairement entre 0 hors de la structure et 1 au centre du do-
maine d’intégration. Si le bord libre est localement assimilable & un plan de normale
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n passant par un point A, cette fonction s’exprime par :

1 si d(0) < d(P)
F(P)=1{ d(P)/d(0) si 0<d(P)<dO) (A.3)
0 si d(P) <0

ou d(P) est la distance du point courant P au plan (A, n) :
A(P) = PAn (A.4)

Si (a1, as,as) et (ny,ng,n3) sont les coordonnées du point A et les composantes du
vecteur n respectivement, on a :

d(P) = ((11 — iL‘l)’le -+ ((12 — 332)77,2 + ((13 — ZL‘3)7’L3 (A5)

La fonction rampe f est représentée sur la figure A.1 dans le cas particulier ou la
surface libre est orthogonale au plan de la fissure.

surface libre

front

€3

1\ fonction rampe
0

a) b)

Fi1Gg. A.1: Fonction rampe dans les deux cas de figure identifiés : (a) le point
V' est sur une face du parallélépipéde, (b) le point V' n’est pas sur une face du
parallélépipéde

Le champ d’extension virtuelle s’exprime maintenant par :

q¢(P) = f(P)q(P)&(P) (A.6)

Le calcul de L(s) (4.36) et de L (4.35) font intervenir le champ ¢ qui vient d’étre
défini, mais aussi son gradient V¢ qui peut se développer comme ceci :

¢ = Y(fe&) (A.7)
= §1®Z(f(1)+fQZé1 (A.8)

<1
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Le terme fq est analytique et son gradient est simple a calculer. Le terme V ¢,
peut quant a lui étre calculé numériquement a l'aide de la fonction de niveau .
Tout d’abord, on écrit :

1 Ve

€ = JOE T O T L zz (A.9)

I1 vient ensuite :

1

¢,xw(¢?y + ¢?z) - w,z(,@b,yw,yaﬂ + w,z¢?zx)
(02 + 05+ 0)" :

1<

€ =

(A.10)

Le terme V ¢ peut donc étre calculé numériquement en chacun des points de

Gauss des huit éléments du domaine d’intégration. La détermination de L(s) néces-
site également le calcul du terme suivant :

/ 8l(s) ds (A.11)

Ce terme peut étre calculé analytiquement. Le lien qui existe entre 0l et ¢ impose
que :
™3
8l = fcos® [ == A12
Foost (322) (A12)
Afin d’intégrer I'expression (A.11), il convient d’étudier les deux cas représentés sur
la figure A.1 : celui ou le point V' est sur une face du parallélépipéde et celui ou il

ne Pest pas. Dans le premier cas, 'expression (A.11) se décompose comme ceci :

/OL 51(s) ds + /OL 51(s) ds (A.13)

.....

probléme particulier. Dans le second cas, 'expression A.11 se réécrit :

/ " i) ds + /O ' s1(s) ds (A.14)

-L
La longueur [ correspond a la distance OV'. Pour la déterminer, on exprime I’équation
du plan (A, n) :
0= (0,1 - $1)TL1 -+ (ag — 1'2)712 —+ (&3 — .Z’g)ng (A15)
Le point V' correspond a 1 = 0, o = 0 et x3 = [. Nous obtenons donc :
@y + agng + asng
ng

l

(A.16)

Ici encore le résultat de 'intégrale n’est pas explicité mais il est & noter que son
obtention ne pose aucun probléme.
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Annexe B

Mise en occuvre dans le code de calcul
ELFE 3D

Les différents développements dont il a été question dans ce mémoire ont été
réalisés dans le code de calcul ELFE 3D développé au LaMCoS afin de mettre
en ceuvre la méthode X-FEM. Ecrit en C++, il est construit autour de “formula-
tions” spécifiques a chaque type de probléme. Un diagramme UML partiel de son
architecture est donné sur la figure B.1. Toutes les classes de formulations sont
dérivées d’une classe initiale dénommée Formulation_c qui contient les informa-
tions liées aux maillages, aux degrés de liberté, aux matériaux et a la géométrie
des fissures (via la classe Data_c dont elle contient une instanciation unique). Il
existe ensuite deux grandes catégories de formulations. Celles qui sont héritées de la
classe Mechanics_c concernent les problémes qui ne présentent aucune dépendance
au temps. Toutes les formulations d’élasticité en font partie. Seule la formulation
MechanicsMultigrid_c relative a 'implantation de 'algorithme MG-L linéaire est
représentée sur le diagramme UML mais il en existe beaucoup d’autres (formula-
tion de poro-élasticité, formulation de zones cohésives, ...). Les autres formulations
héritent de la classe Dynamics_c. Elles sont relatives aux problémes dépendants du
temps. C’est bien évidemment le cas des formulations de dynamique, mais c’est
aussi le cas des formulations élasto-plastiques telles que MechanicsPlasticity_c
ou PlasticityMultigrid_c. C’est dans cette derniére qu’est implanté 'algorithme
MG-NL-L-EP. Chacune de ces deux classes méres contiennent les procédures de
pré-traitement et de post-traitement communes a toutes leurs classes filles. C’est
également elles qui contiennent les procédures d’enrichissement. Celles-ci sont trés
différentes suivant que le probléme dépende du temps ou pas car la gestion des en-
richissements en cas de propagation sont alors spécifiques [RET 05, ELG 07]. C’est
ce qui justifie la présence de deux grandes familles de formulations.

Toutes les classes représentées en rouge sur le diagramme de la figure B.1 sont
celles qui ont été créées ou fortement modifiées pour mettre en ceuvre les différents
développements présentés dans ce mémoire. Les classes MechanicsMultigrid_c et
MultigridPLasticity_c héritent de deux classes différentes. Afin de gérer les as-
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B. Mise en ceuvre dans le code de calcul ELFE 3D

pects multiéchelles des techniques proposées, nous avons créé une nouvelle classe
commune MultiScaleTools_c, dont elles héritent également toutes les deux. Cette
classe comporte un certain nombre de méthodes dont on peut citer en particulier les
procédures de raffinement ou de construction des opérateurs intergrilles. Des procé-
dures de pré et post-traitement spécifiques liées aux différentes échelles mises en jeu
sont développées au sein de chacune de ces deux formulations.

Les fonctions de niveau sont implantées dans une classe spécifique dénommeée
1Field_c. Elle comporte un pointeur vers un maillage auxiliaire au format AOMD
[REM 03] ainsi que tous les outils spécifiques au traitement des fonctions de ni-
veau (propagation, orthogonalisation, ...). Les informations issues de ces objets in-
teragissent avec la classe Data_c mais aussi avec les classes méres Mechanics_c
et Dynamics_c pour le post-traitement des facteurs d’intensité des constraintes et
I'importation des informations liées a la propagation.

156



2inssi a1awo.

()196edoid+
()1asieniuigi+
()1asireuoBboylio+

anajuiod  aureljixne abej|rew +
ajepou unajea+

sdway np sed juepuadap su suone|nwioy

()neanu sed Juswalen-1sod+
()ajubninw Inanjos+
()neaniu ted Juawsien-aid+

saieaull sajubnnw
9 pubninnsalueysan

()neaniu red yuswanen-1sod+
(1N 21IBIINW A0S+
()neaniu sed yuawayen-9id+

saureaull-uou sajuBnINW

o pubnnnAionse|d

neaAiu ap uonouoj

27 plald|

[t

SIUBWRIR+
spnaou+

abejrew ap aureiqy

anov

()sinaresan+
Slip+

()sO14 sep juawaielr-isod+
(ruswalen-isod+
(wawanen+

(nuswaien-gid+

(st

27 soluByIaN

()Y a1NNsu0d+
()d a1nnsuoo+
0 )

¥ Inajesado+
d inaresado+

sabe|jiew S1UaIa4Ip ap uonsab
97 s|001a|easIINN

suone|nwioy

sdws) np 1uzpusdop suoneinuiio} |

(wawaen-isod+
()sD14 sap awalen-1sod+

97 solweuk@iondx3y

O ds

1sodjaadjyouus-

()sdwa)uaWassIyaLIuL+ u

sdwa) np uonsab
27j0]1d+

97 sojweukg

927 solweukqglorduw) _

(Juawayesn+

2Inssy aL1RWo9b+
Xnetgrew+ _

5P S21bop S| NS SepUIOPT

Sipp s9] Ins saguuop
2 ejeqjoq

suaq ap saibap+ _

2 eleq P

o uone|nwioS

27 A110911SB|dSO1UBYDO N _

3D

Diagramme UML partiel de I'architecture du code ELFE

Fic. B.1

157



B. Mise en ceuvre dans le code de calcul ELFE 3D

158



Annexe C

Approximation continue des
intégrales de domaine sur le front

Dans la section 4.2 du chapitre 4, nous avons introduit Iintégrale L qui est définie
par l'expression (4.28) qui est rappelée ici :

f:/L<s)5z<s) ds (1)

ot L(s) est I'intégrale de contour que nous voulons calculer (4.26). Dans la pratique,
L est calculée & partir de I'expression (4.35) également rappelée ici :

L

—/ PlequdV—/ Pqul’jdV (02)
Vo VO

Nous avons ensuite fait ’hypothése que L(s) est constante le long du segment C', ce
qui aboutit a 'expression (4.36) :

(C.3)

Cette hypothése d’invariance peut étre levée. C’est ce que proposent par exemple
Rajaram et al. dans [RAJ 00| pour le calcul de 'intégrale J. Leur approche consiste
a approximer L(s) le long du front a l'aide d’une interpolation de type éléments

finis :
L(s) =Y L;Ny(s) (C.4)
IeN

ol NV est I'ensemble des noeuds permettant de discrétiser le front et les N;(s) sont
les fonctions de formes associées a ces noeuds (voir la figure C.1.a).
L’équation (C.1) se réécrit alors comme suit :

S (1 [ Miairas) = = [ Puaspagav @3

IeN
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C. Approximation continue des intégrales de domaine sur le front

d; en cos?

d; en triangle

A

(b)

FiGg. C.1: (a) Discrétisation de L(s) le long du front et (b) les extensions virtuelles
définies en chaque noeud

Nous pouvons écrire cette équation en chaque noeud I du front, ce qui nous donne
un systéme de N équations & N inconnues, N étant le nombre de noeuds. A chaque
noeud I correspondent une extension virtuelle 6/ et un champ d’extension virtuelle
q" (voir la figure C.1.b). On définit ainsi le systéme linéaire suivant :

AL=L (C.6)
avec
A[J = /NJ(S)(SZI(S)dS (C?)
c
Ly = —/ Pyjqf + Py ;dV (C.8)
Vo

La résolution de ce systéme linéaire permet de déterminer les composantes de L, Ly,
et par conséquent de connaitre une approximation continue de L(s) le long du front.
Les extensions virtuelles choisies sont totalement indépendantes des fonctions
de forme. Notons simplement que si 'on choisit des extensions d/ semblables aux
fonctions de forme (comme 'extension 617 représentée sur la figure C.1.b), la matrice
A est similaire & une matrice de masse a la masse volumique prés. Un paramétre
important que 'on peut cependant définir est la couverture ¢ qui correspond au
nombre d’éléments du front que Pextension virtuelle couvre (voir la figure C.2).
Cette technique a été testée dans différents cas avec des couvertures allant de
c=14ac=4et avec des fonctions de forme d’ordre 1 et des extension virtuelles
en cos’ ou en chapeau. Les résultats obtenus ont montré une forte sensibilité de la
méthode aux perturbations du second membre. Le conditionnement de la matrice A
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fonctions de forme

extension virtuelle

Y

Fic. C.2: Couverture de ’extension virtuelle relativement a la taille des éléments
discrétisant le front

n’est en effet pas forcément trés bon. Il en résulte que les oscillations observées sur
les facteurs d’intensité des contraintes (voir la figure 4.14 page 111 par exemple) et
les erreurs commises dans le calcul de L sont amplifiées. Ceci est illustré d’un point
de vue numérique sur la figure C.3 ol nous avons représenté un second membre
permettant d’obtenir une solution constante L(s) = 1. Notons qu’a ce stade, la
physique du probléme n’intervient plus car elle a déja été pris en compte dans les
termes A et L. Le second membre est perturbé de 10% sur un noeud au centre
du front (a s = 0.5, la longueur du front étant égale a 1). Nous observons que la
perturbation est amplifiée sur la solution L(s). Nous avons pu constater que plus la
couverture ¢ augmente, plus la solution est sensible & une perturbation du second
membre (dégradation du conditionnement de A).

Finalement, un moyen de limiter cette sensibilité est d’annuler le couplage entre
les composantes du vecteur L. On peut alors envisager de “lumper” la matrice A
comme on le fait pour la matrice de masse en dynamique explicite (rappelons que la
matrice A ressemble beaucoup a la matrice M). Ce lumping permet de diagonaliser
la matrice en sommant tous les termes d’une ligne et en les affectant sur la diagonale.
Ceci donne un nouvel opérateur A :

1

_ —
A[J = (5[J/ZNJ(S)5ZI<S)CZS (Cg)
CJeN
= 05 / §1%(s) ds (C.10)

Dans la mesure ou les fonctions de forme vérifient la partition de 'unité, on aboutit
a une matrice diagonale composée des termes [, 6l'(s) ds. Ceci correspond a I'hy-
pothése d’'invariance de L(s) le long du segment C' et correspond exactement a la
méthode décrite dans la section 4.2 ot le calcul de L(s) est local.
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extension en cosz, c=2 et perturbation de 10%
1.2 T T T T
1 ‘
3 0.8
£
o
c 0.6
> |
@
S 04}
0.2
second membre normé ———
solution —e—
0 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8

S

Fic. C.3: Second membre perturbé et solution du systéme linéaire
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