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Résumeé

La simulation numérique fait maintenant partie intégrante du processus de conception
et validation de structures mécaniques. Les outils de simulations sont de plus en plus per-
formants permettant une description trés fine des phénoménes. De plus ces outils ne se
limitent plus a la mécanique linéaire, mais sont développés pour décrire des comporte-
ments plus compliqués allant jusqu’a la ruine des structures, ce qui intéresse le domaine
de la sécurité. Un chargement dynamique ou statique peut ainsi engendrer un endom-
magement, une fissuration puis une rupture de la structure. La dynamique rapide permet
de simuler des phénoménes "rapides" tels que des explosions, des chocs et impacts sur
structure. Le domaine d’application est trés varié. Il concerne par exemple I'étude de la
durée de vie et les scénarios d’accidents de la cuve du réacteur nucléaire. Mais aussi en
aéronautique, I'intégrité d’'une aube de soufflante soumise a un impact d'oiseau. Il est
alors tres intéressant pour les codes de dynamique rapide de pouvoir prédire de facon ro-
buste et stable de tels phénoménes : I'évaluation de 'endommagement dans la structure
et la simulation de propagation de fissure constituent un enjeu essentiel. Pour ce faire la
méthode des éléments finis étendus a I'avantage de s’affranchir de remaillage et de pro-
jection de champs lors de la propagation de fissure. Effectivement la fissure est décrite
cinématiquement via une stratégie appropriée d’enrichissement sur des degrés de liberté
supplémentaires. On met en évidence ensuite les difficultés liant la discrétisation spatiale
de cette méthode avec la discrétisation temporelle d’'un schéma de calcul explicite : I'écri-
ture diagonale de la matrice de masse et le pas de temps de stabilité associé. On présente
donc deux méthodes de diagonalisation de matrice de masse basées sur la conservation
de I'énergie cinétique, et des études de pas de temps critiques pour divers éléments finis
enrichis. L'intérét mis en évidence ici est que le pas de temps n’est pas plus pénalisant
qgue celui du probléme éléments finis standard. Des comparaisons avec des simulations
numeriques sur un autre code permettent de valider les travaux théoriques. Un essai de
propagation de fissure en mode mixte a été exploité afin de vérifier la prédiction de la
simulation.

MOTS CLES:. dynamique, explicite, éléments finis étendus, fissuration, pas de temps
de stabilité, endommagement de composites
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Introduction

La simulation numérique est aujourd’hui un outil trés utilisé lors des différentes phases
de conception et de validation des pieces et structures industrielles. Elle permet d’évaluer
avec plus de précisions les comportements des structures et des matériaux permettant
ainsi aux industriels un gain de co0t. Les codts de calcul restent cependant une limitation
a l'utilisation industrielle systématique de codes. Aussi les techniques numérigues sont
elles continOment améliorées.

La mécanique de 'endommagement et de la rupture est une science plutdt récente (dé-
but du XXéme siécle). Les motivations provenaient des probléemes de dimensionnement
dans un premier temps, puis du comportement des structures. La théorie de 'endomma-
gement décrit I'évolution des phénoménes entre I'état initial vierge et I'apparition d’une
macro fissure. Quant a la mécanique de la rupture, elle prévoit I'évolution de macro fis-
sures dans le milieu.

La rupture au niveau macroscopique était étudiée depuis longtemps. En fait vers 1500,
Léonard de Vinci se préoccupait de décrire la rupture en utilisant des variables méca-
niques. Et de nombreux criteres ont été proposés a l'aide de ces variables (telles que
la déformation, la contrainte...) par Tresca, Von Mises, Rankine [RAN 70] et Mohr. En
1920, Griffith [GRI 21] relie la rupture d’'un milieu élastique a une variable appelée plus
tard taux de restitution d’énergie. La mécanique de 'endommagement est réellement ap-
parue en 1958 avec son premier mémoire publié par Kachanov. Mais c’est un peu plus
tard, vers 1970, que cette notion est réutilisée en Europe (Lemaitre, Chaboche [LEM 90],
Hult [HUL 74], Leckie [PES 63] et Murakami [MUR 82] au Japon). Au cours des années
70, 'approche thermodynamique a permis de relier la fissuration a des grandeurs énerge-
tiques et des variables d'état. La période 1960-1980 présente une grande avancée dans la
progression de la mécanique de la rupture. De nombreux ouvrages de référence ont été pu-
bliés durant cette période [IRW 57, BAR 59, DUG 60, BAR 62, RIC 68, RIC 68, SHA 71,
HUS 74, JAN 77, FRE 78, BUI 78, BAZ 78, RIC 80]. L'apparition d’ordinateurs toujours
plus puissants a permis d’inscrire cette théorie dans des simulations et d’améliorer les
identifications et 'analyse des phénomenes physiques de fissuration. L'approche numé-
rique de la mécanique de la rupture et de 'endommagement se développe alors jusqu’a
nos jours avec des méthodes toujours plus modernes et novatrices, et des modéles plus
fins.
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Ces derniéres années ont vu se développer les méthodes queséalie calcul s’'at-
tachant a prévoir I'évolution de 'endommagement et la propagation de fissure. La mo-
tivation de ces développements provient d’'un réel besoin industriel : la prédiction de la
tenue mécanique des structures. Ainsi pour I'industrie nucléaire, la tenue mécanique des
cuves de réacteur de centrale nucléaire est un enjeu tres important pour définir plus préci-
sément la durée de vie : I'age des centrales nucléaires nécessite de nouvelles expertises et
prédictions de durée de vie. Le groupe SAFRAN, fabricant de réacteurs d’avion, souhaite
également prédire la tenue de ses aubes a I'ingestion d’oiseau. Ce cas de figure est primor-
dial pour un turboréacteur, et il est méme un cas trés précis de validation expérimentale
de la part des autorités.

Un des obijectifs de cette thése est d'implémenter de maniére robuste la méthode des
éléments finis étendus (X-FEM) dans le code de calcul EUROPLEXUS du CEA Sa-
clay pour la simulation numérique de propagation dynamique de fissure. Cette méthode
[BEL 99] permet au maillage de s’affranchir de la description explicite de la fissure; la
présence de la fissure est prise en compte a I'aide de fonctions de forme supplémentaires
dites d’enrichissement, qui décrivent cinématiqguement la discontinuité.

Le deuxieme travail est basé sur un partenariat avec le groupe SAFRAN et TONERA
Chatillon pour la modélisation du comportement endommageable des aubes de soufflante
en composite tissé. L'objectif ici est de développer un modele d’endommagement de com-
posites qui permette de prédire le comportement des aubes lors d’ingestion d’oiseau ou
de perte d’aube. Lendommagement est la principale grandeur a prévoir.

Comme dans tout développement de méthodes numériques, il parait essentiel de
confronter les résultats de simulations avec les expériences. Ainsi les résultats des ex-
périences proviennent du groupe SAFRAN en ce qui concerne la modélisation de I'en-
dommagement, et du LaMCoS concernant la fissuration. Les expériences de propagations
explicitées dans ce mémoire sont tirées de référence récentes (Maigre [RIT 96]) ou ont
été effectuées au Laboratoire de Mécanique des Solides de I'Ecole Polytechnique par
Grégoire [GRE 07].

Le plan de ce mémoire suit donc la chronologie du phénomeéne de rupture : la caracté-
risation de la croissance de 'endommagement décrivant les évolutions des microfissures,
puis la macro-fissuration définissant la rupture. Le premier chapitre montre le dévelop-
pement de deux modéles d’endommagement anisotrope appliqué aux composites : un
premier basé sur le découplage des différents endommagements, et un second plus riche
dans la description. Ce second modéle dit "ONERA Damage Model" ou ODM, est né
de la description des composites CMC. Il est ici étendu a la caractérisation d’'un com-
posite tissé développé par le groupe SAFRAN. Il décrit statiquement et dynamiquement
le comportement du matériau dans les directions principales. Lidentification des carac-
téristiques a été effectuée par 'ONERA Chaétillon et SAFRAN. Le caractére confidentiel
du matériau fait qu’aucune caractéristigue mécanique n’a pu étre explicitée dans ce mé-
moire. Néanmoins les développements et les simulations restent tres pertinents vis a vis
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de la réalité.

Le premier chapitre traite de la modélisation de 'endommagement, appliqué en par-
ticulier pour un matériau composite, qui apportera le caractére anisotrope aux dévelop-
pements. L'application visée est la simulation de l'ingestion d'oiseau dans un moteur
d’avion SNECMA. Un modeéle présentera aussi un certain critére de rupture permettant
a la simulation de décrire un comportement de rupture, et les zones critiques ou appa-
raissent les macro-fissures. Le deuxiéme chapitre explicite la théorie de la mécanique de
la rupture qui pilote la propagation de fissure. Un nouveau critére de propagation sera
alors développé. Le troisieme chapitre présente I'état de I'art des méthodes numeériques
utilisées pour la simulation numérique de propagation de fissure, et de mouvements d’in-
terface mobile ; la méthodologie correspondant a I'utilisation de fonctions de niveau est
aussi développée. Ensuite le quatrieme chapitre insiste sur la théorie de I'implémentation
de la méthode des éléments finis étendus (X-FEM) dans un code de dynamique explicite
en développant longuement les travaux effectués sur les pas de temps critiques et la ma-
trice des masses. La stratégie développée vérifie aussi la non propagation d’'onde a travers
la discontinuité. Enfin, le cinquiéme chapitre présente dans un premier temps la stratégie
d’'implémentation de X-FEM dans le code EUROPLEXUS du CEA, et dans un second
temps, quatre applications numériques qui valident les théories développées.
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Chapitre 1

M odélisation d’endommagement de
composites

Ce premier chapitre présente les travaux de recherche
effectués en collaboration avec le Groupe SAFRAN de
Villaroche, et 'TONERA de Chaétillon. Ces travaux portent sur
le développement de modéles d’endommagement pour les
composites utilisés dans la conception d’aubes de soufflante

de turbomoteurs SNECMA.
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Introduction

1.1 Introduction

Ces travaux ont été effectués en collaboration avec les personnes du bureau des mé-
thodes de SAFRAN (A. Menjot de Champfleur, A. Suffis, L. Idoux), du département
Composites (D. Marsal, B. Dambrine) et avec TONERA Chatillon (J.F. Maire, N. Carrere
et L. Marcin). Le but est de développer un outil de calcul prédictif pour la simulation
d’ingestion d’'oiseau basé sur le comportement du matériau composite utilisé. Dans un
premier temps, un modele d’endommagement orthotrope assez simple avec des lois d’en-
dommagement linéaires en déformation a été développé. Ensuite, le travail s’est concentré
sur un modele d’endommagement de composites CMC développé a TONERA depuis une
dizaine d’années, afin de caractériser les phénomeéenes d’endommagement matriciel. En-
suite, ce modele a été enrichi afin de prévoir un comportement jusqu’a rupture : pour ce
faire, la modélisation de la rupture des fibres a été nécessaire. Le modéle développé ci-
aprées a donc la particularité de décrire la mécanique de 'endommagement jusqu’au début
de la rupture par macro fissuration. Le modéle ne permet pas de détailler la mécanique de
la rupture, mais prédit le comportement et les variables d’endommagement jusqu’a l'ini-
tiation de macro fissures. Enfin, une premiére simulation numérique a permis d’identifier
les paramétres du modéle, et la seconde permet de comparer les résultats d’un panneau,
représentant une aube, impacté par un projectile.

1.2 Etatde I'art

1.2.1 Mécanisme d’endommagement

La référence [LEM 90] présente dans un premier temps la notion d’'endommagement.
Cette notion d’'endommagement est une spécificité générale des matériaux et existe dans
des matériaux homogénes (isotropes ou anisotropes) et hétérogenes (isotropes ou aniso-
tropes). Les composites font partie des classes de matériaux endommageables. Ce terme
d’endommagement décrit une dégradation des caractéristiques mécaniques du matériau :
diminution du module dYoung par exemple. Ainsi, si I'on considére une structure, de
section initialeA%, soumise & un essai de traction, on pourra arriver a la rupture de la
structure. Mais bien avant cela, on peut observer que le module d’Young a diminué. On
peut imaginer faire cet essai sur plusieurs éprouvettes, et a des instants différents, stop-
per I'essai pour mesurer le module d'Young. Ce module, qui étaEgdmitialement,
diminuera. En fait, pendant le chargement, se forment des micro-fissures dans la section
rendant le matériau moins raide. La figure 1.1 présente I'évolution de la contrainte en
fonction de la déformation pour cet essai de traction jusqu’a rupture. C'est a dire que la
section utile dans I'essai n’est pas constanf’ amais diminue un peu : on note cette
section utile courant&. On définit la section endommagéB comme étanf® — A, qui
représente la quantité de cavités dans la matiere. On peut alors définir 'endommagement
comme étant le rapport de la section endommageée sur la section initiale.

d=" (1.1)
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linéaire

o

]

.% Endommagement : Rupture :

E microfissures macro fissure
o

O

Déformation

FiG. 1.1: Courbe type contrainte déformation jusqu’a rupture.

La figure 1.2 illustre cette relation en présentant la section initiale composée des cavités
et de la section utile. En considérant que le module d’Young est proportionnel a la surface

<7 A =
0

&

4 @B 7
)

it

AO L= N

[

FiG. 1.2: Coupe d’une structure endommagee.

utile, alors on peut en déduire que :
Eo E
A0 A
On en déduit les relations suivantes entre 'endommagement, les modules d’Young (notés
E et Ep pour le module initial) et les modules de souplesse (nNB&t<S, pour le module
initial).

(1.2)

Eo—E
d= OE & E=El-d) < S1-d) =S (1.3)
0
Cette équation montre les liens entre les modules de raideur et de souplesse endommagés.

Donc les modéles peuvent aussi bien utiliser 'une ou I'autre des notations pour I'écriture.

1.2.2 Concepts généraux de la mécanique continue de 'endommage-
ment

L'objet de cette partie est de définir le cadre thermodynamique [LEM 90] nécessaire
a la description des phénomeénes physiques au sein des matériaux. Il faut noter que toutes
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les formulations et les développements des modeéles sortteellé macroscopique. Elles
font partie de la mécanique des milieux continus, qui constitue la bas des techniques
modernes de calcul de structure. Ainsi, bien que le matériau puisse faire apparaitre des
discontinuités physiques aux différentes échelles de la structure (des micro-fissures par
exemple), elles sont pas traduites mais simplement décrites de fagon globale au niveau
homogénéiseé d’'un élément de volume. Grace a cette vision globale, les modeles pourront
étre intégré dans des codes de calcul éléments finis (comme EUROPLEXUS du CEA
Saclay).

On va considérer une théorie basée sur I'existence de deux potentiels :

— dans le cas d’une écriture en déformation, le potentiel choisi est appelé énergie libre

d’Helmholtz :

W= W(e, o)) (1.4)

— et pour une formulation en contrainte, le potentiel est I'énergie de Gibbs, telle que
Y+d=0:¢, soit:
& =d(0,d) (1.5)

Le modele du matériau endommageé est entierement déterminé a partir de la connaissance
de ces deux potentiels. Le potentiel thermodynamique est une fonction des variables d’état
séparées en variables observables, comme la température, et en variables internes, comme
'endommagement.

L'inégalité de Clausius-Duhem, qui exprime le second principe de la thermodyna-
mique, fait le bilan énergétique du travail et de la chaleur dépensés dans un élément de
volume. On peut écrire cette relation :

: L rad(T
s:0+p(sT—<D)+q.gf()§O (1.6)
On peut ainsi obtenir les différentes lois d’état. Par exemple une transformation élastique
a température constante et uniforme qui ne modifie ni la déformation plastique ni les
variables internes, conduit a la définition de la loi de comportement élastique :

0P
€= p% (1.7)

Par analogie avec les relations précédentes, on définit les variables forces thermodyna-
miquesy; associées aux variables intermggar :

od
Yi = Pﬁ (1.8)
|

Pour compléter le modele il faut décrire la cinétigue d’endommagement, c’est a dire
la loi d’évolution. En d’autres termes, la cinétique d’endommagement est donnée par la

relation liant les forces thermodynamiques et sa variable d’état associée. Cette relation
ne dépend que de la variable Pour donner un caractére irréversible et vérifier aussi le
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second principe, le potentiel des dissipations est ideutif@ésurface limitant le domaine
de non endommagement. Le seuil d’endommagement s’écrit :

F(Ti,di) <0 (1.9)

Donc on décrit ainsi les trois scénarios suivants :

— siF < 0, alors comportement iso- endommag&(O)

— siF =0 etF =0, alors évolution de I endommagemedbé 0),

— siF =0 etF < 0, alors décharge iso-endommageadte- Q).
Tout le probleme de modélisation réside dans la détermination des expressions analytiques
du potentiel thermodynamique et critere d’endommagement, ainsi que leur identification
d’aprées des expériences.

1.2.3 Modeles d’endommagement

On constate que dans les modéles d’endommagement, la localisation impose que
le modéle posséde une longueur caractéristique. Ainsi on peut dire qu'il existe quatre
grandes familles de modeles :

— Modeles non locaux : il y a une longueur interne, car les grandeurs sont moyennées
sur I'espace par une sorte de Gaussienne nécessitant cette longueur caractéristique
du matériau,

— Modeles a gradient d'ordre supérieur (Lasry et Belytschko [LAS 88, BEL 89])
phase post-pic de 'endommagement,

— Modeles de comportement a effet de vitesse (de Borst [PEE 96, PEE 98, GEE 98]) :
tres appliqués en dynamique,

— Modele d’endommagement retardé (Ladeveze [LAD 95], Suffis [SUF 04, SUF 03])
ou a effet retard, qui présente un taux de croissance d’endommage:mejtreé.

1.2.4 Endommagement : phénomeéne de localisation
1.2.4.1 Mise en évidence

Le probléme ici est la localisation artificielle des zones d’endommagement lors du
calcul. C’'est a dire que le champ d’endommagement dépend du maillage utilisé : orienta-
tion et finesse. On remarque que ce probléme intervient aussi bien en statique qu’en dy-
namique. Par exemple, deux calculs dynamiques d’endommagement sur deux maillages
différents (orientation et/ou finesse) d’'une méme structure donneront deux résultats diffé-
rents en terme de dommage : les deux zones critiques endommagées ne seront pas loca-
lisées au méme endroit. Suffis [SUF 04] illustre ce probléme et propose une solution, qui
est retenue et détaillée dans la partie suivante.

1.2.4.2 Correction : modele a effet retard

Le modéle Lidée d’'une limitation du taux d’endommagement est la base du modele a
effet retard [ALL 95] propose par le LMT Cachan a partir des travaux de recherche de rup-

26



Etat de 'art

ture de composites [ALL 97, ALL 03]. Dans ce modeéle, deux pa&taes sont introduits :

le premier est un temps caractéristigyeeprésentant I'inverse du taux d’endommage-
ment maximum. Ce temps caractéristique peut étre relié a une longuwsawactéristique
via la célérité des ondes de Rayleighpar exemple : aingp = CrTc. L'équation du taux
de dommage s’écrit :

{— 1 (1_eaf(Y)-d) '
{d = (1 e +> s d<dg, (1.10)

d=d sinon

ouaest le second paramétre du modélgy) le dommage défini par la loi classique sans
effet retard ed le dommage courant. En limitant ainsi le taux d’'endommagement, les
calculs sur maillages différents localisent les mémes zones endommagées.

Les paramétres La détermination de ces deux parameétres est développée dans
[SUF 04, SUF 03]. Nous allons proposer une théorie qui relie la formulation du taux
de croissance de 'endommagemdret celle de la vitesse de propagation de fissure
En admettant qu’une fissure a une vitesse d’avancée limite (ersfy@), alors on peut
montrer que le taux d’'endommagement est limité, et on peut aussi estimer sa valeur. On
trouve ainsi que la vitesse de propagation limite d’'une fissure est proportionnelle au taux
d’endommagement limite. Considérons le probleme 2D suivant : un carré delgdté 2
ayant une fissure (débouchante) en son centre de longagdiépaisseub. La figure 1.3
montre ce volume cubique fissuré. La surface transmettant les efforts edt deab.
L'endommagemend vaut donc d = a/lg en premiere approximation. Le taux d’endom-
magement est donc relié a la vitesse de propagation de la fissure par la redatialo.
De plus, on peut formellement écrire la longuégicomme le produitgrT ou T est un
temps. On obtient donc
- la
d==-2
TCRr
Il apparait ainsi clairement que la limitation de la vitesse de propagation de la fissure
se relie trés naturellement a la limitation du taux de croissance de I'endommagement.
Cette théorie peut servir de point de départ de recherche d’essai permettant de mesurer la

(1.11)

21,

FiG. 1.3: Schéma d’un volume élémentaire fissuré.

vitesse maximale de propagation de fissure, et déterminer ainsi la caractéristique tempo-
rellet, ou la longueuty du modeéle a effet retard. Dans une expérience, on peut envisager
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d’exploiter le caractere observable de la vitesse de prajpagde fissure, qui est lié a la
caractéristique de la grandeur interne.

1.3 Developpement d’'un premier modele d’endommage-
ment orthotrope

L'objet dans un premier temps est de pouvoir évaluer 'endommagement dans un com-
posite. N'ayant pas de modele a notre disposition, nous avons choisi de proposer un
modeéle d’endommagement simple pour chacun des modules d’élasticité (3 modules de
raideur et 3 modules de cisaillement) du matériau. De ce fait, 6 endommagements carac-
térisent donc ce premier modéle. Ainsi pour chacun, la loi d’'endommagement utilisée est
la suivante :

d<H°> Siie<ec
d=1{ “\&&/, = (1.12)
de sinon

ou(X), =X siX >0, 0sinon. Lafigure 1.4 montre la relation entre un endommagement
et sa déformation correspondante le pilotant.

endommagement linéaired;

€0 € déformatiore

FiG. 1.4:Evolution de 'endommagement en fonction de la déformation.

La matrice de souplesse endommagée s’écrit :

1/E1 —V12/E1 —V13/E1 0 0 0
—V21/E2 l/Ez —V23/E2 0 0 0
B —V31/E3 —V32/E3 l/E3 0 0 0
5= 0 0 0 1/G12 0 0 (1.13)
0 0 0 0 Y¥YGs O
I 0 0 0 0 0 YGiaz |

ou les modules d’Young et de cisaillement sont endommageés. La description des modules
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en fonction des endommagements s’écrit :

Er = (1—-dy)E? (1.14)
E, = (1—dp)E? (1.15)
Es = (1—d3)Ed (1.16)
Gz = (1—-dp)GY, (1.17)
Gaz = (1—023)Gds (1.18)
Gz = (1-di3)Gls (1.19)

En annexe C, se trouve le programme CAST3M qui simule un impact sur panneau en
utilisant ce modele a 6 variables d’endommagement. Le tableau 1.1 présente des valeurs
de paramétres de la loi d’endommagement plastique ductile linéaire en déformation pour
différents matériaux. Ce modele ne s’adaptant pas parfaitement bien avec les composites,

Matériau déformation déformation endommagement
seuil €g critiquee; critiquedc
Cuivre 0,35 1,04 0,85
Acier E24 0,50 0,88 0,17
Acier 30 CD4 0,02 0,37 0,24
Alliage AU 4G1 0,03 0,25 0,23

TAB. 1.1: Tableau des valeurs des coefficients dans la loi d’endommagement plastique
ductile linéaire en déformation

on choisit d’'utiliser comme base de travail un modele développé a TONERA Chétillon par
Maire [MAI 98]. Le chapitre suivant décrit ce modéle et la description des phénoménes
d’endommagement matriciel et de rupture de fibres.

1.4 Developpement du modele d’endommagement de
'ONERA

1.4.1 Introduction générale du modele
1.4.1.1 Définition de 'endommagement

Dans un premier temps, la définition du dommage n’est pas celle utilisée dans la partie
précédente. Effectivement le dommayest défini comme étant le rapport de la surface
des cavité#\P sur la surface actuelle endommadéet non la surface initiala®, comme
suivant :

AD
A
Ces surfaces sont illustrées sur la figure 1.5. Ainsi, 'endommagement peut aussi s’écrire

d (1.20)
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<7 A =
=

&
4 @B 7
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it

AO L= Q

[

FiG. 1.5:Coupe d’une structure endommageée.

en fonction des modules d’Young courdhatet initial Eg (ou des modules de souplesse
courantSet initial ) :

_Eo-E __Eo _
d==F— & E=1 g & S=S(1+d) (1.21)

On rappelle la relation entre le module de raideéwat le module de souplesSeE =1/S

1.4.1.2 Mise en évidence des difféerents endommagements

La figure 1.6 schématise les différents stades d’endommagement lors d’'un essai a
rupture sur un composite. De plus, la figure 1.7 présente pour ce méme essai, I'évolution
de la contrainte en fonction de la déformation. De ces deux figures, trois étapes sont

(a) elastic (b) matrix damaging (c) fibers damaging

FIG. 1.6:Phénomenes d’endommagement matriciel et de rupture des fibres dans un com-
posite.

mises en valeur :
1. le comportement élastique linéaire gouverne I'essai,
2. puis 'endommagement matriciel intervient,
3. et enfin 'endommagement des fibres devient prépondérant.

Cette succession d’étapes d’endommagement va permettre de modéliser le phénomene en
deux étapes aussi. Vaziri [WIL 99, WIL 01, WIL 03] présente un modéle d’endommage-
ment de la matrice et des fibres qui est basé sur ces différentes étapes mises en évidence
ci-dessus.
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A Endommagement
de la matrice

Domaine Endommagement

linéaire des fibres
(0]
)
£
©
j -
)
c
o
O

.....on

Déformation

FiG. 1.7: Evolution de la contrainte en fonction de la déformation mettant en évidence
les différents endommagements : de la matrice et des fibres.

1.4.1.3 Loide comportement d’'un matériau orthotrope

La matrice de souples&® d’un matériau orthotrope suivant les directions 1, 2 et 3
est décrite par :

(Sh S, S 00 0]
-5 R0
0_ 1 =32 =33
=13 2 0 0 (1.22)
0 0 0 0 S O
| 0 0 0 0 0 &,

ou le termes sont exprimés en fonction des modules d’Young, de cisaillement et des
coefficients de Poisson comme suivar®); = 1/E?, S, = 1/E?, S, = 1/EJ; S}, =
1= —V12/E, Sl3= ) = —V13/ED, 3= S, = —va3/E7; S, = 1/GY,, L= 1/Gs,

6= 1/Gs.

1.4.2 Endommagement de la matrice
1.4.2.1 Description de 'endommagement matriciel

La figure 1.8 présente I'évolution de la contrainte en fonction de la déformation et fait
apparaitre un endommagement matriciel sur les différentes courbes. De plus, les com-
portements de 'endommagement en traction et compression ne sont pas similaires; les
micro-fissures s’ouvrent et se referment, et quand elles sont fermées, 'endommagement
est dit passif : il n’a a pas d’endommagement en compression car la matiére est compacte
au point d’étre considérée comme homogéne sans cavité (voir figure 1.8).
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Compressive: crack closing Tensile: crack openir

v
Vo
Vo

\

\ \ Residual strain

Transverse stress—strain relation l

FiG. 1.8:L'endommagement matriciel vu sur la courbe contrainte-déformation.

1.4.2.2 Forces thermodynamiques

En partant du tenseur des déformations gérgm@h peut construire :

' <€|>+ 0 0
et =P, <sd'a9> P =P 0 (), O |.PT (1.23)
+ 0 0 <8||| >+

oug, €, sont les valeurs propres du tenseur des déformations.

Pour ce modele purement scalaire, qui ne comporte que trois variables d’endommage-
ment correspondant aux trois directions principales du matériau, il faut distinguer le forces
thermodynamiques normales et tangentielles pour leur associer des cinétiques d’endom-
magement différentes. Ceci peut étre comparé a la distinction des modes 1, 2 et 3 en
mécanique de la rupture.

Ces différentes forces thermodynamiques correspondent aux endommagements dans
les diverses directions sont les suivantes :

1 .
Y = E(Cﬂ.si*.sﬁ forie {1,2,3} (1.24)
Vi = (01.Cgeise03+02.COsel,ED) (1.25)

1.4.2.3 Loi dendommagement matriciel

Il est & noter que le critere dépend explicitement des forces thermodynamiques. La
force motrice de 'augmentation des défauts est la force thermodynamique. Autrement
dit, la cinétigue d’endommagement est donnée par les relations liant les variables d’en-
dommagement et leurs forces thermodynamiques associées. Ici, ces relations ne dé-
pendent par du chargement. Pour vérifier le second principe de la thermodynamique
[MAI 92b, MAI 95, CHA 96, CHA 01] et avoir un caractére irréversible, le potentiel de
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dissipation est restreint a la surface limitant le domaine elmdommagé. Ainsi, le seuil
d’endommagement s’exprime par une fonction indicaticke ce potentiel dans I'espace
des variables force thermodynamique :

F(y,d)<0 (1.28)

Parfois cette fonction scalaire avec seuil peut étre remplacée par une fonction d’hérédité
[LAD 95] :

y(t) = sup y(1) (1.29)
1€[0,t]
De I3, la loi d’endommagement est décrite par :
Fi(yi, d™) = g'(y) +gi (%) — " (1.30)

avec

n

(),
l1-e Vo

(1.31)

La figure 1.9 présente la loi d’endommagement matriciel du modéle ODM. On visualise
ainsi le seuil de déformation a partir duquel la matrice commence a s’endommager, et
I'endommagement critique.

endommagement ODM(d;

€0 déformatiore;

FiG. 1.9: Evolution de 'endommagement matriciel en fonction de la déformation.

1.4.2.4 Paramétres de désactivation du dommage

Pour la fermeture progressive, on définit I'index de désactivation par :

1 Si :Asif < &
1 M &+0g] - f_ = f
0 siig < —Aeif.
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L f - , : f
oUAg; = (1+aifdi)Ael. Anddl(i), Pl Yoy Ve 96 Pliys Yogi): Yoy & , el sont des
paramétres du modéle. La figure 1.10 présente I'évolution du paramétre de désactivation
du dommage en fonction de la déformation correspondante.

10 +-

0.5 A1

0. : | | | |

-15 -10 -05 00 0.5 10
FiG. 1.10:Evolution du paramétre de désactivation en fonction de la déformation princi-
pale.

1.4.2.5 Déformations résiduelles

Déformation stockéees La figure 1.11 expligue comment nait la contrainte résiduelle
dite stockées. Effectivement avec le chargement indiqué (a, b, ¢ puis d), la refermeture
de la fissure (c) créera alors une déformation stockée (vue en d) dlie au contact des lévres
de la fissure lors de la refermeture. On note donc que la distance AB initialement nulle,
n'est pas zéro a la fin du chargement. On parle alors de déformation stockée. Elle est
évaluée de la facon suivante :

gs=SV: (Zr']{“.d{“.cmf HP cmf> 3 (1.33)
—)
t f
v n

(@) (b) () (d)

FiG. 1.11:Contact unilatéral et déformation résiduelle correspondante.
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Déformation résiduelles, Cette déformation résiduelle provient de la micro-plasticité
qui apparait aux pointes des micro-fissures, et qui fait qu’il peut exister une déformation
plastique. Cette déformation résiduelle peut étre évaluée via leur taux de variation :

g =S0; (Zzi.nim.dim.(jmf HP (Cmf> 3 (1.34)
|

1.4.3 Endommagement des fibres
1.4.3.1 Description

A présent, la rupture des composites passe par I'étape d’endommagement des fibres
(voir les figures 1.6 et 1.7). Dans le composite considéré, il y a deux directions de fibres :
sens 1 et 2. Cependant 'endommagement en cmopression et traction n’ont pas les mémes
caractéristiques, alors on introduit quatres endommagements (pour deux directions seule-
ment) :

— endommagement de traction dans le send{ll¢ d{,
endommagement de compression dans le sedéclz: dzf,
endommagement de traction dans le sendzfg¢ dsf,
endommagement de compression dans le sed§02:: dj,

1.4.3.2 Forces thermodynamiques

Cette rupture est gouvernée par les forces thermodynamiques suivantes :

1 .

yi{ = EsiCﬁ < & >4 pouri € {1,2} (1.35)
1 .

yifc = Esi(Cﬁ < g >_ pouri € {1,2} (1.36)

1.4.3.3 Loi dendommagement

En utilisant le méme type de loi d’endommagement avec des paramétres distincts,
'endommagement des fibres s’écrit :

(G-,

f
P
d' =d°". 1e( e ) pouri € {1,2,3,4} (1.37)
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1.4.4 Loide comportement endommageée générale

Le relation de comportement contrainte déformation globale est la suivante :

La déformation plastiquep)astic st définie comme étant la somme des déformations ré-

siduellesss eteg, :

mf m
0=C""-e-C" €plastic

Eplastic = & +E&s

Et les matrices de raide@™f et C™ sont décrites :

(Cmf —

cm =

3 4 -1
SO+ § nMd™H" + § df
( I; | | | JZ]- J J

-1
3
<S°+ i;r]im.d{”.]}]l{“>

ou les matrices 6x8I" sont définies par :

Tenseurs des effets du dommage matriciélly’, H5', H' :

=
=
I

hL 00 0 O
O 00 0 O
O 00 0 O
0 0 0hPY 0
O 00 0 O
O 00 0 O

o 0 0 O

0 s, 0 O

o 0 0 O

0 0 O0hPrs,

O 0 0 O

O 0 0 O

00 0O 0 O

00 0O 0 O

00hs,; 0 o0

00 0O O O

00 0 0hPs,

00 0O O O

(1.38)

(1.39)

(1.40)

(1.41)

(1.42)

(1.43)

(1.44)
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Tenseurs des effets des dommages des fibﬁé%, Hé ]HI; ]Hlf1 ;

hi‘l . hié ) hié , O 0 0o |
h%jl. 1 h%jz. ) h%%. s O 0 0
IHIJT: h31- S g8, hay S fjo 0 0 pourj € {1,2,3,4}
0 0 0 hyS), O 0
0 0 0 0 hilgk o
0 0 0 0 0 hils

) (1.45)

1.4.5 Validation de I'implémentation : endommagement de matrice

Dans ce paragraphe, on va comparer les calculs EUROPLEXUS et les calculs Mat-
lab de TONERA, pour différents cas de chargements. Le but ici, est clairement de vali-
der I'implémentation dans EUROPLEXUS, en trouvant des résultats similaires pour cha-
cun des deux calculateurs (Matlab et Europlexus). L'éventail des différents cas tests per-
mettra ainsi de valider définitivement I'implémentation du modéle d’endommagement de
'ONERA dans le code Europlexus.

1.4.5.1 Introduction a la validation
Dans ce chapitre, on va traiter des différents cas tests de validation pour le modéle de
'ONERA. Le modéle sera ainsi utilisé sous les 3 types de chargements suivants :

1. traction dans le sens chaine : chargement axial dans la direction principale (1 ou 2)
du composite,

2. traction pour un composite +/-45 degreés : chargement axial dans une direction in-
termédiaire (entre les directions 1 et 2 du composite),

3. traction dans le sens hors plan : chargement hors plan, dans la direction 3 du com-
posite.

Les figures 1.12, 1.20 et 1.26 présentent la schématisation des trois simulations.

1.4.5.2 Traction dans le sens "chaine"

L'expérience On s’interesse ici a un essai de traction quasi-statique dans le sens
"chaine" du composite. La figure 1.12 présente les directions de chargement et princi-
pales du composite. Dans cette configuration & O degré, la base d’axes (x,y,z) est égale a
la base d’axes (1,2,3) du composite. Il faut donc noter que :

nn
"2 ="y (1.46)
ngn _ np
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Z=3

*-rf"#ﬁu*

FIG. 1.12:Essai de traction a 0 degré sur le composite.

Analytiguement, on obtient la figure 1.13. Cette figure présente I'évolution du dommage
en fonction de la déformation pour le cas de traction suivant la direction 1. Cette figure
1.13 montre aussi la déformation pour laquelle 'endommagement est 90% de I'endom-
magement critique ; c’est a dire une déformation des@B8~3mnymm La figure 1.14

ODM damage d;

dg

0.4

ot/ - . . - . £(10°mm/mm)
1 5 10 15 20

FiG. 1.13: évolution analytique du dommage en fonction de la déformation (mm/mm)
pour le modéle ODM, avec les caractéristiques du matériau utilisées pour la validation.

présente I'évolution de la contrainte de traction en fonction du temps, ce qui représente
aussi le chargement. Il s’agit d’'un chargement cyclique qui permet d’'utiliser davantage
le modéle dans les transitions traction-compression. Dans ce cas, les index d’activation
jouent un réle important et sont parfois supérieurg 2 (tompression : endommagement
actif) parfois inférieur (traction : endommagement passif). De plus on atteint un endom-
magement final de,d8, qui est quasiment 'endommagement critiqu&. 0

Les résultats Le résultat visuellement le plus important est représenté sur le graphique
o(g) : la figure 1.15 présente I'évolution de la contrailmtg = Oxx en fonction de la
déformatione1; = €4« pour les deux calculs effectués avec Matlab et avec Europlexus.
Il permet de visualiser le comportement non linéaire du matériau durant les différents
cycles. On constate une nette corrélation entre les résultats Matlab et EUROPLEXUS
pour un comportement clairement non linéaire du matériau. De méme, la figure 1.17 preé-
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Cycle traction sens chaine

1le+07 T
Matlab
Europlexus = -------

8e+06 /
6e+06
4e+06

2e+06 /
0
-2e+06 /

-4e+06

Sigma 11 (Pa)

-6e+06
0 100 200 300 400 500

Temps

F1G. 1.14:Composite 0 degré : Contrainte 11 en fonction du temps.

Cycle traction sens chaine
1le+07

Matlab J—
Europlexus =~ -------

8e+06

6e+06

4e+06

2e+06

Sigma 11 (Pa)

-2e+06

-4e+06

-6e+06
-0.005 0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025

Epsilon 11 (mm/mm)

FIG. 1.15:Composite 0 degré : Contrainte 11 en fonction de la déformation 11.
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Cycle traction sens chaine
0.8 ;
Matlab
Europlexus — -------

0.7

/
/
|

0.3

Endommagement 1

0.2

0.1

0 100 200 300 400 500
Temps (s)

F1G. 1.16:Composite 0 degré : Endommagement 1 en fonction du temps.

Cycle traction sens chaine

Matlab ! ——
Europlexus =~ -------

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

Endommagement 1

0.3

0.2

0.1

-0.005 0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025
Epsilon 11 (mm/mm)

FiG. 1.17:Composite 0 degré : Endommagement 1 en fonction de la déformation 1.
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sente I'évolution de 'endommagemaiiit en fonction de la déformatioe;; = €xx pour

les deux calculs, et en plus pour le cas analytiqgue de la loi d’endommagement direc-
tement. On peut comparer les résultats obtenus avec la solution analytique donnée sur la
figure 1.13. Il faut aussi noter (qui n’est pas représenté dans un graphique) que les endom-
magementsl, et d3 sont nuls pour les 2 calculs. On constate aisément que les résultats
EUROPLEXUS/Matlab sont trés similaires. La limite de corrélation des 2 résultats est
dde a Matlab, qui donne les résultats avec 6 chiffres significatifs maximum. La figure
1.18 présente les évolutions de l'index d’activation 1 en fonction du temps pour les 2
calculs Matlab et EUROPLEXUS. La figure 1.19 présente I'évolution de la déformation
résiduelle générale en fonction du temps pour les 2 calculs. Ce qu’on ne voit pas trés bien

Cycle traction sens chaine

Matlab
Europlexus ~ -------

0.6

Etal

0.56 /
0.54 /
0.52

0.5

0.48
0 100 200 300 400 500

Temps (s)

F1G. 1.18:Composite 0 degré : index d’activation 1 en fonction du temps.

sur les figures 1.14, 1.15, 1.16, 1.17, 1.18, et 1.19, est le fait qu’il y a bien deux courbes
superposées : la courbe EUROPLEXUS et la courbe Matlab. Ce qui permet de conclure
gue les 2 calculs donnent les mémes résultats.

A la suite de tous ces résultats, on peut en conclurd’gssai de traction "chaine"
est validé

Dans le sens transverse (traction-compression dans le sens 2 et non dans le sens 1),
Matlab ne permet pas d’avoir des caractéristiques différentes entre les directions 1 et 2.
Donc pour la validation, un essai dans la direction 2 donne exactement les mémes résultats
gue dans la direction 1 (car les caractéristiques matériaux 1 et 2 sont obligatoirement
égales dans Matlab).

1.4.5.3 Traction pour un composite +/-45 deg

L'expérience On s'intéresse ici a un essai de traction quasi-statique, a 45 degrés des
directions principales du composite. La figure 1.20 présente les directions de chargement
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Cycle traction sens chaine

0.005 ;
Matlab
Europlexus ~ -------

0.0045

0.004
0.0035 /
0.003

/
|

0.002

Epsilon rs 11 (mm/mm)

0.0015 /
N

0.001

0.0005

0 100 200 300 400 500
Temps (s)

FiG. 1.19:Composite 0 degré : déformation résiduelle globale 1 en fonction du temps.

et principales du composite. Ici, I'effet du cisaillement sera important, et les déformations
en cisaillement influenceront le calcul de 'endommagement.

FiIG. 1.20:Essai de traction a 45 degré sur le composite.

Les résultats La figure 1.21 présente I'état de déformation de I'’élément pour un char-
gement raisonnable donné. L'amplitude des déformation est de 1. On trace de la méme
facon que la partie précédente, les relations entre contraintes, déformations, et endom-
magements calculés avec EUROPLEXUS, et avec Matlab (ODM implanté dans Matlab a
I’Onera Chétillon). La figure 1.22 présente la relation entre la contraintet la défor-
mationgy1. De méme, la figure 1.23 présente la relation entre la contrainte de cisaillement
012 et la déformatiorg;» associée.

Les résultats des calculs EUROPLEXUS et Matlab sont conformes au fait que :

011 =022=+/—012 (1.47)

ce qui est vérifié par le changement de base a 45 degrés.
Le "+/-" dans I'équation 1.47 vient du fait qu'’il s’agit d’'un composite a +45 ou -45 degreés.
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FiG. 1.21:Composite +/-45 : Etats non déformé et déformé de I'élément (amplitude 1).

Donc on ne s’intéressera pas aux variables "redondantes"”. De la méme facon, les endom-
magements; etds sont égaux (car on a affaire a un composite 45 degres ; cette remarque
est fausse avec un composite 30 degrés par exemple). On s’intéressera seuigpent a

les tracés graphiques des endommagements. L'endommagement est une grandeur qui dé-

Cycle traction 45 degres

2.5e+06 : i
Matlab [
Europlexus ~ -------

2e+06

1.5e+06

1e+06

500000

Sigma 11 (Pa)

-500000

-le+06

-1.5e+06

0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008
Epsilon 11 (mm/mm)

FiG. 1.22:Composite +/-45 : Contrainte 11 en fonction de la deformation 11

pend des différentes déformations (normales, tangentielles). Pour cet essai a +/-45 degrés,
on a établi les relations entre les différentes déformations (voir équation 1.47). La figure
1.24 montre I'évolution de 'endommagement en fonction, respectivement, de la défor-
mation normale;. On voit clairement que les résultats EUROPLEXUS et Matlab sont
tres proches. Les différences observées proviennent aussi de Matlab d’ont I'algorithme est
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Cycle traction 45 degres
2.5e+06

Matlab
Europlexus =~ -------

2e+06

1.5e+06

1e+06

/
///
/2

500000

Sigma 12 (Pa)

-500000

-1e+06

-1.5e+06
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

Epsilon 12 (mm/mm)

FiG. 1.23:Composite +/-45 : Contrainte 12 en fonction de la deformation 12

Cycle traction 45 degres
16

Matlab [
Europlexus — -------

14

12

0.8

Endommagement 1

0.6

0.4

0.2

0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008
Epsilon 11 (mm/mm)

FiIG. 1.24:Composite +/-45 : Endommagement 1 en fonction de la deformation 11
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donné en contrainte, et non en déplacement comme dans EUR@M.FPar exemple on

peut noter les différences suivantes entre 2 calculs Matlab : la figure 1.25 présente I'évo-
lution de la déformation calculée en fonction du temps pour la méme expérience, pour 2
sous-découpages différents au niveau des contraintes. En concliesisai, de traction

Cycle traction 45 degres
0.007

Matlab 300
Matlab 5000 ~ -------

0.006

0.005 //
0.004

0.003

Epsilon 11 (mm/mm)

0.002

0.001 /
0

0 100 200 300 400 500
Temps

FIG. 1.25:Composite +/-45 : Déformation 1 en fonction du temps pour 2 pas d’incrément
différents dans Matlab.

+/-45 degrés est globalementalidé. Effectivement on a vu qu’il fallait étre prudent pour
le moment sur ce cas test car les courbes ne coincident pas exactement.

1.4.5.4 Traction dans le sens 3

L'expérience On s’intéresse ici a un essai de traction quasi-statique dans le sens 3 du
composite. La figure 1.26 présente les directions de chargement et principales du compo-
site.

Les résultats La figure 1.27 présente I'évolution de la contraiatg = 0, en fonction

de la déformatiorgss = €,; pour les deux calculs effectués avec Matlab et avec EURO-
PLEXUS. Il faut aussi noter que les endommagemetd, etds sont nuls pour ce calcul.
L'endommagemerts reste nul car 'endommagement critiqdfgest nul. On constate une
tres nette similitude entre les calculs Matlab et EUROPLEXUS : les courbes sont confon-
dues sur les figures 1.27, 1.28 et 1.29. En concludiessai de traction hors plan est
aussi validé
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FIG. 1.26:Essai de traction hors plan sur le composite.
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Fic. 1.27:Contrainte 33 en fonction de la déformation 33.
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FiG. 1.28:Déformation 33 en fonction du temps.
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Fi1G. 1.29:Contrainte 33 en fonction du temps.
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1. Modélisation d’endommagement de composites

1.4.5.5 Conclusion

On peut ici conclure sur la validation numérique de I'implémentation du modele d’en-
dommagement ODM (Onera Damage Model) dans le code EUROPLEXUS. La seule re-
marque a noter tout de méme est celle concernant la différence entre les déformations
résiduelles Matlab et EUROPLEXUS pour le cas ou il y a une déformation de cisaille-
ment (voir I'essai composite a +/-45 degrés). Cependant la loi Contrainte déformation
reste juste.

Effectivement on a pu comparer des calculs différents avec le modéle implanté dans
Matlab par TONERA. Les résultats sont si proches que la conclusion d’'une implémen-
tation rigoureuse et exacte du modele n’est plus a démontrer. On peut conclure que
le modéle d’endommagement ODM est implémenté correctement dans le code EURO-
PLEXUS, et est disponible dans les versions dEUROPLEXUS.

1.4.6 Validation de I'implémentation : endommagements de matrice
et fibres

Cette partie traite de la validation de la rupture des fibres dans les calculs. Dans un
premier temps, un essai de traction dans le sens des fibres permet de visualiser la zone
élastique, puis 'endommagement matriciel (cf la partie précédente), et la rupture des
fibres qui se caractérise par une baisse importante de la courbe contrainte-déformation.
Cette simulation a été effectuée avec le code de calcul EUROPLEXUS, et le modele
monodimensionnel de 'ONERA. La figure 1.30 illustre ces trois zones : élastique, en-
dommagement matriciel, et rupture des fibres. La figure 1.31 présente pour cette méme

Relation Stress-Strain

120 T
Europlexus  +
Model 1D -------
+ R s
100 : Linear-elasticity:-Eo=1000-MPa/%
#’ \ Fiber damaging: hf1=1, Yfc=10, Yfo=5.1079, dfc=10, pf=1.5
80 fot
i
§ 60 +
7 / \ e
o + \ L
/ * eSS
/ \ p;ffj’
// . *jjg
40 v b < ot 7
+ + T
! R
20 i
ol
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

Strain

Fic. 1.30:Contrainte en fonction de la déformation dans la direction 1.

expérience numerique, I'évolution du dommabeen fonction de la déformation. Cette
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figure décrit la loi d’endommagement dans la direction 1. Omstate sur ces 2 figures

Relation Fiber Damage-Strain

10 -
Model 1D
/ Europlexus — +

Z i
7 7
/

Fiber Damage
[62] (2}

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
Strain

FiG. 1.31:Dommage en fonction de la déformation dans la direction 1.

1.30 et 1.31 que les deux simulations sont trés similaires. Ce constat permet ainsi de
valider 'implémentation faite dans EUROPLEXUS en ce qui concerne la direction 1.

La valeur du paramétre d’endommagement critique pour chacun des dommages, per-
met d’avoir une courbe contrainte-déformation diminuant presque jusqu’a zéro (voir fi-
gure 1.32).

1.5 Applications numeriques

1.5.1 Eprouvette en traction

Cette simulation d’une éprouvette en traction a été utilisée afin d’identifier les dif-
férents parameétres statiques du modéle d’endommagement de 'ONERA. Ces travaux
ont été réalisés a SNECMA Villaroche par le personnel de SNECMA : département des
composites pour I'expérimentation et le bureau des méthodes pour la simulation utile a
I'identification. La figure 1.33 présente I'éprouvette de traction utilisée et ses dimensions
en millimétres.

1.5.2 Impact sur panneau
1.5.2.1 Premier modéle d’'endommagement orthotrope

En annexe A se trouve le programme cast3m intégral de cette simulation. La figure
1.34 montre le dommage; 3 correspondant au module de cisaillem@ag sur la deé-
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Stress o

Strain €

FiGc. 1.32:Relation contrainte déformation en fonction du paraméére

14.5

LLTEIRE,

Y 0.00

-14.5 T
-185.

Fic. 1.33:Eprouvette de traction utilisée pour l'identification (dimensions en mm).

50



Applications numériques

formée du maillage a trois instants successifs du calcukeQetite premiere simula-

tion d’'impact sur panneau avec endommagement orthotrope [MEN 06b] a déja permis de
confirmer que les zones d’endommagement principal correspondent bien au coin supé-
rieur opposé et a la zone d’'impact. Effectivement, I'expérience (SNECMA Villlaroche)
montre aussi que c’est ces parties qui sont les plus dégradées apres I'impact. La vitesse
d’impact est de 5n/s dans la simulation. Ce modéle décrit approximativement le com-

FiG. 1.34: Dommage 13 sur maillage déformé a trois instants (15, 55 p$)8&prés
limpact.

portement du composite lors de la phase d’endommagement, mais ne permet pas de si-
muler jusqu’a la rupture.
1.5.2.2 Modele dendommagement ODM

D’abord, un calcul qui n'utilisait que la modélisation de 'endommagement matriciel
a été effectué. Les résultats sont présentés dans la figure 1.35. On note aussi que les zones

FiG. 1.35: Dommage 3 sur maillage déformé a 4 instants (15, 55, 80 gis) Hprés
limpact.

principalement endommagées sont celle impactée et le coin supérieur oppose.
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1. Modélisation d’endommagement de composites

Ensuite, cette simulation a pu étre directement confrontéx dexpérience a
SNECMA. Une campagne d’essai avait été menée a SNECMA, et I'observation des pan-
neau post mortem permettent de montrer la cohérence et 'adéquation du modéle avec la
réalité. La figure 1.36 présente les images du panneau aprés impact, ainsi que les résultats
de la simulation. On peut constater que les zones endommagées numériquement corres-
pondent aux mémes zones endommagées "noircies" expérimentalement. Les résultats de

FiG. 1.36:Panneaux post mortem : simulation et expérience (vues de face et de derriére).

la simulations localisent 'endommagement maximal la ou une (ou plusieurs) marco fis-
sure a séparé le panneau en trois parties. Les résultats sont similaires a I'expérience, et le
modele d’endommagement est donc predictif.
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1.6 Conclusion et perspectives

Le développement d’'un modele d’endommagement de composites avec 'TONERA, a
permis de caractériser le comportement du matériau lors de la phase endommageable. De
plus, la prise en compte de la rupture des fibres a permis de décrire un comportement en
rupture du composite.

En ce qui concerne la phase post-endommagement au niveau numerique, une alter-
native pourrait étre le passage en élément fantdme des éléments dont le dommage est
devenu critique. Avec la correction apportée qui prend en compte la rupture des fibres, ce
passage s'effectue lorsque le niveau de contrainte dans I'élément est faible. Ce passage
engendre alors beaucoup moins, voir presque pas, d’erreur en ce qui concerne I'énergie
du systéme : le passage en élément fantbme conserve presque I'énergie car la contrainte
est presque nulle.

Une autre alternative serait de développer la naissance d’une macro fissure dans le
milieu a partir du champ d’endommagement. Ce passage endommagement macro fissure
est un axe de recherche trés actif. Ensuite, la mécanique de la rupture pilote I'évolution de
la (les) fissure(s) dans la structure. La partie suivante s’intéresse justement a la simulation
numeérique de la propagation dynamique de fissure.
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Chapitre 2

Mecanique de la rupture

Ce chapitre pose le probléme général et présente les bases de
la mécanique de la rupture sur lesquelles s’appuieront les
développements numériques présentés dans les chapitres

suivants. Les approches énergétique et locale de la mécanique

de la rupture seront abordées, ainsi que les criteres de
propagation de fissure.
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2. Mécanique de la rupture

2.1 Introduction

Ce chapitre présente les bases de la mécanique de la rupture nécessaires pour abor-
der la simulation numérique de propagation de fissure. La figure 2.1 montre la relation
contrainte-déformation depuis I'état initial jusqu’a rupture lors d’'un simple essai de trac-
tion. Les étapes d’endommagement et de rupture y sont aussi représentées. Le chapitre 1
présente les travaux de développement de modéles d’endommagement et rupture de com-
posites. La rupture est caractérisée par la propagation d’'une macro fissure, conséquence
de 'endommagement. Cette figure montre deux comportements de matériau : fragile et
ductile. Cette courbe de contrainte-déformation illustre également le comportement ma-
croscopique lors de la rupture d’'une structure entiére. Le probléeme abordé dans la suite

Microscropic Macroscopic
o ‘ damage crack
Fragile
Pttt
Pt Ty
\r\/\/:
ey o |
- 3 %
NS~ |
ey g
Ductile 3 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
ée sr 8

FIG. 2.1: Relation contrainte-déformation : élasticité, endommagement puis rupture avec
deux types de matériau (fragile et ductile).

est concentré sur la modélisation d’'une structure possédant a 'origine une ou plusieurs
macro fissure. Nous travaillerons donc sur un solide initialement fissuré soumis a des
sollicitations dynamiques ou statiques.

Le paragraphe suivant pose le probleme de référence qui nous intéresse ici, et les
notions et développements connus de la mécanique de la rupture.

2.2 Probleme de référence

2.2.1 Probleme général de structure fissurée

On considére un domaine solid® soumis a la force volumiquly, et présentant
une fissure. Les deux lévres de la fissure sont désignéds'pat ' ~. Le contour du
domaine est défini palQ; et 0Q- : sur la premiéere frontiéréQ,, sont imposés les dé-
placementsaly, et sur la second@Q, les effortsFy. On note que toutes les grandeurs
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Probléme de référence

précédentes dépendent du temps. La géométrie de référémeprésentée sur la figure
2.2. La spécificité du probleme mécanique [LEM 90, DEB 84] de propagation de fissure

Fissure

. rt

FiG. 2.2: Domaine considér® contenant une fissure.

[JAN 77, BOR 98, BOR 85, BOR 93] est que la partie du doma&X® évolue au cours

du temps. Ainsi, la longueur de la fissure est nat@ée en 2D (etA(t) la surface en 3D)

est amenée a évoluer en fonction du temps. Ecrivons maintenant les équations locales ou
globales du probleme a résoudre.

Equations locales

Ces équations sont composées des équations standard auxquelles s’ajoute la loi de
propagation de fissure. Le probleme s’écrit :

pour tout poink € Q(t) du domaine, pour tout tempg [0, T, trouveru(x,t) cinéma-
tiguement admissibleg(x,t), la longueur de la fissura(t) connaissanti(x,0), u(x,0),
a(0), Fq(t) suroQy, ug(t) suroQ;, fq(t) dansQ :

[ u(x,t) = ug(x,t) suraQ (t)
div(o(x,t)) +fa(x,t) = pu(x,t) dansQ(t)
o(x) (1% ) = Fa(x SuraQa(t) o
o(x,t) - (n(x,t)) = surlC*(t) etl—(t) '
o(x,t) = K-g(u(x, t)) dansQ(t)
( a(t) = a(alt), o(x,t), u(x,t), u(x,1))

K est 'opérateur de Hooke décrivant la loi de comportement du matériau non nécessaire-
ment élastique linéaire, etest 'opérateur déformation (partie symétrique du gradient).
Formulation faible

La formulation variationnelle permet de passer des équations locales a une formula-
tion faible sur tout le domaine [SCH 93b, ROT 87].
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2. Mécanique de la rupture

Hypothéses On se placera par la suite en petites perturbations (HPP), ainsi le domaine
Q ne dépendra pas du temps. La seule dépendance avec le temps est associée a la propa-
gation de fissure.

Les équations locales précédentes peuvent étre intégrées sur le d@mairie pro-
bléeme général devient ainsi :
Trouveru(x,t), o(x,t) eta(t) tels que :
— u(x,t) soit cinématiquement admissiblgx € 0Q1, Vt € [0, T]
u(x,t) = uqg (2.2)

— Vvt e [0,T]etvv e Ug

/pU.de+/o:s(v)dQ:/fd.de+/ Fq.vdS (2.3)
Q Q Q 0Q;
Up est I'espace vectoriel des champs virtuels défini par :

Uo = {Vv tel quev(x) =0Vx € 0Q1, etvrégulier et cinématiquement admissible}a 0
(2.4)
— Loi de comportement linéaire élastiqUeaveco contrainte de Cauchy etdéfor-
mation (avec I'’hypothése des petites déformations) & Q, vt € [0, T|

o(x,t) =C-g(u(x,t)) (2.5)
— Critére de propagation de fissuret:c [0, T]
a(t) =4a(t,a(t),u(x,t),o(x,t)) (2.6)

Le probleme étant maintenant pose€, la mécanique de la rupture va traiter plus précisément
le comportement en pointe de fissure, et le critére de propagation.

2.3 Approche énergétique

Les objectifs de cette partie sont d’'une part de donner des notions utiles pour la com-
préhension des développements futurs, et montrer le lien entre les équations précédentes
et la théorie énergétique de la fissuration. Les notions de taux de restitution d’énergie et
de facteur d'intensité des contraintes y sont présentées.

2.3.1 Taux de restitution d’énergie

Les principales références concernant les premiers travaux de la fissuration énergé-
tique sont ceux de Griffith [GRI 21] et Rice [RIC 88, RIC 80]. Cette théorie suppose que
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Approche énergétique

la propagation de fissure dissipe de I'énergie. Ainsi, laatem d’énergiedW;is néces-
saire a un accroissement de l'aire de la fisglAes’écrit :

dWsis = 2ydA (2.7)
Le premier principe de la thermodynamique peut s’écrire de la fagon suivante :

OEint aE(:in_ 0A
ot ot et Q-2yg (2:8)

OUE;j; estl’énergie internds, I'énergie cinétiqueley: la puissance des efforts extérieurs
etQ le taux de chaleur regue. De plus la variation d’énergie interne s’écrit aussi :

aEmt Q + aV\/elas

—Q+/Qo:'sdQ (2.9)

oUW as €St I'énergie élastiques le tenseur des contraintes de Cauchy lettenseur des
taux de déformation. La puissance des efforts extérieurs s’écrit :

Poxt = / Fd Cds+ / fo. 5 4O (2.10)
ou u est le champ de déplacemefyt)es forces volumiques &y les forces surfaciques.

Le premier principe de la thermodynamique s’écrit :

aE(:in _
ot 90

OWeias . O_A
ot ot

Fo —dS+/ fa. —dQ— 2.11)

La dérivée de I'énergie cinétique peut aussi s’écrire en fonction de la variation d’aire de
la fissure, et du temps de fagon découplée :

aEcin
ot

— < Fq. —d8+/ fg. —dQ—aWe'as 2y) (2.12)
0Q,

De cette équation, le signe de la dérivée de I'énergie par rapport au temps donne la stabi-
lité de I'équilibre mécanique, c’est a dire la propagation de la fissure ou non. De plus, le
processus de propagation de fissure étant irréversible, le sc%m obligatoirement

positif ou nul. Par conséquent, il y aura propagation lorsque la variation d’énergie ciné-
tique est positive, et non propagation lorsque cette variation est négative. On en déduit le
taux de restitution d’énergi@ de la fagon suivante :

aWel as
0A

G- / Fa. Y dS+/ fa. 5, 0 - (2.13)
Les trois scénarios possibles sont les suivants :

— G < 2y:iln’y a pas propagation,

— G = 2y initiation ou propagatiostablede la fissure,

— et enfinG > 2y : propagationinstablede la fissure.
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2. Mécanique de la rupture

On peut donc déterminer le risque de propagation de fissundiadaataux de restitution

de I'énergieG. L'écriture du taux de restitution d’énergie en fonction de la complexité

du matériau fait I'objet d’'un grand nombre de travaux [SUO 89b, SUO 92b, SUO 92a,
SUO 92¢, SUO 92d, SUO 89a] s’intéressant spécialement aux cuves de centrale nucléaire
dont les caractéristiques matériaux sont trés variables dans I'espace di au fort gradient de
température. Aussi, le calcul du taux de restitution d’énergie a été un axe de recherche
important [SHI 86, HUS 74, NUI 75, DEL 85, DEL 82].

Le taux de restitution de I'énergie constitue a lui seul un critere de propagation de
fissure, mais ne permet pas de déterminer la direction de propagation : un seul scalaire ne
peut rendre compte d’autant d’'informations. Pour déterminer cette direction, davantage
d’'informations sont nécessaires, et la sollicitation de fissure pourra les renseigner par
I'intermédiaire des facteurs d’intensité des contraintes par exemple.

2.3.2 Facteurs d’'intensité des contraintes

La présence d’'une fissure crée un certain nombre de mouvements possibles au niveau
des levres de lafissure. lIs correspondent aux trois modes de rupture (ou de sollicitation de
la fissure), décrits sur la figure 2.3 : un mode d’ouverture et deux modes de cisaillement.
Le mode d’ouverture, dit mode 1, est le principal acteur de la propagation de la fissure.
Cependant, l'influence de chacun des modes est quantifiée dans les grandeurs appelées

FiG. 2.3: Les différents modes de rupture : modes I, Il et lll.

facteurs d’'intensité des contraintes. Ces derniers caractérisent I'intensité des champs en

pointe de fissure ; ainsi pour les contraintes ils sont nléfé@ et pour les déplacements
K", oui € {1,2,3} correspond au mode de rupture.

2.3.2.1 Analyse asymptotique en pointe de fissure

Une analyse asymptotique en pointe de fissure peut étre effectuée [IRW 57] afin de
trouver la forme des champs de déplacement et de contrainte en pointe de fissure. En
statique, la résolution s’effectue a partir de I'équation d’équilibre statiy@(x)) =0
uniquement. Linjection du champs de déplacement se fait via la loi de comportement.
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Dans le cas d’'un comportement isotrope linéaire élastigueidolution rend les champs

\‘5 =

FIG. 2.4:Reperes et coordonnées cylindriques en pointe de fissure.

asymptotiques de pointe de fissure suivants; les champs de contrainte sont pour chacun
des modes :

[ cos? sm cosdcos® 0
a"(r,8) = . ‘ cosd (1+812nesr$39) 0
= 2
V21 | sym 0
1 [ —sind (2+cosdcos®) —cosd (1-sndsn®) 0
o"(r,8) = N —smecosecos?g9 0
™1 sym 0
. 1 [ 0 0 sind
0g'(r,0) = —(— 0 co¥
V2 | sym 0

ou (r,8) sont les coordonnées cylindriques d’origine la pointe de fissure (illustrée sur la
figure 2.4). L'intensité en contraintes de chacun des modes est caractérisée par les facteurs

d'intensité dynamique", K$¥" etKSY", et le champ de contrainte en pointe de fissure
s'écrit :

Z K"o"(r (2.14)

Les vecteurs déplacements des modes 1, 2 et 3 s’écrivent :

co k—cosB
u§"(r,8) = liEV %1 —si(](g))((k cose)) (2.15)
0 (Ur,Ug,Uz)
o 14y [T —S|n(%)(k—|-cose)-1—25|n3e
(r,0) = £\ 7 —C09(5 ) (k+ co) + 2cos5 (2.16)
0 (ur,ug,Uz)
cm 1+V O
() = 4— ZT _06 (2.17)
N3 (Ur,Ug,Uz)
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2. Mécanique de la rupture

L'intensité de chacun des ces déplacements est caractgasées facteurs d'intensité
cinématiqueK;", K5"" etK3", et le champ de déplacement en pointe de fissure est de la

forme :
3

u(r,8) =y Kg"ug"(r,6) (2.18)
K=1
Dans le cas d'un matériau dont les caractéristiques mécaniques restent isotropes mais
dépendent de I'espac&(x) par exemple), Menouillard [MEN 06a] a montré la facon
de calculer les nouveaux champs asymptotiques, et certains résultats intéressants sont
explicités, notamment pour des modules d’Young a gradient constant.

2.3.2.2 Facteurs d'intensité des contraintes statiques

Les facteurs d’intensité des contraintes statiques [NEW 81, FRE 78] sont définis par :

d i : , M 21
K{""=K§" =lim;_ov21r oxp(6=1) = Lmom —wp(8=m] (2.19)
KM= KSM = lim, o2 012(8 =T0) = |im B 2—n[u1(6 =m)| (2.20)
2 2 - r—01+ k r
KM KGN = lim, o v/2IT 050 =10 = lim /2 us(6 =
3° =Kz =IlIMr_ovIT 03(0=1m) = !lmozr T[U3(e = T0)] (2.21)
oup= ﬁ et 'opérateur.] est défini paff (6 = )] = f(m) — f(—1) etk la constante

de Kolosov définie, en fonction du coefficient de Poissppar :

-4 of i I
K— :;v v endé ormatlons planes, (2.22)
T en contraintes planes.
2.3.2.3 Facteurs d'intensité des contraintes dynamiques
En dans le cas dynamique, ils s’écrivent :
KM = lim V21T 022(8 =) (2.23)
r—
KM = lim V21T 012(8 =) (2.24)
r—
KM = lim /21 625(6 = (2.25)
r—
cn M 2_T[ .
KEM = lim /5 (@ =] (2.26)
cin  _ M 2_“ _
K™ = Im VT [u1(8 = )] (2.27)
: 2n
kS = fim B/ ug(e = 2.2
§" = lim 74/ [us(8 =] (2.28)
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Ces facteurs d'intensité des contraintes, statiques enaigi@s, sont liés aussi entre eux
par la relation suivante [BUI 78] :

KEM = fj(a)K™" (2.29)
avec
fi(a) = %wecie{lﬁ (2.30)
f3(a) = a—lz (2.31)
o = 1—(2)2 (2.32)
D(@) = 4o102— (1+03)2 (2.33)

ou c; etcy sont respectivement les célérités des ondes de traction et de cisaillensgnt.
la fonction dont le zéro définit la célérité des ondes de Raylgigh

2.3.3 Relation entre les facteurs d’intensité des contraintes et le taux
de restitution d’énergie

A l'aide des développements dans [IRW 57] et la connaissance des champs asymp-
totiques, la relation entre le taux de restitution d’énefiet les facteurs d’intensité des
contrainteK; etKy, appelée aussi formule d’lrwin, s’écrit :

G=——(K{+K —K 2.34
o (Kf+K3) + o (2.34)
De plus, en 1968, Rice [RIC 68] introduit le concept d’intégrale indépendante du contour :
I'intégrale de Ricel définie de la fagon suivante :

J :/ <Wnl—0ik nk%) ds (2.35)
r 0X1

ou " est un contour orienté autour de la pointe de fissitd'énergie de déformation,

nk la KM€ composante du vecteur u; la i*™M€ composante du champ de déplacement.

Rice [RIC 88] a montré I'égalité du taux de restitution d’éner@iet de I'intégrale de

RiceJ. Alors la relation générale entre les facteurs d’intensité des contraintes, le taux de

restitution d’énergie et l'intégraléest :

J:G:é(Kf—l—Kzz)-l—

1
Vg2 (2.36)
E

avec

- {1_\;2 en déformations planes (2.37)

1 en contraintes planes
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2. Mécanique de la rupture

2.3.4 Evaluation numérigue des facteurs d’intensité des caraintes

Ce paragraphe concerne le calcul des facteurs d’intensité des contraintes et le critére
de propagation associé dans le cas de la mécanique linéaire élastique. Effectivement les
facteurs d'intensité des contraintes sont des valeurs locales définis par une limite : ils ne
sont donc pas exploitables directement. Une approche possible [FRE 98, RET 05a] est
d’utiliser une formulation avec deux champs de déplacement : le champ réel et un champ
virtuel. En utilisant le champ d’extension virtuelle de la fissyiaéfini par :

g=0 en dehors de la surface S2
gl =1 dans la surface S1 (2.38)
tangent a la fissure dans le domaine

et schématisé sur la figure 2.5, alors on peut construire I'intégrale suivante :
it _ —/ (02 Ou — pi.0®™)div(q) — (02 : (Dudg) + 62 (OuP™0q))]dS
7]

+ /82 [(div(a®).0u(q) + p0.0ud"™(q)) + (pU*™.00(q) + pu.0u?"™(q)]dS
(2.39)

F1G. 2.5: Champ d’extension virtuelle d’'une fissure courbe

L'utilisation d’'un champ d’extension virtuelle comme décrit ci-avant, diminue les er-
reurs numériques sur 'estimation des champs en pointe de fissg""Sieprésentent
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Approche énergétique

les facteurs d'intensité des contraintes du champ virtlets an obtient I'équivalence
avec la relation d’lrwin :
“nt::2<l_‘vz)
E
Les fonctionf; sont définies dans I'équation 2.30. Le champ d’extension virtuelle suit la
fissure et son orientation (voir la figure 2.5).
Un choix approprié du champ virtuaf"* permet de déterminer les facteu(gy” :
ainsi un champ de déplacement tel gé4{‘ = 1, K3"* = 0) mettra en évidence le terme
fyn (et K& =0, K& = 1 pour la détermination dsz"). Ainsi en effectuant deux
calculs similaires, Ies deux facteurs d’intensité des contraintes peuvent étre estimés. A
partir de leur connaissance, peut-on estimer a présent le comportement de la fissure, et si
elle propage, est-on capable de donner la direction et la vitesse ?

(fl(a) KOMKAX 4 £, (a)K dy”Ka“X> (2.40)

2.3.5 Critere de propagation de fissure associé

Les facteurs d'intensité des contraintes caractérisent effectivement le champ de dé-
placement et de contraintes en pointe de fissure. Un critére connu depuis 1978 [BUI 78]
est, dans le cas de I'élasticité linéaire, le critére en contrainte circonférentielle maximale.
La direction de propagatioB est telle queogg en pointe de fissure est maximal. Donc,
connaissant le champ de contraintes en pointe de fissure en fonction des facteurs d’inten-
sité des contraintes, on peut résoudre I'équatiof smivante :

00gp
00

La solutionB. exprimée en fonction des facteurs d’intensité des contraintes, est la sui-
vante :

=0 (2.41)

dyn dyn
1K K{
0. = 2arctan 2 Kdyn —si gn(Kdyn) 8+ (Kdyn> (2.42)

Ensuite, I'intensité du chargement en pointe de fissure s’écrit comme un facteur d’inten-
sité des contraintes équivalent :

gg”_coé"( ) KN — gcos(ez)sm(ec) S (2.43)

Et le critere de propagation est donné par :

dyn .
SiKg K alorsa=0
<M o _ (2.44)
sinona >0 etKgg = Kip(a)
avec d’apres Kanninen [KAN 85]
) K1
K" = Kip () = = (2.45)
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2. Mécanique de la rupture

Donc I'expression de la vitesse de propagation de la fissurtegiee déduite de I'équation

précédente, et vaut :
K 1/m
. 1c
a= (1— Kdyn> Cr (2.46)

00

ol m est un parametres qui sera pris égal a 1 par la suite. Les intégrales d’interaction
pour le calcul des facteurs d’intensité des contraintes seront utilisées dans certains cal-
culs de validation. Les travaux effectués sur ces critéres sont considérés comme acquis.
Mais la limitation d’utilisation est essentiellement di au caractere non linéaire du com-
portement du matériau. En effet, si une plasticité confinée en pointe de fissure ne perturbe
guere les facteurs d’intensité des contraintes élastiques, une plasticité étendue leur fera
perdre leur sens. C’est pour cela que qu’un autre critére de propagation est envisagé ici :
une contrainte moyennée en pointe de fissure peut étre utilisée, couplée ou non a une ap-
proche zone cohésive. Aussi d’autres possibilités existent : notamment basée sur la perte
d’éllipticité.

2.4 Approche locale

Apres la présentation d’'une approche énergétique dite globale, la mécanique de la rup-
ture peut étre aussi percue de maniere locale, notamment au niveau du critére de propa-
gation, et du comportement en pointe de fissure. Effectivement, 'utilisation des facteurs
d’intensité des contraintes est tres commode pour un matériau élastique linéaire, mais
lorsque le comportement devient non-linéaire, endommageable ou alors qu’une plasti-
cité étendue apparait, les calculs de facteurs d’'intensité des contraintes n’ont plus de sens
physique. Menouillard [MEN 06a] montre déja les premiéeres difficultés d’évaluation des
facteurs d'intensité des contraintes lorsque le module d’Young est variable dans I'es-
pace. Lorsque 'endommagement [GEE 00, KUH 00, FEE 95, WEI 98] ou la plasticité
[ELG 06a, ELG 06b] apparaissent, les difficultés n’en sont qu’accrues et la signification
des facteurs d’intensité des contraintes perd tout son sens. Ces phénomeénes apparaissent
aussi localement en pointe de fissure, et le processus de rupture dépend donc de la taille
de cette zone dite "ductile" par rapport a la taille du probleme; si elle reste suffisamment
petite, les calculs restent valides. Les forces de cohésion ralentissent et adoucissent la pro-
pagation de la fissure grace a la dissipation d’énergie. Un probléme important est le fait
que la majorité des matériaux utilisés en mécanique ne sont pas parfaitement élastiques
fragiles comme décrit dans [GRI 21], mais qu’une ductilité apparait assez rapidement.
La figure 2.1 illustre bien ce phénoméne en montrant 2 courbes : 'une pour un matériau
fragile et 'autre pour un matériau plus ductile.

2.4.1 Zones cohésives

Ces zones cohésives ont été introduites par Barenblatt [BAR 62, BAR 59] et Dugdale
[DUG 60] pour des fissurations ductiles et par [HIL 76] pour des fissurations fragiles. |
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Approche locale

y a deux méthodes d'utilisation des zones cohésives. L'apgrale Xu et Needleman

[XU 94, FAL 01] est d'utiliser une loi de cohésion a l'interface des éléments, et que la
propagation de la (ou les) fissure(s) soit(ent) gouvernée(s) par cette loi. Les zones cohé-
sives sont situés sur les bords de tous les éléments. D’autre part, I'approche plus récente
d’Ortiz [ORT 99], Camacho [CAM 96] et Ruiz [RUI 01] consiste a insérer progressive-
ment des éléments cohésifs sur les interfaces lorsqu’un critére est atteint en avant de la
fissure. Les zones cohésives sont alors adaptives mais limitées a rester sur le bord des
éléments.

Les figures 2.6 et 2.8 montrent la zone cohésive qui va traduire I'ouverture progressive
et la rupture lors de I'avancée de la fissure. De nombreux travaux ont pu faire I'objet
de publications récentes sur ce sujet, notamment de Borst [BOR 97, BOR 85, BOR 93,
BOR 96, REM 03, WEL 02, PAM 98, SCH 93a, PEE 98, PEE 01, GEE 98, PEE 02].

o

Zone cohesive

F1G. 2.6: Représentation schématisée d’'une zone cohésive et loi contrainte-déplacement
dans la zone.

e

FiG. 2.7: Contrainte le long de la zone cohésive dans le prolongement de la fissure.

La figure 2.6 présente la zone géographique ou seront localisées les forces de cohé-
sion, et la loi de cohésion. La figure 2.8 présente I'évolution, lors de la propagation de la
fissure, de la zone cohésive. Ceci traduit 'avancée de la fissure et la dissipation d’énergie
pendant ce méme temps. Pour chaque liaison cohésive consumée, une certaine quantité
d’énergie a été dissipée. C’est ce caractere qui donne tout son intérét a I'utilisation de zone
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2. Mécanique de la rupture

. Element
Zone cohesive

FiSS-l-,I;’(; ------------ =~ 2 2 Fissure ——— 2

-
-

(@) (b)

FIG. 2.8: Schéma de la représentation de la zone cohésive dans le maillage.

cohésive. On peut en fait trancher progressivement les éléments par des zones cohésives :
cette opération impose des "remaillages"” progressifs qui sont plutot des sous désoupages
d’éléments quasi existants.

On va maintenant introduire la notion de critére local de rupture en pointe de fissure.

2.4.2 Evaluer des contraintes en pointe de fissure

Dans cette partie, I'idée principale est de moyenner les contraintes en pointe de fissure
afin d’évaluer le comportement possible de la fissure. L'intérét que présente cette méthode
est qu’elle pourra s’appliquer aussi bien a des matériaux fragiles que ductiles. Ainsi, on va
chercher a déterminer la contrainte d’ouverture locale en pointe de fissure, et la direction
de la possible propagation, si la contrainte d’ouverture est suffisamment importante. Les
analyses étant faites en dynamique explicite, les évolutions spatiales et temporelles des
contraintes sont assez chaotiques et un "lissage" spatial (et aussi temporel) permet d’avoir
une meilleure stabilité des prévisions. Pour arriver a ces grandeurs, doit-on moyenner
le tenseur des contraintes puis chercher la direction, ou alors moyenner directement la
direction ?

Dans tous les cas, le calcul de moyenne en pointe de fissure va nécessiter une intégra-
tion spécifique :

f / £(x).5(x) d» (2.47)

68



Approche locale

D est le domaine (icQR), f la fonction a moyenner étla fonction poids qui vérifie

/ 5(x)dQ = 1 (2.48)
Q

La fonction poids peut avoir par exemple I'allure d’'une Gaussienne centrée sur la pointe
de fissure, qui ne dépend que de la distance a la pointe de fissure :
o(r) = ie’é (2.49)
5 :
ouRest un parametre de longueur. Dans la littérature, de Borst [BOR 06b] utilise un rayon
R valant environ 3 longueurs d’élément de pointe de fissure. La figure 2.9 présente trois

Contrainte normale maximale Moyenne d'un champ de vecteurs Moyenne d’'un champ de tenseurs
7
. P

N . ﬁ/ . ﬁ/

6604

F1G. 2.9: Les différentes fagons de calculer une contrainte non locale en pointe de fissure.

méthodes différentes d’évaluation de la contrainte critique en pointe de fissure permettant
de construire un critére de propagation :
— la contrainte de cisaillement maximale,
— la direction de contrainte principale moyennée,
— et le tenseur des contraintes moyenné.
Dans tous les cas, la loi définissant la vitesse de propagation de la fissstelonnée
par :

_ {0 . SIOs (2.50)
cr(1-%) sd>ac
ou cr est la célérité des ondes de Rayleigh,la contrainte critique d’ouverture d’ini-
tiation de propagation (& comparer Kit), 04 la seconde contrainte d’ouverture @t
la contrainte non locale d’ouverture de fissure. Grégoire [GRE 07] précise les relations
entre les deux contraintes critiques et leur significations au niveau expérimental : I'une
correspond au démarrage et la second (inférieure a la premiére) au redémarrage.
La figure 2.10 présente I'évolution de la vitesse de propagation de fissure en fonction

de la contrainte moyennée en pointe de fissure.

2.4.2.1 Moyenner le tenseur des contraintes

C’est la moyenne du tenseur des contraintes de pointe de fissure qui est faite. Ainsi
pour chaque composante en 2D, on obtient :

Q Q Q

69



2. Mécanique de la rupture

3000

2500

2000

1500 /

1000

Crack tip velocity (m/s)

500

0 2 4 6 8 10 12 14 16
Stress average (MPa)

Fi1G. 2.10:Critére de propagation de fissure avec la contrainte moyecpée3000m/s,
0c. = 10MPaetog = 7TMPa

Ensuite la direction principalg est déterminée par :

1 2~Xy
= — arctani 2.52

2.4.2.2 Moyenner la direction

Ici, c’est le contraire, on moyenne les directions principales. Ainsi

Vo= / a5dQ (2.53)
Q
ou L )
o
o = Zarctan———2— (2.54)
2 Oxx — Oyy

Ces deux visions sont-elles équivalentgs 8st-il égal ay» ?

Jo 0xx0dQ — [ 0y, 0dQ

Yo = /Zarctan< _oyy)édQ (2.56)

Ces deux méthodes ne devraient pas conduire au méme résultat. Mais qu’en est-il au
niveau de I'expérimentation numérique ?

yi = 1 arctan( (2.55)
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2.5 Conclusion

Ce chapitre a présenté la théorie de la mécanique de la rupture et les principales no-
tions concernant le taux de restitution d’énergie, les facteurs d’intensité des contraintes.
Cette introduction permet de poser les bases mécaniques du travail de thése, et les diffé-
rentes approches présentées, énergétique et locale, permettent quant a elles, d’avoir plu-
sieurs visions de la résolution du probleme de fissuration. De plus la résolution de la
propagation de fissure, appliquée a un matériau élasto-plastique, par le calcul des facteurs
d’intensité des contraintes est plus complexe que pour le cas d’un matériau au compor-
tement linéaire élastique. Les champs asymptotiques sont connus pour une fissure fixe
[ELG 06b] mais incertains dans le cas d’une fissure mobile.
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Chapitre 3

Etat de I'art des méthodes numériques
pour la propagation de fissure

Ce chapitre présente les différentes méthodes numériques
actuellement mises en oeuvre pour la simulation de
propagation dynamique de fissure. La discrétisation en espace
selon la méthode des éléments finis étendus est plus
particuliéerement développée. Enfin, la stabilité du schéma

d’intégration de Newmark explicite est présentée.
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Introduction

3.1 Introduction

Ce chapitre présente les différentes méthodes numériques actuellement mises en
oeuvre pour la simulation de propagation dynamique de fissure. En particulier, la dis-
crétisation en espace selon la méthode des éléments finis étendus est explicitée. Enfin, le
schéma d'intégration de Newmark est aussi abordé en terme de stabilité pour la confi-
guration explicite. Dans un premier temps, un état de I'art des méthodes de simulations
numériques actuelles qui permettent de traiter la propagation dynamique de fissure sera
présenté. Ainsi les méthodes des éléments de frontiére, sans maillage, des éléments finis
et des méthodes basées sur la partition de I'unité seront treés brievement décrites met-
tant en avant leurs avantages et inconvénients respectifs. L'évolution d’interface qui se
conjugue tres bien avec la méthode de partition de I'unité est présentée a travers la notion
de fonction de niveau. De plus les discrétisations spatiale, selon la méthode des éléments
finis étendus, ainsi que temporelle, a I'aide du schéma d’intégration de Newmark appliqué
dans le cas explicite, sont toutes deux explicitées.

Enfin les notions utiles pour simuler la propagation dynamique de fissure par la mé-
thode des éléments finis étendus en explicite sont précisées.

3.2 Méthodes de simulation numérigue pour la propaga-
tion de fissure : état de 'art

Les differentes méthodes présentées ci-apres sont des approches différentes pour la
simulation. Les développements sur la méthode des éléments finis usuels sont encore
en cours alors que des méthodes sans maillage progressent de leur cété. C'est a dire
gu'’il s'agit d’'un sujet encore trés ouvert, qui ne permet pas encore de faire de choix
franc. Toutes ces alternatives restent envisageables pour I'avenir, et chacun apporte sa
contribution sur les différents axes de recherche concernant les méthodes de simulation
numérigque pour la propagation de fissure.

3.2.1 Méthodes des éléments de frontiere

Cette méthode [PAR 97, ALI 02] est basée sur les calculs aux frontieres du domaine.
Pour ce qui est de la propagation de fissure, elle permet une description aisée de la fissure
[BLA 81, MI 92] : en effet seules les frontieres du domaine sont représentées dans la mé-
thode. Par conséquent, la représentation de I'évolution de la fissure est naturelle. Cepen-
dant les limitations de cette méthode résident dans les probléemes numériques [POR 92]
d’intégration en espace et en temps, qui sont principalement la gestion des calculs volu-
miques sur la structure ou partie.
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3. Etat de I'art des méthodes numériques pour la propagatidisslire

3.2.2 Méthodes sans maillage

Les méthodes sans maillage sont diverses, mais la plus utilisée et développée est
la méthode EFG (Element Free Galerkin Method). Elle a été proposée par Belytschko
[BEL 94b, LU 94] il y a une douzaine d’années environ. Elle a été rapidement appliquée
a la propagation de fissure [BEL 95b, LU 95, SUK 97]. L'implémentation numérique de
cette technique est maintenant acquise [DOL 98]. Les principaux développements sont
explicités dans [KRY 99, BEL 94a, BEL 95a]. Ensuite, le traitement de la discontinuité
en déplacement, rencontré dans le probleme de fissuration est vu dans [COR 96, BEL 96].
Enfin l'utilisation de fonctions de forme comportant la description de la discontinuité a
aussi fait I'objet de publications [FLE 97, KRY 97]. Les principales difficultés tournent
autour de I'intégration, des fonctions de forme notamment. Ces opérations ne sont pas
triviales et souvent trés colteuses.

3.2.3 Méthodes des éléments finis

La méthodes des éléments finis [BEL 00, HUG 87] est déja trés utilisée en mécanique,
et aussi en mécanique de la rupture. Le premier inconvénient est que la fissure doit étre
partie intégrante du maillage de la structure. Souvent le maillage est raffiné en pointe
de fissure afin de mieux évaluer les singularités. Donc il faut mailler la structure et la
fissure. Le second, qui découle du premier, se produit quand il y a propagation de la
fissure : il faut alors remailler la structure et la nouvelle fissure sauf si la fissure suit
les bords des éléments. Dans ce cas la méthode de déboutonnage [CAR 00] peut alors
étre utilisée. En dynamique, ces opérations peuvent devenir tres nombreuses : la zone
remaillée peut étre restreinte [ATL 85] ou large [BAZ 78]. Le fait que la fissure évolue
dans le temps apporte deux cas de figure : le trajet de la fissure est connu par avance, ou
pas. Dans le premier cas la structure est maillée intelligemment, c’est a dire que le trajet de
la fissure est d’ores et déja prévu a I'avance. C’est par exemple le cas d’une propagation de
fissure en mode 1 pur ou la fissure progresse de fagon rectiligne. Dans le second cas ou le
trajet n’est pas connu par avance, et c’est notamment le cas en mode mixte, ou la fissure
a une trajectoire courbe, le maillage est modifié si la fissure avance : cela impose une
procédure deemaillage de la structure qui s’effectue principalement au voisinage de la
pointe de fissure. La configuration est alors modifiée, et certaines quantités (déplacement,
déformation, contraintes) doivent étre initialisées sur la nouvelle configuration : il est alors
nécessaire d’'opérer upeojection de champs

Ces deux procédures de remaillage et de projection de champs sont les deux incon-
vénients de l'utilisation de la méthode des éléments finis pour la propagation de fissure
en dynamique. Le remaillage est une procédure techniquement réalisable et fiable en 2D,
mais colteuse. Quant a la projection de champs, elle a été progressivement améliorée,
mais elle ne pourra jamais conserver exactement toutes les quantités d’intérét localement
et globalement. C’est donc le changement de maillage qui pénalise I'exactitude et le colt
des calculs. C’est pour ces raisons que des méthodes sans remaillage ont vu le jour ré-
cemment.
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Représentation et évolution de I'interface de discontinddns le temps

3.2.4 Méthodes basées sur la partition de l'unité

La méthode des éléments finis a I'inconvénient de nécessiter une procédure de re-
maillage lorsque la fissure propage. La prise en compte de l'interface dans la discréti-
sation pourrait permettre de s’affranchir de cette opération lourde. Melenk eslgabu
[MEL 96, BAB 97] introduisent la partition de l'unité, et montrent qu’en s’intéressant
a cette derniere, I'ajout de fonctions de forme particuliéres est rendu possible. De ce
fait, la discrétisation se voit donc étre enrichie par des fonctions de forme décrivant
le comportement a l'interface. Ces fonctions de forme enrichies servent a prendre en
compte, dans la discrétisation, la présente fissure [MOE 02a, BEL 99, MOE 99, BEL 01,
DUA 01, DOL 00]. Ces méthodes sont d’autant plus intéressantes en trois dimensions
gu’elles ne nécessitent pas de remaillage [SUK 01, SUK 00]. Ces méthodes ont suscité
un réel intérét ces dix derniéres années [MOE 02c, GRA 02, STO 01, WAG 01, BEL 03,
MOE 02a] : tout d’abord pour consolider le fait que la description X-FEM était va-
lide [BEC 05, STA 03, ZI 03, STA 03], et que les schémas d’intégration étaient stables
[RET 05¢c, RET 05b, RET 04, RET 05a]. Des développements plus poussés concernant
les criteres de propagation ont fait I'objet de nombreuses publications pour les zones cohé-
sives [GEE 98, PEE 02, BOR 96, BOR 03, BOR 04] couplées a X-FEM [MOE 02b], pour
le contact [DOL 01], et aussi pour traiter de la simulation numérique de coupe [GUE 05]
par exemple. Deux probléemes sont a traiter séparément : la localisation de I'interface et
le calcul de mécanique.

3.3 Représentation et évolution de l'interface de discon-
tinuité dans le temps

L'interface de discontinuité et son évolution dans le temps sont a traiter aussi. Deux
possibilités sont alors proposées : mailler la fissure et sa progression avec des segments en
2D, et avec des triangles en 3D, ou alors utiliser des fonctions de niveau (aussi appelées
"level-set") qui permettent de localiser la fissure. Ainsi la méthode X-FEM peut utiliser
une caractérisation spatiale de la fissure a l'aide de fonctions dites de niveau. Le cas
tridimensionnel [SUK 00, GRA 02] apporte la complexité au probléeme qui encourage
a caractériser la position de l'interface de discontinuité avec ces fonctions de niveau.
Ces méthodes étaient utilisées en mécanique des fluides afin de calculer I'évolution de
I'interface entre deux fluides non miscibles par exemple. Les fonctions de niveau sont
aussi beaucoup utilisées en imagerie virtuelle pour le retraitement des images.

3.3.1 Fonction de niveau ou level-set

La localisation de l'interface est associée a l'iso-zéro d’'un champ scalaire dans I'es-
pace ; de plus I'évolution de l'interface ne dépend que de la vitesse normale a la surface.
L'utilisation de fonctions de niveau pour traiter ce probléme d’évolution date de 1994
[SUS 94, SET 96]. La mise en équation pour chacune des étapes du calcul a été progres-
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sivement améliorée [SET 99, SET 01, SET 03]. Le domaine de tameéue des fluides a
beaucoup contribué a ces évolutions [SOC 03]. Les différentes difficultés de chaque étape
de calcul ont été résolues. Ainsi l'utilisation d’un maillage régulier s’avére trés perfor-
mant associé a un algorithme de calcul en différences finies. Les étapes de propagation
de champs, d’orthogonalisation, d’extension des vitesses sont principalement référencées
dans [MAL 95, PEN 99, ADA 99, OSH 01, OSH 02, PRA 06].

3.3.2 Application a la propagation de fissure

Sukumar [SUK 01] décrit les premiéres applications sur cette idée. Lutilisation de
fonctions de niveau pour I'évolution de fissure dans I'espace est notamment décrite dans
les références suivantes [SUK 00, MOE 02c, GRA 02, VEN 02, VEN 03]. L utilisation
de fonctions de niveau pour traiter la fissure dans le cas tridimensionnel est une nécessité.
Pour ce faire, la fissure est décrite par au minimum deux fonctions de niveau [GRA 02,
DUF 07, BOR 06a] : la premiére localisera par son iso-zéro la surface du plan de fissure,
et la seconde servira a définir le front, ou les fronts.

Propagation des fonctions de niveau : Le choix s’est porté sur ce qui existait déja
[MOE 02c, GRA 02, BOR 06a] dans la propagation des fonctions de niveau. En fait, le
vecteur vitesse de propagation de fissure est séparée en deux partie : chacune des deux
parties correspond a la propagation d’'une fonction de niveau. La mise a jour des level-
sets est purement explicite ; les étapes sont I'extension des vitesses, puis I'ajustement d’'un
champ de vitesse sur la fissure, et la mise a jour des champs, et enfin la réinitialisation a
une distance signée.

3.3.3 Maillages level-set/structure indépendants

Le traitement numérique des fonctions de niveau nécessite un maillage spatial d’appui.
Deux possibilités s’ouvrent : soit le maillage est le méme que celui de la structure, soit les
fonctions de niveau s’appuient sur un maillage indépendant de celui de la structure. La
référence [PRA 06] explicite notamment ce second choix sur des calculs de propagation
dynamique de fissure en mode mixte.

Nous avons choisi cette méthode de maillage level-set indépendant du maillage de la
structure dans le code EUROPLEXUS en dynamique rapide. La méthode a été développée
en 2D et 3D avec une représentation différence finie 3D du mouvement des level-sets.

3.4 Discrétisation spatiale et temporelle

Le systéme d’équations (2.1) du proleme de référence a résoudre est un systeme
d’équations différentielles espace-temps. C’est a dire que les grandeurs (déplacement,
vitesse, accélération) sont définies en fonction de I'espace et du temps. Le couplage des
équations différentielles avec les conditions de bord implique une résolution approchée,
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étant donnée la complexité du probleme. L'approximatiomeélgts finis espace-temps
permet en I'ocurrence de résoudre ce type de systéme. Les parties suivantes précisent les
discrétisations spatiale et temporelle utilisées pour ce type de probléme mécanique.

3.4.1 Discrétisation spatiale
3.4.1.1 Discrétisation spatiale : FEM

La méthode des éléments finis a pour but de résoudre le systeme d’équations décrit
dans (2.1). Les principales références [BEL 00, HUG 87, BAT 82] analysent précisément
la méthode et les fonctionnalités : la mise en équation pour la résolution numérique élé-
ments finis y est détaillée. Ainsi, on considére un domé&irdiscrétisé par un ensemble
A_ deN noeuds. Sur cet ensemble de noeuds, s’appuie une famille de fonctions de forme
N; aveci € A(. La discrétisation passe par la définition d’un espace de fonctions tests
approprié, sur lequel les solutions de la (re)formulation variationnelle de I'équation est
exacte. Le déplacement discrétigéu pointx s’écrit alors

U= S NGO (3.1)
ien
U définit une approximation éléments finis standard du champ de déplacement. Il en est
de méme pour la vitesse et I'accélération.

3.4.1.2 Discrétisation spatiale : X-FEM

Dans un premier temps, les fonctions de forme constituent une partition de l'unité sur
le domaine entief si
Z Ni(x)=1VxeQ (3.2)
iea
Sous cette condition alors on peut enrichir la base de fonctions de forme en utilisant une
fonction d’enrichissemenp telle que

U= 3% NXUi+ 5 Nx)w(x)U§ (3.3)
ien jence
De plus, le domaine d’influence de la fonction d’enrichissemigmist 'ensemble des
éléments connectés aux noeuds appartenant aces noeuds sont alors dits "enrichis".
Cela revient a enrichir le déplacement standard par le champ de dépladgmemvec
cette maniere d’écrire, siI'on choisit les granderggales a 0 ét¢ égales a 1, le champ
de déplacement discrétisé correspond au champ de déplaog(mésbuhaité :

U=S NjW(x) = W(x) (3.4)
jea®

Si I'on veut décrire une fissure, le champ de déplacement est discontinu; alors la fonc-
tion d’enrichissement doit étre discontinue également. Cette propriété s’exploite avec la
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méthode des éléments finis étendus. Ainsi, il semble judidileuchoisir la fonction dis-
continueH, qui décrit la présente discontinuité, dont la définition est la suivante :

+1 sixestaudessus de la fissure

H(X) = { (3.5)

—1 sixestaudessous de la fissure

D’autres fonctions discontinues peuvent aussi étre choisies (par exerhple dessus, et
0 sous la fissure). L'approximation éléments finis étendus du champ de déplatement
pointx s’écrit en tenant compte de I'équation 3.5 :

U:_Z N()Ui+ 5 Nj(OH(x)U§ (3.6)
ien jeac®

On peut aussi ajouter en plus des fonctions enrichies décrivant plus précisément le dépla-
cement en pointe de fissure [DUA 01, MOE 99, MOE 02a, BEL 99]. La base de fonction
d’enrichissement la plus judicieuse est la suivante :

Bo] = [ﬁsin <g) ,ﬁcos(%) ,A/rsin <g) sin (9),%005(2) sin(e)} (3.7)

ou(r,0) sontles coordonnées cylindriques dans le repére local lié au front de fissure. Et les
solutions asymptotiques du champ de déplacement peuvent étre obtenues en combinant
linéairement les 4 fonctions de cette base. L'approximation s’écrit finalement :

U= NOUi+ 3 NjHXU§+ S Nk(X)Ba(X)bkg (3.8)
ien jeae keag ot ae(1,4]

O Enrichissement saut B Enrichissement de pointe de fissure

FiG. 3.1: Stratégies d’enrichissement du maillage contenant une fissure.

La figure 3.1 présente deux stratégies d’enrichissement pour traiter la fissure : utilisa-
tion d’enrichissements saut uniguement, et discontinus et singuliers de pointe de fissure.
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3.4.2 Discrétisation temporelle
3.4.2.1 Méthode de Newmark

Dans cette partie, on s’interesse a l'intégration numérique de I'’équation d’équilibre
dynamique 3.9 suivante :

MX = fext— fint ou MX+ KX = fext (39)

Tout d’abord le schéma général de la méthode de Newmark [NEW 59, VEL 60], appli-
cable aussi bien au domaine linéaire que non-linéaire, sera présenté. La famille des sché-
mas de Newmark [NEW 59] ne formule aucune hypothese sur les dérivation des grandeurs
dans le temps. Il est basé sur un développement limité de Taylor des fonctions temporelles.
Les dérivations successives peuvent étre approchées par un développement de Taylor en
utilisant 2 parametrel pour le déplacementety pour la vitesse. Le passage du pas

au pamn+ 1 est ainsi donné par :

Y.\ Y.\ AV SR
= Atk + — %+ — [ 3p2=—— " 3.10
Xnt1 Xn + xn+2xn+3<[3 A ) (3.10)
. . M2 [ K1 —X
Soi1 = xn+Atxn+7<2y%) (3.11)

Au final en notantJ, le déplacement a I'instam, U, la vitesselJ,, I'accélération, alors
les relations s’écrivent :

Un+]_ — Un +AtU n "’Atz(% — B)Un +AtZBU n+]_

. ! . - (3.12)
Un+]_ - Un"—At(l—y)Un +yAtUn+]_

Le schéma explicite de différence centrée est donné pour le couple de BaleQret
y= % ; le résultat est décrit ci-aprés :

Un+1: Un+AtUn+ATt2Un

. g N 3.13
Un+l:Un+%Un+%Un+l ( )

Le tableau 3.1 présente les différents algorithmes utilisés en fonction du couple de para-
meétres(y, 3).

3.4.2.2 Stabilité

On s’intéresse a présent aux conditions éventuelles de stabilité d’'un schéma d'inté-
gration temporelle de Newmark, sur la base de I'équation de mouvement suivante :

MUp + KUp = Fext (3.14)
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Algorithme type % B
purement explicite explicite 0 0
différence centrée explicite /2 0

accélération linéaire implicite /2 1/6
accélération moyenne implicite /2 1/4
accélération moyenne modifiée implicite /2L+y  (14Y)?/4

Fox-Goodwin implicite ~ ¥2 1/12

TAB. 3.1:Résumé des propriétés des schémas numeériques de Newmark.

ou M est la matrice de masse du systéme consid&ilé, matrice de raideur. On définit
alors les notations suivantes ( adgenatrice symétrique) :

X] = Xns1—Xn o (X) =Tt
2(X)TB[X] = 2[X]"B(X) = [XTBX] (3.15)

Donc on peut écrire que le systéme 3.13 est équivalent a :

U] :At<U>—|—A7t2(2[3—y) {u]

U] =8 (0 + a1y~ ) [U] -
On développe en commencgant par I'opération suivante :
[U]T(M [U]HK[U]) =0 (3.17)
On injecte les équations 3.16 dans I'équation 3.17, et on obtient [HUG 87] :
—(y—%) [U}TA[U] :<U>TA[U}+[U}TK<U> (3.18)
ou X
A:M+A7t(2[3—y)K (3.19)

Et comme les matricel§l et K représentent des formes bilinéaires symétriques, alors on
peut en conclure d’apres 3.15 que :

1r.-T . T . 1 r--7T .

= [u AU +U KU] =—(y-3) [u] AM (3.20)
De 14, on peut écrire que schéma est stable gi> 1/2 et A définie positive
Si ces conditions sont vérifiées, alors le schéma est stable. De plus, les salutions
probléme de vibration (déK — w?’M) = 0) doivent étre considérées. Soit le vectiyr
correspondant & la valeu?, donc :

KXe = W?MXe, (3.21)
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En s’appuyant sur la définition de la matriéeon peut écrire :

2
XD AX0 = XX+ 5 (28— Y)XTKX, (322)

Donc

XEA%o = (1+ (B— 2)(@ht)?) XIMXe (3.23)

Donc la condition de stabilité du schéma numériqu@gsitiveY w?) est que les solutions
du probléme de vibration d@ — «w?M) = 0 doivent vérifier :

1+(B—‘§’)(wAt)Zzo (3.24)
On retrouve alors les conditions de stabilité du schéma de Newmark :
I<y<2B schéma inconditionnellement stable,
2 <yet2B<y schéma stable it < At = m (3.25)

ol wmaxest la plus grande valeur de pulsation propre de la structure discrétisée. Et, dans la
pratique cette valeur critique est déterminée en calculant la plus grande pulsation propre
du plus petit élément. Enfin, pour le cas explicite, le pas de temps critique est alors donné
par le couple de parameétrBs= 0 ety = % :

2
M= —— 3.26
c (3.26)

La méthode de calcul du pas de temps critique pour un schéma explicite a ainsi été deé-
taillée. Cette méthode globale de détermination de pas de temps critique dans le cas ex-
plicite, sera appliquée pour les cas d’éléments enrichis en une, deux et trois dimensions.

3.4.2.3 Remarque sur Newmark explicite

Le schéma en différence centrée de Newmark peut étre vue d’'une maniére différente
de celle exposée précédemment. Ainsi pour I'implémentation numérique, il est plus com-
mode de visualiser I'algorithme de résolution par demi pas de temps. Ainsi pour résoudre
I'équation :

MU' = e — fing (3.27)
L'utilisation de la différence centrée pour les vitesse et accélération s’écrit :
t-+AL t—At
4 ut—u
u = —— 3.28
Al (3.28)
t-+At t At
n Ut —2u 4 u
At2 ( )
Les vitesses au demi temps supérieur et inférieur s’écrivent :
t—At At
g —Uu +u . s —U U
wr=— = gtz =—_" 3.30
At At ( )

83



3. Etat de I'art des méthodes numériques pour la propagatidisslire

Le étapes de de résolution de I'algorithme qui permettentadeqr du tempisau temps
t + At sont les suivantes :

1. position au temps+ At : uttAt = XA L At
2. vitesse au tempisy- At /2 : GHAY2 = (A _ gt /AL,

3. accélération au temps- At : (A =M1 (fé’xim — fitnTAt),

4. vitesse au tempst At : UFHA = ot 4 (UHHA 4 i) At /2.

Ainsi, l'avancée des calculs dans le temps est triviale. Le pas de temps de calcul doit
cependant étre inférieur au pas de temps critique. La simplicité des calculs fait de ce
schéma d’intégration son succés en dynamique rapide.

3.4.2.4 Avancée de la fissure

L'avancée de la fissure se fait a partir d’'un schéma numérique d’intégration explicite :
c’est a dire que I'actualisation de la longueur de la fissurg; est évaluée a partir de la
longueur et de la vitesse au temps précédent :

Ayt = +a - At (3.31)

De méme la position de la pointe de fissure est aussi actualisée via le méme algorithme.

3.5 Conclusion

Dans tous les cas, la simulation numérique du phénomene de propagation dynamique
de fissure nécessite de tenir compte des trois points suivants :
— la description spatiale de la fissure au niveau du champs de déplacement disconti-
nus, et des autres champs,
— le critére de propagation : la détermination des grandeurs permettant de définir la
propagation, en terme de vitesse et de direction,
— et enfin I'évolution de la discontinuité dans I'espace en fonction du temps.
On a ainsi explicité les technigues numériques qui permettent de traiter de ces différents
points. En ce qui concerne les travaux présentés ci-apres, la description spatiale de la
fissure est fournie par la méthode des éléments finis étendus (X-FEM) et des fonctions de
niveau permettant de localiser cette fissure. Ensuite un critére de propagation particulier
a été déeveloppé, et enfin I'évolution de la fissure au cours du temps est évaluée par les
fonctions de niveau grace a un algorithme explicite.
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Chapitre 4

Théorie : X-FEM en dynamique
explicite

Dans ce chapitre, la mise en place globale de la méthode des
éléments finis étendus pour la propagation de fissure en
dynamique explicite sera exposée. On présentera deux
méthodes de diagonalisation de matrice de masse qui

respectent des propriétés essentielles, et I'étude de pas de
temps critiques d’éléments enrichis. Enfin ces études seront
validées par des applications numériques avec discontinuité
fixe en déplacement.
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Introduction

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, la mise en place efficace de la méthode des éléments finis étendus
(ou X-FEM) pour la propagation de fissure en dynamique explicite est proposée. Elle
a fait notamment I'objet d’'une implémentation intégrale dans EUROPLEXUS, code de
dynamique explicite développé au CEA Saclay, et commercialisé par Samtech. Le cha-
pitre est organisé de la fagon suivante : le point de départ de I'intégration dans un code
de calcul explicite est basé sur 'utilisation d’'une matrice de masse diagonale. Par consé-
quent, apres avoir étudié de maniere approfondie deux techniques de diagonalisation de
matrice de masse avec fonctions de forme enrichies, nous nous concentrons, d’une part,
sur I'étude de pas de temps critiques pour divers éléments enrichis associée a ces derniéres
techniques, et d’autre part, sur la vérification de la non-propagation d’'onde a travers la dis-
continuité en déplacemerin fing le chapitre 5 presentera quatre exemples numériques
pour valider ces études.

4.2 Diagonalisation de la matrice de masse

4.2.1 Introduction

Cette partie présente deux techniques de diagonalisation de la matrice de masse pour
les calculs numériques. En effet, il y a au moins deux raisons pour lesquelles on a besoin
de travailler sur les techniques de diagonalisation de matrice de masse avec la méthode
des éléments finis étendus.

La premiere est liée au fait qu’un code de calcul dynamique explicite nécessite une
matrice de masse diagonale, car le code ne comporte pas de matrice ; c’est a dire que I'ar-
chitecture de ces codes (comme EUROPLEXUS, RADIOSS ou LS-DYNA par exemple)
est telle que la matrice de masse n’existe que sous la forme d’une liste de réels représen-
tant les termes de la diagonale de la matrice de masse. Lintérét réside dans le fait que
I'inversion de la matrice de masse est triviale, il ne s’agit que d’inverser des scalaires non
nuls. La résolution de I'équation suivante devient alors évidente :

I\\/Hdiagonal«,lj n+1 = Frﬁ)r(tl - r:n+t1 (4-1)

En somme, il est trés souhaitable que la matrice de masse soit diagonale afin de pouvoir
utiliser au mieux la méthode X-FEM dans des codes explicites industriels. Le probleme
ici, est que I'on ne sait pas diagonaliser une matrice de masse qui comporte des termes
correspondant a des degrés de liberté enrichis. Dans le cas des éléments finis, il existe
plusieurs méthodes de diagonalisation de matrice de masse : la plus connue est celle qui
est définie par la sommation des termes d’une ligne pour obtenir le terme correspondant
de la diagonale. Ces méthodes sont souvent basées sur la partition de I'unité, et la conser-
vation de la masse dans la matrice : c’est a dire que la somme des termes de la matrice
de masse est égale a la masse de la structure. La question qui se pose ici est : comment
diagonaliser cette matrice de masse qui comporte des termes correspondant a des degrés

87



4. Théorie : X-FEM en dynamique explicite

de liberté enrichis ? Cette recherche porte sur la méthodéldegents finis étendus, et
donc il faut aborder la fagon de diagonaliser une matrice de masse dans une base de fonc-
tions de forme qui comporte des fonctions enrichies. Tout d’abord, la matrice de masse

consistante prend la forme générale suivante avec un rangement adéquat des fonctions de
forme :

_ Mistandard Mcou plage
Mxrem = ( I\\/Hcouplage Menrichie ) (4.2)

ou la matriceMgangarg €St la matrice de masse construite a partir des fonctions de forme

non enrichies seulement, la matrid&richie COnstruite a partir des fonctions de forme

enrichies uniquement, éflcoupiage Par le couplage des fonctions de forme standard et

enrichies. La diagonalisation de matrice de masse est utilisée systématiquement pour le

calcul dynamique explicite ; la technique de diagonalisation de la maifigg,qarg €St

bien connue [ZIE 00, HUG 87]. L'objet de ce paragraphe est la diagonalisation de la ma-

trice mass®lyrem de la méthode des éléments finis étendus.

Le deuxieme enjeu concerne la taille du pas de temps de stabilité du schéma en dyna-
mique explicite. Ce pas de temps dépend en effet de la dimension du plus petit élément
de cette structure. Gerlach [GER 99] a montré que I'enrichissement discontinu introduit
un caractere non stabilisant du schéma de Newmark explicite, et que le pas de temps tend
vers zéro. En effet, si 'on considére a présent une structure comportant une fissure, et sa
représentation par la méthode des éléments finis étendus, le pas de temps critique dépend
de la plus petite partie des éléments coupés par la fissure. La figure 4.1 montre I'équiva-

il : 2

@ L probleme X-FEM

o o O probléme FE équivalent
@O @O

( ¢éémentj [0 noeud i
FiG. 4.1: Equivalence entre un élément enrichi et 2 éléments finis.

lence entre un élément fini étendu joignant les noeuds 1 et 2, et 2 éléments finis successifs
joignantl a3 et3=4a2.

On voit que le pas de temps critique du probléme tend vers zéro lorsque la coupure
s’approche d’'un noeud. Plus généralement, dans un €léments fini enrichi le pas de temps
explicite tend vers zéro lorsque la fissure "passe” tres prés d’un noeud. Cette configuration
sera trés pénalisante pour d’éventuels calculs de propagation de fissure, car le chemin de
celle-ci n’est pas connu par avance, et cette configuration est donc trés probable. Remmers
[REM 07] a contourné la difficulté en interdisant a la fissure de couper les éléments en trop
petits morceaux. Pour ce faire, il déplace légerement les noeuds au cours du calcul. Cette

88



Diagonalisation de la matrice de masse

technique est assez approximative ; le pas de temps criteyaeds toute fagon plusieurs
dizaines de fois, voire centaines, plus petit que le pas de temps critique de I'élément
fini non enrichi, ce qui pénalise tout le calcul. L'idée qui a été suivie dans ce travail est
de modifier la répartition des masses sur les degrés de liberté de I'élément fini étendu
de maniere a conserver I'énergie cinétique globale ainsi que celle de chacun des sous-
éléments coupés. La répartition des masses devra étre bien choisie.

Ce qui suit présente deux méthodes de diagonalisation de matrice masse pour élé-
ments enrichis qui respectent la conservation de I'énergie cinétique, puis les calculs de
pas de temps critiques pour divers éléments enrichis monodimensionnel, bidimensionnels
et tridimensionnels avec ces deux méthodes. On montrera que les matrices de masse ainsi
construites permettent de respecter la non-propagation d’onde a travers la discontinuité;
une démonstration sera proposée pour les deux diagonalisations, et une validation numé-
rique confirmera cette propriété.

On proposera deux méthodes de diagonalisation : la méthode 1 (respectivement 2) qui
crée une matrice de masdiagonale (respectivementiagonale par blog. La méthode
2 est dite diagonale par bloc car elle diagonalise la matrice de masse dans une base diffé-
rente de la base habituelle, et le retour dans la base habituelle donne une matrice diagonale
par bloc, et non plus diagonale.

4.2.2 Diagonalisation 1 : masse diagonale
4.2.2.1 Méthode de diagonalisation

L'objectif de ce paragraphe est de démontrer la méthode de diagonalisation de ma-
trice masse mise en place et basée sur la conservation de I'énergie cinétique. Menouillard
[MEN 06c] précise aussi la démonstration de la méthode de diagonalisation. On cherche
a respecter la conservation de I'énergie cinétique discﬁ@tﬁMU) avec une matrice

de masse diagonale. Pour ce faméfarg designera le terme courant de la diagonale de
la matrice masse correspondant aux fonctions de forme standar@ffgtles termes de
la diagonale correspondant aux fonctions de forme enrichies. La matrice d’interaction

n’intervient pas dans la diagonalisation.

fem m
. — 4.3
mdlag Nnodes (43)
fem m 1 2
- = dQ 4.4
'ag NnodesMe$Qq ) Ja, v 4.4

ou Qg est I'élément considérén sa massenegQq|) sa longueur en 1D, sa surface (en
2D) ou son volume (en 3D))nodes|®€ Nombre de noeuds de I'élément,jeta fonction
d’enrichissement (par exemple la fonction Heavidije

4.2.2.2 Démonstration sur un élément monodimensionnel

L'utilisation d’un élément monodimensionnel a deux noeuds permettra d’appuyer la
démonstration. Chaque noeud possede un degré de liberté standard correspondant aux
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4. Théorie : X-FEM en dynamique explicite

fonctions de forméNz, N» et un degré de liberté supplémentaire correspondant a la fonc-
tion d’enrichissemend associée a chacune des fonctions de forme standard. Le champ
de déplacement est approché par :

u" = NyUq + NoUs + Ny @011 + NoUO1, (4.5)

La matrice de masse diagonalisée est de la forme :

me™ 0 0 0
fem
: 0 0 0
Md'ag = 0 mZO I'T'éfem 0 (4.6)
f
0 0 0 "

L'objectif ici est de déterminer les coefficients de la matrice tels que cette matrice per-
mette de conserver I'énergie cinétique, c'est a dire Gle= 2UTMY20U soit égal &

T= %de pu2dQ, qui est I'énergie cinétique exacte. Dans un premier temps, on consi-
dére un champ de vitesse constant dans la structure, ce qui correspond a un déplacement
de corps rigide & vitesse constante a. Ainsi, on aU; égal & etU;; 20. Donc le calcul

de I'énergie cinétique discréte donne

1. o1 =2 =2
TN = SUTM*oU = E(m{e”UlJrm;_emuz) = Z(mMrmMa  (4.7)
et I'énergie cinétique exacte est :
1 . 1 _
T=Z( piPdQ=_-ma’ (4.8)
2 Jagy 2

Dans un second temps, la structure subit un autre déplacement de corps rigide ou les deux
parties s’éloignent I'une de l'autre a la méme viteasec’est a dire que le champ de
vitesse est décrit par= ay(x).

1. . 1 L2 L2
Th = EUTMd'agU = é(rréfenUll + mzfenl.']_z ) méfem-i- m4fem)a (49)
et 1 1
T== / pu?dQ = —pa2 [ y2dQ (4.10)
2 /a4 2 Qq
Donc se déduisent des équations 4.7 a 4.10 les relations suivantes :
m
m" = m=2 (4.11)
xfem xfem_ m 1 / 2
= m _— dQ 4.12
Ms 4 2megQq) Jo, v (4.12)

On a ainsi fait la démonstration de la méthode de diagonalisation en respectant la conser-
vation de I'énergie cinétique pour des mouvements de corps rigide traduisant la présence
ou non de la discontinuité de déplacement.
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Diagonalisation de la matrice de masse

4.2.2.3 Application a un élément monodimensionnel

On considere a présent un élément monodimensionéé longueur., de masse
volumiquep, de sectiorS coupé a une distana. du noeud de gauche noté noeud
Le noeud de droite est noté noelld Les fonctions de forme sont ain§i et f;, et la
fonction d’enrichissemenrtti vaut+1 a gauche et-1 a droite. Les fonctions de forme
enrichies sont don@ f|, H f;; ) notées par la suitgfy/, f;;/). La base de fonction de forme
de I'élément devientf, fi, fi/, fii1) = (@)ke1,2,3.4- Lafigure 4.2 montre les 2 fonctions
de forme standardf(, f;|), et les deux fonctions enrichie§/ f,;/). La matrice de masse
consistante est définie par ces termgsde lai®™®ligne et de laj*™® colonne comme
suit :

m; = | @gd (4.13)
Q

On notem = pSLla masse de I'élément. Le résultat pour la matrice de masse consistante
est le suivant :

1 1 1 2:3 1 2 2.3
3 § 3535 . 1 8 U,
I\\/JIXFEM—m 5 3 6_8 +§8 §—28+2€ —§8
= 1 %23 12 23 1 1
3 _3 6 3 ? (f
1 2 2.3 1 2 2.3

(4.14)
La diagonalisation de cette matrice de masse passe par le calfyHfeQ ; dans notre
cas on a la relatiotl? = 1. L'application des équations 4.11 et 4.12 fait que tous les
termes de la diagonale sont égaux a la masse divisée par Z.dodnc la matrice de
masse diagonale s’écrit :

—di m
I\\/[[)1<dFEM diag __ §H4 (4.15)

ou la matricel, est la matrice identité de dimension 4x4. Au bilan, la matrice masse

fl il ) m ar

€L (1-e)L

F1G. 4.2: Fonctions de forme classiqué§, f;) et enrichieq f;,, fj;/) pour un élément
monodimensionnel coupé par une fissure.

diagonale associée aux degrés de liberté étendus est la méme que celle des degrés de
liberté usuels.
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4. Théorie : X-FEM en dynamique explicite

4.2.3 Diagonalisation 2 : masse diagonale par bloc
4.2.3.1 Elément poutre

On considére toujours le méme élément monodimensionnel coupé, mais une nouvelle
base de fonction de formdi, fy, f2, fo) utilisée ici et définie par :

f, 11 0 O f1 f1
fu | |1 -1 00 fr | fy
fm | |0 0 1 1 fo | P fo (4.16)
f||/ 0 0 -1 1 f2/ f2/

La figure 4.3 présente ces nouvelles fonctions de forme. On constate qu’elles sont a
chaque fois nulle d’'un c6té de la fissure ; on parle alors de fonction tronquée, ou de base
d’Hansbo (voir [HAN 04]).

. fi f2

e

2 -
eL (1-e)L

FIG. 4.3: Base de fonctions tronquées pour un élément coupé. Cette base est équivalente
a celle de la figure 4.2.

Le champ de déplacement peut alors étre discrétisé dans chacune des 2 bases présen-
tées. Ainsi

u = ufi+upf+ug fir oy fy (4.17)
u = uifi+upfy+uxfo+uyfy (4.18)

Et la relation entre chacun des vecteurs déplacement est donnée par :

Uy 11 0 0 uj uj

Uy B 1 -1 0 O Uy T Uy

Uy o o 11| u =P u (4.19)
Uy 0O 0 1 1 Uy’ U’

La matrice de masse peut se diagonaliser de la facon suivante dans la base d’Hansbo (voir
[ROZ 07)) :

e 0 0O O

~pSL{ 0 1-¢ 0 o©
M17l/7272/ == 7 O 0 1_8 O (4.20)

0O O 0 ¢

On remarque ici que la somme de toutes les 4 fonctions de forme fait 1 sur le domaine,
donc la somme des termes de la matrice de masse sera €gale a la masse de I'élément. On
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note(fy, fy, f2, f2) = (A )kef1,2,3.43, €L ON Vérifie :
4
Z\m =1 (4.21)
=

Donc la somme de tous les termes de la matrice de masse consistante est :

: émk:éé/gmcwdﬂ:/g (ém) (é@) dQ:/QdQZm (4.22)

Maintenant, pour revenir dans la bds¥E, 1,117, on fait un changement de base appliqué
a la matrice de masse comme suit :

11 0 0 11 0 0
1-10 0 1-10 0
M|7|/7||7||/ = 0 0 1 -1 'Ml,l’,Z,Z" 0 0 1 -1 (423)
00 1 1 00 1 1
1 2-1 0 0
CopSL| 2-1 1 0 0
= 2| o 0 1 z-1 (4.24)
0 0 x=-1 1

On parleraici de méthode de diagonalisation en matrice diagonale par bloc, contrairement
a la premiére méthode exposée que I'on nommera matrice diagonale. Ces travaux font ré-
férence en particulier a [MEN 07a]. Donc une matrice diagonale et une matrice diagonale
par bloc peuvent étre construites dans une base de fonctions de forme comportant des
fonctions enrichies dans le cas d’éléments finis 1D.

4.2.3.2 Elément triangle

On considere cette fois un élément triangle, de surfaasupé par une disconti-
nuité en déplacement, schématisé sur la figure 4.4. Pour cet €lément, les relations entre
les fonctions de forme standard et tronquées sont du méme type que celle de I'élément
monodimensionnel mais s’ écrivent de fagon plus générale :

fi = fi1+fy (4.25)
fi = HX)(fi—fr) (4.26)
fi = fo+fy (4.27)
f||/ = H(X||)(f2— f2/> (4.28)
fil = fa+fy (4.29)

fir = Hxn) (fa—fa) (4.30)
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Fissure

1,3

FIG. 4.4: Elément triangle coupé par une fissure.

ou H(x) est la valeur de la fonction d’enrichissement au pginbDe la méme fagon, la
matrice de masse d’'un élément triangle peut s’écrire dans la base d’Hansbo comme suit :

€ 0 0 0 0 0
0 1-—¢ 0 0 0 0
S| 0 0 1-¢ O 0 0
Mivo233 = % 0 0 0 ¢ 0 O (4.31)
0 0 0 0 1-¢ O
0 0 0 0 0 ¢

A présent, on peut revenir dans la base standard en utilisant le changement de base décrit
dans les équations 4.25 a 4.30.

1 2c—1 0 0 0 0
2c—1 1 0 0 0 0
S 0 0 1 z2-—1 0 0
MI,I’,II,II’,III,III’:% 0 0 %-1 1 0 0 (4.32)
0 0 0 0 1 z2-1
0 0 0 0 z2-—-1 1

Ces matrices de masse représentent en fait la moitié de la véritable matrice; c’est a dire
qu'elles ne décrivent que ce qu'il se passe dans la direckioou la directiony. La

matrice de masse en 2D est en fait une matrice deux fois plus grande, avec en haut a
gauche et en bas a droite la matrice décrite ci-dessus, et 0 ailleurs.

[\YIOETRIY / 0
My e n = [ h ’”"O"”'"” M /41 1111 |||/] (4.33)

Mi12233112233 = [Ml’llé’z/’?”?’/ M 0 ] (4.34)
11,2233
Pour cet élément triangle on constate que cette méthode donne vraiment une matrice de
masse diagonale par bloc ; et ces blocs sont des blocs de 2 par 2. Par la suite, les matrices
de masse résultant de cette méthode seront appelées matrices de masse diagonale par bloc.
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4.2.4 Conservation de I’énergie cinétique

Ici on va s’intéresser a la conservation de I'énergie cinétique avec I'utilisation des
différentes matrices de masse diagonalisées.

4.2.4.1 Elément monodimensionnel

On considere ici I'élément monodimensionnel des parties précédentes qui subira deux
mouvements différents. Le premier mouvement est un mouvement de corps rigide a vi-
tesse constandé. L'énergie cinétique de I'élément est doBg= %rri\/2 oum= pSLest
sa masseS sa sectionp est sa masse volumique letsa longueur. La discrétisation du
mouvement dans la base standard)¥st,0,0| et dans la base d’Hansbg,V,V,V]. La
démonstration de la méthode de diagonalisation est basée sur le respect de la conservation
de I'énergie cinétique, donc on a dans la base standard :

1 1
Edis = Q[VN: 0,0].M; yy1-[V,V,0,0] T = ém\/z =E (4.35)

et dans la base des fonctions de forme tronquée :

1 Im
Bagis = E[V7V7V7V]'M171/7272/'[V7V7V7V]T = EE <8+ 1-e+1- 8+8)V2
1
- Lok (4.36)

Le second mouvement prend en compte la présence de la fissure dans I'élément; il
s’agit de I'éloignement de ses deux parties a vitesse conataAiesi, I'énergie cinétique
de I'élément entier est la méme que pour le mouvement précédent, c’est B.dire
%m\/Z. La discrétisation dans la base standard@& —V, —V| et dans la base d’'Hansbo
V,—V,—V,V]|. La vérification de I'exactitude du calcul de I'’énergie cinétique discréte
dans la base standard est triviale car la méthode de diagonalisation est basée sur cette
égalité, donc

1
2

1
0,0, -V, =V ].M; 17y 1-[0,0,—V, -V]T = V2 = E, (4.37)

Edis =
dis 2

et dans la base des fonctions de forme tronquées, on peut aussi vérifier la relation :

1
Eais = 3 V, =V, =V,V].My 1 2 2.[V, -V, =V, V]
Im 1
= 5% (V24 (1-€)(—V)?+ (1—g)(-V)? +ev?) = émv2 = E. (4.38)

Pour le cas d’'un élément enrichi monodimensionnel, on a pu montrer que la conservation
de I'énergie cinétique était respectée pour des mouvements de corps rigide qu'il y ait une
fissure ou non.
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4.2.4.2 Structure de trois éléments monodimensionnels

Cette fois c’est une structure de 3 éléments monodimensionnels qui nous intéresse afin
de montrer que les matrices diagonalisées par quelque méthode que ce soit, respectent
bien la conservation de I'énergie cinétique. La figure 4.5 présente la structure composée
de trois éléments. L'élément central est coupé par une fissure ; il est donc aussi enrichi par
la méthode des éléments finis étendus. La figure 4.6 présente les 6 fonctions de forme : 4

@ @ 2 ® @

L,E,S,p cL ;

FiG. 4.5;: Structure de 3 éléments dont le central est enrichi.

fonctions de forme standard (une par noeud) et 2 fonctions de forme enrichies associées
a la présence de la fissure. On parlera alors de base enrichie standard (c’est di a son
arrangement et son écriture méme si elle contient des fonctions de forme enrichies). La

1 1 1

N1 N2 HN2

N3 HN3 N4

-1 -1 -1

FIG. 4.6: Fonctions de formes standard et enrichies pour une structure de 3 éléments
monodimensionnelsiNy, No, HNo, N3, HN3 andNa.

figure 4.7 présente les 6 fonctions de forme de la base d’Hansbo. La discrétisation dans la
base enrichie standard est de la forme suivante :

T
[Uldiag=[ U1 W a2 Uz az Uz | (4.39)
et le champ de déplacement correspondant approché est donné par :

UM,t) = ui.Ny(M)+uz.No(M) +az.H(M).N2(M) + uz.N3(M)
+az.H(M).N3(M) + usg.N4(M) (4.40)

Cette discrétisation permet aussi bien de décrire le champ de déplacement que de vitesse
et d’accélération. Ensuite, la matrice de masse diagonale [MEN 06c] pour la structure
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Hansbo 1 Hansbo 2 Hansbo 3

0 0 0
Hansbo 4 Hansbo 5 Hansbo 6

FIG. 4.7: Base de fonctions de forme d’Hansbo pour une structure de 3 éléments mono-
dimensionnels Hansbq, Hansbe, Hansba, Hansba, Hansbg andHansbg.

entiére est la suivante :

1 000O00O0
020000
~ _pSL] 00O 2000O
Mdiag=—>-1 0 0 0 2 0 0 (4.41)
000O0Z20
0 0O0O0O0O1
Et la matrice de masse diagonale par bloc [ROZ 07] est décrite par :
1 0 0 0 0 0
0 2 -1 0 0 0
~_pSL| 0 2-1 2 0 0 0
Mblockfdlag - 7 O O O 2 2 o 1 O (442)
0 0 0 z-1 2 0
0 0 0 0 0 1

De la méme facon que pour I'élément monodimensionnel seul, on va utiliser deux
mouvements de corps rigide générant une énergie cinétique théoriq%m\d?e(ou

m = pSl = pS3L). Le premier mouvement est un mouvement de corps rigide a vitesse
constanteV. Le vecteur vitesse s'écrjt1] = [V,V,0,V,0,V] dans la base standard en-
richie, et[vy] = [V,V,V,V,V,V] dans la base d’Hansbo. L'énergie cinétique discréte est
évaluée paECe{rﬁgh\Fl) = %[vl].M.[vl]T. Ainsi pour chaque matrice de masse (diagonale
et diagonale par bloc), I'énergie cinétique discrete est :

)
QS ey = 3 Maag[vi]T = 3pSVZ=  EZEX . (4.43)
bloc—di

Eqioc 929 = 1vi): Mijoc_ding V)T = 3pSV2= EZSS, . (4.44)

Le second mouvement est la séparation de la structure a vitesse coNstaasge sur
la présence de la fissure. Le vecteur vitesse s'@efit=[-V,0,—V,0,—V,V]| dans la
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4. Théorie : X-FEM en dynamique explicite

base standard enrichie, [gt] = [-V, -V, —-V,V,V,V]| dans la base d’Hansbo. L'énergie
cinétique discréte est calculée gavo]. M. [vo]T pour chacune des 2 matrices de masse.

diag 1 . 1 B ¢
Ec(mouv—Z) = Q[VZ]-Mdlag-[Vz]T = QPSVZ = Eg(xrgguwz) (4.45)
bloc—di
ECOC 9% = 1Vy] Mijoc—ding Vo)T = 2p9V2 = ESSS, . (4.46)

Par conséquent, la conservation de I'énergie cinétique est vérifiee pour une structure de
trois éléments.

4.3 Etude de pas de temps critique X-FEM

Dans cette partie on s’intéresse au calcul du pas de temps critique pour plusieurs
éléments de dimension 1, 2 et 3. L'objectif ici est d’évaluer les pas de temps critiques
d’éléments coupés par une fissure : ces éléments seront donc enrichis par la méthode
des éléments finis étendus, et les pas de temps critiques seront calculés en utilisant les
différentes matrices de masse : matrices de masse consistante, diagonale et diagonale par
bloc.

4.3.1 Elément monodimensionnel
4.3.1.1 Elément barre FEM

Dans un tout premier temps, on considere un élément fini monodimensionnel de lon-
gueurl, de module d’ YoungE, de sectiorSet de masse volumigye Sa masse est notée
m= pSL Les matrices de raideur et de masse de I'élément fini standard monodimension-
nel sont connues et s’écrivent :

ES — 11
KEEM = —= -1, MEEM=m( 3 § (4.47)
L\-1 1 5 3
Quant & la matrice de masse diagonale, elle va/(lﬂﬁ:'”mp: PI,. Pour le cas d'un élé-

ment fini standard, le pas de temps critique se calcule a partir des matrices de masse et
de rigidité de dimension 2x2. Les résultats de pas de temps critiques sont décrits ci-apres.
Avec la matrice de masse consistante, les solutionle I'équation defk — w?M) = 0

sont {0,0,2v/3,—21/3}. Donc on peut en déduire que le pas de temps critique vaut

AtFEconsistant_ | /%. Et avec la matrice de masse diagonale, les solutinds I'équa-
tion de{K — w?M939) = 0 sont{0,0,2, —2}. Donc on en déduit que le pas de temps
critique vautatf 594129 — L\/g Le tableau 4.1 rassemble ces 2 résultats.

4.3.1.2 Elément barre X-FEM

A présent on considére ce méme élément monodimensionnel de lorigueais
contenant une discontinuité de déplacement a une distinde noeud de gauche €
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Matrice de masse Pas de temps critique normalisétgg lag _ L\/g
Consistante
Diagonale

T
V3
1

TAB. 4.1: Tableau des pas de temps critiques de I'’élément fini monodimensionnel de
longueurL, de module d’ Younde, de sectiors et de masse volumique avec matrice
de masse consistante et diagonale.

L

I |
eL

FiG. 4.8: Elément monodimensionnel de longuéucontenant une discontinuité en dé-
placement a une distanek du noeud gauche.

[0,1]). La figure 4.8 montre cet élément coupé et la présence de la discontinuité. On
enrichit I'élément par la méthode éléments finis étendus en ajoutant la fonctiohl saut
valant—1 a gauche de la discontinuité,-el a droite. Les tailles des matrices sont donc
4x4. La matrice de rigidité de cet élément 1D est :

1 -1 1-2¢ —2¢+1
ES -1 1 26—-1 1-2¢
XFEM _ E<
Kid ™" =77 122 261 1 -1 (4.48)
2e—1 1-2¢ -1 1
La matrice de masse consistante s’écrit quant a elle :
1 1 1_2.3 1_.2,2.3
3 = 57— 5€ z—€°43¢€
1 i 1—3821283 l—628+282 2¢3
MIXFEM _ 6 3 6 3 3
1d 1_2¢3 ;_82+ 83 1 1
1 23 2¢ P 2 2.3 ? 9
+§ —2e+2¢% 38 3 3
(4.49)

ou eL € [0,L] est la position de la coupure dans I'élément de longleute sectiorS,
de masse volumiqup et de module d’YoungE. € est appelé fraction de coupure de

I'élément. La matrice de masse dlagonaIeM§fEM diag _ I4 (équation 4.15).

Matrice de masse consistante Les solutionsw de I'équation defk — w’M) = 0 sont

{O,ZTﬁ’, —%ﬁ’,%@, %f’}. Donc on en déduit que le pas de temps critique dépend de la

position de la discontinuité, et vaut

1 .
Atx FEMconastants) m (\j_ \/;) At(l::Edlag (4_50)
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D’aprés cette relation, le pas de temps tend vers zéro quatiscantinuité se rapproche
d’un noeud.

Matrice de masse diagonale Les solutionso de I'équation defk — w?MY139) = 0 sont
{0,4\/¢,—4\/€,4/1—¢,—4/1—¢€}. Donc on en déduit que le pas de temps critique dé-
pend aussi de la position de la discontinuité :

AtXfFEMdlagonaI €)= min , AtFEdlag 4.51
¢ ©) ecl0 \2ve 2y/1—¢/) °© #-51)

Le pas de temps ici ne tend pas vers zéro lorsque la discontinuité se rapproche d’'un noeud;

la limite inférieure es%AthEd'ag.

Matrice de masse diagonale par bloc Les solutionsw de I'équation defK —
w?’MY139) = 0 sont{0, 2, —2}. Donc on peut en déduire que le pas de temps critique ne
dépend pas de la position de la discontinuité, mais est constant :

AtngEMbloc—diagonale(s) _ At(I::Ediag (4.52)

Le tableau 4.2 rassemble I'ensemble de ces 3 résultats suivant les matrices de masse
utilisées. De plus, la figure 4.9 présente I'évolution des ces différents pas de temps en
fonction de la position de la fissure pour cet élément monodimensionnel enrichi suivant
les trois matrices de masse utilisées.

Pas de temps critique Pas de temps critique
Matrice de masse  normalisé pstf £929 normalisé pant; 59129
pour toute position de coupu(ee)
H H € 1-¢

Consistante miR o,y (ﬁ’ ﬁ) 0
: : 1 1 1
Diagonale MiBeo 1 <ﬂ, 5 178> 75
Diagonale par bloc 1 1

TAB. 4.2: Tableau des pas de temps critiques de I'élément enrichi monodimensionnel de
longueuil avec matrice de masse consistante, diagonale et diagonale par bloc en fonction
de la fraction de coupure

On constate effectivement que le pas de temps critique d’'un élément enrichi tend vers
Zéro lorsque la fissure tend vers un noeud (en utilisant la matrice de masse consistante).
Le fait de modifier la matrice de masse permet d’améliorer un pas de temps critique de
I'ordre de grandeur du pas de temps critique du méme élément fini non enrichi.
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Ate /A2 X-FEM FE
Masse Consistante 0 0
Masse diagonale % 0
Masse diagonale par bloc 1 0

TAB. 4.3: Valeur minimum du pas de temps critique normalisé suivant les masses consis-
tante, diagonale et diagonale par bloc, pour un élément X-FEM et deux €léments FEM.

Remarque 1 : < Aty TEMPloc-diagonalegy _ \fFEdIa0 o ytilisation de la base

d’Hansbo ou de la base des fonctions de forme standard n’a pas d’incidence sur les ré-
sultats des pas de temps critiques. Effectivement on peut passer de I'une a I'autre par une
simple opération de changement de base. Ainsi la résolution de I'équation suivante dans
les deux bases est équivalente :

detKyv o2 —wMyyop) = detPTK P —?PTM, vy 1/ P)
= detPT (K yy 10 — @My 1y j10)P)
= 16 detK; i jir— @WPM 1y i1v) (4.53)

car detP.P") = 16.

Si I'on effectue cette procédure de calcul de pas de temps critique dans la base
d’Hansbo on va montrer pourquoi le pas de temps critique de I'élément enrichi est égal au
pas de temps critique de I'élément fini standard quelle que soit la position de la disconti-
nuité. Ainsi la matrice de raideur dans la base d’Hansbo est :

€ 0 0
ES| 0 1- -1
K171/7272/ = T O 8 8 (4.54)

€ €
_1 ]__
—£ 0 0

» ool

Donc la résolution de I'équation dgky 1o _szl,l’,Z,Z’) = 0 conduit a I'équation
suivante

e2(1-¢)?a(@—2)% = 0 (4.55)

oua = %. La solution est donnée poar= 2 quelle que soit la position de la disconti-

nuité. DoncAt; = % = L\/g. D’autre part, on peut aussi noter que dans la base d’Hansbo

les matrice de masse et de raideur sont composées des matrices de masse et raideur de
I’élément fini simple au facteurset 1— € pres.

Remarque 2 : sur la fonction d’enrichissement Dans les paragraphes précédent, la
fonction d’enrichissement utilisée ddtvalant+/ — 1. Mais qu’en est-il des résultats si
une autre fonction d’enrichissement avait été utilisée ?
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On reprend le calcul du pas de temps critique pour le cas d'@mest monodi-
mensionnel coupé par une fissure a une distahadu noeud gauche (voir la référence
[MEN 06c]). La fonction d’Heaviside standard notég est utilisée ici a la place dd.
Elle est définie par :

H(x—€)=0 six<g;
{H(x—s):l Six> €. (4.56)
Les matrices de masse et de raideur sont dans ce cas :
: I P b B
% % %3 87"'%83 %_%83 (4.57)
Mxrem=m :
€ €
6 2 13¢ 37 3¢ 6 2 13¢ 37 3¢
1 -1 1-¢ -1
ES| -1 1 e€-1 1-—¢
KXFE'V'_I_ 1-¢ -1 1—¢ -1 (4.58)
€—1 1-¢ -1 1-—¢
La matrice de masse diagonale est :
10 0 0
1
lumped __ 0 5 0 0
M, pSl 0 0 %(1_8> 0 (4.59)
00 0 3(1-¢)

La figure 4.9 présente I'évolution du pas de temps critique dans le cas de I'utilisation de
cette fonction d’enrichissement. Elle correspond a la courbe intitivisse diagonale
X-FEM (H=0/+1)".

D’autre part on peut aussi utiliser les fonctions d’enrichissement suivantes :

Hi(x) =1 six<g; Ho(x) =0 six<e€; (4.60)
Hi(x) =0 six>E€. Ho(x) =1 six>e. '
Et dans ce cas, la matrice de raideur s’écrit :
1 -1 & ¢g-1
ES| -1 1 —¢ 1-¢
Rxeemv=—"1 ¢ _¢ ¢ o (4.61)
e—1 1-¢ 0 1-—c¢
La méthode de diagonalisation donne la matrice de masse suivante :
100 O
1
diag 050 O
M, =pSI| § 3 : 0 (4.62)
00 0 Lt

2
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T T

12 Masse Diagonale X-FEM (H=+/-1) N
Masse Diagonale par bloc X-FEM (H=+/-1) -------
Masse Consistante X-FEM (H=+/-1) --------
Masse diagonale X-FEM (H=0/+1) -

0.6

0.4

Pas de temps critique normalise par AtCOFEM

0.2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Fraction de coupure €

FIG. 4.9: Pas de temps critique normalisé (par rapport au pas de temps critique de I'élé-

ment fini standard avec matrice de masse diagcﬁstﬁl%d'ag) d’'un élément monodimen-
sionnel enrichi avec masse consistante, diagonale et diagonale par bloc en fonction de la
position de la fissure.

Finalement le pas de temps critique ne dépend pas de la position de la discostatuité
vaut :

>
Do) = \@mgFEM (4.63)

On obtient aussi les mémes résultats de pas de temps avec les fonctions suivantes :

{Hl(x):o SiX<€; {Hz(x):—l SiX<E€;

Hi(x) =1 six>e. Ha(x) =0 six>e. (4.64)

On constate que I'utilisation de la fonction standard Heavisidau lieu deH ne donne

pas exactement les mémes résultats, mais que ceux-ci restent comparables : c’est a dire
gue le pas de temps critique en utilisant d’autres fonctions d’enrichissement comme celles
proposées ci-dessus ne tend pas vers zéro mais est toujours au moins supérieur a la moitié
du pas de temps critique de I'élément fini standard.

[l était important de noter que le travail présenté ne se limitait pas a l'utilisation de la
fonction d’enrichissemerti valant+/ — 1, mais pouvait aussi s’appliquer avec d’autres
fonctions d’enrichissement. L'annexe A montre I'étude de pas de temps critique sur un
élément monodimensionnel avec une discontinuité faible.

Concernant I'implémentation de la méthode X-FEM dans EUROPLEXUS, le choix
s’est porté sur la fonction d’enrichissemetht= +/ — 1 car elle permet d’obtenir une
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FIG. 4.10: Pas de temps critique avec la méthode de diagonalisation 1 en utilisant une
intégration numérique non exacte sur 2, 5, 10 et enfin 50 points d’intégration.

matrice de masse diagonale constante au détriment du gain sur le pas de temps critique
gue pouvait apporter une autre méthode. Ainsi les éléments quadrangles et cubes ont été
intégrés dans le code, rendant possible des calculs bidimensionnels et tridimensionnels.

Remarque 3 : influence de I'intégration numeérique sur le pas de temps critique Les

pas de temps critiques théoriques ont été déterminés en utilisant un travail analytique.
Cependant, le calculs se font avec une intégration numérique de la matrice de raideur :
soit I'intégration numeérique est exacte (par exemple en sous-découpant I'élément coupé
en sous-triangles), ou alors approchée (pour un jeu supplémentaire de points de Gauss
dans I'élément coupé). Pour un calcul approché (comme il a été choisi d’opérer dans
EUROPLEXUS), la détermination du pas de temps critique est présenté sur la figure 4.10
pour différents sous-découpages de I'élément coupé.

Conclusion On a donc explicité deux méthodes de diagonalisation de matrice de masse
qui respectent toutes deux la conservation de I'énergie cinétique pour des mouvements de
corps rigide prenant en compte ou pas la présence la discontinuité. De plus ces méthodes
permettent aussi d’obtenir un pas de temps critique de I'élément enrichi ne s’annulant
pas lorsque la discontinuité est proche d’'un des noeuds. Enfin elles donnent méme au
pas de temps critique de I'élément enrichi I'ordre de grandeur du, voire I'égalité avec le
pas de temps critique de I'élément fini sans discontinuité. Ce résultat est-il extensible aux
éléments bidimensionnels et tridimensionnels ?
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4.3.2 Eléments bidimensionnels
4.3.2.1 Elément triangle

La figure 4.11 montre un élément triangle coupé par une fissure. La fraction de cou-
puree représente le rapport entre la surface d’'une partie coupée extraite et de la surface
du triangle initial. La figure 4.12 présente I'évolution du pas de temps critique de I'élé-

Fissure

11,3

FiG. 4.11:Elément triangle coupé par une fissure.

ment triangle en fonction de la fraction de coupure pour les deux types de diagonalisation
de matrice de masse. Cette fraction de coupure est un scalaire compris dans l'intervalle
[0,1] et symbolise le rapport de taille entre les deux parties de I'élément ; c’est a dire que
ce rapport de taille vaut en fait/(1— €) ou l'inverse. On remarque sur la figure 4.12

que les résultats de I'élément monodimensionnel s’étendent immédiatement; c’est a dire
que l'utilisation de la matrice de masse diagonale par bloc permet d’obtenir le méme pas
de temps critique que I'élément fini quelle que soit la fraction de coupure. Par contre la
matrice de masse diagonale donne un pas de temps critique qui dépend de la fraction de
coupure, mais est toujours supérieurg’2y/2 fois le pas de temps critique de I'élément

fini. D’un c6té la matrice de masse diagonale par bloc donne un pas de temps critique
€gal au pas de temps critique de I'élément fini, et de I'autre la matrice de masse diagonale
constante donne un pas de tempa/2 fois le pas de temps critique de I'élément fini
standard. La figure 4.13 présente I'évolution du pas de temps critique (de la méthode 1)
normalisé en fonction de la fraction de coupure de I'élément. Lintérét de cette figure est
que I'élément est coupé par une fissure droite inclinée, et que I'inclinaison n’a pas d’in-
fluence sur le pas de temps de I'élément. Seule la fraction de coupure influe sur la valeur
du pas de temps critique.

4.3.2.2 Elément quadrangle

A présent on considére un élément quadrangle qui serait aussi coupé par une discon-
tinuité en déplacement. La figure 4.14 montre cet élément et la discontinuité : la coupure
est caractérisée par la variatlgui représente la fraction de coupure de I'élément. La
figure 4.15 présente I'évolution du pas de temps critique en fonction de la fraction de cou-
pure de I'élément pour les deux techniques de diagonalisation utilisées. Pour cet élément
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1.05 At X-FEM normalise : masse diagonale ' ' ' by
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FIG. 4.12:Pas de temps critique de I'élément triangle coupé par une fissure, en fonction
de la fraction de coupure.

on peut observer que les pas de temps critiques des différentes techniques sont proches
(10% d’écart). De plus, contrairement a ce qu’il se passe pour les cas précédents, le pas
de temps critique correspondant a l'utilisation de la matrice de masse diagonale par bloc
n'est pas insensible a la position de la coupure. Pour garantir la stabilité quelle que soit
la position de la fissure, il faut choisir un pas de temps de I'élément étendus inférieur a
0,7 fois la taille du pas de temps critique de I'élément standard dans un cagbeiv@c

la matrice de masse diagonale par bloc. L'apport de cette nouvelle technique n’est pas
déterminant pour les quadrangles. On peut aussi noter que le pas de temps critique d’'un
élément quadrangle de cdtést supérieur a celui d’'un élément triangle de c6té de méme
longueur. Donc il sera intéressant de comparer le pas de temps critique d’une structure
élémentaire a 4 noeuds composée d’'un quadrangle ou de deux triangle.

4.3.2.3 Est-il préférable de mailler avec des triangles ou des quadrangles.

La question que I'on se pose ici est la suivanke pas de temps critique est-il plus
grand si I'on maille une structure avec des quadrangles, ou si elle est maillée uniquement
avec des triangles avec les deux méthodes de diagonalisation de la matrice de masse ?
La figure 4.16 présente le probleme modéle d’une structure de 4 noeuds que I'on souhaite
étudier de deux fagons :

— un seul élément quadrangle; il s’agit du travail exposé dans le paragraphe précé-

dent,

— deux élément triangles ayant deux noeuds en commnun.
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At A

5/5g

FIG. 4.13: Pas de temps critique d’'un élément triangle coupé par une fissure inclinée,
pour 3 angles d'inclinaisoa : 0, 30 et 45 degrés.

FIG. 4.14:Elément quadrangle coupé par une fissure.

Dans la figure 4.16 apparaissent 3 trois surfacefa: surface de I'élément quadrangle,

S et S les surfaces des 2 triangles composant la structure. Trois fractions de coupure
différentes € fraction de coupure de I'élément quadrangleget €, celles de de chacun

des triangles composant la structure) permettent de décrire les différents cas. Nous avons

S
La figure 4.17 résume les valeurs des pas de temps critiques pour les deux structures de 4
noeuds, avec les deux techniques de diagonalisation.
Les conclusions sont relativement simples : pour la diagonalisation par le systéme
de masse diagonale, il vaut mieux mailler en quadrangle, car le pas de temps est 30%
supérieur; et pour la diagonalisation par le systeme de matrice diagonale par bloc, c’est

b=1-¢=1
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0.6834592974s)

Pas de temps critique normalise (Atc0

FIG. 4.15:Pas de temps critique de I'élément quadrangle coupé par une fissure, en fonc-

Fissure

1,2

FIG. 4.16: Structures de 4 noeuds maillées par deux triangles et un quadrangle, coupées

également le cas, mais il y a trés peu de différence. Si I'on compare les deux modeéles
optimaux pour chacune des approches de diagonalisation, tous sont équivalents.
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par une fissure.

4.3.3 Eléments tridimensionnels

4.3.3.1 Elément tétraédre

La figure 4.18 présente un élément tétraédral coupé par une fissure; la fraction de
coupure est toujours notéelLes quatre fonctions de forme standard de cet élément sont
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FIG. 4.17:Pas de temps critique de 2 éléments triangle et un élément quadrangle coupés
par une fissure, en fonction de la positiode celle-ci.
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IvV,4
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FIG. 4.18:Elément tétraédre coupé par une fissure.

les fonctions standard : c’est a dire que chacune vaut 1 en un noeud, et 0 aux autres. Pour
un tétraedre, entité géomeétrique a quatre noeuds, on aura ainsi 4 fonctions dd forme
fir, fiy et fy. On a ainsi les relations suivantes :

vke {l,1,1,IV} (fk(Xk) =1letVj#Kk, fu(xj) = 0) (4.66)
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En entrant dans les détails, on peut trouver une fonctionrdesff) en résolvant les quatre
équations suivantes :

fix) = 1 (4.67)
f| (X|| ) =0 (4.68)
fi(xm) = 0O (4.69)
f| (X|V) =0 (4.70)

On peut alors construire la fonction de formelu typea x+ by y+ ¢ z+d;, ce qui corres-
pond a la détermination de 4 scalaires : le bilan consiste en la résolution d’'un systéme de
4 équations a 4 inconnueg ( by, ¢, d;). Le systeme peut s’écrire de la fagcon suivante :

X Yi z 1 q 1
Xioyn ozg 1 b 0
= 4.71
X Ym zn 1 C 0 ( )
Xxv v zv 1 d 0

ou (X, Yk, Z) sont les coordonnées des noeuds de I'élément. La figure 4.19 présente quant
a elle les résultats des pas de temps critiques de cet élément en fonction de la fraction de
coupuree pour les deux techniques de diagonalisation de matrice de masse. Ici on obtient
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FIG. 4.19:Pas de temps critique de I'élément tétraedre coupé par une fissure, en fonction
de la fraction de coupure.

des résultats tres similaires au cas de I'élément triangle et de I'élément monodimension-
nel; c’est a dire que le pas de temps du tétraedre enrichi vaut exactement le pas de temps
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du tétraédre standard en utilisant la matrice de masse dibgpar bloc. Et la matrice de
masse diagonale permet simplement d’obtenir un pas de temps critique supérieur a 0,707
fois le pas de temps de I'élément standard.

4.3.3.2 Elément cubique

La figure 4.20 présente un élément cubique coupé par une fissure. Les huit fonctions
de forme du cube de référence sont par exemple :

f(x) = %(1+ OyicX) (1+ dyky) (14 62) (4.72)

oU Oy, Oyk, Ozk, Valant+1 ou —1, définissent la fonction de formig correspondant au
noeudk. La figure 4.21 présente les évolutions des pas de temps critiques en fonction de
la fraction de coupure pour les deux techniques de diagonalisation. Les résultats obtenus
sont similaires a ceux obtenus dans le cas du quadrangle.

V1,6

1,2

IV, 4
\ 1,3

FIG. 4.20:Elément cube coupé par une fissure.

4.3.4 Bilan

Le tableau 4.4 présente tous les résultats précédents : c’est a dire pour chaque élément
étudié, sont données les informations suivantes : pas de temps critique de I'élément fini
standard avec les deux techniques de diagonalisation, et la valeur la plus pénalisante du
pas de temps critique de I'’élément contenant la discontinuité en déplacement avec aussi
les deux méthodes de diagonalisation de matrice de masse. Pour davantage de précision
concernant les valeurs du tableau 4.4, les valeurs de pas de temps critique sont propor-

tionnelles éi_\/g, et de plus, le coefficient de Poisson était pris égalda Bvec toutes

les méthodes de diagonalisation et quel que soit le type d’élément fini étudié, un pas de
temps de 0707 fois le pas de temps de I'élément sans enrichissement garantit la stabilité.
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FIG. 4.21:Pas de temps critique de I'élément cube coupé par une fissure, en fonction de
la fraction de coupure.

AtFEM AtXFEM normalisée
Elément AtFEM AtEEMIUmP parAtf EMIUmP
M standard| M diagonal| M bIoc-diagonaIe\ M diagonale

1D 0.5774 1 1 > 0.707
Triangle 0.2819 0.5638 1 > 0.707
Quadrangle 0.4354 0.7601 > 0.77 > 0.707
Tétredre 0.1919 0.4071 1 > 0.707
Cube 0.3651 0.6324 > 0.76 > 0.707

TAB. 4.4: Tableau des pas de temps critiques pour différents éléments : standard et en-
richis (Module d’YoungE = 1, longueurL = 1, masse volumiqup = 1, coefficient de
Poissorv = 0, 3).

4.4 Propagation d’onde a travers la discontinuité

4.4.1 Introduction

Dans cette partie, on souhaite vérifier que les différentes techniques de diagonalisation
de matrice masse n’engendrent pas d’erreur dans le calcul pour le passage des ondes a
I'interface [MEN 07b] ; c’est a dire que la prise en compte de la discontinuité en espace est
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maintenue dans le calcul dynamique avec la matrice de maasgerdilisée. Par exemple,

s’ily a propagation d’une onde de traction (ou compression) dans la structure, elle ne doit
en aucun cas franchir I'interface, sinon le calcul est faux. Si on parle en terme de valeur
nodale de déplacement (ou vitesse), alors la partie de la structure ne contenant pas lI'onde
initialement devra conserver des valeurs de déplacement, vitesse, accélération constantes
et égales a zéro.

Dans le cas du schéma de Newmark explicite, la premiére valeur apportant éventuel-
lement I'erreur de calcul sera I'accélération. Effectivement, en partant du cas ou les 3
composantes du vecteur d’état (déplacement, vitesse, accélération) sont nulles au temps
n, alors I'erreur au tempa+ 1 ne pourra provenir que du calcul de I'accélération par
I'équation 4.74 comme décrit ci-dessous :

2

Unri = Un+AtUp+ 7Un (4.73)
MUn1 = RS —FRYy (4.74)
Unyzt = Un+ > (Un+1+Un) (4.75)

La source d’erreur possible étant a présent localisée, il suffit de montrer que les calculs de
propagation d’'onde a travers la discontinuité montrent que rien n’est transmis (a I'’échelle
numérique) de part et d’autre de la discontinuité en espace. La démonstration se fera sur
le cas monodimensionnel, et enfin on la validera avec un calcul de propagation en 2 di-
mensions dont on comparera les résultats avec Remmers [REM 07] qui traita ce probleme
avec une autre méthode de diagonalisation.

4.4.2 Cas simple monodimensionnel
4.4.2.1 Deémonstration

On démontre la propriété dans le cas monodimensionnel, et en utilisant une structure
de 6 éléments qui permette de travailler aussi sur la deuxiéme couche d’éléments aprés la
fissure. On considére pour cela la structure de 6 éléments de lorigcieacun, de section
S, schématisée sur la figure 4.22. La masse de la structure entiére eshroEssL. On

@ @ @ Fis;ur@ @ @ @ V

L,E, Sp L

-

FIG. 4.22:Structure de 6 éléments coupée par une fissure.

va ainsi évaluer la possibilité gu'apparaissent des valeurs non nulles d’accélération aux
noeudq1), (2), et(3) de la figure 4.22. La discrétisation spatiale est donc la suivante :

U (X) = [ug, Up, U3, Us, @3, 84, Us, Ug, U7]. [Nz, No, N3, Ng, HN3, HNg, N5, Ng, N7| T (4.76)
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4. Théorie : X-FEM en dynamique explicite

H vaut—1 & gauche et-1 a droite. Dans notre cas, on impose une vitesse initiale au noeud
(7), et une onde traverse la structure de droite a gauche; il n’y a pas de force extérieure
alors :Frffl = 0. On suppose aussi qu’on se trouve a la configuration I'onde n’a pas

encore traverse la discontinuité, donc les déplacements des noeuds 1, 2 et 3 sont encore
nuls :u; = up = 0 etuz — ag = 0. De plus, on travaille ici en élasticité linéaire (module
d’Young E) ; donc la matrice de raideur interviendra dans le calcul des forces internes.

L'étape intéressante est la suivante :

Unr1 = M1 KUpq (4.77)
On construit dans un premier temps la matrice de raideur globale :
1 -1 0 0 0 0 0 0 O]
-1 2 -1 0 1 0 O 0 O
0 -1 2 -1 -2 2-1 0 0 O
ES o o0 -1 2 Zx2-12-2 -1 0 O
K=—1| 0 1 -2 2-1 2 -1 0 0 O (4.78)
L1 o 0 2-12-2 -1 2 -1 0 0
0 O 0 -1 0 -1 2 -10
0 O 0 0 0 o -1 2 1
| 0 O 0 0 0 0 0 -1 1]

et la matrice de masse diagonalisée par les deux techniques g{é@situn paramétre qui
permet de sélectionner la techniquye= 1 correspond a la matrice diagonale par bloc, et
X = 0 a la matrice diagonale) :

10 0 0 0 0 000
02 o0 0 0 0O 000
00 2 x2-1) o0 0O 000
oo x@-1y 2 0 0O 000
M="l00 o0 0 2 x(2e-1) 0 0 0| (479
2100 o 0 x(2-1) 2 100
00 0 0 0 0 200
00 0 0 0 0O 020
00 o0 0 0 0 00 1

La démonstration est une démonstration par récurrence sur le pas de temps de calcul
Proposition? (n) : les déplacement, vitesse, accélération aux noeuds a gauche de la dis-
continuité sont nuls, et les composantes standard et enrichies sont identiques.

Démonstration par récurrence :
On suppose que cette proposition est vérifiee au temngson veut montrer qu’elle reste
vraie au temps+ 1.

Donc on peut effectuer le calcul par I'équation 4.77, et on obtient :

ty = —1ES(u; — wp) =0 (4.80)
U= —E5(—u+2u—uz+ag) =0 (4.81)
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Propagation d’'onde a travers la discontinuité

a gauche de la discontinuité a droite de la discontinuité

noeuds 1,2 et 3H = —1) noeud 4H = +1)
Déplacement uy=up=uz3—az=0 Us=au
Vitesse Uy=U=uUz3—az3=0 Us=2au
Accélération Ui=Up=Ug—a3=0 Ugs=&u

TAB. 4.5: Tableau présentant la proposition de récurence au formalisme mathématique.

Ensuite, on arrive aux équations suivantes en combinant linéairement les équations du
systéeme 4.77 :

[14+x(1—2¢)](lig—8g) = —ZE3[—2up+2(e+1)(ug—ag) +2€(aa—g)] =0
[14X(1—2¢)] (lig— &4) = —2E32¢(—ug+ag+ Us — au) =0

On a prouveé que I'accélération de chacun des 3 noeuds a gauche de la discontinuité reste
nulle au temps + 1. Donc avec un schéma de Newmark explicite, la vitesse de chaque
noeud n’est pas modifiée (équation 4.75) et reste égale a zéro; donc le nouveau déplace-
ment ne change pas non plus (équation 4.73). En conclusion, on a démontré pour le cas
monodimensionnel qu’il N’y avait pas passage de I'onde a travers l'interface de disconti-
nuité pour les deux méthodes de diagonalisation de matrice de masse.

4.4.2.2 \Validation

Maintenant, on va simplement faire la vérification numérique sur les 2 méthodes de
diagonalisation. On réutilise la méme structure que précédemment, et on trace les champs
de déplacement, vitesse, accélération, déformation et contrainte dans la structure au temps
25s: c'est le moment ou I'onde a déja commencé a se réfléchir. La figure 4.23 présente ces
5 évolutions pour les 2 techniques de diagonalisation. Donc on constate aussi que I'onde
de traction ne franchit pas la discontinuité en déplacement pour les deux cas de méthodes
de diagonalisation.

4.4.3 Cas hidimensionnel

On considére cette fois la structure discrétisée en 78x39 éléments et schématisée sur
la figure 4.24. Le chargement en vitesse est défini de la fagon suivante :

(4.82)

V= Vot/ty pourt <t,
V% sinon.

out, vaut Q 1set la vitess&/p 10m/s. La présence de la discontinuité devra réfléchir cette
onde de traction. La figure 4.25 montre I'onde de traction s’approchant de la discontinuité
aux temps Bs et . La figure 4.26 met en évidence la réflexion de I'onde et la non-
propagation a travers la discontinuité. Les résultats sont en parfait adéquation avec la
référence [REM 07]. On constate que I'onde ne passe pas a travers l'interface.De plus,
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FIG. 4.23: Propagation de I'onde dans la structure de 6 éléments au tenspsl@d
champs de déplacement, vitesse, accélération, déformation et contrainte sont représentés.

les deux techniques de diagonalisation donnent des résultats tres proches (voir la figure
4.26 ou il y a bien deux courbes qui se superposent). Ces observations permettent de
valider ce qu’on constatait déja dans le calcul précédent, ou les ondes ne traversent pas
I'interface de discontinuité en déplacement.

4.5 Conclusion

La question que I'on se posait d’abord était la facon de diagonaliser une matrice de
masse qui comportait des fonctions de forme enrichies. La réponse a pu étre donnée grace
ala conservation de I'énergie cinétique qui devait étre vérifiee, et deux méthodes de diago-
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Discontinuite en deplacement
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FIG. 4.24:Géométrie et chargement.
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FiIG. 4.25: Contrainteoyy dans I'épaisseur suivagtmesurée au centre de la structure a
t = 1.5s (le graphique de gauche)tet 2s (celui de droite).
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FIG. 4.26: Contrainteoyy dans I'épaisseur suivagtmesurée au centre de la structure a

t = 3s, et la différence des contrainteg, de chaque techniquedans I'épaisseur suiyant

nalisation de matrice de masse ont ainsi été proposées et détaillées. De plus, ces méthodes
permettent d’obtenir pour des élément finis enrichis avec une fonction saut seulement, un
pas de temps critique proche du pas de temps critique des éléments finis standard. Donc
on a pu lever le probléme pénalisant les calculs explicites avec la méthode des éléments
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4. Théorie : X-FEM en dynamique explicite

finis étendus. Enfin, on a pu aussi vérifier que les matrices dsandiagonalisées par
chacune des deux techniques, permettent de tenir explicitement compte de la présence
d’une interface de discontinuité en déplacement, et traduit correctement le comportement
dynamique au voisinage de l'interface.
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Chapitre 5

Simulations numériques de propagation
dynamique de fissure

Ce chapitre présente I'implémentation de toute la stratégie
X-FEM et fonctions de niveau afin d’avoir les outils
opérationnels pour la simulation de propagation dynamique
de fissure dans EUROPLEXUS. Ensuite, des simulations et
une confrontation des résultats numériques et expérimentaux,
clotureront ce travail.

Sommaire

5.1 Introduction . . . . . . . . .. ... 120

5.2 Implémentation dans EUROPLEXUS . . . . .. ... ... ... .... 120
5.2.1 Descriptiondelafissure .. .. ... ... ... .......... 120
5.2.2 Calcul mécanique tenant compte de lafissure . . ... ... .. .. 122
5.2.3 Algorithmegénéral . . . . ... ... ... ... ... ... . ... 123

5.3 Simulations numériques . . . . . . ... 124
531 Modelpur . ... ... . . e 125
5.3.2 ExpériencedeKalthoff . . . ... ... ... ... ... ..., 126
5.3.3 Expérience sur Compact Compression Specimen . . . .. ... .. 130
5.3.4 Eprouvette trouée etfissurée . . .. .. ... ... ... ...... 136

5.4 Conclusion . . . . . . . . .. 141

119



5. Simulations numériques de propagation dynamique de dissur

5.1 Introduction

Ce chapitre a pour objet d’expliciter la stratégie d'implémentation de la méthode des
éléments finis étendus pour la propagation de fissure dans un code de calcul dynamique
explicite industriel EUROPLEXUS, et ensuite de détailler quelques simulations numé-
riques. La stratégie d'implémentation s’appuie essentiellement sur les résultats des tra-
vaux de recherche concernant les pas de temps critiques. On détaille aussi I'implémen-
tation du traitement numérique des fonctions de niveau qui localisent la fissure dans la
structure. Les liens entre les calculs sur les fonctions de niveau et la structure sont aussi
développés. Dans une premiére partie, une implémentation robuste de X-FEM dans un
code industriel de dynamique explicite EUROPLEXUS (CEA Saclay) est explicitée, et
des simulations numériques de propagation de fissure dans des structures chargées dyna-
migquement sont exposées dans la seconde patrtie.

5.2 Implémentation dans EUROPLEXUS

Cette section a pour objet de décrire la stratégie d’'implémentation de la méthode des
éléments finis étendus pour la propagation de fissure dans EUROPLEXUS, code déve-
loppé au CEA Saclay.

5.2.1 Description de la fissure
5.2.1.1 Utilisation de fonctions de niveau

Dans un premier temps, la fissure est décrite a l'aide de deux fonctions de niveau
[GRA 02] : 'une localisant la surface de la fissure et la seconde le front de fissure. La
figure 5.1 montre les iso-zéros de ces deux fonctions de niveau : leur combinaison permet
de construire la localisation de la fissure dans I'espace. Ensuite, on a construit des élé-
ments (quadrangle et cube) X-FEM. Le nombre de degrés de liberté par noeud (2 en 2D
et 3 en 3D) est doublé (4 en 2D et 6 en 3D). Ces noeuds sont susceptibles d’étre enrichis a
I'aide de I'activation de ces degrés de liberté supplémentaires. La recherche des éléments
coupés par la fissure permet d’activer ces degrés de liberté supplémentaires. On a ainsi
créé un maillage d’éléments susceptibles d’étre enrichis : il faut bien choisir ce maillage,
car lafissure ne peut évoluer que dans cette zone. Cette procédure de recherche d’éléments
enrichis est appelée a l'initialisation et a chaque pas de temps lorsque la fissure propage.
La matrice de masse est diagonale : les termes relatifs aux degrés de liberté standard sont
ceux utilisés pour les éléments standard, et les termes correspondant aux degrés de liberté
enrichis, sont aussi pris égaux aux termes standard [MEN 06c, MEN 07b].

De plus, la position de tous les noeuds, points de Gauss est repérée par rapport a la
configuration initiale.
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Implémentation dans EUROPLEXUS

PHI2=0

1

Crack surface

FiG. 5.1: Les deux fonctions de niveau localisant la fissure dans I'espace.

5.2.1.2 Maillage spécifique aux fonctions de niveau

Le maillage spécifiqgue aux fonctions de niveau est choisi régulier. Il s’agit en fait d’un
parallelépipede discrétisé BHxNIXNK éléments de cotBXxDYxDZ. Cette description
est illustrée sur la figure 5.2. Le coin inférieur gauche est repéré initialement par ses co-

NJ.dy

NI.dx

FiG. 5.2: Maillage régulier spécifique aux fonctions de niveau.

ordonnéep,Yo,Zo. La donnée de ces 9 parameétres permet donc de construire et localiser
le maillage spécifique aux fonctions de niveau. Ce maillage doit englober entierement les
éléments dits enrichissables. Ce maillage est ensuite invariant dans I'espace et dans le
temps. La finesse de celui doit étre au moins égale a celle du maillage de la structure.
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5. Simulations numériques de propagation dynamique de dissur

Linitialisation des fonctions de niveau, ou la construntde la fissure initiale se fait
grace a la donnée des équations des plans des deux fonctions de niveau : I'équation de
PHI1 et celle de PHI2. Donc actuellement la fissure initiale est limitée a étre plane recti-
ligne semi-infinie.

5.2.2 Calcul mécanique tenant compte de la fissure
5.2.2.1 Les forces internes

Dans cet partie, c’est le calcul des forces internes qui est décrit, et notamment l'inté-
gration sur les éléments coupés par la fissure. L'évaluation des forces internes aux degrés
de liberté standard est la méme de celle du probleme éléments finis, c’est a dire :

Fint — / BT 6dQ (5.1)
Q

Quant aux degrés de liberté enrichis, en écrivant la puissance des efforts intérieurs :

Pt = U] /Q B".0dQ + [d]T. /Q H BT .0dO (5.2)
Saaaard enrichi

avec|u] les degrés de liberté standard du déplaceni@res degrés de liberté enrichis du
déplacementy la contrainteH la fonction d’enrichissement, alors on peut écrire que :

ﬁi”tZ/ HBT 6dQ (5.3)
Q

L'intégration ici d’'une fonction discontinue BT o (& cause de la présence de la fonction
d’enrichissemenitl) peut se faire de deux manieres : la premiere consiste a sous décou-
per chaque sous-partie coupée par la fissure afin d’effectuer une intégration exacte sur
les points de Gauss de chaque c6té de la discontinuité d’'une fonction continue (car plus
aucun élément n’est coupé par la fissure), et la seconde consiste en une intégration appro-
chée mais dont I'erreur est réduite par le nombre accru de points de Gauss utilisés dans
I'élément (voir la these de Elguedj [ELG 06a]). Le code développé au LaMCoS utilise la
premiére méthode. Notre choix s’est portée sur la seconde car elle ne nécessitait pas les
développements lourds de sous-découpage d’élément. Ensuite, I'intégration approchée se
montre suffisamment efficace. Il a été montré [ELG 06a] qu’'un nombre de 4x4x4 (en 3D,
et 4x4 en 2D) sous-éléments (non-conformes avec la fissure) dans I'élément étaient le plus
approprié pour une intégration efficace et convenable. Donc on a créé des éléments pre-
sous-découpés : par exemple, en 2D des quadrangles qui comportent 68 points de Gauss :
c’est a dire les 4 points de Gauss standard lorsque I'élément n’est pas sous-découpé, et
64 autres points qui pourront étre utiles si I'élément a besoin d’étre sous-découpé apres
avance de la fissure par exemple.
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et —4——4————F+—F—F——F+——F——F+————— 71—+

—————————————

[ 4

O Enrichissement saut

FiG. 5.3: Schéma du choix du sous-découpage choisi pour les éléments enrichis.

5.2.2.2 La propagation de fissure

L'utilisation des fonctions de niveau est courante pour la description d’évolution d’in-
terface. Il a été fait le choix d’utiliser un schéma de calcul en différences centrées pour
le calcul des fonctions de niveau grace a sa robustesse et simplicité d’'intégration. La
condition est que le maillage relatif aux fonctions de niveau doit étre régulier. Méme si le
maillage de la structure est initialement régulier, sa déformabilité ne lui permet pas d’étre
utilisé pour la description des fonctions de niveau. C’est la raison pour laquelle deux
maillages différents interviennent entre la structure et les fonctions de niveau. Aussi, pour
maintenir un maillage régulier tout au long du calcul, les calculs relatifs aux fonctions de
niveau s’effectue sur la configuration initiale. Donc les grandeurs relatives aux fonctions
de niveau sont des valeurs a reporter sur la configuration initiale.

L'algorithme utilisé ici est celui décrit par Gravouil [GRA 02] utilisant les fonctions
de niveau pour décrire la fissure. La compilation des 2 fonctions de niveau permet de
construire le champs d’extension des vitesses prenant en compte la fissure existante. Le
transport du vecteur vitesse de propagation de fissure de la configuration actuelle vers la
configuration initiale, qui est la configuration de travail des fonctions de niveau, n’est pas
encore intégré. Donc la limitation actuelle des calculs en grandes déformations et grands
déplacements provient du fait que ce vecteur vitesse n’est pas transporté en tenant compte
du changement de configuration.

5.2.3 Algorithme général

On décrit ci-aprés I'algorithme global mettant en relation les fonctions de niveau et la
méthode des éléments finis étendus :

1. Initialisation des fonctions de niveau sur tous les noeuds et points de Gauss de la
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partie du maillage "enrichissable";
Recherche des éléments coupés et donc des noeuds enrichis;
Calcul mécanique avec les degrés de liberté enrichis actives;;

Calcul du critere de propagation de fissure : direction et vitesse de propagation;

o M D

Transport de la vitesse de propagation de la configuration actuelle vers la configu-
ration initiale ;

6. Extension des vitesses des fonctions de niveau;
7. Propagation au pas de temps suivant des fonctions de niveau;
8. Retour aI'étape 3 ou arrét du calcul.

On peut retrouver cette implémentation dans les fichiers ' EUROPLEXUS suivants : le
module X-FEMm_xfem_ Iviset.f'’élément quadrangle enrickcar.ff, I'élément cubique
enrichixcub.ff et le fichier d’initialisation des nombres de points de Gauss et degré de
liberté suivant les éléments et les noeurdsol.ff.

5.3 Simulations numériques

L'objectif de cette partie est de valider la stratégie numérique choisie et en particulier
le calcul du pas de temps sur des garanties plus complexes. Nous considérerons qu'’il y
aura validation des résultats précédents si les calculs explicites se divergent pas. Effective-
ment, un pas de temps de calcul supérieur au pas de temps critique engendrera directement
une divergence des résultats qui se traduira par I'explosion des valeurs de déplacements,
vitesses et accélérations. On pourra aussi comparer avec I'implicite, les résultats de calcul
de propagation de fissure pour les cas test suivants :

— Mode 1 pur : calcul en mode 1 pur sans puis avec propagation de fissure,

— Essai de Kalthoff: essai de propagation dynamique de fissure en mode 2,

— Compact Compression Specimen (CCS)propagation en mode mixte,

— Eprouvette trouée et fissurée propagation en mode mixte.

La premiere vérification sera donc au niveau du pas de temps de calcul en explicite ; le
pas de temps d’un calcul convergent est inférieur au pas de temps critique. On regardera
plus en détail les trajets de fissure, afin de montrer que certains éléments de la structure
comportaient une fraction de coupw@roche de 1 ou 0, donc que le pas de temps cri-
tique était le plus pénalisant et malgré cela le calcul a convergé. La deuxieme sera plus
précise et sera axée sur la comparaison des résultats entre calculs explicites et implicites.
Les calculs implicites seront aussi effectués avec deux stratégies d’enrichissement : en-
richissement saut uniquement, et enrichissements saut et fonctions de pointe de fissure.
Ainsi, le dernier calcul sera considéré comme la référence en terme de solution. Pour ces
simulations de validation, les calculs utilisant le critére de propagation gouverné par les
facteurs d'intensité des contraintes, et de la contrainte de cisaillement maximale, est le
code de calcuELFE_3Ddéveloppé au LaMCoS ; et EUROPLEXUS utilise le critere en
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contrainte moyennée en pointe de fissure. La quatriéme expérconfrontera des résul-
tats numériques et expérimentaux d’'une expérience de plaque trouée et fissurée impactée
dans un systéme de barre de Hopkinson.

5.3.1 Mode 1 pur

Le premier test s’appuie sur une plaque infinie comportant une fissure semi-infinie.
La figure 5.4 présente la structure, le chargement et les conditions limites de I'essai. L'ap-
plication numérique est effectuée avec les dimensioas2m, L = 10m, | = 5m et les
propriétés matériaukk = 210GPa, v = 0,3, p = 800kgnT 3. La contrainte de tractioog
est de 50MPa. Les facteurs d’intensité des contraintes sont évalués daislomaine de
rayon 01m. Les résultats numériques sont normalisésqparh, et le calcul est effectué
jusqua’au temps 9QG& La solution théorique de ce probléme pour une vitesse d’avance

00000000
2h
(O]0]0I0101010]0)

FIG. 5.4: Schéma et conditions de I'expérience de propagation de fissure en mode 1 pur.

de fissure donnée est décrit dans [FRE 98]. La validité de la solution analytique est vraie
tant que I'onde n’a pas été réfléchie sur la face inférieure.

d 200 /cit(1—2v
kP, = 200 etz 2) (5.4)

Et pour une fissure mobile a vitesgzde facteur d’'intensité des contraintes dynamique en
mode 1 s’écrit :

KM(a,t) = k(@)KP"(0,t) (5.5)
ouk est une fonction de la vitesse de pointe de fissutii peut aussi étre approché par :
2
A\ (i
k(d) = & (5.6)
2¢

Au final on peut écrire la solution analytique de facteur d’'intensité des contraintes en
mode 1 pur:

a

12

dvn, - 200 /cgt(1—2v C
K@) =1—1/ <n T (5.7)

1 <

2c
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5. Simulations numériques de propagation dynamique de dissur

Discrétisation Pas de temps Enrichissement

Explicite 60x120 45us sautXgyis
Implicite 60x120 Qs sautXyis
Implicite 40x80 45us saut + pointeXg|a

TAB. 5.1: Tableau des caractéristiques des trois calculs pour le mode 1 pur.

Le test est effectué sur la structure en imposant la vitesse de propagation constante de
fissure devp = 1500m/s aprés le temps = 1, 5tc, et nulle avant. Les trois calculs sont
décrits dans le tableau 5.1. Il faut noter que le pas de temps critique de cette structure

vaut Q 76 fois (voir le tableau 4.4)\/g oul = G%mm; on trouveAt; = 9,88ps La figure

5.5 présente les résultats analytique et numérique de facteur d’intensité des contraintes en
fonction du temps pour les trois calculs décrits dans le tableau 5.1. On constate que, bien
que le calcul explicite ait été effectué avec un pas de temps valant la moitié du pas de
temps critique (il fallaitatXFEM < 0.707AtEEM), le calcul n’a pas divergé mais est assez
proche de la solution implicite pour les deux étapes d’avancée de fissure, fixe puis mobile.

T
Analytical
777777 Explicit Xgis
rrrrrrr Implicit X,

15

[N

KDMGoVH

0.5

0
0 05 1 15 2 25 3

tt,

FiG. 5.5: Mode 1 pur : solutions numériques et analytiquekdepour une fissure fixe
puis mobile.

5.3.2 Expérience de Kalthoff

On s’intéresse a présent a un cas de mode mixte avec propagation de fissure. En parti-
culier, I'importance du mode 2 dans cet essai de Kalthoff schématisé sur la figure 5.6 est
I'origine d’un trajet de fissure plus complexe dans I'éprouvette. La géométrie est décrite
sur la figure 5.6. Dans notre cas, la vitesse du projectile 84 ¢e20ms 1, ce qui corres-
pond a une rupture fragile. La modélisation du chargement sera une vitesse impdsée de
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sur la face impactée. Le projectile n'est pas modélisé. Lext&ristiques matériaux sont
celles du 18Ni1900 maraginde:= 190GPa v = 0, 3, p = 800&kgnT 3, K1 = 68MPa,/m.
Les dimensions soht=0,1m, | = 0,05m, la longueur initiale de la fissure est 0,05m,

et le probleme est considéré a déformations planes.

100mm

100mm

75mm
100mm

F1G. 5.6: Géométrie et conditions limites de I'expérience de Kalthoff.

5.3.2.1 Avec les facteurs d’'intensité des contraintes

Le maillage est régulier de la forme 80x80 éléments quadrangles linéaires. L'intégra-
tion implicite est faite avec un pas de tenf}i¥"P = 1us Et pour le schéma explicite, le
pas de temps utilisé eAt®*P = %Atg = 0,125us Le pas de temps critique est quant a lui
égal a 0198us Il faut préciser simplement que le pas de temps de calcul explicite vaut la
moitié du pas de temps critique théorique déterminé dans les études précédentes. La figure
5.7 présente les résultats en matiére de trajet de fissure pour les trois calculs : implicite et
explicite avec uniquement les enrichissements saut, et implicite avec les enrichissements
saut et de pointe de fissure. On constate donc dans un premier temps que le calcul explicite
n'a pas divergé, et que les trois calculs donnent sensiblement le méme résultat de trajet de
fissure. Les deux calculs qui n’utilisent que I'enrichissement saut sont trés similaires. La
figure 5.8 présente le graphe d’évolution de la longueur de fissure en fonction du temps
pour les trois calculs. On constate que les trois évolutions de la longueur de fissure dans
le temps sont trés proches. La similitude des trois résultats peut aussi s’observée sur la
figure 5.9 qui présente la déformée de I'éprouvette pour chacun des trois calculs a trois
instants différents. En conclusion, le calcul explicite sur I'essai de Kalthoff (rupture en
mode 2 avec propagation de fissure) est considéré comme convenable, car ces résultats
sont tres similaires aux calculs implicites dont la validité des résultats est admise. Enfin,
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FIG. 5.7: Trajet de fissure dans I'expérience de Kalthoff.
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FiG. 5.8: Evolution de la longueur de fissure dans I'expérience de Kalthoff.
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FiG. 5.9: Norme du champ de déplacement sur le maillage déformé (2 fois) aux temps
t =40us t = 60usett = 80us
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le calcul explicite converge avec le pas de temps utiliséwddamoitié du pas de temps
critigue. On ne remet donc pas en cause les résultats théoriques de pas de temps critiques
déterminés dans la partie précédente.

5.3.2.2 Avec les contraintes non locales en pointe de fissure

Pour le calcul sur I'éprouvette de Kalthoff a vitesse d’impact imposée, les résultats des
deux calculs mettant en jeu chacune des deux méthodes de détermination de contrainte
non locale en pointe de fissure, sont présentés sur la figure 5.10; les trajets des fissures
pour les 2 cas sont assez proches. La différence intervient au début de la propagation,
car la technique moyennant le tenseur global adoucit la courbure de la fissure au départ.
Le tableau 5.2 présente les caractéristiques mécaniques de I'expérience de Kalthoff. La
longueur locale intervient dans la fonction poidl®l'intégration de détermination des
valeurs moyennées; elle représente environ deux fois la longueur d’'un élément. De plus

Masse volumique p 8000kg/m?
Module d’Young E 190GPa
Coefficient de Poisson Y 0,3

Contrainte de démarrage en pointeo, 68MPa
Contrainte de redémarrage en pointey 68MPa
Célérité des ondes de Rayleigh cr  1220m/s
Longueur locale R 0,003m

TAB. 5.2: Tableau des paramétres utilisés pour I'expérience Kalthoff avec le critere en
contrainte moyennée

la figure 5.11 présente I'évolution des longueurs des fissures en fonction du temps pour
les deux calculs. On constate que les vitesses d’avancée de la fissure, donc les pentes des
courbes, sont trés semblables sauf a I'initiation de propagation. La technique moyennant
le tenseur entier a une pente plus progressive.

5.3.3 Expérience sur Compact Compression Specimen

On s’intéresse ici au cas d’'une propagation dynamique de fissure en mode mixte,
qui n'est ni mode 1 pur ni mode 2 pur, mais bien la combinaison des deux modes
qui engendrera cette fois, une trajectoire davantage courbe. La figure 5.12 présente
les conditions de chargement et les dimensions de I'éprouvette. Ces expériences ont
déja fait I'objet de publication notamment Maigre [MAI 85, MAI 93, MAI 923], Rittel
[RIT 97b, RIT 00, RIT 96, RIT 97a] et Bui [BUI 92]. Les caractéristiques matériau sont
celles du PMMA :E = 5,76GPa v = 0,42, p = 118kgnT 3. Leffort Py(t) est dd & un
impact & une vitesséy = 20ms 1. L'éprouvette est supposée avoir un comportement
élastique linéaire, et le probleme est a déformations planes. Bien que I'éprouvette soit
géométriqguement symétrique, la déformée et la propagation de fissure ne le sont pas ; ceci
est di au chargement non symétrique.
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Moyenner le tenseur y;
Moyenner la direction y,

FIG. 5.10: Expérience de Kalthoff : trajet de fissure pour les deux calculs de contraintes
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FiG. 5.11: Expérience de Kalthoff : longueur de fissure en fonction du temps pour les

10 20 30 40 50

time (ps)

90

deux calculs de contraintes moyennées.

5.3.3.1 Avec les facteurs d’'intensité des contraintes

La discrétisation globale est de 39x60 éléments (voir tableau 5.3), et les pas de temps
utilisés pour chacune des 3 simulations, sont exposés dans le tableau 5.3. Le critére uti-
lisant les facteurs d’intensité des contraintes a besoin des parametres suivants : facteur

d'intensité des contraintes critiqlig: = 12,65MPa,/m et la vitesse des ondes de Ray-

leighcr = 1220m/s.
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FIG. 5.12: Schéma et condition de I'expérience numérique de propagation de fissure en
mode mixte sur Compact Compression Specimen.

Implicite Xy Implicite Xyis  Explicite Xyis
Discrétisation (structure entiére) 39x60 39x60 39x60
Pas de temps (epy 1 1 0.25

TAB. 5.3: CCS : Pas de temps et maillage utilisés pour les trois calculs.

On peut aussi observer sur la figure 5.13 la déformée du maillage a la fin du calcul.
Plus précisément sur la figure 5.14, le trajet de fissure obtenu est trés proche de celui
obtenu avec une intégration implicite en temps, avec ou sans fonction d’enrichissement
en pointe de fissure. Et temporellement, la similitude des calculs est aussi visible sur la
figure 5.15 qui montre I'évolution de la longueur de fissure en fonction du temps. Ce que
I'on souhaitait démontrer avec ces calculs, est la stabilité de I'algorithme de Newmark
explicite couplé avec la méthode des éléments finis étendus pour traiter des propagations
dynamiques de fissure. Ces calculs montrent effectivement la stabilité du schéma avec les
différents pas de temps utilisés, et que les résultats généraux sont en concordance avec
ceux de la mécanique de la rupture. La discrétisation enrichie choisie (uniquement les
fonctions saut) et le schéma de Newmark explicite créent une autre alternative, cohérente
et juste, de calcul de propagation dynamique de fissure.

5.3.3.2 Avec les contraintes non locales en pointe de fissure

Dans cette partie, on simule la méme expérience en utilisant le critére de contrainte
moyennée en pointe de fissure. Le colt d’'un calcul X-FEM par rapport a un calcul élé-
ments finis standard est illustré dans le tableau 5.4. Ce tableau précise entre autre les types

132



Simulations numériques
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disp548.pos

FiG. 5.13:CCS : Maillage déformé de I'éprouvette.

Explicit X ;s
777777 Implicit X ig
rrrrrrr Implicit X5

Crack path

FiIG. 5.14:CCS : trajet de la fissure dans I'éprouvette maillée en 39x60.
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T
Explicit Xgig
777777 Implicit X ;g
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FiG. 5.15:CCS : évolution de la longueur de fissure dans le temps.

FiIG. 5.16:CCS : trajet de la fissure dans le maillage de I'éprouvette.
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de calculs utilisés lors de la simulation : ainsi pour le cas $igsure, il N’y a pas de temps
passé sur les calculs de la mécanique de la rupture et de fonctions de niveau, par contre, le
calcul avec fissure libre utilise toutes ces procédures. Les paramétres de calcul mécanique

Expérience Sans fissure Fissure fixe Fissure libre
Temps CPUSY) 39,90 8549 32973
Calcul FE X X X
Calcul mécanique de la rupture X X
Calcul level-sets X

TAB. 5.4:CCS : Temps CPU des différentes simulations 2D d\tee 0, 1uset un temps
final de 1421s

sont les suivants : la contrainte de démarrage- 10MPa, la contrainte de redémarrage
[GRE 07]G4 = 7MPacet la vitesse des ondes de Rayletgh= 5000n/s. La figure 5.17
présente le maillage utilisé pour I'expérimentation numeérique. Sur la partie de droite, on
note aussi la déformée et le trajet de fissure.

Remarque sur le post-traitement de EUROPLEXUS : On remarque que la fissure
n'est pas maillée mais qu’une ouverture apparait bien, car il n'y a pas encore de post-
traitement pour illustrer I'ouverture de la fissure comme dabBE_3D La fissure est
simplement représentée par lintersection de I'iso-zéro d’une fonction de niveau et la
partie négative de l'autre. Cette représentation est pondérée par les fonctions de forme
du maillage de la structure. D’un autre c6té, les résultats de la propagation de la fissure
(vitesse, direction, position de la pointe) sont sauvés sur un fichier de données, et c’est a
partir de ce fichier de données que les courbes suivantes 5.18 a 5.23 sont tracées.

La figure 5.18 présente I'évolution de la contrainte moyennée en pointe de fissure en
fonction du temps. La description de la fissure en utilisant seulement les fonctions saut,
crée des paliers d’avancement de la fissure lors de la propagation : la discontinuité mé-
canique dans le maillage se propage par pas d’'un élément a la fois. De plus, le schéma
temporelle explicite va créer des oscillations lors de I'avancement de la fissure; c’est
pourquoi les réponses temporelles sont si perturbées. La figure 5.19 montre la vitesse de
propagation en fonction du temps. Ensuite la loi de propagation rend la vitesse de propa-
gation. Ainsi la figure 5.20 montre la vitesse de propagation en fonction de la contrainte
moyennée en pointe de fissure. Cette courbe est similaire a celle de la figure 2.10 illustrée
dans le premier chapitre explicitant le critere utilisé. La figure 5.21 présente la direction
de la pointe de fissure en fonction du temps ; on note que la direction initiale e€t@e
degrés. Enfin la comparaison des résultats entre les calculs effectués sur ELFE_3D et sur
EUROPLEXUS avec les différents critéres de contraintes est illustrée sur la figure 5.22,
qui présente I'évolution de la longueur de fissure en fonction du temps, et sur la figure
5.23 qui présente le trajet de la fissure pour les deux calculs. On constate sur ces figures
5.22 et 5.23 que les trajets de fissure sont proches, et que les évolutions temporelles de la
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FiIG. 5.18:CCS : évolution de la contrainte moyennée en fonction du temps.

fissure sont similaires aussi. Les résultats des deux calculs sont comparables d’'un point
de vue temporel et spatial ce qui permet de valider les simulations utilisant le critére en
contrainte moyennée par rapport a I'utilisation des facteurs d’intensité des contraintes.

5.3.4 Eprouvette trouée et fissurée

Ce cas test aura la particularité de confronter les résultats expérimentaux et numé-
riques. L'expérimentation a été réalisée en mars 2007 sous la direction de Grégoire

[GRE 07].
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FIG. 5.19:CCS : évolution de la vitesse de propagation en fonction du temps.
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FiG. 5.20: CCS : évolution de la vitesse de propagation en fonction de la contrainte
moyennée en pointe.

Masse volumique 118Q/m°
Module d'Young 2800/Pa
Coefficient de Poisson ,02
Contrainte de démarrage MPa
Contrainte de redémarrage  .801Pa
Longueur locale 1mm

Vitesse des ondes de Rayleigh  78%

TAB. 5.5:PMMA : caractéristiques mécanique de I'éprouvette
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FiIG. 5.21:CCS : évolution de la direction de la pointe de fissure en fonction du temps
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FIG. 5.22:CCS : évolution de la longueur de fissure en fonction du temps : comparaison
des calculs EUROPLEXUS (avéq) et ELFE_3D (aved;).

5.3.4.1 Protocole expérimental

L'expérience consiste en un impact sur barre de Hopkinson, et une éprouvette trouée
et fissurée au centre. La figure 5.24 présente le protocole expérimental. Une éprouvette
en PMMA, et deux barres en Nylon encadrant I'éprouvette. Les caractéristigues méca-
niques du Nylon sont les suivantes : module d’Young de 36B8, masse volumique de
1145kg/m?, et un coefficient de Poisson dedd. La longueur des barre en nylon permet
de ne pas avoir de retour d’'onde pendant la durée de I'expérience au sein de I'éprouvette
en PMMA, et le choix du matériau Nylon crée I'impédance adéquat au niveau des surfaces
de contact. Les caractéristiques mécaniques étant proches de celles du PMMA, I'onde de
compression initiale est transmise sans réflexion parasite. Les essais ont été effectués par
D. Grégoire au LMS de I'Ecole Polytechnique. Un systéme de Zimmer permet d’enre-
gistrer I'abscisse de la pointe de fissure en fonction du temps, grace a la caractéristique
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Crack path EUROPLEXUS ——
Crack path ELFE3D ~ ---—--

FIG. 5.23: CCS : Trajet de la fissure avec les 2 calculs EUROPLEXUS (critére en
contrainte) et ELFE_3D (critére en facteur d’intensité des contraintes).

de transparence du matériau PMMA. L'éprouvette a les caractéristiques géométriques deé-

FiG. 5.24:PMMA : protocole expérimental avec barres de Hopkinson.

Vo ~ 10 m/s

crites sur la figure 5.25. La figure 5.26 présente la photo d’une éprouvette post mortem
apres I'expérience. On distingue la fissure initiale et sa propagation.

5.3.4.2 Résultats expérimentaux et numérigues

La figure 5.27 présente une visualisation CAO de I'éprouvette avant et aprés simula-
tion avec EUROPLEXUS. Globalement les résultats semblent proches dans le domaine
spatial. La figure 5.29 présente les trajets de la fissure correspondant a I'expérience et a
la simulation numérique. On constate que les trajets sont proches, et que la différence,
peut provenir de la fabrication de la fissure initiale non parfaite. Effectivement, le front
de fissure initial a une certaine épaisseur dde a I'outil utilisé. Ainsi, la figure 5.30 montre
I’évolution de la longueur de fissure en fonction du temps pour le calcul et I'expérience.
Ce que I'on constate est qu'il y a un arrét de la fissure aussi bien dans la simulation que
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FiG. 5.26:PMMA : éprouvette post mortem.

dans I'expérience. Cependant la difféerence entre les temps d’arrét peut étre expliquée par
la premiére phase de propagation : en effet la fissure initiale est construite artificiellement,
donc le front de fissure est localisé dans une zone plus large et moins singuliére que le
cas numérique. Donc la contrainte seuil de propagation est supérieure a la valeur de seulil
de la seconde phase ou la fissure expérimentale se rapproche davantage du numérique.
La figure 5.28 présente I'évolution dans le temps de la contrainte moyennée de pointe de
fissure : on observe ainsi deux principaux intervalles de temps pour lesquels la contrainte
moyennée est importante : ces deux zones correspondent aux phases d’avancée de fissure.
La figure 5.30 montre I'évolution dans le temps de la longueur de la fissure : les deux
phases de propagation apparaissent trés clairement sur le graphique. Enfin, la figure 5.31
présente I'évolution de la direction de la fissure en fonction du temps : on remarque que
le premier saut de direction a l'initialisation de la propagation est d’environ 30 degrés, et
gu’ensuite la direction de la fissure tend a se stabiliser aux alentours de 0 degré. On peut
conclure que les résultats expérimentaux et numériques sur cet essai, sont similaires. Cette
expérience valide encore les développements théoriques effectués au niveau du calcul et

du critere de propagation.
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FIG. 5.28:PMMA : Contrainte moyennée en pointe de fissure.

5.4 Conclusion

On a montré dans ce chapitre que des simulations numériques de propagation de fis-
sure en dynamique explicite étaient valides, et que le pas de temps de calcul n’était pas
aussi pénalisant. Les travaux théoriques du chapitre 4 ont déja pu étre validés ici, car les
calculs n’ont pas divergé malgré les trajets de la fissure non connus a I'avance dans le
maillage. Ensuite, les résultats des simulations dont la description de la fissure était limi-
tée a l'utilisation des fonctions saut sont tres proches des résultats des méthodes utilisant
des enrichissements de pointe de fissure. Cette stratégie d’enrichissement se révele suffi-
sante pour le calcul de propagation de fissure en dynamique explicite. Et le cot de calcul
X-FEM n’est pas négligeable mais reste tres intéressant étant donné les taches supplémen-
taires a effectuer au niveau de la mécanique de la rupture et des propagations des fonctions
de niveau. Enfin, le critere en contrainte moyennée de pointe de fissure développé dans
le chapitre 2, s’est montré trés proche du traditionnel critére en facteur d’'intensité des
contraintes de la mécanique linéaire de la rupture. D’ailleurs, ce critere a la perspective
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FiG. 5.29:PMMA : trajets expérimental et numérique de la fissure dans I'éprouvette.
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Fi1G. 5.30:PMMA : longueur de la fissure en fonction du temps.

de s’adapter plus facilement en cas de présence de plasticité par exemple. De plus, ce
critere satisfait aussi les comparaisons entre simulation et expérience. Pour conclure, ce
chapitre a donné les validations numériques au travail théorique précédent et les résul-
tats sont trés encourageants pour traiter de propagation de fissure avec I'utilisation de la
méthode des éléments finis étendus en dynamique explicite.
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5.31:PMMA : direction de la fissure en fonction du temps.
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Conclusion et perspectives

Dans un premier chapitre, on a développé une théorie de I'endommagement et adapté
a deux types modeéles pour matériaux composites. L'un des modéles est en plus enrichi
d’un critere de rupture (type zone cohésive) ou la contrainte peut s’annuler. Cette intro-
duction permet de caractériser I'état du milieu avant I'apparition d’'une macro-fissure. Les
développements faits ici sont intégrés dans un code de calcul commercial du CEA Saclay.

Dans un deuxieme chapitre, on a décrit la théorie générale de la mécanique de la
rupture avec différentes approches (énergétique et locale).

Dans un troisieme chapitre, on a fait I'inventaire des méthodes numériques utilisées
pour la simulation numérique de propagation de fissure. On a aussi explicité comment
I'utilisation de fonctions de niveau pouvait gérer I'évolution de la fissure au cours du
temps. Les discrétisations temporelle et spatiale ont été développées pour les cas parti-
culiers du schéma explicite de Newmark et de la méthode des éléments finis étendus. La
combinaison des deux pose les problémes de conception de matrice de masse diagonale
et de pas de temps critique.

Le chapitre 4 décrit I'analyse théorique correspondant a la résolution de ces deux pro-
blemes. Les résultats de ces travaux sont utilisés lors de I'implémentation de la méthode
X-FEM dans un code de calcul commercial (EUROPLEXUS du CEA Saclay). De plus
ce chapitre valide les méthodes de diagonalisation de matrice de masse pour des fissures
fixes : la prise en compte de la présence de la discontinuité est réelle, et aucune erreur
n'est commise a l'interface. En terme de pas de temps critique, les développements expli-
cités sont les plus performants ; effectivement, le pas de temps d’'un élément X-FEM est
exactement le méme que celui de I'élément fini standard pour une certaine technique de
diagonalisation de matrice de masse. Ces résultats sont déterminants pour I'applicabilité
de X-FEM en dynamique explicite.

Dans le dernier chapitre, les applications numériques de propagation dynamique de
fissure ont permis d’'une part de valider les travaux de recherches théoriques décrits dans
le chapitre 4, et ceux concernant le critéere local de propagation de fissure énoncé dans le
chapitre 2.

La résolution efficace de la propagation de fissure en dynamique explicite (grace a un
pas de temps de calcul similaire avec ou sans fissure) est donc prouvée dans cette these.
Ce résultat permet d’envisager I'implémentation efficace de la méthode des éléments fi-
nis étendus pour le calcul de propagation de fissure dans les codes de dynamique expli-
cite. D’autres applications peuvent étre aussi envisagées en utilisant différentes fonctions
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Conclusion et perspectives

d’enrichissement qui correspondent a des problémes phesitjtiérents : la description

d’une discontinuité faible par exemple pour caractériser un bimatériau dans un maillage
non conforme [VAL 07] ou pour décrire des éléments de bord [ROZ 07]. Au final, la ré-
solution numérique de probleme d’endommagement et rupture a été abordé dans cette
thése : les problemes numeériques correspondant aux calculs dynamiques ont été traités
aussi (dépendance au maillage pour 'endommagement), une solution pour la simulation
numérique de propagation de fissure dans un code de dynamique explicite a été dévelop-
pée d’'un point de vue pratique et efficace, et a été appliquée dans un code industriel.

Le chainon manquant est le passage automatique d’'un endommagement diffus vers
une macro-fissuration pour étre complétement prédictif sur la simulation numérique de la
rupture d’'une piéce sous choc.
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Annexe A

Discontinuité faible

Dans cette partie, on va appliguer la méthode de diagonalisation. La prise en compte
de la dicontinuité faible en déplacement s’effectue grace a la fonction d’enrichissement
W décrite dans la figure A.1. La discrétisation du déplacement est donnée par :

u=y f|+U|//f|//+U||fII+U||//f||// (Al)

ou les fonctiondf|, f;; sont les fonctions de forme standardfet f;;» sont les fonctions
de forme enrichies. Ces fonctions supplémentaires sont données par :

fr = W.f (A.2)
fur = W-fi (A.3)

La fonction d’enrichissemeri¥ dépend de la position de la discontinuitélL. € peut

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

Fonction d’enrichissement

0.2

0.1

0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Fraction de coupure €

FiG. A.1: Fonction d’enrichissememi utilisée pour décrire la discontinuité faible

étre appelée fraction de coupure égalemerit,ast la longueur de I'élément. Le module
d’Young a gauche de la discontinuité vektit, et vautE, a droite. On peut écrire une

147



A. Discontinuité faible

relation entre les deux raideur8s = a - E;. La matrice de rigidité correspondante s’écrit :

gl-a)+a —gl-a)—a a(l—eg) —€
E; | €l-a)-a gl-a)+a —a(l—¢) £
K=T a(l—g) —a(l—¢) e(1-a)+40-3ae(2-¢) _ €3(1-a)+a—3ue(l-¢)

83(1—a)+3&—3as(1—e) 83(1—G)+38—C:138(3+38+82)
—€ € - 3 3
(A.4)
Les calculs de pas de temps critique sont effectués avec deux types de matrice de masse :
masse consistante et masse diagonalisée par la méthode décrite dans le chapitre 4. Les
résultats de pas de temps en fonction de la position de la discontinuité sont illustrés sur
la figure A.2. Les calculs ont été effectués pour différents rapports de ratgés = a.

"E,/E =1, Masse Consistante  + "E,JE,=2, Masse Consistante  +
£,/&,=1, Masse Diagonale,  x E,/E,=2, Masse Diagonale  x

x
x x
x x
Xy XX x

x x Xx XX
X XX x x

xxxxxx
x x x x
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxx

atat’
atat?

++++++++++++++++++++++++++++++++++++++
++++++

0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
Fraction de coupure € Fraction de coupure €

E,/E,=20, Masse Consistante’  + "E,/E;=1, Masse Consistante

o E/£,=70, Masse Diagonale  x E{JE1=2 Nasse Consistante

Xy X E,/E,520, Masse Consistante ~ x
X X 07 E,/E,=1, Masse Diagonale

0.12 % ES E,/E =2, Masse Diagonale %

x x E,/E,220, Masse Diagonale o

x
X

xxxxxxxxxxx

mmmmmm
nnnnnn

aat’
atat?
°
2

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 02 04 06 08 1
Fraction de coupure € Fraction de coupure £

FIG. A.2: Pas de temps critique avec discontinuité faible pour différents rapports de rigi-
dité : 1, 2 et 20.

Le premier graphique présente le pas de temps potrl, le second poua = 2, et

le troisiéme poun = 20. Ce qu’on constate dans un premier temps, c’est que la valeur
minimale du pas de temps correspondant a une matrice de masse consistante est zéro
lorsque la discontinuité est proche d’'un noeud, alors que la valeur minimale du pas de
temps correspondant a la matrice de masse diagonale n’est jamais zéro. L'intérét ici de
I'utilisation de la méthode de diagonalisation est encore montré avec une discontinuité
faible. Le quatrieme graphique présente les 6 courbes précédentes en utilisant pour chaque
cas le facteua. En fait, les pas de temps critiques sont proportionnels,aol
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Annexe B

Jeu de données EUROPLEXUS X-FEM

Le programme Europlexus du calcul du Compact Compression Specimen est le sui-

vant :

* Sortie Paraview : dans le dossier
OPNF DPRV 'Thome/tomtom/output/’

*11

*11' maillage

*11

GIBI 9 surl
DPLA NONL

*11

*11 dimensions

*11

DIMENSION

PT3L 100 PT4L 50000 ZONE 4

BLOQ 80000 GLIS 1 40000

DEPL 100000 CAR4 50000

XCAR 50000 TRIA 50000

ECRO 965000 TABL 1 8 FORC 100000
TERM

*11

*11 geometrie

*11
GEOM

XCAR C2

CAR4 SB2

CAR4 SB1 QUAC1
TRIATRIC1
TERM

*

*11

*11 materiau
*11

MATERIAU

VMIS ISOT

*11- PMMA :

RO 1180 YOUNG 5.76E9 NU 0.42
ELAS 60E6

TRAC 2 60E6 0.01041666

110E6 0.1

LECT TOUS TERM

*11
*Illevel-set: FISSURE
x|
LVL7

NI 200 NJ 200 DX 0.0002 DY 0.0002
XZER 0.01 YZER 0.035

FISX 1. FISY 0. FISC -0.03

PRBX 0. PRBY -1. PRBC 0.052
ORDR 8 KICR 10.E6 RAYO 0.005
CHOI 2 CR 5000.

LECT C2

*11

*11 liaisons
*11

LIAI

*11

*11 chargement,vitesse
*11
CHAR 3 FACTO 2

*11 calcul dynamique :

PRESS FORCE 1 3673.

LECT 6597 129 161 193 225
257 273 305 337 356 389 TERM
TABLE 8
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B. Jeu de données EUROPLEXUS X-FEM

0.0.
16.E-6 0.
26.E-6 5.
48.E-6 21.5
70.E-6 5.
75.E-6 3.
90.E-6 0.
1.0.

*11

* 11 ecriture
*11
ECRITURE COOR DEPLA FREQ 100
POINTS LECT 320 TERM

ELEM LECT 434 438 TERM

FICHIER FORMAT AVS PRVW FREQ 20

VARI DEPL XLVL
ECRO ECRC LECT 2 3 TERM

*11

*11 calcul
*11
OPTION

AMORT LINE 0.2

PAS AUTOMATIQUE

STEP IO

*11 calcul dynamique :
CALCUL TINI 0. TFIN 142.e-6
*|1
*11fin
*11

Ce programme effectue un calcul de propagation dynamique de fissure avec un critere
en contrainte moyennée en pointe de fissure : la contrainte limite.estLOMPa, et la
vitesse des ondes de Rayleighest de 500@n/s.
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Annexe C

Programme endommagement CAST3M

Programme CAST3M du premier modele d’endommagement orthotrope :

*.

*

* schema de resolution de probleme dynamique
* endommagement a effet retard
* Thomas Menouillard 11/04

*,

*

*EN ENTREE :

* - maillage : maill

* - surface encastree : fsur
* - surface chagree : S2

*

'OPTION' 'TRACER’ PSC;
*OPTION' 'TRACER’ PS;
*TITRE'DEBUT’;
*TRACER’ cach maill;

*,

* PARAMETRE DU SCHEMA
*,

bet=0.25;
gam=0.5;
dur=100.e-6;
*cdt = 2.E-1;
dt=1.e-6;

* implicite
gamd=0.5;

* explicite
*gamd =0.;

* CONSTRUCTION DES MODELES
*|SOTROPE ET ORTHOTROPE

*

* constantes du materiau : aluminium

youl =70.E9;

nul=0.34;

rhl=7800.;

syl =150.E6;

mol = MODE maill MECA ELAS ISOT;

mal = MATR mol YOUN youl NU nul RHO rh1;
*moeortl et mateortl : materiau elastique orthotrope
yg0 = 'TABLE’;

*1-1;2-2;3-3;4-12; 5-23; 6-13

yg0.1 =youl;

yg0.2 = 0.8*youl;

yg0.3 = 0.5*youl;

nul2val=nul;

nu23val=nul*1.1;

nul3val=nul*1.05;

yg0.4=youl/(2.*(1.+nul));

yg0.5=0.9*yg0.4;

yg0.6 = 0.8*yg0.4;

vectl=0.0.1.;

vect2=0.1.0.;

moeortl = MODEmaill MECA ELAS ORTH;
mateortl = MATE moeortl DIRE vectl vect2 PERP
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C. Programme endommagement CAST3M

'YG1’ yg0.1 'YG2' yg0.2 'YG3' yg0.3 'NU12’ [ mti=m1ET clt;

nul2val *

'NU23’ nu23val 'NU13’ nul3val 'G12’ yg0.4 *

'G23'yg0.5°’G13’ yg0.6 'ALP1’ 0. * CHARGEMENT

'ALP2’ 0. ’ALP3' 0. 'RHO’ rh1; *

* CHOIX DU MATERIAU *impulsion en bout de plaque

mol = moeortl; * charge en bout :

macal = mateortl; *fo=1.e6;

* * charge sur le cote :

* CALCUL DU PAS DE TEMPS fo=3.e5;

* *force :

toc = ((rh1)**(0.5))/(1.*((youl)**(0.5))); f=FORC FX (0.6*fo) FY (fo) FZ 0. S2;
MESS ’le pas de temps critique est " toc; lit="PROG’ 0. dt (2*dt) (3*dt) (1.5*dur);
*dt = cdt*toc; lif =PROGO0.1.1.0.0.;

MESS ’le pas de temps utilise est ;" dt; evof = EVOL MANU t lit f(t) lif;

* cha = CHAR f evof;

* evof = evof 'COULEUR’ roug;

* CONDITIONS AUX LIMITES *

* * CONDITIONS INITIALES

* encastrement *

clt=BLOQ UX UY UZ fsur; *nulles

* u=MANU CHPO maill 3UX0.UY 0.UzZ0.;
* v =MANU CHPO maill 3UX0.UY 0.UZO0.;
* MATRICE DE RIGIDITE lid = PROG 0.;

* liv=PROG O0.;

* *

k1 = RIGIDITE mol macal; *

* * INITIALISATION

*, *

* MATRICE DE MASSE *

* tab = "TABLE’;

* tab.0 = "TABLE’;

Sl (bet EGA0Q.); (tab.0).dep ='EXTRAIRE’ (u) UX (p4);
mas = LUMP (MASS mol macal); (tab.0).vit ="EXTRAIRE’ (v) UX (p4);
SINO; t=0.;

mas = MASS mol macal; lix="PROG’0.;

FINS; liec ="PROG’ 0.;

* lied = '"PROG’ 0.;

* liet ="PROG’0.;

*M TILDE liex ='"PROG’ 0.;

* n=0;

* fext="TIRE' chat;

ml=mas ET (bet* ((dt)**(2.))*k1); b="fext-(k1*(u));
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a="RESOUD' mtib;

ec=0.;

ed=0.;

*preparation des chml utiles :

d0 ="MANUEL CHPO maill 1'SCAL' 0.;

id ='MANUEL CHPO maill 1'SCAL' 1.;

dOml ="CHANGER’ cham d0 mol 'STRESSES’
idml ="CHANGER’ cham id mol 'STRESSES’;
idgr ='"CHANGER’' 'GRAVITE' mol idml;

dn =dOml;dpoin = 0. *idml;

* INITIALISATION DES CARACTERISTIQUES
yg = "TABLE’;

yg.1=idml*yg0.1;

yg.2 =idml *yg0.2;

yg.3 =idml *yg0.3;

yg.4 =idml *yg0.4;

yg.5 =idml *yg0.5;

yg.6 =idml *yg0.6;

kln=k1;

matn = macal;
*

*.

*MODELE D ENDOMMAGEMENT
* EFFET RETARD

*,

* pour chaque direction :
* [ lepse - epses

*. 1-a<dc<
*d=——1-eepsec-epses//)
*tauc

*

>-d>

*les variables : d pointetd :

dpfl = TABLE ;dfl = TABLE;

dpf2 = TABLE ;df2 = TABLE;

dpf3 = TABLE ;df3 = TABLE;

dpfl2 = TABLE ;df12 = TABLE ;dpf23 = TABLE;
df23 = TABLE ;dpfl13 = TABLE ;df13 = TABLE;
dpnl ="TABLE’;

dpfl.0 =0. *idml ;df1.0 = 0. *idml;

dpf2.0 =0. *idml;df2.0 = 0. *idml;

dpf3.0=0. *idml;df3.0 = 0. *idml;
dpfl2.0=0. *idml;df12.0 = 0. *idml;

dpf23.0 =0. *idml ;df23.0 = 0. *idml;
dpf13.0=0. *idml;df13.0 = 0. *idml;

* endommagement critique : dc

dc="TABLE’;

dnc="TABLE’;dcc = 'TABLE’;

constl =0.5;

* par defaut : 0.23

dc.1 =constl;dnc.1 =dc.1 *idml;dcc.1 =dnc.1;
dc.2 =constl;dnc.2 =dc.2 *idml;dcc.2 =dnc.2;
dc.3 = constl;dnc.3 =dc.3 *idml;dcc.3 = dnc.3;
dc.4 = constl;dnc.4 =dc.4 *idml;dcc.4 = dnc.4;
dc.5 = constl ;dnc.5 =dc.5 *idml;dcc.5 = dnc.5;
dc.6 = constl ;dnc.6 = dc.6 * idml;dcc.6 = dnc.6;
* deformation critique : epsec

epsec = 'TABLE’;

epsec.1=0.25;epsec.2 =0.25;epsec.3 =0.25;
epsec.4 = 0.25;epsec.5 = 0.25;epsec.6 = 0.25;
* seuil de deformation : epses

epses = 'TABLE’;

epses.1 =0.03;epses.2 =0.03;epses.3 =0.03;
epses.4 =0.03;epses.5 = 0.03;epses.6 =0.03;
* parametres de la loi : a et tauc

aret = "TABLE' ;tauc = "TABLE’;

aret.1 = 2.25; aret.2 = 2.25aret.3 = 2.25; aret.4 =
2.25;

aret.5=2.25; aret.6 =2.25;
tauc.1=2.e-5;tauc.2=2.e-5;tauc.3=2.e-5;
tauc.4=2.e-5;tauc.5=2.e-5;tauc.6=2.e-5;

* pour anim

1npas =50;

1lpas = (dc.1)'/ 1npas;

liso = 'PROG’ 0. PAS 1pas (dc.1);

*

*

* EXTRACTION DES COORDONNEES
* DANS LE MAILLAGE

*

coox = 'COORDONNEE’ 1 maill;

coox = 'CHANGER’ CHAM coox mol;
cooy ='COORDONNEE’ 2 maill;

cooy = 'CHANGER’ CHAM cooy mol;
cooz = 'COORDONNEE’ 3 maill;
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C. Programme endommagement CAST3M

cooz ='CHANGER’ CHAM cooz mo1l;

*
*

* BOUCLE SUR LE TEMPS

*,

*
n=-1;

*REPE bot 10;

REPE bot;

*—iteration

aca=a;

ua=u;

fa = fext;

*eca=ecC;

*eda=-ed;

t=t+dt;

n=n+1;

'MESSAGE' " ’;

'MESSAGE' '+— PAS TEMPS ' n'—+';
'MESSAGE'’'* Temps ="t'/ " dur;

*,

* endommagement : d1

R1 ="CHANGER' 'GRAVITE’' mol (dcc.1-df1.n);
*trac R1 mo1l;

fal = R1 'MASQUE' 'SUPERIEUR’ 0. ;

fall ='CHANGER' 'STRESSES’ mol fal;

fa2 = R1 'MASQUE''INFERIEUR’ 0. ;

fa21l = 'CHANGER' 'STRESSES’ mol fa2;
*dfl.n = (fall * df1.n) '+ (fa21 * dcc.1);
*'TITRE 'trace de dfl.’ n;

*'TRACER'’ dfl.n mol;

*'LISTE' dfl.n;

* endommagement : d2

R1 ="CHANGER' 'GRAVITE' mol (dcc.2-df2.n);
fal = R1 'MASQUE’ 'SUPERIEUR’ 0. ;

fal ='CHANGER' 'STRESSES' mo1lfal;

fa2 = R1 '"MASQUE''INFERIEUR’ 0. ;

fa2 ='CHANGER' 'STRESSES’ mo1l fa2;

* df2.n = (fal * df2.n) '+’ (fa2 * dcc.2) ;

* endommagement : d3

R1 ="CHANGER' 'GRAVITE’ mol (dcc.3-df3.n);
fal = R1 'MASQUE' 'SUPERIEUR’ 0. ;

fal ='CHANGER' 'STRESSES' mo1lfal;

fa2 = R1'MASQUE''INFERIEUR' 0. ;

fa2 ='CHANGER’ 'STRESSES’ mo1 fa2;
*df3.n = (fal * df3.n) '+’ (fa2 * dcc.3);

* endommagement : d12

R1 = 'CHANGER' 'GRAVITE' mol (dcc.4-
dfi2.n);

fal = R1 'MASQUE' 'SUPERIEUR’ 0.;

fal ="CHANGER’ 'STRESSES' mol fal;

fa2 = R1 'MASQUE’' 'INFERIEUR’ 0.

fa2 ='"CHANGER’ 'STRESSES’ mol fa2;
*df12.n = (fal * df12.n) '+’ (fa2 * dcc.4);

* endommagement : d23

R1 = 'CHANGER' 'GRAVITE' mol (dcc.5-
df23.n);

fal = R1 'MASQUE’ 'SUPERIEUR’ 0.;

fal ='"CHANGER’ 'STRESSES’ mo1l fal;

fa2 = R1 'MASQUE''INFERIEUR' 0. ;

fa2 =’"CHANGER’ 'STRESSES' mol fa2;

* df23.n = (fal * df23.n) '+’ (fa2 * dcc.5);
*endommagement : d13

R1 = 'CHANGER' 'GRAVITE' mol (dcc.6-
df13.n);

fal = R1 'MASQUE' 'SUPERIEUR’ 0.;

fal ="CHANGER’ 'STRESSES' mol fal;

fa2 = R1 'MASQUE’' 'INFERIEUR’ 0.

fa2 ='"CHANGER’ 'STRESSES’ mo1l fa2;
*df13.n = (fal * df13.n) '+' (fa2 * dcc.6) ;

*

*—calcul des predicteurs
up = (u) + (dt* (v)) + ((0.5-bet)*((dt)**(2.))*(a));
vp=() +((1.-gam)*dt*(a));

*—ijnitialisation pour la boucle sur | endommage-

ment :

dpnl = TABLE ;dpn2 = TABLE;

dpn3 = TABLE ;dpn12 = TABLE;

dpn23 = TABLE ;dpn13 = TABLE;

i=0;

dpnl.i=0.*idml; dpn2.i=0. * idml;

dpn3.i=0. *idml; dpn12.i= 0. *idml;
dpn23.i=0. *idml; dpn13.i=0. *idml;

* BOUCLE i SUR LE TAUX D ENDOMMAGE-
MENT
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'REPETER’ bouend 1;

"MESSAGE’’ - boucle sur le calcul

du taux d endommagement : ’ (i+1);

* calcul de 'endommagement au pas de temps n
dfl.(n+1) =dfl.n '+ (dt*dpfl.n*( 1.-gamd))
'+'(gamd*dt *(dpn1.i));

df2.(n+1) =df2.n’+'(dt*dpf2.n*( 1.-gamd))
'+'(gamd*dt *(dpn2.i));

df3.(n+1) =df3.n '+ (dt*dpf3.n*( 1.-gamd))
'+'(gamd*dt *(dpn3.i)) ;

df12.(n+1) =df12.n’+'(dt*dpfl2.n*( 1.-gamd))
'+'(gamd*dt *(dpn12.i));

df23.(n+1) =df23.n’+'(dt*dpf23.n*( 1.-gamd))
'+'(gamd*dt *(dpn23.i)) ;

df13.(n+1) =df13.n’+'(dt*dpfl13.n*( 1.-gamd))
'+'(gamd*dt *(dpn13.i));

i=i+1;
*

*—calcul de la matrice de rigidite k1n:

yg.1 = (idml -df1.(n+1))*yg0.1;

yg.2 = (idml -df2.(n+1))*yg0.2;

yg.3 = (idml -df3.(n+1))*yg0.3;

yg.4 = (idml -df12.(n+1))*yg0.4;

yg.5 = (idml -df23.(n+1))*yg0.5;

yg.6 = (idml -df13.(n+1))*yg0.6;
*nul2val=nul;

*nu23val=nul*1.1;

*nul3val=nul*1.05;

*moeortl = MODE maill MECA ELAS ORTH;
mateortl = MATE moeortl DIRE vectl vect2 PER
'YG1'yg.1'YG2'yg.2 'YG3'yg.3'NU12' nul2val
'NU23’ nu23val 'NU13’ nul3val 'G12’ yg.4
'G23'yg.5'G13'yg.6 'ALP1’ 0.

'ALP2’ 0. ’ALP3’' 0. ’RHO’ rh1;

matn = mateortl;

*— matrice de rigidite

kin ="RIGIDITE’ mol matn;

*.

*—calcul du second membre
fext=TIRE chat;

b=fext- (kln*(up));
*—resolution

ml=mas ET (bet* (( dt)**(2.))*k1n);
mti=m1 ET clt;
a=RESO mtib;

+1-—calcul des deplacements

tab.n ="TABLE’;

u = up +( bet* ((dt)**(2.))*a);

(tab.n).dep = EXTR (u) UX (p4);

*— TRACER DES CONTRAINTES DE VON
MISES

defl ='DEFORME’ maill u 0.15;

sigl = sigm mol matn u;

svml = VMIS mol matn sigl;

*'TRACER'’ sigl mo1l defl;

*—calcul des vitesses

v=vp+(gam*dt*a);

(tab.n).vit = EXTR (v) UX (p4);

*— taux de variation d endommagement : dpnl.i
epsn = EPSI mol u matn;

ep = 'TABLE’;

epxxn = 'EXCO’ EPXX epsn 'SCAL;ep.1 =
epxxn;

epyyn = 'EXCO’ EPYY epsn 'SCAL ;ep.2 =
epyyn;

epzzn ="'EXCO’ EPZZ epsn 'SCAL ;ep.3 = epzzn;
gaxyn = 'EXCO’ GAXY epsn 'SCAL ;ep.4 =
gaxyn;

gayzn ="EXCO’ GAYZ epsn 'SCAL ;ep.5=gayzn;
gaxzn = 'EXCO’ GAXZ epsn 'SCAL;ep.6 =
gaxzn;

* CALCUL DES DIFFERENTS D POINTS :

RIEpNL.j.i

=0;

'REPETER’ botj3 6;

* calcul des 6 endommagement non corrigés!!!
=i+l
dncj =
epses.j);
*TRACER’ dnc mol 'TITRE' 'dnc avant masque’;
dprov ="CHANGER’' 'GRAVITE’ mol dnc.j;
dprov = dprov’'MASQUE’ 'SUPERIEURE’ 0.
dprov ="CHANGER’' 'STRESSES’ mo1 dprov;
dnc.j=dprov *dnc.j;

dnc.j = 'CHANGER’ 'GRAVITE' mol dnc.j;

dc.j*(ep.j+(-1.*epses.j*idml))/(epsec.j-
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dnc.j='CHANGER’ 'STRESSES' mol dnc.j;
*'TITRE' 'Damage non corrigé DNC.'j;
*TRACER' liso dnc.j mol defl;

'FIN’ botj3;

*,

* CALCUL DES DIFFERENTS D POINT

*.

* calcul de d point 1 :

R1 ="CHAN' 'GRAVITE' mo1l (dcc.1-df1.(n+1));
fal = R1 'MASQUE' 'SUPERIEUR’ 0. ;

fal ='CHAN''STRESSES’ mol fal;

exp3 =dnc.1’- dfl.(n+1);

exp4 = 'CHAN' 'GRAVITE’ mo1l exp3;

exp4 = exp4 '"MASQUE’ 'SUPERIEUR’ 0. ;
exp4 =’CHAN' 'STRESSES’ mol exp4;

exp2 =’EXP’ (-1.* aret.1 *exp4);
dpnl.i=fal* (1./tauc.1) * ((1.*idml) - exp2);
*TITRE''D pointdpnl.'i’/ 3’;

*TRACER’ dpnl.imo1l;

* calcul de d point 2 :

R1 ="CHAN’ 'GRAVITE' mo1l (dcc.2-df2.(n+1));
fal = R1 'MASQUE’ 'SUPERIEUR’ 0. ;

fal ='CHAN''STRESSES’ mol fal;

exp3 =dnc.2’- df2.(n+1);

exp4 =’CHAN’ 'GRAVITE’ mo1l exp3;

exp4 = exp4 '"MASQUE' 'SUPERIEUR’ 0. ;
exp4 ='CHAN' 'STRESSES’ mol exp4;

exp2 ='EXP’ (-1.* aret.2 *exp4);
dpn2.i=fal* (1./tauc.2)* ((1.*idml) -’ exp2);

* calcul de d point 3 :

R1 ="CHAN’ 'GRAVITE' mo1l (dcc.3-df3.(n+1));
fal = R1 'MASQUE' 'SUPERIEUR’ 0. ;

fal ='CHAN''STRESSES’ mol fal;

exp3 =dnc.3’-' df3.(n+1);

exp4 = 'CHAN' 'GRAVITE’ mo1l exp3;

exp4 = exp4 '"MASQUE' 'SUPERIEUR’ 0. ;
exp4 ='CHAN' 'STRESSES’ mol exp4;

exp2 ='EXP’ (-1.* aret.3*exp4);
dpn3.i=fal* (1./tauc.3)* ((1.*idml) -’ exp2);

* calcul de d point 12 :

R1="CHAN''GRAVITE' mol (dcc.4-df12.(n+1));
fal = R1 'MASQUE' 'SUPERIEUR’ 0. ;

fal ='CHAN''STRESSES’ mol fal;

exp3 =dnc.4’- df12.(n+1);

exp4 = 'CHAN’ 'GRAVITE' mol exp3;

exp4 = exp4 '"MASQUE’ 'SUPERIEUR'’ 0.;
exp4 = 'CHAN' 'STRESSES’ mol exp4;

exp2 ='EXP’ (-1. * aret.4* exp4);
dpnl2.i=fal* (1./tauc.4)* ((1.*idml) -’ exp2);
* calcul de d point 23 :

R1 ="CHAN''GRAVITE’ mol (dcc.5-df23.(n+1));
fal = R1'MASQUE' 'SUPERIEUR’ 0. ;

fal ='CHAN''STRESSES’ mol fal;

exp3 =dnc.5’-' df23.(n+1);

exp4 = 'CHAN' 'GRAVITE’ mo1l exp3;

exp4 = exp4 '"MASQUE’ 'SUPERIEUR'’ 0.;
exp4 = 'CHAN' 'STRESSES’ mol exp4;

exp2 ='EXP’ (-1. * aret.5* exp4);
dpn23.i=fal* (1./tauc.5)* ((1.*idml) -’ exp2);
* calcul de d point 13 :

R1 ="CHAN''GRAVITE’ mol (dcc.6-df13.(n+1));
fal = R1'MASQUE’ 'SUPERIEUR’ 0.;

fal ='CHAN''STRESSES’ mol fal;

exp3 =dnc.6’-' df13.(n+1);

exp4 = 'CHAN' 'GRAVITE’ mo1l exp3;

exp4 = exp4 '"MASQUE’ 'SUPERIEUR'’ 0.;
exp4 = 'CHAN' 'STRESSES’ mol exp4;

exp2 ='EXP’ (-1. * aret.5* exp4);
dpnl3.i=fal* (1./tauc.6)* ((1.*idml) -’ exp2);

*

*—test de sortie : convergence du calcul
*'SI' (CABS’ (dpnl.i-dpnl.(i-1))) < (0.01);
* QUITTER bouend;

*'FINSI’;

'TITRE’'D point’;

*TRACER’ dpnl.imo1l;

'FIN’ bouend;

*

* FIN BOUCLE SUR ENDOMMAGEMENT

*

* le dommage au temps n+1 est : d pointetd :
dpfl.(n+1) =dpnl.i;

dpf2.(n+1) = dpn2.i;

dpf3.(n+1) = dpn3.i;

dpfl2.(n+1) = dpnl2.i;

dpf23.(n+1) = dpn23.i;

156



dpfl13.(n+1) = dpnl3.i;

* les endommagements sont :

dfl.(n+1) = df1l.n’+'(dt*dpfl.n*(1.-gamd))
'+'(gamd*dt*dpfl.(n+1));

df2.(n+1) = df2.n’+'(dt*dpf2.n*(1.-gamd))
'+'(gamd*dt*dpf2.(n+1));

df3.(n+1) = df3.n’+'(dt*dpf3.n*(1.-gamd))
'+'(gamd*dt*dpf3.(n+1));

df12.(n+1) = df12.n’+'(dt*dpfl2.n*(1.-gamd))
'+'(gamd*dt*dpfl2.(n+1));

df23.(n+1) = df23.n’+'(dt*dpf23.n*(1.-gamd))
'+'(gamd*dt*dpf23.(n+1));

df13.(n+1) = df13.n'+'(dt*dpf13.n*(1.-gamd))
'+'(gamd*dt*dpf13.(n+1));

* endommagement : d1

R1 = (dcc.1-df1.(n+1));

R1 ="CHANGER’ 'GRAVITE' mol R1;
*'TITRE' 'dcc-dfl.(n+1) GRAVITE’;
*'TRACER’ R1 mol;

fal = R1 'MASQUE' 'SUPERIEUR’ 0.;

fal ="CHANGER’' 'STRESSES' mol fal;
fa2 = R1'MASQUE’ INFERIEUR’ 0. ;

fa2 =’"CHANGER’ 'STRESSES' mol fa2;
dfl.(n+1) = (fal * df1.(n+1)) '+ (fa2 * dcc.1);
df1.(n+1) = '"CHAN' 'GRAVITE’ mo1 dfl.(n+1);
df1.(n+1) = '"CHAN' 'STRESSES’ mo1 df1.(n+1);
* endommagement : d2

R1 = (dcc.2-df2.(n+1));

R1 ="CHANGER’ 'GRAVITE’ mol R1;

fal = R1 'MASQUE' 'SUPERIEUR’ 0.;

fal ='CHANGER’' 'STRESSES’ mol fal;
fa2 = R1'MASQUE’ INFERIEUR’ 0. ;

fa2 =’"CHANGER’' 'STRESSES' mol fa2;
df2.(n+1) = (fal * df2.(n+1)) '+’ (fa2 * dcc.2);
df2.(n+1) = '"CHAN' 'GRAVITE’ mo1 df2.(n+1) ;
df2.(n+1) = '"CHAN' 'STRESSES’ mo1 df2.(n+1);
* endommagement : d3

R1 = (dcc.3-df3.(n+1));

R1 ="CHANGER’ 'GRAVITE' mol R1;

fal = R1 'MASQUE' 'SUPERIEUR’ 0.;

fal ='CHANGER’' 'STRESSES’ mol fal;

fa2 = R1 '"MASQUE'INFERIEUR’ 0. ;

fa2 =’"CHANGER’ 'STRESSES' mol fa2;
df3.(n+1) = (fal * df3.(n+1)) '+’ (fa2 * dcc.3);
df3.(n+1) ='CHAN' 'GRAVITE’ mo1l df3.(n+1);
df3.(n+1) ='CHAN’ 'STRESSES'’ mo1 df3.(n+1);
* endommagement : d12

R1 = (dcc.4-df12.(n+1));

R1 ="CHANGER' 'GRAVITE' mol R1;

fal = R1 'MASQUE' 'SUPERIEUR’ 0.;

fal ='"CHANGER’ 'STRESSES’ mo1l fal;

fa2 = R1 'MASQUE’' 'INFERIEUR’ 0.

fa2 ='"CHANGER’ 'STRESSES’ mol fa2;
df12.(n+1) = (fal * df12.(n+1)) '+’ (fa2 * dcc.4);
df12.(n+1) ="CHAN''GRAVITE’ mo1 df12.(n+1);
df12.(n+1) = 'CHAN' ’'STRESSES’ mol
df12.(n+1);

* endommagement : d23

R1 = (dcc.5-df23.(n+1));

R1 ="CHANGER' 'GRAVITE' mol R1;

fal = R1 'MASQUE' 'SUPERIEUR’ 0.;

fal ='"CHANGER’ 'STRESSES’ mo1l fal;

fa2 = R1 'MASQUE’' 'INFERIEUR’ 0.

fa2 ="CHAN’ 'STRESSES’' mol fa2;

df23.(n+1) = (fal * df23.(n+1)) '+’ (fa2 * dcc.5) ;
df23.(n+1) ='"CHAN''GRAVITE’ mo1 df23.(n+1);
df23.(n+1) = ’'CHAN' ’'STRESSES’ mol
df23.(n+1);

*endommagement : d13

R1 = (dcc.6-df13.(n+1));

R1 ="CHANGER' 'GRAVITE' mol R1;

fal = R1 'MASQUE’ 'SUPERIEUR’ 0.;

fal ='"CHANGER’ 'STRESSES’ mol fal;

fa2 = R1 'MASQUE’' 'INFERIEUR’ 0.

fa2 =’"CHANGER’ 'STRESSES' mol fa2;
df13.(n+1) = (fal * df13.(n+1)) '+’ (fa2 * dcc.6) ;
df13.(n+1) ="CHAN''GRAVITE’ mo1 df13.(n+1);
df13.(n+1) = ’'CHAN' ’'STRESSES’ mol
df13.(n+1);

*

h=n+1;

dtot = ((df1.h)**2.)'+'((df2.h)**2.)'+'((df3.h)**2.);
dtot=dtot’+'((df12.h)**2.)'+'((df23.h)**2.)
'+'((df13.h)**2.);

dtot=dtot/6;
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dtot=dtot**.5;

"TITRE’’TEndommagement au temps ' t;
*TRACER' liso dtot mo1 defl;

'TITRE’ 'Endommagement’ 1’ au temps ' t;
'TRACER’ liso df1.(n+1) mo1 def1;

'TITRE' 'TEndommagement’ 2’ au temps ' t;
'TRACER’ liso df2.(n) mol defl;

'TITRE' 'Endommagement’ 3’ au temps ' t;
"'TRACER’ liso df3.(n) mol defl;

'TITRE' 'Endommagement’ 12’ au temps ' t;
'TRACER’ liso df12.(n) mo1l def1;

'TITRE' 'Endommagement’ 23’ au temps ' t;
"'TRACER’ liso df23.(n) mol defl;

'TITRE’ 'Endommagement’ 13’ au temps ' t;
'TRACER’ liso df13.(n) mo1l def1;

*—test de sortie

Sl (t>dur);

QUITTER bot;

FINSI;

*—fin boucle

FIN bot;

*

*
*

* FIN BOUCLE SUR LE TEMPS

*

L

*

*POST TRAITEMENT

*

*

defl ='DEFORME'maill u 1.;

sigl = sigm mol macal u;

svml =VMIS mol macal sigl;
*'TRACER’ svm1 mo1l defl;

dept = EVOL MANU x lix f(x) lid ;

vitt = EVOL MANU x lix f(x) liv;

MESS ’'Calcul dynamique schema de newmark’;
MESS 'gamma =’ gam;

MESS ’beta =’ bet;;

MESS ’le pas de temps critique est " toc;
MESS 'duree du calcul ’ dur;

MESS 'nombre de pas de temps ="n;
*OPTIDONN 5;

*fin;
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Annexe D

Jeu de données EUROPLEXUS ODM

Le jeu de données EUROPLEXUS suivant correspond au calcul de validation de I'im-
plémentation de ODM pour un essai de traction sur un composite.

cube thomas Menouillard 14/02/05 | GEOM
Validation du modele ODM CUBS8 maill
ECHO TERM
* *,
*— maillage *— materiau
*, *
GIBI 9 maill MATERIAU
TRIDIMENSIONNEL NONLINEAIRE * materiau onera damage
LAGC GHOST model——-
* ODMS
— RO 900

*— dimensions
*

DIMENSION

PT4L 500 ZONE 2 CUBS8 500

BLOQ 8000 GLIS 1 400 DEPL 100 FOR
10

ECRO 300 TABL 16

TERM

*

*— geometrie
*

YG1 1000. YG2 500. YG3 80.

NU12 0.173 NU13 0.26 NU23 0.1
G12 850. G13 400. G23 200.

DCN1 0.02 DCN2 0.02 DCN3 0.
DCT10.02 DCT20.02 DCT3 0.
CYON1 2.E5 YON2 2.E5 YONS 2.E5
YCN1 25000. YCN2 25000. YCN3 12.
YOT12.E5YOT2 2.E5 YOT3 0.E5
YCT1 25000. YCTZ2 25000. YCT3 0.
PN11.2 PN2 1.2 PN3 2.

PT11.2PT2 1.2 PT30.

HN1 1. HN2 1. HN3 1. HP1 0.5 HP2 0.5
HP3 0.7

HHP1 0.7 HHP2 0.7 HHP3 0.7
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D. Jeu de données EUROPLEXUS ODM

XSI1 3.2 XSI2 3.2 XSI3 0.

AIF1 0.5AIF2 0.5 AIF30.5

DEO1 0.1 DEO2 0.1 DEO3 0.04
B11.B20.B31.B40.B50.B60.

I effet retard endommagements matriciel
TAU1 0.2E-6 TAU2 0.2E-6 TAU3 0.2E-6
Al12.25A22.25A32.25

LATE 0 GHOS 0

I'endommagements de fibre

DCF1 10. DCF2 0. DCF3 0. DCF4 0.
YFO1l 5.1079 YFO2 1.E4 YFO3 1.H
YFO4 1.E5
YFC1 10. YFC2 2.E8 YFC3 2.E8 YFC
2.E8

PF11.5PF21. PF3 1. PF41.

HF11 1. HF21 0. HF31 0. HF41 0.

HF51 0. HF61 0. HF71 0. HF81 0.45 HF
0.7
HF12 0.
HF52 0.
HF13 0.
HF63 0.

HF22 0.
HF62 0.
HF23 0.
HF73 0.

HF32 0.
HF72 0.
HF33 0.
HF83 0.

HF42 0.

HF82 0. HF92
HF43 0. HF53
HF93 0.

HF14 0. HF24 0. HF34 0. HF44 0. HF54
HF64 0. HF74 0. HF84 0. HF94 0.

AF1 2.05 TOF1 0.006 AF2 2.05 TOH
0.006

AF3 2.05 TOF3 0.006 AF4 2.05 TOH
0.006

RDC1 10.96 RDC2 10.96 RDC3 10.§
RDC4 10.98

EPS1 0.9 EPS2 -0.91 EPS3 0.92 EPY
0.93

LECT TOUS

COMPLEMENT

MORTHO

AXE10.707 -0.707 0 AXE2 0.707 .707 0
LECT TOUS

*— liaisons

*

LIAI

BLOQ 3LECT56 78 TERM
SBLOQ 2 LECT 1584 TERM

BLOQ1LECT 1256 TERM

*

*— chargement,vitesse

*

CHAR 1 FACTO 2

4 traction direction 1 :

DEPL 115.E-1LECT 3487 TERM
UTABLE 6

0.0.

100.0.25

200.-0.25
pB00. 0.5

400.-0.5

500.1 1.
0%
0*— ecriture
*
OECRITURE CONT ECRO DEPLA FREQ
1000

POINTS LECT 1 PAS 1 8 TERM
ELEM LECT 1 TERM

&ICHIER alic TEMPS 11 FREQ 100
POINTS LECT 1 PAS 1 8 TERM
DELEM LECT 1 TERM

OPTION
&
*— calcul

*

CALCUL TINI 0. DTMAX 2.E-2 TFIN
500.

SUITE
DESSIN

*
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RESUME :

La simulation numérique fait maintenant partie intégrante du processus de conception et validation de structures m
Les outils de simulations sont de plus en plus performants permettant une description trés fine des phénomeénes. [
outils ne se limitent plus & la mécanique linéaire, mais sont développés pour décrire des comportements plus compli
jusqu’a la ruine des structures, ce qui intéresse le domaine de la sécurité. Un chargement dynamique ou statique
engendrer un endommagement, une fissuration puis une rupture de la structure. La dynamique rapide permet de
phénoménes "rapides” tels que des explosions, des chocs et impacts sur structure. Le domaine d’application est t
concerne par exemple I'étude de la durée de vie et les scénarios d’accidents de la cuve du réacteur nucléaire. Mg
aéronautique, I'intégrité d’'une aube de soufflante soumise a un impact d’'oiseau. Il est alors trés intéressant pour le
dynamique rapide de pouvoir prédire de facon robuste et stable de tels phénomenes : I'évaluation de 'endommagen
structure et la simulation de propagation de fissure constituent un enjeu essentiel. Pour ce faire la méthode des élé
étendus a I'avantage de s’affranchir de remaillage et de projection de champs lors de la propagation de fissure. Eff
la fissure est décrite cinématiquement via une stratégie appropriée d’enrichissement sur des degrés de liberté supp
On met en évidence ensuite les difficultés liant la discrétisation spatiale de cette méthode avec la discrétisation temp
schéma de calcul explicite : I'écriture diagonale de la matrice de masse et le pas de temps de stabilité associé. On pré
deux méthodes de diagonalisation de matrice de masse basées sur la conservation de I'énergie cinétique, et des étug
temps critiques pour divers éléments finis enrichis. L'intérét mis en évidence ici est que le pas de temps n’est pas plus
gue celui du probléme éléments finis standard. Des comparaisons avec des simulations numériques sur un autre cod
de valider les travaux théoriques. Un essai de propagation de fissure en mode mixte a été exploité afin de vérifier la pr
la simulation.

MOTS-CLES : dynamique, explicite, éléments finis étendus, fissuration, pas de temps de stabilité, endommag
composites
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