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Résumé

Dans les mécanismes lubrifiés, la durée de vie des surfaces en contact est fonction de l’épaisseur du
film de lubrifiant qui sépare les solides. La sous-alimentation en lubrifiant affecte cette épaisseur
de film. Elle se manifeste par la réduction de la durée de vie des mécanismes et la variation
du frottement dans le contact. La sous-alimentation concerne une proportion importante des
contacts élastohydrodynamiques elliptiques.

Une modélisation mathématique du problème à frontières libres est adoptée. Elle utilise la
distribution du lubrifiant à l’entrée du contact comme condition aux limites. Les techniques
multigrilles et “Multi-Level Multi-Integral” utilisées pour résoudre le système d’équations sont
sommairement exposées.

La résolution du système d’équations fournit les champs de pression et d’épaisseur de film de lu-
brifiant en tout point du plan de contact. Elle permet de valider un modèle analytique développé
afin de mettre en évidence et de quantifier le débit d’éjection de lubrifiant, dans la couche limite
qui entoure la zone de contact de Hertz. La largeur adimensionnée de la couche limite régit le
débit d’éjection et, lorsqu’elle est associée à l’ellipticité du contact, elle permet de déterminer
la réponse du contact à la sous-alimentation. La prédiction de la décroissance de l’épaisseur de
film de lubrifiant au cours du temps est possible en l’absence de réalimentation, grâce au modèle
analytique et à la largeur caractéristique.

La largeur adimensionnée de la couche limite peut aussi être utilisée pour prédire la persistance
d’une sous-alimentation locale, au cours du fonctionnement d’un mécanisme.

Mots-clés : cage, contact elliptique, couche limite, engrenage, épaisseur de film, lubrification élas-
tohydrodynamique, piezo-viscosité, longueur caractéristique adimensionnée, mécanisme, multi-
grilles, mesures et validation expérimentales, modélisation, prédiction, Reynolds, roulement, si-
mulation numérique, sous-alimentation.

Abstract

The life of lubricated mechanisms is a function of the lubricant film thickness separating the
contacting solids. This film thickness is affected by the degree of lubricant starvation. The main
effects induced by lubricant starvation are life reduction of the contacting surfaces and increase
in friction. A large proportion of elliptical elastohydrodynamic contacts is concerned by lubricant
starvation.

A free boundary model has been adopted. The lubricant distribution in the inlet of the contact
is used as a boundary condition. The “multigrid” and “Multi-Level Multi-Integral” techniques,
used to solve the equations describing the problem, are briefly exposed.

The pressure field and the deformed geometry of the surfaces are obtained on the entire computa-
tional domain. This solution allows the validation of an analytical model developed to study the
ejection flow and to quantify this flow in the boundary layer surrounding the Hertz region. The
flow is governed by the dimensionless width of the boundary layer. This dimensionless width,
associated with the contact ellipticity, determines the contact response to a lubricant starvation.
In the case of zero lubricant reflow, the decay of the lubricant film thickness can be predicted
from the analytical model and the characteristic width.

The dimensionless width can also be used to predict the persistence of local lubricant starvation,
in a particular mechanism.
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2.7.1 Rugosités en contact lubrifié . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.7.2 Dynamique des contacts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.8 Frottement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.8.1 Coefficient de frottement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.8.2 Courbe de Stribeck . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.9 Durée de vie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.10 Sous-alimentation en lubrifiant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.10.1 Observations expérimentales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.10.2 Contacts graissés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.10.3 Modélisation de la sous-alimentation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.11 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

3 Modélisation de la lubrification 26

3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
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3.3.1 Equation de Reynolds en régime élastohydrodynamique . . . . . . . . . . 29
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3.5.4 Conclusion : mise en équations du problème EHD . . . . . . . . . . . . . 37

4 Résolution, techniques Multigrilles 38

4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

4.2 Techniques multigrilles et “ML-MI” . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

4.2.1 Principe des multigrilles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

4.2.2 Maillage, structure des grilles et changements de grilles . . . . . . . . . . 40
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Notations

ligne invisible

a demi-axe d’ellipse de contact dans la direction ~x,

a = (3wR/E ′)1/3(2κE/π)1/3 [m]
a1 demi-largeur de Hertz en contact linéique [m]
Ae, As amplitude des oscillations du profil de lubrifiant

à l’entrée et à la sortie du contact [m]

Aj
i,k matrice de relaxation de la ligne d’indice j [.]

b demi-axe d’ellipse de contact dans la direction ~y,

b = a/κ = (3wR/E ′)1/3(2κE/π)1/3/κ [m]
cte constante fonction de γ et n2/n1 dans l’approximation

Rc = f(n1) = cte n
−1/γ
1 [.]

C couplage adimensionné de la lubrification,
il gouverne la réduction d’amplitude des oscillations du profil de lubrifiant [.]

dqe, dqc débit massique à travers une section élémentaire sur la ligne y = 0
à l’entrée et au centre du contact [kg s−1]

dql débit massique d’éjection circonférentielle
dans la couche limite qui entoure le contact [kg s−1]

dr réalimentation adimensionnée en lubrifiant
entre deux passages successifs du corps roulant [.]

dSe surface élémentaire à l’entrée du contact sur la ligne d’équation y = 0 [m2]
D paramètre géométrique, D = Rx/Ry = κ2(K − E)/(E − κ2K) [.]
ejs proportion d’éjection intervenant à la sortie du contact [.]

E(m) paramètre géométrique, E(m) =
∫ π/2
0

√

1−m2 sin2(ψ)dψ [.]
E′ module d’Young équivalent, 2/E ′ = (1− ν21)/E1 + (1− ν22)/E2 [Pa]
E1, E2 module d’Young des matériaux des surfaces 1 et 2 [Pa]
ERR(L1, L2) norme de la différence entre les champs de pression adimensionnés

calculés sur les niveaux de discrétisation L1 et L2 [.]
f second membre de l’équation différentielle [.]
fh second membre du problème différentiel discret [.]

f̂H second membre du problème différentiel discret

transféré sur une grille grossière f̂H = LH(IHh ũ
h) + IHh r

h [.]
G paramètre adimensionné de matériau, G = αE ′ [.]
h séparation des surfaces [m]
h pas de discrétisation [m]
h∗ épaisseur de film de lubrifiant de Ertel Grübin dans la zone de Hertz [m]
h0 déplacement de corps solide (permet de résoudre l’équation d’équilibre) [m]
hc épaisseur centrale de film de lubrifiant [m]
hoil épaisseur de la couche d’alimentation en lubrifiant hoil = hoil 1 + hoil 2 [m]
hoil 1, hoil 2 épaisseur de la couche d’alimentation en lubrifiant sur les surfaces 1 et 2 [m]
hoil ff (x, y) distribution du lubrifiant en contact sur-alimenté [m]
hsp épaisseur de la cale optique “spacer layer” [m]
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hx, hy pas de discrétisation dans les directions ~x et ~y [m]
H séparation adimensionnée, H = h(2RE)/(a2K) [.]
H0 déplacement de corps solide adimensionné [.]

Ĥ0 valeur initiale du déplacement de corps solide adimensionné [.]

H̃0 déplacement de corps solide avant relaxation de l’équation d’équilibre [.]
H̄0 déplacement de corps solide après relaxation de l’équation d’équilibre [.]
Hc épaisseur de film centrale adimensionnée [.]
Hcff épaisseur de film centrale sur-alimentée adimensionnée [.]
Hoil n(x, y) distribution adimensionnée du lubrifiant dans le contact

après n passages du corps roulant [.]
Hoil épaisseur adimensionnée de la couche de lubrifiant Hoil = hoil(2RE)/(a2K) [.]
i , j , I , J indices points du maillage sur une grille de niveaux L et L− 1 [.]
IHh opérateur de restriction (injection ou restriction pondérée) [.]
IhH opérateur d’interpolation [.]
IIHh , II

h
H opérateur de restriction et d’interpolation du noyau [.]

K(m) paramètre géométrique K(m) =
∫ π/2
0 1/

√

1−m2 sin2(ψ)dψ [.]
K(x, y) noyau d’intégration continu [.]

Kh,h
i,j noyau d’intégration discret exact [.]

K̃h,h
i,j noyau d’intégration discret approché [.]

L opérateur différentiel [.]
Lh opérateur différentiel discrétisé sur la grille de pas h [.]

L paramètre adimensionné de charge (Moes), L = G(2U)1/4 [.]
L niveau de grille de discrétisation [.]
m nombre de points de correction suivant une interpolation [.]

m paramètre des intégrales elliptiques, K et E , m = (1− κ2)1/2 [.]
ms masse surfacique de lubrifiant ms = ρθh

mse, msc, mss à l’entrée, au centre et à la sortie du contact [kg m−2]

M paramètre adimensionné de charge (Moes), M =W (2U)−3/4 [.]
n nombre de passages du corps roulant [.]
~n normale à la frontière δΩ (au ménisque) [.]
n1, n2 nombre de tours des surfaces 1 et 2 [.]
ncycle nombre de cycles utilisé dans la résolution “FMG” [.]
noil, nsp indice de réfraction du lubrifiant et de la cale optique “spacer layer” [.]
nx, ny nombre de points de discrétisation dans les directions ~x et ~y [.]
N ordre de la frange d’interférence [.]
N nombre total de points de discrétisation [.]
O centre du contact, origine du repère (O, ~x, ~y, ~z) [.]
p pression [Pa]
p0 constante (Roelands), p0 = 1.96 108 [Pa]
ph pression maximale de Hertz, ph = (3w)/(2πab) [Pa]
P pression adimensionnée, P = p/ph [.]

P̂ champ de pression initial adimensionné [.]

P̃ pression adimensionnée non mise à jour
pendant la relaxation courante [.]

P̄ pression adimensionnée mise à jour
pendant la relaxation courante (Gauss-Seidel) [.]

q pression réduite q = [1− exp (−αp)]/α [.]
r épaisseur relative de lubrifiant, r = hoil(xe, y)/hoil ff (xs, 0) [.]
rc épaisseur relative centrale de lubrifiant, rc = hoil/(ρcffhcff ) [.]
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rh résidu du problème différentiel discret rh = fh − Lhũh [.]
rmoy norme du résidu sur le domaine de calcul [.]
rw résidu de l’équation d’équilibre [.]
R rayon de courbure équivalent, R = (R−1

x +R−1
y )−1 [m]

Rx rayon de courbure réduit dans la direction ~x, Rx = (R−1
x1 +R−1

x2 )
−1 [m]

Rx1, Rx2 rayon de courbure des surfaces 1 et 2, dans la direction ~x [m]

Ry rayon de courbure réduit dans la direction ~y, Ry = (R−1
y1 +R−1

y2 )
−1 [m]

Ry1, Ry2 rayon de courbure des surfaces 1 et 2, dans la direction ~y [m]
Rc épaisseur centrale adimensionnée de lubrifiant, Rc = ρchc/(ρcffhcff ) [.]
Rn, rn épaisseur relative adimensionnée à l’entrée (rn)

et à la sortie (Rn) du contact après n passages du corps roulant [.]
S paramètre géométrique, S(m) = (E − κ2K)/(K − κ2K) [.]
S longueur d’entrée, S ∝ rSff [m]

S longueur d’entrée adimensionnée, S ∝ rSff ∝ r(L/M)1/2 [.]
Sff longueur d’entrée sur-alimentée [m]

Sff longueur d’entrée sur-alimentée adimensionnée, Sff = Sff/a = (L/M)1/2 [.]
S̄x, S̄y distance adimensionnée entre le ménisque d’entrée et la zone de Hertz,

dans les directions ~x et ~y [.]
t temps [s]
u solution continue exacte du problème différentiel [.]
uh solution exacte du problème différentiel discret [.]
uc vitesse critique (marque le passage du régime sur à sous-alimenté) [m s−1]
uc,c vitesse critique (marque le passage du régime sur à sous-alimenté)

mesurée avec une cage [m s−1]
ûh solution initiale imposée avant la résolution du problème différentiel discret [.]
ûH solution du problème différentiel

transférée sur une grille grossière ûH = IHh ũ
h + vH [.]

ũh solution approchée du problème différentiel discret sur la grille de pas h [.]
ūh solution convergée du problème différentiel discret sur la grille de pas h [.]
~u1, ~u2 vitesse des surfaces 1 et 2 [m s−1]
~um vitesse moyenne, ~um = ( ~u1 + ~u2)/2 [m s−1]
U paramètre adimensionné de vitesse, U = (η0um)/(E

′Rx) [.]
vh erreur dans la solution du problème différentiel discret vh = uh − ũh [.]
w force normale appliquée au contact (charge) [N]
w(x) fonction intégrale [.]
wh
i fonction intégrale discrète exacte sur la grille de pas h [.]

w̃h
i fonction intégrale discrète approchée sur la grille de pas h [.]

w̄h
i fonction intégrale discrète calculée sur la grille de pas h [.]

W paramètre adimensionné de charge, W = w/(E ′R2
x) [.]

~x direction de roulement [.]
x, y, z coordonnées dans le repère (O, ~x, ~y, ~z) [m]
xe, xs abscisse des frontières d’entrée et de sortie du domaine de calcul Ω [m]
X,Y coordonnées adimensionnées, X = x/a, Y = y/b [.]
Xi, Yj coordonnées adimensionnées du point d’indices i et j [.]
Xe, Xs, Y0 domaine adimensionné, Xe = xe/a, Xs = xs/a, Y0 = y0/b [.]
~y direction perpendiculaire au roulement [.]
±y0 ordonnée des frontières d’entrée et de sortie du domaine de calcul Ω [m]
z indice de piezo-viscosité (Roelands) [.]
~z direction de l’épaisseur du film de lubrifiant

(perpendiculaire au plan de contact) [.]
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Symboles grecs

α coefficient de visco-pression [Pa−1]
ᾱ indice de visco-pression adimensionné,

ᾱ = αph = ᾱ = L
π

(

3Mπ2κ
2

(1+Rx/Ry)2

16E2

)1/3
[.]

δ déformation élastique maximale de Hertz δ = a2K/2RE [m]

δ
hx,hy
i,j correction appliquée à P ou θ pendant la relaxation

pour annuler le résidu r
hx,hy
i,j [.]

δms variation de la masse surfacique :
à la sortie δmss = msc −mss, totale δmst = mse −mss [kg m−2]

δΩ frontière (ménisque) entre les deux sous-domaines Ω1 et Ω2 [m]
ε coefficient adimensionné de l’équation de Reynolds ε = ρ̄H3/(η̄λ) [.]
γ paramètre adimensionné de réduction d’épaisseur de film,

résistance à l’éjection circonférentielle de lubrifiant,
défini entre l’entrée et la sortie du contact [.]

γc paramètre adimensionné de réduction d’épaisseur de film,
résistance à l’éjection circonférentielle de lubrifiant,
défini entre l’entrée et le centre du contact [.]

κ ellipticité, κ = a/b [.]

λ paramètre adimensionné, λ = π
(

128
3M4

16πE5

κ4(1+Rx/Ry)5K6

)1/3
[.]

λoil longueur d’onde du profil de lubrifiant dans la direction ~y [m]
λ̄oil longueur d’onde adimensionnée du profil de lubrifiant dans la direction ~y [.]
η viscosité [Pa s]
η0 viscosité à la pression ambiante [Pa s]
η̄ viscosité adimensionnée, η̄ = η/η0 [.]
µ coefficient de frottement [.]
ν1, ν2 coefficient de Poisson des matériaux des surfaces 1 et 2 [.]
ν0, ν1, ν2 nombre de relaxations sur chaque niveau de grille, ν0 sur la grille grossière,

ν1 à la descente et ν2 à la remontée d’un V-cycle [.]
ω facteur de sous-relaxation de P ou θ [.]
ωw facteur de sous-relaxation de l’équation d’équilibre [.]
Ω domaine de calcul, xe 6 x 6 xs,−y0 6 y 6 y0 [m2]

Ω domaine de calcul adimensionné, Xe 6 X 6 Xs,−Y0 6 Y 6 Y0 [.]
Ω1 zone de film incomplet (P = 0, θ < 1) [m2]
Ω2 zone de film complet (P > 0, θ = 1) [m2]
Φ déphasage dû aux réflexions des rayons lumineux [rad]
ρ densité du lubrifiant [kg m−3]
ρ0 densité du lubrifiant à la pression atmosphérique [kg m−3]
ρ̄ densité adimensionnée du lubrifiant, ρ̄ = ρ/ρ0 [.]
ρc densité du lubrifiant, au centre d’un contact [kg m−3]
ρ̄c densité adimensionnée du lubrifiant, au centre d’un contact [.]
ρcff densité du lubrifiant au centre du contact sur-alimenté [kg m−3]
ρ̄cff densité adimensionnée du lubrifiant, au centre du contact sur-alimenté [.]
θ taux de remplissage en lubrifiant [.]

θ̂ champ de remplissage initial [.]

θ̃ remplissage non mis à jour pendant la relaxation courante [.]
θ̄ remplissage mis à jour pendant la relaxation courante [.]
θi angle d’incidence des rayons lumineux [rad]
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Préambule

1.1.1 Mécanique

Le régulateur de vitesse bloqué sur la limite en vigueur, l’automobiliste moderne, confortable-
ment installé au volant de sa voiture, suit les instructions que lui donne l’ordinateur de bord.
Il ne se soucie guère de la mécanique. Elle se fait tout simplement oublier. Les pré-requis au
pilotage automobile ou à la conduite correcte d’une quelconque machine sont de moins en moins
importants. Contrairement à l’époque des premiers pas de l’automobile ou de l’industrie, l’uti-
lisation d’un appareil ne requiert plus la connaissance détaillée de son fonctionnement et de sa
mécanique.

La maintenance et le réglage vont disparâıtre progressivement de la liste des tâches qui in-
combent à l’utilisateur d’un dispositif. Dans la plupart des cas, l’opérateur ne fournit déjà plus
d’énergie à sa machine. Les servos moteurs et les boucles d’asservissement s’en chargent. Son
rôle ne se limitera bientôt plus qu’à lui communiquer des informations.

Avant décollage, le contrôle visuel des organes vitaux d’un avion est toujours en vigueur. Mais
avec l’avènement des capteurs, de l’électronique et de l’informatique, celui-ci ne sera bientôt plus
nécessaire.

La fiabilité accrue des systèmes mécaniques, la réduction des niveaux de bruits, le confort d’uti-
lisation et la propreté de fonctionnement rendent la mécanique invisible. Ainsi, la perception
que l’homme moderne a de sa machine se résume à la fonction qu’elle remplit et à son interface
informatique aussi réduite que possible.

Pourtant, la mécanique est omniprésente et les exigences des concepteurs à son égard sont crois-
santes. Alors que la puissance délivrée par les machines augmente de manière significative, leur
volume et leur poids diminuent.

Les composants d’un système mécanique sont animés par des forces, généralement exercées sur
les surfaces des pièces mobiles. Ces forces provoquent des déformations et des efforts de frotte-
ment. Elles donnent lieu à des pertes d’énergie et sont responsables de phénomènes de fatigue.
Elles peuvent générer une usure, lorsque les efforts s’accompagnent de glissement. Les conditions
extrêmes de température et de pression, auxquelles les contacts sont soumis, peuvent aussi en-
trâıner le grippage des pièces. Lors de ce processus, l’élévation locale de la température entrâıne
des micro-soudures locales des surfaces, puis l’arrachement de petits volumes de matière.
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1.1.2 Tribologie

L’étude scientifique et technologique des phénomènes liés aux frottements de surfaces et de la
lubrification associée porte le nom de “tribologie”. Cette discipline relève d’un grand nombre
de domaines scientifiques, parmi lesquels figurent : la mécanique des solides et des fluides, la
chimie, la thermique, ainsi que l’optique et l’électricité qui interviennent dans les techniques
d’observation expérimentale. Elle traite aussi de problèmes médicaux soulevés par les contacts
complexes que constituent les articulations du corps humain, en vue d’optimiser la qualité des
prothèses implantées sur les patients. La tribologie pénètre profondément la vie quotidienne. De
très nombreuses activités mettent en jeu des surfaces mobiles qui génèrent du frottement. C’est
le cas de l’écriture, du vol des têtes de lecture sur un disque dur d’ordinateur, en passant par
les divers paliers et autres roulements équipant les moyens de transport, appareils médicaux,
industriels ou électroménagers...

La thèse exposée dans le présent mémoire s’inscrit dans le cadre des études tribologiques trai-
tant de la lubrification. Son application la plus directe concerne les roulements. Les roulements
sont utilisés dans l’industrie pour réaliser des liaisons pivot de haute qualité. Ils présentent la
particularité d’autoriser la transmission de charges et de couples importants au prix de forces
de frottement très faibles. La figure 1.1 donne une représentation schématique d’un roulement :
généralement constitué de deux bagues concentriques (intérieure et extérieure) solidaires respec-
tivement de l’arbre et de l’alésage dans lequel il est monté. Des corps roulants (présentant une
géométrie de révolution : billes, rouleaux, galets...) sont placés entre les deux bagues. Ils leur
permettent de tourner en sens inverse. Ils adaptent la vitesse entre les bagues et transmettent,
d’une bague à l’autre, la charge appliquée au roulement. Cette charge est communiquée des
bagues aux corps roulants par une pression qui se crée sur une surface appelée zone de contact.

bague extérieure

bague intérieure

élément roulant

cage

Fig. 1.1 – Roulement à double rangée de rouleaux coniques[45].
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1.1.3 Lubrification

Les contacts dans les roulements sont généralement lubrifiés avec une huile ou une graisse. Ce
lubrifiant (comme l’ont montré Ertel et Grübin en 1939 [28]) crée un film entre les surfaces des
éléments roulants et les bagues. Son premier rôle est d’adapter les vitesses entre les éléments
roulants et les bagues. En effet, les vitesses tangentielles des surfaces des corps roulants et des
bagues ne sont pas identiques. Il existe donc un glissement à l’interface entre ces deux solides.
Le glissement (fonction de la cinématique du roulement) génère des forces de frottement. Le
film, lorsqu’il est cisaillé, engendre des forces de frottement beaucoup plus faibles que celles
développées par un contact non lubrifié (dit “sec” ou “hertzien”). Si un roulement opère en
l’absence de lubrification, les forces de frottement sont élevées car elles sont créées par le ci-
saillement (dû au glissement) de la couche d’oxydes présente sur les surfaces. Elles entrâınent
un échauffement important des corps en contact et génèrent des contraintes dans la matière qui
conduisent à sa rupture en fatigue. La durée de vie du mécanisme est alors très réduite. Lorsque
la lubrification est assurée par un débit conséquent, le second rôle du lubrifiant est d’évacuer la
chaleur dissipée par frottement.

Lorsque le volume compris entre les bagues et les éléments roulants est rempli de lubrifiant, le
contact fonctionne en conditions “sur-alimentées”. Ces conditions ont été étudiées depuis 1939
[28] et les épaisseurs de film correspondantes ont été modélisées physiquement grâce aux travaux
de Hertz [43], Reynolds [73] et Barus [5]. Elles ont été calculées numériquement [72, 23, 39, 57]
et mesurées avec précision [11, 51].

Les chapitres 3 à 5 sont consacrés à l’étude de la formation du film de lubrifiant. Ils abordent ce
phénomène en se focalisant sur le cas où la quantité de lubrifiant disponible pour créer le film est
faible. Dans ces conditions, l’épaisseur du film formé est inférieure à celle obtenue avec une grande
quantité de lubrifiant. Le contact est alors dit “sous-alimenté”. Pour des quantités de lubrifiant
variant entre 0 et l’infini, le contact évolue entre la configuration de Hertz (contact “sec”) et la
configuration sur-alimentée. Ces deux configurations extrêmes peuvent être considérées comme
deux asymptotes entre lesquelles se positionne le comportement réel d’un contact.

Les roulements et les engrenages alimentés par un débit de lubrifiant faible ou nul fonctionnent
en régime “sous-alimenté”. C’est le cas lorsqu’ils sont lubrifiés par une graisse, un brouillard ou
une émulsion de lubrifiant. Les applications à haute vitesse, à faible température ou de grandes
dimensions, sont aussi sujettes à la sous-alimentation.

Cette thèse a pour objectif la création de modèles représentant les phénomènes physiques qui
interviennent dans les contacts elliptiques sous-alimentés. Ces modèles, construits à partir de
résultats analytiques et numériques, sont validés expérimentalement. Ils ont pour but d’améliorer
la prédiction du comportement des contacts elliptiques sous-alimentés. Ils constituent des outils
nécessaires à l’optimisation de la lubrification et des mécanismes.

Le chapitre 2 retrace sommairement l’évolution de l’élastohydrodynamique.

Le chapitre 3 présente la modélisation des conditions d’alimentation du contact.

Le chapitre 4 contient les éléments essentiels de la technique numérique utilisée pour résoudre
le système d’équations lié au modèle.

Le chapitre 5 présente une analyse des phénomènes physiques qui régissent la réduction des
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épaisseurs de film. Les résultats ont été obtenus analytiquement et numériquement puis validés
par une étude expérimentale. Ils mettent en évidence l’importance des débits latéraux dans la
zone où coexistent gradients de pression significatifs et faibles pressions. Cette zone est modélisée
par sa longueur caractéristique adimensionnée.

Dans un roulement, les corps roulants sont espacés régulièrement par une cage. Celle-ci empêche
le contact direct entre deux éléments successifs et assure la répartition régulière de la charge
entre les éléments roulants. En remplissant cette fonction principale, elle modifie les conditions
de lubrification. Elle peut, suivant la configuration, favoriser ou limiter la sous-alimentation. Son
influence a été étudiée expérimentalement. La démarche expérimentale et l’analyse des résultats
sont présentées dans l’annexe A.

1.2 Contexte et enjeux industriels

Comme le montre Shurka [75], la hauteur des aspérités de surface comparée à l’épaisseur du
film de lubrifiant affecte la durée de vie des contacts. La piezo-viscosité (loi de variation de
la viscosité avec la pression) joue un rôle primordial dans la création du film de lubrifiant.
De même, les additifs utilisés dans les formulations des lubrifiants conditionnent la durée de
vie des roulements en agissant sur le contact entre aspérités sous haute pression. La viscosité
et les propriétés des additifs employés sont fonction de la composition chimique du lubrifiant.
Afin de réduire la perte d’énergie par frottement visqueux, la viscosité est réduite. Pour que
la diminution de l’épaisseur de film induite ne pénalise pas trop la durée de vie des surfaces,
des additifs contenant du phosphore et du soufre sont ajoutés dans le lubrifiant. Or les normes
environnementales tendent à réduire, voire à interdire, l’utilisation de certains composants dont
l’efficacité en termes de performances, mais aussi la nocivité pour les catalyseurs de rejets, ont
été prouvées. Le plomb, le zinc et le soufre figurent parmi ces molécules en fin de carrière. Dans le
but de conserver le même niveau de performances, il est nécessaire d’améliorer la compréhension
de la lubrification et d’affiner les modèles de prédiction.

D’autre part, du point de vue industriel, la durée de vie constitue un argument commercial ma-
jeur pour la vente de roulements. Une durée de vie importante permet à l’acquéreur de réduire
le coût de la maintenance en diminuant la main d’oeuvre et le temps d’immobilisation de la
machine.

Enfin, la sécurité est l’un des enjeux importants de l’estimation correcte de la durée de vie car
certaines applications comme la production d’énergie nucléaire, l’aéronautique ou les transports
de manière générale mettent en jeu des vies humaines. Il est donc vital de prédire correctement
la durée de vie de certaines pièces mécaniques et d’éliminer les défaillances catastrophiques. En
ce qui concerne les roulements, cette étape dépend de la bonne estimation des épaisseurs de film
de lubrifiant.

La lubrification des systèmes mécaniques exige fréquemment l’installation d’un circuit spécifique.
Ce circuit comprend des tuyauteries, des pompes, des filtres et des injecteurs. Ces éléments
coûtent à plusieurs niveaux. La somme des dépenses affectées à la lubrification est très élevée.
Elle intègre les frais de : conception, fabrication, maintenance, consommation et recyclage de lu-
brifiant, alimentation des pompes en énergie. Dans le cas des avions, la masse de tout le système
de lubrification embarqué dans la machine présente un inconvénient majeur : elle réduit leur
charge utile. Une grande quantité de lubrifiant dans un roulement entrâıne une dissipation im-
portante d’énergie par cisaillement hydrodynamique. Une solution aux problèmes évoqués dans
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ce paragraphe consiste à réduire le débit de lubrifiant. Le rendement et la consommation sont
ainsi améliorés. Une autre solution consiste, si possible, à supprimer le circuit de lubrification. La
lubrification est alors assurée, souvent par une graisse, au moment de l’assemblage du système et
lors des phases de maintenance. Dans certaines applications, comme les roulements de roues de
voitures, la lubrification est effectuée uniquement au moment de leur production et pour toute
leur durée de vie. Ces deux solutions entrâınent la sous-alimentation du contact par réduction
du volume de lubrifiant. La sous-alimentation a pour principal effet la diminution des épaisseurs
de film de lubrifiant dans le contact.

La qualité de la finition des pièces en contact influence aussi leur durée de vie. Les surfaces
présentent des rugosités, dont la hauteur est de l’ordre d’une fraction de micromètre. Elles sont
produites lors de la phase de finition. L’amplitude de ces rugosités est parfois comparable à
l’épaisseur du film de lubrifiant qui sépare les surfaces en contact. Ces irrégularités entrâınent
des surpressions locales dans le contact. Lorsqu’elles traversent le film de lubrifiant pour venir
en contact direct avec la surface opposée, elles provoquent, dans la matière, des contraintes de
cisaillement importantes qui réduisent la durée de vie des surfaces.

Les solutions envisagées pour répondre aux attentes des utilisateurs sont antagonistes à plusieurs
titres. Ces derniers souhaitent voir évoluer certains paramètres dans une direction défavorable à
la durée de vie et, en même temps, ils aimeraient l’accrôıtre. Leurs principales exigences, basées
sur des critères économiques ou environnementaux entrâınant la réduction de la durée de vie,
sont regroupées dans la liste suivante :
– réduction des émissions polluantes,
– augmentation de la charge transmise,
– réduction du coût de finition des surfaces,
– réduction de la quantité de lubrifiant consommée,
– réduction de l’enveloppe dimensionnelle du roulement,
– réduction des pertes par frottement visqueux,
– suppression des circuits de lubrification.

Dans le même temps, ils souhaitent atteindre les objectifs suivants :
– augmentation de la fiabilité,
– allongement des intervalles de service,
– augmentation de la durée de vie.

Il est donc nécessaire de mieux comprendre et de pouvoir prédire le fonctionnement de la sous-
alimentation dans les roulements, pour aboutir au meilleur compromis entre ces diverses attentes.
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Chapitre 2

Evolution de
l’ElastoHydroDynamique (EHD)

2.1 Introduction

La lubrification des contacts rencontrée dans les roulements est dite élastohydrodynamique. Les
pressions générées sont suffisamment importantes pour entrâıner la déformation élastique des
surfaces. Cette déformation est grande devant l’épaisseur du film de lubrifiant. La forte pres-
sion entrâıne aussi une augmentation significative de la viscosité du lubrifiant. L’analyse de ces
phénomènes physiques couplés, dans un contact lubrifié, sert de fil conducteur à ce chapitre.

2.2 Ecoulement visqueux en film mince

2.2.1 Paliers et roulements

Dans les paliers et les roulements, les surfaces en contact sont séparées par un film de lubrifiant.
Son épaisseur est très petite comparée à sa longueur et à sa largeur. Le lubrifiant est visqueux et
il adhère aux parois. La pression existant dans le film (mise en évidence par Tower en 1883 [77])
exerce sur les surfaces une force qui tend à les séparer. Cette force équilibre la charge supportée
par le contact.

Dans les paliers hydrostatiques, la pression est amenée par des résistances hydroliques qui in-
jectent du lubrifiant dans le contact. Le lubrifiant est mis en mouvement par la différence de
pression existant entre les résistances et les frontières du palier où la pression est ambiante. Le
débit de lubrifiant sépare les surfaces en permanence, même lorsque l’arbre du palier n’est pas
en mouvement.

Dans les paliers hydrodynamiques et les roulements, le mécanisme est inversé. Lorsque les sur-
faces sont en mouvement, elles entrâınent le lubrifiant dans le contact. Dans ce cas, c’est la
combinaison de l’écoulement et des forces de viscosité qui va générer la pression qui sépare les
surfaces.

2.2.2 Modélisation par l’équation de Reynolds

En 1886, Reynolds [73] s’est intéressé à l’écoulement des films minces visqueux afin d’expli-
quer les résultats de Tower [77]. En introduisant les hypothèses simplificatrices, propres aux
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écoulements des films minces, dans les équations de la mécanique des fluides de Navier-Stokes, il
a créé l’équation qui porte son nom. Cette équation traduit mathématiquement la conservation
de la masse dans l’écoulement. Elle lie le champ de pression à la géométrie des surfaces connais-
sant leur cinématique.

2.3 Influence des fortes pressions

2.3.1 Déformations élastiques

Sous l’effet des fortes pressions, les surfaces se déforment élastiquement. Les déformations
élastiques sont observables principalement dans les contacts non conformes (comme ceux ren-
contrés dans les roulements). Ce phénomène a été étudié par Hertz en 1881 [43] dans le cas du
contact sec. Il a proposé une solution analytique du champ de pression pour le problème bidimen-
sionnel correspondant au contact entre un tonneau et un plan. Le problème du contact linéique
ou unidimensionnel (contact d’un cylindre sur un plan) est un cas particulier du problème bidi-
mensionnel.

2.3.2 Propriétés du lubrifiant

Piezo-viscosité

La viscosité d’un lubrifiant est fonction de la pression. Elle peut varier de plusieurs ordres de
grandeur lorsque le lubrifiant passe de la pression ambiante à la pression qui règne au coeur d’un
contact. En 1893, Barus [5] a montré que la variation de pression dans le lubrifiant entrâıne une
variation exponentielle de la viscosité. Roelands [74] a proposé en 1966 une relation plus précise
entre viscosité et pression.

Compressibilité

Sous l’effet de la pression, le volume spécifique du liquide est réduit. Cette réduction peut
atteindre des valeurs de l’ordre de 30%. Cela correspond à une multiplication de la masse volu-
mique par 1.3. Dowson et Higginson ont étudié en 1966 [24] la relation entre masse volumique et
pression. Ils ont formulé mathématiquement une relation liant ces deux grandeurs en utilisant
comme référence la masse volumique à la pression ambiante.

2.4 Modélisation de la lubrification EHD

La théorie de la lubrification EHD repose sur trois équations : l’équation de Reynolds, l’équation
de la charge et les équations de l’élasticité. L’équation de Reynolds décrit l’écoulement du lubri-
fiant dans le contact et permet de calculer le champ de pression. L’équation de la charge traduit
l’égalité entre la charge supportée par le contact et l’intégrale du champ de pression. Enfin, les
équations de l’élasticité décrivent en chaque point la déformation des surfaces induite par le
champ de pression.

En 1916, afin de calculer l’épaisseur du film de lubrifiant séparant les dentures d’un engrenage,
Martin et Gümbel [62, 32] ont appliqué le modèle composé des équations précédentes, sans tenir
compte des déformations élastiques. Ce modèle prédisait une épaisseur de film comparable à la
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hauteur des rugosités. Le résultat était irrecevable puisque le contact présentait une durée de
vie importante, incompatible avec un film de lubrifiant aussi mince que les rugosités. Presque
vingt-cinq ans plus tard, en 1939, Ertel et Grübin [28, 37] fournissent une expression analytique
satisfaisante de l’épaisseur de film, dans un contact linéique. Il obtient une épaisseur de film
bien supérieure à celle de Martin et Gümbel, dans des conditions comparables. La modélisation
repose sur une approximation de la géométrie par la géométrie du contact de Hertz et l’utili-
sation d’une pression réduite, dérivée de l’expression de la piezo-viscosité de Barus. Ce n’est
qu’en 1951, avec les travaux de Petrusevich [72], qu’apparâıt la première solution numérique du
champ de pression dans un contact élastohydrodynamique. Cette solution met en évidence le
pic de pression caractéristique des contacts EHD. Dans les années 1960, Dowson et Higginson
résolvent le problème élastohydrodynamique linéique, pour différentes conditions de contact. Ils
en déduisent des fonctions décrivant les variations de l’épaisseur de film centrale et minimale
dans le contact, en fonction des paramètres opérationnels. Dix ans plus tard, Hamrock et Dowson
[39, 40] effectuent un travail similaire sur le contact ponctuel entre une bille ou un tonneau et un
plan. Les calculs numériques étant extrêmement lourds, il est intéressant de réduire le nombre
d’entrées du problème au minimum, afin de raccourcir et de simplifier l’étude paramétrique.
Blok, Moes et Bosma [65, 66] ont contribué à cette simplification en proposant un adimension-
nement du problème EHD. Ils ont combiné les paramètres de l’équation de Reynolds, pour ne
finalement conserver que deux paramètres qui, avec un principe de similitude, suffisent à décrire
le contact.

2.5 Validation expérimentale

Deux techniques sont utilisées pour mesurer l’épaisseur du film de lubrifiant dans un contact :

• Dans la première, les deux surfaces en regard, séparées par un milieu non conducteur, forment
un condensateur. La capacité de ce condensateur permet l’évaluation de l’épaisseur moyenne du
film. Cette mesure présente l’avantage d’être relativement simple de mise en oeuvre. La princi-
pale difficulté réside dans l’isolation des corps en contact. Cette technique comporte cependant
deux inconvénients majeurs : elle ne fournit qu’une estimation globale de l’épaisseur du film et
la mesure ne peut être effectuée que lorsque les corps en contact sont entièrement séparés. Il
est donc impossible de mesurer l’épaisseur de film lorsqu’elle est voisine de l’épaisseur des rugo-
sités dans le contact. En effet, lorsque les rugosités traversent le contact, les charges électriques
passent d’une surface à l’autre, ce qui empêche la mesure d’une capacité.

• Gohar et Cameron [34] figurent parmi les premiers expérimentateurs à avoir mesuré l’épaisseur
de film par interférométrie optique. Ils ont confirmé l’existence d’une zone d’épaisseur minimale
à la sortie des contacts. Cette zone est caractéristique du régime EHD. Elle est très reconnais-
sable dans le cas des contacts ponctuels, grâce à sa forme en fer à cheval. Cette technique,
détaillée dans l’annexe A, fournit une mesure du champ d’épaisseur dans le contact. Elle re-
pose sur l’analyse des franges provenant de l’interférence de rayons lumineux présentant une
différence de marche (égale à deux fois l’épaisseur de film mesurée). Les différences de phase
sont créées par réflexion sur les deux surfaces en contact. En interférométrie conventionnelle, les
plus faibles épaisseurs mesurables sont de l’ordre de 80 à 100 nanomètres. Elles peuvent jusqu’à
2 à 5 nanomètres avec les techniques de mesure interférométrique de films très minces [51]. Les
mesures optiques exigent que l’un des matériaux en contact soit transparent.
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2.6 Techniques numériques de résolution

La modélisation mathématique du problème, présentée en 2.4, repose sur trois équations non
linéaires. Leur résolution numérique discrète se fait de manière directe ou itérative. La méthode
directe, dont l’implémentation est relativement rapide, peut être utilisée lorsque le nombre de
points de discrétisation n’excède pas 200. Au-delà, les temps de calcul et les besoins de stockage
(mémoire vive) deviennent trop importants. Il faut alors faire appel aux méthodes itératives qui
présentent des problèmes de stabilité et de vitesse de convergence. Lubrecht [57] les a améliorées
en adaptant la technique multigrille, décrite par Brandt [8], à la résolution de l’équation de
Reynolds dans le problème du contact EHD. Puis il a développé en 1990 la technique “Multi-
Level Multi-Integral” (“ML-MI”) qui accélère le calcul de la déformation élastique d’une surface
soumise à un champ de pression [9]. En 1991, Venner [78] a écrit un algorithme de contact beau-
coup plus stable en combinant les techniques multigrilles et “Multi-Intégral”. L’association des
techniques multigrille et “Multi-Level Multi-Integral” permet la résolution précise de problèmes
de contact EHD. Elle étend le domaine d’exploration numérique aux problèmes transitoires et
rugueux. Les détails de la technique sont regroupés dans le livre de Venner et Lubrecht [80]. Le
chapitre 4 contient les grandes lignes de la méthode multigrille et les adaptations spécifiques à
la sous-alimentation et aux contacts elliptiques.

2.7 Phénomènes transitoires

La progression des moyens de calcul, en termes de performance du matériel et d’optimisation des
algorithmes de calcul (grâce notamment aux techniques multigrilles évoquées en 2.6), permet de
traiter numériquement des problèmes EHD transitoires, en des temps raisonnables.

2.7.1 Rugosités en contact lubrifié

Les contacts rugueux présentent un caractère transitoire. Les aspérités, étant discrètes et mo-
biles, rendent le problème de contact EHD non stationnaire.

L’influence des rugosités sur les surfaces a été initialement étudiée en contact sec. Des modèles
simplifiés basés sur une analyse statistique des propriétés des surfaces ont été établis par Green-
wood, Williamson et Tripp [35, 36] en considérant chaque aspérité comme un contact hertzien,
indépendant des aspérités voisines.

Le film de lubrifiant ainsi que le champ de pression sont perturbés par les aspérités présentes
sur les surfaces rugueuses. Sous l’effet de la pression, les aspérités se déforment et leur hauteur
dans le contact est réduite. Lubrecht et Venner [59] se sont intéressés à ce problème en 1999. Ils
ont déterminé la réduction de l’amplitude d’une rugosité modèle sinusöıdale, lorsqu’elle traverse
un contact. Ils ont exprimé les résultats en fonction des conditions de fonctionnement et de la
géométrie des surfaces. Leurs résultats s’appliquent aux contacts linéiques et ponctuels pourvus
de rugosités isotropes, longitudinales ou transversales. En 2000, Hooke et Venner [44] ont iden-
tifié une longueur adimensionnée caractéristique de l’entrée du contact. Elle est déterminante
dans la création du film lubrifiant et, rapportée à la longueur d’onde et à l’amplitude des rugo-
sités, elle détermine leur écrasement dans le contact.

Venner et Lubrecht [79] ont considéré en 1994 le problème d’une strie transversale au contact
ponctuel, en condition de roulement et de glissement. La modélisation dynamique transitoire

13



adoptée est en très bonne corrélation avec les résultats expérimentaux obtenus par Kaneta en
1992 [52].

2.7.2 Dynamique des contacts

En 1998, Wijnant [83] a publié ses résultats sur la dynamique des contacts EHD elliptiques tran-
sitoires sous-alimentés. Il a consacré son étude à l’amortissement et à la raideur des contacts
qui jouent un rôle déterminant dans le comportement dynamique d’un roulement complet. Il a
montré que la raideur de contact augmente avec la sévérité de la sous-alimentation alors que
l’amortissement diminue.

Dans le but de réduire les pertes par frottement dans les moteurs, Messé [64] a mis en place
une méthode d’approximation de l’épaisseur de film minimale en contact EHD linéique, dans le
cadre de ses travaux sur les contacts came-poussoir.

2.8 Frottement

2.8.1 Coefficient de frottement

Lorsque les vitesses des surfaces en regard sont différentes, le contact s’effectue en présence de
glissement et l’interface entre les surfaces est cisaillée. Le cisaillement de l’interface engendre des
contraintes de cisaillement. Cette résistance au cisaillement se traduit à l’échelle macroscopique
par une force qui s’oppose au glissement. Cette force est appelée force de frottement. D’autres
forces, résultant de l’écrasement de l’interface, s’opposent au mouvement de roulement et sont
appelées forces de frottement de roulement. Leur intensité est généralement plus faible que celle
des forces de frottement de glissement.

Le contact est aussi soumis à une force normale à sa surface. Cette force est la charge supportée
par le contact. Le rapport des forces de frottement et de la charge de contact est appelé coef-
ficient de frottement. Il peut être défini de manière locale, s’il est évalué sur une fraction de la
surface de contact, ou à l’échelle globale, si toute la surface est considérée.

La durée de vie constatée expérimentalement, en présence de glissement, est plus faible qu’en
roulement pur. La variation du frottement local et global est la principale différence entre ces
deux conditions de fonctionnement. L’évaluation correcte de la durée de vie repose donc partiel-
lement sur la bonne estimation des frottements dans le contact.

Les contacts élastohydrodynamiques peuvent être répartis dans trois catégories, suivant leur
régime de fonctionnement. Si le film est plus épais que les rugosités et s’il supporte à lui seul la
charge, le contact fonctionne en film complet (régime hydrodynamique ou élastohydrodynamique).
Si l’épaisseur de film est plus faible et si la charge est supportée en partie par le contact direct
entre les aspérités et en partie par le fluide, le régime de lubrification est dit mixte. Le troisième
régime est le régime de lubrification limite. Il concerne les contacts où la charge est supportée
en totalité par le contact direct des aspérités. Les géométries correspondant à ces trois régimes
sont représentées schématiquement sur la figure 2.1.
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Fig. 2.1 – Schéma des régimes de lubrification et des profils de pression correspondants.

2.8.2 Courbe de Stribeck

Dans son livre, Georges [31] s’est attaché à expliquer, à diverses échelles, les mécanismes liés
au frottement. Il a considéré les frottements en contact sec et en contact lubrifié. Un contact
dont la vitesse des surfaces serait croissante verrait l’épaisseur de son film crôıtre. Il passerait
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successivement d’un régime de lubrification limite à un régime mixte puis à un régime de film
complet. Le passage d’un régime à l’autre s’accompagne de variations du coefficient de frot-
tement. Aux faibles vitesses, en régime limite, la valeur du coefficient de frottement est due
au frottement direct entre les couches superficielles des matériaux. Elle est relativement élevée.
Pour des aciers, une valeur proche de 0.15 est couramment admise. Dans le régime mixte, lorsque
le lubrifiant supporte une partie de la charge, le coefficient de frottement chute pour atteindre
un minimum au début du régime de film complet. Dans ce régime, le frottement (d’origine
visqueuse) est croissant. Une représentation de l’évolution du coefficient de frottement en fonc-
tion de L = vitesse × viscosité/(pression × rayon) est donnée en figure 2.2. Cette fonction est
généralement nommée courbe de Stribeck [76].

limite mixte film complet 

PSfrag replacements

L

µ

Fig. 2.2 – Courbe de Stribeck schématique.

2.9 Durée de vie

Dans un grand nombre d’applications, une pièce mécanique n’a de valeur que si sa durée de vie,
dans les conditions de fonctionnement, est connue avec une précision suffisante. L’évaluation
de la durée de vie des mécanismes, évoquée dans le chapitre 1, est donc essentielle. Sous l’effet
du chargement cyclique, des fissures s’initient à proximité des inclusions (impuretés contenues
dans les aciers). Au cours du temps, ces fissures se propagent. Lorsqu’elles coalescent en surface,
elles libèrent des écailles de matière qui empêchent le fonctionnement correct du mécanisme.
L’écaillage peut conduire à la destruction rapide des pièces.

Les lois de durée de vie établies pour les roulements, dans les années 1950, par Lundberg et Palm-
gren [60, 61], sont toujours d’actualité. Ils ont construit leur théorie de durée de vie sur une ana-
lyse statistique de type Weibull sur une base de données importante de résultats expérimentaux.
Ils expriment la probabilité de survie d’un contact, après un nombre donné de cycles, en fonction
du matériau, de la contrainte de cisaillement maximum, du volume contraint et de la profondeur
où s’exercent les contraintes.

Ioannides et Harris en 1985 [46] ont affiné le modèle, en incluant la notion de contrainte seuil.
Pour des niveaux de contrainte inférieurs à la contrainte seuil, des durées de vie infinies sont
atteintes. Ces durées de vie sont rendues possibles par l’amélioration de la qualité des aciers.
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L’amélioration du modèle porte également sur l’expression, sous forme d’intégrale, du volume
contraint, pondéré par la profondeur à laquelle s’appliquent les contraintes. L’expression intégrale
permet d’appréhender des problèmes où la forme du champ de pression n’est pas hertzienne.

En 1990, Lubrecht, Jacobson et Ioannides [58] ont apporté une compréhension plus fine du
modèle de Lundberg et Palmgren, en éliminant certaines des constantes qu’il contenait. Ils ont
notamment montré que la profondeur à laquelle les contraintes s’appliquent n’intervient pas
dans le processus d’initiation de fissures par fatigue.

2.10 Sous-alimentation en lubrifiant

La connaissance de l’épaisseur du film de lubrifiant est indispensable, afin d’évaluer les pertes
par frottement et la durée de vie du contact. Les expressions des épaisseurs de film établies par
Dowson, Higginson et Hamrock [24, 39] constituent un résultat majeur de l’EHD. Elles ont été
établies en régime sur-alimenté stationnaire pour le contact linéique et ponctuel.

2.10.1 Observations expérimentales

Comme l’a montré expérimentalement Wedeven [81, 82], l’épaisseur de film d’un contact sous-
alimenté est plus faible que celle d’un contact sur-alimenté. Un contact est dit sur-alimenté
lorsque l’épaisseur de film dans le contact est invariante lors de l’augmentation du volume de
lubrifiant. Cette définition de la sur-alimentation est couramment utilisée. La figure 2.3 présente
une coupe schématique de la distribution du lubrifiant sur les surfaces et de la pression, dans la
direction de l’écoulement, pour les deux régimes de lubrification.
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Fig. 2.3 – Coupe schématique dans la direction de l’écoulement de la distribution de lubrifiant
entre les surfaces pour un contact sur-alimenté (image de gauche) et un contact sous-alimenté
(image de droite). Sur les deux dessins, l’entrée du contact se situe à gauche et la sortie à droite.

La photographie de gauche de la figure 2.4, obtenue par interférométrie optique, permet d’ob-
server la position du ménisque d’entrée du contact. En conditions sur-alimentées, le ménisque se
trouve loin en amont de la zone de Hertz. Lorsque la quantité de lubrifiant qui alimente le contact
est réduite, le ménisque de formation du film se rapproche de la frontière de la zone de Hertz. Ce
phénomène est visible sur la photographie de droite de la figure 2.4. Le mécanisme générateur de
pression, qui est responsable de la création d’un film de lubrifiant, se trouve concentré sur une
plus petite longueur (voir figure 2.3). L’épaisseur de film qui en résulte est réduite. Wedeven a
utilisé cette distance comme mesure de la sous-alimentation. Il a proposé un critère permettant
de distinguer les régimes sur et sous-alimentés. D’après Wedeven, le contact est sur-alimenté
lorsque la hauteur, au point de formation du film (ou ménisque d’entrée), est supérieure à neuf
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fois la hauteur du film au centre du contact. Il a exprimé ce critère en fonction d’une distance
critique entre le ménisque d’entrée et la limite de la zone de Hertz. Il a ensuite utilisé le rapport
de la distance critique et de la distance réelle, pour exprimer les épaisseurs de film sous-alimenté
dans le contact.

piste de roulement

6

?

ménisque d’entrée

6

cavitation

6

frontière de Hertz

6

Fig. 2.4 – Images interférométriques d’un contact sur-alimenté à gauche, sous-alimenté à droite.
L’entrée du contact se trouve à gauche de l’image.

En 1974, Chiu [18] a mesuré l’évolution avec la vitesse de la distance entre le ménisque d’entrée
du contact et la limite de la zone de Hertz. Il a également montré que la sévérité de la sous-
alimentation crôıt avec la vitesse et la viscosité. Il a observé l’existence d’un maximum dans
la courbe d’épaisseur de film, en fonction du produit vitesse-viscosité. D’après la théorie sur-
alimentée, cette fonction est monotone strictement croissante (trait continu de la figure 2.5).
Pour des vitesses supérieures à la vitesse de transition, le comportement s’inverse et l’épaisseur
de film décrôıt avec la vitesse. Il a obtenu la sous-alimentation expérimentale du contact, sans
jouer sur le volume de lubrifiant, mais uniquement en variant le produit vitesse-viscosité, contrai-
rement à Wedeven, qui variait le volume de lubrifiant pour déplacer le ménisque d’entrée. Chiu
a inclus, dans son analyse de la sous-alimentation, des calculs de prédiction de retour de lu-
brifiant sur la piste de roulement. En effet, un fort gradient de pression perpendiculaire à la
direction de roulement tend à éjecter le lubrifiant hors de la zone de contact. En lissant la
distribution du lubrifiant au voisinage du contact, les forces de tension de surface induisent
un débit qui réalimente le contact en lubrifiant. Chiu a décrit ce phénomène, dans le cas où
l’épaisseur de film de lubrifiant, au voisinage du contact, est importante. Il s’est placé dans des
conditions expérimentales correspondantes. Une bonne corrélation entre résultats théoriques et
expérimentaux a été observée.

L’approche de Wedeven et Chiu utilise la distance entre le ménisque d’entrée et la zone de Hertz.
Ceci constitue un obstacle à l’étude des contacts très sous-alimentés. En effet, dans ces contacts,
le ménisque d’entrée vient se confondre avec la frontière de Hertz. L’erreur relative sur cette
distance devient alors très importante. De plus, elle devient extrêmement difficile à mesurer.

En outre, dans un roulement, les bagues n’étant pas transparentes, la distance adoptée par We-
deven et Chiu pour quantifier la sous-alimentation ne peut pas être mesurée, même pour des
contacts faiblement sous-alimentés.

En 1973, Kingsbury [55] a évoqué l’équilibre entre deux débits, nécessaire au fonctionnement
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Fig. 2.5 – Epaisseur centrale de film hc en fonction de la vitesse moyenne um (à viscosité
constante) [22]. La transition entre régime sur et sous-alimenté a lieu à 0.06 [m/s], trait continu
hc ∝ u0.67m .

des roulements, sur de longues périodes. Lorsqu’il est entrâıné dans le contact, le lubrifiant est
soumis à un gradient de pression dont une composante est perpendiculaire à la direction de
roulement. Ce gradient de pression va expulser une partie du lubrifiant sur les côtés de la piste
de roulement. Pour atteindre une situation d’équilibre, ce débit d’éjection doit être compensé
par un retour de lubrifiant. Ce retour peut être assuré par la gravité dans le cas des roulements
lubrifiés par un bain. L’alimentation par des pompes permet aussi d’empêcher l’assèchement
du contact. Les forces de tension de surface participent aussi à la réalimentation du contact.
L’existence d’une réalimentation, par écrasement du bourrelet de lubrifiant, de part et d’autre
de la piste de roulement a été évoquée par Wedeven puis confirmée par Pemberton et Cameron
en 1976 [71]. Wedeven a aussi relevé une influence du pivotement des billes sur le retour du lu-
brifiant. Suivant les vitesses de rotation et le volume de lubrifiant considéré, les forces de volume
sont dominées ou non par les forces de surface.

En 1985, Kingsbury [56] introduit le concept de “parched lubrication”. Il désigne ainsi la lubri-
fication des contacts ne présentant pas de réserves de lubrifiant pour les réalimenter ou dont
les réserves sont immobiles, du fait de leur forte viscosité ou des faibles forces qui leur sont
appliquées. Une image d’un contact en condition de “parched lubrication” est donnée en figure
2.6. C’est, par exemple, le cas des roulements lubrifiés par une graisse. Un contact lubrifié, dans
ces conditions, présente une longue période transitoire où l’épaisseur de film décrôıt lentement.
Pendant cette période, le débit d’éjection assèche progressivement la piste de roulement jusqu’à
ce qu’il devienne comparable au débit de réalimentation. Un équilibre est alors établi. King-
sbury a observé, sur des roulements de gyroscopes, cette période transitoire suivie de l’équilibre.
A chaque injection d’une goutte de lubrifiant dans le roulement, l’augmentation de l’épaisseur de
film de lubrifiant entrâıne une augmentation du couple moteur, due aux pertes par cisaillement
visqueux. Cette phase transitoire dure jusqu’à ce que la goutte de lubrifiant soit éjectée et que
l’équilibre entre débit d’éjection et de réalimentation soit de nouveau atteint.

Pemberton et Cameron [71] ont observé en 1976 les écoulements de lubrifiant dans l’entrée
du contact afin d’identifier les mécanismes d’éjection et de réalimentation. Leur démarche
expérimentale consistait à suivre la trajectoire des bulles d’air piégées dans le lubrifiant. Ils
ont montré que le remplissage intervient dans le ménisque et non entre les passages. En retirant
une bille de leur dispositif expérimental, ils ont doublé la distance qui sépare deux éléments
roulants successifs. Le temps qui sépare deux passages d’éléments roulants est donc également
doublé. Le temps offert au lubrifiant pour retourner sur la piste de roulement est donc doublé.
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Fig. 2.6 – Image interférométrique d’un contact en sous-alimentation sévère (“parched lubri-
cation”), l’entrée du contact se trouve à gauche de l’image, le ménisque se superpose avec la
frontière de Hertz.

Ils ont, dans ces conditions, observé la forme du ménisque d’entrée et sa distance à la zone de
Hertz. Ils n’ont distingué aucune variation par rapport au cas de référence comportant toutes
les billes. Ceci prouve que le retour du lubrifiant ne s’effectue pas entre les passages des éléments
roulants mais au voisinage du contact.

La forme de la courbe d’épaisseur de film en fonction du produit vitesse-viscosité résulte de
l’équilibre entre les débits d’éjection et de réalimentation. Dans la première partie de la courbe,
l’épaisseur de film est croissante (voir figure 2.5). Le contact est sur-alimenté. La position
d’équilibre du ménisque est assez éloignée de la zone de Hertz. Dans la seconde partie, l’équilibre
entre les débits qui régissent la sous-alimentation est différent et le ménisque se trouve plus proche
de la frontière de Hertz. Cette inversion du comportement de l’épaisseur de film avec la vitesse a
été confirmée à plusieurs reprises, notamment par Coy et Zaretsky en 1981 [19] et par Gadallah
et Dalmaz en 1984 [30].

Guanteng [38] a montré expérimentalement l’influence du volume de lubrifiant et de sa visco-
sité sur le point de transition entre les régimes sur et sous-alimentés. Il a obtenu les différents
volumes, en déposant une solution de lubrifiant de concentration variable sur les surfaces et en
attendant l’évaporation du solvant. Cette technique lui a permis d’obtenir des films très minces
d’épaisseur prédéfinie et relativement homogène. Il a observé la persistance d’un film de lubrifiant
dans les conditions de sous-alimentation sévère “parched lubrication” décrites par Kingsbury.

Barker, Johnston et Spikes ont observé, en 1993, la sous-alimentation d’un contact EHD, par
une émulsion d’huile dans de l’eau [4]. Ils ont confirmé l’existence d’un lien entre la position du
ménisque d’entrée et l’épaisseur de film dans le contact. Ils ont observé que les courbes d’épaisseur
de film en fonction de la vitesse étaient caractérisées par la même forme que dans le cas d’une
sous-alimentation classique. Ils ont montré que le point de transition entre régimes sur et sous-
alimentés se déplace vers les hautes vitesses, lorsque la concentration en huile augmente. Les
courbes se ressemblant beaucoup, ils laissent entendre que les mécanismes de sous-alimentation
pourraient être identiques à ceux de la sous-alimentation classique.
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2.10.2 Contacts graissés

Une graisse est composée à près de 90% d’une huile de base, près de 10% de savon qui lui confère
ses propriétés de semi-solide, et le reste est constitué de stabilisateurs et d’additifs. Le savon,
dont la structure est fibreuse, constitue un réseau tridimensionnel dont le rôle est de retenir
l’huile de base, un peu à la manière d’une éponge qui contient un liquide (voir figure 2.7). Du
fait que la graisse s’écoule très peu, son utilisation pour la lubrification est avantageuse. Elle
reste confinée dans le contact. Il n’est donc pas nécessaire d’apporter un débit régulier de lubri-
fiant. Ceci permet de faire l’économie de pompes et de tuyauterie pour acheminer le lubrifiant
jusque dans le contact. D’autre part, les épaules de graisse formées de part et d’autre du contact
empêchent des particules de venir le polluer.

Fig. 2.7 – Images microscopiques de graisses au grossissement ×140 000, de gauche à droite :
lithium ester, lithium ester polymère, lithium minérale, lithium minérale polymère.

La réponse de la graisse aux sollicitations est celle du système composé par l’huile de base et
le savon. Elle a donc un comportement plus complexe que celui d’une huile de base, seule. Ses
propriétés évoluent au cours du temps. En fonctionnement, la graisse est cisaillée ; les fibres du
savon sont déformées, emmêlées et brisées. Les fibres agglomérées peuvent contenir un volume
d’huile de base moins important que dans leur état initial. Une partie de l’huile de base est donc
libérée. La mobilité de la graisse est ainsi modifiée.

Le modèle de Herschel-Bulkley donne la réponse d’une graisse à un cisaillement, en termes de
contrainte. Il repose sur l’existence d’un seuil de contrainte en dessous duquel la graisse ne
s’écoule pas.

En 1988, Zhu [84] observe qu’après un cisaillement suffisant de la graisse, ses propriétés tendent
vers celles de son huile de base.

L’influence de la dégradation de la graisse sur la sous-alimentation a été mise en évidence par
Bowden et Tabor en 1986 [7]. Leurs expériences illustrent le retour de lubrifiant autour du
contact après l’arrêt de la bille. La viscosité du lubrifiant qui revient sur la piste de roulement
est plus faible que celle de la graisse avec son savon. Ceci laisse supposer que les effets de tension
de surface séparent l’huile de base de la matrice de savon ou bien que seule l’huile de base, qui au-
rait été séparée du savon par cisaillement de la graisse, peut être drainée par les forces de surface.

Deux ans plus tard, Zhu [84] étudie la sous-alimentation d’un contact graissé. Il met en évidence
que le volume de lubrifiant disposé de part et d’autre de la piste de roulement constitue des
réservoirs latéraux de lubrifiant. Ces réservoirs, sous l’effet du pivotement des billes, peuvent
réalimenter le contact en lubrifiant. Ses expériences sur le contact linéique sous-alimenté montrent
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qu’après un petit nombre de cycles, l’épaisseur de film se stabilise à 0.8 fois l’épaisseur sur-
alimentée.

En 1991, Åström [1] observe, avec une caméra, les fibres de savon entrâınées dans le contact et
les perturbations qu’elles provoquent sur l’épaisseur de film. Pour un contact graissé, il relève la
réduction de l’épaisseur de film au cours du temps. Il note aussi l’existence d’un équilibre, après
un nombre suffisant de cycles. Pour le même contact lubrifié, cette fois avec une huile de base, la
situation d’équilibre est atteinte dès l’instant initial. Avec les conditions expérimentales qu’il a
utilisées, le contact huilé fonctionne à une vitesse suffisamment faible pour opérer en conditions
sur-alimentées.

En 1993, il propose un modèle [2] qui prédit la décroissance du film de lubrifiant au cours des
cycles, en l’absence de réalimentation. Comme ses calculs donnent une décroissance plus rapide
que celle observée expérimentalement, il en déduit qu’il existe une réalimentation qui compense
une partie de l’éjection même dans le cas des contacts graissés. Après plusieurs jours, le sillage
laissé par la bille dans le lubrifiant n’a pas évolué de manière significative. Cela confirme que
la réalimentation d’un contact graissé s’opère uniquement au voisinage de la bille. La viscosité
du lubrifiant qui revient alimenter le contact a été mesurée. Elle est plus faible que la viscosité
nominale de la graisse.

En 1996, Cann et al. [12] distinguent trois zones dans la courbe de réduction d’épaisseur de film.
La première est un plateau qui correspond à la constitution d’une couche de graisse sur la piste.
Dans la seconde partie, la couche de graisse travaillée par le cisaillement, libère l’huile qu’elle
contient. Le comportement est alors celui de l’huile de base (en termes de réduction d’épaisseur
de film). Dans la troisième zone, l’épaisseur se stabilise de nouveau, sous l’effet de l’augmentation
du volume d’huile libre et de la réduction du volume d’huile éjectée. Cann et al. estiment que
cette épaisseur stabilisée détermine la durée de vie du contact.

Cann [13] a consacré en 1999 une étude à l’influence de la concentration en savon des graisses
sur la sous-alimentation. Elle porte sur les effets conjugués des variations de l’épaisseur de film,
de la température, de la viscosité de l’huile de base et de la vitesse. Elle a mis en évidence une
corrélation entre le volume d’huile de base libéré par cisaillement de la graisse et la sévérité de la
sous-alimentation. L’épaisseur de film crôıt avec la quantité d’huile de base libérée. Cela signifie
que le volume d’huile de base libéré diminue la sévérité de la sous-alimentation.

Mérieux et al. [63] ont poursuivi les travaux, en proposant un modèle de prédiction des mo-
difications de la graisse, au cours du temps, sous l’effet du cisaillement, sur le processus de
réalimentation en lubrifiant du contact.

La prédiction de l’équilibre, entre débits d’éjection et de réalimentation en lubrifiant, passe par
la compréhension des mécanismes à leur origine. Jacod [49] a montré, par une modélisation avec
un lubrifiant newtonien (du type de l’huile de base), que les forces de surface ne suffisent pas
à déplacer un volume significatif de lubrifiant hors du contact. Il a montré que les pressions
capillaires, sur les épaules de lubrifiant le long de la piste de roulement, sont trop faibles devant
les contraintes visqueuses, pour créer une réalimentation suffisante. Les rayons de courbure
étant plus faibles au voisinage des corps roulants, la dépression capillaire y est plus importante.
Associés aux mécanismes de tension de surface, ces rayons de courbure pourraient donc opérer
un retour de lubrifiant. La comparaison des résultats obtenus avec des expériences souligne une
bonne corrélation entre la modélisation et les expériences.
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2.10.3 Modélisation de la sous-alimentation

Afin de modéliser le ménisque, sans en imposer la position, Elrod a utilisé l’équation de Rey-
nolds qu’il a modifiée avec les conditions aux limites de Floberg [29]. Ces conditions aux limites
avaient été établies pour des paliers hydrodynamiques. Elles étaient destinées à modéliser la
rupture du film de lubrifiant par cavitation, à la sortie du contact. Elles traduisent une conser-
vation du débit massique de lubrifiant. La modification de l’équation de Reynolds consiste à y
introduire un paramètre θ de densité de lubrifiant ou de remplissage et à diviser le domaine en
deux sous-domaines. Dans le premier, le film est complet et l’équation classique de Reynolds
s’applique. Dans le second, chacune des deux surfaces est couverte par un film de lubrifiant.
Ces deux couches de lubrifiant, séparées par de l’air, sont transportées par les surfaces. Par
conséquent, la position du ménisque qui sépare les deux domaines n’est pas fixée a priori. Elle
résulte des épaisseurs de lubrifiant disposées sur les surfaces, aux frontières du domaine.

Ce modèle a été amplement utilisé pour décrire la cavitation et la sous-alimentation dans les
paliers hydrodynamiques.

En 1996, Chevalier [14] l’a utilisé, pour étudier la sous-alimentation en contacts EHD. Il s’est
attaché à décrire la sous-alimentation à partir de paramètres, les plus significatifs possibles. Pour
cela, au lieu de considérer la distance (difficilement mesurable) entre le ménisque d’entrée et la
frontière de Hertz, il a utilisé la hauteur de lubrifiant disponible sur la piste. Cette grandeur
est une donnée d’entrée du modèle de Elrod. De plus, elle est égale à la somme de l’épaisseur
de film laissée par le contact précédent et de l’épaisseur due aux débits de réalimentation. Son
évaluation expérimentale est possible même dans les conditions très sous-alimentées. Il a calculé
numériquement, pour différents contacts EHD circulaires, l’évolution de l’épaisseur de film au
centre du contact, en fonction de l’épaisseur du film disposé sur les surfaces. Il a proposé une
fonction à un paramètre, γ, pour décrire cette évolution. Une évaluation expérimentale de ce
paramètre a été effectuée pour quelques cas [15]. Elle confirme les résultats numériques obtenus.

Chevalier [16] s’est également intéressé à l’influence de la disposition du lubrifiant à l’entrée du
contact, dans le cas où elle n’est pas constante perpendiculairement à l’écoulement. Cette étude
présente un intérêt pour l’analyse de l’influence des cages de roulement sur la lubrification. Sous
certaines conditions, les cages peuvent retirer localement ou, au contraire, redistribuer le lubri-
fiant, sur la largeur de la piste de roulement. Il a observé numériquement et expérimentalement
qu’un retrait local de lubrifiant peut entrâıner une sous-alimentation locale et une réduction
locale de l’épaisseur de film.

La sous-alimentation réduit l’épaisseur de film de lubrifiant. Cette réduction, due à la faible
quantité de lubrifiant, est défavorable à la durée de vie. Dumont et al. [25] ont tenté, sous des
conditions de sous-alimentation comparables, de réduire la sévérité de la sous-alimentation, en
utilisant une géométrie de surface particulière. Ils ont traité numériquement le problème sous-
alimenté transitoire. En prenant l’hypothèse d’une distribution de lubrifiant particulière et en
raisonnant sur une alimentation stationnaire imposée, ils concluent que les creux d’une surface
pourraient jouer le rôle de réservoir, en piégeant du lubrifiant. Ce réservoir améliorerait la lu-
brification, en libérant, à l’entrée du contact, une partie du lubrifiant qu’il contient.
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2.11 Conclusion

La lubrification des contacts sur-alimentés est relativement bien connue. Lorsque les surfaces
sont lisses, les champs d’épaisseurs et de pression sont connus par le calcul et l’expérience. Ils
conduisent, d’après les travaux de Jacod [50], à une évaluation du coefficient de frottement, si
les propriétés du lubrifiant sont bien identifiées. En présence de rugosités, l’épaisseur et l’am-
plitude des pics de pression sont connues pour des surfaces modèles. Leur estimation, pour une
surface réelle, repose sur l’analyse statistique de ses propriétés topographiques. L’estimation du
coefficient de frottement est alors beaucoup moins aisée.

La sous-alimentation modifie les champs de pression et d’épaisseur de film. En contact lisse, des
expressions de l’épaisseur de film ont été proposées par approximation de résultats expérimentaux.
Elles sont valables pour des contacts linéiques et circulaires sur et moyennement sous-alimentés.
La position du ménisque d’entrée est un paramètre supposé connu. Des valeurs ont été tabulées
pour le contact circulaire, connaissant l’épaisseur des films de lubrifiant disponible sur les sur-
faces.

Entre les régimes sur et sous-alimentés, une inversion de comportement s’opère. En régime sur-
alimenté, une mobilité importante du lubrifiant ou une faible vitesse des surfaces entrâıne une
éjection importante de lubrifiant, hors de la zone de contact. Les épaisseurs de film qui en
résultent sont faibles. Au contraire, en régime sous-alimenté, une forte mobilité de lubrifiant
ou de faibles vitesses de surfaces sont propices à un retour de lubrifiant sur la piste de roule-
ment. Elles favorisent donc la réalimentation qui augmente les épaisseurs de film (tout en restant
inférieures aux valeurs sur-alimentées). Un industriel, qui souhaiterait voir augmenter l’épaisseur
de film dans un contact, doit augmenter le produit vitesse-viscosité en régime sur-alimenté, alors
qu’il doit le réduire en régime sous-alimenté. La figure 2.5 illustre l’inversion de la tendance, entre
régimes sur et sous-alimentés.

Les chapitres 1 et 2 ont évoqué le couplage existant entre les phénomènes physiques qui inter-
viennent dans un contact EHD. Ils ont établi un état de l’art succinct, au travers de citations
ciblées qui constituent une base de réflexion pour les chapitres suivants.

Le chapitre 3 met en équations les lois qui décrivent le contact. Dans un premier temps, il
présente les équations classiques de la lubrification EHD. La seconde partie de ce chapitre est
consacrée à la modélisation mathématique de la sous-alimentation, avec les conditions de Elrod.

Dans le chapitre 4, les équations sont discrétisées et l’algorithme de résolution numérique “ML-
MI” utilisé est sommairement exposé. Enfin, la précision des résultats est discutée.

La réponse d’un contact à la sous-alimentation, en termes d’épaisseur de film, peut être traduite
par le paramètre sans dimension γ, introduit en 2.10.3. Le chapitre 5 présente les variations de
γ, en fonction des conditions de contact, pour les contacts circulaires et elliptiques. Il fournit une
justification physique de l’évolution de γ, en fonction des paramètres du contact (matériau, lu-
brifiant, charge, vitesse, rayon de contact, ellipticité). Cette justification s’appuie sur un modèle
analytique dont les résultats ont été validés numériquement et expérimentalement.

Le chapitre 5 reprend l’analyse du mécanisme d’éjection du lubrifiant, pour étudier l’influence
de la répartition du lubrifiant, à l’entrée d’un contact EHD. Lorsque cette répartition est non-
uniforme, elle peut provoquer la sous-alimentation locale du contact.
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L’annexe A présente la démarche expérimentale et elle aborde le problème de l’influence des
cages de roulement sur la sous-alimentation.
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Chapitre 3

Modélisation de la lubrification

3.1 Introduction

La lubrification en régime stationnaire sur-alimenté est décrite par trois équations, auxquelles
sont associées des lois de comportement. Pour traiter la lubrification sous-alimentée, une qua-
trième équation est adjointe au système.

La première équation, dite de Reynolds, traduit la conservation du débit massique de lubrifiant,
à travers un volume élémentaire. Sa résolution fournit le champ de pression, en fonction de la vi-
tesse des surfaces et de leur forme. Sous l’effet de la pression, les surfaces en contact se déforment.
Leur géométrie déformée est donnée par l’équation d’élasticité. La troisième équation est une
équation d’équilibre. Elle exprime l’égalité entre la force appliquée au contact et l’intégrale du
champ de pression. En contact sous-alimenté, deux zones sont distinguées : une zone de pression
positive et une zone de pression nulle. Pour traduire le changement de nature de l’écoulement
entre ces deux zones, l’équation de Reynolds est modifiée et une équation de complémentarité
est ajoutée au système.

Les lois de comportement sont relatives au lubrifiant (loi de compressibilité et piezo-viscosité),
ainsi qu’aux matériaux des surfaces en contact (loi d’élasticité). Elles interviennent respective-
ment dans l’équation de Reynolds et dans l’équation d’élasticité.

Ce chapitre présente le modèle de contact utilisé. La section 3.2 est consacrée au problème sec
elliptique. Les équations du contact lubrifié, en régime stationnaire, sur et sous-alimenté, sont
présentées en 3.3 et 3.4. Les grandeurs caractéristiques du contact sec servent de base à l’adi-
mensionnement du problème EHD. La forme adimensionnée des variables et des équations est
donnée en 3.5.

3.2 Contact sec, théorie de Hertz

3.2.1 Géométrie des corps en contact

Le contact elliptique désigne un contact dont la surface en pression est de forme elliptique. Il
est obtenu entre deux surfaces, dont au moins une présente des rayons de courbure différents
dans les deux directions. La géométrie des corps est approchée par des parabolöıdes elliptiques
(voir figure 3.1). Les surfaces en contact 1 et 2 présentent respectivement des rayons de courbure
Rx1, Ry1 et Rx2, Ry2, dans les directions ~x et ~y. Par convention, l’axe (O, ~x) est fixé dans la
direction et dans le sens du mouvement (roulement et/ou glissement), (O, ~y) est le deuxième
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axe appartenant au plan de contact. L’épaisseur du film de lubrifiant est mesurée selon l’axe
(O,~z), perpendiculairement au plan de contact. Le repère (O, ~x, ~y, ~z), dont l’origine O se trouve
au centre du contact, est orthonormé et direct.

D’après les travaux de Hertz [43], la pression, entre les surfaces 1 et 2, est identique à celle
obtenue entre un parabolöıde elliptique de rayons Rx, Ry et un plan (voir figure 3.1). Les rayons
équivalents Rx et Ry étant définis selon (3.1).

Rx =

(

1

Rx1
+

1

Rx2

)−1

et Ry =

(

1

Ry1
+

1

Ry2

)−1

(3.1)

A partir des rayons équivalents Rx et Ry, un rayon réduit R est défini par (3.2) :

R =

(

1

Rx
+

1

Ry

)−1

(3.2)

Le module d’Young E ′ équivalent aux modules d’Young E1 et E2 des matériaux 1 et 2 est défini
par la relation (3.3).

E′ = 2

(

(1− ν1)2
E1

+
(1− ν2)2

E2

)−1

(3.3)
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Fig. 3.1 – Géométrie des surfaces, en contact elliptique, à gauche : géométrie réelle, à droite :
géométrie équivalente.

3.2.2 Elasticité

Les corps en contact sont considérés comme des massifs semi-infinis, élastiques, homogènes et
isotropes. Sous l’effet du champ de pression p(x, y), les surfaces se déforment. La géométrie
déformée est donnée par l’équation d’élasticité (3.4).

h(x, y) = h0 +
x2

2Rx
+

y2

2Ry
+

2

πE′

∫∫

Ω

p(x′, y′) dx′dy′
√

(x− x′)2 + (y − y′)2
(3.4)

h0 est une constante d’intégration. La quantité −h0 correspond au déplacement relatif des corps
solides, à partir de la mise en contact des deux solides, lors de l’application de l’effort sur le
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contact. Elle peut aussi être considérée comme l’interpénétration des surfaces, au centre du
contact, si elles n’étaient pas déformées. Ω désigne le domaine d’intégration. Ω doit être suffi-
samment grand, pour inclure les régions du contact où la pression est significative. Il est choisi
rectangulaire et limité par les frontières d’entrée et de sortie, d’abscisses respectives xe et xs. Il
est limité dans la direction transversale par les frontières y0 et −y0.

3.2.3 Equation d’équilibre

Le contact supporte une charge w. Ceci signifie que la force w, appliquée sur les solides en
contact, est équilibrée par la pression p que les surfaces s’exercent mutuellement, soit :

w =

∫∫

Ω
p(x, y) dxdy (3.5)

Au cours du processus itératif de résolution, le terme h0 de l’équation (3.4) est modifié de manière
itérative pour satisfaire l’équation (3.5).

3.2.4 Solution du problème de Hertz

Hertz [43] a montré que dans le domaine élastique, la forme du champ de pression est un ellipsöıde
de révolution, d’équation (3.6).

p(x, y) = ph

(

1− x2

a2
− y2

b2

)1/2

si
x2

a2
+
y2

b2
6 1, p = 0 sinon (3.6)

La pression maximale de Hertz ph est définie par (3.7), lorsque le contact supporte la charge w :

ph =
3w

2πab
(3.7)

a et b désignent la longueur des deux axes de l’ellipse de contact. La résolution du problème de
contact sec conduit à :

a =

(

3wR

E′

)1/3(2κE
π

)1/3

(3.8)

Le rapport κ = a/b et la déformation δ au centre du contact sont obtenus par les relations (3.9)
à (3.14) d’après Hamrock et Brewe [42].

κ =
a

b
(3.9)

Rx

Ry
= κ2

K − E
E − κ2K (3.10)

m =
√

1− κ2 (3.11)

K(m) =

∫ π/2

0

1
√

1−m2 sin2(ψ)
dψ (3.12)

E(m) =

∫ π/2

0

√

1−m2 sin2(ψ)dψ (3.13)

δ = a2K/2RE (3.14)

Les variables κ, K et E dépendent uniquement du rapport Rx/Ry. Leurs valeurs sont obtenues
simplement par résolution du système formé des équations (3.10) à (3.13). L’évolution de l’al-
longement κ de l’ellipse de contact avec le rapport Rx/Ry est donnée en figure 3.2.
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Remarque :
Les contacts elliptiques présentent, dans la grande majorité des cas, un grand axe d’ellipse per-
pendiculaire à la direction de roulement. C’est le cas dans les roulements à gorge profonde, à
rouleaux ou à galets. Ces ellipses correspondent à des valeurs de κ = a/b < 1.
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Fig. 3.2 – Evolution de l’ellipticité κ avec le rapport des rayons de courbure Rx/Ry.

3.3 Lubrification élastohydrodynamique

3.3.1 Equation de Reynolds en régime élastohydrodynamique

En contact lubrifié, les efforts sont transmis d’une surface à l’autre par le lubrifiant. L’équation
de Reynolds (3.15) traduit la conservation de la masse dans l’écoulement entre les surfaces,
séparées par une hauteur de lubrifiant h(x, y). Cette équation est obtenue par simplification des
équations de Navier-Stokes, en y introduisant les hypothèses suivantes :

• le film de lubrifiant est mince (h/a¿ 1 et h/b¿ 1),
• il est constitué d’un fluide newtonien, continu qui adhère aux parois,
• l’écoulement est laminaire,
• la pression est constante dans l’épaisseur du film,
• les forces de volume et de surface sont négligées devant les forces visqueuses.

La cinématique des surfaces est connue. Les surfaces 1 et 2 sont respectivement animées d’une
vitesse ~u1 et ~u2 dans la direction ~x. L’origine O du repère direct (O, ~x, ~y, ~z) est fixée au centre
du contact. Le repère est donc lié au contact et non aux surfaces. La direction et le sens de
l’axe (O, ~x) sont donnés par la vitesse moyenne des surfaces ~um = ( ~u1 + ~u2)/2. L’axe (O,~z)
est orienté dans le sens de l’épaisseur du film. Loin du contact, la pression est supposée égale à
la pression atmosphérique. La pression atmosphérique sert donc de référence. Elle est imposée
comme condition aux limites, aux frontières du domaine de calcul Ω.

La résolution de l’équation de Reynolds fournit le champ de pression p(x, y) dans le contact.

En tout point de l’écoulement, de coordonnées (x, y), l’équation de Reynolds prend la forme
suivante :

∂

∂x

(

ρh3

12η

∂p

∂x

)

+
∂

∂y

(

ρh3

12η

∂p

∂y

)

− um
∂(ρh)

∂x
− ρh∂um

∂x
− ∂(ρh)

∂t
= 0 (3.15)

Pour les besoins de la présente étude, deux simplifications peuvent être opérées dans l’équation
de Reynolds (3.15).
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• Les problèmes abordés étant considérés stationnaires, le terme transitoire −∂(ρh)/∂t est nul.
• Les surfaces ne se déforment pas dans le plan du contact (O, ~x, ~y). Les vitesses des surfaces
dans ce plan sont donc constantes. Le terme −ρh∂um/∂x est donc nul également.
L’expression simplifiée de l’équation de Reynolds est donnée par (3.16).

∂

∂x

(

ρh3

12η

∂p

∂x

)

+
∂

∂y

(

ρh3

12η

∂p

∂y

)

− um
∂(ρh)

∂x
= 0 (3.16)

A la sortie du contact, le divergent entrâıne la chute de la pression (voir figure 3.5). Aux faibles
pressions, le lubrifiant est vaporisé. Ce phénomène, appelé cavitation par abus de langage, est
mis en équation en ajoutant la condition de cavitation : p > 0 à l’équation de Reynolds. La
pression de cavitation étant très faible en valeur absolue devant la pression au centre du contact,
elle est considérée nulle. Le domaine comporte donc deux régions distinctes (voir figure 3.6).
• Dans la première, la pression est positive et l’équation de Reynolds s’applique.
• Dans la seconde, la condition de cavitation s’applique et la pression est nulle.

En lubrification élastohydrodynamique, les propriétés des lubrifiants sont variables. La pression
augmente couramment d’un facteur 5000 à 40000, lorsqu’elle passe de la pression atmosphérique
à la pression au centre du contact. Les sections 3.3.2 et 3.3.3 sont consacrées à l’influence de la
pression p, sur la masse volumique ρ et sur la viscosité η du lubrifiant.

3.3.2 Loi de compressibilité

Les variations de la masse volumique des lubrifiants, en fonction de la pression, ont été étudiées
par Dowson et Higginson. Ils ont proposé une relation empirique (3.17) qui lie la masse volu-
mique ρ à la pression p. Cette loi de variation est illustrée en figure 3.3. Une augmentation de
la masse volumique, de l’ordre de 15 à 30%, est observable entre la masse volumique ρ0 à la
pression atmosphérique et la masse volumique au centre d’un contact EHD.

ρ = ρ0
0.59 109 + 1.34p

0.59 109 + p
(3.17)
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Fig. 3.3 – Evolution de la masse volumique ρ avec la pression p, (ρ0 est la masse volumique à
la pression atmosphérique).

3.3.3 Loi de piezo-viscosité

La variation de la viscosité avec la pression est beaucoup plus importante que celle de la masse
volumique. Barus [5] modélise cette variation par la relation (3.18).
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η = η0 exp(αp) (3.18)

Où α est appelé coefficient de visco-pression. η0 est la viscosité du lubrifiant à la pression
ambiante. Pour les huiles minérales α varie de 10−8 à 2.10−8 Pa−1. Pour les fortes pressions,
l’équation (3.18) surestime la valeur de la viscosité par rapport à la réalité.

Roelands [74] a élaboré une relation plus précise (3.19), valable pour des pressions inférieures à
1 GPa.

η(p) = η0 exp

{

αp0
z

[

−1 +
(

1 +
p

p0

)]z}

(3.19)

La constante p0 vaut 1.96 108 Pa, et 0.6 est une valeur couramment admise pour l’indice de
piezo-viscosité z.

Les variations de la viscosité avec la pression, d’après Barus et Roelands, sont illustrées sur la
figure (3.4).
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Fig. 3.4 – Evolution de la viscosité η avec la pression p, (η0 est la viscosité à la pression
atmosphérique).

Les travaux de Jacobson, Vinet et Bair [47, 48, 3] concernant la compressibilité et l’augmentation
de la viscosité avec la pression ont été menés plus récemment. Ils sont plus précis, mais présentent
l’inconvénient de contenir des constantes propres à chaque liquide, dont la mesure nécessite un
équipement lourd.

3.4 Lubrification sous-alimentée

En lubrification sur-alimentée, le convergent, situé à l’entrée du contact, est rempli de lubrifiant,
alors qu’en contact sous-alimenté, chaque surface est recouverte d’une couche de lubrifiant. Ces
couches, qui alimentent le contact en lubrifiant, sont séparées par un volume d’air. A partir
du ménisque d’entrée, défini par la ligne où les deux couches de lubrifiant se rencontrent et fu-
sionnent, les surfaces sont séparées par un unique film de lubrifiant. Celui-ci se rompt à la sortie
du contact, à la frontière de cavitation, pour former, de nouveau, deux couches de lubrifiant
séparées par un volume d’air.

Lorsque les conditions de fonctionnement entrâınent une réduction de l’épaisseur des couches
d’alimentation, le ménisque d’entrée se rapproche de la zone de Hertz. Le champ de pression,
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qui s’étend du ménisque d’entrée à la frontière de cavitation, est alors concentré. L’épaisseur de
film dans le contact est réduite et le champ de pression tend vers le champ de pression de Hertz.

La figure 3.5 présente une coupe schématique de la distribution du lubrifiant sur les surfaces et
de la pression dans le plan (O, ~x, ~z).
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Fig. 3.5 – Coupe schématique dans le plan (O, ~x, ~z) de la distribution de lubrifiant et de pression,
entre les surfaces, pour un contact sur-alimenté (image de gauche) et un contact sous-alimenté
(image de droite). Sur les deux dessins, l’entrée du contact se situe à gauche et la sortie à droite.

3.4.1 Equation de Reynolds modifiée

Dans le contact, l’écoulement du lubrifiant peut être divisé en deux sous-domaines distincts.

• Dans le premier sous-domaine Ω1, le film de lubrifiant est incomplet : deux couches de lubri-
fiant adhèrent aux surfaces et sont séparées par un volume d’air. Ces couches d’alimentation
sont soumises à la pression ambiante. La pression étant constante dans cette région, les forces
volumiques et surfaciques étant négligées, chaque volume élémentaire de lubrifiant se trouve
en équilibre. Le lubrifiant est entrâıné par les surfaces, à vitesse constante. Si l’épaisseur des
couches de lubrifiant sur les deux surfaces est égale ou si les vitesses des deux surfaces sont
égales (~u1 = ~u2 = ~um), le lubrifiant se déplace, en moyenne, à la vitesse moyenne des deux
surfaces ~um.

• Dans le second sous-domaine Ω2, le lubrifiant remplit le volume compris entre les deux sur-
faces. Cette configuration est identique à celle du contact sur-alimenté. Dans cette zone, une
pression positive règne. L’écoulement y est décrit par l’équation de Reynolds.

Pour représenter l’épaisseur de lubrifiant sur les surfaces, le paramètre adimensionné θ est in-
troduit. Il est défini, en tout point du domaine de calcul Ω, par le rapport entre l’épaisseur de
lubrifiant hoil et la distance h entre les deux surfaces : θ = hoil/h.

La figure 3.6 représente le domaine de calcul, contenant les deux sous-domaines, séparés par la
frontière (ou le ménisque) δΩ.

• Dans la zone de film incomplet Ω1, appelée par abus de langage zone cavitée : 0 6 θ < 1,
l’écoulement est décrit par l’équation de transport suivante :

um
∂(ρθh)

∂x
= 0 (3.20)

Dans la zone cavitée, la pression est nulle, donc la masse volumique ρ est constante. L’expression
(3.20) se réduit donc à la forme suivante :
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Fig. 3.6 – Schéma des deux sous-domaines dans le domaine de calcule Ω.

∂(θh)

∂x
= 0 (3.21)

• Dans la zone de film plein Ω2 : θ = 1, l’écoulement est régi par l’équation de Reynolds classique
(3.16).

Soit ~x, le vecteur directeur unitaire de l’axe (O, ~x). L’exposant “−” indique que le point considéré
se trouve en amont du ménisque. L’exposant “+” est associé aux points situés en aval du
ménisque. Le débit provenant de la zone cavitée, au travers du ménisque δΩ orienté par sa
normale sortante ~n, vaut : ρθ−hum cos(~x, ~n). Celui provenant de la zone en pression vaut :
ρhum cos(~x, ~n)− (ρh3/12η)∂p+/∂n.
D’après Floberg [29] et Chevalier [14], la conservation de la masse, à travers la frontière δΩ, et
la continuité de la pression à la formation du film, impliquent :

• à la formation du film :

p = 0 (3.22)

ρum cos(~x, ~n)(1− θ−) = ρh2

12η

∂p+

∂n
(3.23)

• à la rupture du film :

p = 0,
∂p−

∂n
= 0 et θ+ = 1 (3.24)

D’après Elrod [26, 27] et Bayada et. al. [6], les expressions (3.16) et (3.21) de conservation de
la masse dans l’écoulement, relatives à chacun des sous-domaines, peuvent être condensées en
une équation unique associée à une condition de complémentarité. L’équation de Reynolds ainsi
modifiée (3.25) est valide dans tout le domaine de calcul Ω.

∂

∂x

(

ρh3

12η

∂p

∂x

)

+
∂

∂y

(

ρh3

12η

∂p

∂y

)

−um
∂(ρθh)

∂x
= 0 avec p = 0⇔ 0 < θ < 1 et p > 0⇔ θ = 1

(3.25)
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L’épaisseur et la forme de la couche d’huile hoil(xe, y) qui alimente le contact sont des données
d’entrée du problème. Elles sont imposées, mathématiquement, sous forme d’une condition aux
limites sur la frontière x = xe, en amont du contact, par la relation θ(xe, y) = hoil(xe, y)/h(xe, y).

Remarque :
L’équation (3.25) permet également de traiter le problème de contact sur-alimenté. Ce dernier
est caractérisé par un convergent complètement rempli de lubrifiant. La condition aux limites
correspondante est : θ(xe, y) = hoil(xe, y)/h(xe, y) = 1.

3.5 Adimensionnement du problème EHD

La création et l’utilisation de variables adimensionnées présentent deux avantages majeurs.

• Les valeurs numériques des variables manipulées sont proches de l’unité. Le conditionnement
des équations est donc amélioré et les erreurs numériques, qui apparaissent lors de la phase de
résolution, sont réduites.

• La combinaison des variables physiques, pour former des groupes sans dimension, permet de
réduire le nombre de paramètres d’entrée du problème. Les études expérimentales et numériques
s’en trouvent simplifiées.

En contact EHD, l’épaisseur de film est faible devant les déformations élastiques des surfaces.
Cela signifie que la géométrie et la distribution de pression sont proches de celles du problème du
contact sec, dont la solution analytique est connue. Pour cette raison, les longueurs et pressions
caractéristiques du contact sec sont utilisées comme références pour adimensionner le problème.

3.5.1 Les variables

Les longueurs sont adimensionnées, dans le plan du contact (O, ~x, ~y), avec la demi-longueur a et la
demi-largeur b du contact de Hertz. La déformation élastique maximale de Hertz δ = a2K/2RE ,
introduite en 3.2.4, est utilisée, dans l’adimensionnement des longueurs, dans la direction de
l’épaisseur du contact : ~z. La pression est adimensionnée avec la pression de Hertz ph. La vis-
cosité η et la masse volumique ρ sont adimensionnées par leurs valeurs à la pression ambiante
(respectivement η0 et ρ0). Les variables adimensionnées, notées en caractères majuscules ou
surlignées, sont données dans les relations (3.26) à (3.31).

X =
x

a
(3.26)

Y =
y

b
(3.27)

P =
p

ph
= p

2πab

3w
(3.28)

H =
h

δ
= h

2RE
a2K (3.29)

η̄ =
η

η0
(3.30)

ρ̄ =
ρ

ρ0
(3.31)

Cet adimensionnement transforme l’ellipse de contact de Hertz, dans l’espace dimensionné, en
un cercle, dans l’espace adimensionné (voir figure 3.7).
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Fig. 3.7 – Contact elliptique dans le domaine adimensionné Ω.

3.5.2 Les équations

Dans sa thèse sur la dynamique des contacts, Wijnant [83] a exprimé l’équation de Reynolds
sous-alimentée (3.25) sous sa forme adimensionnée (3.32), pour les contacts elliptiques.

∂

∂X

(

ρ̄H3

η̄λ

∂P

∂X

)

+ κ2
∂

∂Y

(

ρ̄H3

η̄λ

∂P

∂Y

)

− ∂(ρ̄θH)

∂X
= 0 (3.32)

avec la condition de complémentarité :

P = 0⇔ 0 < θ < 1 et P > 0⇔ θ = 1 (3.33)

Les équations (3.32) et (3.33) sont valables sur l’ensemble du domaine Ω.

Ω

{

Xe 6 X 6 Xs

−Y0 6 Y 6 Y0

Le nombre adimensionné λ est défini de la manière suivante :

λ =
12umη0a

δ2ph
(3.34)

Aux frontières Xe, Xs, Y0 et −Y0 du domaine Ω, les conditions aux limites en pression et en
épaisseur de film suivantes, sont imposées :

P (Xe, Y ) = P (Xs, Y ) = P (X,−Y0) = P (X,Y0) = 0 (3.35)

θ(Xe, Y ) =Hoil(Xe, Y )/H(Xe, Y ) (3.36)

La séparation adimensionnée des surfaces est donnée par :

H(X,Y ) = H0 + SX2 + (1− S)Y 2 +
1

πK

∫∫

Ω

P (X ′, Y ′) dX ′dY ′

√

κ2(X −X ′)2 + (Y − Y ′)2
(3.37)

avec :

S =
E − κ2K
K − κ2K (3.38)

Le déplacement de corps rigideH0 est obtenu par itérations, afin de satisfaire l’équation d’équilibre
des forces (3.5), qui prend la forme (3.39), lorsqu’elle est exprimée en fonction des variables adi-
mensionnées.
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∫∫

Ω
P (X,Y ) dXdY =

2π

3
(3.39)

La relation de piezo-viscosité, proposée par Barus, est utilisée en fonction de la pression adimen-
sionnée P et du coefficient adimensionné de piezo-viscosité ᾱ = αph :

η̄(P ) = exp (ᾱP ) (3.40)

Celle de Roelands, exprimée sous forme adimensionnée, devient :

η̄(P ) = exp

{

αp0
z

[

−1 +
(

1 +
Pph
p0

)z]}

(3.41)

avec :

αp0
z

= ln η0 + 9.67 (3.42)

L’augmentation de la densité adimensionnée du lubrifiant avec la pression adimensionnée est
traduite par la relation de Dowson et Higginson :

ρ̄(P ) =
0.59 109 + 1.34Pph
0.59 109 + Pph

(3.43)

3.5.3 Les paramètres

Afin de limiter les efforts portant sur les études paramétriques, expérimentales et numériques,
en 1977, Hamrock et Dowson [39] ont créé les paramètres sans dimension U , W et G. Le nombre
de paramètres d’entrée du problème a ainsi été réduit de 6 à 3. Ils sont définis de la manière
suivante :

paramètre de vitesse :

U =
η0um
E′Rx

(3.44)

paramètre de charge :

W =
w

E′R2
x

(3.45)

paramètre de matériau :

G = αE′ (3.46)

Moes [67] propose, en 1992, de conserver seulement les deux paramètres suivants :

paramètre de charge :

M =
W

(2U)3/4
(3.47)

paramètre de matériau :

L = G(2U)1/4 (3.48)

Les expressions adimensionnées de la viscosité et de la masse volumique utilisent le paramètre
ᾱ, qui peut être exprimé en fonction des paramètres M et L de Moes.
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ᾱ =
L

π

[

3Mπ2κ

2

(1 +Rx/Ry)
2

16E2
]1/3

(3.49)

De même, le paramètre adimensionné λ de l’équation de Reynolds peut être exprimé en fonction
de M et L.

λ = π

[

128

3M4

16πE5
κ4(1 +Rx/Ry)5K6

]1/3

(3.50)

3.5.4 Conclusion : mise en équations du problème EHD

Le problème de la lubrification EHD est modélisé mathématiquement par le système d’équations
adimensionnées (3.51) à (3.56).

• équation de Reynolds modifiée :

∂

∂X

(

ρ̄H3

η̄λ

∂P

∂X

)

+ κ2
∂

∂Y

(

ρ̄H3

η̄λ

∂P

∂Y

)

− ∂(ρ̄θH)

∂X
= 0 (3.51)

• condition de complémentarité :

P = 0⇔ 0 < θ < 1 et P > 0⇔ θ = 1 (3.52)

• équation d’élasticité :

H(X,Y ) = H0 + SX2 + (1− S)Y 2 +
1

πK

∫∫

Ω

P (X ′, Y ′) dX ′dY ′

√

κ2(X −X ′)2 + (Y − Y ′)2
(3.53)

• équation d’équilibre :

∫∫

Ω
P (X,Y ) dXdY =

2π

3
(3.54)

Les conditions aux limites associées au système d’équations sont les suivantes :

P (Xe, Y ) = P (Xs, Y ) = P (X,−Y0) = P (X,Y0) = 0 (3.55)

θ(Xe, Y ) = Hoil(Xe, Y )/H(Xe, Y ) (3.56)
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Chapitre 4

Résolution, techniques Multigrilles

4.1 Introduction

La modélisation du problème de contact EHD sous-alimenté est présentée dans le chapitre 3.
L’évaluation de la déformation des surfaces en contact s’appuie sur l’intégrale (3.37) et le calcul
du champ de pression dans l’écoulement repose sur l’équation de Reynolds (3.32). La solution
analytique de l’équation de Reynolds (équation aux dérivées partielles) n’est pas connue. A
défaut, une solution discrète est envisagée. L’intégrale s’applique sur le champ de pression dis-
cret, solution de l’équation de Reynolds. Les expressions discrètes des équations (3.37) et (3.32)
sont détaillées en 4.3.

Le champ de pression dans l’écoulement est fonction de la forme des surfaces qui dépend du
champ de pression. Le problème à résoudre est donc couplé et il présente plusieurs sources de
forte non-linéarité. Il requiert donc un algorithme de résolution possédant de bonnes propriétés
de stabilité.

Soit N le nombre de points de discrétisation. L’évaluation exacte de l’intégrale discrète sur tout
le domaine de calcul, par une méthode classique, est de complexité N 2. Le temps de calcul
augmente donc très rapidement avec N . La technique d’intégration rapide “Multi Level - Multi
Integral”, notée par la suite “ML-MI”, présentée en 4.2.3, permet de réduire cette complexité à
N lnN . Le gain de temps de calcul est obtenu par des considérations sur la forme du “noyau”,
qui pondère la fonction à intégrer. En effet, dans les régions du domaine de calcul où le noyau
est lisse, une valeur moyennée sur plusieurs points de discrétisation est utilisée. La perte de
précision associée à cette approximation est négligeable. C’est la réduction du nombre de points
d’intégration considérés qui accélère le processus de calcul.

La méthode “multigrille” est utilisée pour résoudre l’équation de Reynolds discrète. Elle est plus
rapide qu’une méthode directe (d’inversion de matrice) de type Newton-Raphson ou pivot de
Gauss. Elle est plus rapide (et plus stable lorsqu’elle est utilisée avec un algorithme “Full Multi
Grid”) qu’une méthode itérative de type Jacobi ou Gauss-Seidel. La performance de la méthode
multigrille réside dans la combinaison :
• de discrétisations grossières, qui assurent la convergence de la solution vers sa forme générale
(peu précise),
• avec des discrétisations plus fines dont la solution est suffisamment précise.
La rapidité de la méthode est due au faible nombre d’itérations nécessaires à la convergence de la
solution, sur les grilles de discrétisation grossière, et au faible coût de chacune de ces itérations.

Le processus itératif de résolution consiste en une succession de réductions d’erreurs. Il s’ap-
plique sur la solution initiale (imposée, avant la résolution, lors de l’initialisation des variables).
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Cette solution évolue au cours des itérations, jusqu’à ce qu’elle ait convergé ; l’erreur qu’elle
comporte est alors négligeable devant l’erreur de discrétisation.

Plusieurs discrétisations uniformes du domaine de calcul sont utilisées. Elles sont appelées grilles
et possèdent un pas de maillage différent les unes des autres. L’erreur contenue dans la solution
peut être décomposée en séries de Fourier. Le processus itératif de résolution agit différemment
sur chacune des longueurs d’onde qui composent l’erreur :
• Chacune des grilles est très performante pour réduire les erreurs dont la longueur d’onde est
de l’ordre du pas de maillage.
• Au contraire, la réduction des erreurs de grande longueur d’onde (comparée au pas de discré-
tisation) nécessite un grand nombre d’itérations.

Les multigrilles utilisent les avantages des différentes grilles, de manière optimale, pour réduire
efficacement l’amplitude de toutes les longueurs d’onde qui composent l’erreur. La combinaison
des avantages des différentes grilles conduit à un algorithme de résolution basé sur des techniques
classiques, mais dont la stabilité et la rapidité sont accrues dans des proportions importantes.

Le principe des techniques multigrilles et “ML-MI” est présenté en 4.2. Dans leur livre, Venner
et Lubrecht [80] ont rassemblé les détails de ces méthodes et en proposent une application au
problème EHD sur-alimenté circulaire.

4.2 Techniques multigrilles et “ML-MI”

4.2.1 Principe des multigrilles

Soit le problème modèle continu :

Lu = f (4.1)

où :
L désigne un opérateur différentiel.
f est le second membre de l’équation.
u est la solution du problème.

Le problème peut être discrétisé par différences finies sur un maillage uniforme de pas h.
L’opérateur différentiel peut alors être exprimé sous sa forme matricielle Lh. La solution et le
second membre prennent la forme de vecteurs uh et fh. Ils contiennent les valeurs des variables
aux noeuds du maillage.

Lhuh = fh (4.2)

La solution exacte du problème discret est différente de la solution du problème continu. La
différence entre ces deux solutions est appelée erreur de discrétisation. Elle tend vers 0 lorsque
le pas de discrétisation h tend vers 0. La précision exigée sur la solution détermine la valeur
maximale de l’erreur de discrétisation, qui impose une valeur maximale au pas de discrétisation.
Les techniques de Gauss-Seidel et de Jacobi sont utilisées pour résoudre le problème (4.2) sur cha-
cune des grilles. Ces deux méthodes numériques de résolution sont itératives. Chaque itération
d’une de ces méthodes, sur l’ensemble d’une grille, est appelée relaxation.

Une valeur initiale ûh est imposée comme solution. Après plusieurs relaxations, la solution
a évolué vers sa valeur approchée ũh. Cette solution, différente de la solution exacte uh du
problème discret, comporte une erreur numérique notée vh.
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vh = uh − ũh (4.3)

L’équation discrète (4.2) n’est donc pas résolue exactement. La différence entre ses deux membres
définit le résidu rh.

fh − Lhũh = rh (4.4)

Le processus de résolution sur une grille est achevé, lorsque l’erreur numérique vh et le résidu
rh sont devenus suffisamment petits sur l’ensemble de la grille. Souvent, leur comparaison avec
l’erreur de discrétisation est utilisée comme critère de convergence.

En substituant uh et fh par leurs expressions (4.3) et (4.4) dans l’équation du problème discret
(4.2), il vient :

Lh(ũh + vh) = Lhũh + rh (4.5)

Si les relaxations du problème sont effectuées sur une grille de pas h, les erreurs numériques de
longueur d’onde proche de h sont rapidement atténuées. Pour réduire rapidement les compo-
santes d’erreur de plus grande longueur d’onde, il est nécessaire de procéder à des relaxations
sur des grilles plus grossières, dont le pas de discrétisation est plus grand.

Le problème peut être transféré sur la grille de niveau inférieur, dont le pas H est défini par
H = 2h. Il prend alors la forme suivante :

LH ûH = f̂H (4.6)

Les vecteurs ûH et f̂H sont obtenus grâce à l’opérateur de restriction IHh , qui permet de transférer
des variables de la grille fine de pas h à la grille grossière de pas H.

ûH = IHh (ũh + vh) = IHh ũ
h + vH (4.7)

f̂H = LH(IHh ũ
h) + IHh r

h (4.8)

Après quelques relaxations, la solution approchée ũH du problème discret (4.6) est obtenue sur
la grille grossière. Il est alors possible de transférer l’amélioration de la solution, vers la grille
fine, grâce à l’opérateur d’interpolation IhH .

ūh = ũh + IhH(ũH − ûH) (4.9)

Ainsi la solution convergée ūh est obtenue sur la grille fine.

4.2.2 Maillage, structure des grilles et changements de grilles

Les équations (4.2) à (4.9) présentent la résolution du problème discret par un “V-cycle”, sur
deux niveaux de grilles. Ce cycle doit son nom à la représentation graphique du parcours entre
les grilles, au cours de la résolution (voir figure 4.1). En général, plusieurs “V-cycles” successifs
sont nécessaires pour obtenir la convergence numérique de la solution.

L’utilisation du “V-cycle” sur deux niveaux de grilles, comme il est présenté dans la section
précédente, permet la réduction efficace des erreurs de longueur d’onde de l’ordre de h et H.
La réduction des erreurs de longueur d’onde supérieure à H est possible, sur ces deux niveaux,
mais elle nécessite un nombre de cycles beaucoup plus important. Pour diminuer le coût de la
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résolution du problème, qui consiste à réduire les erreurs de toutes les longueurs d’onde, il est
nécessaire d’effectuer des relaxations sur les grilles de niveaux inférieurs (sur les grilles de pas
4h, 8h, 16h, etc). Ainsi, les erreurs de longueur d’onde correspondante (4h, 8h, 16h, etc) sont
réduites à moindre coût, car :
• le nombre de relaxations nécessaire à la convergence est réduit
• et le coût de chacune des relaxations sur les grilles de niveau inférieur est plus faible que sur
la grille de pas H.
L’opérateur de restriction du problème, appliqué plusieurs fois successivement, permet d’effec-
tuer des relaxations sur les grilles de pas 4h, 8h, 16h, etc.

Les opérations de restriction et d’interpolation introduisent, dans la solution, des erreurs de
longueur d’onde proche du pas de la grille de destination. Pour cette raison, chaque opération
de changement de grille est succédée d’une ou plusieurs relaxations. ν1 relaxations sont ap-
pliquées après une restriction et ν2 relaxations sont appliquées après une interpolation. D’autre
part, pour résoudre le problème, ν0 relaxations sont appliquées sur le niveau le plus grossier. La
représentation graphique d’un “V-cycle”, sur quatre niveaux de grilles, est donnée en figure 4.1.

Remarque :
Les niveaux de grille sont numérotés par ordre croissant à partir du plus grossier, qui porte le
numéro 1. Si le niveau 1 compte n points dans chaque dimension et son pas de maillage est h1,
la grille de niveau L compte 2L−1n− 1 points dans chaque direction et son pas de maillage est
h1/(2

L−1) (voir figure 4.2).

PSfrag replacements

niveau pas

1 8h

2 4h

3 2h

4 h

ν0

ν1

ν1

ν1

ν2

ν2

ν2

Fig. 4.1 – Représentation graphique d’un “V-cycle” sur quatre niveaux de grilles.

Dans l’exemple du “V-cycle” présenté, les premières relaxations (sur les niveaux 4, 3 puis 2)
réduisent les erreurs de haute fréquence, alors que la forme générale de la solution n’est pas
encore obtenue. La solution contient toujours les erreurs de grande longueur d’onde. Ces erreurs
seront réduites sur le niveau le plus grossier. Puis il faudra de nouveau lisser la solution lors des
opérations de raffinement de maillage sur les niveaux 2, 3 puis 4. L’opération de lissage de la
solution est donc effectuée à deux reprises. Le bénéfice de la phase descendante du “V-cycle” est
perdu lors du passage sur les grilles de pas plus grossier. Ce problème est contourné en utilisant
la technique “FMG” (“Full Multi-Grid”). Elle consiste à réduire les erreurs de grande longueur
d’onde, sur les grilles les plus grossières, en premier lieu. Les relaxations débutent sur le premier
niveau. Lorsque la solution a convergé sur un niveau L, elle est interpolée sur le niveau supérieur
L + 1 à partir duquel un ou plusieurs “V-cycles” sont effectués. Une fois la solution convergée
sur le niveau L+1, elle est interpolée vers le niveau L+2 où le problème est de nouveau résolu
en utilisant des “V-cycles”. Ce schéma est répété jusqu’à atteindre la solution convergée sur
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niveau pas

1 h1

2 h1/2

3 h1/4

4 h1/8

Fig. 4.2 – Exemple de structure de grilles en deux dimensions.

le niveau où le problème doit être résolu. La figure 4.3 représente graphiquement la méthode
“FMG” utilisant un unique “V-cycle” pour résoudre le problème sur chaque niveau de grille.
Les doubles cercles représentent une solution convergée sur le niveau considéré.

En assurant la convergence de la forme générale de la solution, la technique “FMG” améliore
la stabilité de la résolution par rapport à la technique des “V-cycles”. En utilisant moins de
relaxations sur les grilles les plus fines (qui sont les plus coûteuses), elle réduit le temps de calcul.
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niveau pas

1 8h

2 4h

3 2h

4 h

ν0ν1ν2ν0ν1ν2

Fig. 4.3 – Représentation graphique du “FMG”, avec un “V-cycle”, sur quatre niveaux de grilles,
les doubles cercles représentent les solutions convergées sur le niveau considéré.

Changements de grilles

Les opérateurs de changement de grilles IHh et IhH sont utilisés respectivement pour les restric-
tions et les interpolations. Dans cette section, ils sont présentés dans le cas d’un problème
bi-dimensionnel.

Deux types de restrictions sont utilisés pour transférer les variables, de la grille fine de niveau
L, à la grille grossière de niveau L− 1 (voir figure 4.4).
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• Le premier s’appelle l’injection. C’est le plus rapide et le plus simple. Tous les points de la
grille grossière cöıncident avec des points de la grille fine. L’injection consiste à affecter, aux
noeuds de la grille grossière, les valeurs de la grille fine, aux noeuds cöıncidants. Soient i et j les
indices des points de la grille fine et I et J les indices de la grille grossière. En tout point de la
grille, l’injection s’écrit :

uHI,J = [IHh u
h]I,J = uh2i,2j (4.10)

Sous forme matricielle, l’opérateur d’injection s’écrit :

IHh =





0 0 0
0 1 0
0 0 0





• Le second opérateur de restriction est plus complexe et d’exécution plus lente. Il consiste à
affecter en un point de la grille grossière, une moyenne pondérée de sa valeur et de celle des
points voisins, d’où son nom de restriction pondérée.

uHI,J = [IHh u
h]I,J = 1

16 [u
h
2I+1,2J+1 +u

h
2I+1,2J−1 +u

h
2I−1,2J+1 +u

h
2I−1,2J−1

+2uh2I+1,2J +2uh2I,2J+1 +2uh2I−1,2J +2uh2I,2J−1

+4uh2I,2J ]

Sous forme matricielle, la restriction pondérée s’écrit :

IHh =
1

16





1 2 1
2 4 2
1 2 1





Par rapport à l’injection, elle présente deux avantages. Elle préserve une plus grande partie de
l’information contenue dans la grille fine et elle conserve la valeur de l’intégrale discrète.

L’opérateur d’interpolation IhH est utilisé, pour interpoler les valeurs d’une grille grossière de
pas H, vers une grille de niveau supérieur, de pas h = H/2. Dans le cas d’une interpolation
linéaire, la représentation graphique de l’opérateur IhH est donnée en figure 4.5. Il prend la forme
matricielle suivante :

IHh =
1

4





1 2 1
2 4 2
1 2 1





4.2.3 Principe de l’intégration rapide “ML-MI”

La technique d’intégration rapide “ML-MI” permet d’accélérer le calcul de l’intégrale d’une
fonction pondérée par un noyau. Dans le cas du problème de contact, cette intégrale doit être
calculée en chaque point x du domaine. L’évaluation en chacun de ces points consiste à intégrer
sur le domaine de calcul Ω une variable u, pondérée par une fonction K, appelée noyau. Pour
un problème à d dimensions, x et y sont des vecteurs à d dimensions et l’intégrale est du type
(4.11).

43



PSfrag replacements

I

J

1

2I

2J
1/4
1/8

1/16

i = 2I
j = 2J

restriction pondérée
injection

PSfrag replacements

I

J

1

2I

2J
1/41/8

1/16

i = 2I
j = 2J

restriction pondérée
injection

PSfrag replacements

I
J
1

2I
2J
1/4
1/8

1/16

i = 2I

j = 2J

restriction pondérée
injection

PSfrag replacements

I
J
1

2I
2J
1/4
1/8

1/16

i = 2I

j = 2J

restriction pondéréeinjection

Fig. 4.4 – Opérateurs de restriction IHh .
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Fig. 4.5 – Opérateur d’interpolation linéaire IhH .

w(x) =

∫

Ω
K(x, y)u(y)dy (4.11)

Sous forme discrète, sur une grille uniforme de pas h, l’intégrale s’écrit :

wh
i = hd

∑

j

Kh,h
i,j u

h
j (4.12)

Où Kh,h
i,j = K(xi, yj).

L’utilisation d’un noyau moyenné, dans les régions où il varie peu, permet de réduire le nombre
de termes de la somme discrète car, dans cette région, elle peut être évaluée sur une grille
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grossière. Le nombre d’opérations contenues dans la somme est donc réduit ainsi que le temps
de calcul.

L’évaluation de la variable wh
i à partir de sa valeur sur la grille de niveau inférieur est donnée

par l’opérateur d’interpolation IIhH :

wh
i = [IIhHw

H
. ]i (4.13)

Dans le sens opposé, pour une restriction, le transfert de grille sera assuré par l’opérateur (IIhH)T .
Cet opérateur doit être choisi d’ordre supérieur à celui utilisé dans la résolution multigrille.

Le noyau discret est défini sur la grille la plus fine. Sur les grilles plus grossières, il est obtenu
en appliquant de manière récursive la relation suivante :

Kh,H
i,J = Kh,h

i,2J (4.14)

L’opération d’interpolation (4.15), appliquée sur le noyau d’une grille grossière, conduit à une

valeur approchée K̃h,h
i,j du noyau Kh,h

i,j .

K̃h,h
i,j = [IIhHK

h,H
i,. ]j = Kh,h

i,j +O(ε) (4.15)

Où O(ε) représente l’erreur dans l’approximation du noyau. Cette erreur est fonction de l’ordre
de l’interpolation et des dérivées spatiales du noyau, au point considéré. L’opération similaire à
(4.14) et (4.15) doit être menée par rapport à l’indice i ; plus de détails sont disponibles dans [80].

L’approximation w̃h
i de l’intégrale discrète wh

i est calculée en un point i du domaine, grâce au

noyau approché K̃h,h
i,j .

w̃h
i = hd

∑

j

K̃h,h
i,j u

h
j = Hd

∑

J

KH,H
I,J uHJ (4.16)

avec :

uHJ = 2−d[(IIhH)Tuh. ]J (4.17)

L’approximation w̃h
i de l’intégrale, obtenue par interpolation de la somme calculée, à moindre

coût, sur la grille grossière, peut être améliorée en lui appliquant la correction suivante.

wh
i = w̃h

i + hd
∑

j

(Kh,h
i,j − K̃

h,h
i,j )uji (4.18)

Cette correction, appliquée sur l’ensemble de la grille, conduit à l’intégrale discrète exacte wh
i .

Le coût de cette correction rendrait nul le bénéfice de l’évaluation de l’intégrale sur la grille
grossière. Or la forme du noyau devient de plus en plus lisse, lorsque les points d’intégration
d’indice j s’éloignent du point d’indice i, où l’intégrale est calculée. Les dérivées spatiales du
noyau sont très petites lorsque l’intégration porte sur des points éloignés du point où l’intégrale
est calculée. Cela se traduit sous forme mathématique par la relation suivante :

lim
|i−j|→∞

(Kh,h
i,j − K̃

h,h
i,j ) = 0 (4.19)

Pour les grandes valeurs de |i − j|, la correction (4.18) apportée à l’intégrale devient donc très
petite. Elle peut être négligée. La correction n’est donc appliquée qu’au voisinage du point où
l’intégrale est calculée :

45



w̄h
i ' w̃h

i + hd
∑

|i−j|6m

(Kh,h
i,j − K̃

h,h
i,j )uji (4.20)

La perte de précision associée à cette approximation décrôıt, lorsque le nombre m de points de
correction adopté augmente et lorsque l’ordre de l’interpolation augmente.

De même que pour la résolution multigrille d’un problème différentiel, l’utilisation de plusieurs
niveaux de grilles accélère le calcul. L’évaluation de l’intégrale par la méthode “ML-MI” consiste
donc, à partir de la grille la plus fine, à effectuer plusieurs restrictions pour transférer u vers
la grille la plus grossière. Ensuite, vient le calcul de l’intégrale sur cette grille grossière qui est
suivi d’interpolations et de corrections jusqu’à atteindre la grille de départ (la plus fine). L’en-
châınement de ces opérations est schématisé en figure 4.6.

Venner et Lubrecht [80] donnent le détail du nombre optimum de points de correction m, des
opérateurs d’interpolation et de l’implémentation de la correction. Ces opérations requièrent une
attention particulière en ce qui concerne les problèmes d’effets de bord associés aux frontières du
domaine de calcul. Venner et Lubrecht justifient aussi du temps de calcul, de l’ordre de N lnN
par la méthode “ML-MI”, alors qu’il est de l’ordre de N 2 par une méthode classique.
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Fig. 4.6 – Schéma de l’algorithme “ML-MI” appliqué à un problème à une dimension, avec
m=1.

4.3 Application des multigrilles au problème EHD

La méthode multigrille est utilisée pour résoudre la forme discrète de l’équation de Reynolds
(3.32), introduite dans le chapitre 3.

L’intégration rapide “ML-MI” est appliquée sur la forme discrète de l’équation d’élasticité (3.37),
afin de calculer la géométrie déformée des corps en contact. L’équation d’élasticité est une
intégrale qui s’applique sur le champ de pression discret, solution de l’équation de Reynolds.

Pour cette raison, le domaine de calcul des déformations est identique au domaine de calcul du
champ de pression. Le domaine de calcul adimensionné Ω̄ choisi est carré : Xs −Xe = 2Y0.

Les discrétisations des grilles utilisées pour résoudre l’équation de Reynolds et pour calculer les
déformations sont identiques. Le pas du maillage adopté est homogène et isotrope.
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Le système est résolu de manière itérative, jusqu’à la convergence du champ de pression, de la
géométrie déformée et de l’équation d’équilibre.

Le développement a été effectué à partir du code de calcul de contact EHD circulaire sur-alimenté
EHL2D.C présenté dans l’annexe H du livre de Venner et Lubrecht [80].

4.3.1 Equations discrètes

Equation de Reynolds sous-alimentée discrète

La discrétisation du domaine Ω adoptée est la suivante :

Xi=Xe + ihx (4.21)

Yj=−Y0 + jhy (4.22)

Où i et j sont respectivement les indices des points dans les directions ~x et ~y ; hx et hy les pas
de discrétisation dans chacune de ces directions.

Les variables au point de coordonnées (Xi, Yi) portent en indice i, j.

Soient :

εi,j =
ρ̄i,jH

3
i,j

η̄i,jλ
(4.23)

et :

εi+1/2,j =
εi+1,j + εi,j

2
(4.24)

εi−1/2,j =
εi−1,j + εi,j

2
(4.25)

εi,j+1/2 =
εi,j+1 + εi,j

2
(4.26)

εi,j−1/2 =
εi,j−1 + εi,j

2
(4.27)

En utilisant les différences finies au premier ordre, l’équation (3.32) peut être exprimée sous
forme discrète.

∂

∂X

(

ρ̄H3

η̄λ

∂P

∂X

)

+ κ2
∂

∂Y

(

ρ̄H3

η̄λ

∂P

∂Y

)

− ∂(ρ̄θH)

∂X
=
εi+1/2,j(Pi+1,j − Pi,j)− εi−1/2,j(Pi,j − Pi−1,j)

h2x

+κ2
εi,j+1/2(Pi,j+1 − Pi,j)− εi,j−1/2(Pi,j − Pi,j−1)

h2y

− ρ̄i,jθi,jHi,j − ρ̄i−1,jθi−1,jHi−1,j

hx
+O(hx) (4.28)

O(hx) désigne l’erreur de discrétisation.
Remarque 1 : L’ordre de la discrétisation de l’équation (4.28) est déterminé par la discrétisation
au premier ordre des termes de Couette, alors que les termes de Poiseuille sont discrétisés au
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second ordre.

Remarque 2 : L’équation (4.28) contient deux équations, valides dans les deux sous-domaines.
Dans le premier, la pression P est nulle et l’équation traduit la conservation de l’épaisseur θH de
la couche d’alimentation dans la direction ~x. Dans le second domaine, θ = 1 et l’équation (4.28)
est sous sa forme classique relative aux films complets, utilisée en lubrification sur-alimentée.

Equation d’élasticité discrète

Exprimée sous forme discrète, l’équation (3.37) devient :

H
hx,hy
i,j = H0 + SX2

i + (1− S)Y 2
j +

∑

i′

∑

j′

K
hx,hy
i,i′,j,j′P

hx,hy
i′,j′ (4.29)

avec :

K
hx,hy
i,i′,j,j′ =

1

πK

∫ Xi′+hx/2

Xi′−hx/2

∫ Yj′+hy/2

Yj′−hy/2

dX ′dY ′

√

κ2(Xi −X ′)2 + (Yj − Y ′)2
(4.30)

K
hx,hy
i,i′,j,j′ =

1

πK{|Xp| arcsinh
(

Yp
Xp

)

+ |Yp| arcsinh
(

Xp

Yp

)

−|Xm| arcsinh
(

Yp
Xm

)

− |Yp| arcsinh
(

Xm

Yp

)

−|Xp| arcsinh
(

Ym
Xp

)

− |Ym| arcsinh
(

Xp

Ym

)

+|Xm| arcsinh
(

Ym
Xm

)

+ |Ym| arcsinh
(

Xm

Ym

)

} (4.31)

avec :

Xp =Xi −Xi′ + hx/2, Xm = Xi −Xi′ − hx/2, (4.32)

Yp = (Yj − Yj′ + hy/2)/κ, Ym = (Yj −Xj′ − hy/2)/κ (4.33)

Equation d’équilibre discrète

L’équation d’équilibre (3.39) est discrétisée en (4.34).

hxhy
∑

i

∑

j

Pi,j =
2π

3
(4.34)

4.3.2 Relaxation de l’équation de Reynolds

La solution de l’équation de Reynolds discrète (4.28) est obtenue par applications successives
d’un processus de résolution local. L’opération qui consiste à appliquer le processus local, une
fois, en chacun des points de la grille, est appelée relaxation. Plusieurs relaxations sont nécessaires
pour résoudre l’équation. La solution est considérée atteinte lorsque l’erreur numérique devient
inférieure à l’erreur de discrétisation.
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Lors de la relaxation du point de coordonnées i, j, une variation δ
hx,hy
i,j est appliquée à la va-

riable générale u
hx,hy
i,j de manière à annuler localement le résidu de l’équation. La variable u

hx,hy
i,j

désigne le remplissage θ dans le sous-domaine Ω1 et la pression P dans le sous-domaine Ω2.
Ainsi, l’équation de Reynolds discrète est résolue exactement au point considéré.

Dans la zone cavitée Ω1, la pression est nulle et l’équation de Reynolds se résume à une équation

de transport. La relaxation porte alors sur le paramètre θ
hx,hy
i,j auquel la correction δ

hx,hy
i,j est

appliquée. Dans la région Ω2 soumise à une pression positive, l’équation de Reynolds est sous sa

forme classique et la correction est appliquée à la pression P
hx,hy
i,j .

Le parcours de la grille, pour les relaxations de Gauss-Seidel et Jacobi présentées dans les deux
paragraphes suivants, s’effectue par ordre croissant d’indices i et j.

Relaxation de Gauss-Seidel

Soient P̃ et θ̃ les variables avant relaxation et Lhx,hy , l’opérateur discret qui représente l’équation
de Reynolds. Le résidu r

hx,hy
i,j de l’équation discrète, au point de coordonnées i, j, est défini par

l’équation (4.35).

Lhx,hyi,j =
εi+1/2,j(P̃i+1,j − P̃i,j)− εi−1/2,j(P̃i,j − P̄i−1,j)

h2x

+κ2
εi,j+1/2(P̃i,j+1 − P̃i,j)− εi,j−1/2(P̃i,j − P̄i,j−1)

h2y

− ρ̄i,j θ̃i,jHi,j − ρ̄i−1,j θ̄i−1,jHi−1,j

hx

= −rhx,hyi,j (4.35)

La résolution locale de l’équation de Reynolds se résume à appliquer à la variable ũ
hx,hy
i,j la

variation δ
hx,hy
i,j , pour obtenir sa nouvelle valeur ū

hx,hy
i,j . Appliquée aux inconnues P̃ et θ̃, cette

résolution locale conduit aux nouvelles valeurs des variables P̄ et θ̄. La relaxation de Gauss-
Seidel utilise les valeurs actualisées aux points voisins P̄

hx,hy
i−1,j , P̄

hx,hy
i,j−1 et θ̄

hx,hy
i−1,j pour calculer le

résidu r
hx,hy
i,j (4.35) de l’équation de Reynolds discrète.

• Dans la zone cavitée Ω1 (0 < θ < 1 et P = 0), la correction (4.36) est appliquée à θ̃
hx,hy
i,j :

δ
hx,hy
i,j = r

hx,hy
i,j

[

∂(Lhx,hy)i,j
∂θ

hx,hy
i,j

]−1

= −rhx,hyi,j

[

ρ̄
hx,hy
i,j H

hx,hy
i,j

hx

]−1

(4.36)

θ̄
hx,hy
i,j = θ̃

hx,hy
i,j + δ

hx,hy
i,j (4.37)

• Dans la zone Ω2 (θ = 1 et P > 0), la correction (4.39) est appliquée à P̃
hx,hy
i,j :

δ
hx,hy
i,j = r

hx,hy
i,j

[

∂(Lhx,hy)i,j
∂P

hx,hy
i,j

]−1

(4.38)
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δ
hx,hy
i,j = −rhx,hyi,j

[

εi+1/2,j + εi−1/2,j

h2y
+ κ2

εi,j+1/2 + εi,j−1/2

h2y
+
K

hx,hy
0,0 −Khx,hy

1,0

hx

]−1

(4.39)

P̄
hx,hy
i,j = P̃

hx,hy
i,j + ωδ

hx,hy
i,j (4.40)

Où ω est un facteur d’amortissement compris entre 0 et 1. S’il est choisi inférieur à l’unité, il
permet d’accrôıtre la stabilité de la résolution (au détriment de la vitesse de convergence).

Les régions où la pression est faible sont caractérisées par des valeurs importantes de ε. L’équation
discrète de Reynolds est alors dominée par les termes de Poiseuille qui traduisent l’écoulement
dû au gradient de pression. La relaxation de Gauss-Seidel, décrite par les équations (4.36) à
(4.40), est alors utilisée.

Relaxation de Jacobi

La région où la pression est importante est caractérisée par des faibles valeurs de ε. L’équation
discrète de Reynolds est alors dominée par le terme de Couette qui traduit l’écoulement dû
à l’entrâınement du lubrifiant par les surfaces. Afin d’améliorer la stabilité de la résolution, le
résidu est calculé par la méthode de Jacobi, c’est-à-dire, en fonction des valeurs, avant relaxation

de la pression aux points voisins, P̃
hx,hy
i−1,j et P̃

hx,hy
i,j−1 .

Il prend alors la forme suivante :

Lhx,hyi,j =
εi+1/2,j(P̃i+1,j − P̃i,j)− εi−1/2,j(P̃i,j − P̃i−1,j)

h2x

+κ2
εi,j+1/2(P̃i,j+1 − P̃i,j)− εi,j−1/2(P̃i,j − P̃i,j−1)

h2y

− ρ̄i,j θ̃i,jHi,j − ρ̄i−1,j θ̃i−1,jHi−1,j

hx

= −rhx,hyi,j (4.41)

La valeur limite εl adoptée pour déterminer la relaxation à utiliser a été fixée à εl = 0.3. Si au

moins une des valeurs ε
hx,hy
i+1/2,j , ε

hx,hy
i−1/2,j , ε

hx,hy
i,j+1/2, ε

hx,hy
i,j−1/2 est supérieure à εl, alors la relaxation de

Gauss-Seidel est adoptée.

Relaxation distributive et relaxation par ligne

• La relaxation distributive consiste à appliquer la correction ωδ
hx,hy
i,j à la pression P̃

hx,hy
i,j et

à répartir la correction opposée sur les points voisins. La distribution de la correction δ
hx,hy
i,j

répond au schéma suivant.

ωδ
hx,hy
i,j





0 −κ/(2 + 2κ) 0
−1/(2 + 2κ) 1 −1/(2 + 2κ)

0 −κ/(2 + 2κ) 0





Cette relaxation conserve l’intégrale du champ de pression. Elle ne perturbe donc pas la résolution
de l’équation d’équilibre (4.34). D’autre part, la perturbation induite par la correction sur la
déformation élastique et donc sur l’épaisseur H est plus localisée et moins importante. Cette
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propriété améliore la stabilité de la résolution du problème EHD, particulièrement dans la zone
de forte pression. Pour cette raison, la relaxation distributive est couplée avec la relaxation de
Jacobi.

• La relaxation peut être effectuée ligne par ligne. Ainsi, le vecteur correction δ
hx,hy
j , qui sera

appliqué à la ligne d’indice j, peut être exprimé comme l’inconnue du système matriciel linéaire

(4.42). Si r
hx,hy
j est le vecteur contenant les résidus des points de la ligne d’indice j et si la

matrice Aj est définie par (4.43), (4.44) et (4.46).

Aj
i,k(δ

hx,hy
j )i = (r

hx,hy
j )i (4.42)

Si le point d’indices i, j se trouve dans la zone cavitée Ω1 (θ < 1 et P = 0), la relaxation porte
sur θ. Les termes Aj

i,k de la matrice sont alors définis par (4.43).

Aj
i,k =

∂(Lhx,hy)i,j
∂θ

hx,hy
k,j

(4.43)

soit :

Aj
i,i−1 =

ρ̄
hx,hy
i−1,jH

hx,hy
i−1,j

hx

Aj
i,i =−

ρ̄
hx,hy
i,j H

hx,hy
i,j

hx

Si le point d’indices i, j se trouve dans la zone de pression positive Ω2 (θ < 1 et P = 0), la
relaxation porte sur P . Les termes Aj

i,k de la matrice sont alors définis par (4.44).

Aj
i,k =

∂(Lhx,hy)i,j
∂P

hx,hy
k,j

(4.44)

soit :

Aj
i,k =−

ρ̄i,jK|i−k|,0 − ρ̄i−1,jK|i−k−1|,0

hx
si |i− k| > 2

Aj
i,i−1 =−

ρ̄i,jK1,0 − ρ̄i−1,jK0,0

hx
+
εi−1/2,j

h2x

Aj
i,i =− ρ̄i,jK0,0 − ρ̄i−1,jK1,0

hx
− Σε

Aj
i,i+1 =−

ρ̄i,jK1,0 − ρ̄i−1,jK2,0

hx
+
εi+1/2,j

h2x

avec :

Σε =
εi+1/2,j + εi−1/2,j

h2x
+ κ2

εi,j+1/2 + εi,j−1/2

h2y
(4.45)
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Si la pression exige d’utiliser la relaxation distributive de Jacobi (ε < εl), les coefficients de la
matrice A prennent alors la forme (4.46).

Aj
i,k =

∂(Lhx,hy)i,j
∂P

hx,hy
k,j

− 1

4

[

∂(Lhx,hy)i,j
∂P

hx,hy
k+1,j

+
∂(Lhx,hy)i,j
∂P

hx,hy
k−1,j

+
∂(Lhx,hy)i,j
∂P

hx,hy
k,j+1

+
∂(Lhx,hy)i,j
∂P

hx,hy
k,j−1

]

(4.46)

soit :

Aj
i,k =−

ρ̄i,j [K|i−k|,0 − (K|i−k−1|,0 +K|i−k+1|,0 + 2K|i−k|,1)/4]

hx

+
ρ̄i−1,j [K|i−k−1|,0 − (K|i−k−2|,0 +K|i−k|,0 + 2K|i−k−1|,1)/4]

hx
si |i− k| > 3

Aj
i,i−2 =−

ρ̄i,j [K2,0 − (K1,0 +K3,0 + 2K2,1)/4]− ρ̄i−1,j [K1,0 − (K0,0 +K2,0 + 2K1,1)/4]

hx

−
εi−1/2,j

4h2x

Aj
i,i−1 =−

ρ̄i,j [K1,0 − (K0,0 +K2,0 + 2K1,1)/4]− ρ̄i−1,j [K0,0 − (2K1,0 + 2K0,1)/4]

hx

+
Σε

4
+
εi−1/2,j

h2x

Aj
i,i =− ρ̄i,j [K0,0 − (2K1,0 + 2K0,1)/4] − ρ̄i−1,j [K1,0 − (K2,0 +K0,0 + 2K1,1)/4]

hx

−5

4
Σε

Aj
i,i+1 =−

ρ̄i,j [K1,0 − (K2,0 +K0,0 + 2K1,1)/4]− ρ̄i−1,j [K2,0 − (K3,0 +K1,0 + 2K2,1)/4]

hx

+
Σε

4
+
εi+1/2,j

h2x

Aj
i,i+2 =−

ρ̄i,j [K2,0 − (K3,0 +K1,0 + 2K2,1)/4]− ρ̄i−1,j [K3,0 − (K4,0 +K2,0 + 2K3,1)/4]

hx

−
εi+1/2,j

4h2x

Le système (4.42) peut être résolu par une méthode d’inversion, du type du pivot de Gauss.

Si n désigne le nombre de points par ligne, alors la complexité de la résolution de (4.42) est de
l’ordre de O(n3). Ce coût important peut être réduit. Les propriétés du noyau permettent de

négliger les termes K
hx,hy
i,i−k,j,j , où |i−k| est grand. Seuls les termes Aj

i,i−k vérifiant −3 6 i−k 6 2

ont été considérés. La matrice Aj correspondante est une matrice bande hexa-diagonale. Le
temps de résolution de (4.42) par la méthode du pivot de Gauss devient alors de l’ordre de O(n).

La relaxation par ligne permet de prendre en compte l’évolution de la géométrie, induite par
les corrections de pression δ, apportées dans les points voisins. Un couplage important entre la
pression et l’épaisseur de film existe dans la direction ~x. Sa prise en compte, dans la zone de
forte pression, grâce à la relaxation par lignes d’indice j, accélère la convergence et améliore la
stabilité de la résolution du problème EHD.
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4.3.3 Résolution de l’équation d’équilibre des forces

L’équation d’équilibre (4.34) est satisfaite par modifications successives de la distance H0, qui
sépare les corps en contact. Les corrections portant sur H0 entrâınent l’apparition d’erreurs de
grande longueur d’onde. Pour cette raison, le paramètre H0 est mis à jour uniquement sur la

grille la plus grossière. Soit r
hx,hy
w le résidu de l’équation d’équilibre des charges.

hxhy
∑

i

∑

j

P
hx,hy
i,j − 2π

3
= r

hx,hy
w (4.47)

Soient H̃0 et H̄0 les valeurs de H0, avant et après correction.

H̄0 = H̃0 + ωwr
hx,hy
w (4.48)

Le paramètre ωw est un coefficient d’amortissement (compris entre 0 et 1), qui permet d’améliorer
la stabilité de l’algorithme.

4.3.4 Algorithme de résolution

La résolution du problème commence par l’initialisation des variables. Le champ de pression
de Hertz est imposé comme solution initiale en pression P̂ (Y, Y ). Dans le sous-domaine Ω1,
le champ de remplissage θ est initialisé pour vérifier l’équation de transport de la couche de
lubrifiant :

θ(X,Y ) = min

(

H(X,Y )

Hoil(Xe, Y )
, 1

)

(4.49)

Dans le sous-domaine Ω2, le film de lubrifiant est complet et θ vaut 1. Initialement, le sous-
domaine Ω2 est fixé identique à la zone de Hertz. Soit : Ω2 ⇔ X2 + Y 2 6 1.

Le déplacement de corps solides est initialisé à Ĥ0 = −1 + HM
c . Le terme −1 correspond au

déplacement de corps solides observé en contact sec et HM
c est l’épaisseur de film au centre d’un

contact lubrifié, donnée par une formule approchée de Moes [68].

Ĥ0 = 1.67M−1/9 − 1.897 +
0.2

50
L (4.50)

Cette approximation, bien qu’établie pour le contact circulaire, est utilisée sans modification
pour le contact elliptique car la convergence du code est suffisamment stable, rapide et très peu
sensible aux conditions initiales.

La forme de la couche de lubrifiant Hoil(Xe, Y ) qui alimente le contact est imposée ; c’est une
donnée du problème.
Chaque calcul de la géométrie déformée des surfaces est suivi d’une actualisation (4.51) de la
variable θ, sur la frontière d’entrée du domaine (X = Xe) et du calcul du champ de pression et
de remplissage sur toute la grille.

θ(Xe, Y ) = min

(

H(Xe, Y )

Hoil(Xe, Y )
, 1

)

(4.51)

Une fois le problème initialisé, ncycle cycles sont effectués sur chaque niveau, puis la solution est
interpolée vers le niveau supérieur et ainsi de suite, jusqu’à ce que la solution ait été calculée
sur le niveau le plus fin.
La figure 4.7 représente schématiquement l’algorithme de résolution du problème EHD sous-
alimenté elliptique.
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PSfrag replacements

tant que Lcycle < Lmax : Lcycle = Lcycle + 1

tant que L > 2

tant que L < Lcycle

ncycle

niveau Lcycle à 2

niveau 2 à Lcycle

niveau 1

ν0/2

ν1

ν2

1

initialisation

P̂ θ̂ Ĥ Ĥ0

condition limite Hoil 0,j

calcul de H̄

calcul de H̄

calcul de H̄

calcul de θ̄0,j

calcul de θ̄0,j

calcul de θ̄0,j

calcul de θ̄0,j

relaxation θ, P

relaxation θ, P

relaxation θ, P

transfert P, θ, r

calcul f, fh

calcul H0

correction de P

L = L− 1

L = L+ 1

transfert P, θ

L = 1

L = 2

Fig. 4.7 – Algorithme de résolution du problème EHD sous-alimenté par la méthode “FMG”
avec ncycle V-cycles.

4.3.5 Vitesse de convergence

En moyenne, à chaque cycle, l’erreur est divisée par une constante. Cette constante est fonction
des coefficients de sous-relaxation ω et ωw adoptés et du niveau de discrétisation. La figure
4.8 montre l’évolution, au cours des cycles, du résidu moyen rmoy et du résidu de l’équation
d’équilibre rw.
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rmoy =
1

(nx − 2)ny

∑

i

∑

j

|ri,j | (4.52)

1e-012

1e-008

0.0001

5 10 15 20 25 30 35 40

PSfrag replacements

ré
si
d
u

rmoy
|rw|

ncycle

Fig. 4.8 – Evolution des résidus rmoy et rw en fonction du nombre de cycles ncycle.

Remarque :
Le temps de calcul nécessaire pour atteindre la convergence de la solution, sur une grille comp-
tant (256+1)2 points de discrétisation, est de l’ordre de vingt minutes, avec un ordinateur équipé
d’un processeur pentium III fonctionnant à 850 MHz.

4.3.6 Précision de la solution

Soit ERR(L,L− 1) l’écart moyen entre les solutions calculées sur les niveaux L et L− 1.

ERR(L,L− 1) =
1

(nx − 2)(ny − 2)

∑

i

∑

j

|P hx,hy
2i,2j − P

2hx,2hy
i,j | (4.53)

Où nx et ny sont respectivement le nombre de points dans les directions ~x et ~y.

Le rapport ERR(L,L−1)/ERR(L−1, L−2) indique la qualité de la convergence vers la solution
continue, lorsque L crôıt. Pour un problème discrétisé à l’ordre 1, le rapport doit tendre vers 1/2.
Pour un problème discrétisé à l’ordre 2, il doit tendre vers 1/4. La solution du problème EHD sur-
alimenté elliptique a été calculée par l’équation de Reynolds discrétisée à l’ordre 1. L’évolution
avec le niveau L du rapport ERR(L,L− 1)/ERR(L− 1, L− 2) est donnée dans le tableau 4.1,
avec l’évolution de l’épaisseur centrale Hcff = H(0, 0). Cette épaisseur adimensionnée est obte-
nue au centre du contact (au point de coordonnées (0, 0)) en conditions sur-alimentées. L’indice
c indique que la valeur est centrale et ff (ff = “fully flooded”) signifie qu’elle a été obtenue en
conditions sur-alimentées.

Le lubrifiant utilisé présente les caractéristiques de viscosité et de compressibilité suivantes :
η0 = 40 10−3 Pa s, α = 2.2 10−8 Pa−1. Ces propriétés sont valides pour tous les calculs, sauf
lorsque des propriétés différentes sont spécifiées.

Le calcul correspondant aux mêmes conditions de fonctionnementM, L, κ a été mené en condi-
tions sous-alimentées. Le contact était alors alimenté par une couche d’huile uniforme d’épaisseur
Hoil(Xe, Y ) = ρcffHcff = 0.11252 (voir tableau 4.2).
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niveau ERR(L,L− 1) ERR(L,L− 1)/ Hcff

L ERR(L− 1, L− 2)

1 7.76 10−2

2 9.40 10−3 1.02 10−1

3 1.94 10−3 2.06 10−1 1.07 10−1

4 9.80 10−4 5.05 10−1 1.04 10−1

5 5.18 10−4 5.29 10−1 1.01 10−1

6 2.66 10−4 5.14 10−1 0.992 10−1

Tab. 4.1 – Evaluation de la convergence du calcul sur-alimenté M = 100, L = 5, κ = 1.

niveau ERR(L,L− 1) ERR(L,L− 1)/ Hc

L ERR(L− 1, L− 2)

1 6.95 10−2

2 1.27 10−2 7.94 10−2

3 3.73 10−3 2.94 10−1 8.29 10−2

4 8.57 10−4 2.31 10−1 8.27 10−2

5 4.30 10−4 5.03 10−1 8.15 10−2

6 2.22 10−4 5.16 10−1 8.06 10−2

Tab. 4.2 – Evaluation de la convergence du calcul sous-alimenté M = 100, L = 5, κ = 1,
Hoil(Xe, Y ) = ρcffHcff = 0.11252.

Les distributions de pression P (X,Y ), de hauteur H(X,Y ) entre les surfaces, du remplissage
θ(X,Y ) et d’épaisseur totale d’huile θ(X,Y )H(X,Y ) dans le domaine de calcul Ω̄ sont données
en figures 4.9 et 4.10.

4.3.7 Validation du code de calcul

Contact sur-alimenté

Les épaisseurs de film au centre du contact, obtenues avec des couches d’alimentation en lu-
brifiant très épaisses, correspondent aux valeurs sur-alimentées. Elles ont été calculées grâce au
code de calcul sous-alimenté, puis comparées aux valeurs données par les approximations (B.2),
(B.3) et (B.12) établies respectivement par Hamrock et Dowson [40], Chittenden et al. [17]
et Nijenbanning et al. [69]. La figure 4.11 présente les épaisseurs de film obtenues par le cal-
cul et par les différentes approximations, pour plusieurs conditions de fonctionnementM , L etD.

Les valeurs numériques de l’épaisseur centrale de film en contact sur-alimenté Hcff ont aussi
été comparées pour le cas : M = 20, L = 10, κ = 1, Hoil = ∞, avec les résultats numériques
obtenus par Chevalier [14]. Les différences observées selon le niveau de grille où la solution est
calculée sont très faibles. Le domaine adopté est : Xe = −4.5, Xs = 1.5, Y0 = 3.0. Sur le niveau
6, qui compte (512+1)*(512+1) points, la différence est inférieure à 0.2%. Les valeurs de Hcff

sont présentées et comparées dans le tableau 4.3.

La comparaison entre les épaisseurs obtenues par Wijnant [83] dans le cas d’un contact elliptique
sur-alimenté et celles fournies par le code de calcul en conditions sur-alimentées a été effectuée.
Les valeurs sont présentées dans le tableau 4.4. La comparaison des épaisseurs centrales de film
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Fig. 4.9 – Champs de pression, de remplissage et d’épaisseur de lubrifiant, dans le contact sur-
alimenté M = 100, L = 5, κ = 1.

discrétisation Hcff Hcff 100(Hcff −Hcffchevalier)
nx ∗ ny chevalier /Hcff

172 4.398 10−1 4.433 10−1 −0.78%
332 4.616 10−1 4.665 10−1 −1.06%
652 4.508 10−1 4.572 10−1 −1.40%
1292 4.398 10−1 4.467 10−1 −1.56%
2572 4.328 10−1 4.330 10−1 −0.03%
5132 4.289 10−1 4.296 10−1 −0.14%

Tab. 4.3 – Comparaison de l’épaisseur centrale sur-alimentée Hcff calculée, avec celle obtenue
par Chevalier [14], M = 20, L = 10, κ = 1, Hoil =∞, η0 = 8.9 10−3 Pa s, α = 1.7 10−8 Pa−1.
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Fig. 4.10 – Champs de pression, remplissage et épaisseur de lubrifiant, dans le contact sous-
alimenté M = 100, L = 5, κ = 1, Hoil(Xe, Y ) = ρcffHcff = 0.11252.

met en évidence des différences plus importantes que dans le tableau 4.3. Ces différences sont
dues à une discrétisation de l’équation de Reynolds modifiée à l’ordre 2 par Wijnant, alors que
l’ordre 1 est utilisé dans le code de calcul. L’écart entre les épaisseurs de film tend vers 0 lorsque le
nombre de points de discrétisation tend vers l’infini car les discrétisations à l’ordre 1 et à l’ordre
2 tendent toutes les deux vers la solution continue. Sur une grille comptant (512+1)*(512+1)
points de discrétisation, la différence est inférieure à 1%.

Contact sous-alimenté

De même que pour le contact sur-alimenté, l’épaisseur centrale de film Hc a été comparée, en
contact sous-alimenté, à celle obtenue par Chevalier [14]. Les valeurs sont données dans le ta-
bleau 4.5. La différence observée sur le niveau 6 est inférieure à 0.2%.
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Fig. 4.11 – Comparaison des résultats obtenus avec le code sous-alimenté en conditions sur-
alimentées (Hoil =∞), avec des formulations provenant de la littérature, pour différentes ellip-
ticités D = Rx/Ry.
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discrétisation Hcff Hcff 100(Hcff −Hcffwijnant)
nx ∗ ny wijnant /Hc

652 8.18 10−1 7.17 10−1 12.3%

1292 7.82 10−1 7.43 10−1 5.04%

2572 7.67 10−1 7.49 10−1 2.34%

5132 7.58 10−1 7.51 10−1 0.96%

Tab. 4.4 – Comparaison de l’épaisseur centrale Hcff calculée, avec celle obtenue par Wijnant
[83], M = 500, L = 5, D = 0.05 η0 = 40 10−3 Pa s, α = 2.2 10−8 Pa−1.

discrétisation Hc Hc 100(Hc −Hcchevalier)
nx ∗ ny chevalier /Hc

172 3.005 10−1 2.987 10−1 0.60%

332 3.130 10−1 3.147 10−1 −0.53%
652 3.130 10−1 3.144 10−1 −0.42%
1292 3.107 10−1 3.116 10−1 −0.28%
2572 3.087 10−1 3.087 10−1 0.01%

5132 3.074 10−1 3.079 10−1 −0.14%

Tab. 4.5 – Comparaison de l’épaisseur centrale Hc calculée, avec celle obtenue par Chevalier
[14], M = 20, L = 10, κ = 1, Hoil(Xe, Y ) = 0.4296, η0 = 8.9 10−3 Pa s, α = 1.7 10−8 Pa−1.

4.4 Conclusion

Ce chapitre présente le principe de l’algorithme de résolution du problème de contact EHD sous-
alimenté elliptique, par les techniques multigrilles.

Cet algorithme possède de bonnes propriétés de vitesse de convergence et de stabilité (notam-
ment grâce à l’emploi de la relaxation par lignes). La complexité du calcul du contact EHD est
seulement de l’ordre de N lnN par la méthode multigrilles alors qu’elle est de l’ordre de N 3 avec
une méthode classique. Ces qualités rendent possible l’exécution d’un grand nombre de calculs
dans un temps raisonnable.

Cela permet d’étudier les principaux paramètres qui influencent le problème. Les résultats four-
nis par le code de calcul ont été comparés, en contact circulaire sous-alimenté, à ceux obtenus
par Chevalier [14] et à ceux de Wijnant [83], en contact elliptique sur-alimenté. Des différences
inférieures à 1% ont été observées sur l’épaisseur centrale de film et sur l’épaisseur minimale
sur un niveau de discrétisation comptant (512+1)*(512+1) points. Ainsi, les modifications ap-
portées au code de calcul de contact circulaire EHD, pour qu’il résolve les problèmes elliptiques
sous-alimentés ont été validées.

Ce code est exploité dans le chapitre suivant pour évaluer les champs d’épaisseur de film de
lubrifiant dans les contacts.
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Chapitre 5

Physique de l’éjection de lubrifiant

5.1 Introduction

Le modèle de lubrification sous-alimentée, présenté dans le chapitre 3, est utilisé dans ce chapitre
pour mettre en évidence le mécanisme d’éjection de lubrifiant qui conduit à la sous-alimentation
des contacts. Le phénomène d’éjection est présenté de manière qualitative puis quantitative.

Le paramètre adimensionné γc, introduit par Chevalier et al. [14], sert à caractériser la réponse
d’un contact à la sous-alimentation en lubrifiant. Il permet de quantifier l’épaisseur de film dans
le contact et la proportion de lubrifiant éjectée hors de la zone de contact en fonction de l’ali-
mentation en lubrifiant. La valeur de γc est calculée en fonction de l’ellipticité, de la charge, de
la vitesse, des propriétés des matériaux et du lubrifiant. La précision des résultats numériques
(épaisseur de film, valeurs de γc) présentés est discutée.

La théorie de Grübin [37], modifiée pour prendre en compte la sous-alimentation, est couplée
aux prédictions d’épaisseur de film de Moes, pour déterminer une longueur d’entrée adimen-
sionnée S̄ff . Cette longueur d’entrée adimensionnée est caractéristique du régime piezo-visqueux
élastique sur-alimenté et elle gouverne le comportement du paramètre γc.

Enfin, un paramètre adimensionné de couplage C est introduit pour quantifier et prédire la
sensibilité d’un contact à une sous-alimentation locale. Il caractérise l’aptitude d’un contact à
uniformiser l’épaisseur de la couche d’alimentation en lubrifiant, sur la largeur de la piste de
roulement. Cette partie de l’étude est menée exclusivement à partir de résultats numériques et
d’un modèle analytique.

Des expériences, sur un contact modèle, servent à vérifier les valeurs numériques de γc et
confirment l’influence de la longueur d’entrée adimensionnée S̄ff sur γc.

5.2 Prédiction d’épaisseur de film en contact sous-alimenté

Chevalier [14] a observé numériquement l’évolution de l’épaisseur de film au centre du contact,
en fonction de la quantité de lubrifiant Hoil(Xe, Y ) présente à l’entrée d’un contact EHD sous-
alimenté circulaire. Il a constaté la croissance de l’épaisseur de film dans le contact avec la
quantité de lubrifiant présente à l’entrée. L’épaisseur de film ne peut néanmoins dépasser sa va-
leur sur-alimentée, qui correspond à un contact lubrifié par une quantité “infinie” de lubrifiant.
L’épaisseur de film sur-alimentée constitue donc une limite à l’épaisseur de film sous-alimentée,
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lorsque la quantité de lubrifiant augmente.

Chevalier a aussi étudié le comportement de l’épaisseur de film dans le contact, lorsque la
quantité de lubrifiant devient très faible. Il a constaté que, lorsque l’épaisseur de la couche d’ali-
mentation tend vers zéro, le lubrifiant a tendance à être entrâıné totalement dans le contact. Le
rapport entre l’épaisseur de film au centre du contact et l’épaisseur de la couche d’alimentation
de lubrifiant est alors égal à l’inverse de la compressibilité ρ̄c au centre du contact.

Les deux asymptotes sur et sous-alimentées s’expriment de la manière suivante en termes
d’épaisseur centrale de film, si l’alimentation en lubrifiant Hoil(Xe, Y ) est indépendante de Y :

lim
Hoil→∞

Hc = Hcff (5.1)

lim
Hoil→0

Hc =
Hoil

ρ̄c
(5.2)

La figure 5.1 montre l’évolution de l’épaisseur de film Hc, au centre d’un contact elliptique
D = 0.1, alimenté par une couche de lubrifiant d’épaisseur constante Hoil.
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Fig. 5.1 – Evolution de l’épaisseur de film, au centre du contact, en fonction de la quantité de
lubrifiant Hoil, pour le contact elliptique D = 0.1, M = 100, L = 10.

Afin de généraliser l’étude, Chevalier et al. [15] ont introduit les épaisseurs adimensionnées (5.3)
et (5.4).

Rc =
ρ̄cHc

ρ̄cffHcff
(5.3)

rc =
Hoil

ρ̄cffHcff
(5.4)

La position des deux asymptotes (sur et sous-alimentées) est connue quelles que soient les condi-
tions de fonctionnement du contact, si les épaisseurs sont exprimées avec les paramètres adi-
mensionnés Rc et rc. D’après les relations (5.1) à (5.4), l’asymptote sur-alimentée est d’équation
Rc = 1 et l’asymptote sous-alimentée est décrite par l’équation Rc = rc. La figure 5.2 présente la
relation entre la quantité de lubrifiant qui alimente le contact et l’épaisseur de film au centre du
contact en utilisant les épaisseurs adimensionnées rc etRc. Les asymptotes sur et sous-alimentées
sont représentées par deux droites. Les points symbolisent les épaisseurs de film adimensionnées
calculées Rc = f(rc).
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Fig. 5.2 – Epaisseur de film centrale adimensionnée Rc, en fonction de la quantité adimen-
sionnée de lubrifiant rc, pour le contact circulaire D = 1.0, M = 100, L = 10.

La connaissance a priori des deux asymptotes a permis à Chevalier et al. [14] d’approcher
les valeurs calculées par la fonction (5.5) qui comporte un paramètre unique. Ce paramètre
adimensionné, appelé γc, traduit le comportement de l’épaisseur de film entre les asymptotes.

Rc =
rc

γc
√

1 + rγcc
(5.5)

Lorsque γc tend vers l’infini, le comportement de l’épaisseur de film dans le contact en fonction
de la quantité de lubrifiant tend vers celui des asymptotes. Au contraire, plus γc est faible, plus
l’épaisseur de film est petite comparée au comportement asymptotique. La figure 5.3 illustre
l’évolution du comportement de l’épaisseur de film au centre d’un contact sous-alimenté avec la
valeur de γc.
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Fig. 5.3 – Evolution du comportement sous-alimenté avec la valeur de γc.

En contact lubrifié, le champ de pression est proche du champ de pression de Hertz (voir figure
5.4). Il présente un maximum au voisinage du centre du contact. La pression est décroissante
depuis le point de pression maximale, vers la périphérie du contact. Elle s’annule, au niveau du
ménisque d’entrée ou de la frontière de cavitation. Le gradient de pression tend donc à éjecter
le lubrifiant, radialement du centre du contact vers sa périphérie.

En amont de la zone de Hertz (X2 + Y 2 > 1 avec |Y | < 1 et X < 0), le lubrifiant éjecté
par le gradient de pression est entrâıné de nouveau dans le contact par les surfaces mobiles.
La compétition entre le débit d’éjection (de Poiseuille) et le débit d’entrâınement (de Couette)
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Fig. 5.4 – Coupes calculées du champ de pression dans les plans (O, ~x, ~z) et (O, ~y, ~z), pour le
contact D = 0.5, M = 300, L = 10, rc = 1.

aboutit à un équilibre, où un volume de lubrifiant est accumulé en amont de la frontière de Hertz.

En aval du contact (X2 + Y 2 > 1 et X > 0), le lubrifiant éjecté par le gradient de pression vers
la sortie du contact est entrâıné dans la direction ~x vers l’aval du contact par les surfaces mobiles.

Remarque :
Dans un mécanisme, la quantité de lubrifiant entrâınée en aval du contact alimente les contacts
suivants.

La composante du gradient de pression orientée dans la direction ~y déplace le lubrifiant vers les
frontières Y0 et −Y0. Les surfaces n’étant pas animées de vitesse dans la direction ~y, le débit de
Poiseuille est le seul responsable du déplacement du lubrifiant dans cette direction. Les forces de
volume et de surface étant négligées, aucune force n’entrâıne le retour d’un volume élémentaire
de lubrifiant, écarté de la piste de roulement, vers sa position initiale.

La piste de roulement désigne la région du domaine de calcul couverte par la zone de Hertz
au cours du mouvement. Les calculs mettent en évidence une modification de la distribution du
lubrifiant sur les surfaces entre l’entréeXe et la sortieXs du contact. Une réduction de l’épaisseur
de film de lubrifiant entre l’entrée et la sortie du contact est observée sur la piste de roulement.
La réduction de l’épaisseur de la couche de lubrifiant sur la piste de roulement se traduit par
la relation (5.6), au cours du passage d’un corps roulant. Cette observation a été menée dans le
cas d’un contact alimenté par une couche de lubrifiant uniforme : Hoil(Xe, Y ) = cte.

Hoil(Xs, Y ) 6 Hoil(Xe, Y ) avec : |Y | < 1 (5.6)

La figure 5.5 présente des coupes calculées de la distribution de lubrifiant et de la géométrie des
surfaces, dans les plans (O, ~x, ~z) et (O, ~y, ~z). Sur cette figure, une couche de lubrifiant d’épaisseur
constante définie par rc = Hoil(Xe, Y )/(ρ̄cffHcff ) = 1 alimente le contact.

Au centre du contact, la pression est proche du champ de pression de Hertz. En ce point, le gra-
dient de pression est donc proche de zéro. De plus, plusieurs paramètres empêchent l’écoulement
du lubrifiant sous l’effet d’un éventuel gradient de pression : les épaisseurs de film sont très minces
et la viscosité du lubrifiant très importante, du fait de la forte pression. Au centre du contact,
le lubrifiant est donc soumis uniquement au débit d’entrâınement dû à la vitesse moyenne des
surfaces ~um.
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Fig. 5.5 – Coupes calculées de la distribution de lubrifiant et de la géométrie des surfaces, dans
les plans (O, ~x, ~z) et (O, ~y, ~z), pour le contact D = 0.5, M = 300, L = 10, rc = 1.

Au centre du contact, le débit massique dqc au travers d’une section de largeur dy, dans la
direction ~x, vaut donc :

ρchcumdy = dqc (5.7)

A l’entrée du contact, dans la zone Ω1, le débit massique dqe au travers d’une section de largeur
dy, dans la direction ~x vaut :

ρ0θhumdy = dqe (5.8)

La conservation de débit massique, exprimée sur la ligne d’équation y = 0, entre un point de la
zone Ω1 et le point au centre du contact, est donnée par l’équation (5.9).

ρ0θh(xe, 0)umdy = ρchcumdy (5.9)

La conservation du débit massique dans la direction ~x n’est possible qu’en l’absence de débit
dans la direction ~y. Dans le cas d’un contact linéique infiniment long, alimenté par une couche
de lubrifiant d’épaisseur constante, les dérivées des grandeurs dans la direction ~y sont nulles.
Il n’existe donc pas de gradient de pression ni de débit de lubrifiant, dans cette direction. La
relation (5.9) s’applique donc et lie les épaisseurs de la couche de lubrifiant et du film au centre
du contact par la relation :

ρ0θh(xe, 0) = ρ0hoil(xe, 0) = ρchc (5.10)

Cette relation signifie que la totalité de la couche d’alimentation de lubrifiant est entrâınée dans
le contact et que l’absence de débit selon ~y empêche le lubrifiant de contourner la zone de Hertz.
L’équation (5.10) exprimée en fonction des épaisseurs relatives adimensionnées devient :

rc = Rc (5.11)

L’épaisseur de film au centre d’un contact linéique infiniment long, fonctionnant en régime per-
manent, suit donc l’asymptote sous-alimentée, de rc = 0 à rc = 1. L’épaisseur centrale de
film ne pouvant dépasser sa valeur sur-alimentée, Rc vaudra 1 pour rc > 1. Le comportement
sous-alimenté d’un contact linéique infiniment long fonctionnant en régime permanent est donc
purement asymptotique. Il est caractérisé par une valeur de γc infinie (voir figure 5.3).

Comme le montre la figure 5.3, lorsque γc décrôıt, l’épaisseur centrale de film décrôıt et s’écarte
des asymptotes. La relation (5.11) n’est donc pas valide ainsi que (5.10). Cela signifie que
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l’écoulement ne conserve pas le débit massique dans la direction ~x, sur la ligne d’équation
y = 0. Il existe alors un débit non nul dans la direction ~y généré par un gradient de pression
dans cette même direction. Ce débit détourne une part du débit massique de la direction ~x vers
la direction ~y et il a pour effet la réduction de l’épaisseur centrale de film.

Le paramètre adimensionné γc peut donc être interprété physiquement comme une résistance
que le contact oppose au lubrifiant qui tente de le contourner. Cette résistance de nature vis-
queuse est fonction de la viscosité du lubrifiant, du gradient de pression dans la direction ~y, de
l’épaisseur du film et de la distance que le lubrifiant doit parcourir pour être éjecté en dehors de
la piste de roulement. Ces considérations physiques sur γc sont expliquées plus en détails dans
les paragraphes 5.3 et 5.6.

Les valeurs de γc ont été évaluées numériquement en contact circulaire, pour plusieurs conditions
de fonctionnement M et L. L’évaluation, effectuée par la méthode des moindres carrés, consiste
à trouver la valeur de γc qui approche le mieux les couples de valeurs Rc = f(rc) par la fonction
(5.5). L’approximation minimise la distance entre la fonction (5.5) et les points Rc = f(rc) cal-
culés. Les valeurs de γc obtenues sont regroupées dans le tableau 5.1 et sont illustrées par la figure
5.6. Ces résultats proviennent de l’approximation portant sur les trois points rc = 0.5, rc = 1
et rc = 1.5.

L
2 5 10 20

10 2.73 2.73 2.66 2.6
30 3.05 2.86 2.73 2.64

M 100 3.51 3.18 2.94 2.78
300 4.16 3.59 3.27 3.03
1000 5.03 4.22 3.74 3.41

Tab. 5.1 – Evolution de γc avec les conditions de fonctionnement M et L pour un contact
circulaire.
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Fig. 5.6 – Evolution de γc avec les conditions de fonctionnement M et L pour un contact
circulaire.
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5.3 Prédiction du paramètre γc

5.3.1 Prédiction d’épaisseur de film, théorie de Grübin modifiée

Le modèle de prédiction d’épaisseur de film de Ertel et Grübin [28, 37] s’applique aux contacts
linéiques infiniment longs. Il est principalement construit à partir des deux hypothèses sui-
vantes :
• La géométrie déformée des corps en contact est équivalente à celle du contact de Hertz.
L’épaisseur de film h∗ est donc constante dans la zone de Hertz.
• La pression tend vers “l’infini” sur la frontière de Hertz à l’entrée du contact : P (X = −1) =∞.

En contact linéique infiniment long, l’équation de Reynolds prend la forme :

∂

∂x

(

h3

12η

∂p

∂x

)

− um
∂h

∂x
= 0 (5.12)

avec la relation de piezo-viscosité de Barus : η = η0 exp(αp).

Soit q, la pression réduite définie par :

q =
1

α
[1− exp (−αp)] (5.13)

L’introduction de la relation (5.14), obtenue à partir de (5.13), dans l’équation de Reynolds
(5.12) permet de la simplifier (5.15), puis de l’intégrer par rapport à x pour obtenir la relation
(5.18).

∂p

∂x
=

η

η0

∂q

∂x
(5.14)

∂

∂x

(

h3
∂q

∂x

)

− 12η0um
∂h

∂x
= 0 (5.15)

Dans le contact, l’augmentation de la pression dans des proportions très importantes réduit
énormément la mobilité du lubrifiant. Ce phénomène, observable au voisinage de la frontière de
Hertz, est modélisé par une viscosité “infinie” et donc par une pression “infinie” :

lim
x→−a1

η(x) =∞ donc lim
x→−a1

p(x) =∞ d’où lim
x→−a1

q(x) =
1

α
(5.16)

a1 désigne la demi-largeur du contact linéique infiniment long.

D’autre part, lorsque la pression p est nulle, la pression réduite q est nulle :

lim
p→0

q = p→ 0 (5.17)

Au point x = −a1, la pression réduite a atteint son asymptote 1/α. Le gradient de pression
réduite ∂q/∂x est nul en x = −a1, car la viscosité η est “infinie”. L’équation simplifiée de
Reynolds (5.15) peut être intégrée entre un point quelconque d’épaisseur h situé à l’entrée du
contact et le point situé sur la frontière de Hertz à l’entrée du contact. L’épaisseur, pour |x| 6 a1,
est égale à h∗ d’après les hypothèses de Grübin.

h3
∂q

∂x
− 12η0um(h− h∗) = 0 (5.18)
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La géométrie h(x) − h∗ du contact de Hertz étant connue, l’épaisseur de film h∗ peut être
déterminée par la résolution de l’équation (5.19), en contact sur-alimenté. Cette équation est
obtenue par intégration de l’équation (5.18) entre x = −∞ et x = −a1.

q(−a1)− q(−∞) = q(−a1)− 0 =
1

α
= 12η0um

∫ −a1

−∞

h− h∗
h3

dx (5.19)

Dans le cas d’un contact sous-alimenté, la génération de pression débute sur le ménisque d’entrée,
à la frontière entre le sous-domaine Ω1 et le sous-domaine Ω2 (voir chapitre 3, figure 3.6). Soit
S la distance entre le ménisque et la zone de Hertz. L’équation (5.19) exprimée pour le contact
sous-alimenté devient donc :

1

12η0umα
=

∫ −a1

−a1−S

h− h∗
h3

dx (5.20)

D’après (5.18), la dérivée seconde de la pression réduite est connue.

∂2q

∂x2
= 12η0um

∂

∂h

(

h− h∗
h3

)

∂h

∂x
= 12η0um

(−2h+ 3h∗

h4

)

∂h

∂x
(5.21)

En amont du contact, pour h > 3h∗/2, la dérivée seconde de q est positive, elle s’annule lorsque
h = 3h∗/2, puis elle est négative pour h < 3h∗/2. D’autre part, sur la frontière de la zone de
Hertz (en x = −a1), h = h∗, donc d’après (5.18) ∂q/∂x(−a1) = 0. La distribution de la pression
réduite q pour x < −a1 est schématisée en figure 5.7.
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Fig. 5.7 – Evolution schématique de la pression réduite q(x) et de l’épaisseur de film h à l’entrée
du contact.

L’écriture de la relation (5.18), au point d’inflexion de la pression réduite, conduit à l’expression
de l’épaisseur de film dans le contact en fonction de la dérivée première de la pression réduite.

h∗ =
4

3

(

η0um
∂q/∂x|h=3h∗/2

)1/2

(5.22)

Si la dérivée ∂q/∂x|h=3h∗/2 de la pression réduite est approchée par sa valeur moyenne (5.23)
entre le ménisque d’entrée et la frontière de Hertz, la valeur de h∗ (5.22) est déterminée en
fonction de S et elle est donnée par l’équation (5.24).

∂q

∂x
|h=3h∗/2 '

1

αS
(5.23)

h∗ =
4

3
(η0umαS)

1/2 (5.24)
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Pour un contact sur-alimenté, le ménisque d’entrée se trouve à une distance “infinie” en amont
de la zone de Hertz. L’approximation (5.23) est alors invalide, car elle prédit un gradient de
pression nul au point d’inflexion, ce qui conduit à une épaisseur de film h∗ infinie. Pour que
l’approximation (5.23) soit valide, elle doit être appliquée dans une zone où la pression réduite
participe de manière significative à la création du film de lubrifiant. En effet, pour les valeurs
de x ¿ −a1, la pression est négligeable. Seule une zone au voisinage de la zone de Hertz est
active. L’étendue de cette zone, qui se comporte comme une couche limite, peut être déterminée
en égalant les épaisseurs centrales de film données par la littérature et l’équation (5.24). La
longueur Sff de la couche limite en contact sur-alimenté est l’inconnue de cette équation.

L’équation (5.12) est établie pour un contact dont le gradient de pression dans la direction ~y est
nul. Elle permet de formuler la relation (5.24), d’après les travaux de Wedeven [81]. L’équation
(5.12) est valide si, aux points où elle est exprimée, les termes de Poiseuille de l’équation de
Reynolds relatifs à la direction ~y sont nuls ou négligeables. Cette propriété est utilisée dans le
paragraphe suivant sur la ligne d’équation y = 0 pour déterminer la longueur de la couche limite
en contact sur-alimenté.

5.3.2 Application de la théorie de Grübin modifiée au contact elliptique :
évaluation de la longueur d’entrée sur-alimentée Sff
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Fig. 5.8 – Les deux graphiques représentent des coupes selon la droite d’équation Y = 0. Celui de
gauche présente l’évolution de la pression adimensionnée P et celui de droite présente l’évolution
du rapport entre le terme de Poiseuille de la direction ~y (Qy = ∂/∂y

(

ρh3/12η0 ∗ ∂p/∂y
)

) et celui
de la direction ~x (Qx = ∂/∂x

(

ρh3/12η0 ∗ ∂p/∂x
)

).

Sur la ligne centrale (d’équation Y = 0) d’un contact d’ellipticité D 6 1, les dérivées premières
et secondes de la pression et de l’épaisseur de film dans la direction ~y sont faibles devant celles
dans la direction ~x. Le rapport des termes de Poiseuille de l’équation de Reynolds dans les di-
rections ~x et ~y est présenté en figure 5.8. Sur cette figure il apparâıt que le terme de Poiseuille
dans la direction ~x domine le comportement de l’équation de Reynolds. Ce caractère s’accentue
lorsque l’ellipticité augmente (lorsque D diminue). La figure présente le rapport des termes de
Poiseuille pour :
• des contacts fortement chargés fonctionnant à faible vitesse (M grand et L faible),
• des cas faiblement chargés fonctionnant à grande vitesse (M petit et L grand).
Ces conditions de contact ont été explorées pour un contact de géométrie circulaire (D = 1) et
un contact de géométrie elliptique (D = 0.05). Le terme de Poiseuille de la direction ~y a une
importance relative plus grande pour le contact circulaire fortement chargé fonctionnant à faible
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vitesse. Dans ce cas, le terme de Poiseuille de la direction ~y est inférieur à 50% de celui de la
direction ~x. Dans la région où la pression devient significative (X > −1.5), le terme de Poiseuille
de la direction ~y devient rapidement dix fois inférieur à celui de la direction ~x. Pour le contact
d’ellipticité plus importante (D = 0.05), le terme de Poiseuille de la direction ~y est inférieur à
2% du terme de Poiseuille de la direction ~x, quel que soit X < −1.

Sur la ligne d’équation Y = 0, si le terme de Poiseuille de la direction ~y est négligé devant celui
de la direction ~x, l’écoulement est décrit par l’équation (5.12). Le développement qui conduit de
l’équation (5.12) à l’équation (5.24) est alors applicable.

L’approche de type Grübin utilise la géométrie de Hertz pour décrire la géométrie déformée
des corps en contact ; elle n’est donc valide que pour des contacts présentant des déformations
élastiques proches de celles de Hertz. D’autre part, l’équation (5.23) utilise les propriétés de
piezo-viscosité de Barus pour définir la dérivée de la pression réduite. La détermination de la
longueur de la zone active, à partir de l’équation (5.24) et des épaisseurs de film connues par la
littérature, n’est donc valide qu’en régime piezo-visqueux élastique.

La longueur de la zone d’entrée Sff peut donc être déterminée, en contact piezo-visqueux
élastique, en égalant l’épaisseur de film (5.24) et l’épaisseur donnée par l’asymptote élastique
piezo-visqueuse HEPc, définie par Nijenbanning [69].

h∗

Rx
=

4

3

(

αη0um
Rx

)1/2(Sff
Rx

)1/2

= CEPcM
−1/12L3/4 = HEPc (5.25)

avec :

CEPc = 217/123−35/24π5/6κ−1/12

( E
1 +D

)5/12

(5.26)

Le schéma de la figure 5.9 illustre l’approximation de ∂q/∂x|h=3h∗/2 contenue dans l’équation
(5.25) et la manière dont elle permet d’obtenir la longueur de la zone d’entrée Sff .
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Fig. 5.9 – Approximation de la pente de la pression réduite ∂q/∂x|h=3h∗/2 et détermination de
la longueur de la zone d’entrée Sff .

La résolution de (5.25) en fonction des paramètres adimensionnés M et L de Moes conduit à la
longueur d’entrée adimensionnée caractéristique du régime EHD sur-alimenté S̄ff = Sff/a.

S̄ff =
Sff
a

= 2−3/23−5/4π2κ−1/2

( E
1 +D

)1/2( L

M

)1/2

(5.27)
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La longueur d’entrée adimensionnée S̄ff est obtenue à partir des épaisseurs centrales de film en
conditions sur-alimentées. Ces épaisseurs ont été mesurées expérimentalement et calculées dans
un domaine bi-dimensionnel. Elles incluent donc le comportement du lubrifiant dans la direction
~y qui est absent de la modélisation du contact linéique (5.24). Dans un contact bi-dimensionnel,
le lubrifiant est soumis au gradient de pression dans la direction ~y. Ce gradient de pression
entrâıne un débit dans la direction ~y qui est pris en compte dans l’expression de l’épaisseur de
film HEPc (5.25). La longueur d’entrée Sff calculée par la relation (5.27) est donc bien relative
à un contact bi-dimensionnel.

Dans la suite, les variations de la longueur d’entrée (5.27) sont étudiées en fonction de M et L.
Le facteur [E/(κ(1+D))]1/2 est considéré comme une constante multiplicative intervenant dans
la longueur d’entrée, pour un contact d’ellipticité donnée. Pour cette raison, le terme d’ellipticité
sera négligé dans les sections suivantes et la longueur d’entrée sur-alimentée adimensionnée sera
définie par S̄ff =

√

L/M .

5.3.3 Ejection à l’entrée d’un contact sous-alimenté

Soit dSe la surface élémentaire de largeur dy et de hauteur h, dont la normale est dirigée et
orientée par l’écoulement. dSe est située sur la droite d’équation y = 0 et elle se trouve dans la
zone de film incomplet, en amont d’un contact sous-alimenté, à l’abscisse x < −a− S. Le débit
massique à travers cette section vaut : dqe = ρ0θhumdy = ρ0hoilumdy.

Au centre du contact, la surface élémentaire dSc, dirigée et orientée de la même manière que
dSe, est traversée par un débit dqc = ρchcumdy, si le débit de Poiseuille est négligé en ce point.
Cette hypothèse est recevable en raison de la forte viscosité au centre du contact et de la faible
épaisseur, qui tendent toutes deux à limiter le débit de Poiseuille. D’autre part, le gradient de
pression qui génère le débit de Poiseuille est proche de zéro au centre du contact.

Une partie du débit dqe est entrainée dans le contact et participe au débit dqc. L’autre partie
est “détournée” par le gradient de pression qui existe dans la direction ~y à l’entrée du contact.
La zone d’entrée peut être considérée comme un tube de section particulière (représentée en
figure 5.10), de largeur S et de hauteur h(x) dans lequel une partie du débit de lubrifiant est
détournée vers la périphérie du contact. Soit dql le débit latéral qui contourne le contact en
empruntant le tube d’éjection circonférentiel représenté en figures 5.10 et 5.11. Ce débit est
calculé par l’équation (5.28).

dql =
1

6l

∫ −a

−a−S

ρh3

η
∆pdx (5.28)

∆p représente la différence de pression entre un point situé sur la ligne Y = 0 (à l’entrée du
tube circonférentiel) et le point situé à l’autre extrémité du tube circonférentiel sur la ligne
d’équation X = 0. La pression sur cette droite est très faible pour y > b. Si elle est négligée,
alors ∆p = p(x, 0), avec x < −a. l représente la longueur de l’arc d’ellipse décrit par le tube
circonférentiel. L’équation (5.28) montre que lorsque la zone d’entrée est réduite (lorsque S
diminue), toute chose restant égale par ailleurs, le débit latéral dql diminue pour les raisons
suivantes :
• Le domaine d’intégration est réduit.
• L’épaisseur h est plus faible.
• La pression ∆P est plus faible pour x < −a, (cette propriété est observée par une réduction
de la quantité de lubrifiant disposée à l’entrée du contact. Elle est illustrée en figure 5.12).
• La masse volumique ρ décrôıt.
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• La viscosité η est elle aussi réduite, mais la fonction intégrée ρh3∆p/η décrôıt lorsque S décrôıt
(voir figure 5.13 où cette fonction est tracée sous forme adimensionnée en fonction de X).
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Fig. 5.10 – Géométrie du tube d’éjection circonférentiel.
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Fig. 5.12 – Evolution de la pression P (X, 0) en fonction de la quantité de lubrifiant rc pour le
contact D = 0.2, M = 100, L = 5.

Le modèle du tube circonférentiel est très approximatif. Il a pour unique objectif d’illustrer la
diminution du débit circonférentiel lorsque la longueur d’entrée S est réduite.

L’écriture de la conservation du débit massique dans l’écoulement décrit par le modèle du tube
circonférentiel présenté au paragraphe précédent prend la forme :
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Fig. 5.13 – Evolution, avec la quantité de lubrifiant rc, de la forme adimensionnée ρ̄H3P/η̄ de
la fonction intégrée sur la droite Y = 0, dans l’équation (5.28), pour le contact D = 0.2, M =
100, L = 5.

dqe = dql + dqc (5.29)

d’où :

ρ0θhum(xe, 0)dy = dql + ρchcumdy (5.30)

ρ0θh(xe, 0) =
dql
umdy

+ ρchc (5.31)

donc :

ρ̄chc = hoil(xe, 0)−
dql

ρ0umdy
(5.32)

L’équation (5.32) met en évidence la relation entre l’épaisseur de film au centre du contact et
l’épaisseur de la couche d’alimentation en lubrifiant hoil(xe, 0). Lorsque le débit d’éjection dql
est nul, le rapport hoil(xe, 0)/hc est égal à la compressibilité ρ̄c au centre du contact. Ce com-
portement est observé sur l’asymptote sous-alimentée des figures 5.2 et 5.3.

Le paragraphe suivant analyse les variations de γc en fonction du débit latéral dql.

5.3.4 Prédiction du paramètre γc

Si les quantités adimensionnées rc et Rc introduites en 5.2 sont utilisées pour représenter les
épaisseurs de film de lubrifiant en amont et au centre du contact, il vient, d’après (5.32) :

ρ̄chc
ρ̄cffhcff

= Rc =
hoil
ρ̄chcff

− dql/(ρ0umdy)

ρ̄cffhcff
= rc −

dql
ρcffhcffumdy

(5.33)

La différence entre les quantités rc et Rc augmente lorsque le débit dql augmente. L’analyse
rapide à partir du modèle simplifié du tuyau circonférentiel montre que le débit dql crôıt avec la
longueur de la zone d’entrée S. La différence entre rc et Rc crôıt donc avec S.

L’équation (5.33) qui lie Rc à rc est aussi décrite par la relation (5.5) à partir du paramètre γc.
Le paramètre γc et le débit adimensionné déterminent tous deux la relation entre rc et Rc. Ils
sont donc liés comme le montre la relation (5.34) établie d’après (5.5) et (5.33).
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Rc =
rc

γc
√

1 + rγcc
= rc −

dql
ρcffhcffumdy

(5.34)

Les faibles valeurs de γc caractérisent des contacts présentant des grandes différences entre rc et
Rc. De telles différences sont aussi caractérisées par un débit circonférentiel dql important. Le
comportement de γc est donc lié à celui du débit circonférentiel qui est une fonction croissante
de la longueur d’entrée S. γc est donc une fonction décroissante de la longueur d’entrée S et du
débit circonférentiel dql.

Le débit circonférentiel dévie le lubrifiant dans la direction ~y et lui fait contourner le contact.
Le paramètre adimensionné γc, lorsqu’il est grand, traduit un faible débit circonférentiel. Il peut
donc être interprété du point de vue physique comme une résistance que le contact oppose au
lubrifiant qui tente de le contourner. Une telle résistance réduit le contournement du contact par
le lubrifiant. Elle le force donc à traverser le contact. Cette analyse est en accord avec la figure
5.3 qui montre que lorsque γc tend vers l’infini, le comportement tend vers ses asymptotes et le
débit d’éjection devient nul. L’asymptote sous-alimentée rc = Rc traduit le fait que la totalité
du lubrifiant disposé à l’entrée du contact le traverse sans le contourner et participe à la création
du film de lubrifiant au centre du contact.

Comme le montre, plus loin, le paragraphe 5.6.1, la longueur d’entrée adimensionnée S̄ évolue
linéairement avec S̄ff =

√

L/M . Le sens de variation de γc étant opposé à celui de la longueur
d’entrée S (et donc de S̄ff ), les valeurs de γc obtenues numériquement en contact circulaire sont
portées sur la figure 5.14, en fonction de 1/S̄ff . Les valeurs de γc qui forment un nuage sur la
figure 5.6 sont rassemblées sur une droite unique lorsqu’elles sont représentées en fonction de
1/S̄ff . Ceci met en évidence que le comportement de γc est gouverné par le débit d’éjection
circonférentiel et donc par la longueur d’entrée S̄ff .
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Fig. 5.14 – γc en fonction de 1/S̄ff =
√

M/L pour le contact circulaire D = 1.0, M =
10, 30, 100, 300, 1000, L = 2, 5, 10, 20. (L’approximation de γc par la méthode des moindres
carrés porte sur les points rc = 0.5, 1.0, 1.5).

La figure 5.15 présente les résultats obtenus dans des conditions similaires à celles de la fi-
gure 5.14 mais cette fois pour des contacts elliptiques (D 6 1.0). Pour chacune des ellipticités
considérées, les valeurs de γc représentées en fonction de l’inverse de la longueur d’entrée S̄ff se
trouvent sur une droite. Ceci confirme la pertinence de l’analyse du phénomène de contourne-
ment du lubrifiant basée sur la longueur de la couche limite à l’entrée du contact et l’influence
du contournement sur le paramètre γc.
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M/L pour différentes ellipticités : D =
0.05, 0.10 , 0.20 , 0.50 , 1.00 . et différentes conditions de charge et de vitesse :
M = 10, 30, 100, 300, 1000, L = 2, 5, 10, 20. (L’approximation par la méthode des
moindres carrés porte sur les points rc = 0.5, 1.0, 1.5).

5.3.5 Discussion

Les figures 5.14 et 5.15 présentent l’évolution de γc en fonction de l’inverse de la longueur d’entrée
sur-alimentée adimensionnée. Les courbes obtenues sont des droites de pente positive. La valeur
de γc crôıt donc lorsque la longueur d’entrée diminue. Cette propriété est observable dans le cas
de contacts circulaires et elliptiques.

D’autre part, à longueur d’entrée adimensionnée S̄ff égale, la valeur du paramètre γc aug-
mente lorsque l’ellipticité augmente (lorsque D diminue). La réduction du débit d’éjection cir-
conférentiel s’explique par l’allongement de la distance parcourue par le lubrifiant pour atteindre
les bords de la piste de roulement. Le gradient de pression diminue ou autrement dit la résistance
du tube circonférentiel à l’écoulement augmente. Ainsi, le débit circonférentiel diminue et la va-
leur de γc augmente, lorsque l’ellipticité augmente.

Les résultats présentés dans cette section sont validés en sections 5.4 et 5.7 par une approche
numérique considérant de multiples passages des corps roulants sur la piste de roulement et par
des évaluations expérimentales de γc.

5.3.6 Ejection circonférentielle du lubrifiant à la sortie du contact

Le lubrifiant situé entre le ménisque d’entrée du contact et la frontière du contact de Hertz
subit la compétition entre le débit de Poiseuille et le débit de Couette. Le débit de Poiseuille
déplace le lubrifiant vers l’amont du contact (dans le sens opposé au gradient de pression). Il
déplace donc le ménisque d’entrée vers l’amont du contact. Le débit de Couette au contraire
entrâıne le lubrifiant vers l’aval du contact, ce qui tend à vider le volume de lubrifiant piégé
entre le ménisque d’entrée et la zone de Hertz. La compétition entre ces deux débits a pour
conséquence l’accumulation d’un volume de lubrifiant à l’entrée du contact. L’équilibre entre
les deux débits est observé numériquement grâce au modèle présenté dans le chapitre 3. Il se
traduit par une discontinuité dans l’épaisseur du film de lubrifiant et donc par une discontinuité
dans le champ de remplissage θ, au niveau du ménisque (voir figure 5.5). A l’entrée du contact,
entre le ménisque et la zone de Hertz, le phénomène de coin d’huile ou de convergent génère un
gradient de pression dans la direction ~y. Ce gradient de pression entrâıne l’éjection du lubrifiant
vers les bords de la piste de roulement. Comme le montre le paragraphe 5.3.3, le débit d’éjection
de lubrifiant crôıt avec la longueur d’entrée adimensionnée S̄.
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A la sortie du contact, l’écoulement du lubrifiant a lieu dans un divergent, mais la configuration
n’est pas anti-symétrique à la situation à l’entrée du contact pour plusieurs raisons :
• La géométrie diffère de celle de l’entrée à cause du pic de pression situé au voisinage de la
frontière de cavitation.
• A la sortie du contact, les débits de Poiseuille et de Couette ne sont pas en compétition, au
contraire, ils s’ajoutent. Ils tendent tous deux à déplacer le lubrifiant vers l’aval du contact.
• De ce fait, aucune accumulation de lubrifiant n’est observable à la sortie du contact.
• La pression diminue donc très rapidement à la sortie du contact.
• La frontière de cavitation, où le film se rompt, se trouve très proche de la frontière du contact
de Hertz.
• Enfin, le gradient de pression à la rupture du film est nul alors qu’il ne l’est pas à sa formation
(voir équations (3.23) et (3.24)).

Le raisonnement basé sur l’écoulement du lubrifiant dans un tube circonférentiel a été développé
en 5.3.3 pour aborder le problème de l’éjection du lubrifiant à l’entrée du contact. Il peut être
appliqué à la sortie du contact où une faible pression (donc une faible viscosité) coexiste avec
un gradient de pression dans la direction ~y. Le fait que la distance entre la frontière de Hertz et
la frontière de cavitation soit beaucoup plus faible que la longueur de la couche limite à l’entrée
permet de supposer que l’éjection à la sortie du contact sera moins importante que celle observée
à l’entrée.

Afin d’évaluer la perte de débit massique due à l’éjection de lubrifiant, à l’entrée et à la sortie,
trois points caractéristiques où le débit de Poiseuille est nul sont utilisés. En ces points, le débit
massique est donné par la relation dq = ρθhumdy. Les grandeurs um et dy étant constantes,
la comparaison des débits massiques entre ces trois points est équivalente à la comparaison des
épaisseurs de film multipliées par la densité du lubrifiant. Cette quantité ms = ρθh correspond
à la masse surfacique du lubrifiant.

Les trois points étudiés sont situés au milieu de la piste de roulement sur la droite d’équation
y = 0.
• Le premier point se trouve à l’entrée du contact dans la zone Ω1. Les grandeurs qui s’y rap-
portent portent l’indice e.
• Le second point est au centre du contact, dans la zone Ω2, il est identifié par l’indice c.
• Le dernier, qui porte l’indice s, est situé à la sortie du contact, dans la zone Ω1.
La quantité de lubrifiant mse = ρeθehe est déposée à l’entrée du contact. Au centre du contact,
la masse surfacique est réduite car une partie du lubrifiant est éjectée entre l’amont et le centre
du contact. La quantité de lubrifiant au centre vaut : msc = ρchc. Enfin entre le centre et l’aval
du contact, une fraction du lubrifiant est éjectée de nouveau, vers les côtés de la piste de roule-
ment. Il ne reste, à la sortie du contact, que la quantité mss = ρsθshs (voir figure 5.16).

Au cours de l’écoulement, la réduction de la quantité de lubrifiant sur la piste de roulement est
observable. Sur la ligne centrale, elle est quantifiée par la différence entre la masse surfacique
disposée à l’entrée du contact et la masse surfacique observée à la sortie : δmst = mse −mss.
Le débit d’éjection à la sortie du contact participe à la réduction totale δmst de la quantité de
lubrifiant sur la piste de roulement. La réduction de la masse surfacique entre le centre et la
sortie du contact, notée : δmss = msc −mss, permet de quantifier la part ejs de cette éjection,
en la rapportant à la réduction totale de la masse surfacique δmst.
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ejs =
δmss
δmst

=
msc −mss
mse −mss

=
ρ̄cHc − θsHs

θeHe − θsHs
(5.35)

La figure 5.17 illustre, sous forme de pourcentage, l’évolution de l’éjection ejs ayant lieu à la
sortie du contact avec les conditions de fonctionnement. Ce pourcentage est exprimé, à titre
d’exemple, pour le contact d’ellipticité D = 0.2, pour des quantités de lubrifiant rc = 0.1, 0.3
et 1.0. Les résultats obtenus pour différentes valeurs de M et L sont représentés en fonction
de 1/S̄ff . Exceptionnellement, les calculs ont été menés sur un domaine de calcul comptant
(512 + 1)2 points de discrétisation.
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Fig. 5.17 – Pourcentage d’éjection de lubrifiant due à la sortie du contact d’ellipticité D = 0.2.

Il apparâıt sur la figure 5.17 que l’importance relative ejs de l’éjection de lubrifiant qui prend
place à la sortie du contact augmente lorsque la sévérité de la sous-alimentation augmente
(lorsque rc diminue). Ce phénomène s’explique par l’évolution du champ de pression et de la
longueur de la couche limite d’entrée lorsque la quantité de lubrifiant est réduite.

Lorsque l’alimentation en lubrifiant rc diminue, le ménisque d’entrée se rapproche de la zone de
Hertz. Le mécanisme de génération de pression est alors concentré sur une distance plus courte
dans la direction ~x. La longueur d’entrée S est alors réduite. Pour une quantité de lubrifiant
qui tend vers zéro, le champ de pression tend asymptotiquement vers le champ de pression
de Hertz, d’après Chevalier [14]. Les champs de pression présentés par la figure 5.18 illustrent
l’évolution du champ de pression pour différentes quantités de lubrifiant rc, dans le cas du contact
D = 0.2, M = 100, L = 5. Chevalier [14] a aussi observé que le rapport de l’épaisseur minimale
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et de l’épaisseur centrale de film tend vers l’unité lorsque rc tend vers zéro. La géométrie et le
champ de pression évoluent vers la configuration de Hertz qui est symétrique de révolution. Cela
permet de prédire que le débit de Poiseuille dans le contact évolue lui aussi vers une répartition
symétrique. Lorsque la sévérité de la sous-alimentation augmente, l’éjection de lubrifiant prend
la même importance à l’entrée et à la sortie du contact. Lorsque la quantité de lubrifiant rc
présente à l’entrée du contact tend vers zéro, le pourcentage d’éjection ejs ayant lieu à la sortie
du contact tend vers 50%.

La figure 5.17 présente des valeurs de ejs supérieures à 50%. Ce phénomène peut être attribué
à la dissymétrie du champ de pression entre la formation et la rupture du film ou à une finesse
insuffisante du pas de discrétisation du domaine de calcul. Pour rc ' 0.1, l’éjection de lubrifiant
est approximativement mille fois inférieure à l’épaisseur centrale de film. Or le calcul de ejs est
basé sur la différence et le rapport de quantités très petites (les éjections). L’erreur numérique re-
lative contenue dans ejs devient donc importante lorsque la quantité de lubrifiant tend vers zéro.
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Fig. 5.18 – Evolution de la pression P (X, 0) en fonction de la quantité de lubrifiant rc pour le
contact D = 0.2, M = 100, L = 5.

5.3.7 Ejection globale au cours d’un passage caractérisée par le paramètre γ

Les quantités rc et Rc ont été définies avec, comme référence d’adimensionnement, l’épaisseur
de film multipliée par la compressibilité au centre d’un contact sur-alimenté (voir équations
(5.3) et (5.4)). De la même manière, il est possible de définir des quantités r et R qui sont
respectivement les épaisseurs adimensionnées de la couche d’alimentation en lubrifiant à l’entrée
du contact et à la sortie du contact (voir (5.36) et (5.37)). Elles sont adimensionnées par la
densité surfacique du lubrifiant au centre de la piste de roulement à la sortie du même contact,
lubrifié en conditions sur-alimentées. Les quantités r et R représentent la quantité de lubrifiant
sur la piste de roulement avant et après le passage d’un corps roulant. Leur différence permet
d’accéder à la réduction globale de la densité surfacique de lubrifiant sur la piste de roulement
au cours d’un cycle.

r =
hoil(xe, y)

hoil ff (xs, 0)
(5.36)

R =
hoil(xs, y)

hoil ff (xs, 0)
(5.37)

Chevalier et al. [15] ont proposé une analyse de la réduction de l’épaisseur de lubrifiant sur la
piste de roulement au cours des passages des corps roulants. La description mathématique de la
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réduction de l’épaisseur en fonction du nombre de passages les a conduits à la relation (5.5) entre
la quantité de lubrifiant à l’entrée et au centre du contact. Ils ont considéré que le lubrifiant
est éjecté exclusivement à l’entrée du contact. Comme le montre le paragraphe précédent, cette
hypothèse n’est valide que pour les contacts peu sous-alimentés.

L’éjection totale de lubrifiant au cours d’un passage de corps roulant est obtenue par la différence
entre l’épaisseur de lubrifiant à l’entrée et à la sortie du contact. Les paramètres r et R sont
donc adaptés à l’expression de la réduction globale de l’épaisseur de film (5.5) au cours d’un
passage.

Le paramètre adimensionné γ de résistance globale à l’éjection circonférentielle est alors défini
par la relation (5.38).

R =
r

γ
√
1 + rγ

(5.38)

Remarque : Comme la fonction (5.5), la fonction (5.38) admet les deux asymptotes sous et sur-
alimentées (respectivement R = r et R = 1).

5.4 Passages successifs

La durée de vie des roulements et des engrenages se compte en centaines de millions de tours,
lorsqu’ils sont utilisés dans des conditions courantes (ph ' 3.3G Pa). Un point situé sur la piste
de roulement d’une des surfaces verra passer des centaines de millions de contacts au cours de
la vie du mécanisme.

Comme le montre le paragraphe 5.3, au cours du passage d’un corps roulant sur la piste de
roulement, l’épaisseur de lubrifiant présente sur les surfaces décrôıt entre l’entrée et la sortie
du contact. Les forces de capillarité, de gravité ou d’accélération dues à d’éventuelles vibrations
du mécanisme sont négligées. Le profil de lubrifiant est donc figé entre deux passages d’un
corps roulant. En conséquence, l’épaisseur de film au point de la piste considéré est strictement
décroissante au cours des cycles. Dans cette section, ce problème est étudié numériquement au
cours des premiers cycles de fonctionnement. La simulation de la réduction des épaisseurs de film
au cours des cycles est réalisée par des calculs successifs avec le code de calcul EHD elliptique
sous-alimenté. Chaque contact est alimenté par le profil de lubrifiant Hoil,n(Xe, Y ) que le contact
précédent a laissé derrière lui Hoil,n−1(Xs, Y ). Si l’indice n désigne le numéro de passage d’un
corps roulant, alors le profil de lubrifiant imposé comme condition aux limites à l’entrée du
contact n est obtenu par la relation (5.39).

Hoil,n(Xe, Y ) = Hoil,n−1(Xs, Y ) (5.39)

Lors du premier passage (n = 1), le contact est lubrifié en conditions sur-alimentées ; l’épaisseur
de la couche de lubrifiant à l’entrée du contact est égale à la séparation entre les surfaces soit :
θ(Xe, Y ) = 1 ou Hoil,1(Xe, Y ) = H(Xe, Y ). L’épaisseur de film et la distribution du lubrifiant
sont calculées grâce au code de calcul EHD elliptique sous-alimenté. L’alimentation en lubrifiant
du contact suivant est donnée par la relation (5.39). L’utilisation du code de calcul et de la
relation (5.39) de manière récursive fournit l’évolution du profil de lubrifiant Hoil,n au cours des
passages du corps roulant.

Au cours des cycles, l’épaisseur du profil de lubrifiant qui alimente les contacts diminue significa-
tivement sur la piste de roulement (pour |Y | 6 1). D’autre part, la forme du profil de lubrifiant,
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qui après le premier passage évoque nettement la section de l’épaisseur de film d’un contact EHD
dans le plan (O, ~y, ~z), évolue vers la géométrie du contact de Hertz. Les profils de lubrifiant à la
sortie du contact Hoil,n(Xs, Y ) obtenus après n = 1, 2, 5, 10, 20, 50 passages sont présentés
sur la figure 5.19, pour les contacts D = 1, 0.1, M = 100, L = 20.
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Fig. 5.19 – Profil de lubrifiant à la sortie du contact Hoil,n après n = 1, 2, 5, 10, 20, 50 passages,
pour les contacts M = 100, L = 20, D = 1 (à gauche) et D = 0.1 (à droite).

Si le contact était alimenté par une épaisseur de lubrifiant constante et si la réduction de
l’épaisseur de film au cours d’un passage était constante sur la largeur de la piste de roule-
ment, alors le profil de lubrifiant observé à la sortie du contact serait plat. Le contact suivant
serait aussi alimenté par une couche de lubrifiant d’épaisseur constante. Dans de telles condi-
tions, la réduction de l’épaisseur de film au cours des cycles pourrait être prédite en utilisant la
suite numérique (5.40) définie par les fonctions (5.38) et (5.39).

rn+1 =
rn

γ
√

1 + rγn
(5.40)

La représentation graphique de la réduction des épaisseurs de film (5.40) au cours des passages
est donnée schématiquement sur la figure 5.20.
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Fig. 5.20 – Evolution schématique de l’épaisseur de la couche de lubrifiant sur la piste de rou-
lement au cours des cinq premiers passages du corps roulant.

La relation (5.41) entre les quantités de lubrifiant présentes à l’entrée du contact du passage
n et à l’entrée du passage n + i, avec i entier positif ou nul, est obtenue à partir de l’écriture
récursive de (5.40).
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rn+i =
rn

γ
√

1 + i rγn
(5.41)

Les termes de la suite numérique (5.40) peuvent donc être exprimés à partir de l’épaisseur de
film à la sortie du premier passage (R1) sous la forme (5.42).

r2+i =
r2

γ
√

1 + i rγ2
=

R1

γ
√

1 + i Rγ
1

(5.42)

Si, lors du premier passage, le contact est sur-alimenté, alors par définition, R1 vaut 1.

r2+i =
1

γ
√
1 + i

(5.43)

Cette expression conduit, pour un nombre de passages supérieur ou égal à deux, à la quantité

de lubrifiant rn à l’entrée du contact lors du nième passage.

rn =
1

γ
√
n− 1

(5.44)

Si la réduction de la quantité de lubrifiant à la sortie du contact R est étudiée, alors la relation
donnée par la suite (5.40) entre l’épaisseur de la couche de lubrifiant et le numéro du passage
prend la forme (5.45) dès le premier passage.

Rn = rn+1 = n−1/γ (5.45)

La figure 5.19 montre que le profil de lubrifiant varie peu au centre de la piste de roulement, au
voisinage de Y = 0. Ainsi, l’hypothèse de profil de lubrifiant uniforme qui permet d’établir la
relation (5.40) est considérée correcte en première approximation.

La figure 5.21 représente la réduction de l’épaisseur de la couche de lubrifiant sur la piste de
roulement prédite par la suite (5.39) au cours des n passages des corps roulants. La courbe en
trait continu est issue du calcul complet des passages successifs par le code EHD. La courbe en
trait pointillé est donnée par la formule (5.45). La valeur de γ = 4.9 est obtenue par une approxi-
mation de la courbe en trait continu calculée par le code EHD, par la méthode des moindres
carrés avec la fonction (5.45).
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Fig. 5.21 – Evolution de l’épaisseur de la couche d’alimentation en lubrifiant au centre de la
piste de roulement au cours des n passages (la courbe pointillée est obtenue d’après (5.45), la
courbe en trait continu est obtenue par le calcul numérique des valeurs de la suite (5.39)).
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5.5 Précision des résultats numériques

5.5.1 Influence du domaine de calcul Ω̄ sur l’épaisseur de film sur-alimentée

Dans un contact modèle sur-alimenté, le domaine en pression est “infini” et la pression tend vers
zéro, lorsque X ou Y tendent vers ±∞. Le système d’équations (3.51) à (3.54) qui modélise le
contact est résolu numériquement sur le domaine de calcul adimensionné Ω̄, dont la longueur et
la largeur sont finies.

La finesse du pas de maillage est imposée par la précision exigée sur le calcul des débits dans
le contact. Le nombre de points de calcul est égal au rapport des dimensions du domaine de
calcul et du pas de maillage. Le temps de calcul augmente presque linéairement avec le nombre
de points de calcul. Afin de réduire ce temps de calcul, il est souhaitable d’utiliser le plus petit
domaine de calcul possible.

Les conditions aux limites adoptées imposent une pression nulle sur les frontières du domaine.
La réduction du domaine de calcul concentre la pression. Le calcul du contact sur-alimenté cor-
respond donc à un contact où la position et la forme du ménisque d’entrée seraient imposées.
L’effet de la réduction du domaine de calcul est comparable à la sous-alimentation car il entrâıne
la réduction de l’épaisseur de film au centre du contact. Cette forme de sous-alimentation est
qualifiée par la suite de numérique. La taille du domaine de calcul influence la solution. Pour
augmenter la précision du calcul, il est donc souhaitable d’adopter le domaine de calcul le plus
grand possible.

Lorsque la taille du domaine de calcul augmente, la solution tend asymptotiquement vers la
solution correspondant à un domaine de calcul “infini”. Le tableau 5.2 contient le pourcentage
de différence entre l’épaisseur centrale de film calculée sur trois domaines Ω̄ de tailles différentes.
Il ressort de ce tableau que les contacts en régime iso-visqueux nécessitent un domaine de cal-
cul plus grand qu’en régime piezo-visqueux élastique pour atteindre la même précision. D’autre
part, en régime piezo-visqueux élastique, le gain de précision obtenu en effectuant le calcul sur
un domaine X ∈ [−9, 3]; Y ∈ [−6, 6] au lieu de X ∈ [−4.5, 1.5]; Y ∈ [−3, 3] est inférieur à 5%.

Les dimensions du domaine de calcul adoptées sont un compromis entre la précision exigée sur la
solution et le temps de calcul. En raison de ces résultats, les calculs sont effectués sur le domaine
Ω̄ X ∈ [−4.5, 1.5]; Y ∈ [−3, 3].

Remarques :
• Noutary et Lubrecht [70] ont proposé une solution analytique au problème de lubrification
sous-alimentée en contact hydrodynamique circulaire. Cette solution peut être utilisée pour
déterminer les dimensions du domaine de calcul à utiliser en contact hydrodynamique.
• Avec la modélisation adoptée, le problème du contact sous-alimenté est un problème à frontières
libres. Cela signifie que la position du ménisque dépend des conditions d’alimentation. Si la région
Ω̄2 du contact soumise à une pression positive est entièrement incluse dans le domaine de calcul
Ω̄, alors l’augmentation de la taille de Ω̄ ne modifie pas la solution (si le pas de discrétisation
est inchangé).

5.5.2 Finesse de la discrétisation

Les valeurs de γc en contact circulaire présentées dans le tableau 5.1 ont aussi été calculées par
Chevalier en 1996 [14]. Le tableau 5.3 compare :
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% différence sur Hc entre Ω̄ = % différence sur Hc entre Ω̄ =
X ∈ [−9, 3]; Y ∈ [−6, 6] X ∈ [−9, 3; Y ∈ [−6, 6]

et X ∈ [−4.5, 1.5]; Y ∈ [−3.0, 3.0] et X ∈ [−2.75, 1.25]; Y ∈ [−1.5, 1.5]
M \ L 2 5 10 20 2 5 10 20

10 1.1 2.1 3.3 4.6 3.4 5.1 8.9 14
30 1.1 2.0 2.5 2.8 0.6 1.8 3.7 6.8

D = 1.0 100 1.3 1.9 1.9 1.7 0.8 0.3 0.5 1.9
300 1.5 1.8 1.6 1.2 1.4 1.1 0.6 0.1
1000

10 0.7 2.2 2.7 4.9 3.3 1.8 12 19
30 0.7 0.8 1.3 2.3 2.3 3.6 6.1 10

D = 0.5 100 0.1 0.2 0.4 0.7 0.2 0.5 1.6 3.6
300 0.1 0.1 0.1 0.2 1.2 0.8 0.2 0.7
1000 0.0 0.1 0.1 0.9 0.5 0.1

10 14 9.7 1.5 0.1 22 14 6.9 19
30 1.1 2.1 2.8 4.4 4.4 8.0 11 16

D = 0.2 100 0.4 0.5 0.9 1.6 1.0 2.1 3.9 7.1
300 0.1 0.1 0.3 0.5 0.6 0.1 0.8 2.3
1000 0.0 0.1 0.1 0.1 1.4 1.0 0.5 0.1

10 29 26 20 9.4 43 37 28 25
30 1.4 0.2 4.0 6.4 5.3 6.1 15 21

D = 0.1 100 0.7 0.9 1.5 2.5 2.4 3.8 6.3 10
300 0.1 0.3 0.5 0.9 0.8 0.7 1.9 4.1
1000 0.0 0.1 0.1 0.2 1.2 0.8 0.2 0.7

10 40 38 34 26 58 54 48 40
30 5.6 2.3 0.2 7.1 12 7.6 11 25

D = 0.05 100 1.2 1.7 2.3 3.7 4.1 6.3 9.1 14
300 0.3 0.4 0.8 1.4 0.6 1.6 3.3 6.3
1000 0.1 0.1 0.2 0.4 0.9 0.4 0.3 1.6

Tab. 5.2 – Influence de la taille du domaine de calcul sur l’épaisseur centrale de film en
régime sur-alimenté (pourcentage de différence entre les calculs menés sur les domaines X ∈
[−9, 3]; Y ∈ [−6, 6] et X ∈ [−4.5, 1.5]; Y ∈ [−3, 3]).
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γc Chevalier γc (256 + 1)2 γc (512 + 1)2

M \ L 0 2 5 10 20 0 2 5 10 20 0 2 5 10 20

10 2.3 2.6 2.6 2.6 2.3 2.5 2.7 2.7 2.7 2.7 2.5 2.7 2.7 2.7 2.7

30 3.1 2.9 2.8 2.7 2.4 3.2 3.1 2.9 2.7 2.7 2.3 3.0 2.9 2.7 2.6

100 4.0 3.5 3.2 3.1 2.7 4.0 3.5 3.2 3.0 2.8 4.0 3.5 3.2 2.9 2.8

300 5.0 4.2 3.6 3.4 3.1 4.9 4.1 3.6 3.3 3.0 5.0 4.2 3.6 3.3 3.0

1000 6.4 5.9 4.2 3.9 3.4 4.9 4.2 3.7 3.4 5.0 4.2 3.7 3.4

Tab. 5.3 – Valeurs du paramètre γc obtenues par Chevalier [14] et par le calcul sur les niveaux
(256 + 1) ∗ (256 + 1) et (512 + 1) ∗ (512 + 1) en contact circulaire (D = 1).

% différence entre γc Chevalier % différence entre γc (256 + 1)2

et γc niveau (256 + 1)2 et γc (512 + 1)2

M \ L 0 2 5 10 20 0 2 5 10 20

10 8.7 5.1 4.8 2.3 14 0.4 0.4 0.4 0.0 0.4

30 1.9 4.9 2.4 1.1 9.4 0.6 0.3 0.3 0.4 0.4

100 0.8 0.6 0.6 4.7 3.2 1.2 0.3 0.0 0.7 0.4

300 2.5 2.4 8.6 4.0 2.6 1.6 1.4 0.0 0.0 0.3

1000 20 1.2 5.4 1.2 2.6 1.7 1.1 1.5

Tab. 5.4 – Pourcentage de différence entre les valeurs de γc obtenues par Chevalier [14] et celles
obtenues sur le niveau (256 + 1) ∗ (256 + 1). Pourcentage de différence entre les valeurs de γc
obtenues sur les niveaux (256 + 1) ∗ (256 + 1) et (512 + 1) ∗ (512 + 1).

• les valeurs de γc obtenues avec celles de Chevalier,
• les résultats obtenus sur les niveaux de discrétisation comportant (256+1)∗ (256+1) points et
(512+1) ∗ (512+1) points. Les valeurs de γc sont obtenues par approximation des trois couples
rc,Rc pour r = 0.5, 1.0 et 1.5.

Le pourcentage de différence entre les valeurs de γc est porté dans le tableau 5.4. La différence
entre les valeurs de γc calculées par Chevalier [14] et celles obtenues avec le code de calcul varie
entre 0.6 et 20%. Ces variations peuvent s’expliquer par l’utilisation de domaines de calcul Ω̄
différents. Dans ses calculs de γc, Chevalier [14] a utilisé des domaines dont les dimensions va-
rient de X ∈ [−1.5, 1.5] Y ∈ [−1.5, 1.5] à X ∈ [−4.5, 1.5] Y ∈ [−3, 3], alors qu’ici, tous les calculs
(hormis ceux destinés à étudier l’influence des dimensions de Ω̄) ont été réalisés sur le domaine
Ω̄ = X ∈ [−4.5, 1.5] Y ∈ [−3, 3].

Le pourcentage de variation de γc entre les valeurs calculées sur les niveaux (256+1)2 et (512+1)2

est inférieur à 2.6. Comme le montre le paragraphe suivant, la valeur de γc n’est pas unique pour
un contact donné. L’imprécision due à l’utilisation d’un γc unique est supérieure à celle due à
l’erreur de discrétisation. Ainsi, le nombre de points de discrétisation adopté est (256 + 1)2.

5.5.3 Analyse de la précision de γc et γ

Lors de son introduction dans les sections 5.2 et 5.3, le paramètre γ est présenté comme unique
pour un contact dont la charge, la vitesse, la géométrie, les matériaux et le lubrifiant sont fixés.
Ainsi, connaissant la valeur de γ, la réponse de ce contact à une sous-alimentation est entièrement
déterminée quelle que soit la quantité de lubrifiant r qui l’alimente.
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L’emploi du paramètre γ pour décrire la réponse d’un contact à une sous-alimentation n’est
qu’un modèle. Il permet seulement d’approcher le comportement réel. Les fonctions (5.5) et
(5.38) utilisées garantissent la convergence de l’épaisseur de film vers ses asymptotes (voir figure
5.3). Elles permettent aussi de décrire un comportement proche de celui obtenu numériquement
entre les asymptotes. Mais la manière dont les fonctions (5.5) et (5.38) tendent vers leurs asymp-
totes est délicate à observer. Du point de vue numérique comme du point de vue expérimental,
elle nécessite une précision très importante car les quantités mises en jeu pour sa détermination
(la différence entre le comportement réel et le comportement asymptotique) tendent vers zéro
lorsque la quantité de lubrifiant devient nulle ou infinie.

Pour décrire exactement le comportement d’un contact face à la sous-alimentation, autant de
valeurs de γ sont nécessaires que de couples r, R. Il serait aussi possible de décrire cette réponse
avec une fonction du type de (5.38) possédant autant de paramètres que de couples r, R. La
précision relative de l’équation (5.38) pour prédire l’épaisseur de film R en fonction de la quan-
tité de lubrifiant r et à partir d’une valeur de γ unique est assez élevée. Mais son utilisation
récursive, pour prédire la réduction de l’épaisseur de film après un grand nombre de passages,
contient un cumul d’erreurs sur l’éjection du lubrifiant.

D’autre part, l’erreur relative sur l’éjection du lubrifiant r − R est beaucoup plus importante
que l’erreur relative sur l’épaisseur de film R. Si l’erreur commise sur l’épaisseur de film R
est notée ∆R, alors l’erreur relative sur l’épaisseur de film vaut ∆R/R et l’erreur relative sur
l’éjection vaut ∆R/(r −R). La figure 5.22 montre l’évolution de l’erreur relative sur l’éjection
du lubrifiant en fonction de l’erreur relative sur l’épaisseur de film, de γ et de la quantité de
lubrifiant r. Le rapport de l’erreur relative sur l’éjection et de l’erreur relative sur l’épaisseur de
film crôıt lorsque la quantité de lubrifiant diminue ou lorsque γ augmente.
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Fig. 5.22 – Erreur relative sur l’éjection de lubrifiant ∆R/(r −R) en fonction de r pour γ = 3
sur le graphique de gauche et en fonction de γ pour ∆R/R = 0.01 sur le graphique de droite.

La sensibilité relative de l’épaisseur de film avec γ est mesurée par la fonction ∂R/(R∂γ)
représentée en figure 5.23. Cette sensibilité atteint un maximum lorsque r = 1. Lorsque γ
est calculé par la méthode des moindres carrés par approximation des couples de valeurs (r,R),
le poids, dans l’approximation, des couples dont la quantité de lubrifiant r est proche de 1 est
donc plus important.

Pour traduire finement le débit d’éjection en fonction de la quantité de lubrifiant à partir du
paramètre γ, il est nécessaire de calculer la valeur de γ exclusivement avec des couples de valeurs

85



0.01

0.1

1

0.01 0.1 1 10 100

PSfrag replacements

r

∂
R
/(
R
∂
γ
)

γ = 2
γ = 3
γ = 5

Fig. 5.23 – Sensibilité relative des variations de R par rapport aux variations de γ en fonction
de r.

(r,R) situés au voisinage de la quantité de lubrifiant étudiée. Lors du calcul de γ, les couples
(r,R) pour lesquels | ln(r − 1)| est le plus petit dominent le comportement de γ. Si la quantité
de lubrifiant r étudiée ne possède pas la plus petite valeur | ln(r − 1)|, la valeur de γ calculée
sera représentative des couples de points dont le poids est plus important dans l’approximation
des moindres carrés (voir figure 5.23).

La variation de γ avec la quantité de lubrifiant est illustrée par la courbe issue du calcul
numérique complet sur la figure 5.21. Si la valeur de γ était unique pour un contact, conformément
à l’hypothèse émise pour calculer la courbe en trait discontinu, la courbe de réduction d’épaisseur
de film serait une droite de pente −1/γ. Or la courbe continue présente une pente non constante
(ce n’est pas une droite). L’hypothèse d’une valeur unique de γ pour un contact donné n’est
donc pas exacte.

La pente, qui est négative, décrôıt lorsque le nombre de passages augmente. Cela signifie que
la valeur de γ décrôıt lorsque le nombre de cycles augmente. Du point de vue du mécanisme
de sous-alimentation, ce phénomène se traduit, lors de la réduction de l’alimentation, par l’aug-
mentation de la quantité d’éjection latérale de lubrifiant par rapport à l’éjection prédite par une
valeur de γ unique, évaluée avec une quantité de lubrifiant r proche de 1.

La réduction de γ avec la quantité de lubrifiant est aussi observée si le calcul de γ est effectué
numériquement par l’approximation de couples (r,R) avec r de plus en plus petit. La figure 5.24
montre l’évolution des valeurs de γ lorsqu’elles sont calculées avec une alimentation en lubrifiant
de r = 0.1, 0.3 et 1.

La tendance globale montre la réduction de γ avec la quantité de lubrifiant. Ce comportement
est observé par les deux méthodes d’évaluation numérique de γ. Il est visible sur la figure 5.24 et
sur la figure 5.21 par la variation de la pente −1/γ de la courbe R(n). Il est aussi observé lorsque
γ est déduit des courbes expérimentales (voir figure 5.38) de réduction d’épaisseur de film R(n).
La réduction de γ avec la quantité de lubrifiant n’est donc pas un artéfact numérique. L’origine
physique de cette réduction de γ est contenue dans le modèle de lubrification sous-alimentée
présenté dans le chapitre 3.

Remarque :
La réduction du paramètre γ avec la quantité de lubrifiant dépend du débit d’éjection global
dans le tube circonférentiel. Du fait que la discrétisation adoptée est un peu trop grossière pour
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Fig. 5.24 – γ en fonction de
√

M/L pour différentes ellipticités : D =
0.05, 0.10 , 0.20 , 0.50 , 1.00 , l’approximation par la méthode des moindres carrés porte
sur le point r = 0.1 à gauche, r = 0.3 au centre, r = 1 à droite.

les faibles quantités de lubrifiant, le débit est surévalué en certains points du tube alors qu’il
est sous-évalué en d’autres. La pente de la courbe γ = f(

√

M/L) n’apparâıt pas monotone avec
les variations de l’ellipticité sur la figure 5.24 pour les contacts faiblement alimentés (r = 0.1
et r = 0.3). Cela s’explique, lorsque r diminue, par un accroissement de la précision numérique
requise dans le calcul de R, nécessaire à l’évaluation de γ. En effet, la sensibilité ∆γ/∆R de γ
avec R tend vers l’infini lorsque r tend vers zéro. Le pas de discrétisation adopté devient alors
trop grand pour représenter fidèlement les mécanismes intervenant dans la couche limite des
contacts sévèrement sous-alimentés.

5.6 Sensibilité à la sous-alimentation locale

Dans les calculs d’épaisseur de film menés en sections 5.2 et 5.3, les contacts sont alimentés par un
profil de lubrifiant d’épaisseur constante Hoil(Xe, Y ) = cte, indépendant de la position Y . Dans
une configuration réelle, l’alimentation en lubrifiant des contacts ne s’effectue pas nécessairement
par une épaisseur de film constante.

Sous l’effet :
• d’une dynamique particulière
• ou sous l’influence de perturbations d’origines diverses telles que celle de la cage qui sépare les
corps roulants d’un roulement
• ou simplement à cause du passage des éléments roulants
• ou pour une raison propre au mécanisme étudié,
le profil de lubrifiant peut être perturbé localement. Il est alors décrit par une fonctionHoil(Xe, Y ) =
f(Y ).

Des conditions de sous-alimentation locale peuvent être observées expérimentalement comme
c’est le cas sur la photo interférométrique de la figure 5.25. Sur cette figure, la partie haute de
la région de Hertz subit une sous-alimentation beaucoup moins sévère que la partie basse (de
couleur plus sombre et plus uniforme).

L’étude de la sensibilité des contacts EHD elliptiques à une sous-alimentation locale est menée,
dans cette section, du point de vue numérique. L’analyse des résultats repose sur l’utilisation de
la couche limite présentée en 5.3.2, dans laquelle des débits circonférentiels ont lieu. Ces débits
peuvent entrâıner ou non la redistribution du lubrifiant dans le contact. La faculté qu’a un
contact de redistribuer le lubrifiant présent en grande quantité dans certaines zones, alors qu’il
fait défaut dans d’autres régions voisines, est désignée par le couplage C. Ce couplage traduit
l’influence réciproque de la lubrification en deux points situés à deux positions Y distinctes. Le
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Fig. 5.25 – Image interférométrique d’un contact elliptique sous-alimenté localement, à droite :
profil schématique d’alimentation.

couplage C est un paramètre adimensionné créé à partir des grandeurs physiques significatives
du problème de sous-alimentation locale.

5.6.1 Conditions d’alimentation

Afin de conserver les notations utilisées précédemment, la quantité moyenne de lubrifiant sur
le profil est désignée par rcρ̄cffHcff . La forme arbitraire du profil de lubrifiant imposée pour
étudier la sous-alimentation locale est sinusöıdale, d’amplitude rcρ̄cffHcff et de longueur d’onde
λoil. Si la longueur d’onde adimensionnée des oscillations du profil de lubrifiant est définie par
λ̄oil = λoil/b, alors le profil de lubrifiant à l’entrée du contact est décrit par l’équation (5.46).

Hoil(Xe, Y ) = rcρ̄cffHcff

[

1 + cos

(

2πY

λ̄oil

)]

(5.46)

Le rapport entre l’amplitude Ae de l’oscillation du profil à l’entrée du contact et l’amplitude As

à la sortie est étudié. L’amplitude est définie comme la moitié de la différence entre le maximum
et le minimum de l’épaisseur adimensionnée de lubrifiant Hoil, sur la largeur |Y | 6 1.2λ̄oil.

Ae =
1

2

[

max
|Y |61.2λ̄oil

Hoil(Xe, Y )− min
|Y |61.2λ̄oil

Hoil(Xe, Y )

]

(5.47)

As =
1

2

[

max
|Y |61.2λ̄oil

Hoil(Xs, Y )− min
|Y |61.2λ̄oil

Hoil(Xs, Y )

]

(5.48)

La figure 5.26 présente un exemple de profil de lubrifiant calculé à l’entréeHoil(Xe, Y )/rcρ̄cffHcff

et à la sortie du contactHoil(Xs, Y )/rcρ̄cffHcff , adimensionné par rapport à la quantité moyenne
de lubrifiant.

Cette figure met en évidence la redistribution du lubrifiant dans le contact. Le déplacement du
lubrifiant est particulièrement visible aux points où Y = iλ̄oil/2 (avec i entier). La comparaison
des profils à l’entrée et à la sortie du contact montre un déplacement du lubrifiant des zones
les mieux lubrifiées (Y = iλ̄oil) vers les zones initialement non lubrifiées (Y = (i + 1/2)λ̄oil).
Néanmoins, le profil de lubrifiant observé à la sortie du contact, sur la piste de roulement, n’est
pas complètement lisse. Les oscillations imposées sur le profil à l’entrée du contact sont atténuées
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Fig. 5.26 – Profil de lubrifiant dans la direction ~y, adimensionné par la quantité moyenne de
lubrifiant à l’entrée du contact (courbe en trait pointillé) et à la sortie (courbe en trait continu)
pour le contact D = 0.2, M = 300, L = 5, rc = 0.5, λ̄oil = 0.2.

par le passage du corps roulant mais elles persistent. Sur la figure 5.26, l’amplitude des oscilla-
tions est réduite à As/Ae = 25% de sa valeur initiale.

La réduction As/Ae de l’amplitude des oscillations entre l’entrée et la sortie du contact est
différente, lorsque rc et/ou λoil varient. Le rapport As/Ae évolue entre 0 et 1.

Lorsque As/Ae est proche de 1, le profil de lubrifiant est très peu modifié ; la redistribution est
alors presque inexistante. Cela signifie que les vagues de lubrifiant ont déformé élastiquement
les surfaces. Ce phénomène est visible sur le graphique de gauche de la figure 5.27. Au contraire,
lorsque As/Ae = 0, le profil de lubrifiant est complètement écrasé par les surfaces qui, en redis-
tribuant le lubrifiant, lui imposent une forme lisse (sans oscillation).

La longueur d’onde λ̄oil du profil de lubrifiant et la quantité moyenne de lubrifiant rc influencent
la réponse du contact à la sous-alimentation locale. Les graphiques de la figure 5.27 sont obtenus
en variant l’une de ces deux grandeurs par rapport à la figure 5.26, toute chose restant égale par
ailleurs.

• Le graphique de gauche résulte d’une alimentation en lubrifiant plus faible que pour la figure
5.26 (rc = 0.1 au lieu de rc = 0.5). La longueur de la couche limite est donc plus petite et la
redistribution du lubrifiant moins importante. L’amplitude des oscillations à la sortie du contact
semble identique à celle à l’entrée du contact. Le rapport As/Ae est alors de 100% au lieu de
25% sur la figure 5.26.
• Le graphique de droite de la figure 5.27 est obtenu en alimentant le contact de la figure 5.26
avec un profil de lubrifiant dont la longueur d’onde est différente (λ̄oil = 0.5 au lieu de λ̄oil = 0.2).
La distance parcourue par le lubrifiant pour être redistribué est alors plus grande et la redistri-
bution plus faible. Le rapport As/Ae est de 90% au lieu de 25% sur la figure 5.26.

La figure 5.28 présente la réduction de l’amplitude des oscillations du profil de lubrifiant entre
l’entrée et la sortie du contact en fonction de la longueur d’entrée sur-alimentée adimensionnée
S̄ff =

√

L/M .

Les calculs ont été menés pour les conditions suivantes :
• rc = 0.1, 0.3, 0.5
• λ̄oil = 0.1, 0.2, 0.5
• M = 10, 30, 100, 300, 1000
• L = 2, 5, 10, 20
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Fig. 5.27 – Profil de lubrifiant adimensionné Hoil/rcρ̄cHcff à l’entrée du contact (courbe en
pointillés) et à la sortie (courbe continue) pour le contact D = 0.2, M = 300, L = 5, λ̄oil = 0.2.
Graphique de gauche rc = 0.1, λ̄oil = 0.2, graphique de droite rc = 0.5, λ̄oil = 0.5.

• D = 0.05, 0.1, 0.2, 0.5, 1.0

Remarque : Certaines conditions parmi les 900 calculées n’ont pas convergé. Les valeurs de
As/Ae correspondantes n’apparaissent pas sur la figure 5.28.
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Fig. 5.28 – Rapport entre l’amplitude des oscillations du profil de lubrifiant à l’entrée et à la
sortie du contact en fonction de

√

L/M .

La redistribution du lubrifiant qui entrâıne la réduction de l’amplitude des oscillations du profil
est due aux gradients de pression qui déplacent le lubrifiant dans la direction ~y.

• Si le contact est alimenté par une quantité importante de lubrifiant, alors le phénomène
d’écrasement du profil intervient en amont de la couche limite sur-alimentée qui entoure le
contact de Hertz. L’écrasement du profil de lubrifiant a donc lieu dans une région où l’épaisseur
est relativement importante et où la viscosité est faible (du fait de la faible pression). Il entrâıne
une redistribution du lubrifiant sans générer une pression significative qui pourrait déformer les
surfaces. La redistribution s’opère alors avant l’entrée dans la couche limite et le film généré
par une quantité de lubrifiant conséquente sur toute la largeur du contact est proche du film
sur-alimenté. Le couplage C est alors élevé. L’amplitude des oscillations du profil de lubrifiant
imposé à l’entrée du contact est atténuée dans des proportions très importantes.

• Si, au contraire, le contact est faiblement lubrifié, l’écrasement du profil de lubrifiant a lieu
dans la couche limite à l’entrée du contact. La redistribution de lubrifiant sera alors seulement
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partielle, à cause de l’augmentation soudaine de la viscosité avec la pression. L’augmentation de
la viscosité va “figer” le profil de lubrifiant qui va entrâıner la déformation élastique des surfaces.
Le couplage C est alors faible et l’amplitude des oscillations du profil est peu atténuée. Cela
signifie qu’aux points du profil Y = iλ̄oil/2, les niveaux de sous-alimentation sont peu couplés
ou partiellement indépendants.

Afin de pouvoir prédire le couplage entre la lubrification des différents points du profil, il est
nécessaire de déterminer l’évolution de la position du ménisque et de la longueur d’entrée en
contact sous-alimenté, avec la quantité de lubrifiant. Ces deux données permettent d’évaluer
la mobilité du lubrifiant dans le tube d’écoulement circonférentiel. Ce problème est abordé
numériquement dans le paragraphe suivant.

Remarques :
• Les points voisins des bords de la piste de roulement (|Y | ' 1) traversent le contact sans entrer
dans la zone où règne une viscosité élevée. Ils restent plus longtemps dans la couche limite que
les points situés au centre de la piste de roulement et ils sont exposés à un gradient de pression
plus important dans la direction ~y. La redistribution est donc accentuée dans cette région. Ce
phénomène est clairement visible sur le graphique de droite de la figure 5.27 où la forme du
maximum local au voisinage de |Y | = 1 subit une redistribution plus importante que celle ob-
servée au centre de la piste de roulement. Cette redistribution accentuée est aussi visible sur la
figure 5.26 où la réduction de l’amplitude des oscillations est plus importante au voisinage de
|Y | = 1.
• D’autre part, l’écoulement du lubrifiant dans le tube circonférentiel vers les frontières ±Y0
du domaine de calcul est visible sur la figure 5.26. Il se manifeste entre l’entrée et la sortie
du contact, par un décalage des maximums et minimums locaux du profil de lubrifiant. Les
extrémums locaux situés en Y = iλ̄oil/2 à l’entrée du contact se trouvent en Y = iλ̄oil/2 + ε à
la sortie du contact. Ce décalage est particulièrement visible en Y = ±0.9 (voir détail présenté
en figure 5.29).
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Fig. 5.29 – Mise en évidence du débit d’éjection à partir du profil sinusöıdal. Le détail de la
redistribution du lubrifiant de la figure 5.26 au voisinage de Y = 0.9 illustre le déplacement des
extrémums locaux vers les côtés de la piste de roulement.

Les débits latéraux responsables de la redistribution du lubrifiant apparaissent principalement
à l’entrée du contact, lorsqu’ils sont importants. De même que pour le débit d’éjection, lorsque
le débit de redistribution est négligeable, il a lieu pour moitié à l’entrée du contact et pour la
seconde moitié à la sortie du contact.
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La mobilité du lubrifiant dans le tube circonférentiel dépend de la longueur de l’entrée S du
contact, par rapport à la longueur de la couche limite sur-alimentée Sff présentée dans l’étude
du débit d’éjection. Si la longueur d’entrée S est importante, la région de faible pression (et de
faible viscosité) s’étend loin en amont de la zone de Hertz. Le convergent écrase alors les vagues
de lubrifiant avant l’entrée dans la couche limite. Cela correspond à un déplacement du lubrifiant
d’un maximum local des oscillations vers les deux minimums locaux voisins. Au contraire, si la
longueur d’entrée S est très petite, la viscosité crôıt très rapidement entre le ménisque d’entrée
et la frontière de Hertz. Ce sont alors les vagues de lubrifiant qui se “figent” et qui traversent le
contact en déformant les surfaces. Les oscillations du profil de lubrifiant sont alors retrouvées à
la sortie du contact.

Si le couplage C désigne l’influence de la lubrification d’un maximum local sur la lubrification
des deux minimums locaux les plus proches, alors le couplage augmente lorsque la longueur
d’entrée augmente.

La longueur d’entrée S en contact sous-alimenté évolue avec les paramètres
√

L/M , de la même
manière que la longueur de la couche limite en contact sur-alimenté. Dans ces deux cas, l’aug-
mentation de la vitesse entrâıne la réduction de M et l’augmentation de L ainsi que du terme
um∂h/∂x de l’équation de Reynolds. Cette augmentation a pour conséquence la génération
anticipée (dans la direction ~x) de la pression de Poiseuille. La génération de pression débute
donc plus en amont du contact sur-alimenté et elle déplace le ménisque d’entrée vers l’amont
du contact sous-alimenté. Pour un contact sous-alimenté comme pour un contact sur-alimenté,
l’augmentation de

√

L/M se traduit donc par l’augmentation de la longueur de la couche limite
dans laquelle le débit latéral concurrence le débit générateur de film.

La figure 5.30 montre l’évolution de la longueur d’entrée S̄ calculée entre le ménisque d’entrée
et la frontière de Hertz pour un contact alimenté par la quantité de lubrifiant rc = 0.2. Les
résultats sont présentés en fonction de S̄ff =

√

L/M . La relation entre S̄ et S̄ff semble linéaire.

Remarque :
L’incertitude sur S̄ est égale au pas de la grille de calcul, car la longueur d’entrée est égale à la
distance entre le premier point de pression positive et la frontière de Hertz, en parcourant l’axe
(O, ~x) dans le sens croissant. La dispersion de S̄ visible sur la figure 5.30 est égale au pas de la
grille de calcul hx = hy = 0.0117.
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Fig. 5.30 – Evolution de la longueur d’entrée adimensionnée S̄ avec la longueur d’entrée sur-
alimentée adimensionnée S̄ff =

√

L/M pour les contacts circulaires D = 1, alimentés par la
quantité de lubrifiant rc = 0.2
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Pour un contact donné, la longueur d’entrée évolue aussi avec la quantité de lubrifiant qui l’ali-
mente. La figure 5.31 montre que la relation qui lie la longueur d’entrée adimensionnée S̄ à la
quantité de lubrifiant rc qui alimente le contact semble proche d’une relation linéaire.
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Fig. 5.31 – Evolution de la longueur d’entrée adimensionnée S̄ avec rc pour le contact D =
1, M = 30, L = 20.

Si les relations qui lient S̄ à rc et à
√

L/M sont considérées comme linéaires, alors S̄ crôıt avec
rc
√

L/M . La figure 5.32 représente l’évolution de la longueur d’entrée adimensionnée S̄ avec
rc
√

L/M obtenue par le calcul pour le contact circulaire.
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Fig. 5.32 – Evolution de la longueur d’entrée adimensionnée S̄ avec rc
√

L/M pour les conditions
de fonctionnement suivantes : D = 1, rc = 0.1, 0.3, 0.5, M = 10, 30, 100, 300, 1000 et L =
2, 5, 10, 20.

Le couplage dans la direction ~y augmente avec le débit latéral qui évolue comme la longueur
d’entrée. D’autre part, pour une mobilité de lubrifiant donnée ou pour une longueur d’entrée
donnée, plus la distance à parcourir est importante pour qu’il se déplace d’une région fortement
lubrifiée à une région faiblement lubrifiée, plus le gradient de pression est faible. La redistribution
et le couplage diminuent donc, lorsque la longueur d’onde du profil de lubrifiant λoil augmente.
Ainsi la forme proposée pour le couplage C est la suivante :

C =
S

λoil
∝ arc

√

L

M

1

bλ̄oil
=
rcκ

λ̄oil

√

L

M
(5.49)

La figure 5.33 présente la réduction de l’amplitude des oscillations du lubrifiant entre l’entrée
et la sortie du contact en fonction du paramètre de couplage adimensionné C. Les points qui
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forment un nuage sur la figure 5.28 sont regroupés sur la figure 5.33 dans une enveloppe relative-
ment étroite, lorsque le rapport As/Ae est exprimé en fonction de C. Le paramètre C représente
donc bien l’aptitude d’un contact à lisser un profil de lubrifiant d’épaisseur moyenne rc et dont
la longueur d’onde adimensionnée des oscillations est λ̄oil.
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Fig. 5.33 – Rapport entre l’amplitude des oscillations du profil de lubrifiant à l’entrée et à la
sortie du contact en fonction du paramètre de couplage C.

5.6.2 Conclusion sur la sous-alimentation locale

Du point de vue quantitatif, il apparâıt au travers de ces résultats numériques que le profil
sinusöıdal de lubrifiant disposé à l’entrée d’un contact en ressort presque intact si C 6 0.01,
puisque son amplitude est réduite de moins de 0.5%. Au contraire, lorsque C > 1, le profil de
lubrifiant est modifié de manière très importante et son amplitude est réduite de plus de 99.5%.

Lorsque le rapport des amplitudes des oscillations du profil de lubrifiant entre l’entrée et la
sortie du contact est représenté en fonction du paramètre adimensionné C, toutes les valeurs
de As/Ae calculées se trouvent sur une courbe unique. Le paramètre C traduit donc bien le
couplage de la lubrification entre des points du profil distants l’un de l’autre dans la direction
Y . Il quantifie aussi l’aptitude d’un contact à redistribuer le lubrifiant d’un point vers l’autre en
cas de variation des conditions d’alimentation entre ces deux points.

La connaissance du couplage C permet de prédire si la sous-alimentation locale d’un mécanisme
va être “amortie” rapidement ou si elle va persister pendant un grand nombre de cycles.

D’autre part, la longueur d’entrée adimensionnée S̄ff ainsi que le modèle d’éjection circonfér-
entielle développés en 5.3 sont utilisés dans l’analyse qui conduit à la création du paramètre C.
Le fait que le couplage C gouverne la redistribution de lubrifiant confirme, malgré sa simplicité,
l’intérêt que présente le modèle d’éjection circonférentielle de lubrifiant couplé avec la longueur
adimensionnée de la couche limite S̄ et S̄ff .

5.7 Comparaison des résultats numériques et expérimentaux

Dans ce chapitre, le paramètre γ est utilisé afin de caractériser la réponse des contacts elliptiques
en termes d’épaisseur de film à une sous-alimentation en lubrifiant plus ou moins sévère.
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J’ai effectué des mesures d’épaisseur de film au centre du contact sur le dispositif présenté dans
l’annexe A. En se plaçant dans des conditions expérimentales où le débit de réalimentation de
la piste de roulement peut être négligé, l’observation de la réduction de l’épaisseur de film au
cours des cycles permet l’évaluation du paramètre γ.

Dans cette section, les valeurs de γ obtenues numériquement sont comparées aux valeurs évaluées
expérimentalement.

5.7.1 Comparaison des valeurs de γ

La réduction de l’épaisseur de film au centre du contact au cours des n passages des corps rou-
lants est mesurée expérimentalement. Cette mesure fournit la courbe Rc = f(n) présentée à
titre d’exemple sur la figure 5.34. L’approximation de la réduction de l’épaisseur de film Rc(n)
mesurée par l’équation (5.45) Rn = n−1/γ détermine la valeur expérimentale de γ. Le principe
est identique à l’évaluation de γ à partir du calcul numérique complet des passages successifs
(voir figure 5.21).
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Fig. 5.34 – Courbe expérimentale de la réduction de l’épaisseur de film au cours des cycles pour
le contact circulaire (D = 1, M = 67, L = 7).

Les valeurs de γ obtenues expérimentalement sont portées sur la figure 5.35 en fonction de
√

M/L pour un contact circulaire et un contact elliptique. Les variations de γ sont en accord
avec les observations numériques. La valeur de γ crôıt avec l’inverse de la longueur d’entrée S̄ff
et avec l’ellipticité (lorsque D diminue). D’autre part, pour chacune des géométries (circulaire
et elliptique), la courbe formée par les valeurs de γ en fonction de S̄ff peut être assimilée à une
droite.

La figure 5.36 présente les valeurs de γ obtenues par les différentes méthodes numériques et
expérimentale pour le contact circulaire et pour un contact elliptique. Les droites représentent
les valeurs de γ calculées numériquement par la fonction (5.38), pour les conditions d’alimenta-
tion en lubrifiant r ' 0.2 et r ' 1. Les points schématisés par des symboles ouverts sont issus
du calcul numérique complet par passages successifs en utilisant différentes régions de la courbe
R = f(n). Enfin, les ronds pleins représentent les valeurs de γ mesurées au cours des premiers
passages sur la courbe expérimentale de réduction d’épaisseur de film R = f(n). Les courbes
R(n) expérimentales utilisées pour calculer γ sont présentées en figure 5.37.
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Fig. 5.35 – γ évalué expérimentalement en fonction de
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M/L, pour le contact circulaire (D = 1)
et elliptique (D = 0.136).
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n=1 à 50

n=45 à 50
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numériques.
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Fig. 5.37 – Réduction expérimentale de l’épaisseur de film en contact circulaire (D = 1) à gauche
et en contact elliptique (D = 0.136) à droite.

5.7.2 Comparaison de la réduction des épaisseurs de film

Au cours des 100 à 3000 premiers passages, l’épaisseur de la couche de lubrifiant sur la piste de
roulement du dispositif expérimental atteint rapidement une valeur de l’ordre de r = 0.2. Pour
cette raison, les décroissances de film de lubrifiant mesurées expérimentalement au cours des 100
à 3000 premiers passages sont comparées aux décroissances de film de lubrifiant prédites par les
valeurs de γ calculées numériquement à partir de couples (r,R) avec r = 0.2.
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La décroissance de film expérimentale et numérique est présentée sur la figure 5.38 pour des
conditions où les valeurs de γ expérimentales et numériques sont les plus proches.
• Pour le contact circulaire, la meilleure corrélation entre les valeurs expérimentales et numériques
de γ est obtenue pour

√

M/L = 2.46.
• Pour le contact elliptique, elle est obtenue pour

√

M/L = 2.84 (voir figure 5.36).
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Fig. 5.38 – Réduction de l’épaisseur de film en contact circulaire (D = 1, um = 95mms−1) à
gauche et en contact elliptique (D = 0.136, um = 40mms−1) à droite.

Au contraire, sur la figure 5.39, la décroissance de film expérimentale et numérique est présentée
pour les conditions où les valeurs de γ expérimentales et numériques sont les plus différentes.

Elles correspondent à :
•
√

M/L = 0.85 pour le contact circulaire,
•
√

M/L = 1.00 pour le contact elliptique (voir figure 5.36).
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Fig. 5.39 – Réduction de l’épaisseur de film en contact circulaire (D = 1, um = 800mms−1) à
gauche et en contact elliptique (D = 0.136, um = 321mms−1) à droite.

Remarque :
Sur les figures 5.38 et 5.39, les courbes expérimentales Rc = f(n) représentées sur des échelles lo-
garithmiques apparaissent parallèles aux courbes théoriques mais non confondues. Les épaisseurs
expérimentales semblent légèrement plus faibles que les épaisseurs théoriques. Le paragraphe
A.2.4 explique ce phénomène en analysant l’influence sur la fonction R(n) de la différence entre
la longueur de piste de roulement de la bille et celle du disque. Il montre aussi que le cal-
cul expérimental de γ consiste à approcher les courbes Rc(n) par la fonction cte ∗ n−1/γ et
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non par n−1/γ comme le suggère l’équation (5.45). Ainsi, en utilisant les échelles logarithmiques,
deux courbes Rc = f(n) parallèles et non confondues sont caractérisées par la même valeur de γ.

Les figures 5.38 et 5.39 illustrent la qualité de la prédiction de la réduction de l’épaisseur de film
à partir d’une valeur de γ.

5.8 Conclusion

L’alimentation en lubrifiant désigne la quantité de lubrifiant et sa répartition à l’entrée d’un
contact sous-alimenté. Ce chapitre est consacré à l’étude de l’influence de l’alimentation sur
l’épaisseur de film dans les contacts elliptiques fonctionnant en régime piezo-visqueux élastique.

Les paramètres γc et γ sont utilisés pour quantifier l’influence de la quantité de lubrifiant sur
l’épaisseur de film dans le contact. Les effets de l’alimentation sur l’épaisseur de film sont ana-
lysés grâce à l’étude des débits de Couette et de Poiseuille. L’utilisation de la théorie de Grübin,
modifiée pour prendre en compte la sous-alimentation, permet d’identifier une longueur d’entrée
adimensionnée S̄ff , caractéristique du problème d’éjection de lubrifiant. Cette longueur gou-
verne la compétition entre les débits de Couette et de Poiseuille, ainsi que le comportement des
paramètres γc et γ.

Le paramètre γ permet de prédire la diminution de l’épaisseur de film R(n) au cours des cycles
n, lorsque le contact fonctionne en l’absence de réalimentation. Les prédictions de réduction
d’épaisseur de film d’après les valeurs de γ calculées numériquement sont comparées aux résultats
expérimentaux. Les figures 5.38 et 5.39 montrent une bonne corrélation entre théorie et expérience.

Dans certaines conditions, la répartition du lubrifiant sur les surfaces peut conduire à la sous-
alimentation locale d’un contact. La persistance de cette sous-alimentation à un grand nombre
de cycles est quantifiée par le couplage adimensionné C de la lubrification. Ce couplage dépend
de la longueur d’entrée adimensionnée S̄ et de la longueur d’onde caractéristique de la sous-
alimentation locale.

La longueur d’entrée sur-alimentée adimensionnée S̄ff =
√

M/L, associée à la quantité de lu-
brifiant et à la longueur d’onde du profil, détermine si la géométrie des oscillations imposées au
profil de lubrifiant qui alimente le contact va déformer les corps roulants ou si, au contraire, les
solides vont écraser et redistribuer le lubrifiant.

La longueur d’entrée S̄ff qui gouverne cette compétition entre élasticité et viscosité a aussi été
identifiée par Hooke et Venner [44] en 2000, lorsqu’ils étudiaient la réduction de l’amplitude
des rugosités des surfaces dans un contact EHD sur-alimenté. Dans ce problème, les oscillations
sont imposées aux surfaces des solides et non au lubrifiant. Si les débits qui expulsent le lubri-
fiant sous l’effet des gradients de pression pour permettre à une aspérité de traverser le contact
sont nuls, alors cette aspérité se déforme et son amplitude est réduite. Les phénomènes phy-
siques qui régissent la réduction d’amplitude des rugosités longitudinales sont identiques à ceux
qui interviennent dans la redistribution du lubrifiant dans les contacts localement sous-alimentés.
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Conclusion générale

La sous-alimentation en lubrifiant dans les contacts EHD elliptiques peut provoquer la dégradation
anticipée des surfaces. L’endommagement de l’état de surface des pièces en contact évolue sou-
vent vers la propagation rapide de fissures qui, à terme, empêchent le fonctionnement correct
du mécanisme et aboutissent parfois à sa destruction. La sous-alimentation en lubrifiant se ma-
nifeste principalement par :
• la réduction de l’épaisseur de film de lubrifiant dans le contact,
• l’évolution du champ de pression et de déformation élastique des surfaces vers le champ de
pression de Hertz.

Les contacts des mécanismes industriels lubrifiés par un fluide de faible mobilité ou de forte visco-
sité ainsi que ceux qui sont faiblement alimentés en lubrifiant sont sujets à la sous-alimentation.
Le débit de réalimentation des contacts fonctionnant à haute vitesse est souvent insuffisant. La
lubrification des mécanismes à haute vitesse est donc fréquemment sous-alimentée.

Le contact EHD comporte des régions où les gradients de pression, d’épaisseur de film et de
déformation élastique sont très importants. Dans ces régions, pour être précise, la solution
numérique des équations nécessite une discrétisation fine du domaine de calcul. Etant donnés les
fortes non-linéarités du problème EHD et le grand nombre de points de discrétisation, un code
de calcul en contact elliptique sous-alimenté a été développé. Il utilise les techniques multigrilles
et “Multi-Level Multi-Integral”, afin de réduire le temps de calcul. La relaxation par ligne a été
implémentée afin d’accrôıtre la stabilité du processus de résolution.

Les matériaux des corps en contact, les propriétés du lubrifiant, la géométrie des surfaces, la
charge appliquée au contact et la vitesse des surfaces sont des données du problème. Ces pa-
ramètres de fonctionnement sont traduits par les nombres de Moes adimensionnés M et L. La
quantité et la répartition du lubrifiant qui adhère aux surfaces mobiles jouent un rôle déterminant
sur l’épaisseur et la forme du film dans le contact. La distribution du lubrifiant dans la direction
perpendiculaire au roulement hoil(y) est un paramètre d’entrée du modèle utilisé pour décrire le
contact sous-alimenté. La position du ménisque d’entrée où le film de lubrifiant se forme étant
inconnue a priori, une modélisation à frontières libres est adoptée. Les équations du modèle
traduisent :
• la conservation du débit massique dans l’écoulement (en prenant en compte les propriétés de
piezo-viscosité et de compressibilité du lubrifiant),
• l’équilibre entre l’effort appliqué sur le contact et l’intégrale de la pression dans le contact,
• l’élasticité des corps en contact.

Le code de calcul développé est utilisé pour évaluer l’épaisseur de film dans les contacts EHD
elliptiques. Les épaisseurs de film, calculées en fonction de l’alimentation en lubrifiant, sont ap-
prochées par la méthode des moindres carrés afin de déterminer un paramètre adimensionné γ
qui traduit la réponse d’un contact à la sous-alimentation.
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Un modèle analytique décrit le mécanisme physique qui provoque l’éjection du lubrifiant vers la
périphérie du contact. La distribution de pression, d’épaisseur de film et la loi de piezo-viscosité
imposent à l’éjection de siéger uniquement en dehors de la zone de Hertz. L’analyse du débit
d’éjection, à partir de la loi de Grübin adaptée au problème EHD sous-alimenté, met en évidence
une longueur adimensionnée S̄ff =

√

L/M . Cette longueur est caractéristique de la couche li-
mite qui entoure la zone de Hertz et du débit d’éjection.

Les résultats des calculs et l’expérience montrent que la longueur adimensionnée caractéristique
S̄ff gouverne le débit d’éjection ainsi que le paramètre γ, qui lie l’épaisseur de film dans le
contact à l’épaisseur de la couche d’alimentation.

Le modèle analytique du débit d’éjection de lubrifiant, dans la couche limite qui entoure le
contact, permet d’expliquer l’augmentation de γ avec l’ellipticité des contacts.

Remarque :
L’observation fine des résultats numériques et expérimentaux montre la réduction de γ avec la
quantité de lubrifiant.

L’étude numérique de la sous-alimentation locale met en évidence la redistribution du lubrifiant,
des zones les plus alimentées vers les régions les moins lubrifiées. Les débits de redistribution
apparaissent dans la même région (périphérique au contact) que le débit d’éjection. La largeur de
la couche limite, caractéristique du débit d’éjection, associée à la longueur d’onde des oscillations
du profil, détermine la redistribution du lubrifiant. Le rapport de la longueur caractéristique et
de la longueur d’onde des oscillations quantifie le couplage C entre la lubrification des différentes
régions du contact. Il permet de quantifier et de prédire la réduction de l’amplitude des oscilla-
tions du profil de lubrifiant qui sont à l’origine de la sous-alimentation locale.

Malgré sa simplicité et les approximations qu’il contient, le modèle d’éjection de lubrifiant dans
la couche limite améliore la compréhension du mécanisme physique qui provoque la réduction des
épaisseurs de film dans les contacts sous-alimentés elliptiques. De plus, il permet de quantifier
et de prédire le comportement de γ et l’éjection de lubrifiant, sans effectuer le calcul numérique
complet de la réponse d’un contact à la sous-alimentation.

Perspectives

Modélisation

Les calculs et les expériences ont été menés en l’absence de glissement (les vitesses u1 et u2 des
surfaces 1 et 2 sont identiques). Il serait intéressant de modéliser l’influence du glissement en
introduisant la quantité de lubrifiant hoil équivalente aux quantités de lubrifiant hoil,1 et hoil,2
présentes sur les surfaces 1 et 2, avec hoil définie par :

hoil =
u1hoil,1 + u2hoil,2

u1 + u2
(5.50)

En cas de fort glissement, il serait bien entendu nécessaire de prendre en compte les effets ther-
miques dus au dégagement d’énergie par cisaillement du lubrifiant, pour estimer précisément
l’épaisseur de film de lubrifiant dans le contact.
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Dans la modélisation adoptée, la distribution du lubrifiant entre deux passages successifs des
corps roulants est supposée statique (le lubrifiant est transporté par les surfaces et il ne s’écoule
pas hors du contact). En réalité, le lubrifiant est soumis à des contraintes dues à sa tension de
surface. Cette tension de surface provoque une surpression ou une dépression capillaire inverse-
ment proportionnelle au rayon de courbure de la surface libre du lubrifiant. Elle tend à lisser la
distribution du lubrifiant sur les surfaces. Le rayon de courbure du ménisque étant très faible,
aux points de formation et de rupture du film, il génère une dépression capillaire importante.
La prise en compte de la réalimentation entrâınée par la dépression capillaire (voir annexe D)
pourrait permettre de prédire la courbe de sous-alimentation complète d’un contact, connaissant
la valeur de son paramètre γ. La détermination du débit de réalimentation ne nécessite pas une
grande précision car une erreur d’un facteur 100 sur la réalimentation n’entrâıne qu’une erreur
d’un facteur inférieur à 5 sur l’épaisseur de film en régime EHD sous-alimenté permanent.

D’autre part, comme le montre l’annexe A, la cage d’un roulement modifie le débit de réalimen-
tation de la piste de roulement. Son influence sur le comportement sous-alimenté d’un contact
est significative. La modélisation du comportement du lubrifiant entre les corps roulants et la
cage en régime hydrodynamique sous-alimenté pourrait fournir une meilleure compréhension du
mécanisme de redistribution du lubrifiant par la cage. Elle permettrait d’améliorer le comporte-
ment des roulements sensibles à la sous-alimentation en agissant sur les caractéristiques de leur
cage.

Afin de quantifier l’influence de la sous-alimentation sur la durée de vie des surfaces en contact
(et donc du mécanisme), il serait souhaitable d’établir la relation entre la durée de vie, l’épaisseur
de film en régime sous-alimenté et les propriétés des rugosités des surfaces en contact.

Enfin, dans le but de réduire le temps de calcul et d’améliorer la précision des résultats numériques,
la mise au point d’un maillage à pas de discrétisation variable serait intéressante, afin de
discrétiser finement uniquement les régions du domaine de calcul où de forts gradients règnent.

Perspectives expérimentales et industrielles

Pour valider les prédictions numériques concernant la sous-alimentation locale, il serait intéressant
de pouvoir contrôler et/ou mesurer le profil de lubrifiant qui alimente un contact. Cela per-
mettrait de confirmer expérimentalement l’influence du couplage C sur la redistribution et la
réduction de l’amplitude des oscillations observées numériquement dans le chapitre 5, sur le
profil de lubrifiant.

L’évaluation de l’influence des cages de roulement sur la sous-alimentation (voir annexe A) peut
être conduite sur un contact modèle en évaluant la vitesse critique du contact. Elle peut aussi
être réalisée sur des roulements en contrôlant la température de fonctionnement et en augmen-
tant lentement la vitesse de rotation du roulement. Lorsque le film de lubrifiant qui sépare les
surfaces en contact devient trop mince, les rugosités des surfaces interagissent et la quantité
d’énergie libérée par frottement augmente. Un accroissement rapide de la température est alors
notable. La vitesse à laquelle survient ce phénomène peut être utilisée pour quantifier et com-
parer l’influence de plusieurs cages différentes sur la sous-alimentation d’un roulement.

Du point de vue industriel, la sous-alimentation a pour principale conséquence la diminution de
la durée de vie. Afin d’optimiser le fonctionnement des mécanismes par rapport à ce problème,
les efforts doivent être concentrés sur la compréhension et la prédiction de la réalimentation du
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contact en lubrifiant. D’une part, cette meilleure prédiction du débit de réalimentation permet
des choix technologiques qui augmentent la durée de vie des contacts et des mécanismes. D’autre
part, dans certains cas, elle rend possible :
• la suppression des circuits de lubrification,
• la réduction de la consommation de lubrifiant,
• l’utilisation de lubrifiants plus respectueux de l’environnement.
Ces tendances sont imposées aux industriels par le durcissement des normes environnementales
et elles risquent, dans le futur de soulever de plus en plus de problèmes de lubrification sous-
alimentée.
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Annexe A

Etude expérimentale

A.1 Introduction

Cette annexe présente le dispositif expérimental de mesure d’épaisseur de film de lubrifiant du
laboratoire de tribologie de l’Imperial College de Londres. J’ai utilisé ce dispositif afin de valider
les prédictions numériques et le modèle analytique exposés dans le chapitre 5.

Fabriquée par “PCS Instruments”, la machine basée sur la technique interférométrique développée
par Gohar et Cameron [33, 34] est conçue pour mesurer les épaisseurs de film en contact sur-
alimenté. Elle peut être utilisée pour observer l’influence de la sous-alimentation sur l’épaisseur
de film dans les contacts, en réduisant la quantité de lubrifiant dans le mécanisme.

Deux types de mesures sont effectués :
• En régime permanent, l’épaisseur centrale de film hc est constante au cours du temps. Elle est
mesurée en fonction de la vitesse um des surfaces, de manière à obtenir la relation hc = f(um).
La vitesse critique uc (où la courbe hc = f(um) atteint son maximum) est lue sur la courbe
expérimentale (voir figure A.5).
• En régime transitoire, l’épaisseur de film décrôıt dans le temps. Elle est mesurée au cours des
n passages pour déterminer la relation hc = f(n). Cette relation permet d’évaluer le paramètre
γ caractéristique du débit d’éjection du contact.

Afin d’observer l’influence de la cage sur la lubrification des contacts dans les roulements, une
alvéole de cage est ajoutée autour du corps roulant du contact modèle. L’analyse des résultats
consiste à comparer la valeur de la vitesse critique uc mesurée pour différents lubrifiants avec et
sans la cage.

Ce chapitre est présenté sous forme d’annexe car son contenu est moins théorique que celui
du chapitre 5. D’autre part, le développement portant sur l’analyse de l’influence des cages de
roulement sur la lubrification sous-alimentée s’apparente plus à l’étude d’un problème industriel
spécifique qu’à l’amélioration de la compréhension d’un mécanisme physique simple.

A.2 Dispositif expérimental

A.2.1 Principe

Un contact modèle constitué d’un corps roulant sur un disque se trouve au cœur de la machine
présentée sur les deux photographies de la figure A.1.
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Fig. A.1 – La totalité du banc de mesure figure sur l’image de gauche. La photographie de droite
montre la bille vue en transparence à travers le disque.

Le corps roulant repose sur trois roulements dans le cas d’une bille et sur quatre roulements dans
le cas d’un tonneau (voir figure A.3). La charge du contact est contrôlée au moyen de ce support
mobile selon l’axe vertical. Il permet d’appliquer une force verticale sur le corps roulant qui est
disposé sous le disque. La rotation du disque de verre autour de son axe vertical est imposée
par un moteur pas à pas. La distance entre le corps roulant et l’axe du disque (qui détermine
le rayon de la piste de roulement sur le disque) est ajustée au moyen d’une vis micrométrique.
Un thermocouple disposé à quelques millimètres du contact permet d’évaluer la température de
l’environnement du contact.

Un faisceau de lumière blanche est acheminé depuis une source jusqu’au contact par un câble de
fibre optique et un jeu de lentilles qui permet de focaliser le rayon lumineux sur le contact. Les
lentilles ne sont pas représentées sur la figure A.3. L’incidence des rayons lumineux est normale à
la surface du disque, qui est éclairé par le dessus. Il est revêtu sur sa face inférieure d’une couche
de chrome semi-réfléchissante. Les rayons réfléchis respectivement par la couche chrome et par
le corps roulant ont une différence de marche égale à deux fois l’épaisseur du film de lubrifiant.
Les deux rayons provenant de la même source forment une image d’interférence (voir figure A.2
et les travaux de Johnston [51]).

Fig. A.2 – Image interférométrique expérimentale d’un contact EHD circulaire faiblement sous-
alimenté.

Ces interférences sont analysées par un spectromètre. La longueur d’onde et l’ordre N du
maximum d’intensité associés à la frange d’interférence observée permettent de déterminer la
différence de marche entre les deux rayons lumineux. L’épaisseur du film dans la zone de mesure
considérée est déduite de la différence de marche par la relation :
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noil hoil + nsp hsp =
(N − Φ)λ

2 cos(θi)
(A.1)

Où n désigne l’indice de réfraction du milieu, θi l’angle d’incidence des rayons lumineux, λ leur
longueur d’onde et Φ le changement de phase dû aux réflexions.

Remarques :
• La couche semi-réfléchissante déposée sur le disque est elle-même recouverte d’une couche de
SiO2 d’épaisseur contrôlée, de l’ordre de 500 nm (voir [51]). Elle est appelée “spacer layer” et
elle forme une “cale optique” d’épaisseur hsp et d’indice nsp. Cette couche permet d’observer des
images d’interférence même lorsque la séparation entre le disque et le corps roulant est nulle.
Cette technique étend le domaine de mesure vers les faibles épaisseurs de film, jusqu’à quelques
nanomètres.
• Il est possible d’asservir en rotation le corps roulant en le montant sur un arbre lié à un moteur
pas à pas d’axe horizontal au moyen d’un joint de cardan.

Les caractéristiques de géométrie et de matériau des corps roulants sont rassemblées dans l’an-
nexe C avec les propriétés des lubrifiants utilisés et les charges appliquées.
Les détails de la technique de mesure ont été présentés par Johnston [51].
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Fig. A.3 – Schéma de principe du fonctionnement du dispositif expérimental.

A.2.2 Mode opératoire

Lors du fonctionnement, le corps roulant, le disque, les roulements du support du corps roulant
et la base du support par laquelle la force de contact est transmise sont susceptibles d’entrer
en contact avec le lubrifiant. Ces pièces sont donc nettoyées, afin de retirer la graisse qui les
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recouvre lors du stockage pour les protéger de l’oxydation. Elles sont nettoyées par ultra-sons
dans un bain de toluène afin de décoller et de dissoudre la graisse, puis elles sont rincées avec
de l’acétone qui élimine le toluène présent sur les surfaces. L’acétone s’évapore rapidement.

Les pièces sont ensuite montées dans la machine. La distance entre le corps roulant et l’axe du
disque est fixée à l’aide de la vis micrométrique. Le contact est mis en charge. La position angu-
laire du disque est alors enregistrée. Toutes les mesures seront effectuées à cette même position
angulaire. L’épaisseur de la “spacer layer” est mesurée par interférométrie au point de référence
du disque. Le contact n’étant alors pas lubrifié, cette étape permet de déterminer l’épaisseur hsp
de la “spacer layer”.

L’épaisseur de la “spacer layer” ayant été étalonnée au point de mesure, le contact est déchargé
et le lubrifiant est réparti sur la piste de roulement. Pour cela il est déposé goutte par goutte
au sommet du corps roulant. A chaque goutte, le disque est mis en rotation manuellement afin
d’étaler le lubrifiant sur la piste de roulement du disque. Le contact est ensuite mis en charge
puis le disque est mis en rotation à faible vitesse (10 mm s−1), afin de parfaire la répartition
uniforme du lubrifiant sur la piste de roulement du disque et du corps roulant.

La phase de préparation du banc est alors terminée et la mesure peut débuter.

L’acquisition des courbes d’épaisseur de film en fonction de la vitesse hc = f(um) est effectuée
sur une plage de vitesse variant de 10 à 1000 mm s−1. A chaque vitesse, un temps suffisant est
laissé à l’épaisseur de film pour atteindre une valeur stabilisée (un régime permanent). Lorsque
la vitesse maximale de la plage explorée est atteinte, une nouvelle acquisition de la courbe est
effectuée en diminuant la vitesse jusqu’à la vitesse minimale.

Les épaisseurs mesurées en régime permanent dépendent de l’équilibre entre les débits d’éjection
et de réalimentation. Le temps nécessaire pour atteindre cet équilibre crôıt avec la vitesse et
il est parfois de l’ordre de plusieurs minutes. Ainsi, certaines des mesures sont effectuées alors
que le régime permanent n’est pas totalement atteint. La courbe hc = f(um) obtenue en faisant
varier la vitesse dans le sens croissant puis décroissant forme une boucle d’hystérésis (voir gra-
phique de droite de la figure A.14). Cette boucle forme une enveloppe qui contient l’épaisseur
de film sous-alimentée fonctionnant en régime permanent. Sa largeur permet d’évaluer si, lors
des mesures, le régime permanent est atteint ou non.

Pour obtenir les courbes de réduction d’épaisseur de film, en fonction du nombre de passages
hc = f(n) ou Rc = f(n), la vitesse du disque est augmentée subitement après une période de
fonctionnement importante à faible vitesse (10 mm s−1). Cette période permet aux forces de
capillarité de “drainer” une grande proportion du lubrifiant sur la piste de roulement (voir Jacod
et al. [49] et Damiens et al. [21]). Cette phase de la manipulation a pour but de répartir uni-
formément le faible volume de lubrifiant sur la piste de roulement. A l’instant du changement de
la vitesse, la piste étant fortement alimentée en lubrifiant, le contact opère en conditions presque
sur-alimentées. L’augmentation de la vitesse réduit la quantité de réalimentation en lubrifiant de
la piste de roulement. Un déséquilibre entre les débits d’éjection et de réalimentation apparâıt.
Le débit d’éjection de lubrifiant étant très supérieur à celui de réalimentation, à chaque cycle,
le bilan des débits sur la piste de roulement est négatif. Une réduction de l’épaisseur de film de
lubrifiant est donc observée au cours des cycles jusqu’à ce qu’un équilibre soit de nouveau établi
entre les débits d’éjection et de réalimentation.

L’évolution schématique de l’épaisseur de film et de la vitesse, au cours de la manipulation en
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Fig. A.4 – Evolution de la vitesse et de l’épaisseur de film, lors des mesures en régime sous-
alimenté transitoire.

régime transitoire, est donnée sur la figure A.4. Le graphique de gauche de la figure A.5 situe
l’évolution de la vitesse et de l’épaisseur de film par rapport aux courbes sur et sous-alimentées.
Celui de droite représente la réduction transitoire de l’épaisseur de film théorique au cours des
cycles pour un contact caractérisé par γ = 3.1 qui subit une réalimentation dr = 10−4. Un
tel débit de réalimentation correspond à une augmentation d’un dix-millième de l’épaisseur de
film sur-alimentée à chaque cycle. En présence de réalimentation, la relation 5.40, qui définit
l’alimentation en lubrifiant au cours des passages, prend la forme (A.2).

rn+1 = Rn + dr =
rn

γ
√

(1 + rγn)
+ dr (A.2)

Comme le montre le graphique de droite de la figure A.5, obtenue d’après (A.2) avec r0 = ∞,
dr = 10−4 et γ = 3.1, la réduction de l’épaisseur de film dépend très peu de la réalimentation, au
début du régime transitoire. Les courbes dr = 10−4 et dr = 0 sont confondues. Après une centaine
de passages (n > 100), l’épaisseur de film sur la piste de roulement est réduite d’un facteur 5. Le
débit d’éjection est alors plus faible. Le débit de réalimentation n’est plus négligeable devant le
débit d’éjection et les deux courbes dr = 10−4 et dr = 0 se séparent. Lorsque le débit d’éjection
devient égal au débit de réalimentation, l’épaisseur de film sur la piste et dans le contact devient
stationnaire, car à chaque cycle, le bilan des débits d’éjection et de réalimentation est nul. La
courbe dr = 10−4 rejoint alors son asymptote horizontale d’épaisseur de film sous-alimentée en
régime permanent.

A.2.3 Limites de la machine

Le dispositif expérimental est simple de mise en œuvre et la précision des mesures, de l’ordre de
quelques nanomètres, est suffisante pour déterminer le paramètre γ d’un contact où sa vitesse
critique uc. Il est néanmoins limité par plusieurs caractéristiques.

Le thermocouple qui permet de mesurer la température ne peut être plongé dans le lubrifiant
sous peine de perturber sa distribution sur la piste de roulement. Il est donc placé dans l’air
à quelques millimètres de la frontière de cavitation à la sortie du contact. La mesure de la
température du lubrifiant est donc approximative (ainsi que l’évaluation de la viscosité et des
paramètres M et L expérimentaux qui en dépendent).

Le disque et la “spacer layer” ne peuvent supporter des contraintes aussi élevées que l’acier.
Afin de ne pas les détériorer, des pressions de Hertz de 0.34 GPa pour le contact elliptique et
0.51 GPa pour le contact circulaire sont utilisées. Ces valeurs sont relativement faibles comparées
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dr = 0
dr = 10−4

n

Rc

Fig. A.5 – Schéma de principe des mesures de film en régime sous-alimenté transitoire. Seule
la partie de la figure de droite où les courbes dr = 0 et dr = 10−4 se superposent est exploitée
pour évaluer le paramètre γ.

aux pressions de l’ordre de 2 GPa couramment rencontrées dans les roulements.

Enfin, les contraintes de tension de surface du lubrifiant peuvent jouer un rôle important dans
le processus de réalimentation de la piste de roulement. Il est délicat de modifier de manière si-
gnificative la tension de surface d’un liquide sans modifier ses propriétés de viscosité. L’influence
de la tension de surface sur la réalimentation est donc observée indirectement au travers des
courbes de sous-alimentation en régime permanent.

A.2.4 Influence de la longueur des pistes de roulement

Dans le chapitre 5, la prédiction en régime transitoire de la réduction de l’épaisseur de film au
cours des cycles est donnée par la relation (5.39). Cette relation suppose qu’un cycle pour le
corps roulant correspond à un cycle pour le disque. Dans le dispositif expérimental, la longueur
de la piste de roulement du corps roulant est différente de celle du disque. Le nombre de cycles
du corps roulant est donc différent de celui du disque. La relation hoil,n(xe, y) = hoil,n−1(xs, y)
qui permet d’établir les relations (5.40) et (5.42) n’a plus de sens puisque la valeur de n est
différente pour chacune des surfaces.

Le contact est alimenté par les couches de lubrifiant d’épaisseur hsurf 1
oil et hsurf 2

oil présentes
respectivement sur les surfaces du disque et du corps roulant. Du point de vue de la modélisation
mathématique adoptée dans le chapitre 3, cette alimentation est équivalente à une couche unique
de lubrifiant présente sur l’une des surfaces et dont l’épaisseur serait :

hoil = hsurf 1
oil + hsurf 2

oil (A.3)

d’où :

r = rsurf 1 + rsurf 2 (A.4)

L’épaisseur de la couche unique équivalente R laissée par le contact sur la piste de roulement
est donnée par la relation (5.38) en fonction de γ et de r.
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A la sortie du contact, si le film de lubrifiant se divise en deux couches de même épaisseur, lors
de sa rupture, l’épaisseur de la couche de lubrifiant sur chacune des surfaces est donnée par
(A.5).

Rsurf 1 = Rsurf 2 =
R
2

(A.5)

Si n1 et n2 sont les numéros des cycles pour les surfaces 1 et 2, la suite numérique qui décrit
l’évolution de l’alimentation en lubrifiant au cours du temps est donnée par la relation :

hoil,n1
= hsurf 1

oil,n1−1 + hsurf 2
oil,n2−1 (A.6)

soit :

rn1
= Rsurf 1

n1−1 +Rsurf 2
n2−1 (A.7)

Remarques :
• Par convention et pour que les notations soient facilement applicables à l’expérience, le nombre
de passages pour le système est représenté par le nombre de tours du disque n1.
• Le rapport des nombres de cycles du corps roulant et du disque est égal à l’inverse du rapport
des longueurs des pistes.

Dans le cas du dispositif expérimental, le rapport entre les longueurs des pistes de roulement
évolue entre 3.7 et 4.7. A titre d’exemple, le calcul théorique des termes de la suite numérique
définie par (A.7) a été mené avec une longueur de piste de disque quatre fois supérieure à celle
du corps roulant. La figure A.6 montre la réduction théorique de l’épaisseur de film de lubrifiant
au cours des cycles dans le cas où n2/n1 = 4 et dans le cas où les deux longueurs de pistes sont
identiques (n2/n1 = 1 et R = n−1/γ).

0.1

1

1 10 100 1000

PSfrag replacements

n1

R

n2/n1 = 1
n2/n1 = 4
asymptote

Fig. A.6 – Réduction théorique des épaisseurs de film au cours des cycles, en l’absence de
réalimentation, pour un contact caractérisé par γ = 3 et n2/n1 = 1 et n2/n1 = 4.

Il apparâıt que, dans le cas où les longueurs des pistes du corps roulant et du disque ne sont pas

identiques, la décroissance R(n1) de l’épaisseur de film tend vers cte n
−1/γ
1 et non vers n

−1/γ
1 ,

lorsque le nombre de cycles n1 tend vers l’infini. Pour cette raison, les valeurs de γ calculées
expérimentalement sont obtenues en approchant les courbes de réduction d’épaisseur de film
R(n1) par la fonction (A.8) et non par la fonction (5.45).

R = cte n
−1/γ
1 (A.8)
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A titre indicatif, les valeurs théoriques de la constante cte correspondantes aux courbes de la
figure A.7 sont données dans le tableau A.1 pour différentes conditions γ et n2/n1.

n2/n1
1 2 3 5 10

1 1.00 0.75 0.67 0.60 0.55
2 1.00 0.87 0.82 0.78 0.74

γ 3 1.00 0.91 0.87 0.84 0.82
5 1.00 0.94 0.92 0.90 0.89
10 1.00 0.97 0.96 0.95 0.94

Tab. A.1 – Evolution théorique de la constante cte avec γ et le rapport n2/n1.
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Fig. A.7 – Réduction théorique des épaisseurs de film au cours des cycles (à gauche), et valeur
de la constante cte (à droite), pour les contacts γ = 1, 2, 3, 5, 10 et n2/n1 = 1, 2, 3, 5, 10.

Remarque :
Lors des premiers passages, la réduction de l’épaisseur de film à chaque cycle est relativement
importante car les épaisseurs d’alimentation sont grandes (r est proche de 1). La différence entre
l’épaisseur de lubrifiant sur le corps roulant et sur le disque qui se crée au cours d’un tour du
disque est importante (de l’ordre de la réduction de l’épaisseur de la couche d’alimentation).
Cette différence génère des oscillations au cours des premiers cycles sur la courbe R = f(n1).
La quantité d’éjection de lubrifiant relative et absolue diminue au cours des cycles et la couche
de lubrifiant sur le disque devient plus uniforme. L’amplitude relative et absolue des oscillations
diminue donc au cours de cycles et la courbe rejoint son asymptote.

A.3 Influence des cages sur la réalimentation en lubrifiant

Dans les roulements, la cage empêche les corps roulants d’entrer en contact les uns avec les
autres. Elle garantit leur position, de manière à répartir l’effort appliqué au roulement sur les
corps roulants. Les cages, en forme de couronne, contiennent des alvéoles qui enveloppent par-
tiellement les corps roulants (voir figure A.8).

Le positionnement de la cage dans le roulement résulte des efforts de contact qui interviennent
entre les corps roulants et la cage. Les corps roulants transportent sur leur surface le lubrifiant
qui alimente les contacts entre les bagues et les corps roulants. Si les contacts entre corps roulants
et cage ont lieu sur la piste de roulement ou à proximité de la piste de roulement, ils modifient
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Fig. A.8 – En haut : photographie d’un roulement (à gauche), de sa cage standard (au centre)
et d’une alvéole sphérique (à droite). En bas : photographie d’une cage aéronautique (à gauche)
et d’une alvéole cylindrique (à droite).

la distribution du lubrifiant.

Cette modification de la distribution du lubrifiant influence l’alimentation du contact entre les
bagues et les corps roulants. La liste suivante regroupe plusieurs configurations classées de la
moins favorable à la plus favorable (elles sont schématisées sur la figure A.9).
• La cage peut racler le lubrifiant et réduire l’épaisseur de la couche d’alimentation présente sur
la piste de roulement. Ce retrait de lubrifiant peut induire une sous-alimentation locale (schéma
de gauche) ou globale. La cage peut écrêter les épaules de lubrifiant présentes de part et d’autre
de la piste de roulement et entrâıner la sous-alimentation globale par la réduction de la quantité
de lubrifiant qu’elle occasionne dans le mécanisme (schéma central).
• La cage peut modifier la forme du profil d’alimentation sans changer de manière significa-
tive la quantité de lubrifiant présente sur la piste de roulement. Dans ce cas, son influence est
négligeable.
• Enfin, la cage peut écraser les épaules de lubrifiant présentes de part et d’autre de la piste de
roulement et ainsi provoquer le retour sur la piste du lubrifiant éjecté par le contact (schéma de
droite).

Suivant les conditions de fonctionnement, une cage peut donc être source de sous-alimentation
ou au contraire, de réalimentation. L’influence positive ou négative de la cage sur la qualité de
la lubrification dépend des paramètres de fonctionnement :
• la géométrie de la cage,
• la forme du volume qui sépare le corps roulant de la cage,
• la position de la piste de roulement dans ce volume,
• la cinématique du corps roulant (vitesse de roulement, pivotement),
• la nature du lubrifiant (huile, graisse...) et ses propriétés (viscosité, tension de surface, nature
et concentration du savon, contrainte minimale d’écoulement...).

La figure A.10 montre l’évolution de l’épaisseur de film vers sa valeur en régime permanent, à
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profil hoil(y)

Fig. A.9 – Modification schématique du profil d’alimentation en lubrifiant par la cage. A gauche :
retrait local (sous-alimentation locale), au centre : écrêtage des épaules de lubrifiant, à droite :
réalimentation de la piste de roulement par écrasement des épaules de lubrifiant.

partir de la suite numérique (A.2), pour plusieurs réalimentations dr. Cette épaisseur de film
est obtenue lorsque l’équilibre entre le débit d’éjection et le débit de réalimentation est atteint.
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Fig. A.10 – Evolution de l’épaisseur de la couche d’alimentation en lubrifiant vers sa valeur
en régime permanent pour différentes réalimentations dr, pour un contact dont l’éjection est
caractérisée par γ = 3.1.

La modification du débit de réalimentation dr par la cage entrâıne donc la variation de l’épaisseur
de film en régime sous-alimenté permanent. En perturbant l’épaisseur de film de lubrifiant en
régime permanent, la cage modifie la vitesse critique uc. Cette vitesse critique correspond au
point de fonctionnement où l’épaisseur de film au centre du contact hc(um) atteint son maximum
(voir graphique de gauche de la figure A.5). Elle marque la transition pour la fonction hc(um)
entre le régime sur-alimenté et le régime sous-alimenté. La vitesse critique uc a donc été utilisée
pour caractériser l’influence de la cage sur la sous-alimentation.

La figure A.11 présente schématiquement l’évolution de la courbe de sous-alimentation hc =
f(um), pour une cage dont l’influence sur la qualité de la lubrification est positive et pour le
cas où elle est négative. La vitesse critique en présence d’une cage est notée uc,c. Cette vitesse
critique avec la première cage (uc,c1) diminue par rapport à la vitesse critique sans cage uc,
lorsque la cage détériore les conditions de lubrification. Au contraire, la deuxième cage améliore
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la lubrification en favorisant la réalimentation et la vitesse critique (uc,c2) augmente.

PSfrag replacements

ln(hc)

ucuc,c1 uc,c2
ln(um)

sur-alimenté

sous-alimenté sans cage

sous-alimenté influence négative de la cage

sous-alimenté influence positive de la cage

Fig. A.11 – Influence schématique de la cage sur la courbe de sous-alimentation hc = f(um).

Les expériences ont été menées sur des cages dont les alvéoles ont une géométrie sphérique (cage
standard) ou cylindrique (cage aéronautique). Une graisse comportant 5 et 15% de savon (li-
thium hydroxystearate) ainsi que son huile de base (minérale) ont été testées.

A.3.1 Contact lubrifié avec une huile de base

Le contact modèle (lubrifié par plusieurs grammes d’huile de base) fonctionnant sans cage
n’atteint pas la vitesse critique uc, dans l’intervalle de vitesses exploré (10 mm s−1 < um <
1000 mm s−1). Après la mesure de cette courbe d’épaisseur de film sur-alimentée (voir le gra-
phique de gauche de la figure A.12), une cage de géométrie sphérique est ajoutée autour du
corps roulant sans modifier la quantité de lubrifiant sur les surfaces. La courbe hc = f(um) est
de nouveau mesurée et la vitesse critique uc est atteinte dès 100 mms−1 (voir graphique de
droite de la figure A.12). La cage, par son contact avec le corps roulant, racle le lubrifiant qui
s’accumule sur la cage. L’ajout de la cage autour du corps roulant a un effet négatif sur la lubrifi-
cation avec l’huile de base, car elle réduit la vitesse critique uc dans des proportions importantes.

Après la mesure avec la cage, une nouvelle mesure de la courbe de sous-alimentation est ef-
fectuée sans cage. La quantité de lubrifiant sur les surfaces n’est pas modifiée. Comme le montre
le graphique de gauche de la figure A.12, la première et la seconde courbes mesurées sans cage
sont très différentes. Le retrait de la cage ne rend pas sa forme initiale à la courbe sans cage. La
seconde mesure sans cage met en évidence la modification définitive de la quantité d’huile sur
les surfaces. La quantité et la distribution d’huile sur les surfaces sont les seuls paramètres de
fonctionnement qui varient entre la première et la seconde mesures de la courbe sous-alimentée
sans cage (graphique de gauche de la figure A.12). La seconde mesure montre la perte d’une
partie du volume de lubrifiant initial lors de l’essai avec la cage. Cette quantité d’huile, une fois
déposée sur la cage, ne participe plus à la lubrification du contact entre la bille et le disque. Elle

113



est perdue définitivement.

Remarque :
Dans un mécanisme réel, sous l’effet de vibrations ou d’accélérations importantes, le lubrifiant
pourrait éventuellement être déplacé depuis la cage vers des zones où sa présence améliore la
lubrification.
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Fig. A.12 – Courbes de sous-alimentation hc = f(um) mesurées avec une huile de base sans
cage à gauche et avec cage à droite.

A.3.2 Contact lubrifié avec une graisse

Du fait de sa contrainte minimale d’écoulement non nulle, une graisse est moins mobile que son
huile de base. La réalimentation d’un contact par les effets de capillarité est donc moins impor-
tante pour une graisse que pour son huile de base comme le montre la figure A.13. Pour obtenir
les courbes de cette figure, les contacts sont alimentés par plusieurs grammes de lubrifiant. Le
graphique de gauche montre que la vitesse critique uc n’est pas atteinte à um = 1000 mm s−1

avec l’huile de base alors qu’avec la graisse contenant 15% de savon, sur le graphique de droite,
la vitesse critique est de 25 mm s−1.
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Fig. A.13 – Courbes de sous-alimentation pour un contact lubrifié avec une huile de base (à
gauche) et avec une graisse contenant 15% de savon (à droite). Les contacts sont alimentés par
plusieurs grammes de lubrifiant.

La figure A.14 présente les courbes de sous-alimentation obtenues avec et sans cage, pour un
contact lubrifié par 0.1g de graisse contenant 5% de savon. Sur la courbe de gauche, obtenue

114



sans cage, la vitesse critique uc est de l’ordre de 80 mm s−1. L’utilisation d’une cage, pour
obtenir la courbe de droite, modifie sensiblement la vitesse critique qui devient supérieure à
250 mm s−1. Dans les conditions expérimentales de la figure A.14, la présence de la cage favorise
la réalimentation du contact. La cage améliore donc la qualité de la lubrification.
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Fig. A.14 – Courbes de sous-alimentation sans cage (à gauche) et avec cage (à droite) pour un
contact lubrifié par 0.1g de graisse contenant 5% de savon.

A.3.3 Conclusion sur l’influence des cages

Les figures A.12 et A.14 montrent une influence respectivement négative et positive d’une cage
en plastique avec des alvéoles sphériques sur la vitesse critique uc. Une même cage peut donc
avoir un effet bénéfique ou pénalisant, sur la qualité de la lubrification, suivant les conditions
dans lesquelles elle est utilisée.

Le contact entre la cage et le corps roulant est conforme. D’autre part, le matériau constitutif
de la cage est souvent de faible module d’élasticité. La pression qui intervient entre les corps
roulants et la cage est donc faible. Par conséquent, ce sont les propriétés du lubrifiant soumis
à une faible pression qui interviennent dans le mécanisme de redistribution du lubrifiant par la
cage. Le contact entre corps roulant et cage opère donc en régime hydrodynamique. Le compor-
tement d’une graisse soumise à une faible contrainte de cisaillement sous une faible pression est
très différent de celui de son huile de base. Ceci explique le comportement opposé observé pour
une même cage entre la graisse testée et son huile de base.

D’autre part, pour traduire fidèlement le comportement d’une graisse, il est nécessaire de
considérer son vieillissement avec le cisaillement qu’elle subit (voir [63]).

Des courbes de sous-alimentation mesurées dans des conditions expérimentales identiques mais
en utilisant une cage de géométrie différente ont mis en évidence l’influence de la géométrie de
la cage sur la vitesse critique et donc sur la réalimentation en lubrifiant de la piste de roulement.

A.4 Conclusion

Cette annexe présente brièvement le dispositif expérimental ainsi que le principe de la mesure
d’épaisseur de film par interférométrie optique.
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La machine est utilisée pour mesurer l’épaisseur de film de lubrifiant dans les contacts, en régime
transitoire, afin de déterminer l’éjection de lubrifiant de la piste de roulement au cours des cycles
et le paramètre γ qui caractérise cette éjection. Une modélisation simple basée sur l’hypothèse
d’une répartition identique du lubrifiant sur les deux surfaces mobiles, à la rupture du film de
lubrifiant, permet de montrer que la courbe de réduction d’épaisseur de film doit être approchée
par la fonction R = cte n−1/γ pour déterminer γ expérimentalement.

La figure A.10 présente l’évolution de l’épaisseur de film au cours des cycles en présence d’un
débit de réalimentation constant. Le bilan à chaque cycle de la réduction et de l’augmentation
de l’épaisseur de film, dues respectivement aux débits d’éjection et de réalimentation, conduit
à l’épaisseur de film en régime permanent. Il est donc possible de prédire l’épaisseur de film en
régime permanent en connaissant γ et la réalimentation dr. Cette prédiction ne nécessite pas
une grande précision dans l’estimation de la réalimentation dr. Comme le montre la figure A.10
pour un contact dont le débit d’éjection est caractérisé par γ = 3.1, une erreur d’un facteur
∆dr/dr = 100 dans l’estimation de dr n’entrâıne qu’une erreur d’un facteur ∆R/R = 3 sur
l’épaisseur de film. Le tableau A.2 montre l’évolution de l’erreur relative ∆R/R avec γ, pour
une erreur d’un facteur 100 sur la réalimentation.

γ ∆R/R
1 10

2 4.7

3 3.2

5 2.2

10 1.5

Tab. A.2 – Erreur relative ∆R/R provoquée par une erreur ∆dr/dr = 100 sur la réalimentation.

Les courbes de sous-alimentation hc = f(um) mesurées en régime permanent ont une forme
caractéristique. Elles sont composées d’une première partie, où l’épaisseur de film crôıt avec la
vitesse des surfaces, comme le prédit la théorie sur-alimentée, lorsque la vitesse um est inférieure
à la vitesse critique uc. Dans la seconde partie de la courbe (pour um > uc), l’épaisseur de film
décrôıt rapidement avec la vitesse. La vitesse critique uc marque la transition entre le fonction-
nement en régime sur et sous-alimenté. Les variations de cette vitesse critique sont utilisées pour
mettre en évidence l’influence des cages de roulement sur le débit de réalimentation.

Les expériences montrent que les cages modifient la vitesse critique de manière significative.
Dans les conditions expérimentales testées, la vitesse critique peut être réduite d’un facteur
supérieur à dix ou augmentée d’un facteur supérieur à quatre, par rapport à la vitesse critique
sans cage. L’influence des cages sur la sous-alimentation dépend des propriétés du lubrifiant et
de la géométrie de la cage. Des courbes de sous-alimentation en régime permanent mesurées
dans des conditions expérimentales identiques, mais avec des cages de géométrie différentes ont
montré des variations non négligeables de la vitesse critique uc. Il est donc possible d’optimiser
la géométrie des cages en fonction des paramètres de fonctionnement afin d’augmenter la vitesse
critique des roulements sujets à la sous-alimentation.
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Annexe B

Lois de prédiction d’épaisseur de
film en régime sur-alimenté

Moes [68] a défini l’épaisseur de film adimensionnée :

h̄ =
h

Rx

(

E′Rx

η0U

)1/2

(B.1)

Hamrock et Dowson [40] ont approché l’épaisseur de film au centre du contact en régime piezo-
visqueux élastique.

h̄c = 2.69U0.67G0.53W−0.067[1− 0.61 exp(−0.75D−0.64)] (B.2)

Chittenden [17] et al. ont proposé l’approximation suivante, valable exclusivement en régime
élastique :

h̄c = 4.31U0.68G0.49W−0.073[1− exp(−1.23D−2.0/3.0)] (B.3)

L’évolution de l’épaisseur de film de lubrifiant h̄c au centre du contact, avec les paramètres M
et L, peut être décrite par quatre asymptotes. Kapitza [54] et Brewe et al. [10] ont caractérisé
l’asymptote rigide isovisqueuse (RI). L’asymptote élastique isovisqueuse (EI) a été étudiée par
Hamrock et Dowson [41], Brewe [20] et Kanters [53]. Les asymptotes rigide piezo-visqueuse
(RP ) et élastique piezo-visqueuse (EP ) ont été analysées par Grübin [37]. Le comportement sur
chacune de ces asymptotes est donné ci-dessous :

h̄RIc = CRIcM
−2 (B.4)

h̄EIc = CEIcM
−2/15 (B.5)

h̄RPc = CRPcL
2/3 (B.6)

h̄EPc = CEPcM
−1/12L3/4 (B.7)

Les coefficients de l’approximation sont donnés par les équations (B.8) à (B.11).

CRIc ' 145(1 + 0.796D14/15)−15/7D−1 (B.8)

CEIc ' 3.18(1 + 0.006 lnD + 0.63D4/7)−14/25D−1/15 (B.9)

CRPc ' 1.29(1 + 0.691D)−2/3 (B.10)

CEPc ' 1.48(1 + 0.006 lnD + 0.63D4/7)−7/20D−1/24 (B.11)
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En 1994, Nijenbanning et al. ont exprimé l’épaisseur centrale de film sur chacune des asymptotes
en une formule unique valable quelles que soient les conditions de fonctionnement du contact
sur-alimenté.

hc = {[h̄3/2RIc + (h̄−4
EIc + h̄−4

00 )
−3/8]2s/3 + (h̄−8

RPc + h̄−8
EPc)

−s/8}1/s (B.12)

avec :

s = 1.5

[

1 + exp

(

−1.2 h̄EIc
h̄RIc

)]

(B.13)

et :

h̄00 = 1.8D−1 (B.14)
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Annexe C

Données expérimentales

Les corps roulants utilisés dans le dispositif expérimental sont en acier. Leur module d’Young
E est de 2.1 1011 Pa et leur coefficient de poisson vaut ν = 0.3. Le disque est en verre. Son
module d’Young E est de 0.7 1011 Pa et son coefficient de Poisson vaut ν = 0.25. Le module
d’Young équivalent au contact entre ces deux pièces (l’une en verre et l’autre en acier) est de
E′ = 1.13 1011 Pa.

Les caractéristiques géométriques des corps roulants et les charges utilisées sont données dans
le tableau C.1.

Rx [mm] Ry [mm] R [mm] Rx/Ry κ f [N] ph [Pa]

bille 9.525 9.525 4.76 1.0 1.000 20 5.14 108

tonneau 9.525 70.0 8.38 0.136 0.273 30 3.35 108

bille esssais avec cage 7.11 7.11 3.56 1.0 1.000 10 4.96 108

Tab. C.1 – Géométrie des différents corps roulants utilisés expérimentalement et charge de
contact appliquée.

L’indice de réfraction des lubrifiants utilisés est 1.45.

Dans le chapitre 5, l’huile de base SHC401 a été utilisée, pour l’évaluation expérimentale de γ.
Elle est caractérisée par son coefficient de visco-pression α = 20 10−9 Pa−1 et par sa viscosité
η0 = 0.8 Pa s−1 à la température des mesures.

Dans l’annexe A, lors de l’observation de l’influence des cages sur la sous-alimentation, une
graisse composée de 5 et 15 % de savon lithium hydroxystearate a été testée ainsi que son huile
de base dont la viscosité à 40◦C est de 200 cst.
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Annexe D

Réalimentation capillaire

Le dispositif expérimental est mis en marche à une vitesse suffisamment élevée pour provoquer la
sous-alimentation sévère du contact. Après une période de fonctionnement de plusieurs minutes,
afin d’établir un régime stationnaire, l’épaisseur de lubrifiant sur la piste de roulement est de
l’ordre de quelques nanomètres. La vitesse est alors réduite à une valeur légèrement inférieure à
la vitesse critique uc et le temps est mesuré à partir de ce changement de vitesse.

Le débit de réalimentation augmente à cause de la réduction de la vitesse et un déséquilibre
entre les débits d’éjection et de réalimentation apparâıt. A chaque cycle, le lubrifiant retourne
progressivement sur la piste de roulement et l’épaisseur de film crôıt (voir schéma de la figure
D.1). La figure D.2 montre la progression du ménisque vers le centre de la piste de roulement
au cours du temps t.

PSfrag replacements

t0

hcff

um

hc

Fig. D.1 – Evolution de la vitesse et de l’épaisseur de film, lors de l’observation expérimentale
de la réalimentation.
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t = 0 s t = 6 s t = 13 s

t = 20 s t = 27 s t = 33 s

t = 39 s t = 45 s t = 58 s

t = 92 s t = 135 s t = 175 s

t = 340 s t = 480 s t = 720 s

Fig. D.2 – Réalimentation capillaire d’un contact circulaire initialement fortement sous-
alimenté.
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ting Elastomeric Seals. Thèse : Technical University of Eindhoven, Eindhoven,
The Neitherlands.

[54] Hydrodynamic theory of lubrication during rolling. Zh. Tekh. Fiz., 1955,
vol 25, p 747 – 162.

[55] Kingsbury E. Cross flow in a starved ehd contact. ASLE Transactions,
1973, vol 16, p 276 – 280.

[56] Kingsbury E. Parched elastohydrodynamic lubrication. ASME, Journal of
Tribology, 1985, vol 107, p 227 – 236.

[57] Lubrecht A. A. Numerical Solution of the EHL Line and Point Contact
Problem Using Multigrid Techniques. Thèse : University of Twente, Enschede,
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4.1 Représentation graphique d’un “V-cycle” sur quatre niveaux de grilles. . . . . . . 41

4.2 Exemple de structure de grilles en deux dimensions. . . . . . . . . . . . . . . . . 42

4.3 Représentation graphique de l’algorithme “FMG”. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

4.4 Opérateurs de restriction IHh . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
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M/L pour différentes ellipticités. . . . . . . . . . . . . . . . . 75
5.16 Evolution de la masse surfacique de lubrifiant dans l’écoulement. . . . . . . . . . 77
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5.30 Longueur d’entrée sous-alimentée S̄ = f(S̄ff ). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
5.31 Evolution de la longueur d’entrée adimensionnée S̄ avec rc. . . . . . . . . . . . . 93
5.32 Evolution de la longueur d’entrée adimensionnée S̄ avec rc

√

L/M . . . . . . . . . 93
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4.2 Evaluation de la convergence d’un calcul sous-alimenté. . . . . . . . . . . . . . . 56
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raideur, 14
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réservoir, 21

résidu, 40, 49

résolution numérique, 13

restriction, 41, 42, 45

restriction pondérée, 43

retour de lubrifiant, 19, 21, 22, 64, 111

Reynolds, 7, 10–12, 23, 26, 29, 32, 33, 35, 37,
38, 67

Roelands, 11, 31, 36

roulements, 6, 10
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