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Résumé

Un nouveau modéle numérique pour ’analyse de la fissuration en fatigue tribologique
est présenté. Ce modéle est basé sur la méthode des éléments finis étendus (X-FEM) cou-
plée avec le schéma itératif de résolution des problémes non linéaires d’évolution issu de la
méthode LATIN. Dans le cadre de la mécanique élastique linéaire de la rupture pour un
matériau homogéne isotrope, des développements bidimensionnels ont été effectués afin
d’intégrer une gestion du contact avec frottement entre les faces de fissures. Une descrip-
tion incrémentale du probléme non linéaire de frottement engendré par les sollicitations
multiaxiales et non proportionnelles a ainsi été implémentée. Un nouveau critére d’arrét
du schéma itératif a aussi été proposé. Il prend en compte séparément les phénoménes ou-
verture/contact et glissement/adhérence permettant ainsi une précision accrue en terme
de champs locaux le long des faces de la fissure. Plusieurs étapes de validation ont été
effectuées entre des résultats analytiques/numériques et ceux issus du modéle. Aprés une
premiére étape mettant en jeu des chargements uni axiaux statiques, nous avons simulé
et analysé des configurations quasi statiques de plus en plus complexes, pour des configu-
rations de fissures différentes (perpendiculaires/inclinées) mettant en jeu du mode mixte.
L’ensemble de ces validations a montré la robustesse du modéle et la capacité de la straté-
gie du modéle a restituer des comportements de fissures variés et complexes. Ensuite une
simulation de propagation bidimensionnelle a été présentée dans le cas d’'un contact tribo-
logique de roulement. Cette simulation a nécessité 'implémentation de nouveaux critéres
de bifurcation ainsi que des lois de fissuration appropriées. L’analyse tridimensionnelle
n’est abordée que partiellement par la présentation de résultats d’essais expérimentaux,
accompagnés des premiers développements numériques tridimensionnels.

MOTS CLES: contact avec frottement, fatigue tribologique, mécanique rupture, mé-
thode X-FEM, méthode LATIN, propagation fissure
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INTRODUCTION GENERALE

Prévoir I’évolution de fissures dans une structure représente un enjeu économique
majeur. Le concepteur doit prendre en compte le matériau et sa loi de comportement, la
géomeétrie, les chargements complexes, les lois de fissuration, des critéres de bifurcation,
d’arrét ... au cours des différents stades de la conception et du dimensionnement. De
nombreux travaux ont ainsi été menés en fatigue.

Ce travail concerne plus précisément la fatigue de contact ou fatigue tribologique.
Celle-ci correspond aux dégradations telles que 1'usure et la fissuration qui surviennent
entre solides en contact, soit immobiles I'un par rapport a 'autre, soit en mouvement
relatif (roulement, glissement). Usure et fissuration ne dépendent pas de la cause du mou-
vement (vibrations, déformations cycliques, glissement continu, roulement) mais résultent
d’une synergie complexe entre géométrie du contact, frottement local et son évolution tem-
porelle liée au détachement de particules d’usure, leur vie dans le contact et leur éjection
qui conditionnent in fine le type de dommage, usure et/ou fissuration. Atteindre des ca-
pacités prédictives en fatigue tribologique requiére la prise en compte de phénoménes
complexes non-linéaires, couplés, mettant en jeu des échelles physiques différentes. Ainsi
les sollicitations locales subies par les solides ou corps en contact sont étroitement liées aux
évolutions de la microgéométrie des surfaces, de la physico-chimie, des propriétés méca-
niques, de la présence de particules d’usure dans le contact, leur expulsion ou au contraire
leur maintien, évolutions traduites en partie par des variations du coefficient de frotte-
ment local (dans les zones de micro-glissement) et global (rapport effort tangent sur effort
normal) au cours des cycles. Ces évolutions peuvent perturber et modifier les mécanismes
moteurs de 'endommagement, provoquant par exemple ’arrét de certaines micro-fissures
et stimulant la propagation d’autres, ou provoquer le basculement d’un mode d’endom-
magement par fissuration & un mode par usure. Dans ce dernier cas, nous comprenons
bien que les prédictions basées sur des approches en fatigue multiaxiale associées a des
coefficients d’abattement ne peuvent conduire & des estimations correctes.

L’objectif est de proposer un modéle de fissuration en fatigue tribologique, applicable &
des solides de géométries complexes et prenant en compte les spécificités des sollicitations
tribologiques, qui sont :

— Damplitude variable des cycles : leur variation est dépendante de celle du coefficient
de frottement. Les facteurs influents sur cette valeur sont nombreux : le mécanisme
et sa rigidité, la géométrie du contact, les matériaux en contact, I’environnement ...

— la répartition de contraintes et les conditions de confinement : des conditions trés
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particuliéres de cisaillement et de pression hydrostatique s’exercent dans des zones
trés localisées (variations de quelques GPa sur quelques dizaines de microns) par
rapport a celles mises en jeu pour des sollicitations classiques de fatigue.

— le caractére multiazial et non proportionnel : les modéles de prédiction reposent sur
des modéles développés en fatigue uniaxiale ou biaxiale proportionnelle. Les pro-
priétés en fatigue, déterminées également lors d’essais de fatigue conventionnelle,
sont a considérer comme une base de réflexion par rapport a celles caractérisant la
réponse des matériaux sous sollicitations de contact.

— le suivi in situ : la formation de défauts, leur évolution en fissures microscopiques
puis macroscopiques se produit a 'interface des corps en contact (ou en sous-surface)
ou dans son proche voisinage. Il est actuellement toujours impossible de réaliser
des observations directes pour suivre ’amorcage et le développement des fissures
de fatigue de contact pour des matériaux métalliques. Les analyses ont lieu lors
d’essais interrompus (ce qui implique des changements au niveau des conditions
de sollicitations lors de la reprise des essais) ou des analyses destructives (ce qui
sous-entend un grand nombre d’essais).

— le mode mizte complexe : Les fissures de fatigue sont sollicitées en mode mixte, se-
lon des cycles complexes et leur propagation est affectée tant par les conditions de
contact unilatérales (ouverture et fermeture) que par le frottement des faces. Les
connaissances sur I’évolution d’une fissure soumise a une sollicitation cyclique en
mode mixte [+I1, lorsque chacune des composantes évolue indépendamment au cours
du cycle, sont trés insuffisantes et les méthodes de prévision, (lois cinétiques, cri-
téres de bifurcation) généralement établies pour des sollicitations proportionnelles,
doivent étre testées dans le cas de chargements plus complexes et éventuellement
reformulées.

Ce modeéle doit permettre 'analyse d’éléments de structure, soumis & des chargements

complexes, auquel se superpose des sollicitations de contact. Il est donc impératif de se
tourner vers des modéles reposant sur des méthodes numériques.

Parmi les modéles numériques existants pour ce type de probléme, peu prennent en
compte le contact entre les faces de la fissure et aucun ne prend en compte 1’aspect
tridimensionnel des fissures. Le développement d’un outil permettant d’intégrer cet aspect
géométrique est donc d’un intérét capital pour faire progresser la compréhension dans le
domaine de la fissuration sous sollicitations tribologiques.

Un modéle est développé dans ce but au sein du code elfe 3d (développé au Labora-
toire de Mécanique des Contacts et des Solides (LaMCoS) de I'INSA de Lyon), reposant
sur le formalisme d’une méthode éléments finis. Contrairement a la théorie mathématique
de distributions continues de dislocations, cette méthode permet la prise en compte de
comportements généraux. Le traitement de discontinuité évoluant au sein de la structure
est néanmoins encore quelque chose de difficile par ces méthodes car le support géomé-
trique de la discontinuité est représenté de maniére explicite par le maillage. L’évolution au
cours du temps de cette discontinuité nécessite donc des remaillages. Pour des problémes
bidimensionnels, ce remaillage est une opération qui peut-étre quasi-automatique, mais
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ce n’est pas le cas pour les problémes tridimensionnels, ce qui peut conduire & des coits
numeériques trés importants. D’autre part, lorsque les champs dépendent de I’histoire, il
est nécessaire de procéder a des opérations de projection d’une discrétisation a ’autre, ce
qui pose des problémes théoriques fondamentaux. La nécessité de disposer d’une méthode
sans description explicite des surfaces de la discontinuité pour la simulation tridimension-
nelle de la propagation de fissure nous a conduit vers la méthode des éléments finis étendus
(X-FEM), extension de la méthode des éléments finis classique, qui exploite les proprié-
tés de partition de 1'unité des fonctions de forme des éléments finis. L’approximation des
champs est enrichie grace a des fonctions additionnelles choisies de maniére a pouvoir
reproduire le plus fidélement possible la solution du probléme considéré. Cette stratégie
ne nécessite donc pas de maillage explicite de la discontinuité, ni de remaillage lorsque la
géométrie évolue au cours du temps. Cette évolution est prise en compte simplement en
modifiant les fonctions d’interpolation enrichies sans avoir a modifier le maillage initial
de la structure.

Partons de cette méthode, nous avons inclu la prise en compte d’une loi de comporte-
ment & 'interface des fissures, couplant contact unilatéral et frottement, dans le cadre de
la mécanique élastique linéaire de la rupture (MELR), le solide étant supposé isotrope et
homogeéne. Cette loi d’interface est établie en tenant compte de I'histoire du chargement
et la résolution du probléme non linéaire d’évolution est traitée par une approche quasi-
statique du probléme sous forme incrémentale. Le schéma de résolution choisi est celui
issu de la méthode LATIN, méthode de résolution proche du formalisme du Lagrangien
Augmenté. Les fissures sont considérées microstructurellement longues (plus grande que
la taille des grains) avec une zone plastique localisée en pointe dont la taille n’excéde pas
les 5% de la taille de la fissure.

Nos travaux ont aussi porté sur la prise en compte et I’analyse des effets multi-échelles
spécifiques au probléme de contact (taille du corps fissuré, taille de la zone de contact,
amplitude du déplacement des corps en contact, dimension de la fissure ...). Nous avons
aussi étudié 'influence de certains parameétres du modéle sur le comportement de fis-
sures simples, mettant ainsi ’accent sur la nécessité d’une modélisation multi-échelles
du probléme. Une grande partie des travaux a été conduite en deux dimensions, afin de
valider la stratégie du modeéle et la qualité de la solution, tant au niveau de grandeurs
caractéristiques, qu’au niveau des champs solutions.

Partant de ces développements, I’étape suivante est la simulation de la propagation
de fissures de fatigue de contact. Des développements ont ainsi été effectués dans ce but.
Nous montrons ’ensemble des développements & apporter pour une telle simulation et
I’analyse requise en post-traitement.

Pour finir, 'aspect tridimensionnel doit étre abordé a I'aide de résultats expérimentaux
pour une validation du modéle. A cette fin, des essais sont mis en place pour des solli-
citations de fatigue tribologiques en roulement/glissement. Les premiers résultats sont
énoncés ainsi qu’'une approche préliminaire de la modélisation tridimensionnelle de ces
essais.

Par conséquent, ce mémoire s’organise en quatre chapitres.
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Le premier chapitre est consacré a la présentation d’outils théoriques utiles pour une
modélisation du probléme de fissuration en fatigue de contact. A partir de I’hypothése
d’élasticité linéaire, nous allons énoncer les grandeurs caractéristiques de la fisuration.
Ces grandeurs sont utilisées pour mettre en place des lois de fissuration et des critéres
de direction en fatigue. Dans le cas particulier de la fatigue de contact, nous examinons
les critéres applicables en présentant les spécificités et les dégradations propres a cette
fatigue. Les fissures sollicitées sous ce type de chargement subissant des cycles complexes
de contact, il est essentiel de prendre en compte ce contact interfacial, gouvernant la
propagation, & travers sa modélisation. Ces outils théoriques sont aussi présentés dans ce
chapitre.

La résolution du probléme de contact avec frottement en fatigue tribologique établie
par I'ensemble des outils théoriques est ensuite abordée dans le second chapitre avec un
bilan des méthodes de discrétisation et des stratégies de résolution des problémes non
linéaires d’évolution.

Nous exploitons les différents aspects abordés dans ces deux premiers chapitres pour
développer un modéle numérique de comportement de fissure de fatigue. Ce modéle est
présenté dans le troisiéme chapitre avec un nouveau critére d’arrét propre au probléme
de contact. Une analyse de l'influence de certains paramétres du modele sur la solution
est exposée, accompagnée d’une validation du modéle en plusieurs étapes pour des char-
gements proportionnels statiques, non proportionnels simples/complexes sur différentes
géométries de fissure.

Grace a la mise en place d’outils spécifiques dans le modéle numérique, la prévision de
la croissance des fissures de fatigue de contact peut ensuite étre abordée par une analyse
bidimensionnelle & la fin du cycle de chargement dans le quatriéme chapitre. Cette analyse
permet de déterminer la direction et la vitesse de propagation, et conduit a la présentation
d’une simulation en fatigue de roulement. L’approche tridimensionnelle du probléme de
fatigue de contact en roulement est abordée succintement par la présentation des essais
expérimentaux réalisés et par I'utilisation des premiéres données expérimentales dans une
modélisation tridimensionnelle.

Ce mémoire se termine par des conclusions et des perspectives.
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Nous nous placons dans le cadre de la mécanique élastique linéaire de la rupture
(MELR) qui suppose l'existence d’un défaut initial dans la structure. La MELR [61, 51,
9, 17|, est basée sur une analyse élastique linéaire du champ de contraintes en petites
déformations. Elle fournit une schématisation suffisamment correcte de la réalité pour
les matériaux élastiques fragiles ou peu ductiles, comme les aciers a4 haute résistance, les
verres, et dans une moindre mesure, les bétons et les bois. Le matériau est considéré
comme un milieu continu au sens macroscopique dans lequel la présence de défauts est
acceptée.

En pointe de la fissure se situe une zone singuliére, siége de déformations plastiques,
et tant que celle-ci n’est pas trop développée (i.e. lorsqu’elle intervient en pointe de fissure
dans un volume dont les dimensions sont inférieures a 5-20 % de la longueur de la fissure),
la théorie linéaire apparait comme une approximation justifiée par 1’expérience (avec une
erreur de 'ordre de 10 & 15%). L’analyse de la fissuration par fatigue peut s’effectuer dans
ce cadre pour des conditions de plasticité confinée.

L’objectif est de quantifier le risque associé a ce défaut pour des conditions de charge-
ment cyclique et de prédire sa propagation ou son arrét. L’établissement de critéres pour
définir la direction de propagation ainsi que des lois de fissuration est alors nécessaire.
Afin de quantifier au mieux le risque, les conditions de chargement doivent étre prises en
compte dans I’établissement de ces données.

Par conséquent, aprés un bref apercu historique, nous allons détailler les différents
concepts qui ont jalonné le développement des outils tels que le taux de restitution d’éner-
gie, les facteurs d’intensité des contraintes et les intégrales de contour, concepts utiles pour
quantifier ’évolution de la fissure.

Ensuite, des lois de propagation et certains critéres permettant de prédire la direction
de propagation seront présentés, pour I’étude d’une propagation de fissure de fatigue.
Nous distinguerons les critéres applicables a des chargements proportionnels et non pro-
portionnels.

L’aspect non conventionnel de la fatigue de contact et ses spécificités seront décrits
dans la troisiéme section, suivie d’une présentation de critéres adaptés a ces sollicitations.

Pour finir, nous définirons ’ensemble des notions utiles pour le traitement d’un pro-
bléme de contact avec frottement.

1.1 Les outils de la mécanique élastique linéaire de la
rupture

1.1.1 Apergu historique sur la rupture

De tous temps, éviter la rupture a été une préoccupation majeure des constructeurs.
Les structures de I’Egypte des pharaons ou de I’empire romain montrent I'importance
accordée a éviter la ruine des édifices. Les matériaux utilisés étaient pour l’essentiel le
bois, la pierre, la brique et le mortier. Les structures qui ont résisté au temps étaient



congues pour des chargements en compression. Aprés la révolution industrielle, au début
du 19e siécle, et 'apparition de I’acier, des structures pouvant résister a des chargements
en traction ont vu le jour. Cependant 1'utilisation de nouveaux matériaux (acier et alliages
métalliques) pour des chargements en traction fit apparaitre la notion de rupture pour des
niveaux de chargements bien inférieurs a la limite d’élasticité. Le surdimensionnement des
structures fut une premiére solution au probléme. Cependant le désir d’alléger les struc-
tures et de réduire les cofits a conduit au développement des recherches sur la mécanique
de la rupture.

En 1920, partant du premier principe de la thermodynamique, Griffith [39] établit la
premiére théorie de la rupture, basée sur un formalisme énergétique. Il s’agit d’une relation
directe entre la taille du défaut (la fissure) et la contrainte de rupture dans un milieu
élastique. Le défaut devient instable et conduit & la rupture lorsque la quantité d’énergie
disponible en pointe du défaut atteint une valeur critique spécifique du matériau. Cette
théorie est parfaitement adaptée aux matériaux fragiles. Son domaine d’application ne
s’étend pas aux matériaux ductiles. En effet, la dissipation d’énergie liée au mécanisme
de la plastification est en dehors des hypothéses de cette théorie.

Irwin [47] en 1948 étend la théorie de Griffith, en incluant un terme de dissipation
d’énergie di a 1’écoulement plastique prés des extrémités d’une fissure, afin que cette
théorie puisse étre applicable aux matériaux ductiles. En 1956, il développe la notion de
taux de restitution d’énergie. En 1957, & I'aide des travaux de Westergaard [96] sur les
champs de déplacements et de contraintes élastiques prés de 'extrémité d’un fissure sous
un chargement donné, Irwin établit que les déplacements et les contraintes peuvent étre
décrits a 1’aide des seuls paramétres caractérisant 1’état de sollicitation de la région dans
laquelle la rupture se produit : les facteurs d’intensité des contraintes (FIC), paramétres
reliés au taux de restitution d’énergie. Paris utilise ce concept de FIC pour formuler
des lois de vitesse de propagation de fissure de fatigue, utilisées pour la prédiction des
durées de vie des structures. Dans le cadre de la mécanique linéaire de la rupture, Irwin,
Dugdale et Barenblatt [7], et d’autres proposent des formulations qui prennent en compte
I’existence d’une zone plastifique sur les champs des contraintes et des déplacements a
I’extrémité d’une fissure, en proposant le concept d’une correction de zone plastique. En
1968, Rice et Bui [85, 17| introduisent la notion d’intégrales indépendantes du contour,
dont le concept est toujours utilisé surtout dans les modélisations numériques.

Apreés ce bref apercu historique, nous allons présenter succinctement les différentes
grandeurs caractéristiques de la rupture et les méthodes de calculs de ces quantités.

1.1.2 Les grandeurs caractéristiques
Les différents modes de sollicitation d’une fissure

Une fissure ['c est considérée comme une surface de discontinuité pour le champ de
déplacement u. Nous distinguons deux faces I'f, et 'y, comme illustré dans la figure 1.1(a).



Cette discontinuité se traduit par la relation :

[u;] = u — u; (1.1)

i Y

ou l'indice ; représente une direction de I’espace.

La discontinuité normale est 'ouverture de la fissure. Elle n’est jamais négative car les
faces de la fissure peuvent s’écarter 'une de ’autre, mais ne peuvent jamais s’interpénétrer.
La discontinuité tangentielle est appelée glissement relatif des deux lévres de la fissure, et
peut avoir un signe arbitraire.

T2

—

(a) (b)

F1G. 1.1 - (a) Fissure (b) Repére attaché au front de la fissure

Concernant ’aspect cinématique de la rupture, nous distinguons trois modes de rup-
ture, illustrés par la figure 1.2.

==

Mode I Mode IT Mode III

Fi1G. 1.2 — Les modes de fissuration

En introduisant un repére dont l'origine est située au front de la fissure, (cf. figure
1.1(b)), ces trois modes correspondent :
e au mode I, dit mode d’ouverture traduisant la discontinuité normale, défini par :

(] =0 [ug] 0 [ug] =0, (1.2)

e au mode II, dit mode de cisaillement plan traduisant la discontinuité tangentielle,
ou glissement plan, défini par :

(] 0 [ug] =0 [ug] =0, (1.3)



e au mode III, dit mode de cisaillement antiplan traduisant la discontinuité tangen-

tielle, ou glissement antiplan, défini par :

lus] = 0 [us] # 0. (1.4)

La notion de mode mixte est introduite pour illustrer une situation o deux ou trois
modes (I+IT ou I+IIT ou I4+II+IIT) sont présents simultanément en pointe de fissure.

La théorie de Griffith et la notion de taux de restitution d’énergie

Griffith (1920) [39] aborde la rupture d’un point de vue énergétique. Il suppose l'exis-
tence d’une énergie de liaison, g, positive par unité de surface représentative de la sé-
paration des lévres de la fissure, et étudie ’éventualité de la propagation quasistatique,
sous chargement constant, de la fissure. Considérons un matériau contenant une fissure
de longueur a (cf figure 1.3). Une extension Aa de cette fissure entre les instants 0 et 6t
s’accompagnera des variations d’énergie suivantes :

avec

AWopy = AWoas + AU (1.5)

AW, la variation du travail des forces extérieures

(considérée a forces constantes i.e. sans modification des sollicitations

extérieures entre la fissure initiale et la fissure aprés accroissement),

AW, la variation de ’énergie élastique,

AU l’énergie dépensée lors de la propagation de la fissure sur la

longueur Aa .

l— Aa
<>

AA
e

F1G. 1.3 — Propagation de la fissure sur une longueur Aa

Dans la théorie initiale de Griffith, ’énergie AU correspond & 1’énergie nécessaire a la
création de nouvelles surfaces dans le matériau (AU = AW,,, avec AWj,, I’énergie de



séparation des surfaces). L’énergie de Griffith G est rapportée a I'unité de surface; elle
est définie & partir de AU par :
AU  oU
G= lim — = —— (1.6)
AA-0 AA  0A
ot AA = eAa est la surface fissurée lors de I’avancée de la fissure sur la longueur Aa dans
une éprouvette d’épaisseur e. Généralement nous considérons une épaisseur unité (e = 1)
et GG rapportée a I'unité d’épaisseur est alors donnée par :

AU U

G=lim — = , 1.7
Aaso Aa  Oa (17)
ce qui est équivalent a écrire :
Wetas — Wes oP
G = Wotws = Wer __ (1.9

da da’
P étant I’énergie potentielle stockée dans la structure. G' est appelée plus couramment le
taux de restitution d’énergie. De plus, & chargement constant, P est une fonction univoque

de a car, le chargement étant fixé, la valeur de a détermine la géométrie donc la solution
élastostatique du probléme. Par conséquent nous trouvons plus communément la relation :

G=—— 1.9

o (1.9)
En considérant yg ’énergie spécifique de création de surface, Griffith établit que la fissure
se propage de facon stable si la relation suivante est vérifiée avant et aprés propagation :

Ces travaux représentent une avancée significative pour le dimensionnement industriel.
Les hypothéses restrictives telles que

— chargement constant,

— effets thermiques non intégrés dans le bilan énergétique,

— et la réversibilité de la séparation,
vont étre levées progressivement.
Leblond [58, 57] étend le raisonnement de Griffith en élargissant le champ d’application
des hypothéses :

— la température est constante,

— D’énergie superficielle réversible est négligeable, mais ’avancée de la fissure provoque

une dissipation d’énergie G, positive, par unité de longueur,

— le chargement est variable.
En tenant compte d’une énergie liée au contact interfacial unilatéral sans frottement,
il aboutit & une relation équivalente au critére de Griffith. Par contre, dans le cadre
de contact interfacial avec frottement, aucune expression de G intégrant la dissipation
d’énergie due au frottement n’a été établie.



Définie par ’équation (1.9), G est une grandeur caractéristique de la fissuration qui
nous sera utile pour évaluer le taux de restitution d’énergie élastique lié¢ a 'avancée de la
fissure. Il sera néanmoins judicieux d’émettre des réserves en présence de frottement sur
Iinterprétation et le sens physique que nous donnerons a G.

Les facteurs d’intensité des contraintes (FIC)

En 1957, Irwin [47] a introduit la notion de facteur d’intensité des contraintes (FIC)
comme un parameétre caractéristique des champs en pointe de fissure. Les facteurs d’in-
tensité de contrainte Ky, Ky et Ky, caractérisent 'intensité de la singularité du champ
des contraintes & la pointe et sont proportionnels & la discontinuité du champ de déplace-
ment des lévres de la fissure pour chaque mode élémentaire. Ils contiennent 1’information
sur la géométrie de la fissure et la nature des sollicitations. Ils s’expriment en MPay/m.
L’expression générale est, :

K:;igé\/%a(ezo) = lim \/?[u]. (1.11)

r—0

Nous verrons dans les sections suivantes les relations qui les lient aux autres para-
meétres, et pour cela intéressons-nous a la description du champ des contraintes a la pointe
de la fissure.

Description du champ des contraintes 4 ’extrémité d’une fissure

Les premiers résultats analytiques portent sur des géométries simples, des chargements
uniformes dans des milieux élastiques linéaires. Considérons donc un milieu plan, fini, peu
épais, contenant une fissure de longueur 2a loin du bord. La taille de la fissure est supposée
petite par rapport aux dimensions du corps.

La forme générale du champ des contraintes au voisinage de ’extrémité d’une fissure
dans un tel matériau est de la forme [52] :

_ K
\V2rr

K correspondant au FIC du mode de sollicitation considéré. Les coordonnées (r, ) sont
repérées par rapport a l'extrémité de la fissure (cf figure 1.4). Les fonctions addimension-
nelles f;; et g;; dépendent du mode de sollicitation. Les quantités g;; dépendent également
de I’état de contrainte et de la géométrie du corps fissuré.

Au voisinage immeédiat de la pointe de la fissure (r — 0), les contraintes présentent
une singularité en 1/4/7. Les termes d’ordre plus élevé de la relation (1.12), qui font
notamment intervenir les fonctions g;;, sont alors négligeables.

Les champs des contraintes dans la zone la plus critique, le voisinage immédiat de la
fissure, sont appelés champs de contraintes asymptotiques et s’écrivent simplement :

K
Oij = \/ﬁfij(g) (1.13)

Uz’j



F1G. 1.4 — Définition des axes (z,y) et des coordonnées (7, ) au voisinage de I'extrémité
d’une fissure

Les fonctions f;; ont été obtenues par Westergaard [96] pour des conditions de bord
libres sur les lévres de la fissure (voir annexe A). Les champs asymptotiques correspondant
sont résumés dans les tableaux A.1 et A.2 de 'annexe A. Dans le cas de contact avec
frottement, la singularité en pointe de fissure évolue en fonction des zones de contact et
de glissement le long de la fissure, et particuliérement en pointe. Nous reviendrons sur ce
point ultérieurement dans ce manuscript.

Les expressions établies montrent clairement le lien existant entre la singularité du
champ de contrainte et les FIC. Il existe aussi un lien entre le taux de restitution d’énergie,
G, et ces facteurs.

Lien entre le taux de restitution d’énergie, GG, et les facteurs d’intensité des
contraintes, K; : la théorie d’Irwin

Irwin [58, 37| a établi en 1958 une relation entre le taux de restitution d’énergie G
et les facteurs d’intensité des contraintes K, K;; (et Kjr7), pour une longueur et un
chargement donnés :

G = %(Kf + K3)) en 2D, (1.14)

avec k = 1 en contraintes planes et 1 — v? en déformations planes, E le module de Young
et v le coefficient de Poisson. Pour une fissure 3D non débouchante, nous avons la relation

G = LK} + K3+ =V K (1.15)
avec k = 1 — v? dans le volume. Lorsque la fissure débouche a la surface libre, aux points
M, et M, ou la ligne de la fissure rencontre cette surface (cf. figure 1.5), la nature de
la singularité des contraintes peut-étre différente [17]. Aux points M; et M,, la nature
de la singularité peut dépendre de 1’angle de la fissure avec la surface libre ainsi que du
matériau. Différentes approches théoriques proposent des expressions de la singularité en
v mais sont contradictoires entre elles [46].

Ces relations sont trés utilisées pour I’évaluation des FIC.
Aprés I'approche globale de Griffith et celle locale des FIC, attardons-nous sur les
intégrales de contour qui sont a mi-chemin entre les deux précédentes approches.



Surface libre

Fi1a. 1.5 — Fissure débouchante

L’intégrale J

Le concept de l'intégrale J est introduit par Eshelby en 1956 [34] et développé par
Rice en 1968 [85]. Partant des invariants intégraux [85, 17, 9| (rappelés en annexe B
en mécanique de la rupture élastique), cette théorie établit la quantité J comme étant
le taux de diminution de 1’énergie potentielle stockée dans un domaine fermé lorque la
fissure croit.

Considérons un probléme plan, avec une fissure rectiligne débouchante ou non a la
surface extérieure du solide et située sur I'axe (Oz) telle que sa pointe corresponde &
Iorigine des coordonnées. En définissant I" un contour ouvert orienté quelconque tel que
les extrémités AT et A~ se trouvent sur les faces de la fissure, et n la normale a I' (voir
figure 1.6), I'intégrale J introduite par Rice est définie par :

J= /(W(slj Quiy, s, (1.16)
T

R— O'Z..—
38331

avec ds un arc élémentaire de I', et W la densité d’énergie de déformation définit par

W:/ Oijdeij- (117)
0

En élasticité linéaire W s’écrit simplement

1
W = 50,‘]'6,‘]'. (118)

L’indépendance de J sur tout contour ouvert I', entourant la pointe et dont les extré-
mités sont situées sur chacune des lévres de la fissure, est établie a condition que [85] :

1. les faces de la fissure soient des surfaces libres d’effort,

2. la fissure soit dans le prolongement de ’axe x; fixé en pointe, et ce du point A
jusqu’a la pointe O.
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S

Front de fissure

Fissure At

F1G. 1.6 — Définition du contour I' utilisé pour 'intégrale J

En effet, considérons ces deux conditions, avec le contour fermé I' = [L,U[B~ A~ U1 U
[ATB*] défini dans la figure 1.7. L’intégrale J est nulle sur ce contour fermé (cf. annexe
B). Or l'intégrale J est nulle sur [ATB*] et [B~A™| car 0;;n; = 0 d’aprés la condition 1, et
ny = 0 du fait de la condition 2. Il reste donc Jr, + Jr, = 0. En définissant le contour I'ys
comme étant identique a I'; mais parcouru dans I’autre sens, nous obtenons Jr, = Jr,.

Cette propriété d’indépendance du chemin parcouru est importante car elle permet
de calculer I'intégrale J & partir des champs de contrainte et de déplacement obtenus par
une méthode numérique, sur un contour quelconque, éloigné du front de fissure. D’autre
part, pour un matériau élastique, I'intégrale J s’identifie au taux de restitution d’énergie
G et nous obtenons la relation trés utile pour le calcul des FIC :

J=G. (1.19)

Dans le cas ot le processus de dissipation d’énergie sur les faces de la fissure s’effectue
avec des conditions de contact avec frottement, 'intégrale J n’est plus indépendante du
contour et dépend de la position des points A" et A~ (cf. figure 1.6) par la transmission
des valeurs des contraintes de cisaillement en ces points [76, 59].

En effet, si nous considérons le contour fermé I' = ToU[B~ AUl U[AT B*] précédent
(cf. figure 1.7), nous pouvons écrire :

B- auz _ BT au, +
JF1' = Jp2 + (—Wélj + Oij%)n' dS + (W61]‘ )nj dS, (120)
1

_ J A+ 8371
avec n;r et n; les normales extérieures n relatives a chaque face (n; = —nj) Or le long
des segments [A~ B~ ] et [A* B*], nous avons ny = 0 et 0;in = T;" = =T, ce qui conduit
a écrire :

Ou;  Ou
- — pH(—— . 1.21
JFII JFQ /AB 1 (8.’E1 8 )ds ( )
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z2

! Contour fermé
' T=T,U[B ATJUT, U[ATBY]

Fissure AT {

Iy

F1G. 1.7 — Définition des contours I'y, I's et I' utilisé pour I'intégrale d’interaction et les
intégrales de domaine.

Si la fissure est fermée, alors les déplacements selon la composante suivant ’axe x5 sont
égaux sur les deux faces, et nous obtenons :

ou;  Ouf
J,:JZ—/ TH (=% — =1)ds 1.22
Fl I AB 1 (al'l a:L_l) ( )
ce qui est équivalent a écrire
Jr, — T (A)(uy — i) (A) = Jr, = T (B)(uy — ui)(B) (1.23)

Finalement, c’est uniquement lorsque un état de cisaillement non nul s’exerce au point
A (T} = o7, nk = ofyna) que lintégrale J n’est plus indépendante du contour. Mais dans
ce cas, il existe tout de méme une quantité indépendante du contour ouvert T' (cf. figure
1.6) dont les extrémités se situent sur chaque face de la fissure au point A, et définie par

Jr = T (A)(ur — u)(A). (1.24)

Trois types de variables en mécanique de la rupture caractérisent donc la perturbation
du champ des contraintes due & la présence d’une fissure, et permettent la quantification
du risque :

— les facteurs d’intensité de contraintes, K;, K;; et K7, qui décrivent l'intensité du

mode de sollicitation en pointe de la fissure,

— le taux de restitution d’énergie, (G, définissant I’énergie dissipée pour I'extension de

la fissure.

— l'intégrale de contour, J,
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Ces paramétres caractéristiques seront utilisés dans le modéle numérique pour décrire
I’état des champs en pointe de fissure et pour ’analyse de la fissuration et de la propagation
de la fissure.

Par conséquent, intéressons-nous aux méthodes de calcul de ces grandeurs.

1.1.3 Le calcul des grandeurs caractéristiques

La liste des méthodes que nous allons présenter n’est pas exhaustive.

Le calcul des facteurs d’intensité des contraintes [37, 17]

Ce calcul a été établi de fagon analytique pour certaines géométries, et par des mé-
thodes numériques pour des géométries plus complexes.
Meéthodes analytiques

Pour des problémes & géométrie et chargement simples, la premiére méthode consiste
a ramener le probléme traité & une suite de problémes déja résolus dont les solutions
élémentaires sont connues. Le principe utilisé est celui de la superposition des solutions
qui résulte de I’élasticité linéaire. Il existe bon nombre de solutions tabulées dans la
littérature |17, 9, 72, 88.

Une autre méthode de résolution consiste a rechercher la valeur de Ky(x) produite par
une force unité, placée a une distance x de I'extrémité de la fissure. Pour une distribution
d’effort imposé F'(z), nous écrivons alors :

K; = /ﬁssure F(z)K(z)dx (1.25)

ou la fonction K (x), appellée fonction de poids, est bien établie pour certains cas parti-
culiers [52]. L’avantage est qu’elle ne nécessite qu'un seul calcul de structure.

Mais ces techniques analytiques sont limitées & des géométries et des chargements
simples ou les dimensions sont infinies. Pour des cas réels plus complexes, nous faisons
appel & des techniques expérimentales ou numériques. Les méthodes expérimentales ne
seront pas abordées dans ce mémoire car ’objectif de ce travail est ’élaboration d’un outil
numérique.

La premiére méthode des techniques numeériques repose sur 1’expression des contraintes
utilisant la fonction d’Airy et les potentiels complexes ¢ et x (cf annexe A). Nous intro-
duisons la singularité des contraintes en utilisant des termes en y/z dans l'expression de
la solution aux équations de I’élasticité. Pour certains problémes plans infinis avec des
conditions particuliéres de symétrie et de contrainte a l'infini, il y a une relation entre ¢
et x. Ces problémes sont résolus en fonction d’une seule fonction, notée par Westergaard
7, et d’une constante qui dépend du tenseur des contraintes a I'infini. En utilisant des dé-
veloppements en série pour la fonction Z et en vérifiant les conditions aux limites avec ces

développements, il est possible d’extraire les parties singuliéres auxquelles correspondent
les FIC.
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Meéthodes numériques

Les méthodes numériques sont d’autres méthodes de calcul utiles pour des géométries
complexes. Les expressions des FIC proviennent alors soit d’une formulation en contrainte
ou en déplacement, soit d’'une formulation globale provenant des calculs de J ou G.

En s’appuyant sur la connaissance du champ des contraintes et des déplacements
fournie par un calcul numérique, les FIC sont évalués par extrapolation du champ des
contraintes ou des déplacements lorsque 7 tend vers 0 (cf expressisons (1.11)). L’extrapo-
lation en fonction des contraintes est moins précise que celle en fonction des déplacements
car les contraintes sont évaluées aux points d’intégration et non aux noeuds. Cette mé-
thode est trés efficace pour des techniques utilisant les distributions continues de disloca-
tions. De plus, elle a ’avantage de distinguer les modes I et II. Mais pour des méthodes
de type éléments finis (présentée section 2.2.2), elle nécessite un maillage explicite de la
fissure et donc des éléments trés fins, de fagon a bien représenter les forts gradients en
pointe de fissure. Des éléments spéciaux, de type Barsoum |[8], peuvent étre utilisés en
pointe de fissure. Mais cette méthode reste dépendante du maillage et des variations trés
importantes qui apparaissent sur les valeurs des contraintes en pointe. Par conséquent des
méthodes plus globales sont préférables.

En s’appuyant sur la relation existant en élasticité linéaire entre J, G et les FIC, I’éva-
luation d’intégrales est alors considérée comme un moyen de déterminer plus précisément
les FIC. Nous allons présenter les méthodes de calcul des intégrales J et G.

Le calcul de G et J

Il est nécesaire d’évaluer qu’une seule des deux quantités (G et J) pour les problémes
plans élastiques, du fait de l’existence de la relation (1.19). Nous allons donc présenter
les méthodes de calcul pour I'une ou l'autre de ces quantités sans faire de distinction
“significative”.

La propriété d’indépendance au contour d’intégration (cf. section 1.1.2) permet le
calcul direct de ces quantités en se plagant assez loin de la pointe de la fissure, de fagon
a ne pas faire intervenir les singularités.

La méthode par calcul de ’avancée réelle de la fissure

La méthode par calcul de I’avancée réelle de la fissure ([16]) considére un probléme
a force imposée, et calcule I’évolution de I’énergie élastique pour une petite extension de
fissure Aa. La quantité G est alors égale a AA—IZ’. Dans la pratique, deux calculs élastiques
successifs sont effectués a partir d’'un méme maillage mais sur lequel un ou plusieurs noeuds
ont, été relachés en fond de fissure pour le second calcul. Cette méthode a ’avantage de
bien s’adapter aux codes. Cependant, elle nécessite un maillage fin en pointe de fissure et
est trés coliteuse en temps de calcul.
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La méthode de l’extension virtuelle de la fissure

La méthode de l'extension virtuelle de la fissure introduite par Hellen [41, 78] établit
la quantité G' comme I'opposée de la variation de I’énergie potentielle suite a 1’extension
virtuelle de la longueur de la fissure. Le processus d’extension de la fissure est obtenu en
déplagant les points nodaux (cf. figure 1.8) au lieu d’annuler les composantes de traction
nodale a la pointe de la fissure, comme c’était le cas pour la méthode du calcul par
avancée réelle de la fissure. Cette modification du front implique une perturbation des
champs induisant une variation de I’énergie potentielle. Cette extension virtuelle perturbe
aussi la matrice de raideur du probléme. Pour éviter des temps de calculs importants, des
stratégies de translation d’une zone restreinte du maillage ont été mises en place, ce qui
induit un changement localisé dans la matrice de raideur. Malgré tout cette approche
nécessite un maillage fin en pointe de fissure comme la précédente.

F1G. 1.8 — Déplacement de la pointe de la fissure

La méthode G0

Une autre méthode bien connue est la méthode GO développée initialement par Des-
tuynder [23] et a laquelle des améliorations ont été apportées [93, 94]. Elle consiste a
calculer G par dérivation de I’énergie potentielle. L’intégration se fait alors sur une cou-
ronne entourant la pointe sans la contenir, et non pas sur un contour (cf. figure 1.9). Les
frontiéres de cette couronne coincident avec les cotés des éléments, pris suffisamment loin
du fond de fissure pour bénéficier d’une bonne approximation de la solution. L’intégration
numérique s’effectue sur les points de Gauss des éléments, renforcant encore la précision
du calcul. Pour déterminer la variation de 1’énergie potentielle totale, une application F*
est introduite. Elle représente une perturbation géométrique infinitésimale €, au voisinage
du front de fissure, et se définit pour tout point M du domaine par ’expression :

FS(M) =M + eB(M), (1.26)

ou le champ 6, défini sur le domaine, représente la cinématique virtuelle du mouvement.
11 vérifie les propriétés suivantes :
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— 6 est paralléle au plan de fissure,

— le support de 6 est limité & un voisinage de la fissure ot aucune force n’est appliquée,

- [div(d) =1.

Le champ 6 est appelé le champ d’extension virtuelle. En pratique, dans la couronne,
ce champ varie contintiment de (1,0) a (0,0), de l'intérieur vers l’extérieur. La couronne
délimite un domaine contenant le front, dans lequel le champ 6 est constant et vaut (1,0).
A Textérieur de la couronne le champ est nul. La variation de ’énergie potentielle totale

AAVZ” par rapport a I'allongement virtuel de la fissure est obtenue par passage a la limite

We—W, . . .
de —*—= lorsque ¢ tend vers 0, et I'expression de G s’exprime par la relation :

G = / Tr(eVUV)dS — % / Tr(oVU).div0dS. (1.27)

Fissure

F1Ga. 1.9 — Définition de la couronne utilisée dans la méthode G0

La méthode de ["intégrale de domaine

La méthode de 'intégrale de domaine introduite par Moran et Shih en 1987 [62, 87, 71|
a permis d’améliorer le calcul de G et J, en utilisant une forme d’intégrale sur le domaine
intérieur du contour I' plutét qu'une intégrale sur le contour lui-méme. Cela permet de lis-
ser les oscillations parasites qui affectent la solution numérique et d’augmenter la précision
de la solution estimée. Pour illustrer la méthode, considérons l'intégrale I sur le contour
fermé de la figure 1.7, dont I'intégrande est celui de 'intégrale de 1’équation (1.16) pondéré
par une fonction g (en référence aux propriétés du champ 6 introduit dans la méthode

GY),

I= /(W613 - Oij%)quds, (128)
r L1

avec m la normale extérieure au contour fermé I' qui vaut n sur I';y et —n sur I'y . En



16

choisissant la fonction ¢ telle que

1 sur 'y,
g=<0 sur I'y, (1.29)

arbitraire ailleurs,

I'intégrale I se réduit a

I = / (W 51]' — aij—u)mjds + / (” (Slj - O'ij—u)quds. (130)
Ty Oy [A+B+|U[B- A-] Oy

En considérant les faces libres d’efforts, le dernier terme s’annule (m; = 0 et g9mq = 0,
pour tout ¢). L’intégrale I sur le contour fermé I" se réduit a I'intégrale sur I'y c’est-a-dire

I= / (Wélj - aij%)mjds =—J. (131)
Iy Oy

D’autre part, en appliquant le théoréme de la divergence a l'intégrale I (équation (1.28))sur
le contour fermé I', nous obtenons

o ; Ou; \ 0q
— Wéii —cii— g+ [ W&, —0:i— | —| dA 1.32
! /A [&Tj ( 01 = 0y &Ul) 1 ( o1~ % 83:1) B:Ej] ’ (1.32)

avec A I’aire comprise a l'intérieur du contour fermé I' (cf. figure 1.7). En élasticité linéaire,
le premier terme de I'intégrande est nul, et (1.31) et (1.32) fournissent alors la forme de
domaine de l'intégrale J

Ou; \ 0q
—— [ (wsy, —0,; 28 ) Hga. 1.33
J /A< 01, 078361) 6a:jd (1.33)

Lorsque I’hypothése sur la fissure est levée (surface libre d’efforts), ’équation (1.30) de-
vient

o0u; ou;
I =/ W6y, — 0ii—)m;ds —/ Oip—moqds, (1.34)
I‘z( N Jal"l) ’ (A+BHU[B-A-] 071
car m; = 0. En utilisant le fait que 7;" = o;,mg, nous avons
i / (W iy d / AR (1.35)
= i — 045 —)m;as — i - S, :
Ty L J 8371 J AB 8331 83:1 q

et nous retrouvons la quantité indépendante du contour définie dans la section 1.1.2 pour
une fissure fermée

I =T (B)(uy —u)(B) = — (Jr = T (A) (ug —uf)(4)). (1.36)
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En suivant le méme raisonnement que précédemment entre (1.36) et (1.32), nous obtenons

Jr =T (A)(u; —uy)(A) =

- [ (Whs— o) g+ T - u)(B)
Nous avons ainsi défini une méthode de calcul de 'intégrale J en présence de forces
de contact le long des faces de la fissure. Des applications numériques [86, 74, 73, 38|
ont montré la grande précision de cette méthode, notamment pour des problémes o les
faces étaient considérées comme libre d’efforts. L’utilisation de cette méthode pour des
problémes de contact interfacial a été effectuée par Dolbow et al [25], mais en prennant
'intégrale J sous sa forme classique (cf. équation (1.16) au lieu de 1’équation (1.24)).

(1.37)

Les quantités G et J masquent le caractére local du mode de sollicitation, ne délivrant
qu’'une information globale du comportement. Il faut alors faire appel & d’autres notions,
comme les méthodes de découplage des modes de rupture pour acquérir la connaissance
locale des modes de sollicitation en pointe de fissure. Parmi ces méthodes, la notion
d’intégrale d’interaction qui est une formulation & deux champs [97, 86|, va étre détaillée.

Découplage numérique des modes de rupture

La nécessité de connaitre les valeurs des FIC conduit a I’établissement de l'intégrale
d’interaction introduite par Yau et al. en 1980 [97]. Deux états d’équilibre indépendants
(1) et (2), pour un corps élastique, homogéne et isotrope, sont introduits. Les variables
associées sont repérées respectivement par les exposants () et (2. L’état (1) est I'état
réel qui satisfait les conditions aux limites, et I’état (2) est un état auxiliaire fictif. La
superposition des deux états d’équilibre conduit a un nouvel état d’équilibre repéré par
'exposant (). Dans le cas d’une fissure rectiligne et libre d’effort (sans frottement ni
contact, hypothéses de l'intégrale J), l'intégrale J de 1’état (0) est

JO — / WOs,; — (o)) + ggj?))w)nj ds, (1.38)
r T
ou
WO = (0 + o)) + ). (1:39)
En réordonnant les termes, nous obtenons
JO = g0 4+ J@ 4 p02) (1.40)

avec J() et J@ les intégrales J des états (1) et (2) respectivement. M2 est appelée
'intégrale d’interaction pour les états (1) et (2). Elle est donnée par :

(1,2) (1,2) (1) du;” (2) du;”
MO = /F(W P01 = 04 g T 0 )M, (1.41)



18

ott W) est I’énergie de déformation d’interaction définie par :

L. e 2) (1
W2 = Lo 1 o0 0) (1.42)
En utilisant les équations (1.14) et (1.19) pour l’état (0), et aprés développement et
simplification, nous aboutissons & I’écriture de J(® sous la forme :

2
7O = 10 450 1 2 EORD ¢ K KD). (1.43)

La comparaison des deux équations conduit & :

2k

M2 —
E

(KK + KK (1.44)

Par conséquent, les FIC de I’état réel (1) peuvent étre déterminés en évaluant I'intégrale
d’interaction M pour un choix judicieux des champs asymptotiques de P’état auxiliaire
(2). Nous optons pour les trois états des modes purs asymptotiques fournis par le tableau
A.1 dans I'annexe A :
— en mode I pur, K}Q) =1, Kﬁ) =0, K}?, = 0, détermine K}l) en terme d’intégrale
d’interaction par la relation :

E
KM = — pg(Dmodet 1.4
I 2]€ Y ( 5)

— en mode II pur, K}Q) =0, Kg) =1, Kg)l = 0, détermine K%) en terme d’intégrale
d’interaction :
o _ E

0= ﬂM(l),modeH. (146)

— en mode III pur, K?) =0, Kg) =0, K}?I =1, détermine KE)I en terme d’intégrale
d’interaction :
E
K}})j — _M(l),modeHI. (147)
2k
Remarque :
Avec contact et frottement, les résultats énoncés restent valables en considérant la quantité
de I’équation (1.24) a la place de J seule.

Les grandes familles de calculs permettant de définir les grandeurs caractéristiques K;,
G et J ont été présentées. Nous abordons maintenant leur utilisation dans le contexte de
la fissuration en fatigue.
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1.2 Propagation de fissure de fatigue

L’application de la MELR a la fatigue date des années 50. La prévision de la croissance
des fissures suppose ’existence d’un défaut de taille “macroscopique”, et se place donc aprés
la phase d’amorgage des microfissures, phase qui n’est pas décrite par la MELR.

Pour prévoir I’évolution des fissures dans une structure soumise a des sollicitations
de fatigue, il faut pouvoir résoudre un probléme mécanique dans lequel les données sont
constituées par la géométrie de la structure, la configuration de la fissure initiale, I’histoire
des efforts appliqués, la loi de comportement a la déformation, la loi de fissuration du
matériau considéré.

Le dimensionnement d’une structure en fatigue repose sur la connaissance des solli-
citations appliquées. Celles-ci peuvent étre uniaxiales (une seule direction principale non
nulle, fixe dans le temps, o), biaxiales (deux directions principales non nulles, fixe dans
le temps, o7 et 09), ou multiaxiales (une ou plusieurs directions principales non nulles,
mais variables dans le temps). Elles engendrent des champs de contraintes qui peuvent
avoir une évolution spatiale et /ou temporelle.

Dans le cas d'un champ de contraintes uniaxial avec une évolution temporelle, nous
définissons ’amplitude maximale , 04z, I’amplitude minimale, 0,4, la valeur moyenne,
Om, de la contrainte au cours d’'un cycle. Nous définissons aussi le rapport R = =iz =
% et la composante alternative o, = #mes_fmin,

Dans le cas de champs de contraintes multiaxiaux, nous distinguons les champs a
amplitude constante et ceux a amplitude variable dans le temps. Pour une évolution
temporelle de ’amplitude, les composantes du vecteur contrainte peuvent varier indépen-
damment pendant le cycle de chargement. Nous introduisons alors la notion de champs
de contraintes non proportionnels qui décrit le déphasage temporel des contraintes. Pour
un chargement proportionnel, le rapport Z;Eg est constant (les maximums sont atteints
en méme temps) en opposition & un chargement non proportionnel, ou ce rapport est
variable.

Pour un temps fixé ¢,,, la propagation de fissure classique pose les questions suivantes :

e la fissure va-t-elle se propager ?

e si oui, dans quelle direction et a quelle vitesse ?

Les critéres de seuil de propagation établissent si le défaut va se propager ou non. Les
critéres de direction de propagation estiment la direction suivant laquelle le défaut va
croitre, et les lois de propagation donnent des valeurs de vitesse de propagation du défaut.

Pour un probléme de fatigue, le calcul consiste a trouver la relation reliant les confi-
gurations successives des fissures a I’histoire des sollicitations. Les modéles qui décrivent
la propagation doivent tenir compte des paramétres qui la conditionnent et qui agissent
au niveau :

— de la cinétique,

— du chemin de propagation et

— des conditions de chargement.

Nous allons donc aborder ses trois éléments de base pour ’analyse de la propagation de
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fissure de fatigue. Tout d’abord, les lois de propagation vont étre exposées.

1.2.1 Lois de fissuration par fatigue

Il existe un ensemble de relations dans la littérature qui relient ’avancée de la fissure
par cycle a des paramétres caractéristiques du chargement.

En 1963, Paris et Erdogan [77] postulent que le FIC K suffit a rendre compte de 1’état
des contraintes en pointe de fissure et proposent une loi :

dd—]C\L] = C(AK)", (1.48)
avec AK; = Kjmae — Kimin 'amplitude du FIC en mode I, C et n des constantes
caractéristiques du matériau et de ’environnement considéré (constantes déterminées par
des expériences de base sur des éprouvettes CT). Trés simple dans son application, cette
loi est la plus utilisée en fatigue et décrit le comportement de la fissure dans la région II
de la figure 1.10. Elle n’est cependant pas apte a décrire toute la courbe de fissuration,
notamment prés du seuil de fissuration AKy, (région I) et de la rupture K, (région III).
Des lois correctives ont été formulées pour rendre compte des deux asymptotes de la
courbe de la figure 1.10 (certaines sont rapportées dans [55]). De plus, cette relation a
été modifiée pour intégrer 'influence de différents paramétres comme le rapport R, la
fréequence de sollicitations, la sollicitation moyenne, ... D’autres relations basées sur la
notion de 'ouverture du fond de fissure noté CTOD (crack tip opening displacement), de
dissipation d’énergie, ... ont été formulées et sont toujours utilisées [79).

Ces lois ont été étendues aux sollicitations en mode mixte. La notion de AK; est alors
élargie par l'introduction de la notion de AK,ss, une combinaison des modes impliqués
selon la nature du chargement (biaxial, multiaxial), dont ’expression générale est

AK.;; = (AKT + AAKT,)P (1.49)

dont les constantes m, n, A et p sont a définir en fonction du matériau et des sollicitations.
Les lois résultantes de cette utilisation ont été établies sous sollicitations périodiques et
I'effet de la zone plastique en pointe de fissure est négligée. Cela suppose implicitement
que les effets de surcharge ne sont pas pris en compte. Par conséquent, ces lois phénomé-
nologiques ne sont donc valables que dans le domaine de variation des paramétres (K,
R, ...) couvert par les essais. Il faut donc que ce domaine soit le plus proche de celui du
probléme réel.

La connaissance de lois de propagation n’est cependant pas suffisante. Le chemin de
propagation est aussi une donnée nécessaire. Une des difficultés est la prévision de la
direction de fissuration au cours de la propagation. Lorsque la direction du chargement
varie dans le temps, ou lorsque la direction initiale de la fissure est non compatible avec le
chargement 1.11, la fissure va bifurquer (changer de direction). Nous allons donc énoncer
des critéres de propagation de fissure en distinguant ceux s’appliquant a des chargements
proportionnels de ceux s’appliquant & des chargements non proportionnels.
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log —
A

Région 11

Région III

> log AK

K.
Rupture

F1G. 1.10 — Allure générale du taux d’accroissement, d’une fissure, ;—]‘@, en fonction de AK

(écart entre les FIC extrémes d’un cycle de chargement) pour une sollicitation en mode I

Chargement uniaxial Chargement biaxial

o / - / - T / 10))

| | |

Orientation de fissure

compatible avec o2 = ko oa(t)
le chargement Chargement Chargement
proportionnel non proportionnel
Mode I Mode Mixte

F1G. 1.11 — Quelques configurations fissure/chargement impliquant un mode mixte
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1.2.2 Ciritéres de direction de propagation pour des chargements
proportionnels

Les essais réalisés pour des conditions de chargements proportionnels induisant un
mode mixte ont montré que la pointe de la fissure bifurquait dans la direction la conduisant
a retrouver une sollicitation en mode I. A partir de ces constatations phénoménologiques,
des critéres ont été proposés. Nous allons présenter les différents critéres établis suivant
cette approche.

Critére d’Erdogan et Sth

En 1963, Erdogan et Sih [33] proposent un critére prenant en compte un mode mixte
I et II. Dans le cas de problémes plans, la fissure se propage dans la direction 6y pour
laquelle la contrainte tangentielle ogy (appelée aussi la contrainte circonférentielle) est
maximale et la contrainte de cisaillement 0,4 est nulle (cf. figure 1.4), ce qui revient &
résoudre :

(9099

0 =0

8@000 N (1.50)
00?

A partir de Pexpression asymptotique des contraintes donnée par Westergaard (cf
tableau A.1 de I'annexe A), nous obtenons I’équation donnant ’angle de propagation de
la fissure dans le systéme de coordonnées en pointe de fissure :

Krsinfy+ Kyr(3cosy—1) =0 (1.51)
d’ou finalement :
1 [ K; , K; )}
0y = 2arctan |~ [ —L — K ——)2+8 1.52
e [4 (KH Ry e S (192

Pour une sollicitation uniquement en mode I, ce critére prévoit une propagation coplanaire
(Ao = 0°), tandis que pour une sollicitation uniquement en mode II la fissure bifurque selon
un angle 6, = 70°5. Nous constatons aussi que gyy est maximale dans la direction 6, pour
laquelle 7,4(6p) = 0.

Le seuil de propagation associé établit que la fissure se propagera lorsque

) 0
cOS 50 (KI cos? 50 — ;KH sin 0()) 0> K, (1.53)

avec 6y verifiant la relation précédente.

Cette approche est basée sur I’hypothése & priori d’un mécanisme de fissuration en
mode I (7,4(6y) = 0), c’est-a-dire que la fissure se propagera dans la direction ou le méca-
nisme de fissuration en mode I est le plus important. Cette hypothése permet néanmoins
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de restituer un comportement cohérent avec les essais expérimentaux. Ceci peut-étre ex-
pliqué par le fait que le mode d’ouverture est le mode de propagation le plus rencontré
lors des essais uniaxiaux ou biaxiaux. Mais cette hypothése peut-étre mise en défaut en
présence d’un chargement o un mode II pur apparait au cours d’un cycle |75].

Le critéere MSS (Mazimum Shear Stress)

Otsuka et al. [75] définissent les quantités K, = ogg/277 et K, = 7,9v/27r, quantités
“équivalentes” aux FIC mais dans le repére local de la fisure. Ils énoncent trois conditions
critiques de propagation relatives aux trois conditions de chargement

— en traction,

max K,(f) = constante = K|, (1.54)
— en cisaillement,
max K, (f) = constante (1.55)
— en mode mixte (I+1I),
max K,(f) = constante = K, (1.56)

Le critére portant sur K, est équivalent & celui d’Erdogan et Sih. Par contre le critére
portant sur K, permet de décrire la propagation en mode II. 1l est appelé critére MSS
(Maximum Shear Stress). Des essais de propagation ont été effectués par Otsuka et al. pour
différentes fissures sollicitées en mode mixte I + II, pour des éprouvettes en aluminium.
Les essais ont confirmé ces critéres.

Pour pallier la présence d’un chargement ot un mode II apparait au cours d’un cycle,
Sih a suggéré un autre critére de propagation de fissure basé sur des considérations éner-
gétiques.

Le critére de Sih dit critéere de la densité minimale d’énergie de déformation

Toujours en mode mixte I, II, III, le critére de Sih (1974) [89, 52, 9] est fondé sur la
densité d’énergie de déformation ou d’énergie élastique, W (e;;). La trajectoire de la pointe
de la fissure s’identifie au lieu des points de la structure possédant la densité maximale
d’énergie élastique. Le facteur de densité d’énergie de déformation S est définit par :

aw
=r— 1.
S=r v (1.57)

aw
ou r est la distance depuis le front de la fissure, et i la fonction de densité d’énergie

de déformation telle que :

d_W_1+1/
dV  2F

(02 + 07 — v(0g + 0y)* + 272,) (1.58)
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Nous utilisons la forme asymptotique de S :

_ 8uFE
C14p

S (aHK? —+ 2a12KIKII + (LQQK?I + aggK?II) (159)

. v .
avec k = 3 — 4v en déformation plane et en contrainte plane, et

(k —cos0)(1 + cosb),
as = (2cosf —k+1)sinf),
age = (k+1)(1—cosf)+ (14 cosf)(3cosh — 1),
a3 = 4.

a1

L’instabilité se produit lorsque la densité d’énergie de déformation dans la direction (6y,¢)
atteint la valeur critique S, caractéristique du matériau. Cette valeur s’obtient en consi-
dérant le cas limite du mode I pur pour lequel le critére S = S, doit s’identifier au critére
K; =K, d’ou la valeur :

1-v_,

S, = K. 1.64
e (1.64)

Les angles 6y et ¢y définissent la direction de propagation obtenue par le critére de Sih,
critére qui repose sur les deux hypothéses suivantes :
e la propagation de la fissure se fait dans la direction de densité d’énergie de défor-
mation minimale, par conséquent elle est définie par les angles 6, et ¢, tels que :

(g—g)ezeo =0

1.65
. 0 (1.65)
(%)¢=¢0

e la fissuration subcritique se fait de telle sorte que le front de fissure suive les lignes

. . dW
d’énergie de déformation —— constante.

Ce critére a 'avantage d’étre simple a utiliser et peut étre appliqué & une fissure en 3D.
Mais il manque de sens physique et ne conduit pas a des résultats satisfaisants. En effet,
d’aprés I’étude faite par Sih sur une fissure elliptique, en présence de mode III appréciable,
ce critére ne rend pas bien compte des discontinuités du front de la fissure provoquées par

I’extension. D’autre part, il ne rend pas compte de 'influence du rapport R définit par
Omin

O-maa:
Les critéres qui viennent d’étre énumeérés, tiennent compte de 1’état des contraintes en

pointe de fissure. Ils peuvent étre qualifiés d’ “explicites”. Nous allons présenter d’autres
critéres basés sur les champs en pointe d’une extension virtuelle ou infinitésimale de fissure.
Ils seront qualifiés d’ "implicites” (cf figure 1.12).
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Calcul des quantités

Calcul des quantités

\\ /{ Extension virtuelle
0

Fissure principale Fissure principale

Critéres "explicites" Critéres "implicites"

F1G. 1.12 — Notion de critéres explicites/implicites

Le critére du tauz de restitution d’énergie mazimal [60]

Ce critére est une extension du critére de Griffith, applicable aux problémes plans.
Parmi toutes les extensions virtuelles de fissure cinématiquement admissibles et de méme
longueur, I'accroissement réel est celui qui maximise le taux de restitution d’énergie G
(au bout de cette extension). Il y a rupture lorsque G4, atteint une valeur critique G-
Les résultats obtenus sont peu différents de ceux issus du critére de la contrainte normale
maximale [61], les hypothéses qui soutendent les deux critéres étant identiques.

Critéres d’Amestoy, Bui et Dang Van (Modes I et 1I)

Un autre critére implicite a été proposé par Amestoy en 1979 [3, 95|. Cette fois-ci,
I’angle de propagation de la fissure est calculé selon trois criteres. Ces critéres sont basés
sur la définition des FIC en pointe d’un segment infinitésimal. Considérons une fissure
donnée et la connaissance des facteurs d’intensité des contraintes en mode I et II, K
et Ky a sa pointe (cf. figure 1.13). Nous prolongeons temporairement la fissure dans la
direction de I’angle 6 d’un segment de longueur s. Notons ki(s,6), ka(s,0) et G(s,0),
les FIC et le taux de restitution d’énergie de cette nouvelle géométrie soumise au méme
chargement proportionnel que la fissure sans prolongement.

ki, k2

K, Krr1

s Extension infinitésimale
/{9 s—=0

Fissure principale
F1G. 1.13 — Description de ’extension de fissure et des FIC associés
Grace aux potentiels complexes de Muskhelishvili et des techniques de représentation

conformes [85, 17|, nous connaissons le développement limité des FIC, k; et ko, & l'ex-
trémité de la fissure branchée. En utilisant les FIC K; et K;; avant branchement et la
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contrainte non singuliére 7', [95, 3] fournit 1'écriture :

ki (s, 9)) (KH(G) Ku(e)) (K,) K7(0) K3 (0)) (sin2y
= T @)
(i) = Gty o) () #75 (ieibley i) (oova) + 003
(1.66)
ol les coefficients analytiques K;;(6) et Kz-(jl)(ﬁ) sont reportés en annexe C, et y est I’angle

formé par la premiére direction principale et ’axe du prolongement de la fissure. En
posant :

k1 (0) = lim ks (s, ),

s—0

k3 (0) = lim ko (s, 0), (1.67)
s—0

G*(6) = lm G(s,0),

les critéres s’expriment de la fagon suivante :

e critére du (k})mas : choisir 6y tel que k7 (6) soit maximal

e critére du (k3)n.w : choisir 6y tel que £3(0) soit nul

e critére du (G*)mas : choisir 6y tel que G*(#) soit maximal
Ces trois critéres donnent des résultats trés voisins. Des essais ont été effectués pour des
fissures inclinées sous chargement biaxial, avec un rapport R = 0.1 [95, 3]. Cependant,
la dispersion expérimentale n’a pas permis de valider ces critéres par rapport a celui
d’Erdogan et Sih, qui, lui, utilise ’état des contraintes avant branchement.

Les critéres explicites et implicites qui viennent d’étre énoncés permettent d’obtenir des
prévisions en accord avec les essais, sous chargement uniaxiaux, biaxiaux proportionnels. A
plusieurs reprises ces critéres ont été testés et validés pour des chargements proportionnels.
Dans ce cas, il est possible de définir sans ambiguité, d’aprés un de ces critéres, une
direction de propagation au cours d’un cycle de chargement.

Nous allons a présent présentés des critéres pour les chargements non proportionnels.

1.2.3 Critéres de direction de propagation pour des chargements
non proportionnels

En présence de chargement non proportionnel, les critéres précédents ne sont plus
adaptés. En effet, pour un chargement proportionnel, le maximum du paramétre du critére
est atteint pour une méme valeur de 6 & chaque étape du cycle. Le choix de la direction
est alors unique (cf. figure 1.14). Or cette propriété n’est plus vérifiée en présence de non
proportionnalité. La direction # pour laquelle le maximum est atteint varie a chaque étape
du cycle et donc, la direction n’est pas unique.

Pour ce type de chargement, peu de travaux ont été effectués sur la détermination de
la direction de propagation de fissures de fatigue. Nous présentons les quelques résultats
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Exemple de variation de ki (6) & divers instants du cycle de fatigue pour
un chargement proportionnel un chargement non proportionnel

ki ki

A | A
I

Angle de branchement Angle de branchement
0 0

F1G. 1.14 — Illustration des différences de comportement entre chargement proportionnel
et non proportionnel en considérant les évolutions du FIC k] [27]

issus des articles [95, 43, 24|, pour des essais effectués sur des fissures inclinées centrales
et sollicitées en mode mixte par un chargement biaxial non proportionnel.

En partant des travaux d’Amestoy [3]|, Hourlier et al. [43] proposent trois critéres
définissant un maximum sur I’espace et le temps et en accord avec les essais. Ces trois
critéres définissent la direction de propagation 6, par les définitions suivantes :

— critére 1 (k{,,,,) : 0o est telle que k7(6,1) atteint son maximum absolu (espace et

temps),

— critére 2 (Akimaw) : 0 est telle que AkT(0) = max (0, t)—mtin k% (0,1) est maximale

sur l'espace,

— critére 3 (4%

maximum sur Pespace (4 dépendant de k7 (6, t) et k3(6, 1)),
avec k7 (0,t) et k3(0,t) FIC a la pointe d’une longueur infinitésimale d’extension de fissure,
obtenus a partir de K;(t) et K;(t) FIC de la pointe de la fissure principale au cours du
cycle de chargement, par les expressions [3] :

da

< atteint son

) : 6y est telle que la vitesse de fissuration, notée

kY (0,t) = Ku(0)Kr(t) + Ki2(0)Kpg(t) (1.68)
ky(0,t) = Ko (0)K(t) + Koo (0)Krs(t). (1.69)

Pour I'utilisation de ces critéres, a chaque étape ¢,, du cycle et pour tous les 6, il faut
calculer £7(6,t) et k%(6,t). Ensuite, suivant le choix du critére, la direction de propagation
est celle qui maximise le paramétre du criteére.

Ces critéres ont 1’avantage de prendre en compte I'aspect non proportionnel du char-
gement. Ils ont été comparés a des résultats expérimentaux d’essais de fissuration [24].

La validation du critére 3 a été effectuée pour un mode I cyclique et un mode III
statique. Par contre en mode I cyclique avec un mode II statique, les angles de branche-
ment et les vitesses observées ne sont pas conformes aux grandeurs calculées. L’auteur
attribue ce fait au phénoméne de refermeture de la fissure, mais sans analyse compléte du
probléme.
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D’autres essais de bifurcation sous chargement proportionnels (mode I cyclique avec un
mode II statique) ont été conduits sur deux matériaux présentant une réponse différente
au rapport de charge R. D’aprés les résultats expérimentaux, la direction de branchement
est mieux prédite par le critére 2 pour un matériau a faible sensibilité au rapport R, et
les résultats fournis par le critére 3 restent acceptables. Par contre le critére 1 ne rend
pas compte des résultats expérimentaux. Pour un matériau dont la propagation de fissure
en mode I est trés influencée par le rapport R, la meilleure estimation de la direction de
bifurcation est celle fournie par le critére 3.

L’utilisation de ce critére pour un chargement de fatigue tribologique de type fretting
fatigue [55, 20, 56, 6] a fournit des estimations de direction en accord avec les essais
expérimentaux.

Par conséquent, en présence d’'un mode mixte induit par un chargement non propor-
tionnel, trois critéres sont utilisables. D’autre part, le role de refermeture de fissure semble
influencer la direction de propagation, de sorte que le phénoméne de branchement ne peut
plus étre considéré comme purement mécanique [24|. Le frottement entre les faces de la
fissure peut donc jouer un role important dans I’extension de la fissure (surtout pour une
propagation de fissure en mode mixte). Il est donc essentiel de considérer et d’établir les
conditions de contact le long des faces de la fissure pour ce type de chargement.

A présent définissons la notion de fatigue de contact et identifions les caractéristiques
d’un tel chargement.

1.3 La fatigue tribologique

Dans cette partie, nous présentons la fatigue tribologique dans le cadre de la méca-
nique élastique linéaire de la rupture. Le but de ces études est de comprendre les facteurs
complexes qui sont liés a la fatigue de contact en comparaison avec la fatigue convention-
nelle.

1.3.1 Les spécificités des sollicitations en fatigue tribologique

La premiére spécificité des sollicitations en fatigue tribologique est phénoménologique
[5]. En effet, la valeur du coefficient de frottement local (dans I’aire de contact en surface)
est une valeur difficilement quantifiable ainsi que son évolution temporelle. Elle condi-
tionne 1’évolution spatiale et temporelle de 1’aire de contact (modification des surfaces de
contact due a l'usure et au frottement) et 'amplitude des efforts. Ces notions sont dif-
ficilement intégrables dans un processus classique de dimensionnement. Les interactions
normales et tangentielles requiérent la connaissance d’une loi de frottement.

D’autre part, ce chargement fortement localisé et les valeurs importantes des pressions
mises en jeu donnent naissance & des gradients de contrainte trés élevés dans une zone
confinée sous le contact, de ’ordre de grandeur du MPa au GPa sur quelques microns de
profondeur [12].
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Cette complexité qui reléve de différents phénomeénes physiques, chimiques et méca-
niques est finalement approximée a ’aide de lois de frottement traduisant les interactions
normales et tangentielles.

Une autre spécificité de ces sollicitations est liée & la cinématique imposée. Les sollici-
tations tribologiques peuvent étre de type roulement (déplacement d’une charge normale
dans une direction), de type roulement et glissement continu (déplacement d’une charge
normale et tangentielle dans une direction), de type fretting (mouvement oscillant de
petite amplitude sur la surface caractéristique des liaisons immobiles ou quasistatiques).

Ce chargement complexe engendre des sollicitations en mode mixte (I, II, III), mul-
tiaxiales et non proportionnelles, dont ’amplitude est variable [99, 32|.

1.3.2 Dégradations survenant en fatigue tribologique

Les dégradations survenant en fatigue de contact sec sont de nature différente englo-
bant 'endommagement, la plasticité, 'usure, 'amorcage et la propagation de fissures [10].
Dans le cadre de ce travail nous nous intéressons principalement a la fissuration. Ekberg
[32] établit un bilan concernant la fatigue de contact de roulement des roues ferroviaires.
Bien que l'usure soit la cause la plus fréquente derriére des reprofilages des roues et la
rupture en fatigue, elle est considérée comme assez inoffensive. La fissuration quant a elle
peut conduire a la rupture catastrophique (roue d’un train, par exemple). Elle est issue de
différents mécanismes. Normalement ’initiation d’une fissure s’effectue prés d’un défaut
matériel macroscopique, mais des fissures peuvent aussi s’amorcer en absence de défauts.
Uwe et al. [99] illustrent ce point en rapportant des fissures de fatigue tribologique amor-
cées a la jonction des essieux avec les roues ferroviaires par fatigue en fretting. La forme de
ces fissures est semi-elliptique ou semi-circulaire et débouchante a la surface. Concernant
les fissures de fatigue sur les rails et certaines fissures sur les roues [32, 99|, elles sont
répertoriées en deux catégories :

— les fissures dont I’amorcage est relié aux forces de traction trés élevées qui engendrent
une déformation plastique intense de la surface. Ces fissures se propagent sous ’in-
fluence d’un lubrifiant en formant un angle par rapport a la surface dans la direction
du mouvement. Elles peuvent s’arréter aprés amorcage ou continuer de se propa-
ger en branchant vers le bas dans le volume jusqu’a rupture, ou vers le haut pour
provoquer un écaillage de ’ordre du cm?. Leur longueur peut atteindre 20 mm.

— les fissures de sous-surface initialisées par les contraintes de contact en sous-surface.
Généralement les fissures apparaissent a quelques millimétres en dessous de la sur-
face (pour les métaux) ot les contraintes de cisaillement sont les plus importantes.
Leur propagation est d’abord paralléle & la surface puis bifurque vers la surface.

Ce bilan se généralise a toutes les piéces industrielles soumises & des sollicitations de
contact : mécanismes de transmission de charge comme les dents d’engrenage [15], les
roulements [67], les turbines [18] ...

Des réseaux de fissures de fatigue ont également été observés [22] sous ces sollicitations.
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1.3.3 Ce que le chargement induit sur les fissures

Les champs de contraintes et de déformations engendrés par des sollicitations tribo-
logiques sont donc des champs multiaxiaux non proportionnels spécifiques qui influent
fortement le comportement et la propagation des fissures de fatigue qui s’amorcent sous
leur effet. Des résultats expérimentaux ont montré qu’'un chargement non proportionel
peut réduire la durée de vie en fatigue jusqu’a un facteur 10 [48].

Le mécanisme de propagation est lié & la présence d’un lubrifiant qui pénétre a I'inté-
rieur de la fissure lors des phases d’ouverture et qui amplifie le mode I. Des observations
ont montré la géométrie complexe et tridimensionnelle de la fissure qui bifurque dans la
profondeur |22, 20| sous ces sollicitations (cf. figure 1.15).

FiG. 1.15 — Illustration de la géométrie tridimensionnelle d’une fissure propagée avec un
lubrifiant

Ces sollicitations non conventionnelles induisent un état compressif le long de la fissure,
évoluant et introduisant des séquences complexes de traction/compression et de cisaille-
ment. Le contact interfacial doit étre pris en compte et nécessite la valeur d’un coefficient
de frottement, valeur quasi trés difficile & évaluer expérimentalement.

Il est donc essentiel de considérer et de déterminer les conditions de contact le long des
faces de la fissure, ce que nous allons faire en abordant les aspects théoriques du contact
dans la section suivante.

1.4 Les outils de la mécanique du contact - Approches
du contact - Lois de comportement d’interface

Dans les problémes de mécanique des solides et des structures, il existe trois formes
de non-linéarité :
— des non-linéarités de type comportement qui portent sur la loi de comportement du
matériau : endommagement, plasticité,
— des non-linéarités de type géométrique qui sont prises en compte dans le cas de
grandes déformations ou de grands déplacements,
— des non-linéarités de type contact.
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Les conditions locales de contact se traduisent par :
e des conditions de contact unilatéral (conditions de Signorini), qui traduisent les
interactions normales des milieux
e des conditions sur les composantes tangentielles, qui traduisent les interactions tan-
gentielles.
Dans cette section, nous allons aborder les notions liées au contact et les formula-
tions existantes sur le sujet. Nous entamons cette présentation par le contact au sens de
Signorini, puis nous présentons le probléme de contact entre deux corps.

1.4.1 Le contact au sens de Signorini

La loi de contact unilatéral, illustrée dans la littérature par le probléme de Signorini
(1933), se traduit par 3 conditions. Toujours sous I’hypothése de petits déplacements,
Signorini considére un corps déformable, occupant le domaine 2 de frontiére I' suffisam-
ment réguliére telle que I' = I'p U I'y U ', en contact avec un obstacle rigide. ' est
la zone initiale de contact entre le solide et ’obstacle, I'r est une partie de la frontiére
ou les efforts surfaciques sont imposés et 'y est une partie de la frontiére ou les déplace-
ments sont imposés. Les déplacements et les forces de contact en composantes normales
et tangentielles sont décomposés sur ['¢ :

U = Unn + ur, (1.70)
F = FNTL + FT,

avec n la normale extérieure a ['¢, comme indiqué sur la figure 1.16, et F' la force exercée

par le solide rigide sur le corps élastique. Remarquons que uy et Fy sont des mesures

algébriques suivant la direction normale et qu’en trois dimensions, les vecteurs Fr et up

appartiennent au plan tangent. En deux dimensions ug représente le glissement.

v Tr

~

=

n

Solide rigide

F1G. 1.16 — Probléme de Signorini

Pour tout point situé dans I’aire de contact, le contact unilatéral est énoncé par les
trois conditions suivantes :
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— une condition de non interpénétration de la matiére :
uy > 0, (1.71)
— une condition de compression sur la force normale de contact :
Fy <0, (1.72)
— une relation de complémentarité liant uy et Fiy :
Fy.uy =0. (1.73)

Concernant cette derniére relation, si le point est en contact alors uy = 0 et Fiy <0, et
si le point quitte le contact Fy = 0 et uy > 0, ce qui établit le graphe de la loi de contact
unilatéral de la figure 1.17.

Fy

A

Contact

Séparation

> UN

F1G. 1.17 — Graphe de la loi de contact unilatéral

Cette description correspond a celle de deux corps dont les surfaces sont parfaitement
lisses. D’autres possibilités sont envisageables. Des lois dites de compliance prenant en
compte la présence de rugosités, de lois d’interface complexes, .. peuvent étre définies.
Pour plus de détails se référer aux travaux de [83].

Cette facon de voir le contact implique que la force de contact tangentielle dans la
zone de contact est nulle. Néanmoins cette force tangentielle est non nulle dans la plupart
des contacts réels. Il est donc nécessaire d’introduire des lois complémentaires, les lois de
frottement.

1.4.2 Lois de frottement

Par définition, une loi de frottement décrit le comportement des deux corps lorsque
le contact est maintenu, liant les efforts tangentiels (forces de frottement) sur la zone de
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contact et le mouvement relatif des deux corps (glissement). Plusieurs lois de frottement

existent, allant de la plus simple & la plus complexe [83, 82]. Nous allons énoncer quelques

modeles associés a une approche globale macroscopique des phénoménes de contact et de

frottement, dans le cadre d’un contact entre un corps déformable {2; et un corps rigide

Q. Ceci peut tout a fait se généraliser au contact entre deux corps déformables.
Enoncons tout d’abord la plus simple et la plus ancienne.

La loi de frottement de Coulomb (1785)

Elle met en jeu deux notions fondamentales : la notion de seuil et la dépendance a
la contrainte normale. Considérons un corps élastique €2; en contact en C avec un corps
rigide 2y, comme dans la figure 1.18(a), avec F la force exercée par le corps €2y sur €.
La notion de coefficient de frottement, noté u, est introduite.

Fr

A

rEN

> UT

—uFy

(a) (b)

F1G. 1.18 - (a) Définition du point de contact C' entre deux corps élastiques. (b) Graphe
de la loi de Coulomb

En C € Q4, la loi de Coulomb s’écrit :
| Fr(C) [I< u(C)|Fn(C)] (1.74)

avec

| Fr(C) ||< p(C)|Fn(C)| = ur(C) =0 (adhérence) (1.75)
| Fr(C) ||= p(C)|Fn(C)| = 3IA >0, ur(C)=—AFr(C) (glissement) '

et ur = %‘—f la vitesse de glissement.

Par conséquent, un point de contact glisse lorsque la contrainte tangentielle, i.e. la pro-
jection sur le plan tangent de la force de contact en ce point, Fr, atteint ou est supérieure
a la valeur p(C)|Fy(C)|. Sinon, il adhére. Le graphe de cette loi est tracé figure 1.18(b).
Notons que tous les paramétres locaux tels que la rugosité entre les deux corps, la tempé-
rature & U'interface, etc ... peuvent étre inclus dans la valeur du coefficient de frottement.
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Pour des problémes statiques ou monotones quasi-statiques, la loi de Coulomb relie
les forces de frottement et le glissement :

| Fr [|< w(C)|Fx| (1.76)
ave | Fr [|< w(C)[Fn| = ur =0 (adhérence) (1.77)
| Fr ||= w(C)|Fn| = 3IXN>0 ur=—-AFr (glissement) '

Le lieu géométrique de 'extrémité du vecteur force de contact a la forme d’un cone,
en 2D (figure 1.19(a)) ou en 3D (figure 1.19(b)). Il est appellé le cone de Coulomb.
L’enveloppe de ce cone est la surface seuil du glissement dont la définition est a rapprocher
de celle de la surface seuil en plasticité.

Fn Fn
, A
Aderence dHérence

Glisseme Glisseme

Fr,
(a) (b)

F1G. 1.19 — Coéne de Coulomb (a) en 2D, (b) en 3D.

Les inconvénients majeurs de la loi de Coulomb sont
— I’absence de relation biunivoque entre les forces de frottement et la vitesse de glis-
sement,
— le caractére non différentiable de la loi,
— le changement brutal de comportement au passage adhérence/glissement.
Pour pallier ces inconvénients, des lois régularisées [82], dont les graphes sont plus
réguliers, ont été proposées, comme celle illustrée figure 1.20.

Enoncons & présent des lois de frottement plus complexes.

La loi de frottement de Coulomb-Orowan ou loi de Coulomb a seuil
Pour les situations fréquentes de mise en forme, 'utilisation de la loi de frottement
de Coulomb-Orowan s’avére souvent plus efficace que celle de Coulomb. C’est une loi ot
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=7:LT

—pFy

F1aG. 1.20 — Régularisation possible de la loi de Coulomb

I’effort tangentiel est limité par la contrainte tangentielle d’écoulement du matériau & :
| Fr ||< min{u|F|, k} (1.78)

ou p est le coefficient moyen macroscopique compris entre 0.01 et 0.5.

La loi de frottement de Shaw

Utilisé pour I’étude de problémes d’emboutissage, ce modéle suppose une dépendance
entre la contrainte tangentielle et 1’aire de contact réelle Ax. Ceci conduit & une relation
du type :

| Fr [|< ok (1.79)

ou « traduit la dépendance avec 'aire de contact effective A, et k défini précédemment
comme la contrainte tangentielle d’écoulement du matériau.

La loi de frottement de Tresca
Le modéle de Tresca est une loi de frottement a seuil fixe g, fonction de la contrainte
d’écoulement du matériau oy :

Oy

| Fr||< e =9 (1.80)
| Fr ||< um% = Uy =0 adhérence
avec oy oy Ur (1.81)

Fr|\l=pm— =tUr=—py— lissement
| Fr |l=n /3 T H 73 g

|| e |
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ol i, est un coefficient de frottement moyen. Son graphe est donné figure 1.21. Le fait
que la contrainte normale n’apparaisse pas dans la limite de glissement limite 'utilisation
de cette loi.

9y

—pm T

F1G. 1.21 — Graphe de la loi de frottement de Tresca

D’autres modéles de frottement existent, notamment ceux utilisant des coefficients
de frottement variables. Une revue détaillée est développée dans les différents articles de
Raous [82, 83].

Le choix de ces lois de frottement tient compte du probléme de contact a résoudre
et des paramétres influant dans le contact. A I’échelle macroscopique, nous cherchons a
étudier les champs des contraintes et des déformations dans les solides résultant de leur
contact. Par conséquent une loi de frottement de type Coulomb suffit. C’est le choix qui
sera fait dans la suite de ce travail.

1.4.3 La formulation mécanique du probléme de contact entre
deux corps

Dans cette section, nous nous intéressons au contact entre deux corps et au bilan
mécanique de ce contact (les résultats énoncés peuvent étre retrouvés dans |31, 50, 82]).
Cette étape est nécessaire pour la transposition au contact entre les faces de la fissure.

Dans le cadre de I’hypothése des petites déformations et petits déplacements, les termes
d’inertie sont négligés, et les variables d’Euler et de Lagrange sont confondues.

Le contact entre deux corps élastiques €2y, 29, s’établit sur une zone I'c supposée
connue, notée I'c, lorsque 'on se place dans le corps {2y, et I'¢, respectivement dans
(9. Pour définir ce contact, nous considérons les variables sur I'c 4 1’aide de la normale
ne comme indiqué sur la figure 1.22. Ce vecteur est choisi comme étant la normale exté-
rieure de I'¢,. En utilisant les notations introduites par 1’équation (1.70), les conditions de
contact unilatéral sur I'c s’écrivent (conformément aux équations établies pour le contact
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F1G. 1.22 — Illustration du probléme de contact entre deux corps

de Signorini, équations (1.71) a (1.73)) :

[un] > (1.82)
FN = F’N1 = —FN2 S 0 (183)

avec pour notation [uy] = un, —un,, le saut de déplacement normal. L’équation (1.82) re-
présente la non interpénétration des deux corps, (1.83) les efforts normaux en compression
et (1.84) est la relation de complémentarité (soit contact, soit décollement).

En I’absence de frottement sur ['c, les quantités tangentielles sont définies par les condi-
tions :

FT = FT1 = _FT2 = 0 (185)

En présence de frottement, nous considérons les conditions d’un contact unilatéral avec
un frottement de Coulomb, formulées par :

Fy #0= si || Fr ||< p|Fy| alors [ur] =0 (1.86)
= si || Fr ||= u|Fy| alors A >0, [ur] = AFr (1.87)
avec pour notation [ur| = up, — up, le saut de déplacement tangentiel et Fr Deffort

tangentiel de {25 sur 2.

Dans le cadre d’un contact entre les faces de la fissure, la zone de contact correspond
a la fissure elle-méme et le champ solution u représente uniquement le champ du corps €2,
(cf figure 1.23). Au lieu de T'¢, et I'c,, nous utiliserons ', et T';; pour représenter chaque
face de la fissure, avec n¢ le vecteur extérieur unitaire de la face T'..
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n
C ne

'y I'c

F1G. 1.23 — Données du probléme de contact entre les faces d’une fissure

1.5 Conclusion

La MELR fournit des grandeurs caractéristiques, K; (i=1,2,3), G et J, nécessaires a
I’analyse du comportement et & la propagation de fissures de fatigue de contact.

Nous avons vu que la prédiction de la propagation d’une fissure se faisait a 'aide
de lois de fissuration et de critéres pour définir la direction. Ces notions utilisent les
grandeurs caractéristiques. D’autre part, le choix d'un critére dépend de la nature du
mode de sollicitation présent en pointe de fissure.

La définition des spécificités de la fatigue de contact a mis en évidence que le charge-
ment induisait un champ de contraintes multiaxial, non proportionnel. Ce chargement in-
duit une zone de compression en sous-surface provoquant des cycles complexes de contact
entre les faces des fissures.

I1 a été souligné que la propagation des fissures de fatigue en mode mixte pouvait étre
influencée par le phénoméne de refermeture. Le frottement entre les faces de la fissure a un
role important sur la propagation. Nous avons établi les équations modélisant le contact
unilatéral entre les faces d’une fissure grace a la mécanique du contact, ainsi que des lois
de frottement. Pour I’élaboration du modéle numérique de comportement de fissures de
fatigue, le choix est fait de travailler avec la loi de frottement de Coulomb. La difficulté
majeure résidera dans le choix de la valeur du coefficient de frottement.

L’analyse des différents critéres existants dans la littérature pour des chargements
en mode mixte a montré que les critéres classiques établis en chargement proportionnel
n’étaient pas applicables en présence d’un chargement de fatigue de contact. Le choix
du critére en fatigue de contact s’est donc porté sur ceux d’Hourlier qui définissent des
maximums absolus (espace et temps).

Maintenant que l’ensemble des aspects théoriques a été établi, nous pouvons nous
diriger vers le choix de méthodes de résolution du probléme de fatigue tribologique.
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Dans le chapitre précédent, nous avons choisi de nous placer dans le cadre de la mé-
canique linéaire élastique de la rupture afin d’étudier le probléme d’une structure fissurée
sous sollicitations cycliques de contact.

Dans ce chapitre, nous définissons tout d’abord les équations locales du probléme
de référence. Ensuite nous présentons de fagon non exhaustive des familles de méthodes
numériques adaptées au traitement du contact interfacial.

Nous effectuerons un bilan des avantages et inconvénients de ces méthodes afin d’in-
troduire la stratégie de discrétisation appliquée au probléme de référence.

2.1 Probléme de référence d’une structure fissurée sous
sollicitations de contact

Le probléme que nous avons a résoudre est celui du contact le long des faces d’une
fissure appartenant a un corps soumis a des sollicitations de contact cycliques engendrant
une “fatigue de contact”. Nous considérons un comportement élastique linéaire homogéne
isotrope dans le cadre de ’hypothése des petites perturbations. D’autre part, nous né-
gligeons les forces d’inertie et de gravitation par rapport aux autres actions en présence.
Finalement, le probléme de contact surfacique est découplé du probléme de structure fis-
surée ce qui conduit a considérer les sollicitations de contact comme connues au cours du
temps.

Ty
Déplacements
imposés

Tr(z,t)
Efforts extérieurs

Fia. 2.1 — Probléme de référence

La zone potentielle de contact est ici définie par la fissure. Le contact interfacial est
modélisé par les équations de contact unilatéral et la loi de frottement de Coulomb portant
sur le saut de déplacement [w] énoncé section 1.4.3. L’aspect dissipatif du phénoméne de
frottement nécessite de prendre en compte I’histoire du chargement le long des faces de
la fissure, ce qui conduit & une modélisation quasi-statique du probléme. Le phénoméne
de fatigue de contact est alors représenté par une répétition de cycles de chargement, et
chaque cycle est défini comme une séquence/succession de pas de chargement.
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Les équations et les conditions aux limites du probléme

divo(z,t) = 0 V(z,t) € Q x[0,T], (2.1)
o(z,t) = Ke(z,t) V(z,t) € Q x [0,T], (2.2)
u(z,t) = U(x) V(z,t) € Ty x [0,T], (2.3)
o(z,t).7 = F(a,t) V(z,t) € Tp(x,t) x [0,T], (2.4)

Les conditions de contact unilatéral sur I'¢

[w] = wy —wh >0, (2.5)
Fy = 1y =—ty <0, (2.6)
Fr = 5 = —t,, (2.7)
[wn]-Fi = 0, (2.8)
Les conditions de frottement sur I'¢
| Frll<pc|Fv| = Alfwr] = 0, (2.9)
| Pril=pclFvl =  3X>0,Afwr| = A Fr. (2.10)

Pour ce type de probléme d’évolution, nous devons définir une stratégie numérique
capable d’appréhender la non linéarité interfaciale mais aussi 1’état de contrainte non
proportionnel issu des sollicitations tribologiques.

Pour chaque pas de chargement, la formulation du probléme statique fournit les équa-
tions (2.1)-(2.4) résumées dans 'encadré suivant, et (2.5)-(2.8) décrivant les conditions de
contact unilatéral formulées en déplacement, avec I'introduction des notations suivantes :

w _U,‘+ t+:0.n|+,
ro ) to (2.11)
= 0'n|FE'

Pour ce qui est des conditions décrivant le contact avec frottement, nous avons :

— soit une formulation en déplacement : loi de Coulomb formulée en statique,

— soit une formulation en vitesse : loi de Coulomb formulée en vitesse.
Or le contact a résoudre concerne les faces de la fissure, lesquelles appartiennent au méme
corps. Par conséquent, c’est la formulation en déplacement qui sera retenue. La variation
des efforts le long de la zone de contact n’étant pas monotone, une écriture incrémentale
du probléme est introduite pour les conditions de frottement, ce qui conduit aux équations
(2.9)-(2.10) au pas t,,. Par souci de clarté, les variables ne sont pas indicées par le numéro
du pas de chargement %,, dans la suite du chapitre. L’aspect irréversible du processus est
représenté par 'utilisation de 'incrément du saut de déplacement tangentiel (ou incrément
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de glissement) A [wy] entre le pas t, considéré et le précédent, lequel s’écrit de maniére
détaillé par

Afwr] = Awp" — Awf™ = (W" — wfi™) — (wp™ ™) = wi™ ). (2.12)

Finalement, pour un pas ¢, donné du chargement, la solution doit vérifier I’ensemble des
équations reportées dans I’encadré.

A présent que nous avons établi I’ensemble des équations du probléme & résoudre a
chaque pas de chargement, intéressons-nous aux méthodes numériques de résolution.

La démarche de résolution d’un probléme non linéaire d’évolution consiste tout d’abord
a discrétiser ’espace. Abordons donc les différentes approches de discrétisation possibles
ainsi que leur application en présence de contact avec frottement le long des faces d’une
fissure.

2.2 Meéthodes de discrétisation pour les problémes de
fissuration avec contact et frottement

D’un point de vue général, il n’est possible de trouver une solution exacte au probléme
de contact interfacial que dans des cas trés particuliers. Nous cherchons donc en général
une solution approchée dans un espace de dimension finie, appelé I’espace d’approxima-
tion.

Nous allons exposer quatre méthodes numériques susceptibles de convenir a notre
probléme. Elles permettent de décrire la présence de la fissure et ont été utilisées pour
résoudre le contact avec frottement interfacial.

D’un point de vue général, nous supposerons les méthodes présentées par la suite
comme étant convergentes vers le probléme continu de référence défini précédemment,
sans se focaliser sur les problémes éventuels d’unicité de la solution.

2.2.1 La méthode des distributions continues de dislocation
Description de la méthode

La spécificité de cette méthode approchée [42] réside dans la maniére de décrire la
fissure, & ’aide d’un ensemble de dislocations (ou empilement) pour un milieu élastique
linéaire. Les champs de contraintes et de déplacements sont alors décrits a partir de
la description de cet ensemble. Concrétement, d’aprés Burgers [45], une dislocation est
caractérisée de maniére unique par une ligne (ou courbe) L et un vecteur b. Ces deux
notions déterminent une surface de glissement. La dislocation suivant la ligne L est créée
en effectuant une coupure dans le milieu continu élastique suivant la surface de glissement.
Ensuite les faces de la coupure sont déplacées par le vecteur de b. Le champ des contraintes
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résultant de cette modification du milieu s’exprime de maniére analytique en fonction de
b.

De facon similaire, la modélisation des zones de discontinuité du déplacement le long de
la fissure associées aux modes I et II, i.e. 'ouverture et le glissement, peuvent étre décrites
de facon indépendantes par I'utilisation de deux distributions de dislocations notées B,
et By. Cette méthode permet ainsi de modéliser des situations réelles de fissures comme
des géométries typiques de fissure de fatigue telles que des fissures perpendiculaires a la
surface du massif, des fissures inclinées, des fissures de type ligne brisée, et la présence de
plusieurs fissures.

Cette méthode a I’avantage de pouvoir décrire trés finement la ou les fissure(s), surtout
aux extrémités, mais elle n’est valide qu’en élasticité. La prise en compte de comporte-
ments non linéaires, et en particulier la plasticité en pointe de fissure, ne peut pas étre
envisagée par cette méthode. D’autre part, une extension au cas tridimensionnel fait en-
core I’'objet d’actives recherches.

Application de la méthode pour un contact avec frottement

Les premiers travaux sur ce sujet ont été proposés par Comninou en 1977 [21], mais ne
permettaient pas une réelle résolution du contact avec frottement car cette résolution ne
déterminait que la taille des zones de glissement. Dubourg [30, 28, 29| a étendu le champ
d’application de cette approche & de multiples fissures en modifiant la formulation initia-
lement proposée par Comninou et en intégrant des techniques de résolution du contact
unilatéral entre les faces de la fissure. Le modéle ainsi développé repose sur la superposi-
tion de la réponse du massif en ’absence de fissures, dit réponse «milieu continuy, et de
celle des fissures au chargement, dit réponse «fissure». Le cumul arithmétique de ces deux
champs découle de I’application du principe de superposition, applicable dans le cadre de
I’élasticité linéaire. Le champ «milieu continu» est obtenu en sommant les contributions
élémentaires correspondant a des charges ponctuelles normales et tangentielles, exprimées
a partir de fonctions d’Airy. Les conditions aux limites sont ainsi respectées en surface et
a I'infini.

Le champ «fissure» peut-étre considéré comme une correction associée aux conditions
aux limites le long de la fissure. Les expresssions du champ des contraintes et des discon-
tinuités du déplacement sont fournies de maniére analytique par I'utilisation des distribu-
tions continues de dislocations. Ces expressions peuvent étre retrouvées dans [26] sous la
forme d’équations intégrales singuliéres. La détermination des distributions continues des
dislocations le long de la fissure est conduite numériquement en introduisant une méthode
de résolution du contact avec frottement interfacial. Les expressions analytiques fonction
des distributions B, et B, sont intégrées dans une formulation du probléme de contact. Il
s’agit donc de résoudre le probléme de contact avec frottement par la détermination de la
taille de zones de glissement, d’adhérence et d’ouverture, ce qui fournit la configuration
de I'état de la fissure.

Le modéle de résolution est basé sur les travaux de Kalker du contact unilatéral avec
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frottement entre deux corps en roulement [49|. Les conditions aux limites a l'interface de
la fissure s’écrivent a ’aide de ’expression du champ total des contraintes. Ainsi, pour
un point situé sur la fissure, le probléme de contact frottant se formule par les équations
suivantes :

- pour le probléme normal :

- ouverture : 017\} =0, duny >0

- contact : ok <0, duy =0

- pour le probléme tangentiel :

- ouverture : or =10

- contact glissant arriére : ok = ok, Sugog < 0
- contact glissant avant : oF = —pok, Surog <0
- contact adhérant : lok| < ulok], dur =0

Finalement, le champ total satisfait aux conditions aux limites & la surface du massif, et
aux conditions de contact a I'interface des fissures.

Initialement, un découplage des problémes normal et tangentiel était effectué. S’en
suivait un processus itératif de résolution allant du normal vers le tangentiel jusqu’a
I’obtention d’une solution stabilisée, c’est & dire pour laquelle les zones de glissement,
d’adhérence et d’ouverture ne changent plus.

La méthode de résolution itérative a été améliorée en implémentant les développements
de Kalker connus sous le nom de I’approche «k KOMBI» [50]. L’algorithme de résolution est
fondé sur la résolution des équations précédentes suivie d’une vérification des inégalités.
Ceci permet de réajuster la solution dés que 'une des inégalités n’est plus respectée. La
convergence est atteinte lorsqu’il n’y a plus de changement de statut de point et lorsque
I’erreur relative calculée sur les points en glissement de la fissure est suffisamment petite.

A la fin de la résolution, la configuration de I'état de la fissure est fourni par la
répartition des zones d’ouverture, de glissement et d’adhérence, ainsi que les champs
des contraintes et des déplacements totaux. Etant proportionnels aux discontinuités du
déplacement, les FIC sont alors calculés en utilisant le champ du déplacement solution.

Ce modéle permet donc de résoudre le contact avec frottement le long d’une ou plu-
sieurs fissures, avec des géométries bidimensionnelles quelconques et un matériau considéré
comme élastique linéaire. Sa validation a été effectuée pour des chargements de fatigue
de contact [55, 27]. Néanmoins, un comportement non linéaire ne pouvant étre pris en
compte, ’extension de ce modéle au cas trimensionnel, bien que possible, ne sera pas
envisagée.

Dans la suite de ce travail, ce modéle sera utilisé comme référence en vue de validations
dans le cadre de I’élasticité linéaire en bidimensionnel et sous 'hypothése de massif semi-
infini.
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2.2.2 La méthode des éléments finis

La méthode des éléments finis standards [44] est une autre méthode numérique per-
mettant de décrire la présence et la géométrie de la fissure. Le point de départ de cette
méthode est la formulation faible du probléme.

Principe des puissances virtuelles

Partant des équations d’équilibre du probléme sur un domaine €2, la formulation du
principe des puissances virtuelles dans le cadre général, s’énonce par 1’équation

—/ o e(u”)dQ+ f.u*dQ +/ Fopp-u*dS =0, Vu* € Uy (2.13)
Q) Q) 89(t)

ou f correspond au vecteur des forces internes et u* & un mouvement virtuel quelconque
(les autres notions correspondent a celles introduites précédemment) et avec

Uy = {v € régularité /v =0 sur T'y}. (2.14)

Sous I'hypothése des petites déformations et petits déplacements, le domaine €2 est consi-
déré comme fixe au cours du temps et les variables d’Euler et de Lagrange peuvent étre
confondues. De plus, en quasi-statique le membre de droite de ’équation (2.13) disparait.
Il s’agit donc de déterminer la solution u vérifiant ce principe, les équations locales (loi
de comportement) et les conditions aux limites du probléme.

Description de la méthode des éléments finis standards

La méthode des éléments finis consiste & remplacer la formulation continue du pro-
bléme sous sa forme variationelle par un modéle discret. Pour cela, une discrétisation en
espace est introduite, le domaine €2 étudié est discrétisé en N, sous-domaines & géométrie
simples, appelés éléments finis. Les éléments finis les plus simples sont le triangle et le
quadrangle en 2D, et le tétraédre et le parallélépipéde en 3D, mais d’autres types d’élé-
ments existent dans la littérature. L’ensemble de tous les éléments constitue le maillage.
A T’aide des fonctions de forme ¢;, et d’un seul élément de référence, nous pouvons définir
tous les éléments du maillage, par I’écriture :

=Y ¢:i(M)z;. (2.15)

Nous cherchons ensuite ’approximation du champ de déplacement solution, sur chaque
élément du maillage, formulée & ’aide de fonctions polynomiales . Mais ces fonctions
polynomiales ne permettent pas d’obtenir la singularité en % du champ des contraintes
en pointe de fissure. Pour pallier cette difficulté, la pointe de la fissure est maillée trés
finement ce qui augmente le nombre d’éléments et donc le temps de calcul de la solution.
Il a aussi été proposé d’introduire la singularité par la création d’éléments contenant
la singularité ou en modifiant les éléments en pointe pour la représenter (éléments de
Barsoum |[8], ...). Mais ceci ne simplifie en rien le maillage, et la géométrie de la fissure
reste dépendante du maillage.
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Application de la méthode au probléme d’élasticité linéaire

Pour ce qui est de la résolution & proprement dite du probléme dans le cas particulier
qui nous intéresse de 1’élasticité linéaire en quasi-statique, les conditions sur I'c n’existent
pas. Conformément aux notations introduites dans le probléme de référence, le principe
des puissances virtuelles s’écrit :

/Qa(x,t) s e(u(x))]dQY = /F ( t)F(x,t).u*(a:) ds, Yu* € Uy, (2.16)

avec :
u(zw,t) € Uyg x [0,T] = {v € régularité /v = U sur I'y'} x [0, T, (2.17)

et en tenant compte de la loi de comportement et des conditions aux limites.
Ecrit sous forme d’une équation variationnelle, le probléme (2.1) a (2.4) équivaut donc a
trouver u(z,t) € Uyq % [0,T] tel que

a(u,u*) — (F,u™) =0  Yu" €U, (2.18)

a(u,v) =/Qa(x,t) :e(u*(x)) dQ (2.19)
- /Q Kuwiess (u(z, £))en (0 () dO (2.20)

(F,v):/F o F(z,t).vdl (2.21)

Ceci équivaut a dire que la variation de I’énergie potentielle est nulle :
I(u,éu) =0  Véu e U, (2.22)

car dans le cas particulier qui nous intéresse (petites déformations, petits déplacements,
isotherme), nous avons II = W — W, avec 1’énergie de déformation W (cf. équation
1.18) et et Wy le travail des efforts extérieurs.

Un probléme de minimum est associé & 1’équation (2.18) linéaire en u, en cherchant u
€ U,q qui minimise I’énergie potentielle notée I(v), telle que Vv € U,g,

I(v) = %a(v,v) _(f.) = (F,0). (2.23)

Des résultats d’existence et d’unicité ont été établi pour ce probléme. Par exemple si
Q) ouvert borné de frontiére réguliére de R%, U; € H %(F),‘v’i, 'y de mesure positive et
F € (L*(Tr))?, alors il existe une solution unique au probléme de minimum [31].

Avec la méthode des éléments finis, dans chaque élément N,, le champ solution est
représenté par une combinaison linéaire de fonctions de forme dépendant des coordonnées
d’espace,

u(x,t) = Z wi(t) by () (2.24)
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ou n correspond au nombre de noeuds de N, u;(t) aux coefficients de la combinaison
linéaire qui dépendent des déplacements des noeuds de I’élément N,. Les inconnues du
probléme sont alors les coefficients u;(t) pour tout ¢. La minimisation de 1’énergie po-
tentielle conduit ainsi a la résolution d’un systéme linéaire pour un probléme classique
d’élasticité, et non linéaire en présence de contact avec frottement. La résolution de ce
systéme fournit des coefficients qui permettent le calcul du déplacement dans 1’élément,
puis des déformations et des contraintes. La formulation discréte introduit les notations
suivantes :

u = [U][¢] le] = [V][U], (2.25)
[B] = [VI][4], (2.26)
Ky = / BT [D] B; d9, (2.27)
Fewt = F dr’ F dr’ i

[Fon] / FYoldr + / o E (2.28)

ou Kj; est appelée la matrice de raideur élémentaire sur I'élément V.. La matrice de
raideur totale du probléme K est assemblée avec I’ensemble des sous-matrices K;; en vue
de la résolution du systéme linéaire.

Résoudre un probléme d’élasticité par la méthode des éléments finis nécessite donc
I’établissement de la matrice de rigidité totale K, et du second membre. S’en suit la réso-
lution du systéme K[U| = F,,(t). Or la décomposition du domaine est souvent constituée
d’un grand nombre d’éléments, donc de nombreux degrés de liberté (de 1 000 a 10 000, ou
plus). Par conséquent, la matrice K peut-étre énorme. Néanmoins, sa structure en bande
de coefficients situés autour de la diagonale principale diminue le nombre de termes non
nuls.

Les problémes de la méthode des éléments finis standards appliquée a la fissuration sont
nombreux. Tout d’abord le choix du découpage de la structure doit pouvoir représenter
au mieux les fissures. D’autre part, les éléments doivent étre trés petits au voisinage de
la pointe de la fissure a cause du fort gradient des contraintes. De plus, modéliser la
croissance de fissure présente une difficulté liée au remaillage aprés chaque propagation.
Cette opération peut étre cotiteuse en temps de calcul. Finalement, la disparité de la
géométrie des éléments finis sur 'interface peut poser probléme pour I’application des lois
de contact et de frottement. Méme si des stratégies existent a certains de ces problémes,
en deux dimensions et pour les fissures planes a trois dimensions, elles semblent irréalistes
pour des fissures tridimensionnelles arbitraires.

Remarque : nous pouvons aussi introduire la méthode des éléments finis a partir du
théoréme de I’énergie potentielle, dans le cadre des hypothéses d’élasticité linéaire et de
petites perturbations, avec un matériau homogéne isotrope.

Dans la suite et dans un but de simplification, nous présentons la prise en compte
des conditions aux limites dans le cadre de ce théoréme. Bien entendu 'extension au cas
général est tout a fait possible.
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Application de la méthode pour un contact avec frottement

Les méthodes employées dans le cadre de la méthode des éléments finis pour prendre en
compte les conditions aux limites, et notamment celles qui définissent le contact, peuvent
par exemple se mettre en place a partir de la minimisation de I’énergie potentielle (2.18).
Dans le cadre d’une résolution avec connaissance des noeuds en vis-a-vis, les méthodes
les plus utilisées sont les méthodes de pénalisation, des multiplicateurs de Lagrange [84,
64, 11, 1|, des formulations mixtes (combinaison des deux derniéres méthodes) dont la
plus connue est celle du Lagrangien augmenté |90, 4, 80|. D’autres méthodes (méthodes
de projections [82|, de Lemke|[82], ...) sont aussi utilisées pour la résolution d’un probléme
sous contraintes mais elles ne seront pas évoquées dans ce mémoire.

En présence de contact avec frottement, I’équation (2.13) s’écrit a présent

/Qo(x,t) s e(ut(z))]dQ2 = /r o F(z,t).u"(z)dS

(2.29)
+/ o(z,t).u"(z)ndS, Vu* € Uy,
Te

Le dernier terme peut-étre rendu plus explicite en considérant les variables locales de
FC == FC+ U FC_ :

/ onéudF:/ tHout dF-I—/ t du dr. (2.30)
I'c rt I

C C

En explicitant le produit scalaire ¢ du indicé + ou -, on obtient :

C FC

/ ondu dl = / (thouk + thout) dl +/ (ty0uy + t70uz) dr. (2.31)
T'c T

Pour introduire les inégalités des conditions de contact avec frottement, nous définis-
sons ’ensemble K = {v € Uyy/vy < 0 sur I'c}, avec U,y défini précédemment. K est un
convexe de U,y décrivant ’ensemble des déplacements admissibles compatibles avec les
liaisons, c¢’est-a-dire les conditions de contact unilatéral avec frottement. La formulation
variationnelle du probléme statique de contact avec frottement de Coulomb fourni par
[31] est : trouver u € K tel que Vv € K :

a(u,v —u) + J(u,v) — J(u,u) > (f,v —u) + (Fegt, v — u) (2.32)

avec Yu,v € Uyq :
J(u,v) =/ plEn ()] || [or] || ds (2.33)
Te

Ainsi, 'introduction du contact unilatéral et du frottement transforme le probléme d’élas-
ticité classique en une inéquation variationnelle. La forme implicite de I'inéquation varia-
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tionnelle (2.32) ne permet pas d’associer directement un probléme de minimum. Le pro-
bléme (a résoudre) se résume donc & trouver la solution v qui minimise ’énergie potentielle
II(u) et vérifie les conditions sur I'c (équations et inéquations).

Remarque : dans le cas particulier de contact unilatéral sans frottement, I’inéquation
variationnelle associée est : trouver u € K tel que Vv € K :

a(u,v—u) > (f,v—u)+ / Fep.(v —u)dl (2.34)
I'r
Ce probléme admet une unique solution [63].
Une fagon de contourner le probléme a été proposé par Raous et al. [82, 83] en intro-
duisant un point fixe sur le seuil de glissement. Nous allons exposer cette approche.

"Méthode du seuil”

La proposition est d’établir un nouveau probléme en introduisant un probléme de point
fixe sur le seuil de glissement qui conduit a la résolution d’une équence de problémes de
Tresca a seuil de glissement donné [82, 83]. Par suite, le caractére implicite de I'inéquation
variationnelle disparait et un probléme de minimum peut lui étre associé. Dans la pratique,
nous cherchons le seuil g comme point fixe de la fonction ¢ — —pFy(u) avec u solution
du probléme : pour g donné, trouver u € K tel que :

a(u,v—u) +j) —j(u) > (f,v—u) + (Fegs, v — u) (2.35)

avec :

j(v) :/r g|lvr] ds. (2.36)

Cette fois-ci, j ne dépend plus de Fiy ni de u solution. Ce dernier probléme peut alors
se transformer en un probléme de minimum sous contraintes ol la solution u minimise la
fonctionnelle :

I(v) = %a(v,v) F i) = (£,0) = (Fouss ). (2.37)

Le probléme intermédiaire avec g fixé est un probléme non linéaire de contact qui doit étre
résolu par une méthode itérative. Le probléme de minimum associé nécessite donc dans ce
cas la résolution d’un probléme de point fixe et la résolution de I'inéquation variationnelle
(2.32). Par une discrétisation du probléme, une forme approchée du probléme est établi, ce
qui conduit a la résolution d’un probléme non linéaire. L’initialisation du processus itératif
se fait avec g=0. Mais des difficultés apparaissent pour des problémes incrémentaux en
temps. Un choix possible est d’initialiser la valeur de g par celle obtenue au pas précédent.

Un autre axe de résolution possible fait appel a une résolution directe par I'utilisation
de 'équation (2.18) sous contraintes (équations (2.5) et (2.6) pour le contact unilatéral et
(2.9) pour le frottement). Ces contraintes peuvent étre prises en comptes par les méthodes
qui vont suivre.

La méthode de la pénalisation
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Avec cette méthode, nous introduisons la condition de non-pénétration dans la mini-
misation de I’énergie potentielle en écrivant :

0p(u, ou) = 61l(u, du) + 0Gp(u,0u) =0  Viu, (2.38)

avec

0G3(u, 0u) = Blun][duy]dr. (2.39)
e
Ainsi, plus le paramétre § est grand, plus la condition de non-pénétration est assurée. Ce
paramétre (3 est appelé le paramétre de pénalisation.

Dans cette méthode, la contrainte de non-pénétration est imposée, et peut donc auto-
riser la pénétration. Au lieu de trouver une solution exacte, nous déterminons une solution
approchée. D’autre part, la valeur de (8 est limitée par des problémes numériques de condi-
tionnement de la matrice du systéme linéaire. La principale difficulté de cette méthode
est donc le choix de la valeur du paramétre [, et le fait qu’elle influe sur la convergence.
Néanmoins, en élément fini cette méthode est efficace car elle comporte uniquement deux
changements dans les matrices et ne modifie pas la largeur de bande de la matrice de
rigidité [K], ce qui explique son utilisation.

La méthode des multiplicateurs de Lagrange

La méthode des multiplicateurs de Lagrange [84, 64, 11, 1] est plus élégante car elle
consiste a relaxer les conditions aux limites et a introduire de nouvelles variables, les
multiplicateurs de Lagrange A. Pour ce nouveau probléme, nous cherchons les extrema de
la quantité :

OI(u, du, A, 6A) = 611(u, du) + 060Gy Vou, VoA (2.40)
avec :
5Ga(u, A) = / Afu]ndr. (2.41)
Te
Ces extrema vérifient :
II
8((5u ) =0 = O0Il(u,du) +/ An[dun|ndl =0 (2.42)
Te
II
oA T'e

Cette fois-ci, la condition imposée sur les inconnues est stricte ce qui évite les pro-
blémes liés au choix des coefficients de pénalisation. Les forces normales de contact sont
alors représentées par la valeur de ces multiplicateurs. L’inconvénient principal est d’avoir
introduit des inconnues supplémentaires.

La méthode du lagrangien augmenté
Cette méthode est la plus connue parmi les formulations mixtes [90, 4, 80| utilisant les
méthodes de pénalisation et de multiplicateurs de Lagrange. Elle combine les avantages des
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deux méthodes pour une efficacité et une précision optimales. La méthode du Lagrangien
perturbé est une autre méthode du méme type, mais nous ne présenterons que la premiére.
Cette fois-ci, nous cherchons les extrema de la quantité :

0I1(u, 0u, A, 6A) = 6I1(u, du) + 0Gx + G Vou, VoA, V. (2.44)

Ces extrema vérifient :

6((;511;1) =0 = O0ll(u,du) + /FC Ay [6uy]dT + /FC Blun][dun]dl =0  (2.45)

Cette méthode a ’avantage de prendre en compte les conditions tant sur les déplace-
ments que sur les efforts de contact, contrairement aux deux précédentes. Ainsi toutes les
relations sont vérifiées. D’autre part I'indépendance du probléme par rapport & la quantité
B a été établie (cf. [36]).

Si la méthode des éléments finis classique a montré son efficacité et sa puissance pour
résoudre de nombreux problémes en mécanique des solides, elle est moins adaptée pour
réaliser les analyses successives d’un probléme de fissuration. Des méthodes numériques
plus appropriées que la méthode classique des éléments finis pour la propagation de fissures
sont alors nécessaires. Tout d’abord la BEM, puis X-FEM.

2.2.3 La méthode des éléments de frontiére
Description de la méthode

C’est une méthode alternative & la méthode des éléments finis. Appliquée aux pro-
blémes de mécanique de la rupture depuis une vingtaine d’années [13, 14], elle présente
pour principale caractéristique de ne demander qu'une discrétisation de la frontiére du
domaine et non de l'intérieur. Le travail de remaillage entre chaque étape est donc minime
puisqu’il suffit d’ajouter un ou quelques éléments sur les incréments de fissure. Dans cette
méthode, les équations aux dérivées partielles sont transformées en des équations inté-
grales sur la frontiére par le biais d’une certaine solution fondamentale de ces équations
aux dérivées partielles, dite solution de Green. Elle n’est donc applicable que si une telle
solution existe (ce qui n’est pas le cas des problémes élasto-plastiques).

Les principales difficultés de cette méthode sont la nécessité de disposer d’une procé-
dure efficace d’évaluation des intégrales singuliéres, et 'obligation d’adapter un algorithme
d’intégration du comportement non linéaire a la formulation équations intégrales du pro-
bléme. D’autre part, méme si la méthode est trés appréciée en mécanique de la rupture, la
nécessité de disposer d’un maillage fin au voisinage de la pointe de la fissure est toujours
présente. De plus, pour la propagation de la fissure un remaillage s’avére nécessaire.
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Application de la méthode pour un contact avec frottement

L’utilisation de la méthode des éléments de frontiére pour la résolution d’un contact
a été effectuée par plusieurs auteurs, et notamment dans le cadre de la fatigue de contact
en MELR. Avec cette modélisation du probléme, le contact peut-étre résolu aux noeuds
de la discrétisation par Papplication d’'une des méthodes citées au paragraphe 2.2.2 (pé-
nalisation, multiplicateurs de Lagrange ou méthodes mixtes). Par exemple, [66] applique
la méthode de la pénalité sur les noeuds en contact entre deux surfaces. Une modélisa-
tion de la fissure par des densités de dislocation est aussi envisageable |98]. Trois types
d’équations intégrales sont appliquées aux problémes bidimensionnels de fissuration : des
équations intégrales portant sur les déplacements, sur les tractions de contact ou sur les
forces de contact. La formulation du probléme en équations intégrales pour les forces de
contact semble donner de meilleurs résultats [98|.

L’inconvénient pour un probléme de contact est la difficulté introduite par un maillage
non compatible le long des faces de la fissure.

Une autre fagon de résoudre des problémes en élasticité linéaire consiste a utiliser la
méthode des éléments finis étendus. Cette méthode s’affranchit des problémes de maillage
non compatible.

2.2.4 La méthode des éléments finis étendus (X-FEM)
Description de la méthode

La méthode des éléments finis étendue, connue sous le sigle X-FEM (pour eXtended
Finite Element Method), est appliquée aux problémes de mécanique de la rupture depuis
1999 gréce aux travaux de Moés et al. [69]. C’est une extension de la méthode des éléments
finis qui permet de modéliser la présence d’un défaut (fissure ou autre) sans le mailler
explicitement. Seul le maillage de la structure sans défaut (non fissurée) est nécessaire.
Ensuite, la méthode de partition de I'unité introduite par Melenk et Babuska [65] est utili-
sée afin d’enrichir I'approximation élément fini standard par des fonctions additionnelles.
Un choix pertinent de ’enrichissement permet de libérer le maillage de son obligation
de se conformer aux discontinuités. Cette approche permet de représenter un champ de
déplacement discontinu de part et d’autre d’une fissure et de prendre en compte I'aspect
asymptotique a sa pointe du champ des contraintes.

Cette méthode a plusieurs avantages. D’abord, elle est générale et non liée & un compor-
tement particulier du matériau (élastique, plastique, ...). Ensuite, I’enrichissement reste
valable quelle que soit la dimension du probléme et quel que soit le type des éléments
utilisés. Enfin, la croissance de fissure ne nécessite aucun remaillage, seule la géométrie
de la fissure est nécessaire pour définir les éléments a enrichir. En quelque sorte, X-FEM
étend les possibilités de la méthode éléments finis sans perdre les avantages.

La premiére modélisation de fissures avec cette méthode a été présentée par Moés,
Gravoulil et al. [69] en 2D puis étendue au 3D par Sukumar [92]. La méthode a aussi été
couplée & la méthode «fast marching method» pour des fissures planes tridimensionnelles.
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Puis la propagation non plane de fissures dans des domaines tridimensionnels a été réalisée
par Moés, Gravouil et al [70]. Pour ce qui est de la propagation, elle est simulée en
remplacant les éléments nouvellement traversés par une fissure par un élément spécial
contenant 1’enrichissement.

Concrétement, la présence de fissure dans un corps est associée a : (i) un champ de
déplacement discontinu le long de la fissure et (ii) un champ de contraintes présentant une

singularité en # en pointe de fissure. Par conséquent, la méthode X-FEM enrichit ’ap-

proximation standard élément fini par des fonctions additionnelles, (i) discontinues pour
modéliser les discontinuités du champ de déplacement, et (ii) d’autres pour caractériser
le champ asymptotique en pointe de fissure. Le champ de déplacement est donc considéré
comme la somme de deux champs : un champ continu et un discontinu, ot I’enrichissement
X-FEM se fait localement prés de la fissure. Dans le cadre d’une fissure débouchante (a
un front), 'approximation X-FEM du champ de déplacement est la suivante :

wh@) = Y wdi(e) + 3 by @ HE@) + Y [0no) (TLGRE0)] (247

1

v

Le terme 1 correspond & l’approximation élément fini standard avec E} I’ensemble des
noeuds du maillage, u; et ¢; respectivement les degrés de liberté et la fonction de forme
associés au noeud 7. Le terme 2 est un enrichissement lié & la discontinuité de la fissure,
avec E/; un sous-ensemble de noeuds de E;, comme indiqué sur la figure 2.2, b; les degrés
de liberté supplémentaires associés a 'utilisation de la fonction discontinue H (), fonction
Heaviside généralisée. Les noeuds de E; sont tels que leur support intersecte la fissure
mais sans contenir le front. En considérant I'c comme une courbe paramétrique, pour
chaque point x du domaine nous pouvons trouver sur I'c le point le plus proche x* de z.
En ce point, les vecteurs normal et tangentiel & la courbe sont construits, e; and e, pris
tels que e; X e, = e,, e, pointant vers ’extérieur de la page comme indiqué sur la figure
2.3. La fonction est alors donnée par ’expression suivante

1 for (z —z%).e, >0

Hz) = { -1 for (z —2%).e, <0 (2.48)

Pour une fissure branchée, oii la normale n’est pas unique mais un cone de vecteurs
normaux est défini en z*, H(xz) =1 si le vecteur (x — z*) appartient au cone de normales
en z*, et -1 sinon. Le terme 3 traduit la singularité des contraintes le long du front. Ex
est le sous-ensemble de noeuds de I dont le support contient ce front, comme indiqué sur
la figure 2.2, et ¢k, 1,k=1,...4 les degrés de liberté correspondants. Les fonctions Fj(r, ),
[=1..4, sont des fonctions de forme supplémentaires avec pour expression

{E(r,0)} = {\/rsin g, \/T cos g, /T sin g sin 0, /T cos g sin 0} (2.49)

ou (r, @) sont les coordonnées polaires dans un repére local lié & la pointe de la fissure.
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D noeuds de ’ensemble Ex

—  fissure

F1G. 2.2 — Description des ensembles E;, E;, Ex de 'approximation du champ de dépla-
cement élément fini enrichi

F1G. 2.3 — Description de la fonction H

Application de la méthode pour un contact avec frottement

La premiére application de la méthode X-FEM au contact avec frottement est due a
Dolbow et al. [25].

Le contact avec frottement bidimensionnel le long des faces d’une fissure a été considéré
pour mettre en évidence le phénoméne appelé 'the axial-splitting’. Ce phénoméne corres-
pond au branchement d’une fissure inclinée soumise a un chargement statique uniaxial de
compression vers la direction du chargement appliqué (cf. figure 2.4).

Dans le cadre de cette méthode, la fissure n’étant pas maillée explicitement, des élé-
ments dits "éléments d’interface" ont été introduits afin de gérer et de résoudre le contact
le long des faces de la fissure. Pour tout élément fini coupé par la fissure, deux éléments
d’interface en vis-a-vis ['" et '~ sont définis avec deux points de Gauss (G}, G} )iz12
(voir la figure 2.5).

Les inconnues en ces points, w;” et ¢ pour G; (w; et t; respectivement pour G ), sont
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F1G. 2.4 — Plaque sous un chargement compressif d’aprés [25]

Maillage Fissure
~ — ]
™~ 7¢
e
s
Elements d’interface Points de Gauss

F1G. 2.5 — Description des éléements d’interface I';; et I'z;, des points de Gauss G5, G,
et du vecteur 7ig

exprimées dans le repére local de I’élément d’interface I'" sous la forme : Z = Zy.fi¢c+ Zr,
avec 7i¢ le vecteur normal unitaire extérieur a I'". Pour chaque couple de points de Gauss
(G, G), i fixé, les conditions de contact sont exprimées selon une loi d’interface, que
nous noterons G, telle que :

G(wi,wi,tF,t7)=0 sur TLUTG (2.50)

1771 )

Cette loi refléte le type de contact envisagé (avec ou sans frottement, loi de frottement
envisagée). De plus, des conditions aux limites supplémentaires assurant la continuité le
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long de la fissure sont introduites :
(o-fic)|ps =17, (o-ic)|p; =17, ulpy = w™, ulps =w”. (2.51)

L’un des avantages de la méthode X-FEM appliquée au contact entre les faces d’une
fissure réside sur l'utilisation d’un maillage compatible le long des faces qui facilite la
résolution du contact.

2.3 Stratégies de résolution des problémes non linéaires
d’évolution

Aprés la discrétisation de I’espace, la démarche de résolution d’un probléme non li-
néaire d’évolution nécessite la discrétisation du temps. En mécanique des structures, la
quasi-totalité des méthodes de résolution des problémes non linéaires d’évolution sont des
méthodes incrémentales (pas & pas). En contraste avec ces méthodes, la méthode a grand
incrément de temps (LATIN method = Large Time Increment Method) est aussi utilisée
pour ’analyse des structures avec un comportement non-linéaire.

Nous allons présenter ces deux classes de méthodes et le lien possible avec le probléme
de référence.

2.3.1 Les méthodes incrémentales

Avec les méthodes incrémentales, I'intervalle de temps étudié [0, T, est décomposé en
une succession d’intervalles généralement petits [tx, tx11], avec ty=0 et ¢, = T. L’histoire
des différentes quantités étant connue jusqu’a 'instant ¢, un nouvel intervalle de temps
[tk, tr + At] est étudié, ot At est 'incrément de temps. Le probléme est alors de compléter
cette histoire sur l'intervalle [tg,?; + Atx]. En supposant une histoire linéaire sur [ty,
ty + At] pour les différentes quantités du probléme, la résolution d’un probléme non
linéaire aboutit a la résolution d’un probléme ot le temps n’intervient plus. Par exemple,
pour le déplacement, la linéarité de I’histoire s’écrit :

(tk -+ Atk) — T
Aty

—1
U(T) = TAtkk’U,(tk + Atk) +

u(ty) (2.52)

pour 7 € [t,tx + Aty]. Le champ de déplacement ne dépend alors que de la valeur &
Iinstant ¢, + Aty, les quantités a 'instant ¢, étant connues. Le probléme ainsi obtenu qui
définit les quantités au temps ¢y + Aty est généralement traité par un schéma numérique.

Le probléme d’évolution est ainsi formulé a I’aide des variables discrétes temporelles
tr et la résolution du probléme temporel s’effectue par des algorithmes de résolution
incrémentaux.

Aprés les discrétisations spatiale et temporelle, le probléme non linéaire d’évolution se
résume a un probléme discret non linéaire spatialement pour ¢; fixé.
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La derniére étape de la démarche de résolution du probléme consiste alors a faire appel
a des algorithmes itératifs de résolution du type Newton-Raphson, quasi-Newton, Newton
modifié, ... [11].

Une autre stratégie de résolution d’un probléme non linéaire d’évolution discrétisé
spatialement, consiste & considérer ’intervalle de temps dans son ensemble. Cette approche
est effectuée dans le cadre de la méthode LATIN qui va étre présentée.

2.3.2 La méthode a large incrément de temps : la méthode LATIN

Cette méthode a été introduite par Ladevéze en 1985 [53, 54]. Développée pour des
problémes d’évolution non linéaires, elle contraste avec les méthodes incrémentales (mé-
thodes pas a pas) dans le sens ot elle ne fait pas appel a la notion d’incrément de temps;
'intervalle de temps [0,T] étudié n’est pas découpé en incréments. C’est une méthode
itérative, partant d’une approximation relativement grossiére (issue d’un calcul élastique)
des déplacements, des déformations et des contraintes en tout point M appartenant a 2
et pour tout temps ¢ de U'intervalle [0,T|. A chaque itération, une amélioration est appor-
tée & ces différentes quantités toujours pour tout ¢ et en tout point M. La solution d’un
probléme évolutif est ainsi fournie sur ’ensemble de l'intervalle d’étude [0,T.

Une approche dégénérée de cette méthode a été développée par Champaney en 1996
[19] et adaptée a une problématique de contact sous des conditions statiques, pour des
situations réelles d’assemblage de structures. Cependant au cours des itérations les champs
considérés ne sont pas estimés sur tout l'intervalle de temps mais de fagon incrémentale
dans le temps.

Dans cette situation dégénérée de la LATIN, le premier principe de la méthode propo-
sée par Ladeveéze est conservé : les équations du problémes sont scindées en deux groupes,

— un groupe d’équations locales par rapport a la variable d’espace, voir non linéaires,

et

— un groupe d’équations linéaires, voir globales par rapport a la variable d’espace.
Deux espaces de solution sont ainsi introduits, L et G, associés a chacun des deux groupes
précédents. Pour déterminer la solution du probléme, un processus itératif est établi grace
a l'introduction de deux directions de recherches, une montante E*, allant de G vers L,
et une descendante £, allant de L vers G comme illustré dans la figure 2.6.

Le second principe de la méthode LATIN de base est conservé : chaque itération est
effectuée en deux étapes, une premiére étape correspondant a la résolution des équations
locales, dite étape locale, et une seconde correspondant a celle des équations linéaires,
dite étape globale. Pour décrire ces étapes, introduisons s ’ensemble des inconnues du
probléme, telles que s = (u, 0, w, t), et S espace fonctionnel correspondant. Les ensembles
L et G sont des variétés de S. Nous noterons s’ lorsque la solution appartient & ’ensemble
L et s% pour I'ensemble G. L’étape locale détermine la solution appartenant a I’espace L
tel que (s™ — s%) € ET, s¢ donng, et 1’étape globale détermine la solution appartenant a
'espace G tel que (s — s") € E~, s” donné. Ainsi, & partir d’une approximation initiale
So, le processus converge par une succession d’itérations alternant la résolution des étapes
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locale et globale, vers la solution du probléme, intersection des deux ensembles.

Solution

G G G
/ / 5(i+1) 5(i) 8(0)

F1G. 2.6 — Tllustration géométrique du schéma itératif issu de la méthode LATIN

La résolution du contact avec frottement effectuée par Champaney s’appuie sur 1'uti-
lisation d’interfaces pour lesquelles des variables d’entrée et de sortie sont associées. Du
coup, les équations a I’étape locale ne mettent en jeu que des quantités locales et les
calculs sont indépendants du reste du domaine. Les opérateurs associés aux directions
de recherche peuvent étre considérés comme une pénalisation portant sur les quantités
locales. Cette approche de la résolution du probléme de contact est alors trés proche de
la formulation du probléme sous la forme d’un Lagrangien augmenté.

2.4 Conclusion

Nous avons rappelé un ensemble de méthodes numériques applicables au probléme de
référence (équations (2.1) a (2.10)).

Le modéle basé sur la théorie mathématique des distributions continues de dislocation
est un choix judicieux, mais non applicable & des matériaux dont le comportement est
non linéaire. Ceci exclut donc son utilisation pour des problémes de plasticité localisés en
pointe de fissure souvent présents dans les problémes industriels. De plus I'hypothése de
massif semi-infini restreint son champ d’application & des problémes sans effets de struc-
ture. Néanmoins une comparaison numeérique bidimensionnelle avec ce modéle s’avére
essentielle. Nous l'utiliserons donc comme modéle de référence pour toute validation ul-
térieure en élasticité bidimensionnelle et sous ’hypothése de massif semi-infini.

La méthode des éléments finis classique s’avére lourde pour des problémes de propa-
gation de fissure, & cause du remaillage, mais aussi, & cause des problémes de projection
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des champs d’une discrétisation a ’autre.

Bien que l'utilisation des éléments de frontiére réduise considérablement le maillage du
probléme, ce maillage reste non compatible le long des faces de la fissure ce qui introduit
des difficultés dans la résolution du contact.

La méthode X-FEM est une méthode qui s’affranchit du probléme du remaillage au
cours de la propagation d'une fissure et qui permet de disposer d’'un maillage compatible
le long des faces de la fissure, grace a 'introduction d’éléments d’interface comportant des
points de Gauss avec leurs propres inconnues. Il n’est donc pas nécessaire de projeter les
champs.

Fort de ces avantages, notre choix se porte sur la méthode X-FEM. Par conséquent, la
géomeétrie de la fissure n’est pas maillée explicitement. Sa présence est prise en compte par
I’enrichissement introduit dans ’approximation du champ de déplacement, approximation
énoncée par I'équation (2.47).

La résolution du probléme non linéaire d’évolution nécessite une modélisation in-
crémentale du probléme de frottement. Parmi les méthodes existantes pour prendre en
compte les non-linéarités de contact, la méthode de pénalisation ne semble pas un choix
opportun du fait de la sensibilité du paramétre sur la solution et du mauvais conditionne-
ment qui peut-étre associé. La méthode des multiplicateurs de Lagrange est peu robuste
en présence de frottement. Finalement seules les méthodes du lagrangien augmenté (ou les
méthodes mixtes) et la méthode LATIN dégénérée pour des problémes de contact semblent
intéressantes pour notre probléme. De plus ces méthodes sont de nature ”similaires”. La
méthode du Lagrangien augmenté couplée avec un schéma itératif type Newton-Raphson
semble une approche envisageable. L’avantage de la LATIN est sa résolution globale du
probléme. D’autre part, son utilisation a déja été abordée avec la méthode X-FEM pour
un contact avec frottement en statique. Nous nous orientons donc vers cette approche de
résolution et allons développer une résolution numérique adaptée au probléme de fissura-
tion en fatigue de contact, intégrant I’histoire du chargement et les différentes échelles de
modélisation propres a ce probléme de fissuration.

A présent que le choix des méthodes numériques est établi, abordons les détails du
modéle développé.
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L’ensemble des aspects théoriques ayant été présentés, nous abordons dans ce chapitre
le modéle numérique développé. Une méthode de discrétisation et un schéma itératif de ré-
solution du probléme non linéare d’évolution sont choisis. Des développements numériques
sont effectués afin de considérer les aspects multi-échelles du probléme et I’hystérésis du
frottement. Un nouveau critére d’arrét du schéma itératif est présenté. Nous verrons que
cette amélioration influence considérablement les résultats.

Nous exposons aussi les méthodes numériques de calculs des grandeurs caractéristiques
ainsi que le code elfe 3d.

Une étude qualitative du modéle est effectuée afin de déterminer les paramétres et
les aspects multi-échelles influants du modéle. Puis plusieurs étapes de validation sont
ensuite abordées. La premiére étape de validation s’appuie sur des résultats analytiques
et numériques, pour des situations de chargement proportionnel en statique. La seconde
étape se tourne vers des configurations de chargements non proportionnels pour lesquels
les modes de sollicitation en pointe de fissure sont, au départ, du mode II seul, puis du
mode mixte et enfin des séquences complexes en mode mixte. Des problémes de fatigue
de contact plus représentatifs sont illustrés en derniére partie. Ce chapitre se termine par
une conclusion.

3.1 Stratégie de résolution

3.1.1 Choix d’une méthode itérative pour le probléme d’évolution

Le choix s’est porté sur une discrétisation par la méthode éléments finis étendus pour
une représentation de la fissure indépendante du domaine, avec comme schéma, itératif du
probléme de résolution la méthode LATIN. D’autre part, la notion d’éléments d’interface
va étre utilisée pour prendre en compte une loi de comportement d’interface appropriée
a résoudre le contact interfacial (voir section 2.2.4). Les degrés de liberté des éléments
d’interface seront couplés & ceux de la structure dans le cadre d’une formulation mixte
& trois champs u le champ de déplacement dans la structure, w et ¢t respectivement le
champ de déplacement et la force de contact le long des faces de la fissure.

La premiére utilisation de la méthode X-FEM pour un contact frottant a été employée
pour un chargement statique monotone et uniaxial [25]. Notre but est la simulation du
comportement de fissure de fatigue incluant le contact frottant le long de ses faces pour
des chargements multi-axiaux non monotones et quasi-statiques. Nous allons développer
une formulation adaptée a ces spécificités.

La stratégie du schéma itératif de résolution, schéma qui est une situation dégénérée
de la méthode LATIN conformément aux travaux de Champaney [19], consiste a :

— premiérement, diviser les équations du probléme en deux sous-ensembles :

— un groupe d’équations locales, généralement non linéaires, définissant ’ensemble
L, et
— un groupe d’équations linéaires, généralement globales, définissant ’ensemble G,
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— deuxiémement, trouver la solution approchée en suivant une succession d’itérations
dont le processus se fait en deux étapes. En effet, pour chaque iteration ¢+ 1, la solu-
tion (indicée iL+ 1) de ’'ensemble L est déterminée durant 1’étape locale, puis ensuite,

2

la solution (indicée ¢ ;) de 'ensemble G est déterminée durant I'étape globale.
Par souci de clarté nous omettrons les exposants © et ¢, sachant que les quantités de
chaque espace sont identifiables par les indices ; ou , +1- D’apreés le bilan des équations du
probléme, rapporté dans 1’encadré de la section 2.1 du chapitre 2 (page 40), L est constitué
des équations (2.5)-(2.10) du chapitre 2 tandis que G est constitué des équations (2.1)-
(2.4) de ce méme chapitre.

L’initialisation du schéma peut étre construite a partir d’un calcul élastique avec le
vecteur d’état s = (u,0,w,t) (voir figure 2.6), o étant les contraintes définies dans la
structure. Le nouvel itéré s, 1 est construit a partir de s;. Il appartient a la variété L et
est défini par la direction de montée E+. Quant a I'itéré s;,, il est construit a partir de
Sitl et appartient a la variété GG. Il est obtenu par la direction de descente E.

Les espaces ET et E~ sont caractérisables par des opérateurs, H' et H™ respective-
ment. Pour que la premiére étape soit locale, 'opérateur H™ doit ’étre aussi. D’autre
part, 'opérateur H~ est choisi linéaire afin que I’étape globale soit linéaire. Par suite, la
direction de recherche E* adoptée pour la résolution est associée & un opérateur constant
linéaire K. Ainsi, les équations additionnelles définies par I'opérateur E n’impliquent
que les quantités locales, w et t, par les expressions :

ti+% —t; = K()((A)H_% — wz-) (31)
L’opérateur associé & E~ est défini par —Kj tel que les équations de recherche sont :
tiv1 — b1 = —Ko(wipr —wiy1) (3.2)

Pour assurer la convergence du schéma itératif [54], I'opérateur constant linéaire K
doit étre symétrique défini positif, et la loi de comportement doit étre maximale monotone.
Ces conditions étant respectées, ’algorithme converge vers la solution.

L’opérateur HT utilisé par Dolbow et al. [25] est Koy = kold, avec Id la matrice
identité et ky un réel positif. Ces auteurs ont étudié 'influence du paramétre kg sur la
vitesse de convergence pour une situation de contact parfait, c’est a dire une situation ou
les quantités w et t sont telles que :

wh=w", th=—t". (3.3)

Ils ont également montré que la qualité de la solution n’était pas affectée par la variation
de ce paramétre, mais que seul le nombre d’itérations & convergence était modifié. D’autre
part, d’aprés les résultats de convergence énoncés dans [54], la méthode converge toujours
vers la solution du probléme discrétisé. Pour un Lagrangien augmenté, la valeur de la
pénalité influe sur la vitesse de convergence mais pas sur la convergence. De méme pour



65

la LATIN, la convergence est assurée par le paramétre ko, et seule la vitesse de convergence
est influencée par sa valeur.

L’utilisation de la méthode LATIN pour traiter des problémes de décomposition de
domaine ou de contact statique en fatigue uniaxiale, a abouti & de bons résultats en
choisissant le paramétre ky comme le rapport de la dimension de la rigidité sur la longueur

caractéristique du probléme.

E
Nous utiliserons donc comme opérateur H™ la matrice Ky = kgld avec ky = B E

étant le module de Young et b la longueur de la fissure choisie comme longueur caracté-
ristique dans ce cas. H~ sera associé a ’opérateur —K,.
Les deux étapes du schéma itératif vont étre détaillées dans les sections suivantes.
Un critére d’arrét est calculé aprés chaque étape globale. Son expression est explicitée
section 3.2.

3.1.2 L’étape locale de la méthode LATIN

L’étape locale correspond & la résolution du probléme de contact unilatéral avec frot-
tement. La formulation de ce probléme est mixte car elle combine des conditions aux
limites de deux types : en déplacements et en contraintes. La difficulté d’une telle résolu-
tion réside