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Résumé

Cette thèse porte sur la prédiction de la durée de vie de l’attache aube-disque sous
chargement de fretting-fatigue. L’étude est consacrée à l’influence de la composante basse
fréquence du chargement.

Une méthodologie d’identification in-situ du coefficient de frottement pendant un es-
sais de fatigue LCF (Low Cycle Fatigue) à température ambiante sur une éprouvette queue
d’aronde a été mise en place. L’approche FEMU (Finite Element Method Updating) re-
pose sur la minimisation de l’écart entre les données expérimentales et le modèle éléments
finis. Les quantités d’intérêt sont les champs de déplacements en surface de l’éprouvette,
mesurés par corrélation d’images numériques. La mise en donnée du problème numérique
est définie par des hypothèses simplificatrices concernant les conditions aux limites. Les
biais introduits par ces hypothèses sont quantifiés par l’utilisation d’essais virtuels.

Deuxièmement, des essais de traction cycliques ont été réalisés sur des éprouvettes
queue d’aronde en Udimet 720 et instrumentés par corrélation d’images numériques.
L’effort de traction est appliqué linéairement entre Fmin = 0,1 kN et Fmax = 1 kN. Trois
grandeurs d’intérêt ont été considérées pour l’identification du coefficient de frottement
moyen : les composantes horizontales et verticales du champ de déplacements et l’am-
plitude de glissement sur le cycle, mesurées en surface. Les essais ont mis en évidence
une augmentation du coefficient de frottement au cours des cycles de chargement. L’essai
est caractérisé par la transition d’un régime de glissement total à un régime de glissement
partiel survenant aux alentours du cycle 5 000. L’identification du coefficient de frotte-
ment en régime de glissement partiel n’est plus possible précisément car la sensibilité des
champs de déplacements au coefficient de frottement devient très faible.

Enfin, des critères de fatigue classiques ont été implémentés et calculés pour des es-
sais de traction sur des éprouvettes queue d’aronde. La comparaison des prédictions des
critères avec les observations expérimentales confirme la contribution prépondérante du
cisaillement sur l’amorçage de fissure par rapport au terme de pression hydrostatique.

MOTS CLÉS: Fretting, Coefficient de frottement, Mesure de champs, Identification,
Critères
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Introduction générale

Les premiers hélicoptères sont apparus au début du 20e siècle, d’abord propulsés par
des moteurs à pistons. Depuis les années 1950, les hélicoptères sont motorisés par des
turbines à gaz. Cette avancée technique a permis de décupler la puissance développée,
rendant ainsi possible la conception d’hélicoptères plus lourds et plus rapides. L’augmen-
tation des performances de cet appareil combiné à sa grande manœuvrabilité en ont fait
un mode de transport privilégié pour certaines opérations spécifiques. Utilisé au sein des
forces armées militaires ou civils, pour la manutention, le transport médical et off-shore
ou le sauvetage en altitude, l’hélicoptère doit assurer des niveaux de performance et de
sûreté de fonctionnement toujours plus exigeants.

La turbine à gaz fournit toute la puissance requise au fonctionnement de l’appareil.
Le mélange d’air comprimé et de carburant est enflammé dans la chambre de combustion.
Les gaz résultants sont canalisés vers les turbines. La turbine est l’organe convertissant
l’énergie cinétique des gaz brûlés en énergie mécanique de rotation. Elle est constituée
d’un disque sur lequel sont assemblées des aubes par le biais d’une liaison hyperstatique
à la géométrie spécifique, appelée pied de sapin. La liaison entre les aubes et le disque
des turbines est une partie critique du moteur. Sous l’influence des sollicitations cycliques
thermo-mécaniques induites par l’environnement du moteur, des niveaux de contraintes
localement très élevés et des micro-glissements surviennent à l’interface entre les aubes
et le disque. La liaison subit alors du fretting, un phénomène tribologique complexe sur-
venant lorsque deux corps en contact ont un mouvement relatif tangentiel de faible am-
plitude. L’endommagement favorisé par le fretting dépend des conditions de glissement,
et peut conduire à l’amorçage de fissure ou bien l’usure. La superposition des sollicita-
tions de fretting à un chargement de fatigue conventionnelle sans contact génère un fort
abattement de la durée de vie des pièces.

La connaissance des mécanismes physiques et le développement de méthode de pré-
diction de durée de vie constituent alors un enjeu majeur pour l’amélioration des perfor-
mances et la réduction des coûts de maintenance et d’exploitation. Ainsi, une meilleure
prédiction permettrait d’explorer des voies d’optimisation géométriques ou tribologiques
des aubes pour apporter une durée de vie accrue, une réduction de la masse, et une réduc-
tion des coûts de maintenance.

Pour le motoriste, la déclaration des durées de vie de la liaison aube-disque repose
sur l’exploitation de résultats d’essais sur des éprouvettes technologiques dont la mise en
œuvre est complexe. L’hyperstatisme de la liaison, combiné aux variabilités géométriques
de production des pièces rendent le chargement mécanique des contacts très variable.

1
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Introduction générale

L’exploitation des essais est alors difficile. L’enjeu industriel de la thèse est de remplacer
l’essai technologique jugé trop complexe par un essai simplifié. La géométrie choisie pour
assurer cette mission est le pied de sapin mono-lobe, autrement appelé queue d’aronde.
Cette liaison dont le niveau d’hyperstatisme est bien inférieur à celui de la géométrie de
l’attache pale disque est moins sensible aux effets de dispersion géométrique de produc-
tion. Elle facilite la production des éprouvettes, la mise en œuvre de l’essai ainsi que son
exploitation.

L’objectif de la thèse est de contribuer à l’amélioration de la prédiction des durées de
vie de l’attache aube-disque des turbines. Pour y parvenir, ces travaux se concentrent sur :

— le développement d’un moyen expérimental de fretting-fatigue sur éprouvette
queue d’aronde permettant la mesure in-situ du frottement. Le coefficient de frotte-
ment des modèles numériques est un paramètre pilotant au premier ordre la répar-
tition des contraintes normales et tangentielles. La connaissance de ce paramètre
est par conséquent nécessaire pour le calcul du chargement mécanique du contact.

— l’identification de critères de fatigue adaptés à la prédiction de la durée de vie de
la liaison.

Le premier chapitre est consacré à la synthèse bibliographique de différents aspects de
la mécanique du contact et à la description du contexte industriel dans lequel s’inscrivent
ces travaux. Le phénomène de fretting et les différentes approches de modélisation et de
résolution du problème de contact sont présentés. Les objectifs de la thèse sont posés et
les axes de travail sont définis à partir des difficultés identifiées.

Dans le second chapitre, l’accent est porté sur l’importance que revêt le coefficient
de frottement numérique sur les contraintes et le glissement calculés dans le contact.
Une méthodologie de corrélation essais-calcul par analyse inverse est présentée afin
de mesurer in-situ la valeur de ce paramètre clé. Le modèle numérique permettant
l’identification de ce paramètre est validé à travers son application à une série d’essais
virtuels.

Dans le troisième chapitre, le dispositif expérimental mis en place pour l’identification
du coefficient de frottement est décrit. Le principe de mesure des champs cinématiques
par corrélation d’images numériques y est décrit. Les modèles du chapitre précédent sont
employés pour identifier le coefficient de frottement expérimental et son évolution au
cours des cycles par la minimisation des écarts entre champs cinématiques calculés et
mesurés.

Dans le dernier chapitre, divers critères de fatigue classiques sont calculés à partir d’un
cycle de chargement du modèle éléments finis. L’influence du coefficient de frottement
numérique et des composantes de chacun de ces critères sont mises en évidence.
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Chapitre 1

Synthèse bibliographique et contexte
industriel

1.1 Contexte industriel

1.1.1 La turbine à gaz
Les turbines à gaz fournissent la puissance mécanique nécessaire au fonctionnement

de l’appareil. Elles entraînent le rotor principal et le rotor de queue, mais produisent éga-
lement l’électricité requise pour alimenter les circuits secondaires. Malgré la diversité
des architectures de turbines à gaz, le principe de fonctionnement global reste le même,
schématisé en figure 1.1. La turbine à gaz est un moteur thermique à combustion interne
basé sur un cycle thermodynamique de Brayton. L’air ambiant est d’abord aspiré puis
comprimé par l’étage de compresseur, constitué d’une succession de roues aubagées sta-
tiques (stator) et mobiles (rotor). Leur nombre et leur type (axial, radial ou axialo-radial)
peuvent varier selon les besoins de l’appareil. Le carburant est injecté dans la chambre
de combustion où il est mélangé à l’air comprimé, puis enflammé. Les gaz issus de la
combustion sont canalisés vers les turbines, qui convertissent l’énergie thermique et ci-
nétique des gaz en énergie mécanique de rotation. Un étage de turbines haute pression
entraîne l’étage compresseur, tandis que les turbines libres entraînent l’arbre de transmis-
sion de puissance. Finalement, les gaz sont expulsés dans l’atmosphère par le biais d’un
divergeant facilitant l’écoulement et la réduction du bruit.

1.1.2 La liaison aube-disque
Les turbines sont constituées d’un disque sur lequel sont montées des aubes rappor-

tées par le biais d’une liaison appelée "pied de sapin". La désolidarisation des aubes et du
disque apporte plusieurs avantages. Les deux parties peuvent être produites dans des ma-
tériaux différents, dont les propriétés sont ajustées aux sollicitations subies. D’autre part,
les opérations de maintenance sont facilitées par le remplacement individuel des aubes
endommagées. Enfin, la liaison de contact améliore le comportement vibratoire du sys-
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1. Synthèse bibliographique et contexte industriel

FIGURE 1.1 – Schéma en coupe d’une turbine à gaz (Source : Safran Helicopter Engines)

tème en introduisant de l’amortissement. En contrepartie de ces avantages, la complexité
et les coûts de fabrication sont plus élevés que pour une turbine monobloc. La liaison
"pied de sapin" consiste généralement en trois rangées de deux lobes. La charge subie par
les aubes est distribuée sur autant de contacts plan/plan inclinés. Cette liaison est soumise
à des chargements cycliques complexes et multiples :

— Une composante basse fréquence, ou LCF (Low Cycle Fatigue) issue de l’ef-
fet centrifuge imposé par la rotation de la turbine. Celle-ci peut atteindre 40
000 tr/min. De façon simplifiée, un cycle de chargement LCF correspond à un
cycle d’allumage et d’arrêt du moteur, soit un vol.

— Une composante haute fréquence, ou HCF (High Cycle Fatigue) due aux efforts
aérodynamiques de l’écoulement des gaz sur les aubes qui viennent exciter les
modes vibratoires des pales sur leurs fréquences propres. Le défilement des aubes
derrière le distributeur fixe provoque un chargement périodique, dont la fréquence
dépend du nombre d’aubes du stator et du rotor et de la vitesse de rotation de
la turbine. La fréquence associée aux efforts vibratoires est souvent supérieure à
1 kHz.

— Une composante thermique, dont l’amplitude peut atteindre les 650◦C, et dont la
fréquence de sollicitation est comparable à celle de la composante LCF.
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Contexte industriel

La combinaison de ces multiples sollicitations est responsable de micro-déplacements
entre les surfaces de contact. La liaison est par conséquent sujette au fretting couplé à
un chargement de fatigue. L’expérience montre que la fissuration en régime de glisse-
ment partiel est un endommagement récurrent dans les attaches pieds de sapin. Afin de
caractériser l’endommagement subi par la liaison et justifier du bon fonctionnement du
système pale-disque, des essais expérimentaux sous plusieurs formes sont couramment
mis en place.

a) b) c)

FIGURE 1.2 – a) Disque et aubes d’une turbine haute pression, b) Zoom sur l’interface
aube-disque, c) Géométrie et désignation des composants de l’aube (Source : Safran He-
licopter Engines)

1.1.2.1 Géométrie pied de sapin

La modélisation numérique [SIN 82, ZBO 95] et l’étude expérimentale [UCH 86,
ZHA 22a] sous chargement LCF des contacts pieds de sapin sont peu représentées dans
la bibliographie. Les essais technologiques à géométrie pied de sapin constituent le type
d’essais le plus proche de l’application réelle. La différence majeure étant l’angle de bro-
chage nul de ces éprouvettes (figure 1.4). Il s’agit pour Safran Helicopter Engines de
l’essai de référence pour la déclaration des durées de vie de la liaison. Cependant, ce type
d’éprouvette fait émerger quelques difficultés. L’hyperstatisme de la liaison rend le dispo-
sitif très sensible aux aléas d’usinage, conduisant parfois à une dispersion importante des
durées de vie observées. De plus, ces essais sont longs et coûteux. Ces variabilités doivent
être considérées et intégrées dans la gestion de la durée de vie par le motoriste.

La prédiction de la durée de vie de l’attache pied de sapin constitue alors un enjeu
économique, concurrentiel et scientifique majeur pour l’entreprise. Afin de s’astreindre
des difficultés susmentionnées, il semble pertinent de développer un type d’essai intermé-
diaire entre l’essai académique cylindre/plan ou plan/plan et l’essai technologique.

1.1.2.2 Géométrie queue d’aronde

L’étude expérimentale [RUI 84, PAP 94, RAJ 06] et numérique [CHE 17, DEN 18,
MEG 00] de géométries queue d’aronde reste minoritaire dans la littérature. Plus repré-
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1. Synthèse bibliographique et contexte industriel

FIGURE 1.3 – Couple d’éprouvettes technologiques pied de sapin saines et rompues
[DEN 18]

FIGURE 1.4 – Illustration de l’angle de brochage sur la partie disque d’une turbine
[MEG 00]

sentative du système réel que les essais académiques tout en présentant une géométrie
simplifiée vis à vis du pied de sapin, l’éprouvette queue d’aronde représente un compro-
mis intéressant (figure 1.5). En ne considérant qu’un unique couple de portées, l’hyper-
statisme du pied de sapin est réduit, tout en conservant les caractéristiques principales
du contact sur moteur (géométrie, gradient de contrainte). Pour ces raisons, les travaux
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Notion de fretting

menés se focalisent sur le comportement de cette géométrie d’éprouvette.

FIGURE 1.5 – Schéma de principe d’un couple d’éprouvette queue d’aronde [NOW 03]

1.2 Notion de fretting

Le terme de fretting est employé pour décrire l’endommagement résultant d’un mou-
vement relatif oscillatoire de faible amplitude entre deux surfaces en contact. Le fretting
est considéré comme l’une des dégradations de surface les plus critiques, apparaissant
dans de nombreuses applications industrielles, telles que certaines liaisons (cannelures,
liaisons par axe), les empilages multiples (arbres de transmission), les assemblages rive-
tés, les câbles, les conduits flexibles, les roulements à billes, etc. Le fretting apparaît en
particulier dans les turbomoteurs, au niveau de la liaison pâle-disque des turbines, sou-
mises à un effort centrifuge et à des sollicitations vibratoires importantes.

Ce phénomène est documenté pour la première fois par Eden et al. [EDE 11] qui ob-
servent la formation de débris d’oxyde de fer entre les mors en acier et une éprouvette
de fatigue. Tomlinson [TOM 27] réalise plus tard un essai de fretting fatigue et attri-
bue l’apparition d’oxydes au glissement relatif des surfaces. Warlow-Davies [War 41] et
McDowell [MCD 52] mettent en exergue l’effet néfaste du fretting sur la durée de vie en
fatigue des métaux. Le premier réalise des essais de fatigue en traction sur des éprouvettes
précédemment soumises à du fretting, et relève une diminution de la limite d’endurance
de 13% à 18% par rapport à des éprouvettes saines. Le second montre que la superpo-
sition de fretting à un chargement de fatigue produit un abattement de la durée de vie
par comparaison à un chargement de fatigue pure. Aujourd’hui, l’endommagement par
fretting est un sujet de recherche majeur, comme l’atteste le nombre de travaux y étant
consacrés.
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1. Synthèse bibliographique et contexte industriel

1.2.1 Essais de laboratoire
Les contacts de pièces industrielles sont complexes et variés. Afin de reproduire et

d’isoler les mécanismes d’endommagement du fretting, des géométries d’éprouvettes
simplifiées ont été proposées. Les besoins en essais simples et standardisés ont conduit à
l’apparition des configurations mono-contact de référence suivantes :

— Le contact sphere/plan, dont la liaison cinématique associée est le contact ponc-
tuel. Des formulations analytiques ont été proposées par Hertz [HER 82] dans le
cadre d’un contact normal élastique, puis étendues au problème tangentiel par Cat-
taneo et Mindlin [CAT 38, MIN 49]. Cette géométrie est peu exigeante en termes
d’alignement, ce qui la rend simple à implémenter expérimentalement.

— Le contact cylindre/plan produit un contact linéique rectiligne. Des précautions
particulières doivent être prises pour garantir l’alignement de l’axe du cylindre et
du plan.

— Le contact plan/plan (ou poinçon/plan) où deux surfaces planes sont en contact.
Cette configuration est très sensible à l’alignement du poinçon avec le plan, qui
doit être contrôlé selon deux axes. Des solutions analytiques de la distribution de
contraintes ont été développées par Ciavarella et Macina [CIA 03] notamment.

FIGURE 1.6 – Trois configurations de contact académiques [SUN 12]

Trois modes de fretting ont été définis par Mohrbacher [MOH 95] dans le cadre du
contact sphère/plan. Ceux-ci sont illustrés en figure 1.7 et sont :

— le mode I : Déplacement linéaire ;
— le mode II : Déplacement radial ;
— le mode III : Déplacement circonférentiel.
Dans la plupart des applications industrielles, dont les attaches pied de sapin, le mode

I est prédominant, c’est pourquoi c’est le plus étudié dans la littérature. Dans ce manuscrit,
seul le mode I est considéré.

1.2.2 Régimes de glissement
La particularité du fretting réside dans la faible amplitude du glissement relatif des

corps en contact. Le fretting se distingue du glissement alterné par une zone centrale
jamais exposée à l’environnement extérieur. Cette définition est formalisée par le ratio de
l’amplitude de glissement dans le contact δ0 (dont la valeur est inférieure à l’amplitude
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Notion de fretting

FIGURE 1.7 – Représentation des trois modes de fretting dans un cas de contact
sphère/plan [BLA 95]

de déplacement imposé au corps δ∗ loin du contact du fait de la raideur du contact et du
montage) sur la demi-largeur du contact dans la direction du glissement a [FOU 96b] :

e =
δ0

a
(1.1)

Une configuration de contact présente du fretting si e < 1, c’est-à-dire si l’amplitude
de glissement est inférieure à la taille du contact. Lorsque e > 1, les débattements sont
suffisamment importants pour exposer la totalité de la zone de contact à l’environnement
extérieur. Ces conditions ne correspondent plus à la définition du fretting, on parle alors
de glissement alterné, ou glissement réciproque.

Dans le cadre de sollicitations de fretting, deux conditions de glissement instantanées
caractérisant un cycle peuvent se manifester en fonction des contraintes normales et tan-
gentielles appliquées (figure 1.8) :

— Glissement partiel : la zone de contact se scinde en une zone adhérente et une
zone glissante. L’apparition de cette dernière est favorisée en périphérie du contact
[CAT 38, MIN 49]. L’effort tangentiel maximal Q∗ induit par les déplacements
respecte |Q∗| < µP, où P est la force normal et µ le coefficient de frottement de
Coulomb de l’interface.

— Glissement total : il n’existe aucune zone dans le contact où l’adhérence est main-
tenue tout au long du cycle. Les efforts de contact respectent alors : |Q∗|= µP

Une analyse qualitative de la forme du cycle dans l’espace Q(t)− δ(t) (figure 1.9),
soit du tracé de l’évolution temporelle de l’effort tangentiel Q(t) en fonction du dépla-
cement imposé δ(t), permet d’estimer approximativement les conditions de glissement
instantanées du cycle. La condition de glissement partiel est associée à une forme ap-
proximativement elliptique, tandis que le glissement total se traduit plutôt par une boucle
de fretting trapézoïdale, où l’énergie dissipée, matérialisée par l’aire de la boucle, est plus
importante. Or, les frontières entre les deux domaines sont ambiguës. Avec l’objectif de
quantifier précisément les limites de chacun des régimes, Fouvry [FOU 96b] construit des
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1. Synthèse bibliographique et contexte industriel

FIGURE 1.8 – Boucles de fretting typiques sous différentes conditions de chargement : a)
adhérence total b) glissement partiel c) glissement total [SUN 12]

critères d’identification du cycle de glissement déduit des solutions analytiques de Mind-
lin du contact sphère-plan en glissement partiel (figure 1.10). Les trois critères en question
sont :

— Un critère A, reposant sur la quantité d’énergie dissipée au cours du cycle. La
formulation de l’énergie dissipée de référence Et implique une dépendance à la
raideur du montage.

— Un critère B, lié à l’ouverture du cycle. Tout comme le critère A, ce critère fait
intervenir des grandeurs dépendantes du montage.

— Un critère C, semblable au critère A. L’aire de la boucle de fretting est comparée
à une aire de référence Edg indépendante du montage.

Le maintien des précédentes conditions de glissement au cours des cycles d’un essai
de fretting permet de définir trois types de régime de fretting [VIN 92] :

— Le régime de glissement partiel, où la condition de glissement partiel est mainte-
nue. Ce régime est associé à de l’endommagement par amorçage de fissure.

— Le régime de glissement total, où la condition de glissement total est maintenue au
cours des cycles. Ce régime provoque l’usure des surfaces en contact [FOU 96b].

— Le régime de glissement mixte, régime instable où l’on trouve une alternance de
cycles de glissement total et de glissement partiel. Ce régime provoque une com-
pétition entre la dégradation par usure et par amorçage de fissure.

Les premières cartes de fretting ont été introduites par Vingsbo et al. [VIN 88]. Il s’agit
de représenter en fonction de l’effort normal et de l’amplitude des débattements, les li-
mites des domaines des trois régimes de glissement précédemment définis. Étant donné
que chacun de ces régimes est associé à un type d’endommagement spécifique, Blanchard
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Notion de fretting

FIGURE 1.9 – Boucle de fretting en glissement partiel et variables associées [SAL 10]

[BLA 91] a imaginé l’équivalent de la carte de fretting en termes de mode de dégradation
(figure 1.11). Ces cartes bénéficient d’un intérêt industriel particulier puisqu’elles per-
mettent de caractériser les conditions de changement de régime pour une configuration
donnée.

L’extension des cartes de fretting dans le domaine temporel imaginée par Colombié
[COL 86] donne lieu à des figures appelées bûches de fretting. Elles soulignent la dif-
férence entre les sollicitations initiales, avant tout endommagement, et les sollicitations
au cours de l’essai, qui dépendent de la réponse du matériau aux sollicitations initiales.
Les cartes de fretting sont un outil important puisqu’elles produisent une synthèse de la ré-
ponse d’un système (matériaux, souplesse du montage, environnement physico-chimique,
état de surface) aux sollicitations de frottement.

1.2.3 Fretting-fatigue
Depuis l’apparition au 19e siècle des premiers travaux concernant la fatigue des ma-

tériaux [PON 39], des efforts importants ont été consacrés à l’étude de la durée de vie de
pièces métalliques sous sollicitations de fatigue. De nombreux essais expérimentaux sur
des structures sous charge uniaxiale ont vu le jour, contribuant au développement d’outils
et de critères pour la prédiction du nombre de cycles à rupture. Les diagrammes de Haigh
et de Goodman tracent le domaine d’endurance du matériau sous chargement uniaxial
cyclique en fonction de la moyenne et de l’amplitude de la contrainte. Ces informations
sont utilisées pour le dimensionnement en fatigue de systèmes mécaniques. Cependant,
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1. Synthèse bibliographique et contexte industriel

FIGURE 1.10 – Critères de glissement déduit des solutions analytiques de Mindlin pour
le contact sphère-plan [FOU 96b]

les structures industrielles sont généralement de formes géométriques complexes et sou-
mises à des charges multiaxiales parfois non proportionnelles. Pour ces situations parti-
culièrement éloignées des cas simples de structures sous chargement uniaxial, une théorie
prédisant le comportement en fatigue de ces structures est souhaitable.

Deux types d’essais de fretting sont couramment réalisés (figure 1.12 et 1.13) :
— L’essai de fretting simple, appelé également fretting-wear, où est imposé une pres-

sion de contact P et un déplacement tangentiel cyclique d’amplitude δ∗ entre les
deux pièces.

— L’essai de fretting-fatigue où l’on superpose le chargement de fretting précédent à
un chargement de fatigue classique. Une charge cyclique de fatigue est appliquée
sur l’un des deux corps en contact. En général, si le déplacement relatif des sur-
faces en contact est dû à la déformation d’un des corps soumis à un chargement
cyclique, la sollicitation de fretting est couplée à la sollicitation de fatigue.

Lors d’un essai de fretting-fatigue, la sollicitation de fatigue peut être de plusieurs

12

Cette thèse est accessible à l'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2023ISAL0043/these.pdf 
© [A. Hingue], [2023], INSA Lyon, tous droits réservés



Notion de fretting

FIGURE 1.11 – Carte de sollicitation et carte de réponse matériaux au fretting [FOU 97]
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1. Synthèse bibliographique et contexte industriel

types : torsion, flexion, traction. La combinaison de différents modes de fretting à dif-
férentes sollicitations de fatigue permet l’obtention d’une multitude de configuration de
fretting-fatigue. La plus commune et la plus étudiée conjugue le fretting linéaire (mode I)
à des efforts de fatigue en traction [KUB 06, HOJ 14, MER 10a].

De nombreuses applications présentent des sollicitations de fretting et de fatigue en
simultanée. L’étude du couplage fretting-fatigue est alors indispensable pour déterminer
la tenue de ces mécanismes. Les cartes de fretting-fatigue, comme illustré figure 1.12,
représentent l’endommagement du système en fonction de la sollicitation de fretting et
de la sollicitation de fatigue. Le chargement de fretting est caractérisé par les efforts nor-
maux et tangentiels appliqués, le coefficient de frottement, et également le rayon du patin
qui contrôle le gradient de contraintes sous le contact et l’existence et la position de la
frontière d’arrêt de fissure. Ces cartes fournissent des informations très intéressantes mais
requièrent cependant de nombreux essais destructifs en raison du nombre minimal de pa-
ramètres significatifs nécessaires à la description des chargements de fatigue et de fretting
[FOU 09].

FIGURE 1.12 – Carte de fretting-fatigue [FOU 09]

De la même façon, le principe des courbes de Wöhler peut être appliqué aux solli-
citations de fretting-fatigue pour caractériser la criticité du chargement de contact. Tout
comme les courbes de Wöhler classique en fatigue pure, une multitude d’essais sont réali-
sés pour plusieurs valeurs du chargement de fatigue. La durée de vie à rupture est relevée
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Notion de fretting

et permet le tracé de la courbe figure 1.13. Selon les capacités du dispositif expérimental,
la charge de fretting est maintenue constante ou non pour tous les points de la courbe.
En effet, certains essais de fretting-fatigue sont réalisés dans des conditions (dispositif,
géométrie des éprouvettes) ne permettant pas le contrôle indépendant des chargements de
fretting et de fatigue. Le chargement de fretting est souvent induit par la déformation de
l’éprouvette, et est par conséquent couplé à la sollicitation de fatigue.

FIGURE 1.13 – Courbes de Wöhler pour un essai de fatigue et un essai de fretting-fatigue
[LIS 04]

La superposition d’un chargement de fretting à une sollicitation de fatigue conduit à
un abattement de la durée de vie [END 74, MER 10b, LIN 85, MCD 52]. Lorsque le char-
gement de fretting est indépendant du chargement de fatigue, la durée de vie diminue avec
l’augmentation de l’effort normal P [LIN 85]. Elle diminue également avec l’augmenta-
tion du débattement δ∗ jusqu’à un certain seuil, à partir duquel elle augmente sensible-
ment, comme illustré figure 1.14. Cette particularité est due à la transition d’un régime de
glissement partiel à un régime de glissement total, où l’amorçage des fissures est gommé
par l’usure de la surface [VIN 88, LEE 06, ELL 02].
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FIGURE 1.14 – Variation de la durée de vie en fretting-fatigue (trait plein) et du
taux d’usure (trait pointillé) en fonction de l’amplitude des déplacements tangentiels ∆

[VIN 88]

1.2.4 Dispositifs expérimentaux

Neu [NEU 11] passe en revue les différents dispositifs standards actuels destinés à
l’étude du fretting, et donne un historique des grandes étapes accomplies pour y parvenir.
En 1988, par le biais du comité ASTM E09 naît la volonté collective de standardiser les
pratiques expérimentales du fretting-fatigue. Cependant, face au nombre considérable de
paramètres influents (coefficient de frottement, amplitude de glissement, effort normal,
etc. [DOB 92]), l’uniformisation n’est pas considérée comme viable. La première stan-
dardisation de test de fretting fatigue a été développée par la JSME en 2002 [JSM 22].
Le standard recommande des essais de fretting fatigue selon la géométrie figure 1.15.a).
L’ASTM propose depuis 2010 un guide de standardisation pour les essais de fretting
fatigue [AST 10]. Ce document laisse une certaine liberté aux expérimentateurs, étant
donné qu’aucun dispositif particulier n’est imposé. Ce guide se contente de donner des
lignes directrices et de standardiser la terminologie.

Les dispositifs de fretting fatigue académiques peuvent être séparés en deux catégo-
ries : les montages à un seul actionneur et les montages à deux actionneurs ou plus. Parmi
les bancs mono-actionneur, trois types de configurations sont fréquemment utilisées et
schématisées en figure 1.15. Le premier (figure 1.15.a) de type "bridge" est constitué de
deux patins, générant chacun deux zones de contact, fixés de part et d’autre de l’éprou-
vette de fatigue. Ces pièces sont indépendantes du reste du montage. Par conséquent, les
déplacements et efforts tangentiels sont générés par l’application de la contrainte de fa-
tigue, et sont dépendants des propriétés élastiques des pièces, du coefficient de frottement
et de la distance entre les zones de contact. Cette configuration offre relativement peu de
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Notion de fretting

possibilités pour explorer indépendamment les différentes conditions de glissement. De
plus, le système est sensible aux défauts d’alignement et aux effets de flexion, de sorte
qu’il est peu probable que les conditions sur les quatre zones de contact soient identiques.
La seconde configuration (figure 1.15.b) n’offre qu’une seule zone de contact de chaque
côté de l’éprouvette de fatigue [BRA 73, HIL 88]. Les patins de fretting sont attachés soit
au bâti de la machine, soit sur une traverse. L’amplitude des déplacements tangentiels est
principalement fonction de la raideur de l’éprouvette de fatigue. Les souplesses du châssis
des patins de fretting, du bâti et de la traverse sont généralement faibles devant celle de
l’éprouvette et n’interviennent par conséquent qu’au second ordre sur les déplacements
tangentiels. L’alignement des pièces est moins critique que pour le cas précédent. Pour
le dernier cas représenté figure 1.15.c), le fretting apparaît au niveau des mors, de sorte
que le pilotage d’un essai en régime de glissement total sans dérive de la position de la
zone de glissement soit impossible [HUT 99, GOL 08]. Le glissement total des zones de
contact induirait la libération de l’éprouvette en dehors de la prise des mors. Dans cette
configuration, l’effort tangentiel de contact est égal à la moitié de l’effort de fatigue.

L’emploi d’un unique actionneur ne permet pas de contrôler indépendamment le char-
gement de fatigue du chargement de fretting. Ces deux composantes sont généralement
en phase, mais des effets dynamiques d’amortissement peuvent apparaître pour des char-
gements à plus haute fréquence. Pour pallier les limites de ces dispositifs, un second
actionneur permet le découplage des chargements de fretting et de fatigue (figure 1.16).
Les fréquences de sollicitations des deux chargements sont alors indépendantes. De plus,
l’amplitude des débattements est facilement modifiable et la plage de valeur applicable est
élargie. D’autres dispositifs d’essais de fretting fatigue sont développés et utilisés dans le
cadre de la recherche industrielle, où la représentativité du contact vis-vis de l’applica-
tion est cruciale. Ces dispositifs sont spécifiques à l’application et souvent plus coûteux et
plus complexes à décrire, à simuler et à mettre en œuvre que les configurations de labora-
toire. Les essais sur les éprouvettes pied de sapin et queue d’aronde représentant la liaison
aube-disque des turbomoteurs rentrent dans cette catégorie. En effet, pour ces géométries
particulières les chargements de fretting et de fatigue sont couplés car induit par l’effort
centrifuge. La littérature scientifique recense différentes architectures de banc d’essais de
fretting fatigue sur des éprouvettes queue d’aronde. Un dispositif simple est représenté
figure 1.17.a) [CON 03a, GOL 06]. Seul l’effort centrifuge qui induit le chargement des
contacts est simulé par une force de traction F . Le chargement centrifuge qui déforme
le disque et les pales, ainsi que la composante HCF du chargement réel ne sont pas re-
produits. Cette configuration dispose de patins interchangeables sur la partie disque, qui
permettent de réutiliser la pièce pour de multiples essais. La figure 1.17.b) présente une
version améliorée de ce dispositif [GOL 09]. La nouvelle architecture autorise la mesure
individuelle des efforts normaux de chacune des deux portées, et permet grâce à une étuve
de réaliser des essais haute température.

L’équipe de l’université d’Oxford a développé un dispositif dont le schéma de prin-
cipe est représenté en figure 1.17.c) [NOW 06, RUI 84, RAJ 06]. Une pièce centrale, re-
présentant le disque, est soumise à un effort LCF qui simule l’expansion du disque sous
l’effet centrifuge. Deux éprouvettes représentant les aubes s’insèrent en opposition dans
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FIGURE 1.15 – Différentes configurations de fretting fatigue (issus de [AST 10])
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FIGURE 1.16 – Schéma de l’essai de fretting-fatigue double-vérin [LEE 06]

le disque, et sont également soumises à une charge LCF imitant l’effort centrifuge. La
charge HCF est appliquée sur les aubes par le biais d’un pot vibrant.

1.2.5 Endommagements caractéristiques du fretting

Le type d’endommagement prédominant induit par le fretting est lié aux conditions
de glissement. L’amorçage de fissure survient préférentiellement en régime de glissement
partiel. La coexistence d’une zone collée et d’une zone glissante conduit à l’apparition
d’un fort gradient de contrainte au voisinage du front de contact, dans lequel la nucléation
de fissure trouve son origine. En régime de glissement total, l’endommagement principal
est l’usure par enlèvement de matière. Le glissement cyclique des surfaces en contact
détache des particules de matière qui peuvent soit être évacuées, soit rester dans la zone
de contact et modifier les conditions de contact. Le régime mixte est un cas particulier
produisant une compétition entre ces deux phénomènes d’endommagement.
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a) b)

c)

FIGURE 1.17 – Dispositifs expérimentaux de fretting fatigue sur éprouvette queue
d’aronde a) et b) en chargement uniaxial et c) en chargement biaxial

1.2.5.1 Amorçage de fissure

Le fretting-fatigue en régime de glissement partiel est associé à un processus de propa-
gation de fissure, dont la croissance peut mener à la destruction de la pièce. Les expertises
post-mortem montrent qu’elle apparaît systématiquement sur les bords du contact, dans
la zone de glissement. Le processus de fissuration en fretting-fatigue se sépare en trois
phases :

1. La phase de nucléation de la fissure en surface. Celle-ci est favorisée sur les bords
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du contact, là où les contraintes sont les plus intenses. L’accumulation de déforma-
tions plastiques microscopiques provoquées par la répétition de chargement induit
le déplacement de dislocations et la formation de bandes de glissement.

2. La phase de propagation en fissure courte dans la direction du plan de cisaillement
maximal. La croissance de la fissure s’effectue principalement sous l’influence du
chargement de contact. Le mode de propagation privilégié est le mode II, associé
en moindre mesure à du mode I. La fissure croit vers l’intérieur du contact, selon
un angle de 45◦ à 50◦ par rapport à l’interface.

3. La phase de propagation en fissure longue. À partir d’une certaine profondeur, si
la contrainte de fatigue est importante, la fissure croit perpendiculairement à la
contrainte de traction. C’est le mode I qui domine.

FIGURE 1.18 – Représentation des différentes phases de propagation de fissures en
fretting-fatigue [MER 10a]

La prédiction de la transition entre les deux dernières phases fait l’objet de recherches
[HIL 88, PRO 13, NIX 88]. Pour de faibles sollicitations de fretting et de fatigue, aucune
fissure ne survient et la durée de vie mesurée est infinie. Lorsque le chargement de fret-
ting augmente suffisamment, la fissure s’initie en surface. Sa propagation peut s’arrêter
si le gradient de contrainte est fort et que la longueur de fissure est trop courte pour per-
mettre sa propagation sous l’effet de la seule contrainte de fatigue quand elle sort de la
région d’influence du contact. Par conséquent, des contraintes de contact élevées ne sont
pas suffisantes pour générer la rupture, elles doivent être maintenues sur une distance
suffisante pour causer la propagation de la fissure amorcée en surface. De nombreux tra-
vaux concernant la modélisation de la propagation de fissure de fretting ont été réalisés
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[PRO 13, HOJ 14, MER 10a, PIE 10]. Il apparaît que pour des chargements de fretting, la
phase de propagation de fissure ne représente qu’une petite partie de la durée de vie totale
[HIL 88]. Par conséquent, les phases de propagation ne feront pas l’objet de ces travaux.

La définition de la phase d’amorçage peut varier en fonction du point de vue de l’ob-
servateur. Cependant, il est clair qu’il s’agit d’un processus continu d’accumulation de
dommage au cours du temps. Le phénomène est microscopique et dépend de la géométrie
locale des grains et de leur orientation cristallographique [PRO 07]. Les zones de concen-
tration de contrainte sont les plus propices à la nucléation : inclusions, défauts, singularités
géométriques, etc. Même si le chargement macroscopique ne dépasse pas la limite d’élas-
ticité, les contraintes microscopiques dans ces zones peuvent induire des déformations
plastiques, c’est-à-dire la mise en mouvement des dislocations. Le caractère cyclique du
chargement entretient ce processus, jusqu’à ce que les dislocations débouchent en surface,
créant ainsi des lieux d’initiation de fissure privilégiés. La figure 1.19 montre des traces
de fretting typiques obtenues pour des essais de fretting sphère/plan et cylindre/plan en
régime de glissement partiel. La distinction entre zone glissante et zone adhérente est
nettement marquée.

FIGURE 1.19 – Traces de fretting obtenus pour a) un essais sphère/plan après 70 000
cycles [PIE 10] et b) un essai cylindre/plan avec vue en coupe par micrographie optique
[PRO 05]

1.2.5.2 Usure

L’usure des surfaces en contact est associée à des conditions de glissement. Le glis-
sement répété provoque des enlèvements de matière. Il s’agit d’un phénomène très com-
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plexe mettant en jeu des mécanismes difficiles à quantifier tels que la modification de la
géométrie des pièces à l’interface, le flux des débris, les mécanismes de transfert, etc.

De nombreuses études expérimentales et numériques ont été menées sur l’usure par
fretting [SAL 10, BLA 91, LIS 04, GAL 07, MEN 95]. Cet aspect ne sera pas pris en
compte dans le cadre des travaux de cette thèse.

1.2.5.3 Oxydation

Les sollicitations de contact du chargement de fretting conduisent à la formation de
débris métalliques. En réagissant avec le dioxygène ambiant, ces débris s’oxydent et de-
viennent endommageant. À température ambiante, la diffusion de la couche d’oxyde est
négligeable. Au contraire, à haute température, la diffusion en phase solide est facilitée,
conduisant à des dégradations plus importantes s’étendant en profondeur.

Les essais de fretting à haute température sont l’occasion de voir apparaître la for-
mation d’une couche de débris oxydés appelée "glaze layer" [SAS 17]. Cette couche est
d’autant plus étendue que les zones de glissement sont importantes. Elle se manifeste dans
les zones de glissement du contact par son aspect noir, brillant et lisse caractéristique de
la formation d’un troisième corps lubrifiant. La formation de cette couche est le processus
de frittage et de la diffusion d’agglomérats de débris oxydés. Les conséquences princi-
pales de la formation de la glaze layer sont le ralentissement de la cinétique d’usure, ainsi
qu’une réduction majeure du coefficient de frottement.

1.2.6 Effet de gradient et effet de taille

En 1973, Bramhall [BRA 73] utilise un dispositif de fretting simple avec un contact
cylindre/plan pour mettre en évidence l’effet de la taille du contact sur la durée de vie. En
considérant un contact hertzien, la demi-largeur a de contact évolue en

√
PR et la pres-

sion maximale P0 en
√

P
R . Il est alors possible de maintenir l’un de ces deux paramètres

constant tout en faisant varier l’autre. C’est le principe de l’expérience de Bramhall, lors
de laquelle il a maintenu P0 constante en faisant varier a. Les résultats montrent clairement
qu’il existe une taille critique a0 à partir de laquelle la durée de vie chute brutalement. Des
essais similaires en fretting-fatigue ont été conduits plus tard par Hills et Nowell dans des
conditions de contrôle plus strictes [HIL 88]. Ces résultats impliquent qu’un critère de
prédiction de la durée de vie basé uniquement sur l’intensité des contraintes ne peut être
suffisant.

Ce phénomène peut s’expliquer d’un point de vue statistique. Plus le volume sur-
contraint diminue, plus la probabilité de solliciter des grains orientés défavorablement
est faible. Par conséquent, la durée de vie augmente. L’hypothèse d’un matériau aux
propriétés homogènes n’est plus valable compte tenu de la localisation du chargement.
Cet effet peut également être attribué à la présence d’un fort gradient de contrainte. De
manière analogue à la diminution de la zone de contact, l’augmentation du gradient de
contrainte conduit à la surcharge d’un nombre restreint de grains. De plus, si le gradient
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FIGURE 1.20 – Variation de la durée de vie en fonction de la taille de contact : mise en
évidence de l’effet de taille [NOW 03]

de contrainte est fort, la fissure peut s’arrêter avant d’atteindre la longueur lui permet-
tant de se propager sous l’effet de la contrainte de fatigue. Idéalement, une approche
multi-échelle intégrant l’hétérogénéité des propriétés matériaux à l’échelle du grain est
nécessaire [BER 07, CHA 09, HOF 09]. La transposition d’une telle approche à l’échelle
industrielle n’est cependant pas envisageable. Une approche "point chaud" a par consé-
quent tendance à sous-estimer la durée de vie des pièces soumises à d’intenses gradients
de contrainte.

1.3 Résolution des problèmes de contact
L’estimation d’une durée de vie passe généralement par le calcul des contraintes et

déformations endurées par la pièce. Différentes méthodes de résolution d’un problème de
contact sont envisageables, chacune présentant ses avantages et inconvénients.

1.3.1 Résolution analytique du problème de contact 2D
1.3.1.1 Hypothèse du massif semi-infini élastique

Afin de développer des solutions analytiques pour le contact, certaines hypothèses
doivent être établies. Lorsque deux corps élastiques non conformes entrent en contact
sous hypothèse de petites déformations linéaires, on peut supposer que la zone de contact
est faible devant la taille de chaque corps, et devant le rayon de courbure équivalent des
deux corps. Dans ce cas de figure, les contraintes à proximité de l’interface de contact
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sont très peu dépendantes de la géométrie et des conditions aux limites distantes. Les
corps sont alors assimilables à des massifs semi-infinis élastiques. On suppose de plus
que le chargement appliqué engendre un état de déformation plane. Cela se justifie par
l’épaisseur importante du massif comparativement à la zone de chargement.

1.3.1.2 Contraintes, déformations et déplacements induits par une distribution
quelconque de contraintes de surface linéiques

Soit un massif semi-infini 2D élastique soumis aux hypothèses précédentes. La sur-
face définie par z = 0 représente la surface de séparation du massif, et l’axe z est orienté
vers le massif. Une pression p(x) et un cisaillement de surface q(x) linéiques sont ap-
pliqués sur la région −b < x < a (figure 1.21). L’objectif est de pouvoir déterminer les
contraintes en tout point du massif. Les charges p(x) et q(x) peuvent être considérées
comme la superposition d’effort pds et qds appliqués respectivement perpendiculaire-
ment et tangentiellement à la surface élémentaire ds. Le problème de la réponse indivi-
duelle d’efforts ponctuels normaux ou tangentiels sur un massif semi-infini est connue
et a été développé par Flamant en 1892 [FLA 92]. Les efforts élémentaires pds et qds
peuvent être vu comme des forces ponctuelles. En intégrant les contributions de chacun
de ces efforts élémentaires, on obtient la contrainte en n’importe quel point M(x,z) du
massif [JOH 87].

σx =−2z
π

∫ a
−b

p(s)(x−s)2ds

{(x−s)2+z2}2 − 2
π

∫ a
−b

q(s)(x−s)3ds

{(x−s)2+z2}2

σz =−2z3

π

∫ a
−b

p(s)ds

{(x−s)2+z2}2 − 2z2

π

∫ a
−b

q(s)(x−s)ds

{(x−s)2+z2}2

τxz =−2z2

π

∫ a
−b

p(s)(x−s)ds

{(x−s)2+z2}2 − 2z
π

∫ a
−b

q(s)(x−s)2 ds

{(x−s)2+z2}2

(1.2)

Les déformations sont obtenues en injectant les équations 1.2 dans l’équation de la loi
de Hooke. Les déplacements sont ensuite calculés par intégration des déformations. Les
contraintes dans le massif sont obtenus en remplaçant p et q par leur expression.

1.3.1.3 Contact Hertzien

La théorie développée par Hertz en 1882 [HER 82] permet de déterminer analytique-
ment la pression de contact entre deux solides dont les surfaces sont des paraboloïdes
elliptiques, leur rapprochement et les dimensions de la zone de contact. Les développe-
ments analytiques sont fondés sur les hypothèses suivantes :

— Les surfaces sont continues et non conformes. On peut les décrire par une équation
du second degré de la forme :

z = Ax2 +By2 +Cxy (1.3)

Ou A, B, et C sont des constantes arbitraires.
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FIGURE 1.21 – Schématisation du problème du massif semi-infini chargé linéiquement
sur −b < x < a par une pression p(x) et un cisaillement q(x) quelconque

— Les deux solides en contact peuvent être considérés comme des massifs semi-
infinis. Cela implique que les dimensions du contact doivent être faibles devant
celles des solides et devant le rayon de courbure des surfaces.

— Les solides sont considérés élastiques.
— Les solides sont isotropes.
— Le contact est supposé sans frottement. Seul un effort normal peut être transmis

entre les corps.
À partir de ces hypothèses, Hertz montre que l’aire de contact est une ellipse, et que

la pression s’exprime comme :

p(x,y) = p0

(
1− x2

a2 −
y2

b2

)1/2

(1.4)

où p0 est la pression maximale au centre, a le demi-grand axe, b le demi-petit axe.
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1.3.1.4 Résolution analytique du contact cylindre infini/plan en glissement partiel
sous chargement tangentiel monotone

Soit un contact 2D cylindre plan, où les deux corps ont des propriétés élastiques iden-
tiques. Un effort linéique normal P est appliqué sur le cylindre de sorte à maintenir les
pièces en contact. Les deux corps peuvent être considérés comme des massifs semi-infinis
à proximité de la zone de contact. Le problème normal est donc résolu par la formulation
de Hertz. La demi-largeur du contact a et la pression maximale p0 s’expriment :

a =

√
4PR
πE∗

p0 =

√
PE∗

πR
=

2P
πa

(1.5)

avec E∗ =
(

1−ν2
1

E1
+

1−ν2
2

E2

)−1
le module d’Young équivalent et R =

(
R−1

1 +R−1
2

)−1
le

rayon équivalent des deux surfaces en contact. Les indices 1 et 2 désignant les corps en
contact. Les deux corps ont des propriétés élastiques identiques, de sorte que le charge-
ment normal ne génère aucun cisaillement. Puisque le rayon du plan est infini, R est égale
au rayon du cylindre. La pression le long du contact est donnée par :

p(x) = p0

(
1− x2

a2

)1/2

(1.6)

Un effort tangentiel Q est ensuite appliqué sur le cylindre, dans la direction perpendi-
culaire à son axe. On fait l’hypothèse que les chargements normaux et tangentiels sont
découplés. Les contraintes et déformations résultantes sont donc la superposition des
contraintes et déformations dues aux chargements normaux et tangentiels séparément. De
plus, l’aire de contact et la distribution de pression ne sont pas affectées par l’application
de l’effort tangentiel. En appliquant la loi de Coulomb locale sur l’interface de contact,
on obtient les conditions suivantes sur le cisaillement :

— |q(x)|= µp(x) dans les zones de glissement ;
— |q(x)|< µp(x) dans les zones d’adhérence.
Où µ est le coefficient de frottement cinétique du contact. Dans le cas où la valeur

absolue de la force tangentielle Q est inférieure à µP, le glissement entre les deux corps
ne se produit pas. Des efforts de cisaillement sont néanmoins présents dans le contact. On
peut montrer que dans cette situation il existe tout de même une zone de glissement dans
l’interface. La résolution de ce type de problème est rendue complexe par le fait que la
division de l’aire de contact en zone glissante ou adhérente n’est pas connue à l’avance.
On procède alors en supposant d’abord que la zone de contact est complètement adhé-
rente. La distribution de cisaillement donnant lieu à un champ de déplacement tangentiel
constant dans le contact est :

q(x) =
Q

π(a2 − x2)1/2 (1.7)
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Cette distribution donne lieu à des cisaillements tendant vers l’infini sur les bords
du contact. Il est clair que la structure ne peut supporter un tel chargement puisque cela
imposerait un coefficient de frottement infini. Par conséquent, une zone de glissement doit
exister sur les bords du contact, comme schématisé figure 1.22. Le domaine d’adhérence
est défini par :

Γst = {x ∈ Γc | |x| ≤ c , c < a} (1.8)

Et de manière complémentaire, le domaine de glissement par :

Γsl = {x ∈ Γc | c < |x| ≤ a , c < a} (1.9)

FIGURE 1.22 – Contact 2D entre deux cylindres. La zone d’adhérence est définie par
|x|< c tandis que la zone de glissement s’étend sur les bords telle que c < |x|< a

Avec Γc = Γst ∪Γsl la surface de contact totale. La solution du problème de glissement
partiel a été découverte indépendamment par Cattaneo en 1938 [CAT 38] puis Mindlin en
1949 [MIN 49]. Lorsque l’effort q dépasse sa valeur limite µp, le cisaillement est donné
par :

q′(x) = µp0

(
1− x2

a2

)1/2

(1.10)

On considère de plus la distribution de cisaillement suivante :

q′′(x) =−c
a

µp0

(
1− x2

c2

)1/2

(1.11)

définie sur la bande centrale −c < x < c.
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Résolution des problèmes de contact

La superposition de q′(x) et q
′′
(x) donne un profil de cisaillement dont le champ de

déplacement résultant est constant dans la bande centrale −c < x < c. La distribution de
cisaillement respecte alors :

q(x) =

q′(x) = µp0

(
1− x2

a2

)1/2
sur c < |x|< a

q′(x)+q′′(x) = µp0
a

[
(a2 − x2)1/2 − (c2 − x2)1/2

]
sur |x|< c

(1.12)

La distribution q(x) respecte les conditions d’adhérence et de glissement des zones
concernées. Il est également possible de démontrer à partir des expressions des déplace-
ments, que les cisaillements sont bien orientés dans la direction opposée au mouvement.

La frontière c entre les deux domaines de glissement et d’adhérence est déterminée en
intégrant la distribution de cisaillement sur la zone de contact :

c
a
=

(
1− Q

µP

)1/2

(1.13)

1.3.1.5 Résolution analytique du contact cylindre infini/plan en glissement partiel
sous chargement tangentiel non monotone

Jusqu’ici, la variable de temps n’a pas été prise en compte. Or, au cours d’un cycle
de fretting, l’effort tangentiel oscille avec une amplitude Q∗. La distance c désigne alors
la taille du front de glissement lorsque l’effort tangentiel est maximal, et c′ est sa taille
à Q quelconque. Le champ de cisaillement obtenu par l’application monotone de l’effort
tangentiel Q de 0 à Q∗ est donné par les équations précédentes. Une diminution infini-
tésimale de Q à partir de Q∗ implique immédiatement une diminution infinitésimale du
cisaillement en surface. Or, sur le bord du contact, le cisaillement tend vers 0 lorsque x
tend vers ±a. Le renversement du cisaillement macroscopique se traduit par un change-
ment de signe du cisaillement local dans cette zone, qui s’accompagne d’une diminution
des déplacements tangentiels. De fait, la variation des déplacements relatifs entre les deux
surfaces change de signe. Or, dans les zones de glissement, la direction des contraintes de
cisaillement doit s’opposer au mouvement. Puisque cette condition ne peut être remplie,
le contact devient entièrement adhérent. En poursuivant la réduction de Q, des glissements
négatifs apparaissent sur les bords du contact ( c′ < |x|< a) , puisque, comme précédem-
ment, des cisaillements infinis sur les bords du contact sont impossibles. Le cisaillement
dans ces nouvelles zones de glissement vaut −q′(x). Ce champ seul ne tient pas compte
de la zone d’adhérence centrale. C’est pourquoi, par analogie avec le cas précédent, est
introduit un champ de cisaillement q′′(x) tel que :

q′′(x) = 2µp0
c′

a

(
1− x2

c′2

)1/2

(1.14)

défini sur |x|< c′. En sommant les différents termes, le champ de cisaillement sur la zone
de contact devient :
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q(x) =


−µp0

(
1− x2

a2

)1/2
c′ < |x|< a

−µp0

[
−
(

1− x2

a2

)1/2
+2 c′

a

(
1− x2

c′2

)1/2
]

c < |x|< c′

−µp0

[
−
(

1− x2

a2

)1/2
+2 c′

a

(
1− x2

c′2

)1/2
− c

a

(
1− x2

c2

)1/2
]

|x|< c

De la même façon qu’avec le cas de la charge monotone, c′ est évalué en posant
l’équilibre des charges :

c′

a
=

(
1− Q∗−Q

2µP

)1/2

(1.15)

Lorsque l’effort Q devient nul, l’équation précédente devient :

c′

a
=

(
1− Q∗

2µP

)1/2

(1.16)

démontrant ainsi que les contraintes de cisaillement dans le contact persistent même
lorsque l’effort tangentiel disparaît. Ce résultat met en exergue une propriété importante
des contacts frottants : le champ de contrainte dépend du trajet de chargement.

1.3.1.6 Effet de la contrainte de fatigue

L’ajout d’une contrainte de fatigue dans le volume rend incertain le fait que la zone
d’adhérence soit centrée dans le contact [HIL 94]. On introduit alors un décalage e tel que
la zone collée s’étende de x = e−c à x = e+c. Comme précédemment, on suppose que le
profil de cisaillement est la superposition de la solution en glissement total q′(x) et d’un
second profil q′′(x).

q′(x) = µp0

(
1− x2

a2

)1/2

(1.17)

q′′(x) =−c
a

µp0

(
1− (x− e)2

c2

)1/2

c < |x− e|< a (1.18)

Finalement le profil de cisaillement q(x) s’exprime :

q(x) =

q′(x) = µp0

(
1− x2

a2

)1/2
sur c < |x− e|< a

q′(x)+q′′(x) = µp0
a

[
(a2 − x2)1/2 − (c2 − x2)1/2

]
sur |x− e|< c

(1.19)

Le décalage supposé de la zone d’adhérence a pour conséquence d’accentuer les
contraintes sur le bord où la zone de glissement est la plus large. Ces résultats restent
valides tant que la contrainte de fatigue ne décale pas la zone collée trop près du bord du
contact, c’est-à-dire tant que : e+ c < a. Lorsque cette condition n’est plus respectée, la
solution du problème doit être calculée numériquement.
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1.3.1.7 Extension au poinçon rayonné

La géométrie queue d’aronde des attaches aube-disque est fréquemment approximée
par un modèle poinçon rayonné/plan [NOW 03] comme illustré figure 1.23. La partie
plate du poinçon s’étend sur −a < x < a, et le contact s’effectue dans la zone −b < x < b
du fait des bords rayonnés de rayon R du poinçon. Le profil de pression p(x) causé par
l’effort normal P est déterminé par Ciavarella et al. [CIA 98] comme :

bp(φ)
P =− 2/π

π−2φ0−sin2φ0{
(π−2φ0)cosφ+ ln

[∣∣∣ sin(φ+φ0)
sin(φ−φ0)

∣∣∣sinφ
∣∣∣tan

(
φ+φ0

2

)
tan
(

φ−φ0
2

)∣∣∣∣∣∣∣sinφ0
]}

(1.20)

Où x/b = sinφ, a/b = sinφ0 et la relation suivante lie b aux autres paramètres :

PR
a2E∗ =

π−2φ0

4sin2
φ0

− cotφ0

2
(1.21)

Et le cisaillement q(x) induit par l’effort tangentiel Q est défini par [CIA 00] :

q(x) = µ|p(x)| c ≤ |x| ≤ b
q(x) = µ|p(x)|+q∗(x) |x| ≤ c (1.22)

Où c définit le front de la zone de glissement central, et q∗ est défini par :

q∗(θ)
µP−Q =− 2/π

π−2θ0−sin2θ0{
(π−2θ0)cosθ+ ln

[ ∣∣∣ sin(θ+θ0)
sin(θ−θ0)

∣∣∣∣∣∣sinθ
∣∣∣tan

(
θ+θ0

2

)
tan
(

θ−θ0
2

)∣∣∣∣∣∣∣sinθ0
]}

(1.23)

Avec x = csinθ, a = csinθ0 et c est relié aux autres paramètres par :

|Q|
µP

= 1−
(c

b

)2 π−2θ0 − sin(2θ0)

π−2φ0 − sin(2φ0)
(1.24)

La figure 1.24 montre la distribution de pression pour des ratios a/b compris entre 0
et 0,9. La solution obtenue pour a/b = 0 correspond à un contact Hertzien cylindre/plan.
Lorsque ce rapport tend vers 1, c’est-à-dire vers une géométrie de poinçon non rayonné,
la pression sur les bords augmente rapidement jusqu’à devenir infinie.

Les solutions analytiques permettent une résolution à moindre coût. Cependant, leur
obtention nécessite la formulation d’hypothèses négligeant certains effets, comme la
flexion, les effets de bords, l’élastoplasticité, la géométrie tridimensionnelle, etc. Dans
le cadre de structures industrielles complexes telles que les attaches aubes-disques, ces
effets ne peuvent être omis sans introduire de biais excessifs.
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Queue d'aronde Poinçon/plan

FIGURE 1.23 – Approximation de la géométrie queue d’aronde par un contact entre un
poinçon rayonné et un massif semi-infini

FIGURE 1.24 – Pression de contact analytique normalisée pour différents ratio a/b
[CIA 98]
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1.3.2 Méthode des éléments finis
La méthode des éléments finis permet la résolution d’équations multi-physiques sur

des domaines variés. Cette méthode est très largement employée et est appliquée dans
une multitude de cas. Sa popularité provient de sa robustesse et de sa grande adaptabilité à
toutes les situations. Elle a donc naturellement été utilisée pour la résolution de problèmes
de contact. Cependant, la non-linéarité et la non-différentiabilité des équations du contact
interdisent leur résolution numérique telle quelle. Des méthodes de régularisation sont
alors employées pour convertir les inéquations en un système d’équations. Ces méthodes
sont :

— La méthode de pénalité pure : cette méthode consiste en l’introduction de raideurs
normale et tangentielle au contact. Le ressort virtuel ainsi créé génère un effort
proportionnel à l’interpénétration des surfaces. L’avantage de cette méthode est
qu’elle n’ajoute aucun degré de liberté. La taille de la matrice de raideur n’est
donc pas affectée. La raideur de contact peut être interprétée comme la rigidité de
la rugosité des surfaces de contact. Cependant, en pratique elle consiste essentiel-
lement en un paramètre de réglage qu’il faut soigneusement ajuster pour éviter les
oscillations numériques indésirables tout en conservant un comportement réaliste
du contact. En effet, une valeur élevée affecte le conditionnement de la matrice de
raideur et conduit à une dégradation de la convergence. Au contraire, une faible
valeur conduira à une bonne convergence mais des résultats biaisés par une impor-
tante interférence des solides en contact. Le logiciel commercial Ansys Mechani-
cal 2019 R1 est utilisé dans le cadre de ces travaux. Une loi de Coulomb isotrope
au coefficient de frottement µ homogène sur la surface de contact est utilisée en
conjonction avec la méthode de pénalité. La pression de contact s’exprime alors
[ANS 19] :

p =

{
0 si h > 0
Knh si h ≤ 0 (1.25)

Avec Kn la raideur de contact normale, et h la distance normale entre les deux
solides en contact. h est négatif lorsque les deux solides s’interpénètrent. Les
contraintes tangentielles de contact s’expriment quant à elles :

τi =

{
τ

n−1
i +Ks∆ui si ∥τ∥−µp < 0

µp ∆ui
∥∆u∥ si ∥τ∥−µp = 0 (1.26)

Où Ks est la raideur de contact tangentielle et ∆ui l’incrément de glissement dans
la direction i au pas courant. Si le contact est adhérent, ∆ui représente alors l’in-
crément de glissement élastique, réversible. ∥∆u∥ est l’incrément de glissement
équivalent au pas courant. Le calcul de l’incrément de glissement s’effectue grâce
à un algorithme de retour radial, de manière analogue aux méthodes d’intégration
plastique incrémentales [GIA 89].

— Méthode du Lagrangien : en supplément des équations initiales du problème
éléments finis s’ajoutent des équations traduisant la non-pénétration des sur-
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faces. Celles-ci font intervenir les forces de réaction en chaque nœud de la
zone de contact. La solution respecte alors parfaitement la condition de non-
interpénétration des corps. Cependant, le nombre de degrés de liberté du système
augmente, ce qui n’est pas sans conséquence sur le temps de calcul.

— Méthode du Lagrangien augmenté : cette méthode représente un compromis entre
les deux précédentes. Il s’agit d’une méthode de pénalité pure où l’utilisateur
contrôle l’interpénétration maximale des surfaces. Elle est avantageuse dans cer-
taines situations, mais possède le même inconvénient que la méthode du Lagran-
gien, à savoir l’ajout de degré de liberté au système matriciel. Dans Ansys 2019R1,
la pression de contact s’exprime [ANS 19] :

p =

{
0 si h > 0
Knh+λi+1 si h ≤ 0 (1.27)

Avec :

λi+1 =

{
λi +Knh si |h|> ε

λi si |h|< ε
(1.28)

Où λi est le multiplicateur de Lagrange à l’itération i, et ε un paramètre de tolé-
rance à ajuster par l’utilisateur.

L’application de la méthode éléments finis aux calculs de contraintes de géométries
aubes-disques est très courante. Elle est employée sur des géométries queue d’aronde
soumises à un chargement LCF pour des analyses bidimensionnelles [KEN 91, PAP 94,
SIN 02, WEI 11, ZHA 22b] et tridimensionnelles [PAP 98b, BEI 08, WAC 10, ANA 11].

La méthode éléments finis, bien que disposant de nombreuses fonctionnalités (prise en
compte des effets thermiques, de la plasticité, de géométries quelconques, etc.), a néan-
moins l’inconvénient d’être particulièrement coûteuse en temps de calcul pour les pro-
blèmes de contact présentant d’intenses gradients de contrainte. Bien que la méthode de
sous-modélisation permet d’accélérer partiellement la résolution, en 2D comme en 3D
[SIN 02, BEI 03, BEI 08, KAR 19], les temps de calcul restent significatifs. Pour pallier
à cette limite, des méthodes semi-analytiques ont fait leur apparition.

1.3.3 Méthodes semi-analytiques
1.3.3.1 Chargement surfacique d’un massif élastique semi-infini discrétisé

Les méthodes semi-analytiques consistent à sommer numériquement des solutions
analytiques élémentaires sur un espace discrétisé. Elles ont été introduites par Bentall et
Johnson [BEN 67] puis par Paul et Hashemi [PAU 81]. Kalker [KAL 90] suggéra plus
tard un cadre mathématique et un algorithme pour la résolution du problème de contact
normal et tangentiel. Boussinesq [BOU 85], Cerruti [CER ] et Love [LOV 13] ont tra-
vaillé à l’établissement d’une relation entre un chargement surfacique rectangulaire et
les contraintes et déplacements résultants dans le volume sous-jacent, dans le cadre d’un
massif semi-infini élastique, homogène et isotrope. À partir de ces solutions élémentaires
et en utilisant le principe de superposition, les contraintes et déplacements dans le massif
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sont obtenus pour des distributions de chargement quelconques. Le massif est d’abord
discrétisé en une grille régulière de N points N = Nx ·Ny dont chacun est le centre d’un
rectangle de surface S sur lequel les chargements normaux et tangentiels sont considé-
rés constants, comme illustré figure 1.25. Les contraintes au point M(x,y,z) d’un massif
soumis à un chargement surfacique normal p et tangentiel qx et qy s’expriment :

σi j(x,y,z) = ∑
m=1,Nx

∑
n=1,Ny

p(xm,yn)Cp
i j (xm − x,yn − y,z,E,ν)

+ ∑
m=1,Nx

∑
n=1,Ny

qx (xm,yn)Cqx
i j (xm − x,yn − y,z,E,ν)

+ ∑
m=1,Nx

∑
n=1,Ny

qy (xm,yn)Cqy
i j (xm − x,yn − y,z,E,ν)

(1.29)

De manière analogue, la relation de Boussinesq pour les déplacements relatifs nor-
maux des surfaces des massifs 1 et 2 est la suivante :

ūz(x,y) = ∑
m=1,Nx

∑
n=1,Ny

p(xm,yn)
[
K p

z (xm − x,yn − y,E1,ν1)+K p
z (xm − x,yn − y,E2,ν2)

]
+ ∑

m=1,Nx

∑
n=1,Ny

qx (xm,yn)
[
Kqx

z (xm − x,yn − y,E1,ν1)−Kqx
z (xm − x,yn − y,E2,ν2)

]
+ ∑

m=1,Nx

∑
n=1,Ny

qy (xm,yn)
[
Kqy

z (xm − x,yn − y,E1,ν1)−Kqy
z (xm − x,yn − y,E2,ν2)

]
(1.30)

Et pour les déplacements relatifs tangentiels :

ūτ(x,y) = ∑
m=1,Nx

∑
n=1,Ny

p(xm,yn)
[
K p

τ (xm − x,yn − y,E1,ν1)−K p
τ (xm − x,yn − y,E2,ν2)

]
+ ∑

m=1,Nx

∑
n=1,Ny

qx (xm,yn)
[
Kqx

τ (xm − x,yn − y,E1,ν1)+Kqx
τ (xm − x,yn − y,E2,ν2)

]
+ ∑

m=1,Nx

∑
n=1,Ny

qy (xm,yn)
[
Kqy

τ (xm − x,yn − y,E1,ν1)+Kqy
τ (xm − x,yn − y,E2,ν2)

]
(1.31)

Où les Cp,qx,qy
i j (xm − x,yn − y,z,E,ν) et les K p,qx,qy

z,τ (xm − x,yn − y,E,ν) sont les coeffi-
cients d’influence. Ils représentent respectivement la contrainte et le déplacement du point
M(x,y,z) quand un effort surfacique unitaire est appliqué en (xm,yn).

Lorsque le problème normal et le problème tangentiel sont découplés - c’est-à-dire
lorsqu’il n’y a pas de couplage entre les efforts normaux et les déplacements tangentiels, et
entre les efforts tangentiels et les déplacements normaux - leur résolution peut s’effectuer
séparément. Cette hypothèse est justifiée lorsque les deux corps ont les mêmes propriétés
élastiques. Dans le cas contraire, une résolution couplée est nécessaire [GAL 10] avec,
par exemple, une méthode de Panagiotopoulos [PAN 75].
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FIGURE 1.25 – Discrétisation du massif selon une grille régulière où chaque éléments
subit un chargement constant [JER 16]

Soit la notation :

p(xi,y j) = pi j (1.32)
h(xi,y j) = hi j (1.33)

q(xi,y j) =
√

qx(xi,y j)2 +qy(xi,y j)2 = qi j (1.34)

s(xi,y j) = si j (1.35)
(1.36)

où h est la distance et s le vecteur glissement entre les deux corps. Sous forme discré-
tisée, le problème de contact normal respecte l’équilibre statique :

∑
Γc

pi jS = P (1.37)

Où P est l’effort normal et S la surface d’un élément. Et l’équation de compatibilité
des déplacements : {

hi j = 0
pi j > 0 , ∀(i, j) ∈ Γc{
hi j > 0
pi j = 0 , ∀(i, j) /∈ Γc

(1.38)

Le problème de contact tangentiel s’exprime :
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{
si j ̸= 0
qi j =−µpi j

si j

∥si j∥
, ∀(i, j) ∈ Γsl{

si j = 0∥∥qi j
∥∥< µpi j

, ∀(i, j) /∈ Γst

Le problème s’écrit de manière équivalente sous forme variationnelle, pour devenir un
problème d’optimisation sous contraintes où l’enjeu est la minimisation de l’énergie de
déformation élastique des corps en contact exprimée en fonction de p et q. Les problèmes
de contact normal et tangentiel sont découplés et résolus successivement jusqu’à conver-
gence des chargements surfaciques. Des analyses et comparaisons des différentes mé-
thodes de résolution de ce type de problème ont été effectuées par Allwood [ALL 05].
Les doubles sommations pour l’évaluation des contraintes et déplacements (équation 1.29
à 1.31) requièrent des temps de calcul considérables. L’introduction de la transformée de
Fourier rapide (FFT) pour effectuer le double produit de convolution discret entre les
coefficients d’influence et les pressions et cisaillements de contact permet d’accélérer si-
gnificativement les temps de calculs [JU 96, LIU 00]. De même, le développement de
méthode multigrille [BRA 90, LUB 91] contribue à la réduction des coûts de résolution.

1.3.3.2 Application à des géométries réalistes

Les méthodes semi-analytiques pour la résolution du contact ont l’avantage d’inté-
grer implicitement les conditions aux limites distantes dans les solutions analytiques
utilisées. Par conséquent, la modélisation des limites du domaine n’est pas nécessaire.
De plus, pour une densité de maillage équivalente, la méthode semi-analytique permet
de réduire les temps de calcul d’un facteur 10 par rapport à la méthode des éléments
finis [MUR 04, DUV 15]. La méthode semi-analytique a été étendue à des problèmes
complexes tels que la plasticité, la présence d’hétérogénéités, la viscoélasticité, l’usure,
etc [JAC 02, KOU 14, LER 10]. Cependant, l’hypothèse de massif semi-infini peut être
restrictive dans certains cas. Les structures industrielles ne peuvent généralement pas
être assimilées à des massifs semi-infinis. Le chargement de contact induit fréquem-
ment des effets de structure globaux. Des travaux appliqués aux dentures d’engrenages
[GUI 04b, GUI 05] et aux cannelures [VAU 17] ont permis de démontrer la faisabilité
de méthodes mixtes, prenant en compte les effets de flexion à travers des coefficients
d’influence dédiés. En faisant l’hypothèse que les effets de flexion de la structure et de
contact soient découplés, la matrice des coefficients d’influence peut être décomposée en
plusieurs parties, chacune rendant compte séparément de l’influence de ces effets.

Coefficients d’influence de flexion La complexité des géométries étudiées rend diffi-
cile l’obtention des coefficients d’influence structurels par des formulations analytiques.
Ceux-ci sont donc obtenus à l’aide d’un modèle éléments finis sur lequel est appliqué
successivement un effort unitaire en chaque point susceptible de se situer dans la zone
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de contact. Le déplacement résultant en chacun des autres points de cet ensemble est en-
suite mesuré afin de former une matrice de coefficients d’influence. Le coût des calculs
étant dépendant du nombre de nœuds, les performances sont améliorées en réduisant le
nombre de points à tester, puis en évaluant par interpolation les coefficients d’influence
sur tous les autres points [TEI 10]. Les déplacements obtenus seront l’image de la contri-
bution combinée des effets de surface, de flexion et de déformation du maillage. Or, seule
la contribution des effets de flexion est souhaitée. Deux calculs par éléments finis sont
nécessaires pour l’isoler, chacun présentant des conditions aux limites spécifiques.

1. Un calcul avec le flanc anti-homologue (représenté en figure 1.26) libre : les dépla-
cements mesurés sont dus à tous les phénomènes de structure, surface et déforma-
tion du maillage. Les mouvements de corps rigide sont bloqués par encastrement
de la pièce loin de la zone de contact.

2. Un calcul avec le flanc anti-homologue (représenté en figure 1.26) bloqué : cette
contrainte limite les déplacements structurels, de sorte que les champs résultants
soient considérés comme exempts d’effets de fléchissement.

L’écart entre les deux modèles donne la contribution des effets de flexion.

FIGURE 1.26 – Définition des flancs anti-homologue des parties disque et aube (surfaces
en rouge) (Source : Mecalam)

Coefficients d’influence de contact Les coefficients d’influence de contact sont donnés
par les formulations analytiques de Boussinesq [BOU 85]. Cependant, les hypothèses de
Boussinesq sont non applicables au cas d’attaches d’aubes, où les effets de bords ne sont
pas négligeables. En effet, l’hypothèse de massif semi-infini n’est plus vérifiée sur les
bords du contact où celle-ci surestime la rigidité de la structure et par conséquent sous-
évalue les déplacements de surface.
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La méthode des miroirs permet de se rapprocher de la géométrie réelle en modéli-
sant non plus le comportement d’un massif semi-infini, mais d’un quart ou d’un huitième
de massif [HET 60, HET 70, KEE 83]. Elle consiste à appliquer des efforts virtuels, de
manière symétrique à l’effort réel par rapport au bord libre, comme illustré figure 1.27.
Cependant, l’introduction d’un effort artificiel miroir fait apparaître des contraintes in-
ternes sur le bord libre. Celles-ci sont éliminées par l’application de nouvelles contraintes
miroirs, créant elles-mêmes des contraintes internes indésirables. Une procédure récursive
de corrections par application de contraintes miroirs permet alors une correction exacte et
l’obtention de contraintes internes nulles sur les bords libres. Cependant, la superposition
répétée de solutions du problème de massif semi-infini est coûteuse en temps de calculs,
poussant certains auteurs à se contenter d’une correction partielle [GUI 04a]. Guilbault
propose une méthode pour réduire les temps de calculs tout en augmentant la précision
des résultats [GUI 11].

FIGURE 1.27 – Méthode des efforts miroirs sur un quart de massif 2D soumis à un effort
linéique P appliqué à une distance a du bord libre

1.4 Objectifs et cadre de l’étude
L’objectif global de la thèse est la construction d’une méthodologie d’estimation des

durées de vie en fretting-fatigue des attaches pieds de sapin des turbines de turbomoteurs
d’hélicoptères. Les difficultés soulevées par cette tâche sont les suivantes :

— L’état de contrainte à proximité de la zone de contact présente d’intenses gra-
dients. La résolution du problème par la méthode des éléments finis requiert alors
une discrétisation très fine du problème. Par ailleurs, les effets élastoplastiques ne
peuvent être négligés. Si le comportement dynamique de la structure doit être pris
en compte, les coûts de calcul deviennent considérables.

— Le coefficient de frottement numérique est un paramètre de première influence
sur les contraintes dans le contact et par conséquent sur la durée de vie. Or, son
évaluation n’est pas triviale. Les méthodes courantes de la littérature ne sont pas
adaptées au dispositif particulier des géométries de pieds d’aube.

— L’hyperstatisme de la liaison pied de sapin rend la distribution de contrainte forte-
ment sensible aux aléas d’usinage. Cet aspect conduit à des résultats expérimen-
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taux peu reproductibles d’un couple d’éprouvette à l’autre.
— La littérature regorge de critères de fatigue spécifiques (Sines, Crossland, Dang-

Van, Fatemi-Socie, etc.). Cependant, comme l’atteste l’absence de consensus gé-
néral, le choix d’un critère adapté à la problématique de fretting-fatigue n’a rien
d’évident. De plus, l’effet de gradient provoque des estimations pessimistes des
durées de vie, qui ont motivé la prise en compte d’une distance critique, identifiée
par comparaison aux résultats d’essais.

Les travaux menés dans cette thèse adressent les problématiques relatives aux coeffi-
cients de frottement et aux critères de fatigue. Pour réduire l’influence de l’hyperstatisme
combiné avec les dispersions de production, l’étude porte sur des géométries simplifiées
de type queue d’aronde. De plus, le problème est restreint à l’étude du comportement de
la liaison sous chargement LCF uniquement et à température ambiante.
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Chapitre 2

Estimation du coefficient de frottement
dans un contact queue d’aronde par
minimisation d’écarts entre essai et

simulation

2.1 Introduction
L’objectif du chapitre consiste en la mise en place de la partie numérique d’une mé-

thodologie d’identification du coefficient de frottement dans un contact queue d’aronde
par analyse inverse. Le modèle éléments finis est décrit et les hypothèses de travail sont
vérifiées par comparaison avec un essai virtuel.

2.2 Motivations et état de l’art

2.2.1 Définition du coefficient de frottement

La résolution du problème de contact tangentiel doit nécessairement faire intervenir
une loi de frottement décrivant les contraintes de frottement et le glissement relatif des
corps en contact. La complexité et la diversité des mécanismes mis en jeu ont donné nais-
sance à une multitude de modèles d’interface, dont certains sont spécifiques à un type
d’application [PEN 16, CAB 22]. L’absence d’un consensus sur une loi phénoménolo-
gique générale impose donc un choix du modèle de frottement en accord avec l’applica-
tion simulée.

Malgré les nombreuses contributions concernant des lois de frottement prenant en
compte la physique de l’interface [ODE 85], la loi de Coulomb reste très utilisée. Il s’agit
d’une loi empirique, dont les fondements ont d’abord été posés par les travaux d’Amon-
tons [AMO 99], qui proposa une simple relation de proportionnalité entre effort normal
et tangentiel. Coulomb nuancera et enrichira plus tard ces travaux en étudiant l’influence
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d’une multitude de paramètres sur le frottement, tels que l’effort normal, la vitesse de
glissement ou encore l’aire de contact [COU 85]. La formulation moderne de "loi de Cou-
lomb" définit le coefficient de frottement µ comme le rapport de la charge tangentielle Q
sur la charge normale P lorsque le contact est totalement glissant, soit :{

||Q||= µP si glissement
||Q||< µP si adhérence (2.1)

Sa simplicité et sa cohérence expérimentale en font un modèle largement employé
et implémenté dans la plupart des codes de calculs. Il faut toutefois noter que ce modèle
comporte des limites. Le coefficient de frottement est généralement considéré indépendant
de la charge normale. Cependant, l’influence de l’effort normal est connue depuis long-
temps [COU 85] et a été mis en évidence à de nombreuses reprises [FOU 04, BEN 11].
Cet effet est attribué à l’interaction entre les aspérités des surfaces.

Le coefficient de frottement des modèles numériques est généralement modélisé
comme une constante spatiale et temporelle, ce qui est reconnu comme étant une hy-
pothèse forte [HIL 87, SAS 17, END 74, MIL 71, BEN 11, HIL 94].

2.2.2 Influence du coefficient de frottement
L’endommagement causé par le fretting dépend d’une multitude de variables dont les

plus importantes sont le coefficient de frottement, la charge normale et l’amplitude de
glissement [DOB 92]. Quels que soient les mécanismes d’endommagement mis en jeu,
la valeur du coefficient de frottement joue un rôle majeur. Mangardich et al. [MAN 19]
ont mis en évidence l’influence de ce paramètre sur la trajectoire et la vitesse de propa-
gation d’une fissure dans un contact queue d’aronde. Les contraintes principales sur le
chemin de la fissure sont clairement dépendantes du coefficient de frottement. L’influence
de ce paramètre est également observée dans des configurations de fretting-wear. Liu et
al. [LIU 11] ont simulé un essai de fretting-wear avec une méthode éléments finis en fai-
sant varier le coefficient de frottement. Des écarts notables des contraintes de cisaillement
au contact, du glissement relatif ainsi que du profil d’usure sont observées. De plus, le
choix d’une loi d’évolution au cours des cycles de chargement peut grandement affecter
le volume et la cinétique d’usure [YUE 17]. D’autres auteurs montrent l’influence du pa-
ramètre de frottement sur les contraintes de contact et sur le calcul de critère de fatigue
[DEN 18, SWA 01]. Le coefficient de frottement joue un rôle majeur sur les contraintes
de contact calculées, et par conséquent sur la durée de vie prédite par un critère de fatigue
alimenté par ces mêmes contraintes. Une évaluation précise de ce paramètre de premier
ordre est alors requise pour une estimation satisfaisante de la résistance à la fatigue des
structures sujettes au fretting-fatigue.

2.2.3 Mesure du coefficient de frottement
De par sa définition, la mesure expérimentale du coefficient de frottement est aisée

dans la plupart des cas, lorsque l’on se trouve dans des conditions permettant le glissement
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total. En revanche, sa mesure est plus délicate en régime de glissement partiel. Considé-
rons un contact cylindre/plan, soumis à un effort normal P et un effort tangentiel Q. Le
coefficient de frottement moyen peut être mesuré en augmentant graduellement la charge
tangentielle jusqu’à Q = Qslip provoquant le glissement total de l’interface [HIL 94]. Afin
de conserver un chargement se rapprochant du chargement de fretting, il est possible de
remplacer la charge tangentielle croissante monotone par une charge cyclique dont l’am-
plitude augmente à chaque cycle, jusqu’à Qslip induisant le glissement total entre les deux
corps [MUÑ 06, HER 10]. Le coefficient de frottement moyen vaut alors :

µ =
Qslip

P
(2.2)

Le coefficient de frottement stabilisé dans la zone glissante périphérique d’un contact
cylindre/plan ou sphère/plan peut être déduit des solutions analytiques de Cattaneo-
Mindlin [CAT 38, MIN 49]. Dans le cas d’un contact sphère/plan :

µ =
1

1− ( c
a)

3
Q∗

P
(2.3)

Où c est le rayon de la zone adhérente, et a le rayon de la zone de contact. Q∗ est la
charge tangentielle maximale au cours d’un cycle et P l’effort normal. La mesure expéri-
mentale de c et a permet l’estimation du coefficient de frottement.

Des formulations analytiques de l’évolution du coefficient de frottement ont été dé-
veloppées d’abord dans le cadre de contact hertzien entre cylindres [HIL 87, HIL 94],
puis étendues à n’importe quelle géométrie où la distribution de pression et le régime de
glissement sont connus [DIN 03]. Sous l’hypothèse que le coefficient de frottement n’est
affecté que par les modifications de surfaces provoquées par le glissement, et que sa va-
leur ne peut qu’augmenter, les auteurs relient le coefficient de frottement µn dans la zone
glissante au cycle n en fonction du coefficient moyen µm mesuré par l’une des précédentes
méthodes.

µm −µ0 =
2
P

∫ µn

µ0

{
∂µn

∂n

(∫ b

cn

p(x)dx
)}

dµn (2.4)

Où p(x) est la distribution de pression, µ0 le coefficient de frottement de toute la zone
de contact avant l’essai, cn la dimension de la zone centrale adhérente au cycle n et b la
dimension de la zone de contact.

De nombreux auteurs identifient le coefficient de frottement moyen par recalage avec
un modèle numérique. Dans [MAN 19] le coefficient de frottement d’une éprouvette
queue d’aronde est estimé en comparant des simulations de propagation de fissures à de
véritables éprouvettes fracturées. Swalla et al. [SWA 01] réalisent des essais de fretting-
fatigue cylindre/plan, où le coefficient de frottement est identifié par comparaison avec
le modèle éléments finis. La déformation plastique cumulée, ainsi que la durée de vie en
amorçage évaluée par le modèle de Fatemi-Socie-Kurath servent de critères de recalage.
Il est alors observé qu’un coefficient de frottement numérique plus élevé que la valeur
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moyenne mesurée produit des résultats en meilleur accord avec l’expérience. Selon les
auteurs, les effets de surface engendrés par le fretting sont des phénomènes très locaux,
lesquels ne peuvent être fidèlement représentés par une valeur de frottement moyenne. Un
coefficient de frottement plus élevé permet alors de mieux prendre en compte les phéno-
mènes locaux, conduisant ainsi à une meilleure représentativité vis-à-vis des durées de vie
expérimentales, lorsque celles-ci sont régies par les interactions à l’échelle mésoscopique.

Dans [HOJ 14], les auteurs utilisent la corrélation d’images numériques pour mesurer
le glissement à l’interface d’un essai de fretting-fatigue cylindrique. Le glissement relatif
est calculé comme la différence des déplacements moyens dans la zone d’intérêt proche du
contact entre les deux parties de l’éprouvette. La transition en régime de glissement total
est déclarée lorsque le glissement atteint 0,15 mm, comme établi dans la norme BS EN
1090-3 :2008 (Exécution des structures en acier et des structures en aluminium) [BS 08].
Le coefficient de frottement est ensuite calculé à partir des efforts associés au passage en
glissement total. Neslàdek et al. [NES 12], emploient également la corrélation d’images
numériques pour calculer le glissement à l’interface d’un essai de fretting-fatigue. Le
glissement accumulé au cours d’un cycle de chargement T sert de critère de recalage du
modèle numérique :

∆saccum =
∫

T
|u1(t)−u2(t)|dt =

∫
T

∆s(t)dt (2.5)

Où u1 et u2 sont les déplacements à l’interface des deux corps en contact. Ce paramètre est
calculé pour deux modèles éléments finis avec des coefficients de frottement différents,
puis confronté à la valeur expérimentale. Le modèle offrant visuellement la meilleure
correspondance avec l’expérience permet de calibrer le coefficient de frottement.

Dans des conditions similaires, Juoksukangas et al. [JUO 16] ont calibré le coefficient
de frottement d’un essai de fretting-fatigue par recalage avec un modèle éléments finis en
se servant de trois paramètres mesurés par corrélation d’images numériques : la longueur
de la zone de glissement, l’amplitude de glissement maximale et le glissement accumulé
sur un cycle (équation 2.5). Parmi ces trois quantités d’intérêt, le glissement accumulé est
celui montrant les meilleurs résultats. L’évolution du coefficient de frottement au cours
des cycles de fatigue a été mesurée. Le coefficient augmente au début de l’essai jusqu’à
se stabiliser après environ 1 000 cycles.

Des essais de fretting en régime de glissement total dont le comportement est en
désaccord avec le modèle de Coulomb ont fréquemment été observés [MAG 04, EVE 09,
PAU 08]. Ce phénomène se manifeste par une augmentation de l’effort tangentiel en glis-
sement total dans les boucles de fretting (figure 2.1). Dans [MUL 11] l’auteur explique
l’origine physique de ce phénomène par différents effets d’interaction dus à la modifica-
tion du profil des surfaces. Un modèle analytique simple prenant en compte la modifica-
tion du profil d’une des deux surfaces est développé. La surface usée est caractérisée par
un profil polynomial de la forme :

z = z0

(
x
x0

)n

(2.6)
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FIGURE 2.1 – Boucles de fretting illustrant les phénomènes d’augmentation de la charge
tangentielle a) de manière schématique et b) issue d’un essai de fretting-fatigue cy-
lindre/plan [MUL 11]

FIGURE 2.2 – Schéma de principe du modèle prenant en compte la modification du profil
de surface due à l’usure [MUL 11]
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Ainsi, les efforts de contact normaux Fn et tangentiels µFn locaux contribuent tous
deux aux efforts macroscopiques P et Q. Ce modèle parvient à reproduire des boucles
d’hystérésis équivalentes à celles mesurées expérimentalement, démontrant ainsi le lien
entre la modification du profil des surfaces de contact et l’augmentation du frottement en
régime de glissement total.

Lorsque la réponse macroscopique du système exhibe un comportement non Cou-
lombien, l’estimation du coefficient de frottement n’est plus évidente. Selon la méthode
employée, le coefficient mesuré peut sensiblement varier, ce qui peut être lourd de consé-
quences sur les prédictions de performance de la structure. Un résumé des différentes mé-
thodes est disponible dans [LLA 20]. Le coefficient de frottement peut être estimé comme
la valeur maximale ou la valeur moyenne du ratio Q/P sur un cycle. Ces deux méthodes
tendent à surestimer le coefficient de frottement réel lorsque le frottement ne respecte pas
la loi de Coulomb. Afin de passer outre les difficultés des méthodes précédentes, Fouvry
et al. [FOU 04] ont proposé une formulation basée sur la dissipation d’énergie au cours
d’un cycle :

µE =
Ed

4Pδ∗
(2.7)

Où Ed est l’énergie dissipée sur un cycle, δ∗ l’amplitude de glissement et P la charge
normale. Les auteurs expliquent l’apparition de frottement supplémentaire par des inter-
actions sur les bords de la zone d’usure. La simplicité et la robustesse de cette méthode
l’ont popularisé au point de devenir un standard de l’ASTM (American Society for Tes-
ting and Materials). Cependant, cette méthode ne propose qu’un coefficient moyen, sans
distinction entre les contributions purement dues au contact et les contributions géomé-
triques.

Partant du modèle de Mulvihil précédemment décrit, Jin et al. [JIN 16] l’ont amélioré
en simulant la raideur du système via un ressort de raideur K. Toutes les boucles de fret-
ting obtenues pour différents facteurs de forme z0/x0 (équation 2.6) se croisent en deux
points comme illustré sur la figure 2.3. Les auteurs montrent que ces points correspondent
au passage par le centre de la surface usée, où la pente du profil est 0, c’est-à-dire où l’ef-
fort de frottement local est parallèle à l’effort tangentiel Q. Le coefficient de frottement
µ peut alors être identifié à cet instant par µ = Q/P. Ces points sont à l’intersection avec
la courbe Q = K∆, où ∆ est le déplacement macroscopique imposé. Cette méthode consi-
dère un coefficient de frottement constant au cours du glissement. Les variations d’effort
tangentiel sont seulement dues aux modifications géométriques. De façon très similaire
Diomidis [DIO 11] réalise des essais de fretting-corrosion sphère/plan durant lesquels le
coefficient de frottement moyen est mesuré comme le rapport Q/P lorsque la sphère at-
teint le milieu de sa course.

La plupart des méthodes utilisées dans la littérature sont restreintes à des configu-
rations d’essais de fretting de laboratoire basées sur des géométries simples et assurant
une unicité de la configuration de contact. Pour une géométrie complexe comme la queue
d’aronde, les composantes des efforts de contact normales et tangentielles sont couplées.
Il est alors délicat de mesurer le rapport Q/P provoquant le glissement de l’interface. En
revanche, les méthodes d’analyse inverse semblent adaptées à la résolution du problème.
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FIGURE 2.3 – Boucles de fretting calculées analytiquement pour différents rapports de
forme z0/x0 [JIN 16]

2.3 Principe de la méthode de recalage de modèle élé-
ments finis

Dans cette partie, la procédure d’identification du coefficient de frottement par analyse
inverse sur des éprouvettes queue d’aronde est décrite. Le choix de la quantité d’intérêt
considérée est discuté. Puis, les hypothèses de mise en donnée du modèle numérique
utilisé pour l’identification sont abordées.

2.3.1 La méthode FEMU

Des essais de fatigue LCF sur éprouvettes queue d’aronde sont réalisés dans l’objectif
de mesurer l’évolution du coefficient de frottement au cours des cycles. L’effort de traction
F oscille entre deux extremums Fmin et Fmax. Pendant l’essai, les champs de déplacements
sur la face latérale de l’éprouvette sont mesurés par corrélation d’images numériques. Ces
essais sont effectués à température ambiante afin de mettre au point la méthode dans des
conditions simplifiées. Les conditions d’encombrement à froid rendent possible l’installa-
tion de deux dispositifs optiques, braqués sur les deux faces de l’éprouvette. Cependant, le
partenaire industriel ayant pour objectif des essais à haute température (environ 650 ◦C),
les limitations apportées par un four sont anticipées en restreignant l’utilisation des don-
nées expérimentales à celles mesurées sur une seule face.
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2. Estimation du coefficient de frottement dans un contact queue d’aronde par
minimisation d’écarts entre essai et simulation

Le coefficient de frottement est évalué par la méthode d’identification Finite Element
Model Updating (FEMU), dont le principe est schématisé figure 2.4. Il s’agit d’une mé-
thode d’analyse inverse, dont l’objectif est la minimisation des différences entre essai et
modèle éléments finis, en calibrant un jeu de paramètres numériques prédéfinis. Les gran-
deurs mesurées expérimentalement peuvent éventuellement être utilisées comme condi-
tions aux limites du modèle pour améliorer sa représentativité vis-à-vis de l’essai. Dans
le cadre de ces travaux, les déplacements en surface de l’éprouvette sont mesurés par cor-
rélation d’images numériques (CIN), et sont exploités pour la construction des conditions
aux limites du modèle.

La résolution du problème FEMU requiert l’interaction entre un code de calcul de
structure éléments finis et un algorithme d’optimisation. Certains logiciels éléments fi-
nis commerciaux intègrent un module d’optimisation, permettant la résolution complète
du problème en interne. Une alternative intéressante consiste en l’utilisation d’un code
d’optimisation extérieur. Dans le cadre de ces travaux, le calcul de structure est résolu par
Ansys 2019 R1, puis les quantités d’intérêt sont exportées et fournies à Matlab R2019a
pour la partie optimisation.

FIGURE 2.4 – Schéma de principe de la méthode FEMU mise en place

Le processus FEMU nécessite la sélection de paramètres qui seront mis à jour à chaque
itération jusqu’à atteindre des quantités d’intérêts numériques aussi proches que possible
de leurs homologues expérimentales. Les inconnues expérimentales peuvent être inté-
grées aux paramètres à optimiser afin d’améliorer la correspondance entre modèle et es-
sai. Cependant, il est préférable de réduire autant que possible le nombre de paramètres à
optimiser pour faciliter et d’accélérer la convergence du modèle. L’objectif étant d’évaluer
un coefficient de frottement, la liste des variables à optimiser est réduite à ce paramètre,
sauf mention contraire.

La comparaison des résultats numériques et expérimentaux s’effectue à partir de gran-
deurs d’intérêt sur lesquelles les paramètres à optimiser, en l’occurrence le coefficient de
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Principe de la méthode de recalage de modèle éléments finis

frottement, ont une influence mesurable. Pour l’application visée, les quantités d’intérêt
sont des champs cinématiques mesurés par corrélation d’images numériques.

2.3.2 La fonction coût
La corrélation d’images numériques fournit un champ de déplacement, qui par dériva-

tion mène aux déformations. Le choix de la quantité d’intérêt peut donc se porter sur les
différentes composantes des déplacements et déformations. Cependant, le calcul numé-
rique des déformations introduit une erreur supplémentaire, qui même avec l’utilisation
de techniques de lissage en amont, dégrade les performances de la méthode d’identi-
fication. Dans le cas de l’essai queue d’aronde la mesure des déformations est rendue
complexe par leur faible intensité et leur concentration à l’interface. Une fonction coût
basée sur les déplacements plutôt que les déformations semble dès lors plus adaptée, bien
que plus sensible aux conditions aux limites. Le choix de la zone d’intérêt, c’est-à-dire
la surface dont les déplacements alimenteront la fonction coût a également son impor-
tance. La partie femelle est généralement la partie la plus souple et dont la déformée est la
plus importante. Puisque l’objectif réside dans l’identification d’un paramètre propre au
contact, il est préférable que le champ de déplacement à identifier soit exempts d’effets
structurels. La surface de l’éprouvette mâle est donc choisie comme zone d’intérêt.

Les champs d’intérêt numériques et expérimentaux reposent sur une discrétisation dif-
férente de la zone d’intérêt puisque les maillages éléments finis et de corrélation d’images
ne répondent pas aux mêmes exigences. Lorsque la comparaison entre les deux champs
ne peut se faire nœud à nœud, le calcul de l’erreur fait intervenir l’interpolation du champ
numérique sur les points de mesures expérimentaux, induisant ainsi une erreur de projec-
tion. Les fonctions de formes des éléments peuvent être utilisées pour l’interpolation, et
si la même base cinématique est employée pour la mesure par CIN (Corrélation d’Images
Numériques), alors l’erreur de projection est grandement réduite [LEC 09]. Une inter-
polation linéaire, basée sur une méthode de triangulation de Delaunay est utilisée dans
ces travaux. De plus, le maillage éléments finis est considéré suffisamment fin pour que
l’erreur de projection soit négligeable.

L’erreur au sens des moindres carrés, calculée sur N nœuds s’exprime :

ρ
2
j =

1
N

N

∑
i=1

(Ure f
i
j −Unum

i
j)

2 (2.8)

Ure f
i
j et Unum

i
j correspondent à la composante j des déplacements U au nœud i, issues

respectivement du champ de référence (ou expérimental), et du champ numérique. Di-
verses formulations de la fonction erreur existent dans la littérature. L’utilisation de l’une
ou l’autre n’a pas, ou très peu d’influence sur les résultats.

2.3.3 Hypothèses de modélisation de la zone d’intérêt
Le modèle numérique utilisé dans la boucle d’optimisation FEMU est un sous-modèle

contraint en déplacement. Il s’agit plus précisément d’une découpe dans la géométrie glo-
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2. Estimation du coefficient de frottement dans un contact queue d’aronde par
minimisation d’écarts entre essai et simulation

bale des éprouvettes de la zone observée par la caméra de CIN (figure 2.5). Cette ap-
proche permet de réduire considérablement le nombre de degrés de liberté du modèle et
par conséquent les durées de calcul. L’autre intérêt de la sous-modélisation réside dans
l’application des conditions aux limites. En effet, il est possible d’appliquer sur les bords
de découpe du modèle les déplacements mesurés expérimentalement. La représentativité
du modèle vis-à-vis de l’essai est alors positivement impactée. De plus, la comparai-
son des champs de déplacements expérimentaux et numériques est grandement facilitée
puisque la raideur et les effets de structures du banc d’essai sont directement intégrés dans
les conditions aux limites.

FIGURE 2.5 – Schéma de principe de la sous-modélisation

Cependant, la CIN ne permettant pas la mesure des déplacements dans la matière, le
transfert des mesures expérimentales aux conditions aux limites n’est pas directe. Expéri-
mentalement, seul l’accès aux déplacements plans et en surface est possible. Les déplace-
ments dans l’épaisseur sont obtenus par extrapolation des mesures surfaciques expérimen-
tales. L’extrapolation la plus simple consiste à considérer des déplacements indépendants
de la variable de profondeur y, c’est-à-dire :

Ux,z
CL(x,y,z) =Ux,z

exp(x,z) (2.9)

Où U i
CL représente la iième composante des déplacements appliqués sur la surface de

découpe, et U i
exp la iième composante des déplacements expérimentaux. Cette extrapola-

tion, qu’elle soit réalisée à partir de champs Uexp issus d’essais expérimentaux ou d’essais
virtuels est basée sur une méthode de triangulation. Chacun des nœuds appartenant à la
surface de découpe du modèle local est associé à un triangle l’englobant formé par des
points du champ de surface Uexp. Une interpolation linéaire basée sur la distance aux
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Analyse des efforts de contact cycliques sur la queue d’aronde

sommets du triangle permet le transfert des déplacements sur les conditions aux limites
du modèle.

Ces déplacements sont imposés graduellement en 10 étapes de chargement. Cela équi-
vaut à l’application d’un chargement monotone à partir d’un état initial du contact ouvert.
Il faut également bloquer les mouvements de corps rigide sur l’axe y. Pour cela, Uy

CL = 0
est imposé sur les nœuds à l’intersection entre les surfaces de découpe et le plan de sy-
métrie de normale y des éprouvettes. L’identification du domaine de validité de ces hypo-
thèses fait l’objet des parties suivantes.

2.4 Analyse des efforts de contact cycliques sur la queue
d’aronde

2.4.1 Définition du modèle numérique

Une analyse élastique numérique des efforts subis par la zone de contact d’une éprou-
vette queue d’aronde est réalisée. Les parties aube et disque sont en Udimet 720 avec un
module d’Young imposé à 217 GPa et un coefficient de Poisson à 0,3. La géométrie du
modèle est représentée en figures 2.6 et 2.7. Un repère local est attaché au centre de la
zone de contact de la partie mâle et est défini par la base (xc,yc,zc). La normale au contact
est représentée par zc et la direction de yc est la même que la direction de y dans le repère
global. La partie femelle est conçue pour résister à la charge appliquée et pour limiter
au maximum son ouverture sous l’application de la charge de traction. Les surfaces des
portées mâles et femelles sont orientées à θ = 45◦ par rapport au plan de symétrie des
éprouvettes. Les deux parties sont supposées parfaitement alignées, ce qui permet d’ex-
ploiter la symétrie du problème pour réduire le nombre de degrés de liberté de moitié. Des
éléments surfaciques quadratiques "contact" ("CONTA174") et "target" ("TARGE170")
sont utilisés pour représenter respectivement les parties mâle et femelle du contact. La
taille du maillage dans le contact est fixée à h = 20 µm, avec trois éléments hexaédriques
quadratiques à intégration réduite ("SOLID186") dans la profondeur. La dimension de
l’éprouvette dans la direction y est notée L = 2b = 5 mm. La demi-longueur de la zone
de contact sous la charge maximale dans la direction xc est notée a et vaut 0,665 mm, soit
a/h = 33,25. Le contact est modélisé par une loi en pénalité pure, où la raideur normale
est imposée constante tout au long du calcul à Kn = 2,17.107 MPa.mm−1, et le frotte-
ment par une loi de Coulomb isotrope et homogène. L’effort statique F est appliqué sous
forme de charge surfacique à l’extrémité de la partie mâle, en 4 étapes selon la figure 2.8,
chacune décomposée en 20 sous-étapes. Puisque seulement la moitié de l’éprouvette est
modélisée, la charge réellement imposée est F/2. Les déplacements des nœuds situés à la
base des éprouvettes, loin du contact, sont bloqués dans les trois directions pour la partie
femelle, et dans les directions perpendiculaires au chargement pour la partie mâle.
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2. Estimation du coefficient de frottement dans un contact queue d’aronde par
minimisation d’écarts entre essai et simulation

FIGURE 2.6 – Définition du modèle utilisé pour le calcul des efforts de contact

FIGURE 2.7 – Schéma de principe de la géométrie queue d’aronde et paramétrage de
l’angle de portée θ, la force de traction F , et des efforts normal P et tangentiel Q endurés
par une portée de la partie mâle
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Analyse des efforts de contact cycliques sur la queue d’aronde

FIGURE 2.8 – Historique du chargement statique F appliqué au modèle de l’éprouvette
queue d’aronde. La charge minimale est imposée à Fmin = 0,1 kN et la charge maximale
à Fmax = 8,5 kN
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2. Estimation du coefficient de frottement dans un contact queue d’aronde par
minimisation d’écarts entre essai et simulation

2.4.2 Évolution temporelle des contraintes de contact
Les distributions de pression et cisaillement des contacts frottants sont dépendantes

de l’historique de chargement.

m=1,07

m=1,07

m=1,07

B

D

B

D

C,E

C,E

B

D

C,E

FIGURE 2.9 – Boucles de chargement calculés sur le modèle élément finis global pour
différents coefficients de frottement. Les efforts sont normalisés par la valeur maximale
obtenue sur le cycle.

La figure 2.9 trace l’évolution des résultantes normales et tangentielles de contact au
cours du chargement du modèle précédemment décrit. Les efforts P et Q sont calculés
comme la somme des projections des efforts subis par chaque élément dans le repère du
contact, orienté à θ = 45◦ par rapport au repère global. La loi de Coulomb est matérialisée
par deux lignes continues rouges définies par Q = µP et Q =−µP. Tout point de charge-
ment appartenant à l’une de ces deux droites correspond à un contact totalement glissant.
Les points strictement compris entre les deux droites indiquent quant à eux la présence de
zones d’adhérence. Les effets du coefficient de frottement sont illustrés à travers plusieurs
calculs.

La géométrie queue d’aronde modélisée est caractérisée par un angle de portée θ= 45◦

(figure 2.7). L’observation des résultats de calculs figure 2.9 indique que quelle que soit
la valeur de coefficient de frottement, la relation entre effort normal P et tangentiel Q
de la géométrie figure 2.6 est linéaire dans le régime de glissement partiel, et peut donc
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Analyse des efforts de contact cycliques sur la queue d’aronde

s’exprimer :
Q = mP+n (2.10)

La constante n est dépendante de l’histoire du chargement. La pente m est fonction de
la raideur des pièces, et dépend entre autres de l’angle de portée. La géométrie étudiée ici
donne une pente positive m = 1,07, mais une pente négative est également possible sur
les composants réels [GEA 05]. Cela se traduit par une augmentation de l’effort normal
P alors que la vitesse de rotation de la turbine diminue. Cet effet est attribué à la contrac-
tion du disque, qui engendre une surpression. Les géométries queue d’aronde étudiées
numériquement et expérimentalement dans ce manuscrit ne tiennent pas compte de ces
effets.

La valeur de m marque la frontière entre deux comportements distincts de l’évolu-
tion des contraintes de contact au cours d’un cycle de chargement. Lorsque µ < m, les
contraintes de frottement sont bornées par la loi de Coulomb. Au contraire, quand µ > m,
c’est la géométrie qui pilote les effets tangentiels selon la relation 2.10. Dans le premier
cas, toutes les montées en charge initiales sont caractérisées par un comportement glis-
sant, où le chemin de charge se confond avec la droite représentant la loi de Coulomb. Au
contraire, pour µ > m, le contact est adhérent dès la première étape de chargement. À la
suite d’une montée en charge induisant des zones glissantes, une décharge infinitésimale
provoque l’adhérence de toute la zone de contact. Ce comportement s’explique par la non-
satisfaction de la condition d’opposition de signe entre effort tangentiel et mouvement.

Une diminution suffisante de l’effort va ensuite générer des zones de glissement de
sens opposé. Pour les coefficients de frottement les plus faibles, ces zones vont progres-
sivement s’étendre à toute la zone de contact et satisfaire Q = −µP (cas µ = 0,6). Pour
les coefficients de frottement plus élevés, la droite Q =−µP n’est pas atteinte avant d’ap-
pliquer F = Fmin. Le glissement total de la portée n’a alors pas lieu lors de l’étape de
décharge.

Le changement de signe des déplacements relatifs tangentiels au début de la seconde
montée en charge provoque l’adhérence totale de la zone de contact, pour les mêmes
raisons que précédemment. Le contact étant adhérent, les efforts évoluent selon 2.10. De
nouveau, selon l’intensité du frottement, le contact peut redevenir totalement (cas µ= 0,6)
ou partiellement glissant (cas µ = 0,9 et µ = 1,2).

Ces résultats obtenus par calcul éléments finis, montrent qu’un calcul avec chargement
monotone est suffisant pour obtenir les contraintes au temps final. En effet, les efforts
P et Q des états C et E (figure 2.8) sont identiques. En revanche, obtenir la solution
en tout autre point du cycle nécessite la prise en compte de l’historique de chargement.
Pour un chargement non monotone, le calcul des déplacements entre deux niveaux de
charge requiert la solution du problème pour ces deux niveaux de charge, dont l’un ne
correspond pas au temps final. La prise en compte de l’historique de chargement est alors
indispensable.

Les résultats montrent également que l’évolution temporelle des résultantes normales
et tangentielles peut s’obtenir analytiquement pour une évolution quelconque de l’effort
de traction F(t).
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2. Estimation du coefficient de frottement dans un contact queue d’aronde par
minimisation d’écarts entre essai et simulation

2.4.3 Prédiction analytique des efforts et influence du coefficient de
frottement

En supposant que le coefficient de frottement est suffisamment faible pour que la
première mise en charge de A vers C (figure 2.8) soit glissante, soit 0 < µ < m, l’équilibre
des efforts sur l’axe de traction en C s’exprime :

Fmax = 2(PC sinθ+QC cosθ) (2.11)

où θ est l’angle entre la surface de contact et l’effort de traction F (figure 2.7). Le
contact étant entièrement glissant, l’effort tangentiel s’écrit QC = µPC et l’équilibre de-
vient : {

PC = 1
2(sinθ+µcosθ)Fmax

QC = µ
2(sinθ+µcosθ)Fmax

(2.12)

Le comportement linéaire observé dans le domaine de glissement partiel est décrit
par :

Q = mP+n (2.13)

Ou m est la pente, dépendante de la raideur du système, et donc des géométries mâle et
femelle (volume, angle de portée, etc.). Par conséquent, la charge en D (figure 2.8) vaut :

{
PD = 1

2(sinθ−µcosθ)Fmin

QD = µ
2(sinθ−µcosθ)Fmin

si retour glissant PD = 1
2(sinθ+mcosθ)

[
Fmin +Fmax cosθ

m−µ
sinθ+µcosθ

]
QD = 1

2(sinθ+mcosθ)

[
mFmin −Fmax sinθ

m−µ
sinθ+µcosθ

] si retour adhérent

La condition de retour adhérent en D s’exprime par :

QD >−µPD (2.14)

Soit :

(m−µ)(sinθ−µcosθ)

(m+µ)(sinθ+µcosθ)
< R =

Fmin

Fmax
(2.15)

Le coefficient de frottement seuil à partir duquel le retour en D est adhérent est la
racine d’un polynôme du second degré, dont les solutions sont :

µ+,− =
(R+1)(mcosθ+ sinθ)±

√
(R+1)2(mcosθ+ sinθ)2 −4msinθcosθ(1−R)2

2cosθ(1−R)
(2.16)
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Analyse des efforts de contact cycliques sur la queue d’aronde

Or, l’une des deux solutions respecte µ+ > m. Un tel comportement est en contra-
diction avec l’hypothèse initiale stipulant le glissement total lors de la première mise en
charge. Le coefficient de frottement seuil produisant un retour adhérent en D est alors :

µ− =
(R+1)(mcosθ+ sinθ)−

√
(R+1)2(mcosθ+ sinθ)2 −4msinθcosθ(1−R)2

2cosθ(1−R)
(2.17)

2.4.4 Dépendance des efforts de contact au coefficient de frottement :
distinction entre glissement total et partiel

Dans le cadre de la méthode d’identification décrite partie 2.3, la charge entre D et E
est appliquée à déplacements imposés. L’équilibre mécanique du système, conditionné par
les conditions aux limites, la loi de frottement, les distributions de raideur, et la formula-
tion du contact en pénalité pure, impose en E (figure 2.8) un effort normal supplémentaire
∆P à l’effort normal PD obtenu en D. La loi de frottement pilote les contraintes tangen-
tielles. Celles-ci ayant des conséquences limitées sur le profil de séparation des surfaces,
on suppose que la loi de frottement à une influence négligeable sur ∆P, soit ∂∆P

∂µ = 0. Les
efforts en E s’expriment alors :

PE = PD +∆P

QE =

{
QD +m∆P si QE < µPE

µPE sinon
(2.18)

Quelles que soient les conditions du contact en D, les variations d’effort normal et
tangentiel en E s’expriment :

∂PE
∂µ = ∂PD

∂µ

∂QE
∂µ =


∂QD

∂µ
si QE < µPE

PD +∆P+
∂PD

∂µ
sinon

(2.19)

La comparaison des variations de l’effort normal en E entre le cas D adhérent et le cas
D glissant renseigne sur la sensibilité au coefficient de frottement selon les conditions de
glissement :

∣∣∣∣∂PE

∂µ

∣∣∣∣
D stick

<

∣∣∣∣∂PE

∂µ

∣∣∣∣
D slip

⇔
(

sinθ−µcosθ

sinθ+µcosθ

)2

< R (2.20)

De manière analogue, on obtient pour les efforts tangentiels :
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∣∣∣∂QE

∂µ

∣∣∣
D stick

<
∣∣∣∂QE

∂µ

∣∣∣
D slip

⇔
(

sinθ−µcosθ

sinθ+µcosθ

)2
< R si E est adhérent∣∣∣∂QE

∂µ

∣∣∣
D stick

<
∣∣∣∂QE

∂µ

∣∣∣
D slip

⇔
1− sinθ(sinθ+mcosθ)

(sinθ+µcosθ)2

1− sinθ(sinθ+mcosθ)

(sinθ−µcosθ)2
< R si E est glissant

(2.21)

Pour un coefficient de frottement µ, un coefficient m et un rapport de charge R donnés,
les régimes de glissement partiel ou total ne peuvent coexister. La transition entre les deux
régimes est définit par l’équation 2.15. Les sensibilités au coefficient de frottement lorsque
D est adhérent et lorsque D est glissant sont définit sur des domaines de R s’excluant.
Or, la comparaison des sensibilités des efforts de contact au coefficient de frottement en
fonction du régime de glissement dépend de la valeur du rapport de charge R (équations
2.20 et 2.21), et donc du régime de glissement.

Par conséquent, la comparaison des sensibilités au coefficient de frottement entre les
régimes de glissement n’a de sens qu’à la frontière entre les deux régimes, soit en :

R =
(m−µ)(sinθ−µcosθ)

(m+µ)(sinθ+µcosθ)
(2.22)

Or, on peut montrer que sous condition que µ < tanθ < m :

(
sinθ−µcosθ

sinθ+µcosθ

)2

<
(m−µ)(sinθ−µcosθ)

(m+µ)(sinθ+µcosθ)

1− sinθ(sinθ+mcosθ)
(sinθ+µcosθ)2

1− sinθ(sinθ+mcosθ)
(sinθ−µcosθ)2

<
(m−µ)(sinθ−µcosθ)

(m+µ)(sinθ+µcosθ)

(2.23)

Donc, d’après les équations 2.20, 2.21 et 2.23, à la frontière entre les régimes de
glissement partiel et total, l’équation suivante est vérifiée :

∂PE
∂µ

∣∣∣
D stick

< ∂PE
∂µ

∣∣∣
D slip

∂QE
∂µ

∣∣∣
D stick

< ∂QE
∂µ

∣∣∣
D slip

(2.24)

L’adhérence en D a pour conséquence de réduire la sensibilité des efforts normaux et
tangentiels en E par rapport au coefficient de frottement.

2.5 Étude paramétrique à partir d’essais virtuels
Avant d’appliquer la méthode d’identification du coefficient de frottement à des

champs expérimentaux, le modèle est éprouvé avec des essais virtuels. L’objectif est
l’identification du domaine de validité des différentes hypothèses établies. Différents biais
inhérents à la modélisation sont quantifiés et d’éventuelles corrections sont proposées.
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Étude paramétrique à partir d’essais virtuels

2.5.1 Définition de l’essai virtuel et du modèle local

L’essai virtuel consiste en une modélisation de la géométrie globale des éprouvettes
utilisées lors des essais, illustrés en figure 2.10. Un repère local défini par la base
(xc,yc,zc) est attaché au centre de la zone de contact de la portée mâle. La normale au
contact est notée zc, et yc est orientée dans la direction y du repère global. Les deux parties
sont parfaitement alignées. La dimension des éprouvettes mâle et femelle dans la direction
y est identique et notée L = 2b = 5 mm. Le contact des deux portées est assuré par une
loi en pénalité pure, où la raideur normale est imposée constante tout au long du calcul à
Kn = 2,17×107 MPa.mm−1, et le frottement par une loi de Coulomb isotrope définie par
un unique coefficient de frottement µ0 = 0,6 considéré comme une valeur expérimentale
plausible [SAS 17]. Les éléments surfaciques quadratiques "contact" ("CONTA174") et
"target" ("TARGE170") d’Ansys sont utilisés pour représenter le contact. La partie aube
est associée aux éléments "contact", de sorte que la pénétration avec les éléments "target"
de la partie disque soit prohibée. Les éléments sous-jacents au contact sont des éléments
hexaédriques quadratiques à intégration réduite ("SOLID186"), au nombre de trois dans
la profondeur et d’une taille de 20 µm [SIN 02]. Les deux parties de l’éprouvette sont en
Udimet 720, modélisé par un comportement élastique linéaire où le module d’Young est
imposé à 217 GPa et le coefficient de Poisson à 0,3.

Les déplacements des nœuds situés à la base des éprouvettes, loin du contact, sont blo-
qués dans les trois directions pour la partie femelle, et dans les directions perpendiculaires
au chargement pour la partie mâle. L’effort est imposé sous forme de charge surfacique
à l’extrémité de la partie aube. Le calcul est décomposé en 4 étapes de chargement afin
de représenter une charge monotone et une charge non monotone entre les extremums
d’effort de traction Fmin = 0,1 kN et Fmax = 1 kN. Trois champs de déplacements carac-
téristiques du modèle global sont distingués et représentés sur la figure 2.10 :

— Les déplacements U20 entre les étapes 0 et 2 sont les déplacements survenant à
partir de la position initiale des éprouvettes, jusqu’au chargement maximal.

— Les déplacements U21 entre les étapes 1 et 2 sont les déplacements de l’éprouvette
entre la charge Fmin et la charge Fmax en chargement monotone.

— Les déplacements U43 entre les étapes 3 et 4 sont les déplacements de l’éprouvette
entre la charge Fmin et la charge Fmax en chargement non monotone, et font par
conséquent intervenir des effets d’histoire de chargement.

Ces trois champs sont utilisés et comparés dans la suite de ces travaux pour imposer
les conditions aux limites des différents modèles locaux étudiés. Les modèles locaux sont
construits par une découpe de la géométrie de l’essai virtuel de 7,6× 5,8 mm2 centrée
sur une des portées, simulant la taille du champ de vision d’une caméra. Par conséquent,
le profil de séparation initiale des surfaces est identique entre l’essai virtuel et le modèle
local. Le maillage du modèle global est conservé lors du passage au sous-modèle. Le
coefficient de frottement des modèles locaux est noté µ.
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minimisation d’écarts entre essai et simulation

FIGURE 2.10 – Géométrie, maillage et conditions aux limites de l’essai virtuel
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Étude paramétrique à partir d’essais virtuels

2.5.2 Zoom structural complet
Dans un premier temps, l’adéquation du principe de sous-modélisation avec la mé-

thode d’identification inverse est vérifiée à travers l’essai virtuel. L’alignement des éprou-
vettes est parfait pour l’essai virtuel comme pour le sous-modèle. Les déplacements U20
du modèle global au coefficient de frottement de référence µ0 sont utilisés comme condi-
tions aux limites. Les trois composantes des déplacements de l’essai virtuel sont direc-
tement appliquées aux nœuds associés du sous-modèle. L’erreur entre modèle global et
local est ensuite calculée, en faisant varier le coefficient de frottement du modèle local
µ ∈ [0,3;0,9].
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FIGURE 2.11 – Évolution des fonctions erreurs (équation 2.8) pour le zoom structural
complet aligné

Pour les quantités d’intérêts considérées, les fonctions erreur en figure 2.11 sont tou-
jours convexes et présentent un minimum global en µ0. Ce résultat confirme la capacité
de l’approche de zoom structural à fournir une fonction erreur exploitable, c’est-à-dire
possédant un minimum global pouvant être identifié par un processus de minimisation de
l’erreur.

2.5.3 Zoom structural incomplet
Pour être cohérent avec les données extraites avec la CIN, seuls les déplacements dans

le plan de mesure expérimental (plan XZ) et en surface de l’essai virtuel sont désormais
utilisés pour la construction des conditions aux limites, comme décrit dans la partie 2.3.3.
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FIGURE 2.12 – Évolution des fonctions erreurs pour le zoom structural incomplet

Les distributions d’erreur sur la figure 2.12 conservent leur caractère convexe. La
résolution du problème de minimisation globale reste donc possible. Cependant, les mini-
mums globaux n’ont pas lieu exactement en µ0 = 0,6 mais plutôt en µ = 0,59 et µ = 0,61
pour les quantités d’intérêt Ux et Uz respectivement. Ces écarts restent néanmoins très
faibles, et permettent l’estimation de l’incertitude relative aux hypothèses du modèle dans
une configuration exempte de toutes les incertitudes liées aux conditions expérimentales.
Une erreur de ±0,01 est par conséquent attendue dans des conditions idéales.

2.5.4 Hypothèses d’élasticité plane
La résolution du problème de contact queue d’aronde par un modèle 2D éléments

finis est attrayante pour réduire les temps de calculs. L’hypothèse de contrainte plane est
utilisée dans la littérature pour la modélisation en 2D des pieds d’aube [PAP 94, MEG 00,
MAR 13].Un modèle 2D est construit à partir de la géométrie 3D des éprouvettes. La
méthode est décrite en figure 2.13. La géométrie de l’essai virtuel est découpée par un plan
perpendiculaire à la zone de contact et passant par le centre de la portée. Les hypothèses
de contraintes planes et de déformations planes sont testées. L’essai virtuel 3D sert de
point de comparaison. Les champs sur le bord et sur la surface de découpe sont extraits
du modèle 3D et comparés à ceux du modèle 2D. La figure 2.14 présente les champs de
déplacements obtenus pour chacun des modèles. Visuellement, l’hypothèse de contrainte
plane semble la plus à même de reproduire les champs de déplacements obtenus en surface
du modèle 3D. Cependant, des écarts significatifs sont relevés.
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FIGURE 2.13 – Construction et maillage du modèle 2D

FIGURE 2.14 – Champs de déplacements obtenus pour les modèles 2D et 3D
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2. Estimation du coefficient de frottement dans un contact queue d’aronde par
minimisation d’écarts entre essai et simulation

L’objectif de la modélisation est l’identification du coefficient de frottement par ana-
lyse inverse. Dans cette optique, les performances des modèles 2D appliqués à la FEMU
sont utilisés comme critère de validité. Le modèle 2D précédent est découpé de façon
à simuler le champ de vision d’une caméra. Les conditions aux limites sont construites
à partir des résultats de l’essai virtuel 3D (figure 2.15). Seules les composantes X et Z
des déplacements des nœuds en surface de l’éprouvette sont exportées vers le modèle
local 2D. Les résultats de l’identification sont tracés figure 2.16. Considérant la compo-
sante X des déplacements, les coefficients de frottement optimaux valent respectivement
µ = 0,50 et µ = 0,48 pour l’hypothèse de déformations planes et de contraintes planes.
Pour la composante Z, ces valeurs deviennent µ = 0,65 et µ = 0,64. Les deux hypothèses
2D fournissent des résultats très proches. Cependant, le cas de la déformation plane donne
une erreur quadratique légèrement plus faible au point optimal. L’écart à la valeur de réfé-
rence µ0 = 0,6 est ici plus marqué qu’avec le modèle local 3D, mettant ainsi en évidence
le rôle des effets de bords sur les quantités d’intérêt. Il est important de rappeler que le mo-
dèle plan ne peut rendre compte des effets 3D induit par une répartition non homogène de
la charge sur les portées. Les résultats présents sont obtenus avec un essai virtuel parfaite-
ment aligné, soit un cas idéal où la répartition des charges est la plus homogène possible.
L’application du modèle 2D à des champs expérimentaux où les effets tridimensionnels
sont potentiellement importants semble alors non pertinente.

FIGURE 2.15 – Modèle 2D local utilisé pour l’identification du coefficient de frottement
de l’essai virtuel

2.5.5 Influence du maillage
Sinclair et Cormier [SIN 02] parviennent à capter les gradients de contrainte sur les

bords d’un contact queue d’aronde avec une taille de maille de l’ordre de 1% du rayon
de courbure local. L’erreur est calculée par rapport à un modèle de référence très fin, où
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FIGURE 2.16 – Evolution de la fonction erreur du modèle 2D sous les hypothèses d’élas-
ticité plane

la taille du maillage dans le contact vaut 0,5% du rayon de courbure local. Une erreur
inférieure à 5% est calculée sur les contraintes de contact.

Sur le bord supérieur du contact des géométries figure 2.10, le rayon de courbure des
parties mâle et femelle vaut R = 2 mm. La taille du maillage dans le contact de l’essai
virtuel et du sous-modèle est h = 20 µm, soit h/R = 1%. L’essai virtuel vise à reproduire
les grandeurs observables expérimentalement. Même si la méthode de CIN est caractéri-
sée par une résolution spatiale inférieure aux capacités de la méthode éléments finis, un
certain niveau de convergence des résultats numériques de l’essai virtuel est souhaitable.
Afin de mesurer l’influence du maillage sur l’identification du coefficient de frottement,
l’essai virtuel de la partie 2.5.1 est raffiné. La taille des éléments hexaédriques dans le
contact est divisée par deux, soit h = 10 µm, tout en conservant trois éléments dans la
profondeur. Le modèle local reste identique en tout point à celui de la partie 2.5.3. Les
fonctions erreurs entre modèle local et essai virtuel sont représentées en figure 2.17. Les
coefficients de frottement optimaux sont µopti = 0,59 et µopti = 0,62 pour les quantités
d’intérêt Ux et Uz respectivement. Ces résultats sont très proches de ceux obtenus en par-
tie 2.5.3, ce qui témoigne de la validité de l’essai virtuel avec un maillage dans le contact
respectant h = 20 µm. Les surfaces de découpe du sous-modèle sont positionnées dans
des zones présentant de faibles gradients de déplacements et déformations, et sont suffi-
samment éloignées de l’interface pour que la taille du maillage du contact n’ait que peu
d’influence sur leurs déplacements. Les conditions aux limites du sous-modèle sont alors
indépendantes du maillage de l’essai virtuel. En revanche, la fonction erreur fait intervenir
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2. Estimation du coefficient de frottement dans un contact queue d’aronde par
minimisation d’écarts entre essai et simulation

les déplacements au plus proche du contact. Son calcul est par conséquent dépendant du
maillage de l’essai virtuel.

Les quantités d’intérêt étant les déplacements sur la face latérale de l’éprouvette, une
tolérance raisonnable peut être accordée à l’ordre de la convergence des contraintes de
contact. Dans le cadre de la méthode FEMU, la non-convergence des résultats reste to-
lérable à condition que la perturbation induite sur la minimisation de la fonction coût
reste non significative. Pour la suite des calculs, la taille du maillage dans le contact des
modèles globaux et locaux est imposée à h = 20 µm.
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FIGURE 2.17 – Fonction erreur entre l’essai virtuel raffiné (h = 10 µm) et le modèle local
de la partie 2.5.3 (h = 20 µm)

2.5.6 Hypothèse de milieu élastique linéaire

Les gradients de contraintes sur les bords d’un contact pion/plan sont tels que des
déformations plastiques apparaissent localement. La zone plastifiée est très petite devant
la taille de la zone d’intérêt. Par conséquent, l’hypothèse d’un milieu élastique n’induit
que peu d’erreur sur le calcul de la fonction coût. Cette hypothèse est vérifiée par le
calcul en utilisant un modèle d’écrouissage isotrope multi-linéaire pour l’essai virtuel.
Les déformations plastiques équivalentes maximales apparaissent sur le bord supérieur
du contact et sont de 0,13%. Le modèle local utilisé pour l’identification du coefficient de
frottement est élastique linéaire. La fonction coût est représentée en figure 2.18. Malgré la
différence de comportement matériau entre les deux modèles, la minimisation de l’écart
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Étude paramétrique à partir d’essais virtuels

est peu affectée. Les fonctions ρx et ρz sont minimisées respectivement en µ = 0,6 et
µ = 0,62. Les déformations plastiques étant fortement localisées, leur influence sur les
champs de déplacements s’applique à un nombre restreint de nœuds. Par conséquent,
l’impact sur la fonction erreur ρ reste faible. Pour la géométrie et la charge considérée,
les effets plastiques ont un impact négligeable sur le calcul des fonctions erreurs ρ. Dans
la suite, les modèles utilisés pour l’identification du coefficient de frottement sont toujours
élastiques.
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FIGURE 2.18 – Fonction erreur entre l’essai virtuel au comportement élastoplastique et
le modèle local élastique

2.5.7 Effets de défauts géométriques angulaires

Pendant l’essai, des erreurs de positionnement relatif des éprouvettes subsistent mal-
gré les précautions prises. Ces désalignements angulaires sont mesurés et introduits dans
le modèle en appliquant une rotation de la partie disque autour d’un des trois axes du
repère principal.

L’objectif de cette analyse est de quantifier le biais de conditions aux limites de l’ap-
proche locale induit par l’extrapolation des déplacements dans l’épaisseur, combiné à un
désalignement connu (mesuré et simulé). Dans cette partie, le biais est quantifié sur les
efforts de contact normaux P et tangentiels Q du zoom par rapport aux valeurs de PG et
QG sur l’essai virtuel, ainsi que sur le coefficient de frottement identifié.

L’influence et la pertinence des hypothèses sur les conditions aux limites sont vérifiées
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dans diverses configurations de désalignements angulaires, et dans un cas de désaligne-
ment obtenu expérimentalement. Les essais virtuels utilisés sont tous caractérisés par un
coefficient de frottement µ0 = 0,6, tandis que le coefficient de frottement des modèles
locaux est variable et noté µ. Les conditions aux limites de chaque modèle local sont
construites à partir des déplacements surfaciques d’un essai virtuel contenant exactement
les mêmes désalignements.

2.5.7.1 Rotation autour de l’axe Z : θz

Le paramètre θz désigne une rotation de la partie femelle autour de l’axe orienté par
l’axe Z global et portée par les deux plans de symétrie de l’éprouvette. L’influence d’un
désalignement θz sur la capacité du sous-modèle à retrouver le coefficient de frottement de
l’essai virtuel est mesurée. Une campagne d’essais virtuels est simulée en faisant varier la
valeur de θz sur une plage typique des incertitudes expérimentales. Chaque modèle local
étudié est désaligné de la même quantité que l’essai virtuel dont sont issus ses conditions
aux limites en déplacement sur ses frontières de découpe. Cette mise en donnée simule
ainsi l’effet d’un désalignement expérimental parfaitement mesuré et réintroduit dans le
modèle local. L’essai virtuel n’étant pas assujetti aux contraintes expérimentales, la ca-
méra de CIN virtuelle peut être orientée vers l’une ou l’autre des faces de l’éprouvette.
Afin de se conformer à l’expérience, la fonction coût est alimentée par les déplacements
de la face qui a servi à construire les conditions aux limites.

L’introduction d’un angle θz produit une antisymétrie des contraintes de contact
par rapport au plan xz. Ce résultat permet de mesurer l’influence d’une variation θz et
−θz avec un seul et même calcul puisque les contraintes de contact évoluent comme
σ(y,θz) = σ(−y,−θz). La convention suivante est adoptée pour le signe de θz : une va-
leur positive conduit à une surpression du côté de la face observée, alors qu’une valeur
négative engendre le déchargement de la face observée.
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FIGURE 2.19 – Résultante de contact sur la portée du sous-modèle pour différents angles
θz et différents coefficients de frottement µ. Les grandeurs sont normalisées par leur équi-
valent de l’essai virtuel.
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FIGURE 2.20 – Évolution de la résultante normale de contact du modèle local normalisée
par la résultante de l’essai virtuel pour différents angles θz et un coefficient de frottement
µ = µ0 = 0,6
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Les figures 2.19 et 2.20 représentent les efforts de contact calculés sur le modèle local
désaligné comme l’essai virtuel d’un angle θz, en fonction du coefficient de frottement et
de l’angle θz. Les résultantes P et Q sont respectivement les résultantes normale et tangen-
tielle calculées sur le modèle local, tandis que PG et QG sont calculées sur l’essai virtuel.
Sur la figure 2.19, l’effort de contact normal semble indépendant du coefficient de frotte-
ment, tandis qu’au contraire, l’effort tangentiel est grandement impacté. Ces observations
s’expliquent par la nature des conditions aux limites.

Le problème contraint en déplacement impose un profil de séparation des surfaces non
déformées, dont l’interpénétration intervient directement dans le calcul de la pression de
contact. La loi de frottement de Coulomb pilote les contraintes de contact tangentielles.
Or, celle-ci n’ont que peu d’influence sur le profil de séparation des surfaces de contact.
Par conséquent, il apparaît que la résultante normale est globalement indépendante du co-
efficient de frottement. Les contraintes de frottement conditionnent l’équilibre mécanique
du système, sans pour autant avoir un effet notable sur les contraintes normales.

Les contraintes tangentielles en régime de glissement évoluent comme le produit du
coefficient de frottement et de la pression de contact, d’où l’évolution linéaire observée
en figure 2.19.

L’angle θz est un paramètre modifiant de manière significative le profil de séparation
des corps, éloignant les surfaces sur un bord, et les rapprochant de l’autre. Une valeur
non nulle induit la mise en contact progressive de la portée, partant du bord où les sur-
faces se sont rapprochées pour finir sur le bord opposé. La figure 2.20 montre que sur
la plage d’angle considérée et avec µ = µ0, les efforts de contact peuvent varier entre
0,57 et 2,7 fois la valeur de référence obtenue avec l’essai virtuel. Les variations d’angle
θz sur le sous-modèle invalident donc l’hypothèse de conservation de l’effort imposé.
Cet effet est imputable aux conditions aux limites, qui sont cohérentes pour une éprou-
vette parfaitement alignée (θz = 0◦), mais deviennent de plus en plus biaisées lorsque θz

s’écarte de 0. La dissymétrie de chargement s’accompagne d’une dissymétrie des champs
de déplacement. La figure 2.21 met en évidence la dissymétrie de la composante Z des
déplacements Uz à travers l’épaisseur de la partie femelle lorsque θz = 0,1◦. Les dépla-
cements sont ici moins intenses sur la face y = 0. Selon la face d’où proviennent les
déplacements imposés aux surfaces de découpe, ces derniers vont être sur/sous-estimés à
travers l’épaisseur. Cette erreur induite par la nature des conditions aux limites, se réper-
cute sur les contraintes de contact, conduisant à une sur/sous-évaluation des efforts (figure
2.20). Lorsque les conditions aux limites sont construites à partir des déplacements rele-
vés sur la face subissant la surpression, soit lorsque θz > 0◦, les efforts de contact sont
sous-estimés. Le comportement opposé est observé quand les conditions aux limites sont
issues de l’autre face. L’erreur commise par l’approximation des conditions aux limites
est d’autant plus importante que l’on s’éloigne du bord dont elles sont issues.

Cependant, la figure 2.20 rend compte d’une évolution particulière de la résultante de
contact. L’effort normalisé évolue linéairement autour de θz = 0◦, puis en contradiction
avec l’explication proposée, voit ses variations changer de signe à partir d’une certaine
valeur. Les figures 2.22 et 2.23 représentent la pression de contact sur la portée du mo-
dèle global et local respectivement. Les contraintes de contact se concentrent sur le bord
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Étude paramétrique à partir d’essais virtuels

FIGURE 2.21 – Déplacements Uz sur les surfaces de découpe de la partie femelle, issus
de l’essai virtuel désaligné par θz = 0,1◦

71

Cette thèse est accessible à l'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2023ISAL0043/these.pdf 
© [A. Hingue], [2023], INSA Lyon, tous droits réservés



2. Estimation du coefficient de frottement dans un contact queue d’aronde par
minimisation d’écarts entre essai et simulation

lorsque |θz| augmente. Pour un désalignement suffisamment important, la dimension de
la zone de contact dans la direction y devient inférieure à la dimension de l’éprouvette.

Pour θz > 0, et pour la configuration étudiée, la transition s’effectue approximative-
ment à partir de θz = 0,05◦ sur le modèle local. De par la construction des conditions
aux limites, l’erreur d’extrapolation des déplacements sur les surfaces de découpe aug-
mente en s’éloignant de la face observée. L’estimation des déplacements dans la zone
proche du bord opposé (autour de yc/b = −1) est alors empreinte d’une erreur plus in-
tense qu’ailleurs. Or, puisque le contact dans cette zone n’a pas lieu, l’erreur induite sur
les contraintes de contact est fortement réduite. De fait, l’écart entre les contraintes de
contact du modèle global et local se réduit, car la zone loin du bord, sensible à l’appari-
tion d’erreur, n’entre jamais en contact. Pour θz < 0, l’ouverture du contact avec θz a lieu
sur le bord observé. La transition s’effectue plus tard, vers θz =−0,2◦.
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FIGURE 2.22 – Pression de contact pour différents angles θz sur le modèle global
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FIGURE 2.23 – Pression de contact pour différents angles θz sur le modèle local

La figure 2.24 montre l’effet d’un désalignement autour de l’axe de traction sur le
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Étude paramétrique à partir d’essais virtuels

coefficient de frottement identifié. Un comportement très distinct apparaît entre les quan-
tités d’intérêt. Le signe de θz a également une influence marquée. Le coefficient de frot-
tement optimal augmente sur l’intervalle [0;0,1]◦ pour les deux fonctions erreur ρx et
ρz, et donne ainsi une prédiction supérieure à la référence µ0. Au-delà de la valeur seuil
θz = 0,1◦, identifiée précédemment comme provoquant l’ouverture d’un bord du contact,
un changement de comportement est observé. La fonction ρx prédit un coefficient quasi-
ment constant à 0,65, indépendant du désalignement. Au contraire, la fonction ρz devient
minimale pour des coefficients de frottement de plus en plus faible.

Des désalignements dans le sens opposés ont des conséquences très différentes. Le
modèle a plus de difficulté à converger vers un coefficient optimal. C’est pourquoi la fi-
gure 2.24 présente une discontinuité entre −0,3◦ et −0,05◦ pour la fonction ρx. Au deçà
de −0,03◦, les deux fonctions ne parviennent pas à prédire un coefficient. Lorsqu’elles
convergent, les deux fonctions prédisent d’abord une diminution du coefficient de frotte-
ment, puis une brusque augmentation passé un certain seuil. Sans être précisément iden-
tifiable, ce seuil semble néanmoins apparaître à proximité de la valeur seuil θz = −0,2◦

relevée précédemment. Pour des valeurs d’angle inférieures, la zone de contact ne s’étend
plus jusqu’à la face vue par la caméra virtuelle. Les déplacements mesurés ne reflètent
alors que très peu les effets du contact.
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FIGURE 2.24 – Évolution du coefficient de frottement optimal en fonction de l’angle θz
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2. Estimation du coefficient de frottement dans un contact queue d’aronde par
minimisation d’écarts entre essai et simulation

2.5.7.2 Rotation autour de l’axe X : θx

L’angle θx représente une rotation de la partie femelle autour de l’axe de direction
X passant par le centre de la portée. L’influence de θx sur le contact est également très
marquée. Plus sa valeur s’écarte de 0◦, plus l’on favorise le contact sur l’un des deux
bords de l’éprouvette, de manière symétrique entre les deux portées, de telle sorte que
les contraintes de contact respectent σ(y,θx) = σ(−y,−θx), et autorisent ainsi la réduc-
tion des coûts de calculs en mesurant à la fois l’effet de θx et −θx avec un unique calcul.
Comme précédemment, θx est noté positif quand on observe la face du bord en surpres-
sion, et négatif quand c’est la face opposée qui alimente le modèle local. Tout comme
θz, θx contribue à concentrer les efforts de contact sur un bord (figures 2.25 et 2.26). Les
conclusions sur l’évolution des efforts de contact dans le modèle local sont donc natu-
rellement les mêmes, c’est-à-dire une sur/sous-estimation des efforts réels selon la face
dont on se sert pour construire les déplacements appliqués aux frontières du sous-modèle
(figures 2.27 et 2.28).
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FIGURE 2.25 – Pression de contact pour différents angles θx sur le modèle global

Le tracé de la prédiction de coefficient de frottement en fonction de θx figure 2.29
met en évidence la sensibilité à la composante des déplacements utilisée. Pour un désa-
lignement positif, la composante x des déplacements parvient à prédire un coefficient de
frottement très proche de la référence. En revanche, dans l’autre sens, l’identification du
paramètre frottement s’éloigne sensiblement de la valeur attendue, atteignant 0,42 pour
θx = −0,05◦, au lieu de la valeur de référence µ0 = 0,6. Sur la plage d’étude, la fonc-
tion erreur ρz ne trouve pas de minimum pour des valeurs d’angles inférieures à −0,01◦

ni supérieures à 0,05◦. Lorsque la convergence est obtenue, le minimum d’erreur se dé-
place vers les coefficients de frottement élevés quand l’angle augmente. La figure 2.29
montre une différence de comportement selon le signe de l’angle. Le modèle offre une
nouvelle fois de meilleures performances lorsque l’angle est positif, c’est-à-dire lorsque
l’on construit les conditions aux limites à partir des déplacements mesurés sur la face la
plus proche du barycentre des efforts de contact.
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FIGURE 2.26 – Pression de contact pour différents angles θx sur le modèle local
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FIGURE 2.27 – Résultantes de contact sur la portée du sous-modèle pour différents angles
θx et différents coefficients de frottement µ
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2. Estimation du coefficient de frottement dans un contact queue d’aronde par
minimisation d’écarts entre essai et simulation
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FIGURE 2.28 – Évolution de la résultante de contact sur la portée du sous-modèle en
fonction de l’angle θx pour un coefficient de frottement fixé à µ = 0,6
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FIGURE 2.29 – Evolution du coefficient de frottement optimal en fonction de l’angle θx.
Le coefficient de frottement de référence est fixé à µ0 = 0,6.
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Étude paramétrique à partir d’essais virtuels

2.5.7.3 Rotation autour de l’axe Y : θy

L’angle θy représente l’écart de positionnement angulaire autour de l’axe y entre les
parties mâle et femelle. Un tel défaut désynchronise la mise en contact des deux portées et
introduit une dissymétrie de charge entre ces deux interfaces. Dès lors, les résultantes de
contact sur chaque portée sont dépendantes de l’angle θy. En revanche, ce défaut conserve
la symétrie de chargement par rapport au plan xz.

La représentation en figures 2.30 et 2.31 des efforts normaux au contact issus du mo-
dèle local et normalisés par la valeur de l’essai virtuel PG en µ0 = 0,6 met en évidence
la conservation des efforts entre les approches globale et locale. Des écarts maximums de
l’ordre de 2% sont relevés sur la plage d’étude, confirmant l’indépendance des résultantes
vis à vis de l’angle θy. Ce phénomène est en opposition avec les effets des angles θx et θz.

Un maillage identique a été utilisé pour tous les calculs. Or, ce type de défaut pro-
voque la concentration du contact sur le bord supérieur ou inférieur selon le signe de θy.
Pour des valeurs extrêmes, un maillage raffiné est nécessaire afin de capter précisément
le gradient de contraintes. Cet aspect explique en partie les écarts de charge entre modèle
global et local. D’autre part, le désalignement angulaire autour de l’axe y n’engendre pas
de dissymétrie de charge entre les bords libres de l’éprouvette. Ainsi, les hypothèses de
construction du sous-modèle restent peu contraignantes et n’introduisent que peu d’erreur.
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FIGURE 2.30 – Résultantes de contact du sous-modèle pour différents angles θy et diffé-
rents coefficients de frottement µ

La fonction coût figure 2.32 rend compte de ces observations. Le coefficient de frot-
tement minimisant la fonction coût ne s’éloigne que très peu de sa valeur de référence µ0.
On note néanmoins une différence avec les autres paramètres de désalignement angulaire,
étant donné qu’aucune des deux fonctions erreur ne semble plus avantageuse que l’autre.

2.5.7.4 Application à un alignement expérimental

Le protocole expérimental a pour objectif de réduire au maximum les désalignements
angulaires θx,y,z. Cependant, des écarts subsistent malgré les dispositions prises. Un désa-
lignement expérimental typique mesuré pendant les essais est utilisé dans cette section,
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2. Estimation du coefficient de frottement dans un contact queue d’aronde par
minimisation d’écarts entre essai et simulation
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FIGURE 2.31 – Résultantes de contact normal pour différents θy quand µ = 0,6
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FIGURE 2.32 – Évolution du coefficient de frottement optimal en fonction de l’angle θy
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Étude paramétrique à partir d’essais virtuels

et se caractérise par le triplet (θx,θy,θz) = (0,078;0;0,39)◦. La configuration du banc
d’essais permet une meilleure maîtrise du réglage de θx que de θz, justifiant la différence
entre les deux valeurs. Les angles θx et θz sont tous deux positifs, favorisant le contact sur
la face observée par CIN.

La pertinence de l’approche locale a été validée en 2.5.2 dans le cadre d’un alignement
parfait. On cherche ici à confirmer ces résultats dans le cadre d’un désalignement expé-
rimental typique. Le positionnement expérimental mesuré est introduit dans les modèles
éléments finis, globaux et locaux. L’erreur entre l’essai virtuel et son sous-modèle com-
plet est représentée en figure 2.33. L’erreur est exactement minimisée en µ = µ0 = 0,6.
Les capacités de l’approche de sous-modélisation sont de nouveau confirmées, cette fois
dans le cadre d’éprouvettes désalignées.
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FIGURE 2.33 – Fonction erreur entre l’essai virtuel et son sous-modèle complet avec le
désalignement expérimental

L’étape suivante consiste à modifier les conditions aux limites du sous-modèle de
façon à ce qu’elles reflètent les données disponibles lors d’un véritable essai. Les dépla-
cements des nœuds appartenant à la face observée par la caméra virtuelle sont extrapolés
sur la surface de découpe comme décrit en partie 2.5. Le modèle converge vers µ = 0,65
et µ = 0,53 selon la quantité d’intérêt Ux ou Uz considérée. Toutes choses étant égales
par ailleurs, ce résultat reflète uniquement le biais introduit par les conditions aux limites.
Cette erreur est systématique et inhérente aux choix de modélisation. Concernant le pré-
sent essai, les biais de modélisation sur mu s’élèvent à +0,05 et −0,07 pour les quantités
d’intérêt Ux et Uz.
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2. Estimation du coefficient de frottement dans un contact queue d’aronde par
minimisation d’écarts entre essai et simulation

Les frottements identifiés sont en bon accord avec ceux issus de l’étude paramétrique
sur θz, et en particulier lorsque θz ≈ 0,4◦. Cette valeur concorde avec le désalignement
expérimental, évalué à θz = 0,39◦. Dans la configuration expérimentale présente, l’erreur
liée aux conditions aux limites est dominée par le désalignement θz.
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FIGURE 2.34 – Fonction erreur entre le sous-modèle et l’essai virtuel modifié selon les
désalignement expérimentaux

En négligeant les couplages entre les différents types de désalignement, on peut utili-
ser les résultats présentés ici pour estimer à priori l’incertitude inhérente au modèle sur le
coefficient de frottement identifié.

2.5.8 Influence du profil de séparation initial
2.5.8.1 Traitement de l’interférence initiale

Dans le cadre d’un problème de contact numérique dont les conditions aux limites sont
de type déplacements imposés, la question du positionnement initial a son importance. Par
opposition, un modèle contraint en effort ne subit aucune restriction de positionnement.
Au moins une des deux pièces est libre de se mouvoir jusqu’à l’équilibre. Sous condition
de convergence, la conservation des efforts est vérifiée et permet de justifier la représen-
tativité du modèle vis-à-vis de l’expérience. Le positionnement initial n’a alors qu’une
influence sur le premier pas de chargement. Au contraire, lorsque les limites sont impo-
sées en déplacement, l’effort final n’est pas connu à l’avance. Dans le cas de figure où
deux pièces en contact sont contraintes en déplacement, ce sont les profils de séparation
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Étude paramétrique à partir d’essais virtuels

initial et final qui pilotent les efforts normaux, et la loi de frottement qui pilote les efforts
tangentiels. Le profil de séparation finale est affecté par le profil de séparation initiale
avant tout calcul et les déplacements imposés aux frontières du modèle. Les variations de
profil initial agissent comme des surcharges ou décharges artificielles. Or, le positionne-
ment initial des éprouvettes du modèle numérique est empreint d’une incertitude forte.
Expérimentalement, le jeu initial est nul. Une interférence initiale trop importante dans le
modèle numérique conduit à des efforts de contact surestimés

Les variations du profil de séparation initial ont plusieurs origines possibles : les arron-
dis numériques, les approximations des surfaces de contact par le maillage ou encore les
incertitudes de positionnement numérique des pièces en contact. Afin d’ajuster le profil
initial, les logiciels éléments finis commerciaux tels qu’Ansys proposent plusieurs solu-
tions :

— La position des éléments de contact peut être ajustée. Selon le profil initial et le
besoin, la surface de détection du contact est translatée vers ou à l’écart de la
surface target. La translation peut s’effectuer de manière uniforme dans la zone de
contact ou localisée, sous condition (distance seuil ou statut initial de l’élément,
illustré figure 2.35). Lorsqu’utilisée pour la fermeture du contact, cette méthode
génère une région rigide qui peut introduire des efforts résiduels importants dans
le cas de grande rotation.

— Les nœuds de contact du modèle sont physiquement translatés vers la surface tar-
get. Le reste du modèle reste inchangé, ce qui a pour conséquence d’étirer la pre-
mière couche d’éléments sous-jacents. Pour améliorer la qualité du maillage, les
couches d’éléments suivantes sont également modifiées (figure 2.36). Une der-
nière alternative consiste à déplacer la globalité d’un des deux corps afin d’obtenir
le profil de séparation souhaité.

Dans le cadre de ces travaux, le contact initial est traité sans modification de la géo-
métrie. L’interpénétration initiale maximale est ajustée à la valeur désirée en translatant
la partie femelle de la queue d’aronde le long de l’axe de traction.

2.5.8.2 Influence sur le modèle

Les effets du positionnement initial des éprouvettes queue d’aronde sont analysés à
travers une série de calcul sur un modèle local parfaitement aligné, sur lequel on fait
varier le profil de séparation initial. Les déplacements de la zone d’intérêt sont ensuite
comparés à ceux issus d’un essai virtuel.

L’essai virtuel étant piloté en effort, les contraintes sont indépendantes de l’interpé-
nétration initiale. L’équilibre des efforts va imposer un positionnement relatif des pièces,
qui doit tendre vers une interférence nulle du fait de la méthode de résolution du contact
(pénalité pure). Cependant, le positionnement initial des éprouvettes correspond à l’ori-
gine des déplacements. Pour autoriser la comparaison des champs de déplacements glo-
baux et locaux, le sous-modèle consiste en une découpe de la géométrie global initiale,
sur laquelle la partie femelle est translatée d’une quantité ∆i sur l’axe de traction. Le
positionnement initial de la partie mâle est identique entre le modèle global et local, auto-

81

Cette thèse est accessible à l'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2023ISAL0043/these.pdf 
© [A. Hingue], [2023], INSA Lyon, tous droits réservés



2. Estimation du coefficient de frottement dans un contact queue d’aronde par
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FIGURE 2.35 – Principe de fonctionnement de l’option de prise en compte des effets de
pénétration initiale des éléments de contact Ansys [ANS 19]. La surface de détection du
contact est translatée uniquement pour les nœuds avec une interpénétration initiale.

FIGURE 2.36 – Principe de fonctionnement de l’option de translation des nœuds de la sur-
face "contact" vers la surface "target". A droite, seuls les nœuds de surface sont translatés.
Au centre, les éléments sous-jacents sont déformés pour améliorer la qualité du maillage
[ANS 19]
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Étude paramétrique à partir d’essais virtuels

risant ainsi la comparaison des champs de déplacements entre les deux modèles. L’essai
virtuel est caractérisé par une interpénétration initiale maximale i0 = 0,1 µm. Par consé-
quent, l’interpénétration initiale maximale du modèle local est i = i0 +∆i. Cette métho-
dologie, représentée figure 2.37 permet d’isoler l’influence du positionnement initial du
sous-modèle en rendant tous les autres paramètres géométriques représentatifs du champ
de référence.

FIGURE 2.37 – Schéma de principe de l’étude de l’influence de l’interpénétration initiale
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FIGURE 2.38 – Évolution de la résultante de contact dans le sous-modèle en fonction de
l’interférence ∆i et du coefficient de frottement µ

Les résultantes d’effort au contact sont représentées sur la figure 2.38 pour une variété
de profils de séparation et de coefficients de frottement du modèle local. Comme évoqué
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précédemment, l’effort normal adimensionné par l’effort normal de l’essai virtuel, est
peu dépendant du coefficient de frottement. Une relation linéaire entre effort normal et
interférence maximale initiale se dessine, du fait de la formulation du contact en pénalité
pure décrite en équation 1.25. La sensibilité du modèle à l’interférence initiale est par
conséquent dépendante de la raideur de contact normal Kn. Le rapprochement des surfaces
accentue la charge supportée par l’interface modélisée, tandis que leur éloignement réduit
l’effort normal transmis. La configuration étudiée produit le glissement total de la portée,
d’où les efforts tangentiels Q = µP.

L’impact de l’interférence initiale sur le coefficient de frottement optimal est repré-
senté en figure 2.39. Lorsque l’interpénétration des surfaces du modèle local est supé-
rieure à celle de l’essai virtuel - soit ∆i > 0 - le coefficient de frottement minimisant la
fonction coût tend vers les valeurs faibles pour la quantité d’intérêt Uz, et les valeurs plus
élevées pour Ux. Inversement, lorsque l’interférence initiale de l’essai virtuel est supé-
rieure - soit ∆i < 0 - le comportement opposé se manifeste. Comme en témoigne la figure
2.38, l’effet du coefficient de frottement sur la pression de contact est négligeable de-
vant son effet sur les contraintes tangentielles. Le coefficient de frottement optimal n’est
alors rien d’autre que celui qui vient compenser au mieux l’écart de charge normale in-
troduit par ∆i. La figure 2.39 témoigne de la sensibilité de l’identification du coefficient
de frottement au profil de séparation initial. Des variations de ∆i =±0,3 µm par rapport à
l’essai virtuel induisent des erreurs de ±0,07 et ±0,18 sur les valeurs identifiées avec les
fonctions erreur ρx et ρz respectivement. Cette étude paramétrique permet de confirmer
de nouveau les meilleures performances de la fonction coût ρx. Les incertitudes de posi-
tionnement numériques des éprouvettes queue d’aronde sont néanmoins supérieures aux
valeurs considérées dans cette étude. De plus, les déplacements expérimentaux sont me-
surés entre deux niveaux de charge Fmin et Fmax. La période de chargement entre F = 0 et
Fmin n’intervient pas dans le modèle, ce qui est susceptible d’introduire une erreur supplé-
mentaire concernant la reproduction des efforts normaux, à hauteur du rapport de charge
R = Fmin

Fmax
.

2.5.9 Discussion sur le choix de la quantité d’intérêt

Les variations de coefficient de frottement optimal peuvent être interprétées en partie
comme une compensation des erreurs de contraintes induites par l’approximation des dé-
placements sur les frontières du modèle. Le coefficient de frottement optimal est celui qui
compensera au mieux l’erreur de charge normale en ajustant la composante tangentielle
du chargement. Cette compensation par modification des contraintes tangentielles est for-
tement dépendante de la quantité d’intérêt. Réduire l’écart entre données expérimentales
et numériques nécessite une charge tangentielle différente selon la composante du champ
de déplacements considérée. Le choix de la composante à utiliser comme quantité d’inté-
rêt a alors son importance.

Les résultats présentés pour les études paramétriques de θx, θz et ∆i montrent que la
composante x des déplacements est moins sensible aux écarts. Comme en témoignent les
figures 2.27, 2.19 et 2.38, un défaut angulaire ou un défaut de positionnement génère une
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FIGURE 2.39 – Évolution du coefficient de frottement optimal du modèle local en fonc-
tion de l’interférence ∆i

erreur ∆P sur la résultante normale P, tel que PG = P+∆P. En supposant le glissement
total, cette erreur se répercute sur la charge tangentielle comme µ∆P, pour finalement
produire le vecteur erreur : −→

∆F = ∆P−→n +µ∆P⃗t (2.25)

où −→n et −→t sont les vecteurs unités normal et tangentiel au contact (figure 2.40).
La projection de ce vecteur sur l’axe −→eγ défini par −→eγ = sin(γ)−→n + cos(γ)−→t donne :

|∆Fγ|= |∆P(µcos(γ)− sin(γ)) | (2.26)

Minimisée par
γ = arctan(µ) (2.27)

Pour des valeurs de coefficient de frottement comprises entre 0 et 1, on en déduit
que l’angle γ minimisant |∆Fγ| respecte 0 < γ < π/4. Puisque la valeur du coefficient de
frottement ne peut être déterminée à l’avance, on estime l’angle γopti optimal comme :

γopti = argmin
γ

∫ 1

0

|∆Fγ|
|∆P|

dµ (2.28)

Ce qui donne γopti ≈ 30◦, caractérisant un axe proche de l’axe global x. En supposant
que le degré de couplage entre les problèmes normaux et tangentiels est faible, c’est-à-
dire que la contribution de la pression sur les déplacements tangentiels, et la contribution
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des cisaillements sur les déplacements normaux est secondaire, alors la projection sur
−→eγ des déplacements générés par

−→
∆F est minimal lorsque γ = γopti. Pour cette raison, la

composante x des déplacements sera favorisée dans la suite de ce manuscrit.
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FIGURE 2.40 – Illustration du choix de la composante optimale des champs de déplace-
ments

2.5.10 Amélioration des conditions aux limites

L’hypothèse de déplacement constant à travers l’épaisseur sur les surfaces de découpe
introduit une erreur dont l’intensité est accentuée par le degré de désalignement. Afin de
réduire cette erreur, l’extrapolation des déplacements dans l’épaisseur est enrichie par une
surface polynomiale de degré 2 :

Ux,z
CL(x,y,z) =Ux,z

exp(x,z)+αy+βy2 (2.29)

Par souci de simplicité, seuls deux paramètres (α,β) doivent être évalués pour chacune
des surfaces de découpe. L’influence des variables 2D (x,z) et 3D (y) sont découplées dans
cette formulation. Les couples de paramètres (α,β) sont obtenus par minimisation de
l’écart entre la formulation 2.29 et les déplacements issus d’un essai virtuel représentatif
de l’essai.

L’essai virtuel ne tient pas compte des raideurs mises en jeu par le banc d’essai, ce qui
induit des écarts entre déplacements numériques et expérimentaux. Avec l’hypothèse que
cet écart réside principalement en un mouvement de corps rigide, les paramètres α et β

évalués sur l’essai virtuel sont une bonne estimation du champ expérimental. En réalité,
le modèle numérique global comporte des écarts de positionnement avec l’expérience
dus aux incertitudes de mesure. L’influence des incertitudes expérimentales sur le couple
(α,β) identifié est supposée négligeable.

Cette nouvelle formulation est dans un premier temps mise en œuvre sur un modèle
connu, à la performance insatisfaisante lorsque qu’une extrapolation constante des condi-
tions aux limites est appliquée. Ce modèle provient du paragraphe 2.5.7.1, où l’éprouvette
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femelle est désalignée d’une quantité θz = 0,1◦. Dans ces conditions, la capacité du mo-
dèle à restituer des efforts de contact cohérents est médiocre. Comme en témoigne la fi-
gure 2.41, la conformité des résultantes de contact est très largement améliorée par la mé-
thode proposée. Les résultantes obtenues avec l’extrapolation polynomiale se rapprochent
sensiblement de la configuration alignée θz = 0◦. Cette amélioration du chargement se
ressent sur l’évolution des courbes d’erreurs figure 2.42, qui par interpolation linéaire par
morceaux donnent un coefficient de frottement optimal µopti = 0,62 et µopti = 0,56 pour
les fonctions erreurs ρx et ρz respectivement. Les deux quantités d’intérêt font tendre la
valeur optimale vers µ0 = 0,6. Le gain de la méthode est donc validé dans le cadre d’un
essai virtuel, où les incertitudes expérimentales n’interviennent pas.
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FIGURE 2.41 – Évolution des efforts de contact pour différents désalignement θz avec la
méthode d’extrapolation constante, et avec la présente méthode "P2" pour θz = 0,1◦

Un cas particulier de cette formulation est le couple :

{
α =

Ux,z
exp(y=L/2)−Ux,z

exp(y=−L/2)
L

β = 0
(2.30)

Où L est la dimension de la zone de contact dans la direction Y. Cette formulation né-
cessite des mesures de déplacements sur les deux faces de l’éprouvette, afin d’interpoler
linéairement les champs dans le volume. Expérimentalement, cela implique l’utilisation
d’une seconde caméra braquée sur l’autre face. Les conditions d’encombrement restreint
des machines de traction utilisées complexifient la mise en place d’un tel dispositif. L’ob-
jectif à terme étant la mesure à chaud, où les mesures optiques ne sont possibles qu’à
travers une unique vitre interdisant l’accès simultané aux deux faces de l’éprouvette, le
choix des conditions expérimentales s’est porté sur l’utilisation d’une seule caméra. L’ob-
jectif est d’anticiper et de démontrer la faisabilité de la méthode dans cette situation, afin
que l’extension aux essais hautes températures ne remettent pas fondamentalement en
question la méthodologie.
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FIGURE 2.42 – Fonctions erreur avec l’extrapolation polynomiale de degré 2 pour θz =
0,1◦

2.5.11 Origine des déplacements

Lors de l’essai, les déplacements sont mesurés entre deux états de charge caractérisés
par des efforts imposés Fmin et Fmax. Cela implique que seuls les déplacements induits par
la variation de charge ∆F = Fmax −Fmin sont pris en compte dans le modèle numérique.
Implicitement, il est supposé que les déplacements survenant entre F = 0 et F = Fmin sont
négligeables devant ceux mesurés entre Fmin et Fmax.

Afin de vérifier cette hypothèse, les déplacements U21 (figure 2.10) issus de l’essai
virtuel sont utilisés pour construire les conditions aux limites du modèle local. Le rap-
port de charge de l’essai virtuel vaut R = Fmin/Fmax = 10%. Le comportement mécanique
modélisé étant purement élastique, les rapports umin/umax des différentes composantes de
déplacement entre les deux extrêmes de chargement sont également estimés aux alentours
de 10%. La fonction coût est finalement calculée par comparaison des champs du modèle
local avec les déplacements U21 (figure 2.10) de l’essai virtuel. L’évolution des deux fonc-
tions erreur est tracée figure 2.43. Par interpolation linéaire par morceaux, les coefficients
de frottement optimaux sont évalués à µ = 0,59 et µ = 0,64 pour les quantités d’intérêt
Ux et Uz respectivement.

L’étude des efforts mis en jeu figure 2.44 révèle une diminution de l’effort normal
P entre 11,5 % et 12 % sur la plage de coefficient de frottement étudiée. Cette valeur
est en accord avec le ratio de charge R. Les écarts peuvent être attribués à la part du
chargement résultant de l’interpénétration initiale. L’omission des premiers instants du
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FIGURE 2.43 – Évolutions des fonctions erreur calculées avec un essai virtuel où les
déplacements survenant avant F = Fmin sont omis
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FIGURE 2.44 – Résultantes de contact normales et tangentielles sur le modèle local avec
applications des déplacements totaux ou partiels issus de l’essai virtuel
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chargement implique nécessairement une diminution des efforts résultants au temps final.
L’impact sur le coefficient de frottement optimal reste cependant faible, en particulier
avec la fonction ρx. En effet, une variation inférieure à 0,01 est observée pour la quantité
d’intérêt Ux, et une variation de 0,04 pour la quantité d’intérêt Uz. D’autre part, un rapport
de charge R = 10 % est considéré élevé pour ce type d’application. Un rapport de charge
plus faible devrait permettre une meilleure reproduction des efforts, et par conséquent une
erreur sur l’identification du coefficient de frottement réduite.

2.5.12 Dépendance à l’historique de chargement

2.5.12.1 Monotonie des trajets de chargements

La méthode FEMU requiert la modélisation fidèle des instants capturés par la caméra
de CIN. Au cours d’un essai de fatigue cyclique, ces instants peuvent être réduits à l’état D
et à l’état E de la figure 2.10. Un calcul local sur lequel est appliqué une charge croissante
monotone ne peut convenablement rendre compte des grandeurs associées au premier de
ces instants, et par continuité, au second. La prise en compte de l’histoire du chargement
est alors nécessaire.

Afin de mesurer l’incidence de l’histoire du chargement sur la méthode d’identifica-
tion, les champs de déplacements U21 et U43 (figure 2.10) de l’essai virtuel sont com-
parés. Ces deux mesures simulent l’acquisition de champs cinématiques par corrélation
d’images numériques lors d’une montée en charge de Fmin à Fmax. Cependant, les déplace-
ments survenant entre les étapes 1 et 2 sont issus d’un chargement monotone, tandis que
les déplacements mesurés entre les étapes 3 et 4 sont le résultat d’un chargement non mo-
notone. Les figures 2.45 et 2.46 montrent les écarts entre ces deux champs et confirment
l’impact du trajet de charge sur les champs de déplacements mesurés. La figure 2.46 car-
tographie les écarts de déplacements entre chargements monotone et non monotone. Sur
la partie mâle, l’écart réside principalement sur l’axe de traction. Sur les frontières de
découpe, les différences de composante Ux sont quasiment nulles. En revanche, la partie
femelle, plus sujette aux effets de structure, est sensible à l’historique de chargement et
montre des écarts plus importants concernant les déplacements horizontaux que verticaux.
Le signe des écarts laisse déjà présager des variations de charge à venir entre chargements
monotone et non monotone après application de ces champs comme conditions aux li-
mites du sous-modèle. Les composantes Ux mâle et femelle du chargement non monotone
contribuent à augmenter l’effort normal résultant, tandis que la composante Uz de la partie
mâle participe activement à réduire la charge. Ces deux champs ne peuvent se substituer
l’un à l’autre, et par conséquent l’utilisation de l’un ou l’autre comme conditions aux
limites d’un modèle local au chargement monotone produira des états de contraintes sen-
siblement différents.

Or, les mesures expérimentales recueillies lors d’essais cycliques sont issues d’un
chargement non monotone, analogue à la variation de déplacements entre les étapes 3 et
4. Le modèle local utilisé jusqu’alors pour l’identification est assimilable à une mise en
charge à partir d’un état ouvert, soit un chargement croissant monotone.
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FIGURE 2.45 – Champs de déplacements issus d’un chargement monotone (entre les
steps 1 et 2) et d’un chargement non monotone (entre les steps 3 et 4)
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FIGURE 2.46 – Cartographie des écarts de déplacements entre le chargement monotone
et le chargement non monotone. Les déplacements sur la partie femelle sont représentés
en haut, tandis que ceux de la partie mâle sont en bas

92

Cette thèse est accessible à l'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2023ISAL0043/these.pdf 
© [A. Hingue], [2023], INSA Lyon, tous droits réservés



Étude paramétrique à partir d’essais virtuels

Dans la partie 2.5.11 précédente, le champ de déplacement U21 de l’essai virtuel, issu
d’un chargement purement monotone, était utilisé comme champ de référence. Cette fois-
ci, les déplacements U43 de l’essai virtuel, issus d’un chargement non monotone, sont pris
en compte. Concrètement, la variation des déplacements entre les étapes 3 et 4 de l’essai
virtuel (figure 2.10) est importée sur les bords du sous-modèle monotone, et incorporée
dans la fonction erreur, dont l’évolution est retranscrite en figure 2.47. Il apparaît que le
modèle ne converge pas sur la plage étudiée et tend à prédire des coefficients de frottement
élevés quelle que soit la quantité d’intérêt. Le tracé des efforts mis en jeu dans le modèle
local figure 2.48 met en évidence une diminution d’environ 42 % de l’effort normal lors
du passage de l’utilisation de U21 à U43 pour la construction des conditions aux limites.
Cette variation est bien trop conséquente pour espérer recaler le sous-modèle en jouant
uniquement sur le coefficient de frottement.
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FIGURE 2.47 – Fonction erreur pour le sous-modèle contraint par les déplacements issus
d’un chargement non monotone de l’essai virtuel

Les écarts de champs de déplacement entre chargements monotone et non monotone
interdisent l’identification du coefficient de frottement à partir de champs expérimentaux
non monotone sans prise en compte numérique des effets d’histoire. Celle-ci doit passer
par la simulation du cycle de chargement précédent.

2.5.12.2 Modèle local monotone avec compensation de la charge

La simulation du cycle précédent est coûteuse en temps de calcul. Pour s’en astreindre,
un modèle local avec chargement monotone est utilisé. Les effets d’histoire sont pris en
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FIGURE 2.48 – Résultantes de contact normales et tangentielles sur le sous-modèle
construit avec les variations de déplacements entre les steps 2 et 3 (monotone) et les
steps 3 et 4 (non monotone) de l’essai virtuel figure 2.10

compte à travers l’ajout d’une variable d’optimisation supplémentaire dz. Ce paramètre
désigne un mouvement de corps rigide appliqué sur les surfaces de découpe de la partie
femelle et superposé aux déplacements de l’essai virtuel. Ce déplacement supplémentaire
modifie le profil de séparation finale des surfaces et pilote par conséquent l’effort normal
résultant. En toute rigueur, ce choix de modélisation ne permet pas de reproduire les effets
d’histoire du chargement. La variable dz permet seulement la compensation des écarts
de résultantes induits par un chargement purement monotone. La figure 2.49 montre les
fonctions erreurs ρx et ρz pour différentes valeurs de µ et dz. La compensation de la
charge par un mouvement de corps rigide ne suffit pas à faire converger la fonction ρx.
Les effets d’histoire ont une influence sur la composante x des champs de déplacements.
En revanche, la fonction ρz converge vers un coefficient de frottement optimal lorsque
dz est contenu sur une certaine plage restreinte. Dans le cas présent, cette plage s’étend
d’environ -1,5 µm à -1 µm. La figure 2.50 montre l’évolution de l’effort normal en fonction
de la valeur de dz, normalisé par l’effort mesuré par l’essai virtuel PG. Le coefficient
de frottement est pris à µ = µ0 = 0,6. La résultante de l’essai virtuel est correctement
reproduite pour dz ≈ −1,5 µm. La convergence de la fonction ρz concorde donc avec
une reproduction satisfaisante des efforts de contact. L’ajustement des efforts de contact
est alors suffisant pour compenser la non-prise en compte de l’histoire du chargement.
Cependant, le coefficient de frottement identifié est très sensible à la valeur de dz. Les
efforts normaux et tangentiels réels vus par la portée lors de l’essai ne sont pas connus
exactement, ce qui ne permet pas d’imposer une valeur précise. Néanmoins, en supposant
la répartition symétrique des efforts entre les deux portées, une première estimation de dz
peut être établie.
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FIGURE 2.49 – Fonctions erreur ρx et ρz pour différentes valeurs de µ et dz
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FIGURE 2.50 – Effort de contact normal du modèle local pour différentes valeurs de dz
en µ = µ0 = 0,6. Les résultats sont normalisés par la valeur de la résultante normale de
l’essai virtuel PG
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2.5.12.3 Modèle local non monotone

La prise en compte des effets d’histoire passe par la simulation du cycle de charge-
ment précédent. Or, le modèle local est contraint en déplacement et on ne dispose pour la
construction des conditions aux limites que des champs cinématiques lors de la montée en
charge de Fmin à Fmax. Ces seules informations ne sont pas suffisantes pour correctement
reproduire sur le modèle local les états bas B et D (figure 2.10), nécessaires à la prise en
compte de l’historique de chargement. Pour y parvenir, la formulation d’hypothèses de
modélisation est requise. L’état B est atteint en introduisant une charge supplémentaire
sous la forme d’un mouvement de corps rigide dz d’axe z appliqué à sur la partie femelle.
Avant la résolution du calcul, l’interpénétration des éprouvettes est imposée à 1e-6 mm
en translatant la partir femelle le long de l’axe z. La translation dz de la partie femelle
est appliquée progressivement lors de la première étape de chargement, puis maintenue
jusqu’à la fin du calcul. Les déplacements des nœuds des surfaces de découpe de la partie
femelle sont Ux

CL = 0 et U z
CL = dz, tandis que ceux de la partie mâle sont contraints par

Ux
CL = U z

CL = 0. La seconde étape de chargement consiste à appliquer les déplacements
expérimentaux sur les surfaces de découpe. Aux déplacements expérimentaux d’axe z des
frontières de la partie femelle est superposé le déplacement dz. La décharge de C vers D
s’obtient en imposant les mêmes conditions aux limites qu’en B. On suppose ainsi que la
décharge produit les déplacements opposés de la montée en charge. Les conditions aux
limites de l’étape finale sont les mêmes que celles de la seconde étape. Les conditions
aux limites du modèle sont résumées en figure 2.51. La valeur de dz produisant les efforts
désirés n’est pas connue à l’avance. Sa valeur est alors déterminée par identification, au
même titre que le coefficient de frottement µ.

L’application d’un déplacement uniforme selon l’axe z sur les surfaces de découpe
est une approximation forte de l’application d’un effort de traction F sur les éprouvettes
queue d’aronde. Ce choix de simulation ne rend pas compte de la déformation naturelle
de l’éprouvette femelle sous chargement de traction, et en particulier des effets de bords.
De plus, le blocage des déplacements selon l’axe x dans les surfaces de découpe aux états
B et D va à l’encontre de l’effet Poisson.

Le modèle décrit est coûteux en temps de calcul. À des fins de validation de la mé-
thode, celle-ci est appliquée sur un modèle local 2D. Les surfaces matérialisées par les
fonctions erreur sont représentées figure 2.52. Pour une valeur dz donnée, le modèle
converge clairement vers un coefficient de frottement optimal. Cependant, l’unicité du
couple (µ,dz) minimisant les fonctions erreur n’est pas garantie. La variable dz impose le
chargement normal, tandis que µ a un effet sur la partie tangentielle. Les deux variables
d’optimisation se compensent mutuellement. On peut néanmoins discriminer une partie
de ces solutions par la prise en compte de l’effort résultant. En supposant la charge de
traction statique expérimentale F (ou celle de l’essai virtuel) équitablement répartie entre
les deux portées de l’éprouvette, la composante z de l’effort résultant sur la portée mo-
délisée doit être F/2. Pour converger vers une solution satisfaisant la conservation des
efforts résultants, on rajoute un terme à la fonction erreur, pénalisant les écarts de charge
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Étude paramétrique à partir d’essais virtuels

FIGURE 2.51 – Conditions aux limites appliquées sur le modèle local pour la prise en
compte des effets d’histoire du chargement

verticale à la charge expérimentale. La fonction erreur s’exprime alors :

ρλ =

√
1
N

N

∑
i=1

(U i
re f −U i

num)
2 +λ|FZ

exp −FZ
num| (2.31)

Où λ est un paramètre à ajuster. Les fonctions erreur ρλ sont présentées figure 2.53.
L’ajout du terme supplémentaire permet l’apparition d’un minimum global plus discer-
nable. Pour la composante x, le coefficient de frottement identifié est µopti = 0,47 pour
dz =−1,6 µm. Pour la composante z, µopti = 0,55 et dz =−1,6 µm. Cependant, il existe
toujours une zone plus ou moins étendue selon la quantité d’intérêt où la fonction erreur
varie peu. Cette caractéristique peut conduire à des difficultés de convergence. De plus,
l’identification de λ ne repose sur aucune base physique.

2.5.12.4 Modèle mixte global/local

Devant les limites du modèle local, un nouveau modèle mixte est présenté. Celui-ci
simule un cycle sur un modèle global jusqu’à l’état D, puis devient local jusqu’à l’état E.
La transition du modèle global vers local s’effectue en désactivant les éléments n’appar-
tenant pas au champ de vue de la caméra, et en superposant aux déplacements de l’état D,
les déplacements expérimentaux selon la méthode décrite dans la partie 2.3.3. La désacti-
vation des éléments se traduit par une contribution à la matrice de raideur quasiment nulle
et une mise à zéro des variables d’état associées. Le principe de modélisation est présenté
en figure 2.54.

Le modèle mixte est d’abord appliqué en 2D sous hypothèse de contrainte plane pour
profiter des temps de calculs réduits. Les déplacements U43 de l’essai virtuel 3D de la
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2. Estimation du coefficient de frottement dans un contact queue d’aronde par
minimisation d’écarts entre essai et simulation

a) b) c)

FIGURE 2.52 – Surfaces erreur obtenues avec le modèle 2D en contrainte plane avec a) les
déplacements horizontaux (composante X), b) les déplacements verticaux (composante Z)
et c) l’écart de résultante d’axe Z avec l’essai virtuel

a) b)

FIGURE 2.53 – Surfaces erreur de la fonction ρλ en contrainte plane avec a) les dé-
placements horizontaux (composante X) où λ = 0,001 et b) les déplacements verticaux
(composante Z) où λ = 0,01

FIGURE 2.54 – Principe de fonctionnement du modèle mixte global/local en 2D
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Conclusion

partie 2.5.1 sont utilisés pour construire les conditions aux limites de la partie locale du
modèle. Les fonctions erreur sont alimentées par ces mêmes déplacements. L’évolution
de l’erreur pour les deux quantités d’intérêt est représentée en figure 2.55. Deux domaines
distincts se manifestent, dont la frontière, en µ = 0,62, est indépendante de la composante
de déplacements choisie comme quantité d’intérêt. Au-delà de cette frontière, la fonction
erreur devient nettement moins sensible au coefficient de frottement. Ce point correspond
à la transition d’un régime de glissement total à un régime de glissement partiel. Soit une
transition d’un état D glissant à un état D partiellement glissant. L’équation 2.17 donne la
valeur seuil du coefficient de frottement produisant un retour adhérent en D. Connaissant
m = dQ

dP = 1,51 pour le modèle 2D global en contrainte plane, et R = 0,1, on obtient
une valeur théorique µ = 0,62 en accord avec les résultats. Comme démontré en équation
2.24, lors d’un retour adhérent en D, les efforts de contact en E sont moins sensibles aux
variations de coefficient de frottement. Ce résultat explique l’indépendance soudaine des
fonctions erreurs au coefficient de frottement.

Ces observations mettent en évidence les limites d’application de la méthode. Sans
glissement total de la zone de contact sur un cycle de chargement, la sensibilité des
champs de déplacements au coefficient de frottement est beaucoup trop faible pour être
mesurée. Les équations 2.15 et 2.17 fournissent des outils analytiques de conception de
l’essai. Un paramètre géométrique m et un paramètre d’effort R peuvent être ajustés afin
de garantir l’identification du coefficient de frottement tant que celui-ci ne dépasse pas
une valeur critique.

Le coefficient de frottement identifié par le modèle mixte 2D est de µ = 0,53 et µ =
0,59 pour les quantités d’intérêt Ux et Uz, soit une erreur à la référence de 0,07 dans le
pire des cas.

L’inconvénient majeur de l’application de la méthode mixte à des géométries 3D est
le temps de calcul. Une seule évaluation de la fonction coût prend environ 28 heures.
La transposition du modèle en 3D conduit à la fonction coût représentée en figure 2.56.
Le nombre d’évaluation de la fonction est réduit en raison des temps de calcul élevés.
Cependant, l’erreur est minimisée en µ = 0,6±0,01. Au-delà de µ = 0,62, le même com-
portement que sur le modèle 2D est observé, c’est-à-dire une insensibilité de la fonction
coût au coefficient de frottement.

2.6 Conclusion

La méthode d’identification in-situ du coefficient de frottement développée dans cette
partie a été testée sur des essais virtuels. La capacité de la technique de sous-modélisation
à reproduire les champs de déplacements de l’essai virtuel tels que la minimisation de
la fonction erreur soit obtenue en µ = µ0 a été validée. Les hypothèses nécessaires à la
construction des conditions aux limites ont été éprouvées dans diverses configurations
d’alignement des éprouvettes queue d’aronde.

Tout l’enjeu de la méthode est de reproduire le plus fidèlement possible les contraintes
de contact expérimentales dans le modèle numérique, afin de converger vers le bon co-
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2. Estimation du coefficient de frottement dans un contact queue d’aronde par
minimisation d’écarts entre essai et simulation
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FIGURE 2.55 – Evolution de la fonction erreur ρ sur le modèle mixte 2D pour les deux
quantités d’intérêt Ux et Uz
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FIGURE 2.56 – Évolution de la fonction erreur ρ sur le modèle mixte 3D pour les deux
quantités d’intérêt Ux et Uz
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Conclusion

efficient de frottement. Comme établi dans cette partie, la reproduction des contraintes
réelles n’est pas immédiate. Plusieurs sources d’erreurs principales ont été identifiées :

— Un biais issu de la nature des conditions aux limites du modèle. Afin de se confor-
mer à des conditions expérimentales plus sévères, les mesures de déplacements
sont restreintes à l’observation d’une seule face. Il est par conséquent nécessaire
d’extrapoler les mesures à travers l’épaisseur de l’éprouvette pour imposer des
conditions aux limites valides. Le modèle d’extrapolation constante à partir des
champs de surface introduit inévitablement une certaine erreur qui a été quantifiée
pour l’essai étudié.

— Un biais introduit par les désalignements entre les deux parties de l’éprouvette.
Plus les éprouvettes sont désalignées, plus la dissymétrie de chargement est mar-
quée, ce qui tend à amplifier le premier biais identifié. Les effets de désalignements
angulaires autour des trois axes principaux ont été mis en évidence à travers l’utili-
sation d’essais virtuels désalignés. L’étude paramétrique menée a permis d’établir
un domaine de validité du modèle.

— Un biais lié à la reproduction fidèle des efforts de contact dans le modèle local. En
effet, le sous-modèle étant contraint en déplacement, la conservation des efforts
n’est pas garantie. Les désalignements angulaires expérimentaux et les incerti-
tudes de positionnement introduisent des variations du profil de séparation initial
des corps, ce qui a pour conséquence de faire varier considérablement les efforts
mis en jeu dans le contact. Le coefficient de frottement du sous-modèle contrôle
principalement l’intensité des efforts tangentiels. Son impact sur les efforts nor-
maux est négligeable. Par conséquent, lorsque les efforts normaux ne sont pas
correctement reproduits, le coefficient de frottement optimal est celui qui produit
des efforts tangentiels compensant au mieux cette erreur. C’est pour cette raison
que la comparaison des déplacements horizontaux donne de meilleurs résultats.

— Un biais lié à la prise en compte de l’historique du chargement. Les effets d’his-
toire ont un impact considérable sur les champs mécaniques de la zone d’intérêt.
Malgré des coûts de calculs moindres, les modèles à chargement monotone ont
montré leurs limites. Un modèle mixte entre global et local permet la prise en
compte de l’historique de chargement, tout en bénéficiant des avantages liés à la
formulation locale du problème.

Les résultats et coûts de calculs associés des différents modèles décrits sont synthé-
tisés dans le tableau 2.1. Les modèles locaux ont l’avantage de présenter des temps de
calculs réduits. Cependant, la prise en compte des effets d’histoire est peu satisfaisante.
Lorsqu’elle est simulée par l’ajout d’une variable de design supplémentaire dz et éventuel-
lement l’application de conditions aux limites non monotone, le modèle devient extrême-
ment sensible à la valeur de dz imposée. Le modèle mixte 3D, bien que 7 fois plus coûteux
en temps de calcul que le modèle local, converge vers un coefficient de frottement proche
de la valeur de référence de l’essai virtuel µ0 tout en prenant en considération les effets
d’histoire. Son équivalent 2D permet une réduction considérable des temps de calculs, au
détriment d’une incertitude plus élevée induite par un manque de représentativité.
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2. Estimation du coefficient de frottement dans un contact queue d’aronde par
minimisation d’écarts entre essai et simulation

Modèle Temps de cal-
cul [h]

Prise en compte
des effets d’his-
toire

Coefficient
de frottement
identifié

Local monotone (µ) 4 non µ0 ±0,01
Local monotone (µ,dz) 4 oui µ0 ±0.05

Local non monotone 2D (µ,dz) 0,003 oui µ0 ±0,13
Mixte 3D 28 oui µ0 ±0,01
Mixte 2D 0,014 oui µ0 ±0,07

TABLE 2.1 – Synthèse des coûts de calculs et des résultats par rapport à l’essai virtuel des
différents modèles
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Chapitre 3

Application à un essai de fatigue LCF
sur éprouvettes queue d’aronde

3.1 Introduction

L’objectif du chapitre consiste en l’application des modèles numériques établis dans la
partie précédente aux résultats d’essais expérimentaux de traction cyclique sur des éprou-
vette queue d’aronde. Un essai de fatigue LCF à température ambiante est réalisé et ins-
trumenté par CIN. Les déplacements expérimentaux sont exploités pour l’identification
in-situ du coefficient de frottement. Les champs de déplacements complets et le glisse-
ment à l’interface sont successivement considérés comme quantités d’intérêt.

3.2 Dispositif expérimental et moyens de mesure

3.2.1 L’essai de fatigue LCF sur éprouvette queue d’aronde

Des essais de fatigue LCF sont réalisés sur des éprouvettes queue d’aronde. L’ef-
fort centrifuge généré par la rotation de la turbine est simulé par une sollicitation cy-
clique en traction des éprouvettes entre Fmin et Fmax. Cette approximation ne garantit
pas une évolution des résultantes de contact pleinement représentative des composants
réels [GEA 05, GOL 08], mais reste une approche raisonnable. Les essais sont réalisés à
température ambiante. La machine de traction utilisée est une MTS Criterion C44.304E
d’une capacité de 30 kN. Une caméra AVT Stingray F-504B de résolution 2452 × 2056
pixels avec un objectif télécentrique Myutron LSTL10H-F grossissement × 1 est utilisée
pour la mesure des champs de déplacements 2D. Un stéréo-microscope Correlated So-
lutions, composé de deux caméras Flir Grasshoper GRAS 50S5M-C d’une résolution de
2448 × 2048 pixels, permet la mesure de la forme et des champs cinématiques 3D. Toutes
les images sont monochromes, codées sur 8 bits. La dynamique de l’image est donc de
28 = 256 niveaux de gris. Le montage de l’ensemble est représenté en figure 3.1.

L’alignement de la machine est préalablement vérifié en amenant les traverses en
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3. Application à un essai de fatigue LCF sur éprouvettes queue d’aronde

FIGURE 3.1 – Dispositif de la campagne d’essai sur éprouvettes queue d’aronde instru-
mentée par corrélation d’images 2D et 3D

contact. Le premier contrôle s’effectue à l’œil, puis une réglette d’épaisseur 40 µm permet
de détecter un éventuel jeu sur le pourtour des traverses. Une galette d’alignement MTS
609 Alignment Fixture est installée entre la traverse et le capteur d’effort et permet le ré-
glage de l’alignement concentrique et angulaire de la partie supérieure de la machine. Le
volume des différents dispositifs d’instrumentation impose l’emploi de pièces intermé-
diaires pour ajuster la hauteur de travail. Une rallonge de 150 mm est ajoutée à la partie
inférieure de la machine pour surélever le montage. Celle-ci est maintenue en place par
une goupille et un écrou de serrage. Les défauts de forme ainsi que le pas grossier des
filetages induisent inévitablement des écarts d’alignement.

La configuration du banc d’essai autorise le réglage des paramètres de positionne-
ment angulaire θx et θy par le biais de la galette d’alignement. En revanche, le paramètre
θz ne peut être ajusté qu’en vissant ou dévissant les éprouvettes dans leur filetage. La
précision de réglage de ce paramètre est par conséquent beaucoup moins satisfaisante. La
stéréo-corrélation d’images numériques (SCIN) permet une mesure précise et rapide des
paramètres θx et θz seulement. Le réglage de l’alignement des éprouvettes est effectué
avant le lancement de l’essai. L’objectif est d’obtenir θx = θy = θz = 0◦. L’angle θx est ré-
duit au maximum à l’aide de la galette d’alignement, puis évalué directement par la SCIN.
L’angle θz est ensuite corrigé d’autant que le permet la configuration de l’éprouvette, et
également évalué par SCIN. Finalement, θy est ajusté grâce à la galette d’alignement, dont
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Dispositif expérimental et moyens de mesure

la précision dépasse grandement celle de la mesure de l’angle puisque celle-ci est réalisée
avec les images de CIN-2D, où l’incertitude est estimée à ±0,5◦. L’estimation expérimen-
tale de θx et θz par SCIN est basée sur l’identification des plans dans lesquels reposent
les faces mâle et femelle. La matrice de rotation entre le repère lié à la face femelle et le
repère lié à la face mâle est convertie en angle d’Euler. Cette mesure de désalignement à
partir d’une seule face des éprouvettes suppose donc la perpendicularité entre cette même
face et les zones de contact.

3.2.2 La corrélation d’images numériques (CIN)
3.2.2.1 Principe

La corrélation d’images numériques permet d’obtenir des champs de déplacements
surfaciques à partir de prises de vue de l’échantillon étudié. Son principe repose sur la
comparaison de clichés pris à différents instants du chargement, afin de suivre la trajec-
toire de certains points. Pour qu’un point puisse être suivi, il est nécessaire que celui-ci
se distingue de ses voisins. C’est pourquoi un mouchetis est généralement appliqué sur
la surface d’intérêt pour texturer aléatoirement l’échantillon lorsque sa texture naturelle
n’est pas suffisante. La méthode se base sur l’hypothèse de conservation du flux lumineux
qui s’exprime ainsi :

f (x) = g(x+u(x)) (3.1)

où f et g sont respectivement l’image de référence et l’image déformée, x la position du
pixel dans l’image et u(x) le déplacement du pixel entre les deux images.

Les déplacements u en chaque point de l’image sont obtenus en minimisant la quantité
suivante sur la zone d’intérêt Ω :

η =
∫

Ω

[ f (x)−g(x+u(x))]2 dx (3.2)

Le problème tel que proposé par l’équation 3.2 est mal posé. Des hypothèses cinéma-
tiques quant à la régularité de u doivent être établies. La régularisation des déplacements
u est imposée dans une base de fonctions d’interpolation φi :

u(x) = ∑
i

uiφi(x) (3.3)

où les ui sont les déplacements nodaux. La régularisation du champ de déplacements
permet également une réduction des fluctuations dues aux erreurs de corrélation ou de
mesure. Il existe deux méthodes pour résoudre ce problème : la méthode locale et la
méthode globale présentées ci-après.

3.2.2.2 Approche locale

Le principe de corrélation d’images numériques est apparu en 1983 par Sutton
et al. [SUT 83]. En première approche, seuls des mouvements de translation rigide
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3. Application à un essai de fatigue LCF sur éprouvettes queue d’aronde

étaient considérés. L’algorithme proposé calcule le déplacement entre deux images mono-
chromes en utilisant le produit de corrélation. Le problème de minimisation en équation
3.2 est équivalent à maximiser la quantité h(u) suivante :

h(u) = ( f ⋆g)(u) =
∫

Ω

f (x)g(x+u)dx, (3.4)

où ⋆ est l’opérateur de corrélation croisée. Les images étant discrètes et Ω étant fini, on
peut écrire le produit de corrélation sous la forme suivante :

h(u) = ( f ⋆g)(u) = ∑
x∈Ω

f (x)g(x+u) (3.5)

Cette opération consiste à translater une image par rapport à l’autre d’une distance u
et de quantifier les similitudes par superposition. Sous l’hypothèse de conservation des
niveaux de gris, le produit de corrélation est maximal lorsque les deux images se super-
posent parfaitement. Le déplacement u associé peut être considéré comme le déplacement
moyen entre les deux images.

Pour obtenir un champ 2D, le produit de corrélation est appliqué sur des imagettes, ou
"subset" issues de la décomposition des images complètes. L’approche locale considère
donc des petites régions de l’image de référence, comptant chacune pour un point de
mesure et centrées sur des points généralement distribués sur une grille régulière. Chaque
imagette étant analysée indépendamment de ses voisines, le champ résultant est de fait
discontinu. Toutefois, cette méthode à l’avantage d’autoriser la parallélisation des calculs.

Lorsque l’hypothèse d’uniformité des déplacements sur chaque imagette ne peut être
validée (cas de torsion, contraction, cisaillement, etc.), il devient nécessaire de prendre
en compte la déformation propre de l’imagette. En effet, si l’on ne trouve dans l’espace
des champs de déplacements admissibles (défini par les fonctions de forme φi) aucun
champ conduisant à un résidu de corrélation suffisamment faible, la cinématique calculée
ne correspondra pas à la cinématique réelle.

Pour remédier à cette limitation, l’hypothèse cinématique de translation rigide est le-
vée en augmentant l’ordre des fonctions de forme du champ de déplacement u(x) de
chaque imagette. Des fonctions de forme polynomiales telles que présentées en équation
3.6 sont envisageables [SEG 18].

[
x′+∆x′

y′+∆y′

]
=

[
x+∆x
y+∆y

]
+

[
u
v

]
+

[
∂u
∂x

∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

][
∆x
∆y

]
+

[
∂2u
∂x∂y
∂2v
∂x∂y

]
∆x∆y+

[
∂2u
∂x2

∂2u
∂y2

∂2v
∂x2

∂2v
∂y2

][
∆x2

∆y2

]
(3.6)

Cependant, même avec une fonction de forme polynomiale d’ordre 2, seule la valeur
moyenne du déplacement de l’imagette est conservée comme résultat et associée au point
central de l’imagette.
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Dispositif expérimental et moyens de mesure

FIGURE 3.2 – Représentation et paramétrage des imagettes de référence et déformée
[HAS 19]

3.2.2.3 Approche globale

Le principe de l’approche globale consiste à minimiser les résidus de corrélation non
plus sur des imagettes, mais sur toute la région d’intérêt. La continuité des champs cal-
culés est par conséquent imposée sur toute la zone d’intérêt, ce qui améliore la précision
[HIL 12]. En supposant les images f et g dérivables et le déplacement u suffisamment pe-
tit, on linéarise g(x+u(x))≈ g(x)+u(x)∇g(x)≈ g(x)+u(x)∇ f (x). Le résidu s’exprime
alors :

η =
∫

Ω

[ f (x)−g(x)−u(x)∇ f (x))]2 dx (3.7)

La décomposition des déplacements u décrite par l’équation 3.3 permet d’exprimer la
recherche d’un minimum tel que pour tout i :

∂η

∂ui
= ∑

k
uk

∫
Ω

(∇ f ·φk)(x)(∇ f ·φi)(x)dx−
∫

Ω

( f (x)−g(x))(∇ f ·φi)(x)dx = 0 (3.8)

Soit sous forme matricielle

[M]{u}= {a} (3.9)

Où {u} est le vecteur des degrés de liberté, c’est-à-dire des incréments de déplace-
ments à l’itération courante. L’équation 3.8 montre qu’une seule et unique évaluation de
la matrice [M] est nécessaire à la résolution du problème. En revanche, le vecteur {a} doit
être mis à jour à chaque itération puisque g(x) = g̃(x+ ũ), où g̃ et ũ sont respectivement
l’image déformée et l’incrément de déplacement à l’itération précédente.
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3. Application à un essai de fatigue LCF sur éprouvettes queue d’aronde

Les formules précédentes étant générales, différentes bases de fonction φi peuvent être
choisies. Il est par exemple possible d’opter pour une discrétisation type éléments finis,
avec des éléments triangulaires ou quadrangulaires, structurés ou non. Cela permet dans
certains cas une comparaison directe avec un modèle numérique, permettant la validation
de celui-ci, ou l’identification d’une loi de comportement. Dans ces cas de figure, il est
préférable que les champs à comparer reposent sur une même base cinématique. La ciné-
matique peut également être enrichie afin de modéliser une discontinuité dans le champ
de déplacements [RÉT 07].

3.2.2.4 Calcul des déformations

À partir de la mesure d’un champ de déplacement 2D, trois composantes du ten-
seur des déformations peuvent être calculées. Une méthode de différences finies entre les
imagettes voisines est couramment employée dans le cadre de la CIN locale. Pour une
approche globale basée sur la méthode des éléments finis, le champ de déformation est
obtenu par dérivation des déplacements sur chaque élément. Les fonctions de formes φi
sont généralement linéaires et produisent par conséquent des déformations constantes par
élément.

3.2.2.5 Interpolation sub-pixel

Afin d’atteindre une précision inférieure au pixel, les fonctions discrètes f et g repré-
sentant les images sont interpolées entre les pixels. Plusieurs types de fonctions de forme
peuvent être utilisés pour interpoler le signal lumineux : bilinéaire, bicubique, spline,
etc. Toutefois, l’interpolation introduit inévitablement des erreurs sur le calcul des dé-
placements. En effet, l’interpolation ne peut pas retrouver d’information manquante. On
suppose que l’incertitude sur l’intensité lumineuse de chaque pixel est faible, et que par
conséquent, l’erreur d’interpolation reste faible également. Grâce à l’interpolation sub-
pixel, il est possible d’atteindre une précision inférieure au 1/100 de pixel sur les dépla-
cements dans les conditions adéquates [HAS 19].

3.2.2.6 Stéréo-corrélation d’images numériques

L’ajout d’une seconde caméra au dispositif permet la mesure des positions et déplace-
ments 3D. Les informations hors plan sont calculées par triangulation à partir de couples
d’images prises par les deux caméras. Cette étape nécessite un calibrage précis du disposi-
tif, qui consiste à déterminer les paramètres optiques intrinsèques de chacune des caméras
(distance focale, taille du pixel, etc.), ainsi que leur position et orientation relative.

En plus de l’appariement temporel de la CIN 2D, qui repose sur le suivi de pixel entre
des images prises à différents instants, la stéréo-corrélation impose un appariement stéréo-
scopique, qui consiste en la mise en correspondance des pixels de deux images acquises
au même instant par deux caméras distinctes. Cette étape peut se faire par l’utilisation
d’une grille (précision de l’ordre du 1/30 de pixel), ou par corrélation d’image (précision
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Dispositif expérimental et moyens de mesure

de l’ordre du 1/100 de pixel) [GAR 01]. Pour des applications de précision, il devient né-
cessaire de prendre en compte la distorsion optique induite par l’objectif. Des coefficients
de distorsion sont calculés à partir d’images de calibrage, puis utilisés pour se ramener
dans une configuration de projection perspective [COR 05].

La stéréo-corrélation d’images numériques permet la mesure du positionnement et des
déplacements tridimensionnels des surfaces de l’éprouvette à chaque instant de l’essai. La
mesure de la position et de l’orientation des deux parties de l’éprouvette sont particuliè-
rement intéressantes puisqu’elles permettent de quantifier le degré de désalignement hors
plan. Ces informations sont exploitées pour :

— corriger l’alignement expérimental en jouant sur la galette d’alignement. Par ité-
rations successives de mesure puis correction, le niveau de désalignement relatif
des éprouvettes est réduit, selon les capacités du dispositif de correction.

— construire un modèle numérique plus fidèle à l’essai, tenant compte des désaligne-
ment n’ayant pu être supprimés.

Le calcul du meilleur plan formé par le nuage de points récupéré par stéréo-corrélation
d’images s’effectue selon une méthode MSAC (M-estimator SAmple Consensus), une
variante de l’algorithme RANSAC (RANdom SAmple Consensus) [TOR 00]. Il s’agit
d’une méthode robuste non déterministe calculant le modèle optimal à partir d’échan-
tillonnages itératifs aléatoires des données d’entrées. Elle est adaptée aux données présen-
tant des points aberrants. Le plan sélectionné est celui minimisant la distance quadratique
moyenne aux points pertinents.

Une itération de l’algorithme consiste à choisir aléatoirement 10 000 sous-ensembles
de points dans le nuage de points initial, et de calculer pour chacun les coordonnées du
plan minimisant la distance quadratique moyenne des points à ce plan. Parmi les 10 000
plans identifiés, celui dont l’erreur quadratique moyenne est la plus faible est sélectionné.

La robustesse de la méthode est quantifiée en mesurant la dispersion entre 10 000
itérations, et ce pour 6 couples d’images prises à la fin du premier cycle de chargement
de la campagne d’essais de fatigue. Tous les couples d’images présentent des résultats
similaires, attestant de la bonne reproductibilité de la méthode. En moyenne, 95 % des
normales appartiennent aux cônes de demi-angle 0,0045◦ et 0,0037◦ pour les faces mâles
et femelles respectivement.

En considérant les nuages de points étudiés ici comme représentatifs de la qualité des
mesures réalisées par la suite, la méthode MSAC et l’incertitude sur les nuages de points
contribuent à l’incertitude de positionnement angulaire à hauteur de ±0,009◦.

3.2.2.7 Logiciels CIN

Deux logiciels de corrélation d’images numériques sont exploités pour le traitement
des données expérimentales. Le premier est le logiciel commercial Vic-3D, implémentant
l’approche locale. Il est exploité pour résoudre le problème de stéréo-corrélation d’images
numériques. Le second est uFreckles, un logiciel open source développé sur Matlab et
basé sur une approche globale [RET 18]. Celui-ci est employé pour le calcul des déplace-
ments par corrélation d’images numériques 2D.
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3. Application à un essai de fatigue LCF sur éprouvettes queue d’aronde

Taille du maillage
[pixel]

σ̄x [pixels] σ̄z [pixel] χ̄ [niveaux de gris]

20 0,0141 0,0153 1,35
30 0,0093 0,0101 1,36
40 0,0072 0,0078 1,36
50 0,0058 0,0063 1,35
60 0,0049 0,0054 1,34

TABLE 3.1 – Niveaux de bruit pour différentes tailles de maillage CIN

3.2.2.8 Quantification du bruit de mesure

L’intensité du bruit numérique lié à l’acquisition de l’image est estimée en prenant 10
clichés de l’éprouvette sans chargement et dans des conditions d’éclairage constantes. Les
variations de niveau de gris de chaque pixel entre les images permettent de quantifier l’in-
tensité des fluctuations parasites. Le dispositif mis en place donne un bruit moyen σ= 2,5
niveaux de gris, soit environ 1% de la dynamique des images (256 niveaux de gris). Ce
bruit, présent à la fois dans l’image de référence et dans l’image au temps final, est sus-
ceptible d’impacter négativement les champs de déplacements calculés, en particulier si
le ratio signal sur bruit est faible. Pour réduire son impact sur les champs de déplace-
ments, les images utilisées pour le calcul des déplacements sont obtenues en moyennant
10 images prises sous charge constante.

Une autre façon d’identifier le bruit numérique consiste à calculer des champs de
déplacement par CIN à partir de la même série d’images statiques sans chargement. Les
déplacements réels étant connus, l’analyse du champ de résidus χ(x), s’exprimant à partir
de l’équation 3.1 comme :

χ(x) = f (x)−g(x+u(x)) (3.10)

donne la mesure du bruit numérique introduit par la CIN. L’image de référence est
calculée comme la moyenne de toutes les images. La base cinématique est décrite par des
éléments T3 non structurés. Il s’agit de triangles aux fonctions de forme linéaires (figure
3.3).

Dans le tableau 3.1, σ̄x et σ̄z sont calculés respectivement comme la moyenne des
écart-types des déplacements selon l’axe x horizontal et z vertical de chaque image, soit :

σ̄x,z =
1

Nnodes

Nnodes

∑
i

√√√√ 1
Nimages

Nimages

∑
j

(
u j

x,z(xi)−
1

Nimages

Nimages

∑
k

uk
x,z(xi)

)2

(3.11)

où Nnodes est le nombre de nœuds du maillage de CIN, Nimages le nombre d’images et
u j

i (xk) la composante i du déplacement au nœud k de l’image j. Le résidu moyen χ̄ est
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Dispositif expérimental et moyens de mesure

FIGURE 3.3 – Maillage T3 non structuré dans uFreckles, au niveau de l’interface de
contact. La taille du maillage est de a) 20 pixels et b) 60 pixels

définit sur l’ensemble des nœuds et des images par :

χ̄ =
1

NnodesNimages

Nnodes

∑
i

Nimages

∑
j

(
f (xi)−g j(xi +u j(xi))

)
(3.12)

Avec g j la j e image déformée. Conformément aux résultats de la littérature [BES 06,
PAN 08, SEG 19], un maillage plus fin conduit à des bruits de mesure σ̄x et σ̄z plus im-
portants. En effet, plus l’élément est petit, plus le rapport signal sur bruit diminue. Le
résidu moyen ne varie pas avec le maillage sur la plage étudiée.

3.2.3 Le mouchetis
La surface de l’échantillon à mesurer par corrélation d’images doit présenter une

texture particulière afin de suivre l’évolution des déplacements. Certains matériaux ont
l’avantage d’être naturellement texturés. Lorsque ce n’est pas le cas, ou que la texture
n’est pas adaptée, une texture artificielle est appliquée. Le mouchetis est une texture, gé-
néralement en noir et blanc, constituée de motifs répétés selon une loi de répartition. Il
existe diverses techniques d’application de mouchetis [DON 17] : la projection par aéro-
sols ou pistolet aérographe, la gravure laser, l’impression, le tamponnage, la lithographie,
etc.

3.2.3.1 Méthode de quantification

Le guide des bonnes pratiques de la société internationale de corrélation d’images nu-
mériques (iDics) [INT 18], donne de nombreux conseils concernant l’ensemble du pro-
cessus de mise en place d’un dispositif de corrélation d’image, et en particulier sur les
propriétés d’un bon mouchetis. La taille d’un élément (ou imagette) doit être assez grande
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3. Application à un essai de fatigue LCF sur éprouvettes queue d’aronde

pour contenir suffisamment d’informations permettant de le distinguer de ses voisins. La
règle de base stipule qu’une imagette doit contenir à minima trois transitions entre mo-
tifs foncés et clairs. Il est également important que le contraste entre motifs et fond soit
suffisant pour réduire l’influence du bruit. Enfin, les variations de taille entre les motifs
doivent être limitées au maximum afin que le choix d’une taille de maille soit cohérent
sur toute la surface d’intérêt.

La taille du maillage joue un rôle majeur en corrélation d’images. Plus elle est faible,
plus la résolution spatiale du champ de déplacement augmente. Mais au contraire, plus
la maille est grande, moins le champ résultant sera sensible au bruit. La recherche d’un
compromis doit conduire à des résultats satisfaisants [SEG 18]. La taille optimale des
motifs se situe entre 3 et 5 pixels. Au deçà de 3 pixels le motif risque d’être altéré dû à sa
définition trop faible. Dans des cas de chargement de compression, le motif est susceptible
de voir sa taille diminuer, exagérant d’autant plus cet aspect. Au contraire, des motifs
inutilement larges diminuent la résolution spatiale du champ de déplacement. Dans le
cadre de motifs circulaires, il est recommandé de viser une densité de motif entre 25 % et
40 % pour un contraste de l’image optimal.

Des méthodes d’évaluation de la qualité d’un mouchetis ont été proposées et sont ré-
sumées dans [DON 17]. Le gradient quadratique moyen de l’image, malgré son caractère
empirique, est un bon critère pour juger de la qualité d’un mouchetis. Des techniques
d’analyse d’images, permettent de calculer la taille moyenne de la distribution de motifs
dans un mouchetis, ainsi que l’écart-type associé. Deux méthodes ont été implémentées
dans ces travaux :

— La méthode par morphologie mathématiques, consistant en une succession d’ou-
vertures morphologiques par des éléments structurants circulaires de rayons va-
riables [LEC 06, LIO 14]. La distribution de la taille des tâches est supposée suivre
une loi normale, dont sont déduits la taille moyenne ainsi que l’écart-type. Cette
méthode peut s’appliquer séparément à la distribution de tâches blanches et de
tâches noires dans l’image.

— La méthode d’autocorrélation. L’autocorrélation de l’image mouchetée permet
l’estimation de la taille moyenne du motif [PIE 04, LIN 07, BOS 13].

3.2.3.2 Applications aux mouchetis expérimentaux

Deux méthodes d’application de mouchetis sont employées : la projection par bombe
de peinture et la projection par un pistolet aérographe de la marque Harder Steenbeck
Evolution. Dans les deux cas, une couche de peinture blanche doit en premier lieu être
déposée sur les surfaces afin d’améliorer le contraste à l’image [LEP 17]. Les méthodes de
caractérisation de la taille du mouchetis décrites précédemment sont appliquées à chacune
des méthodes de création de mouchetis.

Des résultats typiques de la méthode de morphologie appliquée à un mouchetis par
bombe de peinture et par pistolet aérographe sont présentés respectivement en figure 3.4
et 3.5. Les graphiques montrent le pourcentage de surface recouverte par les motifs blancs
ou noirs en fonction de leur rayon. La distribution réelle des motifs, représentée par l’his-
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FIGURE 3.4 – Distribution (en termes de surface de recouvrement) de la taille des tâches
d’un mouchetis réalisé avec une bombe de peinture, estimée par la méthode de morpho-
logie.

FIGURE 3.5 – Distribution (en termes de surface de recouvrement) de la taille des tâches
d’un mouchetis réalisé avec aérographe, estimée par la méthode de morphologie.

togramme, suit approximativement une loi normale tronquée de paramètres (µ, σ), re-
présentée par le trait continu. Les écarts entre distributions de motifs blancs ou noirs
s’expliquent par des taux de recouvrement du mouchetis différents de 50 %. Le taux de
recouvrement est défini comme le ratio de l’aire couverte de motifs noirs sur l’aire totale.
Ce rapport vaut respectivement 67 % et 64 % pour le mouchetis par bombe de peinture et
par aérographe.

Le tableau 3.2 présente les caractéristiques d’un ensemble de mouchetis. Le mouchetis
B1 est le seul réalisé avec une bombe de peinture, les autres étant créés par aérographe. La
projection par aérographe donne des motifs en moyenne deux fois plus fins que la bombe
de peinture, avec un écart-type deux fois plus faible. Un mouchetis plus fin donnant lieu
à une résolution spatiale accrue, la projection par pistolet aérographe est choisie pour la
suite.

113

Cette thèse est accessible à l'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2023ISAL0043/these.pdf 
© [A. Hingue], [2023], INSA Lyon, tous droits réservés



3. Application à un essai de fatigue LCF sur éprouvettes queue d’aronde

Mouchetis B1 A1 A2 A3 A4 A5
Diamètre d’un motif (autocorrélation) 19 9 11 9 9 11
Diamètre d’un motif (morphologie) 21 10 12 9 10 12
Écart-type (morphologie) 21 10 12 9 10 12
Taux de recouvrement 67% 43% 33 % 41% 62% 45%

TABLE 3.2 – Caractéristiques des mouchetis réalisés, évaluées selon deux méthodes. Les
résultats sont exprimés en pixels

La CIN n’autorise la mesure des déplacements qu’à partir d’une certaine distance du
bord des éprouvettes, estimée à environ 22 µm dans les conditions mises en place pour la
campagne d’essais réalisée. Lors de l’application du mouchetis et malgré les précautions
prises pour masquer les zones de contact, des petites gouttes de peinture sont susceptibles
de s’introduire tout de même sur les bords de la zone de contact. Au cours d’un essai de
fatigue, les efforts répétés vont écraser et expulser progressivement la peinture en dehors
du contact, et en particulier dans le champ de vision de la caméra, augmentant ainsi la
distance entre la zone de mesure et l’interface.

3.3 Les champs de déplacements comme quantités d’in-
térêt

Des essais de fatigue sont réalisés sur le banc présenté. L’éprouvette queue d’aronde
est soumise à un chargement cyclique triangulaire entre Fmin = 0,1 kN et Fmax = 1 kN,
soit un rapport de charge R = 10 %. La fréquence de sollicitation est de 1 Hz. L’essai est
stoppé à N = 10 000 cycles. Afin de réduire la quantité d’images capturées durant l’essai,
le déclenchement des caméras est programmé à des cycles spécifiques, distribués sur une
échelle logarithmique.

3.3.1 Modèle numérique en chargement monotone

Le modèle numérique utilisé consiste en une modélisation tridimensionnelle locale
de la région de l’éprouvette queue d’aronde située dans le champ de vision de la caméra
de CIN 2D. Les conditions aux limites sont de type déplacements imposés, croissants et
monotones.

L’essai virtuel considéré jusqu’alors est remplacé par les champs expérimentaux me-
surés par CIN au cycle 1. Ces champs sont illustrés sur la figure 3.6, et permettent la
construction des conditions aux limites du modèle local selon l’équation 2.9, ainsi que le
calcul de la fonction coût ρ.

Les désalignements angulaires au cycle 1 mesurés par stéréo-corrélation d’images

114

Cette thèse est accessible à l'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2023ISAL0043/these.pdf 
© [A. Hingue], [2023], INSA Lyon, tous droits réservés



Les champs de déplacements comme quantités d’intérêt

sont introduits dans la géométrie du modèle et se caractérisent par le triplet :
θx = 0,078◦

θy = 0◦

θz = 0,39◦
(3.13)

La méthode FEMU est utilisée pour l’identification d’un seul paramètre : le coefficient
de frottement µ. La minimisation de la fonction coût donne lieu à la figure 3.7. La fonction
erreur basée sur les déplacements Ux est minimum en µ= 0,5. Au contraire, minimiser les
écarts entre les champs de déplacements Uz n’apporte pas la convergence. Comme établi
précédemment, ce résultat ne remet pas en cause la légitimité de la méthode étant donné
la sensibilité de cette quantité d’intérêt aux désalignements angulaires et aux erreurs de
reproduction de la charge réelle. De plus, aux erreurs inhérentes au modèle, mesurées
dans la partie 2.5.7.4, s’ajoutent ici les incertitudes expérimentales non retranscrites dans
le modèle.

FIGURE 3.6 – Champs de déplacements expérimentaux obtenus par corrélation d’images
numériques lors du premier cycle de chargement de la campagne d’essai, à l’instant de
charge maximale

Un essai virtuel du cycle 1 est réalisé afin d’obtenir un ordre d’idée de la répartition des
efforts lors de l’essai. Le coefficient de frottement de l’essai virtuel est ajusté à µopti = 0,5.
Les résultantes de contact normale et tangentielle du modèle local sont notées P et Q,
tandis que celles du modèle global sont notées PG et QG. Le ratio des efforts du modèle
local sur ceux du modèle global est P/PG ≈ Q/QG ≈ 73 %. Ces résultats illustrent la
difficulté du présent modèle à reproduire la charge réelle de l’essai virtuel.

La convergence du modèle au cycle 1 est cependant assurée. En revanche, la même
méthodologie ne peut satisfaire l’identification sur les cycles suivants du fait de l’impor-
tance de l’historique de chargement. La figure 3.8 retrace l’évolution des fonctions erreur
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FIGURE 3.7 – Fonctions erreurs entre le modèle local monotone et le premier cycle ex-
périmental

en fonction du coefficient de frottement au cycle 100. Le coefficient de frottement, et
par conséquent les variations de contraintes tangentielles associées n’ont de toute évi-
dence qu’une influence négligeable sur les champs de déplacements. La figure 3.9 prouve
l’incapacité du modèle à garantir la correcte reproduction des efforts de contact. Ceux-
ci n’atteignent seulement que quelques centièmes de leur valeur attendue. Or, il s’agit
d’un enjeu majeur pour l’identification. Par conséquent, le présent modèle ne peut servir
que pour l’identification de coefficient de frottement à partir de champs de déplacements
expérimentaux obtenus sous chargement monotone.

3.3.2 Modèle numérique en chargement monotone avec compensa-
tion de la charge

L’enjeu de fidélité des contraintes numériques a été adressé à travers l’étude de diffé-
rents biais en partie 2.5. Avec l’objectif de conserver un modèle simple et rapide, le mo-
dèle décrit en partie 2.5.12.2 est mis en place. Sa particularité consiste en l’ajout d’une va-
riable d’optimisation supplémentaire. Le nouveau jeu de paramètre est désigné par (µ,dz),
où µ est toujours le coefficient de frottement et dz une translation rigide de la partie fe-
melle sur l’axe z, appliquée à travers les conditions aux limites et distribuée linéairement
sur toute la durée du calcul.

L’application à l’essai donne lieu à la figure 3.10, retraçant l’évolution du coefficient
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FIGURE 3.8 – Évolution des fonctions erreurs au cycle 100

de frottement optimal en fonction du cycle. Une évolution parfois chaotique est observée,
et attribuée aux multiples sources d’incertitudes. Néanmoins, la tendance globale est par-
faitement identifiable. Conformément aux résultats de la littérature [JUO 16], on observe
une nette augmentation du coefficient de frottement. Pour les cycles 5 000 et 10 000, le
modèle prédit un coefficient de frottement supérieur à 1, qui correspond à la borne supé-
rieure de recherche de l’algorithme d’optimisation. Sous les conditions de charge et de
géométrie spécifiques à l’essai, cela se traduit par la prédiction d’un régime de glissement
partiel. Or, l’identification précise du coefficient de frottement en glissement partiel n’est
pas fiable.

3.3.3 Modèle mixte
Le modèle mixte global/local présenté en partie 2.5.12.4 est utilisé pour identifier le

coefficient de frottement au cours des cycles de chargement de la campagne d’essais.
Comme pour les modèles précédents, le désalignement mesuré expérimentalement est
introduit dans la géométrie du modèle. Les déplacements expérimentaux mesurés par
CIN-2D sont utilisés pour la construction des conditions aux limites lors du passage à
la modélisation locale.

L’évolution des deux fonctions erreur pour le second cycle de chargement est repré-
sentée en figure 3.11. Les fonctions erreurs convergent toutes deux vers un minimum sur
la plage d’étude. Ce minimum a lieu en µ = 0,15± 0,025 pour les fonctions ρx et ρz.
Cette valeur est bien plus faible que celle identifiée par les deux modèles précédents.
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FIGURE 3.9 – Évolution des résultantes de contact normale P et tangentielle Q au cours
du calcul du modèle local au cycle 100 avec un coefficient de frottement µ = 0,1. Les
efforts sont normalisés par les valeurs attendues dans des conditions d’alignement parfait
et de glissement total pour un même coefficient de frottement.
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Les champs de déplacements comme quantités d’intérêt
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FIGURE 3.10 – Évolution du coefficient de frottement optimal au cours des cycles de
chargement, lorsque le jeu de paramètres d’optimisation est (µ,dz) et la fonction coût est
ρx
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FIGURE 3.11 – Évolution de la fonction erreur du modèle mixte alimentée par les dépla-
cements expérimentaux du second cycle de chargement
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3. Application à un essai de fatigue LCF sur éprouvettes queue d’aronde

Cet écart peut être attribué à la forte sensibilité de ces modèles au profil de séparation
initial. La transition en régime de glissement partiel transparaît sur l’évolution de la fonc-
tion coût. Celle-ci semble se présenter pour 0,5 < µ < 0,6. En considérant le coefficient
m = 1,54 d’un essai virtuel aligné, l’équation 2.17 prévoit un coefficient de frottement
seuil de µ = 0,62. Cette valeur ne correspond pas tout à fait à la valeur observée. Le
désalignement expérimental induit une dissymétrie des contraintes de contact entre les
deux portées et entre les deux faces latérales de l’éprouvette. Par conséquent, le coeffi-
cient m caractérisant les raideurs sollicitées par le contact, identifié dans des conditions
d’alignement parfait, n’est pas représentatif du chargement réel. Le paramètre m est cal-
culé à partir de l’évolution des résultantes de contact obtenues dans l’étape de décharge
du modèle mixte, et vaut m ≈ 1. Le coefficient de frottement seuil devient alors µ = 0,52
ce qui est en meilleur accord avec l’évolution de la fonction coût.

L’évolution du coefficient de frottement en fonction des cycles de chargement est
illustrée en figure 3.12. En raison des coûts de calculs élevés, le frottement est identifié
sur un nombre de cycles réduit. Une augmentation du coefficient de frottement est décelée
au cours du chargement. Le premier cycle de chargement se caractérise par un coefficient
de frottement µ = 0,15 pour les deux fonctions erreurs. La fonction erreur ρz prédit une
évolution du coefficient de frottement plus rapide que celle de la fonction ρx étant donné
qu’au cycle final, les coefficients de frottement sont µ= 0,25 et µ= 0,5 pour les fonctions
ρx et ρz respectivement. La fonction ρz prédit au cycle 10 000 la transition vers un régime
de glissement partiel. Or, dans ces conditions, les champs de déplacement mesurés sont
trop peu sensibles au coefficient de frottement pour espérer identifier sa valeur. C’est
pourquoi, le coefficient de frottement identifié par la fonction ρz est supérieur à sa valeur
seuil, soit µ > 0,52.

3.4 Le glissement à l’interface comme quantité d’intérêt
La mesure des champs de déplacements sur les faces mâles et femelles permet le

calcul du glissement à l’interface. En reprenant l’idée de [NES 12] et [JUO 16] le glis-
sement peut être utilisé comme quantité d’intérêt pour l’identification du coefficient de
frottement. On définit pour le calcul du glissement les champs de déplacements tangen-
tiels Um, f

τ des faces mâles et femelles, calculés par rapport aux déplacements au début de
cycle. Expérimentalement, ces champs sont mesurés aussi proche que possible de l’in-
terface de contact, soit à environ 22 µm. L’amplitude glissée sur le profil de la zone de
contact au temps t et à la position x vaut alors :

s(x, t) = |Um
τ (x, t)−U f

τ (x, t)| (3.14)

La figure 3.13 représente les profils de glissement calculés en fin de cycle au cours
d’un essai de fatigue. L’amplitude glissée au cours d’un cycle semble relativement
constante dans la zone de contact. L’amplitude du glissement décroît de manière signi-
ficative avec le temps, ce qui sous-entend une modification profonde des propriétés du
contact. En particulier, ce résultat concorde avec les effets attendus d’une augmentation
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FIGURE 3.12 – Coefficient de frottement optimal identifié sur plusieurs cycles de char-
gement avec le modèle mixte. La ligne en pointillé traduit la prédiction du passage en
régime de glissement partiel. Les barres d’erreurs représentent l’incertitude induite par le
nombre réduit de calculs utilisés
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3. Application à un essai de fatigue LCF sur éprouvettes queue d’aronde

du frottement. Plusieurs modèles numériques sont envisagés pour reproduire les glisse-
ments expérimentaux et identifier le coefficient de frottement.
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FIGURE 3.13 – Amplitude glissée en fin de cycle sur différents cycles expérimentaux

3.4.1 Modèle local élastique sous chargement monotone

Dans un premier temps, la modélisation décrite partie 2.3.3 est utilisée. Le compor-
tement du matériau est élastique. Les désalignements expérimentaux θx et θz mesurés au
début du premier cycle de chargement de la campagne d’essais sont introduits dans la
géométrie.

Le tracé numérique de l’amplitude glissée figure 3.14 a) confirme l’impact du coef-
ficient de frottement sur le glissement. La position x = 0 des abscisses correspond au
premier nœud en contact. Le glissement le long de l’interface est relativement constant
pour un coefficient de frottement donné. C’est pourquoi le glissement est caractérisé en
figure 3.14 b) par sa valeur moyenne le long de l’interface. L’amplitude glissée moyenne
sur un cycle évolue linéairement avec le coefficient de frottement. Ce comportement est
la conséquence de la loi de comportement élastique attribuée aux matériaux du modèle
et d’un régime de glissement total, survenant pour des coefficients de frottement suffi-
samment faibles (inférieur à m ≈ 1,2 dans le cas présent) dans le cadre de chargement
monotone (voir partie 2.5.12).

La figure 3.14 b) constitue une loi de comportement reliant le coefficient de frottement
au glissement. Celle-ci peut être exploitée pour identifier le coefficient de frottement à
partir de données expérimentales. Cependant, il faut noter que le présent modèle comporte
des écarts de représentativité dont la plupart ont fait l’objet de discussions dans la partie
2.5. En particulier, le chargement est monotone et le coefficient de frottement inférieur
à m, ce qui implique le glissement total de la portée tout au long du chargement. Dès
lors, ce modèle ne peut prendre en compte l’influence du glissement partiel susceptible
de survenir lors d’un essai de fatigue.
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Le glissement à l’interface comme quantité d’intérêt

a) b)

FIGURE 3.14 – Amplitude glissée a) le long de l’interface et b) moyenne en fin de char-
gement pour différents coefficient de frottement µ sur le modèle local élastique

3.4.2 Modèle local élastoplastique sous chargement monotone
Les effets de la plasticité sont pris en compte dans ce nouveau modèle, par ailleurs

identique en tout points au précédent. Un modèle d’écrouissage isotrope multi-linéaire
est utilisé. L’amplitude glissée est toujours calculée pour le premier cycle de chargement.
L’amplitude glissée représentée en figure 3.15 a) semble perdre son caractère constant
pour les frottements élevés, avec notamment des variations brutales du côté x = 0. La
comparaison avec le cas élastique révèle une hausse de l’amplitude glissée d’un facteur
2 environ. La taille de la zone de contact est également largement étendue, et atteint trois
fois sa taille du modèle élastique. Le calcul du glissement moyen à l’interface donne
la courbe figure 3.15 b), pouvant être utilisé comme loi de recalage. Une relation linéaire
entre glissement et coefficient de frottement apparaît de nouveau. L’introduction des effets
plastiques dans le modèle a une influence marquée sur les déplacements et déformations
très proches de l’interface de contact, là où est calculé le glissement. L’identification du
coefficient de frottement à partir de l’amplitude glissée nécessite par conséquent la prise
en compte du comportement élastoplastique des matériaux.

3.4.3 Modèle global élastoplastique sous chargement non monotone
Un modèle global de l’éprouvette tel que décrit par la figure 2.10 est mis en place,

avec le chargement figure 3.16. Le glissement est calculé entre les étapes 2 et 3 afin que le
trajet de charge soit le plus représentatif possible de l’expérience. Un modèle d’écrouis-
sage isotrope multi-linéaire est utilisé pour la même raison. Le désalignement relatif des
éprouvettes mesuré au premier cycle de chargement est introduit dans le modèle. L’utili-
sation des glissements relatifs comme quantités d’intérêt permet d’ignorer l’influence des
raideurs du banc d’essai sur les déplacements expérimentaux. Les résultats d’un modèle
numérique global de l’éprouvette sont alors directement comparables aux mesures.

Les résultats sont présentés figure 3.17 a). Un nombre limité de coefficients de frot-
tement sont testés pour des raisons de coûts de calcul. Les amplitudes glissées le long
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3. Application à un essai de fatigue LCF sur éprouvettes queue d’aronde

a) b)

FIGURE 3.15 – Amplitude glissée a) le long de l’interface et b) moyenne en fin de char-
gement pour différents coefficient de frottement µ sur le modèle local plastique

de l’interface présentent toutes une évolution similaire. Le glissement est légèrement plus
important sur le bord inférieur du contact. À partir d’un coefficient de frottement supérieur
ou égal à 0,6 le profil de glissement présente une portion quasiment nulle, traduisant la
transition vers un régime de glissement partiel. L’amplitude glissée le long de l’interface
est caractérisée par sa valeur moyenne, représentée en figure 3.17.b). L’évolution du glis-
sement moyen en fonction du coefficient de frottement met en évidence deux domaines,
dont la transition intervient pour un coefficient de frottement compris entre 0,5 et 0,6. Ces
domaines correspondent aux régimes de glissement total et partiel. La relation entre glis-
sement et frottement peut être approximée indépendamment sur les deux phases par une
régression linéaire. Or, la sensibilité du glissement à la valeur du coefficient de frottement
diffère sensiblement entre les deux régimes. De fait, l’incertitude liée à l’identification
du coefficient de frottement en régime de glissement partiel est conséquente et ne permet
pas de se prononcer sur sa valeur. Lorsque le régime de glissement partiel est atteint, la
quantification du coefficient de frottement sur la base du glissement moyen de l’interface
est restreinte à une minoration par la valeur de transition en régime de glissement partiel.

3.4.4 Identification du coefficient de frottement
Chacun des trois modèles précédents a permis d’identifier une loi de comportement

linéaire de l’amplitude glissée en fonction du coefficient de frottement. Cependant, le mo-
dèle global permet d’identifier le domaine de validité de cette relation, qui correspond au
maintien du régime de glissement total. Ces lois sont employées à la prédiction du coeffi-
cient de frottement expérimental, à partir des données de glissement mesurées durant les
essais. Les résultats sont présentés figure sur la 3.18.

Toutes les approches prédisent une augmentation du coefficient de frottement avec le
nombre de cycles. Cependant, les écarts entre les méthodes sont conséquents. Les modèles
locaux souffrent des problématiques de reproduction des contraintes expérimentales, ainsi
que de l’absence de l’historique de chargement, comme évoqués dans les parties précé-
dentes. Les trois modèles prédisent un régime de glissement partiel pour les cycles 5 000

124

Cette thèse est accessible à l'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2023ISAL0043/these.pdf 
© [A. Hingue], [2023], INSA Lyon, tous droits réservés



Le glissement à l’interface comme quantité d’intérêt

FIGURE 3.16 – Effort statique F appliqué au modèle global pour la mesure des glisse-
ments à l’interface

a) b)

FIGURE 3.17 – Amplitude glissée a) le long de l’interface et b) moyenne en fin de char-
gement pour différents coefficient de frottement µ sur le modèle global
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3. Application à un essai de fatigue LCF sur éprouvettes queue d’aronde

et 10 000. Les modèles locaux monotones ne permettent pas par nature d’identifier le
coefficient de frottement seuil de transition en régime de glissement partiel. De plus, les
relations entre glissement et coefficient de frottement ont été calibrées sur des contacts
glissants, dans une plage définie d’amplitude glissée. L’extrapolation en dehors de la plage
de calibrage des modèles (représentée en pointillés sur la figure 3.18) est alors empreinte
d’une forte erreur. Par conséquent, le frottement identifié par les modèles locaux mono-
tones pour ces cycles n’est pas une valeur fiable.

Le modèle global est le modèle le plus représentatif et le plus encourageant. C’est
le seul qui prenne en compte les effets du cycle précédent. Les coefficients prédits sont
considérés plausibles. Au cycle 1 sa valeur est estimée à µ = 0,25 pour évoluer jusqu’au
cycle 1 000 à µ = 0,33. Au-delà, le frottement augmente jusqu’à atteindre sa valeur seuil
aux alentours de µ = 0,5 produisant ainsi le maintien d’une zone d’adhérence tout au long
du cycle. Dès lors, l’identification du coefficient de frottement est restreinte à l’inégalité
µ ≥ 0,5.
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FIGURE 3.18 – Identification du coefficient de frottement expérimental à partir de trois
lois obtenues avec trois modèles numériques différents. Les courbes en pointillés tra-
duisent l’extrapolation des lois identifiées en dehors de leur plage de calibrage
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Conclusion

3.5 Conclusion
Un essai de traction cyclique sur une éprouvette queue d’aronde a été mise en place.

Les champs de déplacements ont été mesurés à la surface de l’échantillon par CIN. Le
désalignement angulaire des pièces a été recueilli grâce aux mesures de stéréo-CIN.

Des modèles locaux à chargement monotone tenant compte du positionnement relatif
des parties mâle et femelle spécifique à chaque cycle ont été utilisés, et le coefficient de
frottement a été identifié. Une augmentation rapide de sa valeur est observée au début de
l’essai, conformément aux résultats de la littérature. Cependant, à partir du cycle 5 000,
le modèle prédit le glissement partiel de la zone de contact durant tout le cycle. L’identi-
fication précise du coefficient de frottement dans ces conditions devient plus délicat.

Un second modèle capable de prendre en compte les effets d’histoire du chargement
a été mis en place pour compenser les lacunes du premier. Ce modèle mixte identifie
également un coefficient de frottement moyen en augmentation au cours des cycles de
chargement. Sa valeur est cependant nettement plus faible que les prédictions du modèle
local monotone. De plus, aucune transition en régime de glissement partiel n’est annoncée
au cours des 10 000 cycles de chargement.

La CIN permet la mesure du glissement relatif proche de l’interface de contact. Cette
grandeur a été utilisée comme quantité d’intérêt. Elle a l’avantage de ne nécessiter qu’une
modélisation numérique globale de l’éprouvette, étant donné son indépendance vis-à-vis
des raideurs du banc d’essai. Néanmoins, les coûts de calcul pour un modèle global élasto-
plastique restent élevés. Comme pour les modèles précédents, le coefficient de frottement
identifié augmente au cours des cycles de chargement. Sa valeur évolue de µ = 0,25 au
premier cycle jusqu’à µ = 0,33 au cycle 1 000. Au-delà, le modèle prévoit le passage
en régime de glissement partiel. Dès lors, l’identification du coefficient de frottement est
restreinte à l’inégalité µ ≥ 0,5.

Les résultats obtenus avec les champs de déplacements ou le glissement comme quan-
tité d’intérêt sont relativement proches. Une différence maximale de 0,14 est observée
entre les deux modèles pour le cycle 5 000. Les deux modèles prédisent également une
augmentation comparable du coefficient de frottement au cours des cycles de charge-
ment. La transition en régime de glissement partiel est annoncée pour les cycles 5 000
et 10 000 lorsque le glissement est la quantité d’intérêt. En revanche, avec les champs
de déplacement comme quantité d’intérêt, le glissement partiel est prévu uniquement sur
le cycle 10 000 et avec la fonction erreur ρz. Les écarts d’identification entre le modèle
mixte et le modèle global sont attribués d’une part, aux hypothèses de mise en données de
la modélisation locale du modèle mixte. Les désalignements expérimentaux contribuent
grandement aux erreurs de reproduction des contraintes réelles. Bien que mesurés et réin-
troduits dans le modèle, leur simple présence met en défaut la formulation des conditions
aux limites des surfaces de découpe. Cette erreur ne permet pas de constater la transition
en régime de glissement partiel annoncée par la modélisation globale.
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Chapitre 4

Étude comparative de critères de
fatigue

4.1 Introduction
Ce chapitre porte sur l’analyse des prédictions d’endommagement d’une variété de

critères de fatigue issus de la littérature. Ces critères sont appliqués à un cycle de charge-
ment LCF subit par une éprouvette queue d’aronde. Les effets du coefficient de frottement
sur les mécanismes d’amorçage sont évalués. La comparaison avec des résultats d’essais
permet d’identifier les processus d’initiation de fissure et les grandeurs mécaniques asso-
ciées.

4.2 Critère d’amorçage de fissure en analogie avec la mé-
canique de la rupture

La résolution du problème de contact sur des géométries complexes, comme le sys-
tème pale-disque, se fait généralement avec l’aide de la méthode des éléments finis. Un
maillage particulièrement fin est requis afin de capter précisément le gradient de contrainte
caractéristique des problèmes de contact. Cependant, la durée de vie prédite par des cri-
tères de fatigue classiques a tendance à être sous-estimée en raison de l’effet de gradient.
La prise en compte de ce phénomène s’effectue généralement en conjonction de calculs
éléments finis par les méthodes suivantes :

— La théorie des distances critiques est largement utilisée pour aborder la probléma-
tique de l’effet de gradient [TAY 08]. Elle est appliquée avec succès pour la pré-
diction d’amorçage dans des cas de fretting-fatigue [ARA 17, LUO 20, ZOU 22].
Il existe plusieurs variantes de cette méthode, dont la plus utilisée est celle de la
distance critique ponctuelle [ELH 79, TAY 00, ARA 08]. La contrainte considé-
rée est celle du nœud se situant à une distance lc sous le point critique en sur-
face. La distance critique est ajustée à partir d’un cas connu. Une méthode al-
ternative consiste à moyenner les contraintes sur une ligne, une surface ou un
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volume [PRO 06, FRI 05, FOU 02]. La théorie des distances critiques a l’avan-
tage de présenter une explication physique au phénomène, puisque générale-
ment une correspondance entre la taille critique et la taille des grains est rele-
vée [NOW 06, FOU 02]. L’association de cette méthode avec un déraffinement
adéquat du maillage permet d’obtenir des résultats cohérents tout en réduisant de
moitié les temps de calculs [INF 22]. Cependant, déterminer les paramètres du
maillage pour une configuration donnée est fastidieux.

— La méthode de la fonction de poids consiste à multiplier la fonction de fatigue par
une fonction de poids w dépendante du gradient de contrainte [AMA 10, FER 13].
La rupture est annoncée si w f (σ,ε,g)≥ 1.

— Les critères non locaux proposent une approche basée sur des facteurs d’intensité
de contraintes, de manière analogue aux méthodes de la mécanique de la rupture.
Un des intérêts de la méthode réside dans l’indépendance de ces facteurs à la
géométrie du problème [MON 15, ROU 20].

La calibration des critères de fatigue classiques pour intégrer les effets du gradient
peut s’avérer complexe à intégrer dans un processus industriel. L’approche non locale a
pour objectif de contourner ce problème. Giannakopoulos et al. [GIA 98, GIA 00] ont
montré des similarités entre les champs mécaniques sur les bords d’un contact pion/plan
adhérent et ceux en fond d’entaille. Les auteurs proposent une analogie entre mécanique
du contact et mécanique de la rupture, afin de développer une description asymptotique
des problèmes de contact.

La propagation d’une fissure peut se faire selon trois modes, correspondant à trois
orientations de la fissure par rapport au chargement (figure 4.1). Dans la réalité, ces modes
peuvent se cumuler. Le mode I est un mode d’ouverture de la fissure, où le chargement est
appliqué perpendiculairement à la fissure. Le mode II est le mode de cisaillement plan, où
la propagation s’effectue dans la direction de la sollicitation. Le mode III est le mode de
cisaillement anti-plan, où la sollicitation est orientée dans la direction du front de fissure.

La description des champs de contraintes en pointe de fissure est basée sur le concept
de facteur d’intensité des contraintes, introduit par Irwin [IRW 21]. Ce résultat repose
sur les solutions analytiques des contraintes et déformations autour d’une fissure dans un
milieu élastique linéaire développées par Westergaard [WES 39] .

Sous hypothèse d’élasticité linéaire, le développement asymptotique au premier ordre
des contraintes autour du front de fissure en coordonnées polaires (r,θ) est :

σi j(r,θ) =
K√
2πr

fi j(θ) (4.1)

Où K est le facteur d’intensité des contraintes. Sa valeur est dépendante de la géo-
métrie et du chargement. La fonction f définit la description spatiale des contraintes. Les
contraintes sont donc exprimées sous la forme d’un produit du facteur d’intensité et d’une
fonction de forme représentant la distribution spatiale.

Les champs de contraintes autour du front de contact peuvent être exprimés de ma-
nière similaire, à l’aide d’un facteur d’intensité de la charge normal KN et un facteur
d’intensité de la charge tangentielle KT . L’origine du repère est translatée sur le bord du
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Critère d’amorçage de fissure en analogie avec la mécanique de la rupture

FIGURE 4.1 – Modes de propagation de fissure

contact, tel que s désigne la distance au bord, soit s = x+a sur le bord gauche (figure 4.2).
Les contraintes de contact normales et tangentielles sont :

σyy(s,y = 0)≈ KN
√

s
σxy(s,y = 0)≈ KT

√
s (4.2)

La calibration de KN et KT s’obtient analytiquement pour des géométries simples,
telles que le contact hertzien [DIN 04] ou le contact pion/plan rayonné [MUG 04,
FLE 16]. Plus généralement, leur valeur est obtenue avec la résolution du problème de
contact par la méthode des éléments finis en calculant σi j(s,y= 0)/

√
s en s→ 0 [FLE 16].

Ces coefficients asymptotiques ont été utilisés pour caractériser le comportement en glis-
sement du contact [CHU 06, AND 19]. Plusieurs auteurs ont également montré le lien
avec l’amorçage de fissure et la faisabilité de la construction d’un critère de fatigue basé
sur des facteurs d’intensité [HIL 17, PAN 21].

L’analogie entre mécanique linéaire élastique de la rupture et la mécanique du contact
suppose un contact complètement adhérent. Or, l’amorçage de fissure dans les problèmes
de fretting se caractérise par un régime de glissement partiel. Les non-linéarités apportées
par le glissement partiel ont été prises en compte par Montebello et al. [MON 15] en décli-
nant l’approche développée par Pommier et al. [POM 09] qui consiste à décrire les effets
élastoplastiques en pointe de fissure par l’introduction de facteurs d’intensité et de fonc-
tions de forme dédiés. Ainsi, Montebello [MON 15] exprime le champ de vitesse autour
du front de contact comme la somme de produits de facteur d’intensité et de champs de
déplacement de référence. Une partie des termes représente la réponse linéaire élastique
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4. Étude comparative de critères de fatigue

de la structure, tandis que l’autre partie prend en compte la contribution non linéaire due
au glissement partiel. Pour un contact cylindre/plan 2D soumis à un chargement normal
et tangentiel, le champ de vitesse est approximé autour du front de contact par :

v(P, t)≃ İI(t)φI
(P)+ İII(t)φII

(P)+ İc
II(t)φ

c
II
(P) (4.3)

Avec II et III les facteurs d’intensités linéaires et Ic
II le facteur d’intensité complémentaire

permettant d’approcher les non-linéarités du glissement. Les fonctions de forme φI, φII
et φc

II peuvent être vues comme une base orthonormée dans laquelle s’exprime le champ
de vitesse. Rousseau [ROU 20] a étendu cette approche aux problèmes tridimensionnels
et avec un front de contact mobile, c’est-à-dire une charge normale variable. Les don-
nées de durées de vie obtenues pour des essais de géométries et de charges variables se
confondent en une seule frontière d’amorçage dans l’espace des facteurs d’intensité non
locaux définis précédemment. Cela met en évidence la capacité de la méthode à intégrer
l’effet de gradient et à transférer les résultats expérimentaux obtenus sur une géométrie
cylindre/plan donnée à la prédiction d’une durée de vie en fretting-fatigue d’un contact
3D de forme différente.

FIGURE 4.2 – Contraintes de contact et leur asymptote

4.3 Les critères de fatigue

4.3.1 Définition et formalisme
L’objectif des critères de fatigue est d’obtenir, à partir d’essais simples (traction, tor-

sion, flexion, alternée ou symétrique, etc.), une formulation capable de décrire la tenue en
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Les critères de fatigue

fatigue d’un matériau soumis à des sollicitations plus complexes. Une telle formulation
permettrait de restreindre les campagnes d’essais à des configurations classiques et bien
maîtrisées, et de généraliser les durées de vie mesurées à des structures de formes, maté-
riaux et chargements quelconques. Cependant, la multitude de critères disponibles dans
la littérature, et dont une liste non exhaustive est retranscrite dans ce manuscrit, atteste
que l’existence d’une théorie universelle de la tenue en fatigue n’a pas encore été prouvée
ni acceptée, en particulier dans le cadre de chargement multiaxial non proportionnel avec
d’intenses gradients de contrainte.

Un critère de fatigue donne une information binaire sur la tenue en fatigue d’une struc-
ture à N cycles de chargement. Le critère est évalué à l’aide de paramètres reflétant les
sollicitations pertinentes, puis selon sa valeur, la rupture ou la non-rupture est annoncée.
Un critère de fatigue peut être assimilé à une fonction de fatigue f dépendante du tenseur
des contraintes et/ou des déformations sur le cycle de fatigue et des limites d’endurance
classiques du matériau à N cycles. Si la fonction est inférieure à 1, le critère prévoit
l’amorçage d’une fissure pour un nombre de cycle supérieur à N. Si la fonction est supé-
rieure à l’unité, alors l’apparition de fissure est prévue avant le Ne cycle. Enfin, la durée
de vie de la structure est estimée à exactement N cycles lorsque la fonction de fatigue vaut
1, c’est-à-dire :

f (σi j,εi j,g(N)) = 1 (4.4)

Où g est l’ensemble des valeurs de référence de tenue en fatigue issues de cas simples.
Généralement, les critères de fatigue ont la forme d’une combinaison linéaire de deux pa-
ramètres, l’un rendant compte des effets du cisaillement, l’autre des contraintes normales.

Il paraît important de faire la distinction entre le nombre de cycles à amorçage de fis-
sure et le nombre de cycles à rupture de la pièce. Les phases de nucléation et de propaga-
tion de fissure mettent en jeu des mécanismes complexes différents. Les critères présentés
ici ont pour objectif de prédire le nombre de cycles à amorçage de fissure. La phase de
propagation n’est pas prise en compte.

Les critères de fatigue peuvent être classés en trois catégories se différenciant par leur
concept [WEB 99] :

— Les critères empiriques : ils sont issus de résultats expérimentaux particuliers, d’où
leur restriction aux sollicitations pour lesquelles ils ont été élaborés. Dans cette
catégorie rentrent les premiers critères de fatigue imaginés. Les études récentes
tendent à délaisser ce type de critère.

— Les critères globaux : ils se basent sur des grandeurs scalaires représentant l’en-
semble des composantes du chargement sur le cycle entier.

— Les critères de type plan critique : ils sont basés sur l’hypothèse que l’endomma-
gement apparaît de manière privilégiée dans un plan dit critique. La durée de vie
est directement liée aux sollicitations subies par ce plan.

4.3.2 Proportionnalité du chargement
Un chargement multiaxial quelconque non proportionnel se caractérise par des direc-

tions principales de sollicitations qui évoluent sur un cycle. Le chargement est le résultat
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4. Étude comparative de critères de fatigue

de plusieurs composantes évoluant indépendamment au cours du temps et ne peut s’ex-
primer, à la différence d’un chargement proportionnel, comme le produit d’une intensité
scalaire fonction du temps et d’un tenseur de référence constant. Un tel chargement est
aisément obtenu en déphasant les composantes d’un essai de traction biaxial. À ampli-
tudes de charge égales, les durées de vie sous chargements non proportionnels sont plus
faibles que leur équivalent proportionnel [ZAM 73, SON 85, FAT 88]. Cela s’explique
par l’apparition de déformations supplémentaires induites par le déphasage des charges.
Dans ce cas de figure, les valeurs moyennes ou maximales caractéristiques du chargement
ne suffisent plus à prévoir correctement la durée de vie. La prise en compte du trajet de
chargement est alors indispensable pour différencier les effets des chargements propor-
tionnels et non proportionnels. Pour les critères basés sur le principe de plan critique, il
devient nécessaire de balayer les plans physiques à chaque instant du chargement à la
recherche d’un tel plan.

4.3.3 Variables utiles
Les expressions des critères de fatigue cités dans ce chapitre mettent en jeu une mul-

titude de variables issues du tenseur de contrainte ou de déformation. Ces variables sont
présentées ici.

4.3.3.1 Composantes du tenseur de contrainte

Soit −→n le vecteur unité normal au plan ∆. Le vecteur contrainte φn associé au plan de
normal −→n vaut :

φn(t) = σ(t) ·−→n (4.5)

Ce vecteur peut se décomposer en un vecteur normal N et un vecteur tangentiel C :

N =−→n ·φn(t) ·−→n (4.6)
C = φn(t)−N (4.7)

dont les normes s’expriment :

||N||= σn(t) (4.8)
||C||= τn(t) (4.9)

Les contraintes normales et tangentielles au cours du cycle se décomposent en une
partie moyenne et en une composante alternée :

σn(t) = σnm +σna(t) (4.10)
τn(t) = τnm + τna(t) (4.11)

On note les quantités indépendantes du temps :
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Les critères de fatigue

σnmax = max
t

σn(t) : la contrainte normale maximale au cours d’un cycle.

σnmin = min
t

σn(t) : la contrainte normale minimale au cours d’un cycle.

σnm = (σnmax +σnmin)/2 : la contrainte normale moyenne au cours d’un cycle.

σna = (σnmax−σnmin)/2 : l’amplitude de la contrainte normale au cours d’un cycle.

On définit de manière analogue pour les contraintes tangentielles les variables τnmax,
τnmin, τnm et τna. Les équivalents en termes de déformations sont notés : εnmax, εnmin, εnm,
εna et γnmax, γnmin, γnm, γna

4.3.3.2 Invariants de contrainte

Soit un point d’un volume auquel règne un champ de contrainte décrit par le tenseur
σ(t). Les contraintes se décomposent en une partie déviatorique S et une partie hydrosta-
tique PH :

σ = S+PhI3 (4.12)

Où I3 est le tenseur identité. La partie déviatorique a la particularité d’avoir une trace
nulle. Les principaux invariants d’un tenseur d’ordre 2 A quelconque sont les coefficients
du polynôme caractéristique p(λ) = det(A−λI). Dans le cas du tenseur des contrainte σ,
les deux premiers invariants sont :

I1 = tr(σ) = 3Ph (4.13)

I2 =
1
2
[
tr(σ)2 − tr(σ2)

]
(4.14)

On utilise fréquemment le second invariant du déviateur de contrainte dans les critères
de plasticité et critères de fatigue :

J2 =
1
2

tr(S2) =
1
2

S : S (4.15)

Le premier invariant du tenseur de contrainte I1(t) est proportionnel à la moyenne de
la contrainte normale de tous les plans physiques en un point. On peut s’en assurer en
calculant :

1
Γ

∫
Γ

σn dS =
1
3

tr(σ) = Ph (4.16)

Ou Γ est la surface de la sphère unité. De façon similaire, le second invariant du déviateur
des contraintes J2(t) représente la moyenne quadratique des contraintes tangentielles de
tous les plans au point considéré. Ce résultat a été démontré par Novozhilov [NOV 61] :

1
Γ

∫
Γ

τ
2
n dS =

2
5

J2 (4.17)

Le déviateur sur un cycle peut s’écrire comme la somme d’une partie moyenne et une
partie alternée :

S(t) = Sm +Sa(t) (4.18)
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4. Étude comparative de critères de fatigue

Où Sm s’obtient en recherchant le centre de la plus petite hypersphère circonscrite au trajet
de chargement décrit par S(t) dans l’espace des contraintes déviatoriques, soit :

Sm = argmin
S′

max
t

||S(t)−S′|| (4.19)

On note alors Sa,max le rayon de l’hypersphère :

Sa,max = max
t

||S(t)−Sm|| (4.20)

Le second invariant du déviateur est régulièrement utilisé dans la formulation de critères
de fatigue de par son interprétation physique. Tout comme le cisaillement alterné τa est
un paramètre critique dans l’évaluation des fissures de fatigue dans les critères de plan
critique, l’équivalent en terme du second invariant du déviateur des contraintes J2,a l’est
aussi. À partir de J2,a on peut calculer

√
J2,a qui a la dimension d’une contrainte. Ce-

pendant, plusieurs interprétations de sa valeur sont possibles [BER 02]. Le terme J2,a est
originellement défini comme étant l’évaluation de J2 sur la composante alternée du ten-
seur des contraintes [SIN 55], soit :

J2,a =
1
2

Sa(t) : Sa(t) (4.21)

Plus tard, la formulation suivante fut établie :

√
J2,a =

1
2

max
ti

max
t j

√
1
2
(
S(ti)−S(t j)

)
:
(
S(ti)−S(t j)

)
(4.22)

J2,a représente alors la plus longue corde entre deux points du trajet de chargement
dans l’espace des contraintes déviatoriques, où la notion de distance repose sur l’uti-
lisation de l’opérateur J2 comme norme. Elle présente par conséquent un inconvénient
majeur, qui réside en la potentielle non-unicité de la contrainte moyenne. La dernière for-
mulation, plus rigoureuse, se base sur la définition de la partie alternée du déviateur du
tenseur des contraintes comme le rayon de la plus petite hypersphère circonscrite au trajet
de chargement :

√
J2,a = max

t

√
1
2
(S(t)−Sm) : (S(t)−Sm) (4.23)

4.3.3.3 Propriétés matériaux

Les quantités suivantes caractérisent les résistances des matériaux à diverses sollicita-
tions.

Rm : la résistance maximale en traction.

τm : la résistance maximale à la torsion.

σy : la limite d’élasticité.
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Les critères de fatigue

τ−1(N) : la limite de fatigue en torsion alternée symétrique à N cycles.

f−1(N) : la limite de fatigue en flexion alternée symétrique à N cycles.

σ−1(N) : la limite de fatigue en traction alternée symétrique à N cycles.

τ0(N) : la limite de fatigue en torsion répétée à N cycles.

f0(N) : la limite de fatigue en flexion répétée à N cycles.

σ0(N) : la limite de fatigue en traction répétée à N cycles.

4.3.4 Critères d’approche empirique

4.3.4.1 Critère de Hohenemser & Prager (1933)

Il s’agit du premier critère de fatigue recensé [HOH 33]. Il est obtenu à partir d’essais
de traction-torsion à traction constante et torsion alternée.

EHP =

(
τa

τ−1

)2

+
σm

Rm
(4.24)

4.3.4.2 Critère de Gough & Pollard (1935)

Ce critère est établi à partir d’essais de flexion-torsion alternée en phase [GOU 35,
GOU 51]. Deux expressions sont développées, la première pour les matériaux ductiles, la
seconde pour les matériaux fragiles. La formulation du critère pour les matériaux ductiles
est la suivante :

EGP1 =

(
fa

f−1

)2

+

(
τa

τ−1

)2

(4.25)

Où fa et τa sont les amplitudes de contrainte en flexion et en torsion. La seconde
formulation adaptée aux matériaux fragiles s’exprime :

EGP2 =

(
f−1

τ−1
−1
)(

fa

f−1

)2

+

(
2− f−1

τ−1

)(
fa

f−1

)
+

(
τa

τ−1

)2

(4.26)

4.3.5 Critères d’approche globale

Les critères globaux ont la particularité de prendre en compte la contribution à la
fatigue de tous les plans physiques en un point. Ils sont adaptés aux cas où plusieurs plans
de glissement sont sollicités au cours d’un cycle. Ce type de critère est donc pertinent
pour des chargements non proportionnels où les directions principales sont mobiles. Ils
sont généralement exprimés en fonction des invariants J2 et I1, dont on calcule la moyenne
et/ou l’amplitude. L’état de contrainte multiaxial est réduit en une contrainte uniaxiale
effective sur un cycle.
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4. Étude comparative de critères de fatigue

4.3.5.1 Critère de Sines (1955 & 1981)

Initialement exprimé en fonction des contraintes normales et tangentielles s’exerçant
sur le plan octaédrique [SIN 55], le critère est reformulé par son auteur afin de faire ap-
paraître les invariants du tenseur des contraintes et de son déviateur [SIN 81]. Suite à
une étude expérimentale de l’influence des valeurs moyennes des contraintes normales et
tangentielles, Sines propose :

ESI =

√
J2a +αI1m

β
(4.27)

Les constantes matériaux α et β sont identifiées en se plaçant à la limite de fatigue,
c’est-à-dire ESI = 1, pour deux types de chargement différents dont les limites d’endu-
rance sont connues. Avec σ0 et τ−1, il vient :

α =
τ−1

σ0
− 1√

3
(4.28)

β = τ−1 (4.29)

La limite de fatigue en flexion répétée f0 peut également être utilisé à la place de σ0 :

α =
τ−1 − f0√

3
f0
3

=
3τ−1

f0
−
√

3 (4.30)

Papadopoulos et al. [PAP 97] proposent l’alternative f0 = f−1

1+
f(−1)

σr

issue des dia-

grammes de Goodman, étant donné que la limite de fatigue en flexion répétée est peu
courante dans la littérature.

Afin de traduire les effets bénéfiques en fatigue d’une pression hydrostatique négative,
α doit être positif, ce qui se traduit par :

τ−1

σ0
>

1√
3

(4.31)

C’est généralement le cas pour des matériaux ductiles.

4.3.5.2 Critère de Crossland (1956)

Suite à des essais expérimentaux, Crossland propose un critère proche de celui de
Sines, en remplaçant la valeur moyenne du premier invariant du tenseur des contraintes
par sa valeur maximale sur le cycle [CRO 56] :

ECR =

√
J2a +αI1max

β
(4.32)

Les constantes sont obtenues à partir des limites en fatigue σ−1 et τ−1 :

α =
τ−1

σ−1
− 1√

3
(4.33)

β = τ−1 (4.34)
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Les critères de fatigue

Comme précédemment, la limite de validité du critère est :

τ−1

σ−1
>

1√
3

(4.35)

4.3.6 Critères d’approche plan critique
Les critères de plan critique considèrent l’apparition d’une fissure dans un plan parti-

culier où les contraintes du cycle maximisent l’indicateur du critère. Ce type de critère est
en accord avec les observations expérimentales qui mettent en avant des ruptures selon
des directions privilégiées. La limite de cette approche est qu’elle considère l’endom-
magement en fatigue piloté par un unique plan critique. De plus, la recherche d’un plan
critique alourdit le coût de calcul.

4.3.6.1 Critère de Stulen & Cummings (1954)

Ce critère balaye tous les plans de normale n⃗ pour trouver celui qui maximise l’indi-
cateur suivant [STU 54] :

En =
τna

β−ασnmax
(4.36)

Le critère de fatigue se calcule alors sur ce plan critique avec :

ESC =
τna +ασnmax

β
(4.37)

Les constantes matériaux α et β se déduisent comme précédemment.

4.3.6.2 Critère de Brown-Miller (1973 & 1982)

Le critère de Brown-Miller est un critère utilisant des paramètres de l’état de défor-
mation de la structure. Il est établi en prenant en considération l’observation courante que
l’apparition de fissures de fatigue dans les matériaux métalliques a lieu sur les plans de
glissement cristallographiques. Il est déduit que l’initiation de fissures est pilotée par les
déformations transversales, sur les plans de déformation en cisaillement maximale. Il est
également souligné que la propagation de fissures en stade 2 est contrôlée par les défor-
mations normales au plan critique défini précédemment. Le critère de Brown-Miller de
1973 [BRO 73] apparaît dans le cadre de chargement proportionnels, ou les directions
principales du chargement sont invariables tout au long du cycle. Le critère fait intervenir
les déformations principales (ε1,ε2,ε3) pour décrire des iso-durées de vie par l’équation
générale : (

ε1 − ε3

2

)
= f

(
ε1 + ε2

2

)
(4.38)

Kandil, Brown et Miller proposent en 1982 une version du critère de Brown-Miller
adaptée aux chargements non proportionnels [KAN 82]. Le critère suivant se calcule sur
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4. Étude comparative de critères de fatigue

le plan maximisant la déformation en cisaillement :

EBM =
γna

2
+κεna (4.39)

Où γna est l’amplitude de déformation en cisaillement dans le plan de cisaillement
maximal et εna l’amplitude de déformation normale à ce plan. Avec la constante κ =
σy/σ−1.

4.3.6.3 Critère de Fatemi-Socie (1988)

Il s’agit d’une version dérivée du critère de Brown-Miller [FAT 88]. Son expression
est donnée sur le plan de déformation en cisaillement maximal par :

EFS = γna(1+κ
σnmax

σy
) (4.40)

Où κ est une constante dépendante des limites de fatigue en traction uniaxiale et en
torsion pure. Ce critère fait intervenir à la fois des quantités liées aux contraintes et aux
déformations. Les auteurs expliquent qu’un critère basé uniquement sur des paramètres de
déformations n’est pas capable de rendre compte des effets d’écrouissage cyclique addi-
tionnels générés par un chargement non proportionnel. L’utilisation du terme de contrainte
normale permet la prise en compte de cet effet dû à la rotation des axes principaux.

4.3.6.4 Critère Smith-Watson-Topper

Ce critère est un des critères énergétiques les plus répandus. Initialement formulé pour
un chargement proportionnel [SMI 70], son expression est adaptée aux chargements non
proportionnels où les directions principales varient au cours du cycle [SOC 87] :

ESWT = σnmax
εna

2
(4.41)

Le choix du plan critique de normal n peut se faire de deux manières. Le plan critique
est celui maximisant soit l’amplitude de déformations normales εna, soit le critère com-
plet. Une recherche complète de plan critique est inévitable, ce qui conduit fatalement à
des temps de calculs élevés. Ce critère est néanmoins utilisé dans de nombreux problèmes
de fretting fatigue [SZO 98, LYK 00, FRI 05].

4.3.6.5 Critère de Ruiz

Ruiz et al. [RUI 84] ont développé deux critères initialement dédiés au fretting fatigue
dans les liaisons queue d’aronde. Le premier se base sur l’hypothèse que l’initiation de
fissure est pilotée par le glissement relatif δ et les contraintes de cisaillement à l’interface
τ. Le critère, dénommé fretting damage parameter (FDP), s’exprime comme le produit
de ces deux quantités, soit le travail des efforts de cisaillement de surface.
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Les critères de fatigue

FDP = τδ (4.42)

Le second critère, ou fretting fatigue damage parameter (FFDP), prend en considéra-
tion la phase de propagation en fissure courte sous la surface favorisée par les contraintes
de traction. La contrainte maximale de tension dans la direction tangentielle à l’interface
σtan est multipliée par le travail de friction :

FFDP = σtanτδ (4.43)

La formulation de ces critères implique une utilisation restreinte aux problèmes bi-
dimensionnels. Toutefois, l’extension 3D est envisageable par sommation du paramètre
FFDP dans les deux directions du contact x et y. Le paramètre s’exprime alors :

FFDPxy = FFDPx +FFDPy = σxxτxzδx +σyyτyzδy (4.44)

Une autre approche permettant la prise en compte des effets 3D consiste à remplacer
σtan par la contrainte principale maximale, et τ par la contrainte de cisaillement maximale
[ANA 13].

L’approche développée par Ruiz est modifiée pour prendre en compte le travail des
efforts de frottement sur un cycle [VID 07] :

FDP =
∫

τds (4.45)

4.3.6.6 Critère de Dang Van 1 (1973) et Dang Van 2 (1989)

Le critère développé par Dang Van s’intéresse à la fatigue polycyclique, à grand
nombre de cycles [VAN 73, VAN 89]. Ce phénomène se caractérise par une rupture en
fatigue alors même que la réponse de la structure au chargement est élastique. Pour des
contraintes ne dépassant pas la limite élastique du matériau, aucun endommagement ne
devrait pourtant être observé. Cependant, à l’échelle du grain, le comportement de la
matière est anisotrope. Des déformations plastiques irréversibles peuvent se produire au
niveau des grains les plus défavorablement orientés, conduisant à l’accumulation d’en-
dommagement, sans pour autant que ce comportement non linéaire ne soit observable
à l’échelle macroscopique. En fatigue polycyclique, on considère que le comportement
macroscopique de la structure est soit purement élastique (aucune déformation plastique
macroscopique identifiable), soit une adaptation élastique après stabilisation des premiers
cycles de chargement (figure 4.3). En endurance limitée, Constantinescu et al. [CON 03b]
suggèrent que les réponses asymptotiques du matériau aux échelles macroscopiques et
mésoscopiques sont des adaptations plastiques. L’approche phénoménologique de Dang
Van vise à démontrer l’insuffisance et le manque de réalisme des modèles basés seulement
sur des paramètres macroscopiques.

Par définition, un Volume Élémentaire Représentatif (VER) V (M) macroscopique
centré sur un point M contient toutes les tailles, formes et orientations de grains. Les ten-
seurs des contraintes et des déformations macroscopiques sont donc homogènes sur ce vo-
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4. Étude comparative de critères de fatigue

FIGURE 4.3 – Représentation de différents états d’adaptation possibles : a) adaptation
élastique, b) adaptation plastique et c) phénomène de Rochet [DEN 18]

lume. Au contraire, si l’on considère les contraintes et déformations mésoscopiques, elles
ne sont pas homogènes sur V . On peut relier les contraintes mésoscopiques en un point P
du volume V aux contraintes macroscopiques par la relation de changement d’échelle de
Hill et Mandel (basée sur l’hypothèse de macro-homogénéité) :

σi j(P, t) = Ai jhk(M,P)Σhk(M, t)+ρi j(P, t) (4.46)

Où l’on note :
— σ : tenseur des contraintes mésoscopiques ;
— Σ : tenseur des contraintes macroscopiques ;
— A : tenseur de localisation élastique d’ordre 4. Il représente la distribution

des quantités élastiques mésoscopiques sur le VER. AΣ est donc le champ de
contraintes mésoscopiques fictives qui existerait si le milieu était purement élas-
tique ;

— ρ : champ de contraintes résiduelles local dû à l’adaptation élastique.
Dans le cadre de l’endurance illimitée, on peut considérer que les contraintes macro-

scopiques Σ et mésoscopiques σ tendent vers un état d’adaptation élastique. On peut alors
appliquer le théorème de Melan [MAN 76, MAN 77], qui stipule qu’il existe à partir d’un
instant t > t0 un champ de contraintes résiduelles indépendant du temps ρ∗ tel que :

σi j(P, t) = Ai jhk(M,P)Σhk(M, t)+ρ
∗
i j(P) (4.47)

Formulation du critère Selon Dang Van, le comportement en fatigue est gouverné par
deux quantités mésoscopiques :

— Le cisaillement local. L’apparition de fissures se fait principalement dans les plans
de glissement intergranulaires.

— La pression hydrostatique. Ce paramètre pilote l’ouverture des fissures.
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Les critères de fatigue

Le critère formulé par Dang Van est une combinaison linéaire de ces deux paramètres.
La fonction de fatigue est une maximisation de l’indicateur de dommage par plan.

EDV 1 = max
n

(
max

t

(
τn(t)+αph(t)

β

))
(4.48)

Où τn est le cisaillement mésoscopique et ph la pression hydrostatique mésoscopique.
L’enjeu est d’évaluer ces deux quantités locales à partir de valeurs macroscopiques obte-
nues par un calcul de structure classique.

Les paramètres matériaux α et β sont identifiés en considérant des chargements
simples en limite d’endurance. Pour un chargement de torsion alternée de période T en
limite d’endurance, le tenseur des contraintes vaut : 0 τ−1 sin(2π

T t) 0
τ−1 sin(2π

T t) 0 0
0 0 0

 (4.49)

En résolvant l’équation EDV 1 = 1, on obtient β = τ−1. En faisant de même avec un
chargement de traction ou de flexion alternée en limite d’endurance, on peut évaluer α.
Le tenseur de contraintes pour de la flexion alternée vaut : f−1 sin(2π

T t) 0 0
0 0 0
0 0 0

 (4.50)

Ce qui donne après résolution de EDV 1 = 1, α =
τ−1−

f−1
2

f−1
3

.

Calcul des contraintes locales L’identification du tenseur de localisation A est très
complexe. Pour contourner ce problème, une solution approchée est donnée à partir des
hypothèses suivantes :

— H1 : Le grain est considéré comme une inclusion dans une matrice élastique ;
— H2 : La matrice impose sa déformation au cristal (modèle de Lin-Taylor) ;
— H3 : Le grain et la matrice sont isotropes et possèdent les mêmes raideurs élas-

tiques.
D’après H1 et H2, il vient la relation entre les tenseurs des déformations macroscopiques
E et mésoscopiques ε :

E(M) = ε(P) (4.51)
Ee +Ep = ε

e + ε
p (4.52)

En considérant que le comportement macroscopique du système est élastique :

Ee = ε
e + ε

p (4.53)
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4. Étude comparative de critères de fatigue

D’après H3, le grain et la matrice ont les mêmes coefficients élastiques Li jkl = li jkl =
λδi jδkl +µ(δilδ jk +δikδ jl).

L : Ee = l : ε
e + l : ε

p ⇔ Σi j = σi j +
(

2µε
p
i j +λε

p
kkδi j

)
(4.54)

On a donc :

σ = Σ− l : ε
p (4.55)

Par identification avec l’équation 4.46, dans le cadre des hypothèses utilisées, on obtient :

A= I (4.56)
ρ∗ =−l : ε

p (4.57)

Le tenseur des contraintes macroscopiques élastique est obtenu à partir du cycle de
chargement extérieur. Il faut ensuite évaluer les contraintes résiduelles. Pour simplifier
la résolution du problème, on considère des déformations plastiques mésoscopiques sans
changement de volume (Tr(εp) = 0), le tenseur εp est alors déviatorique et il vient :

σ(P, t) =Σ(M, t)−2µε
p(P) (4.58)

Avec par identification les contraintes résiduelles mésoscopiques ρ∗(P) = 2µεp(P)
elles aussi déviatoriques :

Tr(ρ) =−2µtr(εp) = 0 (4.59)

On en déduit donc la contrainte hydrostatique mésoscopiques ph :

Ph =
1
3

Tr(Σ) =
1
3

Tr(σ) = ph (4.60)

Sous les conditions évoquées, on a égalité des contraintes hydrostatiques macrosco-
piques et mésoscopiques. Il reste à évaluer le cisaillement mésoscopique.

Calcul du cisaillement mésoscopique D’après les résultats précédents, le déviateur des
contraintes microscopiques à l’état adapté vaut :

si j(t) = Si j(t)−devρ
∗
i j (4.61)

Pour évaluer le déviateur des contraintes résiduelles à l’état adapté devρ∗ il est néces-
saire de définir un comportement mécanique rendant compte de la plasticité à l’échelle
mésoscopique. On suppose que les grains subissent un écrouissage cinématique isotrope
suivant un critère de plasticité de Von Mises :

f (σ,εp, p) = f (s,εp, p) =

√
1
2
(s− cεp) : (s− cεp)− k(p)≤ 0 (4.62)

Avec s le tenseur déviateur des contraintes, c un paramètre d’écrouissage cinéma-
tique et k un paramètre d’écrouissage isotrope dépendant de la pression hydrostatique
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Les critères de fatigue

mésoscopique (égale à la pression hydrostatique macroscopique). On peut souligner que
f = 0 représente une hypersphère dans l’espace des déviateurs de contraintes. En déve-
loppant l’équation dans le cas d’un chargement quelconque, on trouve que l’hypersphère
formée par f = 0 est centrée en z = cεp − devρ∗ et de rayon

√
2k(p). En faisant l’hy-

pothèse que z est le centre du plus petit cercle englobant le trajet de chargement et que
z ≈ −devρ∗, on peut approcher l’état adapté sans faire intervenir précisément le com-
portement élastoplastique du matériau. Il suffit alors d’évaluer le centre z = −devρ∗ de
la plus petite hypersphère circonscrite au trajet de chargement S dans l’hyperplan des
déviateurs de contraintes, ce qui se traduit mathématiquement par trouver les contraintes
résiduelles adaptées ρ∗ telles que :

devρ
∗ = argmin

devρ

max
t

||S(t)+devρ|| (4.63)

En utilisant le second invariant J2 comme norme dans l’espace des contraintes dévia-
toriques, l’équation devient :

devρ
∗ = argmin

devρ

max
t

√
1
2
(S(t)+devρ) : (S(t)+devρ) (4.64)

Pour décrire simplement le principe de résolution de l’équation précédente, on consi-
dère un chargement cyclique induisant au point M un état de contrainte en cisaillement
pur sur un plan quelconque (figure 4.4). T (t) représente le vecteur contrainte à l’instant t.
Sur un cycle, le vecteur contrainte forme un trajet fermé, qu’on décompose en n instants.
Le domaine élastique initial du point M est représenté par le cercle C0 de rayon R0 centré
sur M. Au cours du cycle de chargement, le vecteur T est susceptible de sortir du do-
maine élastique représenté par C0. Lorsque cela se produit pour Tj, on calcule le nouveau
domaine élastique C j en respectant le comportement élastique du matériau considéré. En
faisant de même pour les n instants du chargement, on obtient un domaine élastique CL
centré en OL englobant l’entièreté du cycle de chargement, ce qui correspond à un état
d’adaptation élastique. La distance MOL représente la contrainte résiduelle adaptée ρ∗ et
le rayon RL du domaine élastique équivaut au cisaillement mésoscopique.

Ayant désormais connaissance des contraintes résiduelles à l’état adapté, on peut éva-
luer le cisaillement mésoscopique. Cette procédure conduit à la symétrisation de la cis-
sion mésoscopique. Le critère de 1973 détermine la cission instantanée par une méthode
numérique incrémentale fastidieuse. La méthode utilisée pour le second critère de 1987
permet d’éviter le balayage chronophage des plans physiques. Elle consiste à calculer la
contrainte équivalente de Tresca du déviateur des contraintes mésoscopiques sur le cycle
pour déterminer la contrainte de cisaillement mésoscopique maximale au point considéré.

τ(t) =
1
2

Tresca
(
si j(t)

)
(4.65)

Avec la relation Tresca(σ) = Tresca(s) = max
I,J

|σI −σJ|. La cission mésoscopique corres-

pond à la grandeur macroscopique du cisaillement alterné. Pour évaluer le critère de Dang
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4. Étude comparative de critères de fatigue

FIGURE 4.4 – Illustration de la procédure d’évaluation de l’état d’adaptation élastique
pour un chargement de cisaillement pur [VAN 89]

Van, le cisaillement maximal sur un cycle et sur les plans physiques doit être calculé en
chaque point. Le critère devient :

EDV 2 = max
t

(
1
2Tresca

(
si j(t)

)
+αPh(t)

β

)
(4.66)

Le cisaillement et la pression hydrostatique maximisant le critère sont notés τDV et
PDV

h . Le critère de Dang Van a été utilisé avec succès à de nombreuses reprises pour
la prédiction de durée de vie sous sollicitations de fretting [FOU 02, PIE 10, BAI 10,
BAS 11, LAN 11, FOU 96a].

Limites du critère de Dang Van Pour les deux cas de chargement de la figure 4.5, le
cisaillement maximal sur le cycle est identique. Le critère de Dang Van donne donc des
durées de vie égales alors qu’en réalité, le second chargement est plus endommageant.
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FIGURE 4.5 – Trajets de chargement à l’endommagement différent mais avec des para-
mètres de Dang Van identiques [VAS 97]

Les critères Galtier & Séguret [GAL 93] et de Deperrois [DEP 91] ont pour ambition de
pallier cette faiblesse.

4.3.7 Calcul du cisaillement alterné macroscopique

Soutenus par l’approche macro-méso de Dang Van, la plupart des critères de plan cri-
tique prennent en considération l’influence de l’amplitude de cisaillement mésoscopique,
équivalente au cisaillement macroscopique alterné. Or, le calcul de cette quantité spéci-
fique est non trivial. Des techniques et algorithmes ont été développés pour remplir cette
fonction [BER 02]. Le paramètre

√
J2a utilisé dans les critères globaux tels que celui de

Sines [SIN 81] ou de Crossland [CRO 56] peut s’obtenir avec les mêmes algorithmes.

4.3.7.1 Technique de la plus longue corde

La difficulté d’évaluation du cisaillement macroscopique alterné est liée au fait que
le cisaillement dans un plan pendant un cycle de chargement varie non seulement en in-
tensité, mais aussi en direction, décrivant par conséquent une courbe fermée ψ sur le
plan. Une approximation de l’amplitude de cisaillement mésoscopique est donnée par la
longueur de la plus longue corde de la courbe ψ [LEM 20] [PAP 97]. Cette définition à
l’avantage de sa simplicité mais elle peut cependant, selon les cas, mener à des résultats
ambigus. En effet, rien n’impose l’unicité de la solution. On peut très bien imaginer un
chargement pour lequel la plus longue corde n’est pas unique, ce qui impose par consé-
quent que la valeur moyenne du cisaillement n’est, elle non plus, pas unique.
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4. Étude comparative de critères de fatigue

4.3.7.2 Méthode de Dang Van

Plus généralement, l’amplitude du second invariant est considérée comme étant le
rayon de la plus petite hypersphère circonscrite au trajet de chargement ψ dans l’espace
du déviateur des contraintes. Pour l’évaluer, Dang Van propose une méthode incrémen-
tale, dont le principe est représenté en figure 4.4. Pour simplifier, on considère un char-
gement cyclique conduisant à un cisaillement pur. La contrainte de cisaillement dans le
plan de normal n sur le cycle τ(t) est discrétisée en N valeurs τi associées à N temps
ti. Les variations de cisaillement sont supposées infinitésimales entre deux pas de temps.
Pour chaque τi, Ri est la limite d’élasticité en cisaillement (le rayon du cercle) et τmi la
contrainte résiduelle locale (le centre du cercle). L’objectif de l’algorithme suivant est de
déterminer l’état (i+1) caractérisé par les variables τ(i+1) et R(i+1), à partir de l’état (i).
On note la distance D = ||τ(i+1)− τmi||, qui peut être calculée avec J2 comme norme. Le
rayon du cercle à l’état (i+1) vaut :

Ri+1 = Ri + k(D−Ri) (4.67)

Avec k le coefficient d’écrouissage isotrope. Et finalement, le centre du cercle à l’état
(i+1) :

τmi+1 = τmi +
D−Ri+1

D
(τi+1 − τmi) (4.68)

L’amplitude de cisaillement est obtenue après convergence du calcul. Pour faciliter la
convergence, le coefficient d’écrouissage isotrope doit être le plus petit possible. Cepen-
dant, sa valeur impacte fortement le temps de calcul. L’auteur préconise comme valeurs
optimales de R1 et τm1 une valeur très proche de zéro et la moyenne des contraintes de
cisaillement 1

N ΣN
1 τi [VAN 89]. Cet algorithme s’adapte au critère de Dang Van en géné-

ralisant la méthode aux contraintes déviatoriques. Le problème ne dépend plus d’un plan
de normal n.

4.3.7.3 Méthode de Papadopoulos

Papadopoulos [PAP 98a] propose l’algorithme de combinaison des points suivant :

1. Partager le trajet de chargement ψ en N points ;

2. Pour tous les couples de points, construire le cercle dont le diamètre est le segment
rejoignant les deux points. Choisir le plus petit cercle contenant tous les points ;

3. Pour chaque triplet de points, tracer un cercle passant par ces derniers. Choisir le
plus petit cercle contenant tous les points ;

4. Comparer les rayons des deux cercles trouvés aux étapes 2 et 3. Le cercle circons-
crit à la courbe est celui dont le rayon est le plus petit.

Le rayon et le centre de ce cercle donnent respectivement le cisaillement macrosco-
pique alterné, et l’état de contrainte résiduel.
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Application à la géométrie queue d’aronde

4.4 Application à la géométrie queue d’aronde

4.4.1 Définition du modèle

Quelques critères présentés précédemment sont calculés grâce à un modèle éléments
finis queue d’aronde. Le modèle utilisé est identique à celui de la partie 2.4. Sa géométrie
est représentée figure 2.6. Un modèle d’écrouissage isotrope multilinéaire est utilisé pour
la prise en compte des effets plastiques. Les contraintes et déformations utilisées pour le
calcul des critères sont extraites sur le cycle formé entre les étapes 1 et 3 du chargement
représenté figure 4.6. Les éprouvettes sont conçues de façon à atteindre systématiquement
la rupture de la partie mâle. Les critères sont de fait calculés sur cette même partie de
l’éprouvette. Différentes valeurs de coefficients de frottement sont testées.

FIGURE 4.6 – Définition de la charge appliquée au modèle global utilisé pour le calcul
des critères de fatigue
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4. Étude comparative de critères de fatigue

4.4.2 Contraintes de contact

Avant d’appliquer les critères de fatigue sur le modèle, les effets de la plasticité et
du coefficient de frottement sur les contraintes de contact de l’éprouvette queue d’aronde
sont mesurés. Les contraintes normales et tangentielles sur la surface de contact sont re-
présentées figures 4.7 à 4.10, normalisées par pmax et qmax les valeurs des contraintes
normales et tangentielles maximales calculées sur le modèle élastique pour le coefficient
de frottement correspondant. Les profils de contraintes au centre du contact en yc/b = 0
sont tracés figures 4.11 et 4.12. Que la réponse du matériau soit linéaire ou non linéaire,
les effets du coefficient de frottement sont majeurs. Sa valeur conditionne la localisation et
l’intensité des pics de pression. Pour les faibles coefficients de frottement, les contraintes
maximales s’exercent sur le bord inférieur, tandis que pour des valeurs plus élevées, les
pics se déportent sur le bord opposé. D’autre part, l’augmentation du coefficient de frot-
tement, augmentant les contraintes tangentielles maximales admissibles, provoque le ré-
équilibrage des composantes normales et tangentielles. Se produit alors simultanément
une hausse des contraintes de cisaillement, et une diminution de la pression de contact,
jusqu’à l’apparition de zone d’adhérence dans le contact. À partir de µ = 0,9, une zone
d’adhérence apparaît au centre du contact au temps final de la simulation (figure 4.13 et
4.14). Cette zone s’étend vers le bord supérieur avec l’augmentation du frottement. Dès
lors, les distributions de contraintes perdent leur sensibilité au coefficient de frottement.

La réponse plastique du matériau provoque l’effondrement des pics de contraintes
observés dans le cas élastique, sans pour autant faire varier sensiblement leur position re-
lative. L’apparition de zones adhérentes pour les coefficients de frottement les plus élevés
provoque des difficultés de convergence du modèle, se matérialisant par des oscillations
sur les profils de contraintes de contact. L’influence des effets plastiques sur les champs
de contraintes n’est pas négligeable et doit être prise en compte dans le calcul des critères
de fatigue.
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FIGURE 4.7 – Pression de contact sous charge maximale obtenue sur le modèle élastique
pour différents coefficients de frottement. La pression est normalisée par la valeur maxi-
male obtenue pour chaque coefficient de frottement pmax

150

Cette thèse est accessible à l'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2023ISAL0043/these.pdf 
© [A. Hingue], [2023], INSA Lyon, tous droits réservés



Application à la géométrie queue d’aronde

-1 0 1

-1

0

1

-1 0 1

-1

0

1

-1 -0.5 0 0.5

-1

0

1

-1 0 1

-1

0

1

0

1

FIGURE 4.8 – Pression de contact sous charge maximale obtenue sur le modèle plastique
pour différents coefficients de frottement. La pression est normalisée par la valeur maxi-
male obtenue sur le modèle élastique pour chaque coefficient de frottement
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FIGURE 4.9 – Cisaillement de contact sous charge maximale obtenue sur le modèle élas-
tique pour différents coefficients de frottement. Le cisaillement est normalisé par la valeur
maximale obtenue pour chaque coefficient de frottement qmax
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FIGURE 4.10 – Cisaillement de contact sous charge maximale obtenue sur le modèle
plastique pour différents coefficients de frottement. Le cisaillement est normalisé par la
valeur maximale obtenue sur le modèle élastique pour chaque coefficient de frottement
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FIGURE 4.11 – Contraintes de contact au centre du contact (yc = 0) sous charge maximale
obtenue sur le modèle élastique pour différents coefficients de frottement
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FIGURE 4.12 – Contraintes de contact au centre du contact (yc = 0) sous charge maximale
obtenue sur le modèle plastique pour différents coefficients de frottement
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FIGURE 4.13 – Statut du contact au temps final obtenu sur le modèle élastique pour
différents coefficients de frottement
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FIGURE 4.14 – Statut du contact au temps final obtenu sur le modèle plastique pour
différents coefficients de frottement

4.4.3 Paramètres matériaux

La plupart des critères de fatigue, comme le critère de Dang-Van par exemple, font
intervenir les limites d’endurance en flexion et en torsion pure dans le calcul des pa-
ramètres matériaux. Cependant, ces essais sont moins courants et plus coûteux que les
essais en traction-compression alternée. Les paramètres matériaux des différents critères
peuvent être calibrés à partir de n’importe quels essais de fatigue, à la géométrie et au tra-
jet de chargement quelconque [PER 02]. Les critères présentés font l’hypothèse que les
termes de cisaillement et de pression hydrostatique choisis pour former l’espace réduit des
contraintes gouvernent l’initiation, et que la limite de fatigue est une relation linéaire dans
cet espace réduit. L’erreur induite par cette hypothèse est minimale lorsque les sollicita-
tions de l’essai de calibrage coïncident avec celles de la structure. Il est alors préférable
de calibrer les paramètres matériaux à partir d’essais dont l’état de contrainte s’apparente
à celui de la structure. De plus, certains critères sont particulièrement sensibles aux va-
leurs des paramètres matériaux identifiées [CIA 06, BER 14, BON 20]. C’est pourquoi,
en l’absence de résultats de résistance en flexion et torsion pure de l’Udimet 720, les
distributions dans le volume des termes de cisaillement et de pression hydrostatique des
critères sont étudiés séparément. Cette approche permet une comparaison qualitative des
composantes de chaque critère en isolant leur contribution individuelle dans la localisa-
tion des initiations de fissure.

4.4.4 Critères à invariants

Les prédictions des paramètres invariants des critères de Crossland et Sines sont cal-
culées et illustrées sur les figures 4.15, 4.16, 4.17 et 4.18. Le terme

√
J2a rendant compte

des effets des contraintes de cisaillement prévoit l’amorçage à l’intérieur du contact sur le
bord supérieur en X/a= 1. Le paramètre est également maximisé en surface. Pour des co-
efficients de frottement faibles, le paramètre révèle une seconde zone d’endommagement
moins marquée située sur le bord inférieur en X/a = −1. Comme établi en partie 4.4.2,
l’augmentation du frottement entraîne une hausse des contraintes de contact tangentielles,
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Application à la géométrie queue d’aronde

particulièrement marquée sur le bord supérieur. La criticité au bord inférieur tend alors à
s’effacer devant celle du bord supérieur.

Les contraintes hydrostatiques moyennes et maximales sur le cycle vont dans le sens
d’une initiation de fissure sur le bord supérieur. Dans la zone de contact, des valeurs néga-
tives sont attendues, traduisant des contraintes de compression aux effets bénéfiques pour
la tenue en fatigue. Cependant, les deux termes diffèrent sensiblement dans la prévision
de la zone critique. Le paramètre hydrostatique maximal indique une rupture en surface,
et en X/a = 1, tandis que le terme moyen est maximisé en profondeur et en dehors de la
zone de contact, dans le rayon de raccordement de la partie mâle, soit en X/a > 1.

Les critères à invariants de Sines et de Crossland dans leurs versions où la contribution
des parties pression et cisaillement sont dissociées semblent peu adaptés à la prédiction
de l’amorçage sur les éprouvettes queue d’aronde. Malgré un paramètre de cisaillement√

J2a se révélant efficace pour identifier les zones d’ initiation attendues, sa contribution
est atténuée par la composante hydrostatique, qui attire l’attention sur l’effet de la traction
en dehors du contact, dans le rayon de raccordement de l’éprouvette mâle.

4.4.5 Critères en déformations
Les paramètres des critères de Brown-Miller et de Fatemi-Socie sont évalués et re-

présentés sur les figures 4.19, 4.20, 4.21 et 4.22. Le paramètre de déformations en ci-
saillement γna prévoit l’amorçage dans le contact, sur le bord supérieur en X/a = 1, et en
surface. Ce résultat est observé quelle que soit la valeur du coefficient de frottement. Ce-
pendant, une zone d’endommagement secondaire apparaît sur le bord inférieur du contact
en X/a =−1. Sa valeur relative par rapport à l’endommagement principal décroît sensi-
blement avec l’augmentation du coefficient de frottement. En effet, pour µ = 0,3, l’ampli-
tude de déformation en cisaillement sur le bord inférieur vaut environ 50 % de sa valeur au
bord opposé. Lorsque µ = 1,2, cette valeur chute à 20 %. Cet effet va dans le sens d’une
évolution des contraintes de cisaillement plus marquée sur le bord supérieur, comme sou-
ligné par la figure 4.12. L’augmentation du coefficient de frottement se traduit également
par une concentration de l’endommagement en surface, et aux alentours de Y/L ≈±0,9,
mettant ainsi en valeur des effets de bord sur la prédiction de l’amorçage.

L’amplitude de déformation normale εna pointe une rupture sur les bords X/a = ±1
selon la valeur du coefficient de frottement. Le coefficient de frottement de transition de
la zone d’initiation se situe entre 0,6 et 0,9. Pour µ ≤ 0,6 la fissure émerge sur le bord
inférieur en X/a = −1, tandis que pour µ ≥ 0,9, la zone critique se situe sur le bord
opposé. Ce comportement est à l’image des champs de contrainte surfacique en figure
4.12, dont la localisation des extremums évolue de manière similaire. Dans tous les cas,
le paramètre est maximal en surface.

Le dernier paramètre σnmax traduit l’effet de la contrainte normale au plan critique. Le
paramètre est maximal en dehors du contact, sur le bord supérieur, et en surface. Sa valeur
reste tout de même très intense en profondeur. L’augmentation du frottement a pour effet
de déplacer la zone critique du rayon de raccordement mâle, au bord supérieur du contact
en X/a = 1.
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4. Étude comparative de critères de fatigue

FIGURE 4.15 – Paramètres des critères de Crossland et de Sines sur un modèle plastique
avec un coefficient de frottement µ = 0,3
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FIGURE 4.16 – Paramètres des critères de Crossland et de Sines sur un modèle plastique
avec un coefficient de frottement µ = 0,6
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FIGURE 4.17 – Paramètres des critères de Crossland et de Sines sur un modèle plastique
avec un coefficient de frottement µ = 0,9
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FIGURE 4.18 – Paramètres des critères de Crossland et de Sines sur un modèle plastique
avec un coefficient de frottement µ = 1,2
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4. Étude comparative de critères de fatigue

Le terme de cisaillement γna des critères de Brown-Miller et Fatemi-Socie fournit
des résultats en accord avec les observations expérimentales. En revanche, les prédictions
des termes de contraintes et déformations normales sont dépendantes du coefficient de
frottement. Par conséquent, les zones critiques identifiées ne correspondent pas toujours
à l’expérience. Ces composantes ne sont toutefois pas à écarter puisque le coefficient de
frottement expérimental est ici inconnu.

4.4.6 Critère de Dang Van
Le critère de Dang Van II, utilisant la contrainte de Tresca pour le calcul du cisaille-

ment alterné, est appliqué ici. Les résultats de la décomposition du critère en deux para-
mètres sont présentés des figures 4.23 à 4.26.

Le terme de pression hydrostatique PDV
h est toujours maximal sur le bord supérieur, en

dehors du contact. Des valeurs élevées sont également mesurées dans le rayon de raccor-
dement. Ces effets sont dus à l’effort de tension statique, induisant des contraintes de trac-
tion importantes. D’autre part, la pression hydrostatique est très faible, et même négative,
dans la zone de contact. La contribution à l’endommagement y est par conséquent insi-
gnifiante. L’augmentation du coefficient de frottement, et par conséquent des contraintes
de contact tangentielles, produit une concentration de la zone critique à X/a = 1.

Le cisaillement mésoscopique souligne deux zones d’endommagement localisées sur
les bords supérieur et inférieur. Le pic d’endommagement du bord supérieur est toujours le
plus critique. L’augmentation du coefficient de frottement s’accompagne d’une concen-
tration de la zone critique sur le bord supérieur du contact. Pour les deux paramètres,
l’élément le plus endommagé est toujours un élément de surface. La localisation des élé-
ments critiques du paramètre de pression hydrostatique révèle un endommagement réparti
équitablement le long de la dimension Y pour des coefficients de frottement compris entre
0,3 et 0,9. En revanche, lorsque µ = 1,2 la zone critique se concentre sur les bords, dans
la zone 0,7 < |Y/L| < 1. Le terme de cisaillement suggère quant à lui deux zones d’en-
dommagement privilégiées pour des coefficients de frottement inférieur ou égal à 0,6. Au
centre du contact en Y/L = 0, et sur les bords Y/L = ±0,9. Pour des frottements plus
élevés, l’endommagement de la zone centrale perd en criticité.

4.4.7 Critère énergétique
Le critère SWT est appliqué et les résultats sont présentés en figure 4.27, 4.28, 4.29 et

4.30. Le terme en déformations εna est toujours maximal sur le bord supérieur en X/a = 1
et en surface. L’effet du frottement se traduit par une concentration de l’endommagement
sur le bord supérieur et en surface. À partir de µ = 0,9, les zones critiques sont localisées
autour de Y/L ≈ 0,9. La région autour de X/a = −1 est une zone d’endommagement
secondaire, dont l’importance relative décroît avec l’augmentation du frottement.

La composante de contrainte est très similaire à celle du critère de Fatemi-Socie. La
zone critique est localisée sur le bord supérieur et en surface. L’effet du frottement consiste
en un déplacement de la zone critique du rayon de raccordement vers X/a = 1.
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FIGURE 4.19 – Paramètres des critères de Brown-Miller et de Fatemi-Socie sur un modèle
plastique avec un coefficient de frottement µ = 0,3
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FIGURE 4.20 – Paramètres des critères de Brown-Miller et de Fatemi-Socie sur un modèle
plastique avec un coefficient de frottement µ = 0,6
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FIGURE 4.21 – Paramètres des critères de Brown-Miller et de Fatemi-Socie sur un modèle
plastique avec un coefficient de frottement µ = 0,9
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FIGURE 4.22 – Paramètres des critères de Brown-Miller et de Fatemi-Socie sur un modèle
plastique avec un coefficient de frottement µ = 1,2
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FIGURE 4.23 – Paramètres du critère de Dang Van sur un modèle plastique avec un
coefficient de frottement µ = 0,3

165

Cette thèse est accessible à l'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2023ISAL0043/these.pdf 
© [A. Hingue], [2023], INSA Lyon, tous droits réservés



4. Étude comparative de critères de fatigue

FIGURE 4.24 – Paramètres du critère de Dang Van sur un modèle plastique avec un
coefficient de frottement µ = 0,6
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FIGURE 4.25 – Paramètres du critère de Dang Van sur un modèle plastique avec un
coefficient de frottement µ = 0,9
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FIGURE 4.26 – Paramètres du critère de Dang Van sur un modèle plastique avec un
coefficient de frottement µ = 1,2
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Contrairement au critère de Brown-Miller, le terme de déformations met en valeur
la zone d’initiation de fissure quel que soit le coefficient de frottement. Au contraire, le
terme de contrainte pénalise les effets de traction dans le rayon de raccordement.

FIGURE 4.27 – Paramètres du critère SWT sur un modèle plastique avec un coefficient
de frottement µ = 0,3

4.4.8 Comparaison aux observations expérimentales
Des essais de fatigue LCF sont réalisés à température ambiante sur cinq couples

d’éprouvettes queue d’aronde dont la géométrie est représentée en figure 2.6. Les par-
ties mâles et femelles sont toutes deux en Udimet 720. La durée de vie visée est de 10 000
cycles. Pour y parvenir, un effort de traction cyclique en triangle est appliqué entre deux
niveaux de charge Fmin = 0,5 kN et Fmax = 15 kN. L’objet de la campagne d’essais est
l’analyse de la durée de vie de la partie mâle, c’est pourquoi la partie femelle est conçue
pour avoir une durée de vie supérieure.

Les cinq couples d’éprouvettes testés montrent tous un comportement similaire. Les
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FIGURE 4.28 – Paramètres du critère SWT sur un modèle plastique avec un coefficient
de frottement µ = 0,6
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FIGURE 4.29 – Paramètres du critère SWT sur un modèle plastique avec un coefficient
de frottement µ = 0,9
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FIGURE 4.30 – Paramètres du critère SWT sur un modèle plastique avec un coefficient
de frottement µ = 1,2
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fissures s’amorcent en haut des deux portées, sur le bord de la zone de contact. La propa-
gation donne lieu à la rupture de la pièce en deux ou trois morceaux. La propagation des
fissures est orientée entre 90 ◦ et 106 ◦ par rapport à la surface plane du contact (figure
4.31).

La zone de contact sur une des deux portées est représentée en figure 4.32. Les zones
de glissement périphériques se distinguent nettement de la zone d’adhérence centrale.

FIGURE 4.31 – Profil de rupture d’une éprouvette queue d’aronde

4.5 Conclusions
L’analyse des contraintes de contact sur les portées d’une éprouvette queue d’aronde

a révélé la forte dépendance vis-à-vis du coefficient de frottement. L’intensification du
frottement conduit à une diminution marquée des pics de pression sur les bords du contact,
une part supplémentaire de la charge de traction étant reprise par le frottement lorsque
le coefficient de frottement augmente. La prise en compte des effets plastiques s’avère
nécessaire, étant donné l’impact très significatif observé sur les contraintes de contact.

Plusieurs critères de fatigue issus de la littérature ont été calculés et comparés aux
observations expérimentales usuelles. Celles-ci sont caractérisées par une fissuration sur
le bord supérieur du contact. Les composantes de cisaillement des critères donnent toutes
des résultats satisfaisants, en accord avec l’expérience. Les termes relatifs aux contraintes
et déformations normales prévoient quant à eux une zone critique située en dehors du
contact, dans le rayon de raccordement. Les effets du coefficient de frottement sur les
prédictions des zones d’initiation ont été mis en évidence. L’augmentation du frottement
accentue l’effet sur le bord supérieur du contact des paramètres relatifs aux cisaillements
et aux contraintes normales. L’influence du coefficient de frottement sous la surface est
également marquée par un changement de direction des lignes d’iso-endommagement.

L’étalonnage des paramètres matériaux de recalage à partir d’essais de fatigue simpli-
fiés doit permettre d’ajuster la contribution des différents paramètres. Cependant, la sen-
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FIGURE 4.32 – Faciès de fretting dans la zone de contact d’une éprouvette mâle rompue

sibilité accrue des critères aux constantes matériaux reste une difficulté majeure. Celle-ci
peut être contournée par la mise en place d’une approche basée sur les données. La pré-
diction de la durée de vie grâce à un modèle mathématique est ajustée à partir de données
expérimentales [NAS 22].
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Conclusions

Critères Composantes Lieu d’amorçage
Sines I1m En profondeur, dans le rayon de rac-

cordement
Crossland I1max Toujours en surface. Sur le bord su-

périeur du contact ou dans le rayon
de raccordement en fonction du coef-
ficient de frottement

Sines et Crossland
√

J2a Toujours en surface. Sur le bord supé-
rieur du contact

Fatemi-Socie et Brown-Miller γna Toujours en surface. Sur le bord supé-
rieur du contact. Présence d’effets de
bord.

Brown-Miller εna Toujours en surface. Sur le bord supé-
rieur ou inférieur du contact en fonc-
tion du coefficient de frottement

Fatemi-Socie σnmax Toujours en surface. Sur le bord su-
périeur du contact ou dans le rayon
de raccordement en fonction du coef-
ficient de frottement

Dang-Van PDV
h Toujours en surface. Sur le bord su-

périeur du contact ou dans le rayon
de raccordement en fonction du coef-
ficient de frottement.

Dang-Van τDV Toujours en surface. Sur le bord supé-
rieur du contact.

SWT σnmax Toujours en surface. Sur le bord su-
périeur du contact ou dans le rayon
de raccordement en fonction du coef-
ficient de frottement.

SWT εna Toujours en surface. Sur le bord supé-
rieur du contact.

TABLE 4.1 – Synthèse des lieux d’amorçage prédit par les critères de fatigue
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Conclusion générale et perspectives

Problématiques et objectifs

La prédiction de la durée de vie de la liaison aube-disque soumise à des sollicitations
de fretting-fatigue est un enjeu scientifique et industriel majeur. Ce défi soulève des dif-
ficultés d’ordre numériques et expérimental accentuées par le nombre de paramètres qui
interviennent dans le mécanisme d’endommagement. Les études numériques et expéri-
mentales doivent explorer les effets de ces différents paramètres, ce qui conduit à des
plans d’expérience conséquents. Tout d’abord, le degré de raffinement spatial requis par
la méthode éléments finis pour l’évaluation correcte des contraintes de contact conduit à
de lourds coûts de calculs. Ceux-ci sont d’autant plus accentués par la prise en compte
d’effets non linéaires nécessaires à la représentativité de l’application industrielle. Les
non-linéarités géométriques générées par les grandes déformations, les non-linéarités ma-
tériau induites par le comportement élastoplatisque et les non-linéarités provoquées par
la loi de frottement sont indispensables pour garantir une modélisation des contraintes
fidèle à la réalité. Ces effets affectent la convergence du modèle. D’autre part, l’intense
gradient de contrainte caractéristique des problèmes de contact frottant a pour effet de
sous-estimer la durée de vie prédite par une approche "point chaud". L’estimation du
coefficient de frottement constitue également une difficulté majeure. Sa valeur impacte
considérablement les contraintes de contact calculées, et par extension, la durée de vie
prédite. Le choix d’un critère de fatigue n’est pas trivial. De nombreuses propositions
sont disponibles, mais aucune ne fait l’objet d’un consensus général.

Du point de vue expérimental, l’hyperstatisme de la géométrie de l’attache pied de
sapin rend la distribution des efforts sur les portées extrêmement sensible aux aléas d’usi-
nage. Par conséquent, les résultats de durée de vie sont sujets à des dispersions qui in-
terviennent au premier ordre. La simulation de la variabilité de production n’est pas en-
visageable en raison du temps de calcul de chaque configuration et du grand nombre de
configurations à simuler. D’autre part, l’effet centrifuge volumique est approximé par un
effort de traction dans les essais mis en œuvre.

L’objectif de la thèse est de contribuer à la simplification de l’essai technologique
par une éprouvette queue d’aronde dont la représentativité vis-à-vis des conditions mo-
teurs est assurée par le pilotage de sa géométrie et des niveaux de charge. La géométrie
monolobe permet de s’astreindre de l’hyperstatisme du pied de sapin, responsable de dis-
persions qui influencent les résultats de durées de vie. La prédiction de la durée de vie en
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fretting-fatigue d’une éprouvette queue d’aronde est sujette aux difficultés mentionnées
précédemment. Les travaux présentés ont permis d’adresser les problématiques relatives à
l’estimation correcte du coefficient de frottement défini par la loi de Coulomb, ainsi qu’au
choix d’un critère de fatigue adapté.

Identification du coefficient de frottement

Le coefficient de frottement moyen sur la portée d’un contact queue d’aronde et son
évolution au cours des cycles de chargement ont été mesurés in-situ par une méthode
d’analyse inverse. Un essai de fatigue LCF à température ambiante avec des éprouvettes
queue d’aronde a été instrumenté par corrélation d’images numériques. Les champs de
déplacements 2D mesurés ont été utilisés pour la construction des conditions aux limites
du modèle numérique, et pour le calcul de la fonction coût de l’analyse inverse. Un dis-
positif de stéréo-corrélation d’image a permis de quantifier une partie des désalignements
expérimentaux et de les réintroduire dans le modèle pour améliorer la fidélité de la simu-
lation.

Plusieurs modèles éléments finis ont été développés pour reproduire les champs de
déplacements mesurés lors de l’essai. Le choix d’une modélisation locale de la géométrie
étudiée permet de s’affranchir d’une modélisation globale du banc d’essais. En effet, les
raideurs mises en jeu par l’entièreté de la chaîne de traction sont indirectement prises en
compte à travers les conditions aux limites sur les surfaces de découpe. Les hypothèses de
mise en données du problème numérique ont dans un premier temps été validées à partir
d’essais virtuels, consistant en une modélisation de la géométrie globale des éprouvettes.
La relation entre le modèle local et l’essai virtuel, définie par l’expression des conditions
aux limites de type déplacements imposés du modèle local, induit des écarts de repré-
sentativité vis-à-vis de l’essai virtuel. Ces écarts ont été quantifiés et jugés suffisamment
faible pour valider l’approche.

Une étude paramétrique des désalignements angulaires entre partie mâle et femelle a
révélé l’influence prépondérante du désalignement sur les champs de contraintes calcu-
lés. De plus, les écarts de positionnement accentuent le biais introduit par la définition
des conditions aux limites, pouvant dans certains cas extrêmes empêcher toute identifica-
tion du coefficient de frottement. Par conséquent, un domaine de validité du modèle est
exprimé en termes de désalignements angulaires.

L’étude sur les essais virtuels met également en avant l’importance des effets du char-
gement non monotone. La prise en compte de l’histoire du chargement s’avère cruciale
pour reproduire fidèlement les champs de déplacements de référence.

Une fois les biais d’ordre numérique identifiés et quantifiés, l’essai virtuel est rem-
placé par les déplacements mesurés expérimentalement par corrélation d’images numé-
riques lors d’une campagne d’essais. Les modèles développés sont appliqués tour à tour.
Le modèle mixte, identifié comme le plus représentatif de l’essai, permet la mesure du co-
efficient de frottement au cours des cycles par comparaison des champs de déplacements
numérique et expérimentaux. L’amplitude glissée calculée à partir d’un modèle global,
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est également considérée comme quantité d’intérêt. Quelle que soit la quantité d’intérêt,
le coefficient de frottement identifié augmente au cours des cycles de chargement. À par-
tir d’un certain nombre de cycle, aux alentours de 5 000 dans le cas étudié, les modèles
prédisent le passage en régime de glissement partiel. Dans ces conditions, les contraintes,
déformations et déplacements deviennent très peu sensibles aux variations de coefficient
de frottement des zones encore glissantes. Par conséquent, l’identification en régime de
glissement partiel devient délicate, et la méthode proposée ne fonctionne plus en l’état
pour cette application.

Critères de fatigue
Des critères de fatigues classiques ont été implémentés et calculés à partir des

contraintes et déformations issues d’un calcul éléments finis représentatif d’une campagne
d’essai de fatigue réalisée sur des éprouvettes queue d’aronde. Les essais ont été réalisés
sous chargement LCF et à température ambiante. La contribution individuelle des termes
de chacun des critères est caractérisée sur la localisation de l’amorçage. L’effet du ci-
saillement de surface sur l’amorçage est mis en évidence. En effet, tous les termes de
cisaillement prédisent l’initiation de fissure sur le bord supérieur du contact, ce qui est en
accord avec l’expérience. Certains termes matérialisant l’effet des contraintes normales,
tels que la pression hydrostatique de Dang-Van PDV

h ou σnmax du critère SWT, annoncent
également l’amorçage vers le bord supérieur du contact.

Le coefficient de frottement numérique s’est révélé être un paramètre influent sur la
zone d’amorçage de fissure. L’augmentation de sa valeur a tendance à déplacer les sites
d’initiations privilégiés de certains termes (I1max ou σnmax) du rayon de raccordement vers
le bord supérieur du contact. Ce résultat confirme une nouvelle fois l’influence prépondé-
rante du coefficient de frottement sur la prédiction de la durée de vie.

Perspectives
La méthode d’identification du coefficient de frottement a été développée dans des

conditions de chargement et de température simplifiées. L’extension de la procédure dans
des conditions plus représentatives de l’environnement moteur constitue un point d’intérêt
particulier. La réalisation de l’essai à haute température est indispensable pour retranscrire
les effets thermo-mécaniques, et les effets tribologiques, y compris l’interaction avec l’at-
mosphère. Les essais ont été réalisés sous chargement LCF seulement. Or, la composante
vibratoire du chargement est également responsable de sollicitations de fretting en régime
de glissement partiel. L’application de la méthode à un chargement combiné LCF+HCF
est par conséquent nécessaire à la reproduction des conditions moteur. Cependant, ces
conditions d’essais complexifient grandement le dispositif expérimental. Un effort parti-
culier concernant l’accessibilité optique devra être apporté.

En raison de difficultés d’approvisionnement, les essais ont été réalisés sur un couple
d’éprouvette en Udimet720. Ce choix de matériau ne correspond à aucune configura-
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tion moteur. L’exploitation par l’industriel des résultats obtenus n’a d’intérêt que si les
matériaux utilisés sont représentatifs d’une application réelle. Lorsqu’elle sera possible,
cette exploitation consistera en l’introduction de la loi d’évolution du frottement dans
les modèles de calculs de contrainte. Actuellement, malgré ses temps de calculs élevés
pour la résolution des problèmes de contact, la méthode des éléments finis est massive-
ment utilisée pour le calcul des contraintes. La substitution du code élément finis par un
code semi-analytique permettrait d’accélérer significativement la procédure de corrélation
entre essais et calcul.

Les principaux biais introduit par la mise en donnée du problème éléments finis ont
été quantifiés. Il reste néanmoins des biais secondaires, dont l’impact sur les sorties du
modèle n’a pas été exploré. Parmi ces biais, on peut compter l’erreur de projection des
données expérimentales sur le modèle éléments finis et l’erreur de positionnement initial
relatif des parties mâle et femelle, dont les incertitudes sont reliées à l’appréciation de
l’utilisateur.
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