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RESUME 
 

Ces travaux de thèse sont le résultat de la collaboration entre la société REDEX et le Laboratoire 

de Mécanique des Contacts et des Structures de l’INSA de Lyon. Ces travaux s’intéressent aux élé-

ments de transmission de puissance du système de guidage d’une machine-outil, dont la concep-

tion va naturellement chercher à minimiser les erreurs de fabrication que la machine-outil pour-

rait générer. 

Dans le cadre de cette étude, un modèle dynamique de transmission pour machine-outil a été dé-

veloppé, comprenant un couple d’engrenages spiroconiques et un train épicycloïdal, incorporant 

de nombreuses erreurs d’assemblages et de forme des différents engrenages du système. Ce mo-

dèle mathématique à paramètres concentrés exploite des éléments d’engrenages cylindriques, 

d’engrenages coniques, d’arbres et de paliers. Les arbres sont modélisés par des poutres de Ti-

moshenko, et les éléments de paliers se basent sur une linéarisation des relations effort-déplace-

ment de Palmgren. Les lignes de contact entre engrenages cylindriques sont discrétisées en seg-

ments élémentaires, auxquels sont attribués une raideur élémentaire et un écart normal initial. 

En adoptant le même formalisme, les flancs de dent des engrenages spiroconiques sont discrétisés 

en cellules élémentaires auxquelles sont également attribués une raideur élémentaire et un écart 

normal initial. Les écarts normaux initiaux des éléments d’engrenages sont mis à jour à chaque 

pas de temps pour prendre en compte les nouvelles positions angulaires relatives des composants 

et les potentielles erreurs de forme et d’assemblage. Les équations du mouvement sont résolues 

pas à pas dans le temps à l’aide d’un schéma de Newmark, couplé à un algorithme de gestion des 

contacts venant s’assurer de la bonne détermination des efforts de contact et des raideurs élé-

mentaires des éléments d’engrenages. Les raideurs élémentaires des engrenages cylindriques 

sont déterminées suivant la méthode de Weber et Banaschek afin de prendre en compte la contri-

bution des déformations de contact, de la flexion des dentures et de la fondation. Les raideurs 

élémentaires des engrenages spiroconiques sont déterminées à l’aide d’un élément de coque dont 

la géométrie a été ajustée, afin de rendre compte de la flexion de la dent, ainsi qu’à l’aide des théo-

ries de Boussinesq pour obtenir la contribution des déformations de contact. Un algorithme de 

calcul de distance de séparation tridimensionnel de type point sur plan est implémenté afin d’ob-

tenir les écarts normaux initiaux des engrenages spiroconiques. 

Différents éléments de validation du modèle sont ensuite présentés afin de juger de l’exactitude 

du modèle et de ses limitations sur certains aspects de modélisation. La modélisation du train 

épicycloïdal et des éléments d’engrenages cylindriques est éprouvée en comparant différents ré-

sultats à des mesures issues de la littérature. Des mesures de portée à vide sont présentées sur un 

couple d’engrenages spiroconiques afin d’apprécier la justesse de la méthode de résolution du 

contact appliquée aux engrenages spiroconiques ; une comparaison aux résultats de la théorie de 

Hertz ainsi qu’à un modèle par éléments finis est également proposée afin de valider la méthode 

de détermination des raideurs élémentaires. 

Enfin, une étude du comportement dynamique du train épicycloïdal seul, du couple d’engrenages 

spiroconiques et du système complet est proposée, s’intéressant aux couplages existants entre ces 

deux éléments de la transmission, ainsi qu’à l’impact de différentes erreurs d’assemblages indivi-

duelles sur les erreurs de transmission et le coefficient de surcharge dynamique. Pour une même 

amplitude d’erreur, différents niveaux de criticité sont ainsi mis en valeur selon la nature de l’er-

reur et le mobile impacté. 
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ABSTRACT 
 

This research work has been conducted at the Contact and Structural Mechanics Laboratory 

(LaMCoS) of INSA Lyon, in collaboration with REDEX. The very nature of machine-tools is to an-

swer a need for automation and reliability of the manufacturing process of mechanical parts. The 

design stage of a machine-tool will therefore seek to minimise the manufacturing errors that the 

machine-tool could generate, in particular through the power transmission elements of the sys-

tem guiding the relative displacements of the tool and the machined part. This work focuses on 

such power transmission elements. 

The present work introduces a dynamic model for geared machine-tool transmissions, comprising 

a pair of spiral bevel gears and an epicyclic gear train, and incorporating numerous shape and 

assembly errors of the various gears and rotating bodies of the system. This mathematical model 

adopts a lumped parameters approach, and employs specific elements of cylindrical gears and 

bevel gears, as well as shafts and bearings elements. The shafts are modelled using Timoshenko 

beams, and the bearing elements are based on a linearization of Palmgren force-displacement re-

lations. The lines of contact between cylindrical gears are discretised into elemental cells, which 

are all attributed a local time-varying mesh stiffness element and an initial equivalent normal sep-

aration accounting for tooth flank faults and modifications. Using the same formalism, the tooth 

flanks of spiral bevel gears are discretised into elemental areas to which a local time-varying mesh 

stiffness element and an initial equivalent normal separation are also assigned. The initial equiv-

alent normal separations of the gear elements are updated at each time step to account for the 

new relative angular positions of the components. The equations of motion are solved step-by-

step over time using a Newmark integration scheme coupled with a normal contact algorithm to 

ensure that the contact efforts and the elemental mesh stiffness functions of the various gear ele-

ments are consistent. The elemental mesh stiffness functions of cylindrical gears are determined 

using the Weber and Banaschek approach to account for the contribution of contact deformation, 

tooth bending and foundation displacements. The elemental mesh stiffness function of spiral 

bevel gears is determined using a shell element, whose geometry has been adjusted, to account 

for tooth bending, and Boussinesq contact theory to account for the contribution of contact defor-

mation. 

Various experimental and theoretical results are then presented and confronted with the model 

results to assess the accuracy and limitations of certain aspects of the model. The epicyclic gear 

train model and cylindrical gear elements results are compared with different measurements 

from the literature. Measurements of contact area are presented on a pair of spiral bevel gears in 

order to assess the accuracy of the contact resolution method; comparisons with some results of 

Hertz theory as well as with a finite element model are also proposed in order to validate the 

elemental stiffness functions calculation method. 

Finally, a study of the dynamic behaviour of the epicyclic gear train, of the spiral bevel gear pair 

and of the complete system is proposed, focusing on the couplings between these two elements of 

the transmission, as well as on the impact of different individual assembly errors on the transmis-

sion errors and the dynamic overload coefficients. Different levels of criticality are thus high-

lighted depending on the nature of the error and the rotating body carrying the error. 
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NOMENCLATURE 
 

Repères 

𝑅𝐼0 
= (𝒙𝑰𝟎 𝒚𝑰𝟎 𝒛𝑰𝟎) repère lié à la couronne, fixe dans le référentiel inertiel, dont 

l’axe 𝒛𝑰𝟎 est l’axe de rotation du train épicycloïdal 

𝑅𝐼1 
= (𝒙𝑰𝟏 𝒚𝑰𝟏 𝒛𝑰𝟏) repère lié à la couronne, fixe dans le référentiel inertiel, dont 

l’axe 𝒛𝑰𝟏 est l’axe de rotation de l’arbre traversant de l’engrenage spiroconique 

𝑅𝑗 
= (𝒙𝒋 𝒚𝒋 𝒛𝑰𝟎) repère lié au porte-satellites, dont l’axe 𝒙𝒋 passe par le centre du 

planétaire et du satellite no𝑗 

𝑅𝑙 = (𝒙𝒍 𝒚𝒍 𝒛𝒍) repère lié au pignon ou à la roue conique 

𝑅𝑡 = (𝒙𝒕 𝒚𝒕 𝒛𝒕) repère cartésien local à une dent du pignon ou de la roue conique  

𝑅𝑡𝑐 
= (𝒆𝒓 𝒆𝜽 𝒛𝒕) repère cylindrique local à une dent du pignon ou de la roue co-

nique 

Général 

𝑑 Distance de séparation 

𝐸 Module d’Young 

𝑒𝑐 Amplitude de l’erreur d’excentration 

𝑒𝑥, 𝑒𝑦 Amplitudes des erreurs de positionnement 

𝑒𝜉 Amplitude de l’erreur de désaxage 

𝑒𝜙, 𝑒𝜓 Amplitudes des erreurs de désalignement 

𝐹𝑏 Effort au palier 

𝐺 Module de Coulomb 

𝐼𝑡 , 𝐼𝐺 Moment quadratique transverse et polaire respectivement 

𝐽𝑡 , 𝐽𝐺  Moment d’inertie transverse et polaire respectivement 

𝑘𝑚 Raideur associée à la surface de contact élémentaire no𝑚 

𝑀 Point de contact potentiel 

𝑀𝑚  Point central de la surface de contact élémentaire no𝑚 

𝑚 Masse d’un mobile 

𝑚𝑛 Module normal 

𝑁𝑚 Nombre de surfaces de contact élémentaires par dent 

𝑁𝑡 Nombre de dents potentielles en contact 

𝒏𝒄 = (𝑛𝑥 , 𝑛𝑦, 𝑛𝑧) normale au contact 

𝑂 Centre de rotation 

𝒒 
= (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜙, 𝜓, 𝜗) vecteur des degrés de liberté d’un ou de plusieurs nœuds, au 

nombre de six par nœud 
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(𝑥, 𝑦, 𝑧) Coordonnées cartésiennes d’un point 

(𝑟, 𝜃, 𝑧) Coordonnées cylindriques d’un point 

𝒗 Vecteur structurel d’engrènement 

𝑍 Nombre de dents 

𝛼𝑅 , 𝛽𝑅 Coefficients d’amortissement de Rayleigh 

Δ Écrasement au contact 

𝛿 Distance de rapprochement élastique 

𝛿𝑒  Distance de séparation initiale 

𝜀 

Sens de rotation de l’arbre de sortie, +1 pour une rotation dans le sens horaire 

de l’arbre intermédiaire, −1 pour une rotation dans le sens trigonométrique de 

l’arbre intermédiaire 

𝜀𝑡 Rapport de conduite total 

𝜆0 Angle de rotation de corps rigide dans le repère lié au référentiel inertiel 

𝜈 Coefficient de Poisson 

Ω0, Ω1 
Vitesse de rotation de corps rigide dans le repère fixe (𝑅𝐼1 pour le pignon co-

nique, 𝑅𝐼0 sinon) et le repère 𝑅1 respectivement 

Train épicycloïdal 

𝑁𝑛 Nœud lié à la dent de la couronne no𝑛 

𝑁𝑝 Nombre de satellites du train épicycloïdal 

𝑝 Position du centre d’une ligne de contact le long du plan d’action 

𝑝𝑏𝑡 Pas de base apparent 

𝑅𝑐 Rayon d’entraxe du porte-satellites 

𝑟𝑏 Rayon de base 

𝑋𝑁𝑛 , 𝑌𝑁𝑛  Coordonnées selon 𝒙𝑰𝟎 et 𝒚𝑰𝟎 du nœud 𝑁𝑛 

𝛼 Angle de pression de fonctionnement 

𝛼𝑒𝑥 Angle de la direction de l’excentration du porte-satellites avec 𝒙𝟏 

𝛽𝑏 Angle d’hélice de base 

𝛾 Angle de projection du plan de base dans le repère 𝑅𝐼0 

Δ𝑠1
𝑔𝑗

 

Différence de phase entre l’engrènement entre le planétaire et le satellite no1 

et l’engrènement entre l’engrenage 𝑔 (= 𝑠 pour le planétaire, = 𝑟 pour la cou-

ronne) et le satellite no𝑗 

𝜂 Position d’un point le long de sa ligne de contact 

𝜅 Angle de résolution de montage des satellites 

𝜆 Angle de rotation de corps rigide dans le repère 𝑅1 

𝜆𝑐 Angle de rotation instantané entre les repères 𝑅1 et 𝑅𝐼0 

𝜌 Angle de projection du plan de base dans le repère 𝑅1 
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Φ𝑗 Position angulaire du satellite no𝑗 dans le repère 𝑅1 

Spiroconiques 

𝐴, 𝐵, 𝐶 
Coefficients des déplacements normaux et des rotations de cisaillement à la 

fibre neutre d’une dent 

𝑎𝑡 , 𝑏𝑡 Coordonnées selon 𝒙𝒕 et 𝒚𝒕 du centre du cylindre de la fibre neutre d’une dent 

𝐹𝑐𝑚 Effort de contact s’appliquant sur la surface de contact élémentaire no𝑚 

ℎ Hauteur de dent selon 𝒛𝒕 

𝑲𝒄 Matrice de coefficients de raideur d’une dent 

𝑙𝑚, 𝑏𝑚, 𝑋𝑚, 𝑌𝑚 
Dimensions et coordonnées du centre de la surface de contact élémentaire no𝑚 

assimilée à un rectangle 

𝑃𝐸 Energie potentielle 

𝑝𝑛 Pression normale à la fibre neutre 

𝑝𝑚 Pression de contact appliquée sur la surface de contact élémentaire no𝑚 

𝑟𝑛𝑓 Rayon de la fibre neutre d’une dent 

𝑆𝐸 Energie de déformation 

𝑠𝑚 Aire de la surface de contact élémentaire no𝑚 

𝑡𝑡𝑐 Epaisseur d’une dent selon 𝒆𝒓 

𝒗𝓟 Vecteur normal au plan 𝒫 

𝑊 Déplacements normaux à la fibre neutre 

𝑊𝐹 Travail des efforts extérieurs 

𝛽𝑧, 𝛽𝜃 Rotations de cisaillement 

𝛾𝑧𝜃, 𝛾𝜃𝑟 , 𝛾𝑧𝑟  Contraintes de cisaillement 

𝛿𝑐𝑚 Déplacement de contact de la surface de contact élémentaire no𝑚 

𝛿𝑓𝑚 Déplacement de flexion de la surface de contact élémentaire no𝑚 

𝛿𝑝, 𝛿𝑤 
Demi-angle au sommet du cône primitif du pignon et de la roue conique res-

pectivement 

𝜀𝑧, 𝜀𝜃 Contraintes normales 

Σ Angle entre axes de l’engrenage spiroconique 

𝜍 Angle maximal décrit par la dent selon 𝒆𝜽 

Φ,Ψ Fonctions de forme des déformations d’une dent 

Indices et exposants 

𝑔 

Indice générique pouvant faire référence au pignon conique (= 𝑝), à la roue 

conique (= 𝑤), au planétaire (= 𝑠), au satellite no𝑗 (= 𝑗), ou à la cou-

ronne (= 𝑟) 

𝑐𝑠, 𝑐𝑟 
Relatif à l’influence du porte-satellites sur les engrènements intérieurs et exté-

rieurs respectivement 
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𝑠𝑗, 𝑗𝑠 Relatif à l’engrènement planétaire – satellite no𝑗 

𝑟𝑗, 𝑗𝑟 Relatif à l’engrènement couronne – satellite no𝑗 

𝑅𝐸 
Indice pouvant faire référence à un élément roulant où à une tranche d’un élé-

ment roulant 

𝑒𝑐, 𝑒𝜉 Relatif à l’erreur d’excentration et de désaxage respectivement 

̇  Dérivée première par rapport au temps 

̈  Dérivée seconde par rapport au temps 

̅  Moyenne dans le temps 

𝑇  Transposée 

Fonctions 

| | Valeur absolue 

‖ ‖ Norme euclidienne 

⌈ ⌉ Partie entière par excès, “plafond” 

𝑎 mod 𝑏 Reste de la division euclidienne de 𝑎 par 𝑏 

Paliers 

𝐷𝑅𝐸 Diamètre de bille 

𝑑𝑅𝐸  
Distance séparant le plan médian d’un palier à la position d’une tranche d’un 

rouleau conique 

𝑘𝑏 Constante de raideur d’un élément roulant 

𝑙𝑅𝐸  Longueur d’une tranche d’un rouleau conique 

𝑛 
Facteur de non linéarité de la relation entre effort et écrasement d’un élément 

roulant 

𝑟𝐼𝑅 Rayon de la piste intérieure 

𝒗𝒃 Vecteur de projection 

𝛼𝐼𝑅 Angle d’inclinaison de la piste intérieure 

𝛿0 Ecrasement de référence d’un élément roulant 

𝛿𝑧𝑝, 𝛿𝑟𝑝 Déplacements de précharge axiale et radiale d’un roulement 

Φ𝑅𝐸  Position angulaire d’un élément roulant 
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INTRODUCTION GENERALE 
 

Les engrenages sont employés depuis l’Antiquité, et leur évolution a longtemps été gouvernée par 

des besoins de puissance toujours croissants des mécanismes les employant. Ce n’est que relati-

vement récemment dans l’histoire des engrenages, dans la première moitié du XXème siècle, que 

les vibrations sont devenues un sujet de recherche majeur dans les transmissions par engrenages. 

La fiabilisation des procédés de fabrication des engrenages a progressivement réduit les erreurs 

de fabrication. Par conséquent, l’influence des paramètres de conception sur les vibrations, autre-

fois peu significatifs face aux erreurs de fabrication, s’en est trouvée accrue. C’est ainsi que sont 

apparus au milieu du XXème siècle les premiers modèles d’engrenages étudiant l’impact de diffé-

rents paramètres de conception, modèles dont les enjeux et la complexité ont évolués avec les 

procédés de fabrication et les capacités de calcul numérique. 

La société REDEX se spécialise dans la fabrication de transmissions par engrenages pour ma-

chines-outils, domaine pour lequel la diminution des vibrations est un enjeu majeur, condition-

nant la précision de fabrication finale de la machine-outil. Les contraintes liées à cette application 

ont amené à l’utilisation de transmissions comprenant un ou plusieurs trains épicycloïdaux, dont 

les multiples chemins de transmission de puissance amènent à des phénomènes de partage de 

charge complexes, ainsi que des engrenages spiroconiques, dont les géométries complexes ont 

fortement ralenti le développement de modèles numériques. Ainsi, les modèles numériques dy-

namiques d’engrenages spiroconiques existants dans la littérature offrent peu de possibilités de 

couplage dynamique fort avec d’autres sources d’excitation telles que le train épicycloïdal de notre 

application. Enfin, peu de modèles dynamiques de train épicycloïdaux comme d’engrenages spi-

roconiques prennent en compte de possibles erreurs de forme et d’assemblage, générant des vi-

brations potentiellement critiques. 

L’objectif de ce travail de thèse est donc de proposer un modèle de transmission pour machine-

outil comprenant un train épicycloïdal et un couple d’engrenages spiroconiques et capable de 

rendre compte des couplages existants entre ces deux éléments, et ce même lorsque certains mo-

biles sont soumis à une ou plusieurs erreurs de forme ou d’assemblage. 

Le chapitre 1 présente donc les enjeux propres aux transmissions par engrenages pour machines-

outils, les différentes sources d’excitation de ces transmissions, ainsi qu’un état de l’art des diffé-

rentes stratégies de modélisation des constituants de ces transmissions.  

Le chapitre 2 détaille les choix de modélisation effectués, présentant notamment des modèles dy-

namiques de train épicycloïdal et d’engrenages spiroconiques. Les équations du mouvement et 

leur méthode de résolution sont explicitées. 

Le chapitre 3 propose un certain nombre d’éléments de validation basés sur des résultats théo-

riques et expérimentaux, issus en grande partie de la littérature. Différents aspects des modèles 

de train épicycloïdal et d’engrenages spiroconiques sont traités séparément. 

Enfin, le chapitre 4 s’intéresse au comportement dynamique d’un réducteur pour machine outils, 

et des interactions existant entre le train épicycloïdal et le couple d’engrenages spiroconiques. A 

cette fin, le comportement dynamique du train épicycloïdal et du couple d’engrenages spiroco-

niques sont d’abord étudiés séparément.  
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Ce premier chapitre présente un état de l’art sur la dynamique des engrenages. 

La première partie introduit des notions fondamentales sur la théorie des engrènements et la géo-

métrie des engrenages à travers une approche historique de leurs développements. 

La seconde partie s’intéresse au problème des vibrations dans les transmissions pour machines-

outils et discute des enjeux et objectifs spécifiques à cette application. Elle s’intéresse également 

aux solutions apportées à ces problématiques, ayant mené aux architectures des transmissions 

faisant l’objet de cette étude. 

La troisième partie se concentre sur les sources d’excitation dans les transmissions par engre-

nages, et sur les modélisations existantes de ces différentes sources. 

Une revue des différents modèles dynamiques d’engrenages est ensuite proposée. L’accent est 

porté sur les modèles de trains planétaires et épicycloïdaux, ainsi que sur les modèles d’engre-

nages spiroconiques et hypoïdes, particulièrement pertinents pour cette étude. 

Enfin, la stratégie de modélisation adoptée, ainsi que les objectifs de cette étude seront présentés. 
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1.1 INTRODUCTION SUR LA THEORIE DES ENGRENEMENTS 

Afin de garantir un rapport constant de vitesses angulaires entre deux roues dentées engrenant 

l’une avec l’autre, les profils de denture des engrenages suivent le tracé de courbes mathéma-

tiques précises, sujets de nombreux travaux de recherches. Litvin [1] et Drago [2] retracent l’his-

toire des principaux développements théoriques des engrenages ainsi que leurs principaux con-

tributeurs. Deux courbes mathématiques sont majoritairement utilisées, les engrenages cycloïdes, 

se basant sur le tracé d’une courbe cycloïdale et dont les développements ont été menés par De la 

Hire, Poncelet et Camus, et les engrenages à développante de cercle se basant sur la courbe de 

même nom, et dont l’application aux engrenages a initialement été proposé par Euler [1], [2]. Les 

engrenages cycloïdes nécessitent une grande précision sur leur entraxe pour garantir un rapport 

de vitesse constant alors que les engrenages à développante de cercle continuent de présenter 

cette propriété sur une plage d’entraxe autour de leur entraxe nominal. Cet aspect de la dévelop-

pante de cercle en fait le tracé d’engrenages le plus répandu dans l’industrie, bien que les engre-

nages cycloïdes soient utilisés dans certaines applications telles que l’horlogerie [3]. 

La développante de cercle présente de nombreuses autres propriétés justifiant son utilisation 

dans la conception d’engrenages. Notamment, les contacts des profils théoriques de deux engre-

nages à développantes de cercle sont linéiques. Ces lignes de contact appartiennent toutes, ainsi 

que les normales au contact, à un même plan, appelé plan de base du fait de sa tangence avec les 

cylindres de base des deux engrenages. En délimitant ce plan de base par ses intersections avec 

les cylindres de tête des deux engrenages, une partie du plan de base est isolée, appelée plan d’ac-

tion, délimitant précisément la zone au sein de laquelle les contacts entre profils théoriques vont 

se produire. 

 

Figure 1-1 Plan d'action et profils théoriques d'engrenages cylindriques 

Les lignes de contact étant séparées du pas de base dans le plan d’action, on peut définir un rap-

port de conduite comme le rapport entre la longueur du plan d’action et le pas de base, représen-

tant le nombre de lignes de contact dans le plan d’action. Ce rapport n’étant pas forcément entier, 

le nombre de lignes de contact, donc le nombre de couples de dents en contact, va varier au cours 

du temps. 

En assimilant chaque couple de dents en contact à un ressort, l’engrenage peut être représenté 

par un système masse-ressort, dont la raideur globale va donc varier au cours du temps avec le 

nombre de paires de dent en contact. En considérant les efforts extérieurs, et notamment le couple 
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moteur, comme constants, cette variation de la raideur de la transmission va entrainer une varia-

tion des déformations, donc une variation des déplacements relatifs des deux roues de l’engre-

nage, c’est-à-dire des vibrations. 

Cette variation de raideur de la transmission a rapidement été identifiée comme l’une des sources 

principales d’excitation des transmissions par engrenages [4]. Beaucoup de travaux de recherche 

ont alors adopté des formulations simplifiées de la raideur d’engrènement supposant une raideur 

constante par unité de longueur de ligne de contact dans le plan d’action, tels que les travaux de 

Strauch [4], Küçükay [5] ou Saada et Velex [6]. Une formulation analytique des longueurs de con-

tact a ensuite été développée par Maatar et Velex [7], mettant en valeur l’influence du rapport de 

conduite et du rapport de recouvrement, dû à l’angle que présentent les lignes de contact dans le 

plan d’action dans le cas des dentures hélicoïdales, sur les excitations d’une transmission par en-

grenages. 

 

Figure 1-2 Représentation graphique des rapports de conduite et de recouvrement, 𝜀𝛼 et 𝜀𝛽  res-

pectivement, dans le plan d’action 

C’est en 1958 qu’Harris introduisit le concept d’erreurs de transmission [8], après avoir mis en 

évidence leur relation avec l’excitation et la réponse dynamique d’un train d’engrenage. Les er-

reurs de transmission peuvent s’interpréter comme une variation du rapport de transmission ins-

tantané, et se définissent comme la différence entre la position réelle de l’engrenage mené et sa 

position si le train d’engrenage était géométriquement parfait et infiniment rigide. Elles englobent 

donc deux concepts différents, les erreurs géométriques des engrenages en tant que corps rigides, 

et les déformations élastiques des engrenages sous charge. Les erreurs géométriques vont géné-

rer des distances de séparation entre les flancs du pignon et de la roue dans les positions nomi-

nales, qui seront donc compensées par une rotation de corps rigide supplémentaire afin d’amener 

au moins une paire de dent en contact. Les déformations élastiques des engrenages vont égale-

ment générer une rotation de corps rigide supplémentaire qui dépendra, entre autres, du nombre 

de paires de dents en contact. 
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1.2 TRANSMISSIONS PAR ENGRENAGES ET MACHINES-

OUTILS 

1.2.1 Introduction historique 

Les transmissions par engrenages sont employées dans de nombreux domaines de l’industrie, de 

l’horlogerie aux sous-marins, de la robotique aux hélicoptères. Cette diversité des applications et 

des usages multiplie les formes et les enjeux des transmissions par engrenages. Cette étude traite 

de transmissions par engrenages pour machines-outils, et adresse spécifiquement leurs problé-

matiques. 

Une machine-outil est un dispositif mécanique permettant d’imposer un mouvement relatif entre 

un outil et une pièce, permettant d’usiner ou de déformer cette dernière. Un outil devient donc 

machine-outil lorsque le mouvement relatif de l’outil et de la pièce n’est plus contrôlé « à la main » 

par un opérateur humain, mais imposé par un mécanisme. Historiquement, les premières appari-

tions de machines-outils remontent à la fin du Moyen Âge [9], avec notamment une illustration 

d’un tour à bois mécanique conçu pour une opération de filetage, datée aux alentours de 1483. 

 

Figure 1-3 Illustration d'un tour à bois datée de 1483, employant un guidage mécanique de l'outil 

de filetage [9] 

D’après Moore [9], ce n’est cependant que vers la fin du XVIIIème siècle durant la révolution indus-

trielle que le développement des machines-outils s’initia réellement, alimenté par les besoins 
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d’outils capables de travailler l’acier avec toujours plus de rendement et de précision. Les efforts 

nécessaires à l’usinage de pièces en acier étant considérablement plus importants que pour le 

travail du bois, le développement de mécanismes de commandes des outils, c’est-à-dire de ma-

chines-outils, devient impératif. 

Les machines-outils répondent donc à plusieurs besoins : 

(1) Un besoin d’automatisation de l’étape de fabrication, fortement lié à la notion de répéta-

bilité 

(2) Un besoin d’efforts et de vitesses suffisamment importants pour garantir le bon déroule-

ment de différentes procédures de fabrication tout en minimisant leur durée 

(3) Un besoin de précision du guidage des mouvements relatifs entre la pièce et l’outil 

Afin de répondre à ces différents besoins, des transmissions par engrenages sont employées, per-

mettant de générer et de synchroniser, à partir de la rotation d’un moteur, des mouvements com-

posés complexes, à l’aide notamment d’ensembles pignon-crémaillère transformant les rotations 

en translations. Les transmissions par engrenages présentent l’avantage de pouvoir transmettre 

des puissances élevées pour un encombrement moindre, tout en offrant des rendements élevés. 

Enfin, l’entrainement par obstacle assure une certaine précision de la transmission. Les réduc-

teurs faisant l’objet de cette étude servent notamment, parmi leur nombre important d’applica-

tions, à démultiplier la vitesse de rotation transmise d’un moteur au pignon d’une crémaillère tout 

en multipliant d’autant le couple transmis. 

 

Figure 1-4 Exemple de transmission pour machine-outil 

1.2.2 Conception des transmissions 

La notion d’erreurs de transmission introduite précédemment devient alors centrale à ce type 

d’application, en effet une variation du rapport de transmission instantané va se traduire par une 

variation de la vitesse de translation instantanée de la crémaillère, pouvant générer des défauts 

d’état de surface de la pièce usinée, et diminuant la précision du guidage des mouvements relatifs 
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de la pièce et de l’outil, et donc la précision d’usinage de la machine-outil. La conception de ces 

réducteurs va donc présenter trois enjeux majeurs : 

(1) La conception doit minimiser l’influence des erreurs de montage et de fabrication des en-

grenages, afin de minimiser les erreurs de transmission d’origines géométrique. 

(2) La conception doit maximiser la raideur globale du système, afin de minimiser les erreurs 

de transmission dues aux déformations élastiques des composants du système, et notam-

ment des dentures. 

(3) La conception doit minimiser le jeu angulaire de la transmission. Ces transmissions étant 

vouées à changer de sens de rotation fréquemment, la présence de jeu angulaire, notam-

ment dû aux dentures, va générer une imprécision supplémentaire sur le guidage. 

Les deux premiers enjeux de conception ont logiquement mené à l’emploi de trains planétaires et 

épicycloïdaux. Les termes « train planétaire » et « train épicycloïdal » désignent un agencement 

particulier de plusieurs engrenages, dans lequel un pignon central, appelé planétaire, engrène 

avec un certain nombre d’engrenages extérieurs, appelés satellites, engrenant eux-mêmes égale-

ment avec un unique engrenage intérieur coaxial au planétaire, appelé couronne. Les satellites 

sont montés sur une unique pièce, appelée porte-satellites. Les trains planétaires correspondent 

à une configuration où le porte-satellite est fixe, l’entrée de puissance se faisant par le planétaire 

et la sortie par la couronne ; leur nom découle du mouvement des différents composants, ana-

logues à celui d’une planète et de ses satellites. L’entrée de puissance dans les trains épicycloïdaux 

se fait également par le planétaire, cependant leur couronne est fixe, la sortie se faisant sur le 

porte-satellites ; leur nom n’est pas relié aux dentures cycloïdes mentionnées précédemment, 

mais à la trajectoire épicycloïdale décrite par un point du cercle primitif d’un satellite observé 

dans le repère fixe, indépendamment de la forme des dentures. 

 

Figure 1-5 Représentation d'un train épicycloïdal [10] 
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Cette architecture de transmission par engrenages fut inventée durant l’antiquité afin notamment 

de prédire le mouvement des planètes, sa plus ancienne manifestation connue à ce jour est le mé-

canisme d’Anticythère, daté du Ier siècle av. J.-C. [11]. Les trains planétaires et épicycloïdaux sont 

maintenant largement utilisés dans l’industrie en raison d’un grand nombre d’avantages. La mul-

tiplicité des chemins de transmission de puissance permet de transmettre des puissances impor-

tantes et d’assurer une rigidité élevée, tout en présentant une compacité exemplaire. Les efforts 

radiaux sur les différents composants sont théoriquement nuls, s’annulant entre eux, lorsque les 

satellites sont équirépartis. Enfin, cette architecture présente une sensibilité amoindrie à cer-

taines erreurs de montage et de fabrication [12], bien que la multiplicité des engrènements puisse 

faire émerger des problèmes de partage de charges entre les différents satellites pouvant s’avérer 

critiques dans certaines conditions [13], [14]. Les trains planétaires et épicycloïdaux répondent 

donc efficacement aux deux premiers enjeux de conception cités plus tôt dans cette partie. 

 

Figure 1-6 Exemple de double réducteur avec renvois d'angle et précharge mécanique 

Répondre au troisième enjeu de conception est plus complexe. Bien qu’il puisse être significative-

ment réduit pour certaines applications, un jeu de denture est nécessaire au bon fonctionnement 

des engrenages, permettant d’éviter des frottements excessifs pouvant user prématurément la 

transmission et des chocs pouvant endommager significativement la denture. Une transmission à 

jeu réduit peut ne pas être suffisante pour atteindre l’objectif de précision fixé, d’autres solutions 

technologiques ont alors vu le jour afin d’annuler complètement le jeu de guidage. L’une de ces 

solutions technologiques consiste par exemple à monter deux réducteurs identiques sur une 

même crémaillère en imposant une précharge angulaire entre eux afin d’annuler à chaque instant 

les jeux des réducteurs et des engrènements pignons-crémaillère. Cette précharge angulaire peut 

être appliquée de manière électrique, mais nécessite alors un moteur pour chaque réducteur, ou 

de manière mécanique, ne nécessitant plus qu’un seul moteur pour l’ensemble. L’une des solu-

tions privilégiées pour l’application d’une précharge mécanique entre deux réducteurs consiste à 

monter en entrée de chacun des réducteurs un système de renvoi d’angle, l’arbre traversant per-

pendiculaire aux axes de rotation des réducteurs devient alors l’axe du moteur. Le décalage de 

position angulaire initiale des réducteurs entre eux permet d’assurer la précharge à travers un 

élément de raideur positionné sur l’arbre traversant entre les deux systèmes de renvoi d’angle, 
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qui peut être l’arbre lui-même. Pour toutes les raisons citées précédemment, la technologie de 

renvoi d’angle favorisée dans l’industrie de la machine-outil sont les engrenages coniques, pré-

sentant des capacités de charges et des rigidités importantes tout en limitant les erreurs de trans-

missions. L’utilisation d’engrenages coniques s’est donc répandue dans les réducteurs pour ma-

chines-outils, permettant des montages annulant entièrement le jeu global, mais dont 

l’engrènement vient contribuer aux erreurs de transmission globales. 

  



 

Quentin Thoret-Bauchet / 2020 / Institut national des sciences appliquées de Lyon  35 

 

1.3 SOURCES D’EXCITATION ET ENGRENEMENTS 

Comme présenté en première partie de ce chapitre, les engrenages peuvent être une source signi-

ficative de vibrations, et ce pour de multiples raisons. Cette section est consacrée à la présentation 

des différentes sources d’excitation dans les engrenages, et plus particulièrement dans les trains 

épicycloïdaux et dans les engrenages spiroconiques. 

1.3.1 Train épicycloïdal 

1.3.1.1 Raideur d’engrènement 

Nous avons dans l’introduction de cette partie mis en valeur l’importance de la variation de la 

longueur totale de contact dans le plan d’action sur la réponse dynamique et l’excitation d’un en-

grènement, en supposant une raideur d’engrènement constante par unité de longueur de ligne de 

contact. La raideur de denture n’est cependant pas uniquement dépendante de la longueur des 

lignes de contact, des modèles de raideur de denture ont donc été développés afin de la caractéri-

ser avec plus de précision. Weber [15], Weber et Banaschek [16], puis Cornell [17], ont notam-

ment proposé une méthode de calcul des déflexions basée sur la somme des contributions de la 

déformation au contact, de flexion de la dent et de la déformation de fondation. 

Déformation au contact 

Les expressions de la déformation au contact d’une dent d’engrenage proviennent généralement 

de la théorie de Hertz. Le corps de l’engrenage et la fibre neutre de la dent sont supposés indéfor-

mables afin d’isoler les déformations locales à l’interface de contact. La formulation de Weber et 

Banaschek [16] pour les déformations de contact dans la direction de la charge donne : 

𝛿𝑐 = 2
𝐹

𝜋𝑏𝐸𝑒𝑞
∗ (ln

2√𝑘1𝑘2
𝑎

−
𝜈

2(1 − 𝜈)
) 1-1 

Avec : 

 𝑎 = √4
𝐹𝜌𝑒𝑞

𝜋𝑏𝐸𝑒𝑞
∗  : Demi-largeur du contact de Hertz pour deux cylindres d’axes parallèles 

 𝐸𝑒𝑞
∗ =

𝐸1𝐸2

𝐸2(1−𝜈1
2)+𝐸1(1−𝜈2

2)
 : Module équivalent des modules d’Young normalisés par les 

coefficients de Poisson 

 𝜌𝑒𝑞 =
𝜌1𝜌2

𝜌1+𝜌2
 : Rayon de courbure équivalent au contact 

 𝑘1, 𝑘2 : Distances entre le point de contact et la fibre neutre de la dent, dans la direction 

de la normale au contact, définis en figure 1-7. 

 𝐹, 𝑏 : Charge sur la dent et largeur de denture 

D’autres approches peuvent être citées, telle que la formule analytique de Lundberg [18], ou la 

formule semi-empirique développée par Palmgren pour application à des roulements à rouleaux 

cylindriques [19]. 

Flexion de dent 

Les déflexions d’une dent sont classiquement déterminées en considérant le contact et la section 

encastrée au corps de l’engrenage comme indéformables. Les travaux de Weber et Banaschek [16] 
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approximent une dent par une poutre encastrée-libre de section variable et, en se basant sur l’ex-

pression de l’énergie de déformation et du travail des forces extérieures, amènent l’expression 

des déflexions suivante (cf. figure 1-7) : 

𝛿𝑏 =
𝐹

𝑏𝐸
cos2 𝛼𝑢 (10.92∫

(𝑢𝑤 − 𝑦)
2

𝑠(𝑦)3
𝑑𝑦

𝑢𝑤

0

+ 3.1(1 + 0.294 tan2 𝛼𝑢)∫
1

𝑠(𝑦)
𝑑𝑦

𝑢𝑤

0

) 1-2 

Les travaux de Lin et Liou [20] se basent sur une approche similaire, alors qu’Umezawa [21] pro-

pose une approche tridimensionnelle en approximant la dent par un élément de plaque à épais-

seur variable. 

Déformation de fondation 

Les déformations de fondation, ou déformations du corps de l’engrenage, se déterminent en étu-

diant les déformations du solide supportant les dents lorsque les dents sont supposées comme 

indéformables. Les premiers travaux sur le sujet, tels que ceux de Weber [15], O’Donnel [22], [23], 

Attia [24], ou encore Cornell [17] ont approximé le corps de l’engrenage à un massif élastique 

semi-infini, menant à une estimation du déplacement de la dent dans la direction de la charge de 

la forme : 

𝛿𝑓 =
𝐹

𝑏𝐸
cos2 𝛼𝑢 (𝐿(

𝑢𝑤
𝑠𝑓𝑤

)

2

+𝑀(
𝑢𝑤
𝑠𝑓𝑤

) + 𝑃(1 + 𝑄 tan2 𝛼𝑢)) 1-3 

Les valeurs numériques des coefficients 𝐿, 𝑀, 𝑃 et 𝑄 varient selon l’auteur, quelques valeurs sont 

données dans le tableau 1-1 pour un coefficient de Poisson 𝜈 = 0.3. 

 

Auteur(s) 𝐿 𝑀 𝑃 𝑄 

Weber [15] – Attia [24] 5.2 1 1.4 0.294 – 0.32 

Cornell [17] 5.306 
1.4 (plane stress) 

1.14 (plane strain) 
1.534 0.32 

Tableau 1-1 Coefficients des déformations de fondation 

Sainsot et. al. [25] ont ensuite proposé une approche similaire, prenant en compte la géométrie 

du corps de l’engrenage, et pour laquelle les coefficients de l’équation 1-3 sont exprimés comme 

fonctions de la géométrie de l’engrenage. 



 

Quentin Thoret-Bauchet / 2020 / Institut national des sciences appliquées de Lyon  37 

 

 

Figure 1-7 Paramètres géométriques de la formulation de Weber 

 

1.3.1.2 Erreurs d’assemblage 

Les erreurs d’assemblage proviennent des écarts de positionnement relatif des différents mobiles 

dus aux tolérances de montage et de fabrication de ces pièces. Ces erreurs vont donc éloigner un 

engrenage de sa position de fonctionnement nominale, et ainsi devenir une source d’excitation de 

l’engrènement. Les erreurs d’assemblages peuvent être classées en différentes catégories : 

(1) Les erreurs de position, correspondant à un décalage de l’axe de rotation du solide. Ce type 

d’erreur peut par exemple survenir si l’alésage d’un arbre ou d’un composant du train épi-

cycloïdal n’est pas parfaitement centré avec l’axe de rotation principal du réducteur. Ce 

défaut de centrage va générer un décalage constant dans le repère fixe de l’axe de rotation 

du solide concerné. Dans le cas des trains épicycloïdaux, cette erreur peut également con-

cerner un satellite, dont l’alésage de l’axe sur le porte-satellites ne serait pas à sa position 

nominale. Les erreurs de positions axiales vont réduire d’autant la largeur de denture en 

fonctionnement des engrènements concernés, mais n’influent pas outre mesure sur les 

conditions d’engrènement dans le cas des dentures cylindriques. 

(2) Les erreurs d’excentration, correspondant à un décalage du centre géométrique du solide 

par rapport à son axe de rotation. Ce type d’erreur est dû à un défaut de centrage de la 

denture d’un engrenage par rapport à son alésage où à l’axe de rotation de son arbre. Ce 

défaut peut donc concerner tous les engrenages du système, il peut également dans le train 

épicycloïdal concerner le porte-satellites. Dans ce cas, il se traduira par un décalage du 

centre géométrique des alésages des axes des satellites par rapport à l’axe de rotation du 

porte-satellites. 

(3) Les erreurs de désalignement, correspondant à un désalignement de l’axe de rotation du 

solide. Ce type d’erreur est dû à une déviation angulaire de l’alésage d’un arbre ou d’un 

composant du train épicycloïdal, constante dans le repère fixe.  

(4) Les erreurs de désaxage, correspondant à un désalignement de l’axe du solide par rapport 

à son axe de rotation. Ce type d’erreur est dû à un défaut de montage d’un mobile sur son 

arbre, provoquant un désalignement de l’axe du mobile par rapport à son axe de rotation. 
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Figure 1-8 Représentation schématique des erreurs d'assemblage des engrenages cylindriques a) 

erreur de position b) erreur d’excentration c) erreur de désalignement d) erreur de désaxage 

 

1.3.1.3 Erreurs de forme 

Les erreurs de forme consistent en une différence entre la géométrie du flanc de dent théorique 

et celle des flancs de dent réels. Elles se manifestent de nombreuses manières et présentent des 

causes très variées.  Elles peuvent se classer en différentes catégories : 

Erreurs de taillage 

Les tolérances de taillage des engrenages, liées à la trajectoire et à la géométrie de l’outil de tail-

lage, génèrent inévitablement des défauts de géométrie. Selon la nature ou l’origine de ces défauts, 

ils peuvent être individuels, et n’impacter donc qu’une seule dent, ou systématique sur l’ensemble 

de la denture. Ces erreurs de taillage peuvent être classées dans différentes catégories, dont les 

principales sont : 

(1) Les erreurs de pas, représentant la différence entre le pas réel séparant chacune des dents 

d’un engrenage du pas théorique. 

(2) Les déviations de profil, représentant en chaque point du profil la distance séparant le 

profil réel du profil théorique. 

(3) Les erreurs d’hélice, représentant la différence entre l’angle d’hélice réel et l’angle d’hélice 

théorique. 

Dommages et défaillances 

Des conditions de taillage ou de fonctionnement inappropriés peuvent endommager les surfaces 

d’engrènement. Ces défauts peuvent être générés par des températures trop faibles ou trop éle-

vées associées à des charges importantes, une lubrification inadéquate, des efforts transmis ina-

daptés, ou des anomalies de matière ou de fabrication. 

Ces dommages et défaillances peuvent prendre de nombreuses formes, telles que des défauts 

d’écaillage, de corrosion, de grippage, de l’usure, etc. 

Corrections 

Les corrections volontaires de la surface d’engrènement sont fréquentes, permettant d’optimiser 

le comportement sous charge d’engrenages corrigés, ou de limiter l’impact de certains défauts 
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d’assemblage sur la réponse dynamique de la transmission. Ces corrections peuvent être effec-

tuées dans la direction du profil, permettant d’influencer les instants précis d’entrée et de sortie 

des lignes de contact et d’éviter de possibles chocs sous certaines conditions, ou dans la direction 

de la largeur de denture, permettant de recentrer la zone de chargement et d’assurer une certaine 

robustesse vis-à-vis de possibles erreurs de montage. 

1.3.2 Engrenage spiroconique 

Les engrenages coniques sont des engrenages dont la surface primitive est un cône, et dont les 

axes sont donc concourants et non-parallèles. Il existe de nombreuses géométries de denture dif-

férentes, avec par exemple des engrenages coniques à denture droite, des engrenages spiroco-

niques, dont les dents décrivent une courbe, etc. Le terme d’engrenage conique est également fré-

quemment utilisé pour désigner des engrenages hypoïdes, bien que la surface primitive d’un tel 

engrenage soit un hyperboloïde et non un cône. Les engrenages hypoïdes correspondent à une 

généralisation des engrenages coniques pour des montages à axes non-parallèles mais également 

non-concourants. Cette étude se limitera aux engrenages spiroconiques, à axes concourants. 

 

Figure 1-9 Exemple d'engrenage conique à denture droite, d'engrenage spiroconique et d'engre-

nage hypoïde [26] 

La théorie des engrènements des engrenages coniques correspond à la généralisation pour trois 

dimensions des principes théoriques en deux dimensions introduits plus tôt dans ce chapitre sur 

les engrenages cylindriques. Cet ajout de dimension amène à des géométries de denture théo-

riques complexes dont aucune définition mathématique directe ne peut être donnée, avec pour 

conséquence des géométries réelles historiquement conditionnées non pas par la géométrie théo-

rique des dentures mais par les méthodes de taillage. Chaque méthode de taillage différente va 

donc générer une géométrie de denture différente, et les seules méthodes d’obtention de surfaces 

de denture théoriques sont par simulation du taillage. Les méthodes de taillage des engrenages 

spiroconiques peuvent être à génération discontinue, dans ce cas les creux de dents sont taillés 

un à un et décrivent un arc de cercle, où à génération continue, et les creux de dents sont taillés 

simultanément et décrivent un arc d’épicycloïde ; les flancs concaves et convexes peuvent être 

taillés avec un unique outil ou avec deux outils différents, générant différentes variations de 

l’épaisseur de dent le long de l’axe du cône ; l’axe de rotation de l’outil de taillage peut être posi-

tionné de manière à générer des hauteurs de dentures constantes ou variables le long de l’axe du 

cône. Stadtfeld [26], Klingelnberg [27] et Henriot [28] détaillent un grand nombre de méthodes 

de taillage existantes. 

1.3.2.1 Raideur d’engrènement 

La complexité et la diversité des géométries des dentures d’engrenages spiroconiques ont sensi-

blement ralenti les travaux de recherche sur ce type de denture en comparaison avec les engre-

nages cylindriques. Ce n’est qu’avec l’apparition des méthodes de résolution numériques que les 
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travaux portant sur la détermination de la raideur de denture des engrenages spiroconiques se 

développèrent. Deux approches sont majoritairement utilisées : 

(1) Une approche de type élément de plaque ou élément de coque pour déterminer le 

comportement en flexion de la dent. Initialement développée pour les engrenages 

cylindriques, avec notamment Umezawa [21], son utilisation pour les engrenages 

spiroconiques a été suggérée relativement tôt, avec par exemple les travaux de Wellauer 

et Seireg [29] ou de Wang et Morse [30], car cette méthode peut amener à des résultats 

analytiques dans le cas de géométries simplifiées. Ce type d’approche s’est fortement 

développé avec l’apparition des méthodes d’intégration numérique, avec notamment les 

travaux de Krenzer [31], Vaidyanathan et. al. [32], [33], Kolivand et Kahraman [34] et Ding 

et. al. [35]. Telle que l’approche de Weber pour les dentures cylindriques, cette approche 

découple les déformations de flexion de la dent de celles de contact et de fondation. 

 

Figure 1-10 Géométrie de l'élément de coque développé par Kolivand et Kahraman [34] 

(2) Une approche de type éléments finis 3D, permettant de s’affranchir d’hypothèses sur la 

géométrie des dentures et de prendre en compte les déformations de fondation, mise en 

place notamment par Gosselin et. al. [36] et Simon [37], ou plus récemment par Ding et. al. 

[38]. Cette approche est générale et s’adapte facilement aux différentes formes de denture 

des engrenages spiroconiques, elle reste cependant couteuse en temps de calcul et sup-

pose une certaine position relative des deux engrenages. Certains phénomènes tels que 

des erreurs d’assemblage ou des flexions d’arbres peuvent donc être difficilement modé-

lisables, ou fortement impacter les temps de calculs. 

 

Figure 1-11 Modélisation par éléments finis 3d d'un couple d'engrenages cycloïdes 

par Ding et. al. [38] 
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1.3.2.2 Erreurs d’assemblage 

De manière similaire aux engrenages cylindriques, les tolérances de montage et de fabrication des 

engrenages coniques vont impacter leur réponse dynamique. Leur géométrie spéciale amène ce-

pendant quelques différences, et les erreurs d’assemblage peuvent se catégoriser comme suit : 

(1) Les erreurs de position axiale, correspondant à un décalage entre la position axiale réelle 

et la position axiale nominale de l’engrenage conique. Les erreurs de position radiale, cor-

respondant à un décalage de position d’un engrenage conique dans l’axe du second engre-

nage conique, sont assimilables à une erreur de position axiale du second conique. Ce type 

d’erreur peut être causé par les tolérances de fabrication et de montage du carter ou de 

l’arbre de l’engrenage conique. 

(2) Les erreurs d’hypoïde, correspondant à un décalage de position d’un engrenage conique 

dans la direction perpendiculaire aux deux axes de rotation du couple d’engrenages co-

niques. Cette erreur se nomme ainsi car les axes de rotation réels des deux engrenages ne 

se croisent alors plus, tel que pour les engrenages hypoïdes. 

(3) Les erreurs d’excentration, similaires à celles du train épicycloïdal, correspondant à un 

décalage du centre géométrique du solide par rapport à son axe de rotation. Ce type d’er-

reur est dû à un défaut de centrage de la denture d’un engrenage par rapport à son alésage 

où à l’axe de rotation de son arbre. 

(4) Les erreurs de désalignement, similaires à celles du train épicycloïdal, correspondant à un 

désalignement de l’axe de rotation du solide. 

(5) Les erreurs de désaxage, similaires à celles du train épicycloïdal, correspondant à un dé-

salignement de l’axe du solide par rapport à son axe de rotation 

 

Figure 1-12 Représentation schématique des erreurs de position des engrenages coniques 

 

1.3.2.3 Erreurs de forme 

Telle que pour les engrenages cylindriques, la géométrie réelle des flancs de denture des engre-

nages coniques va inévitablement s’éloigner de la géométrie théorique. Les dentures coniques 

sont sujettes aux mêmes erreurs de taillage et défaillances, leurs corrections sont cependant plus 

complexes, Stadtfeld et Gaiser [39] les ont catégorisé comme suit : 

(1) Correction longitudinale, obtenue par une inclinaison de l’outil de taillage ou par modifi-

cation de son rayon. 

(2) Correction de profil, obtenue par modification du profil de l’outil de taillage. L’utilisation 

d’un profil d’outil concave va notamment générer un bombé de profil. 
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(3) Correction du flanc, de manière à générer un profil se vrillant dans le sens de la longueur 

de denture, et obtenue par une inclinaison de l’outil de taillage ou par une modification de 

sa cinématique. 

Les corrections sont caractérisées par la distance théorique séparant les flancs du pignon et de la 

roue après application des corrections pour toutes les positions relatives des flancs au cours d’une 

période d’engrènement. Les zones pour lesquelles cette distance est nulle correspondent aux 

points conjugués pour lesquels le rapport de vitesse est exact ; pour des surfaces d’engrènement 

théoriques sans corrections ni erreurs la totalité du flanc est conjugué et la distance de correction 

est nulle en tous points. La figure 1-13 donne un exemple de distances de correction pour chacune 

des trois familles de corrections présentées précédemment, ainsi que la portée théorique résul-

tante de l’application de cette correction. 

 

Figure 1-13 Distances de correction et portées résultantes de l'application d'une correction a) lon-

gitudinale b) de profil c) du flanc en vrille [39] 
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1.4 MODELES DYNAMIQUES D’ENGRENAGES 

Nous avons en introduction de ce chapitre abordé la théorie des engrènements, et les réalisations 

mathématiques ayant mené à l’apparition des premiers modèles d’engrenages cylindriques. Bien 

que ce soient les travaux de Strauch [4] qui semblent être les premiers à prendre en compte l’ex-

citation périodique due à la variation périodique de longueur de ligne de contact, le premier mo-

dèle masse-ressort d’engrenage est attribué à Tuplin [40]. Özgüven et Houser [41] dressent un 

état de l’art exhaustif des premiers modèles d’engrenages. Ces modèles mathématiques sont dits 

« à paramètres concentrés », réduisant les solides à un très faible nombre de nœuds. Ils s’opposent 

aux modèles par éléments-finis, dont le premier appliqué à l’étude d’engrenages est attribué à 

Wallace et Seireg [42]. Enfin, un certain nombre de modélisations hybrides mixtes combinant élé-

ments finis et formulation analytique des contacts sont apparus dans l’objectif d’exploiter les 

forces de ces deux approches, avec notamment les travaux de Parker et. al. [43]. A la revue de la 

littérature sur les modèles d’engrènement d’Özgüven et Houser [41] s’ajoutent celles de Blan-

kenship et Singh [44] et de Wang et. al. [45]. 

De ces modèles d’engrènement sont apparus des modèles plus complexes pouvant traiter de mul-

tiples engrènements simultanés, et notamment des modèles de train épicycloïdaux que nous al-

lons décrire. Nous présenterons ensuite les différents modèles d’engrenages spiroconiques exis-

tants. 

1.4.1 Modèles de trains épicycloïdaux 

De par leur conception unique, les modèles de trains planétaires et épicycloïdaux s’articulent au-

tour de plusieurs thèmes spécifiques, succinctement présentés ici. L’un des thèmes critique des 

trains planétaires et épicycloïdaux est le partage de charge entre les différents satellites, et de 

nombreux travaux sont centrés sur la détermination de ce partage de charge et sa sensibilité à des 

possibles erreurs d’assemblage ou à des conditions de fixations particulières du planétaire. Un 

autre de ces thèmes concerne l’excitation paramétrique de la transmission due aux multiples en-

grènements et à leurs interactions, et notamment l’influence de la phase relative de ces différents 

engrènements. De plus, leur conception axisymétrique génère des réponses modales fortes direc-

tement liées à la structure de la transmission, qui constituent un autre sujet de recherche majeur 

des trains planétaires et épicycloïdaux. Enfin, certaines pièces telles que le porte-satellites ou la 

couronne répondent à des contraintes géométriques uniques amenant à des conceptions de 

pièces dont les déformations seront non négligeables en comparaison avec les déformations de 

dentures. Ces pièces souples vont avoir des répercussions sur le comportement dynamique de la 

transmission, et font l’objet de nombreux modèles également. La revue de Cooley et Parker [46] 

couvre les différents modèles de trains planétaires et épicycloïdaux par thème et par type de mo-

délisation, nous en ferons ici une présentation chronologique.   

Le modèle à paramètres concentrés de Cunliffe et. al. [47] publié en 1975 est le premier modèle 

de train épicycloïdal recensé, orienté autour de la détermination des fréquences et des modes 

propres du train épicycloïdal. C’est un modèle dit « global », dénomination des modèles calculant 

à priori les fonctions de raideur d’engrènement ou d’erreurs de transmission qui serviront de 

sources d’excitation. Il est suivi par les travaux de Seager [48], qui a étudié la phase relative des 

engrènements des différents satellites en utilisant l’erreur de transmission statique comme 

source d’excitation. Botman [49] a ensuite étudié l’impact d’un porte-satellite tournant sur la ré-

ponse modale de la transmission, notamment à hautes vitesses de rotation. Frater et. al. [50] se 

sont intéressés aux fréquences propres et aux modes de vibration d’un train planétaire dont les 
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satellites n’auraient pas la même raideur d’engrènement. Nikolajsen et Botman [51] ont alors pro-

posé un modèle de train planétaire incluant un modèle dynamique de paliers. Pour cela, ils utili-

sent les résultats d’un modèle de train planétaire sans paliers comme données d’entrée dans leur 

modèle global avec paliers. Ma et Botman [52] se sont ensuite intéressés aux erreurs d’assemblage 

dans un train planétaire, toujours en utilisant les erreurs de transmission comme données d’en-

trée. August et Kasuba [53] ont proposé en 1986 un modèle de train planétaire centré sur la dé-

termination du partage de charge entre les différents satellites et de l’influence des conditions de 

fixation du planétaire, en utilisant une expression non linéaire de la raideur d’engrènement. Les 

travaux de Kahraman [54]–[56] en 1994 ont présenté un modèle de train planétaire en trois di-

mensions afin d’étudier les vibrations hors plan générées par l’utilisation de dentures héli-

coïdales, ont proposé une modélisation de certaines erreurs avec la prise en compte de raideurs 

d’engrènement non linéaires, et enfin, ont offert une comparaison avec des modèles torsionnels 

simplifiés accompagnée d’une étude sur la plage de validité de ces derniers. Kahraman et Blan-

kenship [57] ont ensuite étudié les phases des engrènements des différents satellites avec un mo-

dèle global utilisant l’erreur de transmission statique comme source d’excitation. 

 

Figure 1-14 Modèle à paramètres concentrés de Cunliffe et. al. [47] 

Les différents modèles de train planétaire cités ci-dessus sont tous des modèles mathématiques, 

à paramètres concentrés, et ce n’est que vers le début des années 1990 que les premières études 

de trains planétaires et épicycloïdaux par éléments finis apparurent. Les coûts en temps de calcul 

de ces modèles sont cependant élevés, et bon nombre de ces études sont uniquement statiques. 

Valco [58] a notamment construit un modèle par éléments finis pour étudier les déformations 

statiques du système. Similairement, Velex et. al. [59] ont en 1994 mis en évidence les déforma-

tions de la couronne à l’aide d’un modèle de train planétaire en éléments finis qu’ils confirmèrent 

avec des mesures expérimentales. Le premier modèle dynamique d’un train planétaire par élé-

ments finis semble être celui présenté par Gradu et. al. [60] en 1996. 

Parallèlement au développement des modèles par élément finis, Saada et Velex [61] ont développé 

en 1995 une nouvelle formulation de modèle à paramètres concentrés dite « locale », afin d’étu-

dier la sensibilité des fréquences propres d’un train planétaire en fonction de la raideur d’engrè-

nement, de la raideur des paliers des satellites et de la raideur de support de la couronne. Ce mo-

dèle local est centré sur la résolution des conditions de contact au cours de l’engrènement, dont 
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les variations vont générer l’excitation du système, et ne suppose donc pas de terme d’excitation 

à priori ; il s’oppose ainsi aux modèles globaux le précédant dans la littérature. Cette approche 

locale a ensuite été étendue et formalisée par Velex et Maatar [62]. Les travaux de Saada et Velex 

ont été complétés par ceux de Velex et Flamand [63] qui caractérisèrent la réponse dynamique 

d’un train planétaire soumis à différentes charges et à différentes raideurs de fixation du plané-

taire, mettant en évidence l’impact de la non linéarité de la raideur d’engrènement.  

 

Figure 1-15 Représentation d'un élément d'engrenage et de son plan de base [62] 

Plusieurs stratégies de modélisation cohabitent alors et se sont développées parallèlement. Lin et 

Parker [64] ont mis en évidence à l’aide d’un modèle global en deux dimensions différents modes 

de vibration d’un train planétaire, qu’ils classèrent en trois catégories : modes de satellites, modes 

de rotations et modes de translations. Kahraman [65] a ensuite proposé un modèle analytique 

pour déterminer le partage des charges entre les différents satellites d’un train planétaire. Parker 

et. al. [66] ont en 2000 mis en place un premier modèle dynamique mixte combinant éléments 

finis et formulation analytique des déformations de contact. Kahraman [67] s’est ensuite intéressé 

aux vibrations d’un train planétaire composé, à l’aide d’un modèle à paramètres concentrés pure-

ment torsionnel. Kahraman et Vijayakar [68] ont développé un modèle quasi statique en éléments 

finis comprenant une couronne déformable, qui a ensuite été étendu par Kahraman et. al. [69] à 

des géométries à jantes minces. Cheon et Parker [70], [71] ont étudié l’influence d’erreurs d’as-

semblage à l’aide d’un modèle en éléments finis. Abousleiman et Velex [72] ont développé un mo-

dèle de train planétaire local comprenant une couronne flexible, proposant une modélisation de 

cette dernière en éléments finis pour les géométries complexes, ou en la discrétisant en une mul-

titude d’éléments de poutre pour les géométries plus simples. Abousleiman et. al. [73] ont ensuite 

complété ce modèle en proposant une modélisation par éléments finis du porte-satellites. Amba-

risha et Parker [74] ont étudié le comportement non linéaire de la dynamique d’un train plané-

taire à l’aide d’un modèle analytique, dont ils ont corrélé les résultats à ceux d’un modèle en élé-

ments finis. Le modèle de train planétaire composé de Kahraman [67] a été repris et étendu par 

Kiracofe et Parker [75], le généralisant à deux dimensions, puis par Inalpolat et Kahraman [76] 

pour des architectures plus complexes. Eritenel et Parker [77] se sont intéressés aux réponses 

modales d’un train planétaire à dentures hélicoïdales. Guo et Parker [78] ont proposé un modèle 

purement torsionnel de train planétaire composé, synthétisant différents travaux dans un modèle 

général. Guo et Parker [79] ont également étudié l’influence des jeux de roulements ainsi que de 

l’absence de jeu générant des contacts sur le flanc inactif des dentures dans un train planétaire. 

Inalpolat et Kahraman [80] se sont intéressés à la réponse spectrale d’un train planétaire présen-

tant des erreurs d’assemblage. Gu et Velex [81]–[83] ont développé un modèle local permettant 

d’étudier l’influence des erreurs d’assemblage des planètes sur le partage des charges entre satel-

lites et sur la réponse dynamique de la transmission. Cooley et Parker [84] ont investigué les effets 



 

Quentin Thoret-Bauchet / 2020 / Institut national des sciences appliquées de Lyon  46 

 

gyroscopiques apparaissant à grandes vitesses de rotation. Eritenel et Parker [85] ont développé 

une formulation de la raideur d’engrènement permettant de prendre en compte des phénomènes 

non linéaires tels que la perte partielle de contact. Kim et. al. [86] ont proposé un modèle dyna-

mique de train planétaire incorporant une variation au cours du temps des angles de pression et 

des rapports de conduite des différents engrènements. Bu et. al. [87] et Sondkar et Kahraman [88] 

ont développé des modèles de train planétaire adaptés à des dentures en chevrons, qui seront 

ensuite étendus par [89]. Chen et Shao [90] ont présenté un modèle global adapté à la modélisa-

tion d’erreurs individuelles. Fyler et Inalpolat [91] se sont intéressés au cas particulier des trains 

planétaires à deux satellites. Fan et. al. [92] ont développé un modèle hybride comprenant un 

porte-satellites modélisé par éléments finis et présentant une fissure plus ou moins importante. 

Chapron [93] a repris le modèle développé par Gu et Velex pour application à l’optimisation des 

corrections de dentures dans un train planétaire. Leque et Kahraman [94] ont développé un mo-

dèle de train planétaire à trois dimensions pour la modélisation d’erreurs d’assemblage. Liu et. al. 

[95] et Concli et. al. [96] ont proposé des modèles hybrides utilisant des fonctions de raideur d’en-

grènement calculés par éléments finis comme données d’entrée de modèles à paramètres concen-

trés. Plus récemment, He et. al. [97] et Li et. al. [98] ont proposé une modélisation hybride d’un 

train planétaire dont le planétaire serait flottant, et Hu et. al. [99] ont développé un modèle hy-

bride comprenant une couronne flexible dont les déformations influent dynamiquement sur les 

conditions d’engrènement. 

1.4.2 Modèles d’engrenages spiroconiques 

La géométrie unique des engrenages spiroconiques et hypoïdes a considérablement ralenti l’ap-

parition des premiers modèles dynamiques. Le modèle de Astridge et Salzer [100] en 1977 semble 

être l’un des premiers, avec comme objectif de caractériser le comportement dynamique d’une 

transmission d’hélicoptère. Ce modèle considère des éléments de poutres pour modéliser les 

arbres et une partie du carter, des matrices de raideur concentrées pour les paliers, et un modèle 

par éléments finis d’une partie du carter. Les engrenages coniques de cette étude sont considérés 

comme rigides, et les erreurs de transmission sont introduites en tant qu’excitation forcée de ce 

modèle global. Il est intéressant de noter que dès les premiers développements de modèles dyna-

miques d’engrenages coniques les conditions de montage des engrenages sont considérées, sou-

lignant leur importance sur les conditions d’engrènement des engrenages coniques. 

 

Figure 1-16 Modèle de transmission d’hélicoptère de Astridge et Salzer [100] 
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Lim et Cheng [101] ont présenté en 1999 un modèle dynamique à paramètres concentrés tridi-

mensionnel, utilisant une formulation simplifiée de la raideur d’engrènement dépendant unique-

ment du nombre de paires de dent en contact, et dont la ligne d’action est constante dans le temps. 

Ils proposeront par la suite un second modèle incorporant les erreurs de transmission dans l’ex-

pression de leur terme d’excitation [102]. Li et. al. [103], [104] se sont intéressés aux couplages 

entre différents modes de vibration à l’aide d’un modèle à paramètres concentrés tridimension-

nel, supposant des engrenages rigides et une ligne d’action constante au cours du temps, et des 

matrices de raideurs concentrées pour les arbres et paliers. 

Cheng et Lim [105] ont proposé un second modèle dynamique pour engrenages hypoïdes en 2003. 

Ils déterminent à l’aide d’un calcul par éléments finis la position et normale du contact au cours 

du temps, les erreurs de transmission, et la raideur d’engrènement moyenne, qu’ils utilisent 

comme données d’entrée d’un modèle à paramètres concentrés. 

Wang et. al. [106] se sont intéressés à la réponse dynamique d’engrenages hypoïdes à l’aide d’un 

modèle à paramètres concentrés prenant en compte une raideur d’engrènement non-linéaire, 

mais néanmoins approximative, et les possibles comportements non-linéaires dus au jeu de den-

ture. Wang et Lim [107] se sont ensuite intéressés à l’impact de l’asymétrie des contacts et des 

raideurs entre les flancs concave et convexe des engrenages hypoïdes sur leur comportement dy-

namique avec le même modèle à paramètres concentrés, qui sera également repris pour une étude 

similaire par Li et. al. [108]. 

Peng [109] développa en 2010 un modèle similaire à celui de Cheng et Lim [105], calculant les 

raideurs d’engrènement, zones de contact et normales au contact par éléments finis, qu’il utilisa 

comme données d’entrée dans un modèle à paramètres concentrés. Hua [110] le perfectionna 

pour y intégrer arbres et paliers. 

 

Figure 1-17 Modèle à paramètres concentrés de Peng [109] 

Wang et. al. [111] ont développé un modèle dynamique par éléments finis uniquement afin d’étu-

dier le comportement d’engrenages spiroconiques soumis à un impact dynamique. 

Wang, Teixeira Alves et. al. [112]–[114] ont développé deux modèles dynamiques d’engrenages 

spiroconiques à paramètres concentrés, le premier utilisant une approche globale, déterminant 
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les raideurs d’engrènement et les erreurs de transmission avec un calcul par éléments finis, le 

second avec une approche locale, discrétisant la zone de contact en surfaces élémentaires et cal-

culant la raideur associée à chacune des surfaces élémentaires avec un calcul par éléments finis. 

Wang [115] a repris le modèle de Peng et Hua [109], [110] en modifiant la formulation de la rai-

deur d’engrènement. Il a, lors du calcul par éléments finis servant à déterminer les caractéris-

tiques de l’engrènement, sommé les contributions de plusieurs points de calcul appartenant à la 

surface de contact. Wang et. al. [116] ont ensuite étendu ce modèle afin d’y incorporer un modèle 

de carter par éléments finis. 

Song et. al. [117] ont développé un modèle d’engrenages beveloïds, des engrenages coniques avec 

un très faible angle de cône, avec un modèle mixte combinant une modélisation par éléments finis 

des arbres et carters et un modèle à paramètres concentrés global, avec un calcul préalable des 

erreurs de transmission et des raideurs d’engrènement par éléments finis. 

Yang et. al. [118] ont proposé un modèle dynamique à paramètres concentrés pour engrenages 

hypoïdes ou spiroconiques utilisant les erreurs de transmission calculées par éléments finis 

comme source d’excitation, ainsi qu’une valeur moyenne de la raideur d’engrènement, du point et 

de la normale de contact. 

Yavuz et. al. [119] ont développé un modèle à paramètres concentrés utilisant des poutres de Ti-

moshenko pour modéliser les arbres et des matrices de raideurs concentrées pour modéliser les 

paliers. Les raideurs d’engrènement et les caractéristiques géométriques du contact sont calculées 

à priori par un modèle en éléments finis. 

Cao et. al. [120] ont proposé un modèle tribo-dynamique pour caractériser la durée de vie en fa-

tigue d’engrenages spiroconiques. Ils ont pour cela couplé un modèle de roulements et de lubrifi-

cation élastohydrodynamique à un modèle d’engrènement à paramètres concentrés utilisant une 

fonction de raideur d’engrènement, une fonction d’erreurs de transmission et des caractéristiques 

géométriques de contact de denture déterminées par un calcul par éléments finis. 
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1.5 CONCLUSION 

1.5.1 Stratégies de modélisation 

Trois stratégies de modélisation des engrènements se dégagent de cette étude bibliographique : 

(1) Les modèles par éléments finis. Ces modèles présentent l’avantage de ne pas avoir à effec-

tuer d’hypothèse sur la géométrie des contacts, notamment dans le cas des spiroconiques. 

Les temps de calcul élevés de ces modèles limitent cependant le nombre de positions ci-

nématiques étudiées, dégradant leurs capacités à modéliser des phénomènes à basses fré-

quences telles que certaines erreurs d’assemblage. 

(2) Les modèles à paramètres concentrés globaux. Ces modèles mathématiques utilisent des 

grandeurs telles que la raideur d’engrènement ou les erreurs de transmission comme 

fonction d’excitation de leur modèle. Ces fonctions d’excitation sont calculées préalable-

ment, le plus souvent dans des conditions quasi-statiques. Ces modèles ont l’avantage de 

présenter des temps de calcul faibles, mais se basent sur l’hypothèse contestable que leur 

fonction d’excitation reste valable en dynamique. Cette hypothèse est d’autant plus con-

testable dans les systèmes à engrènements multiples, les différents engrènements intera-

gissant entre eux. 

(3) Les modèles à paramètres concentrés locaux. Ces modèles mathématiques sont centrés 

sur la résolution simultanée des conditions de contact et des équations du mouvement, et 

ne nécessitent donc pas de fonction d’excitation, la variation périodique des conditions de 

contact venant exciter le système naturellement. Ils présentent l’avantage de temps de 

calcul faibles, mais se reposent sur une formulation des conditions de contact, tant géo-

métrique qu’élastique, qui peut ne pas être satisfaisante. 

Chacune de ces stratégies de modélisation présentent des avantages et des inconvénients pronon-

cés, et le choix de la stratégie de modélisation est donc fortement dépendant des objectifs de 

l’étude. 

1.5.2 Objectifs de la thèse 

L’objectif premier de ce travail de thèse est de développer un modèle de transmission pour ma-

chine-outil rendant compte des couplages dynamiques importants existant entre un train épicy-

cloïdal et un couple d’engrenages spiroconiques, ainsi que de l’influence de différentes erreurs sur 

le comportement de cette transmission. 

A cette fin, une approche mathématique centrée sur la résolution des conditions de contact simul-

tanément dans les différents engrènements du système est proposée. Cette approche mathéma-

tique permet d’effectuer des études paramétriques étendues en conservant des temps de calcul 

raisonnables en comparaison avec les approches par éléments finis, nécessaires à la caractérisa-

tion de défauts. 

Une attention particulière est portée à la modélisation de l’interface d’engrènement des spiroco-

niques, afin de s’affranchir des hypothèses sur les positions des zones de contact et sur la direction 

de la ligne d’action, couramment rencontrées dans la littérature. Le modèle de train épicycloïdal 

s’insère dans la continuité directe des travaux de Chapron [93] et Gu et Velex [81]–[83]. 

Enfin, une étude sur l’impact du couplage entre engrenages spiroconiques et train épicycloïdal, 

ainsi que de l’impact de différents défauts sur les caractéristiques de la transmission sera présen-

tée.  
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CHAPITRE 2 MODELE 
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Afin de pouvoir étudier l’influence de nombreux paramètres et défauts sur la réponse temporelle 

de la transmission, un modèle à paramètres concentrés a été privilégié. Le principe de fonction-

nement de ces modèles est de réduire les solides à un très faible nombre de nœuds dont le com-

portement est dicté par des éléments de masses et de raideurs. 

La réduction importante du nombre de nœuds en comparaison avec d’autres méthodes de modé-

lisation, tels que les méthodes de type éléments-finis, permet de diminuer d’autant les temps de 

calculs. La réduction des temps de calcul est primordiale à l’application envisagée, permettant non 

seulement des études paramétriques importantes mais également de caractériser de manière ex-

haustive des phénomènes de basses fréquences nécessitant la simulation de nombreuses périodes 

d’engrènement. 

En contrepartie, le faible nombre de nœuds implique l’utilisation d’éléments relativement com-

plexes de par l’ensemble des phénomènes physiques qu’ils sont amenés à représenter. Ce chapitre 

détaille les éléments développés dans le cadre de cette étude, avant de présenter l’architecture du 

modèle et la stratégie de résolution des équations du mouvement. 
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2.1 ELEMENTS D’ENGRENAGE 

En se basant sur les travaux de Velex & Maatar [62], les hypothèses suivantes sont émises : 

(1) Les corps d’engrenages sont supposés rigides, et l’élasticité de l’engrènement est transfé-

rée aux interfaces en contact 

(2) Le régime de lubrification est supposé parfaitement élastohydrodynamique, permettant 

de négliger les forces de friction, tangentielles au contact, face aux forces normales. 

(3) La normale au contact à tout moment de l’engrènement est supposée égale à la normale 

au flanc de denture non déformé 

En se basant sur ces hypothèses, une approche de mécanique des solides indéformables est utili-

sée pour formuler les déplacements des nœuds, qui se voient attribuer six degrés de liberté, cor-

respondant aux trois translations et trois rotations, et définis relativement aux déplacements de 

corps rigide. Un nœud est associé au centre de rotation de chacune des roues dentées, et les degrés 

de liberté des engrenages du système s’écrivent selon les torseurs suivants : 

 Pour les membres centraux du train épicycloïdal : 

 {𝑆𝑔
𝑅1(𝑂𝑔)} = {

𝝎𝒈
𝑹𝟏 = 𝜙𝑔𝒙𝟏 + 𝜓𝑔𝒚𝟏 + 𝜗𝑔𝒛𝑰𝟎

𝒖𝒈
𝑹𝟏(𝑂𝑔) = 𝑥𝑔𝒙𝟏 + 𝑦𝑔𝒚𝟏 + 𝑧𝑔𝒛𝑰𝟎

 2-1 

 Pour les satellites : 

 {𝑆𝑗
𝑅𝑗(𝑂𝑗)} = {

𝝎𝒋

𝑹𝒋 = 𝜙𝑗𝒙𝒋 +𝜓𝑗𝒚𝒋 + 𝜗𝑗𝒛𝑰𝟎

𝒖𝒋
𝑹𝒋
(𝑂𝑗) = 𝑥𝑗𝒙𝒋 + 𝑦𝑗𝒚𝒋 + 𝑧𝑗𝒛𝑰𝟎

 2-2 

 Pour la roue conique :  

 {𝑆𝑤
𝑅𝐼0(𝑂𝑤)} = {

𝝎𝒘
𝑹𝑰𝟎 = 𝜙𝑤𝒙𝑰𝟎 + 𝜓𝑤𝒚𝑰𝟎 + 𝜗𝑤𝒛𝑰𝟎

𝒖𝒘
𝑹𝑰𝟎(𝑂𝑤) = 𝑥𝑤𝒙𝑰𝟎 + 𝑦𝑤𝒚𝑰𝟎 + 𝑧𝑤𝒛𝑰𝟎

 2-3 

 Pour le pignon conique : 

 {𝑆𝑝
𝑅𝐼1(𝑂𝑝)} = {

𝝎𝒑
𝑹𝑰𝟏 = 𝜙𝑝𝒙𝑰𝟏 + 𝜓𝑝𝒚𝑰𝟏 + 𝜗𝑝𝒛𝑰𝟏

𝒖𝒑
𝑹𝑰𝟏(𝑂𝑝) = 𝑥𝑝𝒙𝑰𝟏 + 𝑦𝑝𝒚𝑰𝟏 + 𝑧𝑝𝒛𝑰𝟏

 2-4 

Les différents repères d’expression des degrés de liberté des engrenages du système sont repré-

sentés en figure 2-19 et figure 2-20 

2.1.1 Expression des efforts d’engrènement 

En se basant sur la troisième loi de Newton, les efforts d’engrènement entre deux roues dentées 

quelconques 𝑔1 et 𝑔2 s’expriment de manière générale : 

𝑭𝑚𝑒𝑠ℎ =

[
 
 
 
 

𝑹𝑔2/𝑔1
𝑻𝑔2/𝑔1(𝑂𝑔1)

𝑹𝑔1/𝑔2
𝑻𝑔1/𝑔2(𝑂𝑔2)]

 
 
 
 

 2-5 

Si l’interface de contact entre 𝑔1 et 𝑔2 se résume à un nombre 𝑁𝑡  de surfaces 𝑆𝑛 en contact, on peut 

définir l’effort de réaction 𝑹𝑔2/𝑔1 comme l’intégrale sur les surfaces de contact de la forme diffé-

rentielle des efforts de contact, qui par définition s’exprime selon la normale au contact : 
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{
 
 

 
 

𝑹𝑔2/𝑔1 = ∑∬ 𝒅𝑭𝑔2/𝑔1(𝑀)
𝑀∈𝑆𝑛

𝑁𝑡

𝑛=1

𝑻𝑔2/𝑔1(𝑂𝑔1) = ∑∬ 𝑶𝑔1𝑴∧ 𝒅𝑭𝑔2/𝑔1(𝑀)
𝑀∈𝑆𝑛

𝑁𝑡

𝑛=1

 2-6 

⟹

{
 
 

 
 

𝑹𝑔2/𝑔1 = ∑∬ 𝑑𝐹𝑔2/𝑔1(𝑀)
𝑀∈𝑆𝑛

. 𝒏𝒄𝑔2/𝑔1
(𝑀)

𝑁𝑡

𝑛=1

𝑻𝑔2/𝑔1(𝑂𝑔1) = ∑∬ 𝑑𝐹𝑔2/𝑔1(𝑀). 𝑶𝑔1𝑴∧ 𝒏𝒄𝑔2/𝑔1
(𝑀)

𝑀∈𝑆𝑛

𝑁𝑡

𝑛=1

 2-7 

L’expression des efforts d’engrènement peut donc se réduire à : 

⟹ 𝑭𝑚𝑒𝑠ℎ = ∑∬ 𝑑𝐹𝑔2/𝑔1(𝑀)
𝑀∈𝑆𝑛

𝑁𝑡

𝑛=1

. 𝒗(𝑀) 2-8 

avec 𝒗(𝑀) =

[
 
 
 
 

𝒏𝒄𝑔2/𝑔1
(𝑀)

𝑶𝑔1𝑴∧ 𝒏𝒄𝑔2/𝑔1
(𝑀)

−𝒏𝒄𝑔2/𝑔1
(𝑀)

−𝑶𝑔2𝑴∧ 𝒏𝒄𝑔2/𝑔1
(𝑀)]

 
 
 
 

 2-9 

Le vecteur 𝒗, appelé vecteur structurel, dépend uniquement de la géométrie du contact entre les 

deux roues dentées, c’est-à-dire de la géométrie des surfaces de contact et de leur positionnement 

relatif. 

En supposant que le contact entre les deux corps peut être ramené à une fondation élastique de 

ressorts indépendants, s’apparentant à une fondation de Winkler [121], la forme différentielle des 

efforts de contact peut s’exprimer comme le produit d’une raideur élémentaire et d’une déflexion 

normale au contact : 

𝑑𝐹𝑔2/𝑔1(𝑀) = 𝑘(𝑀)Δ(𝑀) 2-10 

La déflexion normale au contact correspond à la différence entre le rapprochement 𝛿(𝑀), dû aux 

degrés de liberté, et la distance de séparation initiale 𝛿𝑒(𝑀) : 

Δ(𝑀) = 𝛿(𝑀) − 𝛿𝑒(𝑀) 2-11 

L’expression du rapprochement est développée, et donne : 

𝛿(𝑀) = (𝒖𝑔1(𝑀) − 𝒖𝑔2(𝑀)) ∙ 𝒏𝒄𝑔2/𝑔1
(𝑀)

= (𝒖𝑔1(𝑂𝑔1) + 𝝎𝑔1 ∧ 𝑶𝑔1𝑴− 𝒖𝑔2(𝑂𝑔2) −𝝎𝑔2 ∧ 𝑶𝑔2𝑴) ∙ 𝒏𝒄𝑔2/𝑔1
(𝑀)

= 𝒗 
𝑇 (𝑀) 𝒒 

2-12 

avec 𝒒 =

[
 
 
 
 
𝒖𝑔1(𝑂𝑔1)
𝝎𝑔1

𝒖𝑔2(𝑂𝑔2)
𝝎𝑔2 ]

 
 
 
 

 2-13 

Le vecteur 𝒒 rassemble donc les degrés de liberté des deux roues dentées. On peut donc réécrire 

la déflexion normale au contact et la forme différentielle des efforts de contact : 

⇒ Δ(𝑀) = 𝒗 
𝑇 (𝑀) 𝒒 − 𝛿𝑒(𝑀) 2-14 
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⇒ 𝑑𝐹𝑔2/𝑔1(𝑀) = 𝑘(𝑀)( 𝒗 
𝑇 (𝑀) 𝒒 − 𝛿𝑒(𝑀)) 2-15 

En réinjectant cette nouvelle expression de la forme différentielle des efforts de contact dans l’ex-

pression des efforts d’engrènement, on obtient : 

⟹𝑭𝑚𝑒𝑠ℎ = ∑∬ 𝑘(𝑀) 𝒗 
𝑇 (𝑀) 𝒒 𝒗(𝑀) − 𝑘(𝑀) 𝛿𝑒(𝑀) 𝒗(𝑀)

𝑀∈𝑆𝑛

𝑁𝑡

𝑛=1

= [∑∬ 𝑘(𝑀) 𝒗(𝑀) 𝒗 
𝑇 (𝑀)

𝑀∈𝑆𝑛

𝑁𝑡

𝑛=1

] 𝒒 − [∑∬ 𝑘(𝑀) 𝛿𝑒(𝑀) 𝒗(𝑀)
𝑀∈𝑆𝑛

𝑁𝑡

𝑛=1

] 

2-16 

⟹ 𝑭𝑚𝑒𝑠ℎ = 𝑲𝒎𝒆𝒔𝒉 𝒒 + 𝑭𝛿𝑒 2-17 

avec 𝑲𝒎𝒆𝒔𝒉 = ∑∬ 𝑘(𝑀) 𝒗(𝑀) 𝒗 
𝑇 (𝑀)

𝑀∈𝑆𝑛

𝑁𝑡

𝑛=1

 2-18 

avec 𝑭𝛿𝑒 = −∑∬ 𝑘(𝑀) 𝛿𝑒(𝑀) 𝒗(𝑀)
𝑀∈𝑆𝑛

𝑁𝑡

𝑛=1

 2-19 

En discrétisant les surfaces de contact 𝑆𝑛 des 𝑁𝑡 dents en contact en 𝑁𝑚 surfaces élémentaires 

centrées en un point 𝑀𝑚, on peut faire l’approximation suivante : 

𝑲𝒎𝒆𝒔𝒉 = ∑ ∑ 𝑘𝑚 𝒗(𝑀𝑚) 𝒗 
𝑇 (𝑀𝑚)

𝑁𝑚

𝑚=1

𝑁𝑡

𝑛=1

 2-20 

𝑭𝛿𝑒 = −∑ ∑ 𝑘𝑚 𝛿𝑒(𝑀𝑚) 𝒗(𝑀𝑚)

𝑁𝑚

𝑚=1

𝑁𝑡

𝑛=1

 2-21 

Avec 𝑘𝑚 la raideur élémentaire associée à la 𝑚ème surface élémentaire. De manière similaire, les 

efforts de contact s’écrivent alors : 

𝐹𝑐𝑚 = 𝑘𝑚( 𝒗 
𝑇 (𝑀𝑚) 𝒒 − 𝛿𝑒(𝑀𝑚)) 2-22 

Les efforts d’engrènement entre deux roues dentées quelconques peuvent donc s’exprimer 

comme le produit d’une matrice de raideurs et du vecteur des degrés de liberté de ces deux roues 

dentées, auquel s’ajoute un vecteur d’efforts d’excitation dus aux séparations initiales. Cette ma-

trice de raideurs et ce vecteur d’efforts d’excitation s’expriment eux-mêmes, une fois les surfaces 

de contact discrétisées en surfaces élémentaires, à partir des raideurs élémentaires associées 

ainsi que des vecteurs structurels et des distances de séparation. Cette formulation reste générale, 

et aucune hypothèse n’a encore été émise sur la géométrie du contact. 

Les méthodes de détermination des raideurs élémentaires, des vecteurs structurels et des dis-

tances de séparation utilisées dans cette étude diffèrent des engrenages cylindriques aux engre-

nages coniques, et sont détaillées dans la suite de cette sous-partie. 

 

2.1.2 Train épicycloïdal 

L’élément d’engrenage cylindrique développé par Velex et Maatar [62] est utilisé dans cette étude, 

dans la continuité des travaux sur les trains planétaires et épicycloïdaux de Gu [81]–[83] et 

Chapron [93]. 
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2.1.2.1 Définition des engrènements 

Les contacts entre les différentes dentures cylindriques sont supposés linéiques, à l’intérieur du 

plan de base théorique, et de normale constante au cours du temps. Les lignes de contact sont 

discrétisées en 𝑁𝑚 segments élémentaires de point central 𝑀𝑚. Les différents engrènements du 

train épicycloïdal sont définis dans la figure 2-1, les points 𝐴𝑔 délimitant les zones d’action des 

différents plans de base. 

 

 

Figure 2-1 Définition des zones d'action des plans de base des différents engrènements d'un train 

épicycloïdal 

Les plans de base sont représentés en figure 2-2 et figure 2-3, un point de discrétisation d’une 

ligne de contact est schématisé sur ces plans de base afin d’en définir les paramètres géomé-

triques. 
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Figure 2-2 Représentation d'une ligne de contact dans le plan de base d'un engrènement extérieur 

 

Figure 2-3 Représentation d'une ligne de contact dans le plan de base d'un engrènement intérieur 

La position angulaire Φ𝑗 des satellites est définie comme un multiple entier quelconque de l’angle 

de résolution de montage : 

Φ𝑗 = 𝑛𝑗𝜅    ∀𝑛𝑗 ∈ ℕ 2-23 

Par convention, l’angle Φ1 du premier satellite est choisi comme nul. L’angle de résolution de 

montage défini le plus petit angle possible entre deux positions angulaires de satellite pour les-

quelles le montage est possible : 

𝜅 =
2𝜋

|𝑍𝑟| + 𝑍𝑠
 2-24 

Il est intéressant de noter qu’une répartition angulaire uniforme des satellites n’est donc possible 

que dans certaines configurations, ce qui correspond à la condition mathématique suivante : 
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Φ𝑗 =
2𝜋

𝑁𝑝
(𝑗 − 1) ⇒

|𝑍𝑟| + 𝑍𝑠
𝑁𝑝

= 𝑛    ∀𝑛 ∈ ℕ 2-25 

En se basant sur les travaux de Velex et Flamand [63], on détermine les positions relatives des 

différentes lignes de contact des différents engrènements, permettant d’en déduire les longueurs 

des lignes de contact dans leurs plans d’action respectifs, illustrés en figure 2-2 et figure 2-3. La 

différence de phase entre l’engrènement du planétaire avec le satellite no𝑗 et l’engrènement du 

planétaire avec le satellite no1 s’écrit : 

Δ𝑠1
𝑠𝑗
= ‖𝑨𝒋𝒔𝑴𝒋𝒔‖ mod 𝑝𝑏𝑡 2-26 

Avec : 

‖𝑨𝒋𝒔𝑴𝒋𝒔‖ = 𝜀𝑛𝑝𝑏𝑡 − 𝜀𝑟𝑏𝑠Φ𝑗    𝑛 ∈ ℕ 2-27 

La différence de phase entre l’engrènement de la couronne avec le satellite no𝑗 et l’engrènement 

du planétaire avec le satellite no1 s’écrit : 

Δ𝑠1
𝑟𝑗
= ‖𝑨𝒓𝑴𝒋𝒓‖ mod 𝑝𝑏𝑡  2-28 

Avec : 

‖𝑨𝒓𝑴𝒋𝒓‖ = ‖𝑨𝒋𝒔𝑴𝒋𝒔‖ + 𝜀𝑛𝑝𝑏𝑡 + 𝑠𝑏𝑗 − ‖𝑨𝒋𝒔𝑻𝒋𝒔‖ − 𝑟𝑏𝑗(𝛼𝑠 + 𝛼𝑟) − ‖𝑻𝒋𝒓𝑨𝒓‖    𝑛 ∈ ℕ 2-29 

𝑠𝑏𝑗 représente l’épaisseur de dent du satellite no𝑗 dans la direction tangentielle au cercle de base. 

La normale théorique au contact peut être déterminée en fonction des paramètres géométriques 

des dentures, et les vecteurs structurels s’écrivent alors : 

 

 Pour les engrènements planétaire – satellites : 

𝒗(𝑀𝑚) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

{
  
 

  
 

cos𝛽𝑏 sin 𝜌𝑠𝑗
𝜀 cos𝛽𝑏 cos 𝜌𝑠𝑗
−𝜀 sin𝛽𝑏

sin 𝛽𝑏 sin 𝜌𝑠𝑗 𝑟𝑏𝑠 − 𝜀 cos 𝜌𝑠𝑗 (𝜂(𝑀𝑚) + 𝑝𝑠𝑗(𝑀𝑚)𝜀 sin𝛽𝑏)

𝜀 sin 𝛽𝑏 cos 𝜌𝑠𝑗 𝑟𝑏𝑠 + sin𝜌𝑠𝑗 (𝜂(𝑀𝑚) + 𝑝𝑠𝑗(𝑀𝑚)𝜀 sin𝛽𝑏)

𝜀 cos𝛽𝑏 𝑟𝑏𝑠 }
  
 

  
 

𝑅1

{
  
 

  
 

−cos𝛽𝑏 sin 𝛼𝑠𝑗
−𝜀 cos𝛽𝑏 cos 𝛼𝑠𝑗

𝜀 sin𝛽𝑏
sin 𝛽𝑏 sin 𝛼𝑠𝑗 𝑟𝑏𝑗 + 𝜀 cos𝛼𝑠𝑗 (𝜂(𝑀𝑚) − 𝑝𝑗𝑠(𝑀𝑚)𝜀 sin 𝛽𝑏)

𝜀 sin𝛽𝑏 cos 𝛼𝑠𝑗 𝑟𝑏𝑗 − sin𝛼𝑠𝑗 (𝜂(𝑀𝑚) − 𝑝𝑗𝑠(𝑀𝑚)𝜀 sin 𝛽𝑏)

𝜀 cos𝛽𝑏 𝑟𝑏𝑗 }
  
 

  
 

𝑅𝑗]
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 Pour les engrènements couronne – satellites : 

𝒗(𝑀𝑚) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

{
  
 

  
 

−cos𝛽𝑏 sin𝜌𝑟𝑗
𝜀 cos𝛽𝑏 cos𝜌𝑟𝑗

𝜀 sin𝛽𝑏
sin𝛽𝑏 sin𝜌𝑟𝑗 𝑟𝑏𝑟 − 𝜀 cos 𝜌𝑟𝑗 (𝜂(𝑀𝑚) + 𝑝𝑟𝑗(𝑀𝑚)𝜀 sin 𝛽𝑏)

−𝜀 sin𝛽𝑏 cos 𝜌𝑟𝑗 𝑟𝑏𝑟 − sin 𝜌𝑟𝑗 (𝜂(𝑀𝑚) + 𝑝𝑟𝑗(𝑀𝑚)𝜀 sin 𝛽𝑏)

𝜀 cos𝛽𝑏 𝑟𝑏𝑟 }
  
 

  
 

𝑅1

{
  
 

  
 

cos𝛽𝑏 sin𝛼𝑟𝑗
−𝜀 cos𝛽𝑏 cos 𝛼𝑟𝑗

−𝜀 sin𝛽𝑏
−sin𝛽𝑏 sin 𝛼𝑟𝑗 𝑟𝑏𝑗 + 𝜀 cos𝛼𝑟𝑗 (𝜂(𝑀𝑚) + 𝑝𝑗𝑟(𝑀𝑚)𝜀 sin𝛽𝑏)

𝜀 sin𝛽𝑏 cos 𝛼𝑟𝑗 𝑟𝑏𝑗 + sin𝛼𝑟𝑗 (𝜂(𝑀𝑚) + 𝑝𝑗𝑟(𝑀𝑚)𝜀 sin𝛽𝑏)

−𝜀 cos𝛽𝑏 𝑟𝑏𝑗 }
  
 

  
 

𝑅𝑗]
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Avec les angles de projection : 

𝜌𝑠𝑗 = 𝛼𝑠𝑗 − 𝜀Φ𝑗
𝜌𝑟𝑗 = 𝛼𝑟𝑗 + 𝜀Φ𝑗
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Les raideurs linéiques élémentaires 𝑘𝑚 sont calculées en se basant sur les travaux de Weber et 

Banaschek [15], [16], et prennent en compte les contributions de la déformation du contact, de 

flexion de la dent et de la déformation du corps d’engrenage (cf. section 1.3.1.1, équations 1-1, 1-2 

et 1-3). 

2.1.2.2 Modèle de couronne flexible 

En suivant les travaux de Abousleiman et Velex [72], un modèle de couronne flexible est employé 

où un nœud est associé à chacune des dents de la couronne, reliés entre eux par des éléments de 

poutre. Chaque ligne de contact est associée à un nœud 𝑁𝑛 situé sur le plan médian de la couronne 

à la base de chaque dent, et dont les degrés de liberté sont exprimés dans le repère 𝑅𝐼0 lié à la 

couronne. Le vecteur structurel se réécrit alors : 

𝒗(𝑀𝑚) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

{
 
 
 

 
 
 

−cos𝛽𝑏 sin 𝛾𝑟𝑗
𝜀 cos𝛽𝑏 cos 𝛾𝑟𝑗

𝜀 sin 𝛽𝑏
sin𝛽𝑏 (sin 𝛾𝑟𝑗 𝑟𝑏𝑟 − 𝜀𝑌𝑁𝑛) − 𝜀 cos 𝛾𝑟𝑗 (𝜂(𝑀𝑚) + 𝑝𝑟𝑗(𝑀𝑚)𝜀 sin𝛽𝑏)

−𝜀 sin𝛽𝑏 (cos 𝛾𝑟𝑗 𝑟𝑏𝑟 − 𝑋𝑁𝑛) − sin 𝛾𝑟𝑗 (𝜂(𝑀𝑚) + 𝑝𝑟𝑗(𝑀𝑚)𝜀 sin𝛽𝑏)

𝜀 cos𝛽𝑏 (𝑟𝑏𝑟 − 𝑋𝑁𝑛 cos 𝛾𝑟𝑗 − 𝜀𝑌𝑁𝑛 sin 𝛾𝑟𝑗) }
 
 
 

 
 
 

𝑅𝐼0

{
  
 

  
 

cos𝛽𝑏 sin𝛼𝑟𝑗
−𝜀 cos𝛽𝑏 cos 𝛼𝑟𝑗

−𝜀 sin𝛽𝑏
−sin𝛽𝑏 sin𝛼𝑟𝑗 𝑟𝑏𝑗 + 𝜀 cos𝛼𝑟𝑗 (𝜂(𝑀𝑚) + 𝑝𝑗𝑟(𝑀𝑚)𝜀 sin𝛽𝑏)

𝜀 sin𝛽𝑏 cos 𝛼𝑟𝑗 𝑟𝑏𝑗 + sin𝛼𝑟𝑗 (𝜂(𝑀𝑚) + 𝑝𝑗𝑟(𝑀𝑚)𝜀 sin𝛽𝑏)

−𝜀 cos𝛽𝑏 𝑟𝑏𝑗 }
  
 

  
 

𝑅𝑗 ]
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L’angle 𝛾𝑟  est défini comme l’angle séparant le repère fixe 𝑅𝐼0 lié à la couronne au repère mo-

bile 𝑅1 lié aux centres du satellite no1 et du porte-satellites, il est défini comme suit : 

𝛾𝑟𝑗 = 𝛼𝑟𝑗 + 𝜀(Φ𝑗 − 𝜆𝑟
1) − 𝜗𝑐0 2-34 

Avec 𝜆𝑟
1 l’angle de rotation de corps rigide de la couronne dans le repère mobile 𝑅1, et 𝜗𝑐0 l’angle 

initial séparant les repères 𝑅𝐼0 et 𝑅1. La figure 2-4 représente schématiquement les différents 
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nœuds du modèle de couronne flexible, ainsi que la position relative des repères 𝑅𝐼0 et 𝑅1 et des 

différentes lignes de contact en position initiale, avec par convention le point de contact 𝑀1𝑠 1 si-

tué à l’entrée de la fenêtre d’action du plan de base. 

 

Figure 2-4 Représentation schématique du modèle de couronne flexible 

2.1.2.3 Erreurs d’assemblage 

L’architecture particulière des trains épicycloïdaux génère des couplages forts entre leurs diffé-

rents engrènements. Une erreur d’assemblage peut donc par conséquent fortement dégrader les 

caractéristiques de la transmission, impactant le partage de la charge entre les satellites et les 

erreurs de transmission globales. Les erreurs d’assemblage proviennent des écarts de position-

nement relatif des différents mobiles dus aux tolérances de montage et de fabrication de ces 

pièces. En suivant les travaux de Velex et Maatar [62], Gu et Velex [82], [83] et Chapron [93], les 

erreurs d’assemblages sont modélisées par un torseur de petits déplacements représentant la dis-

tance parcourue par le centre géométrique du solide concerné. Différents types d’erreurs d’as-

semblage sont traités dans cette étude :  

(1) Les erreurs de position, correspondant à un décalage de l’axe de rotation du solide 

(2) Les erreurs d’excentration, correspondant à un décalage du centre géométrique du solide 

par rapport à son axe de rotation 

(3) Les erreurs de désalignement, correspondant à un désalignement de l’axe de rotation du 

solide 

(4) Les erreurs de désaxage, correspondant à un désalignement de l’axe géométrique du so-

lide par rapport à son axe de rotation 

 

Ces erreurs d’assemblage sont définies en figure 2-5, et notamment illustrées en figure 1-8. Les 

torseurs des erreurs d’assemblage s’expriment : 
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 Pour les membres centraux du train épicycloïdal : 

 {𝑆𝑔
𝑅𝐼0(𝑂𝑔)} = {

𝜔𝑔
𝑅𝐼0 = 𝑒𝜙𝑔𝒙𝑰𝟎 + 𝑒𝜓𝑔𝒚𝑰𝟎 + 𝑒𝜉𝑔𝝃𝒈

𝑢𝑔
𝑅𝐼0(𝑂𝑔) = 𝑒𝑥𝑔𝒙𝑰𝟎 + 𝑒𝑦𝑔𝒚𝑰𝟎 + 𝑒𝑐𝑔𝒄𝒈

 2-35 

 Pour les satellites : 

 {𝑆𝑗
𝑅𝑗
(𝑂𝑗)} = {

𝜔
𝑗

𝑅𝑗 = 𝑒𝜙𝑗𝒙𝒋 + 𝑒𝜓𝑗𝒚𝒋 + 𝑒𝜉𝑗𝝃𝒋

𝑢
𝑗

𝑅𝑗(𝑂𝑗) = 𝑒𝑥𝑗𝒙𝒋 + 𝑒𝑦𝑗𝒚𝒋 + 𝑒𝑐𝑗𝒄𝒋
 2-36 

 

Figure 2-5 Représentation des erreurs d’assemblage d’un engrenage cylindrique, avec 𝐺 centre 

géométrique de l’engrenage, 𝑂 centre de rotation instantané réel de l’engrenage, et 𝑂0 centre de 

rotation instantané théorique et centre géométrique de l’engrenage en absence d’erreurs 

d’assemblage 

L’écart normal à la denture engendré par ces petits déplacements s’écrit : 

Engrènements intérieurs 

 Planétaire :  

𝑢𝑠
𝑒(𝑀𝑚) =

{
  
 

  
 

cos𝛽𝑏 sin𝜎𝑠
𝜀 cos𝛽𝑏 cos𝜎𝑠
cos𝛽𝑏 sin 𝜍𝑠

𝑒𝑐

sin𝛽𝑏 sin𝜎𝑠 𝑟𝑏𝑠 − 𝜀 cos𝜎𝑠 (𝜂(𝑀𝑚) + 𝑝𝑠𝑗(𝑀𝑚)𝜀 sin𝛽𝑏)

𝜀 sin𝛽𝑏 cos𝜎𝑠 𝑟𝑏𝑠 + sin𝜎𝑠 (𝜂(𝑀𝑚) + 𝑝𝑠𝑗(𝑀𝑚)𝜀 sin𝛽𝑏)

sin𝛽𝑏 sin 𝜍𝑠
𝑒𝜉
𝑟𝑏𝑠 − 𝜀 cos 𝜍𝑠

𝑒𝜉
(𝜂(𝑀𝑚) + 𝑝𝑠𝑗(𝑀𝑚)𝜀 sin𝛽𝑏)}

  
 

  
 

 

𝑇

{
 
 

 
 
𝑒𝑥𝑠
𝑒𝑦𝑠
𝑒𝑐𝑠
𝑒𝜙𝑠
𝑒𝜓𝑠
𝑒𝜉𝑠}
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 Satellites : 

𝑢𝑗𝑠
𝑒 (𝑀𝑚) =

{
 
 
 

 
 
 

−cos𝛽𝑏 sin 𝛼𝑠𝑗
−𝜀 cos𝛽𝑏 cos𝛼𝑠𝑗
−cos𝛽𝑏 sin 𝜍𝑗𝑠

𝑒𝑐

sin 𝛽𝑏 sin 𝛼𝑠𝑗 𝑟𝑏𝑗 + 𝜀 cos𝛼𝑠𝑗 (𝜂(𝑀𝑚) − 𝑝𝑗𝑠(𝑀𝑚)𝜀 sin 𝛽𝑏)

𝜀 sin 𝛽𝑏 cos 𝛼𝑠𝑗 𝑟𝑏𝑗 − sin𝛼𝑠𝑗 (𝜂(𝑀𝑚) − 𝑝𝑗𝑠(𝑀𝑚)𝜀 sin 𝛽𝑏)

sin𝛽𝑏 sin 𝜍𝑗𝑠
𝑒𝜉
𝑟𝑏𝑗 − 𝜀 cos 𝜍𝑗𝑠

𝑒𝜉
(𝜂(𝑀𝑚) − 𝑝𝑗𝑠(𝑀𝑚)𝜀 sin𝛽𝑏)}

 
 
 

 
 
 

 

𝑇

{
 
 

 
 
𝑒𝑥𝑗
𝑒𝑦𝑗
𝑒𝑐𝑗
𝑒𝜙𝑗
𝑒𝜓𝑗
𝑒𝜉𝑗}
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 Porte-satellites : 

𝑢𝑐𝑠
𝑒 (𝑀𝑚) =

{
 
 
 

 
 
 

−cos𝛽𝑏 sin𝜎𝑠
−𝜀 cos𝛽𝑏 cos 𝜎𝑠
−cos𝛽𝑏 sin 𝜍𝑐𝑠

𝑒𝑐

sin𝛽𝑏 (sin 𝜎𝑠 𝑟𝑏𝑗 + 𝜀 sin𝜎𝑐 𝑅𝑐) + 𝜀 cos𝜎𝑠 (𝜂(𝑀𝑚) − 𝑝𝑗𝑠(𝑀𝑚)𝜀 sin𝛽𝑏)

𝜀 sin𝛽𝑏 (cos 𝜎𝑠 𝑟𝑏𝑗 − cos𝜎𝑐 𝑅𝑐) − sin𝜎𝑠 (𝜂(𝑀𝑚) − 𝑝𝑗𝑠(𝑀𝑚)𝜀 sin𝛽𝑏)

sin𝛽𝑏 (sin 𝜍𝑐𝑠
𝑒𝜉
𝑟𝑏𝑗 + 𝜀 sin 𝜍𝑐

𝑒𝜉
𝑅𝑐) + 𝜀 cos 𝜍𝑐𝑠

𝑒𝜉
(𝜂(𝑀𝑚) − 𝑝𝑗𝑠(𝑀𝑚)𝜀 sin𝛽𝑏)}

 
 
 

 
 
 

 

𝑇

{
 
 

 
 
𝑒𝑥𝑐
𝑒𝑦𝑐
𝑒𝑐𝑐
𝑒𝜙𝑐
𝑒𝜓𝑐
𝑒𝜉𝑐}
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Engrènements intérieurs 

 Couronne :  

𝑢𝑟
𝑒(𝑀𝑚) =

{
 
 
 

 
 
 

−cos𝛽𝑏 sin𝜎𝑟
𝜀 cos𝛽𝑏 cos 𝜎𝑟
−cos𝛽𝑏 sin 𝜍𝑟

𝑒𝑐

sin𝛽𝑏 (sin𝜎𝑟 𝑟𝑏𝑟 − 𝜀𝑌𝑁𝑛) − 𝜀 cos𝜎𝑟 (𝜂(𝑀𝑚) + 𝑝𝑟𝑗𝜀 sin𝛽𝑏)

−𝜀 sin𝛽𝑏 (cos 𝜎𝑟 𝑟𝑏𝑟 − 𝑋𝑁𝑛) − sin𝜎𝑟 (𝜂(𝑀𝑚) + 𝑝𝑟𝑗𝜀 sin 𝛽𝑏)

sin𝛽𝑏 (sin 𝜍𝑟
𝑒𝜉
𝑟𝑏𝑟 + 𝜀𝐷𝑁𝑛) − 𝜀 cos 𝜍𝑟

𝑒𝜉
(𝜂(𝑀𝑚) + 𝑝𝑟𝑗𝜀 sin 𝛽𝑏)}

 
 
 

 
 
 

 

𝑇

{
 
 

 
 
𝑒𝑥𝑟
𝑒𝑦𝑟
𝑒𝑐𝑟
𝑒𝜙𝑟
𝑒𝜓𝑟
𝑒𝜉𝑟}

 
 

 
 

avec 𝐷𝑁𝑛 = (𝑋𝑁𝑛 cos𝜃𝑟
𝑒𝜉
− 𝑌𝑁𝑛 sin 𝜃𝑟

𝑒𝜉
)
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 Satellites : 

𝑢𝑗𝑟
𝑒 (𝑀𝑚) =

{
 
 
 

 
 
 

cos𝛽𝑏 sin 𝛼𝑟𝑗
−𝜀 cos𝛽𝑏 cos 𝛼𝑟𝑗
cos𝛽𝑏 sin 𝜍𝑗𝑟

𝑒𝑐

−sin𝛽𝑏 sin𝛼𝑟𝑗 𝑟𝑏𝑗 + 𝜀 cos𝛼𝑟𝑗 (𝜂(𝑀𝑚) + 𝑝𝑗𝑟(𝑀𝑚)𝜀 sin𝛽𝑏)

𝜀 sin𝛽𝑏 cos 𝛼𝑟𝑗 𝑟𝑏𝑗 + sin𝛼𝑟𝑗 (𝜂(𝑀𝑚) + 𝑝𝑗𝑟(𝑀𝑚)𝜀 sin𝛽𝑏)

− sin 𝛽𝑏 sin 𝜍𝑗𝑟
𝑒𝜉
𝑟𝑏𝑗 + 𝜀 cos 𝜍𝑗𝑟

𝑒𝜉
(𝜂(𝑀𝑚) + 𝑝𝑗𝑟(𝑀𝑚)𝜀 sin𝛽𝑏)}

 
 
 

 
 
 

 

𝑇

{
 
 

 
 
𝑒𝑥𝑗
𝑒𝑦𝑗
𝑒𝑐𝑗
𝑒𝜙𝑗
𝑒𝜓𝑗
𝑒𝜉𝑗}
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 Porte-satellites : 

𝑢𝑐𝑟
𝑒 (𝑀𝑚) =

{
 
 
 

 
 
 

cos𝛽𝑏 sin𝜎𝑟
−𝜀 cos𝛽𝑏 cos 𝜎𝑟
cos 𝛽𝑏 sin 𝜍𝑐𝑟

𝑒𝑐

−sin𝛽𝑏 (sin𝜎𝑟 𝑟𝑏𝑗 + 𝜀 sin𝜎𝑐 𝑅𝑐) + 𝜀 cos 𝜎𝑟 (𝜂(𝑀𝑚) + 𝑝𝑗𝑟(𝑀𝑚)𝜀 sin𝛽𝑏)

𝜀 sin𝛽𝑏 (cos 𝜎𝑟 𝑟𝑏𝑗 + cos𝜎𝑐 𝑅𝑐) + sin𝜎𝑟 (𝜂(𝑀𝑚) + 𝑝𝑗𝑟(𝑀𝑚)𝜀 sin 𝛽𝑏)

− sin𝛽𝑏 (sin 𝜍𝑐𝑟
𝑒𝜉
𝑟𝑏𝑗 + 𝜀 sin 𝜍𝑐

𝑒𝜉
𝑅𝑐) + 𝜀 cos 𝜍𝑐𝑟

𝑒𝜉
(𝜂(𝑀𝑚) + 𝑝𝑗𝑟(𝑀𝑚)𝜀 sin𝛽𝑏)}

 
 
 

 
 
 

 

𝑇

{
 
 

 
 
𝑒𝑥𝑐
𝑒𝑦𝑐
𝑒𝑐𝑐
𝑒𝜙𝑐
𝑒𝜓𝑐
𝑒𝜉𝑐}
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Avec les angles de projection suivants : 

𝜎𝑠 = 𝛼𝑠𝑗 − 𝜀(Φ𝑗 + 𝜆𝑐) 𝜎𝑟 = 𝛼𝑟𝑗 + 𝜀(Φ𝑗 + 𝜆𝑐)

𝜎𝑐 = Φ𝑗 + 𝜆𝑐 𝜍𝑐
𝑒𝜉
= Φ𝑗 − 𝜃𝑐

𝑒𝜉

𝜍𝑠
𝑒𝑐 = 𝛼𝑠𝑗 + 𝜀(𝜆𝑠

1 + 𝜃𝑠
𝑒𝑐 −Φ𝑗) 𝜍𝑟

𝑒𝑐 = 𝛼𝑟𝑗 + 𝜀(Φ𝑗 + 𝜆𝑐 − 𝜃𝑟
𝑒𝑐)

𝜍𝑗𝑠
𝑒𝑐 = 𝛼𝑠𝑗 + 𝜀(𝜆𝑗

1 + 𝜃𝑗
𝑒𝑐) 𝜍𝑗𝑟

𝑒𝑐 = 𝛼𝑟𝑗 − 𝜀(𝜆𝑗
1 + 𝜃𝑗

𝑒𝑐)

𝜍𝑐𝑠
𝑒𝑐 = 𝛼𝑠𝑗 − 𝜀(Φ𝑗 − 𝜃𝑐

𝑒𝑐) 𝜍𝑐𝑟
𝑒𝑐 = 𝛼𝑟𝑗 + 𝜀(Φ𝑗 − 𝜃𝑐

𝑒𝑐)

𝜍𝑠
𝑒𝜉
= 𝛼𝑠𝑗 + 𝜀 (𝜆𝑠

1 + 𝜃𝑠
𝑒𝜉
−Φ𝑗) 𝜍𝑟

𝑒𝜉
= 𝛼𝑟𝑗 + 𝜀(Φ𝑗 + 𝜆𝑐 − 𝜃𝑟

𝑒𝜉
)

𝜍𝑗𝑠
𝑒𝜉
= 𝛼𝑠𝑗 + 𝜀 (𝜆𝑗

1 + 𝜃𝑗
𝑒𝜉
) 𝜍𝑗𝑟

𝑒𝜉
= 𝛼𝑟𝑗 − 𝜀 (𝜆𝑗

1 + 𝜃𝑗
𝑒𝜉
)

𝜍𝑐𝑠
𝑒𝜉
= 𝛼𝑠𝑗 − 𝜀 (Φ𝑗 − 𝜃𝑐

𝑒𝜉
) 𝜍𝑐𝑟

𝑒𝜉
= 𝛼𝑟𝑗 + 𝜀 (Φ𝑗 − 𝜃𝑐

𝑒𝜉
)
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Les angles 𝜆𝑔 et 𝜆𝑔
1  sont les angles de rotation de corps rigide du solide 𝑔 dans le repère fixe 𝑅𝐼0  

et le repère mobile 𝑅1 respectivement, et les angles 𝜃𝑔
𝑒𝑐 et 𝜃𝑔

𝑒𝜉
 sont les angles initiaux des axes 

associés aux erreurs d’excentration et de désaxage 𝒄𝒈 et 𝝃𝒈 respectivement, illustrés en figure 2-5. 

Les différentes catégories d’erreurs d’assemblage sont également illustrées en figure 1-8. 

2.1.2.4 Erreurs de forme 

Aux erreurs d’assemblage viennent s’ajouter les contributions des erreurs de forme. Ces erreurs 

de forme impactent directement la géométrie de la denture, et peuvent être classées en trois ca-

tégories :  

(1) Les erreurs liées aux tolérances de taillage de la denture, telles que les erreurs de pas ou 

les erreurs d’hélices. Ces erreurs sont fortement dépendantes du processus de taillage des 

dentures, et peuvent donc être individuelles dent à dent au sein d’une roue dentée. 

(2) Les défaillances générant des défauts de la surface d’engrènement, tels que des défauts 

d’écaillage, de corrosion, de grippage, etc. Ces défauts sont générés par des conditions 

d’engrènement extrêmes en termes de température, de lubrification, de pressions de con-

tact ou de vitesses de glissement, ou bien amorcés par une anomalie de matière ou de fa-

brication. 

(3) Les corrections volontaires de la surface d’engrènement, tels que les corrections de profil 

ou les corrections longitudinales. Les corrections de profil permettent de retarder les ins-

tants d’entrée des lignes de contact dans le plan d’action, ou d’en accélérer leur sortie, et 

ainsi de limiter les chocs et les surcharges en tête et pied de dent. Les corrections longitu-

dinales permettent de recentrer la zone de chargement de la denture afin d’éviter des sur-

charges localisées sur les bords, et permettent notamment d’assurer une certaine robus-

tesse vis-à-vis de possibles erreurs de montage. 

Ces erreurs de forme s’écrivent directement sous la forme de distance de séparation supplémen-

taire locale 𝑢𝑔
𝑓

, et les contributions des différentes erreurs de forme viennent s’ajouter à celles des 

erreurs d’assemblage : 

𝑢𝑔(𝑀𝑚) = 𝑢𝑔
𝑒(𝑀𝑚) + 𝑢𝑔

𝑓(𝑀𝑚) 2-44 
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Figure 2-6 Représentation de flancs d'engrenages cylindriques théoriques (en bleu) et corrigés 

(en gris) avec un bombé longitudinal symétrique ou une correction de profil quadratique 

asymétrique 

2.1.2.5 Distances de séparation initiales 

Un certain nombre de conditions de contact doivent être satisfaites afin d’assurer la transmission 

de puissance dans le train épicycloïdal. Ces conditions de contact s’écrivent [82], [83], [93] :  

(1) Au moins une cellule de discrétisation est en contact pour chacun des engrènements du 

planétaire avec les satellites 

(2) Au moins une cellule de discrétisation est en contact dans l’ensemble des engrènements 

de la couronne avec les satellites 

Les distances de séparation initiales s’écrivent alors, si les points de contact entre le satellite no𝑗 

et le planétaire et entre le satellite no𝑗 et la couronne s’écrivent respectivement 𝑀𝑗𝑚
𝑠  et 𝑀𝑗𝑚

𝑟  : 

 Pour les engrènements extérieurs : 

𝛿𝑒(𝑀𝑗𝑚
𝑠 ) = max

𝑗

𝑚
(𝑈𝑗𝑚

𝑠 ) − 𝑈𝑗𝑚
𝑠  2-45 

 Pour les engrènements intérieurs : 

𝛿𝑒(𝑀𝑗𝑚
𝑟 ) = max

𝑗𝑚
(𝑈𝑗𝑚

𝑟 ) − 𝑈𝑗𝑚
𝑟  2-46 

Avec : 

𝑈𝑗𝑚
𝑠 = 𝑢𝑗𝑠(𝑀𝑗𝑚

𝑠 ) + 𝑢𝑐𝑠
𝑒 (𝑀𝑗𝑚

𝑠 ) − 𝑢𝑠(𝑀𝑗𝑚
𝑠 )

𝑈𝑗𝑚
𝑟 = max

𝑗

𝑚
(𝑢𝑗𝑚

𝑟 ) + 𝑢𝑗𝑚
𝑟

avec 𝑢𝑗𝑚
𝑟 = 𝑢𝑗𝑟(𝑀𝑗𝑚

𝑟 ) + 𝑢𝑐𝑟
𝑒 (𝑀𝑗𝑚

𝑟 ) − 𝑢𝑟(𝑀𝑗𝑚
𝑟 )
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2.1.3 Engrenage spiroconique 

En se basant toujours sur l’expression générale des efforts d’engrènement développée en section 

2.1.1, un modèle de spiroconique est développé. Ce modèle de spiroconique est donc, de manière 

similaire au modèle d’engrenages cylindriques utilisé au sein du train épicycloïdal, centré sur la 

détermination de vecteurs structurels, distances de séparation et raideurs élémentaires. 

Les dentures cylindriques offrent la possibilité de déterminer analytiquement les positions et nor-

males théoriques des lignes de contact. Cette caractéristique des engrenages cylindriques à déve-

loppante de cercle a permis l’emploi d’hypothèses simplificatrices sur la géométrie des contacts : 

les contacts sont supposés se produire selon les lignes de contact théoriques, et les normales sont 

supposées égales aux normales théoriques. Les géométries complexes des engrenages spiroco-

niques ne permettent cependant pas d’effectuer d’hypothèse sur la géométrie des contacts de ma-

nière similaire. L’étude de la littérature montre d’ailleurs que la détermination des trajectoires de 

contact dans les engrenages spiroconiques est toujours un sujet de recherche, notamment en pré-

sence d’erreurs d’assemblage ou d’erreurs de forme des flancs de denture.  

Afin de s’affranchir de cette difficulté supplémentaire, le modèle présenté dans cette étude n’émet 

aucune hypothèse sur la géométrie du contact entre dentures spiroconiques. La totalité de la sur-

face du flanc est considérée à chaque instant pour la recherche de contact. Les flancs de denture 

sont discrétisés en surfaces élémentaires, dont la position et la normale unitaire sortante du point 

central sont connues, soit par simulation théorique du taillage, soit par mesure sur une denture 

réelle. Chacune de ces surfaces élémentaires se voit attribuer une raideur élémentaire, une dis-

tance de séparation initiale et un vecteur structurel. Le modèle d’engrenages spiroconiques déve-

loppé dans cette étude s’appuie donc sur la connaissance de la position et de la normale unitaire 

sortante d’un ensemble de points répartis sur les deux flancs d’une dent de chacun des engre-

nages. 

2.1.3.1 Géométrie des dentures 

La connaissance de certaines caractéristiques géométriques des dentures reste malgré tout né-

cessaire à l’implémentation de ce modèle d’engrenages spiroconiques. Cette sous partie détaille 

les manipulations géométriques des ensembles de points nécessaires au développement de cet 

élément. 

Expression des surfaces de contact 

Par convention, les positions et normales des points des flancs sont initialement exprimées dans 

un repère 𝑅𝑙 dont l’origine est située au sommet du cône primitif, dont l’axe 𝒛𝒍 est selon l’axe de 

révolution du cône primitif et dont le plan défini par les axes 𝒙𝒍 et 𝒛𝒍 passe par le point central de 

la surface. Un exemple d’ensemble de points sur un flanc de dent est donné figure 2-7. 
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Figure 2-7 Représentation des points d'un flanc d'une dent sur son cône primitif,  

total de 225 points 

On effectue un changement de repère afin d’exprimer les points et normales des deux flancs d’une 

dent dans un repère cartésien local à la dent 𝑅𝑡, dont la hauteur est selon 𝒛𝒕 : 

{
 
 

 
 𝑥𝑡 = −√𝑥𝑙

2 + 𝑦𝑙
2 tan-1

cos𝛼𝑙𝑡 𝑥𝑙 + sin𝛼𝑙𝑡 𝑦𝑙
cos𝛼𝑙𝑡 𝑦𝑙 − sin𝛼𝑙𝑡 𝑥𝑙

𝑦𝑡 = sin 𝛿𝑔 √𝑥𝑙
2 + 𝑦𝑙

2 + cos𝛿𝑔 𝑧𝑙

𝑧𝑡 = cos 𝛿𝑔 √𝑥𝑙
2 + 𝑦𝑙

2 − sin𝛿𝑔 𝑧𝑙

avec 𝛼𝑙𝑡 =
−𝜋

2𝑍𝑔
 et 𝛼𝑙𝑡 =

𝜋

2𝑍𝑔
 pour les flancs droits et gauches respectivement
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La fibre neutre de la dent est approximée à une portion de cylindre de révolution dont l’axe est 

colinéaire à 𝒛𝒕, et on calcule son rayon 𝑟𝑛𝑓 dans ce nouveau repère, ainsi que les coordon-

nées [𝑎𝑡 𝑏𝑡] de son centre. La géométrie d’une dent et de sa fibre neutre dans le repère 𝑅𝑡 est il-

lustrée en figure 2-8. Un autre changement de repère est ensuite effectué afin d’exprimer les coor-

données des points dans un repère cylindrique 𝑅𝑡𝑐 : 

{
 
 

 
 𝑟𝑡𝑐 = √(𝑥𝑡 − 𝑎𝑡)

2 + (𝑦𝑡 − 𝑏𝑡)
2

𝜃𝑡𝑐 = tan
-1
(𝑦𝑡 − 𝑏𝑡)

(𝑥𝑡 − 𝑎𝑡)
𝑧𝑡 = 𝑧𝑡
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Pour chacun des flancs du pignon et de la roue, on approxime sur l’ensemble des points une sur-

face polynomiale de la forme : 

𝑟𝑡𝑐 = 𝑓𝑅(𝑧𝑡, 𝜃𝑡𝑐) pour le flanc droit

𝑟𝑡𝑐 = 𝑓𝐿(𝑧𝑡, 𝜃𝑡𝑐) pour le flanc gauche
 2-50 

La différence des surfaces polynomiales des deux flancs du pignon et des deux flancs de la roue 

permet d’obtenir une expression de l’épaisseur de la dent du pignon et de la roue respectivement : 

𝑡𝑡𝑐 = |𝑓𝑅(𝑧𝑡, 𝜃𝑡𝑐) − 𝑓𝐿(𝑧𝑡, 𝜃𝑡𝑐)| = 𝑓𝑡(𝑧𝑡, 𝜃𝑡𝑐) 2-51 

 

Figure 2-8 Représentation de chacun des flancs d'une dent, ainsi que l’approximation par une sur-

face cylindrique de la fibre neutre, dans le repère cartésien 𝑅𝑡  

Approximation d’un nouvel ensemble de points 

Bien que ça ne soit pas systématiquement nécessaire, il peut être intéressant pour plusieurs rai-

sons de définir un nouvel ensemble de points. Premièrement, il est nécessaire d’avoir des surfaces 

élémentaires dont les aires soient très inférieures à celle de la surface de contact, critère que la 

grille de points initiale peut ne pas remplir, surtout si celle-ci a été obtenue par mesure du flanc 

réel où il devient rapidement très couteux de contrôler un très grand nombre de points. Deuxiè-

mement, une grille de points répartis uniformément selon les axes 𝑧𝑡 et 𝜃𝑡𝑐 simplifie grandement 

les intégrations nécessaires à la détermination des raideurs élémentaires, qui sont détaillées plus 

tard au paragraphe 2.1.3.4 de cette partie. 

Pour chacun des flancs un nouvel ensemble de 𝑁𝑚 points est donc défini, répartis uniformément 

selon 𝑧𝑡 et 𝜃𝑡𝑐, compris dans les bornes de l’ensemble de points initial, pour lesquels la coordon-

née en 𝑟𝑡𝑐 est évaluée grâce aux fonctions 𝑓𝑅 et 𝑓𝐿 de l’équation 2-50. 

On effectue le changement de repère inverse afin de repasser ces nouveaux ensembles de points 

dans le repère 𝑅𝑙 : 

{
𝑥𝑡 = 𝑟𝑡𝑐 cos𝜃𝑡𝑐 + 𝑎𝑡
𝑦𝑡 = 𝑟𝑡𝑐 sin 𝜃𝑡𝑐 + 𝑏𝑡

𝑧𝑡 = 𝑧𝑡
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{
 
 

 
 𝑥𝑙 = (sin 𝛿𝑔 𝑦𝑡 + cos 𝛿𝑔 𝑧𝑡) sin (

−𝑥𝑡

(sin 𝛿𝑔 𝑦𝑡 + cos 𝛿𝑔 𝑧𝑡)
− 𝛼𝑙𝑡)

𝑦𝑙 = (sin 𝛿𝑔 𝑦𝑡 + cos 𝛿𝑔 𝑧𝑡) cos (
−𝑥𝑡

(sin𝛿𝑔 𝑦𝑡 + cos 𝛿𝑔 𝑧𝑡)
− 𝛼𝑙𝑡)

𝑧𝑙 = cos 𝛿𝑔 𝑦𝑡 − sin 𝛿𝑔 𝑧𝑡

avec 𝛼𝑙𝑡 =
−𝜋

2𝑍𝑔
 et 𝛼𝑙𝑡 =

𝜋

2𝑍𝑔
 pour les flancs droits et gauches respectivement
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Les normales sortantes sont approximées par des fonctions polynomiales dans le repère 𝑅𝑙, qui 

sont ensuite évaluées sur le nouvel ensemble de points : 

{

𝑛𝑥𝑅 = 𝑓𝑛𝑥𝑅(𝑦𝑙 , 𝑧𝑙)

𝑛𝑦𝑅 = 𝑓𝑛𝑦𝑅(𝑦𝑙 , 𝑧𝑙)

𝑛𝑧𝑅 = 𝑓𝑛𝑧𝑅(𝑦𝑙 , 𝑧𝑙)

 et {

𝑛𝑥𝐿 = 𝑓𝑛𝑥𝐿(𝑦𝑙 , 𝑧𝑙)

𝑛𝑦𝐿 = 𝑓𝑛𝑦𝐿(𝑦𝑙 , 𝑧𝑙)

𝑛𝑧𝐿 = 𝑓𝑛𝑧𝐿(𝑦𝑙 , 𝑧𝑙)

pour les flancs droits et gauches 2-54 

 

Figure 2-9 Représentation d’un nouvel ensemble de points d'un flanc d'une dent sur son cône 

primitif, total de 2500 points 

Appairage et positionnement des dents 

Le nombre de paires de dents potentielles en contact 𝑁𝑡  est déterminé à partir du rapport de con-

duite total. Le rapport de conduite total 𝜀𝑡 est déterminé en suivant la norme ISO 23509, il est 

ensuite majoré : 

𝑁𝑡 = ⌈𝜀𝑡⌉ + 1 2-55 
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Le nombre de paires de dents potentielles en contact 𝑁𝑡  est donc égal au nombre de paires de dent 

maximum en contact simultanément théoriquement plus une. Cette majoration permet de ne pas 

avoir à prédéterminer les instants d’entrée et de sortie des lignes de contact, ainsi que de détecter 

des contacts apparaissant en dehors de la fenêtre théorique. 

Les points d’un seul des deux flancs sont conservés en fonction du sens de rotation. L’ensemble 

des points est ensuite dupliqué 𝑁𝑡  fois, et les points sont passés du repère 𝑅𝑙  au repère 𝑅𝐼0 et 𝑅𝐼1 

pour la roue et le pignon conique respectivement : 

(
𝑥
𝑦
𝑧
)

𝑅𝐼0/𝑅𝐼1

= [
cos𝛼𝐼0𝑙 −sin𝛼𝐼0𝑙 0
sin𝛼𝐼0𝑙 cos 𝛼𝐼0𝑙 0
0 0 1

] (
𝑥
𝑦
𝑧
)

𝑅𝑙

avec 𝛼𝐼0𝑙 = 𝛼𝑛 + (𝜆0𝑝 mod
2𝜋

𝑍𝑔
) +

𝜋

2

 2-56 

L’angle de rotation 𝛼𝑛 dépend de l’indice 𝑛 de la dent concernée :  

𝛼𝑛 = (𝑛 − ⌈
𝑛

2
⌉ −

1

2
)
2𝜋

𝑍𝑝
 pour le pignon

𝛼𝑛 = (𝑁𝑡 − 𝑛 − ⌈
𝑛

2
⌉ −

1

2
)
2𝜋

𝑍𝑤
 pour la roue

 𝑛 ∈ [1 𝑁𝑡] 2-57 

Enfin, les points du pignon conique sont passés dans le repère 𝑅𝐼0 : 

(
𝑥
𝑦
𝑧
)

𝑅𝐼0

= [
cosΣ 0 sin Σ
0 1 0

− sinΣ 0 cos Σ
] (
𝑥
𝑦
𝑧
)

𝑅𝐼1

 2-58 

La figure 2-10 illustre les points de différentes dents d’un pignon et d’une roue conique exprimés 

dans le repère 𝑅𝐼0 pour les deux sens de rotation. 

 

Figure 2-10 Représentation des surfaces de denture et des cônes primitifs d'un pignon (en bleu) et 

d'une roue (en rouge) conique présentant un angle entre axes de 90°, dans le repère com-

mun 𝑅𝐼0, pour les deux sens de rotation 
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2.1.3.2 Erreurs d’assemblage 

Les axes non parallèles des engrenages coniques génèrent de nombreuses problématiques de 

montage, facilitant souvent l’apparition d’erreurs d’assemblage. Dû à leur géométrie unique, les 

erreurs d’assemblage dans un engrenage spiroconique peuvent significativement modifier les 

zones de contact, impactant par conséquence les caractéristiques de la transmission. Les erreurs 

d’assemblage proviennent des écarts de positionnement relatif des deux spiroconiques dus à leurs 

tolérances de montage et de fabrication. Un engrenage spiroconique peut présenter différentes 

erreurs d’assemblage : 

(1) Les erreurs de position axiale, correspondant à un décalage de position de l’engrenage 

conique le long de son axe de rotation. Les erreurs de position radiale, correspondant à un 

décalage de position d’un engrenage conique dans l’axe du second engrenage conique, 

sont assimilables à un décalage de position axiale du second conique 

(2) Les erreurs d’hypoïde, correspondant à un décalage de position d’un engrenage conique 

perpendiculairement aux deux axes de rotation du couple d’engrenages coniques 

(3) Les erreurs d’excentration, correspondant à un décalage du centre géométrique du solide 

par rapport à son axe de rotation 

(4) Les erreurs de désalignement, correspondant à un désalignement de l’axe de rotation du 

solide 

(5) Les erreurs de désaxage, correspondant à un désalignement de l’axe géométrique du so-

lide par rapport à son axe de rotation 

Tout comme pour le train épicycloïdal, les erreurs d’assemblages sont modélisées par un torseur 

de petits déplacements représentant la distance parcourue par le centre géométrique du solide 

concerné : 

 Pour la roue conique : 

 {𝑆𝑤
𝑅𝐼0(𝑂𝑤)} = {

𝜔𝑤
𝑅𝐼0 = 𝑒𝜙𝑤𝒙𝑰𝟎 + 𝑒𝜓𝑤𝒚𝑰𝟎 + 𝑒𝜉𝑤𝝃𝒘

𝑢𝑤
𝑅𝐼0(𝑂𝑤) = 𝑒𝑦𝑤𝒚𝑰𝟎 + 𝑒𝑧𝑤𝒛𝑰𝟎 + 𝑒𝑐𝑤𝒄𝒘

 2-59 

 Pour le pignon conique : 

 {𝑆𝑝
𝑅𝐼1(𝑂𝑝)} = {

𝜔𝑝
𝑅𝐼1 = 𝑒𝜙𝑝𝒙𝑰𝟏 + 𝑒𝜓𝑝𝒚𝑰𝟏 + 𝑒𝜉𝑝𝝃𝒑

𝑢𝑝
𝑅𝐼1(𝑂𝑝) = 𝑒𝑦𝑝𝒚𝑰𝟏 + 𝑒𝑧𝑝𝒛𝑰𝟏 + 𝑒𝑐𝑝𝒄𝒑

 2-60 

Ces torseurs de petits déplacements sont directement répercutés sur les positions des points des 

surfaces de contact des engrenages spiroconiques. Le calcul des distances de séparation initiales, 

détaillé dans la sous partie suivante, se base sur les positions des points des surfaces d’engrène-

ment, et est donc impacté par la présence d’erreurs d’assemblage. 
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Figure 2-11 Représentation des erreurs d’assemblage d’un engrenage spiroconique 

Les erreurs de forme sont directement modélisées par les ensembles de points renseignés en en-

trée du modèle. Ces ensembles de points pouvant être issus d’un contrôle de géométrie sur une 

denture réelle ou d’une simulation du taillage, la totalité des nombreuses erreurs de formes que 

peuvent manifester les engrenages spiroconiques sont par conséquent modélisables. 

2.1.3.3 Distances de séparation initiales 

Les distances de séparation initiales nécessaires au calcul des efforts de contact et du vecteur d’ex-

citation sont calculées à partir des positions et des normales sortantes des ensembles de points 

du pignon et de la roue dans le repère 𝑅𝐼0, dont l’origine 𝑂 est située à l’intersection des axes des 

cônes. 

Pour chacun des points du pignon 𝑀𝑝(𝑧𝑝, 𝑖𝑝), avec 𝑧𝑝 ∈ [1 𝑁𝑡] l’indice de la dent et 𝑖
𝑝 ∈ [1 𝑁𝑚] 

l’indice du point sur le flanc, un calcul préliminaire de la distance euclidienne le séparant de cha-

cun des points de la dent de la roue correspondante est effectué. Le point de la roue 𝑀1
𝑤(𝑧𝑤, 𝑖1

𝑤) 

pour lequel cette distance euclidienne est minimale est potentiellement le point de contact. 

Afin de diminuer les temps de calculs et d’éviter les cas particuliers pour lesquels le calcul des 

distances de séparation n’aurait pas de solution, il est nécessaire de définir une distance seuil 𝑠, 

très supérieure à l’écrasement, au-delà de laquelle le calcul de distance de séparation ne sera pas 

effectué. Si la distance euclidienne séparant 𝑀𝑝 de 𝑀1
𝑤 est supérieure au seuil 𝑠, le point est exclu 

du contact et sa distance de séparation est fixée à 𝑠. 

Si la distance euclidienne séparant 𝑀𝑝 de 𝑀1
𝑤 est inférieure au seuil 𝑠 :  

(1) L’indice 𝑖1
𝑤 est relevé comme étant l’indice du point de la roue en contact avec le 

point 𝑀𝑝(𝑧𝑝, 𝑖𝑝) du pignon. 

(2) Les deuxième et troisième points de la roue 𝑀2
𝑤(𝑧𝑤, 𝑖2

𝑤) et 𝑀3
𝑤(𝑧𝑤, 𝑖3

𝑤) les plus proches en 

distance euclidienne du point 𝑀𝑝 sont recherchés, tels que les trois points soient directe-

ment voisins sur la grille de points du flanc de la roue, et forment un triangle. 

(3) Un plan 𝒫 est défini avec ces trois points, avec comme vecteur normal  𝒗𝓟 tel que : 
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 𝒗𝓟 = 𝑴𝟏
𝒘𝑴𝟐

𝒘 ∧𝑴𝟏
𝒘𝑴𝟑

𝒘 2-61 

L’équation cartésienne du plan 𝒫 s’écrit alors : 

𝐺 ∈ 𝒫 ⇔  𝒗𝓟 ∙ 𝑶𝑮 −  𝒗𝓟 ∙ 𝑶𝑴𝟏
𝒘 = 0 2-62 

(4) Une droite 𝒟 est définie, de vecteur directeur la normale sortante 𝒏𝒑 du flanc du pignon 

au point 𝑀𝑝, et passant par le point 𝑀𝑝, telle que : 

𝐺 ∈ 𝒟 ⇔ 𝑶𝑮 = 𝑑(𝐺) ∗ 𝒏𝒑 + 𝑶𝑴
𝒑 avec 𝑑(𝑀) ∈ ℝ 2-63 

(5) Le point d’intersection 𝐺 de la droite 𝒟 avec le plan 𝒫 vérifie alors : 

𝐺 ∈ 𝒫 ∩ 𝒟 ⇔ 𝑑(𝐺) =
 𝒗𝓟 ∙ 𝑶𝑴𝟏

𝒘 −  𝒗𝓟 ∙ 𝑶𝑴
𝒑

 𝒗𝓟 ∙ 𝒏𝒑
 2-64 

La distance de séparation pour le point 𝑴𝒑 s’exprime alors : 

𝑴𝒑𝑮 ∙ 𝒏𝒑 = (𝑶𝑮 − 𝑶𝑴
𝒑) ∙ 𝒏𝒑 = (𝑑(𝐺) ∙ 𝒏𝒑) ∙ 𝒏𝒑 2-65 

Or, comme 𝒏𝒑 est la normale unitaire sortante, la distance de séparation est directement 

égale à 𝑑(𝐺), et est négative lorsqu’il y a interférence entre le flanc du pignon et de la roue. 

(6) Enfin, les coordonnées du point d’intersection 𝐺 sont passées dans le repère cylin-

drique 𝑅𝑡𝑐
𝑤  afin de vérifier qu’il se situe bien à l’intérieur des bornes du flanc de dent de la 

roue. 

L’ensemble des distances 𝑑 associées à l’ensemble des points 𝑀𝑝 des surfaces de denture du pi-

gnon est noté 𝑈𝑚
𝑝

. Afin d’assurer la transmission de puissance, les distances de séparation initiales 

s’écrivent alors : 

𝛿𝑒(𝑀𝑚
𝑝
) = 𝑈𝑚

𝑝
−min

𝑚
(𝑈𝑚

𝑝
) 2-66 

On obtient donc pour chacun des points du flanc du pignon une distance de séparation avec le 

flanc de la roue projetée selon la normale au point du pignon considéré. 

2.1.3.4 Elément de coque 

Afin de caractériser le comportement en flexion des dents d’engrenages spiroconiques, un élé-

ment de coque est implémenté. Cet élément de coque permet d’obtenir une expression semi-ana-

lytique des déplacements de la fibre neutre de la dent pour une répartition de pression donnée. 

Cet élément de coque se base sur les développements de Vaidyanathan et. al. [33] et Kolivand et 

Kahraman [34]. En faisant l’approximation que la fibre neutre de la dent, autour de laquelle se 

répartit de manière égale l’épaisseur de la dent, est une surface cylindrique de rayon constant 𝑟𝑛𝑓 

dans le repère 𝑅𝑡𝑐, on peut calculer l’énergie de déformation 𝑆𝐸 ainsi que le travail des efforts 

extérieurs à la dent 𝑊𝐹, qui s’écrivent [33], [34] : 

𝑆𝐸 =
𝐸

2(1 − 𝜈2)
∫∫∫(𝑟𝑛𝑓 + 𝑟) [(𝜀𝑧

2 + 𝜀𝜃
2 + 2𝜈𝜀𝑧𝜀𝜃)

 

𝑟

 

𝜃

 

𝑧

+
1

2
(1 − 𝜈)(𝛾𝑧𝜃

2 + 𝛾𝑧𝑟
2 + 𝛾𝜃𝑟

2)] 𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝑧 

2-67 

𝑊𝐹 = ∫∫𝑝𝑛𝑊𝑟𝑛𝑓𝑑𝑧𝑑𝜃

 

𝜃

 

𝑧

 2-68 

Avec 𝑊 la déflexion normale de la fibre neutre. 
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Les déformations normales et de cisaillement s’expriment [33], [34] : 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 𝜀𝑧 = 𝑟 [

𝜕𝛽𝑧
𝜕𝑧

−
𝜕2𝑊

𝜕𝑧2
]

𝜀𝜃 =
𝑟

𝑟𝑛𝑓
[
𝜕𝛽𝜃
𝜕𝜃

−
1

(𝑟𝑛𝑓 + 𝑟)

𝜕2𝑊

𝜕𝜃2
] +

𝑊

(𝑟𝑛𝑓 + 𝑟)

𝛾𝑧𝜃 =
𝑟(𝑟𝑛𝑓 + 𝑟)

𝑟𝑛𝑓

𝜕𝛽𝜃
𝜕𝑧

−
𝑟(2𝑟𝑛𝑓 + 𝑟)

𝑟𝑛𝑓(𝑟𝑛𝑓 + 𝑟)

𝜕2𝑊

𝜕𝑧𝜕𝜃
+

𝑟

(𝑟𝑛𝑓 + 𝑟)

𝜕𝛽𝑧
𝜕𝜃

𝛾𝜃𝑟 =
(𝑟𝑛𝑓 + 𝑟)

𝑟𝑛𝑓
𝛽𝜃

 𝛾𝑧𝑟 = 𝛽𝑧

 2-69 

Il est intéressant de noter que la fibre neutre des dentures fabriquées avec certains procédés à 

génération discontinue, de type Gleason par exemple, est effectivement cylindrique de rayon cons-

tant égal au rayon de la fraise de taillage. 

La déflexion normale et les rotations de cisaillement sont exprimées comme une combinaison li-

néaire d’un nombre fini de polynômes dont les coefficients sont à déterminer [33], [34] : 

𝑊(𝑧, 𝜃) =∑∑𝐴𝑚𝑛 . Φ𝑚(𝑧).Ψ𝑛(𝜃)

𝑛𝑚

𝛽𝑥(𝑧, 𝜃) =∑∑𝐵𝑚𝑛 . Φ𝑚(𝑧).Ψ𝑛(𝜃)

𝑛𝑚

𝛽𝜃(𝑧, 𝜃) =∑∑𝐶𝑚𝑛. Φ𝑚(𝑧).Ψ𝑛(𝜃)

𝑛𝑚

 2-70 

Les fonctions de forme Φ et Ψ imposent chacune les conditions aux limites de la dent : encastrée-

libre selon 𝑧𝑡 et libre-libre selon 𝜃𝑡𝑐 pour Φ et Ψ respectivement. 

Φ𝑚(𝑧) = (
𝑧

ℎ
)
𝑚+1

    Ψ𝑛(𝜃) = (
𝜃

𝜍
)
𝑛−1

 2-71 

Où 𝜍 est l’angle maximal décrit par la dent selon 𝒆𝜽, et ℎ la hauteur de dent selon 𝒛𝒕, possiblement 

fonction de 𝜃𝑡𝑐 selon la géométrie de la dent. 

L’énergie potentielle de la dent 𝑃𝐸 correspond à la différence entre l’énergie de déformation et le 

travail des efforts extérieurs : 

𝑃𝐸 = 𝑆𝐸 −𝑊𝐹 2-72 

L’application de la méthode de Rayleigh-Ritz nous permet d’écrire [33], [34] : 

𝛿𝑃𝐸 =
𝐸

(1 − 𝜈2)
∫∫∫(𝑟𝑛𝑓 + 𝑟) [(𝜀𝑧𝛿𝜀𝑧 + 𝜀𝜃𝛿𝜀𝜃 + 𝜈(𝜀𝑧𝛿𝜀𝜃 + 𝜀𝑧𝛿𝜀𝜃))

 

𝑟

 

𝜃

 

𝑧

+
1

2
(1 − 𝜈)(𝛾𝑧𝜃𝛿𝛾𝑧𝜃 + 𝛾𝑧𝑟𝛿𝛾𝑧𝑟 + 𝛾𝜃𝑟𝛿𝛾𝜃𝑟)] 𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝑧

− ∫∫𝑝𝑛𝛿𝑊𝑟𝑛𝑓𝑑𝑧𝑑𝜃

 

𝜃

 

𝑧

= 0 

2-73 

En substituant 2-70 dans 2-69 puis 2-73, on peut définir une matrice de coefficients de raideur 𝑲𝒄 

dépendante uniquement des propriétés géométriques et matériau de la dent, telle que : 

𝑲𝒄 {
𝑨
𝑩
𝑪
} = {

𝑭1

𝑭2

𝑭3
} ⇔ [

𝑲11 𝑲12 𝑲13

𝑲21 𝑲22 𝑲23

𝑲31 𝑲32 𝑲33
] {
𝑨
𝑩
𝑪
} = {

𝑭1

𝑭2

𝑭3
} 2-74 



 

 
Quentin Thoret-Bauchet / 2020 / Institut national des sciences appliquées de Lyon 75 

Avec 𝑨,𝑩, 𝑪 vecteurs des coefficients 𝐴𝑚𝑛, 𝐵𝑚𝑛 et 𝐶𝑚𝑛. L’intégration selon 𝒛𝒕 et 𝒆𝜽 est effectuée 

numériquement avec une méthode de quadrature. Le vecteur des termes 𝑭𝟏 dépend de la répar-

tition de pression normale à la fibre neutre 𝑝𝑛(𝑧, 𝜃), l’équation 2-74 est donc résoluble pour une 

répartition de pression donnée, permettant de calculer la déformation normale à la fibre neutre 𝑊 

en tout point de coordonnées (𝑧, 𝜃) de la dent. 

Les expressions des différents termes de 𝑲𝒄 et de 𝑭𝟏 après intégration sur 𝑟 sont données en an-

nexe 1. 

2.1.3.5 Calcul des raideurs élémentaires 

Les raideurs élémentaires sont calculées à partir de l’effort de contact appliqué sur la surface élé-

mentaire considérée, dont l’expression est donnée par l’équation 2-22, et de son déplacement to-

tal. Le déplacement total d’une surface élémentaire s’écrit comme la somme de la contribution des 

déplacements de flexion des dents du pignon et de la roue, et des déplacements de contact de cette 

surface élémentaire : 

𝑘𝑚 =
𝐹𝑐𝑚

𝛿𝑐𝑚 + 𝛿𝑓𝑚
𝑝
+ 𝛿𝑓𝑚

𝑤
 2-75 

Calcul des déplacements en flexion 

En résolvant les équations 2-74 et 2-70, une expression semi-analytique des déplacements nor-

maux à la fibre neutre 𝑊 est obtenue pour une répartition de pression donnée. Le déplacement 

𝛿𝑓𝑚𝑖 au point 𝑀𝑚 de la grille dû à une pression uniforme 𝑝𝑖 exercée sur la surface élémentaire no𝑖 

de la grille est donc calculé pour chacune des combinaisons de point et de surface élémentaire, 

permettant d’obtenir les souplesses 𝑐𝑚𝑖  : 

𝑐𝑚𝑖 =
𝛿𝑓𝑚𝑖
𝐹𝑐𝑖

 avec 𝐹𝑐𝑖 = 𝑝𝑖𝑠𝑖  2-76 

Pour une répartition de pression donnée, le déplacement en flexion total au point 𝑀𝑚 de la grille 

s’écrit alors comme la somme de la contribution de chacun des efforts de contact :  

𝛿𝑓𝑚 =∑𝑐𝑚𝑖𝐹𝑐𝑖

𝑁𝑚

𝑖=1

 2-77 

Les coefficients 𝑐𝑚𝑖 correspondent à des coefficients de l’influence de l’effort appliqué sur la sur-

face élémentaire no𝑖 sur les déplacements de la surface élémentaire no𝑚. 

Calcul des déplacements de contact 

En se basant sur les travaux de Boussinesq [122] sur la déformation des solides élastiques, syn-

thétisés par Sainsot [123], on assimile la dent à un massif semi infini dont l’interface est découpée 

en 𝑁𝑚 rectangles, de dimensions 𝑙𝑚 et 𝑏𝑚, dont le point central est de coordonnées 𝑋𝑚 et 𝑌𝑚, sou-

mis à une pression uniforme 𝑝𝑚. Les déplacements au point 𝑀𝑚 s’expriment alors : 

𝛿𝑐𝑚 =
1

𝜋𝐸𝑒𝑞
∗ ∑𝑎𝑚𝑖𝑝𝑖

𝑁𝑚

𝑖=1

 avec 𝑎𝑚𝑖 = [𝑌.arcsh
𝑋

|𝑌|
+ 𝑋.arcsh

𝑌

|𝑋|
]
𝑌1𝑖𝑋1𝑖

𝑌2𝑖𝑋2𝑖

𝑌1𝑖 = 𝑌𝑖 − 𝑌𝑚 −
𝑏𝑖
2
     𝑌2𝑖 = 𝑌𝑖 − 𝑌𝑚 +

𝑏𝑖
2

𝑋1𝑖 = 𝑋𝑖 − 𝑋𝑚 −
𝑙𝑖
2
     𝑋2𝑖 = 𝑋𝑖 − 𝑋𝑚 +

𝑙𝑖
2

 2-78 
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Les coefficients 𝑎𝑚𝑖 correspondent à des coefficients de l’influence de l’effort appliqué sur la sur-

face élémentaire no𝑖 sur les déplacements de la surface élémentaire no𝑚, et dépendent donc des 

distances entre ces deux points et de la surface sur laquelle l’effort est réparti. Afin de directement 

prendre en compte la contribution des déformations du pignon et de la roue, le module d’Young 

normalisé équivalent 𝐸𝑒𝑞
∗  est utilisé, il s’exprime : 

1

𝐸𝑒𝑞
∗ =

1 − 𝜈𝑝
2

𝐸𝑝
+
1 − 𝜈𝑤

2

𝐸𝑤
 2-79 

 

La figure 2-12 illustre les déplacements normaux de contact et de flexion sur la totalité du flanc 

de la géométrie de dent illustrée en figure 2-8, dont la surface a été divisée en 2500 surfaces élé-

mentaires, et dont les coordonnées des points sont exprimées dans le repère cylindrique 𝑅𝑡𝑐, pour 

un effort total de 100N appliqué sur une surface élémentaire centrale au flanc. La figure 2-13 il-

lustre également les déplacements de contact et de flexion pour la même géométrie que précé-

demment, dans le cas où un effort total de 100N a été réparti de manière uniforme sur 400 sur-

faces élémentaires. Ces exemples illustrent clairement les différences de comportement de la 

contribution du contact et de celle de la flexion à la raideur d’engrènement, on observe notamment 

en figure 2-12 qu’un effort concentré amène à des déplacements de contact très importants, dix 

fois plus importants que les déplacements de flexion, et très localisés, les déplacements de la sur-

face élémentaire chargée ayant relativement peu d’incidence sur ceux des surfaces élémentaires 

voisines, contrairement aux déplacements en flexion. Il est intéressant de noter que la différence 

de comportement des déplacements de contact entre les directions 𝒛𝒕𝒄 et 𝜽𝒕𝒄 est uniquement due 

à la différence d’échelle entre ces deux directions. 

 

 

Figure 2-12 Exemple de déplacement a) de contact et b) de flexion des centres des surfaces élé-

mentaires, en mètres, pour un effort normal de 100N répartis sur la surface élémentaire centrale 

de la dent 
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Figure 2-13 Exemple de déplacement a) de contact et b) de flexion des centres des surfaces élé-

mentaires, en mètres, pour un effort normal total de 100N répartis de manière égale sur 400 sur-

faces élémentaires au centre de la dent 

De plus, on observe, toujours sur la figure 2-12, que les déplacements en flexion sont asymétriques 

selon 𝜽𝒕𝒄 alors que l’effort est appliqué au centre du flanc. Cette asymétrie des déplacements est 

due à la variation de la géométrie de la section de la dent le long de cette direction, visible en figure 

2-8. Il apparait sur la figure 2-13 que le comportement en flexion de la dent a relativement peu 

varié lorsque l’effort a été réparti sur une plus grande surface, tant d’un point de vue de la défor-

mée globale que de l’amplitude maximale des déplacements. Les déplacements de contact ont 

quant à eux sensiblement évolués et présentent dans ce cas-ci une amplitude du même ordre de 

grandeur que les déplacements de flexion. Ces deux cas de figure illustrent les comportements des 

différentes contributions aux déplacements normaux totaux, et par conséquent à la raideur d’en-

grènement. 

Les déplacements normaux de toutes les cellules de discrétisation sont donc obtenus pour une 

répartition d’efforts normaux donnés, et permettent d’obtenir un ensemble de raideurs élémen-

taires indépendantes. La distribution de raideurs élémentaires indépendantes obtenues avec 

cette formulation n’est cependant valable que pour la distribution d’efforts de contact élémen-

taires avec laquelle elle a été obtenue. Lors de la résolution des équations du mouvement, détaillée 

en section 2.6, un algorithme de contact s’assure que cette contrainte soit toujours respectée. 

2.1.4 Erreurs de transmission 

La détermination des erreurs de transmission est un des objectifs principaux du modèle déve-

loppé dans cette étude. Les erreurs de transmission des engrenages cylindriques sont très souvent 

exprimées en distance le long du plan d’action, elles seront également dans cette étude exprimées 

en angle sur la sortie. Exprimer les erreurs de transmission en angle permet de créer une réfé-

rence commune entre le train épicycloïdal et l’engrenage spiroconique, pour lequel aucun plan 

d’action n’a été défini. Toutes les erreurs de transmission angulaires, et notamment celles de l’en-

grenage spiroconique, sont exprimées en angle en sortie du train épicycloïdal, faisant donc inter-

venir le rapport de réduction du train épicycloïdal. 
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Erreurs de transmission angulaires sans charge 

 Pour le train épicycloïdal : 

𝜃𝑁𝐿𝑇𝐸
𝑝𝑔𝑡

= −
max(𝑈𝑗𝑚

𝑟 ) cos 𝛼𝑟𝑗 +max(𝑈𝑗𝑚
𝑠 ) cos𝛼𝑠𝑗

𝑟𝑝𝑟 + 𝑟𝑝𝑠
 2-80 

 Pour l’engrenage spiroconique : 

𝜃𝑁𝐿𝑇𝐸
𝑠𝑏𝑔

=
𝑍𝑠

|𝑍𝑟| + 𝑍𝑠

min(𝑈𝑚
𝑝
)

𝑟𝑚𝛿𝑒
 2-81 

Avec 𝑟𝑚𝛿𝑒 le rayon du point pour lequel la distance de séparation initiale est maximale, c’est-à-

dire la plus proche de zéro dans le cas où deux surfaces seraient séparées. 

Erreurs de transmission angulaires sous charge 

 Pour le train épicycloïdal : 

𝜃𝐿𝑇𝐸
𝑝𝑔𝑡

= 𝜃𝑁𝐿𝑇𝐸
𝑝𝑔𝑡

+ ε (
𝑍𝑠

|𝑍𝑟| + 𝑍𝑠
𝜗𝑠 − 𝜗𝑐) 2-82 

 Pour l’engrenage conique : 

𝜃𝐿𝑇𝐸
𝑠𝑏𝑔

= 𝜃𝑁𝐿𝑇𝐸
𝑠𝑏𝑔

− 𝜀
𝑍𝑠

|𝑍𝑟| + 𝑍𝑠
(
𝑍𝑝
𝑍𝑤
𝜗𝑝 + 𝜗𝑤) 2-83 

 Globales : 

𝜃𝐺𝐿𝑇𝐸 = 𝜃𝑁𝐿𝑇𝐸
𝑝𝑔𝑡

+ 𝜃𝑁𝐿𝑇𝐸
𝑠𝑏𝑔

− 𝜀 (
𝑍𝑠𝑍𝑝

(|𝑍𝑟| + 𝑍𝑠)𝑍𝑤
𝜗𝑖 + 𝜗𝑜) 2-84 

Avec 𝜗𝑖 et 𝜗𝑜 les degrés de liberté en rotation des nœuds d’entrée et de sortie du modèle complet. 

2.1.5 Cinématique de corps rigides 

La cinématique de corps rigide des différents composants du système est déterminée en imposant 

une condition de vitesse relative nulle des deux corps en contact aux différents points de contact 

des engrènements. 

𝑽𝑔1
𝑔2 (𝑀𝑐𝑔2/𝑔1)𝒏𝒄𝑔2/𝑔1 (𝑀𝑐𝑔2/𝑔1) = 0 2-85 

Le point 𝑀𝑐𝑔2/𝑔1  est un point de contact, pour lequel la distance de séparation est nulle : 

𝛿𝑒 (𝑀𝑐𝑔2/𝑔1) = 0 2-86 

Les distances de séparation maximales sont notées comme suit, avec 𝑗𝑟 l’indice du satellite pour 

lequel la distance de séparation initiale maximale entre la couronne et un satellite Δ𝑒
𝑟  est atteinte : 

Δ𝑒
𝑠 = max

𝑗=𝑗𝑟

𝑚
(𝛿𝑒(𝑀𝑗𝑚

𝑠 )) 2-87 

Δ𝑒
𝑟 = max

𝑗𝑚
(𝛿𝑒(𝑀𝑗𝑚

𝑟 )) 2-88 

Δ𝑒
𝑝
= max

𝑚
(𝛿𝑒(𝑀𝑚

𝑝
)) 2-89 

Les dérivées premières et secondes dans le temps de ces distances de séparation initiales maxi-

males sont estimées pas à pas dans le temps par différences finies.   
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En développant l’équation 2-85, les vitesses et accélérations des différents composants s’écrivent 

alors : 

Vitesses : 

Ω𝑤
0 =

(𝑶𝒑𝑴𝒄 ∧ 𝛀𝒑
𝟎)

 

𝑇
𝒏𝒑

(𝑶𝒘𝑴𝒄 ∧ 𝒛𝑰𝟎) 
𝑇 𝒏𝒑

+ Δ̇𝑒
𝑝 ‖𝒏𝒑 ∧ 𝒛𝑰𝟎‖

‖𝑶𝒘𝑴𝒄 ∧ 𝒛𝑰𝟎‖
 2-90 

Ω𝑠
0 = Ω𝑤

0  2-91 

Ω𝑐
0 =

𝑟𝑏𝑠
𝑟𝑏𝑠 + 𝑟𝑏𝑟

Ω𝑠
0 +

Δ̇𝑒
𝑠 − Δ̇𝑒

𝑟

(𝑟𝑏𝑠 + 𝑟𝑏𝑟) cos 𝛽𝑏
 2-92 

Ω𝑠
1 = Ω𝑠

0 − Ω𝑐
0 2-93 

Ω𝑗
1 = −

𝑟𝑏𝑠
𝑟𝑏𝑗
Ω𝑠
1 −

Δ̇𝑒
𝑠

𝑟𝑏𝑗 cos𝛽𝑏
 2-94 

Ω𝑟
1 = −Ω𝑐

0 2-95 

Accélérations : 

Ω̇𝑠
0 = Ω̇𝑤

0  2-96 

Ω̇𝑐
0 =

𝑟𝑏𝑠
𝑟𝑏𝑠 + 𝑟𝑏𝑟

Ω̇𝑠
0 +

Δ̈𝑒
𝑠 − Δ̈𝑒

𝑟

(𝑟𝑏𝑠 + 𝑟𝑏𝑟) cos 𝛽𝑏
 2-97 

Ω̇𝑠
1 = Ω̇𝑠

0 − Ω̇𝑐
0 2-98 

Ω̇𝑗
1 = −

𝑟𝑏𝑠
𝑟𝑏𝑗
Ω̇𝑠
1 −

Δ̈𝑒
𝑠

𝑟𝑏𝑗 cos𝛽𝑏
 2-99 

Ω̇𝑟
1 = −Ω̇𝑐

0 2-100 

La vitesse de la roue conique, donnée à l’équation 2-90, faisant intervenir de nombreux termes 

géométriques variant au cours du temps, mais dont aucune expression analytique n’est connue, 

l’accélération Ω̇𝑤
0  de la roue conique est évaluée par différences finies, de manière similaire aux 

dérivées des distances de séparation initiales maximales. 

2.1.6 Conclusion 

A partir d’une expression générale des efforts d’engrènement, des éléments d’engrenages ont été 

définis pour les engrènements intérieurs et extérieurs du train épicycloïdal ainsi que pour l’en-

grenage spiroconique. Ces éléments d’engrenages se basent sur la connaissance de trois gran-

deurs : les vecteurs structurels, les distances de séparation initiales et les raideurs élémentaires, 

pour lesquelles les différentes méthodes de détermination ont été explicitées. 
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2.2 ÉLEMENTS DE PALIER 

Bien que l’étude de l’influence des propriétés des paliers sur la transmission ne soit pas l’objectif 

de ces travaux, une modélisation réaliste des paliers est nécessaire pour correctement rendre 

compte des déplacements et flexion des arbres générés par les engrenages spiroconiques. 

En se basant sur les travaux de Palmgren [19], la relation entre la charge et la déformation, dans 

la direction de la normale au contact, d’un élément roulant peut s’écrire : 

𝑄(𝛿) = 𝑘𝑏𝛿
𝑛 2-101 

Cette relation étant non linéaire, une approximation au premier ordre en est faite afin de linéariser 

cette relation autour d’une valeur d’écrasement de référence 𝛿0 : 

𝑄(𝛿) = (1 − 𝑛)𝑘𝑏𝛿0
𝑛 + 𝑛𝑘𝑏𝛿0

𝑛−1𝛿 2-102 

En projetant cette relation dans un repère dont l’axe 𝑧 est défini comme colinéaire à l’axe de rota-

tion du roulement, et en sommant la contribution de chacun des 𝑁𝑅𝐸 éléments roulants d’un palier, 

on obtient la relation : 

𝑸 = 𝑲𝒃 𝒒 + 𝑭𝒃 2-103 

𝑲𝒃 = ∑ 𝑛𝑘𝑏𝑅𝐸𝛿0𝑅𝐸
𝑛−1𝒗𝒃𝑹𝑬 𝒗𝒃𝑹𝑬 

𝑇

𝑁𝑅𝐸

𝑅𝐸=1

 2-104 

𝑭𝒃 = ∑ (1 − 𝑛)𝑘𝑏𝑅𝐸𝛿0𝑅𝐸
𝑛𝒗𝒃𝑹𝑬

𝑁𝑅𝐸

𝑅𝐸=1

 2-105 

Avec 𝒒 le vecteur des degrés de liberté de la bague intérieure relativement à la bague extérieure. 

L’écrasement de référence 𝛿0𝑅𝐸 de l’élément roulant no𝑅𝐸 est calculé à partir du vecteur des de-

grés de liberté du pas de temps précédent et des précharges axiales et radiales du roulement : 

𝛿0𝑅𝐸 = 𝒗𝒃𝑹𝑬 
𝑇  𝒒𝒕−𝟏 + 𝛿𝑧𝑝 sin|𝛼𝐼𝑅| + 𝛿𝑟𝑝 cos|𝛼𝐼𝑅| 2-106 

En étendant les travaux de Chapron [93], les paliers des satellites liant le porte-satellites aux sa-

tellites sont projetés comme suit : 

𝑲𝒔𝒖𝒑𝒑𝒐𝒓𝒕𝒋
= 𝑷𝒋𝑲𝒃𝒋 𝑷𝒋 

𝑇  2-107 

𝑭𝒔𝒖𝒑𝒑𝒐𝒓𝒕𝒋
= 𝑷𝒋𝑭𝒃𝒋 2-108 

Avec 𝑷𝒋 une matrice de projection : 

𝑷𝒋 = 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
cosΦ𝑗 −sinΦ𝑗 0 0 0 0

sinΦ𝑗 cosΦ𝑗 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0
0 0 𝑅𝑐 sinΦ𝑗 cosΦ𝑗 −sinΦ𝑗 0

0 0 −𝑅𝑐 cosΦ𝑗 sinΦ𝑗 cosΦ𝑗 0

0 𝑅𝑐 0 0 0 1
−1 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0
0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 −1]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 2-109 
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Les expressions de la constante de raideur 𝑘𝑏 et du vecteur de projection 𝒗𝒃 dépendent du type 

de palier, et sont détaillées ci-dessous pour des géométries simplifiées de roulements à billes et 

de roulements à rouleaux coniques. 

2.2.1 Roulements à billes 

On considère que les contacts entre les billes et les bagues intérieures et extérieures sont ponc-

tuels. D’après Palmgren [19], on a : 

𝑘𝑏𝑅𝐸 =
𝐸

2(1 − 𝜈2)
√𝐷𝑅𝐸 2-110 

Pour des contacts ponctuels, l’indice 𝑛 vaut [19] : 

𝑛 =
3

2
 2-111 

Le vecteur de projection correspondant s’exprime : 

𝒗𝒃𝑹𝑬 =

[
 
 
 
 
 
cos 𝛼𝐼𝑅 cos𝜙𝑅𝐸
cos 𝛼𝐼𝑅 sin𝜙𝑅𝐸

sin𝛼𝐼𝑅
𝑟𝐼𝑅 sin 𝛼𝐼𝑅 sin𝜙𝑅𝐸
−𝑟𝐼𝑅 sin 𝛼𝐼𝑅 cos𝜙𝑅𝐸

0 ]
 
 
 
 
 

 2-112 

 

Figure 2-14 Paramètres géométriques des roulements à billes 

 

2.2.2 Roulements à rouleaux coniques 

On considère un contact linéique entre les rouleaux et les bagues intérieures et extérieures. Les 

rouleaux coniques sont découpés en un certain nombre 𝑁𝑙  de tranches dans leur longueur, dont 

chaque tranche est d’une longueur 𝑙𝑅𝐸 et dont le centre est en contact avec la bague intérieure au 

rayon 𝑟𝐼𝑅𝑅𝐸 et à une distance 𝑑𝑅𝐸 du centre du roulement. La contribution de chacune des tranches 

s’ajoute comme s’il s’agissait de plusieurs éléments roulants. D’après Palmgren [19], on a pour la 

tranche d’indice no𝑅𝐸 : 
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𝑘𝑏𝑅𝐸 =
𝐸

8(1 − 𝜈2)

𝑙𝑅𝐸
8
9

(2 ∗ 0.39)
10
9

 2-113 

Pour des contacts linéiques, l’indice 𝑛 vaut [19] : 

𝑛 =
10

9
 2-114 

Le vecteur de projection correspondant s’exprime : 

𝒗𝒃𝑹𝑬 =

[
 
 
 
 
 
 

cos 𝛼𝐼𝑅 cos𝜙𝑅𝐸
cos 𝛼𝐼𝑅 sin𝜙𝑅𝐸

sin𝛼𝐼𝑅
(𝑟𝐼𝑅𝑅𝐸 sin 𝛼𝐼𝑅 − 𝑑𝑅𝐸 cos𝛼𝐼𝑅) sin𝜙𝑅𝐸

−(𝑟𝐼𝑅𝑅𝐸 sin 𝛼𝐼𝑅 − 𝑑𝑅𝐸 cos𝛼𝐼𝑅) cos𝜙𝑅𝐸
0 ]

 
 
 
 
 
 

 2-115 

 

 

Figure 2-15 Paramètres géométriques des roulements à rouleaux coniques 
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2.3 AUTRES ELEMENTS ET STRUCTURES DEFORMABLES 

2.3.1 Éléments d’arbre 

Pour correctement rendre compte des interactions entre engrenages spiroconiques et train épi-

cycloïdal, il est nécessaire de modéliser le plus justement possible la liaison entre ces deux étages 

de réduction. Pour cela, les arbres de la transmission sont modélisés par des poutres de Timos-

henko à deux nœuds. Les contributions des différentes sollicitations mécaniques sont découplées, 

et les matrices de masse et de raideur totales s’écrivent : 

𝑀𝑎 = 𝑀𝑡𝑐 +𝑀𝑓𝑠 +𝑀𝑓𝑡 +𝑀𝑡𝑟
𝐾𝑎 = 𝐾𝑡𝑐 + 𝐾𝑓𝑠 + 𝐾𝑓𝑡 +𝐾𝑡𝑟

 2-116 

Avec, en traction et compression : 

𝑀𝑡𝑐 =
𝜌𝑠𝑎𝑙𝑎
6

[
2 1
1 2

] ⟶ {
𝑧1
𝑧2
}

𝐾𝑡𝑐 =
𝐸𝑠𝑎
𝑙𝑎

[
1 −1
−1 1

] ⟶ {
𝑧1
𝑧2
}
 2-117 

En flexion, incluant les effets dus au cisaillement : 

𝑀𝑓𝑠 =
𝜌𝑠𝑎𝑙𝑎
420

[
 
 
 
 
156 22𝑙𝑎 54 −13𝑙𝑎
 4𝑙𝑎

2 −13𝑙𝑎 −3𝑙𝑎
2

  156 22𝑙𝑎

sym   4𝑙𝑎
2 ]
 
 
 
 

⟶ {

𝑥1
𝜙1
𝑥2
𝜙2

}

𝐾𝑓𝑠 =
𝐸𝐼𝑡

(1 + 𝑎)𝑙𝑎
3

[
 
 
 
 
12 6𝑙𝑎 −12 6𝑙𝑎

 (4 + 𝑎)𝑙𝑎
2 −6𝑙𝑎 (2 − 𝑎)𝑙𝑎

2

  12 −6𝑙𝑎
sym   (4 + 𝑎)𝑙𝑎

2]
 
 
 
 

⟶ {

𝑥1
𝜙1
𝑥2
𝜙2

}

𝑀𝑓𝑡 =
𝜌𝑠𝑎𝑙𝑎
420

[
 
 
 
 
156 22𝑙𝑎 54 −13𝑙𝑎

 4𝑙𝑎
2 −13𝑙𝑎 −3𝑙𝑎

2

  156 22𝑙𝑎
sym   4𝑙𝑎

2 ]
 
 
 
 

⟶ {

𝑦1
𝜓1
𝑦2
𝜓2

}

𝐾𝑓𝑡 =
𝐸𝐼𝑡

(1 + 𝑎)𝑙𝑎
3

[
 
 
 
 
12 6𝑙𝑎 −12 6𝑙𝑎

 (4 + 𝑎)𝑙𝑎
2 −6𝑙𝑎 (2 − 𝑎)𝑙𝑎

2

  12 −6𝑙𝑎
sym   (4 + 𝑎)𝑙𝑎

2]
 
 
 
 

⟶ {

𝑦1
𝜓1
𝑦2
𝜓2

}
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En torsion : 

𝑀𝑡𝑟 =
𝜌𝐼𝐺𝑙𝑎
6

[
2 1
1 2

] ⟶ {
𝜗1
𝜗2
}

𝐾𝑡𝑟 =
𝐺𝐼𝐺
𝑙𝑎
[
1 −1
−1 1

] ⟶ {
𝜗1
𝜗2
}

 2-119 

Avec 𝑠𝑎 section de l’arbre, 𝑙𝑎 longueur de l’arbre et 𝑎 facteur de cisaillement, s’exprimant : 

𝑎 =
12𝐸𝐼𝑡

𝐺𝑠𝑎𝑙𝑎
2 2-120 

Les degrés de liberté de la roue spiroconique en sortie de l’engrenage spiroconique étant exprimés 

dans le repère 𝑅𝐼0, et ceux du planétaire en entrée du train épicycloïdal dans le repère 𝑅1, il est 

nécessaire de définir un élément d’arbre permettant de lier l’un à l’autre. A cette fin, on projette 

les matrices de masse et de raideur d’un élément d’arbre défini ci-dessus comme suit : 
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𝑀𝑎 = 𝑃 
𝑡 𝑀𝑎𝑃

𝐾𝑎 = 𝑃 
𝑡 𝐾𝑎𝑃

 2-121 

Avec : 

𝑷 = [
𝑷𝒄 𝟎
𝟎 𝟏

]

avec 𝟎 matrice nulle, 𝟏 matrice identité,

et 𝑷𝒄 =

[
 
 
 
 
 
cos 𝜆𝑐 sin 𝜆𝑐 0 0 0 0
−sin 𝜆𝑐 cos 𝜆𝑐 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 cos 𝜆𝑐 sin 𝜆𝑐 0
0 0 0 − sin𝜆𝑐 cos 𝜆𝑐 0
0 0 0 0 0 1]

 
 
 
 
 
 2-122 

 

 

 

Figure 2-16 Degrés de liberté d'un élément de poutre à deux nœuds 

 

2.3.2 Matrices de raideurs additionnelles 

Afin d’empêcher tout déplacements de corps rigides, l’utilisation de matrices de raideurs addi-

tionnelles est nécessaire. Une raideur torsionelle est ajoutée sur le nœud de sortie afin d’empêcher 

les rotations de corps rigides du système. De plus, afin d’immobiliser la couronne dans le repère 

fixe, une ou plusieurs matrices de raideurs lui sont appliquées. Dans le cas où la couronne est 

modélisée par un seul nœud, une seule matrice de raideur vient l’immobiliser. Lorsque la cou-

ronne est modélisée comme flexible, avec autant de nœuds que de dents, un nombre arbitraire de 

ces nœuds sont liés au repère fixe à l’aide d’une matrice de raideur. 
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2.4 MATRICES GYROSCOPIQUE, CENTRIFUGE, DE MASSE ET 

TERME EXCITATEUR 

En supposant que les termes dépendants de l’accélération du porte-satellites Ω̇𝑐
0 sont négli-

geables, l’application du principe fondamental de la dynamique amène aux torseurs dynamiques 

suivant : 

 

 Pour les satellites : 

[
Σ𝑗
0

𝛿𝑗
0(𝑂𝑗)

] =

[
 
 
 
 
 
 

𝑚𝑗 0 0 0 0 0

0 𝑚𝑗 0 0 0 0

0 0 𝑚𝑗 0 0 0

0 0 𝑒𝑐𝑗 sin 𝜆𝑗𝑚𝑗 𝐽𝑡 0 0

0 0 −𝑒𝑐𝑗 cos 𝜆𝑗𝑚𝑗 0 𝐽𝑡 0

−𝑒𝑐𝑗 sin 𝜆𝑗𝑚𝑗 𝑒𝑐𝑗 cos 𝜆𝑗𝑚𝑗 0 0 0 𝐽𝐺]
 
 
 
 
 
 

𝑋̈ +

2Ω𝑐
0

[
 
 
 
 
 
 

0 −𝑚𝑗 0 0 0 0

𝑚𝑗 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 −𝐽𝑡 0
0 0 0 𝐽𝑡 0 0

𝑒𝑐𝑗 cos 𝜆𝑗𝑚𝑗 𝑒𝑐𝑗 sin 𝜆𝑗𝑚𝑗 0 0 0 0]
 
 
 
 
 
 

𝑋̇ −

Ω𝑐
02

[
 
 
 
 
 
 

𝑚𝑗 0 0 0 0 0

0 𝑚𝑗 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 𝐽𝑡 0 0
0 0 0 0 𝐽𝑡 0

−𝑒𝑐𝑗 sin 𝜆𝑗𝑚𝑗 𝑒𝑐𝑗 cos 𝜆𝑗𝑚𝑗 0 0 0 0]
 
 
 
 
 
 

𝑋 −

{
 
 
 

 
 
 Ω𝑐

02(𝑒𝑥𝑗 + 𝑅𝑐 + 𝑒𝑐𝑐 cos(Φ𝑗 − 𝛼𝑐))𝑚𝑗 + (Ω𝑗
1 + Ω𝑐

0)
2
𝑒𝑐𝑗 cos 𝜆𝑗𝑚𝑗 + Ω̇𝑗

1𝑒𝑐𝑗 sin 𝜆𝑗𝑚𝑗

Ω𝑐
02(𝑒𝑦𝑗 − 𝑒𝑐𝑐 sin(Φ𝑗 − 𝛼𝑐))𝑚𝑗 + (Ω𝑗

1 + Ω𝑐
0)
2
𝑒𝑐𝑗 sin 𝜆𝑗𝑚𝑗 − Ω̇𝑗

1𝑒𝑐𝑗 cos 𝜆𝑗𝑚𝑗
0
0
0

−𝐽𝐺Ω̇𝑗
1 + Ω𝑐

02𝑒𝑐𝑗[𝑒𝑦𝑗 cos 𝜆𝑗 − (𝑒𝑥𝑗 + 𝑅𝑐) sin 𝜆𝑗 − 𝑒𝑐𝑐 sin(Φ𝑗 − 𝛼𝑐 + 𝜆𝑗)]𝑚𝑗 − Ω̇𝑗
1𝑒𝑐𝑗

2𝑚𝑗}
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 Pour les membres centraux du train épicycloïdal : 

[
Σ𝑔
0

𝛿𝑔
0(𝑂𝑔)

] =

[
 
 
 
 
 
 

𝑚𝑔 0 0 0 0 0

0 𝑚𝑔 0 0 0 0

0 0 𝑚𝑔 0 0 0

0 0 𝑒𝑐𝑔 sin 𝜆𝑔𝑚𝑔 𝐽𝑡 0 0

0 0 −𝑒𝑐𝑔 cos 𝜆𝑔𝑚𝑔 0 𝐽𝑡 0

−𝑒𝑐𝑔 sin 𝜆𝑔𝑚𝑔 𝑒𝑐𝑔 cos 𝜆𝑔𝑚𝑔 0 0 0 𝐽𝐺]
 
 
 
 
 
 

𝑋̈

+ 2Ω𝑐
0

[
 
 
 
 
 
 

0 −𝑚𝑔 0 0 0 0

𝑚𝑔 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 −𝐽𝑡 0
0 0 0 𝐽𝑡 0 0

𝑒𝑐𝑔 cos 𝜆𝑔𝑚𝑔 𝑒𝑐𝑔 sin 𝜆𝑔𝑚𝑔 0 0 0 0]
 
 
 
 
 
 

𝑋̇

− Ω𝑐
02

[
 
 
 
 
 
 

𝑚𝑔 0 0 0 0 0

0 𝑚𝑔 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 𝐽𝑡 0 0
0 0 0 0 𝐽𝑡 0

−𝑒𝑐𝑔 sin 𝜆𝑔𝑚𝑔 𝑒𝑐𝑔 cos 𝜆𝑔𝑚𝑔 0 0 0 0]
 
 
 
 
 
 

𝑋

−

{
 
 
 

 
 
 𝑒𝑐𝑔 (Ω̇𝑔

1 sin 𝜆𝑔 + Ω𝑔
02 cos 𝜆𝑔)𝑚𝑔

𝑒𝑐𝑔 (−Ω̇𝑔
1 cos 𝜆𝑔 + Ω𝑔

02 sin 𝜆𝑔)𝑚𝑔

0
0
0

−𝐽𝐺Ω̇𝑔
1 − Ω̇𝑔

1𝑒𝑐𝑔
2𝑚𝑔 }
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 Pour les engrenages coniques : 

[
Σ𝑔
0

𝛿𝑔
0(𝑂𝑔)

]

=

[
 
 
 
 
 
 

𝑚𝑔 0 0 0 0 0

0 𝑚𝑔 0 0 0 0

0 0 𝑚𝑔 0 0 0

0 0 𝑒𝑐𝑔 sin 𝜆0𝑔𝑚𝑔 𝐽𝑡 0 0

0 0 −𝑒𝑐𝑔 cos 𝜆0𝑔𝑚𝑔 0 𝐽𝑡 0

−𝑒𝑐𝑔 sin 𝜆0𝑔𝑚𝑔 𝑒𝑐𝑔 cos 𝜆0𝑔𝑚𝑔 0 0 0 𝐽𝐺]
 
 
 
 
 
 

𝑋̈

−

{
 
 
 

 
 
 𝑒𝑐𝑔 (Ω̇𝑔

0 sin 𝜆0𝑔 + Ω𝑔
02 cos 𝜆0𝑔)𝑚𝑔

𝑒𝑐𝑔 (−Ω̇𝑔
0 cos 𝜆0𝑔 + Ω𝑔

02 sin 𝜆0𝑔)𝑚𝑔

0
0
0

−𝐽𝐺Ω̇𝑔
0 − Ω̇𝑔

0𝑒𝑐𝑔
2𝑚𝑔 }
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2.5 AMORTISSEMENT 

L’amortissement conditionne en grande partie le comportement du système, notamment aux 

alentours des vitesses critiques. Il n’existe cependant que très peu de modèles d’amortissement 

dans la littérature, les nombreux phénomènes physiques contrôlant la dissipation d’énergie, re-

présentés par l’amortissement, étant complexes à modéliser. Un modèle classique d’amortisse-

ment de Rayleigh est employé dans cette étude, exprimant la matrice d’amortissement comme 

une combinaison linéaire de la matrice de masse et de raideur moyennées dans le temps : 

𝑪𝑹 = 𝛼𝑅𝑴̅ + 𝛽𝑅𝑲̅ 2-126 

Les coefficients d’amortissement de Rayleigh 𝛼𝑅 et 𝛽𝑅 sont inconnus, ils peuvent être déterminés 

expérimentalement, ou estimés à partir du pourcentage d’énergie de déformation modale emma-

gasinée dans les engrènements. En supposant un facteur d’amortissement d’engrènement 𝜂𝑚𝑒𝑠ℎ 

et un facteur d’amortissement structurel 𝜂𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑡, le facteur d’amortissement modal 𝜁𝑖 du mode no𝑖 

s’exprime : 

𝜁𝑖 = 𝜂𝑚𝑒𝑠ℎ𝜌𝑖 + 𝜂𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑡(1 − 𝜌𝑖) 2-127 

Le pourcentage d’énergie de déformation modale emmagasinée dans les engrènements s’exprime 

pour le mode no𝑖 : 

𝜌𝑖 =
𝚽𝒊 
𝑇 𝑲𝒎𝒆𝒔𝒉̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝚽𝒊

𝚽𝒊 
𝑇 𝑲̅𝚽𝒊

 2-128 

Avec : 

 𝚽𝒊 vecteur propre du mode no𝑖 

 𝑲𝒎𝒆𝒔𝒉̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  matrice de raideur des engrènements moyennée dans le temps 

En déterminant ainsi les facteurs d’amortissement modal 𝜁1, 𝜁2 de deux modes, de vitesses cri-

tiques 𝜔1, 𝜔2, les coefficients d’amortissement de Rayleigh peuvent être identifiés : 

𝛼𝑅 = 2𝜔1𝜔2
𝜁2𝜔1 − 𝜁1𝜔2
𝜔1

2 −𝜔2
2

𝛽𝑅 = 2
𝜁1𝜔1 − 𝜁2𝜔2
𝜔1

2 −𝜔2
2

 2-129 

Ce modèle d’amortissement présente de nombreuses imperfections. Il repose notamment sur la 

détermination de facteurs d’amortissement réalistes, ce qui n’est réalisable que par mesure. La 

littérature indique cependant des facteurs d’amortissement d’engrènement 𝜂𝑚𝑒𝑠ℎ classiquement 

compris entre 0.03 et 0.10, et des facteurs d’amortissement structurel 𝜂𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑡 de l’ordre de 0.01 

ou 0.02. Enfin, les propriétés de cette modélisation résultent en un amortissement trop important 

des modes dont les vitesses critiques se trouvent à l’extérieur de l’intervalle [𝜔1 𝜔2], les modes 

utilisés pour l’identification des coefficients d’amortissement de Rayleigh doivent donc être choi-

sis relativement à la plage de vitesses d’étude du système.  
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2.6 ARCHITECTURE DU MODELE ET RESOLUTION DES 

EQUATIONS DU MOUVEMENT 

Les différents éléments développés plus tôt dans ce chapitre sont assemblés en un modèle global 

représenté sur la figure 2-17, de manière à reproduire le montage de la transmission modélisée. 

Une illustration d’une transmission correspondant à un tel système est donnée en figure 2-18. Le 

porte-satellites est monté en porte-à-faux sur l’arbre de sortie, et est non déformable, et les axes 

des satellites montés sur le porte-satellites sont modélisés par des éléments d’arbre. Des paliers 

viennent lier les axes des satellites aux satellites correspondant. La modélisation du porte-satel-

lites ainsi que des axes et paliers des satellites est illustrée en figure 2-19. Le planétaire comme la 

roue spiroconique sont montés en porte-à-faux sur l’arbre intermédiaire, alors que le pignon co-

nique est monté en chape entre deux roulements sur l’arbre traversant. 

 

 

Figure 2-17 Représentation du modèle complet 

 

Le système différentiel final s’écrit donc : 

(𝑴𝑺(𝑡) +𝑴𝒈(𝑡)) 𝑿̈ + (𝑪𝑹 + 𝑪𝑮(𝑡))𝑿̇ + (𝑲𝑺(𝑡) + 𝑲𝒎𝒆𝒔𝒉(𝑡, 𝑿) + 𝑲𝒃(𝑡) + 𝑲𝑪(𝑡))𝑿

= 𝑭𝟎 + 𝑭𝜹𝒆(𝑡, 𝑿) + 𝑭𝛀̇(𝑡) + 𝑭𝒃(𝑡) 
2-130 

Avec : 

- 𝑴𝑺, 𝑲𝑺 matrices de masse et de raideur du système, comprenant les arbres ainsi que les 

matrices de raideur additionnelles de la couronne et de la sortie, dépendant du temps pour 

les éléments d’arbres de repère mixte. 

- 𝑴𝒈, 𝑪𝑮, 𝑲𝑪, 𝑭𝜴̇ matrices des termes de masse, gyroscopiques, centrifuges et vecteur des 

termes d’excitation provenant du torseur dynamique des éléments d’engrenages, variant 

avec les positions, vitesses et accélérations de corps rigide des différents éléments du sys-

tème et donc dépendants du temps. 
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- 𝑲𝒎𝒆𝒔𝒉, 𝑭𝜹𝒆  matrice de raideur des engrènements et vecteur des termes d’excitation dus aux 

séparations initiales, dépendants du temps et des déformations du système. 

- 𝑲𝒃, 𝑭𝒃 matrice de raideur et vecteur des efforts de linéarisation des paliers, dépendants du 

temps. 

- 𝑪𝑹 matrice d’amortissement de Rayleigh. 

- 𝑭𝟎 vecteur des efforts extérieurs. 

 

Figure 2-18 Illustration des constituants du système complet 

■ Paliers - ■ Arbres - ■/■ Engrenages -  Porte-satellites (indéformable) 

 

Un schéma d’intégration numérique de Newmark inconditionnellement stable est utilisé afin de 

résoudre le système pas à pas dans le temps. A ce schéma d’intégration est couplé un algorithme 

de contact s’assurant à chaque pas de temps que tous les efforts de contact sur les flancs de den-

ture soient compressifs. La procédure de résolution est illustrée figure 2-21. 

L’algorithme de contact, correspondant aux étapes 7 à 10 de la figure 2-21, résout pour une ma-

trice de raideur donnée les équations du mouvement permettant d’obtenir le vecteur des degrés 

de liberté, et donc de calculer la déflexion normale au contact à chacune des interfaces d’engrène-

ment du système. Les efforts de contact résultant de ces déflexions normales et des raideurs élé-

mentaires sont ensuite calculés d’après l’équation 2-22. Cette nouvelle répartition d’efforts de 

contact est ensuite utilisée pour recalculer les raideurs élémentaires et la matrice de raideurs 

d’engrènement, et le processus est itéré jusqu’à convergence vers une solution assurant la cohé-

rence entre les raideurs élémentaires, les efforts de contact et les déplacements. 

La solution statique initiale, correspondant à l’étape 5 de la figure 2-21, permet d’initialiser le cal-

cul dynamique. Pour le train épicycloïdal, une formulation de raideur simplifiée, constante par 

unité de longueur de ligne de contact, est utilisée, et la raideur de chacun des engrènements est 

moyennée dans le temps afin d’obtenir une matrice de raideur moyenne. Pour le train spiroco-

nique, une résolution statique complète des équations du mouvement est effectuée, avec conver-

gence de l’algorithme de contact, pour la position initiale des engrenages spiroconiques, afin de 

déterminer la matrice de raideur et le vecteur des efforts d’excitation initiaux.  
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Figure 2-19 Illustration du montage des satellites sur le porte-satellites et des repères d’expression 

des degrés de liberté des satellites, dans une configuration à 3 satellites 

 Nœuds - ■ Arbres -  Paliers - ■ Satellites -  Porte-satellites (indéformable) 

 

Figure 2-20 Illustration du montage des arbres traversant et intermédiaire, et des repères d’ex-

pression des degrés de liberté du pignon spiroconique, de la roue spiroconique et du planétaire 

 Nœuds - --- Arbres -  Paliers - ■/■ Engrenages 
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Figure 2-21 Procédure de résolution 
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2.7 CONCLUSION 

Un modèle dynamique tridimensionnel à paramètres concentrés du système a été proposé dans 

ce chapitre. Ce modèle exploite des éléments d’engrenages cylindriques intérieurs et extérieurs, 

un élément d’engrenages spiroconiques spécifiquement développé pour cette étude, ainsi que des 

éléments d’arbres et de paliers. 

Les modèles d’engrenages cylindriques et spiroconiques se basent sur une formulation commune 

des efforts d’engrènement. L’élément d’engrenages spiroconiques se sert d’un ensemble de points, 

obtenus par mesure ou par simulation du taillage, afin de définir les flancs de denture, permettant 

donc de modéliser toutes les géométries d’engrenages spiroconiques. Un algorithme de calcul des 

distances de séparation tridimensionnel est implémenté, permettant de s’affranchir des hypo-

thèses sur la position et la forme des zones de contact classiquement rencontrées dans la littéra-

ture, et de modéliser fidèlement un grand nombre d’erreurs d’assemblage. 

Le modèle est centré sur la résolution des conditions de contact simultanément entre les diffé-

rents engrènements à l’aide d’un algorithme de contact, afin d’assurer un couplage dynamique 

complet entre ces multiples engrènements. Les paliers et arbres sont modélisés afin de correcte-

ment rendre compte de l’influence de leurs déformations sur le comportement statique et dyna-

mique du système. 

Les différents éléments sont ensuite assemblés en un modèle global. Les équations du mouvement 

du système complet sont résolues pas à pas dans le temps avec un schéma d’intégration de New-

mark. 
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CHAPITRE 3 ELEMENTS DE 
VALIDATION 

 

 

 

  



 

 
Quentin Thoret-Bauchet / 2020 / Institut national des sciences appliquées de Lyon 94 

  



 

 
Quentin Thoret-Bauchet / 2020 / Institut national des sciences appliquées de Lyon 95 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Dans l’objectif de valider les différents éléments du modèle développé dans le chapitre précédent, 

un ensemble d’éléments de validation sont présentés dans ce chapitre. Ces éléments de validation 

se concentrent sur le train épicycloïdal, ainsi que sur l’élément d’engrenages spiroconiques. 

Les résultats de l’élément d’engrenages spiroconiques sont d’abord confrontés à la théorie de 

Hertz dans l’objectif de valider le modèle de raideur distribuées de cet élément. Une comparaison 

entre un modèle par éléments finis tridimensionnels d’une dent d’engrenage spiroconique et l’élé-

ment de coque utilisé pour caractériser le comportement d’une dent en flexion est ensuite pré-

sentée. Enfin, des mesures de portée en présence d’erreurs d’assemblage volontaires sont présen-

tées et comparées aux résultats du modèle. 

Le modèle de train épicycloïdal est ensuite confronté à divers résultats de référence. Les accélé-

rations radiales de la couronne sont relevées pour différentes configurations et comparées à des 

mesures issues de la littérature. Enfin, des mesures de partage de charge entre satellites en pré-

sence d’erreurs d’assemblages, elles aussi issues de la littérature, sont comparées aux résultats du 

modèle.  
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3.1 MODELE DE SPIROCONIQUES 

3.1.1 Caractérisation du contact par la théorie de Hertz 

Par définition, le contact entre deux solides indéformables non conformes est ponctuel ou li-

néique. Lorsque ces deux solides deviennent déformables, leur géométrie aux alentours de la zone 

de contact va être modifiée sous l’action de la charge les pressant l’un contre l’autre, et définir une 

surface de contact autour du contact ponctuel ou linéique initial. La théorie du contact de Hertz 

caractérise la déformation de solides élastiques en contact, et permet d’obtenir des résultats ana-

lytiques dans certains cas particuliers. La formulation de la contribution de la déformation du con-

tact à la raideur d’engrènement d’engrenages cylindriques de Weber et Banaschek [16] introduite 

au paragraphe 1.3.1.1 est par exemple issue d’une solution particulière de la théorie de Hertz pour 

le contact de deux cylindres d’axes parallèles. 

Description géométrique 

Avant de présenter la théorie de Hertz, il est nécessaire d’introduire la géométrie des solides en 

contact. En suivant les travaux de Johnson [124], le premier point de contact est considéré comme 

l’origine d’un repère cartésien dont le plan 𝑥𝑦 est le plan tangent aux deux surfaces 𝑆1 et 𝑆2. En 

négligeant de possibles variations de l’état de surface à l’échelle micrométrique, les deux surfaces 

en contact peuvent être décrites de manière locale par les formes générales suivantes : 

𝑀 ∈ 𝑆1 ⇔ 𝑧1 =
1

2𝑅1
′ 𝑥1

2 +
1

2𝑅1
′′ 𝑦1

2

𝑀 ∈ 𝑆2 ⇔ 𝑧2 = −(
1

2𝑅2
′ 𝑥2

2 +
1

2𝑅2
′′ 𝑦2

2)

 3-1 

Les rayons 𝑅 
′ et 𝑅 

′′ sont les rayons de courbure principaux des surfaces au point de contact, véri-

fiant 𝑅 
′ ≥ 𝑅 

′′. Il est possible, en définissant un nouveau système d’axe, d’exprimer la distance de 

séparation entre ces deux surfaces de la forme suivante [124] : 

ℎ = 𝐴𝑥2 + 𝐵𝑦2 =
1

2𝑅𝑒
′ 𝑥

2 +
1

2𝑅𝑒
′′ 𝑦

2 3-2 

Les rayons 𝑅𝑒
′  et 𝑅𝑒

′′ constituent les rayons de courbure principaux relatifs. Les relations liant les 

rayons de courbure principaux relatifs aux rayons de courbure principaux des deux surfaces 

s’écrivent, avec 𝛼 l’angle entre les directions des rayons de courbure 𝑅 
′, i.e. l’angle entre les axes 

 𝑥1 et 𝑥2 [124] : 

𝐴 + 𝐵 =
1

2
(
1

𝑅𝑒
′ +

1

𝑅𝑒
′′) =

1

2
(
1

𝑅1
′ +

1

𝑅1
′′ +

1

𝑅2
′ +

1

𝑅2
′′)

|𝐵 − 𝐴| =
1

2
√(

1

𝑅1
′ −

1

𝑅1
′′)

2

+ (
1

𝑅2
′ −

1

𝑅2
′′)

2

+ 2(
1

𝑅1
′ −

1

𝑅1
′′)(

1

𝑅2
′ −

1

𝑅2
′′) cos𝛼

avec 𝐵 ≥ 𝐴 ≥ 0

 3-3 

Théorie de Hertz 

En partant de ces observations sur la géométrie de solides en contact, la forme générale de la 

théorie de Hertz exprime la zone de contact comme une ellipse dont la longueur des demi axes 

dépend des rayons de courbure principaux équivalents des solides au point de contact initial. En 

nommant 𝑎 la demi-longueur du grand axe de cette ellipse, Hertz émet les hypothèses suivantes 

[124] : 
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(1) Les surfaces sont continues et non conformes : 𝑎 ≪ 𝑅𝑒
′′ 

(2) Les déformations sont faibles : 𝑎 ≪ 𝑅𝑒
′′ 

(3) Chaque solide peut être considéré comme un massif élastique semi-infini : 𝑎 ≪ 𝑅𝑒
′′, 𝑎 ≪ 𝑙 

(4) Les frottements entre les deux solides sont négligeables 

La théorie de Hertz calcule alors les déformations d’un massif élastique semi-infini soumis à une 

distribution de pression dont les caractéristiques dépendent de la géométrie des solides. La pres-

sion maximale 𝑝0 et l’écrasement normal maximal 𝛿 s’expriment en fonction de l’effort total 𝑃, du 

module d’Young normalisé équivalent 𝐸𝑒𝑞
∗  et des demi-longueurs 𝑎 et 𝑏 des axes de l’ellipse de 

contact [124] : 

𝑝0 =
3𝑃

2𝜋𝑎𝑏
 3-4 

𝛿 =
3𝑃

2𝜋𝑎𝐸𝑒𝑞
∗ K(𝑒) 3-5 

L’écrasement normal maximal 𝛿 et la demi-longueur 𝑎 de l’ellipse de contact sont représentés 

schématiquement en figure 3-1. 

 

Figure 3-1 Représentation d’un contact hertzien 

Les demi-longueurs 𝑎 et 𝑏 des axes de l’ellipse de contact s’obtiennent en résolvant les équations 

suivantes [124] : 

𝐵

𝐴
=
𝑅𝑒
′

𝑅𝑒
′′ =

(
𝑎
𝑏
)
2
E(𝑒) − K(𝑒)

K(𝑒) − E(𝑒)
 3-6 

√𝐴𝐵 =
𝑝0
𝐸𝑒𝑞
∗

𝑏

𝑎2𝑒2
√((

𝑎

𝑏
)
2

E(𝑒) − K(𝑒)) (K(𝑒) − E(𝑒)) 3-7 

Les termes K(𝑒) et E(𝑒) correspondent aux intégrales elliptiques complètes, dont l’argument 𝑒 

s’exprime : 

𝑒 = √1 − (
𝑏

𝑎
)
2

, 𝑏 < 𝑎 3-8 

Il apparait alors que l’équation 3-6 ne dépend que du rapport 𝑎 𝑏⁄ , pour lequel elle est résolue 

numériquement. L’équation 3-7 est ensuite résolue numériquement à son tour pour obtenir les 

valeurs des demi-longueurs 𝑎 et 𝑏 des axes de l’ellipse de contact. 

Comparaison entre la théorie de Hertz et le modèle de raideurs distribuées 

Dans l’objectif de valider le modèle de raideurs distribuées mis en place pour le modèle d’engre-

nages spiroconiques, une comparaison entre les résultats du modèle et la théorie de Hertz est 
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proposée dans cette sous partie. Afin de se rapprocher au mieux des hypothèses de la théorie de 

Hertz, la contribution de la flexion des dentures est ignorée pour ne conserver que la contribution 

de la déformation au contact. Pour une position donnée, les rayons de courbure principaux équi-

valents des flancs de dentures sont calculés au point où l’effort de contact est maximal, et l’effort 

total est calculé par le modèle afin de pouvoir résoudre les équations 3-6 et 3-7, puis 3-4 et 3-5. 

Les demi-longueurs des axes de l’ellipse de contact obtenue par le modèle sont calculées en cher-

chant, pour le grand axe, la plus grande distance séparant deux surfaces élémentaires en contact, 

et pour le petit axe la plus grande distance séparant deux surfaces élémentaires en contact dans 

la direction orthogonale au grand axe. Une comparaison des résultats du modèle et de la théorie 

de Hertz est proposée dans le tableau 3-1.  

 
 

Dimensions de l’ellipse de contact Ecrasement 

normal 

maximal 𝛿 (m) 

Pression 

maximale 𝑝0 

(Pa) 

 

𝑎 (m) 𝑏 (m) 𝑎 𝑏⁄  

Modèle (20Nm) 3,47E-03 2,65E-04 13,12 2,91E-06 4,85E+08 

Hertz (20Nm) 3,74E-03 2,86E-04 13,09 4,01E-06 4,24E+08 

Modèle (200Nm) 6,95E-03 7,57E-04 9,18 1,43E-05 1,11E+09 

Hertz (200Nm) 6,63E-03 6,74E-04 9,83 2,18E-05 1,02E+09 

Tableau 3-1 Comparaison entre les résultats de la théorie de Hertz et du modèle 

 

Les dimensions de l’ellipse de contact obtenues par le modèle sont proches de celles prédites par 

la théorie de Hertz, avec uniquement 7% de différence sur les valeurs des deux demi-longueurs 

dans le cas d’un chargement correspondant à un couple de 20Nm sur le pignon conique.  Lorsque 

ce chargement augmente à 200Nm, les dimensions de l’ellipse de contact augmentent logique-

ment, et bien que l’ordre de grandeur des écarts sur les valeurs de 𝑎 et 𝑏 reste similaire, le rap-

port 𝑎 𝑏⁄ , qui présentait auparavant une différence inférieure à 1%, présente maintenant plus de 

6% de d’écart. Pour les deux chargements, la théorie de Hertz prédit un écrasement supérieur à 

celui du modèle d’environ 45%, et une pression maximale inférieure d’environ 10%. Les pressions 

de contact obtenues par le modèle sont présentées en figure 3-2. 

Ces différences importantes sont dues à la géométrie des dentures, qui s’écartent des hypothèses 

permettant l’établissement de la théorie de Hertz. En effet, les rayons de courbures principaux 

varient significativement au sein de la surface de contact, ce qui est dû au fait que le rapport entre 

la demi-longueur du grand axe de l’ellipse de contact et le rayon de courbure principal équivalent 

minimal 𝑅𝑒
′′ 𝑎⁄  n’est pas très grand comme supposé par la théorie de Hertz. Ce rapport a une valeur 

de 10.5 pour un couple de 20Nm sur le pignon conique, et de 5.8 pour un couple de 200Nm, tra-

hissant une étendue de contact relativement élevée en comparaison avec la courbure des solides 

en contact. La zone de contact est donc suffisamment importante pour que les rayons de courbure 

varient significativement en son sein, amenant à une répartition de pression qui n’est pas parfai-

tement elliptique, observable en figure 3-2, influençant fortement la valeur d’écrasement obtenue 

par le modèle. Ce rapport explique également pourquoi les résultats du modèle sont légèrement 

plus proches de ceux de la théorie de Hertz pour le plus faible des deux chargements. Augmenter 

ce rapport en diminuant le chargement n’est cependant possible que dans une certaine mesure, 

car il est nécessaire de conserver un nombre important de surfaces élémentaires en contact pour 

conserver suffisamment de résolution sur les résultats du modèle. 
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Figure 3-2 Pressions de contact obtenues par le modèle sur le flanc du pignon pour a) un couple 

de 20Nm b) un couple de 200Nm sur le pignon 

Bien que d’importantes différences émergent entre le modèle de raideur proposé et la théorie de 

Hertz sur les valeurs d’écrasement normal maximal, les résultats montrent un bon accord général 

sur l’étendue du contact et la pression maximale. Les écarts peuvent partiellement s’expliquer par 

le fait que certaines hypothèses sur la géométrie des solides en contact ne sont pas vérifiées. 

3.1.2 Validation du comportement en flexion des dentures par un 
modèle par éléments finis 

Afin de valider la modélisation du comportement en flexion des dents du couple d’engrenages 

spiroconiques, cette sous-partie compare les résultats de l’élément de coque (cf. paragraphe 

2.1.3.4) avec un modèle d’une dent par éléments finis tridimensionnels. La géométrie de la dent 

du pignon spiroconique dans le repère cartésien local 𝑅𝑡 est exportée dans ANSYS Workbench 

17.1. Le repère cylindrique 𝑅𝑡𝑐 (cf. paragraphe 2.1.3.1) est défini dans le modèle par éléments 

finis, et la dent est divisée en plusieurs sections uniformes selon 𝒆𝜽 et 𝒛𝒕. Enfin, la dent est divisée 

selon sa fibre neutre, approximée à une portion de cylindre de rayon constant 𝑟𝑛𝑓, et des points 

de mesure sont définis aux intersections de la fibre neutre avec les sections selon 𝒆𝜽 et 𝒛𝒕. Ces 

points de mesure, au nombre de 100, sont représentés en figure 3-3, et le maillage par éléments 

finis de la dent est représenté en figure 3-4. 

La dent est encastrée à sa base en 𝑧𝑡 = 0, et est chargée sur une ou plusieurs sections du flanc par 

application d’une pression dirigée selon 𝒆𝒓, donc normale à la fibre neutre. Différents cas de char-

gements sont étudiés, correspondant à différentes sections chargées du flanc de dent. Pour tous 

les cas de chargement, la pression appliquée est de 1GPa. Pour chacun des cas de chargement, les 

déplacements selon 𝒆𝒓, normaux à la fibre neutre, sont relevés sur la totalité des points de mesure, 

et comparés aux déflexions normales 𝑊 de la fibre neutre calculés par l’élément de coque (cf. 

équation 2-70) pour une répartition de pression identique selon 𝒆𝜽 et 𝒛𝒕. Les déflexions normales 

de l’élément de coque présentées dans cette partie sont obtenues avec des degrés maximaux des 

fonctions de forme 𝑚𝑚𝑎𝑥 = 8 et 𝑛𝑚𝑎𝑥 = 8 (cf. équation 2-71), amenant à un total de 64 coeffi-

cients 𝐴𝑚𝑛 inconnus pour chacun des cas de chargement. 
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Figure 3-3 Géométrie de la dent dans le repère 𝑅𝑡𝑐, avec ■ représentant les points de mesure sur 

la fibre neutre, aux intersections avec les sections selon 𝒆𝜽 et 𝒛𝒕 

 

 

Figure 3-4 Maillage par éléments finis tridimensionnels de la dent du pignon spiroconique 

La figure 3-5 présente une comparaison des résultats du modèle par éléments finis avec ceux du 

modèle de coque pour le premier cas de chargement. Les déflexions normales des deux modèles 

sont présentées, la différence entre les résultats des deux modèles est également tracée. La zone 

de chargement, mise en valeur sur le tracé des différences, est située sur le flanc concave de la 

dent. On constate un bon accord entre les deux modèles, avec 1.2µm de différence maximale, soit 

un peu moins de 18% de différence, et une moyenne de la valeur absolue des différences de moins 

de 0.4µm. Il apparait que le modèle de coque sous-estime les déflexions sous la zone d’application 

de la charge. 

La comparaison des résultats des deux modèles pour le deuxième cas de chargement est présen-

tée en figure 3-6. Pour ce cas de chargement, une pression uniforme est appliquée sur la totalité 

de la partie supérieure du flanc de dent, toujours sur le flanc concave de la dent. La différence 

maximale constatée pour ce cas de chargement est cette fois ci de plus de 8µm, ce qui correspond 

à moins de 16% de différence, on obtient donc ici également un bon accord entre les deux modèles. 

Le modèle de coque semble ici aussi sous-estimer les déflexions, on constate également que les 

différences les plus importantes sont situées aux extrémités de la dent selon 𝒆𝜽, et plus particu-

lièrement sur le petit bout de la dent. Les différences de technologies entre les deux modèles amè-

nent logiquement à des différences plus importantes sur les extrémités, le modèle par éléments 
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finis présentant dans ce cas des déplacements aux extrémités selon 𝒆𝜽 dont le modèle de coque 

ne peut rendre compte. 

 

Figure 3-5 Comparaison des résultats de déflexion normale (en m) du modèle de coque et du mo-

dèle par éléments finis aux points de mesure pour le premier cas de chargement 

 

Figure 3-6 Comparaison des résultats de déflexion normale (en m) du modèle de coque et du mo-

dèle par éléments finis aux points de mesure pour le deuxième cas de chargement 

Un troisième cas de chargement est étudié, présentant deux zones de chargement distinctes. Les 

résultats de ce cas de chargement sont donnés en figure 3-7. La pression est pour ce cas également 

appliquée sur le flanc concave de la dent. Les déflexions normales de l’élément de coque pour ce 

cas de chargement sont ici calculées deux fois pour les deux zones distinctes d’application de pres-

sion, puis sommés afin d’obtenir les déplacements totaux (cf. équation 2-77). On constate un 

moins bon accord que précédemment, avec jusqu’à 30% de différence. La différence entre les deux 

modèles est maximale pour ce cas, cependant nous avons avec le deuxième cas de chargement 
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constaté que le comportement aux extrémités de la dent présentait des différences logiques entre 

les deux modèles. Or le chargement est dans ce cas uniquement appliqué sur les bords, amenant 

logiquement à des différences plus importantes que pour les autres cas de chargement. 

 

Figure 3-7 Comparaison des résultats de déflexion normale (en m) du modèle de coque et du mo-

dèle par éléments finis aux points de mesure pour le troisième cas de chargement 

 

Figure 3-8 Comparaison des résultats de déflexion normale (en m) du modèle de coque et du mo-

dèle par éléments finis aux points de mesure pour le quatrième cas de chargement 

Enfin, la figure 3-8 présente les déflexions normales pour le quatrième cas de chargement. Ce qua-

trième cas est identique au premier, à la différence que la pression est maintenant appliquée sur 

le flanc convexe de la dent. Cette différence ne se traduit pour le modèle de coque que par une 

différence de signe des déflexions normales. On constate que les différences entre les deux mo-

dèles sont comparables à celles du premier cas de chargement. 
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On constate donc un bon accord entre le modèle de coque présenté plus tôt dans cette étude et un 

modèle par éléments finis plus exhaustif mais sensiblement plus complexe. Le modèle de coque 

semble globalement sous-estimer les déflexions normales, et plus particulièrement aux extrémi-

tés de la dent au gros bout et petit bout. 

3.1.3 Validation expérimentale par mesure de portée 

Dans l’objectif de valider le modèle d’engrenages spiroconiques, des mesures de portée ont été 

effectuées sur un couple d’engrenages spiroconiques. Des erreurs d’assemblage sont imposées 

volontairement pour ces deux mesures, les configurations de ces mesures sont données dans le 

tableau 3-2. Ces mesures sont effectuées à très faible couple, estimé à 2.5Nm, et à vitesse suffisam-

ment lente pour être considérées comme des mesures quasi-statiques. 

 

Mesure 
Erreur 

d'assemblage 

Amplitude de 

l'erreur 
Support de l'erreur Sens de rotation 

1 Axiale & Hypoïde -50 & +50 µm Pignon & Pignon Horaire 

2 Axiale & Hypoïde -50 & +50 µm Pignon & Pignon Trigonométrique 

Tableau 3-2 Configurations des mesures de portée 

 

La figure 3-9 présente une comparaison de la mesure de portée avec la portée obtenue par modé-

lisation pour la configuration 1 ; les résultats de la configuration 2 sont donnés en figure 3-10. 

 

 

Figure 3-9 Comparaison de la mesure de portée avec la pression de contact maximale obtenue par 

simulation, pour la configuration 1 
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Figure 3-10 Comparaison de la mesure de portée avec la pression de contact maximale obtenue 

par simulation, pour la configuration 2 

On constate pour la configuration 1 que la portée mesurée est plus importante du côté du gros 

bout que ce que le modèle prédit, on constate cependant une bonne concordance, le petit bout 

étant déchargé sur environ ⅕ème du flanc de dent total, la portée suivant ensuite une diagonale 

partant de la tête de dent et en direction du pied de dent et du gros bout. Les résultats de mesure 

de la configuration 2 montrent une portée suivant une forme de « L » inversée, la zone de contact 

progressant initialement uniquement du petit bout vers le gros bout, avant de changer de direc-

tion pour se diriger vers la tête de dent ; la portée est fortement décalée vers le gros bout. Les 

résultats de simulation présentent le même comportement, en beaucoup moins marqué cepen-

dant. Le changement brusque de direction de la zone de contact observé sur les mesures est con-

tinu au cours de l’engrènement sur les résultats du modèle. 

Les différences observées entre ces mesures et les résultats du modèle peuvent être imputables à 

l’approximation faite sur la géométrie des flancs de dent (cf. paragraphe 2.1.3.1). La figure 3-11 

présente les différences de position selon 𝒆𝒓, dans le repère local cylindrique 𝑅𝑡𝑐, entre points me-

surés sur le flanc de denture et points approximés pour le pignon spiroconique de cette étude ; la 

figure 3-12 présente les mêmes résultats pour la roue spiroconique. Ces graphiques représentent 

donc l’écart entre la position réelle d’un point sur le flanc telle qu’obtenue par relevé métrolo-

gique, et la position du point de même coordonnées (𝜃𝑡𝑐 , 𝑧𝑡) sur la surface du flanc approximée. 

Cet écart englobe donc différents phénomènes d’origines distinctes, notamment d’un côté les dé-

fauts de fabrication et les irrégularités de mesure, et de l’autre côté les défauts d’approximation. 

On constate des écarts maximums d’environ 2µm, à l’exception d’un point sur le flanc gauche du 

pignon présentant 7µm de différence, probablement dû à une irrégularité de mesure. La moyenne 

de la valeur absolue des différences est de 0.5µm sur la totalité des points de mesure, l’approxi-

mation est donc généralement bonne. On observe cependant sur la totalité de ces graphiques des 

variations selon la hauteur de la dent bien plus importantes que les variations selon 𝒆𝜽. En effet, 

la moyenne de la variation maximale des différences selon 𝒆𝜽 est de 1.4µm, alors qu’elle est de 

2.7µm selon 𝒛𝒕. Cette différence témoigne d’une légère lacune de la méthode d’approximation. 
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Figure 3-11 Différence de position selon 𝒆𝒓, dans le repère local cylindrique 𝑅𝑡𝑐, entre points mesu-

rés sur le flanc de denture et points approximés pour le pignon spiroconique, en mètres 

 

Figure 3-12 Différence de position selon 𝒆𝒓, dans le repère local cylindrique 𝑅𝑡𝑐, entre points mesu-

rés sur le flanc de denture et points approximés pour la roue spiroconique, en mètres 

Un bon accord général est donc observé entre les mesures de portée et les résultats du modèle. 

L’approximation faite sur la géométrie des flancs de dent s’est cependant révélé être une cause 

possible des différences constatées dans cette partie. L’approximation faite sur la géométrie des 

flancs de dent reste cependant nécessaire à la bonne résolution des conditions de contact en l’ab-

sence d’un ensemble de points mesurés très important sur le flanc de dent. 
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3.2 TRAIN EPICYCLOÏDAL 

3.2.1 Validation expérimentale par mesure des accélérations 
radiales de la couronne 

Nous nous intéressons dans cette sous partie aux accélérations radiales de la couronne. Dans l’ob-

jectif de valider le modèle de train planétaire, les résultats expérimentaux obtenus par Inalpolat 

et Kahraman [80], [125] sont comparés aux résultats du modèle de train épicycloïdal présenté 

dans ces travaux. Plusieurs configurations de montage des satellites sont étudiées. Les accéléra-

tions radiales des nœuds du modèle de couronne flexible sont directement comparées aux accé-

lérations radiales mesurées par un accéléromètre fixé sur la couronne du dispositif expérimental. 

Dans le dispositif expérimental la couronne est fixée en 11 points répartis uniformément sur sa 

périphérie. Afin de reproduire au mieux ces conditions expérimentales lors de comparaisons avec 

des mesures issues de ce dispositif, le modèle de couronne flexible sera fixé en 11 nœuds corres-

pondant aux indices de dents de la couronne no[11 23 34 45 57 68 80 91 102 114 125] ré-

partis le plus uniformément possible étant donné que le nombre de dents de la couronne n’est pas 

divisible par 11. Enfin, en l’absence de détails sur leur géométrie, les paliers seront modélisés par 

des matrices de raideurs additionnelles constantes dans le temps. Les résultats sont présentés en 

ordre de porte-satellites, correspondant à la fréquence adimensionnée par la fréquence de rota-

tion du porte-satellites. L’ordre de rotation du porte-satellites est alors de 1, et l’ordre d’engrène-

ment apparait à l’ordre correspondant au nombre de dents de la couronne 𝑍𝑟 . 

3.2.1.1 Satellites répartis uniformément et déphasés 

séquentiellement 

Les paramètres de denture de cette configuration sont donnés dans le tableau 3-3. Il est possible 

pour ces paramètres de denture, lorsque le nombre de satellites est fixé à 3, d’obtenir une confi-

guration où les satellites sont répartis uniformément avec des angles de montage 

de [0° 120° 240°]. Dans ces conditions, les phases relatives des satellites deviennent 

alors 2𝜋[0 1 3⁄ 2 3⁄ ] et sont donc déphasés de manière séquentielle. 

  Planétaire Satellites Couronne 

Nombre de dents 𝑍 73 26 125 

Module normal (mm) 𝑚𝑛 1.81 1.81 1.81 

Angle de pression (°) 𝛼 23.04 23.04 

Angle d’hélice (°) 𝛽 13.12 13.12 

Entraxe (mm) 𝑅𝑐 92.12 

Largeur de denture active (mm) 𝑏 25 25 

Tableau 3-3 Paramètres de denture [125] 

On observe sur la figure 3-13 que le modèle montre un très bon accord avec les mesures. Les 

ordres dus à l’engrènement, tous multiples du nombre de satellites dû à leur déphasage séquen-

tiel, sont visibles sur les résultats de simulation. L’ordre 123 est dominant, et l’ordre d’engrène-

ment 125 est quasi inexistant. Certains ordres additionnels dus aux conditions de fixation et aux 

déformations de la couronne, tels que les ordres 124 et 127, sont également présents. La tendance 

générale constatée sur les mesures de l’amplitude relative des différents pics est respectée, bien 
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que ces amplitudes relatives soient dépendantes d’un certain nombre de paramètres de simula-

tion inconnus tel que l’amortissement, les possibles erreurs d’assemblage et de forme, ainsi que 

de paramètres de mesure tel que la fréquence d’échantillonnage ou encore la durée de la mesure. 

 

 

Figure 3-13 Spectre des accélérations radiales de la couronne (a) mesurées [125] et (b) obtenues 

par simulation sur la dent no6 de la couronne, pour un couple d’entrée de 500Nm et une vitesse 

de rotation en entrée de 400rpm 

 

3.2.1.2 Satellites répartis et déphasés arbitrairement 

Les paramètres de denture de cette configuration sont donnés dans le tableau 3-3 de la sous partie 

précédente, mais dont le nombre de satellites est maintenant de 4. Ces satellites sont répartis 
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arbitrairement aux multiples [0 50 99 149] de l’angle de résolution de montage 𝜅 (cf. équation 

2-24) et les phases relatives des satellites sont alors d’environ 2𝜋[0 0.565 0.5 0.065]. 

 

 

Figure 3-14 Spectre des accélérations radiales de la couronne (a) mesurées [125] et (b) obtenues 

par simulation sur la dent no6 de la couronne, pour un couple d’entrée de 400Nm et une vitesse 

de rotation en entrée de 500rpm 

Les résultats de simulation sont maintenant sensiblement plus éloignés des résultats de mesures 

que précédemment. Bien que faibles, les ordres impairs 123 et 127 apparaissent, dus à une répar-

tition de charge inégale entre les différents satellites, et les ordres pairs dus à l’engrènement sont 

présents également. La présence de seconds pics suivant directement les ordres 122 et 123 vi-

sibles sur les mesures, ou précédant directement les ordres 126 et 127, laisse cependant penser 

qu’une erreur d’assemblage soit présente pour cette configuration. Cette potentielle erreur d’as-

semblage expliquerait les différences importantes constatées entre les résultats de simulation et 



 

 
Quentin Thoret-Bauchet / 2020 / Institut national des sciences appliquées de Lyon 109 

les mesures, les mesures présentant un spectre riche avec de nombreux ordres à forte amplitude 

n’apparaissant pas sur les simulations. 

 

 

Figure 3-15 Spectre des accélérations radiales de la couronne (a) mesurées [80] et (b) obtenues 

par simulation sur la dent no6 de la couronne, pour un couple d’entrée de 400Nm et une vitesse 

de rotation en entrée de 500rpm 

La même configuration de satellites dans le même train planétaire a d’ailleurs été étudiée par Inal-

polat et Kahraman dans une seconde publication [80] portant sur l’influence d’une erreur d’ex-

centration d’un des satellites sur le spectre des accélération radiales de la couronne. Le spectre 
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mesuré dans cette étude est donné en figure 3-15 (a), on constate qu’il est similaire au spectre de 

la figure 3-14 (a), avec notamment un double pic aux alentours de l’ordre 123. En figure 3-15 (b) 

est donné le spectre simulé de cette même configuration, dont le satellite no1 présente une erreur 

d’excentration 𝑒𝑐1 de 20µm, égale à l’erreur constatée par Inalpolat et Kahraman lors de leurs 

mesures [80]. 

Bien que d’importantes différences subsistent entre les deux spectres de la figure 3-15, ils présen-

tent un bien meilleur accord que ceux de la figure 3-14. Les ordres pairs, et notamment les ordres 

124 et 126, dominent le spectre obtenu par simulation. Les ordres impairs, tels que les ordres 123 

et 127, sont présents mais d’amplitudes négligeables, impactés par la présence de l’erreur d’ex-

centration, alors même que ces ordres sont parmi les plus importants du spectre de mesures. L’er-

reur d’excentration venant moduler l’amplitude des accélérations radiales de la couronne, un en-

semble de raies latérales supplémentaires apparaissent, créant à certains ordres ces doubles pics 

visibles sur les deux spectres. Pour certains ordres néanmoins, une seule raie est observée, comme 

l’ordre 120 qui ne présente pas de second pic à l’ordre 120.19 sur le spectre des mesures comme 

sur celui de la simulation, ou encore les ordres 119.19, 121.19 et 128.81 dont l’amplitude des se-

conds pics aux ordres 119, 121 et 129 respectivement est minime sur les résultats de mesures et 

nulle sur les résultats de simulation. 

3.2.1.3 Satellites répartis arbitrairement et déphasés 

séquentiellement 

Les paramètres de denture de cette configuration sont égaux à ceux de la configuration précé-

dente, et donnés dans le tableau 3-3. Dans cette configuration cependant le nombre de satellites 

est de 5, ils sont répartis arbitrairement aux multiples [0 40 79 119 158] de l’angle de résolu-

tion de montage 𝜅 (cf. équation 2-24) et les phases relatives des satellites sont alors 

de 2𝜋[0 1 5⁄ 2 5⁄ 3 5⁄ 4 5⁄ ], et sont donc, comme pour la configuration avec 3 satellites, dépha-

sés de manière séquentielle. 

On observe que les résultats de simulation présentés en figure 3-16 (b) montrent un relativement 

bon accord avec les mesures. L’ordre d’engrènement est modulé à l’ordre du porte-satellites de 

manière asymétrique, et l’ordre 123 domine le spectre. On constate cependant une différence im-

portante, l’ordre d’engrènement est quasi inexistant sur les résultats de simulation alors qu’il ap-

parait clairement sur les mesures, et inversement pour l’ordre 124, ce qui laisserait penser que 

des erreurs de forme ou d’assemblage aient pu influencer les mesures. De plus, on remarque sur 

la figure 3-16 (a) aux ordres 120 et 126 notamment des doubles pics rappelant les mesures de la 

sous partie précédente, qu’une erreur d’excentration d’un des satellites avait influencée. 
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Figure 3-16 Spectre des accélérations radiales de la couronne (a) mesurées [125], (b) obtenues par 

simulation, relevées sur la dent no6 de la couronne, pour un couple d’entrée de 400Nm et une vi-

tesse de rotation en entrée de 500rpm 
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3.2.2 Caractérisation du partage de charges entre satellites en 
présence d’erreurs d’assemblage 

L’architecture des trains planétaires et épicycloïdaux permet de transmettre des puissances éle-

vées en répartissant les efforts à travers différents chemins de transmission. Pour maximiser la 

puissance transmise, il est donc important que les efforts se répartissent le plus uniformément 

possible entre les différents satellites. Le partage de la charge entre les satellites est donc un sujet 

d’étude important des trains épicycloïdaux.  

Dans cette sous partie nous nous intéressons au partage de charge prédit par le modèle de trains 

épicycloïdaux de cette étude, que nous comparons aux résultats de mesures présentés par Ligata 

et. al. [12]. Les paramètres de denture sont identiques à ceux de la sous partie précédente et sont 

donnés dans le tableau 3-3. Différentes configurations de satellites sont traitées, et pour chacune 

de ces configurations différentes valeurs d’erreurs de position des satellites sont étudiées. Ces 

erreurs de position correspondent à un défaut de positionnement de l’alésage de l’axe du satellite 

dans le porte-satellite ; dans cette sous partie ces erreurs de position seront dans la direction tan-

gentielle (donc perpendiculairement aux directions radiale et axiale), et impacteront par conven-

tion systématiquement le satellite no1, elles sont donc notées 𝑒𝑦1. 

Pour caractériser le partage des charges entre satellites, un facteur de partage de charge est défini 

comme suit pour le satellite no𝑖, avec 𝐹𝑏𝑗̅̅ ̅̅  l’effort moyen dans le temps au palier du satellite no𝑗 : 

𝐿𝑝𝑖 =
𝐹𝑏𝑖̅̅ ̅̅

∑ 𝐹𝑏𝑗̅̅ ̅̅
𝑁𝑝
𝑗=1

 3-9 

Ce facteur de partage prend donc comme valeur 1 𝑁𝑝⁄  lorsque la charge est parfaitement répartie 

entre les 𝑁𝑝 satellites d’une configuration, et la somme des facteurs de partage de charge des dif-

férents satellites d’une configuration est toujours égale à 1. 

3.2.2.1 Train épicycloïdal à 4 satellites 

Dans cette configuration les satellites sont répartis arbitrairement aux multiples [0 50 99 149] 

de l’angle de résolution de montage 𝜅 (cf. équation 2-24), ce qui correspond approximativement 

aux angles [0° 90,9° 180° 270,9°] ; les satellites ne sont donc pas répartis uniformément. 

La figure 3-17 présente une comparaison du partage de charges entre satellites mesuré [12] et 

prédit par le modèle. Le modèle présente un bon accord avec les mesures, le même comportement 

dissymétrique est observé entre les satellites pairs et impairs du à leur positionnement diamétra-

lement opposé deux à deux ; le modèle prédit cependant une variation plus importante du facteur 

de partage de charge pour le satellite no1 que ce que les mesures révèlent, notamment en compa-

raison du satellite no3. 



 

 
Quentin Thoret-Bauchet / 2020 / Institut national des sciences appliquées de Lyon 113 

 

Figure 3-17 Facteurs de partage de charge entre satellites 𝐿𝑝𝑖 pour différentes erreurs de position  

du satellite no1 a) mesurés [12] et b) obtenus par simulation pour un couple d’entrée de 600Nm et 

une vitesse de rotation en entrée de 500rpm 

3.2.2.2 Train épicycloïdal à 5 satellites 

Dans cette configuration les satellites sont répartis arbitrairement aux mul-

tiples [0 40 79 119 158] de l’angle de résolution de montage 𝜅 (cf. équation 2-24), ce qui cor-

respond approximativement aux angles [0° 72,7° 143,6° 216,4° 287,3°] ; les satellites ne sont 

donc pas non plus répartis uniformément dans cette configuration. 

La  

figure 3-18 présente une comparaison du partage de charges entre satellites mesuré [12] et prédit 

par le modèle. Le modèle présente toujours un bon accord avec les mesures, le satellite no1 pré-

sente les variations de facteur de partage de charge les plus importantes tandis que les satellites 

no2 & 5 et no3 & 4 ont le même comportement deux à deux. 

 

 

 

Figure 3-18 Facteurs de partage de charge entre satellites 𝐿𝑝𝑖 pour différentes erreurs de position 

du satellite no1 a) mesurés [12] et b) obtenus par simulation pour un couple d’entrée de 600Nm et 

une vitesse de rotation en entrée de 500rpm 

 

3.2.2.3 Train épicycloïdal à 6 satellites 

Dans cette configuration à 6 satellites les nombres de dents du planétaire et de la couronne per-

mettent une répartition uniforme des satellites, les lignes des centres des satellites sont donc sé-

parées d’un angle constant de 60°. 

La  

figure 3-19 présente une comparaison du partage de charges entre satellites mesuré [12] et prédit 

par le modèle. Le modèle présente ici encore un bon accord avec les mesures, le satellite no1 pré-

sente les variations de facteur de partage de charge les plus importantes, les satellites no2 & 6 se 

a) b) 

a) b) 
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comportent de manière similaire, le modèle prédit cependant pour les satellites no3 & 5 un même 

comportement tandis que le satellite no4 est isolé, ce qui n’est pas retrouvé dans les mesures. 

 

 
 

Figure 3-19 Facteurs de partage de charge entre satellites 𝐿𝑝𝑖 pour différentes erreurs de position 

du satellite no1 a) mesurés [12] et b) obtenus par simulation pour un couple d’entrée de 600Nm et 

une vitesse de rotation en entrée de 500rpm 

 
 

  

a) b) 
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3.3 CONCLUSION 

Différents aspects du modèle ont donc été validés. La comparaison menée entre le modèle d’en-

grenages spiroconiques et la théorie de Hertz a permis de valider la modélisation de la raideur de 

contact par une multitude de raideurs élémentaires indépendantes. Un modèle par éléments finis 

tridimensionnels de la dent a permis de valider la modélisation du comportement en flexion de la 

dent d’un engrenage spiroconique. Enfin, des comparaisons avec des mesures expérimentales de 

portée à vide ont permis de valider la méthode de détermination des distances de séparation ini-

tiale spécifique au modèle d’engrenages spiroconiques et l’approximation faite sur la géométrie 

des flancs de dents. Enfin, le modèle de train épicycloïdal a été validé grâce à des mesures expéri-

mentales de la littérature portant sur des aspects – signaux d’accélération et partage de charges 

entre satellites – complexes du comportement des trains épicycloïdaux, et ce pour différentes con-

figurations. Ces différents éléments de validation permettent ainsi de valider la stratégie de mo-

délisation retenue dans cette étude. 

 

  



 

 
Quentin Thoret-Bauchet / 2020 / Institut national des sciences appliquées de Lyon 116 

  



 

 
Quentin Thoret-Bauchet / 2020 / Institut national des sciences appliquées de Lyon 117 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

CHAPITRE 4 CARACTERISATION 
VIBRATOIRE D’UN 
REDUCTEUR 
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Ce chapitre s’intéresse au comportement vibratoire de la transmission étudiée, et notamment en 

présence d’erreurs d’assemblage. 

Afin de mettre en évidence le couplage fort existant entre le couple d’engrenages spiroconiques 

et le train épicycloïdal, ces deux sous-systèmes seront d’abord étudiés séparément dans des mo-

dèles d’architectures simplifiées, avant que le système complet ne soit étudié. 

Pour chacune de ces architectures, une première partie s’intéressera à l’analyse modale du sys-

tème, une seconde partie s’intéressera au comportement dynamique du système étudié en l’ab-

sence d’erreurs, enfin l’influence de diverses erreurs d’assemblage en condition de fonctionne-

ment nominal sera étudiée. Une étude des défauts d’écaillage dans les trains épicycloïdaux est 

également proposée, abordant les méthodes de détection adaptées à ce type de défaut. 
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4.1 COUPLE SPIROCONIQUE 

Le système comprenant le couple d’engrenages spiroconiques étudié dans cette sous-partie est 

illustré en figure 4-1. Il est constitué d’un arbre traversant sur lequel est monté le pignon spiroco-

nique en chape entre deux roulements, et sur lequel est appliqué le couple d’entrée, ainsi qu’un 

arbre de sortie sur lequel est montée la roue spiroconique, en porte-à-faux par rapport aux deux 

roulements de cet arbre. Les paramètres de dentures principaux des engrenages spiroconiques 

sont donnés dans le tableau 4-1 ci-dessous. 
  

Pignon Roue 

Nombre de dents 
 

28 28 

Module normal moyen [mm] 2.9314 

Angle de pression normal [°] 20 

Angle d'hélice moyen [°] 35 

Largeur de denture [mm] 28 

Angle entre axes [°] 90 

Tableau 4-1 Paramètres de denture du couple d’engrenages spiroconique 

 

Figure 4-1 Architecture du modèle sans train épicycloïdal 

 

4.1.1 Etude modale 

Nous nous intéressons dans ce paragraphe à l’étude modale du couple d’engrenages spiroco-

niques. L’étude modale consiste à analyser les valeurs et vecteurs propres d’un système méca-

nique libre, répondant à l’équation suivante : 

(𝑲̅ − 𝜔𝑚
2𝑴̅)𝑿𝒎 = 𝟎 4-1 

Avec 𝜔𝑚 valeur propre et 𝑿𝒎 vecteur propre du système associé au mode no𝑚. Une énergie mo-

dale peut être calculée pour chaque mode, dont les contributions de chacun des sous-systèmes 

peuvent être dissociées afin d’obtenir le pourcentage d’énergie modale associé à chacun des sous-

systèmes. L’énergie modale associée à un mode propre se calcule : 

𝐸𝑚 𝑡𝑜𝑡 = 𝑿𝒎
𝑻 𝑲̅𝑿𝒎 4-2 

Le pourcentage d’énergie modale d’un sous-système, dont la matrice de raideur moyennée dans 

le temps s’écrit 𝑲𝒔𝒔̅̅ ̅̅ ̅, se calcule alors : 
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𝐸𝑚 𝑠𝑠 =
𝑿𝒎
𝑻 𝑲𝒔𝒔̅̅ ̅̅ ̅𝑿𝒎

𝑿𝒎
𝑻 𝑲̅𝑿𝒎

 4-3 

Les dix premières fréquences propres du système illustré en figure 4-1, ainsi que les pourcentages 

d’énergie modale conservés dans différents sous-système, soient l’arbre traversant, la denture du 

couple d’engrenages spiroconiques, et l’arbre de sortie, sont données dans le tableau 4-2 pour le 

sens de rotation trigonométrique, et dans le tableau 4-3 pour le sens de rotation horaire. 

 

Numéro du 

mode propre 

Fréquences 

propres (Hz) 

Pourcentage d'énergie modale 

Arbre 

traversant 

Denture 

spiroconique Arbre de sortie 

1 853.25 6.4% 2.7% 90.8% 

2 987.02 0.1% 0.1% 99.8% 

3 1425.49 69.5% 1.8% 28.7% 

4 1592.82 56.3% 0.4% 43.2% 

5 1746.18 12.1% 1.6% 86.3% 

6 3675.49 62.2% 13.6% 24.2% 

7 3988.06 99.9% 0.1% 0.0% 

8 4137.93 62.7% 11.4% 25.9% 

9 4590.59 1.7% 0.3% 97.9% 

10 4711.32 99.7% 0.0% 0.3% 

Tableau 4-2 Fréquences et pourcentages d’énergies modales des modes propres du couple 

d’engrenages spiroconiques seul en sens de rotation trigonométrique 

Il apparait que peu de modes propres sont effectivement liés à la denture des engrenages spiro-

coniques, avec sur les dix premiers modes propres seulement deux dont l’excitation est liée de 

manière non négligeable à la denture. Dans le sens de rotation trigonométrique, il s’agit des modes 

6 et 8, et dans le sens de rotation horaire des modes 7 et 8, et même pour ces modes ci le pourcen-

tage d’énergie modale provenant de la denture ne dépasse pas les 27% au maximum, et est entre 

11% et 13% pour trois sur quatre de ces modes. Les arbres traversant et de sortie jouent donc un 

rôle prépondérant dans le comportement modal du système. 

Il est intéressant de noter que bien que les modes propres des deux sens de rotation présentent 

beaucoup de similarités, les modes propres en commun présentent des fréquences propres par-

fois sensiblement décalées d’un sens de rotation à l’autre, et certains modes propres sont spéci-

fiques à certains sens de rotation. Le mode propre no1 est commun aux deux sens de rotation, et 

comme l’illustre la figure 4-2 il s’agit d’un mode de basculement de l’arbre de sortie accompagné 

d’un faible déplacement axial de l’arbre traversant, et qui est donc fortement dépendant des rai-

deurs de paliers. 
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Numéro du 

mode propre 

Fréquences 

propres (Hz) 

Pourcentage d'énergie modale 

Arbre 

traversant 

Denture 

spiroconique Arbre de sortie 

1 858.60 11.4% 3.6% 85.0% 

2 1074.74 0.0% 0.0% 100.0% 

3 1394.04 50.7% 4.0% 45.3% 

4 1824.79 41.5% 0.2% 58.3% 

5 1921.87 36.0% 1.0% 63.0% 

6 3279.45 99.9% 0.1% 0.0% 

7 3498.82 70.7% 12.9% 16.4% 

8 4416.34 48.1% 26.8% 25.1% 

9 4977.76 0.0% 0.0% 100.0% 

10 5001.78 3.7% 3.7% 92.6% 

Tableau 4-3 Fréquences et pourcentages d’énergies modales des modes propres du système en 

sens de rotation horaire 

 

 

Figure 4-2 Déformées modales du premier mode des sens de rotation a) horaire et b) trigonomé-

trique. Légende : ○ - position nominale des nœuds, + - position déformée des nœuds, i : nœud 

d’entrée et du premier roulement de l’arbre traversant, pbg : nœud du pignon spiroconique, ie : 

nœud du second roulement de l’arbre traversant, wbg : nœud de la roue spiroconique, ib1, ib2 : 

nœuds des roulements de l’arbre de sortie, o : nœud de sortie 

 

Les modes faisant intervenir la denture s’accompagnent d’une flexion des arbres, leurs déformées 

modales sont illustrées en figure 4-3. Le tableau 4-4 donne une description rapide de chacun des 

modes présentés dans le tableau 4-2 et le tableau 4-3. 
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 Description du mode 

Mode Sens horaire Sens trigonométrique 

1 Basculement de l'arbre de sortie et déplacement axial de l'arbre traversant 

2 Basculement de l'arbre de sortie 

3 Basculement de l'arbre de sortie et de l'arbre traversant 

4 Déplacement axial et léger basculement des arbres traversant et de sortie 

5 Déplacement axial de l'arbre de sortie et de l'arbre traversant 

6 Flexion de l'arbre traversant 
Flexion des arbres traversant et de 

sortie 

7 
Flexion des arbres traversant et de 

sortie 
Flexion de l'arbre traversant 

8 Flexion des arbres traversant et de sortie 

9 Flexion de l'arbre de sortie 

10 Flexion de l'arbre de sortie Flexion de l'arbre traversant 

Tableau 4-4 Description des modes propres du système 
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Figure 4-3 Déformées modales a) du mode no7 en sens de rotation horaire, b) du mode no6 en 

sens de rotation trigonométrique, c) du mode no8 en sens de rotation horaire, d) du mode no8 en 

sens de rotation trigonométrique, une légende détaillée de cette représentation est donnée en 

figure 4-2 

4.1.2 Comportement dynamique 

Cette sous-partie s’intéresse au comportement dynamique de l’engrenage spiroconique seul. A 

cette fin, une série de simulations a été effectuée couvrant une plage de vitesse allant de 100rpm 

à 8100rpm, avec un pas de 100rpm, pour un couple d’entrée fixé à 200Nm. 

Dans l’objectif de caractériser le comportement du système de manière simple pour chacune des 

vitesses de rotation, deux indicateurs sont définis : 

(1) L’écart type des erreurs de transmission, notés 𝜎(𝑇𝐸), et le rapport entre l’écart type des 

erreurs de transmission dynamique et l’écart type des erreurs de transmission quasi-sta-

tique, appelé coefficient d’erreurs de transmission et noté 𝑇𝐸𝐶 

(2) Le coefficient de surcharge dynamique, noté 𝐷𝐶, défini comme la valeur maximale du rap-

port entre l’effort dynamique et l’effort quasi-statique vu par un engrènement 
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L’évolution de ces deux indicateurs avec la vitesse de rotation est donnée en figure 4-4 et figure 

4-5. Plusieurs pics du coefficient de surcharge dynamique sont visibles en figure 4-4, plus parti-

culièrement dans le sens de rotation horaire. Un pic est notamment présent aux alentours des 

1800rpm, des 3000rpm, des 4500rpm et des 7000rpm dans le sens de rotation horaire. Dans le 

sens de rotation trigonométrique moins de pics sont visibles, avec un pic à 7800rpm, néanmoins 

le niveau global est plus élevé que dans le sens de rotation horaire. 

 

Figure 4-4 Evolution du coefficient de surcharge dynamique DC dans le sens de rotation a) horaire 

et b) trigonométrique 

 

Figure 4-5 Evolution du coefficient d'erreurs de transmission TEC dans le sens de rotation a) ho-

raire et b) trigonométrique, pour le système global (erreurs de transmission prises entre les 

nœuds d'entrée et de sortie) et pour l'engrènement uniquement (erreurs de transmission prises 

entre les nœuds du pignon et de la roue spiroconique uniquement) 



 

 
Quentin Thoret-Bauchet / 2020 / Institut national des sciences appliquées de Lyon 126 

De manière identique au coefficient de surcharge dynamique, le coefficient d’erreurs de transmis-

sion présente en figure 4-5 plusieurs pics. En sens de rotation horaire, ces pics correspondent à 

ceux constatés sur la courbe du coefficient de surcharge dynamique. En sens de rotation trigono-

métrique, des pics supplémentaires à celui des 7800rpm sont constatés aux alentours des 

1800rpm, 3100rpm et 4000rpm. En s’intéressant à la fréquence d’engrènement à ces vitesses de 

rotation, on constate que les différents pics correspondent à des modes propres du système. 

En effet, les pics à 1800rpm des deux sens de rotation correspondent au premier mode propre 

identifié dans la sous-partie précédente, la fréquence d’engrènement à cette vitesse étant de 

840Hz. Il est d’ailleurs intéressant de noter que l’écart type des erreurs de transmission dues à 

l’engrènement est inférieur à celui des erreurs de transmission globales, les arbres viennent donc 

pour ce mode dégrader les erreurs de transmission. 

Les pics constatés à 2900rpm et 3100rpm dans les sens de rotation horaire et trigonométrique 

respectivement correspondent au troisième mode propre, la fréquence d’engrènement étant à ces 

vitesses de 1353Hz et 1447Hz respectivement. Ce mode étant un mode d’arbre, l’engrènement 

joue ici encore un rôle secondaire dans les erreurs de transmission. 

Aucun mode propre ne correspond aux pics présents aux alentours des 4500rpm et 4000rpm 

pour les sens de rotation horaires et trigonométriques respectivement, on observe cependant qu’à 

ces vitesses les erreurs de transmission dues à l’engrènement deviennent supérieures aux erreurs 

de transmission globales, et les arbres jouent à partir de ces vitesses un rôle d’amortisseur. 

Enfin, les pics constatés à 7000rpm et 7800rpm dans les sens de rotation horaire et trigonomé-

trique respectivement correspondent au sixième mode propre, la fréquence d’engrènement étant 

à ces vitesses de 3267Hz et 3640Hz respectivement. Ce mode propre fait intervenir en sens de 

rotation trigonométrique la denture du couple d’engrenages spiroconiques, impactant de manière 

non négligeable la répartition des pressions de contact sur le flanc de denture ; la répartition des 

pressions de contact sur le flanc de denture est illustrée en figure 4-6. On constate qu’à 7800rpm 

la répartition des pressions de contact se sépare en deux zones distinctes en conséquence du 

mode de denture intervenant à cette vitesse de rotation. Enfin, on constate à basse comme à haute 

vitesse une surpression localisée en tête de dent lors du dégagement de la dent de l’engrènement, 

cependant plus importante à basse qu’à haute vitesse. 
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Figure 4-6 Répartition des pressions de contact (en Pascal) sur le flanc de denture du pignon spi-

roconique à a) 100rpm et b) 7800rpm en sens de rotation trigonométrique 

On constate que certains modes propres ne sont pas visibles sur ces graphiques, c’est notamment 

le cas des deuxièmes, quatrièmes et cinquièmes modes propres. Etant donné que l’unique source 

d’excitation périodique du système est l’engrènement, la géométrie de la denture va fortement 

conditionner les modes propres sollicités. En l’occurrence les modes propres de déplacement 

axial des arbres, correspondant aux modes 4 et 5, ne sont pour cette géométrie de denture pas 

sollicités. L’étude du comportement dynamique du système vient donc compléter les informations 

fournies dans la sous-partie précédente par son analyse modale, précisant les modes propres ré-

ellement critiques pour les caractéristiques de la transmission. 

4.1.3 Influence des erreurs d’assemblage 

Ce paragraphe s’intéresse au comportement du couple d’engrenages spiroconique en présence de 

différentes erreurs d’assemblage. Afin de caractériser de manière simple l’impact d’une erreur 

d’assemblage spécifique sur le comportement du système, les deux indicateurs définis dans la 

sous partie précédente sont utilisés, à savoir le rapport entre l’écart type des erreurs de transmis-

sion dynamique et l’écart type des erreurs de transmission quasi-statique TEC, et le coefficient de 

surcharge dynamique DC. 

Dans ce paragraphe, tous les résultats sont donnés pour un couple d’entrée de 200Nm et une vi-

tesse de rotation en entrée de 1100rpm. Le tableau 4-5 présente l’influence des erreurs de posi-

tion axiales, des erreurs d’hypoïdes et des erreurs d’excentration sur ces deux indicateurs pour le 

sens de rotation horaire. 
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Erreur 

d'assemblage 

Amplitude de 

l'erreur Support de l’erreur Sens de rotation TEC DC 

Pas d'erreur      Horaire 1.28 1.02 

Axiale 50 µm Pignon Horaire 1.78 1.06 

Axiale 50 µm Roue Horaire 1.22 1.03 

Axiale -50 µm Pignon Horaire 1.12 1.03 

Axiale -50 µm Roue Horaire 1.32 1.04 

Hypoïde 50 µm Pignon Horaire 1.35 1.04 

Hypoïde 50 µm Roue Horaire 1.59 1.02 

Hypoïde -50 µm Pignon Horaire 1.59 1.03 

Hypoïde -50 µm Roue Horaire 1.35 1.04 

Excentration 50 µm Pignon Horaire 12.77 1.05 

Excentration 50 µm Roue Horaire 15.91 1.06 

Tableau 4-5 Influence des erreurs de position axiale, des erreurs d’hypoïde et des erreurs d’excen-

tration sur les erreurs de transmission et les efforts d’engrènement – sens de rotation horaire 

 

Il apparait dans les résultats du tableau 4-5 que les erreurs d’excentration dégradent significati-

vement les erreurs de transmission, ce sont cependant les seules erreurs de ce tableau générant 

une variation des conditions d’engrènement au cours du temps, expliquant cette influence parti-

culièrement importante sur les erreurs de transmission. De plus, bien que la majorité des erreurs 

de ce tableau dégradent les erreurs de transmission, on observe qu’une erreur de position axiale 

positive sur la roue ou négative sur le pignon amènent à une légère amélioration des erreurs de 

transmission, en échange d’une dégradation du coefficient de surcharge dynamique de 1% seule-

ment. Les deux autres cas d’erreurs de position axiales dégradent les erreurs de transmission et 

le coefficient de surcharge dynamique. On constate une similitude logique entre les erreurs d’hy-

poïde positives sur la roue et négatives sur le pignon, et vice versa. 

Le tableau 4-6 présente les résultats pour les mêmes erreurs, mais pour un sens de rotation in-

versé. On constate une légère augmentation du coefficient de surcharge dynamique à l’inversion 

du sens de rotation, même en l’absence d’erreur. Les erreurs de position axiale positives sur la 

roue ou négatives sur le pignon amènent ici encore à des erreurs de transmission relativement 

peu dégradées, mais le coefficient de surcharge dynamique est maintenant 5% supérieur aux con-

ditions de fonctionnement sans erreurs. Les erreurs d’excentration présentent le même niveau de 

criticité que précédemment. 
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Erreur 

d'assemblage 

Amplitude de 

l'erreur Support de l’erreur Sens de rotation TEC DC 

Pas d'erreur       Trigonométrique 1.28 1.05 

Axiale 50 µm Pignon Trigonométrique 1.39 1.06 

Axiale 50 µm Roue Trigonométrique 1.29 1.10 

Axiale -50 µm Pignon Trigonométrique 1.20 1.10 

Axiale -50 µm Roue Trigonométrique 1.71 1.08 

Hypoïde 50 µm Pignon Trigonométrique 1.48 1.09 

Hypoïde 50 µm Roue Trigonométrique 1.88 1.09 

Hypoïde -50 µm Pignon Trigonométrique 1.88 1.09 

Hypoïde -50 µm Roue Trigonométrique 1.46 1.09 

Excentration 50 µm Pignon Trigonométrique 20.97 1.10 

Excentration 50 µm Roue Trigonométrique 16.34 1.12 

Tableau 4-6 Influence des erreurs de position axiale, des erreurs d’hypoïde et des erreurs d’excen-

tration sur les erreurs de transmission et les efforts d’engrènement – sens de rotation 

trigonométrique 

Le tableau 4-7 recense les résultats pour les erreurs de désalignement et de désaxage dans le sens 

de rotation trigonométrique. La différence entre les erreurs de désalignement 𝑒𝜙 et 𝑒𝜓 est illus-

trée en figure 2-11, et ces erreurs sont définies aux équations 2-59 et 2-60. Il apparait que les 

erreurs de désalignement 𝑒𝜙 soient peu critiques, autant du point de vue des erreurs de transmis-

sion que du coefficient de surcharge dynamique. Les erreurs de désalignement 𝑒𝜓 sont en com-

paraison aussi peu critiques pour le coefficient de surcharge dynamique, elles amènent cependant 

à des erreurs de transmission globalement plus élevées que pour les erreurs de désalignement 𝑒𝜙. 

Les erreurs de désaxage dégradent quant à elles sensiblement plus les erreurs de transmission, 

notamment parce que similairement aux erreurs d’excentration, les erreurs de désaxage génèrent 

une variation dans le temps des conditions d’engrènement. Dans le cas d’une erreur de désaxage 

portant sur la roue on constate que le coefficient de surcharge dynamique est significativement 

plus élevé que ceux de l’ensemble des autres erreurs de désalignement de la roue, signifiant 

qu’une ou plusieurs combinaisons particulières de désalignements selon 𝑒𝜙 et 𝑒𝜓 amènent à des 

conditions d’engrènement particulièrement mauvaises. Ainsi, même si ce niveau d’erreurs de dé-

salignement parait peu critique en comparaison avec les différentes erreurs de position présen-

tées précédemment, certaines combinaisons peuvent amener à des coefficients de surcharge dy-

namiques très élevés. 
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Erreur d'assemblage 

Amplitude de 

l'erreur 

Support de 

l’erreur Sens de rotation TEC DC 

Pas d'erreur 
   

Horaire 1.28 1.02 

Désalignement 𝑒𝜙 5.0E-04 rad Pignon Horaire 1.26 1.05 

Désalignement 𝑒𝜙 5.0E-04 rad Roue Horaire 1.26 1.02 

Désalignement 𝑒𝜙 -5.0E-04 rad Pignon Horaire 1.27 1.03 

Désalignement 𝑒𝜙 -5.0E-04 rad Roue Horaire 1.26 1.04 

Désalignement 𝑒𝜓 5.0E-04 rad Pignon Horaire 1.15 1.02 

Désalignement 𝑒𝜓 5.0E-04 rad Roue Horaire 1.27 1.04 

Désalignement 𝑒𝜓 -5.0E-04 rad Pignon Horaire 1.35 1.05 

Désalignement 𝑒𝜓 -5.0E-04 rad Roue Horaire 1.30 1.04 

Désaxage 5.0E-04 rad Pignon Horaire 5.04 1.05 

Désaxage 5.0E-04 rad Roue Horaire 5.14 1.24 

Tableau 4-7 Influence des erreurs de désalignement et de désaxage – sens de rotation horaire 

Comme le démontre les résultats du tableau 4-8, le comportement lié à ces erreurs angulaires est 

cependant fortement dépendant du sens de rotation. On constate qu’aucune erreur angulaire ne 

se distingue par un coefficient d’erreurs de transmission ou un coefficient de surcharge dyna-

mique intéressant dans les deux sens de rotation. Il apparait également que les erreurs de dé-

saxage soient plus de deux fois moins critiques vis-à-vis des erreurs de transmission dans ce sens 

de rotation. 

 

Erreur d'assemblage 

Amplitude de 

l'erreur 

Support de 

l’erreur Sens de rotation TEC DC 

Pas d'erreur 
   

Trigonométrique 1.28 1.05 

Désalignement 𝑒𝜙 5.0E-04 rad Pignon Trigonométrique 1.38 1.09 

Désalignement 𝑒𝜙 5.0E-04 rad Roue Trigonométrique 1.17 1.07 

Désalignement 𝑒𝜙 -5.0E-04 rad Pignon Trigonométrique 1.16 1.08 

Désalignement 𝑒𝜙 -5.0E-04 rad Roue Trigonométrique 1.40 1.08 

Désalignement 𝑒𝜓 5.0E-04 rad Pignon Trigonométrique 1.33 1.08 

Désalignement 𝑒𝜓 5.0E-04 rad Roue Trigonométrique 1.09 1.08 

Désalignement 𝑒𝜓 -5.0E-04 rad Pignon Trigonométrique 1.30 1.09 

Désalignement 𝑒𝜓 -5.0E-04 rad Roue Trigonométrique 1.47 1.07 

Désaxage 5.0E-04 rad Pignon Trigonométrique 1.91 1.10 

Désaxage 5.0E-04 rad Roue Trigonométrique 2.17 1.11 

Tableau 4-8 Influence des erreurs de désalignement et de désaxage – sens de rotation 

trigonométrique 
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Il ressort donc de cette étude que certaines erreurs d’assemblage sont particulièrement critiques, 

notamment les erreurs d’excentration et de désaxage qui doivent par conséquent faire l’objet 

d’une attention particulière, et à l’opposé certaines erreurs apparaissent comme très peu cri-

tiques, notamment les erreurs de position axiale positives sur la roue et négatives sur le pignon, 

et pouvant donc mener à des procédures de montage minimisant les probabilités d’erreurs d’as-

semblage critiques. 
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4.2 TRAIN EPICYCLOÏDAL  

Dans cette sous partie le train épicycloïdal est étudié seul, le système est illustré en figure 4-7. Il 

est constitué d’un arbre d’entrée soutenu par deux roulements à rouleaux coniques, sur lequel est 

situé l’entrée de puissance, et à l’extrémité duquel est monté le planétaire dans un montage en 

porte-à-faux. Un arbre de sortie est également soutenu par deux roulements à rouleaux coniques, 

à l’extrémité duquel est monté le porte-satellites en porte-à-faux également. Les axes des satel-

lites, solidaires du porte-satellites, supportent les satellites au moyen de roulements à aiguilles 

modélisés ici comme des roulements à rouleaux coniques dont l’angle d’inclinaison, et donc l’angle 

de cône également, est nul. Les satellites engrènent avec le planétaire et la couronne et présentent 

une correction longitudinale quadratique ainsi qu’une correction de profil quadratique sur les 

deux flancs ; le modèle de couronne flexible est employé. Les paramètres de denture principaux 

du train épicycloïdal sont donnés en tableau 4-9 ; le train épicycloïdal comprend 3 satellites. 

 

 

Figure 4-7 Architecture du modèle sans couple d’engrenages spiroconique 

 
  

Planétaire Satellites Couronne 

Nombre de dents 
 

27 40 108 

Module normal [mm] 1.5 

Angle de pression normal [°] 20 

Angle d'hélice de base [°] 6 

Largeur de denture [mm] 26 

Entraxe [mm] 51.15 

Rayon de base [mm] 19.12 28.33 76.48 

Tableau 4-9 Paramètres de denture du train épicycloïdal 

4.2.1 Etude modale 

Le comportement modal de ce système est étudié dans ce paragraphe. Les 29 premières fré-

quences propres du système illustré en figure 4-7, ainsi que les pourcentages d’énergie modale 

conservés dans différents sous-système, soient l’arbre d’entrée, la denture du train épicycloïdal, 
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et l’arbre de sortie, sont données dans le tableau 4-10 pour le sens de rotation trigonométrique, 

et dans le tableau 4-11 pour le sens de rotation horaire. L’arbre de sortie inclus le porte-satellites, 

et par conséquent les axes des satellites et leurs roulements à aiguilles ; la denture du train épicy-

cloïdal inclus la couronne flexible. 

Les trois premiers modes apparaissent à une fréquence très basse, il s’agit de modes de déplace-

ment axial des satellites dus à la raideur axiale très basse, théoriquement nulle, des roulements à 

aiguilles. Ces modes ne vont cependant pas influencer le comportement du réducteur car la résul-

tante des efforts axiaux appliqués sur un satellite est nulle à tout instant, la raideur axiale des 

roulements à aiguilles n’est donc dans les faits pas sollicitée. 

Comme pour le couple d’engrenages spiroconiques, peu de modes propres, seulement 8 sur 29, 

font intervenir la denture du train épicycloïdal de manière significative. On constate cependant 

que le pourcentage d’énergie modale conservée dans les engrènements est sensiblement plus 

élevé que pour le couple d’engrenages spiroconique. 
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Numéro du 

mode propre 

Fréquences 

propres (Hz) 

Pourcentage d'énergie modale 

Arbre d'entrée 
Denture du train 

épicycloïdal 
Arbre de sortie 

1 7.96 3.1% 0.5% 96.4% 

2 7.96 3.1% 0.5% 96.4% 

3 7.96 12.3% 1.8% 85.9% 

4 329.07 0.1% 0.8% 99.1% 

5 559.50 15.1% 1.7% 83.2% 

6 559.50 15.1% 1.7% 83.2% 

7 686.54 0.0% 0.0% 100.0% 

8 1557.45 8.9% 51.6% 39.5% 

9 1645.43 84.5% 1.1% 14.5% 

10 1645.43 84.5% 1.1% 14.5% 

11 1691.25 10.6% 56.2% 33.1% 

12 1695.84 10.8% 56.3% 32.9% 

13 1698.60 41.9% 0.8% 57.3% 

14 1698.60 41.9% 0.8% 57.3% 

15 1896.38 82.9% 5.9% 11.2% 

16 1896.38 82.9% 5.9% 11.2% 

17 2299.42 100.0% 0.0% 0.0% 

18 2431.02 0.3% 0.3% 99.3% 

19 2431.02 0.3% 0.3% 99.3% 

20 2751.71 16.9% 8.1% 75.0% 

21 2751.71 16.9% 8.1% 75.0% 

22 2907.42 18.6% 58.4% 23.0% 

23 3043.04 0.2% 0.2% 99.6% 

24 3043.04 0.2% 0.2% 99.6% 

25 3216.24 9.4% 15.9% 74.7% 

26 3216.24 9.4% 15.9% 74.7% 

27 5549.49 0.0% 40.9% 59.1% 

28 5615.75 0.0% 95.4% 4.6% 

29 5845.83 0.1% 0.3% 99.6% 

Tableau 4-10 Fréquences et pourcentages d’énergies modales des modes propres du système en 

sens de rotation trigonométrique 
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Numéro du 

mode propre 

Fréquences 

propres (Hz) 

Pourcentage d'énergie modale 

Arbre d'entrée 
Denture du train 

épicycloïdal 
Arbre de sortie 

1 7.96 26.5% 0.1% 73.4% 

2 7.96 47.0% 0.1% 52.9% 

3 7.96 47.7% 0.1% 52.2% 

4 329.28 0.1% 0.8% 99.1% 

5 498.03 55.8% 0.0% 44.2% 

6 498.03 55.8% 0.0% 44.2% 

7 686.54 0.0% 0.0% 100.0% 

8 1405.91 92.3% 4.6% 3.1% 

9 1405.93 92.3% 4.6% 3.1% 

10 1566.58 33.4% 38.1% 28.5% 

11 1659.87 78.6% 8.7% 12.7% 

12 1660.29 78.5% 8.7% 12.8% 

13 1688.07 65.2% 21.9% 12.9% 

14 1693.04 67.3% 20.6% 12.1% 

15 1695.18 75.6% 9.2% 15.2% 

16 1695.20 75.6% 9.3% 15.1% 

17 1815.39 99.4% 0.4% 0.2% 

18 2427.97 0.3% 0.3% 99.4% 

19 2427.97 0.3% 0.3% 99.4% 

20 2727.39 18.9% 8.2% 72.9% 

21 2727.39 18.9% 8.2% 72.9% 

22 2885.78 15.5% 61.5% 23.0% 

23 3039.85 0.1% 0.2% 99.7% 

24 3039.85 0.1% 0.2% 99.7% 

25 3218.05 12.7% 18.6% 68.7% 

26 3218.05 12.7% 18.6% 68.7% 

27 5491.63 0.0% 46.0% 54.0% 

28 5623.55 0.0% 96.9% 3.1% 

29 5847.54 0.1% 0.3% 99.6% 

Tableau 4-11 Fréquences et pourcentages d’énergies modales des modes propres du système en 

sens de rotation horaire 
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Le comportement modal des trains planétaires et épicycloïdaux a déjà fait l’objet d’études, Erite-

nel et Parker [77] se sont notamment intéressés à la classification des modes propres de ces types 

de réducteurs. A l’aide d’un modèle à paramètres concentrés tridimensionnel, différents types de 

modes propres ont été mis en évidence, notamment des modes de type « Rotational-Axial » (abré-

gés R-A), caractérisés par une torsion et une translation le long de leur axe de rotation des axes et 

membres centraux, et des modes de type « Translational-Tilting » (abrégés T-T), caractérisés par 

un basculement et des déplacements perpendiculaires aux axes de rotation des axes et membres 

centraux. Des modes de type « Planets » (abrégés P) faisant intervenir les satellites sont égale-

ment mis en valeur pour les configurations possédant 4 satellites ou plus. En s’intéressant à l’in-

fluence d’un modèle de couronne flexible sur le comportement modal d’un train épicycloïdal, 

Chapron [93] a également mis en évidence des modes « Pure Ring » (abrégés PR) ne sollicitant 

que la couronne flexible. En suivant cette classification, les modes propres listés dans le tableau 

4-10 et le tableau 4-11 sont classés, leur classification est donnée dans le tableau 4-12. 

Conformément aux conclusions d’Eritenel et Parker [77], la multiplicité des modes de type R-A et 

de type T-T sont respectivement de 1 et 2, le nombre de modes étant de 8 et 16 respectivement 

sur les 30 premiers modes propres. Des modes de type PR sont observés, mais interviennent à 

relativement haute fréquence. Les trois premiers modes propres ont été classifiés en modes de 

type P, ils ne correspondent cependant pas exactement aux modes identifiés dans [77], les modes 

de type P identifiés dans [77] n’apparaissant pas pour des configurations à trois satellites ou 

moins. Les modes observés ici font intervenir un déplacement axial ainsi qu’une rotation des sa-

tellites autour de leur axe, les déplacements axiaux ne sont cependant pas des multiples entier du 

déplacement axial du premier satellite contrairement aux modes identifiés dans [77] ; le modèle 

employé dans [77] ne possédant que 36 degrés de liberté (dans le cas d’un train épicycloïdal à 3 

satellites), il ne peut présenter que 36 modes propres, contre 732 pour le modèle de cette étude. 

En excluant donc ces modes de type P, le premier mode propre apparait à fréquence de 329Hz, 

soit à sensiblement plus basse fréquence que pour le couple d’engrenages spiroconiques seul pour 

lequel le premier mode propre était situé à 853Hz. Le premier mode sollicitant la denture de ma-

nière non négligeable est un mode de type R-A pour les deux sens de rotation, apparaissant à 

1567Hz pour les deux sens de rotation ; il s’agit des modes 8 et 10 pour les sens de rotation trigo-

nométrique et horaire respectivement, les déformées modales de ces modes sont données en fi-

gure 4-8. 
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Classification du mode 

Mode Sens horaire Sens trigonométrique 

1 P P 

2 P P 

3 P P 

4 R-A R-A 

5 T-T T-T 

6 T-T T-T 

7 R-A R-A 

8 T-T R-A 

9 T-T T-T 

10 R-A T-T 

11 T-T R-A 

12 T-T R-A 

13 R-A T-T 

14 R-A T-T 

15 T-T T-T 

16 T-T T-T 

17 R-A R-A 

18 T-T T-T 

19 T-T T-T 

20 T-T T-T 

21 T-T T-T 

22 R-A R-A 

23 T-T T-T 

24 T-T T-T 

25 T-T T-T 

26 T-T T-T 

27 PR PR 

28 PR PR 

29 R-A R-A 

Tableau 4-12 classification des modes propres du système sans couple d’engrenages 

spiroconiques 
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Figure 4-8 Déformées modales a) du mode 10 en sens de rotation horaire et b) du mode 8 en sens 

de rotation trigonométrique. Légende : ○ - position nominale des nœuds, + - position déformée 

des nœuds, i : nœud d’entrée, ib1, ib2 : nœuds des roulements de l’arbre d’entrée, c / s : nœuds 

du porte-satellites et du planétaire (deux nœuds différents mais géométriquement superposés), 

ob1, ob2 : nœuds des roulements de l’arbre de sortie, o : nœud de sortie, p1, p2, p3 : nœuds des 

satellites 

On constate que la majorité des modes pour lesquels l’énergie de déformation modale conservée 

dans les engrènements est non négligeable sont des modes de type R-A. Certains modes de type 

T-T sollicitent malgré tout la denture, le basculement des arbres entrainant une déformation de 

la couronne. C’est notamment le cas du mode 25 pour les deux sens de rotation, dont la déformée 

modale est représentée en figure 4-9. La déformée modale de la couronne, lorsque celle-ci est 

sollicitée, pour les modes de type T-T se distingue de celle des modes de type R-A et PR ; la défor-

mée modale de la couronne pour les modes de type T-T est de diamètre 2, alors qu’elle est de 

diamètre 3, correspondant au nombre de satellites, pour les modes de type R-A et PR. La déformée 

modale du mode 28, de type PR, est représentée en figure 4-10. 
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Figure 4-9 Déformées modales du mode 25 pour le sens de rotation a) horaire et b) trigonomé-

trique, une légende détaillée de cette représentation est donnée en figure 4-8 

 

Figure 4-10 Déformées modales du mode 28 pour le sens de rotation a) horaire et b) trigonomé-

trique, une légende détaillée de cette représentation est donnée en figure 4-8 

Enfin, la dissymétrie constatée entre les deux sens de rotation pour le couple d’engrenages spiro-

conique est bien moindre pour le train épicycloïdal. Les fréquences propres des modes de type R-

A ne sont que très peu modifiées, avec 6 des 8 modes propres de ce type dont la fréquence est 

inchangée d’un sens de rotation à l’autre. 
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4.2.2 Comportement dynamique 

Cette sous-partie s’intéresse au comportement dynamique du train épicycloïdal seul. A cette fin, 

une série de simulations a été effectuée couvrant une plage de vitesse allant de 100rpm à 

6000rpm, avec un pas de 100rpm, pour un couple d’entrée fixé à 200Nm. Les indicateurs définis 

au paragraphe 4.1.2, le coefficient de surcharge dynamique 𝐷𝐶 et le coefficient d’erreur de trans-

mission 𝑇𝐸𝐶, sont réutilisés ici, leur évolution en fonction de la vitesse de rotation est donnée en 

figure 4-11 et figure 4-12. 

Le coefficient de surcharge dynamique présente pour des vitesses inférieures à 3500rpm de 

faibles variations d’amplitude négligeable, l’amplitude du coefficient de surcharge dynamique 

reste en moyenne bien inférieure à celle de l’engrenage spiroconique seul présenté en paragraphe 

4.1.2. Un léger pic est constaté à 2200rpm pour les deux sens de rotation. Au-delà de 3500rpm, 

plusieurs pics sont visibles, le principal étant à 4600rpm en sens horaire et 4500rpm en sens tri-

gonométrique, avec un second pic à 5000rpm et 4900rpm en sens horaire et trigonométrique res-

pectivement. 

Le coefficient de surcharge dynamique des engrènements extérieurs et intérieurs suit la même 

tendance, on remarque cependant que les engrènements intérieurs manifestent un pic du coeffi-

cient de surcharge dynamique aux alentours des 5400rpm dans les deux sens de rotation qui n’est 

pas répercuté sur les engrènements extérieurs, et inversement aux alentours des 5800rpm pour 

les engrènements extérieurs. 

 

Figure 4-11 Evolution du coefficient de surcharge dynamique DC dans le sens de rotation a) horaire 

et b) trigonométrique, pour les engrènements extérieurs (planétaire/satellites) et les engrène-

ments extérieurs (satellites/couronne) 

Les coefficients d’erreurs de transmission global et de denture uniquement, visibles en figure 

4-12, ne présentent que très peu de différences. Contrairement à l’engrenage spiroconique, les 

arbres jouent donc pour les erreurs de transmission du train épicycloïdal un rôle négligeable. Les 

courbes présentent un minimum à 700rpm dans les deux sens de rotation, ainsi que les mêmes 

deux pics visibles sur les courbes du coefficient de surcharge dynamique, le principal étant à 
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4600rpm et 4500rpm, le second à 5000rpm et 4900rpm en sens horaire et trigonométrique res-

pectivement. Le léger pic à 2200rpm constaté sur les courbes du coefficient de surcharge dyna-

mique est également présent ici. 

 

Figure 4-12 Evolution du coefficient d'erreurs de transmission TEC dans le sens de rotation a) ho-

raire et b) trigonométrique, pour le système global (erreurs de transmission prises entre les 

nœuds d'entrée et de sortie) et pour l'engrènement uniquement (erreurs de transmission prises 

entre les nœuds du planétaire et du porte-satellites uniquement) 

 

Le pic principal correspond, en sens horaire, aux modes 11 et 12, la fréquence d’engrènement du 

train planétaire étant de 1656Hz à 4600rpm, proche de la fréquence de 1660Hz à laquelle inter-

viennent ces deux modes. Les modes 13 à 16 sont tous proches de ce pic, à des fréquences com-

prises entre 1688 et 1695Hz, les situant à environ 4700rpm. En sens trigonométrique, les modes 

9 et 10 interviennent à une fréquence de 1645Hz, proche de la fréquence d’engrènement à 4500 

et 4600rpm au niveau du pic principal. Les modes 11 à 14 sont proches de ce pic, à des fréquences 

comprises entre 1691 et 1699Hz. 

En sens horaire, le second pic à 5000rpm ne correspond pas uniquement au mode 17, à cette vi-

tesse de rotation la fréquence d’engrènement est de 1800Hz proche des 1815Hz de ce mode 

propre cependant les déplacements des différents nœuds à cette vitesse de rotation révèlent un 

mode de type T-T, avec un basculement des arbres d’entrée et de sortie. En sens de rotation trigo-

nométrique, aucun mode propre ne correspond au pic visible à 4900rpm, l’analyse des déplace-

ments des différents nœuds révèle cependant un basculement des arbres d’entrée et de sortie, ce 

pic correspondrait donc à un mode de type T-T non ou mal prédit par l’analyse modale. 

Le pic constaté à 2200rpm dans les deux sens de rotation ne correspond pas non plus à un mode 

identifié lors de l’analyse modale, on constate cependant à cette vitesse des déplacements en tor-

sion plus élevés qu’aux vitesses adjacentes, révélant un mode de type R-A également non ou mal 

prédit par l’analyse modale. 
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Les modes les plus critiques, autant pour le coefficient de surcharge dynamique que pour le coef-

ficient d’erreurs de transmission, sont donc pour ce train épicycloïdal des modes de type T-T fai-

sant intervenir des basculements des arbres et des éléments centraux. Ces modes vont donc être 

fortement dépendants de la conception des arbres et paliers. 

 

4.2.3 Influence des erreurs d’assemblage 

Ce paragraphe s’intéresse au comportement du train épicycloïdal en présence de différentes er-

reurs d’assemblage. Dans ce paragraphe, tous les résultats sont donnés pour un couple d’entrée 

de 200Nm et une vitesse de rotation en entrée de 1100rpm. Les différentes erreurs étudiées dans 

cette sous-partie sont définies au paragraphe 2.1.2.3, ainsi qu’illustrées en figure 1-8. 

Le tableau 4-13 présente l’influence des erreurs de position et d’excentration sur les coefficients 

d’erreurs de transmission et de surcharge dynamique en sens horaire, le tableau 4-14 présente 

les mêmes résultats pour le sens de rotation trigonométrique. Les erreurs de position sont, à l’ex-

ception de celles placées sur le satellite no1, selon 𝒙𝑰𝟎, cependant le nombre de tours du porte-

satellites réalisé étant entier les résultats sont égaux à ceux d’une erreur de position selon 𝒚𝑰𝟎. On 

constate qu’aucune asymétrie n’est présente entre les deux sens de rotation. 

 

Erreur 
d'assemblage 

Amplitude de 
l'erreur Support de l'erreur Sens de rotation TEC DC 

Pas d'erreur    Horaire 1.94 1.02 

Position 50 µm Planétaire Horaire 10.39 1.22 

Position 50 µm Porte-satellites Horaire 17.11 1.35 

Position 50 µm Couronne Horaire 2.53 1.22 

Position 𝑒𝑥1 50 µm Satellite no1 Horaire 1.93 1.02 

Position 𝑒𝑦1 50 µm Satellite no1 Horaire 1.90 1.15 

Excentration 50 µm Planétaire Horaire 10.31 1.22 

Excentration 
(𝜃𝑐

𝑒𝑐 = 0) 
50 µm Porte-satellites Horaire 1.92 1.09 

Excentration 50 µm Satellite no1 Horaire 60.27 1.28 

Tableau 4-13 Influence des erreurs de position et d’excentration sur les erreurs de transmission et 

les efforts d’engrènement – sens de rotation horaire 

 

Les erreurs de position radiales des satellites, selon 𝒙𝟏, n’ont à cette amplitude aucun effet ni sur 

le coefficient des erreurs de transmission, ni sur le coefficient de surcharge dynamique, illustrant 

la propriété des profils à développante de cercle de maintenir un rapport de vitesse constant au 

cours du temps sur une plage d’entraxe autour de l’entraxe nominal. Les erreurs de position tan-

gentielles des satellites dégradent quant à elles légèrement les coefficients d’erreurs de transmis-

sion et de surcharge dynamique, dû au fait qu’elles génèrent une inégalité dans le partage de 

charge des satellites ainsi qu’un léger décalage de phase de la raideur d’engrènement du satellite 

impacté ; cette inégalité dans le partage de charge entre satellites est cependant constante dans le 

temps, seul le décalage de phase généré par l’erreur vient donc impacter les erreurs de transmis-

sion. Les erreurs d’excentration sur le porte-satellites sont également très peu critiques, elles sont 
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cinématiquement assimilables à un ensemble d’erreurs de position radiales et tangentielles sur 

l’ensemble des satellites, différentes pour chacun des satellites, amenant donc à un comportement 

similaire à ces deux erreurs. Ces erreurs sont peu critiques car elles ne génèrent pas pour les sa-

tellites de variation des conditions d’engrènement au cours du temps. 

Les erreurs d’excentration des satellites sont à l’inverse particulièrement critique, pour le coeffi-

cient d’erreurs de transmission comme pour le coefficient de surcharge dynamique. Ces erreurs 

génèrent un partage de charge entre satellites inégal et variable au cours du temps, ainsi qu’un 

déphasage de la raideur d’engrènement du satellite concerné, variable au cours du temps lui aussi. 

Ces variations particulières des conditions d’engrènement au cours du temps dégradent forte-

ment les erreurs de transmission, tout en amenant à un coefficient de surcharge dynamique logi-

quement du même ordre qu’une erreur de position tangentielle du satellite. Les erreurs les plus 

critiques pour le coefficient de surcharge dynamique sont cependant les erreurs de position du 

porte-satellites. A l’instar des erreurs d’excentration sur le porte-satellites, les erreurs de position 

sur le porte-satellites sont également cinématiquement assimilables à un ensemble d’erreurs de 

position radiales et tangentielles sur l’ensemble des satellites, différentes pour chacun des satel-

lites ; cet ensemble d’erreurs de position radiales et tangentielles des satellites est dans ce cas-ci 

variable au cours du temps, à la vitesse de rotation du porte-satellites, parcourant différentes con-

figuration et notamment la configuration la plus défavorable du point de vue du partage des 

charges, amenant au coefficient de surcharge dynamique le plus défavorable. Cette configuration 

particulièrement défavorable est donc également atteignable avec une erreur d’excentration du 

porte-satellites, pour une valeur particulière de l’angle initial de l’erreur d’excentration 𝜃𝑐
𝑒𝑐. 

 

Erreur 
d'assemblage 

Amplitude de 
l'erreur Support de l'erreur Sens de rotation TEC DC 

Pas d'erreur    Trigonométrique 1.59 1.02 

Position 50 µm Planétaire Trigonométrique 10.30 1.23 

Position 50 µm Porte-satellites Trigonométrique 16.97 1.35 

Position 50 µm Couronne Trigonométrique 2.31 1.23 

Position 𝑒𝑥1 50 µm Satellite no1 Trigonométrique 1.59 1.02 

Position 𝑒𝑦1 50 µm Satellite no1 Trigonométrique 1.62 1.29 

Excentration 50 µm Planétaire Trigonométrique 10.26 1.23 

Excentration 

(𝜃𝑐
𝑒𝑐 = 0) 

50 µm Porte-satellites Trigonométrique 1.60 1.09 

Excentration 50 µm Satellite no1 Trigonométrique 59.92 1.28 

Tableau 4-14 Influence des erreurs de position et d’excentration sur les erreurs de transmission et 

les efforts d’engrènement – sens de rotation trigonométrique 

 

Le tableau 4-15 présente l’influence des erreurs de désalignement et de désaxage sur les coeffi-

cients d’erreurs de transmission et de surcharge dynamique en sens horaire, le tableau 4-16 pré-

sente les mêmes résultats pour le sens de rotation trigonométrique. On constate encore une fois 

une asymétrie négligeable entre les deux sens de rotation. On remarque également que ces er-

reurs angulaires n’ont qu’une très faible influence sur le coefficient de surcharge dynamique ; les 

coefficients d’erreur de transmission sont également faibles pour ce niveau d’erreur, ce qui est 
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notamment dû aux corrections longitudinales présentes sur les satellites, qui réduisent le coeffi-

cient d’erreur de transmission de 130% en moyenne pour ces erreurs angulaires. 

Parmi les erreurs de désalignement, la plus critique pour les erreurs de transmission est l’erreur 

de désalignement 𝑒𝜓1 sur un satellite, et la moins critique, qui se révèle même être favorable, est 

l’erreur de désalignement 𝑒𝜙1 sur un satellite. Ces deux erreurs génèrent une perturbation du 

partage de charge entre satellites, cependant l’erreur de désalignement 𝑒𝜓1 ne génère pas de dé-

phasage des raideurs d’engrènement des satellites, alors que l’erreur de désalignement 𝑒𝜙1 gé-

nère un déphasage de la raideur d’engrènement du satellite impacté qui, dans cette configuration 

où les raideurs d’engrènement de chacun des satellites avec le planétaire et la couronne sont en 

phase, est bénéfique aux erreurs de transmission. 

Les erreurs de désaxage sont plus critiques pour le coefficient d’erreurs de transmission que les 

erreurs de désalignement. Les erreurs de désaxage et de désalignement sur le planétaire sont très 

similaires, la seule différence entre ces deux erreurs étant la vitesse de rotation de l’axe du défaut 

dans le repère 𝑅1. L’erreur de désalignement du porte-satellites présente un coefficient d’erreur 

de transmission inférieur à celui de l’erreur de désaxage du porte-satellites, signifiant que l’angle 

initial de l’erreur de désaxage 𝜃𝑐
𝑒𝜉

 est à une valeur particulièrement défavorable. L’erreur de dé-

saxage sur le satellite est la plus critique de toutes les erreurs angulaires, dû aux variations dans 

le temps des conditions d’engrènement générées par cette erreur, explicitées dans l’analyse des 

erreurs de désalignement sur le satellite. 

 

Erreur 
d'assemblage 

Amplitude de 
l'erreur Support de l'erreur Sens de rotation TEC DC 

Pas d'erreur       Horaire 1.94 1.02 

Désalignement 5E-04 rad Planétaire Horaire 2.11 1.05 

Désalignement 5E-04 rad Porte-satellites Horaire 1.98 1.06 

Désalignement 5E-04 rad Couronne Horaire 2.14 1.02 

Désalignement 
𝑒𝜙1 

5E-04 rad Satellite no1 Horaire 1.15 1.03 

Désalignement 
𝑒𝜓1 

5E-04 rad Satellite no1 Horaire 2.22 1.04 

Désaxage 5E-04 rad Planétaire Horaire 2.11 1.06 

Désaxage  

(𝜃𝑐
𝑒𝜉
= 0) 

5E-04 rad Porte-satellites Horaire 2.27 1.05 

Désaxage 5E-04 rad Satellite no1 Horaire 2.68 1.04 

Tableau 4-15 Influence des erreurs de désalignement et de désaxage sur les erreurs de transmis-

sion et les efforts d’engrènement – sens de rotation horaire 
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Erreur 
d'assemblage 

Amplitude de 
l'erreur Support de l'erreur Sens de rotation TEC DC 

Pas d'erreur    Trigonométrique 1.59 1.02 

Désalignement 5E-04 rad Planétaire Trigonométrique 1.81 1.05 

Désalignement 5E-04 rad Porte-satellites Trigonométrique 1.71 1.06 

Désalignement 5E-04 rad Couronne Trigonométrique 1.63 1.03 

Désalignement 
𝑒𝜙1 

5E-04 rad Satellite no1 Trigonométrique 0.93 1.05 

Désalignement 
𝑒𝜓1 

5E-04 rad Satellite no1 Trigonométrique 1.31 1.04 

Désaxage 5E-04 rad Planétaire Trigonométrique 1.83 1.05 

Désaxage  

(𝜃𝑐
𝑒𝜉
= 0) 

5E-04 rad Porte-satellites Trigonométrique 1.98 1.06 

Désaxage 5E-04 rad Satellite no1 Trigonométrique 2.48 1.04 

Tableau 4-16 Influence des erreurs de désalignement et de désaxage sur les erreurs de transmis-

sion et les efforts d’engrènement – sens de rotation trigonométrique 

 

4.2.4 Influence et détection des erreurs d’écaillage 

Cette sous-partie se concentre sur la modélisation et les méthodes de détection des défauts 

d’écaillage. Pour cette sous-partie uniquement, les paramètres de denture principaux sont ceux 

donnés en tableau 4-17 [126]. Le train épicycloïdal étudié possède 3 satellites, répartis uniformé-

ment ; la couronne est liée au repère fixe à travers 16 supports, modélisés par des matrices de 

raideurs additionnelles, répartis uniformément également, le premier support étant positionné 

par convention à la même position angulaire que la dent no6 de la couronne. Dans ce paragraphe, 

tous les résultats sont donnés pour un couple d’entrée de 500Nm et une vitesse de rotation en 

entrée de 2000rpm. 

 
  

Planétaire Satellites Couronne 

Nombre de dents 
 

24 36 96 

Module normal [mm] 1.5 

Angle de pression normal [°] 20 

Angle d'hélice de base [°] 10 

Largeur de denture [mm] 30 

Entraxe [mm] 45.694 

Tableau 4-17 Paramètres de denture du train épicycloïdal pour l’étude des erreurs d’écaillage 

L’écaillage est un défaut de forme se caractérisant par un enlèvement de matière localisé sur le 

flanc de denture [127]. La géométrie du défaut étudié ici est donnée en figure 4-13 ; le défaut oc-

cupe une surface importante du flanc de dent, sa profondeur est variable le long de la hauteur de 
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dent afin de se rapprocher de la géométrie réelle de ce type de défaut, et atteint un maximum de 

100µm. 

 

Figure 4-13 Géométrie du défaut d’écaillage étudié 

Différentes simulations sont effectuées en localisant le défaut sur différents mobiles, les diffé-

rentes configurations sont données dans le tableau 4-18.  

 

Configuration Support de l'erreur 

a Satellite no1, flanc en contact avec la couronne 

b Satellite no1, flanc en contact avec le planétaire 

c Couronne 

d Planétaire 

Tableau 4-18 Position du défaut d’écaillage dans différentes configurations 

4.2.4.1 Signaux d’erreurs de transmission 

Les erreurs de transmission générées par une erreur d’écaillage sont étudiées dans ce paragraphe. 

La figure 4-14 présente le spectre des erreurs de transmission globales pour un cas de référence 

en absence d’erreurs d’écaillage. La figure 4-15 présente les spectres des erreurs de transmission 

globales des simulations a) à d). L’abscisse est adimensionnée par la fréquence de rotation du 

porte-satellites, de telle sorte que la fréquence d’engrènement apparait à l’ordre 96 correspon-

dant au nombre de dents de la couronne. En comparant la figure 4-14 avec la figure 4-15, il appa-

rait une nouvelle famille d’harmoniques dues à la présence de l’erreur d’écaillage, dont l’ordre 

dépend du mobile supportant l’erreur. Les ordres d’apparition de l’erreur pour les différentes 

configurations sont donnés dans le tableau 4-19.  

 

Configuration Ordre d’apparition du défaut 

a, b 8/3 = 𝑍𝑟 𝑍𝑝⁄  

c 3 = 𝑁𝑝 

d 12 = 𝑁𝑝 𝑍𝑟 𝑍𝑠⁄  

Tableau 4-19 Fréquence d’apparition du défaut dans les erreurs de transmission globales 
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On constate également que cette famille d’harmoniques liée au défaut d’écaillage forme des lobes 

sur le spectre des erreurs de transmission. Cette forme de lobe est liée à la géométrie du défaut, 

et peut être expliquée par le fait que la transformée de Fourier d’une fonction porte, représentatif 

d’une erreur d’écaillage, est une fonction sinus cardinal. L’étendue des lobes sur le spectre est 

ainsi reliée à la dimension de l’écaille sur le plan de base : 

𝑠𝑖 ℎ ≥ tan𝛽𝑏𝑤 ∶    ℎ =
𝑍𝑟
𝑙𝑙𝑜𝑏𝑒

𝑝𝑏𝑛
cos𝛽𝑏

𝑠𝑖 ℎ ≤ tan𝛽𝑏 𝑤 ∶    𝑤 =
𝑍𝑟
𝑙𝑙𝑜𝑏𝑒

𝑝𝑏𝑛
sin𝛽𝑏

 4-4 

Avec ℎ et 𝑤 hauteur et largeur du défaut d’écaillage dans le plan de base respectivement, 𝑙𝑙𝑜𝑏𝑒 la 

taille en ordres des lobes, et 𝑝𝑏𝑛 le pas de base normal. Cette particularité offre la possibilité de 

surveiller l’évolution de l’étendue d’un défaut en surveillant l’évolution des lobes du spectre des 

erreurs de transmission. 

 

Figure 4-14 Spectre des erreurs de transmission globales d’une configuration de référence sans 

défaut 
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Figure 4-15 Spectres des erreurs de transmission globales des configurations a), b), c) et d) 

 

4.2.4.2 Signaux d’accélération radiale de la couronne 

Les dispositifs de mesure des erreurs de transmission sont cependant souvent couteux, nécessi-

tant des codeurs angulaires haute fréquence précis dont l’acquisition en entrée et en sortie doit 

être synchronisée. Pour cette raison, ce paragraphe discute les possibilités de détection et de ca-

ractérisation d’un défaut d’écaillage par mesure des accélérations radiales de la couronne. Une 

transformée de Fourier du signal d’accélération ne permet cependant pas de révéler la présence 

du défaut, l’amplitude des accélérations causées par le défaut étant naturellement faibles, et ré-

partis en un très grand nombre d’harmoniques. De plus le signal est mesuré sur un point fixe de 

la couronne, modulant fortement le possible signal de l’erreur. Le cepstre [128]–[131] des accélé-

rations radiales permet cependant de s’affranchir de ces limitations et de correctement détecter 

le défaut et le mobile lui servant de support. Le cepstre est défini comme étant la transformée de 

Fourier inverse du logarithme de la transformée de Fourier du signal. Le cepstre conserve donc le 

signal dans le domaine temporel, cependant afin d’éviter toute confusion avec le signal temporel 

l’abscisse de ce signal est désigné comme étant une quéfrence. Les principales propriétés du 

cepstre sont [130] : 

(1) Le cepstre comprend autant d’ensembles de pics que de mobiles, l’espacement des pics 

d’un ensemble correspondant à la période de rotation du mobile. 

(2) Les ensembles de pics sont uniquement dus aux périodicités du signal temporel. 

(3) L’amplitude d’un ensemble de pics augmente lorsque l’énergie émise par le mobile qui lui 

est associé augmente. L’amplitude du signal temporel n’affecte que l’amplitude du pic à 

l’origine du cepstre, à la quéfrence 0. 

(4) La somme des premiers pics de chacun des ensembles de pics est constante, une augmen-

tation d’amplitude d’un des pics amène donc à une diminution de l’amplitude des autres 

pics du cepstre. 

Le cepstre des accélérations radiales de la couronne de la configuration de référence, sans erreur 

d’écaillage, est donné en figure 4-16 ; la figure 4-17 présente les cepstres des accélérations ra-
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diales de la couronne des configurations a) à d). Les quéfrences sont adimensionnées par la pé-

riode d’engrènement de telle sorte que la quéfrence adimensionnée d’un pic corresponde au 

nombre de périodes d’engrènement séparant deux occurrences du phénomène à l’origine de ce 

pic. Les quéfrences d’apparition du défaut pour les différentes configurations sont données dans 

le tableau 4-20, la figure 4-18 est focalisée sur les quéfrences d’apparition du défaut. 

 

Figure 4-16 Cepstre des accélérations radiales de la couronne d’une configuration de référence 

sans défaut 

 

 

Figure 4-17 Cepstres des accélérations radiales de la couronne des configurations a), b), c) et d) 
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Configuration Quéfrence d’apparition du défaut 𝑞 𝑇𝑀⁄  

a, b 36 = 𝑍𝑝 

c 32 = 𝑍𝑟 𝑁𝑝⁄  

d 8 = 𝑍𝑠 𝑁𝑝⁄  

Tableau 4-20 Quéfrence d’apparition du défaut dans les accélérations radiales de la couronne 

 

 

Figure 4-18 Cepstres des accélérations radiales de la couronne des configurations a), b), c) et d) à 

la quéfrence d’apparition du défaut (- - Quéfrence d’apparition du défaut) 

Il est intéressant de noter que la quéfrence 32 n’est pas seulement la quéfrence d’apparition du 

défaut de la configuration c), mais également la quéfrence de passage des satellites, apparaissant 

donc sur tous les cepstres de la figure 4-17 et de la figure 4-18. Cette coïncidence des quéfrences 

rend les défauts d’écaillage sur la couronne les moins facilement détectables, la seule différence 

entre les cepstres des accélérations radiales d’une couronne avec et sans un défaut d’écaillage 

étant l’amplitude de la quéfrence 32 et de ses rhamoniques – désignant les pics secondaires d’un 

ensemble de pics du cepstre. La détection d’un défaut d’écaillage sur la couronne reste cependant 

possible en surveillant l’évolution relative des quéfrences 8, quéfrence d’apparition d’un défaut 

d’écaillage du planétaire, et 96, la troisième rhamonique de la quéfrence d’apparition d’un défaut 

d’écaillage de la couronne, et la quéfrence la plus impactée par la présence de ce défaut. Un défaut 

d’écaillage sur la couronne peut être détecté dans le cas où l’amplitude du pic de la quéfrence 96 

augmente sans que celui de la quéfrence 8 n’augmente. 

La quéfrence 96, correspondant à une rotation complète du porte-satellites, est dominante pour 

les configurations c) et d). Cela provient du fait que la quéfrence 96 est un multiple entier de la 

quéfrence d’apparition du défaut pour ces deux configurations, contrairement aux configurations 

a) et b). Le cepstre permet donc la détection du défaut et la détermination du mobile supportant 

le défaut à partir des signaux d’accélérations radiales de la couronne, alors que le spectre ne le 

permettait pas. 
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Pour toutes les configurations présentées, le défaut est placé de manière à être actif lorsque la 

dent no4 de la couronne engrène avec satellite no1 par convention, et les signaux d’accélérations 

présentés sont calculés au nœud lié à la dent no4 de la couronne. Cette position de calcul des ac-

célérations peut sembler idéale pour maximiser les chances de détection du défaut, la figure 4-19 

révèle qu’il s’agit d’une position de mesure des accélérations présentant une sensibilité à la pré-

sence du défaut plutôt moyenne. La figure 4-19 présente l’amplitude de la quéfrence d’apparition 

du défaut en fonction de la position angulaire du point de calcul des accélérations radiales sur la 

couronne. La totalité des nœuds du modèle de couronne flexible sont donc parcourus et l’ampli-

tude de la quéfrence d’apparition du défaut sur le cepstre des accélérations relevées en chacun de 

ces nœuds est retranscrite sur ce graphique, qui peut donc être interprété comme une mesure de 

la position la plus favorable à la détection du défaut par le cepstre des accélérations radiales. 

 

Figure 4-19 Amplitude (m/s2) de la quéfrence d’apparition du défaut (cas a) et b) : q=36, 

cas d) : q=8) en fonction de la position angulaire sur la couronne du point de calcul 

des accélérations radiales (°) 

On observe une périodicité des courbes de la figure 4-19, liés aux nombre de supports de la cou-

ronne flexible, au nombre et à la répartition angulaire des satellites, et à la fréquence d’apparition 

du défaut dans les différentes fenêtres d’engrènement des plans d’actions du système se tradui-

sant en différentes positions angulaires sur le pourtour de la couronne, les vibrations se propa-

geant simultanément à travers les engrènements, et donc les satellites, et la couronne. La configu-

ration c) est exclue de la figure 4-19 car l’amplitude de la quéfrence d’apparition du défaut ne peut 

être directement utilisée pour détecter la présence du défaut, comme souligné précédemment. 

Bien que les courbes de la figure 4-19 présentent des maximums et des minimums, leur nombre 

et répartition angulaire sur la couronne dépendent également de la géométrie exacte du défaut, 

difficilement prédictible dans des applications réelles. Aucune conclusion générale ne peut donc 

être tirée quant aux positions angulaires des accéléromètres maximisant l’amplitude des qué-

frences d’apparition du défaut. 
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4.3 SYSTEME COMPLET 

Dans cette sous-partie le système complet, illustré en figure 2-17, est étudié. L’entrée de puissance 

se fait sur l’arbre traversant du couple d’engrenages, l’arbre intermédiaire assure le couplage 

entre le train épicycloïdal et le couple d’engrenages spiroconiques. La denture du train épicy-

cloïdal comme du couple d’engrenages spiroconiques est inchangée, les paramètres de denture 

principaux sont donnés dans le tableau 4-1 pour le couple d’engrenages spiroconiques et dans le 

tableau 4-9 pour le train épicycloïdal. 

4.3.1 Etude modale 

Le comportement modal du système complet est étudié dans cette sous-partie. Les 38 premières 

fréquences propres du système illustré en figure 2-17, ainsi que les pourcentages d’énergie mo-

dale conservés dans différents sous-système, soient l’arbre traversant, la denture du couple d’en-

grenages spiroconiques, l’arbre intermédiaire, la denture du train épicycloïdal, et l’arbre de sortie, 

sont données dans le tableau 4-21 pour le sens de rotation horaire, et dans le tableau 4-22 pour 

le sens de rotation trigonométrique. L’arbre de sortie inclus le porte-satellites, et par conséquent 

les axes des satellites et leurs roulements à aiguilles ; la denture du train épicycloïdal inclus la 

couronne flexible. 

 

Numéro 

du 

mode 

propre 

Fréquence 

propre 

(Hz) 

Pourcentage d’énergie modale 

Arbre tra-

versant 

Denture 

spiroco-

nique 

Arbre 

intermé-

diaire 

Denture du 

train 

épicycloïdal 

Arbre de 

sortie 

1 7.96 0.0% 0.0% 52.0% 0.2% 47.8% 

2 7.96 0.0% 0.0% 52.0% 0.2% 47.8% 

3 7.96 0.0% 0.0% 50.0% 0.2% 49.7% 

4 174.60 0.5% 0.5% 5.2% 1.8% 92.0% 

5 546.42 0.0% 0.0% 89.5% 0.1% 10.4% 

6 550.86 0.0% 0.0% 88.3% 0.2% 11.5% 

7 685.85 0.0% 0.0% 0.0% 0.0% 100.0% 

8 1144.24 1.8% 0.3% 97.0% 0.5% 0.5% 

9 1328.62 0.0% 0.0% 99.5% 0.3% 0.2% 

10 1368.03 2.3% 0.2% 91.7% 2.7% 3.2% 

11 1609.37 62.9% 0.6% 36.2% 0.1% 0.1% 

12 1633.53 0.2% 0.0% 93.7% 2.4% 3.7% 

13 1637.32 23.5% 0.1% 70.5% 2.1% 3.7% 

14 1655.04 68.7% 0.3% 28.9% 1.3% 0.9% 

15 1687.69 46.7% 0.1% 40.3% 1.4% 11.5% 

16 1692.30 5.8% 0.0% 77.7% 1.8% 14.7% 
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17 1694.21 45.6% 0.0% 36.3% 1.5% 16.5% 

18 1883.84 3.2% 0.1% 96.1% 0.2% 0.4% 

19 2423.00 0.1% 0.0% 0.2% 0.3% 99.5% 

20 2424.77 0.0% 0.0% 0.3% 0.3% 99.5% 

21 2665.90 16.6% 13.1% 13.3% 7.3% 49.7% 

22 2680.12 0.0% 0.0% 6.7% 10.3% 83.0% 

23 2770.32 18.7% 15.8% 49.1% 9.8% 6.6% 

24 3032.36 1.0% 0.7% 2.1% 0.1% 96.1% 

25 3035.65 0.0% 0.0% 0.1% 0.1% 99.8% 

26 3126.70 32.8% 19.8% 44.8% 0.6% 1.9% 

27 3197.84 0.0% 0.0% 41.2% 15.4% 43.4% 

28 3214.28 50.6% 18.2% 22.4% 1.4% 7.4% 

29 3279.87 98.9% 0.4% 0.7% 0.0% 0.0% 

30 3844.49 17.9% 0.1% 81.4% 0.4% 0.2% 

31 3859.69 0.1% 0.0% 99.1% 0.5% 0.2% 

32 4271.06 62.8% 23.8% 12.9% 0.3% 0.1% 

33 5501.89 0.0% 0.0% 0.0% 42.9% 57.1% 

34 5610.75 0.0% 0.0% 0.0% 98.5% 1.5% 

35 5832.61 0.5% 0.1% 0.9% 1.0% 97.6% 

36 6300.10 83.7% 0.4% 8.8% 5.5% 1.7% 

37 6448.98 100.0% 0.0% 0.0% 0.0% 0.0% 

38 6596.47 50.9% 7.6% 24.3% 15.9% 1.4% 

Tableau 4-21 Fréquences et pourcentages d’énergies modales des modes propres du système 

complet en sens de rotation horaire 

 

Numéro 

du 

mode 

propre 

Fréquence 

propre 

(Hz) 

Pourcentage d’énergie modale 

Arbre tra-

versant 

Denture 

spiroco-

nique 

Arbre inter-

médiaire 

Denture 

train épicy-

cloïdal 

Arbre de 

sortie 

1 7.96 0.0% 0.0% 81.9% 0.2% 17.9% 

2 7.96 0.0% 0.0% 81.9% 0.2% 17.9% 

3 7.96 0.0% 0.0% 82.3% 0.2% 17.5% 

4 174.80 0.2% 0.5% 6.3% 1.7% 91.2% 

5 538.92 0.0% 0.0% 90.9% 0.1% 9.0% 

6 540.75 0.0% 0.0% 90.7% 0.1% 9.2% 
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7 685.16 0.0% 0.0% 0.0% 0.0% 100.0% 

8 1179.60 0.5% 0.2% 98.3% 0.5% 0.5% 

9 1325.75 0.0% 0.0% 99.5% 0.3% 0.2% 

10 1382.01 0.4% 0.1% 93.3% 2.9% 3.3% 

11 1629.10 25.0% 0.6% 69.2% 1.4% 3.8% 

12 1633.06 1.9% 0.1% 91.1% 3.3% 3.7% 

13 1636.64 49.7% 0.9% 46.1% 1.9% 1.3% 

14 1672.57 52.2% 0.4% 46.9% 0.2% 0.3% 

15 1684.07 47.0% 0.2% 51.8% 0.4% 0.6% 

16 1688.00 2.4% 0.0% 84.5% 1.5% 11.6% 

17 1694.54 47.3% 0.1% 50.0% 0.5% 2.1% 

18 1719.58 92.5% 0.0% 7.2% 0.1% 0.1% 

19 2420.42 0.0% 0.1% 0.1% 0.2% 99.5% 

20 2424.31 0.0% 0.0% 0.4% 0.3% 99.3% 

21 2649.20 8.8% 14.7% 46.8% 4.4% 25.3% 

22 2682.93 0.0% 0.0% 13.3% 9.5% 77.2% 

23 2770.84 7.2% 11.4% 64.9% 8.7% 7.7% 

24 3029.16 0.8% 1.0% 5.8% 0.1% 92.4% 

25 3035.57 0.0% 0.0% 0.1% 0.1% 99.8% 

26 3136.47 11.7% 13.4% 72.2% 0.6% 2.1% 

27 3198.13 0.0% 0.0% 37.7% 16.1% 46.2% 

28 3245.46 14.8% 14.8% 66.0% 0.5% 3.9% 

29 3687.22 99.7% 0.0% 0.3% 0.0% 0.0% 

30 3795.09 0.0% 0.0% 99.2% 0.4% 0.3% 

31 3955.06 44.7% 2.0% 52.8% 0.4% 0.1% 

32 4047.11 99.5% 0.1% 0.4% 0.0% 0.0% 

33 4165.55 71.1% 8.1% 20.4% 0.3% 0.1% 

34 5503.34 0.0% 0.0% 0.0% 42.9% 57.1% 

35 5577.74 77.6% 12.2% 5.0% 2.0% 3.2% 

36 5610.67 0.9% 0.2% 0.0% 97.9% 1.0% 

37 5848.27 3.8% 1.4% 0.2% 0.3% 94.3% 

38 6644.13 12.1% 16.8% 41.7% 27.5% 2.0% 

Tableau 4-22 Fréquences et pourcentages d’énergies modales des modes propres du système 

complet en sens de rotation trigonométrique 
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Les trois premiers modes de satellites constatés sur le train épicycloïdal sont logiquement égale-

ment présents ici, à la même fréquence propre et pour les deux sens de rotation. Aucune des autres 

fréquences propres du train épicycloïdal seul ou du couple d’engrenages spiroconiques seul ne se 

retrouvent ici. Certains modes propres restent cependant proches, c’est notamment le cas du 

mode 7 pour le train épicycloïdal et le système complet, qui est un mode de déplacement axial de 

l’arbre de sortie pour ces deux systèmes.  

L’arbre intermédiaire apparait être un composant clef du comportement modal du système, la 

moyenne du pourcentage d’énergie modale conservée dans ce sous-système pour les 38 modes 

étant d’environ 40%, alors que l’arbre d’entrée du train épicycloïdal seul ne comptait que pour 

30% de l’énergie modale en moyenne pour un système ne comportant que 3 sous-systèmes. 

L’arbre intermédiaire étant sollicité par les engrènements des satellites avec le planétaire d’une 

part et par l’engrènement du couple d’engrenages spiroconiques de l’autre part, une très grande 

majorité des modes propres du système, 23 sur 38 en sens de rotation horaire et 24 sur 38 en 

sens de rotation trigonométrique, viennent le solliciter en flexion. C’est notamment le cas du mode 

8 pour les deux sens de rotation, dont la déformée modale est représentée en figure 4-20. 

La classification des modes propres présentée par Eritenel et Parker [77] et utilisée au paragraphe 

4.2.1 n’est plus valable pour le système complet, très peu de modes présentent une multiplicité de 

2 et un certain nombre de modes présentent des caractéristiques des modes de type R-A et de 

type T-T simultanément, c’est notamment le cas du mode 18 en sens de rotation horaire et du 

mode 14 en sens de rotation trigonométrique, représentés en figure 4-21, combinant notamment 

une translation axiale et une flexion de l’arbre intermédiaire. Des modes de type PR restent ce-

pendant existants, le mode 34 en sens de rotation horaire et 36 en sens de rotation trigonomé-

trique en font partie et interviennent à une fréquence identique pour les deux sens de rotation ; 

leur déformée modale est représentée en figure 4-22. 

La différence de comportement entre les deux sens de rotation se révèle être similaire à celle du 

train épicycloïdal seul. En comparant les modes propres du train épicycloïdal seul entre les deux 

sens de rotation, il apparait que 18 des 30 modes propres étudiés, soit 60%, sont communs d’un 

sens de rotation à l’autre, avec des déformées modales similaires et des fréquences propres diffé-

rentes de moins de 0.5% ; 22 des 38 modes propres étudiés du système complet, soit environ 58%, 

répondent aux mêmes critères alors qu’aucun des modes propres du couple d’engrenages spiro-

coniques seul n’y répondent. 

Enfin, on constate que les modes propres sollicitant la denture des engrenages spiroconiques, tels 

que les modes 21 et 23, tendent à solliciter la totalité des sous-systèmes, illustrant l’influence du 

couple d’engrenages spiroconiques sur le système complet. Les modes dont l’énergie modale con-

servée dans l’engrènement du couple d’engrenages spiroconiques est supérieure à 3% font inter-

venir l’engrènement du train épicycloïdal ou l’arbre de sortie à plus de 3% dans 70% des cas. En 

comparaison, les modes dont l’énergie modale conservée dans l’engrènement du train épicy-

cloïdal est supérieure à 3% ne font intervenir l’engrènement du couple d’engrenages spiroco-

niques ou l’arbre traversant à plus de 3% que dans 44% des cas. La déformée modale du mode 23 

est représentée en figure 4-23. 
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Figure 4-20 Déformées modales du mode 5 en sens de rotation a) horaire et b) trigonométrique. 

Légende : ○ - position nominale des nœuds, + - position déformée des nœuds, i : nœud d’entrée et 

du premier roulement de l’arbre traversant, pbg : nœud du pignon spiroconique, ie : nœud du se-

cond roulement de l’arbre traversant, wbg : nœud de la roue spiroconique, ib1, ib2 : nœuds des 

roulements de l’arbre intermédiaire, c / s : nœuds du porte-satellites et du planétaire (deux nœuds 

différents mais géométriquement superposés), ob1, ob2 : nœuds des roulements de l’arbre de 

sortie, o : nœud de sortie, p1, p2, p3 : nœuds des satellites 
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Figure 4-21 Déformées modales du mode a) 18 en sens de rotation horaire et b) 14 en sens de rota-

tion trigonométrique, faisant intervenir des comportements de modes de type R-A et de type T-T 

simultanément. Une légende détaillée de cette représentation est donnée en figure 4-20 

 

Figure 4-22 Déformées modales a) du mode 34 en sens de rotation horaire et b) du mode 36 en 

sens de rotation trigonométrique, de types PR. Une légende détaillée de cette représentation est 

donnée en figure 4-20 
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Figure 4-23 Déformées modales du mode 23 en sens de rotation a) horaire et b) trigonométrique, 

une légende détaillée de cette représentation est donnée en figure 4-20 

 

4.3.2 Comportement dynamique 

Cette sous-partie s’intéresse au comportement dynamique du système complet. A cette fin, une 

série de simulations a été effectuée couvrant une plage de vitesse allant de 100rpm à 6000rpm, 

avec un pas de 100rpm, pour un couple d’entrée fixé à 200Nm. Les indicateurs définis au para-

graphe 4.1.2, le coefficient de surcharge dynamique 𝐷𝐶 et le coefficient d’erreur de transmis-

sion 𝑇𝐸𝐶, sont réutilisés ici : 

Le coefficient de surcharge dynamique du couple d’engrenages spiroconiques est défini comme la 

valeur maximale du rapport entre l’effort dynamique vu par l’engrènement du couple d’engre-

nages spiroconiques du système complet et l’effort quasi-statique vu par l’engrènement du couple 

d’engrenages spiroconiques seul. Le coefficient de surcharge dynamique des engrènements exté-

rieurs et intérieurs du train épicycloïdal dans le système complet sont définis par rapport aux 

efforts quasi-statiques des engrènements du train épicycloïdal seul. 

De manière similaire : 

(1) Pour l’engrènement du couple d’engrenages spiroconiques, les erreurs de transmission 

sont mesurées entre les nœuds du pignon et de la roue spiroconiques, et le coefficient 

d’erreurs de transmission est défini par rapport aux erreurs de transmission quasi-sta-

tique de l’engrènement du couple d’engrenages spiroconiques seul. 

(2) Pour l’engrènement du train épicycloïdal, les erreurs de transmission sont mesurées entre 

les nœuds du planétaire et du porte-satellites, et le coefficient d’erreurs de transmission 

est défini par rapport aux erreurs de transmission quasi-statique des engrènements du 

train épicycloïdal seul. 
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(3) Pour le système complet, les erreurs de transmission sont mesurées entre les nœuds d’en-

trée et de sortie, et le coefficient d’erreurs de transmission est défini par rapport aux er-

reurs de transmission quasi-statique du train épicycloïdal seul prises entre les nœuds 

d’entrée et de sortie. 

L’évolution du coefficient de surcharge dynamique en fonction de la vitesse de rotation est donnée 

en figure 4-24, et l’évolution du coefficient d’erreurs de transmission en fonction de la vitesse de 

rotation est donnée en figure 4-25. 

 

 

Figure 4-24 Evolution du coefficient de surcharge dynamique DC dans le sens de rotation a) ho-

raire et b) trigonométrique, pour les engrènements extérieurs (planétaire/satellites) et les engrè-

nements extérieurs (satellites/couronne) du train épicycloïdal, et l’engrènement du couple d’en-

grenages spiroconiques 

On constate que le coefficient de surcharge dynamique des engrènements du train épicycloïdal est 

15 à 20% plus élevé pour le système complet que pour le train épicycloïdal seul à 100rpm. Le 

coefficient de surcharge dynamique maximal sur la plage de vitesse étudiée est pour le train épi-

cycloïdal seul d’environ 1.17 pour les deux sens de rotation, au sein du système complet le coeffi-

cient de surcharge est sensiblement plus élevé, avec une valeur maximale atteignant environ 1.43 

en sens de rotation horaire et 1.67 en sens de rotation trigonométrique. 

En comparant le coefficient de surcharge dynamique de l’engrènement du couple d’engrenages 

spiroconiques seul ou au sein du système complet, on constate qu’il diminue légèrement à basse 

vitesse en sens de rotation horaire. Il atteint cependant une valeur de 1.43, supérieure à la valeur 

maximale de 1.35 du système comprenant le couple d’engrenages spiroconiques seul alors que la 

plage de vitesse balayée est plus faible. En sens de rotation trigonométrique, le coefficient de sur-

charge dynamique de l’engrènement du couple d’engrenages spiroconique au sein du système 

complet est supérieur sur la totalité de la plage de vitesse à celui du couple d’engrenages spiroco-

niques seul. Il atteint une valeur maximale de 1.95 significativement supérieure à la valeur maxi-

male de 1.69 constatée pour le couple d’engrenages spiroconiques seul dans le même sens de ro-

tation. L’intégration du couple d’engrenages spiroconiques dans le système complet amène donc 

à une forte dissymétrie du coefficient de surcharge dynamique entre les deux sens de rotation, le 
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sens de rotation horaire étant significativement plus avantageux que le sens de rotation trigono-

métrique. 

Un pic important du coefficient de surcharge dynamique de l’engrènement du couple d’engre-

nages spiroconiques apparait aux alentours de 5800rpm pour les deux sens de rotation. En sens 

de rotation trigonométrique, deux autres pics sont discernables à 3300rpm et 4400rpm, en sens 

de rotation horaire un léger pic est visible à 3200rpm. Le coefficient de surcharge dynamique des 

engrènements du train épicycloïdal ne présente pas de pic aussi important que pour le couple 

d’engrenages spiroconiques, augmentant en suivant une tendance linéaire sur la plage de vitesse 

étudiée. 

Le coefficient d’erreurs de transmission, donné en figure 4-25, évolue de manière plus complexe 

avec la vitesse de rotation. En sens de rotation horaire, on constate un premier pic des erreurs de 

transmission globales à 2400rpm correspondant à un pic des erreurs de transmission du couple 

d’engrenages spiroconiques. Les erreurs de transmission du couple d’engrenages spiroconiques 

présentent un second pic à 3400rpm, qui n’a cependant pas de répercussion sur les erreurs de 

transmission globales. Les erreurs de transmission globales présentent d’ailleurs un minimum à 

3100rpm. Un second pic des erreurs de transmission globales apparait à 3900rpm, superposé à 

un pic des erreurs de transmission du train épicycloïdal. Enfin, un troisième pic des erreurs de 

transmission globales est présent à 5900rpm, correspondant à un pic des erreurs de transmission 

du couple d’engrenages spiroconiques. 

En sens de rotation trigonométrique, un faible premier pic des erreurs de transmission du train 

épicycloïdal apparait à 1500rpm, sans impact sur les erreurs de transmission globales. Le premier 

pic des erreurs de transmission globales apparait à 2500rpm, coïncidant avec un pic des erreurs 

de transmission du couple d’engrenages spiroconiques. Comme pour le sens de rotation trigono-

métrique, un second pic des erreurs de transmission du couple d’engrenages spiroconiques est 

présent à 3400rpm, sans impact sur les erreurs de transmission globales. Les erreurs de trans-

mission globales présentent un minimum à 3100rpm, puis un second pic à 4000rpm correspon-

dant à un pic des erreurs de transmission du train épicycloïdal. Enfin, on constate un pic des er-

reurs de transmission du couple d’engrenages spiroconiques à 5600rpm coïncidant avec un léger 

pic des erreurs de transmission du train épicycloïdal, et suivi à 5900rpm d’un pic des erreurs de 

transmission globales. 

Enfin, on constate que les erreurs de transmission du train épicycloïdal au sein du système com-

plet sont, à basse vitesse, plus faibles que lorsque le train épicycloïdal est seul d’environ 10% en 

sens de rotation horaire, et plus élevées que lorsque le train épicycloïdal est seul d’environ 26% 

en sens de rotation trigonométrique. Les erreurs de transmission du couple d’engrenages spiro-

coniques suivent la même tendance, elles sont 10% plus faibles lorsque le couple d’engrenages 

spiroconiques est au sein du système complet que seul en sens horaire, et 58% plus élevées lors-

que le couple d’engrenages spiroconiques est au sein du système complet que seul en sens trigo-

nométrique. Le sens de rotation trigonométrique est donc plus défavorable que le sens de rotation 

horaire, pour le coefficient de surcharge dynamique comme pour le coefficient d’erreurs de trans-

mission. 

Le pic constaté sur la courbe du coefficient d’erreurs de transmission à 2500rpm correspond au 

mode propre 8 dans les deux sens de rotation, à cette vitesse de rotation la fréquence d’engrène-

ment du couple d’engrenages spiroconiques est de 1167Hz, proche des fréquences propres de 

1144Hz et 1180Hz de ce mode en sens de rotation horaire et trigonométrique respectivement. Ce 

mode propre est un mode de flexion de l’arbre intermédiaire, excité périodiquement par l’engrè-

nement du couple d’engrenages spiroconiques. Cette flexion périodique de l’arbre intermédiaire 

vient périodiquement augmenter les erreurs de transmission du couple d’engrenages spiroco-

niques, expliquant la superposition de ce pic du coefficient des erreurs de transmission globales 
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avec un pic du coefficient des erreurs de transmission de l’engrènement du couple d’engrenages 

spiroconique. 

 

Figure 4-25 Evolution du coefficient d'erreurs de transmission TEC dans le sens de rotation a) ho-

raire et b) trigonométrique, pour le système global, pour les engrènements du train épicycloïdal 

uniquement et pour l’engrènement du couple d’engrenages spiroconiques 

Le minimum du coefficient des erreurs de transmission est atteint pour une vitesse de rotation de 

3100rpm, dans les deux sens de rotation. A cette vitesse, les erreurs de transmission du train épi-

cycloïdal présentent une composante à la fréquence d’engrènement du couple d’engrenages spi-

roconiques, ce dernier excitant la totalité du système. Cependant la composante à la fréquence 

d’engrènement du couple d’engrenages spiroconiques des erreurs de transmission du couple 

d’engrenages spiroconiques et de celles du train épicycloïdal se retrouvent en opposition de 

phase, résultant en une erreur de transmission globale ne comportant plus de composante à la 

fréquence d’engrènement du couple d’engrenages spiroconiques. On obtient donc une plage de 

vitesse autour de 3100rpm, correspondant à une plage de déphasage des erreurs de transmission 

du couple d’engrenages spiroconiques et du train épicycloïdal, pour laquelle le coefficient d’erreur 

de transmission globale est inférieur aux coefficients d’erreurs de transmission individuels du 

train épicycloïdal et du couple d’engrenages spiroconiques. 

Le pic du coefficient d’erreurs de transmission du couple d’engrenages spiroconiques présent à 

3400rpm correspond au 11ème mode propre du système complet, pour les deux sens de rotation. 

Ce mode propre est un mode de basculement de l’arbre traversant et de flexion de l’arbre inter-

médiaire, excité par l’engrènement du couple d’engrenages spiroconiques. A la différence du 8ème 

mode propre cependant les déplacements radiaux du planétaire comme du porte-satellites sont 

réduits, et le phénomène de déphasage des erreurs de transmission mentionné au paragraphe 

précédent a toujours à cette vitesse une influence non négligeable. Ce mode propre n’a donc pas 

ou peu d’influence sur les erreurs de transmission globales. 

Le second pic du coefficient d’erreurs de transmission globales à 3900rpm et 4000rpm, pour le 

sens de rotation horaire et trigonométrique respectivement, correspond au mode propre 10, ex-

cité par l’engrènement du train épicycloïdal. Ce mode propre sollicite en flexion l’arbre intermé-

diaire, en basculement l’arbre de sortie, ainsi que la denture du train épicycloïdal et la couronne 

flexible. 
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Enfin, le troisième pic du coefficient d’erreurs de transmission globales est dû au mode propre 23 

pour les deux sens de rotation. Ce mode propre, dont la déformée modale est illustrée en figure 

4-23, sollicite la totalité des sous-systèmes. En sens de rotation trigonométrique, un pic du coeffi-

cient des erreurs de transmission de l’engrènement du train épicycloïdal et du couple d’engre-

nages spiroconiques est présent à 5600rpm, soit légèrement plus tôt que le mode propre 23 à 

5900rpm. Les erreurs de transmission du train épicycloïdal et du couple d’engrenages spiroco-

niques se comportent à 5600rpm de manière similaire, mais dans une moindre mesure, au mini-

mum présent à 3100rpm, décalant ainsi le pic du coefficient d’erreurs de transmission globales 

avec ceux des engrènements du train épicycloïdal et du couple d’engrenages spiroconiques. 

La répartition des pressions de contact sur le flanc de denture des engrenages spiroconiques est 

fortement impactée par la présence du train épicycloïdal. La figure 4-26 illustre la répartition des 

pressions de contact sur le flanc de denture du pignon spiroconique, en sens de rotation trigono-

métrique et à différentes vitesses de rotation, correspondant aux divers pics du coefficient de sur-

charge dynamique et du coefficient d’erreurs de transmission. A titre de comparaison, la réparti-

tion des pressions de contact sur le flanc de denture du pignon spiroconique en l’absence du train 

épicycloïdal est donnée en figure 4-6. La répartition des pressions de contact est globalement dé-

placée vers la tête de dent, la pression maximale auparavant de 1.0GPa atteint maintenant 1.1GPa 

à hautes vitesses. La surcharge constatée au dégagement, en tête de dent, est également plus im-

portante. La présence du train épicycloïdal complexifie le comportement du couple d’engrenages 

spiroconiques, qui auparavant présentait un seul mode impactant de manière significative les ré-

partitions de pression sur une plage de vitesse allant jusqu’à 8100rpm ; on constate pour le sys-

tème complet quatre modes propres ayant une forte influence sur les répartitions de pression, 

pour une plage de vitesse allant uniquement jusqu’à 6000rpm. 
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Figure 4-26 Répartition des pressions de contact (en Pascal) sur le flanc de denture du pignon spi-

roconique à a) 100rpm, b) 2500rpm, c) 3300rpm, d) 4400rpm et e) 5600rpm en sens de rotation 

trigonométrique 
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4.3.3 Influence des erreurs d’assemblage 

Ce paragraphe s’intéresse au comportement du système complet en présence de différentes er-

reurs d’assemblage du couple d’engrenages spiroconiques. Dans ce paragraphe, tous les résultats 

sont donnés pour un couple d’entrée de 200Nm et une vitesse de rotation en entrée de 1100rpm. 

Les différentes erreurs étudiées dans cette sous-partie sont illustrées en figure 2-11. Les défini-

tions du coefficient d’erreurs de transmission TEC et du coefficient de surcharge dynamique DC 

données au paragraphe 4.3.2 pour le système complet sont utilisées ici. 
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Pas d'erreur    2.33 1.76 1.04 1.18 1.01 

Axiale 50    µm Pignon 2.50 1.75 1.22 1.18 1.02 

Axiale 50  µm Roue 2.33 1.76 1.04 1.18 1.01 

Axiale -50  µm Pignon 2.32 1.75 1.00 1.18 1.01 

Axiale -50  µm Roue 2.34 1.76 1.05 1.18 1.02 

Hypoïde 50  µm Pignon 2.43 1.76 1.15 1.18 1.02 

Hypoïde 50  µm Roue 2.62 1.76 1.33 1.18 1.01 

Hypoïde -50  µm Pignon 2.62 1.76 1.33 1.18 1.01 

Hypoïde -50  µm Roue 2.43 1.76 1.15 1.18 1.02 

Excentration 50  µm Pignon 19.28 1.77 12.88 1.18 1.02 

Excentration 50  µm Roue 24.32 1.80 16.24 1.18 1.02 

Tableau 4-23 Influence des erreurs de position axiale, des erreurs d’hypoïde et des erreurs d’ex-

centration sur les erreurs de transmission et les efforts d’engrènement du système complet – 

sens de rotation horaire 

Le tableau 4-23 présente l’influence des erreurs de position axiales, des erreurs d’hypoïdes et des 

erreurs d’excentration sur ces différents indicateurs en sens de rotation horaire, le tableau 4-24 

présente les mêmes résultats en sens de rotation trigonométrique. Il apparait que l’influence de 

ces erreurs sur le comportement du train épicycloïdal est à cette vitesse négligeable, autant du 

point de vue du coefficient d’erreurs de transmission que du coefficient de surcharge dynamique 

des engrènements du train épicycloïdal. Le coefficient d’erreurs de transmission globales, ainsi 

que celui du couple d’engrenages spiroconiques, restent cependant impactés par ces erreurs, de 

manière similaire au système du couple d’engrenages spiroconiques seul. Les variations du coef-

ficient de surcharge dynamique sont, autant pour les engrènements du train épicycloïdal que pour 

celui du couple d’engrenages spiroconiques, négligeables, ce qui n’était pas le cas au sein du sys-

tème du couple d’engrenages spiroconiques seul. Les erreurs d’excentration restent les plus cri-

tiques, impactant sensiblement les erreurs de transmission. Les observations faites au paragraphe 

4.1.3 sur les erreurs de position axiales restent valables ici : les erreurs de position axiales posi-

tives sur la roue ou négatives sur le pignon sont bénéfiques aux erreurs de transmission, sinon 
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neutres, alors que les erreurs de position axiales négatives sur la roue ou positives sur le pignon 

dégradent les erreurs de transmission. De manière identique, les erreurs d’hypoïde positives sur 

le pignon ou négatives sur la roue sont moins critiques que les erreurs d’hypoïde négatives sur le 

pignon ou positives sur la roue. 
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Pas d'erreur    2.76 1.74 1.93 1.22 1.08 

Axiale 50    µm Pignon 2.83 1.74 2.02 1.22 1.06 

Axiale 50  µm Roue 2.67 1.73 1.84 1.22 1.08 

Axiale -50  µm Pignon 2.68 1.72 1.83 1.22 1.07 

Axiale -50  µm Roue 3.17 1.75 2.31 1.22 1.06 

Hypoïde 50  µm Pignon 2.79 1.75 2.08 1.22 1.07 

Hypoïde 50  µm Roue 3.27 1.73 2.34 1.22 1.08 

Hypoïde -50  µm Pignon 3.27 1.73 2.34 1.22 1.08 

Hypoïde -50  µm Roue 2.78 1.75 2.06 1.22 1.07 

Excentration 50  µm Pignon 24.62 1.75 20.88 1.22 1.07 

Excentration 50  µm Roue 19.77 1.75 16.67 1.22 1.08 

Tableau 4-24 Influence des erreurs de position axiale, des erreurs d’hypoïde et des erreurs d’ex-

centration sur les erreurs de transmission et les efforts d’engrènement du système complet – 

sens de rotation trigonométrique 

Le tableau 4-25 présente l’influence des erreurs de désalignement et de désaxage du pignon et de 

la roue spiroconique en sens de rotation horaire, le tableau 4-26 présente les mêmes résultats en 

sens de rotation trigonométrique. On constate que ces erreurs angulaires sont, à l’exception des 

erreurs de désaxage, très peu critiques, pour les erreurs de transmission comme pour le coeffi-

cient de surcharge dynamique. L’influence de ces mêmes erreurs au sein du système comprenant 

le couple d’engrenages spiroconiques seul était en comparaison bien plus importante, la présence 

du train épicycloïdal en sortie restreint donc fortement l’impact de ces erreurs sur le coefficient 

d’erreur de transmission et le coefficient de surcharge dynamique. 

Certaines erreurs d’assemblages sont donc particulièrement critiques au sein du système complet 

comme au sein du couple d’engrenages spiroconiques seul, comme les erreurs d’excentration et 

de désaxage, d’autres erreurs apparaissent comme particulièrement peu critiques au sein de ces 

deux systèmes, comme certaines erreurs de position axiale. Enfin, l’impact des erreurs de désali-

gnement est fortement influencé par la présence du train épicycloïdal en sortie du couple d’en-

grenages spiroconiques. 
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Pas d'erreur    2.33 1.76 1.04 1.18 1.01 

Désalignement 𝑒𝜙 5.0E-04  rad Pignon 2.32 1.76 1.03 1.18 1.03 

Désalignement 𝑒𝜙 5.0E-04  rad Roue 2.35 1.76 1.05 1.18 1.01 

Désalignement 𝑒𝜙 -5.0E-04  rad Pignon 2.35 1.76 1.05 1.19 1.01 

Désalignement 𝑒𝜙 -5.0E-04  rad Roue 2.32 1.76 1.03 1.18 1.03 

Désalignement 𝑒𝜓 5.0E-04  rad Pignon 2.31 1.76 0.99 1.18 1.01 

Désalignement 𝑒𝜓 5.0E-04  rad Roue 2.32 1.76 1.04 1.18 1.02 

Désalignement 𝑒𝜓 -5.0E-04  rad Pignon 2.36 1.76 1.07 1.18 1.02 

Désalignement 𝑒𝜓 -5.0E-04  rad Roue 2.35 1.76 1.06 1.18 1.01 

Désaxage 5.0E-04  rad Pignon 8.04 1.76 5.21 1.18 1.03 

Désaxage 5.0E-04  rad Roue 2.96 1.76 1.59 1.18 1.03 

Tableau 4-25 Influence des erreurs de désalignement et de désaxage sur les erreurs de transmis-

sion et les efforts d’engrènement du système complet – sens de rotation horaire 
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Pas d'erreur    2.76 1.74 1.93 1.22 1.08 

Désalignement 𝑒𝜙 5.0E-04  rad Pignon 2.81 1.74 2.01 1.23 1.08 

Désalignement 𝑒𝜙 5.0E-04  rad Roue 2.71 1.74 1.84 1.22 1.09 

Désalignement 𝑒𝜙 -5.0E-04  rad Pignon 2.72 1.74 1.84 1.22 1.09 

Désalignement 𝑒𝜙 -5.0E-04  rad Roue 2.82 1.74 2.01 1.23 1.09 

Désalignement 𝑒𝜓 5.0E-04  rad Pignon 2.77 1.73 1.95 1.22 1.08 

Désalignement 𝑒𝜓 5.0E-04  rad Roue 2.62 1.74 1.76 1.22 1.09 

Désalignement 𝑒𝜓 -5.0E-04  rad Pignon 2.77 1.74 1.93 1.22 1.07 

Désalignement 𝑒𝜓 -5.0E-04  rad Roue 2.92 1.75 2.08 1.23 1.08 

Désaxage 5.0E-04  rad Pignon 3.21 1.74 2.38 1.23 1.09 

Désaxage 5.0E-04  rad Roue 8.05 1.74 6.72 1.22 1.09 

Tableau 4-26 Influence des erreurs de désalignement et de désaxage sur les erreurs de transmis-

sion et les efforts d’engrènement du système complet – sens de rotation trigonométrique 
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4.4 CONCLUSION 

Le modèle global présenté dans cette étude met donc en évidence un couplage fort entre le couple 

d’engrenages spiroconiques et le train épicycloïdal, et l’étude de ces deux systèmes séparés ne 

peut rendre compte du comportement dynamique du système complet. 

Le comportement naturellement dissymétrique du couple d’engrenages spiroconiques entre les 

deux sens de rotation ne se traduit pas sur le comportement dynamique du système complet, qui 

reste très proche d’un sens de rotation à l’autre. Les différentes fréquences d’engrènement des 

deux sous-systèmes excitent le système complet sur des modes propres qui ne seraient autrement 

pas sollicités. Enfin, l’arbre intermédiaire liant ces deux sous-systèmes se révèle être un compo-

sant central du comportement dynamique du système global. 

Enfin, l’impact d’un grand nombre d’erreurs d’assemblage sur le train épicycloïdal, le couple d’en-

grenages spiroconiques, et enfin le système complet a été étudié, mettant en évidence certaines 

erreurs peu critiques pouvant amener à des procédures de montage minimisant les risques d’er-

reurs d’assemblage critiques, tout comme certaines erreurs particulièrement critiques nécessi-

tant une attention particulière, tant à la phase de conception qu’à celle de montage.  
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CONCLUSION GENERALE 
 

Un modèle dynamique de transmission pour machine-outil a donc été développé dans ces travaux 

de recherche, comprenant un train épicycloïdal et un couple d’engrenages spiroconiques. Ce mo-

dèle adopte une approche à paramètres concentrés, permettant de gérer de manière efficace les 

multiples engrènements du système tout en proposant une gestion satisfaisante des conditions 

aux limites, des arbres et des paliers. Les équations du mouvement sont résolues pas à pas dans 

le temps à l’aide d’un schéma de Newmark couplé à un algorithme de contact. Les contacts du train 

épicycloïdal comme du couple d’engrenages spiroconiques sont résolus simultanément pour la 

totalité des engrènements par l’algorithme de contact, assurant un couplage dynamique complet 

entre ces différents engrènements. L’influence de différentes erreurs de forme et d’assemblage 

des engrenages et mobiles du système est prise en compte sur les conditions de contact et les 

termes dynamiques. Enfin, les temps de calcul relativement faibles de ce modèle mathématique, 

comparativement aux modèles par éléments finis, permettent d’effectuer de vastes études para-

métriques. 

Le modèle d’engrenages spiroconiques innovant proposé dans ces travaux emploi des ensembles 

de points des surfaces de denture réelles, combinés à un calcul de distance de séparation tridi-

mensionnel afin de déterminer les surfaces de contact à chaque instant. Dans une approche simi-

laire à l’approche des fines tranches des engrenages cylindriques, le flanc de denture est discrétisé 

en cellules élémentaires auxquelles sont attribuées des raideurs élémentaires et des distances de 

séparation tenant compte des géométries des dentures et des erreurs de forme et d’assemblage. 

Cette approche générale par nature permet de modéliser une très grande diversité de géométries 

de dentures d’engrenages spiroconiques. 

Les résultats de ce modèle sont confrontés à des résultats théoriques et expérimentaux afin d’en 

valider le comportement. Une étude du comportement dynamique du système est ensuite propo-

sée, centrée sur le couplage existant entre le train épicycloïdal et le couple d’engrenages spiroco-

niques, et l’influence des erreurs d’assemblage de ces deux sous-systèmes. A cette fin, les deux 

sous-systèmes sont isolés et étudiés séparément puis comparés au système complet. Un couplage 

dynamique fort est mis en évidence entre le couple d’engrenages spiroconiques et le train épicy-

cloïdal, et le modèle a permis d’identifier des erreurs particulièrement critiques comme particu-

lièrement peu critiques. 

Ce modèle reste toutefois perfectible sur de nombreux aspects, laissant entrevoir différents axes 

de développement. Le calcul des raideurs élémentaires du modèle d’engrenages spiroconiques 

prend en compte la composante de flexion des dents et de déformation au contact, il ignore ce-

pendant la contribution des déformations de fondation qu’il pourrait être intéressant d’étudier. 

De plus, le calcul de la contribution en flexion de la dent se base sur un certain nombre d’hypo-

thèses sur la géométrie de la dent, et notamment sur la géométrie de la fibre neutre, dont il serait 

avantageux de s’affranchir. Le modèle de contact développé pour les engrenages spiroconiques 

ouvre cependant la perspective de modèles similaires pour engrenages cylindriques, dont la re-

cherche de contact plus générale permettrait de caractériser les contacts en dehors du plan d’ac-

tion existants pour certaines conceptions. La modélisation de certaines pièces souples pourrait 

être effectuée à l’aide de méthodes de sous-structuration [132]. Cela pourrait notamment per-

mettre d’améliorer la modélisation de la couronne flexible et de ses conditions de fixation, et de 

prendre en compte les déformations du porte-satellites. Enfin, la prise en compte de l’amortisse-

ment, dont la modélisation reste ici simple, est l’objet de nombreux travaux de recherche qui pour-

raient être inclus à ce modèle. 
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ANNEXE 1 
 

Cette annexe développe les expressions des coefficients de raideur composant la matrice 𝑲𝒄 et du 

vecteur des coefficients du travail des efforts extérieurs intervenant dans l’équation 2-74, dont les 

expressions générales sont rappelées ci-dessous : 

𝑲𝒄 = [
𝑲11 𝑲12 𝑲13

𝑲21 𝑲22 𝑲23

𝑲31 𝑲32 𝑲33
]      𝑭 = {

𝑭1

𝑭2

𝑭3
} 

Chacune des différentes sous-matrices de la matrice des coefficients de raideur 𝑲𝒄 est une matrice 

de taille 𝑚𝑚𝑎𝑥𝑛𝑚𝑎𝑥 ×𝑚𝑚𝑎𝑥𝑛𝑚𝑎𝑥, 𝑚𝑚𝑎𝑥 et 𝑛𝑚𝑎𝑥 étant le nombre de fonctions de forme selon 𝒛𝒕 

et 𝒆𝜽, de telle sorte que 𝑲𝒄 soit de taille 3𝑚𝑚𝑎𝑥𝑛𝑚𝑎𝑥 × 3𝑚𝑚𝑎𝑥𝑛𝑚𝑎𝑥. Chacun des coefficients de ces 

sous matrices s’obtiennent par intégration des différents termes de l’équation 2-73 sur le volume 

de la dent. Il est possible d’effectuer l’intégration sur 𝑟, dont les bornes d’intégration dépendent 

de l’expression approximée de l’épaisseur de dent 𝑓𝑡(𝑧, 𝜃), de manière analytique, amenant aux 

expressions suivantes des coefficients des sous-matrices, d’indice de ligne 𝑚𝑛 et d’indice de co-

lonne 𝑘𝑙 : 

 

𝐾𝑘𝑙𝑚𝑛
11 = ∫ ∫ [

𝑓𝑡(𝑧, 𝜃)
3. 𝑟𝑛𝑓

12

𝑑2Φ𝑚(𝑧)

𝑑𝑧2
Ψ𝑛(𝜃)

𝑑2Φ𝑘(𝑧)

𝑑𝑧2
Ψ𝑙(𝜃)

𝜃𝑧

+
𝜈. 𝑓𝑡(𝑧, 𝜃)

3

12𝑟𝑛𝑓
(Φ𝑚(𝑧)

𝑑2Ψ𝑛(𝜃)

𝑑𝜃2
𝑑2Φ𝑘(𝑧)

𝑑𝑧2
Ψ𝑙(𝜃) +

𝑑2Φ𝑚(𝑧)

𝑑𝑧2
Ψ𝑛(𝜃)Φ𝑘(𝑧)

𝑑2Ψ𝑙(𝜃)

𝑑𝜃2
)

+ (ln |
2𝑟𝑛𝑓 + 𝑓𝑡(𝑧, 𝜃)

2𝑟𝑛𝑓 − 𝑓𝑡(𝑧, 𝜃)
| −

𝑓𝑡(𝑧, 𝜃)

𝑟𝑛𝑓
)(Φ𝑚(𝑧)

𝑑2Ψ𝑛(𝜃)

𝑑𝜃2
Φ𝑘(𝑧)

𝑑2Ψ𝑙(𝜃)

𝑑𝜃2

+Φ𝑚(𝑧)
𝑑2Ψ𝑛(𝜃)

𝑑𝜃2
Φ𝑘(𝑧)Ψ𝑙(𝜃) + Φ𝑚(𝑧)Ψ𝑛(𝜃)Φ𝑘(𝑧)

𝑑2Ψ𝑙(𝜃)

𝑑𝜃2
)

+ (ln |
2𝑟𝑛𝑓 + 𝑓𝑡(𝑧, 𝜃)

2𝑟𝑛𝑓 − 𝑓𝑡(𝑧, 𝜃)
|)Φ𝑚(𝑧)Ψ𝑛(𝜃)Φ𝑘(𝑧)Ψ𝑙(𝜃)

+ (1 − 𝜈) (
𝑓𝑡(𝑧, 𝜃)

3

8𝑟𝑛𝑓
−
𝑓𝑡(𝑧, 𝜃). 𝑟𝑛𝑓

2

+
𝑟𝑛𝑓

2

2
ln |
2𝑟𝑛𝑓 + 𝑓𝑡(𝑧, 𝜃)

2𝑟𝑛𝑓 − 𝑓𝑡(𝑧, 𝜃)
|)
𝑑Φ𝑚(𝑧)

𝑑𝑧

𝑑Ψ𝑛(𝜃)

𝑑𝜃

𝑑Φ𝑘(𝑧)

𝑑𝑧

𝑑Ψ𝑙(𝜃)

𝑑𝜃
] 𝑑𝑧𝑑𝜃 

 

𝐾𝑘𝑙𝑚𝑛
12 = ∫ ∫ [−

𝑓𝑡(𝑧, 𝜃)
3. 𝑟𝑛𝑓

12

𝑑Φ𝑚(𝑧)

𝑑𝑧
Ψ𝑛(𝜃)

𝑑2Φ𝑘(𝑧)

𝑑𝑧2
Ψ𝑙(𝜃)

𝜃𝑧

−
𝜈. 𝑓𝑡(𝑧, 𝜃)

3

12𝑟𝑛𝑓

𝑑Φ𝑚(𝑧)

𝑑𝑧
Ψ𝑛(𝜃)Φ𝑘(𝑧)

𝑑2Ψ𝑙(𝜃)

𝑑𝜃2

− (1 − 𝜈)(
𝑓𝑡(𝑧, 𝜃)

3

24𝑟𝑛𝑓
−
𝑓𝑡(𝑧, 𝜃). 𝑟𝑛𝑓

2

+
𝑟𝑛𝑓

2

2
ln |
2𝑟𝑛𝑓 + 𝑓𝑡(𝑧, 𝜃)

2𝑟𝑛𝑓 − 𝑓𝑡(𝑧, 𝜃)
|)Φ𝑚(𝑧)

𝑑Ψ𝑛(𝜃)

𝑑𝜃

𝑑Φ𝑘(𝑧)

𝑑𝑧

𝑑Ψ𝑙(𝜃)

𝑑𝜃
] 𝑑𝑧𝑑𝜃 
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𝐾𝑘𝑙𝑚𝑛
13 = ∫ ∫ [−

𝜈. 𝑓𝑡(𝑧, 𝜃)
3

12
Φ𝑚(𝑧)

𝑑Ψ𝑛(𝜃)

𝑑𝜃

𝑑2Φ𝑘(𝑧)

𝑑𝑧2
Ψ𝑙(𝜃)

𝜃𝑧

−
𝑓𝑡(𝑧, 𝜃)

3

12𝑟𝑛𝑓
2
Φ𝑚(𝑧)

𝑑Ψ𝑛(𝜃)

𝑑𝜃
Φ𝑘(𝑧)

𝑑2Ψ𝑙(𝜃)

𝑑𝜃2

− (1 − 𝜈) (
𝑓𝑡(𝑧, 𝜃)

3

12
+
𝑓𝑡(𝑧, 𝜃)

5

160𝑟𝑛𝑓
2)
𝑑Φ𝑚(𝑧)

𝑑𝑧
Ψ𝑛(𝜃)

𝑑Φ𝑘(𝑧)

𝑑𝑧

𝑑Ψ𝑙(𝜃)

𝑑𝜃
]𝑑𝑧𝑑𝜃 

 

𝐾𝑘𝑙𝑚𝑛
21 = ∫ ∫ [−

𝑓𝑡(𝑧, 𝜃)
3. 𝑟𝑛𝑓

12

𝑑2Φ𝑚(𝑧)

𝑑𝑧2
Ψ𝑛(𝜃)

𝑑Φ𝑘(𝑧)

𝑑𝑧
Ψ𝑙(𝜃)

𝜃𝑧

−
𝜈. 𝑓𝑡(𝑧, 𝜃)

3

12𝑟𝑛𝑓
Φ𝑚(𝑧)

𝑑2Ψ𝑛(𝜃)

𝑑𝜃2
𝑑Φ𝑘(𝑧)

𝑑𝑧
Ψ𝑙(𝜃)

− (1 − 𝜈)(
𝑓𝑡(𝑧, 𝜃)

3

24𝑟𝑛𝑓
−
𝑓𝑡(𝑧, 𝜃). 𝑟𝑛𝑓

2

+
𝑟𝑛𝑓

2

2
ln |
2𝑟𝑛𝑓 + 𝑓𝑡(𝑧, 𝜃)

2𝑟𝑛𝑓 − 𝑓𝑡(𝑧, 𝜃)
|)
𝑑Φ𝑚(𝑧)

𝑑𝑧

𝑑Ψ𝑛(𝜃)

𝑑𝜃
Φ𝑘(𝑧)

𝑑Ψ𝑙(𝜃)

𝑑𝜃
] 𝑑𝑧𝑑𝜃 

 

𝐾𝑘𝑙𝑚𝑛
22 = ∫ ∫ [

𝑓𝑡(𝑧, 𝜃)
3. 𝑟𝑛𝑓

12

𝑑Φ𝑚(𝑧)

𝑑𝑧
Ψ𝑛(𝜃)

𝑑Φ𝑘(𝑧)

𝑑𝑧
Ψ𝑙(𝜃)

𝜃𝑧

+ (1 − 𝜈) (−
𝑓𝑡(𝑧, 𝜃). 𝑟𝑛𝑓

2
+
𝑟𝑛𝑓

2

2
ln |
2𝑟𝑛𝑓 + 𝑓𝑡(𝑧, 𝜃)

2𝑟𝑛𝑓 − 𝑓𝑡(𝑧, 𝜃)
|)Φ𝑚(𝑧)

𝑑Ψ𝑛(𝜃)

𝑑𝜃
Φ𝑘(𝑧)

𝑑Ψ𝑙(𝜃)

𝑑𝜃

+ (1 − 𝜈) (
𝑓𝑡(𝑧, 𝜃). 𝑟𝑛𝑓

2
)Φ𝑚(𝑧)Ψ𝑛(𝜃)Φ𝑘(𝑧)Ψ𝑙(𝜃)]𝑑𝑧𝑑𝜃 

 

𝐾𝑘𝑙𝑚𝑛
23 = ∫ ∫ [

𝜈. 𝑓𝑡(𝑧, 𝜃)
3

12
Φ𝑚(𝑧)

𝑑Ψ𝑛(𝜃)

𝑑𝜃

𝑑Φ𝑘(𝑧)

𝑑𝑧
Ψ𝑙(𝜃)

𝜃𝑧

+ (1 − 𝜈)(
𝑓𝑡(𝑧, 𝜃)

3

24
)
𝑑Φ𝑚(𝑧)

𝑑𝑧
Ψ𝑛(𝜃)Φ𝑘(𝑧)

𝑑Ψ𝑙(𝜃)

𝑑𝜃
]𝑑𝑧𝑑𝜃 

 

𝐾𝑘𝑙𝑚𝑛
31 = ∫ ∫ [−

𝑓𝑡(𝑧, 𝜃)
3

12𝑟𝑛𝑓
2
Φ𝑚(𝑧)

𝑑2Ψ𝑛(𝜃)

𝑑𝜃2
Φ𝑘(𝑧)

𝑑Ψ𝑙(𝜃)

𝑑𝜃
𝜃𝑧

−
𝜈. 𝑓𝑡(𝑧, 𝜃)

3

12

𝑑2Φ𝑚(𝑧)

𝑑𝑧2
Ψ𝑛(𝜃)Φ𝑘(𝑧)

𝑑Ψ𝑙(𝜃)

𝑑𝜃

− (1 − 𝜈) (
𝑓𝑡(𝑧, 𝜃)

3

12
+
𝑓𝑡(𝑧, 𝜃)

5

160𝑟𝑛𝑓
2)
𝑑Φ𝑚(𝑧)

𝑑𝑧

𝑑Ψ𝑛(𝜃)

𝑑𝜃

𝑑Φ𝑘(𝑧)

𝑑𝑧
Ψ𝑙(𝜃)]𝑑𝑧𝑑𝜃 
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𝐾𝑘𝑙𝑚𝑛
32 = ∫ ∫ [

𝜈. 𝑓𝑡(𝑧, 𝜃)
3

12

𝑑Φ𝑚(𝑧)

𝑑𝑧
Ψ𝑛(𝜃)Φ𝑘(𝑧)

𝑑Ψ𝑙(𝜃)

𝑑𝜃
𝜃𝑧

+ (1 − 𝜈) (
𝑓𝑡(𝑧, 𝜃)

3

24
)Φ𝑚(𝑧)

𝑑Ψ𝑛(𝜃)

𝑑𝜃

𝑑Φ𝑘(𝑧)

𝑑𝑧
Ψ𝑙(𝜃)] 𝑑𝑧𝑑𝜃 

 

𝐾𝑘𝑙𝑚𝑛
33 = ∫ ∫ [

𝑓𝑡(𝑧, 𝜃)
3

12𝑟𝑛𝑓
Φ𝑚(𝑧)

𝑑Ψ𝑛(𝜃)

𝑑𝜃
Φ𝑘(𝑧)

𝑑Ψ𝑙(𝜃)

𝑑𝜃
𝜃𝑧

+ (1 − 𝜈) (
𝑓𝑡(𝑧, 𝜃)

3. 𝑟𝑛𝑓

24
+
3𝑓𝑡(𝑧, 𝜃)

5

160𝑟𝑛𝑓
)
𝑑Φ𝑚(𝑧)

𝑑𝑧
Ψ𝑛(𝜃)

𝑑Φ𝑘(𝑧)

𝑑𝑧
Ψ𝑙(𝜃)

+ (1 − 𝜈) (
𝑟𝑛𝑓 . 𝑓𝑡(𝑧, 𝜃)

2
+
𝑓𝑡(𝑧, 𝜃)

3

8𝑟𝑛𝑓
)Φ𝑚(𝑧)Ψ𝑛(𝜃)Φ𝑘(𝑧)Ψ𝑙(𝜃)]𝑑𝑧𝑑𝜃 

 

L’expression des coefficients du vecteur du travail des efforts extérieurs, de dimen-

sion 3𝑚𝑚𝑎𝑥𝑛𝑚𝑎𝑥 × 1, est également développée ci-dessous : 

𝐹𝑚𝑛
1 = ∫ ∫ 𝑝𝑛(𝑧, 𝜃)Φ𝑚(𝑧)Ψ𝑛(𝜃)𝑟𝑛𝑓𝑑𝑧𝑑𝜃

𝜃𝑧

 

𝐹𝑚𝑛
2 = 𝐹𝑚𝑛

3 = 0 
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