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THÈSE

présentée

DEVANT L’INSTITUT NATIONAL DES SCIENCES APPLIQUÉES DE LYON
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Introduction ��

Introduction

L�augmentation de la puissance massique des m�ecanismes conduit �a la conception de

structures de plus en plus souples� Le mouvement de ces derni�eres est ainsi d�autant

plus sensible aux perturbations qu�elles subissent� et le contr�ole de leur comportement

dynamique est de plus en plus n�ecessaire et complexe�

Pour r�eduire les niveaux vibratoires� di��erentes m�ethodes sont utilis�ees 

La premi�ere �a �etre employ�ee consiste �a accro��tre l�amortissement en ajoutant des syst�emes

dissipatifs li�es �a la structure� Ces syst�emes sont de type amortisseur hydraulique� plot en

�elastom�ere� frotteur� � � � Bien qu�e�caces� leur application reste limit�ee aux probl�emes de

suspension de syst�emes souvent discrets� Pour les structures souples� les techniques utili�

s�ees vont de l�introduction de mat�eriaux visco�elastiques aux modi�cations des mat�eriaux

constitutifs de la structure elle�m�eme� La qualit�e de ce contr�ole dit �passif� est totalement

corr�el�ee �a la nature des mat�eriaux constitutifs et aux formes des �el�ements ajout�es� Leur

e�cacit�e est alors limit�ee par le mouvement relatif de la structure et par l��evolution de

ses caract�eristiques�

Pour augmenter l�e�cacit�e du contr�ole� il est donc n�ecessaire� non seulement de dissi�

per ou d�emmagasiner de l��energie m�ecanique provenant des mouvements relatifs� mais

de ma��triser les �echanges d��energie avec l�ext�erieur� Cela suppose des sources d��energie

ext�erieure et la gestion de l��echange d��energie entre les structures et leur environnement�

L��energie introduite �a l�aide d�actionneurs se combine alors �a l��energie vibratoire de telle

mani�ere qu�elle conduise au comportement dynamique souhait�e� Ce deuxi�eme type de

contr�ole employ�e est dit �actif��

Le principe du contr�ole actif est bas�e sur la r�etroaction contr�ol�ee de mesures r�ealis�ees sur

la structure� Ces mesures sont interpr�et�ees par un contr�oleur qui g�en�ere les commandes

qui pilotent les actionneurs� Ces derniers agissent alors sur la structure pour ma��triser

son comportement dynamique� En fonction de l��etat de la structure� le contr�oleur g�ere

donc l��echange d��energie en temps r�eel avec l�ext�erieur �a partir d�une source externe �a la

structure�



�	 Introduction

L��energie potentiellement disponible en contr�ole actif est li�ee �a la puissance des actionneurs

dont le dimensionnement n�est pas limit�e �a priori� L��echange d��energie r�ealis�e peut �etre

pilot�e par di��erentes lois de commandes qui permettent de moduler le comportement

dynamique de fa�con �a r�epondre aux di��erents objectifs de contr�ole choisis ou impos�es� De

plus� le point de fonctionnement de la structure �position d��equilibre� peut �etre modi��e

par l�apport d��energie ext�erieure et l�amortissement et�ou la fr�equence d�un ou plusieurs

modes de la structure peuvent �etre chang�es ind�ependamment les uns des autres� Les

limites du contr�ole passif sont donc d�epass�ees�

Le contr�ole actif est souvent d�elicat �a mettre en �uvre� En e�et� en fonction de la

complexit�e et du type de structure �a contr�oler  continue ou discr�ete� lin�eaire ou non�

lin�eaire� avec ou sans couplage� � � � et des objectifs de contr�ole retenus� la construction

du contr�oleur correspondant fait appel �a des techniques n�ecessairement plus complexes�

Par exemple� une structure souple en grands d�eplacements comporte des couplages entre

les vibrations des parties �exibles et les mouvements d�ensemble�

Les applications du contr�ole actif dans le cadre des structures souples en grands d�e�

placements sont nombreuses� Par exemple� dans le domaine spatial� le d�eploiement de

panneaux solaires tr�es souples induit des d�eformations importantes non amorties par l�en�

vironnement qui in�uent sensiblement sur le pointage des satellites� Dans le domaine de

la robotique� les rotations rapides de bras articul�es charg�es conduisent �a un comportement

vibratoire incompatible avec les contraintes de pr�ecision sur les extr�emit�es des bras�

Pour contr�oler de telles structures� il faut alors utiliser des algorithmes de commande

performants� Les non�lin�earit�es g�eom�etriques et le niveau de complexit�e de la structure

imposent la mise au point d�une strat�egie de contr�ole �elabor�ee en coh�erence avec les

moyens d�action et d�information� En fonction des objectifs retenus� la strat�egie fera

intervenir un ou plusieurs contr�oleurs dont le sch�ema de fonctionnement sera hi�erarchis�e ou

parall�ele� faisant appel �a un ou plusieurs algorithmes de commande lin�eaire ou non�lin�eaire�

�eventuellement robuste en stabilit�e ou performance� La mise en �uvre du contr�ole est donc

d�ependante des performances des algorithmes de commande et de celle des actionneurs

charg�es de la r�ealiser�

La combinaison de la discr�etisation par �el�ements �nis avec les techniques de commande li�

n�eaire optimale a permis l�essor du contr�ole actif des vibrations des structures souples �BA�

LAS ���YANG ���GAUDILLER ���� Aujourd�hui� cet essor est entretenu par les progr�es

en mati�ere d��electronique temps r�eel et d�informatique� Ainsi� les bandes passantes de

contr�ole sont r�eguli�erement �elargies� Le contr�ole non�lin�eaire de structures est �egalement

possible car les capacit�es de calcul des contr�oleurs num�eriques actuels sont compatibles
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avec des algorithmes complexes�

Cependant� la bande passante limit�ee des actionneurs classiques tels que v�erins� moteurs

�electriques ou actionneurs inertiels limite les possibilit�es de contr�ole des modes m�ecaniques

�elev�es� L�arriv�ee sur ce march�e d�actionneurs pi�ezo��electriques donne aujourd�hui la pos�

sibilit�e de contr�oler des modes de fr�equence plus �elev�ee� Leur bande passante importante

et leur puissance constamment croissante les rendent compl�ementaires des actionneurs

classiques�

Ainsi� les di��erents maillons n�ecessaires �a l�extension du domaine du contr�ole actif de

structures se d�eveloppent parall�element� Les r�ecents progr�es dans ce domaine ouvrent

de nouveaux horizons  la mod�elisation du couplage entre comportement dynamique et

grands d�eplacements permet l��etude de structures souples anim�ees de mouvements d�en�

semble� Les di��erents algorithmes de contr�ole existants imposent la d�e�nition d�une stra�

t�egie pour aborder la ma��trise de ces structures complexes �a comportement non�lin�eaire�

Les capacit�es de calcul temps r�eel rendent maintenant r�ealisables les contr�oleurs corres�

pondant� En�n� les actionneurs classiques et pi�ezo��electriques maintenant pr�esents sur le

march�e ont une puissance et une bande passante su�sante pour permettre l�application

de ces strat�egies de contr�ole complexes adapt�ees �a des structures souples en grands d�e�

placements�

Dans ce cadre� l��etude bibliographique qui fait suite� fait le point sur les trois domaines

suivants 

� la mod�elisation de structures souples en grands d�eplacements et les techniques de

simulation de leur comportement dynamique associ�ees�

� le contr�ole actif de tels syst�emes et ses sp�eci�cit�es avec une pr�esentation et une

comparaison des di��erentes strat�egies de contr�ole envisag�ees et des algorithmes de

commande utilis�es�

� l�utilisation de transducteurs pi�ezo��electriques pour le contr�ole de structures souples

et les di��erentes mod�elisations et applications au contr�ole associ�ees�
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�Etude bibliographique

Les structures souples en grands d�eplacements sont pr�esentes dans de nombreuses appli�

cations� Plusieurs exemples caract�eristiques peuvent �etre cit�es 

� Un rotor embarqu�e sur un avion ou un h�elicopt�ere� dont l�excitation provient des

mouvements d�ensemble de ce support� Lorsque ce rotor est �exible� il y a un

couplage entre les mouvements de corps rigide du support mouvant et les vibrations

de la structure� Le comportement du rotor peut �etre alors fortement perturb�e

�DUCHEMIN 
���

� Un bras manipulateur �exible dont la source d�excitation est le mouvement d�en�

semble de la structure� Si la structure est souple et les d�eplacements souhait�es

rapides� les vibrations provoqu�ees sont importantes� Elles interagissent alors avec

les mouvements d�ensemble et la dynamique de corps rigide est li�ee �a celle des vi�

brations de la structure car le couplage entre les vibrations et les d�eplacements est

r�eciproque�

� Des panneaux solaires de satellite dont la structure bi�dimentionnelle� plus com�

plexe� est particuli�erement souple car le gain de masse est privil�egi�e� Les vibrations

engendr�ees par le d�eploiement du syst�eme peuvent �etre cons�equentes car la structure

n�est pas amortie par l�air� Leur in�uence sur le mouvement du corps du satellite

peut aller jusqu��a perturber le pointage de ce dernier�

Dans le cadre de structures souples multi�articul�ees� plusieurs approches pour mod�eliser les

couplages entre grands d�eplacements et le comportement dynamique ont �et�e d�evelopp�ees�

Une approche �energ�etique de type Lagrange permet d�obtenir les �equations de mouvement

non�lin�eaires de la structure souple en grands d�eplacements sous forme explicite� Les par�

ties �exibles du syst�eme sont alors approxim�ees par des poutres de Timoshenko �KAR�

KOUB ���� ou des formes modales �SCHOENWALD �
�NAGARAJ ���� Leur r�esolution

ne pose plus alors de probl�eme mais la projection modale r�ealis�ee entra��ne des simulations

imparfaites du fait de la troncature des modes les plus �elev�es� Pour des structures de

type poutre� une formulation explicite du probl�eme est possible �YOO ���� Dans le cas de

structures complexes� une discr�etisation de la g�eom�etrie par la m�ethode des �el�ements �nis

est n�ecessaire� en int�egrant des coordonn�ees g�en�eralis�ees �a chaque n�ud �FALLAHI ����

Ces m�ethodes n�ecessitent des capacit�es et des temps de calcul importants� sauf si une

projection modale tenant compte de la dynamique et calcul�ee �a chaque pas de temps est
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employ�ee �AZOUZ ����

La simulation du couplage entre les grands d�eplacements et le comportement dynamique

permet de r�egler et de tester les strat�egies de contr�ole �elabor�ees� Le plus souvent� les

strat�egies de contr�ole propos�ees pour ce type de structure ignorent ces couplages et leurs

cons�equences� Elles consistent �a contr�oler ind�ependamment les modes solides et les modes

�exibles �DENOYER ���LIU ���KOYAMA ���� Les contr�oleurs se perturbent alors mu�

tuellement par couplage m�ecanique entre vibrations et grands d�eplacements d�une part�

et entre modes �exibles d�autre part� Le couplage doit donc �etre imp�erativement faible

pour garantir la stabilit�e dans ce cas� Les performances du contr�ole obtenues sont alors

moyennes car les gains du contr�oleur doivent �etre limit�es pour maintenir la stabilit�e� La

robustesse en est donc d�autant a�ect�ee� Pour la ma��triser� des algorithmes de type H�

ou de type �Quantitative Feedback Theory� peuvent �etre utilis�es �MOREIRA ���WAR�

REN ���CHOI ��� mais les performances du contr�ole sont dans ce cas aussi non optimales�

Un contr�oleur int�egrant l�ensemble des modes de corps solide et �exible de la structure

doit �etre utilis�e si le couplage est important ou si la performance optimale du contr�ole est

recherch�ee�

Cette prise en compte du couplage �WARREN ���CHANG ��� peut �etre r�ealis�ee �a l�aide

de contr�oleurs multivariables� Dans ce cas� les perturbations induites par le couplage

m�ecanique sont minimis�ees� Cette approche semble bien adapt�ee pour une structure

souple multi�articul�ee car les couplages sont importants� Le choix du type de commande

�a utiliser pour le contr�oleur se pose alors et plusieurs algorithmes ont �et�e d�evelopp�es�

L�algorithme le plus utilis�e pour les structures souples est la commande �Lin�eaire Qua�

dratique� �LQ� par retour d��etat� Pour �etablir le contr�oleur� le mod�ele de la structure

est lin�earis�e et �ecrit sous formalisme d��etat� Une commande optimale est alors calcul�ee

et permet la sp�eci�cation du contr�ole� Celle�ci peut��etre d�eclin�ee par exemple� en terme

de pond�erations entre les performances �pr�ecision� rapidit�e et amortissement� � � � � et

la consommation �energ�etique des actionneurs �BARNES ���� La commande obtenue est

optimale au sens o�u elle minimise la consommation �energ�etique pour les performances

voulues� Dans le cas des structures souples� la projection des d�eplacements physiques

sur une base modale permet le contr�ole de chaque mode par des actionneurs ind�epen�

dants �MEIROVITCH �	�� Le nombre d�actionneurs peut �etre optimis�e en utilisant un

contr�ole group�e �BAZ ��� AMRANE �	�GAUDILLER ���� La projection dans l�espace

modal puis la r�eduction aux modes �a contr�oler dans la bande passante cibl�ee du contr�ole a

des cons�equences sur la stabilit�e des modes r�esiduels non cibl�es et une instabilit�e nomm�ee
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spill�over de contr�ole peut appara��tre �SOONG ���� Pour alimenter le contr�oleur qui cal�

cule la commande� l��etat modal est reconstruit �a partir de �ltres modaux qui n�ecessitent

un capteur par mode �MEIROVITCH ���� Le nombre de capteurs peut �etre r�eduit en

utilisant un observateur intervenant dans l�algorithme �Lin�eaire Quadratique Gaussien�

�LQG� �GAUDILLER ��� par exemple�

Les m�ethodes de contr�ole �ou sont bas�ees sur une connaissance physique du syst�eme �a

contr�oler� Le nombre de variables de r�eglage du contr�ole est petit car elles sont �x�ees

�a partir de r�egles d��evolution dynamique obtenues d�apr�es le comportement connu ou

suppos�e du syst�eme� Les performances d�un tel contr�ole sont donc limit�ees par la pr�ecision

des connaissances sur le syst�eme� Il ne semble adapt�e que pour des structures assez simples

non mod�elisables �BEALE ���� ou des structures plus complexes mod�elisables et g�er�ees

par une combinaison de contr�oleurs modaux �ous su�samment robustes pour att�enuer

leur perturbations mutuelles �MALHIS 
���

L�utilisation d�un contr�oleur neuro��ou semble permettre d�aborder des cas plus com�

plexes� Une identi�cation neuronale de la structure est tout d�abord n�ecessaire� Puis�

un r�eseau de neurones permet alors de r�egler le contr�oleur �ou �a partir d�un gabarit de

la r�eponse souhait�ee en boucle ferm�ee� Le contr�oleur �ou peut donc comporter plus de

variables et �etre r�egl�e plus �nement et de fa�con automatique�

Les commandes �oue et neuro��oue sont encore au stade du d�eveloppement dans le cadre

du contr�ole des structures souples� Elles b�en�e�cient des progr�es en capacit�e de calcul de

l��electronique temps r�eel� Seules des applications sur des structures relativement simples

ont �et�e men�ees �COUZON 
��� Leur principal avantage est de pouvoir se dispenser d�une

mod�elisation explicite de la structure �a contr�oler par r�eglage �eventuellement optimis�e et

direct du contr�oleur sur la structure r�eelle ou sur sa repr�esentation num�erique �JENG ����

Toutes ces techniques de commande pourront �etre reprises dans le cadre de structures

souples non�lin�eaires �a fort couplage�

Les exp�erimentations en contr�ole de structures souples dans ce domaine sont relative�

ment rares� Les probl�emes principaux de la mise en �uvre concernent la bande passante

des actionneurs et le spill�over �LIU ���KOYAMA ���KHORRAMI �	�� Ce dernier est

produit par l�interaction des contr�oleurs lorsqu�ils sont ind�ependants et par l�interaction

entre modes contr�ol�es et non contr�ol�es� Comme pour le couplage des e�ets des contr�o�

leurs ind�ependants� l�utilisation d�algorithme de contr�ole robuste permet de r�eduire ces

ph�enom�enes au d�etriment des performances �CHANG ���CHOI ���� Lorsque le contr�oleur

est multivariable� les e�ets de spill�over sont d�autant plus r�eduits que la mod�elisation est

pr�ecise et que la bande passante du contr�ole est importante� Elle permet d�e�ectuer les
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r�eglages pr�ecis du contr�oleur sur une grande plage de fr�equence en prenant en compte les

e�ets de spill�over� Cette d�emarche �ne a donn�e lieu a des travaux exp�erimentaux dans

le cas de syst�emes �a simple entr�ee et multiples sorties �SIMO� �LIU ���MAY 

��

Pour ce qui concerne la bande passante des actionneurs� les �smart material� ont fait

leur apparition depuis quelques ann�ees� et les recherches am�eliorent constamment leurs

performances et leur vari�et�e� Ainsi� l�id�ee de contr�oler le comportement dynamique des

structures souples �a l�aide d��el�ements pi�ezo��electriques est apparue dans les ann�ees �


�BAZ ����

De nombreux travaux ont �et�e r�ealis�es �a l�aide d��el�ements pi�ezo��electriques utilis�es comme

capteurs �LIU ���AZVINE �	�� ou comme actionneurs �TANI ���BAZ ���� Ils pr�esentent

les avantages de l�int�egration aux structures� la l�eg�eret�e� la r�epartition des e�orts et des

d�eformations� Des paires d�actionneurs � capteurs colocalis�es �a large bande passante

�GERHOLD ���DENOYER ��� sont �egalement aujourd�hui disponibles et utilisables pour

le contr�ole du comportement dynamique des structures souples� Leur e�cacit�e en basse

fr�equence est cependant limit�ee� ce qui rend leur utilisation restreinte si elle n�est pas

coupl�ee �a d�autres actionneurs classiques prenant en charge les modes les plus bas�

Leur int�egration aux structures souples a d�abord �et�e �etudi�ee analytiquement en int�e�

grant des relations locales simpli��ees� o�u les c�eramiques pi�ezo��electriques ont �et�e mod�e�

lis�ees �a partir d�hypoth�eses de champ de contraintes uniformes �POTA ��� ou lin�eaires

�LIN ��� HUNG ��� CELENTANO ���� Les interfaces de collage ont �et�e souvent consi�

d�er�ees parfaites ou �a couche �elastique cisaill�ee �BAZ ���� Les fonctions de transfert des

transducteurs utilis�ees caract�erisent les relations tension�moment� chargement�courbures

�POTA ���� Puis une approche �el�ements �nis �E�F�� a permis de s�a�ranchir des limita�

tions induites par les hypoth�eses pr�ec�edentes en discr�etisant une g�eom�etrie quelconque

de l�ensemble structure�composants pi�ezo��electriques �TZOU ���� Les relations locales

compl�etes du mat�eriau pi�ezo��electrique sont directement int�egr�ees et traduites par des

matrices structurales et �electriques �WON ����

L�e�cacit�e croissante des actionneurs pi�ezo��electriques permet aujourd�hui le contr�ole

des structures souples pour une bande fr�equentielle assez large� De plus� les strat�egies de

contr�ole adapt�ees aux structures souples en grands d�eplacements peuvent �etre maintenant

r�ealis�es gr�ace �a la puissance de calcul actuelle de l��electronique temps r�eel� Si un mod�ele

�n prenant en compte les non�lin�earit�es et les couplages est d�evelopp�e en int�egrant les

actionneurs et les capteurs pi�ezo��electriques alors� une strat�egie de contr�ole non�lin�eaire �a

contr�oleurs performants peut��etre appliqu�ee� Elle fait l�objet de l��etude dont les objectifs

et le plan sont pr�esent�es dans ce qui suit�



�� Introduction

Objectifs et pr�esentation de l��etude

L��etude pr�esent�ee dans ce m�emoire porte sur la mod�elisation et le contr�ole de structures

souples bi�articul�ees� Ce type de structure comporte des non�lin�earit�es g�eom�etriques et

fait appara��tre un couplage vibrations � grands d�eplacements important� Son contr�ole est

r�ealis�e par des moteurs �electriques et des actionneurs et capteurs pi�ezo��electriques�

La strat�egie de contr�ole propos�ee utilise un contr�oleur non�lin�eaire qui suit les �evolutions

de la dynamique de la structure pour garantir le respect d�objectifs de contr�ole perfor�

mants sur toute la plage de fonctionnement de la structure� Pour cela� une commande

multi�entr�ees� multi�sorties �MIMO �Multi�Input Multi�Output�� est �a choisir de fa�con �a

obtenir une e�cacit�e sup�erieure aux strat�egies de contr�ole pr�esent�ees dans la litt�erature�

De plus� elle permet de disposer d�une bonne robustesse vis �a vis des performances� Ce

travail� s�inscrivant dans le cadre de structures mod�elisables� suppose une mod�elisation

�ne de la structure �a contr�oler pour garantir la stabilit�e et les performances du contr�ole

�a r�ealiser� Des simulations seront donc possibles et n�ecessaires au r�eglage du contr�oleur�

La stabilit�e et les performances seront valid�ees sur une structure permettant d�extrapoler

les r�esultats �a des cas plus complexes�

Pour r�ealiser ces objectifs l��etude peut �etre d�ecompos�ee en trois phases� correspondant

aux trois chapitre de ce m�emoire 

Chapitre � � Dans ce premier chapitre� la pi�ezo��electricit�e est tout d�abord pr�esent�ee

ainsi que les propri�et�es des c�eramiques pi�ezo��electriques� Puis� la mod�elisation E�F� des

composants pi�ezo��electriques est explicit�ee et valid�ee par des �etudes statique et dyna�

mique�

Ces composants� utilis�es comme capteurs et�ou actionneur� sont ensuite int�egr�es �a une

poutre souple� Pour cela� le mat�eriau et les dimensions des transducteurs pi�ezo��electriques

sont d�etermin�es� ainsi que leur localisation sur la structure de fa�con �a optimiser leur

performance en vue du contr�ole du comportement dynamique de cette poutre�

Finalement� la mod�elisation d�une poutre encastr�ee�libre instrument�ee d�un actionneur

pi�ezo��electrique bimorphe et de deux capteurs pi�ezo��electriques est r�ealis�ee� Apr�es iden�

ti�cation et recalage du mod�ele� la comparaison des r�esultats issus des simulations et des

exp�erimentations permet d�analyser la �nesse de la mod�elisation�

Chapitre � � Un mod�ele du comportement des structures souples mono�dimensionnelles

en grands d�eplacements est d�evelopp�e dans ce chapitre� Le couplage entre comportement

dynamique et grands d�eplacements est r�ealis�e sous forme �energ�etique par superposition des
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d�eplacements rigides et issus de d�eformations� avant d�appliquer le principe de Hamilton�

L��energie vibratoire due �a la souplesse de la poutre est calcul�ee �a partir d�une discr�eti�

sation de la structure par �el�ements �nis� La d�emarche homog�ene avec celle pr�esent�ee au

chapitre �� est g�en�eralisable �a des structures plus complexes qui int�egrent des composants

pi�ezo��electriques en vue de leur contr�ole� Le mod�ele obtenu est ensuite programm�e dans

un logiciel de simulation�

Cette d�emarche est appliqu�ee �a di��erentes structures rigides et souples articul�ees� Les

simulations de leur comportement dynamique mettent alors en �evidence les non�lin�earit�es

g�eom�etriques intrins�eques aux grands d�eplacements et la r�eciprocit�e du couplage entre

grands d�eplacements et vibrations� Les r�esultats issus des simulations du comportement

dynamique du mod�ele n�ecessaires au contr�ole sont compar�es �a ceux de deux logiciels m�e�

tier� Ces derniers ne permettaient pas� au moment de l��etude� l�int�egration d�un contr�oleur

aux simulations�

Chapitre � � Le contr�ole de structures souples en grands d�eplacements par composants

pi�ezo��electriques fait l�objet de ce dernier chapitre� L�algorithme de commande �Lin�eaire

Quadratique Gaussienne� est tout d�abord pr�esent�e� Les techniques d�optimisation com�

pl�ementaires portant sur la r�eponse temporelle contr�ol�ee� qui sont utilis�ees dans la suite

de l��etude� sont ensuite explicit�ees� En�n� la sp�eci�cit�e de l�application d�une commande

LQG �a une structure souple est d�ecrite�

La d�emarche qui vient d��etre esquiss�ee est tout d�abord appliqu�ee �a une structure simple 

une poutre souple articul�ee �a une extr�emit�e et �equip�ee d�un actionneur et de deux capteurs

pi�ezo��electriques� Pour cela� l�application est r�ealis�ee en trois phases� En premier lieu� le

contr�ole du motor�educteur activant la rotation est r�ealis�e� La robustesse en performance

du contr�ole LQG est alors valid�ee exp�erimentalement en permettant de s�a�ranchir des

non�lin�earit�es de la structure dues au frottement sec� Puis� le contr�ole de la poutre souple

encastr�ee�libre instrument�ee est ensuite r�ealis�e� Les r�esultats exp�erimentaux con�rment

alors la faisabilit�e d�un tel contr�ole de structures souples� ainsi que la performance des

composants pi�ezo��electriques� En�n� le contr�ole de la rotation de la structure et des deux

premiers modes �exibles de la poutre est r�ealis�e par un contr�oleur lin�eaire multivariable

LQG� Les r�esultats issus de ces derni�eres simulations sont compar�es �a ceux provenant de

l�exp�erimentation et permettent de valider la strat�egie de contr�ole retenue pour le contr�ole

de structures souples en grands d�eplacements�

La m�eme d�emarche est reprise pour les structures de type bras bi�articul�e qui n�ecessitent

une strat�egie de contr�ole plus complexe et non�lin�eaire� Pour cela� un contr�oleur non�
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lin�eaire utilisant des commandes de type LQ est propos�e� Son principe est tout d�abord

pos�e� puis son architecture est explicit�ee� Le contr�ole non�lin�eaire de deux structures bi�

articul�ees est ensuite pr�esent�e� Les principes de r�eglage pour ces deux applications sont

d�etaill�es ainsi que leur optimisation en simulation� Les simulations r�ealis�ees concernent

la r�egulation et le suivi d�ordre�

La premi�ere application concerne une structure �a deux poutres rigides� Les r�esultats

simul�es montrent alors l�am�elioration sensible des performances par rapport �a un contr�ole

lin�eaire optimis�e� La seconde application concerne un bras bi�articul�e constitu�e d�une

poutre consid�er�ee rigide et d�une poutre consid�er�ee souple�

Le m�emoire se termine par des conclusions g�en�erales et des perspectives�
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�	 Interactions composants pi�ezo��electriques � structure

Les composants pi�ezo��electriques sont utilis�es depuis longtemps� Il sont par exemple �a

l�origine de toute une gamme de capteurs de force ou d�acc�el�erom�etres� Il sont aussi

pr�esents comme actionneurs dans les haut�parleurs de cha��ne Hi�Fi ou les sonars de d�etec�

tion sous�marine� Dans ces applications� leur propri�et�es et leur fonctionnement sont bien

ma��tris�es� par contre� dans le cadre du contr�ole actif de structures� leur emploi est assez

r�ecent� Il a �et�e permis par l�am�elioration des propri�et�es propres aux c�eramiques pi�ezo�

�electriques et par l�obtention de c�eramiques de grande taille� Ils sont l�egers et peuvent

�etre totalement int�egr�es �a la structure �a contr�oler ce qui en fait des actionneurs et des

capteurs de choix pour les structures souples intelligentes�

Les composants pi�ezo��electriques seront �etudi�es dans ce chapitre en vue d�une int�egration

comme capteurs de vibration et comme actionneurs dans une boucle de contr�ole actif

de structures souples� La pr�esentation de leurs propri�et�es permettra d�expliciter leur

fonctionnement� L�introduction des e�ets pi�ezo��electriques en mod�elisation par �el�ements�

�nis sera ensuite r�ealis�ee puis test�ee dans le cadre d�un composant pi�ezo��electrique seul�

Ce composant sera ensuite int�egr�e �a une structure souple et son e�cacit�e comme capteur

et actionneur pi�ezo��electrique sera test�ee et valid�ee dans le cas d�une poutre encastr�ee�

libre�

��� Propri�et�es et mod�elisation des composants pi�ezo�

�electriques

Les principales propri�et�es des c�eramiques pi�ezo��electriques vont �etre pr�esent�ees dans cette

partie a�n d�expliciter le fonctionnement de ce type de composant� Le vocabulaire et les

sp�eci�cations employ�ees par les constructeurs de c�eramiques seront pr�ecis�es ensuite� Puis�

les composants pi�ezo��electriques seront mod�elis�es et introduits sous forme d��el�ements �nis

dans un code de calcul�

����� Propri�et�es des composants pi�ezo��electriques

La pi�ezo��electricit�e a �et�e d�ecouverte par Pierre et Jacques Curie dans les ann�ees ���
�

Seuls quelques mat�eriaux cristallins poss�edent cette propri�et�e�

Lorsque une pression est appliqu�ee sur le cristal� il g�en�ere une tension  l�e�et pi�ezo�

�electrique �direct�� Inversement� si une di��erence de potentiel est appliqu�ee au cristal�

il se d�eforme  l�e�et pi�ezo��electrique �inverse�� Ces deux e�ets permettent d�utiliser ces

c�eramiques pour r�ealiser des capteurs et des actionneurs�
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Propri�et�es

Les propri�et�es des c�eramiques pi�ezo��electriques sont induites par la polarisation de chaque

cristal� Le mat�eriau est donc constitu�e d�un grand nombre de dip�oles� Ils sont initialement

orient�es de fa�con al�eatoire� La c�eramique est donc globalement isotropique et n�exhibe

pas d�e�et pi�ezo��electrique � En appliquant une forte tension� les cristaux vont tendre �a

s�orienter parall�element au champ �electrique� Il va en r�esulter une polarisation r�emanente

�Figure �����

0 volt

+

-0 volt

avant polarisation apr�es polarisation

Fig� ��� Polarisation des c�eramiques pi�ezo��electriques

La c�eramique ainsi polaris�ee est apr�es ce traitement globalement anisotrope transverse

et poss�ede des propri�et�es pi�ezo��electriques� La direction principale est celle de polarisa�

tion� Au cours de la polarisation� elle s�est aussi �etir�ee dans le sens du champ et retr�ecie

perpendiculairement� Il en r�esulte une contrainte r�emanente dans le mat�eriau� Si une

nouvelle di��erence de potentiel limit�ee est appliqu�ee aux �electrodes de la c�eramique� elle

se d�eforme lin�eairement par rapport au voltage �Figure �����
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polarisation

tension n�egative tension nulle tension positive

Fig� ��� In�uence de la di��erence de potentiel sur la d�eformation
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Inversement� si la c�eramique est d�eform�ee en lui appliquant des e�orts� une tension pro�

portionnelle �a la force va appara��tre entre les �electrodes �Figure ��	��
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-
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+

-

-
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+

-

+

-

compression repos traction

Fig� ��	 In�uence des e�orts appliqu�es sur la di��erence de potentiel

Limitations

Pour �eviter la d�epolarisation totale ou partielle de la c�eramique� il ne faut pas appliquer

une trop forte tension de sens oppos�e �a la polarisation initiale� Les limitations courantes

sont de �

 �a �


 V�mm�� sachant que la polarisation initiale est obtenue par une

di��erence de potentiel de plusieurs milliers de volts par millim�etres� Par ailleurs� une

tension alternative peut occasionner une d�epolarisation au cours de la demi�p�eriode ou la

tension est oppos�ee �a la polarisation initiale�

Les c�eramiques pi�ezo��electriques �etant r�ealis�ees �a partir d�un mat�eriau ferro�electrique� elles

sont anisotropiques pour une temp�erature en dessous du point de Curie et isotropiques en

dessus� Cela signi�e que si cette temp�erature est d�epass�ee� la c�eramique perd ses propri�et�es

pi�ezo��electriques � Le point de Curie pour ces c�eramiques se situe g�en�eralement entre �



et 	�
oC�

Les propri�et�es pi�ezo��electriques sont d�ependantes du temps� Une variation logarithmique

de celles�ci apr�es la polarisation est constat�ee� Ainsi les caract�eristiques sont donn�ees pour

un temps standard apr�es la polarisation� Le vieillissement des c�eramiques est acc�el�er�e pour

des temp�eratures proches du point de Curie ou si les tensions et sollicitations m�ecaniques

sont proches de leurs limites�

Grandeurs caract�eristiques

Un mat�eriau pi�ezo��electrique est caract�eris�e m�ecaniquement par une masse volumique

�� par des modules d�Young Y �le mat�eriau est anisotrope� ou des souplesses S et des
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coe�cients de poisson ��

�Electriquement� sa permitivit�e est caract�eris�ee par une constante di�electrique relative K�

Le couplage entre les domaines �electrique et m�ecanique est caract�eris�e par un coe�cient de

couplage �electrom�ecanique k� C�est la racine du rapport entre l��energie m�ecanique fournie

et l��energie �electrique re�cue par le mat�eriau� Dans le cas d�un mat�eriau actionneur� une

constante pi�ezo��electrique d est utilis�ee� C�est le d�eplacement unitaire pour une tension

de � Volt appliqu�ee au mat�eriau� Dans le cas d�un mat�eriau capteur� une constante pi�ezo�

�electrique g est utilis�ee� C�est la tension g�en�er�ee pour une force de � Newton appliqu�ee

au mat�eriau�

Le Tableau ��� rassemble ces notations utilis�ees pour caract�eriser les mat�eriaux pi�ezo�

�electriques et donne les unit�es associ�ees�

Caract�eristiques Symboles D�e�nitions Unit�es

coe�cient de couplage �electrom�ecanique k

r
�energie m�ecanique
�energie �electrique

constante pi�ezo��electrique d
d�eplacement

di�� de potentiel
m�V��

constante pi�ezo��electrique g
di�� de potentiel

force V�N��

constante di�electrique relative K
permitivit�e mat�eriau
permitivit�e vide

module d�Young Y contrainte
d�eformation

N�m��

souplesse S d�eformation
contrainte N���m�

coe�cient de poisson � d�eformation
d�eformation

masse volumique � masse
volume kg�m��

Tab� ��� Notation des caract�eristiques des mat�eriaux pi�ezo��electriques

Il est �a noter que les constucteurs de mat�eriau pi�ezo��electriques fournissent un ensemble

de sp�eci�cations garanties g�en�eralement �a �
 pr�es�
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Orientations caract�eristiques

Les c�eramiques �etant anisotropiques� il faut pouvoir di��erencier les directions caract�eris�

tiques� Le syst�eme d�axes couramment utilis�e est donn�e par la Figure ����
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4

5

Direction
de
Polarisation

Fig� ��� Num�erotation des directions

Ce syst�eme d�axes permet de d�e�nir la notation Xnm o�u l�indice n caract�erise la direction

de l�action et m celle de la r�eponse� Les axes �� � et � sont relatifs aux rotations respecti�

vement autour de �� � et 	� Les conditions dans lesquelles sont e�ectu�ees les mesures de

caract�erisation sont pr�ecis�ees par l�exposant des symboles� Leur signi�cation est donn�ee

Tableau ����

Exposant Signi�cation

D les �electrodes sont en circuit ouvert

E les �electrodes sont en court�circuit

T les contraintes sont constantes

S les d�eformations sont constantes

Tab� ��� Signi�cation des exposants

Exemple � Y E
�� est le module d�Young du mat�eriau pour une contrainte appliqu�ee dans

la direction � et une d�eformation mesur�ee dans la direction �� La mesure est

e�ectu�ee avec les �electrodes en court�circuit�

Mat�eriaux pi�ezo��electriques des constructeurs

Les fabriquants de c�eramiques pi�ezo��electriques proposent de nombreux mat�eriaux en

fonction du type de comportement souhait�e� Par exemple� le Tableau ��	 pr�esente les dif�
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f�erentes c�eramiques du fabricant anglais Morgan�Matrocr ainsi que leur domaines d�uti�

lisation�

����� Mod�elisation des composants pi�ezo��electriques

Dans cette �etude� les composants pi�ezo��electriques sont int�egr�es aux structures �a contr�oler�

Ainsi� les structures instrument�ees peuvent �etre consid�er�ees intelligentes au sens o�u elles

disposent des fonctions de capteur et d�actionneur permettant de r�ealiser leur contr�ole

vibratoire�

Dans le cas des structures souples� la pr�esence des c�eramiques pi�ezo��electriques modi�e

le comportement m�ecanique de la structure en la raidissant localement� Par cons�equent�

les mod�eles propos�es dans la suite de l��etude doivent tenir compte de l�interaction entre

les c�eramiques et les structures� De fa�con �a permettre la mod�elisation de g�eom�etries

complexes au niveau des structures ou des c�eramiques� une mod�elisation par �el�ements

�nis est utilis�ee� Elle est r�ealis�ee �a l�aide d��el�ements classiques pour la partie structure et

d��el�ements pi�ezo��electriques pour les capteurs et les actionneurs�

Dans la suite� la mod�elisation des �el�ements pi�ezo��electriques est explicit�ee puis l�implan�

tation pratique d��el�ements �nis pi�ezo��electriques �a l�aide du logiciel Ansysrest pr�esent�ee�

Mod�elisation des �el�ements �nis pi�ezo��electriques

L��etude d�un syst�eme pi�ezo��electrique est un probl�eme �a champs coupl�es� En e�et� le

champ m�ecanique des d�eplacements et des forces et le champ �electrique des tensions et

des intensit�es sont d�ependants l�un de l�autre�

Le mat�eriau pi�ezo��electrique est r�egit par l��equation �electrom�ecanique de comportement �
�

d

�
�

�
Y Z

Zt �!

��
s

�e

�
�����

o�u �  vecteur contrainte

d  vecteur d�intensit�e �electrique

s  vecteur d�eformation

e  vecteur de champ �electrique

Y  matrice d��elasticit�e �evalu�ee �a champ �electrique constant

Z  matrice pi�ezo��electrique

!  matrice de permitivit�e �evalu�ee �a d�eformation constante

Apr�es discr�etisation spatiale� le mod�ele d�un �el�ement �ni pi�ezo��electrique est traduit par
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Tab� ��	 Particularit�es de di��erents mat�eriaux utilis�es comme c�eramiques chez Morgan�

Matroc
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l��equation matricielle suivante �
M 



 


��
"u

"v

�
#

�
C 



 


��
$u

$v

�
#

�
K Kz

Kt
z Kd

��
u

v

�
�

�
F

L

�
�����

o�u u  vecteur des d�eplacements nodaux

v  vecteur des potentiels �electriques nodaux

M  matrice de masse

C  matrice d�amortissement

K  matrice de raideur

Kd  matrice de conductivit�e di�electrique

KZ  matrice des couplages pi�ezo��electriques

F  vecteur de chargement structural

L  vecteur de chargement �electrique

et celui d�un �el�ement �ni sans couplage par 

M "u # C $u#Ku � F ���	�

Pour mod�eliser une structure instrument�ee par des composants pi�ezo��electriques� il est

n�ecessaire d�utiliser des �el�ements �nis de comportement ����� pour les parties pi�ezo�

�electriques et des �el�ements �nis de comportement ���	� pour les autres parties� La masse�

l�amortissement et la raideur des c�eramiques pi�ezo��electriques sont donc directement et

respectivement int�egr�ees dans les matrices de masse� d�amortissement et de raideur de

la structure instrument�ee� Les potentiels �electriques sont trait�es comme des degr�es de

libert�es nodaux suppl�ementaires et le chargement �electrique comme une composante sup�

pl�ementaire du chargement m�ecanique�

Utilisation dans un code de calcul �el�ements �nis

Le code de calcul par �el�ements �nis Ansysr r�epond �a la contrainte de champs coupl�es

explicit�ee ci�dessus pour le comportement pi�ezo��electrique � structure� Pour ce type de

couplage� il permet de mener des analyses statiques� modales� harmoniques ou transi�

toires� Pour l�analyse modale� seule la m�ethode par extraction des modes est disponible

et seuls les degr�es de libert�e en d�eplacement peuvent �etre pris comme degr�es ma��tres�

Pour travailler sur des �el�ements pi�ezo��electriques� il faut utiliser un type d��el�ement per�

mettant de r�ealiser le couplage entre champ des d�eplacements et champ �electrique� Les
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�el�ements possibles sont 

� PLANE�	 un �el�ement de plaque

� SOLID� un �el�ement volumique cubique �a � noeuds

� SOLID�� un �el�ement volumique t�etra�edrique �a �
 noeuds

Il faut� pour chaque mat�eriau pi�ezo��electrique� instruire les caract�eristiques mat�eriau�

Pour cela� il su�t de connaitre et de remplir la matrice d��elasticit�e Y � la matrice pi�ezo�

�electrique Z et la matrice de permitivit�e !� pr�esent�ees ci�dessous� Dans le code de calcul

par �el�ements �nis� les directions de sollicitations sont rang�ees dans l�ordre x� y� z� xy� yz�

xz alors que les fabricants de composants pi�ezo��electriques utilisent l�ordre � �x�� � �y�� 	

�z�� � �yz�� � �xz�� � �xy�� La correspondance entre les deux syst�emes est donn�ee Figure

����
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xy

x

z

y

yz

xz

code de calculfabricants

Fig� ��� Indices des sollicitations utilis�es par les fabricants et par le code de calcul

Les di��erentes matrices de caract�eristiques mat�eriau sont maintenant introduites� La

m�ethode et les commandes n�ecessaires �a leur introduction sous Ansysr sont d�etaill�ees en

annexe A�
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Matrice d��elasticit�e Y

La matrice d��elasticit�e Y sym�etrique� relie le champ des contraintes au champ des d�efor�

mations� Elle a la forme suivante 

Y �

x y z xy yz xz�
�����������

c�� c�� c�� c�� c�� c��

� c�� c�� c�� c�� c��

� � c�� c�� c�� c��

� � � c�� c�� c��

� � � � c�� c��

� � � � � c��

�
����������	

x

y

z

xy

yz

xz

�����

Matrice de rigidit�e D

La matrice de rigidit�e D est utilis�ee �a la place de la matrice d��elasticit�e� le lien avec les

donn�ees des constructeurs �etant plus direct�

Le mat�eriau pi�ezo��electrique �etant isotrope transverse� la matrice D� pour une isotropie

transverse d�axe z s�exprime alors 
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������������
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Y E
��
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Y E
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��


 
 


� �
Y E
��

��
Y E
��


 
 


� � �
Y E
��


 
 


� � � ���	�


Y E
��


 


� � � � ���	�


Y E
��




� � � � � ���	�


Y E
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�����������	

�����

en prenant comme hypoth�ese simpli�catrice des modules de Coulomb et des coe�cients

de poissons �egaux car ceci est vraissemblable et ces caract�eristiques ne sont pas fournies

par les fabricants de mat�eriau pi�ezo��electrique�
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Matrice pi�ezo��electrique Z

La matrice pi�ezo��electrique Z relie le champ �electrique �a celui des d�eformations et a pour

forme 

Z �

x y z�
�����������

e�� e�� e��

e�� c�� c��

e�� c�� c��

e�� c�� c��

e�� c�� c��

e�� c�� c��

�
����������	

x

y

z

xy

yz

xz

�����

Dans le cas d�une di��erence de potentiel appliqu�ee suivant l�axe z de polarisation� les

donn�ees des constructeurs permettent de calculer cette matrice sous la forme 

Z �

�
�����������
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Matrice de permitivit�e !

La matrice de permitivit�e est mesur�ee �a d�eformation constante� Elle a pour forme 

! �

x y z�
���
!�� 
 



 !�� 



 
 !��

�
��	

x

y

z

�����

Les donn�ees des constructeurs permettent de calculer ces constantes pour un mat�eriau

d�axe z de polarisation et �a partir de la permitivit�e du vide �� 

!�� � KT
���� �����

!�� � KT
���� ����
�

!�� � KT
���� ������

Cette mod�elisation permet maintenant d��etudier le comportement statique et dynamique

d�un composant pi�ezo��electrique seul �partie ����� puis son int�egration dans une structure

intelligente �partie ��	��
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��� �Etude d�un composant pi�ezo��electrique

Les composants pi�ezo��electriques sont �etudi�es dans cette partie� Le mod�ele �el�ements �nis

d�une plaque pi�ezo��electrique est tout d�abord introduit� Une �etude statique et une �etude

dynamique permettent de valider ce mod�ele en comparant les r�esultats obtenus avec ceux

de formulations analytiques approch�ees� En�n� la bonne utilisation d��elements pi�ezo�

�electriques dans un code de calcul est v�eri��ee pour permettre d��etendre l��etude �a une

structure instrument�ee�

����� Mod�ele d�une plaque pi�ezo��electrique

La g�eom�etrie de la plaque pi�ezo��electrique �etudi�ee est donn�ee Figure ���� Il s�agit d�une

plaque de dimensions L� W et d��epaisseur E� La c�eramique est polaris�ee suivant son

�epaisseur dans la direction z et chacune des faces de la plaque est recouverte d�un d�epot

d�argent tenant lieu d��electrode� Ces �electrodes imposent le m�eme potentiel �a toute la

surface de la face�

V1

x

y M

V2ddl contraint

z

L

W
E

Fig� ��� G�eom�etrie de la plaque pi�ezo��electrique

La plaque pi�ezo��electrique est mod�elis�ee dans le code de calcul Ansysr par les seuls

�el�ements volumiques permettant de prendre en compte les e�ets pi�ezo��electriques � les

d��el�ements cubiques �a � n�uds de type SOLID� �cf� annexe A�� La plaque est discr�etis�ee

par � �el�ements dans la largeur� �� dans la longueur et � dans l��epaisseur�

Pour tenir compte des �electrodes� tous les potentiels �electriques des noeuds du plan 

z � E
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sont coupl�es en un seul nomm�e V�� De la m�eme fa�con� tous ceux du plan 

z � 


sont coupl�es en un seul nomm�e V��

����� Etude statique

La plaque est sollicit�ee en imposant les tensions aux �electrodes 

V� � �V olt

V� � 
V olt

La d�eformation de la structure est caract�eris�ee en observant le d�eplacement du point

M suivant les directions x� y et z� Pour supprimer les mouvements de solide� � degr�es

de libert�e en translation sont bloqu�es comme indiqu�e Figure ���� Ils laissent ainsi la

possibilit�e �a la structure de se d�eformer librement tout en garantissant l�isostatisme� La

plaque �etant libre de se d�eformer� il n�y a pas de contraintes dans la c�eramique donc 

� � 


Les �equations �electrom�ecaniques ����� qui r�egissent la c�eramique donnent pour la partie

m�ecanique 

� � Y s� Ze � 
 ������

ce qui permet de calculer le champ des d�eformations s par 

s � Y ��Z e � DZ e ����	�

Le champ �electrique e appliqu�e dans notre cas est une tension V� dans l��epaisseur 

e �

�
���





V	
E

�
��	 ������

La d�eformation de la plaque est uniquement une variation de volume donc seules les

d�eformations longitudinales sont non nulles 

s �

�
���
�xx

�yy

�zz

�
��	 ������
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�

En introduisant les matrices D et Z il vient �
���
�xx

�yy

�zz

�
��	 �

�
���

�
Y E
��

��
Y E
��

��
Y E
��

� �
Y E
��

��
Y E
��

� � �
Y E
��

�
��	
�
���

 
 d��Y

E
��


 
 d��Y
E
��


 
 d��Y
E
��

�
��	
�
���





V	
E

�
��	 ������

Si l�e�et de striction est n�eglig�e �� � 
�� ������ devient �
���
�xx

�yy

�zz

�
��	 �

�
���

�
Y E
��


 



 �
Y E
��





 
 �
Y E
��

�
��	
�
���

 
 d��Y

E
��


 
 d��Y
E
��


 
 d��Y
E
��

�
��	
�
���





V	
E

�
��	 ������

et les formules approch�ees donn�ees par le fabricant de c�eramiques Morgan Matroc pour

une plaque sont alors retrouv�ees 

�xx �
%L

L
�

d��

E
V� ������

�yy �
%W

W
�
d��

E
V� ������

�zz �
%E

E
�

d��

E
V� ����
�

������

Le Tableau ��� permet de comparer les r�esultats donn�es par le code de calcul pour dif�

f�erentes c�eramiques� La derni�ere colonne donne les erreurs relatives entre les formules

approch�ees du fabricant et le r�esultat par �el�ements �nis suivant les di��erentes directions�

Ces ecarts sont proches de 	
 � Si dans le code� la striction est aussi n�eglig�ee en prenant 

� � 


au lieu de 

� � 
�	�

les formules approch�ees sont alors evidemment retrouv�ees�

Cette partie montre donc les limitations d�une formulation approch�ee et l�int�er�et d�utiliser

une approche par �el�ements �nis sans approximation pour le comportement du mat�eriau�

La c�eramique PZT�H donne les plus grands d�eplacements �a di��erence de potentiel �egale�

Ce r�esultat est induit par la capacit�e importante en couplage pi�ezo��electrique �d�� ou

d��� de ce type de mat�eriau� C�est donc ce type de c�eramique qui sera utilis�e comme

transducteur dans la suite de cette �etude�
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Tab� ��� R�esultats de l��etude statique d�une plaque pi�ezo��electrique selon le mat�eriau

utilis�e
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�

����� Etude dynamique du mod�ele m�ecanique seul

Pour cette partie d��etude� l�e�et pi�ezo��electrique n�est plus pris en compte� La di��erence

de potentiel est nulle 

V� � V�

La premi�ere fr�equence propre de la plaque pi�ezo��electrique libre�libre en �elongation lon�

gitudinale suivant x est recherch�ee� Pour ne solliciter que ce mode les d�eplacements en z

des noeuds du plan 

z � 


sont bloqu�es ainsi que les d�eplacements en y de ceux du plan 

y �
W

�

pour conserver la sym�etrie� La premi�ere fr�equence donn�ee par la m�ecanique des milieux

continus est donn�ee par 

fth �
�

�L

s
Y E
��

�
�

N

L
������

Elle correspond approximativement �a celle donn�ee par le fabricant 

ffab �
N�

L
�N� � N� ����	�

avec N� constante de fr�equence du mat�eriau pour le �
er mode dans la direction transverse�

Les r�esultats pr�esent�es Tableau ��� donnent la premi�ere fr�equence de la plaque  fAnsys

calcul�ee par le code et fth calcul�ee par la formule ������ et ffab calcul�ee �a partir des

donn�ees du fabricant pour les di��erents mat�eriaux pi�ezo��electriques �

La bonne corr�elation des r�esultats valide l�utilisation dans le code de calcul des c�eramiques

pi�ezo��electriques en mod�elisation m�ecanique pure�

Dans cette partie� l��etude statique et dynamique d�un composant pi�ezo��electrique est

men�ee� Elle montre que les r�esultats obtenus �a partir du mod�ele �el�ements �nis sont

en accord avec les pr�evisions analytiques� Elle a aussi permis de d�eterminer le type de

mat�eriau pi�ezo��electrique le plus sensible� donc le plus adapt�e comme transducteur�

Ces composants pi�ezo��electriques seront donc implant�es sur les structures souples dont la

con�guration et la mod�elisation sont r�ealis�ees dans les parties suivantes�
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C�eramiques � �kg�m��� Y E
�� �MPa� N� �Hz�m� fth �Hz� ffab �Hz� fAnsys �Hz�

PZT�D ��

 ��


 ���� ���

 ����
 ���



PZT� ��

 ��


 ��

 ���

 ��


 ���



PZT�A ��

 ��


 ��

 ���

 ��


 ���



PZT�J ��

 ��


 ���
 ���

 ���

 ���



PZT�H ���
 ��


 ���
 ��	

 ���

 ��	



PZT�A ��

 �	


 ���
 ���

 ���

 ���



Tab� ��� R�esultats de l��etude dynamique du mod�ele m�ecanique d�une plaque pi�ezo�

�electrique selon le mat�eriau utilis�e
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��� Structure intelligente � cas d�une poutre encastr�ee�

libre

Dans cette partie� la mod�elisation d�une poutre instrument�ee de capteurs pi�ezo��electriques

et d�un actionneur bimorphe est tout d�abord pr�esent�ee �Figure ����� Cet actionneur est

constitu�e de deux c�eramiques pi�ezo��electriques coll�ees de part et d�autre de la poutre

et travaillant en opposition de phase� Le choix des dimensions et de la position de ces

c�eramiques et ensuite discut�e� En�n� le mod�ele obtenu est valid�e exp�erimentalement sur

une poutre instrument�ee d�un actionneur et de deux capteurs�

x

y

capteur � capteur �

en
ca
st
re
m
en
t

actionneur
pi�ezo��electrique
bimorphe

L

Fig� ��� Con�guration de la poutre encastr�ee�libre instrument�ee

����� Mod�elisation de la poutre instrument�ee

Les �equations di��erentielles du comportement dynamique d�une poutre encastr�ee�libre

�Figure ���� et instrument�ee de c�eramiques pi�ezo��electriques� sont obtenues par application

du principe de Hamilton �Cf� annexe B�� L��energie cin�etique et le travail de la structure

sont calcul�es� puis les di��erentes constantes sont approxim�ees par un calcul �el�ements �nis�

A

P B

x

y
�p

�p

Fig� ��� Description des param�etres g�eom�etriques utilis�es
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L��energie cin�etique de la poutre s��ecrit 

T �
�

�

Z L

�

mp
$��pd�p ������

Lorsque l�expression des vibrations est r�eduite aux n premiers modes de la poutre� elles

peuvent �etre exprim�ees �a partir des participations modales �etablies sur la base conservative

associ�ee et par les formes modales correspondantes 

�p � &pq ������

d�o�u l�expression de l��energie cin�etique ������ 

T �
�

�
$qt

Z L

�

mp&
t
p&p d�p

�
$q ������

Les travaux internes m�ecaniques et �electriques de la structure instrument�ee sont calcul�es �a

partir des d�eformations� du champ �electrique� des contraintes et des intensit�es �electriques 

Ws #We � �
�

�

Z
P�S

h
st �et

i��
d

�
d� �P 
 ������

En introduisant les �equations de comportement de la poutre souple instrument�ee �����

ces travaux s��ecrivent 

Ws #We � �
�

�

Z
P�S
stY s d� �P 
 #

�

�

Z
P�S

�
�stZe# et!e


d� �P 
 ������

Les d�eformations s�expriment �a partir des n participations modales 

s � Hq ������

et le champ �electrique �a partir des tensions aux bornes des c�eramiques 

e � Qv ���	
�

d�o�u l�expression des travaux internes 

Ws #We � �
�

�
qt

Z

P�S
H tY H d� �P 


�
q # qt


Z
P�S
H tZQd� �P 


�
v #

�

�
vt

Z

P�S
Qt!Qd� �P 


�
v

���	��

Le travail externe de l�alimentation �electrique des p c�eramiques s��ecrit 

Wa � q
t
ev ���	��
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�

d�o�u le travail total de la structure par sommation de ���	�� et ���	�� 

W � Ws #We #Wa

� �
�

�
qt

Z

P�S
H tY H d� �P 


�
q # qt


Z
P�S
H tZQd� �P 


�
v #

�

�
vt

Z

P�S
Qt!Qd� �P 


�
v

#qtev ���		�

Le mod�ele �el�em�ents �nis de la structure est condens�e sur N n�uds ma��tres le long de la

poutre� Ceci permet de mailler en 	D la structure et donc �eventuellement en int�egrant

les actionneurs et capteurs tout en gardant un mod�ele analytique �D� Le vecteur position

des n�uds ma��tres s��ecrit 

� � ��� �� � � � �i � � � �N�� �N �
t ���	��

Le vecteur des d�eplacements transverses des n�uds ma��tres s��ecrit 

� � ��� �� � � � �i � � � �N�� �N �
t ���	��

Le d�eplacement transverse pour un point P hors discr�etisation se construit alors par

interpolation 

�p � Np� ���	��

avec Np� matrice contenant les fonctions d�interpolations �ANS ���

La base discr�ete des n premi�eres formes modales est 

& � �&�&� � � � &i � � � &n�� &n� ���	��

Les formes modales au point P s��ecrivent par interpolation de la base discr�ete �a partir de

������� ���	�� et ���	�� 

&p � Np& ���	��

d�o�u l��energie cin�etique ������ apr�es avoir introduit ���	�� 

T �
�

�
$qt&tM& $q ���	��

avec la matrice de masse condens�ee sur les n�uds ma��tres 

M �

Z L

�

mpN
t
pNp d�p ����
�
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Les d�eformations s�expriment �a partir des d�eplacements transverses des n�uds ma��tres

par 

s � Bs� ������

et la matrice H par interpolation de la base discr�ete �a partir de ������� ���	�� et ������

par 

H � Bs& ������

avec Bs� matrice contenant les d�erivations spatiales �ANS ����

Finalement l�expression ���		� devient 

W � �
�

�
qt&tK&q # qt&t'v #

�

�
vt(v # qtev ����	�

avec la matrice de raideur condens�ee sur les n�uds ma��tres 

K �

Z
P�S
Bt
sY Bs d� �P 
 ������

la matrice de couplage pi�ezo��electrique 

' �

Z
P�S
Bt
sZQd� �P 
 ������

et la matrice de capacit�e �electrique 

( �

Z
P�S
Qt!Qd� �P 
 ������

A partir de cette en�ergie cin�etique T et de ce travail W � le principe de Hamilton �Cf�

annexe B� est appliqu�e pour les n participations modales en d�eplacement virtuelles �qi

et les p tensions virtuelles �vi� Il en d�ecoule les �equations du mouvement ainsi qu�une

�equation �electrique 

M "q #Kq � Av ������

Atq # (v � �qe ������

avec la matrice de masse modale utilis�ee pour normer les modes 

M � &tM& � In  matrice d�identit�e de dimension n ������

la matrice diagonale de raideur modale 

K � &tK& avec Ki � 	�
i � coe�cients diagonaux� ����
�
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et la matrice modale d�e�et pi�ezo��electrique 

A � &t' ������

Dans le cas d�une structure faiblement amortie et donc �a modes d�ecoupl�es� ce qui est cou�

rant en pratique� l�introduction d�une matrice diagonale Ca contenant les amortissements
�

modaux Ci 

Ci � �
i	i ������

dans ������ permet de tenir compte compte de l�e�et de dissipation d��energie 

"q # Ca $q #Kq � Av ����	�

En s�eparant les parties actionneurs et capteurs pour les c�eramiques 

qe �

�
qea

qec

�
� A �

h
Aa Ac

i
� v �

�
va

vc

�
� et ( �

�
(a 



 (c

�
������

����	� et ������ deviennent respectivement 

"q # Ca $q #Kq � Aava #Acvc ������

et 

At
aq # (ava � �qea ������

At
cq # (cvc � �qec ������

Comme les capteurs sont conditionn�es par un ampli�cateur de charge qui interdit la

circulation de courant 

qec � 
 ������

et ������ donne 

vc � �(��c At
cq � Cq ������

En introduisant cette derni�ere �equation dans ������� il vient 

"q # Ca $q #Kcq � Aava ����
�

�Tous les amortissements consid�er�es dans cette �etude seront mod�elis�es par un amortissement de type

visqueux�



�� Interactions composants pi�ezo��electriques � structure

avec la matrice de raideur modale de la structure incluant les capteurs en circuit ouvert 

Kc �K #Ac(
��
c At

c ������

Le dernier terme de ������ caract�erise la r�etroaction des c�eramiques capteurs par e�et

pi�ezo��electrique direct et indirect� sur les raideurs modales de la structures�

En r�esum�e� les �equations de comportement dynamique et de mesure de la structure ins�

trument�ee sont  ����
���
"q � Aava � Ca $q �Kcq

� � &q

vc � Cq

������
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����� Choix des composants pi�ezo��electriques

Choix du mat�eriau pi�ezo��electrique

Comme l��etude statique d�un composant seul men�ee au paragraphe ����� l�a indiqu�e� le

mat�eriau ayant le plus grand coe�cient de couplage pi�ezo��electrique donnera les action�

neurs et capteurs les plus e�caces� La mod�elisation de la poutre instrument�ee men�ee

prec�edement au paragraphe ��	�� con�rme ces r�esultats  en e�et� pour un capteur� l�uti�

lisation des �equations ������� ������ et ������ donne 

vc � �(��c At
cq

� �(��c '
t
c&q

� �(��c

Z
P�Sc
QtZtBs d� �P 
&q ����	�

avec Sc correspondant aux capteurs int�egr�es �a la structure� Les tensions mesur�ees par

les capteurs sont donc d�autant plus grandes que les coe�cients de la matrice pi�ezo�

�electrique Z du mat�eriau sont grands� Ces coe�cients sont proportionnels aux coe�cients

de couplage pi�ezo��electrique comme cela a �et�e montr�e dans l��equation ������ Pour les

capteurs� il faut donc s�orienter vers des c�eramiques �a fort couplage pi�ezo��electrique pour

qu�ils soient les plus sensibles possible�

Pour un actionneur� l�e�ort induit sur la poutre est proportionnel �a la tension appliqu�ee

et au vecteur d�activation Aa comme le montre l��equation ����
�� Comme pour les cap�

teurs� le vecteur d�activation est proportionnel �a la matrice pi�ezo��electrique Z d�apr�es les

�equations ������ et ������� si elles sont restreintes �a Sa� correspondant aux actionneurs

int�egr�es �a la structure 

Aa � &
t

Z
P�Sa
Bt
sZQd� �P 
 ������

Un coe�cient de couplage pi�ezo��electrique important est donc n�ecessaire pour des action�

neurs performants� Il faut donc choisir un mat�eriau pi�ezo��electrique avec un couplage

pi�ezo��electrique �elev�e pour avoir les capteurs les plus sensibles et les actionneurs avec un

gain le plus important� De plus� les actionneurs doivent pouvoir �etre aliment�es par des

tensions �el�ev�ees�

Les c�eramiques hautes tensions ont �et�e fournies par la soci�et�e POLYTEC PI� de m�eme

que les ampli�cateurs hautes tensions� Le mat�eriau pi�ezo��electrique PIC���� choisi� dont

les caract�eristiques sont donn�ees Tableau ���� correspond �a une d�e�nition normalis�ee du

mat�eriau PZT�P��
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Propri�et�es Constantes Valeurs Unit�es

constante pi�ezo��electrique g�� �������
�� V�m�N��

constante pi�ezo��electrique g�� ������
�� V�m�N��

constante pi�ezo��electrique d�� ���
��
��� m�V��

constante pi�ezo��electrique d�� ��
��
��� m�V��

constante pi�ezo��electrique d�� ��
��
��� m�V��

coe�cient de couplage �electrom�ecanique k�� 
�	�

coe�cient de couplage �electrom�ecanique k�� 
���

masse volumique � ��

 kg�m�

constante di�electrique relative KT
�� ���


constante di�electrique relative KT
�� ��



souplesse SE
�� ����
��� m��N��

souplesse SE
�� ����
��� m��N��

temp�erature de Curie Tc ��
 oC

constante de fr�equence N� ��

 Hz�m

Tab� ��� Caract�eristiques du mat�eriau pi�ezo��electrique PIC����

Choix et positionnement de l�actionneur pi�ezo��electrique

L�actionneur pi�ezo��electrique est constitu�e de deux c�eramiques coll�ees de part et d�autre

de la poutre� Il g�en�ere ainsi un moment pur sans �elongation de la �bre neutre de la poutre

et les modes de �exion sont excit�es sans exciter ceux de traction � compression� Il est

positionn�e au niveau de l�encastrement de la poutre car c�est �a cet emplacement qu�il est

le plus e�cace pour contr�oler les premiers modes de �exion de la poutre encastr�ee � libre�

La largeur b des c�eramiques actionneurs est �egale �a la largeur de la poutre a�n d�obtenir

des moments induits les plus importants possibles� Leur �epaisseur ea et leur longueur la

sont d�etermin�ees �a partir de plusieurs contraintes 

� l�ampli�cateur haute � tension d�elivre des tensions entre ��


 Volts et 
 Volts�

� les c�eramiques supportent des champs �electriques jusqu��a �


 Volts par mm�

� la capacit�e des c�eramiques in�uence la bande passante de l�ampli�cateur�

� le d�eplacement induit en bout de poutre doit �etre maximum�

L��epaisseur minimum et la longueur maximum vont tout d�abord �etre d�etermin�ees� puis

la longueur et l��epaisseur �nales seront choisies�
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D�etermination de l��epaisseur minimum

Pour utiliser l�ampli�cateur �a son maximum� il faut envisager une tension Va aux bornes

des actionneurs maximum� soit 

�Va�max � ��


V

Le champ �electrique E r�esultant de la tension Va est alors 

E �
Va

ea
������

Comme le champ maximum admissible par le mat�eriau est 

�E�max � ��


V�mm��

l��epaisseur minimum des c�eramiques est 

�ea�min �
Vmax

Emax

� 
� �mm

D�etermination de la longueur maximum

La capacit�e des deux c�eramiques constituant l�actionneur� en fonction des dimensions est

donn�ee par 

Ca � �
KT

����lab

ea
������

La bande passante de l�ampli�cateur diminue lorsque la capacit�e Ca augmente� D�apr�es

les courbes de r�eponse en fr�equence de l�ampli�cateur� Figure ���� la capacit�e maximum

permettant d�obtenir une bande passante de � kHz est de 

�Ca�max � 
�	mF

La longueur maximum des c�eramiques est donc 

�la�max �
�Ca�max�ea�min

�KT
����b

� �

mm

D�etermination de la longueur

La courbe Figure ���
 donne l��evolution du d�eplacement en bout de poutre pour 

Va � ��


V

en fonction de la longueur la des actionneurs et pour une �epaisseur �x�ee �a 

ea � 
� �mm
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Fig� ���
 E�cacit�e statique de l�actionneur en fonction de sa longueur



��� Structure intelligente � cas d�une poutre encastr�ee�libre �

Le d�eplacement est proportionnel �a la longueur� cependant� pour des raisons d�encombre�

ment sur la poutre et de standard Polytec�PI� la longueur est limit�ee �a 

la � �
mm

D�etermination de l��epaisseur

La courbe Figure ���� donne l��evolution du d�eplacement en bout de poutre pour une

tension constante correspondant au maximum de l�ampli�cateur choisi 

Va � ��


V

en fonction de l��epaisseur ea� La courbe Figure ���� donne l��evolution du d�eplacement en

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

Øpaisseur des actionneurs (mm)

Limite (E)max

dØ
pl

ac
em

en
t d

e 
l’Ø

xt
rØ

m
itØ

 d
e 

la
 p

ou
tre

 (m
m

)

Fig� ���� E�cacit�e statique de l�actionneur en fonction de son �epaisseur et pour une

tension constante

bout de poutre pour un champ �electrique constant 

E � ��


V�mm��

en fonction de l��epaisseur ea� La meilleure activation est obtenue pour une tension maxi�

mum d�elivr�ee par l�ampli�cateur et pour un champ �electrique �egalement maximum�
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Fig� ���� E�cacit�e statique de l�actionneur en fonction de son �epaisseur et pour un

champ �electrique constant

Finalement� compte�tenu des contraintes �enonc�ees ci�dessus et des standards disponibles�

les c�eramiques actionneurs choisies ont les dimensions suivantes 

b � �
mm

ea � 
� �mm

la � �
mm

La capacit�e d�un actionneur est alors de 

Ca � 
� ���mF

ce qui donne une bande passante d�environ � kHz pour l�ampli�cateur� su�sante pour les

fr�equences concern�ees par le contr�ole�
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Choix et positionnement des capteurs pi�ezo��electriques

Les c�eramiques sont utilis�ees pour reconstruire les cinq premi�eres participations modales

de la poutre encastr�ee � libre� La qualit�e de cette reconstruction d�epend en particulier de

leur sensibilit�e aux d�eformations et de leur position sur la poutre� Dans cette partie� une

formulation analytique permettant de calculer les tensions d�elivr�ees par les capteurs est

tout d�abord pr�esent�ee� La position optimale d�un capteur sur la poutre non�instrument�ee

est alors discut�ee pour chaque mode� L�in�uence de l�int�egration des capteurs �a la struc�

ture est ensuite comment�ee et les r�esultats valid�es� En�n� le choix des dimensions des

capteurs est e�ectu�e�

Calcul analytique des tensions d�elivr�ees

Les tensions Vci mesur�ees par les capteurs sont fonction de la courbure de chaque c�era�

mique pi�ezo��electrique 

Vci � �
eck

�
��d

g��K
T
����lc

Z ci	lc

ci

v���x�dx ������

avec 
Vci  tension du capteur i�

lc  longueur des c�eramiques capteurs�

ec  �epaisseur des c�eramiques capteurs�

ci  position en x sur la poutre du capteur i�

v���x�  courbure de la poutre �a l�abscisse x�

d  distance du milieu de l��epaisseur du capteur �a la �bre neutre�

k��  coe�cient de couplage �electrom�ecanique�

g��  constante de couplage pi�ezo��electrique�

KT
��  constante de di�electrique relative�

��  permittivit�e du vide�

La distance d �a la �bre neutre se calcule par 

d �
ec

�
# ep �

Y E
��e

�
c # Ype

�
p # �Y

E
��ecep

� �Y E
��ec # Ypep�

������

avec 
ep  �epaisseur de la poutre�

Y E
��  module d�Young des c�eramiques dans la direction x � ��

Yp  module d�Young de la poutre �isotrope��

Les c�eramiques ayant une faible �epaisseur� on admet qu�elles modi�ent peu localement la
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masse et la raideur de la poutre� La tension produite par un capteur pi�ezo��electrique peut

donc �etre estim�ee par 

�Vci�estim � � �v��ci# lc�� v��ci�� ������

avec 
�  gain constant�

v��x�  pente des modes de la poutre sans les c�eramiques pour

approximer celle de la poutre instrument�ee�

Les formes modales de la poutre non�instrument�ee sont calcul�ees� Les tensions mesur�ees

pour une position quelconque du capteur le long de la poutre sont alors directement

obtenues pour chaque mode�

Positionnement des capteurs

Tout d�abord� les capteurs pi�ezo��electriques sont constitu�es de c�eramiques aux dimensions

identiques �a celles des actionneurs soit 

b � �
mm

ec � 
� �mm

lc � �
mm

Ces dimensions initiales permettent d�avoir des capteurs de faible �epaisseur donc modi�ant

�a priori peu les raideurs et masses locales de la poutre� Les positions optimales des

capteurs d�ependent alors peu de leur taille� Une fois les positions choisies� les dimensions

des c�eramiques seront discut�ees� Si l��epaisseur �nalement retenu varie trop� il faudra

revoir les positions sinon� cela permet d�avoir des capteurs et actionneurs identiques� ce

qui facilite leur approvisionnement�

Il su�t d�int�egrer la courbure de la poutre sur la longueur de la c�eramique pour obtenir la

tension d�elivr�ee par le capteur pour chaque mode en fonction de sa position sur la poutre�

La Figure ���	 pr�esente les formes modales de la poutre et la Figure ���� les courbures

modales�

La Figure ���� pr�esente les valeurs absolues des tensions calcul�ees par int�egration de la

courbure et norm�ees �a � pour chaque mode� La position optimale du capteur varie selon

le mode et est donn�ee Tableau ����

Les positions inf�erieures �a 
��
m sont �evit�ees du fait de la pr�esence de l�actionneur pr�es de

l�encastrement� La position des cinq capteurs peut donc �etre choisie �a partir des positions
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Modes
Positions optimales

des capteurs �m�
Capteurs

Positions privili�eg�ees

des capteurs �m�

Positions choisies

des capteurs �m�

� 
�
� c� 
��
 
��
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��� c� 
��� 
���

	 
��� c	 
��� 
���

� 
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���
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Tab� ��� Positions optimales� privil�egi�ees et �nales des capteurs
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optimales pour chaque mode� Un capteur est plac�e pour chaque position possible et l�a o�u

il d�elivre la plus forte tension pour le mode cibl�e� Cela garantit une bonne mesures des

modes mais pas la meilleure observabilit�e pour autant� D�o�u les positions privil�egi�ees des

capteurs donn�ees Tableau ���� Les capteurs sont coll�es sur le dessus de la poutre sauf le

capteur c� qui est sur le dessous pour des raisons d�encombrement�

In�uence des c�eramiques sur la position optimale des capteurs

Lorsque les c�eramiques capteurs et actionneurs sont int�egr�ees �a la structure� elles modi�ent

l�eg�erement les modes propres malgr�e le choix d�une faible �epaisseur� La Figure ����

pr�esente les courbures modales obtenues d�apr�es le mod�ele �el�ements �nis pour la poutre

instrument�ee� L�in�uence des c�eramiques sur les courbures modales est nettement visible�

La Figure ���� pr�esente les valeurs absolues des tensions calcul�ees par int�egration des

courbures pr�ec�edentes et norm�ees �a � pour chaque mode� Les tensions calcul�ees �a la

position des capteurs sont les seules exactes car pour les autres positions les d�eform�ees

sont approxim�ees�

Les positions optimales ont donc l�eg�erement vari�e mais seul le capteur c	 n�ecessite une

nouvelle position� Les position �nales sont donn�ees Tableau ����

Validation du choix des positions

Les tensions obtenues par le code de calcul et par ������ pour chaque mode et sur chacun

des capteurs sont compar�ees� Les r�esultats sont pr�esent�es Tableau ���� Les modes �etant

norm�es par rapport �a la matrice de masse� les d�eplacements sont de l�ordre de l�unit�e

pour qi � �� Par cons�equent� les tensions sont donn�ees en kV � Les erreurs �etant toutes

inf�erieures �a �� � � le calcul analytique par approximation est valid�e� De plus� chaque

capteur est le plus sensible des capteurs� pour le mode pour lequel il a �et�e plac�e� Les

positions choisies pour les capteurs sont bien les positions optimales�

Choix des dimensions des capteurs pi�ezo��electriques

L�in�uence d�une modi�cation d��epaisseur et de longueur des capteurs peut��etre �etudi�ee

en reprenant les positions pr�ecedentes� Augmenter l��epaisseur conduit �a augmenter les

tensions mesur�ees d�apr�es ������� mais aussi raidir localement la poutre instrument�ee�

donc diminuer la courbure de la c�eramique ce qui implique une diminution des tensions

mesur�ees donc de la sensibilit�e� La Figure ���� pr�esente les tensions norm�ees par rapport
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Tensions �kV � mode � mode � mode 	 mode � mode �

Ansysr

analytique

�erreur�

Vc� ���� ����� ����� ��� ���


��� ��
�	 ��
�� �	� ���

��	
�� ��	
�� ��	�� ��	��� ��	���

Vc� ���� 		�� ���
 ���� ����

���� ���� ��� ���� ����

��	��� ��	�� ��	��� ��	��� ��	
��

Vc� ��
� ���� �

 ��
 ����


��	� �
�� ���� �	
 ����


��	��� ��	��� ��	��� ��	��� ��	���

Vc� 
���� ���� �
�� ��� ��


	�

 ���� �� �� ���

��	��� ��	��� ��	��� ��	��� �
	���

Vc� 
���� ���� ���� ��� 	
�

	���� ���� ���� ��� ���

��	��� ��	��� ��	��� ��	�� ��	���

Tab� ��� Comparaison des tensions calcul�ees sous Ansysr et analytiquement pour qi � ��
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�a l��epaisseur de r�ef�erence 

ec � 
� �mm

avec la longueur initiale 

lc � �
mm

Les tensions sont repr�esent�ees class�ees par capteur avec le seul mode cibl�e par le capteur

sur chaque graphique� Les �epaisseurs optimales se trouvent aux environs de 	mm ou plus�

Cependant� pour de fortes augmentations de l��epaisseur les capteurs ne sont plus plac�es

de fa�con optimale car les courbures modales de la poutre seule et instrument�ee sont trop

di��erentes� Les tensions aux positions optimales choisies sur la poutre ne correspondent

alors plus aux tensions mesur�ees sur la poutre instrument�ee�

La Figure ���� donne les courbures modales pour des capteurs de 	mm d��epaisseur et

�

mm de longueur� Elle montre la forte in�uence des capteurs qui en raidissant lo�

calement la structure diminuent les courbures modales sous les capteurs� Par ailleurs�

l�action dynamique de l�actionneur est r�eduite par l�ajout de masse et de raideur �a la

poutre� En cons�equence� l��epaisseur des capteurs a �et�e choisie identique �a celle des action�

neurs a�n de privil�egier leur placement optimale devant des tensions mesur�ees maximales�

L��etude est a�n�ee en examinant le cas du capteur situ�e en 

c� � 
��m

L�in�uence de la longueur lc et de l��epaisseur ec sur la r�eponse de ce capteur pour le

premier mode est pr�esent�ee Figure ���
�

La longueur du capteur in�uence beaucoup moins la tension mesur�ee pour le premier mode

que son �epaisseur� Pour mesurer au mieux le premier mode� il faudrait prendre un capteur

de longueur maximale et d��epaisseur 	��mm� Pour les raisons �evoqu�ees pr�ecedement�

l��epaisseur choisie pour les capteurs est 

ec � 
��mm

Leur longueur ayant peu d�in�uence sur les tensions mesur�ees� la longueur retenue est 

lc � �
mm

L�int�egration de la courbure de la poutre sur une telle longueur est su�sante pour moyen�

ner les dispertions dues au collage� �a la non homog�en�e"�t�e des mat�eriaux et aux �ecarts de
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Fig� ���
 Tension mesur�ee par le capteur c� et pour le mode � en fonction des dimensions

position des capteurs� Les capteurs sont assez courts pour in�uencer peu la courbure de

la poutre instrument�ee� La Figure ���� donne les courbures modales pour les c�eramiques

choisies�

En cas de structure complexe� le choix des dimensions et de la position des c�eramiques ac�

tionneurs et capteurs est un probl�eme complexe d�optimisation �eventuellement �a int�egrer

directement dans le code de calcul� Les probl�emes associ�es sont 

� la quali�cation des mesures des capteurs pour les modes cibl�es �matrice C��

� la quali�cation de l�action des actionneurs en statique et dynamique pour la gamme

de fr�equence cibl�ee �matrice B��

� le regroupement des quali�cations pr�ec�edentes sous forme d�un crit�ere �energ�etique

avec pond�eration �en terme de contr�ole��

� la maximisation de cette �energie sous contraintes �g�eom�etries possibles� en fonction

des param�etres de taille et de position�
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Fig� ���� Courbures modales pour les c�eramiques choisies
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Conclusion

La m�ethode pour choisir les composants pi�ezo��electriques �et�e a pr�esent�ee� Le mat�eriau

PIC���� retenu est identique pour un actionneur ou un capteur� L�in�uence de la taille

et de la position des c�eramiques actionneurs et capteurs a �et�e discut�ee pour �nalement

privili�eger une �epaisseur faible et des positions optimales� La pertinence de ces choix va

�etre valid�ee par l��etude exp�erimentale d�une poutre instrument�e d�un actionneur et de

deux capteurs dans le paragraphe suivant�
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����� Mod�elisation et identi�cation d�une poutre encastr�ee�libre

instrument�ee

La structure exp�erimentale retenue est tout d�abord d�ecrite ainsi que son instrumentation�

Les constantes des �equations de mouvement developp�ees au paragraphe ��	�� et de mesure

n�ecessaire aux simulations sont calcul�ees �a partir d�un mod�ele �el�ements �nis� Finalement�

Ce mod�ele est recal�e sur les � premiers modes de la bande fr�equentielle 
�	

 Hz et les

simulations sont compar�es aux r�esultats exp�erimentaux�

Description de la structure exp�erimentale instrument�ee

La structure exp�erimentale� une poutre �exible � x 	
 x �

 mm encastr�ee�libre est pr�e�

sent�ee Figure ����� Ses caract�eristiques sont donn�ees Tableau ����

capteurs

actionneur

encastrement

connectique

Fig� ���� Photographie de la poutre instrument�ee

La poutre est instrument�ee par � c�eramiques pi�ezo��electriques en PIC���� �PZT P���

Elles sont coll�ees sur la poutre et constituent un actionneur bimorphe et deux capteurs

de d�eformation� La colle utilis�ee est une Epotek T���
 non conductrice� Elle est particu�

li�erement r�esistante au cisaillement et garantit que les d�eformations des c�eramiques sont

transmises �a la poutre dans de bonnes conditions et inversement�

Chaque c�eramique comporte une �electrode en argent sur chaque face� Figure ���	� Un �l

est soud�e sur chaque �electrode par une colle conductrice� L��electrode de la face inf�erieure�

en contact avec la poutre� est dite �retourn�ee� pour permettre une connection facile�

Les deux c�eramiques constituant l�actionneur bimorphe sont reli�ees �a deux ampli�cateurs

haute tension �������� Volt� command�es par le m�eme signal mais avec un inverseur de

phase pour l�une des c�eramiques�
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Param�etres Valeurs

Poutre  � duralumin �AU�G� �

Longueur ��� mm

Largeur 	
 mm

Epaisseur � mm

Module d�Young �� 


 MPa

Masse volumique � ��
 kg�m�

C�eramiques  � PIC ��� �

Longueur actionneur �
 mm

Longueur capteur �
 mm

Largeur �� mm

Epaisseur 
�� mm

Module d�Young ��� 


 MPa

Masse volumique ���
 kg�m�

Constante pi�ezo��electrique �d��� �����
��� m�V

Tab� ��� Caract�eristiques de la poutre encastr�ee�libre instrument�ee

poutre

Ølectrode
infØrieure
retournØe

Ølectrode
supØrieure

cØramique

soudures

V1 V2

Fig� ���	 Sch�ema de principe des �electrodes sur les c�eramiques
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Les �electrodes inf�erieures coll�ees sur la poutre sont maintenues �a � Volt pour des raisons

de s�ecurit�e� Les �electrodes sup�erieures sont port�ees au potentiel Va de sortie des ampli��

cateurs� Les actionneurs sont isol�es �electriquement par un vernis di�electrique par s�ecurit�e

et pour �eviter tout arc �electrique entre les �electrodes�

Les deux c�eramiques capteurs sont conditionn�ees par un ampli�cateur de charge construit

sp�eci�quement du fait de la capacit�e importante des capteurs� La grande imp�edance en

entr�ee d�un tel conditionneur permet d�avoir une tension mesur�ee au plus pr�es des charges

cr�e�ees par la d�eformation des c�eramiques pi�ezo��electriques� Les capteurs sont aussi isol�es

�electriquement par le m�eme vernis a�n de prot�eg�es les signaux mesur�es�

Mod�elisation

Les caract�eristiques des �equations de mouvement et de mesure ������ sont calcul�ees �a partir

d�un mod�ele compos�e de la poutre encastr�ee�libre et des c�eramiques pi�ezo��electriques�

Ce mod�ele EF est tout d�abord explicit�e� puis une �etude modale et une �etude statique

sont pr�esent�ees� L��etude modale permet d�obtenir l�ensemble des caract�eristiques ������

sauf le vecteur Aa d�action de l�actionneur bimorphe qui est obtenu �a partir de l��etude

statique�

Mod�ele EF

A�n de prendre en compte l�e�et pi�ezo��electrique des c�eramiques et d�avoir le m�eme

maillage de part et d�autre de l�interface poutre � c�eramiques� la structure compl�ete est

maill�ee en 	D par des �el�ements de brique �a � n�uds �Figure ������ La colle r�ealisant

l�interface n�est pas mod�elis�ee� Son in�uence sur les propri�et�es des capteurs � actionneur

et sur l�amortissement sera introduite lors du recalage des propri�et�es de la structure�

La poutre est discr�etis�ee par �	 �el�ements SOLID�� �a 	 degr�es de libert�e �DDL� en trans�

lation par n�ud� Les c�eramiques actionneurs et capteurs sont respectivement maill�ees par

� et 	 �el�ements SOLID� �a 	 DDL en translation et � DDL de potentiel �electrique pour

chaque n�ud�

Les d�eplacements des n�uds de la poutre situ�es �a l�encastrement sont annul�es� Les po�

tentiels �electriques de tous les n�uds de l�interface poutre � c�eramiques sont contraints

�a z�ero� Les potentiels �electriques des n�uds de chaque face externe des c�eramiques sont

coupl�es pour tenir compte de l�uniformit�e du potentiel �electrique dans les �electrodes en

argent�
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pi�ezo��electrique
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�
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����
xy

z

Fig� ���� Mod�ele �el�ements �nis de la poutre encastr�ee�libre

Etude Modale

Les matrices de masse M � de raideur modale Kc� des formes modales &� de sortie des

capteurs Cc et le vecteur de position des n�uds � sont obtenus �a partir d�une �etude

modale par r�eduction� Le mod�ele est condens�e sur �� DDL ma��tres de translation suivant

y pour les noeuds d�une ar�ete� Ceci permet de mailler en 	D la structure et en int�egrant

les actionneurs tout en gardant un mod�ele analytique �D�

Le potentiel des c�eramiques actionneurs est �x�e �a zero Volt� Ceux des c�eramiques capteurs

sont laiss�es libres a�n de rendre compte de la r�etroaction pi�ezo��electrique �������

La matrice de masse M correspond �a la matrice de masse condens�ee sur les DDL ma��tres�

La matrice de raideur modale Kc contient le carr�e des pulsations propres� La matrice

des formes modales & contient les modes propres associ�es �a ces pulsations� La matrice de

sortie des capteurs Cc contient les formes modales des potentiels �electriques des capteurs�

Le vecteur de position des n�uds � correspond �a l�emplacement des DDL ma��tres le long

de la poutre�
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Etude statique

Le vecteur modal Aa d�activation de l�actionneur bimorphe est obtenu �a partir d�une

�etude statique� Le potentiel des deux c�eramiques actionneurs est �x�e respectivement �a

#� Volt et �� Volt� L��equilibre de la structure est obtenu �a partir de ����
� �
Kcqa � Aa �a�

�a � &qa �b�
����
�

Les participations modales qa au d�eplacement statique �a� mesur�e pour les DDL ma��tres�

sont calcul�ees par projection de �a sur la base modale & 

qa �
�
&t&

��
&t�a ������

En r�eintroduisant ������ dans ����
�a
�� le vecteur Aa d�action est obtenu 

Aa �Kc

�
&t&

��
&t�a ������

Recalage

Le mod�ele �a recaler est tout d�abord introduit� puis les r�esultats exp�erimentaux servant

de r�ef�erence au recalage sont d�etaill�es� En�n� la procedure de recalage s�e�ectuant en

trois �etapes est explicit�ee�

Mod�ele �a recaler

Le mod�ele d�evelopp�e dans la partie ��	�� est repris �a partir de ������ �
"q # ��
i���fi�� $q # ����fi�

�� q � Aava

vc � Cq
����	�

Une mod�elisation �ne n�ecessite le recalage des param�etres fi� 
i� Aa� et C du mod�ele

de la structure encastr�ee�libre �a partir de mesures ad�equates sur la poutre instrument�ee�

Le synoptique de ces mesures est pr�esent�e Figure ���� et elles sont explicit�ees dans le

paragraphe ci�dessous�

R�esultats exp�erimentaux

Les param�etres d�activationAa et de mesure C ne peuvent pas �etre recal�es simultan�ement�

Une mesure suppl�ementaire du d�eplacement Uext de l�extr�emit�e de la poutre est alors

introduite� Elle permet de recaler Aa seul 

Uext � &extq ������



��� Structure intelligente � cas d�une poutre encastr�ee�libre �

conditionneur

amplificateurs
de charges

amplificateur
haute tensionva

vc

Uext

Fig� ���� Synoptique des mesures utilis�ees pour le recalage

Cette mesure est r�ealis�ee par un capteur �a courant de Foucault� Un analyseur de spectre

permet alors d�obtenir la r�eponse en fr�equence entre le d�eplacement Uext� les tensions des

capteurs vc et la tension va de commande envoy�ee �a l�ampli�cateur haute tension�

Les diagrammes de Bode� exp�erimentaux associ�es �a ces r�eponses en fr�equences sont donn�es

Figure ���� pour la fonction de transfert de l�actionneur 

H�
ext �

Uext

va
������

et Figure ���� pour celles des capteurs 

H�
c �

vc

va
������

Les fr�equences f �i et les amortissements 

�
i identi��es exp�erimentalement sont donn�es Ta�

bleau ���
�

Premi�ere phase du recalage � Fr�equences fi

Les fr�equences propres fi de la poutre sont d�abord recal�ees dans le code de calcul ce qui

permet d�obtenir une bonne approximation des formes modales calcul�ees� La m�ethode

choisie est une minimisation du crit�ere quadratique Efreq� caract�erisant l�erreur entre les

fr�equences simul�ees et mesur�ees 

Efreq �
�X

i��



fi � f �i
f �i

��

������

Les fr�equences d�ependent principalement des donn�ees g�eom�etriques et mat�erielles de la

poutre dont le module d�Young du PIC��� et du duralumin� les positions des c�eramiques

�Les amplitudes exprim�ees en db seront toujours d�e�nies par �� log�amplitude�
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et la longueur de la poutre� Ces derni�eres peuvent varier car la position exacte de l�en�

castrement est mal ma��tris�e exp�erimentalement� De plus� le collage des c�eramiques ne

permet pas de mesurer de fa�con pr�ecise leur position�

Les donn�ees mat�erielles et g�eom�etriques retenues servent de variables du design pour la

minimisation de la fonction objectif Efreq� Les fr�equences recal�ees sont donn�ees Tableau

���
� Elles donnent une bonne approximation des formes modales� en particulier leur

contribution &ext au d�eplacement de l�extr�emit�e�

Modes

Fr�equences

exp�erimentales

f �i �Hz�

Fr�equences

recal�ees

fi �Hz�

Amortissements

exp�erimentaux


�i ���

Amortissements

recal�es


i ���

� 	��� 	��� 
�	 
���

� ���	 ���� 
�	 
���

	 ���� �
�
 
�� 
�	�

� ��� ��� 
�� 
��	

� ��� ��	 
�� 
�		

� ��� ��
 
�� 
�	�

Tab� ���
 Param�etres modaux

Deuxi�eme phase du recalage � Vecteur d�activation Aa et amortissements modaux 
i

La r�eponse en fr�equence Hext est simul�ee et recal�ee en utilisant le logiciel MATLAB
r�

Le vecteur d�activation Aa de l�actionneur et les amortissements modaux 
i servent de

variables du design pour la minimisation du crit�ere quadratique Eext� caract�erisant l�erreur

entre les r�eponses en fr�equence simul�ee et mesur�ee pour les Np pulsations pi dans la bande

�����Hz 

Eext �

NpX
i��



log jHext�pi�j � log jH

�
ext�pi�j

log jH�
ext�pi�j

��

������

Les diagrammes de Bode des r�eponses en fr�equence simul�ee Hext et mesur�ee H
�
ext sont

pr�esent�es Figure ����� Les amortissements recal�es sont donn�es Tableau ���
 et le vecteur

d�activation Aa tableau �����

Le comportement pi�ezo��electrique de l�actionneur est aussi test�e en temporel par une

commande quasi�statique �un sinus �a �	� Hz�� Le d�eplacement transverse de l�extr�emit�e

libre de la poutre est mesur�e et trac�e Figure ���� en fonction de la commande envoy�ee �a

l�ampli�cateur et pour di��erentes amplitudes de commande�
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Fig� ���� Diagramme de Bode de la fonction de transfert entre le d�eplacement de l�ex�

tr�emit�e de la poutre et la tension de commande

Vecteur

d�activation

Aa

�N	mm��	V���

Modes calcul�e recal�e

� ����� �
���

� ���� ����

	 ����� ��
��

� �
�	 ����

� ����	 �����

� ����
 ��
��

Tab� ���� Vecteur d�activation Aa
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Le comportement de la chaine d�action est globalement lin�eaire avec une l�eg�ere hyst�er�esis

provenant du mat�eriau pi�ezo��electrique lui�m�eme� Cette derni�ere reste faible ce qui ex�

plique la bonne ad�equation entre le mod�ele lin�eaire propos�e et les r�eponses fr�equentielles

mesur�ees �Figure ������
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Fig� ���� Comportement temporel de l�actionneur pi�ezo��electrique

Troisi�eme phase du recalage � Matrice de mesure C

La r�eponse en fr�equence Hc est �a son tour simul�ee et recal�ee pour chaque capteur� Chaque

colonne de la matrice C des capteurs sert de variable du design pour chaque minimisation

du crit�ere quadratique Ec� caract�erisant l�erreur entre la r�eponse en fr�equence simul�ee et

mesur�ee pour chaque capteur 

Ec �

NpX
i��



log jHc�pi�j � log jH

�
c �pi�j

log jH�
c �pi�j

��

������

Les diagrammes de Bode des r�eponses en fr�equence simul�ees Hc et mesur�ees H
�
c sont

pr�esent�es Figure ����� La matrice de mesure C est donn�ee Tableau �����

A�n de valider le mod�ele et son recalage �uniquement fr�equentiel�� une r�eponse pour un

�echelon de � Volt sur la tension de commande de l�actionneur est simul�ee� La tension
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Fig� ���� Diagramme de Bode de la fonction de transfert entre les tensions des capteurs

pi�ezo��electriques et la tension de commande

Modes
Capteur �

�Volt�

Capteur �

�Volt�

� ���� ����

� ���� ���

	 ��� ����

� ��� �����

� ��


 ���


� ���	
 ��


Tab� ���� Matrice de mesure C des capteurs
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d�elivr�ee par le capteur � est pr�esent�ee Figure ���� pour la r�eponse simul�ee et mesur�ee sur

la poutre�
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Fig� ���� R�eponse non�contr�ol�ee pour un �echelon de � Volt

La simulation re��ete �d�element le comportement r�eel de la structure pour cette sollicita�

tion temporelle� Le mod�ele recal�e est donc pr�ecis et �able�

Conclusion

Le mod�ele �el�ements �nis mis en place et le recalage �n des param�etres exp�erimentaux

permet au �nal une mod�elisation pr�ecise de la structure instrument�ee� L�ad�equation entre

les r�esultats de la mod�elisation et de l�exp�erimentation permet d��etudier la structure en

grands d�eplacements ainsi que son contr�ole�
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�� Mod�elisation du comportement dynamique de structures souples en grands d�eplacements

L��etude des structures souples int�egrant des transducteurs pi�ezo��electriques �cf� chapitre

�� ayant �et�e r�ealis�ee� ce deuxi�eme chapitre est consacr�e �a la mod�elisation de structures en

grands d�eplacements�

Pour cela� le couplage complet entre les mouvements de corps rigide et les d�eformations

est mod�elis�e� Il s�agit de prendre en compte l�in�uence des grands d�eplacements sur les

vibrations et inversement� des vibrations sur les grands d�eplacements�

Tout d�abord� l��etude d�une structure rigide bi�articul�ee permet de mettre en valeur et de

discuter des non�lin�earit�es en pr�esence� puis� le couplage complet entre le comportement

dynamique et les grands d�eplacements est mis en �evidence pour une poutre mono�articul�ee�

Finalement� le mod�ele d�une structure souple bi�articul�ee est d�evelopp�e�

��� Non�lin�earit�e induite sur la dynamique par des

grands d�eplacements

La structure est choisie de fa�con �a mettre en �evidence l�in�uence forte des non�lin�earit�es

sur son comportement dynamique en boucle ouverte� Elle est constitu�ee de deux poutres

rigides homog�enes articul�ees dans le plan �A�x��y�� �Figure �����

A

B

C

G�

G�

x�

x�

y�y�

y�

x�

��

��

Cm�

Cm	

Fig� ��� Param�etrage de la structure articul�ee �a deux poutres rigides

Les �equations de mouvement de la structure sont tout d�abord obtenues� ensuite� une

application num�erique est r�ealis�ee pour mettre en �evidence les di��erentes non�lin�earit�es

et quanti�er leur in�uence sur la mise en place du contr�ole des grands d�eplacements�
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����� Mod�elisation de la structure �a deux poutres rigides

La poutre S�� de longueur L�� de masse m� et d�inertie J� autour de �G�� z�� est articul�ee

en A avec le b�ati S� �cf� Figure ����� La poutre S�� de longueur L�� de masse m� et

d�inertie J� autour de �G�� z�� est articul�ee en B avec la poutre S�� Les centres d�inertie

G� de S� et G� de S� sont situ�es au milieu de chaque poutre� Les rotations sont mesur�ees

respectivement par les angles �� et �� et g�en�er�ees respectivement par les couples moteurs

Cm� et Cm	 �

Les mouvements se font donc tous le plan horizonttal �A�x��y��� La gravit�e s�exerce

suivant la verticale descendante �z� et n�a ainsi pas d�in�uence sur ces mouvements� Le

probl�eme est donc mod�elis�e dans le plan �A�x��y�� du bras articul�e�

Les �equations di��erentielles du comportement dynamique de la structure constitu�ee de

deux poutres rigides �Figure ���� sont obtenues par application du principe de Hamilton�

L��energie cin�etique et le travail de la structure sont tout d�abord calcul�es� puis le principe

variationnel est appliqu�e�

�Energie cin�etique

L��energie cin�etique de la structure s��ecrit �a partir des �energies cin�etiques T� et T� de

chaque poutre 

T � T� # T� �
�

�
��

�
))I�G�� ���

�
� #

�

�
V �

��G��
� #

�

�
��

�
))I�G�� ���

�
� #

�

�
V �

��G��
� �����

avec 
V �

��G��  vecteur vitesse de S� par rapport �a S� en G��

V �
��G��  vecteur vitesse de S� par rapport �a S� en G��

��
�  vecteur rotation de S� par rapport �a S��

��
�  vecteur rotation de S� par rapport �a S��

))I�G�� ��  op�erateur d�inertie de S� en G��
))I�G�� ��  op�erateur d�inertie de S� en G��

La vitesse V �
��G�� du point G� de la poutre S� par rapport au galil�een R� �A�x��y�� z�� 

V �
��G�� �

L�

�
$��y� �����

et vitesse V �
��G�� du point G� de la poutre S� par rapport au galil�een R� 

V �
� �G�� � L�

$��y� # � $�� # $���
L�

�
y� ���	�
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sont introduites dans ����� 

�T � J� $�
�
� #

m�L
�
�

�
$���

#J�� $�� # $���
� #m�L

�
�
$��� #

m�L
�
�

�
� $�� # $���

� #m�L�L� cos �� $��� $�� # $���

� �I� #m�L
�
��
$��� # I�� $�� # $���

� #m�L�L� cos �� $��� $�� # $��� �����

en posant 

I� � J� #
m�L

�
�

�

I� � J� #
m�L

�
�

�

Travail

Le travail externe des moteurs s��ecrit 

Wm � Cm��� # Cm	�� �����

Principe de Hamilton

Le principe de Hamilton �Cf� annexe B� est appliqu�e pour les rotations virtuelles ��� et

��� et donne les �equations du mouvement coupl�ees en rotation 

I��"�� # I��"�� � Cm� #N� �����

I��"�� # I��"�� � Cm	 #N� �����

avec 

I�� � I� # I� #m�L
�
� #m�L�L� cos �� �����

I�� � I� #
m�L�L�

�
cos �� �����

N� � m�L�L� sin �� $��� $�� #
$��
�
� ����
�

I�� � I�� ������

I�� � I� ������

N� � �
m�L�L�

�
$��� sin �� ����	�

������
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Les �equations du comportement dynamique s��ecrivent donc �nalement �����
����
"�� �

I���Cm� #N��� I���Cm	 #N��

I��I�� � I���

"�� �
I���Cm	 #N��� I���Cm� #N��

I��I�� � I���

������

et peuvent se mettre sous la forme d��etat non�lin�eaire 

$x � Ax#Bu # P �������
�����
$��
$��
"��
"��

�
����	 �

�
�����

 
 � 



 
 
 �


 
 
 



 
 
 


�
����	

�
�����
��

��
$��
$��

�
����	 #

�
�����

 



 


B�� B��

B�� B��

�
����	
�
Cm�

Cm	

�
#

�
�����






P�

P�

�
����	 ������

avec 

B�� �
I��

I��I�� � I���
������

B�� �
� I��

I��I�� � I���
� B�� ������

B�� �
I��

I��I�� � I���
����
�

P� �
I��N� � I��N�

I��I�� � I���
������

P� �
I��N� � I��N�

I��I�� � I���
������

La matrice de commande B et le vecteur de perturbation P ne sont �evidemment pas

constants�

����� Mise en �evidence des non�lin�earit�es

La mise en �equation de la structure bi�articul�ee fait appara��tre les termes P� et P� non�

lin�eaires qui n�agissent ni sur le comportement dynamique ni sur l�application de la com�

mande� Ils agissent comme une perturbation ext�erieure du syst�eme d��etat �������

Ces termes sont cependant faibles pour de petites vitesses de rotation� Ils sont propor�

tionnels aux carr�es des vitesses de rotations et peuvent �etre interpr�et�es comme des forces

�centrifuges� par analogie avec une masse non�constante en rotation autour d�un point�
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Param�etres Valeurs

poutre S� 

longueur L� 
�� m

masse m� 
�
� kg

inertie J� ����
�� kg�m�

poutre S� 

longueur L� 
�� m

masse m� 
�
� kg

inertie J� ����
�� kg�m�

Tab� ��� Caract�eristiques des deux poutres rigides

Par contre� les termes Bij de la matrice B d�application de la commande sont fortement

non�lin�eaires et d�ependent uniquement de l�angle ��� Les composantes de la matrice B

sont repr�esent�ees Figure ��� en fonction de �� pour les donn�ees g�eom�etriques et cin�etiques

pr�esent�ees Tableau ���� Les termes Bij peuvent �etre interpr�et�es comme termes d�inerties

vues par les moteurs avec la m�eme analogie que pr�ec�edement� En e�et� en fonction de

l�angle entre les deux poutres� la distribution des masses dans la structure est di��erente

et les inerties rapport�ees aux axes des moteurs sont donc di��erentes� Des couples moteurs

identiques ont donc des e�ets di��erents sur l��evolution du syst�eme en fonction de la

con�guration de la structure�

Le comportement dynamique de la structure �etant fortement non�lin�eaire notamment au

niveau de l�application de la commande� un contr�ole lin�eaire calcul�e pour une valeur de

�� pr�esente des performances �a priori d�egrad�ees lorsque l��etat de la structure s��eloigne du

point de lin�earisation�

Les non�lin�earit�es d�une structure en grands�d�eplacements ayant �et�e montr�ees et discut�ees�

le couplage entre le comportement dynamique les grands d�eplacements est �etudi�e dans le

paragraphe suivant�
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Fig� ��� Non�lin�earit�es des coe�cients de la matrice d�application de la commande
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��� Couplage entre grands d�eplacements et compor�

tement dynamique

Ce paragraphe concerne le couplage r�eciproque entre le comportement dynamique d�une

structure souple et ses grands d�eplacements�

Le syst�eme �etudi�e Figure ��	 est compos�e d�une poutre et d�un motor�educteur �electrique

d�inertie I� autour de son axe de sortie� La poutre est encastr�ee sur cet axe �a la distance

r� de l�axe de rotation �A� z��� Cette structure simple permet l��etude du couplage entre

les modes �exibles et le mode rigide de la structure�

Les �equations de mouvement de la structure sont obtenues� puis une application num�erique

est r�ealis�ee� Pour cela� le mod�ele est programm�e dans le logiciel SIMULINKr et les

r�esultats des simulations obtenues sont compar�es �a ceux de logiciels m�etiers �ADAMSr

et ANSYSr��

Les notations utilis�ees aux paragraphes ��	�	 et ��� sont reprises dans ce paragraphe�

����� Mod�elisation d�une poutre souple en rotation

Les �equations di��erentielles du comportement dynamique de la structure �Figure ��	�� sont

obtenues par application du principe de Hamilton� Successivement� l��energie cin�etique et

le travail de la structure sont calcul�es� puis les di��erentes constantes sont approxim�ees

par la m�ethode des �el�ements �nis�

A

P x

y

x�

y�

�
Cm

�p
�p

B

r�

Fig� ��	 Param�etrage de la structure souple articul�ee
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�Energie cin�etique

La vitesse du point P �Figure ��	� de la poutre par rapport au galil�eenR� �A�x��y�� z�� est

calcul�ee par d�erivation de la position rp dans la base tournante R �A�x�y� z��� La position

rp de P est d�ecomposable par son abscisse �p le long de la poutre� et le d�eplacement

vibratoire transverse �p 

rp � �px# �py ����	�

ce qui permet d�obtenir le carr�e de la vitesse du point P 

$r�p � ��p
$�� # ��p

$�� # ��p $�p $� # $�
�
p ������

Les d�eplacements transverses dus aux d�eformations de la poutre sont approxim�ees par les

participations modales �etablies sur la base conservative constitu�ee des n premiers modes

de la structure encastr�ee sur l�axe de rotation d�apr�es ������� soit 

�p � &pq ������

d�o�u l�expression modale de la vitesse du point P ������ au carr�e 

$r�p � ��p
$�� # qt&t

p&pq $�
� # ��p&p $q $� # $q

t&t
p&p $q ������

L��energie cin�etique en rotation concernant l�inertie �equivalente I� du rotor du motor�educ�

teur et de la poutre s��ecrit 

T �
�

�
I� $�

� #
�

�

Z r
	L

r


mp $r
�
pd�p ������

�A partir de ������ et ������ l��energie cin�etique s��ecrit 

T �
�

�



I� #

Z r
	L

r


mp�
�
p d�p

�
$�� #

�

�
qt

Z r
	L

r


mp&
t
p&p d�p

�
q $��

#


Z r
	L

r


mp�p&p d�p

�
$q $� #

�

�
$qt

Z r
	L

r


mp&
t
p&p d�p

�
$q ������

Travail

Le travail m�ecanique interne Ws de la structure est calcul�e �a partir des d�eformations et

des contraintes 

Ws � �
�

�

Z
P�S

st�d� �P 
 ������
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En introduisant l��equation de comportement de la poutre souple 

� � Y s ������

ce travail s��ecrit 

Ws � �
�

�

Z
P�S
stY s d� �P 
 ���	
�

Les d�eformations s�expriment �a partir des n participations modales d�apr�es ������ 

s � Hq

d�o�u 

Ws � �
�

�
qt

Z

P�S
H tY H d� �P 


�
q ���	��

Le travail externe Wm du moteur s��ecrit 

Wm � Cm� ���	��

d�o�u le travail total 

W � Ws #Wm

� �
�

�
qt

Z

P�S
H tY H d� �P 


�
q # Cm� ���		�

Discr�etisation EF

La structure est discr�etis�ee par la m�ethode des �el�ements �nis� Puis� le mod�ele est condens�e

sur N n�uds ma��tres le long de la �bre neutre de la poutre� Ceci permet de mailler en 	D

la structure pour int�egrer �eventuellement les actionneurs et les capteurs pi�ezo��electriques

tout en gardant un mod�ele analytique �D�

L�abscisse du point P se construit par interpolation �a partir de la position des n�uds

ma��tres �a l�aide de la matrice d�interpolation Np �cf� �equation ���	��� 

�p � Np� ���	��

En introduisant ���	�� et ���	��� l��energie cin�etique ������ devient 

T �
�

�

�
I� # �

tM�

$�� #

�

�
qt&tM&q $�� # �tM& $q $� #

�

�
$qt&tM& $q ���	��
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avec la matrice de masse condens�ee sur les n�uds ma��tres 

M �

Z r
	L

r


mpN
t
pNp d�p ���	��

et le travail total ���		� apr�es introduction de ������ devient 

W � �
�

�
qt&tK&q # Cm� ���	��

avec la matrice de raideur condens�ee sur les n�uds ma��tres 

K �

Z
P�S
Bt
sY Bs d� �P 
 ���	��

Principe de Hamilton

Le principe de Hamilton �Cf� annexe B� est appliqu�e pour une rotation virtuelle �� et

des participations modales en d�eplacement virtuelles �qi� Les �equations du mouvement�

coupl�ees pour la rotation et les d�eformations� sont alors obtenues �
J # qtMq


"� # �qtM $q $� # gt"q � Cm ���	��

g"� #M "q #
�
K �M $��

�
q � 
 ����
�

avec l�inertie de la structure 

J � I� # �
tM� ������

le vecteur de couplage inertiel entre vibration et rotation 

g � &tM� ������

la matrice de masse modale servant �a normer les modes 

M � &tM& � In ����	�

et la matrice diagonale de raideur modale 

K � &tK& avec Ki � 	�
i ������

Les dissipations d��energie dans la structure articul�ee sont introduites sous forme d�amor�

tissement visqueux pour l�articulation et la poutre souple� Dans le cas d�une structure

faiblement amortie avec des modes su�samment d�ecoupl�es� l�introduction d�une matrice

diagonale Ca contenant les amortissements visqueux modaux 

Ci � �
i	i ������
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dans ����
� permet de tenir compte des dissipations dues �a la structure 

g"� # "q # Ca $q #
�
K � In $�

�
�
q � 
 ������

Les frottements visqueux c de l�articulation sont pris en compte dans ���	�� par �
J # qtMq


"� # c $� # �qt $q $� # gt"q � Cm ������

Les �equations de comportement dynamique de la structure ������ et ������ s��ecrivent

�nalement apr�es inversion �������
������
"� �

Cm � c $� # gtCa $q # g
t
�
Kc � In $�

�
�
q � �qt $q $�

J # qtq � gtg
�a�

"q �

�
�In # ggt

J # qtq � gtg

�
An�Ca $q �

�
Kc � In $�

�
�
q
o
# g

�qt $q $� � Cm # c $�

J # qtq � gtg
�b�

������

����� Mise en �evidence du couplage par simulations

A�n de tester la mod�elisation d�evelopp�ee� n�ecessaire pour r�ealiser les simulations du

contr�ole pr�esent�ees au chapitre suivant� trois mod�eles di��erents de la poutre en rotation

sont programm�es� Les comportements dynamiques de la structure simul�es par ces mod�eles

sont alors compar�es� Les caract�eristiques de la structure utilis�ees sont donn�ees Tableau

����

Le premier mod�ele est issu des �equations de mouvement ������ d�evelopp�ees dans cette

�etude et programm�ees sous SIMULINKr� Le deuxi�eme est une discr�etisation de la poutre

appuy�ee�libre par la m�ethode des �el�ements �nis dans le code de calcul ANSYSr� Le

dernier est bas�e sur l�importation d�un mod�ele EF dans le logiciel de simulation dynamique

ADAMSr�

Les r�esultats dans les domaines fr�equentiels pour les trois mod�eles d�une part� puis les

r�esultats temporels concernant le premier mod�ele et le dernier sont compar�es et analys�es�

Premier mod�ele

Les �equations de mouvement ������ sont programm�ees gr�ace �a une S�fonction programm�ee

en langage C� Le programme obtenu permet les simulations temporelles pr�esent�ees Figure

���� Comme dans l��etude du comportement dynamique d�une poutre souple encastr�ee

�paragraphe ��	�	�� les di��erentes constantes sont aliment�ees par un mod�ele EF de la

poutre� Apr�es lin�earisation du mod�ele� les fr�equences propres de la poutre en rotation

sont obtenues�
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Param�etres Valeurs

Longueur L ��
 mm

�Epaisseur e � mm

Largeur b �
 mm

Masse volumique � ��

 kg�m��

Module d�Young Y ���
� MPa

Fr�equences encastr�ee�libre

mode � ���� Hz

mode � �	�	 Hz

mode 	 ���	 Hz

mode � ��� Hz

mode � ��� Hz

Tab� ��� Caract�eristiques de la poutre articul�ee

Deuxi�eme mod�ele

La discr�etisation de la poutre est r�ealis�ee dans le code de calcul en prenant pour conditions

limites appuy�ee�libre� La lib�eration de l�encastrement permet de simuler la rotation de la

poutre� Une �etude modale permet alors d�obtenir les fr�equences propres de la structure

articul�ee� Les simulations temporelles ne sont pas obtenues par ce mod�ele�

Troisi�eme mod�ele

Le logiciel ADAMSr permet la simulation num�erique temporelle de syst�emes dynamiques

complexes� Il simule principalement le comportement dynamique des corps rigides mais

peut aussi mod�eliser le comportement de corps �exibles en int�egrant des mod�eles EF

r�ealis�es par d�autres logiciels�

Un mod�ele EF r�ealis�e dans le code de calcul avec les conditions encastr�ee�libre est int�egr�e�

puis est articul�e �a une de ses extr�emit�ees pour mod�eliser la structure articul�ee� Les

simulations temporelles pr�esent�ees Figure ��� sont alors obtenues et une lin�earisation

donne les fr�equences propres de la poutre en rotation�

�Etude fr�equentielle

Les fr�equences propres obtenues pour chacun des trois mod�eles sont compar�ees tout en

faisant �evoluer le nombre de modes pris en compte pour la base modale int�egr�ee au mod�ele

� ou au mod�ele 	� Le Tableau ���	� regroupe les di��erentes fr�equences propres calcul�ees�
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Fr�equences

�Hz�

Nombre de modes de la base import�ee

� � 	 � � Mod�ele � Modes

Mod�ele � 
 
 
 
 

	 solide

Mod�ele 	 
 
 
 
 


Mod�ele � ���� ���� ���� ���� ����
���� �exible �

Mod�ele 	 ���� ���� ���� ���� ����

Mod�ele � ���� ���� ���� ����
�
�
 �exible �

Mod�ele 	 ���� ���� ���� ����

Mod�ele � ��� �	� �	�
��
 �exible 	

Mod�ele 	 ��� �	� �	�

Mod�ele � 	�� �		
��	 �exible �

Mod�ele 	 	�� �	�

Mod�ele � �
�
��� �exible �

Mod�ele 	 �
�

Tab� ��	 Comparaison des fr�equences propres de la poutre articul�ee

La di��erence de fr�equences propres entre la base import�ee �encastr�ee�libre� et la poutre en

rotation �articul�ee�libre� s�interpr�ete physiquement par le changement de conditions aux

limites comme le montre les r�esultats du mod�ele �� En e�et� l��equation de mouvement

����� b� montre que le terme de raideur est modi��e par les grands d�eplacements� Lorsque

les termes non�lin�eaires sont n�eglig�es� la matrice de raideur de la poutre articul�ee devient 

Karticule �

�
�In # ggt

J # gtg

�
AKc ������

La modi�cation d�epend du terme 

ggt

J # gtg

donc de l�inertie en rotation de la poutre et du terme g de couplage entre les vibrations

et la rotation� Ce dernier terme d�epend du nombre de modes de la base encastr�ee�libre

pris en compte�

Les fr�equences de la structure en rotation sont donc fonction du nombre de modes de la

base modale import�ee aussi bien pour le mod�ele � que pour le mod�ele 	�

Par exemple� pour 	 modes import�es� le mode solide et les deux premiers modes �exibles

ont des fr�equences proches de celles attendues alors que le mode �exible 	 avec ��� Hz
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est loin des �	� Hz attendus�

Le dernier mode calcul�e �ici le mode �exible �� est donc entach�e d�erreur pour le mod�ele

� comme pour le mod�ele 	� Cette erreur sera tr�es limit�ee car le mode � est le plus amorti�

A part la simulation de ce dernier mode� le mod�ele � d�evelopp�e dans ce travail et le

mod�ele 	 programm�e dans ADAMSr sont satisfaisants� Le calcul des fr�equences propres

de la structure en grands d�eplacements est exacte d�es que la base encastr�ee�libre import�ee

comporte un mode de plus que de modes �exibles �a calculer�

�Etude temporelle

L��etude des fr�equences propres est compl�et�ee par une comparaison des r�eponses tempo�

relles des mod�eles � et 	 a�n de tester l�application d�un couple moteur non valid�ee dans

l��etude fr�equentielle �qui ne teste que la dynamique propre �a la structure��

La structure� initialement au repos� est soumise �a un couple de � Nm �a l�articulation� La

Figure ��� repr�esente l��evolution de l�angle � et la Figure ��� celle des d�eplacements de

l�extr�emit�e libre de la poutre�

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

50

100

150

200

250

temps (s)

Simulink
Adams   

0.5 0.51 0.52 0.53 0.54 0.55
54

56

58

60

62

64

66

�
�d
eg
r�e
s�

Fig� ��� Rotation de la poutre en fonction du logiciel utilis�e

Les rotations obtenus par les mod�eles � et 	 sont quasiment indentiques� Pour les d�eplace�

ments de l�extr�emit�e de la poutre� le comportement global est retrouv�e par les deux logi�

ciels� Seul les plus hautes fr�equences ont un amortissement di��erent� Cet amortissement

sup�erieur pour le mod�ele 	 est d�u �a un pas de simulation trop important� En diminuant le

pas de calcul� les di��erences disparaissent mais les temps de calculs deviennent prohibitifs�



�		 Mod�elisation du comportement dynamique de structures souples en grands d�eplacements

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
-25

-20

-15

-10

-5

0

5

temps (s)

Simulink
Adams   

0.5 0.51 0.52 0.53 0.54 0.55
-0.02

-0.016

-0.012

-0.008

-0.004

0

� e
x
t
�m
m
�

Fig� ��� D�eplacement en bout de poutre en fonction du logiciel utilis�e

L�in�uence des grands d�eplacements sur le comportement dynamique est donc mis en �evi�

dence par la modi�cation des fr�equences propres de la poutre articul�ee et par les vibrations

engendr�ees par un couple moteur autour de l�articulation�

Les oscillations de la rotation �dans l�encart Figure ���� sont dues �a l�in�uence des vibra�

tions de la poutre sur sa rotation�

Le couplage r�eciproque entre les grands d�eplacements et le comportement dynamique est

donc pris en compte de fa�con satisfaisante par le mod�ele d�evelopp�e dans cette �etude� Les

di��erents r�esultats simul�es montrent un bon accord avec ceux issus des logiciels m�etier

utilis�es� La d�emarche est alors appliqu�ee �a une structure souple bi�articul�ee au paragraphe

suivant�
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��� Structure souple en grands d�eplacements

La mod�elisation pr�esent�ee au paragraphe pr�ec�edent est maintenant appliqu�ee �a une struc�

ture souple bi�articul�ee� Cette application permet d��etudier une structure int�egrant �a la

fois des non�lin�earit�ees fortes et un couplage entre grands d�eplacements et vibrations�

La structure �etudi�ee est choisie de fa�con �a mettre en �evidence une in�uence forte des

non�lin�earit�es sur son comportement dynamique comme pour la poutre rigide bi�articul�ee

�paragraphe ����� mais �egalement un fort couplage entre les modes �exibles et les modes

de corps rigide�

La structure retenue� sch�ematis�ee Figure ���� est bi�articul�ee� Elle est compos�ee d�une

premi�ere poutre S� rigide� L�une de ses extr�emit�es est articul�ee au chassis en A et l�autre

avec une deuxi�eme poutre souple en B� Les rotations sont pilot�ees par des moteurs�

L
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C

P

G�

x�

x�

x�

y�

y�

y�

y�

��

��

Cm�

Cm	

� p

� p

poutre S�

poutre S�

Fig� ��� Param�etrage de la structure bi�articul�ee

Les �equations de mouvement de cette structure sont d�evelopp�ees puis la validation du

mod�ele obtenu est r�ealis�ee selon le m�eme plan que celui suivi au paragraphe pr�ec�edent�

����� Mod�elisation de la structure

Les �equations di��erentielles du comportement dynamique de la structure constitu�ee d�une

poutre rigide S� et d�une poutre souple S�� monodimensionnelle rectiligne �Figure �����
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sont obtenues par application du principe de Hamilton� L��energie cin�etique et le travail

de la structure sont d�abord calcul�es� puis les di��erentes constantes sont approxim�ees �a

partir d�un mod�ele �el�ements �nis�

�Energie cin�etique

L��energie cin�etique de la structure s��ecrit 

T � T� # T� �
�

�
I� $�

�
� #

�

�

Z L	

�

mp $r
�
pd�p ����
�

avec T� l��energie cin�etique de la poutre S� et T� celle de la poutre S��

La vitesse d�un point P de la poutre S� par rapport au galil�een R� �A�x��y�� z�� est calcu�

l�ee par d�erivation de la position dans la base tournante R� �B�x��y�� z��� Cette position

est approxim�ee par son abscisse le long de la poutre S� et le d�eplacement transverse 

rp � AB #BP � L�x� # �px� # �py� ������

d�o�u 

$r�p �
h
L�
$�� sin �� � �p� $�� # $���

i�
#
h
�p� $�� # $��� # $�p # L�

$�� cos ��

i�
� L�

�
$��� # ��p�

$�� # $���
� # ��p�

$�� # $���
� # $��p � �L��p $��� $�� # $��� sin ��

#��p $�p� $�� # $��� # �L��p $��� $�� # $��� cos �� # �L�
$�p $�� cos �� ������

L�expression des vibrations est r�eduite aux participations modales �etablies sur la base

conservative constitu�ee des n premiers modes de la poutre S� encastr�ee suivant l�axe de

rotation �B� z�� d�apr�es ������ et par les formes modales correspondantes 

�p � &pq ������

d�o�u l�expression modale du carr�e de la vitesse ������ 

$r�p � L�
�
$��� # q

t&t
p&pq� $�� # $���

� # ��p�
$�� # $���

� # $qt&t
p&p $q � �L�&pq $��� $�� # $��� sin ��

#��p&p $q� $�� # $��� # �L��p $��� $�� # $��� cos �� # �L�&p $q $�� cos �� ����	�

et donc l�expression d�etaill�ee de l��energie cin�etique ����
� 

T �
�

�
I� $�

�
� #

�

�
L�
�


Z L	

�

mpd�p

�
$��� #

�

�
qt

Z L	

�

mp&
t
p&pd�p

�
q� $�� # $���

�

#
�

�


Z L	

�

mp�
�
pd�p

�
� $�� # $���

� #
�

�
$qt

Z L	

�

mp&
t
p&pd�p

�
$q

�L�


Z L	

�

mp&pd�p

�
q $��� $�� # $��� sin �� #


Z L	

�

mp�p&pd�p

�
$q� $�� # $���

#L�


Z L	

�

mp�pd�p

�
$��� $�� # $��� cos �� # L�


Z L	

�

mp&pd�p

�
$q $�� cos �� ������
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Travail

La somme du travail m�ecanique interne Ws de la poutre S� et du travail externe Wm

des moteurs est donn�e par ���	�� et par ������ d�o�u le travail total W de la structure par

sommation 

W � Ws #Wm

� �
�

�
qt

Z

P�S	
H tY H d� �P 


�
q # Cm��� # Cm	�� ������

Discr�etisation

Dans ce paragraphe� le mod�ele �el�ements �nis de la poutre S� est condens�e sur N n�uds

ma��tres le long de la �bre neutre� Ceci permet de mailler en 	D la structure� �eventuelle�

ment en int�egrant les actionneurs et les capteurs� tout en gardant un mod�ele analytique

�D�

La longueur L� est tout d�abord discr�etis�ee� Elle peut alors se mettre sous la forme 

L� � Np�L� L� � � � L� L��� �z �
N fois

t � NpL� ������

L��energie cin�etique ������ obtenue �a partir de la discr�etisation ������ et ���	��� ���	��

s��ecrit 

T �
�

�
�I� #m�L

�
��
$��� #

�

�
�I� # q

tq�� $�� # $���
� #

�

�
$qt $q ������

#Lt
�M�� cos �� � &q sin ��� $��� $�� # $��� # �

tM& $q� $�� # $��� #L
t
�M& $q $�� cos ��

avec la matrice de masse condens�ee sur les n�uds ma��tres 

M �

Z L	

�

mpN
t
pNp d�p ������

la masse de la poutre S� 

m� �

Z L	

�

mp d�p ������

l�inertie de la poutre S� 

I� �

Z L	

�

mp�
�
p d�p ����
�

et la matrice de masse modale utilis�ee pour normer les modes 

M � &tM& � In ������
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Le travail total ������ apr�es introduction de ������ devient 

W � �
�

�
qt&tK&q # Cm��� # Cm	�� ������

avec la matrice de raideur condens�ee sur les n�uds ma��tres 

K �

Z
P�S	
Bt
sY Bs d� �P 
 ����	�

Principe de Hamilton

Le principe de Hamilton �Cf� annexe B� est appliqu�e pour des rotations virtuelles ���

et ��� et des participations modales en d�eplacement virtuelles �qi� Les �equations de

mouvement coupl�ees pour les rotations et les vibrations sont obtenues 

I��"�� # I��"�� # I
t
�q"q � Cm� #N� ������

I��"�� # I��"�� # I
t
�q"q � Cm	 #N� ������

I�q"�� # I�q"�� # "q � �Kq #N q ������

avec 

I�� � I� # I� #m�L
�
� # q

tq # �Lt
�M�� cos �� � &q sin ��� ������

I�� � I�� � I� # q
tq #Lt

�M�� cos �� � &q sin ��� ������

I t�q �
�
�t # cos ��L

t
�


M& ������

N� �

����� �� $�� # $��� $��L
t
�M�cos ��&q # sin ����

��� $�� # $����q
t � sin ��L

t
�M&� $q

����
�

I�� � I� # q
tq ������

I t�q � �tM& ������

N� � � $���L
t
�M�cos ��&q # sin ����� ��

$�� # $���q
t $q ����	�

N t
q � � $���L

t
�M& sin �� # �

$�� # $���
�qt ������

et la matrice diagonale de raideur modale 

K � &tK& avec Ki � 	�
i ������

Dans le cas d�une structure faiblement amortie �a modes d�ecoupl�es� l�amortissement peut

�etre pris en compte par l�introduction dans ������ d�une matrice diagonale C contenant

les amortissements modaux 

Ci � �
i	i ������
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������ devient alors 

I�q"�� # I�q"�� # "q � �Kq � C $q #N q ������

Les �equations de comportement dynamique de la structure ������� ������ et ������ s��ecrivent

�nalement apr�es inversion �������������
������������

"�� �
�I�� � I

�
�q��C� � I

t
�qCq�� �I�� � I

t
�qI�q��C� � I
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D
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�
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D
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"q � Cq � I�q
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�
�q��C� � I
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t
�qI�q��C� � I

t
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D
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�I�� � I

t
�qI�q��C� � I

t
�qCq�� �I�� � I

�
�q��C� � I

t
�qCq�

D
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������

en posant 

C� � Cm� #N� ������

C� � Cm	 #N� ����
�

Cq � �Kq � C $q #N q ������

D � �I�� � I
�
�q��I�� � I

�
�q�� �I�� � I

t
�qI�q�

� ������

����� Validation du mod�ele

Les �equations de mouvement ������ sont de nouveau programm�ees gr�ace �a une S�fonction

�ecrite en langage C� Le mod�ele obtenu �mod�ele �a�� permet les simulations temporelles�

Les di��erents constantes sont aliment�ees par un mod�ele EF de la poutre comme au para�

graphe ��	�	�

Comme pour la poutre simple en rotation �paragraphe ����� la mod�elisation d�evelopp�ee�

n�ecessaire au contr�ole pr�esent�e dans le chapitre suivant� est test�ee� Pour cela� le compor�

tement dynamique de la structure constitu�ee d�une poutre rigide et d�une poutre souple

articul�ees� est �egalement simul�e avec le logiciel ADAMSr� Le mod�ele EF de la poutre

encastr�ee�libre est int�egr�e et les conditions articul�ee�libre lui sont a�ect�ees� Le mod�ele

�mod�ele �b�� est compl�et�e par l�autre articulation et la premi�ere poutre rigide�

�Etude fr�equentielle

Les fr�equences propres sont obtenues pour chaque mod�ele et sont compar�ees tout en

faisant �evoluer le nombre de modes de la base modale qui est int�egr�ee aux deux mod�eles�
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Le Tableau ����� donne les caract�eristiques de la structure �etudi�ee et le Tableau �����

regroupe les di��erentes fr�equences propres calcul�ees�

Param�etres Valeurs

poutre S� 

longueur L� 
��� m

masse m� 
��	� kg

inertie I� �	��
�� kg�m�

poutre S� 

longueur L� 
��� m

�epaisseur e 
�

� m

largeur b 
�
� m

masse volumique � ��

 kg�m��

module d�Young Y ���
� MPa

Tab� ��� Caract�eristiques des deux poutres articul�ees

La fr�equence du mode �exible � calcul�ee est incorrecte pour une base modale initiale �a

� mode� De m�eme� la fr�equence du mode �exible � est incorrecte pour une base modale

initiale �a � modes et ainsi de suite� Les di��erences sont li�ees �a la projection du mode

�exibleN surN#� modes de la base encastr�e�libre comme le montre le Tableau ������ aussi

bien pour le mod�ele �a� que pour le mod�ele �b�� Les simulations seront donc meilleures

pour estimer les participations des premiers modes que du dernier mode pris en compte�

Il faut donc int�egrer un ou plusieurs modes de plus que le nombre de modes souhait�es �a

simuler�

�Etude temporelle

Les r�eponses temporelles des mod�eles SIMULINKr�ANSYSr et ADAMSr�ANSYSr

sont r�ealis�ees pour la structure� initialement au repos� soumise �a un couple de � Nm

�a la premi�ere articulation et un couple de � Nm �a la deuxi�eme� La Figure ��� pr�esente

l��evolution des angles aux articulations et la Figure ��� celle des d�eplacements �a l�extr�emit�e

libre de la poutre S�� induites par le couplage avec les grands d�eplacements�

Les r�esultats de simulation obtenus par le mod�ele SIMULINKr�ANSYSr et le mod�ele

ADAMSr�ANSYSr sont quasi identiques aussi bien pour les angles calcul�es que pour les

vibrations de l�extr�emit�e libre de la seconde poutre� L�amortissement est identique dans

les deux cas et le dernier mode calcul�e n�a pas a�ect�e sensiblement les r�esultats temporels

du cas �etudi�e�
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Fr�equences

�Hz�

Nombre de modes de la base import�ee

� � 	 � � Modes

Mod�ele �a� 
 
 
 
 

solide �

Mod�ele �b� 
 
 
 
 


Mod�ele �a� 
 
 
 
 

solide �

Mod�ele �b� 
 
 
 
 


Mod�ele �a� ���� ���	 ���	 ���	 ���	
�exible �

Mod�ele �b� 	��� ���� ���� ���� ����

Mod�ele �a� ���� �	�� �	�� �	��
�exible �

Mod�ele �b� �
� ���� ���� ����

Mod�ele �a� ��� ��� ���
�exible 	

Mod�ele �b� ��� �	� �	�

Mod�ele �a� ��� ���
�exible �

Mod�ele �b� �
� �	�

Mod�ele �a� ���
�exible �

Mod�ele �b� ���

Tab� ��� Comparaison des fr�equences propres des deux poutres articul�ees selon le logiciel

utilis�e

Contributions du Modes �exibles

mode encastr�e�libre � � 	 � �

� 
��� 
��� 
��� 
��� �
���

� 
��� �
��� �
��� �
��� 
���

	 
 �
��� 
�
� 
�
� �
�
�

� 
 
 
��
 �
�
� 
�
�

� 
 
 
 �
��� �
�
�

Tab� ��� Projection des modes �exibles sur la base encastr�ee�libre
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Conclusion

La mod�elisation de structure souple mono�dimentionelle en grand d�eplacement a �et�e pr�e�

sent�e dans ce chapitre� Les non�lin�earit�es g�eom�etriques de telles structures ont �et�e mises

en �evidence et discut�ees� Les mod�eles obtenus� n�ecessaire au contr�ole� ont �et�e compar�es

aux logiciels m�etiers existants et valident les r�esultats obtenus dans les domaines fr�equen�

tiel et temporel pour deux structures types� Cette mod�elisation est utilis�ee pour le calcul�

le r�eglage et les simulations du contr�ole d�une structure souple en grands d�eplacements

pr�esent�es dans le chapitre suivant�
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Chapitre �

Contr�ole du comportement

dynamique de strutures souples en

grands d�eplacements

��� Commande �Lin�eaire Quadratique Gaussienne� � � � � � � � � ���

�
�
� Lin�earisation des �equations 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ���

�
�
� Calcul de la commande lin�eaire quadratique �LQ� 
 
 
 
 
 
 
 ���

�
�
� Optimisation du r�eglage de la commande LQ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ���

�
�
� Reconstruction de l��etat 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ���

�
�
� Contr�ole des structures souples 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ���

��� Contr�ole du motor�educteur � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��


�
�
� �Etude du motor�educteur 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ��	

�
�
� Contr�ole optimis�e du motor�educteur 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ���

�
�
� Exp�erimentation du contr�ole du motor�educteur 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ���

��� Contr�ole par composants pi�ezo��electriques d�une poutre souple

encastr�ee � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

�
�
� Calcul et simulation du contr�ole 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ���

�
�
� Exp�erimentation du contr�ole 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ���

��� Contr�ole d�une structure souple en grands d�eplacements � � � ��

�
�
� �Etude de la poutre souple instrument�ee en rotation 
 
 
 
 
 
 
 ���
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�
�
� Contr�ole de la poutre souple instrument�ee en rotation 
 
 
 
 
 ���

�
�
� Exp�erimentation du contr�ole de la poutre souple en rotation 
 
 �	�

��� Contr�ole non�lin�eaire d�une structure souple bi�articul�ee en

grands d�eplacements � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �



�
�
� Principe 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 �		

�
�
� Cas des structures bi�articul�ees 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 �		

�
�
� Contr�ole non�lin�eaire d�une structure rigide bi�articul�ee 
 
 
 
 �	�

�
�
� Contr�ole non�lin�eaire d�une structure souple bi�articul�ee 
 
 
 
 ���



��� Commande 
Lin�eaire Quadratique Gaussienne
 ���

Dans ce chapitre� le contr�ole non�lin�eaire de stuctures souples en grands d�eplacements

est pr�esent�e� La strat�egie de contr�ole choisie et les algorithmes de commande sont tout

d�abord explicit�es� notamment la commande lin�eaire quadratique gaussienne�

La premi�ere application concerne le contr�ole de la rotation du motor�educteur utilis�e dans

la suite�

La seconde application porte sur le contr�ole d�une poutre �exible encastr�ee�libre instru�

ment�ee d�actionneurs et de capteurs pi�ezo��electriques� Le calcul du contr�oleur� les simu�

lations du comportement dynamique contr�ol�e et l�exp�erimentation correspondante sont

pr�esent�es�

La troisi�eme application introduit le contr�ole d�une structure comportant un couplage

entre grands d�eplacements et comportement dynamique� Pour cela� la poutre de l�appli�

cation pr�ec�edente est encastr�ee sur l�axe du motor�educteur� La pr�evision de son compor�

tement puis l�exp�erimentation correspondante sont d�ecrits�

En�n� le principe et la construction d�un contr�oleur non�lin�eaire est pr�esent�e� L�objectif

de ce contr�oleur est l�obtention d�une e�cacit�e sup�erieure �a celle d�un contr�oleur lin�eaire�

ainsi qu�une r�eelle robustesse vis �a vis des performances dans le cas d�une structure non�

lin�eaire�

Ce contr�ole non�lin�eaire est appliqu�e pour un bras bi�articul�e rigide et pour une structure

bi�articul�ee �exible� Les r�esultats de simulations en r�egulation et en suivi de consigne

permettent de comparer son e�cacit�e par rapport �a celle d�un contr�ole lin�eaire�

��� Commande �Lin�eaire Quadratique Gaussienne�

Le principe d�une boucle de contr�ole actif �Figure 	��� est bas�e sur la r�etro�action des

mesures issues des capteurs de la structure sur les commandes envoy�ees aux actionneurs�

Des consignes peuvent �etre fournies au contr�oleur pour amener ou maintenir la structure

dans un �etat particulier qui peut��etre di��erent de son �etat d��equilibre au repos�

L�asservissement en temps r�eel r�ealis�e par la boucle de contr�ole actif peut��etre obtenu

physiquement par un contr�oleur analogique ou num�erique� Les strat�egies de contr�ole

digitales utilisant les microprocesseurs sont riches et vari�ees et leur choix d�epend de la

structure �a contr�oler et des objectifs de contr�ole�

La mod�elisation de la structure �a contr�oler est parfois d�elicate ou le mod�ele obtenu im�

pr�ecis� Il faut alors baser les strat�egies de contr�ole sur l�identi�cation de la structure

r�eelle par des m�ethodes neuronales� Une autre solution consiste �a utiliser un contr�oleur

�ou �etabli �a partir de la connaissance physique globale du comportement dynamique de
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Fig� 	�� Architecture d�une boucle de contr�ole

la structure �a contr�oler� En�n� des strat�egies de contr�ole neuro��ou apparaissent dans la

litt�erature actuelle� Elles s�appliquent �a des structures discr�etes simples et laissent entre�

voir l�extrapolation aux structures souples� Ces m�ethodes semblent performantes lorsque

la mod�elisation s�av�ere non envisageable mais l�e�cacit�e de tels contr�oleurs reste r�eduite�

L��etude a pour cadre le contr�ole d�une structure mod�elisable�

La mod�elisation d�evelopp�ee pr�ec�edemment permet l��elaboration d�une strat�egie de contr�ole

performante bas�ee sur une description interne de la structure� L��etat du syst�eme est alors

riche et permet le calcul pr�ecis d�une commande par retour d��etat� Dans ce cadre� l�algo�

rithme �Lin�eaire Quadratique �LQ�� est plus performant� En e�et� la matrice des gains

de contr�ole est optimis�ee �a partir d�un crit�ere �energ�etique traduisant le compromis choisi

entre des performances d�eclin�ees pr�ecis�ement et la consommation �energ�etique� La m�e�

thode LQ permet de calculer une commande proportionnelle �a l��etat et n�ecessite donc

une lin�earisation des �equations de mouvement et leur �ecriture sous forme d��etat� Un �etat

adapt�e aux structures souples contient les participations modales d�ecrivant l��etat modal

de la structure� Les performances attendues du contr�ole peuvent alors �etre sp�eci��ees pour

chaque mode �a contr�oler�

Le mod�ele initial� permettant la simulation pr�ecise du comportement dynamique de la

stucture� est compos�e de plus de modes que de modes �a contr�oler� Il faut donc op�erer

une r�eduction modale ramenant ce mod�ele aux modes cibl�es par le contr�ole pour obtenir

le calcul de la matrice de gain de la commande� Un spill�over de contr�ole peut alors ap�

paraitre  il s�agit d�une excitation de un ou plusieurs modes non�contr�ol�es du fait de leur

couplage par la boucle ferm�ee avec les modes contr�ol�es� Un amortissement naturel su��

sant des modes non�contr�ol�es permet d�att�enuer ce spill�over� La simulation des modes
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mod�elis�es et non�contr�ol�es les moins amortis permet de pr�evenir ce ph�enom�ene lors du

r�eglage du contr�oleur�

La structure �a contr�oler comporte volontairement un nombre r�eduit de capteurs� Les

�etats n�ecessaires au calcul de la commande ne sont donc pas tous accessibles directement

par les mesures� Il faut alors reconstruire le vecteur d��etat avec un observateur �a partir

des informations disponibles et de la commande� Il est construit �a partir du mod�ele de

la structure utilis�e pour le calcul du contr�oleur� L�observateur peut��etre aussi optimis�e

�a partir d�un crit�ere quadratique traduisant le compromis entre les performances de la

reconstruction �rapidit�e� amortissement et pr�ecision� et la sensibilit�e aux bruits des me�

sures� L�ensemble contr�oleur�observateur ainsi obtenu est de type �Lin�eaire Quadratique

Gaussien �LQG�� �Figure 	���� Un spill�over d�observation d�u �a un mauvais r�eglage de

l�observateur qui r�e�injecte les participations des modes non�contr�ol�es sur les modes cibl�es

par le contr�ole peut �egalement apparaitre� Le bouclage spill�over de contr�ole et d�obser�

vation peut conduire �a des instabilit�es dont le risque peut �etre �elimin�e gr�ace �a la qualit�e

du mod�ele de la structure�

structure

rØduction
modale

optimisation
LQ

matrice de gains
de contr�le

observateur
d�Øtat

rØduction
modale

optimisation
LQ

actionneurs+ _
capteurs

mesuresØtat

estimØ

commande

consigne

Fig� 	�� Structure et construction d�une boucle de contr�ole LQG

La construction d�un contr�oleur LQG utilise les matrices d��etat du syst�eme �a contr�oler

lin�earis�e autour du point de fonctionnement d�esir�e�

Dans cette partie� la m�ethode de lin�earisation est pr�esent�ee� puis le principe de calcul

d�une commande LQ est d�etaill�e� ainsi que le principe de construction d�un observateur

optimal� En�n� les sp�eci�cit�es du contr�ole de structures souples sont d�ecrites�
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����� Lin�earisation des �equations

Un contr�oleur par retour d��etat �a matrice constante n�ecessite la mise sous forme d��etat

suivante du syst�eme �a contr�oler 

$x � f�x�u� �	���

avec 
x  le vecteur d��etat contenant les nx variables d��etat�

u  le vecteur contenant les nu commandes �a envoyer aux actionneurs�

�	��� est lin�earis�e autour de la position d��equilibre 

f�x��u�� � 	 �	���

�a l�aide d�un d�eveloppement en s�erie de Taylor 

$x � J�f�x� �x� x��

x
�u


#J�f�u� �u� u��

x
�u


�	�	�

Le syst�eme d��etat lin�earis�e obtenu peut alors se mettre sous la forme 

$x � Ax#Bu �	���

o�u les matrices d��evolution dynamique A �nx � nx� et d�application de la commande B

�nx � nu� sont constantes�

����� Calcul de la commande lin�eaire quadratique 	LQ


Un contr�oleur LQ calcule une commande lin�eaire u en fonction de l��etat xa 

u � �Gxxa �	���

La commande fournie est� dans cet algorithme� optimale au sens ou l��etat suit une trajec�

toire optimale pour sp�eci�cation pr�ecis�ee en termes de performance et de consommation�

Un crit�ere de type �energ�etique �quadratique� permet de sp�eci�er les performances rela�

tives attendues pour chaque �etat et le co�ut �energ�etique relatif de chaque commande� Des

pond�erations permettent de privil�egier certaines performances ou le co�ut energ�etique de

certains actionneurs� La commande optimale est obtenue par calcul variationnel int�egrant

ce crit�ere et la r�esolution passe par une �equation de Ricatti� Les gains de contr�ole sont
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calcul�es de fa�con �a remplir les objectifs du contr�ole pour une consommation minimale

avec une garantie de stabilit�e�

La pr�ecision statique du contr�ole est obtenue en ajoutant des �etats au syst�eme �	���

correspondant �a des int�egrateurs suppl�ementaires� La pr�ecision devant porter sur nc

mesures yc choisies parmi les mesures disponibles 

yc � Ccx#Dcu �	���

l��etat est augment�e par l�int�egrale de l�erreur entre les mesures yc et les consignes z�

L�erreur s��ecrit 

� � yc � z �	���

et son int�egrale 

p �

Z t

�

� d� �	���

est r�eintroduite dans le syst�eme d��etat s��ecrit par le syst�eme d��etat augment�e suivant �
$x

$p

�
� Aaxa #Bau#Bzz �

�
A 
nx�nc

Cc 
nc�nc

��
x

p

�
#

�
B

Dc

�
u#

�

nx�nc

Inc

�
z �	���

Avant de calculer les gains du contr�oleur� il faut v�eri�er que le syst�eme obtenu est contr�o�

lable� La commande u doit permettre de passer en un temps �ni� d�un �etat initial quel�

conque �a un �etat �nal quelconque �x�e� La contr�olabilit�e totale de �	��� est v�eri��ee par le

crit�ere de Kalman 

rang
��
Ba AaBa � � � A

k��
a Ba

�
� nx # nc

avec k � nx # nc
�	��
�

La matrice de gains de contr�oleGx optimis�ee est alors calcul�ee� pour un horizon de contr�ole

in�ni par minimisation du crit�ere quadratique suivant 

Jc �
�

�

Z �

�

�
xtaQxa # u

tRu

dt �	����

Ce crit�ere traduit un compromis entre les performances du contr�ole �rapidit�e� amortisse�

ment� pr�ecision� et les consommations des actionneurs� La matrice Q quanti�e les poids

attribu�es �a chaque �etat et �a la pr�ecision statique� La matrice R quanti�e quant �a elle� ceux

attribu�es �a chaque actionneur� La trajectoire optimale x�a qui minimise Jc est obtenue

pour la commande optimale u� �BORNE �
� 

u� � R��Bt
aPx

�
a � �Gxx

�
a �	����
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avec P solution de l��equation de Riccati alg�ebrique 

PAa # At
aP # PBaR

��Bt
aP �Q � 
nx�nx �	��	�

La dynamique du syst�eme contr�ol�e est alors pilot�ee par Aa �BaGx 

$xa � �Aa � BaGx�xa #Bzz �	����

Elle est r�egl�ee par Gx� elle m�eme obtenue par r�eglage des matrices de pond�eration Q et

R lors de simulations en boucle ferm�ee�

����� Optimisation du r�eglage de la commande LQ

Les coe�cients des matrices de pond�eration Q et R intervenant dans le calcul des gains

Gx du contr�oleur optimal peuvent �etre choisis par tatonnement ou par optimisation� S�il

s�av�ere que pour des syst�emes simples un tatonnement court est su�sant� dans le cadre de

structures complexes� ou le nombre de coe�cient est �elev�e� l�utilisation d�un optimiseur

est n�ecessaire� Dans la suite de l��etude� l�optimiseur inclus dans la toolbox �non�linear

control design� de SIMULINKr a �et�e utilis�e� Le principe de l�optimisation est le suivant 

Di��erentes r�eponses temporelles du syst�eme en boucle ferm�ee �positions� vitesses� com�

mandes� � � � � sont simul�ees et compar�ees �a des gabarits temporels donn�es� L�algorithme

d�optimisation it�ere alors sur le r�eglage des gains de contr�ole jusqu��a obtenir une r�eponse

contr�ol�ee du syst�eme correspondant aux gabarits �x�es� Le principe de cette optimisation

est le suivant 

Les variables vi permettent de r�egler de fa�con optimis�ee les pond�erations de l�algorithme

de contr�ole LQ expos�e ci�dessus avec 

Q � diag
h
vi

i
avec i � ��� nx # nc� �	����

R � diag
h
vi

i
avec i � �nx # nc # �� nx # nc # nu� �	����

Les variables vi sont utilis�ees comme variables de l�optimisation� Elles sont regroup�ees

dans le vecteur 

v �
h
v� � � � vnx	nc	nu

it
�	����

et leurs variations sont born�ees par 

vinf � v � vsup �	����
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�A chaque it�eration� les r�eponses temporelles sont simul�ees par le mod�ele SIMULINK pour

Np points de dicr�etisation de la plage totale de la simulation �cf� Figure 	�	�� Les nr

r�eponses retenues pour �etre contraintes sont alors compar�ees point par point avec des

gabarits d�etermin�es comme ceux qui sont pr�esent�es Figure 	�	�

Ces comparaisons permettent de calculer le vecteur de contraintes g�v� qui contient la

di��erence entre les points calcul�es et les bornes sup�erieures des gabarits d�une part� et la

di��erence entre les bornes inf�erieures des gabarits et les points calcul�es d�autre part� ceci

pour chaque r�eponse temporelle du syst�eme� La taille du vecteur g�v� est donc �Np�nr�

Le probl�eme d�optimisation �a r�esoudre est dans ce cas 

min
v

� tel que

����� g�v��w� � 	

vinf � v � vsup
�	����

O�u w est un vecteur de pond�eration des contraintes et � un scalaire positif qui en tendant

vers z�ero impose le respect maximal de l�ensemble des contraintes� Cette optimisation une

fois men�ee� les pond�erations w sont remises �a jour en a�ectant une pond�eration d�autant

plus grande �a chaque contrainte qu�elle est plus ou moins viol�ee� Le nouveau vecteur de

variable v� minimisant globalement la violation des contraintes sert� �a l�it�eration suivante�

�a e�ectuer les nouvelles simulations temporelles� Un crit�ere de convergence portant sur

l��evolution des contraintes� et des variables d�optimisation permet de stopper le processus

lorqu�un minimum local est atteint�

La r�eponse en boucle ferm�ee de la structure peut donc �etre r�egl�ee en cr�eant des gabarits

correspondant aux di��erentes contraintes �a appliquer aux r�eponses temporelles� Une

fois l�optimisation men�ee� les valeurs �nales des variables d�optimisation vi permettent

d�obtenir les matrices Q et R de r�eglage de la commande LQ�

L�inter�et d�une telle strat�egie de r�eglage est de pouvoir exploiter les connaissances phy�

siques connues du syst�eme pour cr�eer les gabarits� tout en b�en�e�ciant d�une commande

optimale et stable par l�algorithme LQ�

����� Reconstruction de l��etat

L��etat x du syst�eme �	��� n�est pas toujours obtenu directement par des capteurs sur la

structure� Il peut par exemple comporter des �etats non physiques ou des �etats technique�

ment non instrumentables�

Il faut donc reconstruire l��etat n�ecessaire au contr�ole �a partir des informations disponibles�
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Fig� 	�	 Exemples de gabarit pour contraindre la r�eponse temporelle du syst�eme contr�ol�e
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c�est �a dire la commande u et les ny mesures y 

y � Cx#Du �	��
�

G�en�eralement� la structure comporte un nombre volontairement r�eduit de capteurs inf�e�

rieur au nombre d��etats �a reconstruire� La matrice C n�est alors pas inversible et l�utili�

sation d�un �ltre modal est impossible pour obtenir l��etat du syst�eme�

Les �etats d�erivants d�un autre �etat peuvent �etre obtenus par d�erivation analogique ou

num�erique si l��etat correspondant est mesurable� Il faut alors que l��etat mesur�e ne soit

pas trop bruit�e et que la d�erivation ne g�en�ere ni trop de bruit ni trop de d�ephasage�

Dans le cas g�en�eral� un observateur qui reconstruit l��etat complet du syst�eme �a partir des

mesures disponibles et de la commande peut �etre employ�e� Il est lin�eaire et est calcul�e

�a partir de la lin�earisation du mod�ele de la structure donc du mod�ele utilis�e pour le

contr�ole� Avant de le calculer� il faut v�eri�er que le syst�eme �	��� 	��
� est observable�

L�observabilit�e totale est r�ealis�ee si� les mesures disponibles ainsi que la commande g�en�er�ee

permettent de connaitre l��etat initial de la structure en un temps �ni� L�observabilit�e

totale du syst�eme �	��� 	��
� est v�eri��ee par le crit�ere de Kalman 

rang


h
Ct AtCt � � �

�
Ak��tCt

it�
� nx

avec k � nx

�	����

Si le syst�eme est observable� l�observateur permet d�estimer l��etat �x n�ecessaire au contr�ole

par un asservissement interne et multivariable du �er ordre� Cet asservissement est pilot�e

par la di��erence entre l�estimation des mesures �y 

�y � C �x#Du �	����

et les mesures r�eelles y� Il est r�egit par l��equation d��etat 

$�x � A�x#Bu# L �y � �y� �	��	�

avec L  la matrice de gain de l�asservissement�

L�erreur d�estimation est alors donn�ee par 

�� � x� �x �	����
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et sa dynamique est 

$�� � �A� LC� �� �	����

A�n d�optimiser l�observation� la matrice Lt est calcul�ee comme une matrice de contr�ole

LQ d�un syst�eme dual de �	���� ayant m�eme dynamique �
$
 � At
 # Ct�

� � �Lt

�	����

avec 

  l��etat du syst�eme dual�

�  la commande par retour d��etat associ�ee�

L�optimisation de l�observateur utilise le m�eme algorithme que celui utilis�e pour la com�

mande optimale� La matrice Lt est obtenue par minimisation d�un crit�ere quadratique

pour un horizon in�ni dont la fonctionnelle est 

Jobs �
�

�

Z �

�

�

tQobs
 # �tRobs�


dt �	����

Ce crit�ere traduit un compromis entre les performances de la reconstruction et la sensibilit�e

aux mesures� La matrice Qobs quanti�e les poids attribu�es aux erreurs sur les �etats� La

matrice Robs quanti�e ceux attribu�es �a chaque mesure� Le r�eglage de ces pond�erations

permet d�obtenir une dynamique de l�observateur compatible avec le contr�oleur tout en

minimisant la perturbation due aux bruits de mesure�

La trajectoire optimale 
� pour un horiron in�ni qui minimise Jobs est obtenue pour la

commande optimale �� 

�� � R��obsCPobs

� � �Lt
� �	����

avec Pobs solution de l��equation de Riccati alg�ebrique de l�observateur 

PobsA
t # APobs # PobsCR

��
obsCPobs �Qobs � 
nx�nx �	����

La commande par retour d��etat �	���� aliment�ee par l��etat estim�e s��ecrit alors 

u � �Gx

�
�x

p

�
� �Gx

�
x� ��

p

�
� �Gx

�
x

p

�
#
h
Gx
x Gp

x

i� ��

	nc��

�
� �Gxxa #Gx

x��

�	�	
�

Le syst�eme augment�e� �	��� contr�ol�e et observ�e devient 

$xa � �Aa � BaGx�xa #BaG
x
x��#Bzz �	�	��
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Le syst�eme d��etat de l�ensemble structure�contr�oleur�observateur LQG est pr�esent�e Figure

	�� et est d�ecrit par 

�
$xa

$��

�
�

�
Aa � BaGx BaG

x
x


nx��nx	nc
 A� LC

��
xa

��

�
#

�
Bz

	nx��

�
z �	�	��
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Fig� 	�� Structure du contr�oleur LQG

Dans ce cas� le principe de s�eparation �BORNE �
� permet de r�egler de fa�con ind�epen�

dante la dynamique du contr�oleur et celle de l�observateur� Le contr�ole est peu perturb�e

par l�observation tant que les erreurs d�observations �� restent faibles� En e�et� comme le

montre �	�	��� la dynamique de l�erreur �� n�est pilot�ee ni par l��etat xa ni par les consignes

z et la dynamique du contr�ole n�est pas modi��ee par l�observateur� L�erreur de recons�

truction �� agit seulement comme perturbation de ce contr�ole �a travers la matrice BaG
x
x�

Le contr�oleur LQG comporte nx �etat de plus que le contr�oleur LQ initial soit �nx # nc

�etats au total� Alors que la stabilit�e du contr�ole LQ est garantie� celle du contr�ole LQG ne

l�est pas car un spill�over d�observation peut suivant les r�eglages de l�observateur rendre

le syst�eme instable�
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����� Controle des structures souples

Dans le cas de structures souples� l��etat dynamique de la structure peut �etre d�ecrit par ses

coordonn�ees modales qui donnent les contributions de chaque mode aux d�eplacements�

Ces participations qi sont obtenues par projections des d�eplacements physiques �p sur une

base modale &p �cf� �equation ������� 

�p � &pq

La base modale utilis�ee contient souvent les n modes propres de la structure souple comme

utilis�e au paragraphe ��	� Cette projection permet de diminuer les temps de calcul en

simulation en r�eduisant le nombre d��equations �a r�esoudre �LALANNE ���� Le contr�oleur

construit �a partir de cette repr�esentation de la structure peut �etre r�egl�e directement en

terme de rapidit�e et d�amortissement souhait�es pour chaque mode cibl�e par le contr�ole et

en pr�ecision par les retours int�egraux physiques�

Le mod�ele complet servant �a la simulation du comportement de la structure peut direc�

tement int�egrer les �equations de mouvement parfois non�lin�eaires� Le nombre n �elev�e de

modes int�egr�es au mod�ele permet de simuler de fa�con pr�ecise le comportement de la struc�

ture en boucle ouverte ou ferm�ee� Le contr�oleur peut alors �etre r�egl�e en tenant compte des

non�lin�earit�es du comportement r�eel et de l�in�uence des modes non cibl�es par le contr�ole�

Le mod�ele servant au calcul du contr�oleur est obtenu par lin�earisation du mod�ele pr�ec�e�

dent a�n de calculer une commande LQG� Pour une structure souple� le mod�ele lin�earis�e

d�ecrivant le comportement dynamique de la structure peut �etre �ecrit sous la forme de n

�equations modales 

"qi # �
i	i $qi # 	�
i q � Fi �	�		�

avec 
	i  pulsation du mode i�


i  amortissement modal du mode i�

Fi  force de contr�ole g�en�eralis�ee associ�ee au mode i�

Le mod�ele ainsi obtenu est r�e�ecrit sous forme d��etat en groupant les participations modales

qi et $qi dans un vecteur d��etat x �
$q

"q

�
�

�

n�n In

�	�
i ��
i	i

��
q

$q

�
#

�

n��

Fi

�
�	�	��

$x � Ax#Bu



��� Commande 
Lin�eaire Quadratique Gaussienne
 ���

o�u u contient les commandes envoy�ees aux di��erents actionneurs et la matrice B d�appli�

cation de la commande r�epartit ces commandes sur les di��erents modes�

�A partir de cette formulation� le mod�ele de contr�ole est souvent obtenu en tronquant

celui de la structure pour ne comporter plus que les modes �a contr�oler� Cette phase

de r�eduction modale permet d��eliminer des �equations d��etat les modes non cibl�es par le

contr�ole� L��etat du syst�eme est s�epar�e en deux parties  x� les �etats �a conserver �contenant

les participations des modes cibl�es par la contr�ole� et x� les n� �etats �a supprimer du

contr�ole 

x �

�
x�

x�

�
�	�	��

Les �equations d��etat �	��� sont r�e�ecrites sous la forme s�epar�ee suivante �
$x�

$x�

�
�

�
A�� A��

A�� A��

��
x�

x�

�
#

�
B�

B�

�
u �	�	��

et la d�eriv�ee des �etats �elimin�es est annul�ee 

$x� � 	n	 �	�	��

ce qui permet de calculer la contribution des �etat �elimin�es par 

x� � �A���� A��x� � A���� B�u �	�	��

avant de les r�eintroduire dans les �equations d��etat des �etats conserv�es 

$x� � A��x� # A��x� #B�u �	�	��

� �A�� � A��A
��
�� A���x� # �B� � A��A

��
�� B��u �	��
�

� Arx� #Bru �	����

Les mesures sont elles aussi a�ect�ees par cette r�eduction modale� Les mesures sont ini�

tialement obtenues par 

y � Cx#Du �
h
C� C�

i �x�

x�

�
#Du �	����

Apr�es r�einjection de �	�	��� elles sont donn�ees par 

y �
�
C� � C�A

��
�� A��


x� #

�
D � C�A

��
�� B�


u �	��	�

� Crx� #Dru �	����
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Les nouvelles matrices d��evolution Ar� d�application de la commande Br� et de mesure Cr

et Dr du mod�ele r�eduit sont alors obtenues et permettent de calculer la commande LQ

correspondante�

Lors du r�eglage du contr�oleur� il faut veiller par simulation �a ce que la commande corre�

pondante n�excite pas les modes non contr�ol�es� En e�et� la commande �	���� calcul�ee �a

partir de l��etat r�eduit� appliqu�ee au mod�ele de simulation ou �a la structure r�eelle� introduit

parfois un gain de r�etro�action positif sur un mode non cibl�e par le contr�ole� Un spill�over

de contr�ole apparait alors� La pr�esence d�un amortissement naturel su�sant permet de

limiter la contribution pour le mouvement des modes excit�es par le spill�over�

Lors du r�eglage de l�observateur� il faut veiller de nouveau �a ne pas ampli�er les parti�

cipations des modes non cibl�es contenues dans les mesures� Ce ph�enom�ene de spill�over

d�observation peut��etre �egalement r�eduit si les modes non cibl�es sont fortement amortis

initialement� La boucle ferm�ee contenant la structure� l�observateur et le contr�oleur peut

alors �etre instable pour un mode m�eme si le contr�ole sans observateur est stable� Ces

instabilit�es sont d�autant plus facile �a d�etecter en simulation que le mod�ele complet de la

structure est riche�

La m�ethode de commande Lin�eaire Quadratique Gaussienne a �et�e ci�dessus d�etaill�ee� Les

�equations dynamiques du contr�oleur�observateur LQG ont �et�e �etablies et les sp�eci�cit�es

d�un tel contr�ole pour une structure souple ont �et�e pr�esent�ees� Cette m�ethode sera utilis�ee

totalement ou partiellement dans toute la suite de l��etude� Une premi�ere application de

ce type de commande �a une structure simple est explicit�ee dans le paragraphe suivant�
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��� Contr	ole du motor�educteur

La m�ethode de contr�ole de structure d�evelopp�ee pr�ec�edement est appliqu�ee ci�dessous au

motor�educteur utilis�e dans la suite de l��etude�

Le motor�educteur est tout d�abord pr�esent�e� puis il est mod�elis�e et identi��e� Le mod�ele

est r�eduit �a un syst�eme �a un seul degr�e de libert�e� Le contr�ole de la rotation est ensuite

r�egl�e par simulations puis programm�e dans un microprocesseur� En�n� une exp�erimen�

tation utilisant le contr�oleur�observateur d�ecrit pr�ec�edement est men�ee a�n de valider la

m�ethode� �evaluer son e�cacit�e� et tester les capacit�es du motor�educteur en fonction des

objectifs des applications qui suivent�

����� �Etude du motor�educteur

Le mototr�educteur �Figure 	��� est constitu�e d�un moteur �a courant continu SOCITEC

accoupl�e �a un r�educteur de rapport �
�
�

potentiomŁtre

axe de sortie

rØducteur

moteur

gØnØratrice

servo-amplificateur

Fig� 	�� Photographie de l�ensemble motor�educteur

Le moteur est aliment�e par un servo�ampli�cateur asservi en intensit�e� Il est instrument�e

d�une g�en�eratrice tachym�etrique permettant de mesurer la vitesse de rotation du rotor
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du moteur� L�axe de sortie du r�educteur est instrument�e d�un potentiom�etre de pr�ecision

permettant de mesurer la position angulaire�

Mod�elisation du motor�educteur

Le r�educteur �etant choisi �a jeux r�eduits� ces derniers sont n�eglig�es �jeu angulaire � ����

Le servo�ampli�cateur est consid�er�e parfait� Le couple d�elivr�e par le moteur est donc

consid�er�e proportionnel �a la tension de commande Vm avec un gain Gm�

Dans ces conditions� et en mod�elisant les frottements par un coe�cient de frottement

visqueux c et un couple de frottement sec Cf � l��equation de mouvement de la rotation �

de l�axe de sortie du r�educteur est 

I "� # c $� � GmVm # Cf �	����

L�inertie I de l�axe de sortie est compos�ee de l�inertie de la g�en�eratrice tachym�etrique� de

celle du moteur� de celle du r�educteur� de celle de la partie tournante du potentiom�etre et

de celle de l�axe de sortie comportant les �el�ements n�ecessaires �a l�encastrement �eventuel

d�une poutre�

Un mod�ele simple peut aussi �etre utilis�e pour la partie mesure� Le potentiom�etre ainsi

que la g�en�eratrice sont consid�er�es �a gains constants� Les �equations de mesure des tensions

Vpot d�elivr�ee par le potentiom�etre� et Vgen d�elivr�ee par la g�en�eratrice sont alors 

Vpot � Gp� �	����

Vgen � Gg
$� �	����

Identi�cation du motor�educteur

Le gain Gp du potentiom�etre est d�etermin�e �a l�aide d�un voltm�etre en divisant la tension

maximum d�elivr�ee par la course totale de 	��o du capteur�

Le gain Gg de la g�en�eratrice tachym�etrique est d�etermin�e �a l�aide d�un oscilloscope� La

mesure de la tension Vpot d�elivr�ee par le potentiom�etre fournit un signal en dent de scie

avec retour �a z�ero pour chaque r�evolution compl�ete� La p�eriode de ce signal donne la

vitesse de rotation de l�axe de sortie du motor�educteur� Cette vitesse peut alors �etre

compar�ee �a la tension d�elivr�ee par la g�en�eratrice tachym�etrique pour obtenir le gain Gg�

L�ensemble des param�etres exp�erimentaux identi��es sont regroup�es Tableau 	���

L�inertie I� ainsi que les frottements visqueux c� le gain du servo�ampli�cateur Gm et le

couple de frottement sec Cf sont identi��es �a partir de r�eponses temporelles lorsque la
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Param�etres Valeurs

Inertie I �����
�� kg�m�

Gain servo�ampli�cateur Gm ���� Nm�V��

Frottement visqueux c 
��� Nm��rad�s�����

Frottement sec Cf ��
� Nm

Gain potentiom�etre Gp ������
�� V�deg��

Gain g�en�eratrice Gg ����� V���


 tr�min�����

Tab� 	�� Caract�eristiques du motor�educteur

commande Vm est un signal de type cr�eneau de � Hz �Figure 	���� de � Hz �Figure 	���

et de �
 Hz �Figure 	����
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Fig� 	�� R�eponse du moteur pour une commande de type cr�eneau de 
�� Volt �a � Hz

Le moteur est identi��e de fa�con satisfaisante pour les basses fr�equences comme le montre

la Figure 	��� Les �ecarts augmentent au fur et �a mesure que la fr�equence de commande

s�accroit mais restent cependant acceptables� Ils sont dus principalement �a une variation

du couple de frottement sec di��erent selon le sens de rotation �cf� Figure 	��� et �a

celle du coe�cient de frottement visqueux selon la vitesse� L�identi�cation est cependant
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satisfaisante pour permettre le contr�ole du motor�educteur jusqu��a quelques dizaines de

Hertz�

����� Controle optimis�e du motor�educteur

Un contr�ole LQG est �etabli pour ma��triser la rotation du motor�educteur� Les objectifs

du contr�ole sont un temps de r�eponse minimum et la r�ejection des perturbations dans la

bande de fr�equence 
� 	
Hz�

A�n de calculer les gains de la commande LQ� l��equation du mouvement du moteur �	����

est lin�earis�ee� Le terme non�lin�eaire concernant le couple de frottement sec est donc retir�e

et l��equation d��etat lin�earis�ee s��ecrit alors 

�
$�

"�

�
�

�
��
 �


 �
c

I

�
�	
�
�

$�

�
#

�
�� 
Gm

I

�
�	Vm � Ax#Bu �	����

Avec x vecteur d��etat constitu�e de la position angulaire � �rad� et de la vitesse angulaire

$� �rad�s��� de l�axe de sortie du motor�educteur et u correspondant �a la tension de com�

mande Vm du moteur �nx � � et nu � ���

L�identi�cation pr�ec�edente permet le calcul de la matrice d��evolution A et de commande

B 

A �

�

 �


 �����

�

B �

�



��	


�

La pr�ecision statique du contr�oleur sera �a r�ealiser sur la tension mesur�ee Vpot par le

potentiom�etre �nc � �� 

yc � Vpot �
h
���� 


i
x#

h


i
u

Cc �
h
���� 


i
Dc � 


La controlabilit�e du syst�eme augment�e se v�eri�e alors par 

rang�
h
Ba AaBa A�

aBa

i
� � nx # nc � 	

k � � � nx # nc � 	
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Fig� 	�� Sch�ema bloc sous SIMULINKr utilis�e pour r�egler le contr�oleur

Le mod�ele non�lin�eaire �	���� et le contr�oleur sont programm�e sous SIMULINKr� Le

programme� cr�e�e sous forme de sch�ema bloc pr�esent�e Figure 	��� permet de r�egler les

pond�erations Q et R du crit�ere de performance �	���� telles que 

Q �

�
���
v� 
 



 v� 



 
 v�

�
��	 �	����

R � v� �	��
�

o�u v� pond�ere la rapidit�e �temps de r�eponse� du contr�ole en quanti�ant la participation

de �� v� pond�ere l�amortissement du contr�ole en quanti�ant la participation de $�� v�

pond�ere la rapidit�e d�atteinte de la position et sa pr�ecision statique via la participation deR t

�
�vc� z� d� sur le gain int�egral correspondant et en�n v� pond�ere l�amplitude du couple

moteur en modi�ant la participation de la tension de commande du moteur Vm�

Le r�eglage des pond�erations est e�ectu�e par �a l�aide de l�optimisation temporelle pr�esent�ee

au paragraphe 	���	� Les contraintes portent sur la tension de commande Vm et la position

angulaire � de la poutre� Les gabarits choisis sont pr�esent�es Figures 	��
 et 	���� Ils

garantissent les objectifs retenus pour le contr�ole �a savoir  la commande du moteur ne

d�epasse pas 	�V olt et la consigne angulaire de ��
 degr�es est atteinte en 
� �� seconde

�la r�eponse angulaire est norm�ee par la consigne de ��
 degr�es��

L�optimisation r�ealis�ee permet d�obtenir les matrices de pond�eration du contr�ole sui�
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vantes 

Q �

�
���
�� 	���
� 
 



 �� �� 



 
 �� ����
�

�
��	

R � ���

L�algorithme de commande LQ utilisantQ et R permet d�optimiser les gains de commande

�a partir du crit�ere de performance Jc �	����� Le r�esultat obtenu est 

Gx �
h
����� ����� ����

i
La dynamique en boucle ferm�ee du moteur est alors caract�eris�ee par un p�ole de fr�equence

�	� Hz et d�amortissement �� � et un int�egrateur de pulsation ���� rad	s�� �cf Figures

	�����

La r�eponse simul�ee pr�esent�ee dans chaque gabarit Figures 	��
 et 	��� est obtenue en

�n d�optimisation lorsque le contr�ole est adapt�e au comportement souhait�e� La tension

Vm� lin�eique entre 
�	 et 
�� seconde Figure 	��� est due au frottement sec� Le contr�ole

int�egre l�erreur statique constante et produit alors une commande proportionnelle au

temps� Cette derni�ere ne modi�e cependant pas la position angulaire en sortie tant que

le couple de commande est inf�erieur au couple de frottement sec�

Les informations disponibles sont les tensions du potentiom�etre et de la g�en�eratrice ta�

chym�etrique 

y �

�
Vpot

Vgen

�
�

�
���� 



 
��
�

��
�

$�

�
#

�






�
Vm �	����

La matrice de mesure C est donc dans ce cas carr�ee et inversible� l��etat du syst�eme est

observable et pourrait �etre reconstruit en calculant 

x � C��y �	����

Cependant� l�objectif de cette partie de l��etude �etant de valider le contr�ole LQG� un

observateur sera utilis�e pour reconstruire l��etat du syst�eme�

Vu la simplicit�e du syst�eme� cet observateur est r�egl�e en pla�cant ses p�oles directement

sans optimisation �a une pulsation de ��� rad	s�� et un amortissement de ��� � �p�ole

int�egrateur double�� Cela permet d�obtenir un contr�ole correct gr�ace �a une bonne rapidit�e

de l�observateur� tout en ampli�ant peu le bruit des capteurs� Les p�oles du syst�eme en
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Fig� 	��� P�oles du moteur contr�ol�e avec l�observateur

boucle ferm�ee ainsi que le p�ole double de l�int�egrateur sont pr�esent�es dans le plan complexe

Figure 	����

La matrice de gains d�observation obtenue pour une telle dynamique de l�observateur est 

L �

�
	�
 ���


 ���


�

Simulations du comportement dynamique contr�ol�e�observ�e

Les diagrammes de Bode simul�es du moteur en boucle ouverte �BO�� avec contr�ole sans

observateur �LQ� et avec contr�ole et observateur �LQG� sont pr�esent�ees Figure 	��	�

La r�eponse en fr�equence obtenue sans observateur �LQ� correspond au contr�ole id�eal

vers lequel peut se rapprocher la r�eponse obtenue avec observateur �LQG�� En e�et� la

reconstruction de l��etat d�egrade les qualit�es du contr�ole�

Dans le cas des r�eglages pr�esent�es pr�ec�edement� l�observateur perturbe le contr�ole car�

�a la r�esonance du syst�eme contr�ol�e ��	� Hz�� pour ��	� dB d�att�enuation pr�evu avec le

contr�oleur LQ� le contr�oleur LQG a une att�enuation de �� dB �soit ���	 dB de moins�� La

bande passante �a �� dB du contr�oleur�observateur est ainsi de �
 Hz et permet d�envisager

le contr�ole du premier mode de la poutre encastr�ee sur l�axe du moto�r�educteur�
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Fig� 	��	 Diagrammes de Bode du moteur avec et sans contr�ole et�ou sans observateur

Les r�eponses temporelles pour un suivi de consigne �Figure 	���� donnent un temps de

r�eponse pour une consigne de ��
 degr�es de 
� �� secondes � et la tension de commande

du moteur reste inf�erieure �a �V olt conform�ement aux objectifs annonc�es�

La r�ejection d�une perturbation de type cr�eneau de 
� �V olt ajout�e �a la commande du

moteur est simul�ee� Les r�esultats sont pr�esent�es Figures 	���� 	��� et 	��� pour une fr�e�

quence de perturbation respectivement de �� � et �
 Hertz� Par rapport aux simulations

des r�eponses non contr�ol�ees �cf� Figures 	�� �a 	���� les r�eponses angulaires sont divis�ees

par environ �
� �� et �� pour les m�emes perturbations de respectivement �� � et �
 Hertz�

L�att�enuation pr�evue pour le comportement contr�ol�e est donc satisfaisante�

La bande passante de �� Hz avec une att�enuation de ��� db �a la r�esonance ��a 	�� Hz� est

su�sante pour envisager le contr�ole d�une structure souple mont�ee sur l�axe de sortie du

motor�educteur �en particulier celui de premier mode �exible�� Le temps de r�eponse de


��� seconde pour un demi�tour de l�axe de sortie devrait permettre d�obtenir des temps

de r�eponse entre � et � secondes avec l�inertie suppl�ementaire de la structure �exible�

Les r�eponses simul�ees du contr�ole sont compar�ees� dans le paragraphe suivant �a celles

obtenues exp�erimentalement pour valider les r�eglages et quali�er l�in�uence des erreurs

de mod�elisation�
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����� Exp�erimentation du controle du motor�educteur

Environnement informatique mat�eriel �hardware�

Le contr�ole LQG du motor�educteur est r�ealis�e par 	 cartes DSPACEr �Figure 	���� ins�e�

r�ees dans un micro�ordinateur de type P�C� Une carte �DS����� est charg�ee de l�acquisition

des mesures Vpot et Vgen� une autre �DS����� e�ectue les calculs et la derni�ere �DS�����

restitue la commande Vm sous forme analogique�

Carte centrale
calcul et

programmation

Carte de
restitution

Carte d�
acquisition

hardware
indØpendant

MesuresCommandes

Filtre passe-bas fc

Programmation

SIMULINK

Visualisation

TRACECOCKPIT

Gestion logiciels
dans P.C.

fe

Fig� 	��� Architecture de la communication des cartes DSPACEr

La fr�equence d��echantillonage utilis�ee est de fe � �
 


Hz� Elle permet de programmer

le contr�ole sur les cartes en n�egligeant les perturbations induites par le bloqueur d�ordre 


des cartes d�acquisition� et donc de s�a�ranchir d�une description r�ecurente des �equations

de mouvement et de contr�ole� Les mesures sont �ltr�ees �a fc � ��
Hz par un �ltre

analogique anti�repliement� Il pr�evient le repliement du spectre des fr�equences lors de

l��echantillonage  le th�eor�eme de Shanon est largement respect�e et �ltre une partie des

bruits de mesure�
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Environnement logiciel

Le logiciel SIMULINKr utilis�e pour r�ealiser les simulations� permet de programmer direc�

tement les cartes DSPACEr� Une compilation du contr�ole programm�e sous SIMULINKr

et traduit en langage C� permet de charger les codes temps r�eel dans la carte de calcul

et g�ere les communications entre cartes� et entre cartes et logiciels de surveillance et de

gestion� Des blocs d�acquisition et de restitution permettent de param�etrer les cartes

DS�

� et DS��
� �voies d�entr�ee et de sortie utilis�ees� tension limite d�acquisition� � � �

�� La fr�equence de calcul� d��echantillonage et de restitution est commune et se r�egle lors

de la compilation�

Le logiciel COCKPITr permet de cr�eer une interface graphique �Figure 	���� qui assure

Fig� 	��� Logiciel de gestion du contr�ole  Interface pour le contr�ole du moteur

le suivi du contr�ole et la gestion des param�etres de contr�ole dans les cartes� La position

angulaire du motor�educteur et sa vitesse de rotation peuvent �etre visualis�ees sous forme de

compteur par exemple� le contr�ole peut��etre activ�e� d�esactiv�e ou modi��e� une pertubation

peut��etre r�egl�ee et superpos�ee �a la commande du moteur� � � �

Le logiciel TRACEr permet de pr�elever et visualiser en temps r�eel des donn�ees provenant

des cartes et donc du contr�ole op�erant� Cette visualisastion permet de tracer� en fonction
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du temps� la commande calcul�ee� les mesures e�ectu�ees� ou les �etats reconstruits�

R�esultats exp�erimentaux

Le contr�ole du comportement dynamique exp�erimental du moteur est test�e pour une

consigne de ��
 degr�es� Les r�esultats sont pr�esent�es Figure 	��
�
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Fig� 	��
 R�eponse et commande en BF du motor�educteur pour une consigne de ��
 degrs

Les �evolutions des positions et vitesses angulaires relev�ees exp�erimentalement par le logi�

ciel TRACEr� sont proches de celles simul�ees par le logiciel SIMULINK� Les performances

du contr�ole sont bien respect�ees avec un temps de mont�ee de 
��� seconde� Par contre�

la tension de commande envoy�ee au motor�educteur est plus importante exp�erimentale�

ment qu�en simulation� Cette di��erence est d�ue essentiellement au frottement sec qui est

di��erent en adh�erence et en glissement alors qu�il est consid�er�e comme constant en mod�e�

lisation  il faut plus de couple en exp�erimentation pour lancer la rotation� La robustesse

du contr�ole mis en �uvre permet de compenser ces di��erences entre la mod�elisation et le



�
� Contr	ole du comportement dynamique de strutures souples en grands d�eplacements

moto�r�educteur r�eel en d�egradant peu les performances du contr�ole�

Le test en r�ejection de pertubations utilise les m�emes cr�eneaux ��� � et �
Hz� qui ont

servi �a identi�er le motor�educteur� Les Figures 	���� 	���� et 	��	 montrent que ces

perturbations sont globalement bien rejet�ees�

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

−2

0

2

te
ta

 (
de

g)

experimentation
simulation     

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
−20

−10

0

10

20

dt
et

a 
(t

r/
m

n)

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
−1

−0.5

0

0.5

1

co
m

m
an

de
 (

vo
lt)

temps �s�

Fig� 	��� R�eponse contr�ol�ee pour une perturbation de type cr�eneau de 
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En e�et� les courbes exp�erimentales et simul�ees pour une perturbation cr�eneau de 
� �V olt

�a �Hz �Figure 	���� sont tr�es proches en forme et amplitude� Seules les commandes

di��erent l�eg�erement� Ici� �egalement� le couple de frottement sec n�a pas la m�eme valeur

pour les deux sens de rotation�

Pour la r�eponse non�contr�ol�ee �Figure 	��� l�angle oscille de ��� degrs� il n�oscille plus que

de �� � degrs en r�eponse contr�ol�ee� La perturbation est donc rejet�ee en quasi totalit�e�

Les courbes exp�erimentales et simul�ees correspondant �a une perturbation cr�eneau de


� �V olt �a �Hz �Figure 	���� sont proches en forme et en amplitude� La principale

di��erence concerne une oscillation visible sur la r�eponse exp�erimentale en vitesse� Elle est

due �a une rigidit�e trop faible en torsion entre l�axe de sortie du r�educteur et celui de la

g�en�eratrice tachym�etrique� Cette raideur interne au moto�r�educteur g�en�ere un mode de

torsion entre l�axe de la g�en�eratrice et l�axe de sortie du r�educteur� Le mod�ele utilis�e ne

permet pas de visualiser cette vibration� Ce mode perturbe peu la reponse en position
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car c�est principalement la g�en�eratrice qui est excit�ee et qui oscille�

Pour la r�eponse non�contr�ol�ee �Figure 	��� la vitesse angulaire oscille avec une amplitude

de �� tr�min��� Pour la r�eponse contr�ol�ee� elle n�oscille plus que de �� tr�min��� La

perturbation est donc en grande partie rejet�ee malgr�e la non prise en compte du mode

interne du moto�r�educteur�

Les courbes exp�erimentales et simul�ees correspondant �a une perturbation de type cr�eneau

de 
� �V olt �a �
Hz �Figure 	��	� sont� de nouveau� proches en forme et amplitude� La

di��erence est due �egalement �a la g�en�eratrice tachym�etrique�

Pour la r�eponse non�contr�ol�ee �Figure 	��� la vitesse angulaire oscille avec une amplitude

de �
 tr�min��� Pour la r�eponse contr�ol�ee� elle oscille de nouveau de �� tr�min�� car le

mode non mod�elis�e due �a la g�en�eratrice et donc non contr�ol�e est toujours pr�esent� La

perturbation cr�eneau est donc� l�a encore� rejet�ee en grande partie malgr�e la pr�esence du

mode de la g�en�eratrice�

Un balayage en fr�equence est r�ealis�e par un analyseur de spectre pour comparer exp�e�

rimentalement la r�eponse fr�equentielle �a une perturbation de la commande du moteur

en boucle ouverte et en boucle ferm�ee� Un sinus d�amplitude �V olt est appliqu�e sur la

commande du motor�educteur� avec ou sans contr�ole activ�e� La Figure 	��� pr�esente la
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r�eponse fr�equentielle en position entre � et 	

Hz et la Figure 	���� la r�eponse en vitesse

pour la m�eme gamme de fr�equence�

La bande passante exp�erimentale �a �	 db constat�ee du contr�ole �Figure 	���� est de ��Hz

�pour ��Hz en simulation� avec une att�enuation de��� db �a �
Hz� La r�esonance pr�esente

vers �
Hz� correspand aux oscillations observ�ees sur les �gures temporelles �Figures 	���

et 	��	�� est la r�esonance du mode non contr�ol�e de la g�en�eratrice�

Conclusion

Le contr�ole de la rotation de l�axe de sortie du motor�educteur a �et�e mis en place� calcul�e�

simul�e� et test�e exp�erimentalement� Malgr�e la pr�esence d�un mode de g�en�eratrice non

contr�ol�e� les r�esultats pr�esent�es montrent un contr�ole performant� notamment la bande

passante du syst�eme contr�ol�e�observ�e est de ��Hz� ce qui permet un suivi de consigne

rapide� Le contr�ole d�une poutre encastr�ee sur cet axe de sortie� objet d��etude du para�

graphe 	�� est donc envisageable et le moteur pourra participer au contr�ole du premier

mode �exible de la structure en plus de celui de la rotation�
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��� Contr	ole par composants pi�ezo��electriques d�une

poutre souple encastr�ee

A�n de valider l�adaptation des c�eramiques pi�ezo��electriques au contr�ole de modes �exibles

et de quali�er la m�ethode de contr�ole LQG pour les structures souples� l�application pr�e�

sent�ee dans ce paragraphe concerne la poutre encastr�ee�libre �Figure ������ Elle est ins�

trument�ee de deux capteurs et d�un actionneur bimorphe en c�eramiques pi�ezo��electriques

et elle a �et�e identi��ee au paragraphe ��	�	�

L�objectif de contr�ole retenu est la ma��trise des trois premiers modes de �exion en aug�

mentant notamment l�amortissement de ces modes� L�algorithme de commande LQG est

utilis�e puis programm�e et test�e exp�erimentalement�

����� Calcul et simulation du controle

Les �equations de comportement dynamique ����	� ont �et�e recal�ees pour les n � � premiers

modes au paragraphe ��	�	� Ces �equations sont lin�eaires et permettent de construire le

mod�ele d��etat suivant 

�
$q

"q

�
�

�

n�n In

�����fi�
�� ���
i���fi��

��
q

$q

�
#

�

n��

Aa

�
va � Ax#Bu �	��	�

Le vecteur d��etat x contient les participations modales en d�eplacement qi et en vitesse $qi�

La commande u correspond �a la tension va appliqu�ee �a l�ampli�cateur haute�tension qui

pilote les c�eramiques actionneurs� Ce mod�ele a �et�e r�ealis�e pour simuler le comportement

de la poutre encastr�ee�libre de fa�con �a r�egler le contr�oleur�

Comme le contr�ole �a calculer a pour objectif la ma��trise des trois premiers modes de

la structure� le mod�ele de contr�ole est r�ealis�e �a partir d�une r�eduction modale op�er�ee en

�eliminant les trois modes de plus haute fr�equence �cf� �equations �	�	��	������ Les matrices

d��evolution dynamique Ar et d�application de la commande Br du mod�ele lin�eaire de
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L�algorithme de commande LQ est appliqu�e au syst�eme pr�ec�edent en faisant porter la

pr�ecision statique sur la tension de commande de l�actionneur pi�ezo��electrique� L�int�e�

grateur correspondant impose une courbure nulle de la poutre lorsque celle�ci atteind la

nouvelle position statique s�il n�y a pas d�e�orts ext�erieurs appliqu�es 

yc � va �	����

Cc �
h

 
 
 
 
 


i
Dc �

h
�
i

La controlabilite du syst�eme augment�e se v�eri�e par 

rang�
h
Ba AaBa A�

aBa A�
aBa A�

aBa A�
aBa A�

aBa

i
� � �

k � � � �

Les pond�erations Q et R� introduites dans le crit�ere de performance �	���� du contr�ole�

sont r�egl�ees par optimisation temporelle par la m�ethode des gabarits de r�eponse et de

commande pr�esent�ee au paragraphe 	���	� Les gabarits temporels �Figure 	����� pour

une perturbation de type �echelon de �V olt sur la commande� concernent les r�eponses

temporelles du capteur � vc� et de la commande va� La commande g�en�er�ee par le contr�ole

ne doit pas d�epasser 
� �V olt en valeur absolue et le temps de r�ejection de la perturbation

doit �etre minimum� Les pond�erations retenues apr�es optimisation pour le contr�oleur
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Dans la matrice de pond�eration Q� le premier bloc porte sur les participations modales

qi des trois modes� le deuxi�eme bloc porte les participations modales $qi et le dernier bloc

pond�ere l�importance relative de l��etat int�egral donc la pr�ecision statique�

L�algorithme LQ pr�esent�e pr�ec�edement� permet alors de calculer la matrice de gains de

commande 

Gx �
h
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� 	� ����
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� ��� 	
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i

Les informations disponibles pour reconstruire l��etat concernent la tension de commande

va et les tensions vc des deux capteurs pi�ezo��electriques 

y � vc � Cx#Dva �	����

La m�eme r�eduction modale �cf� �equations �	�	��	����� est op�er�ee pour ne conserver que

les trois premiers modes �a contr�oler� Les matrices de mesure sont alors 

Cr �

�
��� ����
� �� ����
� ��� ����
� 
 
 


��� ����
� ��� ����
� �� ����
� 
 
 


�

Dr �

�
��� ����
��

�� ����
��

�

avec une matrice Dr non nulle du fait de la r�eduction modale �cf� �equation �	������

L�observabilit�e de l��etat x �a partir des mesures y est v�eri��ee par 

rang�
h
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rC
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k � � � �
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L�observateur est r�egl�e par optimisation temporelle� Les variables d�optimisation wi sont

introduites dans les matrices de pond�eration 

Qobs �
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Dans la matrice de pond�eration Qobs� le premier bloc porte sur les erreurs de reconstruc�

tion des participations modales qi� et le deuxi�eme bloc sur les erreurs de reconstruction des

participations modales $qi� La matrice Robs contient les pond�erations sur l�importance re�

lative des mesures des deux capteurs� Les pond�erations sur les participations qi sont �x�ees

�a z�ero car les simulations ont montr�e que cette valeur donne une meilleure reconstruction

de l��etat�

La r�eponse en fr�equence HLQ
ext de l�extr�emit�e de la poutre avec un contr�oleur LQ �sans ob�

servateur� et la r�eponse en fr�equenceHLQG
ext avec l�observateur sont simul�ees sous MATLABr�

Les variables wi sont alors optimis�ees a�n de minimiser le crit�ere quadratique ELQG� carac�

t�erisant l�erreur entre les r�eponses en fr�equence LQ et LQG pour les Np � � 


 pulsations

pi dans la bande �����Hz 

ELQG �

NpX
i��

E�pi� �	����

E�pi� �

�����������

����HLQ
ext �pi�
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db
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ext �pi�
���
db

�	����

Seuls les �ecarts lorsque l�observateur d�egrade le contr�ole sont pris en compte� et les �ecarts

au carr�e sont normalis�es par division par la pulsation pi pour donner la m�eme importance

�a toutes les fr�equences cibl�ees par le contr�ole�

L�observateur ainsi r�egl�e minimise la perte de performance entre le contr�oleur LQ et le

contr�oleur�observateur LQG� Les matrices de pond�erations obtenues apr�es optimisation
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ce qui donne la matrice de gain de l�observateur �� capteurs et � valeurs modales� 
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A�n de montrer l�incidence de la richesse de l�observation �mesures et dynamique de

l�observateur� sur le contr�ole� un observateur bas�e sur la seule mesure du capteur � �a �et�e

utilis�e� Le choix de comparaison �a pour contraintes  l�utilisation du m�eme contr�oleur

et l�utilisation des m�emes pond�erations de l�observateur sur les �etats �a reconstruire� Le

nombre de mesures �etant di��erent� la matrice Robs se r�eduit �a 

Robs �
�
	� ����
��

�
La comparaison des simulations en boucle ferm�ee pour le contr�ole LQ sans observateur�

le contr�ole avec observateur utilisant un capteur �LQG � capteur� et le contr�ole avec

observateur utiliant deux capteurs �LQG � capteurs� sont pr�esent�ees sur un diagramme

de Bode� Figure 	���� �a partir d�une perturbation sinuso"�dale plac�ee sur la commande

envoy�ee �a l�actionneur pi�ezo��electrique�

La d�egradation du contr�ole LQ par l�observation est beaucoup plus importante pour

l�observateur aliment�e avec un seul capteur qu�avec deux� Le mode � et surtout le mode 	

sont les plus d�egrad�es car le capteur �a �et�e plac�e pour mesurer au mieux le mode �� Cette

comparaison montre qu�un capteur su�t pour contr�oler trois modes� mais que le contr�ole

est d�autant plus e�cace que le nombre de capteurs se rapproche du nombre de modes �a

contr�oler�

Les p�oles de la structure en boucle ouverte� ceux de la structure et du contr�oleur �boucle

ferm�e� et ceux de l�observateur sont pr�esent�es �gure 	���� Ceux de la structure avec le

contr�oleur et l�observateur ne sont pas pr�esent�es car ils sont confondus avec les autres�
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Les courbes rouges repr�esentent la rapidit�e minimum que doit avoir chaque p�ole de l�ob�

servateur pour �etre plus rapide que le p�ole de la structure contr�ol�ee correspondant� L�op�

timisation du r�eglage de l�observateur conduit �a des p�oles d�observation plac�es pr�es de

cette limite mais l�eg�erement plus rapides que les modes contr�ol�es correspondant�

Simulation du contr�ole avec observateur

La r�eponse temporelle du comportement dynamique de la poutre encastr�ee�libre est simu�

l�ee avec et sans contr�oleur� La perturbation utilis�ee est de type �echelon de � Volt ajout�ee

�a la commande des actionneurs pi�ezo��electriques� Les r�eponses en BO et BF pr�elev�ees sur

le capteur � et la commande sont pr�esent�ees Figure 	����

Le temps de r�ejection de la perturbation est de 
�� seconde environ pour une tension de

commande ne d�epassant pas 
�� Volt�

Les diagrammes de Bode simul�es de la poutre en boucle ouverte �BO� et en boucle ferm�ee

�BF� sont pr�esent�es Figure 	��� pour les tensions des deux capteurs�

Les amortissements signi�catifs apport�es par le contr�ole sont donn�es Tableau 	��� Seuls

les trois premiers modes cibl�es par le contr�ole sont amortis� Les trois suivants� mod�elis�es

et simul�es mais non contr�ol�es ne sont pas modi��es� Le risque de spill�over est donc �elimin�e
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Fig� 	��� P�ole de la poutre� du contr�oleur et de l�observateur

pour les modes � �a �� Le mod�ele �etant pr�ecis� les r�esultats attendus en exp�erimentation

devraient �etre proches� Le risque de spill�over concernant les modes non mod�elis�es est

r�eduit car ces modes sont de plus en plus amortis naturellement�

L�amortissement obtenu en simulation �a l�aide du contr�ole a donc �et�e augment�e de fa�con

tr�es importante �evitant tout risque d�instabilit�e ou de d�egradation du contr�ole par spill�

over�

Modes
Fr�equences

BO �Hz�

Fr�equences

BF �Hz�

Amortissements

BO ���

Amortissements

BF ���

� 	��� ���� 
��� ��

� ���� ���� 
��� ��

	 �
�
 ���� 
�	� ���

Tab� 	�� Fr�equences et amortissements modaux en BO et BF
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����� Exp�erimentation du controle

Le mat�eriel utilis�e au paragraphe 	���	 est employ�e pour maitre en �uvre le contr�ole

de la poutre encastr�ee� Les trois cartes DSPACEr pr�esent�ees chapitre 	�� �cf� Figure

	����� sont programm�ees �a partir du mod�ele SIMULINKr du contr�oleur de la poutre� La

fr�equence d��echantillonage est fe � �
 


Hz et les mesures des capteurs pi�ezo��electriques

sont �ltr�ees �a fc � ��
Hz par le �ltre analogique anti�repliement� Une interface graphique

�Figure 	�	
� est d�evelopp�ee sous COCKPITr et assure le suivi du contr�ole et la gestion

des param�etres de contr�ole dans les cartes�

Fig� 	�	
 Interface pour le contr�ole de la poutre

Le contr�ole est test�e pour une perturbation de type �echelon de � Volt superpos�ee sur

la commande de l�actionneur� La r�eponse temporelle de la poutre est pr�esent�ee Figure

�	�	��� Le comportement exp�erimental du syst�eme contr�ol�e est proche de celui simul�e� Le

contr�ole am�eliore donc comme en simulation� le comportement par rapport �a la poutre

non contr�ol�ee en rejettant la pertubation en 
�� seconde�

Un balayage en fr�equence est r�ealis�e avec un analyseur de spectre pour comparer les

r�eponses contr�ol�ees exp�erimentale et simul�ee �a partir d�une perturbation sinuso"�dale de


�� Volt superpos�ee �a la commande envoy�ee �a l�actionneur pi�ezo��electrique� Les r�eponses

rel�ev�ees par les deux capteurs sont pr�esent�ees Figure 	���� Les performances du contr�ole
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exp�erimental sont proches du contr�ole simul�e et il n�y a pas de spill�over m�eme pour les

modes � et � non mod�elis�es et simul�es� car la r�eponse en boucle ferm�ee est superpos�ee �a

la r�eponse en boucle ouverte pour la plage de fr�equence des modes � �a �� Ces modes ne

sont donc pas a�ect�es par le contr�ole�

Lorsque une perturbation d�amplitude plus importante est envoy�ee �a la structure� des

domaines de comportement non�lin�eaire de l�ensemble �a contr�oler sont atteints� En par�

ticulier� les ampli�cateurs et l�actionneur pi�ezo��electrique ne sont plus lin�eaires comme le

montre l�hyst�er�esis et la raideur non constante sur la Figure �����

Par exemple� pour la poutre sollicit�ee par un �echelon de � Volt sur la commande de

l�actionneur� la Figure 	�	� montre que les simulations bas�ees sur un mod�ele lin�eaire

et le comportement r�eel ne sont plus identiques et m�eme� un l�eger spill�over apparait�

N�eanmoins� le contr�ole reste stable et performant avec un temps de r�eponse de 
�� seconde

environ au lieu de 
�� seconde�
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Fig� 	�	� Mesures et commande exp�eriment�ees et simul�ees� correspondant �a une pertur�

bation colocalis�ee de type �echelon de � Volt

Le contr�ole de la poutre souple encastr�ee instrument�ee de composants pi�ezo��electriques

est r�ealis�e� La r�eponse exp�erimentale en boucle ferm�ee du comportement dynamique de

la structure est conforme aux simulations r�ealis�ees gr�ace �a la mod�elisation �ne d�evelopp�ee
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au chapitre �� Le contr�oleur exp�erimental permet de passer d�un amortissement initial

tr�es faible de la structure �a un amortissement signi�catif pour les trois premiers modes

cibl�es par le contr�ole sans d�estabiliser les modes non�cibl�es� Le contr�ole des vibrations de

la poutre souple articul�ee anim�ee en rotation est donc envisageable avec la strat�egie de

contr�ole LQG retenue�

Dans le paragraphe suivant� la m�eme poutre encastr�ee sur l�axe du moto�r�educteur �etudi�e

au paragraphe pr�ec�edent est donc utilis�ee pour l��etude de son comportement dynamique

contr�ol�e en grands d�eplacements�
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��
 Contr	ole d�une structure souple en grands d�epla�

cements

Dans cette partie� le contr�ole est appliqu�e aux structures souples en grands d�eplacements�

Pour cela� la poutre encastr�ee�libre �cf� paragraphe ��	�	� est mont�ee sur l�axe de sortie

du moto�r�educteur �Figure 	�		�� Il s�agit de contr�oler la rotation d�ensemble et les deux

premiers modes de �exion de la structure� Le contr�ole obtenu doit permettre le suivi de

consigne et la r�egulation avec en particulier un temps de mont�ee minimum� un temps

d��etablissement minimum et une bonne pr�ecision statique�

Le contr�ole de la poutre encastr�ee�libre� r�ealis�e au paragraphe 	�	� a permis de mettre en

�uvre et de valider l�utilisation d�un contr�oleur LQG pour le contr�ole des vibrations de

la structure par des composants pi�ezo��electriques� Le contr�ole du moto�r�educteur� r�ealis�e

au paragraphe 	��� �etait d�une bande passante su�sante pour permettre le contr�ole du

mode de corps rigide et du premier mode de �exion de la poutre articul�ee� Le contr�ole

global faisant l�objet de ce paragraphe englobe ces deux contr�oles et distribue les actions

du contr�oleur en fonction de la bande passante de chaque actionneur  le moto�r�educteur

pour la rotation et le premier mode de �exion� l�actionneur pi�ezo��electrique pour les modes

de �exion� La pr�ecision statique est �a r�ealiser sur la rotation tout en ayant un retour �a

courbure nulle en �n de contr�ole�

Le contr�ole retenu est obtenu en limitant les commandes et il g�en�ere un spill�over faible�

Il est tout d�abord calcul�e� simul�e puis programm�e et test�e�

����� �Etude de la poutre souple instrument�ee en rotation

Mod�elisation

Les �equations de comportement dynamique ������ de la poutre souple en rotation et celles

������ de la poutre encastr�ee activ�ee par les c�eramiques pi�ezo��electriques sont reprises� Il

su�t de sommer les di��erents travaux intervenant avant d�appliquer le principe d�Ha�

milton� Les �equations de comportement dynamique et de mesure de la poutre souple
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poutre instrumentØe axe de rotation butØe mØcanique

Fig� 	�		 Photographie du dispositif poutre instrument�ee mont�ee sur l�axe du moto�

r�educteur

instrument�ee en rotation sont alors obtenues �����������������
����������������

"� �
Cm # Cf � g

tAava � c $� # gtCa $q # g
t
�
Kc � In $�

�
�
q � �qt $q $�

J # qtq � gtg
�a�

"q �

�
�In # ggt

J # qtq � gtg

�
AnAava � Ca $q �

�
Kc � In $�

�
�
q
o
# g

�qt $q $� � Cm � Cf # c $�

J # qtq � gtg
�b�

� � &q �c�

vc � Cq �d�

Vpot � Gp� �e�

Vgen � Gg
$� �f�

�	����

Les param�etres identi��es pour le moteur en rotation �cf� Tableau 	��� et pour la poutre

encastr�ee�libre �cf� Tableaux ���
� ���� et ����� sont utilis�es� Le mod�ele de la structure

souple instrument�ee en grands d�eplacements est int�egr�e dans le logiciel Simulinkr sous la

forme d�une fonction �ecrite en langage C puis compil�ee en un ex�ecutable pour r�eduire les

temps de simulation et faciliter ainsi l�optimisation du contr�ole�

Simulation et exp�erimentation de la structure non contr�ol�ee

A�n de tester le mod�ele� des simulations temporelles sont r�ealis�ees� La poutre est sollicit�ee

par une perturbation de type cr�eneau sur la commande Vm du moteur� Les r�eponses
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mesur�ees et simul�ees pour di��erentes fr�equences fp et amplitudes vp sont pr�esent�ees Figure

	�	� pour fp � �Hz et vp � 
�	V olt� Figure 	�	� pour fp � �Hz et vp � 
��V olt� Figure

	�	� pour fp � �Hz et vp � 
�	V olt et Figure 	�	� pour fp � �Hz et vp � 
��V olt�

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

- 2

0

2

experimentation
simulation     

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
- 10

0

10

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
- 0.5

0

0.5

capteur 1
capteur 2

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
- 0.5

0

0.5

�
�d
eg
�

$ �
�t
r�
m
in
�
�
�

v
c
i

�V
ol
t�

V
m

�V
ol
t�

temps �s�
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�	V olt

Pour les faibles niveaux de sollicitation �vp � 
�	V olt�� les r�esultats montrent un d�epha�

sage entre les r�eponses simul�ees et mesur�ees� d�u au frottement sec qui est non constant aux

faibles vitesses de rotation� Pour les cr�eneaux �a fp � �Hz� l�amplitude des r�eponses simu�

l�ees est sup�erieure aux r�esultats de mesure� La simpli�cation du mod�ele de frottement en

est �a nouveau la cause� Il ne dissipe pas su�sament d��energie lors du passage du compor�

tement de type poutre en rotation �a celui poutre encastr�ee car le frottement d�adh�erence

sup�erieur au frottement de glissement n�est pas pris en compte par la mod�elisation�

Les frottements sont toujours pr�esents dans les structures r�eelles� Ils ont pour origine

de nombreux ph�enom�enes physico�chimiques di�ciles �a mod�eliser �nement� Le mod�ele

simple utilis�e ici permet une approche macroscopique du probl�eme mais ne permet pas

de rendre compte de tous les cas de comportement�

Les formes et les niveaux des r�eponses angulaires en position et en vitesse� ainsi que les

r�eponses des capteurs pi�ezo��electriques sont cependant su�sament �d�eles pour permettre

de r�ealiser le contr�ole de cette structure �a partir des simulations bas�es sur le mod�ele
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propos�e�

����� Controle de la poutre souple instrument�ee en rotation

Les �equations dynamiques �	���� sont lin�earis�ees et traduites sous forme d��etat pour per�

mettre le calcul du contr�oleur lin�eaire d�algorithme LQ� Le r�esultat de la lin�earisation

s��ecrit sous la forme suivante 

�
�����
$�

$q

"�

"q

�
����	 � Ar

�
�����
�

q

$�

$q

�
����	 #Br

�
Vm

va

�
�	����

Les variables d��etat concernent uniquement le mode de corps rigide ��� $�� en rotation et

les deux premiers modes �exibles �q� $q� de la structure� Les matrices d��evolution Ar et

d�application de la commande Br calcul�ees par r�eduction modale �cf �equations �	�	��	�����
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sont 

Ar �

�
�����������


 
 
 � 
 



 
 
 
 � 



 
 
 
 
 �


 �� 

��
� ��� �	��
� ��� ����
� 	� 	� �	� �



 ��� ����
� �� ����
� �� �� ��� 
���
�� �� ����
��


 �� ����
� ��� �
��
� ��� �� �� 
���
�� ��� ��

�
����������	

Br �

�
�����������


 



 



 


��� ����
� ��� ���

�� ����
� �� 
���
�

��� �	��
� ��� 
���
�

�
����������	

La pr�ecision statique porte ici sur la rotation� mesur�ee par la tension Vpot et sur la com�

mande va envoy�ee aux actionneurs pour �eliminer les courbures de la poutre en �n de

contr�ole transitoire 
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Vpot
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La controlabilite du syst�eme augment�e est v�eri��ee par 

rang�
h
Ba AaBa A�

aBa A�
aBa

i
� � �

k � � � �

Le mod�ele de la structure en boucle ferm�ee est int�egr�e dans SIMULINKr� Le programme

permet de r�egler les pond�erations Q et R de la commande LQ par optimisation temporelle

�cf� paragraphe 	���	�� Pour une consigne angulaire de ��
 degr�es� les r�eponses temporelles

de la position angulaire �� de l�extr�emit�e de la poutre �ext et des commandes Vm et va sont

limit�ees par le gabarit pr�esent�e Figure 	�	�� Les pond�erations retenues pour le contr�oleur
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Le gain de retour de la boucle ferm�ee est alors 

Gx ��
��� 	���
� �� ����
� �������
� ��� �� ��� ����
� �� 	���
� �	� ����
� �� �	��
��

��
� �������
� �� ����
� �� ����
�� �� �� ��� �� �� �
 �� 	�

�

La r�eponse simul�ee est pr�esent�ee Figure 	�	�� Les courbes montrent que la consigne est

d�epass�ee en �� � seconde mais avec une l�eg�ere erreur statique qui se r�esorbe totalement

en � secondes environ� Cette derni�ere est due au frottement sec� Les fr�equences et amor�

tissements obtenus en boucle ouverte �BO� ou ferm�ee �BF�� pour les modes cibl�es sont

donn�es Tableau 	�	�

Modes
Fr�equences

BO �Hz�

Fr�equences

BF �Hz�

Amortissements

BO ���

Amortissements

BF ���

rotation 
 
�� 
 �	

�exible � 	��	 	��� 
��� ���

�exible � ���� ���� 
��� ���

Tab� 	�	 Fr�equences et amortissements modaux en BO et BF de la poutre en rotation

Le contr�ole apporte donc la r�ealisation du suivi de consigne avec une bonne qualit�e� Le

temps de r�eponse est faible et la pr�ecision statique bonne� De plus� il apporte de l�amortis�

sement �a la structure� La rotation� passe de 
 �a �	 d�amortissement et l�amortissement

des modes �exibles tr�es faible initialement devient signi�catif� Cela garantit une bonne
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Fig� 	�	� R�eponses simul�ees du contr�ole LQ pour une consigne de ��
 degr�es
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r�ejection des perturbations pouvant se pr�esenter au cours du suivi de consigne ou en

r�egulation�

L��etat de la structure est reconstruit �a partir de la commande u� des tensions du poten�

tiom�etre� de la g�en�eratrice et des deux capteurs pi�ezo��electriques * mesures pr�esentes dans

y 

y �

�
���
Vpot

Vgen

vc

�
��	 � Crx#Dru �	����

Les matrices de l��equation d�observation identi��ees sont apr�es r�eduction modale 

Cr �

�
�����
�� �� 
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L�observabilit�e de l��etat x �a partir des mesures y est v�eri��ee par 

rang�
h
Ct
r At

rC
t
r

i
� � �

k � � � �

Les pond�erations de l�observateur sont r�egl�ees de proche en proche �a partir de la connais�

sance de la structure et des contr�oles LQG e�ectu�es pour la rotation du moteur et pour la

poutre encastr�ee� Le r�eglage se fait �a partir de la r�eponse du syst�eme contr�ol�e et observ�e

�pour le suivi de consigne ayant servi �a r�egler le contr�oleur�� En e�et� ici� le r�eglage fr�e�

quentiel de l�observateur n�est pas possible car la pr�esence du frottement n�est pas prise

en compte lors de la lin�earisation du mod�ele� Le calcul des p�oles serait donc imparfait et

ne permettrait pas d�optimiser l�observateur�
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Les matrices de pond�erations retenues apr�es ce r�eglage manuel� sont 
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et donnent pour matrice de gain de l�observateur 

L �

�
�����
�� ����
� �� 
���
�� ��� ����
�� �� �� �� ������� �	� ����
��

��� 	���
�� ��� ����
�� 	� 	���
�� ��� 
���
� �	� ����
� �� �	

�� ����
�� �� 	� �	� ����
�� �� 
���
� �� �
��
� ��� �
��
�

��� ����
�� �� �� 	� ����
�� �	� �
��
� 	� ����
� �� ��

�
����	

Un mod�ele de la structure non�lin�eaire avec frottement sec et le contr�oleur LQG est

programm�e� Ce programme permet les simulations temporelles conduisant �a la validation

des r�eglages de l�observateur�

Les simulations temporelles pour la consigne de ��
 degr�es sont pr�esent�ees Figure 	�	��

Le temps de r�eponse obtenu est de �� � seconde avec une tension du moteur inf�erieure

�a 
� �V olt et une tension de l�actionneur pi�ezo��electrique inf�erieure �a �V olt� Le facteur

limitant du contr�ole pr�esent�e est la sollicitation de la poutre en �exion au d�emarrage du

mouvement� Sous l�acc�el�eration angulaire de l�axe de sortie du moto�r�educteur� la poutre

��echit violemment� Pour ne pas d�et�eriorer les c�eramiques coll�ees sur la structure� il faut

donc limiter l�acc�el�eration angulaire et donc la rapidit�e du contr�ole en rotation�

Apr�es �� � seconde� la rotation de l�axe du moteur est retenue par le couple de frottement

sec� Il faut d�epasser environ �� � secondes pour corriger �a nouveau cette erreur statique

r�emanente� Le comportement encastr�e�libre de la poutre apr�es �� � seconde est clairement

visible sur la r�eponse des capteurs pi�ezo��electriques mais l�actionneur pi�ezo��electrique per�

met de r�esorber rapidement �en environ 
� � seconde en simulation� la d�e�exion provoqu�ee

par le blocage de la rotation d�u au frottement sec�
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Fig� 	�	� R�eponses et commandes simul�ees et mesur�ees pour une consigne de ��
 degr�es
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����� Exp�erimentation du controle de la poutre souple en rota�

tion

Mat�eriel

Par s�ecurit�e� l�exp�erimentation �Figure 	�		� et le contr�ole �Figure 	��
� sont situ�ees dans

deux pi�eces s�epar�ees� Un syst�eme de t�el�esurveillance �Figure 	���� permet de suivre les

Fig� 	��
 Photographie du poste de contr�ole de la poutre en rotation

�evolutions de la structure depuis le poste de contr�ole�

Le mat�eriel utilis�e au paragraphe 	���	 est employ�e pour exp�erimenter le contr�ole de la

poutre souple articul�ee� Les trois cartes DSPACEr pr�esent�ees chapitre 	�� �cf� Figure

	����� sont programm�ees �a partir du mod�ele du contr�oleur de la poutre en rotation� leur

fr�equence d��echantillonage est �x�ee �a fe � �
 


Hz� Les mesures du potentiom�etre� de

la g�en�eratrice et des capteurs pi�ezo��electriques sont �ltr�ees �a fc � ��
Hz �a l�aide d�un

�ltre analogique anti�repliement� Une interface graphique �Figure 	���� est d�evelopp�ee

sous COCKPITr et assure le suivi du contr�ole et la gestion des param�etres de contr�ole

dans les cartes�
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Fig� 	��� Photographie de la zone de surveillance de la poutre en rotation par cam�era

Fig� 	��� Interface pour le contr�ole de la poutre en rotation



�� Contr	ole du comportement dynamique de strutures souples en grands d�eplacements

Test en poursuite

Le contr�ole est test�e pour une consigne de rotation de ��
 degr�es� Les r�esultats exp�erimen�

taux sont pr�esent�es Figure 	�	� avec ceux des simulations� Les r�esultats exp�erimentaux

sont tr�es proches des r�esultats simul�es� m�eme lors du passage du comportement en rota�

tion au comportement encastr�e�libre� La consigne angulaire est atteinte en ��� seconde

et le contr�ole rejette les vibrations de la poutre g�en�er�ees par la rotation� Le contr�ole des

modes �exibles apr�es ��� seconde est r�ealis�e uniquement par l�actionneur pi�ezo��electrique

car l�axe du motor�educteur est bloqu�e par le frottement sec�

Un autre contr�oleur utilisant uniquement le moteur est utilis�e pour permettre de quan�

ti�er l�apport de l�actionneur pi�ezo��electrique au contr�ole des vibrations� Sa r�eponse est

pr�esent�ee Figure 	��	� La comparaison des r�esultats exp�erimentaux avec ceux issus des
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Fig� 	��	 R�eponse en consigne du contr�ole par le moteur uniquement

simulations montre que ces derniers surestiment les d�eplacements en �n de rotation� apr�es

��� seconde� Cependant� il y a bien une d�e�exion de la poutre qui est non amortie par

le contr�ole du moteur seul� La commande pilotant le moteur g�en�ere une action m�eca�
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nique qui est inf�erieure au frottement d�adh�erence et n�agit donc pas sur la poutre� d�o�u

la n�ecessit�e de l�actionneur pi�ezo��electrique pour contr�oler ces d�eplacements en �n de

mouvement�

Test en r�egulation

Le contr�ole exp�erimental complet �moteur et actionneur pi�ezo��electrique� est ensuite

test�e pour des perturbations de type cr�eneaux en superposition de la commande de

vp � 
� �V olt d�amplitude et de fr�equence fp � �Hz �Figure 	���� ou fp � �Hz �Figure

	����� Le contr�oleur agit e�cacement et rejette ces perturbations� La comparaison avec
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Fig� 	��� R�eponse contr�ol�ee de la structure  fp � �Hz et vp � 
��V olt

le comportement non contr�ol�e �cf� Figures 	�	� et 	�	�� montre des niveaux vibratoires

divis�es environ par �
�

Des balayages en fr�equence sont �nalement r�ealis�es �a l�aide d�un analyseur de spectre pour

comparer exp�erimentalement les r�eponses fr�equentielles contr�ol�ees et non�contr�ol�ees de la

poutre et pour les comparer avec les r�eponse simul�ees� La structure est soit activ�ee par

le moteur �Figure 	����� soit par l�actionneur pi�ezo��electrique �Figure 	�����

Le contr�ole am�eliore sensiblement le comportement dynamique de la poutre sur les modes
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Fig� 	��� R�eponse contr�ol�ee de la structure  fp � �Hz et vp � 
��V olt

cibl�es par les objectifs  la rotation et les deux premiers modes de �exion� Les di��erences

entre le comportement mesur�e et le comportement simul�e sont dues essentiellement au

frottement sec dans le moto�r�educteur� De nouveau� le mod�ele lin�earis�e pour les simula�

tions fr�equentielles prend mal en compte les non�lin�earit�es de ce frottement� Ce dernier�

comme dans les r�esultats temporels pr�esent�es� fait que les conditions aux limites de la

poutre alternent entre appuy�e�libre et encastr�e�libre suivant le niveau des sollicitations�

De ce fait� les modes de �exion sont moins bien contr�ol�es exp�erimentalement lors d�une

perturbation sur l�actionneur pi�ezo��electrique �Figure 	���� lorsque la poutre est �a l�arr�et

car le niveau de perturbation est faible� alors qu�il sont bien mieux contr�ol�es lors d�une

perturbation sur la commande du moteur �Figure 	���� lorsque la poutre est en rotation

car le niveau de perturbation est plus important�

Conclusion

Dans cette partie� le contr�ole de la rotation et des deux premiers modes de �exion d�une

poutre articul�ee instrument�ee de deux capteurs et d�un actionneur pi�ezo��electriques �a �et�e

calcul�e et obtenu en simulation� Ces derni�eres ont �et�e valid�ees exp�erimentalement�
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Le contr�ole obtenu s�av�ere e�cace� En e�et� les temps de r�eponse obtenus sont faibles en

suivi de consigne pour la rotation� Les amortissements apport�es par le contr�ole sur les

modes cibl�es sont importants surtout lors de la rotation de la poutre et permettent de bien

rejetter les perturbations en r�egulation� Malgr�e la pr�esence de frottement sec important

dans la structure exp�erimentale� le contr�ole reste stable avec une bonne robustesse en

performance�

Les simulations en boucle ferm�ee sont repr�esentatives du comportement r�eel et prenent

correctement en compte l�in�uence forte du frottement sec lors des simulations tempo�

relles� La faisabilit�e du contr�ole linaire LQG global multivariable et optimis�e de structures

souples articul�ees en grands d�eplacements est ainsi montr�ee� Cette strat�egie de contr�ole

peut maintenant �etre �etendue au contr�ole de structures souples en grands d�eplacements

comportant des non�lin�earit�es fortes� Le paragraphe suivant concerne donc l�adaptation

d�un contr�ole non�linaire �a de telles structures�
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��� Contr	ole non�lin�eaire d�une structure souple bi�

articul�ee en grands d�eplacements

����� Principe

Lors de l��evolution des structures en grands d�eplacements� des fortes non�lin�earit�es du

comportement dynamique peuvent appara��tre� Un contr�ole lin�eaire n�est plus forcement

adapt�e lorsque l��etat de cette structure s��eloigne du point de lin�earisation pour lequel

les �equations d��etats ont �et�e obtenues et le contr�oleur construit et pour suivre au mieux

les �evolutions de la structure� il est n�ecessaire dans ce cas de construire un contr�oleur

non�lin�eaire�

La strat�egie de contr�ole propos�ee consiste �a faire fonctionner en parall�ele un nombre �ni

de contr�oleurs lin�eaires construits pour un nombre �ni p de points de fonctionnement

travers�es au cours de l��evolution de la structure� Le contr�oleur global non�lin�eaire d�e�

livre une commande u constitu�ee par la somme des commandes lin�eaires pond�er�ees par

des fonctions fi des param�etres in�uants sur les non�lin�earit�es induites par les grands

d�eplacements 

u �

pX
i��

fi�grands d�eplacements�Kix �	����

����� Cas des structures bi�articul�ees

Dans l�exemple de deux poutres articul�ees �rigides ou souples� cf� paragraphes ��� et

��	�� le param�etre qui pilote les principales �evolutions du comportement dynamique de la

structure est l�angle �� entre les deux poutres� Lorsque �� varie� les termes non�lin�eaires

de la matrice d�application de la commande B �evoluent consid�erablement �cf� Figure �����

Des points li de lin�earisation sont donc r�epartis dans la plage de variation de ��� Pour

chacun de ces points� une commande lin�eaire par retour d��etat est calcul�ee 

ui � �Kix �	��	�

L�algorithme optimal LQ pr�esent�e pr�ec�edement garantit la stabilit�e du contr�ole autour de

chaque position de lin�earisation et une robustesse su�sante pour les positions voisines� En

multipliant su�samment les points de lin�earisation� le contr�ole est globalement stable sur

toute la plage de fonctionnement� et induit une robustesse de performance relativement

constante� �A partir de ces di��erents contr�oleurs� le contr�oleur global est construit en
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faisant travailler en parall�ele les contr�oleurs lin�eaires� Pour �eviter les discontinuit�es de

commande lors du passage d�un contr�oleur lin�eaire �a l�autre� les commandes ui d�elivr�ees

par les contr�oleurs de positions voisines sont pond�er�ees �a l�aide de fonctions d�interpolation

fi� De plus� la somme des fonctions de pond�eration pour chaque position �� est �egale �a �

a�n de ne pas induire de gain d�ampli�cation sur la commande g�en�er�ee soit 

����

pX
i��

fi���� � � �	����

La commande non�lin�eaire par retour d��etat pour les p points de lin�earisation est alors

d�etermin�ee par 

u���� �

pX
i��

ui���� �	����

� �

pX
i��

fi����Kix � �K����x �	����

La Figure 	��� pr�esente la structure d�un contr�oleur non�lin�eaire construit �a partir de trois

contr�oleurs lin�eaires�
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����� Controle non�lin�eaire d�une structure rigide bi�articul�ee

Pour tester le contr�oleur non�lin�eaire propos�e� la structure articul�ee �a deux poutres rigides

�cf� paragraphe ���� est utilis�ee� Les objectifs retenus pour le contr�ole sont doubles 

� apporter de l�amortissement et une rapidit�e de contr�ole pour rejetter les pertur�

bations en r�egulation et ceci pour toute la plage de fonctionnement du contr�oleur

non�lin�eaire�

� am�eliorer le comportement en poursuite en r�eduisant le temps de r�eponse �a une

consigne� tout en maintenant la pr�ecision et l�amortissement des vibrations en cours

de mouvement�

� rendre constante la dynamique quelle que soit la modi�cation des caract�eristiques de

la structure induite par les grands d�eplacements et par cons�equent cr�eer une bonne

robustesse interne en stabilit�e et performance�

La plage de variation de �� retenue pour le contr�oleur non�lin�eaire est de �
�
�
�a �

�
� Dans

cette plage� p � � points li de lin�earisation sont r�epartis de fa�con uniforme et sym�etrique

de part et d�autre de z�ero 

li �

�
�
�

�
� �

	�

�
� �

�

�
� �

�

�
� 
 �

�

�
�

�

�
�
	�

�
�

�

�

�

Ces neuf points de lin�earisations se sont av�er�es su�sant pour suivre les �evolutions de la

dynamique de la structure sur la plage de fonctionnement retenue�

Plusieurs fonctions d�interpolations ont �et�e test�ees� Finalement� l�interpolation lin�eaire

�Figure 	���� semble la plus adapt�ee parmi celles test�ees� La Figure 	��
 pr�esente les

domaines d�action de chaque fonction de pond�eration et donc de chaque contr�oleur� Par

exemple� le domaine d�action du contr�oleur associ�e �a la position de lin�earisation �
�
et �a la

fonction de pond�eration f� est gris�e sur la �gure�

Pour calculer les gains de commande de chaque contr�oleur� les �equations d��etat non�

lin�eaires ������ sont lin�earis�ees pour les positions li� Les matrices d��etat obtenues apr�es
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lin�earisation sont les suivantes 

Ai �

�
�����

 
 � 



 
 
 �


 
 
 



 
 
 


�
����	 �	����

Bi �

�
���������


 



 


I� �I� �
m�L�L�

�

�I� �
m�L�L�

�
I� # I� #m�L

�
� #m�L�L� cos li

�
��������	

I�I� #m�L
�
�I� �

�
�m�L�L�

�
cos li

�
A� �	����

La pr�ecision statique porte sur les positions angulaires �� et �� des deux poutres a�n de

permettre le suivi de consigne pour ces angles 
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Pour chaque point de fonctionnement li� la matriceKi est calcul�ee par �	��	� avec le crit�ere

�	���� �a partir des matrices d��etats et des pond�erations Qi et Ri� Comme la structure

est sym�etrique pour des �evolutions de part et d�autre du point �� � 
� les matrices

de pond�erations sont prises identiques par sym�etrie� Il y a �nx � �� # �nc � �� � �

pond�erations par contr�oleur et donc ��� � �
 pond�erations au total �a r�egler pour ajuster

le contr�oleur non�lin�eaire�

Le r�eglage des pond�erations d�epend des objectifs du contr�ole� Si la r�ejection des pertur�

bations pour toute la plage de fonctionnement est privil�egi�ee� le r�eglage peut �etre fait de

fa�con ind�ependante pour chaque contr�oleur lin�eaire et les performances en amortissement

et�ou rapidit�e seront �etudi�ees� La robustesse en stabilit�e et en performance peut donc

�etre modul�ee� Dans le cas d�un suivi de consigne� tous les contr�oleurs sont �a r�egler de

fa�con d�ependante pour obtenir le temps de mont�ee souhait�e�
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R�ejection de perturbation

Le premier r�eglage des pond�erations est r�ealis�e de fa�con ind�ependante pour chaque contr�o�

leur a�n d�optimiser la r�ejection de perturbation pour toute position� L�objectif retenu

ici sera d�obtenir un amortissement le plus constant possible au cours de l��evolution de la

structure pour garantir la performance du contr�ole�

Le contr�oleur lin�eaire correspondant �a la position �� � 
 est d�abord r�egl�e par optimisation

temporelle par la m�ethode des gabarits �cf� paragraphe 	���	� pour que le comportement

en r�ejection de perturbation et le suivi de consigne autour de cette position soient satisfai�

sants� Puis� les pond�erations des contr�oleurs correspondant aux autres positions �� sont

optimis�ees de fa�con �a obtenir l�amortissement en boucle ferm�ee le plus proche possible de

celui obtenu pour �� � 
�

Le probl�eme conduit donc �a l�optimisation temporelle du contr�oleur lin�eaire pour une

perturbation donn�ee puis �a � optimisations fr�equentielles de � param�etres sans simulations

temporelles �calcul des p�oles seuls� pour les autres positions de lin�earisation�

La perturbation sur chaque barre S� et S�� utilis�ee ici� est de type �echelon de respective�

ment � Nm et � Nm colocalis�es sur chacune des articulations a�n de mettre �a contribution

tous les modes de la structure�

Les pond�erations obtenues apr�es optimisation temporelle et selon le principe de r�eglage

d�ecrit ci�dessus sont 

Q� � diag
h
�� ����
� �� ����
� �� ����
� �� �	 ������
� 	� ����
�
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R� � diag
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Les Figures 	��� et 	��� donnent la position des p�oles dans le plan complexe au fur et �a
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mesure de l��evolution de la structure� Les r�esultats montrent le glissement des p�oles en

boucle ferm�ee lorsque l�angle �� �evolue� Dans le cas d�un contr�oleur lin�eaire �etabli pour le

point de fonctionnement �� � 
� la perte d�amortissement est importante et l��evolution de

la rapidit�e est sensible� alors que dans le cas du contr�oleur non�lin�eaire propos�e� les p�oles

sont maintenus au m�eme amortissement et avec une �evolution contenue de la rapidit�e�
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Fig� 	��� �Evolution des p�oles en BF pour le contr�oleur lin�eaire

L�e�cacit�e du contr�oleur non�lin�eaire est test�ee en simulant la r�ejection de la perturbation

pr�ec�edente pour di��erentes positions �� � ��� de fonctionnement de la structure� L�objec�

tif du contr�ole est de maintenir le plus possible la structure dans son �etat initial x� donn�e

par 

x� �

�
�����



���







�
����	 �	����
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Fig� 	��� �Evolution des p�oles en BF pour le contr�oleur non�lin�eaire

Pour cela� la consigne z de position envoy�ee au contr�oleur est �egale �a la position initiale 

z �

�



���

�
�	��	�

Le contr�ole fonctionne donc en r�egulation autour de la position ��� de la barre S� et pour

la position �� � 
 de la barre S�� Dans cette position� une perturbation identique �a la

pr�ec�edente ��echelons respectifs de �Nm et �Nm colocalis�es sur chacune des articulations�

est appliqu�ee �a la structure�

La Figure 	��	 montre que le contr�oleur lin�eaire perd en performance au fur et �a mesure

que la structure s��eloigne de la position de lin�earisation �� � 
 de ce contr�oleur pour

la m�eme perturbation inject�ee �a ��� � 
�
�
�
ou �

�
� Par contre� le contr�oleur non�lin�eaire

maintient les m�emes temps de r�ejection de perturbation pour les di��erentes positions

�Figure 	���� et pour une consommation �energ�etique des actionneurs quasi inchang�ee

�Figure 	�����
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Suivi de consigne

Le deuxi�eme r�eglage a pour objectif l�optimisation du temps d��etablissement d�une consigne�

Il est r�ealis�e simultan�ement sur tous les contr�oleurs� Le suivi de consigne op�ere �a travers

les di��erentes positions de lin�earisation et fait donc travailler l�ensemble des contr�oleurs

lin�eaires au cours de sa r�ealisation�

Les pond�erations des contr�oleurs sont optimis�ees pour que la r�eponse de la structure soit

la plus rapide et la plus amortie possible� Les simulations temporelles sont r�ealis�ees pour

une consigne de type �echelon d�un demi�tour pour la poutre S� et d�un quart de tour

pour la poutre S�� Ces mouvements doivent se faire sans d�epasser � Nm au niveau des

actionneurs�

Le probl�eme se ram�ene alors �a l�optimisation temporelle par la m�ethode des gabarits �cf�

paragraphe 	���	� de �
 param�etres� soit les �
 pond�erations du contr�oleur non�lin�eaire

avec une simulation en temps du suivi de consigne �a chaque pas de l�optimisation� A�n

de r�eduire la compl�exit�e de l�optimisation� le contr�oleur non�lin�eaire est construit sans

les positions de lin�earisation �
�
� ��

�
et leur sym�etrique� L�optimisation porte alors sur ��
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param�etres� Les pond�erations retenues apr�es cette optimisation sont 

Q� � diag
h
	� ����
� �� ����
� �� �
��
�� �� 	���
�� ���
��
� 	� �
��
�

i
R� � diag
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i
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Les r�esultats pr�esent�es Figure 	��� montrent que le contr�oleur non�lin�eaire permet d�at�

teindre la consigne de fa�con sensiblement plus rapide que les contr�oleurs lin�earis�es� La

comparaison de l�e�cacit�e est possible sur l�exemple propos�e des contr�oleurs lin�eaires

calcul�es pour la position initiale �� � 
 et pour la position �nale �� �
�
�
�
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Les r�esultats pr�esent�es Figure 	��� mettent en �evidence l�in�uence des contr�oleurs lin�eaires

et non�lin�eaire sur la forme de la commande� Dans le cas d�un contr�oleur non�lin�eaire�

les contraintes d�optimisation choisies permettent au moteur pilotant l�articulation entre

la poutre S� et le b�ati d��etre utilis�e �a pleine puissance pendant une dur�ee sensiblement
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plus grande que pour un contr�oleur lin�eaire� La forme de commande classique de type

�sinuso��dale amortie� du contr�ole lin�eaire n�est alors plus une limite pour le contr�ole�
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����� Controle non�lin�eaire d�une structure souple bi�articul�ee

La mod�elisation de la structure bi�articul�ee constitu�ee d�une poutre rigide S� et d�une

poutre souple S� est reprise �cf� paragraphe ��	� pour construire et calculer le contr�oleur

non�lin�eaire r�epondant aux objectifs suivants 

� rejeter avec le m�eme amortissement et la m�eme rapidit�e les perturbations dans

toute la plage de fonctionnement de la structure� donc �etre robuste en stabilit�e et

en performance�

� suivre une consigne de type �echelon avec pr�ecision et un temps de mont�ee minimum�

Comme pour la structure �a deux barres rigides� la plage de variation de �� retenue pour

le contr�oleur non�lin�eaire� est ��
�
�a �

�
et les m�emes points de lin�earisation li sont utilis�es 
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Les fonctions de pond�eration lin�eaires utilis�ees dans le paragraphe pr�ec�edent �cf 	���	�

sont de nouveau employ�ees ici �cf �gure 	�����

Les �equations de mouvement ������ sont lin�earis�ees pour les neufs positions li et donnent

les matrices d��etat Ai et Bi� caract�eristiques de la dynamique de la structure pour ces

points de fonctionnement� Le vecteur d��etat x associ�e contient les informations sur les

positions et vitesses angulaires de la structure ainsi que sur son �etat par l�interm�ediaire

des participations modales en d�eplacement et en vitesse 

x �

�
�����������

��

��

q

$��
$��

$q

�
����������	

�	����

En plus des � modes de corps rigide� � modes de corps �exible sont pris en compte� Le

vecteur x est donc de dimension ��� La commande u appliqu�ee �a la structure est compos�ee

des couples moteurs et de la tension d�alimentation de l�actionneur pi�ezo��electrique 

u �

�
���
Cm�

Cm�

va

�
��	 �	����
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Un contr�oleur non�lin�eaire construit comme en 	���� est �elabor�e �a partir des neuf contr�o�

leurs lin�eaires calcul�es par l�algorithme LQ pour chacune des positions li�

La pr�ecision statique porte �a nouveau sur les positions angulaires �� et �� des deux poutres

pour la partie rigide� a�n de permettre le suivi de consignes angulaires� et sur la tension

va d�alimentation de l�actionneur pi�ezo��electrique pour garantir un retour �a courbure nulle

de la partie �exible en �n de contr�ole 
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A�n de r�eduire le nombre de pond�erations �a r�egler� les pond�erations sur les modes �exibles

sont coupl�ees par une matrice de la forme 

Qi � diag

�
a� a�

�foisz �� �
a� � � � a� a� a� a��

t a� a� a�

�
�	����

Les pond�erations a�� a�� a� et a� pond�erent les deux modes rigides et les pond�erations a��

a� et a� pond�erent les retour int�egraux� Les pond�erations a� et a� pond�erent les modes

�exibles� Le fait de multiplier a� par les pulsations 	i des modes permet d�assurer un poids

identique sur les vitesses modales dans le but de r�ealiser un m�eme amortissement pour

les modes �exibles en boucle ferm�ee� Il y a donc � # 	 � �� pond�erations par contr�oleur

et donc �� � � � �
 pond�erations au total �a r�egler pour ajuster le contr�oleur non�lin�eaire�

R�ejection de perturbation

Le premier r�eglage des pond�erations est r�ealis�e de fa�con ind�ependante pour chaque contr�o�

leur� Le contr�oleur lin�eaire �etabli pour la position �� � 
 est r�egl�e par optimisation tem�

porelle pour que le comportement en r�ejection de perturbation et le suivi de consigne soit

satisfaisant�
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Ensuite� ces pond�erations sont r�eutilis�ees pour tous les autres contr�oleurs� Les pond�era�

tions retenues sont 

Qi � diag
h
���
� ���
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� � �
�t 	��
� 	��
� �


i
Ri � diag

h
�
 �
 
� �

i
Les Figures 	��� et 	��� donnent l��evolution de la position des p�oles dans le plan complexe

au cours du mouvement de la structure� Les r�esultats montrent le glissement relatif des

p�oles en boucle ferm�ee lorsque l�angle �� �evolue� Dans le cas d�un contr�oleur �etabli pour le

point de lin�earisation �� � 
� la perte d�amortissement est importante et l��evolution de la

rapidit�e sensible� Certains p�oles deviennent m�eme �a partie r�eelle positive et correspondent

alors �a un contr�ole instable� Dans le cas du contr�oleur non�lin�eaire propos�e� les p�oles hors

int�egrateurs sont maintenus au m�eme amortissement et �a la m�eme rapidit�e et ils sont tous

contenus dans le domaine de stabilit�e� Seul les p�oles int�egraux varient de fa�con �a obtenir

un temps d��etablissement identique �a chaque position� La robustesse en performance et la

dynamique de la structure sont donc maintenues constantes par le contr�oleur non�lin�eaire�
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Le r�eglage du contr�oleur non�lin�eaire peut �etre valid�e en visualisant les r�eponses tempo�

relles aux perturbations� Pour di��erentes positions angulaires ��� de la poutre S�� une

perturbation de type �echelon de �Nm est envoy�ee sur la poutre S� et un �echelon de �Nm

sur la poutre S�� Les Figures 	��
� 	��� et 	��� pr�esentent respectivement les r�eponses

angulaires �� et �� et les d�eplacements de l�extr�emit�e libre de la poutre S� pour le contr�o�

leur lin�eaire� Ces simulations montrent que ce dernier perd en performance au fur et �a

mesure que la structure s��eloigne de sa position de lin�earisation �� � 
� Cette perte de

performance progressive conduit �a une instabilit�e �a partir de ��� � ��
o� visualisant ainsi

cette limite d�ej�a observ�ee dans le domaine fr�equentiel� Cette instabilit�e se retrouve sur

les r�eponses angulaires� et vibratoires par couplage entre les grands d�eplacements et les

vibrations�

Par contre� le contr�oleur non�lin�eaire maintient les m�emes temps de r�ejection des pertur�

bations pour les di��erentes positions ��� �Figures 	��	� 	���� 	�����
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Suivi de consigne

Le deuxi�eme r�eglage est r�ealis�e simultan�ement pour tous les contr�oleurs� Les pond�erations

des contr�oleurs sont optimis�ees temporellement �cf� paragraphe 	���	� pour avoir un suivi

de consigne pr�ecis et stable avec un temps de r�eponse minimum�

La consigne �a suivre est un demi�tour pour la poutre S� et un quart de tour pour la

poutre S�� Ces mouvements doivent se r�ealiser sans d�epasser ��Nm pour le moteur ��

�Nm pour le moteur � et � volts pour l�actionneur pi�ezo��electrique�

Le probl�eme se ram�ene ici �a une optimisation simultan�ee de �
 param�etres avec une si�

mulation temporelle du suivi de consigne �a chaque pas d�optimisation� La Figure 	���

pr�esente les r�eponses angulaires et vibratoires de la structure lors du suivi de consigne�

Le contr�oleur non�lin�eaire permet d�atteindre la consigne en environ �� � seconde� Le

contr�oleur lin�eaire lin�earis�e pour la position �� � 
 est plus lent avec une consigne at�

teinte en environ �� � secondes� Le contr�oleur non�lin�eaire am�eliore donc sensiblement les

performances du contr�ole�
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La Figure �	���� pr�esente les commandes envoy�ees aux di��erents actionneurs pour r�ealiser
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le suivi de consigne�

Comme dans le cas du contr�ole de la structure rigide bi�articul�ee �cf 	���	�� le contr�oleur

non�lin�eaire permet d�utiliser �a son maximum �Cm� � ��Nm� le moteur � pendant une

dur�ee plus grande que pour un contr�oleur lin�eaire� De nouveau� le contr�ole n�est plus

limit�e par la forme classique de commande LQ de type �sinuso��dale amortie��

0 1 1.5 2 2.5 3
-10

0

10

20

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
-5

0

5

0 1 1.5 2 2.5 3
-5

0

5

va
 (v

ol
t)

non�lin�eaire
lin�eaire

C
m
�

�N
m
�

C
m
	

�N
m
�

temps �s�

Fig� 	��� Commande en suivi de consigne de la structure souple pour les contr�oleurs
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Cependant� la forme de la commande est moins adapt�ee que dans la cas du contr�ole non�

lin�eaire de la structure rigide �cf� Figure 	���� car le r�eglage des �
 pond�erations est

d�elicat et pose des probl�emes de convergence des algorithmes d�optimisation utilis�es� Les

limites de la toolbox �Non Linear Control Design sont atteintes car il y a beaucoup de

param�etres �a r�egler et trop de contraintes �a v�eri�er �a chaque pas d�optimisation�
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Conclusion

Un contr�oleur non�lin�eaire bas�e sur des commandes LQ pond�er�ees a �et�e pr�esent�e� puis

utilis�e dans le cas de structures bi�articul�ees rigides et�ou souples� La stabilit�e d�un tel

contr�oleur a �et�e v�eri��ee ainsi que la possiblit�e de r�egler une dynamique en boucle fer�

m�ee constante au cours du mouvement malgr�e la modi�cation sensible de la dynamique

en boucle ouverte� Le contr�oleur non�lin�eaire est donc sensiblement plus e�cace qu�un

contr�oleur lin�eaire� m�eme optimis�e� et v�eritablement robuste en performances par rapport

aux �evolutions internes de la structure� Il est donc bien adapt�e aux r�ejections de pertur�

bations pour des structures souples en grands d�eplacements� Le r�eglage du contr�oleur

non�lin�eaire pour un suivi de consigne est plus d�elicat et n�ecessite des outils d�optimisa�

tion performants�
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Conclusion g�en�erale

L�objectif de ce travail �etait le contr�ole actif de structures souples en grands d�eplacements�

La strat�egie de contr�ole devait donc �etre multivariable et non�lin�eaire pour �etre perfor�

mante et adapt�ee �a de telles structures qui comportent �a la fois de fortes non�lin�earit�es

et des couplages importants entre le comportement dynamique et les mouvements d�en�

semble� Les structures souples retenues �etaient mod�elisables et permettaient ainsi l�utili�

sation d�algorithmes de contr�ole performants� L�emploi de composants pi�ezo��electriques

permettait une compl�ementarit�e avec les actionneurs classiques de type motor�educteur�

Leur l�eg�eret�e et leur int�egration totale �a la structure �a contr�oler en faisait des actionneurs

mais aussi des capteurs de choix pour des structures souples intelligentes�

La premi�ere partie de ce travail a concern�e l�int�egration de ces composants pi�ezo��electriques

dans une boucle de contr�ole actif� L�introduction des e�ets pi�ezo��electriques en mod�eli�

sation par �el�ements �nis a permis de s�a�ranchir de la forme de la structure et des c�e�

ramiques� La mod�elisation d�evelopp�ee est donc applicable �a des structures complexes�

La performance de ces transducteurs a �et�e montr�ee en �etudiant exp�erimentalement le

cas d�une poutre encastr�ee�libre instrument�ee avec des capteurs et des actionneurs pi�ezo�

�electriques� Le recalage �n des param�etres exp�erimentaux a conduit �a une mod�elisation

pr�ecise de la structure instrument�ee� L��etude et le contr�ole de cette structure en grands

d�eplacements ont ainsi �et�e possibles�

La seconde partie de ce travail a concern�e la mod�elisation du couplage entre les mouve�

ments de corps rigide et les vibrations� L�in�uence r�eciproque des grands d�eplacements sur

les vibrations a �et�e prise en compte� Le mod�ele d�evelopp�e int�egre une discr�etisation par

la m�ethode des �el�ements �nis de la partie �exible de la structure� La mod�elisation est de

nouveau applicable �a des structures de forme quelconque et peut int�egrer des composants

pi�ezo��electriques en vue d�un contr�ole des vibrations� La mod�elisation et la simulation

du comportement dynamique de di��erentes structures souples mono�dimensionnelles en

grands d�eplacements ont mis en �evidence les non�lin�earit�es en pr�esence� ainsi que le cou�
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plage important entre le comportement dynamique et les grands d�eplacements� Le mod�ele

complexe d�evelopp�e permet� contrairement aux logiciels m�etier� de construire un contr�ole

performant et de le r�egler de fa�con optimale en simulation�

La troisi�eme partie de ce travail a donc consist�e �a d�evelopper une strat�egie de contr�ole

adapt�ee aux structures souples en grands d�eplacements pour tenir compte des non�lin�earit�es

et des couplages en pr�esence� Le principe et la conception d�un contr�oleur non�lin�eaire

ont �et�e d�ecrits� Il est bas�e sur une commande �Lin�eaire Quadratique Gaussienne� qui ga�

rantit une performance optimale du contr�ole pour une consommation �energ�etique donn�ee

des actionneurs� L�inter�et du contr�oleur con�cu est de faire travailler en parall�ele plusieurs

contr�oleurs lin�eaires �a base de commande LQG� Chacun de ces contr�oleurs a �et�e obtenu

pour un point de fonctionnement particulier de la structure� Des fonctions de pond�eration

permettent ensuite de passer d�une commande �a une autre en fonction de la position de la

structure� Le contr�oleur non�lin�eaire ainsi r�ealis�e permet de suivre les �evolutions de la dy�

namique de la structure et de maintenir un comportement contr�ol�e performant pour tous

les points de fonctionnement de la structure� L�exp�erimentation du contr�ole d�une poutre

instrument�ee� encastr�ee�libre puis articul�ee�libre� a permis de valider l�adaptation de la

commande LQG et des composants pi�ezo��electriques au contr�ole des structures souples�

Le contr�oleur non�lin�eaire a �et�e r�ealis�e pour des structures bi�articul�ees compos�ees de deux

poutres rigides ou d�une poutre rigide et d�une poutre �exible� La stabilit�e du contr�ole

a �et�e montr�ee ainsi que les gains en robustesse par rapport au contr�ole LQ� Le contr�o�

leur non�lin�eaire s�est av�er�e apr�es r�eglage par optimisation� plus e�cace en rejection de

perturbations� Les p�oles de la structure contr�ol�ee sont maintenus au m�eme lieu fr�equen�

ciel quel que soit le point de fonctionnement de la structure� Contrairement au contr�ole

LQ� le contr�oleur non�lin�eaire est donc robuste en performance face aux �evolutions de

la dynamique en boucle ouverte de la structure� Il garantit une dynamique en boucle

ferm�ee quasi�constante� Le r�eglage du contr�oleur non�lin�eaire en suivi de consigne� bien

que plus d�elicat a pu �egalement �etre optimis�e temporellement� Les r�eponses obtenues

permettent de mieux utiliser les actionneurs en adaptant la forme de la commande au

suivi de consigne d�esir�e� Le temps de r�eponse �a une consigne a ainsi �et�e diminu�e� par

rapport �a des contr�oleurs LQ� tout en conservant des actionneurs de m�eme puissance�
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Perspectives

La suite logique du travail pr�esent�e concerne l�exp�erimentation correspondant �a la simu�

lation r�ealis�e dans la derni�ere partie� En e�et m�eme si l�exp�erimentation pr�esent�ee sur la

poutre souple en grands d�eplacements a montr�e la possibilit�e d�extrapoler aux structures

bi�articul�ees le principe propos�e� ce travail de validation pourrait �etre compl�et�e en utili�

sant des structures bi�articul�ees rigides ou souples�

La d�emarche et le principe du contr�ole non�lin�eaire propos�es peuvent ensuite �etre �eten�

dus �a des structures plus complexes  par exemple� l�application aux structures bi�

dimensionnelles de type panneaux solaires de satellite� Les di�cult�es �a lever se situent

notamment au niveau du contr�ole des structures souples avec des probl�emes d�obser�

vabilit�e et de contr�olabilit�e renforc�es� Les actionneurs�capteurs devront �etre plac�es de

fa�con optimale pour permettre un contr�ole performant de la structure sans spill�over de

contr�ole ou d�observation� La mod�elisation serait �egalement plus complexe mais pourrait

�etre rendu moins fastidieuse par l�emploi d�un logiciel sp�ecialis�e dans la simulation dyna�

mique de structures rigides ou souples� Ces derniers int�egrent maintenant la possibilit�e

de simuler un contr�ole associ�e �a la structure mod�elis�ee� Le seul verrou �a lever �a ce niveau

demeure la prise en compte de la pi�ezo��electricit�e dans la mod�elisation de la structure par

ces logiciels�

Le principe propos�e de contr�oleur non�lin�eaire peut �etre repris et rendu adaptatif au lieu

des points de lin�earisation pr�e�etablis actuels� Avec les progr�es de l��electronique temps

r�eel� l�identi�cation du comportement de la structure en cours de fonctionnement semble

d�esormais possible� Les di��erents gains des commandes LQ utilis�es par le contr�oleur non�

lin�eaire seraient alors calcul�es �a partir de cette identi�cation� Le contr�oleur pourrait alors

s�adapter en temps r�eel aux �evolutions de la dynamique de la structure�

Par ailleurs� le contr�oleur non�lin�eaire pr�esent�e �etant bas�e sur la pond�eration des com�

mandes LQ par des fonctions� il s�apparente �a un contr�oleur �ou �a fonctions d�apparte�

nance en sortie� En le compl�etant par des fonctions d�appartenance en entr�ee pour obtenir
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des gains contin�ument variables� le contr�oleur modal non�lin�eaire obtenu serait de type

�ou� Si la mod�elisation de la structure employ�ee dans cette �etude est r�ealis�ee sous la

forme d�une identi�cation neuronale� le contr�oleur pourrait �etre r�ealis�e sous forme neuro�

�oue� Ce dernier type de contr�ole de structures souples en grands d�eplacements peut

�etre maintenant envisag�e compte tenu des d�eveloppements rapides en terme de capacit�e

informatique�

A terme� ces strat�egies de contr�ole aujourd�hui envisageable pourront �etre compar�ees en

simulation et en exp�erimentation avec le contr�oleur non�lin�eaire d�evelopp�e dans ce travail�

n�ecessitant tr�es peu de ressource en terme informatique temps r�eel�
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Annexe A

Introduction des caract�eristiques des

mat�eriaux sous Ansysr

Matrice de rigidit�e D

Pour indiquer que la matrice de rigidit�e D est utilis�ee �a la place de la matrice d��elasticit�e�

il faut utiliser la commande 

KEYOPT� mat�eriau� �� �

Cette matrice est instruite gr�ace �a la commande 

TB�ANEL� mat�eriau

pour sp�eci�er la sym�etrie de la matrice de rigidit�e et �a la commande 

TBDATA� indice� valeur� valeur� � � �

pour entrer les donn�ees� Les num�eros d�indice correspondent aux positions suivantes dans

la matrice D 

D �

�
�����������

� � 	 � � �

� � � � �
 ��

� � �� �	 �� ��

� � � �� �� ��

� � � � �� �


� � � � � ��

�
����������	

�A���
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Par exemple� la matrice de rigidit�e 
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Y E
��

��
Y E
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Y E
��
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��




� � � � � ���	�


Y E
��

�
�����������	

�A���

peut �etre instruite par la s�equence de commandes 

KEYOPT� mat�eriau� �� �

TB�ANEL� mat�eriau

TBDATA� �� �
Y E
��
� ��
Y E
��
� ��
Y E
��

TBDATA� 
� �
Y E
��
� ��
Y E
��

TBDATA� ��� �
Y E
��

TBDATA� ��� ���	�


Y E
��

TBDATA� ��� ���	�


Y E
��

TBDATA� ��� ���	�


Y E
��

Matrice pi�ezo��electrique Z

Cette matrice est instruite par la commande 

TB� PIEZ� mat�eriau

pour sp�eci�er la nature pi�ezo��electrique de Z et par la commande 

TBDATA� indice� valeur� valeur� � � �

pour entrer les donn�ees� Les num�eros d�indice correspondent aux positions suivantes dans

la matrice Z 

Z �

�
�����������

� � 	

� � �

� � �

�
 �� ��

�	 �� ��

�� �� ��

�
����������	

�A�	�
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Par exemple� la matrice pi�ezo��electrique 

Z �

�
�����������


 
 d��Y
E
��


 
 d��Y
E
��


 
 d��Y
E
��


 
 



 
 



 
 


�
����������	

�A���

peut �etre instruite par la s�equence de commandes 

TB�PIEZ� mat�eriau

TBDATA� �� d��Y
E
��

TBDATA� �� d��Y
E
��

TBDATA� �� d��Y
E
��

Matrice de permitivit�e !

Ces constantes de permitivit�e du mat�eriau sont instruites gr�ace �a la commande 

MP� PERX� valeur ou PERY ou PERZ

suivant la permitivit�e qui est introduite�

Par exemple� la matrice de permitivit�e 

! �

�
���
KT

���� 
 



 KT
���� 



 
 KT
����

�
��	 �A���

peut �etre instruite par la s�equence de commandes 

MP� PERX� KT
����

MP� PERY� KT
����

MP� PERZ� KT
����
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Annexe B

Principe de Hamilton

L��energie cin�etique T et le travailW de la structure s�expriment �a partir des n coordonn�ees

g�en�eralis�ees qi et du temps t 

T � T �qi� $qi� t� �B���

W � W �qi� $qi� t� �B���

La variation d��energie cin�etique pour des mouvements virtuels �qi se calcule par 

�T �
nX
i��

�
d

dt



�T

� $qi

�
�
�T

�qi

�
�qi �B�	�

et la variation du travail par 

�W �
nX
i��

�W

�qi
�qi �B���

d�o�u l�application du principe de Hamilton 

�T � �W � 
 �B���

Comme les champs virtuels sont arbitraires et quelconques� il en d�ecoule les n �equations

du mouvement 

d

dt



�T

� $qi

�
�
�T

�qi
�
�W

�qi
�B���
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Lorsque les structures vibrantes sont soumises à de grands déplacements, leur comportement dynamique peut être fortement 
non linéaire et présente un couplage vibrations/grands déplacements. Une commande linéaire et une stratégie de contrôles 
indépendants ne sont plus adaptés. 

L’étude développée traite du contrôle non linéaire de structures bi-articulées. Une modélisation fine est réalisée. Elle lie les 
éléments finis, où le couplage déformations/champ électrique est pris en compte, et les grands déplacements. Le contrôle est 
réalisé par des actionneurs électromécaniques et piézo-électriques. 

La stratégie de contrôle MIMO développée consiste à pondérer à chaque instant la commande de contrôleurs fonctionnant en 
parallèle, calculés pour des points de fonctionnement traversés au cours du mouvement. La commande multivariable est 
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performants. Les résultats issus des simulations et de l’expérimentation sont en bon accord. Le contrôle non linéaire de 
structure bi-articulée flexible modélisée par deux modes de corps rigides et cinq flexibles est simulé. Il s’avère robuste en 
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