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INTRODUCTION

Les machines tournantes telles que les pompes, les turbines (ou turbomachines) et les
compresseurs sont devenues depuis de nombreuses années des éléments indispensables pour
I’industrie moderne. D’une maniére générale, les turbomachines ont pour but d’assurer un
échange d’énergie entre un rotor tournant a vitesse constante et un débit permanent de fluide.
Dans les centrales électriques, les groupes turboalternateurs permettent la transformation de
I’énergie mécanique en énergie électrique. Dans la plupart des industries, les pompes sont
présentes pour assurer la circulation des fluides. Les machines tournantes sont aussi des
composants pour la plupart des véhicules : turboréacteur pour un avion, turbocompresseur
automobile, turbines de bateaux ou de sous-marins.

Les performances de ces systémessont sans cesse améliorées afin d’augmenter leur
rendement, de diminuer leur poids ou leur bruit. Pour cela, I’'amplitude de déformation de
I’arbre doit étre maitrisée et ses fréquences de résonance connues afin d’éviter une trop
grande vibration du systéme. En effet, une trop grande amplitude de vibration engendre un
moindre rendement, un bruit trop important, et peut méme aboutir a I’endommagement du
systéme : rupture par fatigue, endommagement des paliers, frottement rotor/stator. L’étude de
la dynamique des machines tournantes est donc plus que jamais d’actualiteé.

Afin de concevoir de nouvelles turbomachines plus performantes ou dans I’optique de
contréler leur fonctionnement, il est nécessaire de prévoir le comportement en torsion (montée
ou descente en vitesse d’un rotor) et en flexion des rotors. Dans certains cas comme pour
I’étude des rotors couplés par engrenage, le couplage flexion-torsion a également été I’objet
de travaux. Ici, seuls les mouvements de flexion sont pris en compte. L’étude concerne les
monorotors tournant a vitesse constante.

De maniere classique, une étude en flexion porte sur la determination des vitesses
critiques, I’évaluation de la réponse en régime permanent a des forces extérieures, et la
recherche de possibles instabilités. Le comportement dynamique d’un rotor monté sur un
support fixe est actuellement bien maitrisé, méme si des développements sont encore réalisés.
Depuis peu, des études se sont intéressées au comportement des rotors dont le support est en
mouvement (translation et/ou rotation) permanent ou transitoire. Les déplacements du support
peuvent se diviser en deux catégories : les excitations de type séisme et les déplacements de
type embarqué (le support du rotor est par exemple dans un véhicule en mouvement).
Diverses études théoriques ont été développées en considérant un rotor dont le support est
rigide, ou flexible, mais ces études sont la plupart du temps appliquées a des excitations de
type séisme. Des développements restent a réaliser afin de prévoir le comportement des rotors
embarqués.
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Les travaux présentés dans ce mémoire concernent la modélisation du comportement
dynamique en flexion de rotors dont le support rigide est en déplacement. L’étude est
développée en trois parties :

Premiere partie

La premiere partie est séparée en 4 chapitres. Elle concerne la mise en équation générale
pour un rotor dont le support est soumis a un mouvement quelconque (3 translations et 3
rotations). Cette mise en équation prend en compte les possibles dissymétries de I’arbre et du
disque. Dans le premier chapitre, les différentes hypothéses de modélisation sont exposeées.
Les caractéristiques des différents éléments qui composent un rotor sont présentées dans le
chapitre 2 : énergie cinétique et énergie de déformation d’un arbre, énergie cinétique d’un
disque, travail des forces extérieures dues aux paliers, énergie cinétique d’un balourd. Dans le
troisieme chapitre, un modele simple est développé a partir de la méthode de Rayleigh-Ritz
afin d’étudier des phénomeénes de base. Les équations non-linéaires du mouvement sont
obtenues par application des équations de Lagrange. Afin de traiter des systéemes réels, une
modélisation par éléments finis est développée dans le chapitre 4.

Deuxiéme partie

Dans cette partie, les phénomeénes de base relatifs a la dynamique des rotors dont le support
est en mouvement sont étudiés sur le modele simple. Dans les premiers chapitres, diverses
études sont effectuées sur des mouvements simples: translation simple, translation
sinusoidale, rotation constante, rotation accélérée. Pour tous ces mouvements, les équations de
déformation restent linéaires et des solutions analytiques sont présentées. Par contre, dans le
cas d’un mouvement de rotation sinusoidale, des termes paramétriques viennent s’ajouter
dans les équations et les solutions analytiques ne peuvent étre calculées. Le dernier chapitre
de cette partie concerne une étude d’instabilité réalisée sur ce mouvement a I’aide de la
méthode des échelles multiples. Cette méthode permet de déterminer les zones d’instabilité.
Une résolution pas-a-pas est utilisée pour vérifier ces zones d’instabilité sur le modele de
Rayleigh-Ritz.

Troisieme partie

D’aprés les différentes études effectuées dans la deuxiéme partie, la modification des
équations lors d’un mouvement de rotation du support fait apparaitre plus de phénomenes
intéressants que lors d’un mouvement de translation. Un dispositif expérimental est donc
développé afin de réaliser des applications sur ce mouvement. Les résultats sont compares a
une résolution pas-a-pas du modele éléments finis. Le premier chapitre de cette partie
présente le dispositif expérimental créé pour cette étude. Le recalage du modele est réalisé a
partir des fréquences en rotation. L’étude de la réponse du rotor soumis & une excitation de
type choc permet de connaitre précisément I’amortissement du systéme. Le modele alors
défini est suffisamment proche de la réalité pour pouvoir faire des comparaisons
expérimentation/simulation en fonction de I’amplitude d’excitation, et des comparaisons
d’orbites pour certaines fréquences particuliéres. Les instabilités montrées dans la deuxieme
partie sont mises en évidence a I’aide d’une étude des fréquences de résonances du systéeme
selon I’amplitude du mouvement oscillatoire angulaire.
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Etat de I’art :

Le comportement dynamique des rotors dont le support est fixe est étudiée depuis de
nombreuses années. La méthode des matrices de transfert (Myklestad [28], Prohl [32]) a
laissé sa place a différentes méthodes plus précises. Un des modéles souvent employé est le
modele de Jeffcott. Dans Ishida [19], ce modele est utilisé pour étudier les oscillations non
stationnaires d’un rotor lorsque celui-ci accélére en passant une vitesse critique. Ecker [12]
développe une méthode pour supprimer les vibrations d’un rotor sans balourd, simplement
excité par son amortissement interne et les forces agissant entre le rotor et le stator. La
limitation du modele de Jeffcott réside dans le fait que celui-ci ne prend pas en compte les
effets gyroscopiques. Par conséquent, les fréquences de résonance de ce modele de rotor sont
indépendantes de sa vitesse de rotation. La méthode de Rayleigh-Ritz est aussi beaucoup
utilisée car elle permet d’obtenir un modele simple de rotor a deux degrés de liberté (Tondl
[37], Lalanne [24]), mais elle est peu précise dés qu’il s’agit d’étudier des systemes réels.

Durant ces derniéres années, le modele le plus utilisé est développé a partir de la méthode
des éléments finis (Nelson [31], Tran [38]). Grace a cette méthode, il est possible de
déterminer avec précision les fréquences propres et les facteurs d’amortissement ainsi que la
réponse a diverses excitations. De plus, cette méthode est modulaire car chaque élément du
rotor est défini séparément. Des éléments peuvent donc étre ajoutés ou retirés selon les
phénomeénes qui veulent étre mis en évidence. La méthode des éléments finis a ainsi été
utilisée pour étudier les phénomenes d’amortissement en dynamique des rotors (Kassai [21])
et pour I’étude de I’influence d’un couple axial sur le comportement des rotors (Dufour [10]).
Cette méthode a également été appliquée a I’étude des rotors dont I’arbre tourne a vitesse
variable (Lacroix [23], Al Majid [2]). De nombreux résultats concernant la dynamique des
rotors dont le support est fixe pour les modéles de Rayleigh-Ritz et éléments finis sont
présentés dans Lalanne [24].

Des études récentes se sont également intéressées a des systemes rotor-paliers-fondation
flexible. C’est le cas par exemple de Bonello [6] qui développe un modéle de rotor sur
fondation flexible grace a une technique basée sur I’impédance mécanique des éléments du
systeme. Cette technique permet de prendre en compte a la fois un modéle théorique et des
caractéristiques expérimentales. Edwards [13] utilise la méme technique pour identifier
expérimentalement I’excitation et les parametres du support pour un systeme rotor-paliers-
fondation afin de réduire ses vibrations.

Récemment, étant donnée I’évolution des normes de sécurite sur les tremblements de terre,
une direction de recherche privilégiée est le comportement des rotors dont le support est
soumis a un séisme. Différents modeéles de rotor sont utilisés lors de I’étude d’une réponse a
un séisme. lls sont plus ou moins précis selon que le rotor et/ou les paliers sont rigides ou non,
et selon que sont prises en compte les rotations du support ou non. Samali [33] étudie les
vibrations aléatoires d’un rotor soumis a un séisme. Son modeéle prend en compte les 6
composants de mouvement possibles pour le support (3 translations et 3 rotations), mais
considere le rotor comme un arbre rigide posé sur des paliers flexibles. Suarez [35] et Singh
[34] prennent en compte la flexibilité de I’arbre pour développer les équations du mouvement
a I’aide de la méthode des éléments finis pour un rotor dont le support est soumis a 6
composants de mouvement. Neanmoins, ils ne prennent pas en compte certains termes
paramétriques et autres pouvant causer des complications analytiques afin de pouvoir réaliser
une analyse modale et une réponse par une méthode spectrale. Dans Subbiah [36], les
équations sont résolues a partir d’une densité spectrale de puissance. Une méthode spectrale
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est également utilisée par Beley [3] sur un systeme rotor-paliers-fondation prenant en compte
la flexibilité du support. Les équations développées dans Suarez [35] et Beley [3] sont
presque identiques a celles présentées dans ce mémoire mais certains termes sont manquants
et les modeles développées ne prennent pas en compte les possibles asymeétries de I’arbre et
du disque.

Les exigences accrues en matiere de conception des machines industrielles orientent
également les recherches vers I’étude des instabilités en dynamique des rotors. Les équations
a coefficients périodiques, dont la forme la plus simple est I'équation de Mathieu, ont fait
I'objet de nombreux travaux (Campbell [7]). Dans le laboratoire, ils ont concerné
essentiellement les tiges de forage dans lesquelles I’outil génére des excitations paramétriques
(Berlioz [4], Berlioz [5], Dufour [11]). Des études sur les machines tournantes ont par
exemple été réalisées sur les vibrations non-stationnaires d’un rotor, posé sur paliers non-
linéaires, en rotation constante Yamamoto [40], Yamamoto [41] ou durant son accélération
Ishida [18]. La méthode des échelles multiples a prouvé son efficacité dans I’étude des
instabilités des équations différentielles comportant des termes paramétriques. El Shafei [14]
utilise cette méthode pour résoudre les équations de Reynolds sur un palier lisse fini, et
Kreider [22] I'utilise pour étudier la résonance interne de 2°™ ordre d’une poutre sous
flambage. Ma [26], Yamamoto [39] et Huang [17] étudient la stabilité d’une poutre en
rotation a vitesse variable, appliquant cette méthode sur un systeme de deux équations avec
des termes croisés. Mais la premiére application de cette méthode sur des systémes
gyroscopiques a termes paramétriques vient de Nayfeh [29] et Nayfeh [30].

Depuis de nombreuses études ont été réalisées a I’aide de la méthode des échelles multiples
sur différents modéles de rotor. Par exemple, Ji [17] traite des vibrations d’un rotor posé sur
des paliers non linéaires. Cette étude est basée sur I’application des échelles multiples sur un
rotor de type Timoshenko. Des simulations numériques sont réalisees sur le systeme libre et
en oscillation forcée. Des travaux ont également éte réalises sur les instabilités d’un rotor
asymétrique (Ganesan [12], Ganesan [13]). Le modele utilisé étant cette fois un rotor de type
Jeffcott (ne prenant pas en compte I’effet gyroscopique), différentes études ont été effectuees
selon la présence d’amortissement ou non. Toutefois, la méthode des échelles multiples
n’avait jusque la pas été appliqué a un modele de rotor embarque. L’étude des instabilités du
chapitre 3 de la 2°™ partie a été effectuée a I’aide de cette méthode.
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PARTIE | : Mise en équation

PARTIE | : MISE EN EQUATION

Cette partie a pour but de développer les équations du mouvement afin de prévoir le
comportement dynamique d’un rotor dont le support est soumis a un mouvement quelconque
connu. Les caractéristiques de chaque élément composant un rotor sont d’abord développées.
La méthode de Rayleigh-Ritz est utilisée pour mettre en place un modele permettant de traiter
des cas simples et de mettre en évidence des phénomeénes de base. Un modele éléments finis
est développé dans le souci de traiter des systemes réels. Les équations du mouvement du
rotor sont obtenues par application des équations de Lagrange.

1.1. Hypotheses de modélisation

D’une maniere générale, un rotor est constitué d’un arbre reposant sur des paliers, et
comportant un ou plusieurs disques. Dans cette étude, les sollicitations prises en compte sont
le balourd et les déplacements imposés du support supposé rigide. Les équations du
mouvement sont obtenues a partir des energies cinetiques et de déformation des différents
composants du rotor et de I’application des équations de Lagrange. La démarche utilisée est
semblable a celle developpée dans Lalanne [24] pour la prévision du comportement
dynamique de rotors dont le support est fixe.

Les hypotheéses suivantes sont retenues :
- I’arbre est déformable
- les disques sont rigides
- le rotor tourne a une vitesse constante Q
- les possibles asymétries de I’arbre et des disques sont prises en compte

Ces hypotheses correspondent a la majorité des rotors industriels. Les cas de disque souple
et de variations rapides de vitesse conduisent a des développements spécifiques (Al Majid [2])
qui ne sont pas traités dans cette étude.

L’établissement des équations du mouvement (Duchemin [8], Duchemin [9]) nécessite les
étapes suivantes :

e Calcul des différentes énergies des composants du systeme : énergies cinétiques du
disque, de I’arbre et du balourd, énergie de déformation de I’arbre, et travail virtuel des
forces extérieures.

e Choix d’un modéle : la méthode de Rayleigh-Ritz est utilisée pour I’étude des
phénomenes de base, et celle des éléments finis pour I’étude de systemes réels.
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e Application des équations de Lagrange sous la forme :

afor) or o 1)
dt\oq; ) oq; oq; '

ou N (1£ i< N) est le nombre de degrés de liberté, les g; sont les coordonnées généralisées
et les F, sont les forces géneralisées. Le symbole - deésigne la dérivée par rapport au

temps.
e Mise en place de méthodes numériques pour la résolution des équations du mouvement.

1.2. Calcul des énerqies des différents composants du rotor

Zg

(Ro)
Yo

Xo

Figure 1.1 : Définition des repéres

Afin de prendre en compte la mobilité du support, trois repéres principaux sont définis:
Ro(Xo,Y0,20) est le repere galiléen, Rs(Xs,ys,zs) est le repere lié au support indéformable, et
R(x,y,z) est le repére courant, tournant, lié au rotor (cf. Figure 1.1) .

Pour I’expression des énergies cinétiques de I’arbre et du disque, les vecteurs vitesse et
rotation du repere R par rapport au repére Ry doivent étre calculés.

I.2.a. Calculs préliminaires

De maniere classique en dynamique des rotors, la rotation du repére R lié a I’arbre déformé
par rapport au repére Rs est définie par les angles v, 6, et ® (cf. Figure 1.2). L’orientation du
repere R est définie par :

e une rotation d’un angle y (précession) autour de zs (repere intermediaire R1(X1,Y1,21))

e une rotation d’un angle 6 (nutation) autour du nouvel axe x; (repere intermédiaire
R2(X2,Y2,22))

e une rotation d’un angle @ (rotation propre) autour de I’axe final y // y, (repére final
R(x.y.2)).
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Figure 1.2 : Repeéres intermédiaires utilisés pour passer du repere Rs lié au support au

repére R lié a I’arbre déformé

Le vecteur rotation de R par rapport a Rs exprimé dans R s’écrit :

Qr

QR

0 0 0
0| +|/0| +|d (1.2)
_\i] Rs 0 R2 0 R
[§cos® —\j cosOsin d
® +\ysind (1.3)

0sin @ +\jy cos O cos ® .

Le mouvement du support est défini par les coordonnées Xxa, Ya, et za du vecteur OA
exprimées dans le repere Ry, et par les angles a, B, et y permettant de passer du repere Ry au

repere Rs (cf. Figure 1.3 ) par :

e une rotation d’un angle o autour de zs (repére intermédiaire R’(x’,y’,z"))

e une rotation d’un angle B

R(<”y".2"))

autour du nouvel axe X’ (repére intermédiaire

e une rotation d’un angle y autour de I’axe final y=y’’ (repere final Rs(Xs,Ys,Zs)).
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Figure 1.3 : Repéres intermédiaires utilises pour passer du repere galiléen Ry_au repere Rs

lié au support

Le vecteur rotation de Rs par rapport a Rg exprimé dans Rs s’écrit :

0 B 0
—0
Qs=(0] +|0] +|y
ale |0, L0
Bcosy — c cos Bsiny G
Qs = asinp+7 =| Bs

Bsiny + ¢ cospcosy R Vs Jrs

(1.4)

(1.5)

Par la suite, afin de faciliter la manipulation des équations et d’améliorer la clarté des
resultats, les calculs sont effectués a I’aide des coordonnées a.g,Bs, 75 du vecteur rotation de

Ro par rapport a Rs exprimé dans Rs. De méme, pour paramétrer les mouvements de

translation du support, les coordonnées X,Y,Z du vecteur OA exprimées dans le repére Rg

sont utilisées.
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Le vecteur position OA s’écrit :

X Xa COSOL+Ya SINQL X COSaL+ Y, SN
OA = Ya| =|—-XaSiNoa+yacosa| =|z,SiNB—(XaSiNaa—Yy, cosa)cosP| (1.6)
Zp g, Zp & LZACOSPB+(XaSina—y, cosa)sinp |,
(X5 COSOL+ Y4 SiN0)cosy —(z, COSP+ (X, Sina—Y, COSa)sinP)siny X
OA = ZSINB— (X4 SiNoL—Y, COSa)CosP =Y
(X COSOL+ Y, Sina)siny +(z, COSP+ (X Sina—Y, COSa)sinB)cosy r LZs,
a.7)

A partir des équations de mouvement du support exprimées dans le repére galiléen, les
coordonnées des vecteurs rotation et position du repére R par rapport a Ry peuvent étre
obtenues facilement. Pour les développements suivants, les équations sont exprimées en

fonction de aS,BS,yS et X,Y,Z et de leurs dérivées par rapport au temps.

Le vecteur rotation de R par rapport au repere Ry est (cf. Figure 1.2 et 1.3) :

R = 0 0 0
Qr=Qs+Qr=[Ps| +|0| +|0| +|d (1.8)
Ts Rs v Rs 0 R3 0 R

(as cosy + fis sin\|/+é)cos<l> —((ds siny — B cosw)sineJr(yS +\'y)cose)sinCD ®
Or = —(ds siny — B cosw)cose+(ys+\j/)sin9+d> =l
(615 cosy + s siny +6)sind + (6 siny — Bg cosy)sin 0 + (7 +1r) cos0)cos @ . Lo

X

<

z 1R

(1.9)

La vitesse de rotation du rotor est suivant I’axe y ; y et © représentent les déformées
angulaires de I’arbre dans les directions x et z ; @ représente sa position angulaire par rapport
au support. L’arbre ne subit que de petites déformations (domaine élastique), v et 6 sont donc
considérés comme des angles infiniment petits.

D’apreés les hypothéses, le rotor tourne a vitesse constante @ :
d=Qet D=Qt (1.10)
Lors du mouvement, la ligne moyenne de I’arbre ne reste pas confondue avec la droite AB
(cf. Figure 1.1). Soient (u, y, w) les déplacements de I’arbre au point C dans le repere Rs, u et

w sont variables alors que y est considéré comme constant puisque seuls les mouvements de
flexion de I’arbre sont étudieés.
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Ainsi ;

~ [uby)
AC=| vy (1.11)

w(y,t)] ..

et comme le vecteur vitesse du point C dans le repére Rs s’écrit :

—0 d°— d°== =0 —
V (C)=—0C=—0C+Qs A0C (1.12)
dt dt
avec
X+u(y,t)
OC=0A+AC=| Y+y (1.13)
Z+w(y,t) e
X +U O X +u
—0 . .
V (C)=| Y +|Bs | AlY+y (1.14)
Z+W . Ys Rs Z+W Rs
il vient :
X+0+Bs (Z+w)=7s (Y +y) Uc
—0 .
V (C)=| Y+is(X+u)—ag(Z+w) | =|ve

.S . (1.15)
Z+W+ds (Y+y)-Bs (X+u) o LWe g

Les expressions des énergies cinétiques de I’arbre et du disque peuvent étre calculées a
—0
partir des expressions du vecteur rotation Qr et de la vitesse du point C par rapport au repere
Ro.
1.2.b. Disque
Le disque supposé parfaitement rigide est caractérisé par son énergie cinétique
uniquement. Le disque de centre C est situé a la position arbitraire ys = y (cf. Figure 1.1). Son

énergie cinétique s’écrit :

1 —0 2 1—0= —o
T, =§MD(V (C)) +§QR lc Qr (1.16)
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ou M, est la masse du disque et Ic son tenseur d’inertie principal, exprimé dans le repére lié
au disque :

[ 00
lc=[ 0 1, O (1.17)
0 0 gl

Remarque : si le disque est symétrique, Ipx = Ip; .
L’énergie cinétique s’écrit :

1

1

Afin de distinguer les effets dus a I’inertie de section moyenne du disque et les effets de la
dissymétrie, la notation suivante est utilisée :

| — IDX + IDz
Dm 2
L (1.19)
| — Dx Dz
Da 2

L’énergie cinétique du disque s’écrit alors :

1 1
Ty = E M; tl(y’t)—i_z [IDm tz(y't) + IDy ts(y’t)"' I5a t4(y!t)] (1.20)

avec
t,(y,t)=u +vi + w3
to(y,t)=0f + o}
t3(y,t):(of, (1.21)
t,(y,t)=o0; -0}

Les calculs des fonctions ty, ty, t3, et ty, sont détaillés dans I’Annexe 1. Les variables u, w,
v et 0, et donc leurs dérivées premiére et seconde par rapport au temps, sont des infiniment
petits. Les fonctions trigonométriques des petits angles sont remplacées par leur
développement en série de Taylor et les expressions obtenues sont limitées a I’ordre 2.
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Ainsi, pour un disque placé a la position y, il vient :

To =22 2o (2 w(y) +ts Y- (Xru))-1s (K+u0)-75 Y +Bs 2wy

o2 +92]y? + (X + uy) +Bs @+ wy)-1s YF + (¥ 475 (X+u))-as (Z+wy)f
(2o W(y) + i Y- (Xru)f |

#2226 72+ ) + )+ oy 32 72+ wly)? B2 - 02)

+2[otg 8(y)+ 75 ly) + B (w(y)8(y)- 6(y) wly))+ Bs (s wly) —s 0(y)+ s 75 wly) Oyl

190 g 0215 0y) s wly) + s + ) ity) o) eloly? <000 )]

#2202 35 (05 w(y)+ 7 09)+ s 09)~ 5 0y))+ B2 ()2 -0y (62 —42)+ (v )

Sy + 72 0y — a2 w(y)? + 2 (w(y)8(y)+ 6(y) v(y))-2 éis 75 w(y) 6(y)]cos 22t
~[2s 7 +2Bs (75 wly) s 6(y))+ 265 W(y)+ 275 O(y)+ 2(62 - 32) w(y)e(y)
— g7 (O(y)? + () )+ 2Bs (wly) w(y)- 6(y)8(y))+ 2(y)8(y)|sin 22t}

(1.22)

Cette expression fait apparaitre les termes classiques de la dynamique des rotors :

ID . . . .
o %QZ : terme constant représentant I’énergie de rotation du disque. Il n’a pas d’influence
sur les équations du mouvement.

o TD(u(y)2 + v'v(y)2) : énergie cinétique d’un élément en translation dans un plan.

o %(\y(y)2 + 9(y)2) : énergie cinétique due a la rotation de I’élément autour des axes X et z.

o lp, Qy(y)O(y) : effet gyroscopique (Coriolis).

Les autres termes sont dus au mouvement d’ensemble du rotor.

Il est a noter une certaine symétrie des termes qui composent I’énergie cinétique d’un
disque :

e les déplacements u et w interviennent de maniere equivalente ainsi que les angles d’Euler
v et 0. Ceci s’explique par le fait que le disque possede un axe de symétrie dans la
direction ys.

e De la méme maniere, dg et y5 ont la méme influence sur les équations, avec par exemple

lom (- : : . ] . .
le terme T(as +ys) tandis que Bga un role prépondérant (rotation du support dans la

direction de I’arbre). Le terme 15,5 (cts w(y)— 175 8(y)) en est une parfaite illustration.
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 Deux exceptions a cette symétrie sont a remarquer : le terme Iy, (BS + Q)\if 0 auquel ne

correspond pas de terme Ip, (BS + Q)\u 6. Cette dissymétrie se retrouve d’ailleurs pour un

support fixe. Elle est due au paramétrage et en particulier au choix des angles d’Euler. Par
ailleurs, dans le terme |, (aé —Bé)\p(y)e(y) sin2Qt, dg joue le méme role que Ps.

1.2.c. Arbre

L’arbre est considéré comme déformable. Il est nécessaire de calculer a la fois son énergie
cinétique et son énergie de déformation.

Energie cinétigue

L’énergie cinétique élémentaire d’un arbre dT, peut étre déduite par extension de I’énergie
cinétique du disque en considérant une section d’arbre infiniment mince (cf. Figure 1.4)
d’épaisseur dy, de section S (supposée constante), de masse volumique p et d’inerties de
section Iy et I, (également supposées constantes).

Il suffit de prendre comme masse élémentaire :dM, = pSdy et comme inerties principales
dans le repére local :

dio, = [[f, (y? +2%)dm =([} 2%dS)pdy = p 1, dy
dly, = [y, (X +27)dm = (g x?dS + [ 2%dS)pdy = p (1, +1,)dy (1.23)
diy, = [[fy, (y? +x?)dm =( [fs,x?dS Jpdy =p 1, dy

<
| dy |

Figure 1.4 : Section d’arbre infiniment mince

L’énergie cinétique élémentaire d’une section d’arbre infiniment mince s’écrit alors :

1 1
dTa=(5ps(ué+vé+wé)+5(puxm§+p<ux+|z>w§+plzw5)jdy (1.24)

23



PARTIE | : Mise en équation

En posant comme précédemment :

Im — X Z
2 (1.25)
| = Ix _Iz
"2
il vient :
1
dT, =5 (PS L. t)+p 1, (1, 1)+ 201, oy, 1) +p 1, t, (v, 1)) dy (1.26)

Afin d’obtenir I’énergie cinétique d’un arbre de longueur L, il suffit d’intégrer sur la
longueur de I’arbre :

T, = [dT, (1.27)

Soit

T L ; i
T, =§( pS [ty t)+p 1y [t )+ 2p 1, [to(y.t)+pl, .[“(y’t)de (1.28)
0 0 0 0

L’ énergie cinétique complete d’un arbre s’écrit alors :
L

T, = pstelis (2w +as Y-Bs (x+ut))-is (K+u0)-15 Y+ s 2+ win)ly
0

a2 +72]y2 + (X () + Bs 2+ wm))-1s Y +(Y +75 (X+u(y))- itg (Z+w(y)))
+HZ4w(y) +as Y -Bs (X+u(y)f }dy

Lo 32 By 5 oy 52 12wl (52 - 02)
+2 [as G(y)+ Vs W(Y)+Bs (\I’(ll)é(ll)_e(y) ' ( ))“‘ Bs(d‘s \IJ(Y)—YS 9()’) + s Vs \If ]}dy

o] o tofBe 072 00 s w)F + (s +0)f2u5)0y)- ety + (y))]}dy

2o, fols s wlo) 5 0y s 09) - 55 iy B2 wlo? ~ o)) (a2 - 12 64

) +72 6(y) — a2 wly) +2Bs (w(y)6(y)+6(y) (y))-2 és s w(y) 6(y)Jcos 202t
_[st ?"S"‘ZBS (?"s \lf()’) ( ))"‘2‘15 ‘If( )"‘ZYS ( )"‘2(0‘5 ) (Y) ( )

—asys(e<y>2+w<>)+zss((> (v)-6(y)8(y))+ 2(y)6 ]smzm}dy
(1.29)
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Cette expression fait apparaitre des termes classiques en dynamique des rotors :

e pl LQ?: terme constant représentant I’énergie de rotation de I’arbre. Il n’a pas

d’influence sur les équations du mouvement.
L

. p—zsj(u(y)2 +W(y)?2)dy : expression de I’énergie cinétique d’une poutre en flexion.
0
Iy f .
. sz .f(\i/(y)Z + e(y)z)dy : effets secondaires de I’inertie de rotation.
0

L
. 2p|mQj W(y)0(y)dy : effet gyroscopique.
0

Les autres termes sont dus au mouvement du rotor. Les mémes remarques que pour le
disque peuvent étre faites quant a la symétrie des équations obtenues.

Energie de déformation

L’énergie de déformation n’est pas affectée par le mouvement du support car elle ne
dépend que des contraintes et donc de la déformée de I’arbre par rapport au support. Dans ce
calcul, seules les déformations dues a la flexion sont prises en compte (les effets du

cisaillement sont négligés). u”(y,t) et w”(y,t) sont les déplacements des points de la ligne
moyenne dans le repére local R lié a I’arbre.

U =ucosQt—wsinQt (1.30)

w’ =usin Qt + w cos Ot

La déformation en flexion d’un point de I’arbre de coordonnées x et z dans R est
€ =g, +¢&, avec:

2 .* 2 *
déformation linéaire : g, = —X 0 u2 A 0 V\; (2.31)
oy oy
1(ou) 1(ow")
déformation non lineaire : g, = — ad |2 (1.32)
2{ 0y 2\ 0y
L’énergie de déformation est donnée par: U :%'[a cdt (1.33)
ou t est le volume de I’arbre et & est la contrainte de flexion.
La relation entre contraintes et déformations est: c=E ¢, donc :
U =%L(g,2 +2¢, €, +8n,2)dt (1.34)
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A cause de la symétrie de I’arbre par rapport aux axes X et z :
[eq 8 dt=0 (1.35)

Le troisieme terme de I’intégrale (1.34) représente I’effet d’une force axiale et n’est pas
pris en compte dans cette étude. En utilisant (1.31) :

EL o2u aw Y
U=— —X -z dSd 1.36
ZUS( 5y 8sz y (1.36)
EL ?u) 2w 2u ot w
U==[[|X*| == | +2°| = | +2Xx2————5|dSdy (1.37)
25 oy oy oy* dy

Par symétrie, le troisieme terme de (1.37) est nul et, en introduisant les inerties de section :

— 2 _ 2
_I(Sz) ds et 'z‘f& ds (1.38)

EY (o7uY | (owY
U==[|L| == | +L| =] |d¥ (1.39)
29 oy oy

En remplagant u” et w” par leurs valeurs (1.30) :

2 2 2 2 2
=—I cosQ i 0 v2v +1, sith6 l:Jrcotha v2v dy (1.40)
0 0 oy

y y

La relation (1.26) est utilisée pour séparer les termes symétriques et antisymeétriques
comme précédemment :

2 . \? 2 2 2
:—J cos® Ot 0 l; +sin? Ot 0 v2v -2 o L: 0" w W cosOt sin Ot
oy oy oy 8y
) o*uY *w) o’u 0°w .
+(1, +1,)|sin* Ot| — | +cos” Qt| — | +2 — ——-cosQtsinQt || dy
oy 0

y ay® oy
L[ 2 \? 2 o \?
U=l S ]+ S oy
29 oy oy

- (1.42)

L 2 o \? 2 . \? 2 2
+§J'Ia [(6 VZVJ —[6 I:J J(cosZQt—sinZQt)+4Z l; 68 Vzvcothsith}dy
0

(1.41)

oy ay y oy
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L’énergie de déformation de I’arbre s’écrit donc :
L 2 \2 2 2
AR
29 oy oy
L 2 2 2 \? 2 2
EN [@ Wj _(6 gj cos20t422° 8 E W Gnoat|ay
2% oy oy oy® oy

1.2.d. Balourd

(1.43)

Le balourd est constitué d’une masse ponctuelle m, placée dans le plan du disque a une

distance d de son centre (cf. Figure 1.5). Le centre du disque est en C, la masse de balourd en
D. Le point A représente le centre géométrique de I’arbre non déformé.

Energie cinétique de balourd :

1 (oL
T, =Em“(v D) (1.44)

avec
d 0o __ S

—0 — =0 ——
V (D)=—0D=—0D+Qs A0D 1.45
O) =4 m sA (1.45)

Xs

A
>

u

Figure 1.5 : Masse de balourd

Dans le repére Rs les coordonnées de la masse sont :

X(t) +u(y,t) +dsin Qt
OD=0C+CD = Y(t)+y (1.46)
Z(t)+w(y,t) +dcosQt |-
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La vitesse du point D dans le repere Rs s’écrit :

X+U0+dQcosQt+Pg (Z+w+dcosQt)—ys (Y +y)
—0 .
VD=| Y+ys(X+u+dsinQt)-ag(Z+w+dcosQt)

. ) (1.47)
Z+W-dQsinQt+ds (Y +y)-Ps (X+u+dsinQt) |
—~0 \2 . ) ) . 2
(V Dj :(X+U+BS(Z+W)—yS(Y+y)+d(Q+BS)coth)
+(V + 76 (X+ )= ctg (Z+w)+d (75 sin Qt — g cos Q1) (1.48)

+(Z+v'v+ds (Y +y)-Bs (X+u)—d(§2+Bs)Sin Qt)2

(VODJZ =(X+u+Bg (Z+w)—7s (Y +y)f +d?(Q+Bs f cos®
+2(X+0+PBg (Z+W)—7s (Y +y))d (Q+ s )cos Ot
+(Y + 95 (X +u) =g (Z+w)) +d? (7 sin Qt — 615 cos Ot (1.49)
+2(Y +7g (X+U)=cig (Z+w))d (75 sin Ot — g cos Q1)
+(Z+w+ag (Y+y)—Bs (X +u)f +d?(Q+Bs f sin?
—2(Z+ W (Y +y)—Bs (X +u))d (Q+ B )sin Ot

T, :%mu (VOD)Z :%mu tl(y,t)+%mu dz((Q+BS)2 +(fgsinQt—dg coth)z)
+m, d{(X+u+BS (Z+w)—7s (Y+y))(Q+Bs)coth (1.50)
+(Y + 95 (X +u) =g (Z+w) ) (7 sin Qt - g cOs Q1)
—(Z+ W+ (Y +y)—Ps (X+u))(Q+BS)sith)}

Le terme %mu t,(y,t) est négligeable devant le terme %MD t,(y,t) de I’énergie cinétique

. 1 .
du disque. De plus, le terme Em” 0?d? est une constante et n’a pas d’influence sur les

équations du rotor. L’énergie cinétique du balourd peut donc s’exprimer ainsi :

1

T, =5m, dz((Q+BS)2 +(5 SINQt— g coth)Z)

+m, d [(X+U+BS (Z+w)—7s (Y+y))(Q+BS)coth
+(Y +75 (X+U) =g (Z+W)) (75 SinQt —cig cOs Q1)
—(Z+ W ag (Y +y)— s (X +u))(Q+Bg Jsint]

(1.51)
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1.2.e. Paliers

Un palier comporte des caractéristiques de raideur et d’amortissement dans les deux plans,
plus des termes croisés (cf. Figure 1.6). Les forces induites par ces paliers sont dues au
déplacement de I’arbre (repere R) par rapport au support (repére Rs). Elles ne dépendent donc
pas du mouvement du repere Rs par rapport au repere Ro.

Figure 1.6 : Amortissement et raideur de palier

Le travail virtuel des forces agissant sur I’arbre s’écrit :
dW = F,du + F,dw (1.52)

ou F, et F,, sont les forces généralisées :

g bl My il
== - : (1.53)
I:W kZX kZZ w CZX CZZ W
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1.3. Modeéle simple

Le but de ce chapitre est de développer un modéle simple de rotor permettant d’examiner
les phénomenes particuliers pouvant survenir lorsque le support est en mouvement. La
modélisation est effectuée a I’aide de la méthode de Rayleigh-Ritz. Le rotor étudié est
composé d’un arbre de longueur L supportant un disque avec un balourd situé ay = I;. Le
rotor est appuyé-appuyé a ses deux extrémités et les paliers sont considérés comme infiniment
rigides (cf. Figure 1.7). Les possibles asymétries de I’arbre et du disque sont prises en
considération.

Ys

Figure 1.7 : Rotor simple

1.3.a. Mise en équation

La méthode de Rayleigh-Ritz permet d’exprimer les déplacements dans les directions x et
Z respectivement par :

u(y.t)=F(y)a, (t)=F(y)a,

w(y.t)=f(y)a, (t)=f (y)a, (1.54)

ou f(y) est la déformée modale choisie, et q; et g, sont les coordonnées généralisées
indépendantes.

Comme les angles et 0 sont petits (cf. Figure 1.8), ils peuvent étre approximés par :

ow df
9=a—y=d—(fqz=g(y)qz
ou  df(y) (1.59)
\II:——:—— e
- ay O g(y)a,
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Zs

Figure 1.8 : Degrés de libertés d’une poutre

Les dérivées secondes de u et w sont :

du_d'f(y)

) :—quzh(Y)ql
oy dy (156)
W _d ) _niy)g
oty  dy? ? ?

Dans le cas d’un rotor appuyé-appuyé, la fonction f(y) est choisie égale a la déformée
dynamique d’une poutre appuyée-appuyée. Seuls les deux premiers modes seront étudiés par
cette méthode :

e premier mode : f(y)= sin(n—L}/j

o deuxiéme mode : f(y):sintztyj

Selon la position |; du disque, les déformées correspondent plus ou moins aux déformées
réelles du systeme. Par exemple, si le disque est placé au quart de I’arbre, le premier mode n’a
pas exactement la forme d’un demi sinus, et le deuxiéme mode n’a pas la forme d’un sinus.
Ces différences peuvent entrainer des écarts sur les fréquences de résonance observées, en
particulier sur le deuxieme mode. Toutefois, ce modéle est utilisé pour observer les
phénomenes de base et la précision des résultats n’est pas une priorité.

1.3.b. Energie cinetique du rotor

En remplagant les variables u, w, y, 6 par les fonctions définies précédemment (1.54 -
1.55) dans les énergies cinétiques d’un disque, d’un arbre et d’un balourd (1.20, 1.28, et 1.51),
il vient les expressions suivantes (le détail des calculs pour les fonctions ty, t, t3 et t, se trouve
dans I’Annexe 2) :

e Pour un disque placé a la position Iy, I’énergie cinétique s’écrit :

1 1
Tp = > Mp tl(ll’t)"‘E [le to(It) + oy ta(lpt)+ Ipg t4(|1’t)] (1.57)
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e Pour I’arbre, I’énergie cinétique s’écrit :
1

L L L L
T, =§( pS [ty t)+ply [t )+ 2p 1, [to(y.t)+pl, .[“(y’t)de (1.58)
0 0 0 0

e Pour le balourd, I’énergie cinétique s’écrit :
T, :%mu dz((Q+BS)2 +(y5SiNQt—dg coth)Z)
g d[(X 6 F13) + B (Z+ 0, F(1)~ 75 (Y +y))(@+ s Jeost
+(Y+§(S (X+q,f(,))-as (Z+q, f(|1)))(ys SinQt—cg cosQt)
(240, T(1) + s (Y +y)—Bs (X -+, £())) @+ Bs Jsin Q]

(1.59)

L’énergie cinétique totale du rotor s’écrit :
T=Ty+T,+T,
_My [X+BS Z-9Y) +(Y +7¢ X-csZ) +(Z+65Y - Bs x)z]
+M, [-ys (X+Bg Z-75 Y)+aig (Z+65Y - Bs x)+%(¢cs2 +ysz)
+M, [(X+Bs Z-7sg Y)(Q1 +BSQ2)+(Y+YS X'dsz)(Ys 0, -ds Q2)+(Z+(XSY_BSX)(Q2 'Bs%)]

+%[(Q1 +BSQ2)2 +(§’s gy -G q2)2 +(Q2 'BSQ1)Z]+M5 [_3"5 (Q1 +Bsq2)+75 (Q2 -Bs ql)]

+%T(0‘52+Y52) I [—ﬁs(as Q. +7s QZ)_YS g, +as Q2]
+%2[B§ ((112 +q§)_dsz A —7s O3 +6f +035+2 Bs (0,0, —0; 4,) -2 s 75 0y Q2]

. . | .
+§(BS +Q)2 +1y (Bs +Q)(§’s d, +0g Q1)+%2{(Ys g, +0g Q1)2 _2([33 +Q)(Q1 g, + bs (Q1 Hh)ﬂ

LT[( 2 _y§)COSZQt—2ds s Sin ZQt]

+1, B [( s Ys g, — OLs CI1 + Vs 0y +0g Q2)0052Qt+(ﬁs (Ys q; + s Q2)+0(s a1 —7s Q2)5m29t]

[ ds A +7s° 93 — a7 +45 = 2B (4, 42 + 01 0,)+2 &5 7 qlqz)cosmt

_2
2
( Bs q;0; + Sys (ql +q2)+Bs (Q2 d, —0; 4y )+q1q2j5in ZQt}

+§m“ d [Q+BS J + (75 sinQt—og cos()t)2]+mu d[(X+£(1,)a, +Bs (Z+F(1,)a,)—7s (Y+1,))(Q+Bs )cosQt

+(Y+Ys (X+f(|1)CI1)_ds (Z+f(|1)Q2))(Ys sinQt-ag COSQt)
_(Z+f(|1)Q2 +6is (Y+1;)—-Bs (X+f(|1)Q1))(Q+Bs)SmQt]
(1.60)
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Les constantes caractéristiques du rotor My, My, My, M3, Ma, Ms, I, Ima, Im2, Iy, ly1, lyz,
lat, la1, la2, SONt présentées dans I’ Annexe 3. Cette expression de I’énergie cinétique totale du
rotor est celle utilisée par la suite dans I’application des équations de Lagrange.

1.3.c. Energie de déformation

En introduisant les expressions (1.56) dans (1.43) :

(1.61)

et en posant :

L (1.62)

L’énergie de déformation s’écrit :
1

U= k(ql2 +q§)+%ka [(q§ —qf)cosZQt+2qlqzsin 20t

2 (1.63)

1.3.d. Equations du mouvement

Apreés application des équations de Lagrange, un systéme de deux équations de la forme
suivante est obtenu :

M1+ (cl+ e D+ (K« [« Dia) = iF)+ ) (L.60

\ q A
ou {q} = [ 1| est le vecteur des coordonnées généralisées.
dz

Les matrices [M], [C], et [K] sont les matrices classiques obtenues dans le cas d’un rotor
fixe :

(1.65)

M]= M, + 1., —1,,C082Qt l,,S5IN2Qt
- l,,sin2Qt M, + 1., +1,,c052Qt
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21,,Qcos2Qt Qly,
c]= (1.66)
-Qly, —-21,,Qcos2Qt
k-k,cos2Qt  k,sin2Qt
[K]= : ? (1.67)
k,sin2Qt  k+k,cos2Qt

Le vecteur {F} est la contribution du balourd dans le cas d’un rotor dont le support est

fixe :
(Fl = m, df(l,)Q%sinQt (1.68)
m, df(l,) Q% cosQt '

Le vecteur {F"} représente les termes supplémentaires dus au mouvement du support :

{F*}{H (169)
2
ou

f, =m, df(ll)[—(BS + 0 ys)cothJr(Bsz +2QBs +732)sithJ
+(M5 + |m1)(7 — Qg Bs)+ Iy, as (Q+Bs)
M, [7s 2V +7s X—cig Z)-Bs 22+ 615 Y = s X)X =P Z+7s Y]
1 [ (s + g Bs +2Q 66 Jcos 2 t+ (— big + 75 Bs +2 Q7 )sin 2Q21]

(1.70)

f,=m, df(ll)[(BS — Gt 75 )sin Qt+([352 +2Qp +a52)coth]
_(Ms + |m1)(ds +7¥s Bs)+ lyi Vs (Q+Bs)
M, [F o 2V +7s X =g Z)+Bs 2 X +Bg Z—75 Y)-Z+Ps X—éig Y]
[ big +7s Bs +2Q 75 )cos 2t + (g + éug P +2Q 61 )sin 22 t]

(1.72)

Les autres matrices sont dues au mouvement d’entrainement du rotor :

a1 0 Bs (M, +21,,—1,,)
g ]_{—BS(2M2+2Im2—Iy2) 0 ' (1.72)

K= {k“ km} (1.73)
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avec

Kiq =d32(|m2 _lyz)_Bsz(Mz + o _lyz)—YSz M, +BsQlyz
o ~ps2 —2Qps 1, |cos 20t - (s + 616 75 )1, sin 2021t
Ky, :752(lm2 _lyz)_Bsz(Mz + 12 _lyz)_dszMz +Bs Qly,
(752 +Bs? + 2P 1., Joos 2@ t+ (B — g 75 )1, sin 2021
(SP) :(ds Vs +Bs)(M2 + 12 _lyz)
B2 —aig? + 20 )1, Jsin 20t — (B + 6is 75)1,, cOS 2021t
Ko :(ds s —Bs)(Mz +|m2)_|y2 Os Vs

+[(l3s2 — 6" +ZQB5)|a2]Sin ZQt—(BS + 0L ys)la12 cos2Qt

(1.74)

Il est a noter que, selon les mouvements imposés au support du rotor, les égquations peuvent
étre fortement non-linéaires. L’algorithme de résolution pas-a-pas utilisé pour ce modele est
un algorithme de type Dormand-Prince présent dans le module simulink du logiciel Matlab.

35



PARTIE | : Mise en équation

1.4. Formulation éléments finis

Dans ce chapitre, les équations générales du mouvement sont développées a I’aide de la
méthode des éléments finis. Les matrices élémentaires des différents élements du rotor sont
explicitées (disque, arbre, balourd et palier) et la forme générale des équations de mouvement
est présenteée.

I.4.a. Disque

Les résultats présentés ici concernent le cas le plus courant d’un disque symétrique. Les
résultats pour le cas général (incluant les dissymeétries possibles du disque) sont présentés
dans I’Annexe 4.

Le disque est modeliser par un nceud et possede quatre degrés de liberté (cf. Figure 1.9) :
deux translations u et w, et deux rotations 0 et y, respectivement autour des axes Xs et zs.

Figure 1.9 : Degrés de liberté d’un élément de disque

Le vecteur des déplacements nodaux est pris de la forme :
&=[u,w,0,¥] (1.75)

et les matrices de masse, d’amortissement et de raideur ainsi que le vecteur force des éléments
de disque sont obtenus en appliquant les équations de Lagrange :

d (aTj o5 = Mo} oo« foy Do} ko Jis)- ) (1.76)

dtlos) a5

ou [Myq] et [Cq4] sont les matrices classiques (matrices de masse et d’effets gyroscopiques)
pour un rotor dont le support est fixe :

M, = (1.77)
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00 O 0
C 00 0 0 1.78
7100 0 —lpQ (1.78)
00 I, 0
Les autres matrices [Cd*], [Kd*] et le vecteur {Fd*} sont dus au mouvement du support :
0 2Mp Bs 0 0
c, = Mebs O 0 0 (L.79)
0 0 0 2Bs Ipm = IpyBs
0 0 _ZBSIDm+IDyBS 0
~Mp (75-+B8)  Mp (és 5 +s) 0 0
K= Mp (éis ¥s—Ps)  —Mp (65 +5) 0. . O (1.80)
‘ 0 0 (IDmTIDy)(Yé_Bg)"'IDyBSQ IDde'.YS'{'(BSTdSYS)II.Dm
0 0 Bs+asTs) oy =lom)  (Iom—1loy) (65 —B5) +Ip, Bs

Mp [ X =275 Y +2Bs Z— (75 +BE) X + (cg Bs —¥s) (Y +y) + (Bs + 75 &5) Z
Fd*:_ Mp Z_ZBSX"'Z('XSY_(BS_'QS 7s) X+ (Gg +Bs 7s) (Y +Y) - (Bs +ad) Z (1.81)
lom (6s +Bs ¥s) = lpy 7s (Bs +€2)
lom (s — s BS)+IDy ds (Bs +Q)

1.4.b. Arbre
Les résultats présentés concernent le cas le plus courant d’un arbre symétrique. Les

résultats pour le cas général d’un arbre dissymétrique sont présentés en Annexe 5. L’élément
fini utilisé a deux nceuds (cf. Figure 10).

y TR

2
/}/uz
X

Figure 10 : Degrés de liberté d’un élément d’arbre
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Le vecteur des déplacements nodaux est :
6=[ul’Wl’ellqjl'UZ’WZ’GZ’\PZ]T (1.82)

Ce vecteur est seéparé en deux vecteurs de déplacement correspondant chacun a une
direction :

0, :[ul’\Pl'uz’\Pz]T ets, =[Wl,91W2,92]T (1.83)
Les déplacements sont exprimés a partir de :

u=N,(y)3,

w =N, (y)3, (-89

ou N; et N, sont les vecteurs des fonctions de forme classiques d’un élément de poutre en
flexion (Zienkiewicz [42]) :

3yz 2y’ 2y2 y® 3y 2y® y2 y°

N, (y)=|1-—=- Y T e

) { ERN A TN T TR ER T

|, 3y 2yt o2yr oy 3y 2yt y2 oy
NZ(V){“ R A TR E N T (189

et en utilisant les relations entre déplacements et pentes :

" a (1.86)
oy

Les matrices élémentaires de I’arbre sont de taille 8*8. Elles sont obtenues en remplacant
u, w, 0, et v par leurs expressions dans I’énergie cinétique et I’énergie de déformation de
I’arbre, puis en appliquant les équations de Lagrange.

Energie cinétigue :

L application des équations de Lagrange a I’énergie cinétique de I’arbre (1.29) conduit a :

d (ﬂ] T M, )6+ [c, )6+ [K, il R} (1.87)

dt\as) o6
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Les matrices M,, C,, et K, et le vecteur F, s’écrivent :
M, =pSMl+pl, M2 (1.88)
C, =2p{sSCl-1,QC2| (1.89)

K, =pS(K1+ g Cl+ s 6ts K2)+p Im|K3— (Bs + 7 ¢ts) M4 + 2B (Bs + Q) M2|  (1.90)

F ={pSl)"(+ZBS 2—23"5 Y"‘(Bs +7s ag) Z+(as Bs —r)Y—(VSZ "'Bsz)x }Vl
+[Z+2ds Y —2Bg X+ (cg 75 —Bs) X+ (6is +7s BS)Y—(dsz +BSZ)Z]V2
+(cg Bs —¥5) V3+(as +7s BS)V4}

+p |m{(ds Bs —¥5) Vo +(as +7s BS)V6_2(BS +Q) (&g V5+75 V6)} (1.91)

Energie de déformation :

L’énergie de déformation de I’arbre est obtenue en appliquant (1.84) dans I’équation
(1.43). Pour un arbre symétrique, la modélisation €léments finis mene a I’écriture suivante :

oJ
—=EI, Kul{ 1.92
oq ~ C lm KuLld) (1.92)

Les matrices M1, M2, M4, C1, C2, K1, K2, K3 et Kul, ainsi que les vecteurs V1 a V6,
nécessaires pour le calcul des matrices élémentaires d’un arbre, sont présentés dans I’ Annexe
5. Les matrices M3, K4, Ku2 et Ku3 utilisées dans le cas d’un arbre asymétrique sont
également présentées.

1.4.c. Balourd

L application des équations de Lagrange a I’énergie cinétique d’un balourd (1.51) donne :

(Bs +7g Gg) COS(Q2T) —

(Q+Ps)? + yszllsin(gz )

STIsTsIT SIS
g[a_Tj_a_T:mud (s +15 ) sin(@ - [@+ o) + a5’ Jeos@) |, g0
dt\ o6 ) 05 0
0
avec &=[u,w,0,y]

Par convention, cette expression correspond a un balourd situé sur I’axe zs a t = 0. En
pratique, I’influence de plusieurs masses de balourds agissant simultanément dans différents
plans et pour différents angles par rapport a zs doit pouvoir étre prise en compte.
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Pour un balourd situé a un angle o par rapport a I’axe zs a t = 0, les forces élémentaires
suivantes seront introduites dans le terme de droite des équations :

F, (B + 7 g) OS(Q t + ) = |(Q + B )2 +y§]]sin(m+a)
" | Zm, d (—Bs + 75 Gg)sin(Qt+a) —|(Q2+Pg)” +aig [cos(Qt+a) (1.94)
Fo 0
F, 0
1.4.d. Paliers

Les matrices élémentaires dues aux paliers sont directement tirées des équations (1.53) :

u Kex Ky O Ofu Cikxk C 0 Ofu
w|_ kK, k,, 0 O|w |Cx €z 00 w (1.95)
Fo 0O 0 0 oOof6®6 0 0 0|6
Fy 0 0 0 Ojwy 0 0 0 Ofvy

La premiére matrice est une matrice de raideur et la seconde une matrice d’amortissement.
Ces matrices sont en général asymétriques et peuvent varier de maniére significative en
fonction de la vitesse de rotation.

I.4.e. Equations du mouvement

Afin de mettre en évidence I’influence des mouvements du support et pour permettre
I’assemblage des matrices de I’arbre et des disques, les termes constants des différentes
matrices sont regroupés. Seules les matrices de masse sont constantes quel que soit le
mouvement du support. Elles ne sont pas rappelées ici.

Ainsi, pour un disque, les matrices d’amortissement et de raideur sont définies de la
maniere suivante (cf. (1.78), (1.79) et (1.80)):

Cy+Cq =Cy +B<Cy, (1.96)
Kd* = dngl +B§Kd2 +Y§Kd3 +Bst4 +BSKd5 +as57sKye (1.97)

Pour un arbre, les matrices d’amortissement et de raideur sont définies de la maniére
suivante (cf. (1.89) et (1.90)):

Ca = C:al + BSCaZ (1-98)

Ka = Kal +d§Ka2 +B§Ka3 +Y§Ka4 +B5Ka5 +B5Ka6 +dSYSKa7 (199)

40



PARTIE | : Mise en équation

Ainsi, aprés assemblage des matrices et en regroupant les termes constants, un systéme
d’équations de la forme suivante est obtenu :

M'q+{C1+BSC2}Q+{K1+d§ K, +B3 Ks+75 K, +Bg Kg +Bs Kg + s s K7}q=F(t)
(1.100)

ou M, C; et K; sont les matrices classiques de la dynamique des rotors dans le cas d’un

support fixe. Les matrices additionnelles C,, K, Ks, K4, Ks, Kg, K7 représentent I’influence

des mouvements du support. Le vecteur F(t) comporte les forces engendrées par le
mouvement sur le disque et sur I’arbre, ainsi que la contribution du balourd.

1.4.f. Résolution des équations du mouvement
La méthode de résolution utilisée est une méthode pas-a-pas. La méthode de Newmark est
choisie en raison de sa stabilité. Il s’agit d’un schéma d’intégration a un pas. Le déplacement

et la vitesse sont développés en série de Taylor a I’aide des 2 paramétres indépendants a et b
ainsi que du pas de temps At:

Gt +At) = q(t) + (L —a)d(t) + adi(t + At) At (1.101)

q(t + At) = q(t) + Atq(t) + ((1—b)g(t) + bg(t + At))A—;2 (1.102)

Le choix des parameétres a et b gouverne la convergence de la méthode. Les combinaisons
de leurs valeurs donnent lieu a plusieurs méthodes dont les plus utilisées sont :

1 1 e, g
e a== et b== :approximation linéaire de I’accélération sur At.
2 3
1 1 L Ao . . s
e a =5 et b =5 . approximation constante de I’accelération qui est égale a la valeur

moyenne de I’accelération sur At. Il s’agit en fait de la méthode des trapézes.

Ces derniers coefficients sont utilisés ici car ils permettent d’avoir un schéma
inconditionnellement stable. Les équations (1.101) et (1.102) deviennent alors :

q(t+ At) =q(t) + (%Q(t) + %q’(t + At)}At (1.103)

q(t + At) = q(t) + Atq(t) +(%Q(t) +%q(t + At)JAtz (1.104)
L’équation (1.104) permet d’exprimer I’accélération au temps (t +At) :

fi(t+ At) = A%(q(t + A~ q(t) — AtGH)— (1) (1.105)
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En introduisant I’équation (1.105) dans I’équation (1.103) il vient :
. 2 .
§(t+ A0 = (a(t+A0) - a() - 4() (1.106)

D’aprés I’expression (1.100) le systeme d’équations du mouvement a la forme suivante :
MG(t) + C(t)q(t) + K(t)q(t) = F(t) (1.107)

En reportant les expressions (1.105) et (1.106) dans le systeme (1.107) au temps (t + At) et
en regroupant les termes en q(t + At), il vient :

4
At?

(4|v| 2C(t + At)
_l_
At? At

FK(t +At)jq(t + A = F(t+ A+ M( a(t) +%Q(t) N q‘(t)j

5 (1.108)
+C(t+ At)(Eq(t) + Q(t)j

Comme le mouvement est imposé (donc connu), les matrices C(t) et K(t) et le vecteur F(t)
sont connus & chaque instant t. Connaissant le déplacement, la vitesse et I’accélération a
I’instant t, il est alors possible de calculer le déplacement & I’instant (t + At). Les vitesses et

accélérations au temps (t + At) sont calculées a I’aide des équations (1.105) et (1.106).
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Conclusion

Les équations générales d’un rotor dont le support est soumis a un mouvement imposé ont
été développées dans ce chapitre. De plus, les équations prennent en compte les possibles
dissymétries de I’arbre et du disque. L’essentiel du travail a consisté en un développement
analytique important dans lequel le calcul symbolique a été largement utilisé. Cela a permis
de mettre en place deux modéles pour prévoir le comportement dynamique des rotors
embarqués. Le modele développé avec la méthode de Rayleigh-Ritz est intéressant en raison
de sa simplicité : seulement deux équations de mouvement. Les résolutions pas-a-pas sont
donc trés rapides et certains mouvements basiques peuvent étre résolus analytiquement. Le
modele obtenu a I’aide de la méthode des éléments finis. Il est plus adapté pour modéliser les
systeémes réels car il est plus précis et permet d’étudier I’ensemble des modes de vibration du
rotor. Il est également modulaire car chaque élément du rotor possede ses propres
caracteéristiques. Des éléments peuvent donc étre ajoutés ou enlevés au gré de I’utilisateur qui
peut également ajouter des raideurs, des amortissements ou des forces extérieures en chaque
nceud.
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PARTIE Il : ETUDE DES PHENOMENES SUR
DES MOUVEMENTS SIMPLES

Plusieurs phénomenes de base relatifs a la dynamique des rotors dont le support est en
mouvement sont étudiés dans cette partie. Les diverses études sont réalisées sur le modele
simple de type Rayleigh-Ritz mis en place dans la premiere partie. Des développements
analytiques et des résolutions pas-a-pas des équations sont effectués sur plusieurs
mouvements : translation simple, rotation simple, mouvement oscillatoire. Une étude
d’instabilité est réalisee a I’aide de la méthode des échelles multiples sur un mouvement
simple de rotation sinusoidale.

I1.1. Modele étudié

Dans ce chapitre, le modele utilisé est le modéle simple de type Rayleigh-Ritz défini dans
le chapitre 1.2. Le rotor est constitué d’un arbre et d’un disque symétriques, et il est appuyé-
appuyeé en ses deux extrémités.

R R
ra ' Ys

Figure 11.1 : Modéle étudié

Les valeurs numériques utilisées sont les suivantes :

E=2.10"Pa R;=0.01m
p =7800 kg /m?® R,=0.15m
L=04m h =0.03m
l, = L/3 my = 10 kg
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Les caractéristiques et les équations du rotor lorsque le support est fixe sont rappelées en
Annexe 6. Lorsque le support se déplace, les équations du mouvement ont la forme suivante

(1.64):

M1+ (c+ e Jad+ (<1+ [ Diat =71+ 7

(2.1)

ou les matrices ont 2 lignes et 2 colonnes. Dans ce cas, I’arbre et le disque sont symétriques et
les matrices présentees au chapitre 1.3 deviennent :

mi-"o 0] e T

avec

e[ o s @M +211, -1,)
—Bs @M, +21,,-1,,) 0

<1 [ Ko Ky
kK ]{km kzj

{F}{mudf(ll)gzsinm} {F}:Ej

m, df(l,) Q% cosQt

f, =m, df(ll)[— (BS +0Lg 3’(5)coth+([3s2 +2QBs +ysz)sin Qt]
+(M5 + Iml)(:Y'S —0Og Bs)+ Iy, s (Q+Bs)

M, [7s 2V +7s X —cig Z)-Bs 22+ 615 Y =g X)X =g Z+7s Y]

£, =my, df(1,)|(5s - s 7 Jsin Q@ t+ (B2 + 20 +ét? Jeos 1]
_(Ms + |m1)(ds +Y¥s Bs)"‘ Lyt Vs (Q"‘Bs)

M, [ 2V +7s X—cig Z)+Bg (2 X +Bs Z—7s Y)-Z+Pg X —éig Y]

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)

(2.7)
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I11.2. Translation simple

11.2.a. Equations du mouvement

Le systeme est soumis a une translation pure. Le vecteur rotation ég (1.5) permettant de
passer du repere galiléen Ry au repére Rs lié au support est nul :

—0 .
Ts Rs
La translation est supposée quelconque :
X(t)
OA=|Y(t) (2.9)
Z(t) R,

D’apres les expressions (2.3), (2.4) et (2.6) :
.1 |00 .1 [0 0
e ]:[o 0} [« ]{0 o} (2.10)

car ces deux matrices ne dépendent que des caractéristiques du rotor et des vitesses angulaires
du support ag, Bs, 7. Dans le cas d’une translation simple, les équations classiques sont
retrouvées :

M1+ [c)a}+ [K]{a) = F}+ (2.11)

Seul un terme de force {F*} vient s'ajouter a la contribution classique du balourd, avec

A | M X
F }{Mﬂ (2.12)

Le systeme de deux équations obtenu a la forme suivante :

{mql—myzq2+kq1_mudf(ll)gzsinQHMl)“( o1

ma, +Q1,, 4, +kag, =m,df () Q% cosQt + M, Z
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Il s’agit d’un systéme de deux équations différentielles linéaires du second degré avec des
seconds membres fonctions du temps. 1l est a noter que seules les translations latérales (c’est a
dire en Xs et zg) ont une influence sur la déformée de I’arbre. Les translations dans la direction
de I’arbre (ys) n’ont aucune influence lorsque le systéeme est soumis a une translation pure.

Si seule la premiére partie du terme de droite est conserveée, les équations sont celles d’un
rotor fixe simplement soumis aux forces harmoniques dues a son balourd (cf. Annexe 6). En
régime permanent, les solutions sont de la forme (Lalanne [24]) :

4, =Q;sinQt

2.14
q, =Q, cosQt (214)

avec

2
0, —0, - Mdf)

K+ (a-m)Q? (2.15)

Il suffit donc de résoudre le systeme d’équation suivant :

{mql_QIquZ"'kql_Ml)”( (2.16)

md, +Q 1, G, +ka, =-M,Z

Selon les types de translation X(t) et Z(t), ce systeme peut avoir des solutions analytiques.
La solution générale du systeme en régime permanent est alors la somme des deux solutions
particuliéres.

I1.2.b. Application 1 : Accélération constante
Le rotor est soumis & une accélération constante. Cela peut étre le cas, par exemple, pour

un rotor embarqué dans un véhicule qui prend de la vitesse (fusée au décollage, voiture au
démarrage). Les coordonnées du mouvement vont alors s’écrire :

X=Y=0 et Z(t):%t2+Bt+C (2.17)

Le systeme a résoudre est alors le suivant :

mg, -Ql,q,+kg, =0
G (2.18)
md, +Q1, +kq, =-M;A
La solution de ce systéme en régime établi est :
q, =0
M,A (2.19)
0, =-

k

Le rotor se comporte donc comme s’il était soumis a une force constante de type pesanteur.
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Application numérigue :

D’apreés I’annexe 3, pour une accélération A telle que A =2 m/s?, il vient :

q, =0

q, = - M;A = 2,49.10° m

Ce résultat est vérifié a I’aide d’une résolution pas-a-pas du systeme complet (2.13)
d’équations. L’algorithme utilisé pour cette résolution pas-a-pas est un algorithme de type
Heun. Un amortissement constant a été ajouté aux équations afin d’observer facilement le
régime permanent. Plusieurs essais préliminaires ont en effet montré que pour une valeur peu
importante d’amortissement, et quel que soit le mouvement imposé au support, le régime
permanent n’était que trés peu influencé et I’amplitude des déformations presque inchangée,
en particulier si le rotor est sollicité a une fréquence éloignée de ses fréquences de résonance.
Cette premiére application le confirme. La figure 11.2 montre le résultat de cette simulation.

déplacement (m)

5 1 1 1 1

1 1 1 1 1
o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
temps (s)

Figure 11.2 : Influence d’une accélération constante sur la déformée de I’arbre

Les coordonnées généralisées i et gy sont présentées en fonction du temps. Le choc au
départ entraine quelques perturbations, mais la présence de I’amortissement permet d’obtenir
rapidement le régime permanent du systéme. Il est a noter le terme constant, dd a I’influence
de la translation accélérée, qui s’observe uniquement dans la direction zs (g.). Les petites
oscillations sont dues a la contribution du balourd.
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I1.2.c. Application 2 : Translation sinusoidale
Le rotor est soumis a une translation harmonique selon I’axe zs. Ce type de mouvement
peut se produire par exemple lors du transport manuel d’un rotor (basses fréquences) ou
lorsque le support du rotor est en contact plan avec un appareil engendrant des vibrations.

L’étude menée porte sur une translation sinusoidale verticale. Le mouvement est paramétré
de la facon suivante :

X=Y=0 et Z(t) = Acosot (2.20)
ou A est I’amplitude du déplacement et o sa fréquence. Il vient :
Z(t) = —Aosin ot Z(t) = —A®’ cosmt

Si la contribution du balourd n’est pas prise en compte, le systeme de deux équations a
résoudre est le suivant :

md, -Qly, 4, +kg; =0
N . ) (2.22)
mg, +Ql, 4, +kgq, =M;Ao’ coswt
Les solutions sont cherchées sous la forme :
=Q,sinwt
q,=Q, cosmt
alors
1, = cosmt b, = —Q, w?sinot
91 Qo .60 ot i, =-Q, 0 ® (2.23)
4, =-Q, osinot i, =—Q, w’cosmt
En substituant ces résultats dans (2.18), il vient :
Q (k-mo?)-Q,1,20=0 020
Q, (k-me?)+Q, 1, Qo =MA? |
La premiére équation donne:
I, Qo
Q= 22le e . (2.25)
K—-mo
qui est substitué dans la deuxieme équation :
I, Qo
Qz(k—mm2)+QZy—22Iy2Qw:MlAm2 (2.26)
k-mo
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soit ( )
M;Aw?(k - m o’
Q, = : (2.27)
> keme?) =12, 07 o
d’ou
~-M,Ae’l,Q
Q= 3 (2.28)
Fk-me?)2-12, 02 ?
La solution du systeme d’équations (2.21) est donc :
~MA0° 1, Q _
g, = Sinot
k-mo?)2-12, 02 »?
) , (2.29)
M,A0% (k- m o?)
2= 22 12 o2 2 cosot

Bien que I’excitation produite par le mouvement imposé du support soit dans la direction
Zs uniquement, il apparait que si la vitesse de rotation du rotor Q n’est pas nulle, I’arbre se
déforme dans les deux directions. Les amplitudes Q; et Q. de la déformation sont
proportionnelles a I’amplitude A du mouvement imposeé.

Application numérique 1 :

Les données numériques proposées sont celles d’un rotor transporté manuellement. Dans
ce cas, la fréquence du mouvement sinusoidal est faible mais son amplitude est relativement
importante :

® = 12.57 rad/s (= 2 Hz) A=01m

Compte tenu des valeurs numériques présentées en Annexe 3, et méme pour des valeurs
importantes de Q, certaines simplifications peuvent étre envisagées. Le tableau présenté ici

montre I’ordre de grandeur en pourcentage des termes (m »2) et (ly2 Q o) présents dans les
solutions par rapport a la raideur k du systéme pour une vitesse de rotation QQ importante.

Pour Q = 1047 rad/s (=10000 tr/min)

Mode 1 Mode 2 % de k
k 1,1954.10° 1,9126.10’
m o2 2,2574.10° 2,9464.10° 0,19 % maximum
e Qo 7,5559.10° 3,0224.10° 6,32 % maximum

Les approximations suivantes peuvent étre effectuées :

k-mo?~k et k?—12, Q% 0® ~ k? (2.30)
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Les solutions du systéme s'écrivent alors :

-M,Al, Qe’
4 =—"2 sinot

MA% (2.31)
d, =1Twcoscot

Ainsi, pour les valeurs utilisées dans cet exemple, les amplitudes des déformées de I’arbre
sont :

~-MAl, Qe°
Q=— kf =-593.10°Q (m)
2
Q, = MAC" 19710 m

Une résolution pas-a-pas des équations complétes (comprenant le balourd) est effectuée
pour différentes valeurs de Q afin d’observer les phénomenes (cf. Figure 11.3).

w10t Omega = 1000 tr/min w10t Omega = 3000 tr/min

E g i E g i
= =
1 B 1 B
2 B 2 B
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-2 -1 0 1 2 3 -2 -1 0 1 2 3
aql (m) 10 aql (m) 10
w0t Omega = 10000 trimin w0t Omega = 20000 trimin
2 1 2 1
1 1 1 1
Eq N Eq N
=2 =2
1 1 1 1
2 B 2 B
1 1 1 L 1 1 1 1 L 1
2 1 0 1 2 3 -2 -1 0 1 2 3
g1 (m) 10t g1 (m) 10t

Figure 11.3 : Trajectoire de I’arbre du rotor pour différentes valeurs de .Q
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Encore une fois, lors de ces simulations, un amortissement constant est ajouté pour
observer le régime stabilisé. Afin de bien distinguer les effets du balourd des effets du
mouvement du support, les résultats présentés sont les orbites du rotor (représentation de g, en
fonction de qz).

Il est a noter que, pour ce type de mouvement, la réponse dans la direction de I’excitation
est indépendante de la vitesse de rotation ©Q du rotor. Par contre, dans la direction
perpendiculaire a I’excitation, I’amplitude de la réponse est directement proportionnelle a Q
(2.31). Il faut également constater que, pour cet exemple, le couplage dans la direction
horizontale n’est significatif qu’a partir d’une vitesse de rotation importante du rotor (~10.000
tr/min).

La réponse selon zs (dans la direction d’excitation) due au mouvement du support est
prédominante sur la réponse selon Xs, et cela méme pour des vitesses de rotation du rotor tres
importantes. La déformation induite par le mouvement du support du rotor est importante par
rapport a la déformation due au balourd, méme lorsque le rotor est proche de sa vitesse
critique (cf. Annexe 6 : Q; = 3089 tr/min).

Application numérique 2 :

Le rotor est fixé sur un systéme vibrant. Pour cette application, la fréquence du mouvement
peut étre trés importante, mais son amplitude est faible. Les applications numériques sont
réalisées avec les valeurs suivantes :

® = 12566 rad/s (= 2000 Hz) A=10"m

Dans ce cas, les simplifications effectuées précédemment ne sont plus réalistes et les
amplitudes des déformées de I’arbre s’écrivent :

0 -M;Ae’l, Q (2.32)
Fk-me?)2-12, 0% o |
M, Aw?(k - m o’
Q= - ( ) (2.33)

(k-me?)2-12, 0% »?

Les orbites observées ne seront pas fondamentalement différentes de celles obtenues dans
I’exemple précédent puisqu’il s’agit de la somme de deux sinus de fréquences différentes :
celui d0 & la contribution du balourd et celui engendré par I’excitation du support. 1l peut par
contre étre intéressant de représenter les amplitudes Qi et Q. en fonction de la vitesse de
rotation du rotor afin de Vérifier si les observations faites dans la premiére application sont
toujours vraies (constance de Q; et linéarité de Q; par rapport a Q2).

Les phénomenes observés pour la premiere application sont donc encore verifiés ici (cf.
Figure 11.4) puisque Q1 semble encore proportionnelle a 2 (Iéger infléchissement pour des
valeurs importantes de Q), et Q. varie trés peu sur la plage choisie, méme si la variation
semble parabolique.
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«10° w10t
] : : : : : : : : : 1.0416
05} g 10418 F
al i 04zt
_ 15} B PR el
£ E
— [}
(=) (=]

2F 1 -1.0424

-258 ¢+ 1 -1.0426

-3 1 -1.0428

35 1 1 1 1 1 1 1 1 1 .1.043 1 1 1 1 1 1
0 nz 04 06 0B 1 12 14 1B 18 2 0 nz 04 06 0B 1 12 14 1B 18 2

Ormega (tr/min) T Ormega (tr/min) T

Figure 11.4 : Amplitude des déformées de I’arbre en fonction de Q2

Application numérique 3 : Influence de la fréquence d’excitation @

Pour cette application, la vitesse de rotation du rotor est fixée ainsi que I’amplitude du
déplacement imposé. Seule la fréquence w de I’excitation varie. Les valeurs utilisées sont :

Q = 523.6 rad/s (= 5000 tr/min) A=10°m
Pour une vitesse de rotation donnée, le systeme a deux pulsations de résonance Q; et Q,

comme présenté en Annexe 6. Lorsque la fréquence » du mouvement du support coincide
avec une de ces fréquences, la déformation va tendre vers I’infini.

012 T T 012
01F B 01F A
0.0s8 B 0.08 A
E E
= 006 B o 006 A
i =]
0.04 B 0.04 4
oom2r d L B 0.02 u L 4
L | L
0 50 100 150 0 50 100 150
fréquence d'excitation (Hz) fréquence d'excitation (Hz)

Figure 11.5 : Amplitude des déformées en fonction de la fréguence d’excitation @

Il est a noter que, lorsque le rotor est excité a une fréquence proche d’une de ses fréquences
de résonance, le couplage entre les directions Xs et zs est total contrairement aux cas étudiés
précédemment ou la fréquence d’excitation était éloignée de Q; et Q.
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11.3. Rotation simple

11.3.a. Equations du mouvement

Le support est seulement soumis a une rotation selon I’axe X, du repére galiléen autour
d’un point quelconque. Le mouvement du support est défini de la maniére suivante :

Le support ne subit aucune translation et le centre de rotation est supposé quelconque :

X
OA=|Y

ZR

s

ou X, Y, et Z sont des constantes.
Le support est soumis a une rotation quelconque autour de I’axe Xo (cf. Figure 1.3) :
a=y=0 et B=P(t)
Le vecteur rotation de R, par rapport a Rs exprimé dans Rs s’écrit (1.5) :
Bcosy —a cospsiny A Qs

—0 .
Qs = asinpB+7y =/Bs| =|0

- . . (2.34)
Bsiny+a cosBcosy e s |re 0 R,

ol B(t) =Qq(t)

Les matrices d’amortissement et de raideur ainsi que le vecteur force dus aux déplacements
(cf. (2.3), (2.4), (2.5), (2.6) et (2.7)) s’écrivent :

e {8 8} (2.35)

2
[K*]z{Qs (|m02—|y2) —Q;Mj (2.36)

1 Qs 2 } (2.37)

Fi= :
{ } {mudf(ll)Qszcoth—(M5+Iml+M1Y)QS+M1§252Z
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Les matrices de masse et d’amortissement sont les mémes que pour un rotor dont le
support est fixe. Par contre, la matrice de raideur est modifiée et des termes supplémentaires
apparaissent aussi dans le vecteur des forces généralisées. Le systeme obtenu est un systéeme
de deux equations différentielles linéaires du second degré avec des seconds membres
fonctions du temps.

Le systéeme d’équations a résoudre s’écrit :

mi, +Q1,, a4, +(|<—§252|\/|2)q2 =m, o|f(|1)(Q2 +Q52)coth—(M5 +1, + M Y)Q+ M, Q5 7

(2.38)
11.3.b. Application 1 : Rotor soumis a une rotation d’ensemble constante
Le systéme d’équations (2.38) devient :
ma, —Q1,, d, +(k+ Qg (I, —1,5))a, = m, df (1) Q2sinQt+1,, Qg O 2.39)
Soit
2
K1 (Qs) =k + Qg (lmz - Iy2)
K, (Qg) =k —Qg"M, (2.40)

D’apres les applications numériques (cf. Annexe 6), M, est positif et 1y, est supérieur a Iy.
La rotation du support a donc pour effet de diminuer les raideurs kj et k,. Contrairement au
cas d’un support fixe, les raideurs k; et k, peuvent devenir négatives et provoquer des
instabilités.

k,>0 < k>M,Q° < QS</ML
2

y2 Im2
En utilisant les valeurs numériques données dans I’ Annexe 6 :

k;>0 < Qg <2913.7tr/min
k,>0 < Qg<8772.5tr/min

Un systéme comportant un rotor embarqué a de telles vitesses de rotation n’existe pas dans
les dispositifs industriels courants. Toutefois, la diminution de raideur n’est pas équivalente
dans les deux directions. Le rotor va avoir un comportement asymétrique. Il peut étre
intéressant d’étudier I’influence d’une rotation moins importante du support sur les équations
du mouvement du rotor.
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Les équations (2.39) sont lineaires. Les solutions sont la somme des solutions :

e du systéeme homogéne associé :

mg, - Ql,q,+k;q,=0
‘.1‘1 y2 q.z 191 (2.41)
md, +Qly; §,+k, 0, =0
e du systeme comportant les forces statiques dues au mouvement :
e du systéme prenant en compte la sollicitation due au balourd :
md, -Qly, 4, +k; g, =m, df(l,)Q?sinQt
) (2.43)
mqZ +Q Iy2 ql +k2 g, =m, df(ll)(Q2 +QS )COSQt

Systéme homogéne associé (2.41) :

La méthode est la méme que celle utilisée dans I’Annexe 6. Les solutions sont cherchées

sous la forme :
_ rt
{% =Q.e (2.44)

d, =Q; e

En remplacant ces solutions dans le systéme homogeéne, il vient :

{mr2+k1 —Iyer}[Ql}zo (2.45)

2
l, Qr  mro+k, || Q;

Les autres solutions que la solution triviale Q; = Q. = 0 sont obtenues pour :

2
mre+k, —1,Qr
det ! y2 =0 (2.46)
Iy, Qr  mr®+k,
soit
(mr2 + k1er2 + k2)+ 1,,°Q%r* =0 (2.47)
qui peut s’écrire
m? r4+(m(k1+k2)+ly22 Qz)r2+k2 =0 (2.48)
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Lorsque le rotor est a I’arrét (QQ = 0) les racines de cette équation sont :

k
2 202 1
o =] Of =——=
10 10

k
2 202 2
o =] O =——<
20 20

Et les fréquences de résonance du rotor a I’arrét sont :

k
Q=]+
10 m
k
Q, =.|-%
20 m

Lorsque le rotor est en rotation, les fréquences de résonance deviennent :

2 2 2m?2 2 2 2m?2

2
2 2 2 2 2 2 2 2
Q Q Iy, Q Q Q 1y,
le 10 + 20 + y _ 10 + 20 + y _Qfo 50

QZZ

2 2 2 ~2)2
Q120 +Q§0 _|_|yZQ " Q120+Q§o+|y2Q
2 2 2m?2 2 2 2m?2

Application numérigue :

(2.49)

(2.50)

(2.51)

(2.52)

(2.53)

(2.54)

Le diagramme de Campbell (cf. Figure 11.6) représente les fréquences de résonance du
rotor en fonction de sa vitesse de rotation. Il est tracé pour une vitesse de rotation du support
Qs = 20 Hz. 1l est a noter que pour une fréquence de rotation relativement faible, une

différence peut déja étre observée sur le diagramme de Campbell.

BI:I T T T T T

70

B0

50

40

fréguence (Hz)

30

20

10

0 | | | | |

1000 2000 3000 4000 a000 BO0O0

vitesse de rotation (trfmin)

7000

Figure 11.6 : Diagramme de Campbell pour un rotor en rotation constante
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L’écart entre les deux fréquences lorsque I’arbre est a I’arrét (Q = Q) est caractéristique des
rotors asymeétriques. Pour les faibles fréquences de rotation de I’arbre, ©; est beaucoup plus
diminué que €, alors que pour les fréquences importantes de rotation de I’arbre, les deux
fréquences de résonance sont diminuées d’une méme valeur constante.

Systéme comportant les forces statiques dues au mouvement (2.42) :

Une solution particuliére de ce systeme est la solution constante :

1, QO 1, QO
Gy (t) =Qyy =2 =— (2.55)
! e K, k=021, —1m2)

~-M,Q2Z -M, Q%7
Qa(t) =Qpp=———=—275 (2.56)

En vue de chiffrer les résultats concernant la vitesse maximale imposable au support, un
déplacement maximal dmax, que Q1p et Q2 Ne doivent pas dépasser, est défini. Ce déplacement
maximal peut par exemple correspondre au jeu entre I’arbre et le stator (au-dessus de cette
valeur, il y a un risque de contact rotor/stator). Etant donné les dimensions du modéle étudié,
la valeur choisie pour le déplacement maximal est : dmax = 1 mm.

Pour la direction Xs, la deformation Qy, selon zs dépend de Q et de Qs :

|0
‘le‘ _‘k_Qg(lyz _ Imz)‘<dmax (2-57)
d’ou 122 < dpae | k= (12 = 112 )OE | (2.58)
d k — - 2
et finalement <= (I 2 ImZ)QS‘ (2.59)

‘Iyl‘QS

Un domaine d’utilisation du rotor est ainsi défini selon sa vitesse de rotation Q et la vitesse
de rotation Qs de son support (cf. Figure 11.7).

La force généralisée statique selon xs créée par ce mouvement limite beaucoup la valeur
que peut prendre Q lorsque le support est en rotation. Par exemple, pour une vitesse de
rotation de I’arbre QQ = 1000 tr/min, la vitesse de rotation du support ne peut pas étre
supérieure a 60 tr/min, soit 1 Hz. La rotation du support du rotor est donc fortement limitée
par les forces constantes qu’elle engendre dans cette direction.
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Q (tr/min)
10000

9000

8000
7000

QlP >d max ]
6000

5000

4000

3000

2000
QlP < d max
1000+

O 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100

Qg (tr/min)

Figure 1.7 : Domaine d’utilisation du rotor

Pour la direction zs, la force engendrée est proportionnelle a la distance Z du centre de
rotation du support a I’axe du rotor. Cette force peut donc étre une limitation pour la
déformation de I’arbre, cependant, si le centre de rotation est placé sur I’axe de rotation du
rotor, cette limite disparait. En gardant le méme critére que précédemment il faut :

-M, Q%7

2.60
k-Q2M, (2:60)

max

‘QZp‘ =

Par exemple si la rotation du support est Qs = 1 Hz et pour dnax = 1 mm, la distance
maximum Z doit étre :

dmax(k_QéMZ)

Z< >
MlgS

(2.61)

Soit pour le rotor étudié ici : Z<11.32m

Ici, Z représente en réalité le rayon de courbure de la rotation constante imposée au
support. Cela signifie que ce rayon de courbure est limité pour une vitesse de rotation donnée.

Il est clair que les déplacements engendrés par ces forces constantes restreignent de
maniére considérable la vitesse de rotation qui peut étre imposee au support du rotor.
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Systéme prenant en compte la sollicitation due au balourd (2.43) :

Comme le montrent les termes de droite du systeme (2.43), le mouvement angulaire du
support a une influence sur la réponse a un balourd dans la direction zs si sa fréquence est
significative par rapport a la fréquence de rotation de I’arbre. Pour une rotation Q de I’arbre
de 1000 tr/min, il a été montré précédemment que la vitesse de rotation Qs du support peut
difficilement dépasser les 60 tr/min. Comme la réponse au balourd est proportionnelle au
carré de ces deux vitesses de rotation, pour ces valeurs la contribution de Qs par rapport a Q
est de 0,36 %. L’influence du mouvement sur la force due au balourd peut donc étre négligée
pour les vitesses de rotation du support acceptables du point de vue des forces statiques
qu’elles engendrent. Le systeme a résoudre peut donc étre considéré comme un rotor
asymétrique soumis a un balourd, et les méthodes classiques peuvent étre utilisées.

En résumé, une rotation du support du rotor entraine les modifications suivantes sur le
comportement dynamique du rotor :

e Les raideurs, et donc les fréquences naturelles du rotor, sont diminuées et le rotor se
comporte comme s’il était asymétrique.

e Le balourd engendre une force harmonique supplémentaire dans la direction
perpendiculaire a la rotation.

e Les forces constantes dues a la rotation du support créent un décalage statique de la
position du centre du rotor.

Cependant, les deux premiéres modifications notées ne peuvent étre observées qu’a des
vitesses de rotation du support entrainant des forces constantes non réalistes pour le rotor.

11.3.c. Application 2 : influence de I’accélération angulaire

Il s’agit ici d’observer I’influence d’une accelération angulaire du support autour de I’axe
xs. D’apres les équations (2.38), I’accélération du support n’a d’influence que sur la
déformation de I’arbre dans la direction perpendiculaire a I’axe de rotation :

My~ Q1 4, +(k+ Qs (1 1,0 )ay =m, dF(1) Q2sin QL+ 1, Qg O
mi, +Q1,, a4, +(k—QSZM2)q2 =m, o|f(|1)(Q2 +Qsz)coth—(M5 g +M;Y)Qg + M, Q2 Z
(2.62)

De méme, d’aprés ces équations, I’influence de I’accélération sur la déformée de I’arbre va
dépendre de la position Y du point A par rapport au centre de rotation du support. Il y a méme
annulation de cette influence pour une valeur de Y :

Mg+ 11
I\/Il

Y= (2.63)

Application numérique : Pour le modeéle simple étudié ici, on obtient : Y =-0.161 m, ce qui
place le centre de rotation environ entre le tiers et la moitié de I’arbre.
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Des résolutions pas-a-pas du systeme (2.62) sont effectuées afin de mettre en évidence ce
phénomene.

Le mouvement du support est défini de la maniere suivante : les conditions initiales en
position et en vitesse sont nulles. A t = 0.5 s, la vitesse angulaire du support autour de I’axe Xs
augmente pendant 0.1 seconde jusqu’a atteindre la vitesse constante Qs = 10 tr/mn. Diverses
simulations sont effectuées selon la position Y du point A sur I’axe ys par rapport au centre de
rotation. La distance du centre de rotation a I’axe zs est nulle : Z = 0.

La vitesse de rotation du moteur est choisie proche de sa premiére fréquence de résonance :
Q = 314 rad/sec (=3000 tr/mn). Comme précédemment, un amortissement constant est ajouté
pour obtenir le régime stabilisé.

w10
25 : ; . ; . . . . .

deforrmation (m)

0.1 nz 03 0.4 ns 0k ny s 09 1
temps (s)

Figure 11.8 : Montée en vitesse anqulaire linéaire Y =0

25 T T T T T T T T T

deformation (m)

| | | | |
1 0.1 nz 03 0.4 ns 0k ny s 09 1
temps (s)

05 l 1 1 l

Figure 11.9 : Montée en vitesse angulaire linéaire Y = -0.161 m
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La figure 11.8 montre que comme prévu, la déformation perpendiculaire & I’axe de rotation
gy n’est perturbée que par la vitesse, tandis que g, n’est perturbée que par I’accélération
angulaire. Cela est di au fait que la distance Z est nulle. Dans le cas contraire un terme
constant proportionnel a la vitesse de rotation Qs et a la distance Z serait ajouté dans la
direction zs. Les petites rotations parasites sont dues au balourd. 1l est a noter I’importance
que peut avoir un léger mouvement du support sur la réponse en amplitude.

La figure 11.9 montre les déformées lorsque Y annule I’influence de I’accélération
angulaire. Le comportement obtenu est en accord avec les prédictions : la direction zs n’est
plus du tout excitée par I’accélération angulaire.

w1t

défarmation (rm)

A 1 1 1 1

|
0 0.1 02 0.3 0.4 0.5 06 0.7 0.8 0.9 1
temps ()

Figure 11.10 : Montée en vitesse anqulaire linéaireY =1m

La figure 11.10 montre que la contribution selon zs due a I’accélération angulaire est loin
d’étre négligeable par rapport a la contribution selon Xs due a la vitesse angulaire, en
particulier lorsque la distance Y n’est pas nulle.
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I11.4. Rotation sinusoidale

Afin de compléter I’étude des mouvements oscillatoires (Chapitre 11.2.c), il peut étre
intéressant d’étudier I’influence d’une rotation sinusoidale sur la déformée du rotor. Le
mouvement le plus simple est une rotation sinusoidale du support autour d’un seul axe, par
exemple I’axe xs. Le mouvement est donc défini ainsi: X =Y = Z = 0, et dans le repére
galiléen : B = asinwt, soit, d’apres (1.5) :

Qs = a »Cos ot et Bs =75 =0

Les équations du mouvement deviennent :

{m 4, -Ql, 4, +(k+a2e?(l,, —1,)cos¥(nt))q, =, aQwcosot (264)

mdg, +Q1,q, +(k-a2w?M, cos?(wt))q, = (M, +1,) aw?sin ot

Ce systeme est un systeme de deux équations différentielles non-linéaires du second degré
avec des seconds membres fonctions du temps. Des termes paramétriques se sont ajoutés aux
termes de raideur classiques. Le systéeme ne peut plus étre résolu analytiquement. La présence
de termes paramétriques tend a prouver que le systéme comporte des zones d’instabilité. Une
étude d’instabilité est réalisée a I’aide de la methode des échelles multiples.

Le systeme (2.64) peut s’écrire :

{mql—Qly2q2+kql:aAcosz(wt)ql+sBcosmt 2.65)

mdg, +Q1, 4, +kq, =¢Ccos¥wt)q, +&Dsinot

ou ¢ est un parametre trés petit devant I’unité et ou les nouvelles constantes introduites sont
telles que :

:a2@2(|y2—lm2) _ 5 |y1ano _ C:azszz . o
i ' e ' e ,

aw?(M,+1.,)

(2.66)

La méthode des échelles multiples consiste a introduire des nouvelles variables de temps
indépendantes telles que (Nayfeh [29] et Nayfeh [30]):

T =¢"t n=01.2,. (2.67)

Il s’ensuit que les dérivées par rapport au temps s’écrivent :

%:D0+8 D, +¢€2D, +... (2.68)
d2
@=D§+28D0 D, +&2(2D, D, + D?) +... (2.69)
avec
D, A n=0,1.2,. (2.70)
oT
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Les solutions sont alors cherchées sous la forme :
{%(tls) =030 (To, Ty, Too ) + €03 (To, Ty, Ty ) + 820, (To, Ty, To) + 2.71)
9, (t,8) =0 (To, T T,) + 805 (To, Ty, T, ) + 820, (To, Ty, To ) +

Dans les développements qui suivent, les approximations utilisées pour les déplacements
sont tronquées au premier ordre. En substituant les équations (2.68), (2.69), (2.71) dans le
systeme (2.65), apres avoir regroupé les termes de méme puissance d’e, deux systémes
d’équations apparaissent :

mD2q,, —Q1l,, Dy g, +Kgye =0
2 10 y2 Po Uz 10 2.72)
M DG Gg + Q15 Do Gyg +K Gy =0
mDj gy —Q ly2 Do Uy + K0y =
—2mDg DyGyp +Q1y, Dy gy +Acos¥wt) gy + B coswt 2.73)
m Dé Oy +Q 1y, Do gy +kgy =
—2mDy Dy, —Q1y, Dy g5 + Ccos(wt) g,y + D sinwt
Les solutions du systeme (2.72) sont de la forme :
{qlo =ia,(T,)exp(i o, T,) —ib, (T,) exp(i w,T,) +cc (2.74)
dy =a,(T,) exp(i o,Ty) + b, (T,) exp(i ,T,) + cC

ou cc désigne la forme complexe conjuguée des termes qui précédent.
1 et m, sont les fréquences de résonance du premier mode du rotor pour une vitesse de
rotation de I’arbre Q (cf. Annexe 6) :

mlzi(\/Qz a2+4km—aQ) et o, i(\/Qza2+4km+aQ) (2.75)

2m :2m

En remplacant les solutions (2.74) dans le systeme (2.73), il vient :
mDg q,, —Q 1, Dy g, +kay, = (2 ma, o, + Q1,4 +%AaljeXp(i o, Ty)
+(—2 mb, @, +Q1, b, —%Aaljexp(i ®,To)
+%A a, exp(i(2 0)+0)1)T0)—%A§1 exp(i2 - w,)T,)
—%A b, exp(i2 o+ mz)T0)+%A51 exp(i2o-0,)T,)

+%exp(i oT,)+cc

(2.76)
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mDg , +Q1, Doy +kay, =(—2i ma, o, —iQl,a +%Caljexp(i o,T,)
J{—Zimbl w, +iQl, bﬁ%Caljexp(i ®,T,)
1 . 1 .
+ZC a, exp(iQ o+ @1)T0)+ZC a, exp(iQo—w,)T,)
+%c b, exp(i(2m+c02)TO)+%CBl exp(iRo—,)T,)
D .
+Eexp(|coTO)+cc

2.77)

Les termes de gauche de ces équations sont similaires a ceux du systeme (2.72), ils ont
donc les mémes fréquences de résonance m; et w,. Les instabilités peuvent apparaitre lorsque
les termes de droite deviennent des termes séculaires, c’est-a-dire quand les termes en
exponentielles sont égaux a w; ou w,. A savoir lorsque :

20+tm =0 20+ o0 =m
2m0-0 =0 20-0 =0
20+w0=m 20+ 0 =m
20-m = 20-m=m

Il existe 4 possibilités non nulles de résonances internes selon les valeurs de ® par rapport
a o1 et w;:

0= ; 0=0 ; ®©=(01+ )2 ; o=(0-w)2.
Par la suite, nous éetudierons les trois premiers cas de résonance, le dernier présentant peu

d’intérét, étant donné la faible fréquence d’excitation qu’il implique.

Lorsque la pulsation w est proche de an

Afin d’étudier la stabilité du systeme autour de la fréquence m;, on introduit un terme de
perturbation o, tel que :
O=0,+€0 (2.78)

Certains termes de droite des équations (2.76) et (2.77) vont devenir des termes séculaires :

exp(ioT,) =exp(io, T, +icT,) exp(i o-o,)T, ) =exp(io,T,+2icT) (2.79)
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Pour trouver les conditions de solvabilité, les solutions sont cherchées sous la forme :

{qn =P, (T,) exp(i o, T, ) + Q, (T,) exp(i 0, T,) (2.80)

0, =P, (T,) exp(i ©,T;) +Q,(T,) exp(i , Ty)

En substituant les solutions (2.80) dans les équations (2.76) et (2.77), et en identifiant les
coefficients en exp(i w; To) de chaque coté, les 4 équations suivantes sont obtenues :

k-mo?)P,-io,Ql,P, =R
-( l) 1 1 y2 "2 1 (2.81)
i0,Q1,P +(k-mo?)P, =R,
et
(k-me?)Q,~iw,Q1,Q, =S5, 252
iw,Q1,Q+(k-mw?)Q, =S5,
avec
R, =(Q|y2+2mml)a1+lAa1—lAalexp(zioT1)+1|3exp(ich)
2 4 2
1 ) . (2.83)
R, =il —2imml)al+ECa1+ZC§1exp(2ioTl)—%Dexp(ich)
et
<
s, =(Q1, —2mm2)b1—EAbl
1 (2.84)
S, :(igz|y2—2imo32)|bl+§cb1
Les conditions de solvabilite s’écrivent alors :
k-mo’ R
PO g (2.85)
io, Ql, R,
et
k-mw: S
] (2.86)
lo, Ql, S,
Ces conditions conduisent a 2 équations différentielles en a; et by a résoudre :
io, 4, +0,a, +a,a,expicT)+ia,exp(icT,)=0 (2.87)
i B bl +B, b, =0 (2.88)
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ou
o, =2me; —mQl, o -Q° 1}, 0, -2kmo, -kQl,, (2.89)
oc2=%(Qly2 o, A+kC-mo? C) (2.90)
1 2
a3:Z(—QIy2m1A+kC-mml c) (2.91)
1 2
cx4:§(—QlyzmlB—kD+mml D) (2.92)
et
Bi=2m2e; +mQl, 0; -Q% 15, 0, -2kmo, +kQ1,, (2.93)
BZ:%(—QIYZw2A+kC-mw§C) (2.94)

La solution de I’équation (2.88) est évidente :

b,(T,)=Db exp[iE—Zle (2.95)

1
ou b est une constante.
La solution générale de I’équation (2.87) a pour forme :
a,(T,) = (Ar(T,) +i Ai(T,) )exp(ic T,) (2.96)

ou Ar et Ai sont des réels. En substituant cette solution dans I’équation (2.87) et en séparant
les parties réelles et imaginaires, il vient :

—oc% Ai+ (o, +o, — 0y G)/-A\I'IO (2.97)
o, Ar+(a, —a,;—o, 6)Ai+a, =0
La solution de I’équation (2.97) est de la forme :
Ar=a, exp(yT,)
a, (2.98)

Ai=a exp(yT,) -

(o, —0a; -0, O)

ou ay, a; et y sont des constantes. En remplagant cette solution dans le systeme (2.97), il vient :

o,+0;—0,C -y Y a,) _ 0 (2.99)
o, Y o, —0;—0,c\a, 0 '
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Afin de ne pas avoir une solution triviale, il faut :

y=1 ((12 —03;—0 G)(az +0o; —Qy G) (2.100)
—Otlz

Il en résulte que le mouvement est stable si :

o, — A o, +
oc<—2 "8 ou o>—2 3 (2.101)
a,y oy

Et les courbes de transition entre les zones stables et instables sont données par :

o, fa,

0=0,+¢& +0(g?) (2.102)

a,

Lorsque la pulsation w est proche de @,

En suivant la méme procédure que pour ® ~ 1, avec o=, +ec, d’autres termes
séculaires apparaissent :

exp(ioT,) =exp(iw,T, +icT,) exp(iQo-on,)T,)=exp(in,T, +2icT,) (2.103)

et, de la méme maniere que préecédemment, il vient les équations (2.81), et (2.82), avec cette
fois :

R, =(Q1,, +2mm1)al+%Aa1

. (2.104)
R, =(-iQl,-2i mml)aﬁECa1
et
S, =(Q1,-2mw,)b,~ ~Ab, + L AB,exp(2icT,) + ~Bexp(icT,)

2 . 4 . 2 (2.105)

s, =(iQl,-2i mmz)bl+ECbl+ZcBlexp(2icT1)—l2Dexp(icsTl)

Les équations (2.87) et (2.88) deviennent alors :

o, 4, +a,a, =0 (2.106)
ip,b,+B, b, +B, b, expRicT,)+ip, exp(icT,)=0 (2.107)
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avec
B, :%(Qlyz 0, A+kC-mo C) (2.108)
1 2
Bﬁz(—my2 ®, B-kD+ma’ D) (2.109)

Le domaine de stabilité pour la deuxieme fréquence de résonance est ainsi déterminé : les
courbes de transition entre I’état stable et I’état instable sont données par :

6020)2+8[32B;BS+O(82) (2.110)

1

Lorsque la pulsation @ est proche de (&1 + a»)/2

Cette fois, la fréquence d’excitation  est définie par :

w, +O
o = —% 2

S otEo (2.111)

En suivant le méme cheminement que précédemment il vient :
. 1 = .
o, al+ozza1+Eoz2 b, exp(2icT,)=0 (2.112)
ip,b,+B, bl+%ﬁ2 a, expicT,)=0 (2.113)
Les solutions sont a nouveau cherchées sous la forme :

{al(Tl) = (Ar(T)) +i Ai(T)))explic T,) (2.114)

b,(T,) = (Br(T,) +i Bi(T,))exp(ic T,)

Ces solutions sont substituées dans les équations (2.112) et (2.113). La séparation des
parties réelles et imaginaires conduit aux 4 équations suivantes :

—a, Ai+(a, —a, o) Ar+%a2 Br=0 (2.115)
o, Ar+ (o, — o, G) Ai—%ocz Bi=0 (2.116)
—B, Bi+(B, —B, o) Br+%[32 Ar=0 (2.117)
B, Br+ (B, - B, o) Bi _%Bz Ai=0 (2.118)
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En cherchant les solutions sous la forme :

Ar,Ai)=(a, ,a Jexp(y T
(Ar Ai)=(a.a; )exp(r T,) (2.119)
(Br,Bi)=(b,,b; Jexp(y T,)
Il vient les conditions de solvabilité suivantes :
o,—0; 6 —0,Y % 0
o,y o,—0,;C 0 %2
5 2 |=0 (2.120)
72 0 Bz - Bl 9 - Bl Y
_B?Z B,y B,-B,o
Les courbes de transition entre les zones stables et instables sont ainsi obtenues :
a, B, o5 BZ a, B 2
o=+ | —=+2+ 24222 14 0(g”) (2.121)
a, B a; By oo B

En résumé, il est possible de tracer les zones d’instabilité du modéle simple de rotor défini
précedemment soumis a une rotation oscillante, selon I’amplitude et la fréquence de celle-ci
(cf. Figure 11.11).

0.5

0.3

amplitude de rotation (rad)

I:l 1 1 1 1 1
250 260 270 280 290 300 310 320
ormega (radds)

Figure 11.11 : Domaines de stabilité du rotor soumis & une rotation sinusoidale
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L’excitation appliquée a été volontairement exagérée car les zones d’instabilité sont fines
pour des amplitudes de rotation du support du rotor entrainant des accélérations importantes.
En effet, I’accélération en un point du rotor est proportionnelle a sa distance au centre de
rotation, a I’amplitude de la rotation et au carré de sa fréquence. Ainsi pour un point situé au
milieu de I’arbre, pour une amplitude de 0.1 rad et sur la premiére fréquence de résonance,
I’accélération sera :

a*(L/2)* ®*2 = 0.1*0.2*265"2 ~ 1400 m/s’

Le décalage et I’écartement des zones d’instabilité apparaissent donc pour des amplitudes
d’excitation qui ne peuvent sans doute pas étre atteintes expérimentalement.

Ces zones d’instabilité peuvent tout de méme s’observer a I’aide d’une résolution pas-a-pas
du modéle numérique simple. Afin de bien mettre en évidence les phénomenes, I’amplitude
de rotation du support est prise égale a 0.3 rad. Pour obtenir le régime permanent lorsque le
systéme est stable, un amortissement est ajouté. Cet amortissement va rapidement tendre vers
zéro, permettant ainsi d’observer I’amplitude stabilisée de la réponse.

La figure 11.13 montre les déplacements q; et g, en fonction du temps pour une fréquence
d’excitation w telle que ® = w; ~ 265 rad/s.

défarmations g1 et g2 (m)
(]

ST T E L I

1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
t(s)

Figure 11.13 : Réponse du rotor a une rotation sinusoidale de fréquence @ = an

Comme prévu pour de telles amplitudes de déplacement, les déformées obtenues ne sont
pas réalistes : plus de 2 m de déformée pour un arbre de 40 cm. Mais, contrairement a ce qui
pouvait étre pressenti, non seulement le systéeme est stable, mais il n’y a méme pas de
phénomene de résonance.

La figure I1.14 montre la réponse du rotor pour une fréquence d’excitation o = 262 Hz,

c’est a dire dans la zone d’instabilité située sous la premiére fréquence de résonance .
Comme il a été prévu a I’aide de la méthode des échelles multiples, il y a ici instabilite.
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180 T T T T T T T

100

a0

-a0

déformations g1 et g2 (m)
]

-100

-150 | | | | | | | | |

Figure 11.14 : Réponse du rotor a une rotation sinusoidale autour de @,

En renouvelant cette opération pour différentes valeurs de fréquence d’excitation, il est
possible de vérifier que les approximations faites avec la méthode des échelles multiples
étaient justifiées en tracant les zones d’instabilité a I’aide de la méthode pas-a-pas pour des
amplitudes d’excitation allant de 0.1 a 0.4 radian. En vue de mieux distinguer les éventuelles
differences, des zooms sont réalisés sur les différentes zones d’instabilité. Les figures 11.15 a
I1.17 montrent la vérification des instabilités par la méthode pas-a-pas pour les trois zones.

0.5 T T
04  + + A
=
d
=
= 03F  + + 4
13
E
[ak}
=
£ 02 + + A
=
.E- s .
g échelles multiples
01+ + pas-a-pas : stable + + + + 4
*  pas-a-pas : instable

| | | | | | |
254 256 258 260 252 254 266
ormega (radis)

Figure 11.15 : Comparaison entre les zones d’instabilité obtenues par la méthode des
échelles multiples et par simulation pas-a-pas — 1°® zone d’instabilité (@ ~ @)
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DE T T
04 + +
=
i
=
= 03F + + 4
33
E
juk}
=]
2 02F + + + A
=
E‘ échelles multiples
o AL .
01t o pasa-pas: stable + + + + +
pas-a-pas : instable
| | | | | | | | |

300 302 304 306 308 310 312 314 316
omega (rad/s)

Figure 11.16 : Comparaison entre les zones d’instabilité obtenues par la méthode des
échelles multiples et par simulation pas-a-pas — 2°™ zone d’instabilité (o ~ (&1+@)/2)

0.5 | T T
04F + + +
=
d
=
£ 03F + + + 4
13
E
[ak}
=
£ 02F + + + A
=
=
g échelles multiples
01+ + pas-a-pas : stable + + + 4+ 4
*  pas-a-pas : instable
| | | | | | | | |
2B 278 200 202 204 206 208 290 292

ormega (radis)

Figure 11.17 : Comparaison entre les zones d’instabilité obtenues par la méthode des
échelles multiples et par simulation pas-a-pas — 3°™ zone d’instabilité (@ ~ ay)

Les simulations numériques correspondent presque parfaitement aux prévisions faites a
I’aide de la méthode des échelles multiples. Seul un léger décalage peut étre observé pour les
courbes de transition situées a gauche des figures. Ce decalage est vers la droite pour la
premiére zone et a gauche pour les deux autres (en particulier pour la 3°™ zone).
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Conclusion

Cette partie a permis de mettre en évidence des phénomenes de base sur des mouvements
simples. Des solutions analytiques ont été présentées pour les mouvements de translation
constante, de translation sinusoidale et de rotation constante. L’influence de I’accélération
angulaire a également été étudiée. Plusieurs phénomenes ont été mis en évidence :

e Une translation constamment accélérée du support a une influence uniquement dans la
direction de déplacement.

e Lors d’une translation sinusoidale du support, le déplacement maximal dans la direction
du mouvement est constant quelle que soit la vitesse de rotation du rotor, et le
déplacement maximal dans la direction perpendiculaire est proportionnel a cette vitesse de
rotation.

e Lorsque le support est soumis a une rotation constante, les forces généralisées statiques
engendrées par le mouvement sont prépondérantes par rapport aux termes dus au
mouvement ajoutés dans la matrice de raideur.

e Pour une rotation simple du support, I’accélération angulaire n’a d’influence que dans la
direction perpendiculaire a I’axe de rotation. Si le centre de rotation est situé sur I’axe du
rotor, la vitesse de rotation du support n’a d’influence que dans la direction de I’axe de
rotation. Il existe dans ce cas une position pour le centre de rotation sur I’axe du rotor pour
laquelle I’accélération angulaire n’a plus aucune influence, dans les deux directions.

e Lorsque le support est soumis & une rotation sinusoidale, les termes paramétriques qui
apparaissent dans la matrice de raideur engendrent des instabilités qui ont été détectées a
I’aide de la méthode des échelles multiples. Les zones d’instabilité trouvées ont été
verifiées a I’aide de simulations numériques.

Le mouvement de rotation sinusoidale semble étre le plus intéressant car il n’a pas de
solution analytique et présente des zones d’instabilité, méme si celles-ci semblent apparaitre
pour des amplitudes de mouvement du support irréaliste. Afin d’étudier plus spécifiquement
ce mouvement, un dispositif expérimental est utilisé dans la troisiéme partie.
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PARTIE Il : APPLICATION A UN
SYSTEME REEL

Excepté le mouvement de rotation oscillatoire, tous les mouvements simples étudiés dans
la deuxiéme partie peuvent étre résolus analytiquement. Pour étudier plus spécifiquement ce
mouvement, un dispositif expérimental a été developpé. Afin de recaler le modéle éléments
finis en vue de réaliser des comparaisons, une étude du diagramme de Campbell du systéme
est effectuée. L’étude d’un choc permet d’avoir une idée de I’amortissement du rotor. Une
étude peut alors étre menée en fonction de I’amplitude du mouvement imposé. L’étude des
orbites pour certaines fréquences particulieres est également développée. Les instabilités
présentées dans la deuxiéme partie sont mises en évidence a Il’aide d’une étude des
fréquences de résonance du systeme selon I’amplitude du mouvement oscillatoire angulaire
imposé.

I11.1. Dispositif expérimental

Figure 111.1 : Dispositif expérimental
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Le rotor expérimental (cf. Figure 111.1) développé est du méme type que le modéle simple :
il est composé d’un arbre flexible de longueur 40 cm et de diametre 1 cm. L arbre est appuyé-
appuyé en ses deux extrémités a I’aide de deux paliers rotules fixés au support. L’arbre
comporte un disque de 10 cm de diametre et de 1 cm d’épaisseur. La figure 111.2 montre une
vue de dessus de I’ensemble du rotor.

Figure 111.2 : Vue du dessus de I’ensemble du rotor

Le disque, placé aux % de la distance entre les paliers, est percé de 16 trous réguliérement
répartis permettant de corriger le balourd (cf. Figure 111.3). Les dimensions sont choisies pour
avoir un effet gyroscopique important sur le premier mode. Elles permettent également
d’avoir une premiere fréquence de résonance du rotor peu élevée, afin de pouvoir étudier les
réactions du rotor a des vitesses de rotation supérieures a celle-ci.

Zéme

2°™ palier et accéléromeétre

Figure 111.3 : Détails du rotor : disque, plan de mesure,
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L’entrainement est assuré par un moteur asservi en vitesse et piloté par une électronique
associée. Le moteur permet d’atteindre des vitesses de rotation de 4500 tr/mn. Il est fixé au
support par I’intermédiaire d’une équerre. La liaison moteur-arbre est réalisée par un
accouplement homocinétique (cf. Figure I11.4). Celui-ci est destiné a compenser les éventuels
désalignements et différences angulaires dus a la déformée de I’arbre.

Figure 111.4: Détails du rotor : Moteur, équerre, accouplement homocinétique, et 1° palier

Une extrémité du plateau est fixée au sol a I’aide d’une liaison pivot horizontale. L’autre
extrémité est reliée a un pot d’excitation Gearing&Watson par I’intermédiaire d’un push-rod
(cf. Figure 111.5).

Figure 111.5: Systéeme d’attache du support : liaison pivot et push-rod
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Le pot d’excitation permet de fournir des efforts allant jusqu’a 4700 N avec une amplitude
maximale de 5 cm créte a créte. Le contrdle des déplacements du pot est réalisé grace a un
accélérométre placé au niveau du second palier (cf. Figure 111.3).

Les mesures sont réalisées a partir de capteurs de déplacement sans contact a courant de
Foucault (2 capteurs disposés orthogonalement par plan de mesure). Le premier plan de
mesure est situé au milieu de I’arbre et est utilisé pour connaitre la déformation maximale
dans les directions xs et zs (cf. Figure 111.6). Le deuxieme plan de mesure est placé entre le
disque et le second palier (cf. Figure I11.3), il est utilisé pour détecter le second mode de
vibration du rotor.

Figure 111.6 : Détails du rotor : 1° plan de mesure

L’ acquisition et le stockage des données sont réalisés a I’aide d’un analyseur de signal a 4
voies (cf. Figure 111.7). Les données stockées sont post-traitées avec un logiciel spécifique.

a) Plans de mesure et cablage b) Analyseur 4 voies et oscilloscope

Figure 111.7 : Systéme d’acquisition
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111.2. Modéle numérigue

Le modele numérique utilisé pour prévoir le comportement du rotor embarqué et comparer
les résultats expérimentaux aux simulations est un modeéle de type éléments finis (cf. Chapitre
1.4). L’arbre de longueur L, et de rayon R; est composé de 9 nceuds régulierement répartis. Le
disque a un rayon intérieur Ry et un rayon extérieur R, pour une épaisseur h. 1l est placé sur le
nceud 7 afin d’avoir une distance |; = 3*L1/4. Les nceuds 1 et 9 sont reliés au support par des
paliers caractérises par leurs raideurs et leur amortissements.

Figure 111.8 : Schéma du modéle numérique

111.3. Recalage du modele

Le but des essais est de comparer les résultats expéerimentaux avec les prévisions effectuées
a I’aide d’une simulation numérique. Pour cela, il est nécessaire de calibrer le modeéle, c’est a
dire de recaler les différentes caractéristiques du rotor : masses de I’arbre et du disque,
raideurs de I’arbre et des paliers, amortissement de I’ensemble, valeur du balourd.

Le recalage des masses et raideurs du systeme se fait a I’aide d’une comparaison des
diagrammes de Campbell obtenues expérimentalement et numériquement. Le recalage de
I’amortissement du systéme est réalisé a partir d’une étude de la réponse a un choc.

I11.3.a.Equilibrage du rotor

Le premier essai effectué est un équilibrage du rotor. Le mode opératoire est basé sur
Mahfoudh [27] et Alauze [1]. Le but est de minimiser le balourd de I’ensemble a I’aide d’un
« contre-balourd » placé a la périphérie du disque. L’objectif de cette opération est d’avoir la
possibilité de passer la premiére fréquence de résonance du rotor sans risquer de
I’endommager. Le « contre-balourd » est trouvé égal a 1.35 gramme. Il reste toutefois un
balourd résiduel mais celui-ci est trés faible et les vibrations au passage de la premiere
fréquence de résonance restent inférieures au demi-millimetre, ce qui est largement acceptable
pour le modele expérimental défini. Néanmoins, une déformation constante de I’arbre est
observée. Le centre de I’arbre est ainsi excentré d’environ 4.10” métre en son milieu. Afin de
s’affranchir de ce phénomeéne, le balourd est recalé dans le modele numérique selon la vitesse
de rotation de I’arbre.
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111.3.b.Recalage en fréquence : diagrammes de Campbell

Mode opératoire :

Pour obtenir le diagramme de Campbell expérimental du systéme, la vitesse du rotor est
fixée et I’arbre du rotor est excité a I’aide d’un marteau de choc. La déformée de I’arbre est
alors enregistrée a I’aide des capteurs de déplacement sans contact a courant de Foucault. La
fonction de transfert du signal obtenu est visualisée grace a I’analyseur de signal. Les
fréquences de résonance des deux premiers modes peuvent ainsi étre relevées. Cette
manipulation est répétée pour différentes vitesses de rotation du rotor (de 0 a 3600 tr/mn tous
les 300 tr/mn) dans le but de tracer le diagramme de Campbell.

Afin vérifier les dimensions du modele, le support est tout d’abord fixé sur un socle
indéformable. Les paliers peuvent alors étre considérés comme infiniment rigides. Une fois
les dimensions du systeme confirmées, le support est fixé au pot, et les raideurs des paliers
sont recalées sur le systeme complet rotor/support/pot d’excitation.

Résultats :

La figure 111.9 représente le diagramme de Campbell du rotor dont le support est fixé sur
un socle. Les deux premiers modes sont représentés.

180 . . . . . —
o Expérimental

160 | . — Numérique

140 . -

120

|

100 .

80

Fréquence (Hz)

B0 .

40
—

l

2':' | | | | | | |
a 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

vitesse de ratation (tr/min)

Figure 111.9 : Diagramme de Campbell du rotor avec le support fixe (2 premiers modes)
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Les caractéristiques du rotor pour la simulation numérique sont les suivantes :

E =2,05.10" Pa
p =7800kg/m
L =04m

R; =0.005m
R,=0.01m

h =0.01m

|1 =0.3m

Les valeurs choisies sont les valeurs théoriques du dispositif expérimental (les trous du
disque sont négligés). Le recalage a uniquement été effectue sur la valeur du module d’Young
de I’acier. La valeur E = 2,05.10™ Pa, déterminée aprés recalage, est dans la fourchette pour le
module d”Young d’un acier.

Il est & noter qu’au-dela d’une certaine vitesse de rotation de I’arbre, le deuxiéme mode est
trop amorti pour pouvoir relever les frequences de résonance équivalentes. Le recalage est
donc effectué prioritairement sur le mode 1. Afin d’avoir une meilleure précision dans la
comparaison, un zoom est réalisé sur le mode 1 (cf. Figure 111.10). La corrélation entre les
résultats expérimentaux et les prévisions numériques est excellente (erreur < 5%).

50 T T | | T

o Expérimental
— Numérique

45

40

35

Fréguence (Hz)
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25 .

20

1 1 1 | | 1 1
a 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
vitesse de ratation (tr/min)

Figure 111.10 : Diagramme de Campbell du rotor avec le support fixe (zoom sur le mode 1)

Le support est fixé sur le pot d’excitation. Le mode opératoire est le méme que
précedemment. Etant donnée la relative souplesse du montage, les paliers ne peuvent plus étre
considéres comme infiniment rigides. De plus, la géométrie du support entraine une
dissymétrie dans les raideurs des paliers.
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Apreés recalage, les raideurs des paliers sont les suivantes (cf. (1.95)) :

Ky = 2,1.10° N/m
k,, = 1,2.10° N/m
kxz = kzx = 0 N/m

La dissymétrie engendrée par le montage est bien visible (cf. Figure I11.11) : il existe 2
fréquences de résonance pour le mode 1 méme lorsque le rotor est a I’arrét. Le recalage
effectué sur les raideurs de palier permet d’avoir une trés bonne corrélation entre résultats
expérimentaux et prévisions numeériques.
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Figure 111.11 : Diagramme de Campbell du rotor avec le support fixé au pot d’excitation

(mode 1)

Il est a noter que le modele simple développé a I’aide de la méthode de Rayleigh-Ritz ne
peut étre utilisé pour modéliser ce systeme. En effet, celui-ci considére un rotor dont les
paliers sont infiniment rigides, ce qui n’est pas le cas ici.
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I11.3.c. Recalage amortissement : étude de la réponse a un choc

Mode opératoire :

Le but de cette étude est de trouver les amortissements equivalents a appliquer aux paliers
du modele numérique afin d’avoir un comportement comparable a celui du dispositif
expérimental. Pour cela, un « choc angulaire » est appliqué a I’aide du pot d’excitation sur le
support du rotor. La consigne en déplacement appliquée au pot d’excitation est un créneau de
0.5 seconde et d’amplitude 0.01 m. Il s’agit donc en réalité d’un double choc puisque la force
engendrée dépend de la vitesse et de I’accélération angulaire. L’inertie du systéme amortit de
fagon importante le déplacement du pot d’excitation et la rotation imposée ne ressemble plus
a un créneau (cf. Figure 111.12). Néanmoins, les chocs en vitesse et en accélération angulaires
sont bien observés (cf. Figure 111.13).

20 T T T T T T T T T

deplacement angulaire (rad)
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Figure 111.12 : Déplacement anqulaire imposé au support
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Figure 111.13 : Vitesse et accélération angulaires équivalentes
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Aprés avoir ajusté le balourd du modele numérique, le recalage pour I’'amplitude du
déplacement maximum imposé est réalisé en comparant la proportion entre I’amplitude de la
déformée de I’arbre avant (lorsque le rotor n’est soumis qu’au balourd) et aprés le choc.
L’amplitude angulaire maximale ainsi déterminée est : amax = 0.015 rad.

Cette étude expérimentale est réalisée pour différentes vitesses de rotation de I’arbre en
vue de constater si I’amortissement du systéme dépend de Q.

Résultats :

Pour Q =600 tr/mn :

¥ 10 %107
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a) Modele expérimental
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b) Modéle numérique

Figure 111.14 : Comparaison expérimental/numérigue sur un choc (£ = 600 tr/mn)
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Apres recalage, I’amortissement équivalent au niveau des paliers est déterminé pour le
modele numérique (cf. (1.95)):

Cyx = Czz = 1500 N/m/s
Cyz = Cx = 0 N/m/s

La figure 111.14 montre la comparaison entre les résultats expérimentaux et les prévisions
numériques pour le choc défini précédemment. Les oscillations périodiques avant le choc
traduisent I’effet du balourd. Elles vibrent a la fréquence de rotation de I’arbre : 10Hz. Lors
du choc, le rotor se met a osciller a sa premiére fréquence de résonance : ~33Hz. Le choc est
pratiquement totalement amorti au bout d’une demi-seconde. L’amortissement imposé au
niveau des paliers permet d’obtenir une bonne prédiction du comportement du rotor soumis a
un choc.

Pour Q = 3600 tr/mn :
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b) Modéle numérique

Figure 111.15 : Comparaison expérimental/numérigue sur un choc (£ = 3600 tr/mn)
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Pour cette vitesse de rotation du rotor, le recalage de I’amortissement équivalent au niveau
des paliers pour le modéle numérique est :

Cyx = Czz = 250 N/m/s
Cyz = Cx = 0 N/m/s

La figure 111.15 montre la comparaison entre les résultats expérimentaux et les prévisions
numériques pour le méme choc. Les oscillations dues au balourd peuvent encore étre
observeées, cette fois a une fréquence de 60 Hz. Il faut noter la forme de la déformation dans la
direction x, en particulier pour le modele expérimental : la forme de la vitesse angulaire
imposée au support est retrouvée. Comme il a été vu dans le chapitre 11.3.c, lorsqu’une
rotation est imposée dans une direction donnée, la déformation dans cette direction est excitée
proportionnellement a I’accélération angulaire alors que la déformation dans la direction
perpendiculaire au mouvement imposé est excitée proportionnellement a la vitesse angulaire.
Ceci peut étre vérifié a I’aide de cette étude expérimentale.

La prévision numérique est encore trés proche des résultats expérimentaux mais la valeur
de I’amortissement trouvé n’est pas la méme pour les deux valeurs de Q. L’amortissement du
systéeme dépend donc de la vitesse de rotation de I’arbre. Aprés diverses simulations, il a été
déterminé que I’amortissement est inversement proportionnel a la vitesse de rotation Q de
I’arbre entre 600 tr/mn et 3600 tr/mn. Lalanne [25] explique ce phénomeéne en considérant
I’expression de I’énergie de dissipation au cours d’un cycle lors d’un mouvement
harmonique :

E=ncQX? (3.1)

ou X est I'amplitude de déplacement, 2 sa fréquence et ¢ I’amortissement visqueux
équivalent. Il a été également observé que pour la plupart des systémes réels, I’amortissement
n’est pas un amortissement visqueux mais un amortissement structural. Et dans ce cas,
I’énergie dissipée au cours d’un cycle a la forme suivante :

E=aX? (3.2)

ou a est une constante de proportionnalité. L’amortissement visqueux ¢ équivalent s’écrit
alors :

a

C=—-o
TQ

(3.3)

Pour la suite, les observations sont toutes effectuees une fois le régime permanent atteint
(quand le régime transitoire a entierement €té amorti). L’amortissement n’a donc pas besoin
d’étre connu de maniere trés précise. La formule utilisée pour I’amortissement visqueux
équivalent est la suivante :

. 15000
- Q(Hz)

(3.4)

Le modéle numérique étant recalé sur le modéle expérimental, des études sont effectuées
sur le mouvement de rotation sinusoidale.
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111.4. Etude d’une rotation sinusoidale

Dans ce chapitre, le mouvement plus spécifique de rotation sinusoidale est étudié a I’aide
du dispositif expérimental et du modele numérique. La premiere étude est une comparaison,
entre expérimental et numérique, des amplitudes de déformation de I’arbre en fonction de
I’amplitude de la rotation sinusoidale du support du rotor. Des observations sont faites sur
certaines orbites particulieres engendrées par ce type de mouvement. Une étude est effectuée
afin de mettre en évidence les zones d’instabilité trouvées dans le chapitre 11.4.

I11.4.a. Comparaison amplitude

Mode opératoire :

Afin d’étudier les amplitudes des déformées lorsque le support est soumis a une rotation
sinusoidale, la vitesse de rotation Q de I’arbre et la fréquence d’excitation o sont fixées alors
que I’amplitude de I’excitation varie. Le contr6le de I’amplitude de I’excitation est réalisé a
I’aide de I’accéléromeétre place au niveau du deuxieme palier. L’amplitude du déplacement du
pot d’excitation est calculée en divisant I’accélération maximale ainsi obtenue par le carré de
la fréquence d’excitation. Il est alors possible de calculer I’amplitude du déplacement
angulaire appliqué au support. L’expression de I’'amplitude du déplacement angulaire en
fonction de I’amplitude de I’accélération relevée sur le deuxiéme palier est alors :

X max

tan (OL max ) = L = mrgali (3.5)

OU amax est I’amplitude de I’accélération relevée par I’accélérometre, Xmax le déplacement
équivalent, et amax I’amplitude du déplacement angulaire correspondant, L étant la longueur
de I’arbre.

En vue de comparer expérimental et numérique, le mouvement imposé au support dans le
modéle numérique a alors la forme (1.5) :

Ol = Ol SIN(@L) (3.6)

Résultats :

Les essais sont réalisés pour des fréquences d’excitation » de 23 Hz, c’est a dire juste
avant la premiere fréquence de résonance, et de 93 Hz, c’est a dire bien au-dela de la premiére
fréquence de résonance. Ces valeurs ont été prises les plus quelconques possibles afin d’éviter
les phénomeénes de composition de fréquences présentés dans le chapitre suivant. Pour ces
deux valeurs de fréquence d’excitation, les simulations sont effectuées pour des vitesses de
rotation de I’arbre, allant de 600 tr/mn & 3600 tr/mn, réguliérement réparties.

Pour o = 23 Hz, I’amplitude d’excitation varie de 0 & 2 g avec un pas de 0.25 g.
Pour ® = 93 Hz, I’amplitude d’excitation varie de 0 & 5 g avec un pas de 0.5 g.
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Figure 111.16 : Recalage amplitude pour une fréguence d’excitation o = 23 Hz

La figure 111.16 montre I’influence de I’amplitude de I’accélération appliquée au support
sur les déplacements maximums de I’arbre dans les deux directions pour une fréquence
d’excitation de 23 Hz. La corrélation entre les résultats expérimentaux (représenté par des *)
et numériques est trés bonne pour la direction xs (u), par contre dans la direction zs (w), il est
a noter un écart allant de 20% a 30%. Le comportement d’ensemble est toutefois trés similaire
dans les deux cas : le déplacement maximum est proportionnel a I’amplitude de I’accélération
imposée, et le couplage est plus important dans la direction xs, ce qui est logique puisque le
déplacement imposé est perpendiculaire a cette direction. Les déplacements maximaux
augmentent dans les deux directions lorsque la vitesse de rotation de I’arbre Q augmente. Cela
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est d0 au fait que lorsque Q augmente, les deux fréquences de résonance du premier mode
s’écartent (cf. diagramme de Campbell figure 111.11).

La figure 111.17 montre le déplacement maximum obtenu par simulation numérique pour
un balayage de la fréquence d’excitation o de 10 Hz a 50 Hz, pour une amplitude d’excitation
de 2 g et pour différentes vitesses de rotation Q de I’arbre.

-3

%10
5 T T T T T T T
- 1200 tr/mn
45 —— 2400 tr/mn [T
— 3600 tr/mn

deplacernent (m)

a
10 15 20 25 30 35 40 45 50
fréguence (Hz)

Figure 111.17 : Balayage de la fréquence d’excitation w entre 10 Hz et 50 Hz

Il faut constater que la fréquence d’excitation m = 23 Hz se trouve au début du premier pic
de résonance. Et plus la vitesse de rotation Q de I’arbre augmente, plus ce premier pic va étre
proche de 23 Hz et plus la réponse en déplacement a cette fréquence va étre importante. D’ou
les comportements observés précédemment dans les deux directions. La proximité de ce
premier pic de résonance peut également expliquer les 20% a 30% d’écart observes dans la
direction zs: en effet, si le recalage n’est pas parfait, les pics peuvent étre décalés de 2% ou
3% ce qui peut entrainer un décalage beaucoup plus important sur la réponse en amplitude du
déplacement de I’arbre.

Un autre phénomene intéressant peut étre observé sur la figure 111.17 : quand la vitesse de
rotation QQ de I’arbre est faible, la premiére fréquence de résonance du mode 1 n’apparait
presque pas. Cela s’explique par le fait que le premier pic a pour direction privilégiée Xs et le
deuxiéme pic zs. Ainsi, comme I’excitation est dans la direction zs, le couplage étant peu
important pour des vitesses de rotation Q faibles, le premier pic n’apparait que trés peu.

En revanche, quand la vitesse de rotation Q de I’arbre est importante, la premiere
fréquence est prépondérante par rapport a la deuxiéme. Les deux pics ont pratiquement la
méme hauteur pour une vitesse de rotation Q égale a 2400 tr/mn.
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Figure 111.18 : Recalage amplitude pour une fréguence d’excitation w = 93 Hz

Les résultats sont plus désordonnés et les observations réalisées pour la fréquence
d’excitation @ = 23 Hz ne sont plus Vérifiées : le déplacement n’augmente pas toujours avec
la vitesse de rotation Q de I’arbre, et le couplage n’est pas forcément prépondérant pour u. Par
exemple, les courbes obtenues dans les deux directions pour Q = 3600 tr/mn sont en dessous
de celles obtenues pour Q = 1800 tr/mn. Un seul phénoméne observé a o = 23 Hz se retrouve
ici . il s’agit de la proportionnalité entre I’amplitude d’accélération imposée et les
déplacements maximaux dans les deux directions.

Si I’ordre de grandeur est équivalent pour les résultats expérimentaux et les simulations
numériques, il n’y a pas une tres bonne corrélation sur I’ordre des différentes courbes en

90



PARTIE 11l :Application a un systéme réel

fonction de la vitesse de rotation QQ de I’arbre. Afin d’expliquer ces différences, comme
précédemment, un balayage de la fréquence d’excitation » de 50 Hz a 120 Hz est effectué a
I’aide du modéle numérique. Ce balayage est effectué avec une amplitude de 5 g et pour
différentes vitesses de rotation Q de I’arbre. La figure 111.19 montre les résultats de cette
simulation.

%10
35 T T T T T T
. ---- 1200 tr/mn
3 —— 2400 tr/mn
— 3600tr/mn ]

deplacernent (m)

D | |
50 60 70 a0 a0 100 110 120
fréguence (Hz)

Figure 111.19 : Balayage de la fréquence d’excitation w entre 50 Hz et 120 Hz

Sur cette figure, la fin du deuxieme pic du premier mode de résonance du rotor peut
s’observer pour les fréquences d’excitation faibles. Le pic qui apparait tout d’abord trés
amorti pour de faibles vitesses de rotation Q2 de I’arbre, puis trés nettement pour QQ = 3600
tr/mn, est d0 a la premiere fréquence de résonance du deuxiéme mode du rotor (cf. diagramme
de Campbell figure 111.9). Le rotor est donc cette fois excité sur ses deux premiers modes.

Pour la fréquence d’excitation @ = 93 Hz, il est a noter que la courbe pour = 3600 tr/mn
se trouve en-dessous de celle pour Q = 2400 tr/mn, qui elle-méme se trouve en dessous de
celle pour Q = 1200 tr/mn. Cela explique les résultats obtenus par simulation numérique. Les
différences entre les résultats expérimentaux et numériques sont dues au fait que le recalage a
été prioritairement réalisé sur le premier mode. Il existe donc un léger décalage pour le
deuxiéme mode, qui peut suffire a changer le comportement du rotor selon sa vitesse de
rotation, et méme changer I’ordre des courbes dans la figure 111.18 : par exemple, si les
courbes de la figure 111.19 sont décalées de 5 Hz sur la droite, celle pour Q = 3600 tr/mn est
toujours en dessous des deux autres, mais la courbe pour Q = 2400 tr/mn est cette fois au
dessus de celle pour = 1200 tr/mn.
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I11.4.b.Orbites particulieres

Il s’agit ici d’observer et de comparer les orbites obtenues avec le dispositif expérimental
et celles obtenues par simulations numériques pour certaines valeurs particulieres de
fréquences d’excitation. Dans toute cette étude, les figures présentées montrent le
déplacement horizontal du centre de I’arbre en fonction de son déplacement vertical, et pour
chaque figure, les résultats expérimentaux et numériques sont présentés.

Le rotor est soumis a une excitation sinusoidale par son balourd et une excitation
sinusoidale de fréquence différente par le pot d’excitation. La déformation de I’arbre est donc
la superposition de deux sinus de fréquences différentes, avec un déphasage. Cela entraine,
lorsque les deux fréquences sont quelconques I’une par rapport a I’autre, un décalage et un
déphasage a chaque rotation rendant trés difficile I’observation de ces orbites.

La figure 111.20 montre un exemple d’orbite obtenue lorsque la vitesse de I’arbre Q
(exprimee en Hertz) et la fréquence du mouvement d’ensemble du rotor ® sont quelconques
I’un par rapport a I’autre. Les valeurs numériques sont : Q = 40 Hz, et ® = 55Hz. A noter la
forme en tore qui donne I’impression d’une figure en trois dimensions.

w10 w10

E 9 § E g = §
= = %
OO
%
1 L 1 L
1 0 1 -1 0 1
u (m) w10t u(m) w1
a) Expérimental b) Numérique

Figure 111.20 : Exemple d’orbite obtenue lorsque Q2 et w sont guelcongues

Pour certaines valeurs particuliéres de Q et o, les orbites obtenues sont plus « fixes », car
le déphasage s’annule au bout d’un trés petit nombre de périodes, permettant ainsi une
observation plus facile des phénomenes.

C’est le cas par exemple lorsque o est un multiple de Q. Dans ce cas, le déephasage créé par
la difféerence de fréquence des deux sinus s’annule a chaque période de Q. Les figures
suivantes (cf. Figures I11.21 a I11.24) montrent les orbites obtenues lorsque I’arbre tourne a
une vitesse Q = 20 Hz, et que le support est excité a une fréquence » = n Q, avec n = 2,3,4,5.
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Figure 111.23 : Orbites obtenues pour 2 =20 Hz et w = 80 Hz
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Figure 111.21 : Orbites obtenues pour ©2=20 Hz et ® = 40 Hz
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Figure 111.22 : Orbites obtenues pour ©2=20 Hz et ® = 60 Hz
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Figure 111.24 : Orbites obtenues pour ©2=20 Hz et w = 100 Hz

Ces résultats sont tout d’abord obtenus & I’aide du dispositif expérimental puis les
simulations numériques sont effectuées pour les mémes fréquences, en recalant I’amplitude
d’accélération imposée tout d’abord a I’aide de I’étude effectuée dans le chapitre précédent,
puis en observant I’amplitude de déplacement obtenue afin d’avoir une meilleure précision.
Pour avoir une figure ayant précisément la méme forme, le déphasage doit également étre
ajusté. Il a en général été choisi de maniere a obtenir une orbite présentant une certaine
symétrie.

Suite a ces différents réglages, les résultats obtenus sont tres satisfaisants, avec une trés
grande ressemblance entre les simulations numeriques et les résultats obtenus a I’aide du
dispositif expérimental.

Le méme phénomene se produit pour d’autres rapports de fréquence. En fait, a chaque fois
que la fréguence d’excitation o peut s’écrire sous la forme :

0o=—0Q (3.7)

ou ‘a’ et ‘b’ sont des entiers. Dans ces cas I3, la fréquence Q parcourt ‘b’ périodes pendant
que la fréquence o parcourt ‘a’ périodes et le déphasage s’annule au bout d’une période de

Q . . . .
5 A noter que plus *b’ est grand plus la figure obtenue est compliquée et moins I’orbite peut

étre qualifiée de fixe. A ce titre, I’orbite présentée figure 111.20 ne peut par exemple plus étre
réellement considérée comme fixe méme s’il est possible d’écrire :

w:EQ
8

Les figures suivantes (cf. Figures 111.25 a 111.27) représentent les orbites du rotor pour une

vitesse de rotation de I’arbre Q = 40 Hz, et pour des fréquences d’excitation du support ® = n
Q, avec n = 1/2,2/3,3/4.

94



PARTIE 11l :Application a un systéme réel

w (m)

w (m)

w (m)

u (m)
a) Expérimental

® 107

kS

w (m)

w10

0 1
u (m) 10
b) Numérique

kS

Figure 111.25 : Orbites obtenues pour 2 =40 Hz et w = 20 Hz
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Figure 111.26 : Orbites obtenues pour 2 =40 Hz et w = 26.67 Hz
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Figure 111.27 : Orbites obtenues pour 2 =40 Hz et w = 30 Hz
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La corrélation entre les résultats obtenus par expérimentation et ceux obtenus par
simulation est encore trés bonne. Comme prévu, plus le dénominateur b est grand, plus la
figure obtenue est compliquée. L’ajustement des déphasages de la simulation numérique
permet d’obtenir exactement les mémes formes d’orbites que pour les essais expérimentaux.

Il peut également étre intéressant d’observer les orbites obtenues lorsque le rotor est proche
de ses fréquences de résonance. Les figures 111.28 et 111.29 montrent les orbites obtenues a la
résonance pour une vitesse de rotation de I’arbre QQ = 20 Hz. Les orbites obtenues sont fixes
car les fréquences de résonance a cette vitesse se confondent avec des rapports de Q et o.

. N . . o 3 .
Ainsi pour la premiere fréquence de résonance : e et pour la seconde fréquence de

, o b5
résonance ; — =—.
Q 3

Les comparaisons entre simulations numeriques et résultats expérimentaux montrent
encore une fois la bonne qualité de la modélisation effectuée a I’aide des éléments finis.
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Figure 111.28 : Orbites obtenues pour €2 =20 Hz et » = 30 Hz (=m11)
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Figure 111.29 : Orbites obtenues pour £ =20 Hz et @ = 33.3 Hz (~w12)

96



PARTIE 11l :Application a un systéme réel

w (m)

w (m)

w10

5 5><1D

4 1 4 4
3 1 3 4

at 1 E ol i
=

1F 1 RS 4

2r b a2tk 4

3 b 3 4

4 B 4 -
75 1 1 1 1 1 1 1 1 1 _5

5 4 3 2 1 u 1 2 4 5 £ 4 3 2 4 ] 1 2 a4 5

u (m) o1 u (m) o1t

a) Expérimental b) Numérique

Figure 111.30 : Orbites obtenues pour €2 =40 Hz et » = 28 Hz (~m11)
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Figure 111.31 : Orbites obtenues pour €2 =40 Hz et w = 34 Hz (=~w1,)

Les figures 111.30 et 111.31 montrent les orbites obtenues a la résonance pour une vitesse de

rotation de I’arbre Q = 40 Hz. Cette fois, les orbites ne sont plus fixes car le dénominateur
entier du rapport des fréquences est plus grand, en particulier sur la deuxieme fréquence de
résonance. Toutefois, les resultats numériques et expérimentaux sont encore une fois en
accord.
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I11.4.c. Observation des instabilités

Le but de ce chapitre est de mettre en évidence les instabilités trouvées a I’aide de la
méthode des échelles multiples sur le modéle simple dans le chapitre I1.4. Les zones
d’instabilité déterminées dans ce chapitre sont trés fines pour des accélérations imposées au
support relativement importantes, et le phénomene d’augmentation exponentielle propre aux
systémes instables n’apparait que pour des déformées de I’arbre non réalistes. La volonté de
ne pas détruire le dispositif expérimental et la présence d’un amortissement structural dans le
systeme empéchent donc d’obtenir expérimentalement les zones d’instabilité. Toutefois, un
décalage vers la gauche doit pouvoir s’observer sur les fréquences d’excitation pour lesquelles
la déformation va étre maximale lorsque I’amplitude du déplacement angulaire imposé
augmente.

Mode opératoire :

Afin d’observer ce décalage des fréquences de résonance du systéeme, des balayages de la
fréquence du mouvement imposé au support sont effectués pour différentes amplitudes
d’accélération. L’amplitude de I’accélération est relevée a I’aide de I’accélérométre posé sur
le deuxiéme palier du rotor. La valeur maximale imposée est de 0.75 g pour ne pas
endommager le systéme. Le balayage est réalisé autour des fréquences de résonance du rotor,
lentement et le plus finement possible pour distinguer les éventuels decalages. Les fréquences
d’excitation sont relevées pour les maximums de déformation de I’arbre dans les deux
directions. Ce mode opératoire est répété pour différentes valeurs de la vitesse de rotation Q
de I’arbre.

Résultats :

Les figures suivantes montrent les résultats obtenus pour des vitesses de rotation de I’arbre
de 1200 tr/mn, 2400 tr/mn et 3600 tr/mn.
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Figure 111.32 : Influence de I’amplitude d’accélération sur la fréguence de résonance pour
0 =1200 tr/mn
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Figure 111.33 : Influence de I’amplitude d’accélération sur la fréguence de résonance
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Figure 111.34 : Influence de I’amplitude d’accélération sur la fréguence de résonance pour
0= 3600 tr/mn

Les points rouges représentent les fréquences du mouvement imposé au support pour
lesquelles la déformée est maximale dans la direction xs et les points bleus représentent les
fréquences pour lesquelles la déformée est maximale dans la direction zs. Il est a noter que
plus la vitesse de rotation de I’arbre augmente, plus ces fréquences se rapprochent.

La premiére remarque qui peut étre faite sur cette étude est que la zone d’instabilité qui
avait été trouvée autour de la fréquence d’excitation o = (w1 + ®,)/2 n’apparait pas ici. Elle
est complétement absorbée par I’amortissement du systéeme. Par contre, pour les fréquences
;1 et my, un decalage trés net de la fréquence pour laquelle I’amplitude de déformation est
maximale peut s’observer lorsque I’amplitude de I’accélération augmente. Toutefois, ce
décalage se produit pour des accélérations beaucoup plus faibles que ce qui était attendu. En
effet, les prédictions faites a I’aide de la methode des échelles multiples prévoyaient
I’observation d’un décalage significatif a partir d’une centaine de g. Il semble donc que le
phénomeéne soit sous-estimé.
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Conclusion

Le dispositif expérimental développé permet d’étudier le comportement du rotor lorsque
son support est soumis a une seule rotation. Le modéle éléments finis utilisé pour comparer
résultats théoriques et expérimentaux permet un recalage fin: une fois les dimensions du
modele Vérifiées, le réglage des raideurs de palier permet un bon recalage du diagramme de
Campbell et donc des fréquences de résonance du systeme. L’ajout de coefficients
d’amortissement au niveau des paliers permet de bien modéliser I’amortissement structural du
systeme réel. Les comparaisons sur les essais de chocs sont tres concluantes.

Une fois ce recalage effectué, des études des phénomeénes plus spécifiques apparaissant
lorsque le support du rotor est soumis a une rotation sinusoidale peuvent étre menées. Les
comparaisons entre les résultats expérimentaux et les prévisions numériques sur les
amplitudes de déformation obtenues pour ce type de mouvement donnent de bons résultats
lorsque la fréquence d’excitation est faible. Par contre, lorsque la fréquence d’excitation
augmente et va exciter le deuxiéme mode, les résultats sont moins bons, méme si les ordres de
grandeur restent corrects. L’étude des orbites particuliéeres obtenues pour ce type de
mouvement du support prouve que, d’un point de vue qualitatif, le modéle numérique est tres
proche de la réalité. Les instabilités mises en évidence a I’aide de la méthode des échelles
multiples ne peuvent pas étre directement observées a cause de I’amortissement du systéme
réel. Toutefois, une diminution des fréquences de résonance est observée lorsque I’amplitude
du mouvement imposé au support augmente. Cette diminution est plus prononcée que ne
I’avait prévu la méthode des échelles multiples.
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CONCLUSION GENERALE ET
PERSPECTIVES

Les calculs des différentes énergies et travaux virtuels des différents éléments d’un rotor
dont le support est soumis a un mouvement quelconque ont été développés pour la premiére
fois en tenant compte des possibles asymétries de I’arbre ou des disques. Cela a permis de
définir les équations du mouvement pour deux modeles permettant de simuler le
comportement en flexion des rotors embarqués :

Le premier modele est un modele simple obtenu a I’aide de la méthode de Rayleigh-
Ritz. Il est utilisé pour mettre en évidence des phénomenes de base intervenant pour ce
type de systemes en raison de sa simplicité : seulement deux équations du mouvement.
Les résolutions pas-a-pas sont donc trés rapides et certains mouvements basiques
peuvent étre résolus analytiqguement. Les inconvénients de ce modéle sont qu’il ne
permet d’étudier qu’un mode a la fois et que I’imprécision est importante lorsque la
déformée du mode est mal connue. De plus, il considere les paliers comme infiniment
rigides.

Le deuxiéeme modele présenté a été développé a I’aide de la méthode des éléments
finis. 1l est utilisé pour modéliser les systémes reels car il est plus précis et permet
d’étudier I’ensemble des modes de vibration du rotor. Il est également modulaire car
chaque élément du rotor possede ses propres caractéristiques. Des éléments peuvent
donc étre ajoutés ou enlevés au gré de I’utilisateur qui peut également ajouter des
raideurs, des amortissements ou des forces extérieures en chaque nceud. Le
désavantage évident de cette méthode est que les calculs sont plus « lourds », méme si
les modeles éléments finis appliqués a la dynamique des rotors sont en général de petite
taille : jusqu’a une centaine de degrés de liberté.

Le modele simple développé a I’aide de la méthode de Rayleigh-Ritz a permis d’étudier
plusieurs phénomenes se produisant lors des mouvements de base : translation accelérée,
translation sinusoidale, rotation constante, accélérée et rotation sinusoidale. Certains des
phénomenes mis en évidence peuvent sembler relativement intuitifs, d’autres moins :

La translation constamment accélérée du support a une influence uniquement dans la
direction de déplacement.

Pour une translation sinusoidale du support, le déplacement maximal dans la direction
du mouvement est constant quelle que soit la vitesse de rotation du rotor, et le
déplacement maximal dans la direction perpendiculaire est proportionnel a cette vitesse
de rotation.

Pour une rotation constante du support, les forces géneéralisées statiques engendrées par
le mouvement sont prépondérantes par rapport aux termes ajoutés dans la matrice de
raideur dus au mouvement.
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- Pour une rotation simple du support, I’accélération angulaire n’a d’influence que dans la
direction perpendiculaire a I’axe de rotation. Si le centre de rotation est situé sur I’axe
du rotor, la vitesse de rotation du support n’a d’influence que dans la direction de I’axe
de rotation. Il existe dans ce cas une position du centre de rotation sur I’axe du rotor
pour laquelle I’accélération angulaire n’a plus aucune influence, dans les deux
directions. Une étude pourrait dans un futur proche étre réalisée a I’aide du dispositif
expérimental pour mettre en évidence ce phénomene.

- Pour la rotation sinusoidale, les termes paramétriques qui apparaissent dans la matrice
de raideur engendrent des instabilités qui ont été détectées a I’aide de la méthode des
échelles multiples. Cette méthode a encore démontré son efficacité dans I’étude des
instabilités en dynamique des rotors puisque les zones d’instabilité trouvees ont été
vérifiées a I’aide de simulations numériques. Par la suite, les autres mouvements
simples étudiés ayant tous des solutions analytiques, d’autres mouvements tels que des
compositions de translation et de rotation pourraient étre étudiés a I’aide de cette
methode.

Quelques-uns des phénomenes mis en évidence amenent a penser que certains termes
ajoutés dans les matrices de raideur et d’amortissement en raison des mouvements du support
n’ont que trés peu d’influence sur le comportement d’ensemble du rotor. Il serait intéressant
de réaliser une étude sur I’influence de ces différents termes afin de pouvoir simplifier les
modeles développés ici.

Un dispositif expérimental a été créé en vue de tester le modéle développé a I’aide de la
méthode des éléments finis. Le mouvement principalement étudié a été le mouvement de
rotation sinusoidale qui semblait le plus intéressant au vu des phénomeénes décris a I’aide du
modele simple. Le recalage des fréquences de résonance du systéme a permis de mettre en
évidence la relative flexibilité de I’ensemble support + pot d’excitation. Toutefois, la
souplesse du modele éléments finis développé a permis de compenser ce phénomene en
ajustant les raideurs de palier. L’étude d’un rotor embarqué sur un support flexible ne semble
donc pas une priorité. Le recalage de I’amortissement réalisé sur une étude de chocs
angulaires a montré que la modélisation obtenue était trés bonne en répartissant
I’amortissement structural sur les paliers.

Aprés le recalage, les comparaisons entre simulations numériques et résultats
experimentaux sur les amplitudes de déformation de I’arbre et sur les orbites particulieres
observées démontrent que le modele éléments finis proposé permet d’obtenir de trés bonnes
prédictions sur le comportement dynamique en flexion d’un rotor embarqué.

Le phénomeéne de décalage des fréquences de résonance vers la gauche lorsque I’amplitude
du mouvement augmente qui était pressenti suite a I’étude d’instabilité a été observé
expérimentalement de maniére beaucoup plus importante que ce qui avait été prévu. Des
études supplémentaires devraient étre effectuées dans cette direction afin de comprendre ce
phénomeéne.

L’étude de la dynamique des rotors embarqués sert beaucoup de nos jours pour I’analyse
des machines tournantes soumises a des séismes. C’est donc la direction dans laquelle devrait
s’orienter les prochaines recherches effectuées au laboratoire. Le modéle éléments finis ayant
prouvé sa fiabilité, I’application de méthodes spectrales sur celui-ci ne devrait pas poser de
problémes.
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ANNEXE 1

Calculs des fonctions ty, t,, ts, et t,

1. Calcul de t;(y.t)

t () =uc? +ve? +We? = (X+u+Bs (Z+w)-75 (Y +y)f

(AL1)
+(Y+§(S (X+u)-ag (Z+W))2 +(Z+W+c'xs (Y+y)-BS(X+u))2

t (y’t)=((X+Bs Z-7s Y)‘Ys )“F(U +Bs W))2 +((Y+Ys X-ag Z)+Ys(r U-adg W))Z

(A1.2)
+((Z+ds Y -Bs X)+ds y+(W-BS u))2

ty ()= (K +Bs Z-7s Y) +75" y2 + {0+ Bs W) -2 75 (X+Bs Z-75 Y)y-27 [0+ s w)y
+2(X+Bg Z-75 Y)(0+Bs W)+ (Y +7g X-6g Z) + (75 u-615 w)?
+2 (Y +7 X-61 Z)(75 U-6tg W)+ (Z+ g Y =B XJ + 6162 y? + (W-fg u)f
+26g(Z+6s Y-Bg X)y+2 éig (W-Ps u)y+2(Z+6s Y -Bs X)W -Bg u)
(A1.3)
D) = o’ + 757 |y? + 2o 2+ Wras Y -Bs (X+u))-§s (R u-15 Y +Bs (Z+w)]y
+(X+0+Bs (Z+wW)-7s Y)2 +(Y + 95 (X+u)-6g (Z+w)f +(Z+v‘v+ds Y-Bg (X+u)f
(AL.4)

Ou en classant les termes par ordre de grandeur :

t, (y,)= {(X+BS Z-75 Y + (Y +7g X616 Zf +(Z+61Y - B x)ZJ
2lr (X4 s 27 V) big (Z+ éig Y- s Xlly+ [0 + 762y
+2HS (u +Ps W)+d5 (\/’V-BS u)]y
+2|(X+ g Z-76 Y)(0+Bs W)+ (Y +75 X-cg Z)(75 U-ctg W)+ (Z+ 65 Y-Ps X)(W-Bg u

+ (u +Bs W)2 +(7g u-ég w)? +(W'BS u)2

(AL5)
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2. Calcul de ty(y.t)

t2 (y,t)= wxz +0)22
= ((dcs oSy +Pg Siny + é)coscb - ((('xs sin y — B cos \y)sin 0+ (75 + ) cos e)sin CD)2

+((ceg cosy +Pg siny +8)sin® +((6s siny —Bg cosy)sin 6+ (7 +1r)cos 6)cos @
(AL.6)

t, (y,t)= (('xs cosy + P siny + 9)2 + ((c'xs siny — B cos \p)sin 0+ (}s +)cos 9)2 (A1.7)

Les angles 0 et y et leurs dérivées sont des infiniment petits d’ordre 1. Les termes contenant
des infiniment petits d’ordre supérieur & 2 sont supprimés. Ainsi les sinus et cosinus sont
remplaces par leurs développement limités :

sin6:e+o(63)ze siny =~y
2 2 2 (A1.8)
cosezl—%+o(€)4)zl—% coswzl—\"7

t, (y,t)= (as (1—“’72}[33 v +9]2 +[(as v - By [1—"’{)}(%(% +) (1—%]}2@1.9)

\Ijz . . 2 . . \Ijz 62 92 2
tz(yi):(ds _ds7+l35 \I"“e] "{ds\Ve—ﬁse"'ﬁs?e"‘?s"'\i’—%_—\if —j

2 2
(A1.10)
En supprimant les infiniment petits d’ordre 3, il vient :
v o Y ) 02 ?
£ (y’t):{ds _ds7+Bs \If+9j J{ds YO—Ps 0+7s +‘V‘757J (A1.11)

4

t, (y,t):dsszdSZWTJstz w2407 —ag’y? + 26 B w+ 205 0—cig Bs w® — g y? 0
4

+2fs \IféersZ y? 6 +Bsz 6° +YSZ +? +§(52%—2d5 Bs w0’ +20657s v O

+2dsWe\if—d575W93—zBs s G—ZBS 9W+Bs Vs 93“‘275 \V—Ysz 92—3"5 ez\if
(AL.12)
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En ne gardant que les termes d’ordre 0, 1 et 2 :

t, (y,t):dserBSZ W2+92 _dsz\lf2+2ds Bs W+2dsé+265 \V9+Bsz 92+732 +\if2
+2065 75 WO-2PBsTs0-2PBs 0 +275 W —7s 07

(A1.13)
Soit
t, (y't): (dsz +732)+(92 +\i12)+ 0° (Bsz —Ysz)+ \IJZ(BSZ _dsz) (AL14)
+2]itg 6+ -+ P (w00 )+ o 6ts v~ 75 0) + s 7 6] |
Et en classant les termes par ordre de grandeur :
t, (Y1t): [dsz +752]+2[Bs (ds V—7s 9)“‘6‘3 9“‘1’3 ‘if]
: 2 (s 2. Y (A1.15)
+[(ﬁs 9+\If) +(Bs \|/+9) _(as V—Ys 9) ]
3. Calcul de t3(y.t)
ty (y,t)=0,” = (— (as sin y — B cos w)cos 0+ (s +)sin 6+ d))2 (A1.16)

En remplacant les sinus et cosinus par leurs développement limités et en prenant ® =Q :

2
2 2
ts (y,t)= Hds v —PBs ( "’TJJ@%J +(7s +u'f)e+QJ (A1.17)
2 2 p2 . 2p2 2
ts(y,t){—asw+Bs—Bs"’7+asw%—Bs%+Bs“’f +vse+¢e+sz] (AL18)

Aprés suppression des termes d’ordre 3 et 4 dans la parenthese et regroupement:

2 2 2
ta (y:t)= ((Bs + Q)+ (75 0~ s w){\if 0P ~Ps %D (A1.19)
2 22
tg(y,t)=(Bs+Q)2+(vse—asw)2+(we—Bs"’7—Bs%] +2(B5 + Q)75 0 -5 )
: vl . 02 w2 2
+2(Bs+Q)[\V9—Bsw7—ﬁs%J+2(Yse_ds‘lf)[\ife—ﬁsw?—ﬁs%}

(A1.20)
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En ne gardant que les termes d’ordre 0, 1 et 2 :

2
(Al1.21)

2 2
ts (y,t):(Bs"‘Q)z +(Ys 0—ds W)Z "‘Z(BS"‘Q)(YS 0—as W)+2(BS+Q)(W9—BSW7—BS & J

Soit
ty(y.t) = (s + Q-+ 75 0— s w) +(Bs +Q)[20 0 fis(y? + 02 (A1.22)

Et en classant les termes par ordre de grandeur :

ta(y,t) = (Bs +Q)2 + Z(Bs "‘Q)(}"s 0-as W)"‘(?s 0-as \I’)z +(Bs +Q)[2\if e—Bs(\Vz +92):
(A1.23)

4. Calcul de ty(y.t)

t, (y!t): wxz _C‘)zz

= ((('xs cosy + g siny + 9)003 @ - ((('xs sin y — B cos w)sin 0+ (75 + \r)cos e)sin (1))2
—((cts cosy + g siny +6)sind+((6g siny —Bg cosy)sin @+ (75 +1s)cos 0)cos @)’
(A1.24)
t, (y,t)= —4(dcS cosy + B siny + 9)((% sin y — B cos \p)sin 0+ (}s +)cos e)sinCI)cosd)
+ (as cosy + P siny +('9)2 +((('x5 sin y — B cos w)sin 0+ (75 +r)cos 9)2 (cos2 ® —sin? CD)
(A1.25)
t, (y,t)= —4(c'>cS cosy + P siny + (9)((@S siny — B cos \y)sin 0+ (75 +r)cos e)sin 20
+(ch cosy + g siny +é)2 +((('x5 siny — B cos w)sin 0+ (fs +r)cos 6)2 cos 2

(A1.26)
Comme la vitesse angulaire @ est constante, on pose ® = Q' :

t, (y,t):—4(d3 cos y + fis sin\|1+é)((as sin y — g cosx|1)sin€)+(§(S +\|'f)cose)sin 20t

+(('xs cosy +f sin \|f+é)2 +((as sin y — B cos \u)sin 0+ (}5 +r)cos 6)2 cos2Qt
(A1.27)
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En remplacant les sinus et cosinus par leurs développements limités:

t, (y,t):—Z[dS (1—"’72]435 w+6){(as v —Ps [1—"’72DG+(«'/5 +) (1—%)} cos2Qt
{as (1—\“72]%'% WQJZ —[[as v — B (1—"’72De+(ys +) [1—%]}2 cos2Qt

(A1.28)
2 2 2 2
: : : A : : : .. 06 .0
ty (th)=_2(0°s _OLSWTJFBS W+9J[as yO-Ps 0 _BSW?GJFYS +W—Ys7_W7JCOSZQt
2 2 2 2 22
[[ds _ds%"‘Bs \If"'GJ —(ds yO—Ps 6 —Bs%e"'?s +\V—§’s%—\if%j }COSZQt
(A1.29)
Apres suppression des termes d’ordre 3 et 4 dans les parenthéses:
v ) ) 02
t, (y,t):—Z(dS ~ds =+ Bs w+e}[as yO-PBs O +7s +q;—ys7}coszgt
(A1.30)

2 2 2\2
[{ds —ds\v?"‘Bs W+9J —(ds \I’e_Bse +7s +\if—§’5%j }COSZQt

4
t4(y,t){asz+a52"’7+332w2+62—a32w2+2asﬁsw+2ase—asﬁsw3—aswze
+2Bs w0 - g’ w2 0% =B’ 0% — 7" — P + 265 Bs w0 —2 65 75 WO-265y O
.. 3 S . 5 . : . 3 . 294 . . . 2 A2 . 2 .
+0s Vs WO +2Ps 75 0+2Ps 0y —Ps 7507 — 75 T_zYs\VJFYs 0% +75 0%y |CcOs2Q
. e ey oyt
'2(0‘52\Ve_asBs9+asYs+asW‘asYs?_asz%eJrasBs%e_asYs%

2 2 02 2
_as_wz Y +0g Vs +0g Bs \Ifz e—Bsz VO+Bs¥s W+Bs W —PBs¥s \If?JFOLs v0 0

2
—Bseé+ysé+\ifé—ys%9]sin 200t

(A1.31)
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En ne gardant que les termes d’ordre 0, 1 et 2 :

ty (y,t):(dsz +Bs” P 07 —cis y? + 26 Bs w+ 265 0+2B5 OB 07 —75" —

~205 75 WO+2Bs 75 0+2Bs O 275 Y +7s” 92)c032Q t

2 o L - (A1.32)
'(20‘5 YO-205Bs 0+205 75 +205 W —as 7507 —2Ps" wO+2Bs v5 v
2 00+ 275 0+ 2 0—tg 75 W2 +2Bs i Jsin 20t
.2 .2 <. . .o L.
t, (y,t)z((oc —Ts )+2(Bs (as Y+7s 9)+OL59— Ys \V)
+Be? (y2 —02)+ 767 02 — gy 2+ 02 — s + 2B (y 6+ 0r)—2 cg 7 we)coszm(Al )

'(st Vs +2Ps (s w— s 0)+ 265 Y + 275 9"'2(6‘32 —BSZ)WO
— g 75 (07 +y? )+ 2P (y i —00)+ 2 O)sin 200t

Ou en classant les termes par ordre de grandeur :

t, ()= [l6ts? — 757 Jcos 202 t— 2615 75 sin 2021
+2[(Bs (615 v+ 75 0)+ g O— 75 W)cos 2t — (B (75 w — g 0)+ i Wy + 7 0)sin 221
+[(BSZ (2 - 02)+ 7% 07 —Gis2y? + 62 — 2 + 2 0+ 0 )—2 s 75 v O)cos 202t

-2((%2 —Bsz)we—as—;s(ez 2 )+ fig (\V\if—eé)-i-\iléjsin ZQt}

(A1.34)
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ANNEXE 2

Expression des fonctions t;, ty, ts, et t4, pour le modeéle simple

L’introduction des fonctions de Rayleigh dans les expressions calculées dans I’ Annexe 1
donne :

e Pourt;:

t, (yt) = [(X+BS Z-ys YF 4 (Y +7g X-616 2 +(Z+65Y -Bg x)2J
$2[r (Kt s Z-75 Y )+ s (Z+ 65 Y -Bs Xy + s +72]y2
+2[‘§’s (Q1 +Ps Q2)+ds (Q2 -Bs %)]yf(Y)
+2[(X+Bs Z-7s Y)(Ch +Bs CIZ)"'(Y‘H.’S X- g Z)(?s 0y -Gts d) (A21)
"‘(Z"'ds Y -Bs X)(Qz -Bs %)]f(y)
+[(Q1 +Bs Q2)2 + (Y Oy - 615 05 )° +(Q2 -Bs Q1)2]f2(Y)

e Pourts:

t, (y,t)= [dsz ‘H'/sz]"‘ 2 [[35 (as O — Vs QZ)"‘as d; +7s Ch]Q(Y) poo
#Bsaz+a)f +Bs o+, —(as ql—ysqz)z]gz(y) (A22)

e Pourts:

ty(y,1) = (Bs + Q) +2(Bs + Q)75 4, — s a3)a(y)

. | (A2.3)
"‘(Ys 0, —Gg (11)2 QZ(Y)"'(BS "‘Q)[Z(h g, —Bs(qlz +q22)]92(Y)

e Pourty:

t, (v.0)=[l6s? 757 Joos2.2 t—2¢ 75 sin 2021
+2[(Bs (ds O +7s QZ)JFas A, — Vs Ch)COSZQt—(Bs (Ys 0 — Qs QZ)JFds d; +7s qg)sinmt]g(y)
+[(Bsz ((112 _qu)"‘i’sz qZZ _asquz +Q22 _ChZ +ZBS (Q1 d, +9, Ch)_z dgYs Oy %)COSZQt

(alos? ) 0y 4, s 7s 0,7 + 052+ 2 (0 0~ )20, 6, Jsin 2021l ()
(A2.4)
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ANNEXE 3

Expression des constantes caractéristiques du rotor utilisées dans la
meéthode de Rayleigh-Ritz :

Cas général :

L
M =Mp + [pSdy
0
L
M; =Mp f(|1)+'[p8f(y)dy
0
L
M, =M, fz(ll)+jp8f2(y)dy
0

L
ImT = IDm +J.p|m dy
0

L

Im1 = lom g(|1)+IP I Q(Y) dy
0
L

Im2 = IDm gz(ll)"'jp Im gz(y)dy
0
L
IaT = IDa +.[p|m dy
0

L
las = lpa 9('1)+IP 1, 9(y) dy
0

L
IaZ = IDa g2(|1)+Ip Ia gz(y)dy
0

L
My =My |y +[pSydy
0
L
M, =M; 1,° + [pSy?dy
0
L
Ms =Mp |1f(|1)+IpSyf(y)dy
0
L
lyr =lpy +2[ply dy
0

L
Iyl = IDy g('l)"‘zj.p Im g(y)dy
0
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Application numérique pour le modéle simple du chapitre 11.1

Toutes les constantes exprimées précédemment sont utilisées dans le calcul des énergies,
mais toutes n’apparaissent pas dans les équations. D’autres constantes sont spécifiques aux
rotors dissymétriques. Seules les constantes intervenant dans les équations pour le modéle
symétrique sont calculées.

Les valeurs utilisées pour les applications numériques sont les suivantes :

L =40cm l, =L/3
R1=1cm p = 7800 kg / m®
R2 =15 cm E=2.10" Pa
h=3cm

A partir de ces valeurs, les grandeurs suivantes caractéristiques de I’arbre et du disque
peuvent étre calculées :

- Masse du disque : Mp =TE(R22—R12)hp
- Surface d’une section droite de I’arbre 1 S=nR,’
: . R,
- Inertie de section de I’arbre : l,=1l, =1, = T 41
. . . . _ _ _ MD 2 2 2
- Inerties principales du disque : lom =lpox =1p; aETY 3R," +3R," +h

Numériquement :

M, =16,467 kg
S$=31416.10"* m?

| =7,8540.10° m*

| om = 9,4273.107% kg.m?
Ip, =0,18608 kg.m?

A partir de ces grandeurs, les constantes caractéristiques du rotor introduites au chapitre 1.2
sont obtenues. Ces constantes dépendent du mode considéré. Leurs expressions analytiques et
numériques sont présentées pour les deux premiers modes.
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1° mode :  f(y) =sin"—|_y

L s

nl,
M, =Mp sm(L}LpSL

Application numérique :

|, =0,37021 kg.m
., =1,4546 kg
l,, =0,73072 kg.m
y2 =28710 kg
M, =14,885 kg
M, =12,840 kg
M =2,0262 kg.m
k =11954.10° N/ m
m, d” =1,2990.10"° kg.m
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2°™ mode :  f(y) = sinzLLy

Application numérique :

l,,q =—0,74042 kg.m

l ., =58183 kg

Iyl =-1,4614 kg.m

l,, =11,484 kg

M, =14,261 kg

M, =12,840 kg

Mg =1,8390 kg.m
k=19126.10" N/m

m, d” =1,2990.10"° kg.m
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8TT

Matrices élémentaires pour le disque

Vecteur modal : & = [u,W,O,‘P]T

MD O 0 0
0 MD 0 0
v, - _ >
0 0 IDm+ IDacos(2 ®) — IDasin(2 @) prd
0 0 — IDasin(2 @) IDm — IDa cos(2 @) Z
M
m
0 2 MD 0 0
a ~
C. - -2MDq 0 0 0
N 0 —21DaQsin(2 @) 2q 1Dm - IDy(q+ Q) — 2 IDa Q cos(2 )
0 0 -2 IDm+ IDy(q+ Q) -2 IDa Q cos(2 ®) —21DaQsin(2 @)
~-MD(2+g%) MD(pr+4) 0 0
MD(pr-d) —MD(p?+q%) 0
0 0 (IDm—IDy)(rz—q2)+IDy Q+IDa[(ZQq+q2—r2)cos(2<1>)+(Q—pr sin(2<D)] IDypr+(q—pr)IDm+[(p2—q2—2(2q)sin(2<1>)+(q+pr)cos(2<1>)]IDa
0 0 ((q+pr)(IDy7IDm)+T(p27q2729q)sin(2d>)+(q+pr)cos(2(D)rIDa (IDmfIDy)(p27q2)+IquQ+[(p27q272§2q)cos(2d>)f(q+pr)sin(2<b)]IDa

MD|X-2rY+2qZ-(r>+q*)X+(pq-0)(Y+y)+(@+rp) Z
MD[Z-2qX+2pY —(q-pn)X+(@+qn (y+Y)-(a® +p*) Z
IDM(p+qr)—IDyr (q+Q)+IDaf(p-qr—2Qr)cos(2®) +(f—pg-2Qp)sin@2 )]
IDm (F—pq)+IDyp(q+Q)+1Da[-(f+pg+2Qp)cos2®)+(-p+2Qr+qr)sin(2 ®)]



ANNEXE 5

Matrices élémentaires pour I’arbre

Energie cinétique :

Ma = pSM1+pImM2+pla[M4sin(2 ®)- M3cos(2 ®)] (A5.1)
Ca=2p {Bs SC1-IMQC2+laQ[M3sin(2 @) + M4 cos(2 )]} (A5.2)

Ka =pS(K1+fs CL+ g cig K2) +p Im[K3— (B + 75 cis) M4+ 2B (Bs + Q) M2
+pla £os(2 @) Ka— (s + 75 cts) cos2®) + (6% — B — 2 B Q) sin(2 @) | M4 .
—[Bs sin2 ®) + 2 5 Q cos(2 @)|M3 - 6 sin(2 ) M2} (AS3)

Fa:{PS[X‘*‘ZBs 2_275 Y"‘(Bs +7s 0g) Z+(as Bs—f)Y—(VSZ+B52)X}\/1
+[2+2ds Y =205 X+ (&g 75 —Ps) X+ (s +7s BS)Y—(dsz +BSZ)Z]V2
+(Gs Bs —7s) V3+ (65 +7s BS)V4}
+pIm{(cs Bs —75) V5+ (s +7s Bs) VB—2 (Bs +Q) (éis V5 +75 V6))
+pla(is + s s +2 g Q) cOSQ2 D) + (6 — s 75 — 275 Q) sin2 )| V5

. . _ (A5.4)
+[(6is — Bs 7 — 275 Q) COSQR ) — (s + g P +2 61 Q) sin(2 D) | V6]

Avec
156 0 0 -22L 54 O 0 13L |
156 22L 0 0 54 -13L 0
42 0 0 13L -3L2 0
L 412 -13L 0 0 -3L?
Ml=—
420 gum 156 0 0 22L
156 —-22L 0
412 0
L 4%
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-3L -36 O 0 -3L]

0 -3L
3L 0
-2 0

0 -L?

0 3L
-3L 0
4% 0

4%

0 0 3 -3L 0
0 0 3L L? 0
42 3L 0 0 -L?

36 0 0 3L

36 0 0 -3L -36 0
36 3L O 0 -36
42 0 0 -3L
1 4 3L 0
M2=—"—
30L 36 0
36
Sym
(36 0 0
-36 -3L
— 412
Mgzi
30L
Sym
0 36 3L 0 0 -36
0 0 -3L -3 0
0 —-4L> -3L O
1 0 0 3L
M4=—"—
30L 0 36
Sym 0
[0 156 22L O 0 54
0 0 22L -54 0
0 4% -13L ©
1 0 0 -13L
Cl=—
30L _ 0 156
Antisym 0

-36 3L 0
—42 0
412
3L 0
0 -3L
0 L?
L? 0
-3L 0
0 3L
0 -4L°
O .
-13L 0
0 -13L
0 -3L?
3L? 0
-22L 0
0 -22L
0 412
0
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0 36 3L 0 0
0O O 3L 36
0 4L®> 3L
0 0
szi
30L 0
Antisym
[-156¢, 0
-156¢,
Klz—E—
420
Sym
52 -2
C, =Ps +
ol {1 B'sz Y.sz
Cy =0as +Ps
[0 156 22L O
0 0 -22L
0 -—4L?
0
KZZL
420
Sym
[36¢c, 0 0
36c; 3L
4% ¢,
30L
Sym

-36 3L 0
0 0 3L
0 0 -L?
3L L2 0
36 -3L 0
0 0 -3L
0 4L?
0 .
0 22Lc, —b54c¢, 0 0
~-22Lc, 0 0 ~54¢, 13Lc,
~4l%c, 0 0 -13Lc, 3Ll%c,
~4l%¢, 13Lgc, 0 0
~156¢, 0 0

-156¢, 22Lc,

—4%c,

0 5 -13L 0 |

54 0 0 13L

3L 0 0 3L°

0 -13L 3L? 0

0 156 -22L 0

0 0 22L
0 —4L?
O .

-3Lc, -36¢c, O 0 -3Lc,|

0 0 -36¢c, 3L 0

0 0 -3Lc, -L%c 0
4%c, 3Lc, 0 0 -L%c,

36¢, 0 0 3Lc,

36c;, -3Lc, 0

4% ¢, 0
4% ¢, |

~13Lc, |
0
0
3L% ¢,
~-22L¢,
0
0
—4L% ¢, |
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[36¢C, 0
-36¢,
K4:_E_
30L
Sym

L2 52
. C; =ds —Ps
ou {

Y.
C, =75 —Bs

Vi=—

V4
60| O

0 -3Lc,
-3Lc, 0
~4l%¢c, 0

4% c,
[0
6
L
vo=L| ?
12) 0
6
-L
0
.
0
0
vs-|®
1
0
0
_0_

—-36¢,

0
0
3L c,
36¢C,

0 0 ~3Lc,]|
36c, -3Lc, 0
3Lc, L%c, 0

0 0 ~L%¢,

0 0 3Lc,
-36¢c, 3Lc, 0

~4l%¢c, 0
4% ¢4 |
S
0
0
va-L |72
60| 21
0
0
_3L_
.
-1

V6 =

O O O O O




Energie de déformation :

Ku =E Im Kul+ E lacos(2 ®) Ku2+E lasin(2 ®) Ku3

avec
12 0 0 -6L -12 0 0 -6L]
2 6L 0 0 -12 6L O
4% 0 0 -6L 212 0
kul— L 4 6L 0 0 2L?
L3 12 0 0 6L
12 -6L 0
Sym 42 0
L 4L2_
12 0 0 6L 12 0 0 6L ]
12 6L 0 0 -12 6L 0
42 0 0 -6L 22 0
1 —412 -6L 0 0 -21°
Ku2:—3
L -12 0 0 -6L
Sym 12 —61_ 0
41 0
i —41°
[0 12 6L O 0 -12 6L 0 |
0 0 -6L -12 0 0 -6L
0 -4L> —-6L O 0o -2L?
1 0 0 6L —2L2 0
Ku3:—3
L 0 12 -6L 0
0 0 6L
Sym 0 42
L 0 .
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ANNEXE 6

Rappel des caractéristiques du modele simple utilisé dans le chapitre 11.1

Les caractéristiques du rotor sont les suivantes :

Pour I’arbre :
e Longueur: L
e Rayon: R1
e Masse volumique : p
e Module de Young : E
Pour le disque :
e Rayon intérieur : R1
e Rayon extérieur : R2
e Epaisseur : h
e Position : I
e Masse volumique : p
e Module de Young : E
Pour le balourd :
e Masse: m,
e distance au centre: d=R2

124



Les valeurs utilisées pour les applications numériques sont les suivantes :

L =40cm
R1=1cm

R2 =15 cm
h=3cm

l, =L/3

p = 7800 kg / m®
E=2.10"Pa
m, = 10 kg

Les équations pour ce modéle dans le cas d’un support fixe sont les suivantes :

mg, —Ql,, 4, +kg, =m df (I,) Q?sinQt
1 y2 M2 1 u 1 (A61)
ma, +Q1,, 4, +kag, =m,df () Q% cosQt

Les solutions de ce systéeme sont la somme des solutions du systéme homogene associé et
des solutions particuliéres dues au second membre.

) mg,-Ql,q,+kg, =0
Systeme homogene associé : ,_1 2 _2 ' (A6.2)
md, +Qly, G, +kag, =0
: . _ gy =Q, e"
Les solutions sont cherchées sous la forme : . (A6.3)
q, =Q,e
En remplacant ces solutions dans le systeme homogeéne, il vient :
2
mrc+k —1,Qr
2 {Ql} =0 (A6.4)
l, Qr mro+k | Q,
Les autres solutions que la solution triviale Q; = Q, = 0 sont obtenues pour :
2
mre+k —1,Qr
det =0 (A6.5)
I, Qr mr”+k
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. 2
soit (mr2 + k) +1,°0%r? =0

qui peut s’écrire

Lorsque le rotor est a I’arrét (©2 = 0) les racines de cette équation sont :

2 2 2.2 2.2
o =T =1°Q4p = )" Q% ——

Et les fréquences de resonance du rotor a I’arrét sont : Qg =Q,5 =,|—

Lorsque le rotor est en rotation, les racines de I’équation deviennent :

1,00 am2Q2 )|
2=—Qf+ 2" |1 14710
2m2 |2 QZ
1,00 Am2 Q2 )]
2 =— Q2+ 2 1+ 1+——20
2m?2 15, Q

Et les fréquences de résonance s’écrivent :

12, Q% 4m2Q)?
2m? 12, Q?

12, Q° 4m2Q?
Q,= [QF+ 2" |14 1410
2m? 12, Q°

qui peut également s’écrire :

1 22 )
lem(\/g 12, +4km—1,0Q

1 22 )
Q, :m(\/g 12, +4km+1,, 0

m? r* +(2mk+Iy22 Qz)r2+k2 =0

(A6.6)

(AB.7)

(A6.8)

(A6.9)

(A6.10)

(A6.11)

(A6.12)

(A6.13)

(A6.14)

(A6.15)

(A6.16)

126



Les expressions genérales des solutions du systéme homogéne sont alors :

0y (t)=jA e —jB e TR —jA, elH 4 jB, eI
(A6.17)

ou les constantes A, By, Ay, et B, sont déterminées par les conditions initiales.

Le diagramme de Campbell qui représente les fréquences de résonance du rotor en
fonction de sa vitesse de rotation peut maintenant étre trace :

Fraquence (Hz)

1 1 | 1 |
a 1000 2000 3000 4000 S000 EOa0 FOan
vitesse de rotation {trfmin)

Oy est la fréquence de résonance du rotor a I’arrét. A et B sont les points pour lesquels la
vitesse de rotation du rotor coincide avec ses fréquences de résonance. Q; et Q, sont les
fréquences de résonance du rotor lorsque celui-ci tourne a 5000 tr/min. Ces valeurs sont
utilisées dans le chapitre 11.1.
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Les applications numériques donnent les valeurs suivantes :

0y =46.02 Hz

A =42 Hz = 2520 tr/min

B =51.48 Hz = 3089 tr/min
Q; =38.41 Hz = 2305 tr/min
0, =55.15 Hz = 3309 tr/min

Les solutions particuliéres du systéme complet sont maintenant cherchées :
mg, —Ql,, 4, +kqg, =m df (I,) Q?sinQt
1 y2 M2 1 u 1 2 (A618)
mdg, +Ql, 4, +kq, =m,df (I;) Q° cosQt

Les solutions sont cherchées sous la forme :
=Q,sinQt
%= (A6.19)
q, = Q, cosQt

En remplagant ces fonctions dans le systéme, il vient :

-mQ?Q,+Q%1,Q, +kQ, =m,df (I,) Q?
{ 1 y2 X2 1 (1) (A620)

-mQ%Q, +0Q% 1, Q; +kQ, =m,df (I,) Q°

m, df(l,) Q?
k+(1l,, -m)Q?

soit Q,=0Q,= (A6.21)

La vitesse critique d’un rotor soumis a un balourd correspond a la valeur de Q pour
laguelle le déplacement est infini. C’est a dire lorsque le dénominateur est égal a 0 :

Q, = (A6.22)

Cette valeur correspond au point B du diagramme de Campbell.
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rotation accélérée. Pour tous ces mouvements, les équations de déformation restent linéaires. Par contre, sur un mouvement simple de
rotation sinusoidale, des termes paramétriques viennent s’ajouter dans les équations. Une étude d’instabilité a donc été réalisée sur ce
mouvement a I’aide de la méthode des échelles multiples. Cette méthode a permis de déterminer les zones d’instabilité. Une résolution pas-
a-pas a été utilisée pour vérifier ces zones d’instabilité sur le modele de Rayleigh-Ritz.

Un dispositif expérimental a été créé en vue de tester le modele développé a I’aide de la méthode des éléments finis. Le mouvement
principalement étudié a été le mouvement de rotation sinusoidale qui semblait le plus intéressant au vu des phénomenes décris a I’aide du
modéle simple. Le recalage des fréquences de résonance du systéme a été réalisé en ajustant les raideurs de palier. L’étude d’un rotor
embarqué sur un support flexible ne semble donc pas une priorité. Le recalage de I’amortissement réalisé sur une étude de chocs angulaires
a montré que la modélisation obtenue était trés bonne en répartissant I’amortissement structural sur les paliers. Aprés le recalage, les
comparaisons entre simulations numériques et résultats expérimentaux sur les amplitudes de déformation de I’arbre et sur les orbites
particuliéres observées ont démontré que le modele éléments finis proposé permet d’obtenir de trés bonnes prédictions sur le comportement
dynamique en flexion d’un rotor embarqué.

MOTS-CLES : ROTOR - EMBARQUE - DYNAMIQUE - LAGRANGE - RAYLEIGH-RITZ - ELEMENTS FINIS - NUMERIQUE -
EXPERIMENTAL - NON-LINEAIRE - ECHELLES MULTIPLES
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