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NOTATION 

A   matrice d'évolution du système. 

cÂ  matrice caractérisant la dynamique de l’observateur. 

cA  matrice d’évolution du modèle de contrôle (état augmenté). 

Ac matrice d'évolution du modèle de contrôle. 

Ai, Bi, Ci sous-ensembles flous. 

B   matrice de la commande du modèle de contrôle. 

Bc matrice de la commande du modèle de contrôle. 

cB  matrice de la commande du modèle de contrôle (état augmenté). 

C   matrice de sortie. 

Cc   matrice de sortie du modèle de contrôle  

Cg    matrice d’amortissement gyroscopique du rotor. 

Cp  matrice non symétrique d’amortissement visqueux dû aux paliers du 
rotor et aux actionneurs,  

Cp   matrice d’amortissement du plot élastique. 

Cr   matrice de sortie des mesures comparées avec les consignes. 

Cv    matrice d’amortissement du vérin piézoélectrique. 

Cxx, Czz, Cxz, Czx matrices d’amortissement du palier. 

Dc   matrice de transmission directe de la commande du modèle de contrôle. 

E   module d’Young. 
ê  erreur entre l’état réel et l’état estimé. 

F   forces extérieures. 

wu FF ,    forces généralisées du palier selon les directions X et Z. 

f   vecteur des forces extérieures modales. 

f(X)   gain du contrôleur flou, fonction du vecteur d’état modal. 

f(Xc,u,t) fonction décrivant l’équation d’état du système. 

FBx , FBz  forces dues au balourd dans les deux directions X et Z. 

Fc  vecteur des forces de contrôle. 

fc vecteur des forces de contrôle modales, tronquées aux m premiers 
modes. 
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g(Xco,to, Xcf,tf) fonction décrivant l’équation d’état du système entre l’instant initial to 
et l’instant final tf.. 

Gv    gain de l'amplificateur de puissance. 

H Hamiltonien. 

ID/0   tenseur d’inertie du disque dans le repère mobile R. 

IDx, IDy, IDz  moments d’inertie du disque autour des axes x, y et z. 

Ix, Iz, Iy   moments d’inertie de section de l’arbre autour les axes x, y et z. 

J expression du critère quadratique. 

Ka    matrice de raideur de l'actionneur. 

K1, K2,  Kc matrices de gain du contrôleur L.Q., dees retour intégraux et du 
contrôleur L.Q.G. respectivement. 

Kg    matrice de raideur gyroscopique du rotor. 

Kp    matrice de raideur non symétrique des paliers du rotor. 

Kp    matrice de raideur du plot élastique liant le vérin à la structure. 

Kr    matrice de raideur symétrique de l’arbre du rotor. 

Kv matrice de raideur de l’empilement des disques piézoélectriques. 

Kxx, Kzz, Kxz, Kzx matrices de raideur du palier. 

L matrice de gain de l’observateur. 

M, C, K  matrices de masse, d’amortissement et de raideur du système. 

MD   matrice de masse du disque. 

mi   masse du balourd situé au point Mi. 

N   nombre de degrés de liberté. 

Ne   vecteur de nouvel état. 

Ns    nombre de sous-ensembles flous couvrant un domaine flou X. 

nv nombre de variables d’état du système contrôlé. 

Pa matrice de sélection des nœuds concernés par les actionneurs. 

Pc matrice de sélection des nœuds concernés par les capteurs. 

P, Q, R   matrices de pondération du contrôleur L.Q. 

Pc, Qc, Rc  matrices de pondération du contrôleur L.Q. pour un état augmenté. 

Pob, Qob, Rob matrices de pondération de l’observateur. 

qqq &&&,,  vecteur participation modale en déplacement, vitesse et accélération des 
n premiers modes. 

q,q,q cc &&&&  vecteurs accélération, vitesse et déplacement modaux de m premiers 
modes contrôlés. 

Qi   forces généralisées du système. 

r   nombre des actionneurs. 

R(o,xyz)  repère mobile attaché au système. 

ri   la distance entre le balourd mi et le centre de l’arbre. 
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Ro(O,XYZ)  repère galiléen. 

S   matrice solution de l’équation de Riccatti. 

Sa   aire de la section de l’arbre. 

T   énergie cinétique du système. 

t, to, tf temps instantané, temps initial et temps final. 

TA   énergie cinétique de l’arbre du rotor. 

TB   énergie cinétique des balourds du rotor. 

TD   énergie cinétique des disques du rotor. 

U   énergies de déformation du système. 

u   vecteur de commande. 

u (t) vecteur de commande optimale. 

u, w   déplacements du rotor suivant les axes X et Z. 

UA   énergie de déformation de l’arbre du rotor. 

V   tension appliquée à l’entrée de l’amplificateur du vérin piézoélectrique. 

wi poids de pondération de la règle i. 

Xc vecteur d’état modal du modèle de contrôle. 

cX    vecteur d’état contrôlé augmenté. 

XXX &&& ,,   vecteurs d’état, ses premier et deuxième dérivées par rapport au temps. 

cX̂  vecteur d’état estimé. 

(Xc)f vecteur d’état de la structure à l’instant final tf. 

xo, yo  valeurs mesurées des variables x et y à l’instant t0. 

y   vecteur de sortie du système. 

yc vecteur des déplacements mesurés pour le contrôle. 

cy    vecteur des mesures à comparer avec les consignes. 

yr   vecteur des consignes. 

Z  matrice d’application de la consigne. 

α constante piézoélectrique du vérin. 

iα  angle que fait la position de la masse du balourd mi par rapport au 
repère tournant R. 

eδ    déplacement de l’actionneur piézoélectrique. 

δδδ ,, &&&   vecteurs accélération, vitesse et déplacement nodaux. 

xxx δδδ ,, &&&  vecteurs accélération, vitesse et déplacement nodaux selon la direction 
X. 

zzz δδδ ,, &&&  vecteurs accélération, vitesse et déplacement nodaux selon la direction 
Z. 
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WuW δδδ ,,   travail virtuel des forces agissant sur l'arbre. 

ε    vecteur d’écart entre les sorties ou mesures y et les consignes. 

eε  vecteur d’erreur de mesure. 

fε    vecteur d’écart à l’instant final tf. 

Φ    matrice des n premiers modes du système 
TΦ    transposé de la matrice Φ . 

( )mNc ×Φ  matrice des déformations modales des m premiers modes du système. 

ρ     masse volumique de l’arbre. 

)X,H( cλ  fonction de l’Hamiltonien H. 

( )0t,tΛ   matrice de transition. 

µAi(x) fonction d’appartenance de la variable x dans le sous-ensemble flou Ai. 
ω    fréquences propres. 

zyxoRR ωωωω ,,,/  vecteurs de rotation du repère mobile R par rapport au repère fixe Ro et 
ses composantes. 

ξ    matrice des facteurs d’amortissement modal mesurés. 

aξ    facteur d’amortissement de l’actionneur. 

vξ    facteur d’amortissement du vérin piézoélectrique. 

Ψ, θ  et φ  angles de rotation du rotor autour des axes X, Y et Z. 

∨, ∧, ⊗  opérateurs implication, intersection et agrégation. 
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De nos jours, les machines tournantes sont de plus en plus performantes notamment en 
terme de rapport masse/puissance. Cela implique qu’elles deviennent de plus en plus souples 
et qu’elles peuvent fonctionner au delà d’une ou plusieurs vitesses critiques  

La maîtrise du comportement dynamique d'un rotor flexible, lorsque celui ci opère près 
de ses fréquences de résonance, devient un problème majeur auquel les constructeurs sont 
confrontés. 

Le contrôle actif permet de repousser les limites de la maîtrise du comportement 
dynamique des structures flexibles au delà de celles permises par le contrôle passif. Des 
critères économiques (gain d’énergie, gain de matière,…), de confort, de sécurité,… peuvent 
être introduits. Pour cela la structure doit être équipée d'éléments actifs qui assurent l’échange 
d’énergie avec le milieu environnant. Dans ce domaine, les éléments piézoélectriques 
apportent des solutions pour obtenir une bonne efficacité du contrôle tout en étant légers et 
faciles à intégrer à la structure. 

La complexité des structures à contrôler, telles que les rotors, nécessite des modèles de 
plus en plus fins et délicats à obtenir. Comme la théorie de la logique floue permet de 
s’affranchir des incertitudes liées à l'imprécision des modèles. Il paraît avantageux de l'utiliser 
dans la stratégie de contrôle pour concevoir des contrôleurs efficaces et robustes.  

L’objectif de ce travail est de montrer la faisabilité d’un nouveau concept de contrôle 
actif, appelé ici le Contrôle Modal Flou (C.M.F.), pour maîtriser le comportement dynamique 
d’un rotor flexible, notamment en transitoire de vitesse, à l’aide d’un plan d’action 
piézoélectrique. 

CHAPITRE 1 : ETAT DE L’ART                        
.                                       

1. INTRODUCTION 
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Cette étude bibliographique fait le point sur le contrôle actif des structures souples dont 
les rotors. 

Tout d’abord, l’évolution de la modélisation et du contrôle vibratoire des rotors est 
présentée. Puis l’essor du contrôle actif de structures souples, dont les rotors, est décrit. Dans 
ce domaine, les travaux mettant en œuvre des algorithmes de commande tels que la 
commande optimale et la commande floue sont détaillés. 

Enfin, l’évolution des technologies utilisant des matériaux piézoélectriques, permettant 
la mise en œuvre de ce type de contrôle, termine cette étude bibliographique. 

 

 
2.1. Contrôle des Rotors 

La constante augmentation de la productivité et de l’efficacité des machines tournantes 
est le fruit de l’évolution des nouvelles technologies en conception et en fabrication. Ces 
améliorations engendrent des problèmes vibratoires et/ou d’instabilité qui sont susceptibles de 
se manifester lors du fonctionnement de ces machines. Un rotor est une structure souple qui 
peut être soumise à plusieurs types de perturbations : l’effet des balourds lors d’une montée et 
descente en vitesse, les sollicitations extérieures,...  

Le contrôle vibratoire nécessite un modèle adéquat de la structure. Les modélisations 
ont évolué au cours du temps. Le rotor a tout d'abord été supposé rigide. Puis ULBRICH 
[ULB87] développe une méthode de modélisation de l’ensemble rotor/actionneurs appelée 
″système hybride multicorps″. Puis des modélisations de type Eléments Finis (E.F.) ont été 
proposées. En 1989 BONNEAU [BON89] et KASSAI [KAS89] modélisent un rotor avec 
plusieurs dizaines de degrés de liberté prenant en compte les efforts gyroscopiques. Ils 
utilisent la méthode de réduction dite "pseudo-modale" développée par LALANNE et 
FERRARIS en dynamique des rotors [LAL98]. CHU et al. en 1993 [CHU93] utilisent une 
méthode numérique rapide qui permet de prévoir les réponses asynchrones. Dans les modèles 
E.F., les actionneurs et les capteurs peuvent être facilement intégrés [LEI00]. 

La maîtrise du comportement dynamique du rotor a tout d’abord concerné l’équilibrage, 
le contrôle passif par les paliers et l’optimisation des formes et des matériaux dès la 
conception. Le contrôle actif quant à lui est apparu ces dernières décennies. Son principe est 
basé sur l’échange d’énergie avec l’extérieur à l’aide d’actionneur(s) pour réduire l’amplitude 
du mouvement vibratoire de la structure. 

Les techniques de commande ont tout d’abord été de type régulation analogique par 
retour de sortie sous forme Proportionnelle Dérivée (P.D.) [ULB84, LIN93] et 
Proportionnelle Intégrale Dérivée (P.I.D.) [WEI85]. Ensuite cette régulation est devenue 
numérique et développée sous forme interne à partir d’une description d’état qui a permis la 
mise en œuvre de la commande optimale. Cette dernière découle d’une minimisation d’un 
critère Linéaire Quadratique (L.Q.). NATSUMURA et YOSHIMOTO [MAT86] utilisent un 
critère de type énergétique. 

En 1987, le contrôle est établi à partir d’une description modale tronquée du rotor 
[SAL87]. Grâce à la souplesse de contrôleurs numériques puissants, plusieurs équipes 

2. ETUDE BIBLIOGRAPHIQUE 
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travaillent sur les aspects expérimentaux du contrôle de rotors. BRUNET et RIOLAND de la 
S.2.M. [BRU90] présentent un contrôle numérique de balourd à filtre suiveur basé sur une 
représentation d’état modal du rotor. AKISHITA et al., FAN et al. contrôlent les modes 
flexibles du rotor à partir des contrôleurs optimaux L.Q. et Linéaire Quadratique Gaussien 
L.Q.G. [AKI90, FAN91]. LEE en 1992 [LEE92] propose la prise en compte de l’effets 
gyroscopique dans le rotor contrôlé. 

Selon le phénomène à contrôler, l’action de contrôle peut être effectué en boucle 
ouverte et/ou en boucle fermée. En boucle ouverte (B.O.), l’équilibrage actif par exemple 
consiste à corriger, lors du fonctionnement, les défauts de balourd par un générateur de 
balourd pilotable [ALA98, DER99a]. En boucle fermée (B.F.), le contrôle actif met en œuvre 
des actionneurs qui agissent soit directement sur le rotor soit par l’intermédiaire des paliers 
déjà existants. Parmi les éléments actifs agissant directement sur le rotor, citons les paliers 
hydrodynamiques actifs [STA00] et les paliers magnétiques actifs (P.M.A.) [SCH85]. Les 
éléments actifs agissants sur le rotor à travers les paliers peuvent utiliser des alliages à 
mémoire de forme [NIE00], des vérins hydrauliques [RAS93] ou piézoélectriques. Dans le 
cas des P.M.A., des risques d’instabilité dus à la non colocalisation actionneur/capteur dans un 
contrôle de type direct peuvent apparaître. ULBRICH et ANTON [ULB84] proposent 
l'utilisation de capteurs de déplacement et de vitesse intégrés aux paliers magnétiques.  

Dans le cas des actionneurs piézoélectriques PALAZZOLO [PAL89a] en 1989 a montré 
la faisabilité du contrôle des vibrations transitoires d’un rotor à l’aide d’un plan de vérins 
piézoélectriques. Il a amélioré ce contrôle en 1991 en ajoutant un deuxième plan de vérins 
[PAL91]. En 1997 TANG et al. [TAN97] proposent une nouvelle conception d’actionneur de 
type piézohydraulique. Il est composé d’un vérin piézoélectrique lié en série avec un 
actionneur hydraulique. 

Actuellement les recherches se poursuivent pour valider expérimentalement l’efficacité 
des composants et des algorithmes développés dans les décennies précédentes dans le cadre 
linéaire [BAI00] et non linéaire [LEI00]. 

 

 
2.2. Contrôle de structures souples 

Le véritable essor du contrôle actif de structures souples complexes est dû à 
l’introduction du modèle E.F. dans la définition des contrôleurs optimaux. En 1978, BALAS 
[BAL78a] modélise de grandes structures spatiales flexibles et décrit leur modèle sous forme 
d'état modal. Le contrôle modal de la structure est construit de manière à maîtriser le 
mouvement vibratoire de la structure en contrôlant ses modes de vibrations. Afin de rendre 
réalisable un régulateur optimal d’ordre bas, les méthodes de réduction modale sont utilisées 
pour focaliser un contrôle global sur les modes dominants [MEI86]. Les conséquences de la 
troncature modale couplée à l'action locale d’actionneurs sont alors largement étudiées. 
BALAS et SOONG [BAL78b, SOO82] montrent que cette troncature se traduit notamment 
par la pollution, par le contrôle, des modes résiduels : c’est le phénomène de "Spillover de 
contrôle". BALAS [BAL78c] pose le problème de la reconstruction modale et montre que 
l'utilisation d'un observateur, ou d'un estimateur, génère un "Spillover d'observation" qui peut 
provoquer des instabilités en se rebouclant avec le "Spillover de contrôle". Le "Spillover de 
contrôle" est généralement étouffé par un absorbeur dynamique passif. Le "Spillover 
d’observation", quant à lui, peut être éliminé par l’utilisation de filtres passe-bas [PAL89b]. 
Une minimisation du nombre des actionneurs et des capteurs ainsi qu’une optimisation de 
leurs positions, améliorent la contrôlabilité et l’observabilité de la structure [GAU96] et 
diminue l’influence de "Spillover" [KAS88]. 
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Par ailleurs MEIROVITCH et son équipe [MEI83, MEI87], dans les années 80, 
développent la méthode de contrôle modal indépendant (I.M.S.C.) qu'ils conçoivent 
entièrement dans l'espace modal pour remédier au problème de "Spillover". Ils utilisent des 
contrôleurs optimaux dont chacun est dédié à un mode particulier. Ils travaillent 
essentiellement sur des systèmes à actionneurs distribués de type piézoélectrique. En 1985, ils 
proposent l'observation des variables modales du système à l'aide d'un filtre modal [MEI85]. 
BAZ et al. en 1988-1990 [BAZ88, BAZ89, BAZ90] améliorent sensiblement l'algorithme 
(I.M.S.C.) imposant un nombre d'actionneurs piézoélectriques distribués supérieur ou égal au 
nombre de modes contrôlés, en levant partiellement cette contrainte dans une version 
modifiée : la méthode (M.I.M.S.C.). 

Le calcul de la commande dans un contrôleur, nécessite un algorithme adapté à la 
complexité du modèle et aux objectifs du contrôle. Ainsi le domaine de la commande a connu 
un développement important ces dernières décennies. De nombreux algorithmes de 
commande et d’observation, dont les commande optimale et floue, voient le jour.  

 

 
2.3. Commande  

 
2.3.1. Commande optimale 
Cette commande basée sur la minimisation d’un critère quadratique permet de prendre 

en compte les objectifs de contrôle par des pondérations faisant, par exemple, un compromis 
entre les performances et l’énergie consommée [BAR71]. L’optimisation met en œuvre la 
résolution des équations de Riccati [BOU74, SOO82]. Cette commande s’est généralisée à la 
fin des années 80 dans le cadre du contrôle actif des structures souples. Elle utilise l’état du 
système qui doit alors être reconstruit s’il n’est pas directement mesurable. Ainsi KALMAN 
en 1960 [KAL60], puis LUENBERGER en 1964 [LUE64] ont développé le concept 
d’observation basé sur la modélisation qui permet de reconstruire les variables d’état non 
mesurées à partir des mesures et de la commande. 

Aujourd’hui, beaucoup de régulateurs optimaux L.Q. et L.Q.G. sont utilisés dans 
différentes applications [GAU94, DER99b]. Certains travaux portent sur l'amélioration de la 
robustesse de ce type de contrôleurs [VAR00]. 

Les techniques de l’automatique linéaire peuvent être utilisées dans un contexte non 
linéaire avec des contrôleurs suffisamment robustes. Cependant, leur efficacité qui est 
optimale sur le point de fonctionnement choisi se dégrade en deçà et au delà. Aussi les 
contrôleurs non linéaires mettant en œuvre la logique floue sont particulièrement adaptés au 
contrôle de structures souples non linéaires [MAL02].  

 
2.3.2. Commande floue 
La théorie de la logique floue est apparue dans les années 40 avec les premières 

approches du concept d’incertitude. Elle permet d'utilisée des connaissances incertaines et 
imprécises en simulant le raisonnement humain dans la prise de décision. L.A. ZADEH est à 
notre connaissance le premier à proposer la logique floue en 1965 [ZAD65] comme un moyen 
adapté de commander un processus complexe à partir de son expertise et propose la 
formalisation des règles floues "Si - Alors" [ZAD73]. En 1974, MAMDANI concrétise pour 
la première fois cette méthode pour réaliser une commande floue dans une application 
industrielle [MAM74]. La commande floue se développe en Europe entre 1975 et 1980. La 
décennie suivante, de nombreux travaux de recherche japonais sont produits comme ceux de 
SUGENO [SUG85].  
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Les avantages de la commande floue sont nombreux [BOR98a] : facilité de mise au 
point du contrôleur, robustesse, possibilités de s’adapter aux problèmes multivariables 
complexes [TU00] et de s’affranchir d’un modèle de la structure [KWA96, BOG98].  

Pour les problèmes de régulation monovariables simples et selon le choix des entrées, le 
contrôleur flou est un équivalent non linéaire d’un contrôleur classique P, P.I., P.D., ou P.I.D. 
[LI00, SHE01]. Dans le cas d'un contrôle flou multivariable de type Takagi-Sugeno, la théorie 
classique de la compensation par retour d'état réglée par placement de pôles peut être reprise 
en considérant les modèles flous comme des modèles linéaires locaux [BOR98b]. Lorsque le 
comportement dynamique du système évolue au cours du temps, il est possible d’adapter le 
contrôleur flou aux évolutions paramétriques du système à commander [BER96, WAN94]. 
Ainsi, le contrôle flou est adapté aux structures non linéaires à modes glissants [DRI96]. 
L'analyse de la stabilité d'un système contrôlé par la commande floue donne lieu, de nos jours, 
à certains développements [BLA99, GUE99]. 

Le choix du type d’actionneur dépend de l’application concernée et de l’objectif du 
contrôle. Aujourd’hui, le contrôle de structures doit agir sur un domaine fréquentiel de plus en 
plus étendu. Il nécessite donc des actionneurs et des capteurs opérationnels sur une grande 
bande passante. Les éléments piézoélectriques sont bien adaptés dans ce cas. 

 
2.3.3. Autres commandes 
De nouvelles stratégies de contrôle sont actuellement développées. Elles ont pour 

objectif l’accroissement de la robustesse, le contrôle non linéaire et le contrôle adaptatif 
[BAI00]. Elles mettent en œuvre les commandes précédemment décrites ou/et des méthodes 
avancées de contrôle. Aussi les réseaux neuronaux sont utilisés pour identifier les systèmes 
[YAS00, LIA01] et pour le contrôle [YAN97, LI00]. Le contrôle neuro-flou figure parmi les 
nouvelles tendances de contrôle actif de structures flexibles [BOS00, NIE00, COU02a, 
COU02b]. 

 

 
2.4. Piézoélectricité 

L'évolution des recherches dans le domaine du contrôle actif de structures souples à 
conduit à l’utilisation de matériaux piézoélectriques. Ces matériaux, longtemps utilisés 
comme capteurs, sont aujourd'hui efficaces en tant qu'actionneurs : Polymère, plaques de 
céramiques intégrées sur/dans la structure et vérins piézoélectriques [ABD96]. Parmi leurs 
premières applications dans le contrôle des structures souples figurent les travaux de BAILEY 
et HUBBARD [BAI85]. TZOU [TZO87, TZO89, TZO90a, TZO90b] et SZE [SZE00] ont 
proposé des modèles E.F. de la structure intégrant des éléments piézoélectriques.  

Dans le cas où les éléments piézoélectriques sont intégrés à la structure, deux approches 
peuvent être distinguées pour traduire leur effet mécanique sur la structure. Dans la première, 
l’effet électromécanique est modélisé par un moment [KOS93]. Dans la seconde, les 
contraintes à l'interface structure/actionneurs sont prises en compte [CRA87, DIM91]. Par 
ailleurs, plusieurs études sur la liaison entre les actionneurs piézoélectriques et la structure 
montrent qu’il est avantageux de placer une couche viscoélastique à l’interface. Cette couche 
permet d’améliorer la robustesse du contrôle tout en réduisant l’effet de ″Spillover″ [BAZ88, 
BAZ97, SHE94]. Le problème de poursuite dans le contrôle nécessite de placer les capteurs le 
plus près possible des actionneurs. Pour cela l’utilisation de composants piézoélectriques est 
intéressante car elle permet de combiner les fonctions d’actionneur et de capteur sur le même 
élément [DOS92, TZO93, AKE94, AND94]. 
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PALAZZOLO et al. [PAL89a, PAL89b], puis LIN et al. [LIN93] ont utilisé des vérins 
piézoélectriques pour le contrôle des vibrations d'un rotor souple. Les premiers mettent en 
œuvre un modèle linéaire des vérins, alors que les seconds proposent un modèle prenant en 
compte les non linéarités électrique et mécanique. Un modèle analytique non linéaire du 
comportement électromécanique du vérin piézoélectrique est proposé par TANG et al. en 
1997 [TAN97]. Ce modèle est validé par une identification expérimentale.  

 

Ce travail contribue à l’étude du contrôle actif des rotors flexibles en transitoire de 
vitesse. Il propose un concept de Contrôle Modal Flou (C.M.F.) basé sur le retour d’état 
modal de la structure. La commande est appliquée par un plan d’action constitué de deux 
vérins piézoélectriques orthogonaux. La robustesse du contrôle proposé doit permettre de 
s’affranchir des non linéarités du comportement dynamique du rotor notamment, celles qui 
sont dues à l’évolution de sa base modale en fonction de la vitesse de rotation, et celles liées 
aux incertitudes dans le modèle de l’ensemble rotor/actionneurs. 

Le mémoire est réparti en cinq chapitres : 

Ce premier chapitre qui a introduit et situé l'étude. 

Le deuxième chapitre est consacré au principe de la piézoélectricité, à la présentation 
des différents matériaux piézoélectriques et de leur comportement. Différentes configurations 
d’actionneurs piézoélectriques utilisés en contrôle actif sont présentées. 

Le troisième chapitre détaille l’aspect théorique du contrôle d’une structure souple. 
Successivement sont présentées la modélisation par E.F. de l’ensemble structure/actionneurs, 
la mise en équations du modèle et la méthode de résolution de ces équations. Ensuite, une 
stratégie de contrôle de structures souples par retour d’état modal est proposée. Elle utilise 
deux types de commande : la commande optimale Linéaire Quadratique L.Q. et la commande 
floue. Puis, la reconstruction du vecteur d’état nécessaire au contrôle Linéaire Quadratique 
Gaussien est présentée, en particulier l’observateur d’état. Enfin, le contrôle modal flou 
C.M.F. proposé est présenté. 

Dans le quatrième chapitre, il s’agit de valider le C.M.F. par une application à une 
structure simple pouvant être considérée comme un rotor à l’arrêt. La structure choisie est une 
poutre dont le comportement dynamique est contrôlé par un plan d’action constitué de deux 
vérins piézoélectriques orthogonaux. Tout d'abord, les actionneurs piézoélectriques sont 
identifiés et un modèle est proposé. La modélisation par Eléments Finis (E.F.) de l'ensemble 
poutre/actionneurs est ensuite présentée. Puis les résultats de l'identification expérimentale de 
l’ensemble poutre/actionneurs permettant le recalage du modèle sont détaillés. Des 
contrôleurs optimaux de type L.Q.G. sont mis en place et les résultats sont pris pour référence 
pour valider la stratégie utilisant des contrôleurs C.M.F. L’application est réalisée en deux 
phases. La première concerne le contrôle de la poutre suivant une de ses directions 
transverses. Les simulations et les expérimentations correspondantes sont présentées. La 
seconde concerne l’extension de la méthode au contrôle des deux directions transverses. 

Le cinquième et dernier chapitre concerne la faisabilité par simulation du contrôle 
C.M.F. pour contrôler le comportement dynamique d’un rotor flexible en régime transitoire 
soumis à des perturbations extérieures. La commande est appliquée dans un plan d’action par 
l’intermédiaire d’un palier actif doté de deux vérins piézoélectriques. Tout d’abord un modèle 

3. PRESENTATION DE L’ETUDE 
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E.F. de l’ensemble rotor/actionneurs prenant en compte des termes gyroscopiques est 
proposé. Ce modèle est ensuite réduit sur les premiers modes propres du système à l’arrêt. 
Comme dans la partie précédente, les équations du mouvement sont résolues par une méthode 
d’intégration pas à pas. Ces équations tiennent compte de l’évolution du modèle en fonction 
de sa vitesse de rotation. Enfin, la stratégie de contrôle proposée est validée par simulation. 

Le mémoire se termine par une conclusion générale et les perspectives. 
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Ce chapitre introduit successivement le principe de la piézoélectricité, les différents 
matériaux, leurs propriétés ainsi que la mise en équations du comportement de céramiques 
piézoélectriques. Il se termine par la présentation de différents types d’actionneurs 
piézoélectriques utilisés en contrôle actif. 

 

Le préfixe ″piézo″ provient d’un mot grec signifiant ″pression″. Certains cristaux 
naturels ou synthétiques ont la propriété de se polariser sous l’influence d’une contrainte 
mécanique et de produire une charge électrique fonction de cette contrainte. C’est l’effet 
piézoélectrique direct qui permet d’utiliser ces matériaux comme capteurs. L’effet 
piézoélectrique étant réversible, lorsque ces cristaux sont soumis à un champ électrique, ils se 
déforment. C’est l’effet piézoélectrique inverse qui permet de les utiliser comme actionneurs 
(Figure 2-1). L’équation (2-1) résume les effets piézoélectriques [ABD96] : 
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Contraintes Déformations

 
Figure 2-1 : Effets piézoélectriques direct et indirect. 

 

L’observation du phénomène piézoélectrique a été faite par un minéralogiste français, 
R. HAUY en 1817. L’effet piézoélectrique direct est attribué à Pierre et Jacques CURIE en 
1880. L’effet piézoélectrique indirect a été mis en évidence, mathématiquement, en 1881 par 
LIPPMAN et confirmé par les frères CURIE. 

La première application industrielle de ce phénomène a vu le jour en France en 1917 
avec le détecteur ultrasonore sous-marin mis au point par P. LANGEVIN.  

 

Pendant la deuxième guerre mondiale, des recherches sont menées sur le phénomène 
piézoélectrique. Elles montrent que certains matériaux piézoélectriques ont des constantes 
diélectriques importantes. Parmi les différents matériaux piézoélectriques, trois types sont 
distingués : 

Les céramiques :  
Les premiers matériaux piézoélectriques de synthèse à base de Titanate de Barium 

apparaissent après 1945. Les Zirconium Titanate de Plomb (P.Z.T.), élaborés dès 1954 se 
répandent très rapidement car leurs caractéristiques supplantent de loin celles de tous les 
autres matériaux piézoélectriques. Ils sont utilisés en contrôle actif de structures en tant 
qu’actionneurs et capteurs. ils peuvent intervenir dans la composition de matériaux 
composites actifs. 

Les cristaux naturels :  
Ils ont des caractéristiques stables dans le temps, mais ont de faibles coefficients 

piézoélectriques. Le quartz et les cristaux à base de Bismuth et de Lithium découverts par 
MATTHIAS en 1949 en font partie. Ces cristaux entrent dans la fabrication de capteur étalon 
comme accéléromètres sismiques par exemple. 

Les polymères :  
Découverts par KAWAI en 1969, les films polymères semicristalins de type 

Polyfluorure de Vinilydène Floride (P.V.D.F.) présentent des propriétés piézoélectriques. 
Bien que peu onéreux, légers, de très grande flexibilité, faciles à intégrer dans les matériaux 

2. LES MATERIAUX PIEZOELECTRIQUES 
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composites, leur faible raideur ne permet pas leur utilisation en contrôle actif de structures en 
tant qu’actionneurs.  

 

A l’échelle cristalline, la plus petite particule ayant les propriétés piézoélectriques est 
appelée maille. La piézoélectricité se manifeste par une polarisation de cette maille. A 
l’échelle de celle-ci, la polarisation résulte de la création de dipôles internes des charges 
électriques générées par les déformations de la maille sous l’action de contraintes.  

Les propriétés de symétrie des cristaux ont une importance fondamentale dans 
l’existence ou non de la piézoélectricité. Ainsi tout corps présentant un centre de symétrie ne 
peut pas être piézoélectrique [LE00]. 

Les céramiques polycristallines sont formées de grains et de joints de liaison. Chaque 
grain est divisé en domaines dont les dipôles sont orientés aléatoirement en l’absence de 
champ électrique. En appliquant un champ électrique intense dit de polarisation les domaines 
s’orientent parallèlement à ce champ et conservent cette direction par la suite même en 
l’absence de champ (Figure 2-2). Le cristal est alors polarisé. Cette classe de cristaux est dite 
ferroélectrique. 

Dipôles

Electrode

_

Champ E

+

+ + + + +
_ _ _ _ _

Matériau
Piézoélectrique

Direction
de la polarisation

 
Figure 2-2 : Polarisation des céramiques piézoélectriques. 

 

La polarisation n’est stable que dans un domaine de température donné. Au delà de la 
température de CURIE, il se produit une transition de phase et le matériau passe de l’état 
ferroélectrique à l’état paraélectrique. Il perd alors ses propriétés piézoélectriques. 

 

Lorsque le champ électrique est supprimé, la maille déformée a tendance à revenir à sa 
forme initiale. Les dipôles se réorientent suivant leur direction initiale plus ou moins 
rapidement faisant apparaître une hystéréris. La polarisation P est alors une fonction non 
linéaire du champ électrique extérieur E (Figure 2-3). Pour des valeurs de champ importantes, 
la polarisation est saturée à la polarisation spontanée ±Ps. Lorsque E est ramené à zéro, une 
polarisation rémanente ±Pr subsiste dans les cristaux. Si E est égale à ±Ec, la polarisation 
rémanente est alors annulée. Ec est le champ coercitif. 

3. POLARISATION 

4. CYCLE D’HYSTERESIS
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-Pr

-Ec

-Ps

Ec

P

Pr

Ps
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Figure 2-3: Cycle d’hystérésis d’un matériau ferroélectrique. 

 

Pour la plupart des matériaux ferroélectriques soumis à des sollicitations mécaniques, 
électriques ou thermiques répétées, les dipôles ne conservent plus leur orientation initiale au 
cours du temps. La polarisation rémanente se modifie au cours du temps et décroît 
sensiblement suivant les conditions d’utilisation du matériau. Cependant, dans le cas de 
solutions solides de P.Z.T., utilisées dans la suite de cette étude, la polarisation du matériau se 
stabilise vis à vis des sollicitations extérieures. 

 

5.1. Equations piézoélectriques 

Le phénomène piézoélectrique se manifeste par la conversion de l’énergie électrique en 
énergie mécanique et réciproquement. Les équations représentant les effets piézoélectriques 
direct et indirect sont détaillées Tableaux 2-1 et 2-2. 

 

EdsSdED TET +=+= σσε  

DgsSgDE TDT +=−= σσβ  

EeSCSeED TEs −=+= σε  

DhSCShDE TDs −=−= σβ  
Tableau 2-1 : Equations piézoélectriques et électromécanique. 

5. PROPRIETES  
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Abréviations Dénominations Type Dimension

D Déplacement électrique ou induction (C/m) (3×1) 

E Champ électrique (V/m) (3×1) 

ε  Permittivité électrique (F/m) (3×3) 

β  Constante d’imperméabilité diélectrique (m/F) 

El
ec

tri
qu

e 

(3×3) 

S Déformation  (6×1) 

σ  Contrainte (N/m2) (6×1) 

s Compliance ou susceptibilité élastique (m2 /N) (6×6) 

C Module d’Young (N/m2 ) 

M
éc

an
iq

ue
 

(6×6) 

d 
Constante piézoélectrique qui traduit la 

proportionnalité entre la charge et la déformation à 
champ nul ou constant (C/N) ou (m/V) 

(3×6) 

e 
Constante piézoélectrique qui traduit la 

proportionnalité entre la charge et la déformation à 
champ nul ou constant (C/m2 ) ou (N/V.m) 

(3×6) 

g 
Constante Piézoélectrique qui traduit la 

proportionnalité entre la contrainte et le champ à 
induction constante ou nulle (V.m/N) ou (m2 /C) 

(3×6) 

h 

Constante piézoélectrique qui traduit la 
proportionnalité entre la déformation et le champ 

résultant à induction constante ou nulle 

(V/m) ou (N/C) 

Pi
éz

oé
le

ct
riq

ue
 

(3×6) 

Tableau 2-2 : Grandeurs électriques, mécaniques et piézoélectriques. 

 

avec : 

Xx, la grandeur X(ε, β, S, C) mesurée ou calculée pour x(S, E, D) nul ou constant.  

Le symbole Xx des grandeurs est complété dans la suite de l’étude par deux indices. Par 
exemple pour le module d’Young, le premier indice désigne la direction de la contrainte 
appliquée, le second celui de la déformation. 
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5.2. Coefficient de couplage piézoélectrique 

Ce coefficient mesure la capacité d’un matériau piézoélectrique de transformer l’énergie 
électrique en énergie mécanique et réciproquement.  

 fournieEnergie
etransforméEnergieK =  (2-2) 

La valeur de ce coefficient varie suivant la forme du matériau et la direction de sa 
déformation (Figure 2-4). 

P P P P
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=
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d
K

3322

32
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F
igure 2-4 : Facteurs de couplages pour les différents types de déformation. 

 
5.3. Choix du matériau piézoélectrique 

La comparaison des valeurs caractéristiques de matériaux piézoélectriques permet de 
choisir le matériau le plus adapté à l’action qui sera utilisé. Le P.Z.T. apprécié pour ses 
excellentes propriétés piézoélectriques (surtout un bon coefficient de couplage) par rapport 
aux autres composants est utilisé dans l’élaboration de la majorité des céramiques 
piézoélectriques (Tableau 2-3). 
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Tableau 2-3 : Caractéristiques piézoélectriques de matériaux piézoélectriques. 

Quartz SiO2 LiNbO3 PVDF PZT

Densité (g/cm3 ) 2.65 4.64 1.76 7.5

Constante diélectrique e r 4.5 29 12 200-4000

Constante de charge d33 × 10-12 (C/N) 2 6 20 40-750

Constante de tension g33 × 10-3 (Vm/N) 50 20 190 15-40

Température de CURIE (°C) 573 1210 180 < 350

Coefficient de couplage K (%) 10 10 14 40-70
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Les matériaux piézoélectriques les plus utilisés comme actionneurs sont les céramiques 
P.Z.T. La direction de l’expansion générée dépend de la direction du champ électrique 
appliqué et des constantes piézoélectriques. En général, ces matériaux sont fabriqués pour 
favoriser un ou plusieurs axes d’action.  

Ci-dessous (Figure 2-5) deux types d’actionneurs couramment utilisés (configurations 
laminaire et à empilement) sont présentés [ELL01, PHY98]. 
 

(a) Configuration laminaire (b) Configuration à empilement

axe d’expansion

V

∆L

L

Couches
piézoélectrique

axe d’expansion

Electrodes

 

Figure 2-5 : Types d’actionneurs piézoélectriques. 

 

Dans la configuration laminaire Figure 2-5(a), la couche piézoélectrique est collée ou 
intégrée à la structure. Le plan d’expansion est normal à celui du champ électrique. 
L’activation est gouvernée par les constantes d31 et/ou d32. Le principe d’action consiste à 
créer un moment fléchissant à partir de l’extension/compression via l’interface de collage. 

La configuration à empilement Figure 2-5(b) entre 
dans la conception des vérins piézoélectriques Figure 2-
6. La partie active est constituée d’un empilement de 
disques fins de céramique P.Z.T. sur les faces desquelles 
sont fixées des électrodes nécessaires à l’alimentation 
électrique. Les axes de polarisation et du champ 
électrique appliqué sont perpendiculaires aux faces des 
disques et coïncident avec la direction de l’expansion de 
l’actionneur. Pour une même tension, plus le disque est 
fin, plus le champ est élevé, plus l’expansion est 
importante. La surface des disques est choisie en 
fonction des efforts mécaniques supportés. Les éléments 
étant empilés, les vérins travaillent en compression. Ils 
sont donc préchargés.  

Deux types de vérins piézoélectriques peuvent être 

Ressort de
préchargement

 
Figure 2-6 : Vérin piézoélectrique. 

distingués : les vérins basse tension et les vérins haute tension qui supportent les mêmes 
contraintes mécaniques. Les vérins basse tension ayant une capacité électrique importante 

6. ACTIONNEURS PIEZOELECTRIQUES 
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requièrent un courant élevé. Alors que les vérins haute tension de plus faible capacité 
nécessitent un courant plus faible.  

Lorsque l’extrémité de l’actionneur est libre, son élongation ∆L peut s’exprimer par la 
relation : 

 ∆L = d33 n V (2-3) 

avec : 

n nombre de disques, V tension électrique appliquée à chaque disque, d33 constante 
piézoélectrique traduisant la relation entre le champ appliqué dans la direction 3 et la 
déformation résultante dans la même direction.. 

Dans cette étude, les vérins piézoélectriques ont été choisis pour les qualités suivantes : 

Compacité et légèreté : facilité d’intégration dans les structures, 

Large bande passante et rapidité de réponse : possibilité de contrôler des modes élevés de la 
structure, 

Précision statique : nécessaire au respect des consignes, 

Rigidité et résistance à la pression : l’actionneur doit supporter les efforts statiques. 
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Ce chapitre expose les méthodes de contrôle de structures souples utilisées dans cette 
étude. Dans un premier temps la modélisation Elément Finis (E.F.) de l’ensemble structure à 
contrôler/actionneurs est présentée. Puis, le contrôle par retour d’état est détaillé. Pour cela les 
méthodes de commande optimale L.Q. et de commande basée sur la logique floue sont 
utilisées. La reconstruction du vecteur d’état nécessaire au contrôle est présentée, en 
particulier l’observateur d’état. Enfin une stratégie de Contrôle Modal Flou (C.M.F.) pour 
contrôler une structure souple est proposée. 

 

1.1 Structure flexible 

La modélisation du comportement dynamique de l’ensemble mécanique 
structure/actionneurs est réalisée par la méthode E.F. Si N est le nombre de degrés de liberté 
du modèle, les équations du mouvement s’écrivent: 

 FKCM =++ δδδ &&&  (3-1) 

avec : 

δδδ ,, &&& , accélérations, vitesses et déplacements nodaux, M, C, K matrices de masse, 
d’amortissement et de raideur du système, F vecteur des forces extérieures. 

Dans le cas où le modèle comporte un nombre important de degrés de liberté, il est 
nécessaire de réduire la taille du modèle. La réduction modale a été choisie dans la suite de 
cette étude. 

Le système concervatif associé à (3-1) est : 

 0=+ δδ KM &&  (3-2) 

En effectuant le changement de variable : 

CHAPITRE 3 : THEORIE DU CONTROLE DE 
STRUCTURES FLEXIBLES 

1 MODELISATION  
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 qΦ=δ  (3-3) 

avec : 

Φ (N×n) matrice des n (n << N) premiers modes propres du système (3-2), q (n×1) 
vecteur des participations modales des n premiers modes.  

En prémultipliant par la matrice transposée de Φ , l’équation (3-3) peut s’écrire : 

 FqKqCqM TTTT Φ=ΦΦ+ΦΦ+ΦΦ &&&  (3-4) 

avec : 

FTΦ  vecteur des forces modales. 

Les équations (3-4) peuvent se mettre sous la forme d’état suivante : 

 
⎩
⎨
⎧

=
+=

CXy
uBXAX&

 (3-5) 

avec : 

X vecteur d’état, tel que : 

 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
q
q

X
&

 (3-6) 

A matrice d'évolution du système : 

 [ ] [ ] [ ] [ ]⎥⎦
⎤

⎢
⎣

⎡
ΦΦΦΦ−ΦΦΦΦ−

= −− CMKM
I

A TTTT 11
0

 (3-7) 

B matrice d’application de la commande : 

 [ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
ΦΦΦ

= −

a
TT PM

B 1
0

 (3-8) 

Pa matrice de dimension (N×r) permettant de sélectionner les degrés de liberté sollicités 
par les r forces de contrôle, u vecteur de la commande, y vecteur de sortie du système, C 
matrice d’observation telle que : 

 [ ]0Φ= cPC  (3-9) 

Pc matrice de dimension (m×n) permettant de sélectionner les degrés de liberté sur 
lesquels les déplacements sont mesurés. 

 
1.2 Rotor 

Les équations de la dynamique des rotors en transitoire de vitesse ont été développées 
dans [LAC88, LAL98]. Cette partie présente les éléments constitutifs d’une machine 
tournante, leur modélisation, la mise en équation, ainsi que la méthode de résolution. 
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1.2.1 Modélisation et mise en équations 
Un système tournant est constitué d’un arbre, de disques et de paliers et il est soumis à 

des forces de balourds. Les équations du comportement dynamique sont déduites d’une 
formulation de type E.F. suivie de l’application des équations de Lagrange. 

Dans le cas de coordonnées généralisées indépendantes, les équations de Lagrange 
s’écrivent : 

 i
iii

Q
q
U

q
T

q
T

dt
d

=
∂
∂

+
∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂
&

 (3-10) 

T et U sont les énergies cinétique et de déformation, qi sont les coordonnées 
généralisées du système et les Qi sont les forces généralisées. 

Les disques, supposés rigides, sont caractérisés uniquement par leur énergie cinétique 
TD. Les éléments d’arbre sont caractérisés par leurs énergies cinétiques TA et de déformation 
UA. L’influence des balourds est prise en compte par à leur énergie cinétique TB, et les forces 
généralisées dues aux paliers sont déduites de l’expression de leur travail virtuel. 

 
Disque 

ψ&

φ&

θ&

 

Figure 3-1 : Repère de référence du dique sur l’arbre flexible. 

 

Le repère Ro(O,X,Y,Z) est un repère galiléen et Ro(xyz) est un repère principal d’inertie 
attaché au disque (Figure 3-1). Les déplacements suivant les axes X et Z sont notés 
respectivement u et w. Le déplacement selon Y est nul en supposant que chaque point du rotor 
se déplace dans un plan perpendiculairement à Y. Les rotations autour les trois axes sont 
respectivement Ψ, θ et φ. 

Le vecteur de rotation instantanée s’écrit : 

 yxZ
oRR φθψω &&& ++= 1/  (3-11) 

Soit dans le repère Ro(O,XYZ) : 
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 (3-12) 

L’énergie cinétique du disque s’écrit donc : 

 ( ) ( )22222

2
1

2
1

zDzyDyxDxDD IIIwuMT ωωω ++++= &&  (3-13) 

MD est la masse de disque. Son tenseur d’inertie dans le repère R(o,xyz) par rapport à O 
est : 
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/  (3-14) 

Les angles θ  et φ  étant petits et le disque étant généralement symétrique, l’équation (3-
13) devient alors : 

 ( ) ( ) ( )22222 2
222

φθψφψθ &&&&&&& +++++= DyDxD
D

II
wu

M
T  (3-15) 

φ&  est la vitesse de rotation du rotor, elle sera considérée comme variable dans ce travail. 
 
Arbre 
De façon semblable, l’énergie cinétique de l’arbre s’écrit : 

( ) ( ) ( ) dyIdyIdyIdywuST
L
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y
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aA ∫+∫+∫ +∫ ++=
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22
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22
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2
1 φρφψθρψθρρ &&&&&&&  (3-16) 

où L et Sa sont respectivement la longueur et l’aire de la section de l’arbre, ρ  la masse 
volumique, Ix = Iz = I et Iy ses inerties de section autour les axes correspondants. 

En négligeant les termes du second ordre, l’énergie de déformation s’écrit : 
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2  (3-17) 

avec E le module d’Young. 

 
Balourd 
Le balourd initial est généralement réparti de manière continue et quelconque sur le 

rotor. Il peut être modélisé par des masses concentrées situées dans différents plans (Figure 3-
2). 
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ri

 

Figure 3-2 : Modélisation de la répartition du balourd sur le rotor. 

 

A l’arrêt, la position Mi de chaque masse mi est définie par son abscisse sur l’axe Y, la 
distance ri = OiMi (Oi est le centre de la section de l’arbre) et l’angle iα  que fait la position de 
la masse par rapport au repère tournant de référence. Lors de la rotation, chaque masse mi est 
liée à l’arbre en position déformée (Figure 3-3). Les vecteurs de déplacement et de vitesse 
associés s’écrivent : 
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Figure 3-3 : Paramétrage du balourd. 
 

L’énergie cinétique du balourd après développement et simplification devient : 

 ( ) ( )( )iiB wumT αφαφφ +−+= sincos
2
1

&&&  (3-20) 

L’application des équations de Lagrange permet de déterminer les efforts dus au balourd 
i dans le cas général d’un transitoire de vitesse : 
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 (3-21) 

FBx , FBz  sont les forces dues au balourd dans les deux directions X et Z et φ&&  étant 
l’accélération du rotor. 
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Paliers 

 

Figure 3-4 : Modèle du palier. 

Le modèle de palier proposé Figure 3-4 conduit via le travail virtuel des forces : 

 wFuFW wu δδδ +=  (3-22) 

à l’expression des forces généralisées : 
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 (3-23) 

 
1.2.2 Equations de mouvement 
Les équations de Lagrange utilisent ici l’expression des énergies calculées à partir d’une 

formulation de type E.F. Le vecteur des déplacements nodaux du rotor comprend N degrés de 
liberté. Chaque nœud comprend quatre degrés de liberté u, w, θ  et ψ . Les équations se 
mettent alors sous la forme : 

 [ ] [ ] FKKKCCM grpgp =+++++ δφδφδ &&&&&&  (3-24) 

avec : 

M matrice de masse symétrique, Cp matrice non symétrique d’amortissement visqueux 
dû aux paliers et aux actionneurs, Cg matrice d’amortissement gyroscopique antisymétrique, 
Kp matrice de raideur non symétrique des paliers, Kr matrice de raideur symétrique de l’arbre, 
Kg matrice de raideur gyroscopique et F vecteur des forces extérieures agissant sur le rotor 
(forces de balourd, forces de contrôle,…). 

En appliquant la méthode pseudo-modale, les équations s’écrivent : 

 [ ] FqKKKqCCqM T
grp

T
gp

TT Φ=Φ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++Φ+Φ+Φ+ΦΦ

..
φφ &&&&

 (3-25) 

Les équations (3-25) peuvent alors être mises sous la forme d’état (3-5) avec la matrice  

d’évolution du système telle que : 

 [ ] [ ] [ ] [ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Φ+ΦΦΦ−Φ++ΦΦΦ−

= −−

gp
TT

grp
TT CCMKKKM

I
A

φφ &&& 11
0

 (3-26) 
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Dans ce cas, l’équation d’état doit être résolue à chaque pas de temps en suivant 
notamment l’évolution de ( ) ( )tett φφ &&& . Une méthode d’intégration pas-à-pas doit donc être 
utilisée.  

 
2 ASPECTS THEORIQUES DE LA COMMANDE 

Le type de comportement dynamique d’une structure joue un rôle essentiel dans le 
choix du type d’algorithme de commande. 

Une commande linéaire est fortement efficace pour une structure à faible non linéarité. 
Dans ce cas, elle peut être optimisée pour produire des performances ou un maximum de 
robustesse. 

En revanche, dans le cas de structure à comportement fortement non linéaire ou à 
comportement dynamique évolutif, tel que le rotor flexible en transitoire de vitesse, il est 
nécessaire d’envisager une commande non linéaire. Seule cette dernière garantit une bonne 
efficacité et la robustesse désirée. 

Dans la suite, deux types d’algorithmes de commande sont présentés : la commande 
Linéaire Quadratique permettant une optimisation, et la commande floue qui est par nature 
non linéaire. 

 
2.1 Commande optimale linéaire 

Le problème de la détermination d’une commande optimale d’un système à partir d’un 
modèle de contrôle est de trouver parmi les commandes admissibles celle qui optimise un 
critère de performance choisi tout en respectant diverses contraintes imposées et en vérifiant 
les conditions initiales et finales. Il s’agit donc, d’adopter un critère de performance et 
d’appliquer une méthode d’optimisation pour minimiser ce critère. 

Pour contrôler une structure lorsque celle-ci est modélisable, deux types de modèles 
doivent être réalisés : 

Le ″modèle de simulation″, est celui sur lequel viennent agir les commandes. Il doit 
traduire le plus fidèlement possible le comportement dynamique de la structure à contrôler. 
Ce modèle est du type de ceux développés en (3-4) et (3-25). 

Le ″modèle de contrôle″, est celui qui est utilisé pour calculer la commande. Il doit être 
le plus simple possible pour permettre de minimiser le coût de réalisation du contrôle et 
d’obtenir la plus large bande passante. Généralement, il est issu d’une réduction du modèle de 
simulation. 

Les équations de la dynamique de la structure sont mises sous la forme d’un système 
différentiel de la forme générale : 

 ( )tuXfX cc ,,=&  (3-27) 

avec Xc vecteur d’état à contrôler, u la commande et t le temps. 

Lorsque la structure est linéaire, ce modèle est exprimé par l’équation d’état du premier 
ordre : 

 uBXAX cccc +=&  (3-28) 

avec : 
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Ac matrice d'évolution du modèle de contrôle, Bc matrice d'application de la commande 
sur le modèle de contrôle. 

Les mesures permettant le contrôle peuvent être déduites de l’état du système (3-28) 
par : 

 uDXCy cccc +=  (3-29) 

avec Cc matrice de sortie du modèle de contrôle, Dc matrice de transmission directe de 
la commande du modèle de contrôle. 

 
2.1.1 Contrôlabilité 
La contrôlabilité totale d’un système est la qualité d’une commande permettant de 

modifier tous les états du système. C’est à dire que par une commande convenable le système 
peut être amené en un temps fini d’un état à un autre. 

Le critère correspondant est :  

 rang[Bc, Ac Bc, …, Ac (k-1)Bc ] = nv  ; k ≤ nv (3-30) 

avec nv le nombre des variables d’état du système contrôlé. 

 
2.1.2 Critère quadratique 
La trajectoire du système est définie par l’évolution temporelle de Xc et u. Le problème 

général d’optimisation s’exprime par la recherche d’une commande optimale u (t) qui 
consiste à déterminer la trajectoire optimale X (t) de t=t0 à t=tf qui minimise la fonctionnelle 
J (expression du critère) : 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )uXJuXJtXtXgdttuXfuXJ cc

ft

t
fcfccc ,,;,,,,,,

0
00 ≤∫ += ∗∗  (3-31) 

g(Xco,to, Xcf,tf) est une fonction décrivant l’équation d’état du système contrôlé entre 
l’instant initial to et l’instant final tf.. 

La résolution de ce problème s’effectue par le calcul variationnel [FOU87, BOR90]. La 
résolution conduit aux équations d’optimalité : 

 
( )

t
tuXf

dt
dH

X
HHX c

c
C ∂

∂
−=

∂
∂

−=
∂
∂

=
,,

;; λ
λ

&&  (3-32) 

 ( ) ( ) ( )tXXtuXftXH cc
T

cc ,,,,,, λλλ &&+−=  (3-33) 

La commande optimale u  est celle qui maximise le Hamiltonien H : 

 ∗⇒=
∂
∂ u

u
H 0  (Principe de maximum) (3-34) 

Dans le cas du contrôle actif de structures, le critère choisi est de type quadratique. Il est 
appliqué sur l’état ou/et l’écart consignes/sorties. 

Si l’état est utilisé, le critère quadratique ou énergétique est l’intégrale d’une forme 
quadratique de l’état et de la commande. Il correspond à l’expression : 

 ( ) ( ) ( ) ( )∫ ++=
∞

02
1

2
1, dtuRuXQXXPXuXJ T

c
T
cfc

T
fcc

 (3-35) 
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avec : 

(Xc)f état de la structure à l’instant final tf, u(t) la commande à l’instant t et P, Q, R 
matrices de pondération de l’état final, de l’état et de la commande. 

L’optimisation de ce critère dans le cadre des systèmes linéaires permet l’obtention 
d’une commande asymptotiquement stable. 

 
Critère quadratique sur l’état 
Le critère quadratique s’écrit sous la forme : 

 ( ) ( )∫ +=
∞

02
1, dtuRuXQXuXJ T

c
T
cc

 (3-36) 

Le Hamiltonien correspondant est :  

 [ ] ( )uBXAuRuXQXH ccc
TT

c
T
c +++−= λ

2
1

 (3-37) 

La commande optimale est obtenue par le principe de maximum : 

 ( )tBRuRuB
u
H T

c
T
c λλ 100 −∗∗ =⇒=−⇒=

∂
∂

 (3-38) 

La fonction ( )tλ  est déterminée par la seconde équation d’optimalité : 

 λλ T
cc

c

AXQ
X
H

−−=
∂
∂

−=&  (3-39) 

 
Critère quadratique sur l’écart consignes/sorties 
Le critère quadratique peut être appliqué directement sur l’écart ε  entre des consignes 

yr et certaines sorties ou des mesures cy  : 

 crrcr XCyyy −=−=ε  (3-40) 

avec Cr matrice de sortie.  

Le critère prend la forme :  

 ( ) ( ) dtuRuQ
2
1P

2
1u,XJ

ft

0t

TT
ffc ∫ ++= εεεε  (3-41) 

avec fε  l’écart entre les consignes et les sorties correspondantes à l’instant final tf. 

D’où : 

 ( ) ( )[ ] ( )uBXARuuXCyQXCy
2
1H ccc

TT
crr

T
crr +++−−−= λ  (3-42) 

La commande optimale est obtenue par le principe de maximum (3-34) qui mène à : 
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 ( )[ ]λλ T
ccrr

T
r

c

AXCyQC
X
H

+−−=
∂
∂

−=&  (3-43) 

En introduisant l’équation d’état (3-28) avec (3-38) et (3-43), il vient : 
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Cas de la régulation (z=0) 
Dans ce cas, (3-44) peut se mettre sous la forme du système optimal suivant : 
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En notant ( )0t,tΛ  la matrice de transition, le système (3-45) se traduit par : 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ⎭

⎬
⎫

⎩
⎨
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⎡
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0c
0

c X
t,tt,t
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X

λΛΛ
ΛΛ

λ
Λ

λ  (3-46) 

Xcf est obtenu en substituant tf à t dans (3-46). En l’introduisant dans les conditions de 
transversalités suivantes induites par le calcul variationnel : 

 cfrf
T
rff XPCC−=λ  (3-47) 

il vient : 

 ( ) ( ) ( ) ( )[ ]0012001100220021 ,,,, λλ ttXttPCCttXtt fcfrf
T
rffcf Λ+Λ−=Λ+Λ  (3-48) 

soit pour tf donné, la relation : 

 ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] 0011021
1

0120220 ,,,, cfrf
T
rfffrf

T
rff XttPCCttttPCCtt Λ+ΛΛ+Λ−=

−λ  (3-49) 

 ( ) 000 cXtS=⇒ λ  (3-50) 

Ces calculs d’optimalité pour un instant t quelconque devient : 

 ( ) ( ) ( )tXtSt c=λ  (3-51) 

En introduisant (3-50) dans (3-45) il vient : 

 c
T
cccc

T
ccr

T
r XSBRSBXSAAXQCC &&++=− − λλ 1

 (3-52) 

La commande optimale u  devient alors :  

 ( ) ( ) ( ) ( )tXKtXtSBRtu 1
T
c

1 -==  (3-53) 

avec K1  matrice de gain de contrôleur, S matrice solution de l’équation de Riccatti : 
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 01 =−+++ −
r

T
r

T
cc

T
cc QCCSBRSBSASAS&  (3-54) 

Remarque : dans le critère sur l’écart consignes/sorties, l’état Xc(t) est remplacé par 
( )tε  dans le critère et r

T
r QCC  par Cr dans l’équation de Riccatti. 

 
Cas stationnaire horizon infini  
Dans ce cas l’horizon de contrôle est infini (tf = ∞), si le cas stationnaire est envisagé 

alors Ac, Bc, Cc, Cr, Q et R sont constantes, d’où : 

 0
t

H
=  (3-55) 

avec S constante. 

La commande définie en (3-53) utilise dans ce cas l’équation algébrique de Riccatti 
suivante : 

 0QCCSBRSBSASA r
T
r

T
c

1
c

T
cc =++  (3-56) 

 
2.1.3 Augmentation du vecteur d’état 
La commande optimale présentée ci-dessus permet de régler la dynamique de la 

structure contrôlée. Cependant elle ne garantit pas sous cette forme la précision statique. Elle 
est obtenue pour les sorties choisies du système à l’aide d’intégrateurs. Les gains de ces 
nouvelles variables d’état peuvent être réglés de façon indépendante ou par l’intermédiaire du 
critère d’optimisation. 

Si cc yy ∈  sont les sorties sur lesquelles doit s’appliquer la précision statique, l’erreur ε  
est décrite par (3-40). L’intégrale de l’erreur s’écrit : 

 ( )∫ −=∫=
t

0
crr

t

0
e dtXCydtN ε  (3-57) 

avec Ne le nouvel état du système. 

En adjoignant à l’état de la structure ce nouvel état, l’état augmenté s’écrit : 

 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
e

c
c N

X
X  (3-58) 

et l’équation d’état associée au vecteur d’état augmenté s’écrit alors : 

 rcccc yZuBXAX ++=&  (3-59) 

avec : 

cA  matrice d’évolution du système contrôlé avec l’état augmenté : 

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

0C
0A

A
r

c
c  (3-60) 

cB  matrice de la commande du système contrôlé avec l’état augmenté : 
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 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

0
c

c

B
B  (3-61) 

Z  matrice d’application de la consigne : 

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

I
Z

0
 (3-62) 

En prenant en compte le nouvel état, le critère (3-36) du contrôle L.Q. prend la forme : 

 ( ) ( )+=
0

T
cc

T
cc dtuRuXQX

2
1

u,XJ  (3-63) 

avec Qc matrice de pondération de l’état augmenté. 

La commande optimale assurant la précision statique s’écrit alors : 

 [ ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−=−=
P
X

KKXKu c
21cc  (3-64) 

avec K1 et K2 matrices respectives de gain du contrôleur L.Q. et du retour intégral. 

Le schéma symbolique pour un système linéaire est présenté Figure 3-5. 
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Figure 3-5 : Diagramme du système contrôlé avec un retour intégral. 

 

L’action intégrale peut éventuellement déstabiliser le contrôle. Le réglage du contrôleur 
nécessite donc une simulation avec le modèle complet de la structure. 
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2.1.4 Reconstruction du vecteur d’état 
Le vecteur d’état utilisé dans le contrôle est dans certains cas non mesurable. C’est le 

cas du contrôle modal utilisant les déplacements et les vitesses modaux qui ne sont pas 
accessibles par la mesure. Aussi, une reconstruction du vecteur d’état est indispensable. 

Dans ce cas il est nécessaire d’utiliser un observateur bâti à partir du modèle de contrôle 
(3-28). 

Pour que l’observateur soit utilisable, il faut que le modèle de contrôle soit observable. 
 

Observabilité 
Un système est complètement observable s’il est possible de déduire l’état du système à 

l’instant t0 à partir de la connaissance de la sortie yc et de la commande u entre t0 et t0+∆t, 
c’est-à-dire remonter aux conditions initiales à partir de l’historique de la commande et des 
mesures. 

Pour les systèmes invariants dans le temps, un critère d’observabilité est donné : 

 rang[Cc, CcAc, …, CcAc
k-1]T = nv  ; k ≤ nv (3-65) 

avec nv nombre de variables d’état. 

 
Observateur d’état 
Un observateur permet de reconstruire l’état du système à contrôler à partir de la 

commande et des mesures Figure 3-6. 

 

Commande

Structure Observateur
d’état

Etat estimé

cX̂

ycPerturbations

u

 

Figure 3-6 : Connexion observateur/ structure. 

 

Si le système à contrôler est décrit par (3-1), le modèle de contrôle réduit par (3-28) et 
(3-29), la dynamique de l’observateur est de la forme suivante (Figure 3-7) : 

 
( )

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
−++=

ccc

ccccccc

XCy
XCyLuBXAX

ˆˆ

ˆˆ&̂

 (3-66) 

avec L matrice de gain de l’observateur. 
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∫ Cc
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Figure 3-7 : Schéma symbolique de l’observateur d’état. 

 

L’équation de la dynamique de l’observateur peut être écrite sous la forme : 

 

=
++=

ccc

ccccc

X̂Cŷ
yLuBX̂ÂX̂&  (3-67) 

avec cÂ  matrice d’évolution de l’observateur et ê  celle de l’erreur de l’observation 

telles que : 

 ccc CLAÂ −=  (3-68) 

 cc XXe ˆˆ −=  (3-69) 

En effectuant membre à membre la différence entre (3-67) et (3-28) et en tenant compte 
de (3-69), la dynamique de l’erreur s’écrit alors : 

 eAe c ˆˆˆ =&  (3-70) 

La matrice L agit sur la réponse de l’observateur afin que l’erreur ê converge 
exponentiellement vers le zéro. Elle doit être réglée de façon à minimiser les bruits de mesure 
tout en assurant une rapidité suffisante de l’estimation d’état.  

L’assemblage complet de la boucle de contrôle est présenté Figure 3-8. 
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Figure 3-8 : Boucle de contrôle L.Q.G. 

 
2.1.5 Contrôle Linéaire Quadratique Gaussien (L.Q.G.) 

Un critère quadratique de type de celui utilisé par le contrôleur permet de déterminer la 
matrice L en faisant un compromis entre la rapidité et le niveau de bruit. Dans ce cas les gains 
de l’observateur sont déduits des équations suivantes : 

 1−= ob
T
c

T
ob RCSL  (3-71) 

avec Sob matrice solution de l’équation de Riccatti : 

 01 =−++ −
cob

T
cob

T
cobcobob

T
ccob CQCSBRBSSAAS  (3-72) 

Rob, Qob sont les matrices de pondération du critère de l’observateur. 

 

2.1.6 Réglage indépendant des dynamiques de contrôle et d’observation 

En régulation, la commande peut être décrite par (3-53). L’équation de la dynamique de 
l’observateur (3-67) devient alors :  

[ ] [ ]
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
+=

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
+=

cc

cc1ccc

cc

ccc1ccc

X̂Cŷ
êCLX̂KBAX̂

X̂Cŷ
XCLX̂KBÂX̂ -- &&

 (3-73) 

De plus en introduisant la loi de commande (3-53) avec l’état observé cX̂  dans 

l’équation d’état du système à observer (3-28), il vient : 

 [ ] êKBXKBAX 1cc1ccc += -&
 (3-74) 
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Les équations d’état (3-74) du système observé/contrôlé et celle de l’erreur 
d’observation (3-70) peuvent alors se mettre sous la forme matricielle suivante : 

 
( ) ( )

( ) ⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

ê
X

CLA0
KBKBA

ê
X c

cc

1c1ccc
&

&
 (3-75) 

La dynamique globale de l’ensemble commandé/observé est obtenue à partir de : 

 ( )[ ] ( )[ ] 0CLAdet.KBAdet cc1cc =−− -- λλ  (3-76) 

Cette équation (3-76) montre que lorsque les erreurs d’estimation sont faibles, 
l’évolution du système commandé est peu affecté par la dynamique de l’observateur. Les 
dynamiques de l’observateur et du contrôleur peuvent donc être réglés de façon indépendante. 

 
2.2 Commande floue 

La commande floue utilise les principes de la logique floue [LAC97, GAC97, 
BOR98a]. Dans cette partie, après avoir détaillé la structure générale d’un contrôleur flou, 
différents modèles d’inférence floues sont rappelés, puis la démarche concernant le réglage 
des contrôleurs est présentée. 

 

2.2.1 Structure du contrôleur flou 
La structure générale d’un contrôleur flou (Figure 3-9) est composée de quatre blocs 

fonctionnels concernant : 

• La base des connaissances, analysée et traitée par l’expert, comprenant : 

- Les données réparties en partitions floues orchestrées par des fonctions 
d’appartenance ; 

- La base des règles qui régit la stratégie de commande de l’expert (SI – ALORS…). 

• la fuzzification qui transforme les variables physiques en valeurs floues au travers de 
variables linguistiques (grand, petit,…). 

• Le mécanisme d’inférence qui applique les opérations d’inférence à partir des règles. 

• la défuzzification qui transforme les résultats du mécanisme d’inférence en grandeurs 
physiques. 
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SortieCommande Structure
à contrôler

Défuzzification

Mécanisme d’inférence

Base des connaissances Fuzzification

Contrôleur flou

Données Base des
règles

Expert

 

Figure 3-9 : Structure d’une commande floue. 

 
1. Base de connaissance de l’expert 
Dans cette partie seront abordés successivement la partition floue, la base des règles et 

leurs propriétés. 

 
Partition floue  
La partition floue est composée de Ns sous-ensembles flous Ai qui couvrent le domaine 

flou X (Figure 3-10). Ces sous-ensembles vérifient :  

 ( )∑ =∈∀
=

Ns

1i iA 1xµ,Xx  (3-77) 

avec ( )x
iAµ  : fonction d’appartenance. 

 

( )xAiµ

0

A1 A2 A3 A4

x

1

 

Figure 3-10 : Exemple de partition floue. 

Base des règles 
Un contrôleur flou établit une relation non linéaire entre ses entrées et ses sorties. Cette 

relation est assurée par des règles floues "SI - ALORS". Chacune de ces règles traduit un 
comportement local du contrôleur. 

Plusieurs solutions peuvent être envisagées pour obtenir la base des règles floues : 
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• A partir d’une représentation de connaissances exprimées de façon naturelle par des 
acteurs humains, qu’ils soient experts, observateurs du système étudié ou opérateurs 
spécialisés [TAK85]. 

• A partir d’un modèle flou du processus [TOG85]. L'inversion de ce modèle conduit 
directement à un contrôleur flou. Ce modèle inverse ne peut être utilisé que lorsque le 
système à commander est à minimum de phase.  

En commande floue, les règles peuvent prendre la forme générale suivante : 

SI (x est A) et (y est B)  ALORS  (z est C) 

    

 Prémisse               Conclusion 

Un ensemble de règles floues doit être continu, consistant et complet (Annexe I). 

 
2. Fuzzification 
La fuzzification est la procédure qui interface l’état non flou du système au domaine 

flou. Dans cet étape la variable non floue x est conditionnée par les fonctions d’appartenance 
pour obtenir les valeurs floues µA(x) correspondantes. 

Si la mesure de x est exacte, le sous-ensemble flou doit être représenté par un fait précis. 
Dans ce cas la transformée de type singleton est utilisée Figure 3-11(a) : 

 ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

≠
=

=
0

0
A xxsi0

xxsi1
xµ  (3-78) 

Si la mesure des variables est incertaine, une fonction d’appartenance est associée à 
chaque variable. Cette fonction peut être monotone, trapézoïdale, gaussienne ou triangulaire 
(Figure 3-11(b)), de la forme : 

 ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −

−=
e

0
A

xx1;0maxxµ
ε

 (3-79) 

( )xµA ( )xµA

X

1

0 x0 X

1

0 x0

(b) Fonction d’appartenance triangulaire(a) Singleton

eε

 

Figure 3-11 : Méthodes de fuzzification. 

Le nombre de fonctions d’appartenance couvrant le domaine de la variable dépend de 
l’incertitude dans la mesure, de la finesse de la commande et de sa non linéarité. Ces aspects 
peuvent être traités par compromis entre le choix de la forme et le nombre des fonctions 
d’appartenance. 
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3. Mécanisme d’inférence 
A partir de la base des règles fournie par l’expert et des sous-ensembles flous X de x et Y 

de y dans le domaine X×Y correspondants à la fuzzification des vecteurs de mesure, le 
mécanisme d’inférence calcule le sous-ensemble flou dans le domaine Z correspondant, relatif 
à la commande de chaque règle. Ce calcul met en œuvre l’implication et l’agrégation des 
règles. 

 
Implication :  
Figure (3-12) illustre un exemple d’implication des deux règles suivantes : 

Règle 1 : SI x est A1 et y est B1  ALORS z est C1 

Règle 2 : SI x est A2 et y est B2  ALORS z est C2 

 

µc2 c2

Z

A2

X

B2

Y

Y

B1

X

A1

min

c1
µc1

Z

1Aµ

x0 y0

w2

w1

Implication

'
1c

'
2c

c

µc

Z

( )01A xµ

( )01A xµ

2Aµ

( )02B yµ

1Bµ

2Bµ

( )01B yµ

 

Figure 3-12 : Exemple d’implication. 

 

Si les deux variables x et y ont les valeurs x0  et y0 , leurs fonctions d’appartenance 
prennent les valeurs ( )01

xµA  et ( )01
yµB  respectivement pour la règle 1 et ( )02

xµA  et ( )02
yµB  

pour la règle 2.  

L’application de l’opérateur de l’implication ∨ entre les deux fonctions d’appartenances 
de chaque règle donne la pondération wi correspondante à cette règle : 

 ( ) ( )
( ) ( )02B02A2

01B01A1

yµxµw

yµxµw

∨=

∨=  (3-80) 

Cet opérateur est défini de différentes manières suivant l’implication utilisée. 
L’implication de Mamdani utilise l’opérateur minimum (min.). Celle de Larsen, utilise 
l’opérateur produit (prod.). 
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Pour qualifier la sortie correspondante à chaque règle, l’opérateur de l’intersection ∧ est 
appliqué entre le poids wi de cette règle et la fonction d’appartenance de sa conclusion µc(z) :  

 
( ) ( )

( ) ( )zµwzµ

zµwzµ

2c2'
2c

1c1'
1c

∧=

∧=
 (3-81) 

 
Agrégation des règles :  
La fonction de sortie floue du contrôleur est calculée en fonction des sorties de toutes 

ses règles par l’opérateur d’agrégation ⊗ . Ce dernier est généralement, comme l’opérateur de 
l’implication, de type conjonctif. La sortie du contrôleur prend la forme suivante : 

 ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ]zµwzµwzµzµzµ
2c21c1'

2c'
1cc ==  (3-82) 

⊗  peut être max., min., prod., l’intersection ou l’union des conclusions des règles 
(Figure 3-12 : l’union est utilisée). 

 

4. Défuzzification 
Cette étape a pour objectif de transformer la sortie floue agrégée en valeur non floue de 

la commande. 

Plusieurs méthodes de défuzzification peuvent être utilisées dont la méthode de la 
hauteur et ses variantes ou celle de barycentre qui sont les plus couramment utilisées : 

 
Méthode de la hauteur et ses variantes 
Cette méthodes est basée sur le principe du maximum (max.). Elle consiste à prendre la 

valeur la plus grande de la fonction d’appartenance de sous-ensemble flou comme commande 
(Figure 3-13). 

 

uo = max (µc (z))µc

Zuo

1

0
 

Figure 3-13 : Défuzzification par le principe de maximum. 

 

Dans le cas où la fonction d'appartenance µc(z) a des maxima identiques, plusieurs 
choix sont possibles : le premier maximum, le dernier ou la moyenne des maxima (Figure 3-
14). 

Ces méthodes nécessitent peu de calculs. 
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premier des maxima : u1

dernier des maxima : u2

moyenne des maxima : 
2

uuu 21
o

+
=

µc

Zu1

1

0
uo u2

c

 

Figure 3-14 : Variantes de la méthode de la hauteur pour la défuzzification. 

 
Méthode du barycentre 

Le barycentre de l’aire de µc(z) est déterminé par : 

( )

( )∫

∫
2

1

2

1

z

z
c

z

z
c

o

dz.zµ

dz.z.zµ
u =

 

Cette méthode nécessite des calculs importants. 

 

µc

Zuo

1

0
z2z1

 

Figure 3-15 : Défuzzification par la méthode barycentre. 

 
2.2.2 Modèles d’inférence flous 
Les trois modèles d’inférences flous les plus utilisés sont : le modèle de Tsukamoto, 

celui de Mamdani et celui de Sugeno. La différence entre ces modèles réside dans la 
conclusion des règles et donc dans les procédures d’agrégation et de défuzzification. 
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Figure 3-16 : Les différents systèmes d’inférence. 

 
Modèle de Mamdani 
Dans le modèle de Mamdani, les prémisses et les conclusions des règles sont floues 

(Figure 3-16). Cette méthode repose sur l’utilisation de l’opérateur min. pour l’inférence floue 
et l’opérateur max. pour l’agrégation des règles. La défuzzification est généralement effectuée 
par la méthode du barycentre.  

Une variation du modèle de Mamdani consiste à remplacer l’opérateur min. de 
l’inférence floue par l’opérateur prod. 

 
Modèle de Sugeno 
Il s’appelle aussi le modèle de Takagi-Sugeno (Figure 3-16). Dans ce cas, les 

conclusions des règles sont des polynômes dont les variables sont les entrées du modèle. Elles 
sont de la forme : 

 { } ( ){ }...,y,xfestzALORS...etAestyetAestxSI i
i
2

i
1  (3-83) 

L’inférence floue est réalisée avec l’opérateur min. ou prod. La valeur finale de la 
commande u est obtenue en effectuant une moyenne pondérée des conclusions des règles. 

 
Modèle de Tsukamoto 
Dans ce modèle la conclusion de chaque règle est présentée par une fonction monotone 

(Figure 3-16). La sortie numérique du contrôleur est une moyenne pondérée des valeurs issues 
de chaque règle. 
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2.2.3 Réglage des contrôleurs flous 
Le réglage de la commande floue concerne les points suivants : 

• la nombre de fonctions d’appartenance, 

• le type de fonctions d’appartenance, 

• la position des fonctions d’appartenance dans le domaine de chaque variable, 

• les pentes des fonctions d’appartenance, 

• le domaine de chaque variable. 

Ces deux derniers paramètres peuvent être modifiés en introduisant et en réglant des 
gains placés en amont et/ou en aval du contrôleur. Le réglage peut être effectué manuellement 
ou par des méthodes d’optimisation et d’apprentissage comme les techniques de la 
programmation mathématique et les réseaux neuronaux. 

 

3.1 Contrôle modal 

Les modèles de la structure (3-4) et du rotor souple (3-25) proposés précédemment sont 
décrits sous forme modale. Ces modèles sont ceux sur lesquels viennent agir les commandes : 
ce sont les ″modèles modaux de simulation″. Il doivent traduire le plus fidèlement possible le 
comportement dynamique de la structure à contrôler. 

Le contrôle modal consiste à maîtriser le comportement dynamique de la structure à 
partir des participations modales des modes ciblés par le contrôle. Ainsi la commande s’écrit : 

 u = f(Xc) Xc (3-84) 

avec f(Xc) fonction gain du contrôleur, Xc vecteur d’état modal du modèle de contrôle tel 
que : 

 { }T
ccc qqX &=  (3-85) 

avec cc q,q &  vecteurs des déplacements et vitesses modaux des premiers à modes 
contrôlés. 

Le nombre de modes à contrôler est généralement inférieur à celui du modèle de la 
structure. Ainsi les modèles utilisés pour calculer les gains de contrôle peuvent être déduits 
des précédents en les réduisant aux m modes à contrôler : ce sont les ″modèles modaux de 
contrôle″. 

L’équation d’état du système réduit aux m modes à contrôler devient alors : 

 uBXAX cccc +=&  (3-86) 

avec Ac matrice d'évolution du modèle de contrôle : 

 [ ] [ ] [ ] [ ]⎥⎦
⎤

⎢
⎣

⎡
ΦΦΦΦ−ΦΦΦΦ−

= −−

c
T
cc

T
cc

T
cc

T
c

c CMKM
I

A 11
0

 (3-87) 

Bc matrice d'application de la commande sur le modèle de contrôle : 

3 CONTROLE MODAL FLOU (C.M.F.) 
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 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Φ

=
a

T
c

c P
B

0
 (3-88) 

 
3.2 Concept du Contrôle Modal Flou 

Le principe de contrôle multi-entrées multi-sorties proposé est basé sur le travail en 
parallèle de contrôleurs flous dont chacun est dédié à un mode (Figure 5-17). Les entrées de 
chaque contrôleur flou correspondent aux participations modales qui sont pondérées par des 
gains Ki. La commande globale est constituée par la somme des commandes générées par 
chacun des contrôleurs modaux flous préalablement pondérées par le gain matriciel Kc. De 
plus, l’action dynamique de ce contrôleur modal flou est complétée par les retours intégraux 
des déplacements physiques de la structure pour assurer la précision statique, eux mêmes 
pondérés par les gains Kint.  
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Figure 5-17 : Schéma de Contrôle Modal Flou. 

 

Les gains de pondération Ki et Kc permettent d'ajuster les pentes et les domaines d'entrée 
et de sortie. De plus Kc traduit les commandes dans l’espace physique. Ils peuvent être réglés, 
avec Kint, par optimisation sur gabarit de réponses temporelles. 

L'état modal n'étant pas directement mesurable, il doit être reconstruit. Pour cela un 
observateur de Luenberger est utilisé. Il peut être optimisé par un critère quadratique de type 
L.Q. Le principe de séparation de la dynamique du contrôleur flou et celle de l’observateur 
reste valable et permet le réglage des contrôleurs flous séparément du réglage de 
l’observateur. 
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3.3 Spillover 

La troncature modale peut engendrer des phénomènes indésirables liés aux modes non 
contrôlés, car le contrôleur agit non seulement sur les modes contrôlés, mais aussi sur les 
modes résiduels. Ce phénomène est appelé ″Spillover de contrôle″. Ses effets peuvent être 
diminués par un choix adapté de l’emplacement des actionneurs pour qu’ils agissent 
efficacement sur les modes contrôlés tout en réduisant l’influence du contrôle sur les modes 
résiduels. Un compromis est alors nécessaire entre le nombre des actionneurs, l’énergie 
consommée et la performance du calcul en temps réel [GAU96].  

De la même façon, la troncature modale du modèle de contrôle utilisé pour calculer 
l’observateur introduit des erreurs dans l’estimation du vecteur d’état à contrôler : c’est le 
phénomène de ″spillover d’observation″. Ces erreurs d’observation sont amplifiées par les 
gains d’observation, qui sont interprétées à nouveau par les gains de contrôle. L’ensemble 
″spillover d’observation″ et ″spillover de contrôle″ forment alors une boucle éventuellement 
instable. Pour éviter ce risque, il est nécessaire de conduire les simulations avec un modèle de 
structure (″modèle de simulation″) le plus fin possible. Le réglage des pondérations 
conduisant aux gains de contrôle et d’observation ne peut donc pas se faire séparément, il faut 
surveiller lors du réglage par simulation tous les modes estimés, contrôlés et résiduels. 

Dans le cas du contrôle modal flou proposé C.M.F, les gains de contrôle étant variables, 
ils peuvent être adaptés via le réglage des fonctions d’appartenance pour atténuer plus 
efficacement l’influence de la boucle de ″spillover″. 

 

Dans ce chapitre, la modélisation par éléments finis d’une structure flexible et en 
particulier d’un rotor flexible, intégrant des actionneurs, a été présentée. Deux algorithmes de 
contrôle ont été détaillés : le contrôle linéaire optimal et le contrôle flou.  

Le principe de contrôle modal flou C.M.F. a été présenté. Il lie les principes de contrôle 
flou et de contrôle modal. Il utilise de plus l’observateur présenté dans le contrôle L.Q.G. 

Le contrôle modal flou obtenu doit permettre de réaliser rapidement et avec une bonne 
efficacité l’amortissement des modes ciblés des structures contrôlées. Ce principe sera utilisé 
dans la suite de l’étude pour contrôler une poutre flexible, en prenant le contrôle L.Q.G. pour 
référence, puis un rotor flexible en régime transitoire. 
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L’objectif de ce chapitre est de montrer la faisabilité du contrôle du comportement 
dynamique d’une poutre flexible par un plan d’action constitué de deux vérins 
piézoélectriques orthogonaux.  

Tout d'abord les actionneurs piézoélectriques sont étudiés et un modèle est proposé. La 
modélisation par éléments finis de l'ensemble structure/partie mécanique des actionneurs est 
ensuite présentée. Puis les résultats de l'identification expérimentale permettant le recalage du 
modèle sont détaillés. Enfin une réduction du modèle par une méthode modale est effectuée. 

L’application des deux algorithmes de commande présentés dans le chapitre précédent 
pour contrôler la structure est réalisée. Ce contrôle est de type modal. Il met en œuvre un 
observateur d’état. Les contrôleurs optimaux de type L.Q.G. sont mis en place [MAL01] et 
sont pris pour référence pour une stratégie utilisant des contrôleurs modaux flous. 

Tout d’abord, l’étude concerne le contrôle des vibrations transverses de la poutre dans 
une seule direction, par un actionneur piézoélectrique. Puis le contrôle est étendu aux deux 
directions transverses. 

Le chapitre comprend l’aspect modélisation, simulation et validation expérimentale. 

 

Les actionneurs utilisés dans cette étude sont des vérins piézoélectriques. Un modèle 
électromécanique décrivant le comportement de ces vérins est proposé. L’identification 
expérimentale permet le recalage de ce modèle. 

 
1.1. Modèle des actionneurs piézoélectriques 

Deux vérins piézoélectriques, haute tension Physik Instrumente P-245.70, sont utilisés. 
Ils sont alimentés par des amplificateurs haute tension PI E472. Les caractéristiques 
mécaniques et électriques fournies par le constructeur sont données Tableau 4-1. 

CHAPITRE 4 : APPLICATION A UNE POUTRE 
FLEXIBLE 

1. ACTIONNEURS 
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Caractéristique Valeur Unité 

Tension nominale -1000 Volt 

Tension max. de fonction -1000 Volt 

Force de compression max. 2000 N 

Force de traction max. 300 N 

Gamme de température -40 à +80 °C 

Expansion max.(à –1000 Volt) 120 µm 

Rigidité 32 N/µm 

Capacité électrique 500 nF 

Fréquence de résonance (sans charge) 5 kHz 

Expansion en température 0.9 µm/K 

Longueur totale 127 mm 

Polarité négative  

Gain de l’amplificateur en tension Gv 100  

Tableau 4-1 : Caractéristiques des vérins piézoélectriques. 

Chaque ligne d'action est constituée par un vérin piézoélectrique en série avec un plot 
élastique. La figure 4-1 présente le schéma et le modèle d’un actionneur piézoélectrique. Ce 
modèle met en œuvre un déplacement imposé δe proportionnel à la tension électrique V 
appliquée au vérin par l’amplificateur, une raideur Kv correspondante à celle de l’empilement 
des disques piézoélectriques, et une raideur Kp du plot élastique liant le vérin à la structure. 

 

Cp

Cv

Kv

Kp

δa

Fc

δe

partie mobile du vérin

Structureplot élastique

vérin

 

Figure 4-1 : Modèle de l’actionneur piézoélectrique. 
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Les amortissements du vérin piézoélectrique Cv et du plot élastique Cp sont dans un 
premier temps négligés. Ils sont ensuite recalés par rapport aux amortissements modaux 
mesurés expérimentalement dans le modèle.  

Le modèle proposé pour la force générée par un actionneur piézoélectrique est  : 
 )VG(K)(KF avaaeac δαδδ −=−=  (4-1) 

avec α la constante piézoélectrique du vérin et Ka la raideur de l'actionneur telle que:  

 
pva K

1
K
1

K
1

+=  (4-2) 

 

1.2. Identification expérimentale des actionneurs piézoélectriques 

Plusieurs tests statiques et dynamiques ont été réalisés pour identifier les 
caractéristiques des vérins piézoélectriques. 

 

Test statique 
La fonction de transfert entre le déplacement généré par le vérin et la tension électrique 

appliquée à ses bornes est mesurée pour différentes tensions dont les valeurs sont réglées 
entre 0 et 9 Volt. Chaque mesure est effectuée pour une même durée d’acquisition. 

Le résultat de ce test Figure 4-2 montre que le comportement statique mesuré est non 
linéaire. Dans les applications de précision statique, cette hystéréris est compensée par une 
boucle fermée qui élimine l’erreur entre le déplacement de la structure et des consignes 
données. 
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Figure 4-2 : Hystérésis dans le comportement statique du vérin piézoélectrique. 

 

L’hystéréris observé Figure 4-2 due essentiellement au matériau piézoélectrique et à la 
conception du vérin sera négligée dans la suite de l’étude. Le modèle linéaire utilisé est 
représenté par la droite de la Figure 4-2. 
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Tests dynamiques 
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Figure 4-3: Schéma du montage. 

Ils concernent : 

1) La réponse dynamique du vérin non chargé, à une consigne de type échelon 
d’amplitude évoluant de -0.4 Volt à +0.4 Volt, est présentée Figure 4-4. Elle est 
obtenue à partir du montage schématisé Figure 4-3. 
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Figure 4-4 : Réponse du vérin piézoélectrique à un échelon de 0.5 (Volt). 

 

2) Pour obtenir la raideur et l’amortissement du vérin, une identification modale de 
type S.D.O.F. est utilisée. Une masse connue (m=372 g) est fixée sur la partie 
mobile de l’actionneur. Ce dernier, sollicité par un balayage sinusoïdal dont la 
fréquence évolue de 500 à 1300 Hz, permet de tracer la réponse fréquentielle de la 
Figure 4-5. La raideur et l’amortissement du vérin sont alors déduits de la fréquence 
de résonance du système vérin + masse (fc = 983.02 Hz) et de la largeur de bande à 
–3 dB. Si la masse et l’amortissement de la partie mobile de l’actionneur sont 
négligés alors : vξ  = 2,6 % et Kv = 14.21 E6 N/m. 
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Figure 4-5 : Diagramme de Bode (déplacement/commande) de l’ensemble vérin + 

masse. 

 

3) La liaison entre les vérins piézoélectriques et la structure est assurée par 
l’intermédiaire des plots élastiques Figure 4-6. Pour identifier complètement chaque 
ligne d’action, il faut aussi caractériser les plots. Pour cela un test de même type que 
le précédent a été réalisé en plaçant un plot entre la masse connue et la partie mobile 
du vérin. Les résultats sont donnés Tableau 4-2. 

 

 Actionneur horizontal 
(x) 

Actionneur vertical  
(z) 

Raideur aK (N/m) 2.26 E6 0.63 E6 

Facteur d’amortissement aξ  (%) 6.7 5.6 

Constante piézoélectriqueα  (m/Volt) 12 E-6 12 E-6 

Tableau 4-2 : Caractéristiques des actionneurs. 

 

Dans cette application, la structure à contrôler est une poutre encastrée en acier dont la 
longueur, la largeur et l’épaisseur sont respectivement 1 m, 0.02 m et 0.01 m. Son 
comportement dynamique est contrôlé par un plan d’action constitué de deux vérins 
piézoélectriques en série avec deux plots élastiques situé à 0.1 m de l’extrémité libre. Ces 
plots ont une raideur transverse faible. Ils autorisent donc les déplacements nécessaires à 
chaque ligne d’action. Leur amortissement agit sur les modes non contrôlés. Le schéma du 
montage est présenté Figure 4-6. 

 

2. MODELISATION  
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Figure 4-6 : Schéma du montage. 
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Figure 4-7 : Discrétisation E.F. de la structure. 

 

Le modèle E.F. de la structure présenté Figure 4-7 qui intègre la partie mécanique des 
actionneurs a été réalisé avec le code de calcul ANSYS®. La poutre a été discrétisée par dix 
éléments de poutre à six degrés de liberté par nœud dont seuls les déplacements transverses 

xδ , zδ  et les rotations θ , ψ sont retenus.  

Les plots élastiques sont considérés linéaires. Ils sont modélisés par leur raideur axiale 
et les termes de couplage sont ici négligés. Chaque actionneur est modélisé par une raideur 
équivalente à celle de l’ensemble vérin piézoélectrique/plot élastique (Kax , Kaz) (Tableau 4-2) 
et une masse ponctuelle sur le nœud 10 simulant la masse des parties mobiles des vérins 
piézoélectriques et celle des plots élastiques suivant les deux directions. Les degrés de liberté 
des nœuds 1, 12 et 13 sont bloqués. 

Le comportement dynamique de la structure (poutre/actionneurs) selon les deux 
directions peut être décrit par les équation (3-1) et (4-1), avec Fp forces de perturbations 
extérieures. Soit : 

 VGKFKCM vap αδδδ +=++ &&&  (4-3) 

Une réduction modale sur les huit premiers modes est mise en œuvre. 

Le modèle a été recalé par les fréquences propres mesurées ω . Il a été complété en 
introduisant les amortissements sous forme d’amortissements modaux mesurés ξ , les modes 



Chapitre 4 Application à une poutre flexible 
 

 52

étant suffisamment découplés. Le système d’équations (4-3) prend alors la forme découplée 
suivante : 
 

cp ffqdiagqdiagq −=++ )()2( 2ωξω &&&  (4-4) 

avec : 
qqq ,, &&&  vecteurs des accélérations, des vitesses et des déplacements modaux des huit 

premiers modes. 

pf , cf  vecteurs de forces modales de perturbation et de contrôle telles que : 

 p
T

p Ff Φ=  (4-5) 

 VGKf va
T

c αΦ=  (4-6) 

Le modèle de simulation peut être décrit par les équations d’état (3-5) avec le vecteur 
d’état  : 

[ ]TqqqqqqqqqqqqqqqqX 8765432187654321 &&&&&&&&=  
avec la matrice d’évolution du modèle de simulation : 

[ ]

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

++
++

++
++

++
++

++
+

=

011.53e-   0             0            0             0              0               0          0  068.58e-      0            0              0            0              0            0                0   
  0      023.16e-  0            0             0              0               0            0            0   066.40e-   0              0            0              0            0                0   
          0            0      011.84e-   0             0              0               0          0            0            0   06e 3.13-     0            0              0            0                0   
    0            0              0      011.79e-  0              0               0          0            0            0            0    062.89e-     0              0            0                0   
 0            0              0            0       021.76e- 0               0          0            0            0            0               0     062.01e-    0            0                0   
  0            0              0            0             0        007.26e-   0          0            0            0            0              0            0       057.51e-   0                0   
  0            0              0            0            0               0      002.00e-   0            0            0            0              0            0              0       052.94e-   0   
0            0              0            0            0               0               0       01-7.84e-  0            0            0              0            0              0            0  007.62e-
1            0              0            0            0               0               0              0            0            0            0              0            0              0            0                0   
 0            1              0            0            0               0               0              0            0            0            0              0            0              0            0                0   
    0           0              1            0            0               0               0              0            0            0            0              0            0              0            0                0   
 0            0              0            1            0               0               0              0            0            0            0              0            0              0            0                0   
  0            0              0            0            1               0               0              0            0            0            0              0            0              0            0                0   
 0            0              0            0            0               1               0              0            0            0            0              0            0              0            0                0   
 0            0              0            0            0               0               1              0            0            0            0              0            0              0            0                0   
       0            0              0            0            0               0               0              1            0            0            0              0            0              0            0                0   

A

 

Les actionneurs agissant sur le nœud 10 suivant les deux directions X et Z, la matrice 
d'application de la commande est donc : 

[ ]
T

12e80.601e51.311e45.500e91.513e72.713e42.101e32.912e23.300000000
00e30.313e48.500e20.112e62.900e87.800e16.112e41.11e12.200000000

B ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=  

Le vecteur de sortie du système comprend les degrés de liberté correspondants aux 
capteurs placés aux nœuds 4 et 10 dans la direction Z et aux nœuds 3 et 10 dans la direction X. 
L’équation de sortie devient alors : 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

[ ]( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤
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⎢
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⎣

⎡

ΦΦΦ
ΦΦΦ
ΦΦΦ
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⎩

⎪⎪
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δ
δ
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 (2-7) 

La valeur numérique de la matrice de sortie est : 
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⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

++++++++
++++++++
++++++++
++++++++

=

0000000016e31.401e85.112e43.801e68.913e63.113e80.701e46.413e96.1
0000000013e50.200e29.112e01.201e17.214e84.215e22.502e43.313e19.1
0000000001e58.313e45.201e01.721e24.501e08.100e24.112e74.101e09.8
0000000001e28.514e78.801e91.112e54.100e42.101e85.113e25.202e40.3

C

 

 

2.1. Identification expérimentale et recalage du modèle EF 

Pour obtenir un modèle précis de la structure, une identification expérimentale de 
l’ensemble poutre/actionneurs est réalisée pour permettre son recalage. Les caractéristiques 
mécaniques de la structure sont identifiées en effectuant des réponses fréquentielles selon X, 
puis Z, en balayage sinusoïdal. Les résultats de l'identification et du modèle recalé sont 
présentés à l'aide des diagrammes de Bode Figure 4-8 et du Tableau 4-3. Les premières 
déformées modales du système sont présentées Figure 4-9. 
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Figure 4-8 : Diagrammes de bode de système non contrôlé (déplacement/commande). 

 
Modèle E.F. Mesures expérimentales 

mode direction Fréquences de résonance  
f (Hz) 

Facteurs d’amortissement 
modaux ξ  (%) 

1* z 43.7 43.9 1.42 E-3 

2* x 87.3 86.3 1.85 E-3 
3* z 138.2 138.0 4.19 E-3 
4 z 228.7 234.0 6.22 E-2 

5* x 275.6 271.0 5.27 E-3 

6 z 282.0 281.8 2.61 E-3 
7 x 404.9 402.7 6.24 E-2 
8 z 471.1 466.3 2.61 E-3 

Tableau 4-3 : Caractéristiques modales du système poutre/actionneurs ( * modes à contrôler). 
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Figure 4-9 : Les  premières déformées modales recalées selon X et Z. 

 

Dans cette application, le contrôle concerne la maîtrise du comportement dynamique 
des premiers modes propres de la poutre sans influencer les modes supérieurs. Les objectifs 
du contrôle sont : 

• en régulation : d’éliminer rapidement les perturbations avec une forte atténuation des 
premiers modes tout en limitant la dépense d’énergie, 

• en suivi de consigne : d’assurer un temps de montée minimal sans dépassement, 

• ces deux types de fonctionnement doivent s’effectuer avec une bonne précision statique. 

 

Le contrôle du comportement dynamique de la poutre est réalisé dans la direction 
verticale Z. Seuls les déplacements transverses δz et les rotations θ sont retenus dans le 
modèle de la structure (Figure 4-7). Le système comporte alors 20 ddl. La stratégie de 

3. OBJECTIFS GENERAUX DE CONTROLE 

4. CONTROLE D’UNE POUTRE DANS UNE DIRECTION 
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contrôle est modale et met en œuvre tout d’abord une commande L.Q.G., puis une commande 
floue. Deux modes sont concernés. 

 
4.1. Calcul du contrôleur L.Q.G. 

Compte tenu de l’équation (4-8) et le nombre de modes à contrôler, le modèle du 
contrôle utilisé pour le calcul du contrôleur L.Q.G. peut être décrit par les équations d’état 
suivantes : 

 

⎩
⎨
⎧

+=
+=

zczczczcz

zczczczcz

uDXCy
uBXAX&  (4-8) 

avec : 

le vecteur d’état du système : [ ]T
cz qqqqX 3131 &&= ,  

la matrice d’évolution  : 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

++
+

=

007.26e-0057.51e-0
001-7.84e-0047.62e-
1000
0100

Acz  

la matrice d’application de la commande : 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

=

001.40e
01-2.57e-

0
0

Bcz  

la matrice de sortie correspondant à l’utilisation de deux capteurs placés aux nœuds 4 et 
10 de façon à assurer une bonne observabilité (Figure 4-9) : 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

=
00001.24e-01-8.09e-
0001-1.85e02-3.40e-

Ccz  

La matrice de transmission directe de la commande, qui prend en compte la troncature 
modale : 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

07-7.35e
06-8.14e

Dcz  

Pour assurer la précision statique en contrôle L.Q.G., l’état du système contrôlé est 
augmenté par un intégrateur de l’écart consigne/sortie du nœud 10, sortie colocalisée avec 
l’actionneur. 

Le contrôleur optimal de type L.Q.G. exposé chapitre 3/§.2.1.5. est utilisé ici. 
L’application du critère de contrôlabilité (3-30) est vérifiée. 

La matrice de gain du contrôleur Kcz obtenue à partir de simulations est : 

 Kcz = [-2.14e+04   9.76e+04   -4.70e+02   2.63e+02   -6.00e+06] 
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Le critère d’observabilité (3-65) appliqué au système poutre/actionneur/capteurs est 
vérifié. Les matrices du système d’observation sont celles utilisées dans le contrôleur (Acz, Bcz, 
Ccz, Dcz). La matrice de gain de l’observateur  Lz obtenue à partir de l’équation (3-71) est : 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

++
++
+++
++

=

03243e-01439e-
03157e-01344e-
00206e-0083.8e
00871e-00113e-

Lz  

 
4.2. Calcul du Contrôleur Modal Flou 

La stratégie de contrôle C.M.F. proposée au chapitre 3 est appliquée ici. Deux 
contrôleurs modaux flous de type Sugeno sont utilisés pour contrôler les deux premiers modes 
de la structure. 

La fuzzification des participations modales est réalisée à l’aide de deux fonctions 
d’appartenance de type gaussien : positive (pos.) et négative (nég.) Figure 4-10. Ces deux 
fonctions d'appartenance sont données Tableau 4-4. 
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Figure 4-10 : Sous-ensembles flous des entrées du contrôleur flou. 

 

Variable Fonction d’appartenance et fonction de Sugeno Domaine

q̂ gaussienne -10-6 à  10-6 m

q̂& gaussienne -10-3 à  10-3 m/s

u q̂1100q̂105 &+ -5 à 5 V

Tableau 4-4 : Fonction d’appartenance et fonction de Sugeno. 

 

L’opérateur d’implication utilisé donne le minimum entre les valeurs de deux fonctions 
d’appartenances (Figure 4-10). Cette valeur w présente la pondération de la règle 
correspondante. 

Pour les bases de règles, la rapidité du calcul de la commande est privilégiée. Le 
nombre de lois est réduit à deux : 
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SI ciq̂  est pos. ET ciq&̂  est pos ALORS cicii q̂1100q̂5E1z &+=  

SI ciq̂  est nég. ET ciq&̂  est nég ALORS cicii q̂1100q̂5E1z &+=  

Avec : 

zi la commande correspondante à la règle i. 

En ce qui concerne la défuzzification, la commande du contrôleur est une moyenne 
pondérée des conclusions des deux règles utilisées. Elle est de la forme suivante : 

 
∑

∑=
i

ii

w
zwu  

avec : 

wi la pondération de la règle i. 

La précision statique est assurée par un retour intégral colocalisé avec l’action (nœud 
10). 

Enfin, la commande globale est la somme pondérée des sorties des deux contrôleurs 
modaux flous et du retour intégral. Le réglage est effectué à l'aide de matrices de gains 
agissant sur les plages et les pentes des fonctions d’appartenance des entrées des contrôleurs, 
de la commande de chaque contrôleur et du retour intégral de l’état augmenté. Ces gains ont 
été optimisés et déterminés par simulations. Ils sont donnés Tableau 4-5. 

 
Gains des entrées Gains des sorties Gain du retour

intégral

cq̂
cq&̂ u

Mode 1 0.1 2.2 0.125 1×107

Mode 2 0.1 1 -0.450

Tableau 4-5 : Gains de contrôleur CMF. 

 
4.3. Simulations 

Les simulations des contrôleurs L.Q.G. et C.M.F. ont été réalisées et comparées. Le 
contrôle est testé en sollicitant la structure par des perturbations colocalisées générées par le 
vérin piézoélectrique sur le nœud 10 de la structure en superposition de la commande. 

Tout d'abord, une perturbation de type échelon de 1 Volt est appliquée à l’entrée de 
l’amplificateur. Les déplacements non colocalisés à l’action (nœud 4), ainsi que les 
commandes correspondantes sont présentées Figures 4-11. Les déplacements modaux des 
deux premiers modes sont présentés Figure 4-12 avec et sans contrôle. Les caractéristiques 
modales du contrôle en Boucle Ouverte (B.O.) et en Boucle Fermée (B.F.) sont données 
Tableau 4-6. 
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Fréquence (Hz) Amortissement (% ) Affaiblissem ent en
amplitude (dB)

B.O . B.F.
LQG

B.F.
CMF

B.O. B.F.
LQG

B.F.
CMF LQ G CMF

M ode 1 43.4 45.2 45.5 1.42 E-3 1.88 E-1 1.41 E-1 -32.3 -30.2

M ode 2 138 138 138 4.19 E-3 2.14 E-1 4.15 E-1 -21.4 -22.2

Tableau 4-6 : Caractéristiques du contrôle simulé autour de la position d’équilibre. 
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Figure 4-11 : Réponse au nœud 4 et commande correspondante à une perturbation échelon 

colocalisé de 1 Volt. 
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Figure 4-12 : Participations modales en déplacement lors d’une perturbation colocalisée 

échelon de 1 Volt. 
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Ensuite le diagramme de Bode en déplacement non colocalisé (nœud 4) Figure 4-13 est 
obtenu à partir d’un modèle linéarisé autour du point de l’équilibre. L'atténuation obtenue 
pour chacun des deux modes est importante (Tableau 4-6) et les modes suivants sont peu 
modifiés. 
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Figure 4-13 : Diagramme de Bode entre le déplacement (nœud 4) et la commande au nœud 10. 

 

Enfin une consigne de type échelon de 10 µm est imposée au nœud 10. Les courbes de 
déplacement colocalisé et de la commande sont présentés Figure 4-14.  
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Figure 4-14 : Suivi de consigne de 10 µm colocalisée avec l’action et la commande 

correspondante. 

 
4.4. Validation expérimentale 

Le montage expérimental Figure 4-15 est constitué d’une poutre flexible encastrée à une 
extrémité et liée à l’autre à un vérin piézoélectrique Physik Instrumente P-245.70 par 
l'intermédiaire d’un plot élastique. Ce vérin est alimenté par un amplificateur haute tension PI 
E472 de gain Gv = 100. La mesure des déplacements de la poutre est effectuée à l'aide de 
deux capteurs à courant de Foucault Vibrometer TQ 103 placés aux nœuds 4 et 10 suivant la 
direction verticale Z. 
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Figure 4-15 : Banc expérimental du système. 
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Les signaux des mesures informent un contrôleur numérique constitué de cartes 
spécialisées dSPACE. Il comporte une carte de calcul et de gestion des informations DS1003 
(contrôleur numérique, surveillance) dotée d’un processeur DSP TMS320C40, une carte 
DS2002 d’acquisition de données 12 bits et de temps de conversion 3.3 µs par voie et une 
carte DS2101 de restitution de données 12 bits de 3 µs de temps de conversion. Elles sont 
placées dans un PC et sont émulées sous l’environnement MATLAB - SIMULINK®. La 
fréquence d’échantillonnage utilisée est de 10 kHz. Des filtres anti-repliements de 2.6 kHz de 
fréquence de coupure sont utilisés sur chacune des voies de mesure.  

Durant le fonctionnement du contrôle, les paramètres mesurés ou calculés dans le 
contrôleur peuvent être suivis en temps réel à l’aide du logiciel TRACE. Les paramètres du 
contrôleur sont visualisés et modifiés en temps réel à l’aide du logiciel COCKPIT. La figure 
4-16 présente l’interface créée pour le contrôle L.Q.G. 
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Figure 4-16 : Interface graphique COKPIT. 

 

Afin de pouvoir comparer les résultats expérimentaux avec ceux de simulation, les tests 
expérimentaux sont les mêmes que ceux de simulation. 

Dans le cas d’une perturbation de type échelon (1 Volt), appliquée au nœud 10. La 
figure 4-11 présente les courbes de déplacement non colocalisé (nœud 4) de la boucle ouverte 
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et de la boucle fermée, ainsi que la commande correspondante. Elles mettent en évidence une 
bonne corrélation entre expérience et simulation. 

La fonction de transfert expérimentale (Figure 4-13) entre les déplacements non 
colocalisé (nœud 4) et une force sinusoïdale de 0.2 V crête-crête au nœud 10 générée par le 
vérin en superposition de la commande, est en assez bon accord avec la prévision 
correspondante.  

Pour le suivi expérimental de consignes en déplacement de 10 µm au nœud 10 Figure 4-
14, le contrôleur L.Q.G. donne un temps d’établissement inférieur à celui prévu par les 
simulations et un dépassement apparaît sur les deux courbes. Il est significatif d’un 
amortissement légèrement plus faible que celui prévu. Quant au contrôleur flou, son temps 
d’établissement est supérieur à la prévision sans dépassement de la consigne. Des vibrations 
résiduelles sont constatées sur les courbes expérimentales induites par le spillover.  

En ce qui concerne la perturbation de type impulsion, la figure 4-17 présente la 
superposition des réponses expérimentales de la structure non contrôlée et contrôlée par 
C.M.F. lorsqu’elle est soumise à l’impact d’une bille élastique au nœud 2. Les réponses 
présentées sont celles du déplacement non colocalisé au nœud 4. 
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Figure 4-17 : Réponses expérimentales non colocalisées (nœud 4) à l’impact d’une 
bille élastique (nœud 2). 

 

Tests de robustesse 
Pour tester la robustesse des contrôleurs, la structure modifiée par l’ajout des masses 

ponctuelles sur le nœud 2 a été sollicitée par un créneau de ± 0.5 Volt appliqué à 
l’amplificateur du vérin piézoélectrique.  

Dans le cas du contrôleur L.Q.G., l’ajout de ces masses entraîne une instabilité.  
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Dans le cas du contrôleur C.M.F., le contrôle reste stable pour un ajout de masse 
pouvant aller jusque 200 g. La figure 4-18 présente les réponses non colocalisées (nœud 4). 
Les formes des réponses transitoires sont semblables. Les différents déplacements permanents 
proviennent des déflexions statiques produites par les différentes masses. 

Le C.M.F. proposé est donc plus robuste que le contrôleur L.Q.G. 
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Figure 4-18 : Tests de robustesse : réponses colocalisée et non colocalisée (nœud 4) à  

un créneau de ± 0.5 Volt. 

 
4.5. Conclusion 

Les stratégies de contrôle proposées L.Q.G. et C.M.F. ont été testées sur une poutre 
dotée d’un actionneur piézoélectrique dans une direction. La faisabilité du C.M.F. a été 
montrée et les réponses ont été comparées à celles du contrôle L.Q.G. Les résultats des 
simulations et des expérimentations sont en bon accord et présentent une bonne efficacité des 
contrôleurs proposés en réponse à diverses perturbations colocalisées et non colocalisées.  
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Dans cette partie, les méthodes de contrôle précédentes sont utilisées pour contrôler la 
poutre suivant les deux directions transverses (X et Z) en utilisant un plan d’action composé 
de deux vérins piézoélectriques. 

La modélisation présentée au §.2. de ce chapitre est reprise. Les objectifs du contrôle 
sont les mêmes que ceux retenus pour le contrôle selon une seule direction mais ils sont 
étendus à deux modes dans chaque direction. 

 
5.1. Calcul du contrôleur L.Q.G. 

Le modèle de contrôle décrit par (4-8) est obtenu par réduction modale du modèle de 
simulation aux deux premiers modes suivant chaque direction : quatre au total. Quatre 
capteurs sont placés aux nœuds 3 et 10 suivant la direction X et aux nœuds 4 et 10 suivant la 
direction Z. Les matrices d’état du modèle linéaire prenant en compte la troncature modale 
sont alors : 
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5. CONTROLE D’UNE POUTRE DANS DEUX DIRECTIONS 
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⎥
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⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
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⎣

⎡

−−
−−
−−
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17e12.107e84.8
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-  

 

La précision statique est assurée par l’introduction des états intégraux correspondant à 
l’écart consignes/déplacements du nœud 10 selon les deux directions X et Z. 

L’application du critère de contrôlabilité (3-30) montre que ce système d’état, de rang 8, 
est contrôlable. 

La matrice de gain Kc du contrôleur modal et de l’intégrale de l’écart consignes/sorties 
est : 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+++++
+++++

=
0066.36e- 0021.08e- 0023.65e  0048.44e- 0043.43e
0065.47e- 0022.82e 0028.01e- 0051.03e  0043.97e-

Kc  

Le critère d’observabilité (3-65) appliqué au système poutre/actionneurs/capteurs 
confirme que la position choisie des capteurs rend observable le système (Ac, Cc). 

La matrice de gain de l’observateur L obtenue à partir de (3-71) est : 
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L
 

 

5.2. Calcul du contrôleur modal flou  

Les contrôleurs flous mis en œuvre dans cette application sont du même type que ceux 
utilisés au §.4.2. de ce chapitre. Les gains choisis d'entrées, de sortie et les gains intégraux 
sont donnés Tableau 4-7. 

 
G a in s  d e s  e n tr é e s G a in  d e s  s o r t ie s G a in s  in té g ra u xM o d e s

q̂ q̂& u G in t

1 1 1 1
2 1 1 - 0 .5
3 1 1 - 0 .6
4 1 1 0 .2

S e lo n  X 5 × 1 0 6

S e lo n  Z 5 × 1 0 6

Tableau 4-7 : Gains de contrôleur CMF. 
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5.3. Simulation 

Le contrôle est testé en sollicitant la structure au nœud 10 par des perturbations générées 
par les vérins piézoélectriques en superposition de la commande.  

Tout d’abord, deux perturbations simultanées de type échelon de 1 Volt selon X et Z 
sont appliquées à l’entrées des amplificateurs. Les déplacements non colocalisés à l’action 
(nœud 3 selon X et nœud 4 selon Z), ainsi que les commandes correspondantes sont présentés 
Figures 4-19, 4-20 et 4-21. 
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Figure 4-19 : Réponse non colocalisée (nœud 4) selon Z à un échelon de 1 Volt. 
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Figure 4-20 : Réponse non colocalisée (nœud 3) selon X à un échelon de 1 Volt. 
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Figure 4-21 : Commande des contrôleurs suivant X et Z en réponse à un échelon colocalisé 

de 1 Volt. 

 

Les participations modales en déplacement pour les deux premiers modes dans chaque 
direction sont présentées Figures 4-22 et 4-23. Les caractéristiques modales du modèle 
linéarisé autour du point de fonctionnement de la structure en B.O. et B.F. sont données 
Tableau 4-8. 

 
Fréquence (Hz) Amortissement % Affaiblissem ent en

amplitude (dB)
B.O . B.F.

LQG
B.F.
CMF

B.O. B.F.
LQG

B.F.
CMF LQG CMF

M ode 1 43.9 48.3 50.8 1.42 E-3 3.17 E-1 3.28 E-1 -38.3 -38.2

M ode 2 86.3 89.9 91.0 1.85 E-3 2.85 E-1 1.20 E-1 -26.3 24.9

M ode 3 138 141 139 4.19 E-3 2.34 E-1 6.12 E-1 -28.3 -29.6

M ode 5 271 279 277 5.27 E-3 1.16 E-1 1.23 E-1 -23.3 -25.1

Tableau 4-8 : Caractéristiques du contrôle simulé autour de la position d’équilibre. 
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Figure 4-22 : Participations modales en déplacement des 1er et 2ème modes lors d’une 

perturbation colocalisée échelon de 1 Volt. 
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Figure 4-23 : Participations modales en déplacement des 3ème et 5ème modes lors d’une 

perturbation colocalisée échelon de 1 Volt. 

 

Puis, les diagrammes de Bode en déplacements non colocalisés (nœud 3 selon X et 
nœud 4 selon Z) sont obtenus pour le système linéarisé autour de son point de fonctionnement 
Figures 4-24 et 4-25. L'atténuation obtenue pour chacun des modes ciblés est importante 
(Tableau 4-8). Les autres modes sont peu modifiés, par conséquent le ″spillover″ est 
négligeable. 
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Figure 4-24 : Diagramme de bode en B.O. et en B.F. dans la direction Z. 
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Figure 4-25 : Diagramme de Bode en B.O. et en B.F. dans la direction X. 

 

Enfin, un suivi de consignes simultanées de type échelon de 10 µm selon X et de 20µm 
selon Z est imposé. Les courbes de déplacements colocalisés et les commandes 
correspondantes sont présentées respectivement Figures 4-26 et 4-27. 
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Figure 4-26 : Suivi de consignes colocalisés au nœud 10. 
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Figure 4-27 : Commandes correspondantes au suivi de consignes colocalisés au nœud 10. 
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5.4. Validation expérimentale 

 

Le montage expérimental présenté §.4.4. est utilisé ici. Le même type d’instrumentation 
que celui du contrôle selon la direction Z est utilisé tout en ajoutant un deuxième vérin 
piézoélectrique au nœud 10 et deux capteurs à courant de Foucault Vibrometer TQ 103 aux 
nœuds 3 et 10 selon la direction X (Figure 4-28). La fréquence d’échantillonnage utilisée est 
de 5 kHz.  

 

Plots
élastiques

Vérins
PoutreCapteurs Capteurs

 
Figure 4-28 : Banc expérimental du système. 

 

 

L’interface graphique crée à l’aide du logiciel COCKPIT pour ce contrôle est présentée 
(Figure 4-29). 
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Figure 4-29 : Interface graphique du contrôle. 
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Afin de pouvoir comparer les résultats expérimentaux avec ceux de simulation, les tests 
expérimentaux sont les mêmes que ceux des simulations. 

Perturbations de type échelon de 1 Volt selon X et Z simultanées 

Les courbes de réponses non colocalisées (nœud 3 selon X et nœud 4 selon Z) sont 
présentées Figures 4-30 et 4-31. Les commandes correspondantes sont présentées Figure 4-32. 
Ces résultats mettent en évidence une bonne corrélation entre expérience et simulation. 

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
-4

-2

0

2

4

6

x 10
-6

Z 4
 (m

)

E xpérim entation L.Q .G .

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
-4

-2

0

2

4

6

x 10
-6

Tem ps (s)

Z 4
 (m

)

B .F .

B .O .

 
Figure 4-30 : Réponse non colocalisée (nœud 4) selon Z à un échelon. 
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Figure 4-31 : Réponse non colocalisée (nœud 4) selon X à un échelon. 
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Figure 4-32 : Commande des contrôleurs suivant X et Z en réponse à un échelon colocalisé. 

 

Les fonctions de transfert expérimentales (Figures 4-33 et 4-34) entre les déplacements 
non colocalisés (nœud 3 selon X et nœud 4 selon Z) et des forces sinusoïdales colocalisées de 
0.2 Volt crête-crête à l’entrée des amplificateurs, sont en bon accord avec la prévision 
correspondante ; 
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Figure 4-33 : Diagramme de Bode (nœud 4) selon Z en B.O. et en B.F. 
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Figure 4-34 : Diagramme de Bode (nœud 3)  selon X en B.O. et en B.F. 

 

Le suivi expérimental de consignes en déplacement de 10 µm selon X et de 20 µm selon 
Z est présenté Figure 4-35 et les commandes correspondantes Figure 4-36. Un léger 
dépassement est observé. Cependant un bon accord expérience/simulation est obtenu. 
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Figure 4-35 : Suivi de consignes colocalisés au nœud 10. 
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Figure 4-36 : Suivi de consignes colocalisés au nœud 10. 

 

Une perturbation de type impulsion a été générée par de l’impact d’une bille élastique 
guidée vers la poutre au nœud 4. Les figures 4-37 et 4-38 présentent la superposition des 
réponses expérimentales de la structure non contrôlée et contrôlée et les commandes 
correspondantes. Ces réponses sont les déplacements non colocalisés (nœud 3) selon X et 
colocalisé (nœud 4) selon Z. 
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Figure 4-37 : Réponse non colocalisée (nœud 3 selon X et nœud 4 selon Z) à 

l’impact d’une bille élastique. 
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Figure 4-38 : Commandes correspondant à l’impact d’une bille élastique. 

 

La faisabilité du contrôle des vibrations transverses d’une poutre flexible par un plan 
d’actionneurs piézoélectriques a été montrée. Le choix de contrôleurs modaux indépendants 
suivant les deux directions X et Z a été validé.  
 

Dans ce chapitre, un modèle simple du comportement dynamique des actionneurs 
piézoélectriques a été proposé, puis recalé après identification expérimentale des 
caractéristiques correspondantes. Puis, une modélisation de type E.F. de l’ensemble 
poutre/actionneurs piézoélectriques a été effectuée. Après une réduction modale, les équations 
du mouvement ont été mises sous forme d’état. 

Pour valider le concept de Contrôle Modal Flou (C.M.F.) proposé, une première 
application est réalisée. Elle concerne le contrôle dans une direction d’une poutre dotée d’un 
vérin piézoélectrique. Pour cela un contrôle Linéaire Quadratique Gaussien (L.Q.G.) a tout 
d’abord été réalisés, puis le contrôle C.M.F. a été mis en œuvre. Les résultats ont été 
comparés en prenant ceux du contrôle L.Q.G. comme référence. L’ensemble de ces résultats 
sont validés par des essais expérimentaux. 

Enfin, le développement précédent est étendu dans le cadre d’une application 
concernant le contrôle de la poutre dans les deux directions transverses. Les simulations 
effectuées confirment la faisabilité du contrôle d’une structure flexible par un plan 
d’actionneurs piézoélectriques. 

Les applications aux structures flexibles ont donc montré que la stratégie de contrôle 
proposée basée sur des contrôleurs modaux flous est efficace et robuste. Cette stratégie peut 

6. CONCLUSION 
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alors être appliquée pour maîtriser le comportement dynamique des rotors souples soumis à 
des perturbations synchrones et/ou non synchrones à la vitesse de rotation. 
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L’objectif de ce dernier chapitre est de montrer la faisabilité du contrôle actif flou du 
comportement dynamique d’un rotor flexible en régime transitoire soumis à des perturbations 
extérieures.  

La commande du contrôle est appliquée dans un plan d’action par l’intermédiaire d’un 
palier actif doté de deux vérins piézoélectriques. Les lignes d’action sont de même type que 
celles mises en œuvre pour contrôler la poutre flexible. 

Tout d’abord un modèle E.F. de l’ensemble rotor/actionneurs piézoélectriques est 
proposé. Ce modèle est ensuite réduit sur les dix premiers modes du système à l’arrêt par la 
méthode pseudo-modale. 

Ensuite, la stratégie de contrôle modal flou est utilisée pour maîtriser les quatre 
premiers modes du système (deux suivant chaque direction). Les contrôleurs flous mis en 
œuvre sont de type Mamdani. 

 

Le rotor à contrôler est celui d'un banc de simulation en cours de réadaptation (Figure 6-
page 105). Comme le montre le schéma Figure 5-1, il est constitué d’un arbre avec deux 
disques D1 et D2, supporté à ses extrémités par des paliers dissymétriques à roulements PA1 et 
PA2. Le palier PA2 actif est constitué d’un roulement dont le mouvement radial de la cage 
extérieure est piloté via des plots élastiques par deux vérins piézoélectriques orthogonaux. 
L'ensemble des caractéristiques de la machine tournante sont données Tableau 5-1. 

 

CHAPITRE 5 : APPLICATION A UN ROTOR 
FLEXIBLE 

1. MODELISATION 
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Figure 5-1 : Système du rotor avec ses paliers. 

 
Caractéristique valeur unité
Rotor
Masse de l’arbre 9.69 kg
Masse du disque D1 2.032 Kg
Masse du disque D2 10.61 Kg
Diamètre de l’arbre 0.04 m
Module d’Young 2.1 1011 N/ m2

Masse volumique 7800 kg/m3

Paliers
Raideur kx 2.40 108 N/m
Raideur kz 7.00 107 N/m
Raideur équivalent k*x 9.92 105 N/m
Raideur équivalent  k*z 9.90 105 N/m

 

Tableau 5-1 : Caractéristiques du rotor et de ses paliers. 

Le modèle E.F. de l’ensemble rotor/actionneurs présenté Figure 5-2 est réalisé avec le 
code de calcul ROTORINSA [ROT01]. L’arbre est discrétisé par 44 éléments de poutre à 4 
degrés de liberté par nœud : deux déplacements u et w et deux rotations θ  et ψ  selon X et Z. 
Les disques sont modélisés par des masses et des inerties ponctuelles. Chaque palier (PA1, 
PA2) est modélisé par un ensemble raideur /amortisseur suivant les directions X et Z placés aux 
nœuds 4, 5 et 39. 

Le modèle E.F. réduit aux dix premiers modes est alors implanté sous SIMULINK. Ce 
modèle permet de réaliser les simulations temporelles du comportement dynamique de la 
structure en régime transitoire.  

Les forces de perturbation inconnues ne sont pas prises en compte dans le modèle. 
Seules les forces de contrôle (4-1) le sont. Les équations du comportement dynamique de 
l’ensemble rotor/actionneurs (3-25) s’écrivent : 

[ ] VGKqKKKqCCqM va
t

grp
T

gp
TT αφφ Φ=Φ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ++Φ+Φ+Φ+ΦΦ

..
&&&&

 (5-1) 
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La figure 5-3 présente les quatre premiers modes propres à l’arrêt de l’ensemble 
rotor/actionneurs et le diagramme de Campbell du dispositif est présenté Figure 5-4. 

 

f4 = 250.59 Hzf3 = 225.28 Hz

f2 = 69.42 Hzf1 = 65.49 Hz

 
Figure 5-3: Quatre premiers modes de l’ensemble rotor/actionneurs. 

 

ROTORINSA

ROTORINSA

 
Figure 5-4 : Diagramme de Campbell. 

 



Chapitre 5 Application à un rotor flexible 
 

 84

L’équation (5-1) est mise sous la forme de l’équation d’état (3-5). Les matrices d’état de 
l’ensemble rotor/actionneurs sont données en Annexe II. 

 
1.1. Validation du modèle 

La réponse à un balourd de 10 g mm placé au nœud 29 est réalisée à l’aide du modèle 
(5-1). Elle est comparée avec celle obtenue par le logiciel ROTORINSA, et le modèle 
développé est validé. (Figure 5-5). 

 

Nœud 20 modèle

Nœud 20 ROTORINSA
Nœud 39 ROTORINSA

Nœud 39 modèle

Vitesse (t/mn)

Amplitude (m)

Figure 5-5 : Réponse à un balourd de 10 g mm situé au nœud 29. 

 

 

L’objectif du contrôle est de maîtriser le comportement dynamique du rotor flexible en 
régime transitoire. Les qualités du contrôleur doivent permettre : 

• L'accroissement sensible de l'amortissement, 

• La réaction rapide aux perturbations non synchrones dans la bande fréquentielle contenant 
les quatre premiers modes propres de flexion, 

• La réalisation d'une bonne précision statique du rotor dans le plan des actionneurs, 

• L'obtention d'une robustesse suffisante permettant d'absorber les incertitudes du modèle 
liées aux choix de la base modale et de l’observateur, 

2. CONTROLE C.M.F. 
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• Un ″spillover″ le plus faible possible. 

Pour cela l’algorithme de contrôle modal flou (C.M.F.) est appliqué ici (Figure 5-6). Il 
utilise des contrôleurs flous de type Mamdani, complétés d’un retour intégral qui garanti la 
précision statique dans le plan des actionneurs. Il met en œuvre un observateur d’état 
permettant de reconstruire l’état modal du système à contrôler. Les gains de l’observateur sont 
obtenus pour une vitesse de rotation de 10 000 t/mn. L’ensemble contrôleur/observateur est 
alimenté par les informations provenant de quatre capteurs de déplacement positionnés aux 
nœuds 20 et 39 ainsi que d’un capteur de vitesse de rotation. 
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Figure 5-6 : Schéma du principe du contrôleur. 

 
2.1. Calcul des contrôleurs flous 

La non linéarité des contrôleurs flous de type Mamdani permet de s’adapter à 
l’évolution du comportement dynamique de la structure en fonction de la vitesse de rotation. 

La fuzzification met en œuvre des fonctions d'appartenance des entrées de type 
gaussien. Elles comportent deux fonctions d’appartenance (pos. et nég.) par variable. La 
forme et les caractéristiques de ces fonctions sont données Figure 5-7 et Tableau 5-2.  
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Figure 5-7 : Sous-ensembles flous des entrées et de la commande. 
 

Variable Fonction d’appartenance des entrées et de sortie Domaine

q̂ gaussienne -10-6 à  10-6 m

q̂& gaussienne -5 10-3 à 5 10-3 m/s

u gaussienne -5 à 5 V

Tableau 5-2 : Caractéristiques des fonctions d’appartenance. 

 

Pour chaque variable, l’opérateur d’implication floue choisi donne le minimum entre les 
valeurs de deux fonctions d’appartenance pos. et nég. 

Les lois choisies pour ce contrôle sont de la forme suivante :  

PositiveestfALORSNegativeestq̂ETNegativeestq̂SI:2Règle

NégativeestfALORSPositiveestq̂ETPositiveestq̂SI:1Règle

iii

iii

&

&

 

La sortie de chaque règle est une fonction non linéaire de ses entrées, comme le montre 
la figure 5-8. 

q&

q̂&

f

q̂

Figure 5-8 : Sortie correspondante à une règle en fonction des entrées. 
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La défuzzification utilise les mêmes fonctions d’appartenance que celles de la 
fuzzification. La forme et les caractéristiques des fonctions d’appartenance sont données 
Figure 5-7 et Tableau 5-2. La sortie de chaque contrôleur modal est obtenue à partir de 
l'agrégation des règles précédemment données. La méthode du barycentre est utilisée.  

La précision statique au niveau du palier actif 2AP  est assurée par un intégrateur de 
l’écart consignes/sorties colocalisés avec l’action (nœud 39). 

Les gains optimisés des entrées et des sorties des contrôleurs sont donnés Tableau 5-3. 

 
Gains d’entée Gains de sortie

q̂ q̂& u

M ode 1 4.12 4.14 0.26
M ode 2 2.70 3.14 -2.14
M ode 3 0.81 1.19 -0.05
M ode 4 2.35 0.67 2.25

Retour intégral X 1.28 108

Retour intégral Z 7.09 107

 
Tableau 5-3 : Gains des contrôleurs. 

 
2.2. Reconstruction du vecteur d’état 

Le modèle de simulation (§.1. de ce chapitre) réduit à ses quatre premiers modes pour 
une vitesse de rotation constante de 10 000 t/mn est utilisé pour calculer les gains de 
l’observation. Les matrices du système d’état obtenu sont alors : 

 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−+−++−+−−−−−
++−++−+−−−−+
++−+−+−−−−−−−
+−++−−−−−−+−

=

01e10.301e73.801e44.302e30.206e48.215e28.107e75.713e37.1
02e96.901e07.602e06.702e30.114e92.206e00.212e15.106e40.6
00e11.200e80.300e56.201e31.108e52.415e81.505e90.115e29.9
01e65.101e14.801e52.100e07.215e93.908e68.314e06.105e69.1

10000000
01000000
00100000
00010000

Ac

 

⎥
⎥
⎥
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⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
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⎢
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⎢
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⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−+
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−−−
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07e90.600e48.9
01e46.406e41.8
08e73.201e71.6
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00
00
00
00

Bc
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⎥
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⎤

⎢
⎢
⎢
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⎣

⎡

−−−−−−−−−−−
−−−−−−−−−−−−−

−−−−−−−−−−−−−
−−−−−−−−−−−−−

=

07e46.207e18.207e32.107e66.309e70.602e38.208e75.301e53.2
07e84.307e46.707e23.406e81.109e61.502e18.309e61.302e26.7

08e06.807e10.207e41.307e94.602e28.909e55.101e64.208e06.3
06e77.107e52.506e15.206e66.102e71.709e99.502e89.808e41.1

Cc

 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−
−−

=

07e45.109e25.7
07e90.509e90.8
08e15.208e49.4
09e90.807e59.5

Dc

 

 

L’observateur est optimisé à partir du critère (3.35) du contrôleur L.Q.G. présenté 
§.2.1.4. du chapitre 3. Les matrices de pondération sont les suivantes : 
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⎥
⎥
⎥
⎥
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⎥
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01000000000
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La matrice des gains d’observation obtenue est la suivante : 

 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

05+3.07e- 05+3.97e    05+4.13e- 05+1.01e-
05+2.84e   04+2.19e-  06+1.64e-  05+9.44e 
02+9.35e-  03+6.03e-  05+3.60e- 05+1.35e-
04+4.02e     03+3.75e   04+3.75e-  03+4.17e  
02+2.00e    02+2.41e-  02+9.84e-  02+8.72e  
03+1.91e    03+2.55e-  02+7.94e-  02+6.14e   
01+3.17e     01-4.20e    03+1.59e-  02+5.59e- 
02+5.10e    02+1.46e    01+2.92e-  00+8.24e- 

L  

 

″Spillover″ 
L’évolution des fréquences propres du système à contrôler et la troncature du modèle 

utilisé dans l’observateur, construit à une vitesse de rotation constante, introduisent des 
erreurs dans l’estimation du vecteur d’état contrôlé. Les erreurs, amplifiées par les gains 
d’observation, peuvent générer un ″spillover″ d’observation qui peut être évité par 
l’utilisation d’un modèle comprenant plus de modes (Annexe II) que celui utilisé pour 
calculer le contrôleur. 
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Les simulations sont réalisées en sollicitant le rotor au nœud 39 par l'intermédiaire du 
plan d’actionneurs piézoélectriques. Des perturbations simultanées selon les directions X et Z 
sont appliquées en superposition de la commande par les vérins.  

Sont présentées successivement les simulations en régime permanent à l’arrêt, en 
rotation, puis en régime transitoire avec et sans balourd. 

 
3.1. Régime permanent à l’arrêt 

Pour valider le contrôle du comportement dynamique du rotor, les premières 
simulations sont réalisées à l’arrêt.  

Le diagramme de Bode, déplacement (nœud 20) sur commande en B.O. et en B.F., 
(Figure 5-9) est obtenu pour un modèle linéarisé autour de la position de l’équilibre. L’apport 
du contrôle et la comparaison des caractéristiques modales du système en B.O. et en B.F. sont 
données Tableau 5-4. 
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Figure 5-9 : Diagramme de Bode non colocalisé (rotor à l’arrêt). 

 

Fréquence (Hz) Amortissement % Affaiblissem ent en
B.O. B.F. B.O . B.F amplitude (dB )

Mode 1 65.5 70.0 2.51 E-3 1.71 E-1 -19.2
Mode 2 69.4 79.7 2.94 E-3 2.88 E-1 -27.4
Mode 3 226 227 2.14 E-2 8.63 E-2 -3.40
Mode 4 251 246 9.83 E-3 4.57 E-2 -16.3

 

Tableau 5-4 : Caractéristiques modales du système contrôlé. 

3. SIMULATIONS 



Chapitre 5 Application à un rotor flexible 
 

 90

Une perturbation de type échelon de 1.5 Volt aux entrées de amplificateurs est appliquée 
simultanément suivant X et Z au nœud 39. Les réponses temporelles colocalisées et non 
colocalisées (nœud 20) en B.O. et en B.F. sont présentées successivement Figures 5-10, 5-11, 
et 5-12 et les commandes correspondantes Figure 5-13. Les participations modales en 
déplacement en B.O. et en B.F. sont présentées Figure 5-14. 
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Figure 5-10 : Amplitude de la réponse à un échelon de 1.5 Volt (rotor à l’arrêt). 
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Figure 5-11 : Réponse non colocalisée à un échelon de 1.5 Volt au nœud 20 (rotor à l’arrêt). 
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Figure 5-12 : Réponse colocalisée à un échelon de 1.5 Volt au nœud 39 (rotor à l’arrêt). 
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Figure 5-13: Commandes pour une perturbation d’un échelon de 1.5 Volt (rotor à l’arrêt). 
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Figure 5-14 : Participations modales en déplacement en réponse à un échelon de 1.5 Volt 
(rotor à l’arrêt). 

 
3.2. Régime permanent en rotation 

Les simulations sont effectuées sur le rotor sans balourd tournant à une vitesse de 
10 000 t/mn.  

Les résultats des simulations présentés Figure 5-15, concernent le diagramme de Bode 
en déplacement (nœud 20) sur commande (nœud 39) du comportement dynamique du rotor 
non-contrôlé et contrôlé autour de la position d’équilibre. Il peut être observé que 
l'amortissement sur chaque mode ciblé par le contrôle du système linéarisé est important 
(Tableau 5-5) et que le ″spillover″ est négligeable. 
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Figure 5-15 : Diagramme de Bode non colocalisé autour de la position d’équilibre 
(φ&= 10 000 t/mn). 

 
Fréquence (Hz) Amortissement % Affaiblissem ent en

B.O. B.F. B.O . B.F. amplitude (dB )
Mode 1 65.1 67.3 2.37 E-3 1.74 E-1 -27.0
Mode 2 69.7 80.0 3.04 E-3 2.81 E-1 -28.2
Mode 3 213 213 2.93 E-2 9.27 E-2 -7.60
Mode 4 262 264 1.21 E-2 8.28 E-2 -12.8

Tableau 5-5 : Caractéristiques modales du système contrôlé linéarisé autour du point du 
fonctionnement. 

 

Une perturbation simultanée suivant X et Z de type échelon de 1.5 Volt à l’entrée des 
amplificateurs est appliquée au nœud 39. Les réponses temporelles colocalisées et non 
colocalisées (nœud 20) en B.O. et en B.F. sont présentées successivement Figures 5-16, 5-17, 
et 5-18 et les commandes correspondantes Figure 5-19. La Figure 5-20 présente les 
participations modales correspondantes en B.O. et en B.F. 
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Figure 5-16 : Amplitude de la réponse à un échelon de 1.5 Volt (φ&  = 10 000 t/mn). 
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Figure 5-17 : Réponse non colocalisée à un échelon de 1.5 Volt au nœud 20 
(φ&  = 10 000 t/mn). 
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Figure 5-18 : Réponse colocalisée à un échelon de 1.5 Volt au nœud 39 (φ&  = 10 000 t/mn). 
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Figure 5-19 : Commandes correspondant à un échelon de 1.5 Volt (φ&  = 10 000 t/mn). 
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Figure 5-20 : Participation modale en déplacement en réponse à un échelon de 1.5 Volt 
(φ&  = 10 000 t/mn). 

 
3.3. Régime transitoire sans balourd 

Le comportement dynamique de l’ensemble rotor/actionneurs est simulé, en montée 
linéaire de vitesse de 0 à 18000 t/mn sans balourd. Pendant la montée en vitesse, des 
perturbations simultanées de type échelon de 1.67 Volt à l’entrée des amplificateurs suivant 
les directions X et Z sont appliquées à la vitesse de rotation de 4410 t/mn. 

Les figures 5-21 à 5-23 présentent l'amplitude et les projections sur X et Z de la réponse 
non colocalisée (nœud 20) et colocalisée avec le plan d'action. Les commandes 



Chapitre 5 Application à un rotor flexible 
 

 97

correspondantes sont présentées Figures 5-24. La figure 5-25 présente les participations 
modales des modes en B.O. et en B.F. 

 

Vite s s e  ( t /m n)

A
m

pl
itu

de
. n

œ
ud

 3
9 

(m
)

A
m

pl
itu

de
. n

œ
ud

 2
0 

(m
)

Figure 5-21 : Amplitude de la réponse colocalisée et non colocalisée à un échelon de 1.67 Volt 
(Transitoire). 

 

V itesse  (t /m n)

Figure 5-22 : Réponse non colocalisée (nœud 20) à un échelon de 1.67 Volt (Transitoire). 
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Figure 5-23 : Réponse colocalisée à un échelon de 1.67 Volt (Transitoire). 
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Figure 5-24 : Commandes pour une perturbation échelon de 1.67 Volt (Transitoire). 
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Figure 5-25 : Participations modales en déplacement en réponse à un échelon de 1.7 Volt 
(Transitoire). 

 

Les courbes montrent que le comportement dynamique est bien contrôlé, l’effet de la 
perturbation introduite est maîtrisé sur une plage de 700 t/mn soit 0.39 s. De plus la position 
initiale est retrouvée précisément. 

 
3.4. Régime transitoire avec balourd 

Les résultats des simulations correspondantes au rotor soumis à un balourd de 5 g mm 
placé au nœud 27 sont présentés Figures 5-26 à 5-30. Les même perturbations que 
précédemment sont appliquées. 
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Lors d’une montée en vitesse linéaire, de 0 à 18000 t/mn en 10 s, le contrôle est testé 
lorsque le rotor atteint une vitesse de rotation de 7202 t/mn. 

 

V ite sse  ( t /m n)

Figure 5-26 : Amplitude de la réponse à un échelon de 1.67 Volt et un balourd de 5 g mm 
(Transitoire) 

 

V itesse  (t /m n)

Figure 5-27 : Réponse non colocalisée (nœud 20) à un échelon de 1.67 Volt et un balourd de 
5 g mm (Transitoire) 
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V ite sse  ( t /m n)

Figure 5-28 : Réponse colocalisée à un échelon de 1.67 Volt et un balourd de 5 g mm 
(Transitoire) 
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Figure 5-29 : Commandes pour une perturbation échelon de 1.67 Volt et un balourd de 5 g mm 
(Transitoire) 
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V i t e s s e  ( t / m n )

Figure 5-30 : Participations modales en déplacement en réponse à un échelon de 1.67 Volt et un 
balourd de 5 g mm (Transitoire). 

 

Ces résultats montrent que les vibrations synchrones du rotor sont bien contrôlé : le 
niveau de vibration au passage des vitesses critiques est fortement réduit (environ divisé par 
4). 

Son efficacité sur les perturbations non synchrones est confirmée (4410 t/mn et 7202 
t/mn) : le contrôle est rapide (0.39 s), la réponse est bien amortie et la précition statique est 
assurée. 
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L’application du contrôle modal flou (C.M.F.) proposé précédemment a été réalisée sur 
un rotor flexible. Pour cela, un modèle de la mécanique de l’ensemble rotor/actionneurs 
validé par le code de calcul ROTORINSA a été mis en place. Puis, le contrôle a été obtenu en 
mettant en œuvre un plan d’action de type piézoélectrique agissant sur l’un des paliers du 
rotor. 

La faisabilité du contrôle C.M.F. d’un rotor flexible, en régimes permanent et transitoire 
de vitesses soumis à des perturbations synchrones et/ou non synchrones a été montrée par 
simulations. En effet, les résultats de simulations montrent que ce contrôle est efficace dans 
les cas de fonctionnement choisis : la réjection des perturbations est rapide et l’amortissement 
observé sur la réponse au balourd au passage des vitesses critiques est important. 
 
 
 

4. CONCLUSION 
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Ce travail est une contribution à l’étude du contrôle actif des rotors flexibles dont le 
comportement dynamique est non linéaire. Il propose un Contrôle Modal Flou (C.M.F.) basé 
sur le retour d’état modal de la structure. Pour cela, l’étude s’est articulée en plusieurs étapes. 

Le premier chapitre fait le point sur l’état de l’art du contrôle actif de structures souples 
en général et des rotors flexibles en particulier. Il met l’accent sur la modélisation des rotors, 
l’évolution de la commande, les stratégies de contrôle et les actionneurs piézoélectriques. 

Les actionneurs ont fait l’objet du second chapitre. Les propriétés et le comportement 
des matériaux piézoélectriques ont été présentés. 

Le chapitre trois détaille la méthodologie générale de la conception du contrôle de 
structures flexibles proposé. La modélisation des actionneurs, puis des structures intégrant la 
partie mécanique des actionneurs a été détaillée. Le cas particulier des rotors flexibles a été 
développé. Deux algorithmes de commande ont été choisis et présentés : le contrôle optimal 
basé sur un critère quadratique et le contrôle flou. Enfin, l’utilisation d’une stratégie de 
contrôle modal flou originale adaptée aux structures et aux rotors flexibles a été déclinée dans 
le détail. Elle combine les éléments des deux algorithmes présentés précédemment. 

Le chapitre quatre présente deux applications de la méthode C.M.F. à des structures 
souples assimilable à un rotor à l’arrêt. Tout d’abord, le contrôle a été réalisé avec 
l’algorithme L.Q.G. Puis le contrôle C.M.F. a été mis en œuvre et ses résultats ont été 
comparé à ceux du contrôle L.Q.G. qui a servi alors de référence [MAL01].  

La première application a concerné une poutre flexible pilotée par un vérin 
piézoélectrique et contrôlée dans une direction transverse. Les résultats de simulation et 
d’expérimentation sont en bon accord et montre une bonne efficacité de la méthode.  

La deuxième application a concerné l’extension du contrôle aux deux directions 
transverses. Les simulations effectuées confirment la faisabilité du contrôle C.M.F. de la 
poutre par un plan d’actionneurs piézoélectriques. 

Dans le cinquième et dernier chapitre, la faisabilité du contrôle du comportement 
dynamique d’un rotor flexible utilisant la méthode C.M.F. a été montrée par simulation. Le 
contrôle met en œuvre un plan d’action constitué de deux vérins piézoélectriques agissant sur 
l’un des paliers du rotor. Le contrôle a concerné un rotor flexible en régimes permanent et 
transitoire de vitesses, soumis à des perturbations synchrones et/ou non synchrones. Les 
résultats de simulations montrent une bonne efficacité du contrôle C.M.F. dans tous les cas 
étudiés : la réjection des perturbations est rapide et l’amortissement observé sur la réponse au 
balourd au passage des vitesses critiques est important [MAL02]. 

CONCLUSION GENERALE ET PERSPECTIVES 
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Perspectives 
Le banc de simulation du rotor en cours de modification (Figure 6) permettra de réaliser 

les expérimentations correspondant aux simulations du chapitre cinq.  

Puis, l'application précédente peut être étendue au contrôle du rotor par deux plans 
d'action piézoélectriques en utilisant la même méthode. 

Enfin, cette stratégie pourrait être utilisée sur des structures à comportement dynamique 
non linéaire évolutif comme les rotor embarqués, les bras de robots ou les panneaux solaires 
des satellites... 
 

Système de palier actif

Rotor

Vérins
piézoélectriques

Roulement
Tiges

Disque

Capteur

Figure 6 : Banc de simulation du rotor en cours de modification. 
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La théorie des sous-ensembles flous est assez récente, En 1965 quand L.A. ZADEH a 
proposé pour la première fois le concept de sous-ensembles flous pour pallier de la 
modélisation au incertitudes des modèles classiques. Cette théorie permet la graduation dans 
l’appartenance d’un élément à une classe, c’est à dire qu’un élément peut appartenir plus ou 
moins fortement à cette classe. 

Dans un sous-ensemble classique A dont tous les éléments sont X, et sa fonction 
caractéristique est Aχ , il prend la valeur 0 pour les éléments x n’appartenant pas à A et la 
valeur 1 pour les éléments x appartenant à A. Il peut être décrit par : 

 [ ]1,0X:A →χ  (I-1) 

Pour un sous-ensemble flou A de X, il est défini par une fonction d’appartenance qui 
associe à chaque élément x de X le degré d’appartenance fa(x) compris entre 0 et 1 tel que : 

 [ ]1,0X:fa →  (I-2) 

Remarque : un sous-ensemble classique est un cas particulier d’un sous-ensemble flou. 

Le sous-ensemble flou A est donc tel que : 

si x est dénombrable  xxfA
Xx

a /)(∑
∈

=   (I-3) 

si x est non dénombrable  xxfA
x

a /)( ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= ∫  (I-4) 

Un exemple d’un sous-ensemble flou est montré Figure (I-1). 
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Figure I-1 : Exemple d’un sous-ensemble flou : La distance 142 (m) est considérée 
proche avec un degré d’appartenance 0.6 et moyenne avec un degré d’appartenance 0.3. 

 

Une variable linguistique est représentée par un triplet (V,X,Tv ) où V est la variable elle 
même, X son domaine et Tv  l’ensemble des entités caractérisant de la variable V. 

Considérons par exemple la variable distance définie sur l’ensemble des entiers positifs 
et caractérisée par les ensembles flous proche, moyen et éloigné. La variable distance est alors 
représentée par le triplet suivant : {distance, R+ , (proche, moyen, éloigné)} (Figure I-1). 

 

 

Les caractéristiques d’un sous-ensemble flou, détaillées dans la suite, sont présentées 
Figure (I-2)  

Support 
Le support de sous-ensemble flou A noté supp(A) est la partie X sur laquelle la fonction 

d’appartenance fA(x) n’est pas nulle : 

 supp { }0)(/)( ≠∈= xfXxA A  (I-5) 

 
Hauteur 
La hauteur, notée h(A), d’un sous-ensemble flou A de X est la plus grande valeur prise 

par sa fonction d’appartenance : 

 )(sup)( xfAh AXx∈=  (I-6) 

h(A) = 1 si le sous-ensembles flous normalisés dans R(A). 

 
Noyau 
Le noyau de A noté noy(A) est l’ensemble des éléments de X pour lesquels la fonction 

d’appartenance normalisée de A vaut 1 : 

 { }1)()( =∈= xfXxAnoy A  (I-7) 

 

I.1. VARIABLES LINGUISTIQUES

I.2. CARACTERISTIQUES D’UN SOUS-ENSEMBLE FLOU  
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Figure I-2 : Support, hauteur, noyau et α-coupe d’un sous-ensembles flous. 

 

Singleton flou :  
Le singleton flou est un sous-ensemble flou A de X vérifiant : 

   { }( ) 1=xµ x    Pour {x} de X 

{ }( ) 0=yµ x    pour tout y ≠ x 

 
Cardinalité 
La cardinalité d’un sous-ensemble floue A de X est le degré global avec lequel des 

éléments de X appartiennent à A. Elle est définie par : 

 )(xfA
Xx

A∑
∈

=  (I-8) 

Remarque : Si A est un sous-ensemble ordinaire de X, sa hauteur est égale à 1 ; il est 
normalisé et identique à son support et à son noyau ; sa cardinalité est le nombre d’éléments 
qui le composent selon la définition classique. 

 
Coupe de niveau ou α-coupes 
Etant donné le sous-ensemble flou A de l’ensemble de référence X, un seuil α entre 0 et 

1 est choisi. Le sous-ensemble ordinaire Aa de X associé à A pour ce seuil est construit en 
sélectionnant tous les éléments de X qui appartiennent à A ou qui satisfont la propriété 
Prop(A) avec un degré au moins égal à α. 

Définition : Pour un seuil donné α de [ ]1,0 , la α-coupe du sous-ensemble flou A de X 
est définie comme le sous-ensemble : 

{ }α≥∈ )(/ XfXxA aa  de X et dont la fonction caractéristique α
χ A  est telle que : 

  1)( =x
aAχ  si et seulement si  fa(x) ≥ α 
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Sous-ensembles flous convexes 
Définition : Un sous-ensemble flou A de l’ensemble X des nombres réels est convexe si 

pour tout couple d’éléments a et b de X et pour tout nombre λ de [0, 1] la fonction 
d’appartenance de A vérifie : 

 ))(),((min))1(( bfafbaf AAA ≥−+ λλ  (I-9) 

Propriétés : Un sous-ensemble flou A de α est convexe si toutes ses α-coupes Aα sont 
convexes, c’est-à-dire si, pour tout couple d’éléments a et b de Aα et pour tout nombre λ de 
[0, 1], 

 x = λa + (1-λ).b appartient aussi à Aα. (I-10) 

Propriétés : Si A et B sont deux sous-ensembles flous convexes de R, leur intersection 
est convexe. 

Exemples : La fonction d’appartenance trapézoïdale peut être définie à l’aide de 
paramètres réels a, b, c et d par: 

 
⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

+<<++−
≤≤
<<−−+

+≥−≤

=

dbxbsidbdx
bxasi
axcasicacx

dbxsioucaxsi

xf A

)/1(/
1

)/1(/
                              0

)(  (I-11) 

a = b    ⇒ triangle   figure I-3(a) 

a ≠ b    ⇒ trapèze    figure I-3(b) 

a → ∞    pour  X = R+  ⇒ trapèze ouvert à droite figure I-3(c) 

a = c = 0   pour X = R  

 

 0  a-c  a   a+d

(a)

 0  a-c a       b  b+d

(b)

 0                a-c   a

(c)

 

Figure I-3 : Sous-ensemble flous convexes. 
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I.3.1. Egalité de sous-ensembles flous 

Deux sous-ensembles flous A et B de X sont égaux si leurs fonctions d’appartenance 
prennent la même valeur pour tout élément de X.  

 )()( xfxfXx BA =∈∀  (I-12) 

 
I.3.2. Inclusion 

Soit deux sous-ensembles flous, A et B de X. Le sous-ensemble A est inclus dans le 
sous-ensemble B, (A ⊆B), si leurs fonctions d’appartenance sont telles que : 

 )()( xfxfXx BA ≤∈∀  (I-13) 

 

I.3.3. Intersection 

L’intersection de deux sous-ensembles flous A et B de X correspond à la propriété 
Prop(A∩B) selon laquelle les propriétés Prop(A) et Prop(B) sont satisfaites simultanément. 
Cette propriété, Prop(A∩B), est satisfaite avec un degré égal au plus petit degré avec lequel 
les deux propriétés Prop(A) et Prop(B) sont satisfaites. 

L’intersection de deux sous-ensembles flous A et B de X est un sous-ensemble flou C 
noté A∩B tel que : 

 ))(),(min()( xfxfxfXx BAc =∈∀  (I-14) 

 
I.3.4. Union 

L’union de deux sous-ensembles flous A et B de X correspond à la propriété 
Prop(A∪B) selon laquelle l’une au moins des propriétés Prop(A) et Prop(B) est satisfaite. 
Cette propriété Prop(A∪B) est satisfaite avec un degré égal au plus grand degré avec lequel 
les deux propriétés Prop(A) et Prop(B) sont satisfaites. 

L’union de deux sous-ensembles flous A et B de X est le sous-ensemble flou D noté 
A∪B tel que : 

 ))(),((max)( xfxfxfXx BAD =∈∀  (I-15) 

 
I.3.5. Complément d’un sous-ensemble flou 

Le complément Ac d’un sous-ensemble flou A de X est défini comme le sous-ensemble 
flou de X de fonction d’appartenance : 

 )(1)( xfxcfXx AA −=∈∀  (I-16) 

contrairement aux sous-ensembles classiques, il vérifie généralement : 

 Ac ∩ A ≠ φ et Ac ∪ A ≠ X. (I-17) 

I.3. OPERATIONS SUE LES SOUS-ENSEMBLES FLOUS  



Annexe I  Sous-ensemble flous 
 

 118

Les autres propriétés de la théorie des ensembles classiques sont cependant satisfaites. 

 
I.3.6. Autres opérations  

Associativité de ∩ et de ∪ 

Commutativité de ∩ et de ∪ 

 A ∩ X = A,  A ∩ φ = φ (I-18) 

 A ∪ φ = A,  A ∪ X = X (I-19) 

 A ∪ B ⊇ A ⊇ A ∩ B (I-20) 

 A ∪ (B’∪B’’) = (A ∩ B’) ∪ (A ∩ B’’) (I-21) 

 A ∪ (B’∩B’’) = (A  ∪ B’)  ∩  (A ∪ B’’) (I-22) 

 BABABA ∪+∩=+  (I-23) 

 

I.3.7. Le principe d’extension 

Ce principe a été introduit par L.A. ZADEH en 1975 et constitue l’un des concept les 
plus importants de la théorie des ensembles flous. Il permet l’extension d’une application f 
d’un premier ensemble de référence X vers un second ensemble de référence Y, 
éventuellement identique au premier. Il est alors possible de définir un ensemble flou B de Y 
à partir de la donnée d’un ensemble flou A de X : 

 
( ) ( ){ } ( ) ( ){ }

on
xfyXxsixµxfyXxyµYy AB

sin0
sup,

=
≠=∈=∈=∈∀ φ

 (I-24) 

 
I.3.8. Sous-ensembles ordinaires associés à un sous-ensemble flou 

Plusieurs raisons conduisent à rechercher des sous-ensembles ordinaires associés aux 
sous-ensembles flous : 

• Evaluer à quel point les sous-ensembles flous diffèrent d’un sous-ensemble ordinaire de 
l’ensemble de référence et calculer leur degré de flou. 

• Utiliser les connaissances de la théorie classique des ensembles en présence de sous-
ensembles flous approchés par des sous-ensembles ordinaires. 

• Rechercher un sous-ensemble ordinaire aussi proche que possible du sous-ensemble flou 
disponible dans le but de prendre une décision ou d’effectuer une action précise malgré 
l’imprécision des connaissances : par exemple méthodes dites de diffuzification dans le 
cadre de la commande floue. 
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Lorsque les ensembles flous sont multidimensionnels, leur fonction d’appartenance est 
aussi communément appelée relation floue. 

Définition : Une relation floue R définie sur le produit cartésien nXX ××L1  est un 
ensemble flou (n-dimensionnel) et est noté : 

dans le cas discret : 
( )

( )∑
××

=
nXX

n

nR

xx
xxµ

R
L

L

L

1

,,
,,

1

1

 (I-25) 

dans le cas continu : 
( )

( )∫
××

=
nXX

n

nR

xx
xxµ

R
L

L

L

1

,,
,,

1

1

. (I-26) 

 
I.4.1. Produit cartésien et projection des sous-ensembles flous 

La description de tout système fait généralement intervenir plusieurs univers de 
références. 

Exemple : La commande d’un processus prend en considération plusieurs variables. La 
considération simultanée de plusieurs ensembles de référence conduit à la construction d’un 
univers global dont les diverses composantes sont les ensembles de référence initiaux. 

Les caractéristiques, représentées par des sous-ensembles flous définis sur cet univers 
global, sont construites à partir des classes floues des ensembles de référence initiaux. Si les 
ensembles de référence n’ont pas d’effet les uns sur les autres, observations indépendantes les 
unes des autres sur chacun d’entre eux : les sous-ensembles flous correspondants sont dits 
non-intéractifs, (Zadeh 78). 

Soit X1, X2, … , des ensembles de référence et leur produit cartésien. 

X = X1 × X2 × X3 ×… × Xr  dont les éléments sont des r-uplets (x1, x2, x3, … , xr) 
avec : 

   x1 appartenant à  X1 

   x2          «              X2 
……… 

   xr         «             Xr 

Si la connaissance sur X1, …, Xr était précise, toute l’information disponible sur X 
serait fournie par les r-uplets. Par contre si cette connaissance est imprécise on dispose de 
sous-ensembles flous A1, A2, …, Ar de X1, X2, … , Xr. 

Afin de décrire globalement l’information disponible, le produit cartésien A est réalisé 
en considérant qu’un élément (x1, x2, … , xr) appartient d’autant plus fortement à A que x1 
appartient fortement à X1, x2 à X2, …, xr à Xr, (Zadeh 73). 

 
Définition d’un produit cartésien : 

I.4. RELATIONS FLOUES
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Soient des sous-ensembles flous A1, A2, A3, …, Ar respectivement définis sur X1, X2, 
X3, …, Xr. Leur produit cartésien A = A1  × A2  × A3  × … × Ar est défini comme un sous-
ensemble flou de X de fonction d’appartenance : 

)(...,),(),((min)()...,,,( 211321 21 rAAAA xfxfxfxfXxxxx
r

=∈=∀  (I-27) 

Exemple : 
  A1 = 0,5/A + 0,8/B + 0,4/E + 0,3/F    de X1 

  A2 = 0,8/C + 0,2/V     de X2 

  A12 = min(0,5 ;0,8)/(A,C) + min(0,8 ;0,8)/(B,C) + … 

A12 = 0,5/(A,C) + 0,8/(B,C) + 0,4/(E,C) + 0,3/(F,C)+ 0,2/(A,V) + 0,2/(B,V) + 
0,2/(E,V) + 0,2/(F,V) 

 
I.4.2. Projection d’un sous-ensemble flou 

La connaissance d’une caractérisation floue globale définie sur un univers complexe (n 
dimensions), doit permettre : 

• de donner des informations sur les différentes composantes de cet univers. 

• de définir des caractérisations floues sur chacune de ces composantes. 

Soit un ensemble flou A défini sur un univers X = X1 × X2 . La projection de A sur X1  
est définie par : 

 ( ) ( ) ( )[ ]211;11 ,sup,
22

1
xxµxµXx A

x
XAproj

X∈

=∈∀  (I-28) 

0

1

( )( )2; 2
xµ XAproj

( )21, xxµA

1x
2x

 

Figure I-4 : Exemple de projection d’un ensemble flou 

 

De façon analogique, la projection de A sur X2  est défini. En particulier, si A est le 
produit cartésien des ensembles flous A1  de X1 et A2 de X2 , ses projections proj(A ;X1 ) et 
proj(A ;X2 ) sont respectivement A1  et A2. 
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I.4.3. Extension cylindrique 

L’extension cylindrique de l’ensemble flou B de kba XXX ××× K , avec 1 ≤ a < b … < 
k ≤ n est l’ensemble flou ( )XBextcBe ;=  de nXXXX ×××= K21  de fonction 
d’appartenance :  

 ( ) ( ) ( )kaBBn xxµxµXxxx e ,,,,,1 KK =∈=∀  (I-29) 

 

0

( )1xµB

1x

1
B

0

1
( )21, xxµ eB

1x
2x

Extension cylindrique de B dans X1  × X2

 

Figure I-5 : Exemple d’extension cylindrique d’un ensemble flou 

 

I.4.4. Composition de relations floues 

Soit R une relation floue définie sur X × Y et A un ensemble flou de X ; l’ensemble flou 
B de Y est déduit de la composition de A par R : 

 
( )( )Y;YX,AexctRprojRAB ×== o  (I-30) 

En considérant l’extension cylindrique comme implicite, la composition de relations 
floues comporte deux phases : combinaison et projection. L.A. ZADEH propose l’opérateur 
de composition sup-min :  

 ( ) ( ) ( )( )yxµxµyµYy RA
x

B ,,minsup, −=∈∀  (I-31) 

 
I.4.5. Base des règles 

Une relation floue est assurée par un nombre de règles floues "SI - ALORS". Ces règles 
peuvent être obtenues par : 

• une représentation de connaissances exprimées de façon naturelle par des acteurs 
humains, qu’ils soient experts, observateurs du système étudié ou opérateurs spécialisés. 

• un modèle flou du processus.  

La base des règles floues possède un certain nombre de propriétés : continuité, 
consistance, et complétude. 
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Continuité : Un ensemble de règles floues "SI-ALORS" est continu si toutes les 
prémisse de règles "adjacentes" ont des conclusions "adjacentes". Les ensembles flous 
adjacents sont ceux qui se recouvrent. 

Consistance : Un ensemble de règles floues "SI-ALORS" est consistant s'il ne contient 
pas de contradictions. Autrement dit, un ensemble de règles floues "SI-ALORS" est 
inconsistant s'il existe au moins deux règles de prémisses identiques mais de conclusions 
différentes. 

Complétude : Un ensemble de règles floues "SI-ALORS" est complet si, quelle que 
soit la combinaison dans l'espace d'entrée, il existe une valeur de commande. Une base des 
règles est incomplète s'il existe une situation de l'espace d'entrée pour laquelle aucune règle 
n'est activable. 
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003-2.04e  019-9.49e   018-1.07e  019-5.96e-   019-1.27e    019-1.08e  019-6.355e-   019-5.42e- 018-1.13e  018-1.82e  
018-1.06e  003-6.79e   018-2.36e  019-3.25e-   019-9.44e    020-5.42e-  019-3.53e-   019-7.05e- 019-9.20e  018-1.44e  
018-1.04e  018-2.39e   003-4.73e  019-2.30e-   019-7.56e-   020-2.71e   018-1.67e-   019-2.03e  018-3.61e  019-3.05e  

019-6.51e- 019-4.88e- 019-2.58e- 003-4.51e    020-1.20e     019-2.17e   021-6.48e-  018-1.63e- 020-3.65e  018-5.94e- 
019-1.81e  019-9.44e   019-4.30e- 020-1.22e    002-1.79e         0            018-4.10e    021-5.53e  017-1.77e   021-7.05e  

019-1.08e  020-5.42e- 020-2.71e  020-5.42e    023-7.94e     003-1.29e   024-1.32e  019-2.17e  024-2.120e- 018-3.85e- 
019-5.33e- 020-9.40e  019-8.06e- 021-8.17e-   018-4.10e     024-1.01e   002-9.76e     025-2.33e  017-4.37e  024-5.82e  
019-5.42e- 019-6.51e- 019-2.03e  018-1.63e-   021-5.11e    019-1.08e   025-3.88e    003-8.55e  025-4.65e- 018-5.36e- 

019-6.43e  019-6.89e   018-5.34e  020-3.65e    017-2.12e   024-2.18e- 017-3.01e    026-2.58e- 000+1.59e  023-2.05e  
019-9.49e  018-2.28e  019-7.52e  018-5.91e-   021-7.03e    018-4.72e-  024-5.25e    017-1.22e- 024-7.35e  000+1.36e  

Mt =

 

 

[ ]  

004+7.08e    009-5.64e  009-1.38e- 010-2.58e- 009-1.18e- 010-6.18e   009-1.64e-  009-1.6406e  009-2.77e- 008-1.65e- 
009-5.68e  005+2.10e  010-2.94e- 009-2.89e- 009-3.10e- 010-8.41e   009-4.02e- 009-2.3632e   009-4.11e- 009-3.26e  
009-1.48e- 010-5.78e- 005+1.32e  010-5.61e  008-1.16e- 010-2.69e- 008-1.37e-  010-7.8112e-  009-6.21e- 009-1.67e  

012-8.94e   009-2.62e- 010-4.46e  004+5.26e  012-2.99e  011-8.79e- 012-2.55e      009-4.19e- 011-2.36e- 008-4.08e- 
009-1.18e- 009-2.74e- 008-1.05e- 012-1.19e  005+1.91e   013-6.11e   010-3.44e-    012-1.60e    008-8.94e  012-6.46e- 
010-2.94e    010-5.11e  010-1.43e- 010-1.92e  013-3.13e  003+5.66e   016-8.80e-    009-1.93e     015-9.51e  008-1.52e  
009-1.42e- 009-3.11e- 008-1.10e- 013-2.94e  009-4.35e-  016-8.54e  005+2.42e     016-1.25e-   008-7.57e- 014-1.33e  
009-1.35e    009-1.62e  010-6.13e- 009-3.66e- 012-1.40e   009-1.97e   016-2.49e-   004+1.71e    015-9.82e  008-5.47e- 
009-2.43e- 009-3.14e- 009-2.89e- 011-2.52e- 008-8.43e   014-1.07e   008-7.17e-    015-9.23e    005+3.02e  014-1.48e  
008-1.94e- 010-6.71e- 009-3.08e  008-4.87e- 011-1.11e-  008-1.47e   014-1.36e      008-5.02e-  014-1.45e  005+2.31e  

KK rp
t =+

 

[ ]  

23-4.82e-000000000
04-3.78e02-2.58e-00000000
03-1.59e04-7.32e22-9.43e-0000000
04-3.41e-04-7.84e-03-2.91e-23-1.20e000000
03-2.65e-04-8.40e- 04-5.84e 03-6.07e-24-5.05e00000
06-9.02e-05-1.38e-05-2.57e-08-7.17e-04-1.78e 27-1.56e0000
03-4.50e-03-1.79e-03-1.01e02-1.01e-06-3.15e-04-3.36e-25-4.16e000

04-3.09e04-6.81e03-2.43e08-7.06e03-4.65e-10-2.79e-03-8.13e-28-8.62e-00
03-3.11e-03-2.32e-04-9.75e03-7.23e-06-3.04e-05-e37.809-1.59e03-5.76e26-5.32e-0

04-e03.603-e55.103-e31.602e98.127e01.8

K g
t

-
06-2.13e-02-1.25e-10-5.28e02-2.14e-11-3.46e----

=

 

 

01-7.87e  01-3.51e- 02-3.31e  01-4.22e -     01-1.57e   01-2.09e    01-1.78e   01-4.62e  01-2.13e- 00+1.27e- 
01-3.51e- 00+3.77e   01-1.71e- 01-1.88e     01-4.23e  02-9.86e     01-4.89e   01-6.91e  01-5.72e-  01-8.01e- 

 02-3.31e  01-1.71e- 00+1.61e  02-5.33e    00+1.81e  02-5.79e-  00+2.12e  01-2.06e- 00+2.43e-  01-3.83e  
01-4.22e- 01-1.88e  02-5.33e  01-2.34e     03-1.12e- 01-1.16e-   03-1.16e-  01-2.53e- 03-1.21e    01-7.25e  

 01-1.57e  01-4.23e  00+1.81e  03-1.12e-  00+2.20e  04-1.45e    00+2.52e   04-4.46e  00+2.98e-  04-9.20e- 
01-2.09e  02-9.86e  02-5.79e- 01-1.16e-   04-1.45e   02-6.82e    07-2.80e    01-1.76e  07-2.73e-  01-4.33e- 

 01-1.78e  01-4.89e  00+2.12e  03-1.16e- 00+2.52e   07-2.80e   00+3.02e   07-1.43e  00+3.35e-  07-3.57e- 
  01-4.62e  01-6.91e  01-2.06e- 01-2.53e- 04-4.46e    01-1.76e    07-1.43e    01-5.18e  07-2.04e-  00+1.11e- 

 01-2.13e- 01-5.72e- 00+2.43e- 03-1.21e 00+2.98e- 07-2.73e-  00+3.35e- 07-2.04e- 00+4.07e     07-4.83e  
 00+1.27e- 01-8.01e- 01-3.83e  01-7.25e   04-9.20e- 01-4.33e-   07-3.57e- 00+1.11e- 07-4.83e   00+2.812e  

Cp
t =
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23-4.82e- 04-3.78e- 03-1.59e- 04-3.41e 03-2.65e  06-9.01e  03-4.50e  04-3.08e- 03-3.10e  04-6.03e- 
04-3.78e  20-2.58e- 04-7.32e- 04-7.83e 04-8.39e  05-1.37e  03-1.78e   04-6.80e- 03-2.31e  03-1.54e- 
03-1.59e  04-7.32e  22-9.43e- 03-2.91e 04-5.84e- 05-2.57e  03-1.01e- 03-2.43e- 04-9.75e- 03-6.30e- 
04-3.41e- 04-7.83e- 03-2.91e -  23-1.20e    03-6.07e  08-7.16e  02-1.01e    08-7.06e- 03-7.23e  06-2.13e  
03-2.65e- 04-8.39e- 04-5.84e  03-6.07e-  24-5.04e  04-1.77e- 06-3.15e   03-4.65e   06-3.04e  02-1.24e  
06-9.01e- 05-1.37e- 05-2.57e- 08-7.16e- 04-1.77e  27-1.55e  04-3.36e    10-2.78e  05-8.36e  10-5.27e- 
03-4.50e- 03-1.78e- 03-1.01e  02-1.01e-06-3.15e- 04-3.36e- 25-4.16e    03-8.13e  09-1.59e- 02-2.14e  

04-3.08e  04-6.80e  03-2.43e  08-7.06e  03-4.65e- 10-2.78e- 03-8.13e-  28-8.61e- 03-5.76e- 11-3.46e  
03-3.10e- 03-2.31e- 04-9.75e  03-7.23e- 06-3.04e- 05-8.36e- 09-1.59e    03-5.76e  26-5.32e- 02-1.98e  

04-6.03e  03-1.54e  03-6.30e  06-2.13e- 02-1.24e- 10-5.27e  02-2.14e-  11-3.46e- 02-1.98e- 27-8.01e  

Cg
t =

 

 

⎥
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⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−−
−

−
−

−−
−

−−

−

−
−−
−−

=

29.1
166.5

197.2
176.4

28.1
207.1
79.6
146.4
873.2

139.6
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

175.2
125.2
239.1

268.7
143.4

592.6
48.9

641.8
171.6
724.1

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

E
E

E
E

E
E

E
E

E
E

E
E
E
E
E

E

E
E
E
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⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−−−−−−−−−−−−−
−−−−−−−−−−−−−−−−
−−−−−−−−−−−−−−−−
−−−−−−−−−−−−−

=

000000000053504.138448.939139.24469.769422.939778.496984.623755.287468.315285.2
000000000022293.322053.321708.127862.156845.221447.196125.521762.396128.32263.7
000000000036759.238313.236837.154309.338136.987423.122781.995531.11639.280591.3
000000000036853.422752.1248.558828.226059.694375.727132.799905.52887.884135.1
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UNE DE SES DIRECTIONS TRANSVERSALES. LES RESULTATS DES SIMULATIONS ET DES EXPERIMENTATIONS 
SONT EN BON ACCORD ET MONTRENT QUE LE CONTROLE PROPOSE EST EFFICACE ET ROBUSTE. LA SECONDE 
CONCERNE L’EXTENSION DE LA METHODE AUX DEUX DIRECTIONS TRANSVERSES. LA FAISABILITE DU 
CONTROLE D’UNE POUTRE FLEXIBLE PAR UN PLAN D’ACTIONNEURS PIEZOELECTRIQUES A DONC ETE 
MONTREE. 

DANS UN SECOND TEMPS, L’APPLICATION DU C.M.F. AU CONTROLE DU COMPORTEMENT DYNAMIQUE 
D’UN ROTOR FLEXIBLE EN REGIME TRANSITOIRE A ETE REALISEE PAR L'INTERMEDIAIRE D’UN PALIER ACTIF 
PIEZOELECTRIQUE. CETTE STRATEGIE EST UTILISEE POUR MAITRISER LES PREMIERS MODES DU SYSTEME. LA 
ROBUSTESSE DU CONTROLE PROPOSE PERMET DE S’AFFRANCHIR DES NON-LINEARITES DU COMPORTEMENT 
DYNAMIQUE DU ROTOR. EN PARTICULIER CELLES DUES A L'EVOLUTION DE LA BASE MODALE EN FONCTION 
DE LA VITESSE DE ROTATION ET CELLES LIEES AUX INCERTITUDES DU MODELE SONT ABSORBEES. LE 
RESULTAT DES SIMULATIONS MONTRENT QUE CE CONTROLE EST EFFICACE : LA REJECTION DES 
PERTURBATIONS EST RAPIDE ET L’AMORTISSEMENT OBSERVE SUR LA REPONSE AU BALOURD AU PASSAGE 
DES VITESSES CRITIQUES EST IMPORTANT. 
MOTS - CLES : CONTROLE ACTIF - CONTROLE FLOU- PIEZOELECTRIQUE - STRUCTURE FLEXIBLE - ROTOR -     
              VIBRATION. 

Laboratoire (s) de recherche : Laboratoire de Mécanique des Structures (LMSt) UMR CNRS 5006 

Directeur de thèse : DER HAGOPIAN J. 

Président du jury :   
Composition du jury : ABDUL WAHED A., DER HAGOPIAN J., DUFOUR R., GAUDILLER L., OHAYON R., 

SWIDER P.  
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