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Les turbomachines sont les pièces maîtresses de domaines stratégiques comme le

transport (moteur d’avion, turbo-compresseur de véhicule automobile...) et la production

d’énergie (turbine à vapeur de centrale...). Du fait des impératifs forts de fiabilité, de sécurité,

de flexibilité d’utilisation et de respect de l’environnement imposés à ces machines, les

constructeurs doivent disposer d’outils d’analyse de plus en plus fins et précis dès le stade de

conception. Dans ce contexte, les roues aubées sont des éléments essentiels et sont donc

l’objet d’attentions particulières. Cependant, compte tenu de la complexité de leur

comportement dynamique et de la richesse des excitations possibles, on constate que :

1/ les aubes subissent encore des ruptures non prévues, avec des conséquences considérables

en terme de coût de réparation et surtout de perte d’exploitation.

2/ un fonctionnement sécurisé entraîne des limitations des plages d’utilisation qui sont

pénalisantes et qui pourraient être élargies grâce à des analyses prédictives plus fines.

3/ la limitation des amplitudes vibratoires est souvent liée à des dispositifs issus de

l’expérience propre à chaque constructeur, et donc généralement difficiles à faire évoluer et à

optimiser.

Figure 1 : Etages d’aubes de turbomachine (Thermodyn)
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L'un des mécanismes principaux d'excitation des aubages est lié à la rotation de la

structure dans un champ fluide stationnaire perturbé. Ces perturbations sont les inévitables

conséquences des obstacles traversés par le fluide (pattes de fixation des carters, étages

amont…). Conjuguées à la rotation, elles agissent sur l'aubage comme une force répartie

variable au cours du temps et sont donc capables, sous certaines conditions, d'exciter ses

fréquences naturelles et de donner lieu à des réponses de grandes amplitudes (Figure 3)
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Figure 2. Diagramme de Campbell                         Figure 3. Réponse en rotation

Les techniques de conception couramment employées sont basées sur l'utilisation du

diagramme de Campbell qui superpose l'évolution des fréquences naturelles et de l'excitation,

en fonction de la vitesse de rotation (figure 2). Les croisements entre ces deux séries de

courbes sont associés à des vitesses de rotations particulières qui peuvent donner lieu à

résonance et qui sont systématiquement éliminées de la plage de fonctionnement autorisée.

Ce type de conception est efficace mais beaucoup trop limitatif dans la mesure où les

machines se caractérisent par un comportement dynamique très riche. Dans ce cas, éliminer

l'ensemble des résonances possibles devient incompatible avec les flexibilités d'utilisation

requises et n'est pas forcément nécessaire puisque toute résonance n'est pas dangereuse. Il

devient donc indispensable d’être en mesure de simuler le comportement réel de la structure

en fonctionnement, simulation de type réponse forcée sous excitations induites par

l’environnement. Cet objectif est un enjeu majeur dans le domaine des turbomachines et

mobilise des efforts de recherche importants. Il n’est cependant pour l’instant que très

partiellement atteint
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L’objectif du travail présenté est de conduire une série d’études de base afin d’être en mesure

de mieux maîtriser les mécanismes mis en jeu dans le cadre de la réponse forcée des aubages

ainsi que les techniques numériques adaptées à leur modélisation.

Le premier chapitre recense les modèles couramment rencontrés et établi un modèle

analytique utilisé comme référence pour la suite du travail.

Le second chapitre permet d’établir les techniques de prise en compte des excitations

réparties dans les modèles éléments finis, pour les structures cycliques.

Le troisième chapitre clarifie le domaine de validité des mécanismes de réponse connus.

Enfin, le dernier chapitre présente une application sur un aubage réel de turbine.
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CHAPITRE 1

REPONSE FORCEE DES AUBAGES
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1. INTRODUCTION

Pour l'étude de la réponse forcée des aubages de turbomachines, deux niveaux d'analyse

peuvent être considérés. Le premier a trait aux mécanismes qui gouvernent ce type de réponse

et le second concerne les techniques de prise en compte d'excitations réparties dans le cadre

de modélisations éléments finis.

La première partie de ce chapitre présente les mécanismes de réponse généralement mis

en évidence dans la littérature. Ces derniers reposent sur des approches associées à deux cas

limites, lorsque les aubes sont faiblement liées et fines ou à l'autre extrémité lorsqu'elles sont

fortement liées et de grande envergure. Dans le premier cas, le mécanisme d'excitation est

supposé mis en évidence à l'aide d'un système de structures indépendantes, ponctuelles, dont

la vibration circonférentielle est organisée. Dans le second cas, la vibration de la structure est

supposée homogène à celle d'un disque circulaire continu.

La modélisation de la réponse forcée induite par un chargement distribué pose deux

problèmes importants.

Dans le processus de discrétisation par la technique des éléments finis, les charges réparties

sont prises en compte après calcul des forces nodales équivalentes. Sur le plan physique, le

champ de forces nodales équivalentes associé à un champ de pression connu traduit bien le

même apport d'énergie à la structure mais ces deux champs peuvent avoir des répartitions

spaciales différentes. Ces différences sont susceptibles d'affecter notablement les

comportements en dynamique puisque dans ce cas la réponse de la structure est conditionnée

par l'amplitude de l'excitation mais également par sa répartition.

Sur un plan plus pratique, se pose également le problème de la prise en compte d'un champ de

pression de forme complexe dans un modèle élément fini. Les forces nodales équivalentes

peuvent être calculées précisément, à partir d'une approximation fine de la pression sur

chaque élément. Cependant les codes de calculs disponibles se limitent souvent à la prise en

compte de pressions constantes sur chaque élément ou au mieux de pressions variant

linéairement à partir des pressions données aux nœuds extrémité.
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Pour avancer vers une meilleure maîtrise de ces problèmes, il est nécessaire de disposer

d'un modèle de référence efficace et représentatif des cas traités. Pour cela, le cas de la plaque

circulaire a été choisi et les développements analytiques associés sont présentés dans la

seconde partie du chapitre.

2. MECANISMES DE BASE

2.1 AUBES PONCTUELLES

La figure 1.1 représente schématiquement un ensemble aubé constitué d'un étage fixe

situé à l'amont d'un étage mobile. Le nombre d'aubes des étages fixe et mobile est

respectivement H et N et ces aubes ne sont pas liées entre elles. Deux repères sont considérés:

le premier, référencé φ, est lié à l'étage fixe et le second, référencé θ, est lié à l'étage mobile et

tourne avec celui-ci à la vitesse notée Ω.

L'écoulement, uniforme en entrée, est perturbé par la présence des aubes fixes. Cette

perturbation sera supposée ici d'allure sinusoïdale et crée un effort, qui agit sur l'étage mobile,

écrit sous la forme [JAY84] :

( ) ( )tHFtF Ω−= θθ cos, 0 (1-1)

R(1) R(2) R(i) R(N)

Ecoulement amont uniforme

φ

θ

Ω

F0

S(1) S(j) S(H)

Figure 1.1 : Ensemble étage fixe / étage mobile
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Par analogie avec les systèmes à un degré de liberté, l’énergie cinétique d'une aube i est

donnée par :

( )tqmT ii
2

2

1
�= (1-2)

où qi(t) est le déplacement généralisé de l’aube i, pour un mode n donné, et m la masse

modale associée à ce même mode. Les aubes sont supposées vibrer selon une organisation

circonférentielle caractéristique des modes axisymétriques à diamètres, soit:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )isicii ntqntqtq θθθ sincos, += (1-3)

En reportant (1-3) dans (1-2) il vient:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )iiscisici nntqtqntqntqmT θθθθ sincos2sincos
2

1 2222 ++= �� (1-4)

D’autre part, l’énergie de déformation de la même aube s'écrit en fonction de la raideur

modale k:

( )tqkU ii
2

2

1= (1-5)

Considérant la relation (1-3), l’expression de l’énergie de déformation peut être réécrite sous

la forme:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )iiscisici nntqtqntqntqkU θθθθ sincos2sincos
2
1 2222 ++= (1-6)

Compte tenu des propriétés classiques associées aux séries trigonométriques (annexe A), soit:

( ) ( )






±≠

±=
=∑

= bNapour

bNapour
N

ba
N

i
ii

α

α
θθ

0
2coscos

1
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( ) ( ) betaba
N

i
ii ∀=∑

=

0sincos
1

θθ

l’énergie cinétique pour l’ensemble des aubes devient :

( ) ( )( )tqtqm
N

TT sc

N

i

n
i

22

1 2
�� +== ∑

=

(1-7)

De même, l’énergie de déformation totale s'écrit:

( ) ( )( )tqtqk
N

UU sc

N

i

n
i

22

1 2
+== ∑

=

(1-8)

L’application des équations de lagrange conduit aux équations du mouvement suivantes :

( ) ( )( )
c

cc q

W
tqktqmN

∂
∂=+� (1-9)

( ) ( )( )
s

ss q

W
tqktqmN

∂
∂=+� (1-10)

où W représente le travail des efforts externes. Lorsque les aubes peuvent être considérées

comme ponctuelles et compte tenue de (1-1) et (1-3), le travail associé à l’aube i peut être

exprimé par:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tHnHtqFtHnHtqF

tHnHtqFtHnHtqF

ntqntqtHFW

iiciis

iisiic

isici

Ω+Ω
+Ω+Ω=

+⋅Ω−=

sincossincossincos

sinsinsincoscoscos

coscoscos

00

00

0

θθθθ
θθθθ

θθθ
(1-11)

et le travail total devient:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )∑

∑

=

=

Ω+Ω

+Ω+Ω=

N

i
iiciis

N

i
iisiic

tHnHtqFtHnHtqF

tHnHtqFtHnHtqFW

1
00

1
00

sincossincossincos

sinsinsincoscoscos

θθθθ

θθθθ
(1-12)
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Soit encore:

( ) ( ) ( ) ( )tHtqNFtHtqNFW sc Ω+Ω= sincos 00 (1-13)

Expression qui, dérivée par rapport aux variables généralisées, donne:

( )

( )tHNF
q

W

tHNF
q

W

s

c

Ω=
∂
∂

Ω=
∂
∂

sin

cos

0

0

(1-14)

Les équations (1-14) reportées dans (1-9) et (1-10) donnent les équations différentielles du

mouvement associées à la réponse de la structure en rotation dans un champ fluide perturbé

par H obstacles:

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )tHFtqktqm

tHFtqktqm

ss

cc

Ω=+
Ω=+

sin

cos

0

0

��

��

(1-15)

En supposant que la solution des équations (1-15) est de la forme :

( ) ( )
( ) ( )tHAtq

tHAtq

ss

cc

Ω=
Ω=

cos

cos
(1-16)

il vient:

( )2
0

Ω−
=

Hmk

F
Ac

( )2
0

Ω−
=

Hmk

F
As
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Termes qui, reportés dans (1-3), conduisent à:

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )tH
Hmk

nF
tH

Hmk

nF
tq ii

i Ω
Ω−

+Ω
Ω−

= sin
sin

cos
cos

, 2
0

2
0 θθθ (1-17)

( ) ( )
( )20

cos
,

Ω−
Ω−=

Hmk

tHn
Ftq i

i

θθ (1-18)

A partir de l’expression de la réponse de la structure (1-18), on déduit les conditions de

résonance associées à :

Ω= Hnω (1-19)

en rappelant bien que ces résonances ne sont possibles que si:

HNn ±= α (1-20)

avec :

- n ordre de vibration (nombre de diamètres nodaux)

- H ordre d’excitation

- N nombre d'aubes mobiles

- α nombre entier

2.2 MODÈLE CONTINU

Lorsque le nombre d'aubes est important, les mécanismes de réponse sont assimilés à

ceux des systèmes axisymétriques. Seuls les élément principaux, utiles pour la compréhension

sont donnés ici, sachant que le développement d'un modèle analytique associé aux plaques

circulaires est détaillé dans le chapitre suivant.
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Figure 1.2 : Plaque circulaire

Le déplacement axial d’un point de la surface moyenne d'un disque uniforme peut être décrit

sous la forme [WIL79] :

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]∑∑
∞

=

∞

=

+=
0 0

sincos,,
m n

mnmnmn ntBntArRtrw θθθ (1-21)

où r et θ représentent les coordonnées polaires, Rmn(r) est liée à la forme du mode caractérisé

par n diamètres nodaux et m cercles nodaux, et Amn et Bmn sont des coefficients fonction du

temps, des paramètres physiques de la structure, des conditions aux limites et de la charge.

Concernant la charge appliquée on distingue les cas d'une force ponctuelle fixe (2.2.1), d'un

ensemble de forces ponctuelles distribuées uniformément (2.2.2) et d'une charge distribuée

(2.2.3).
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2.2.1 FORCE PONCTUELLE FIXE

Pour une force ponctuelle F, fixe et concentrée à un rayon R par rapport à l'axe de

rotation coïncidant avec l'axe de symétrie du disque (z), la forme de la force agissant sur la

structure est donnée par :

( ) ( ) ( )RrtFtrF −Ω−= δθδθ 0,, (1-22)

où δ dénote la fonction Dirac. Le travail de cette force est décomposé en deux parties φcmn et

φsmn respectivement associées aux termes en cos(nθ) et sin(nθ) [MOH01] :

( ) ( ) ( )

( ) ( )tnFRRR

rdrdnrRtrFt

mn

mn

r

r

cmn

e

i

Ω=

= ∫ ∫

cos

cos,,

0

2

0

θθθφ
π

(1-23)

( ) ( ) ( )

( ) ( )tnFRRR

rdrdnrRtrFt

mn

mn

r

r

smn

e

i

Ω=

= ∫ ∫

sin

sin,,

0

2

0

θθθφ
π

(1-24)

En tenant compte du travail de la force donné par (1-23) et (1-24) ainsi que de l'expression du

déplacement donnée par (1-21) et en résolvant les équations du mouvement [WIL79], il

vient :

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )∑∑

∑∑

∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

Ω−
Ω−=







Ω−
Ω+

Ω−
Ω=

0 0
22

0

0 0
22

0
22

0

cos

sin
sin

cos
cos

,,

m n mn

mn

m n mnmn

mn

n

tnF
rR

n
n

tnF
n

n

tnF
rRtrw

ω
θ

θ
ω

θ
ω

θ

(1-25)

Dans ce cas tous les modes sont susceptibles de répondre pourvu que la relation suivante soit

vérifiée:
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Ω±= nmnω

Si la force d’excitation varie elle même de manière harmonique à la fréquence ωF, par

conséquent si:

( ) ( ) ( )RrttFtrF F −Ω−⋅⋅= δθδωθ cos,, 0 (1-26)

le travail de la force s'écrit [MOH01] :

( ) ( )











 −Ω+





 +Ω= t

n
nt

n
n

FRRR
t FFmn

cmn

ωωφ coscos
2

0

( ) ( )











 −Ω+





 +Ω= t

n
nt

n
n

FRRR
t FFmn

cmn

ωωφ sinsin
2

0

et la réponse est gouvernée par :
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rRFtrw 22220

coscos

2

1
,,

ωω

ωθ

ωω

ωθ
θ (1-27)

Les conditions de résonance peuvent être déduites de (1-27), soit:

Fmn n ωω ±Ω±= (1-28)

Ces conditions sont identifiées en traçant les lignes d'excitation sur le diagramme donnant les

fréquences en fonction de l'ordre du mode (nombre de diamètres nodaux) figure 1.3 . Chaque

coïncidence entre une fréquence naturelle de la structure et les lignes d'excitation indique une

résonance possible.
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Diamètre nodal

F
ré

qu
en

ce
s

 1    2    3    4    5    6     7

Fn ωω +Ω=

Ω= nω

Fn ωω −Ω=

Fω−

Fω+

ω

n

Figure 1.3 : diagramme d'interférence

2.2.2 ENSEMBLE DE FORCES PONCTUELLES DISTRIBUEES DE FAÇON

UNIFORME

Dans le cas où la structure est excitée par plusieurs (s) forces ponctuelles, distribuées

sur la circonférence selon la relation ( ) ( )θθ Hf cos= , le chargement est donné par :

( ) ( ) ( )∑
=






 −Ω−−=

s

l s
ltRrHFtrF

1
0

2
cos,,

πθδδθθ (1-29)

Et le travail des forces généralisées sur les termes en cos(nθ) et sin(nθ) devient [JAY84] :

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )[ ]tnHtnHsF
RRR

drdrrRntrFt

snHsnH
mn

r

r

mncmn

e

i

Ω−+Ω+=

=

−+

∫ ∫

coscos
2

cos,,

,,0

2

0

δδ

θθθφ
π

(1-30)
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et

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )[ ]tnHtnHsF
RRR

drdrrRntrFt

snHsnH
mn

r

r

mnsmn

e

i

Ω−+Ω+=

=

−+

∫ ∫

sinsin
2

sin,,

,,0

2

0

δδ

θθθφ
π

(1-31)

Dans ces expressions, snHpouretsnHpour snHsnH αδαδ ≠±==±= ±± 01 ,, . La réponse

du système est, dans ce cas, donnée par :

( ) ( ) ( )( )
( )( )

( )( )
( )( )∑∑

∞

=

∞

=

−+









Ω−−
Ω−+⋅

+
Ω+−

Ω+−⋅
=

0 0
22

,

22

,0
coscos

2
,,

m n mn

snH

mn

snH
mn

nH

tnHn

nH

tnHn
rR

sF
trw

ω
θδ

ω
θδ

θ (1-32)

L'excitabilité des modes propres étant gouvernée par le facteur snH ,±δ  les conditions de

résonances s'écrivent :

( ) �,2,1,0=Ω=Ω±= ααω avecsnHmn (1-33)

2.2.3 CHARGE DISTRIBUEE

La charge distribuée est exprimée selon l’équation ( ) ( )tHFtF Ω−= θθ cos, 0  (1-1) et le

déplacement axial, d’un point de la surface moyenne de la structure est donné par la relation

(1-21). Le calcul du travail associé conduit aux conditions de résonance suivantes :

HnavecHmn =Ω=ω (1-34)

Dans ce cas, une excitation d'ordre H n'est susceptible d'exciter que les modes à H diamètres

nodaux.
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3. MODELE DE REFERENCE

3.1 INTRODUCTION

L'utilisation du cas particulier des plaques circulaires comme application de référence

présente des avantages évidents puisque dans ce cas la structure reste simple, avec un

comportement maîtrisé et suffisamment représentatif du comportement global des aubages.

De plus, un modèle analytique peut être développé et le comportement dynamique constitué

de modes à diamètres et cercles nodaux purs permet d'identifier facilement toute réponse

aberrante.

Les plaques circulaires en vibration libre ont donné lieu à de nombreuses publications:

[VOG65] [LEI77], [LEI78], [LEI81], [LEI87], [IRI80]. [RAM73] considèrent la cas des

plaques orthotropes, [CEL80], [HUT84] s'intéressent au cas des plaques épaisses, alors que

[HUA00] considèrent le comportement de plaques fissurées. [WEI89] présent des

informations sur les fréquences naturelles pour les plaques circulaires et annulaires.

La première analyse en rotation a été réalisée par [LAM21] qui ont calculé les fréquences

naturelles et les modes propres de vibration transversale d’un disque complet. Ces travaux ont

été complétés par ceux de [EVE68], [EVE69], [RAO75], [NAY99]. [HAM99] considèrent

quant à eux le comportement dans le plan. [CHE92], [CHE94], [CHE97] étudient le

comportement dynamique d'un disque en rotation soumis à une charge stationnaire. [SHE91]

traitent les problèmes des plaques circulaires soumises à des forces tournantes stationnaires

La réponse forcée des plaques circulaires à fait l'objet d'études centrées essentiellement sur le

cas des excitations ponctuelles: [SRI80], [HON85], [HUT88], [WEI93]. [LEI92] propose une

formulation approché. [GUL95], [GHO97], considèrent des plaques circulaires reposant sur

des fondations élastiques. [MAN91] s'intéresse aux plaques épaisses.

[GUP99], [GUP00], analysent la réponse forcée de plaques circulaires non uniformes

soumises à des excitations réparties uniformes.



CHAPITRE 1 : REPONSE FORCEE DES AUBAGES

Laboratoire de Mécanique des Structures
INSA Lyon

18

L'étude développée ici vise à compléter les études existantes par le développement d'un

modèle analytique adapté à l'analyse de la réponse des plaques circulaires soumises à une

excitation quelconque, répartie sur toute la surface de la plaque. Ce modèle pourra être ainsi

utilisé comme référence pour juger de la qualité de différents types de modélisations élément

finis.

3.2 EQUATION DIFFERENTIELLE DU MOUVEMENT

Soit une plaque circulaire mince, homogène et isotrope d’épaisseur uniforme, encastrée

à son contour intérieur et libre à son contour extérieur figure 1.4 . Les caractéristiques de cette

plaque sont définies par : re rayon extérieur, ri  rayon intérieur, h épaisseur, ρ masse

volumique, E module d’Young et ν coefficient de poisson.

       y

        r

      θ
x

             ri

ro

h

Figure 1.4 

Le plan xy défini le plan moyen de la plaque et z représente la distance d’un point de la

plaque au plan moyen. La plaque étant supposée mince, les effets secondaires sont négligés.

Le déplacement d’un point du plan moyen suivant z est noté w et les expressions classiques

des déformations s’écrivent [SZI74] :

2

2

x

w
zx ∂

∂−=ε          
2

2

y

w
zy ∂

∂−=ε          
yx

w
zxy ∂∂

∂−=
2

2γ (1-35)
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Les déformations sont reliées aux contraintes par :
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ε
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L’expression générale de l’énergie de déformation est donnée par:

∫=
τ

τσε dU t

2

1
(1-37)

qui s’écrit, compte tenu de (1-35) et (1-36) sous la forme suivante:
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L’épaisseur h de la plaque étant constante, (1-38) devient :

dxdy
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avec 
)1(12 2

3

ν−
= Eh

D     constante des coques en flexion (1-40)

L’énergie cinétique est donnée par:

τρ
τ

d
t

w
T

2

2

1
∫ 
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


∂
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soit, pour une épaisseur constante:

dxdy
t

wh
T

s

2

2 ∫ 






∂
∂= ρ

(1-42)

Dans le cas où w est fonction de plusieurs variables et où la fonctionnelle a des dérivées

d’ordre supérieur à un, on peut prolonger l’équation classique d’Euler-Lagrange par

l’équation d’Euler-Ostrogradsky [MYS75] :
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Avec L = T-U  Lagrangien du système et yp degré de liberté.

Dans notre cas : yp=w et
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L’équation d’Euler-Ostrogradsky s'écrit donc sous la forme:
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compte tenu de la relation (1-44), (1-45) donne l’équation différentielle du mouvement libre

de la plaque en coordonnées cartésienne :

0
),,(),,(

2
),,(),,(

2

2

22

4

4

4

4

4

=+



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
++

dt

tyxwd
h

dydx

tyxwd

dy

tyxwd

dx

tyxwd
D ρ (1-46)

expression qui peut s'écrire sous la forme :

0
),,(

),,(
2

2
4 =

∂
∂+∇

t

tyxw
htyxwD ρ (1-47)

où 224 ∇∇=∇  opérateur biharmonique.

Cette équation différentielle peut être également exprimée en coordonnées polaires selon:

0
),,(

),,(
2

2
22 =

∂
∂+∇∇

t

trw
htrwD rr

θρθ (1-48)

Avec :

2

2

22

2
2 11

θ∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=∇ w

rr

w

rr

w
r (1-49)

3.3 VIBRATIONS LIBRES

La solution générale de l’équation (1-48) peut être développée selon une série de

fonctions connues. Les variations radiales peuvent être approximées par une série de fonction

de Bessel alors que les variations circonférentielles peuvent être approximées par une série de

Fourier (fonctions cosinus et sinus) [VOG65] :

)sin())sin()(cos()(),,( tnnrRtrw n ωθθθ += (1-50)

)()()()()( ,4,3,2,1 rKrIrYrJrR nnnnnnnnn αηαηαηαη +++=
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D

h 2
4 ωρα = (1-51)

où

- ω pulsation en rad/sec.

- Jn fonction de Bessel de 1ère espèce

- Yn fonction de Bessel de 2ème espèce

- In fonction de Bessel modifiée de 1ère espèce

- Kn fonction de Bessel modifiée de 2ème espèce

- η1,n, η2,n, η3,n et η4,n  constantes

Le contour intérieur (r = ri) est encastré, ce qui induit un déplacement et une pente nuls

[SZI63]. Soit:

( ) 0,, =
= irr

trw θ (1-52)

( )
0
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= irrr

trw θ
(1-53)

Le contour extérieur (r = r e) est libre. Cette condition limite se traduit par un moment et une

force transverse définis par les conditions de Kirchoff nulles. Exprimée en fonction de la

flèche w il vient :

( ) ( ) ( )
0

,,1,,1,,
2

2

2

2

=











∂

∂+
∂

∂+
∂

∂

= err
r

trw

r

trw

rr

trw θ
θ

θνθ
(1-54)
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(1-55)

L'ensemble des conditions aux limites peut s’écrire sous forme matricielle pour chaque ordre

n, soit :
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(1-56)

ou:

[ ] { } 0. =nnM η (1-57)

Les coefficients ijM sont obtenus par substitution des équations (1-52) à (1-55) dans (1-50) et

la matrice [M]n est développée en annexe B.

La solution triviale, où les constantes η1,n, η2,n, η3,n et η4,n sont nulles, n’a pas intérêt pratique

puisqu’elle donne une flèche w nulle à tout instant t. Il faut donc rechercher les valeurs de αn

pour lesquelles le déterminant de la matrice des conditions aux limites [ M]n s’annule :

[ ]( ) 0det =nM (1-58)

Les valeurs propres de la matrice [M]n , notées αmn, sont recherchées à l'aide de la méthode de

Newton  [DEM81]. Elles sont reliées à la pulsation propre ωmn de la plaque par la relation (1-

51) réécrite sous la forme:

h

D mn
mn ρ

αω
4

= (1-59)

Avec :

n  : Nombre de diamètres nodaux.

m : Nombre de cercles nodaux.

APPLICATION :

Soit une plaque de caractéristiques suivantes: rayon intérieur ri=0.1 m, rayon extérieur

re=0.2 m, épaisseur h=0.003 m, module d’Young E=1.1e11 N/m2, masse volumique ρ =

4430 kg/m3, coefficient de poisson ν=0.35.
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Les fréquences naturelles et les modes propres associés sont obtenus à partir des

équations (1-58) et (1-59).  Les fréquences calculées sont reportées dans le tableau 1.1.1

(n diamètre nodal, m cercle nodal).

m n=0 n=1 n=2 n=3 n=4 n=5 n=6 n=7 n=8

0 240.52 244.25 266.89 333.25 458.03 639.93 873.22 1153.30 1477.20

1 1562.70 1592.50 1682.30 1833.40 2047.40 2325.90 2669.90 3080.00 3555.20

2 4470.70 4502.10 4596.90 4756.10 4981.40 5274.60 5637.20 6070.60 6576.10

TABLEAU 1.1 : Fréquences naturelles [Hz] et modes propres associés

3.4 RÉPONSE HARMONIQUE

La forme générale de la pression transverse appliquée sur la structure est notée p(r, θ, t),

expression utilisée pour représenter toute charge paramètrée en fonction de la position et du

temps. Figure 1.5 .

P(r, θ, t)

 h

         re

ri

Figure 1.5 : Distribution de la charge transverse

L’équation différentielle, qui gouverne la réponse forcée, est homogène à celle reportée

équation (1-48):

),,(
),,(),,(

),,(
2

2
22 trp

t

trw
h

t

trw
htrwD rr θθγθρθ =

∂
∂+

∂
∂+∇∇ (1-60)

où γ représente l’amortissement par unité de volume.
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En utilisant une série de Bessel-Fourier (annexe C), on peut écrire la solution de l'équation

(1-60) sous la forme suivante [WEI93] :

[ ]∑∑
∞

=

∞

=

+=
1 0

)sin().()cos().()(),,(
m n

mnmnmn ntBntArRtrw θθθ (1-61)

avec :

)()()()()( ,4,3,2,1 rKrIrYrJrR mnnmnmnnmnmnnmnmnnmnmn αηαηαηαη +++=

mnmnmnmn et ,41,3,2,1     ,, ηηηη  : constantes données par l’équation (1-56).

Amn(t) et Bmn(t) : coefficients fonction du temps, des paramètres physiques de la plaque,

des conditions aux limites et de la charge.

En reportant l’équation (1-61) dans (1-60) il vient:
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(1-62)

L’équation (1-62) est multipliée par : ∫ ∫
π

θθ
2

0

)cos()(
e

i

r

r

mn rdrdnrR . Considérant que [PIS74] :

.0,1,2,3,.. n          0)sin().cos(et        
)(1

2
)cos().cos(

2

0

2
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=∀=
+

= ∫∫ θθθπθθθ
ππ

dnn
nsgn

dnn

elle peut s’écrire sous la forme:

∫ ∫+=++
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α
ρ
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2

)(1
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tAtA ��� (1-63)

rdrrRQ
e

i

r

r

mnmn ∫= )(2   et  sgn(n) = 0 pour n = 0 et 1 pour n = 1, 2, 3, ...
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De même, l’équation (1-62) multipliée par :

∫ ∫
π
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e
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=∫ nsgn
dnn

πθθθ
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L'intégration des équations (1-63) et (1-64), développée en annexe D, conduit à:
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Le facteur d’amortissement ξ est relié à l’amortissement par unité de volume γ par la relation:

mnρω
γξ

2
= (1-67)
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Lorsque les variations spatiales et temporelles peuvent être découplées, donc quand:

tierfPtrp ωθθ ),(),,( 0= . (1-68)

)(    
20

m

N
enP .

les équations (1-65) et (1-66) deviennent après intégration temporelle:
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avec:
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ω
ω= .

En tenant compte des équations (1-69), (1-70) et en considérant que )(),(),,( tfrWtrw θθ = ,

l’équation (1-61) s'écrit sous la forme suivante :
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(1-71)

où :
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La résolution de cette équation donne la réponse harmonique, en amplitude, d’une plaque

circulaire excitée à la pulsation ω par une charge d’excitation de la forme

tierfPtrp ωθθ ),(),,( 0=  et ceci en tout point (r,θ ). Il est intéressant de noter que la

formulation adoptée permet également de traiter le cas d’une excitation ponctuelle ou répartie

linéiquement sur une circonférence.

3.4.1 EXCITATION PONCTUELLE

L’excitation ponctuelle est traduite par une pression appliquée sur une petite surface

élémentaire S, équivalente à F0/S. La forme de la fonction p(r,θ ) peut, dans ce cas être

représentée par la relation suivante :

∫ ∫∫∫ ∆+ ∆+
→∆
→∆→

==
rr

r

r

S

f
S f

f

f

f

drdr

F

drdr

F
rp θθ

θ

θ θ
θ

θ 0

0
0

0

0
limlim),( (1-72)

avec :

F0 : Force en N.

S  : Surface élémentaire en m2.

rf, θf :Coordonnées du point d'application de la force.

La fonction (1-72) est équivalente de la fonction de Dirac quand S tend vers zéro (annexe E),

soit :

( )ff

S

S
rDirac

rdrd
θ

θ
,

1
lim

0
=

∫∫→

En pratique, on obtient une convergence suffisante de la solution à partir de :∆r = 2 e-4 m et

∆θ = 6.25 e-2 degré

La relation (1-72) se développe également en utilisant la fonction de Gauss, qui ramène la

charge distribuée sur la structure à une charge appliquée sur une surface élémentaire autour du

point d'excitation (rf, θf ): équation (1-73) et figure 1.6 .
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La surface sur laquelle est appliquée la charge est paramétrée par σr et σθ, écarts quadratiques

moyens principaux : plus ces valeurs sont petites et plus la charge est concentrée. Ceci est

traduit par l’égalité suivante :

( )( ) ( )ffff rDiracrgauss
r

θθ
θσ

σ
,,lim

0
0

=
→
→

Figure 1.6 : Charge concentrée

APPLICATION :

Cet exemple présente une application numérique de l’équation (1-71) dans le cas d'une

excitation ponctuelle. La structure est identique à celle considérée précédemment: plaque

circulaire, figure 1.4 . L’amortissement est introduit sous forme modale avec un facteur
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d’amortissement ξ= 0.01 identique pour chaque mode. La force appliquée F0 =10 N est située

au point r = re, θ = 0°.

La réponse obtenue au point d'excitation est présentée figure 1.7 , pour la gamme de

fréquence entre 200 et 400 Hz, où sont situées les quatre premières fréquences propres de la

plaque associées aux modes 0D0C, 1D0C, 2D0C et 3D0C (D diamètre nodal et C cercle

nodal). S'agissant d'une excitation ponctuelle, l'ensemble des fréquences naturelles répondent.
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2D 0C

3D 0C

Figure 1.7 : Réponse à une excitation ponctuelle

3.4.2 EXCITATION SUR UNE LIGNE DE CIRCONFERENCE

Pour une charge appliquée sur une ligne circonférentielle, la répartition de la charge

s'écrit ),(),( 0 θθ rfPrp = , avec P0  amplitude de la charge (N/m) et:

∫ ∫
∆+→∆

= rr

r

f

r f

f

ddrr

fr
rf

π

θ

θπ
θ

2

0

0

)(2
lim),( (1-74)

f(θ) représente la répartition circonférentielle de la charge d’excitation de 0 à 2π
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APPLICATION :

La réponse de la plaque définie précédemment est considérée ici pour le cas d'une

excitation par chargement réparti sur une bande circonférentielle Les caractéristiques du

chargement sont :

),(),( 0 θθ rfPrp =  avec )2cos(),(/100 2
0 θθ == rfetmNP

Le domaine d'action de cette charge est donné par:

[ ] πθ 20)(6/5 ≤≤−∈ etrrrr eie

La réponse obtenue au point au point r = r e, θ = 0° est présentée figure 1.8  pour la gamme de

fréquence entre 200 et 400 Hz. S'agissant d'une excitation de type 2θ, on vérifie bien que seul

le mode à deux diamètres nodaux répond.
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Figure 1.8 : Réponse à une excitation répartie
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4. CONCLUSION

Pour les structures axisymétriques, une excitation circonférentielle réparties de type

cos(Hθ) n'est en mesure d'exciter que les modes à H diamètres nodaux. En revanche, lorsque

l'on considère un ensemble aubé constitué de N aubes et que ces aubes peuvent être supposées

comme ponctuelles, la réponse de la structure est plus riche puisque l'excitation de type

cos(Hθ) est susceptible d'exciter les modes à H diamètres nodaux, mais également ceux à

HNn ±= α diamètres (α=1, 2…). Ces mécanismes de réponse sont connus. En revanche, ils

correspondent à des cas limites qui n'ont que très peu de similitudes avec des aubages réels.

Pour être en mesure de mieux maîtriser les prévisions de type réponse forcée des aubages

deux phases d'études sont nécessaires.

Dans la première phase, il s'agit d'acquérir la maîtrise de la prise en compte d'excitations

réparties dans les modélisations de type éléments finis. En effet, le processus de

transformation des champs de pression en forces nodales équivalentes est susceptible de

perturber la répartition spatiale de l'excitation et la prise en compte de ces champs d'excitation

répartie reste lourde. Ces points seront examinés dans le chapitre suivant à partir du modèle

analytique adapté au cas des plaques circulaires développé dans la seconde partie de ce

chapitre.

Pour la seconde phase, objet du chapitre 3, il s'agira de considérer des systèmes de

référence plus proches des ensembles aubés que ceux généralement utilisés, afin de mieux

comprendre les domaines de validité des mécanismes de réponse connus.
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CHAPITRE 2

PRISE EN COMPTE DES EXCITATIONS REPARTIES

DANS LES MODELES ELEMENTS FINIS –

TECHNIQUES ADAPTEES – VALIDATION
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1 INTRODUCTION

La prise en compte d'une excitation répartie pour la modélisation de la réponse forcée des

structures cycliques, à partir d'une discrétisation de type éléments finis, pose deux problèmes.

En premier lieu, les pressions physiques doivent être transformées en forces nodales

équivalentes. Ces forces dépendent des fonctions de forme intrinsèques à chaque élément fini

et leur répartition spaciale n'est pas nécessairement identique à la répartition de la pression

dont elles sont issues. Etant donnée la forte dépendance du comportement dynamique des

structures considérées par rapport à la répartition de l'excitation, ce processus de

transformation peut avoir des conséquences importantes qu'il s'agit d'examiner. En second

lieu, il s'agit également d'étudier l'effet de différents types de prise en compte des champs de

pression. Une prise en compte précise est difficile à mettre en oeuvre et n'est pas toujours

possible lorsque l'on utilise des codes de calcul commerciaux.

Pour examiner ces problèmes il est indispensable de se placer dans un contexte où le

comportement dynamique de la structure étudiée est parfaitement connu. C'est la cas de

l'application considérée qui porte sur une plaque circulaire encastrée-libre. Cette structure

reste simple et se caractérise par un comportement dynamique suffisamment représentatif de

celui des aubages. De plus elle possède deux avantages évidents :

1. Le modèle analytique développé précédemment peut servir de référence.

2. Les modes sont constituées par des diamètres et des cercles nodaux purs et le

comportement en réponse est connu. Les réponses parasites peuvent donc être facilement

identifiées.

2 DESCRIPTION DES MODELES

L’étude porte sur une plaque circulaire mince, homogène, isotrope, d’épaisseur

uniforme, encastrée sur le contour intérieur et libre sur le contour extérieur (figure 1.4). Les

caractéristiques de la plaque sont : rayon intérieur ri = 0.1 m, rayon extérieur re=0.2 m,
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épaisseur h =0.003 m, module d’Young E = 1.1e11 N/m2, densité ρ = 4430 kg/m3, coefficient

de poisson ν = 0.35 et facteur d’amortissement ξ = 0.01.

Les résultats donnés par le modèle analytique développé dans le chapitre précédent sont

considérés comme référence pour juger de la qualité des résultats obtenus à partir de

différentes analyses éléments finis. Trois types d'éléments sont considérés: deux éléments de

coque avec respectivement 4 nœuds (Q4, ANSYS  shell63) et 8 nœuds (Q8, ANSYS shell93) et

un élément volumique isoparamétrique à 20 nœuds (H20, ANSYS solid95). Ces éléments sont

présentés dans le tableau 2.1 [ANS01].

Pour chaque type d'élément, deux maillages différents sont construits. La dimension de

l'élément de base est rb=(r e-ri)/6, θb=2π/32 pour le premier maillage (figure 2.1 ) et rb=(r e-

ri)/6, θb = 2π/64 pour le deuxième, (figure 2.2). Les fréquences calculées à partir du code de

calcul des structures ANSYS, en utilisant les différentes configurations, sont reportées dans le

tableau 2.2, pour trois modes représentatifs caractérisés par 2, 8 et 24 diamètres nodaux.

La comparaison des fréquences calculées avec les résultats obtenus analytiquement

converge d’une façon classique en ce qui concerne le type et la dimension des éléments finis.

Les éléments Q4 et H20 présentent une convergence d'allure décroissante, alors que l'élément

Q8 présente une convergence d'allure croissante.

Q4 (shell 63) Q8 (shell 93) H20 (solid 95)

Géométrie

Nb de nœuds 4 8 20

Nb de ddl
par nœud

Translations (X, Y, Z),
Rotations (X, Y, Z)

Translations (X, Y, Z)
Rotations (X, Y, Z)

Translations (X, Y, Z)

TABLEAU 2.1 : Géométrie et caractéristiques principales des éléments utilisés (références

ANSYS)
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Figure 2.1 : Maillage 1

Figure 2.2: Maillage 2
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2D 8D 24D

Fréquences Fréquences Fréquences

M
ai

lla
ge

E
lé

m
en

t
Ansys Ref.

∆ %
Ansys Ref.

∆ %
Ansys Ref.

∆ %

Q4 268.7 266.89 0.68 1531.4 1477.2 3.67 --- 11974 ---

Q8 265.4 266.89 -0.55 1458.5 1477.2 -1.26 --- 11974 ---1

H20 275.5 266.89 3.23 1662.2 1477.2 12.52 --- 11974 ---

Q4 267.6 266.89 0.28 1493.3 1477.2 1.08 12529.5 11974 4.64

Q8 265.5 266.89 -0.53 1457.1 1477.2 -1.36 11540.7 11974 -3.622

H20 275.3 266.89 3.16 1503.6 1477.2 1.78 14666.6 11974 22.48

TABLEAU 2.2 : Comparaison des fréquences [Hz] obtenues pour les modes 2D0C, 8D0C

et 24D0C. Modélisations  analytique de référence et  élément fini  (D diamètres)

L'élément H20 est pénalisé par le fait que les calculs ont été effectués sans utilisation de la

technique d'intégration réduite qui permet d'éviter le phénomène de verrouillage au

cisaillement lorsque les éléments sont peu épais.

Une modélisation basée sur un maillage plus fin améliore la convergence, comme le montrent

les résultats présentés figure 2.3 et 2.4 , obtenus à partir d'un maillage de type Q4, avec une

dimension élémentaire de rb=(r e-ri)/6, θb=2π/120 et ceci pour les modes des familles à 0, 1 et

2 cercles nodaux jusqu'à 8 diamètres
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m=0 Référence
m=0 Ansys
m=1 Référence
m=1 Ansys
m=2 Référence
m=2 Ansys

Figure 2.3. Comparaison des fréquences analytique de référence et élément fini (Q4 - Shell

63 - maillage fin). Familles 0C, 1C et 2C jusqu'à 8D.
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M 0D 1D 2D 3D 4D 5D 6D 7D 8D

Réf 240.52 244.25 266.89 333.25 458.03 639.93 873.22 1153.30 1477.20
0

Ansys 241.93 245.41 267.14 333.11 457.86 640.64 875.83 1159.00 1487.20

∆ % 0.6 0.5 0.1 0.0 0.0 0.1 0.3 0.5 0.7

Réf 1562.70 1592.50 1682.30 1833.40 2047.40 2325.90 2669.90 3080.00 3555.20
1

Ansys 1585.00 1612.60 1696.50 1838.70 2042.40 2310.30 2644.50 3046.00 3514.30

∆ % 1.4 1.2 0.8 0.3 -0.2 -0.7 -0.9 -1.1 -1.2

Réf 4470.70 4502.10 4596.90 4756.10 4981.40 5274.60 5637.20 6070.60 6576.10
2

Ansys 4595.50 4621.20 4699.00 4831.40 5021.9 5274.30 5592.90 5981.40 6443.10

∆ % 2.7 2.6 2.2 1.6 0.8 0 -0.8 -1.5 -2.1

-3
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Figure 2.4 : Ecarts en fréquence associés à la figure 2.3

(solution numérique / référence analytique)

Cependant la convergence donnée par les maillages présentés figures 2.1  et 2.2  est

jugée suffisante pour l'étude envisagée, dans la mesure où seules les erreurs relatives seront

examinées.
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3 REPONSE FORCEE - VALIDATION ET ETUDE PARAMETRIQUE

Pour l'étude de la réponse forcée, l'excitation est tout d'abord supposée ponctuelle, puis

distribuée le long d'une bande circonférentielle. L’amortissement est introduit sous forme

modale avec un facteur d’amortissement ξ= 0.01 identique pour chaque mode.

3.1 REPONSE A UNE EXCITATION PONCTUELLE

Une force ponctuelle harmonique F = F0 e
jωt, avec F0 =10 N pour les modes en dessous

de 2000 Hz et F0 = 100 N pour les modes au-delà, est appliquée au point r = r e, θ = 0°

(figure 2.5 . La réponse obtenue au même point en utilisant les éléments Q8, Q4 et H20, est

respectivement présentée sur les figures de 2.6  à 2.8 . La gamme de fréquence est comprise

entre 200 et 400 Hz, où sont situées les quatre premières fréquences propres de la plaque

associées aux modes 0D0C, 1D0C, 2D0C et 3D0C.

Figure 2.5 . Point d’excitation et de réponse

Les différences entre le modèle numérique et le modèle analytique de référence sont

quantifiées dans le tableau 2.3, pour les modes représentatifs déjà considérés (2, 8 et 24

diamètres nodaux).

L'excitation ponctuelle est bien en mesure d'exciter l'ensemble des modes de la structure et les

différences obtenues sur les amplitudes sont homogènes avec celles constatées sur le

comportement fréquentiel.
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Figure 2.6 : Réponse à une excitation ponctuelle - élément Q8
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Figure 2.7 : Réponse à une excitation ponctuelle - élément Q4
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Figure 2.8 : Réponse à une excitation ponctuelle - élément H20

2D 8D 24D
Maillage élément

Amplitude ∆ % Amplitude ∆ % Amplitude ∆ %

Q4 0.936 1.2 0.415e-1 7.2 --- ---

Q8 0.928 0.4 0.423e-1 9.3 --- ---1

H20 0.880 -4.7 0.505e-1 30.6 --- ---

Q4 0.926 0.13 0.382e-1 -1.2 0.132e-1 4.5

Q8 0.925 0.09 0.410e-1 5.9 0.181e-1 43.52

H20 0.873 -5.5 0.385e-1 -0.56 0.789e-2 -37.3

TABLEAU 2.3 :  Réponse à une excitation ponctuelle - Amplitude (mm), ∆ % différence par

rapport à la solution analytique

3.2 REPONSE A UNE EXCITATION REPARTIE

Soit une charge distribuée appliquée sur la plaque, de la forme suivante :

tjeHPtrP ωθθ )cos(),,( 0= (2-1)
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avec :

P0  Amplitude de l’excitation.

H  ordre d’excitation.

ω  pulsation d’excitation.

P=const

Q 4 Q8

Figure 2.9 : Transformation d'un champ de pression uniforme en forces nodales équivalentes

La méthode des éléments finis transforme la pression physique appliquée sur la structure en

forces nodales équivalentes qui sont associées aux fonctions de forme propres à chaque type

d’élément (figure 2.9 ).

3.2.1 CALCUL DES FORCES NODALES EQUIVALENTES

Le calcul des forces nodales équivalentes est une étape nécessaire pour bien prendre en

compte l'amplitude des excitations induites par des champs de pression. Dans la modélisation

par élément finis, la pression est remplacée par un champ de forces ponctuelles appliquées

aux nœuds du maillage. Ces forces nodales équivalentes se caractérisent par le même travail

que celui du champ de pression sur les déplacements. Soit :

∫∫=
s

dxdyyxwyxpW ),(),( δδ (2-2)

avec : p pression appliquée

 δw déplacement.

La discrétisation éléments finis suppose que les déplacements peuvent se décomposer sur la

base des  fonctions de forme de l’élément, ce qui conduit pour l'élément Q8 présenté

figure 2.9  à écrire à partir de l’espace parent (ξ,η) [DHA81] :
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Figure 2.10 : Espace parent de référence

)1(4/1 22221
8 ξηηξηξηξ −−+++−=QN

)1(2/1 222
8 ηξξη +−−=QN

)1(4/1 22223
8 ξηηξηξηξ +−+−+−=QN

)1(2/1 224
8 ξηηξ −−+=QN

)1(4/1 22225
8 ξηηξηξηξ +++++−=QN

)1(2/1 226
8 ηξξη −−+=QN

)1(4/1 22227
8 ξηηξηξηξ −++−+−=QN

)1(2/1 228
8 ξηηξ +−−=QN

En conséquence l'expression du travail (2-2), identique po

de forces nodales équivalentes, devient après discrétisatio

e
Fonctions de form
43

ur le champ de pression et le champ

n éléments finis:



CHAPITRE 2 : EXCITATIONS REPARTIES - MODELES ELEMENTS FINIS

Laboratoire de Mécanique des Structures
INSA Lyon

44

∑

∑ ∫ ∫

=

= − −

=
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1
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),(),(

i
ii

i
Qi

k

wF

ddJNwpW

δ

ηξηξδηξδ

(2-4)

où J est le jacobien de la transformation géométrique entre espace parent et espace réel.

L’expression des forces nodales équivalentes est donc obtenue à partir de:

ηξηξηξ ddJNpF i
Qi ),(),( 8

1

1

1

1
∫ ∫
− −

= (2-5)

Les forces nodales équivalentes aux nœuds du maillage sont obtenues par assemblage des Fi

sur tous les éléments. L'équation (2-5) donne les forces nodales équivalentes aux nœuds de

l'élément Q8. La procédure est de même nature pour tous les éléments considérés.

3.2.2 APPLICATION ET VALIDATION

Il s'agit ici de comparer les résultats numériques obtenus à partir des différentes

modélisations aux résultats du modèle analytique de référence, pour ce qui concerne la

réponse forcée à une excitation répartie de forme donnée par la relation (2-1). La zone

d’excitation et le point de réponse sont donnés dans la figure 2.11 

Paramètres d’excitation

P0 = 100 N/m2

H = 2, 8 et 24

Figure 2.11 : Zone d’excitation et point de réponse
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Pour les calculs éléments finis, les forces nodales équivalentes sont calculées à partir d'une

description polynomiale fine de la pression sur chaque élément. Les résultats obtenus en

terme d'amplitude de vibration à la résonance sont reportés dans le tableau 2.4, pour les trois

modes représentatifs déjà considérés.

2D 8D 24D
Maillage élément

Amplitude ∆ % Amplitude ∆ % Amplitude ∆ %
Q4 0.799e-1 -0.70 0.244e-2 -23.9 --- ---
Q8 0.810e-1 0.67 0.332e-2 3.40 --- ---1
H20 0.783e-1 -2.68 0.301e-2 -6.23 --- ---
Q4 0.803e-1 -0.18 0.297e-2 -7.42 0.396e-4 -47.7
Q8 0.812e-1 0.86 0.332e-2 3.20 0.855e-4 12.92
H20 0.781e-1 -2.98 0.313e-2 -2.62 0.657e-4 -13.2

TABLEAU 2.4 : Amplitude (mm) avec une excitation répartie, ∆ % différence par rapport à

la solution analytique

Les figures 2.12  et 2.13  montrent les courbes de réponses pour les excitations d'ordre 2 et 8.

Dans ce cas, seuls les résultats numériques issus l’élément Q8 sont reportés et on vérifie bien

qu'une excitation de type H n'est susceptible d'exciter que les modes à H diamètres nodaux.
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Figure 2.12 : Maillage_1, Q8, H=2.
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Figure 2.13 : Maillage_1, Q8, H=8

3.3 INFLUENCE DES APPROXIMATIONS DE REPARTITIONS

Le calcul des forces nodales équivalentes associées au champ de pression exact

appliqué sur chaque élément est généralement fastidieux et souvent impossible. C'est

pourquoi la plupart des analyses en réponse sont basées sur des modèles simplifiés. La

pression est par exemple supposée constante sur chaque élément ou peut être considérée

comme variant de manière linéaire ou parabolique. Le champ constant est obtenu à partir de la

valeur de la pression au centre des éléments et les variations linéaires et paraboliques sont

interpolées à partir des valeurs de la pression aux nœuds.

L'effet de différentes approximations de champ de pression est illustré dans le tableau 2.6

sous forme synthétique et figures de 2.14  à 2.17  de manière plus détaillée. Ces résultats

confirment que de bonnes valeurs peuvent être obtenues en utilisant des approximations

d’ordre élevé ou des maillages assez finis (assez fini en regard de la complexité de

l'excitation). De manière plus surprenante, le tableau 2.6 montre clairement que

l’approximation linéaire ne donne aucun avantage par rapport à l'approximation constante et

même donne des résultats qui sont moins précis.

En réalité ceci s'explique mathématiquement par analogie avec les techniques d'approximation

des intégrales associées à des fonctions de type y=f(x). [RAD90] montre que l’écart obtenu en
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considérant une approximation linéaire est deux fois plus grand que celui obtenu en

considérant une approximation uniforme, tableau 2.5 .

Type
d’approximation

Uniforme Linéaire

a

y

x

h
b a

y

x
h

b

Ecarts )(
24

)( 2

1 ξf
hab

R ��
−= )(

12

)( 2

2 ξf
hab

R ��
−=

TABLEAU 2.5 : Approximations intégrales: écarts obtenus par rapport à la solution exacte

dans l'intervalle ba << ξ

2D 8D 24DApproximation Elément
Amplitude ∆ % Amplitude ∆ % Amplitude ∆ %

Q4 0.804e-1 ref 0.298e-2 ref 0.396e-4 ref

Q8 0.812e-1 ref 0.332e-2 ref 0.855e-4 refExact

H20 0.781e-1 ref 0.330e-2 ref 0.657e-4 ref

Q4 0.801 e-1 -0.25 0.289e-2 -2.76 0.279e-4 -29.4

Q8 0.810e-1 -0.28 0.322e-2 -2.81 0.679e-4 -20.5Uniforme

H20 0.778e-1 -0.38 0.317e-2 -3.82 0.552e-4 -16.0

Q4 0.801e-1 -0.33 0.283e-2 -4.85 0.246e-4 -37.7

Q8 0.808e-1 -0.51 0.316e-2 -4.76 0.528e-4 -38.2Linéaire

H20 0.777e-1 -0.54 0.316e-2 -4.28 0.394e-4 -40.1

Q4 0.804e-1 0.00 0.297e-2 0.00 0.379e-4 -4.26

Q8 0.812e-1 0.00 0.332e-2 0.00 0.836e-4 -2.27Parabolique

H20 0.781e-1 0.00 0.330e-2 0.00 0.648e-4 -1.44

TABLEAU 2.6 :  Comparaison des amplitudes (mm) obtenus en utilisant le maillage_2 et
les trois types d’approximations sur la pression, ∆ % différence par rapport à la solution
exacte.
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Figure 2.14 : Solutions analytique et éléments finis. Effet de différentes approximations de la

pression (maillage_1, Q8, H=2)
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Figure 2.15 : Solutions analytique et éléments finis (maillage_1, Q8, H=8)
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Figure 2.16 : Solutions analytique et éléments finis (maillage_1, H20, H=2)
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Figure 2.17 : Solutions analytique et éléments finis (maillage_1, H20, H=8)
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3.4 INFLUENCE DES FORCES NODALES EQUIVALENTES

Si le maillage est constitué par S éléments, également distribués sur la circonférence,

l'excitation répartie en cos(Hθ) se réduit à S forces ponctuelles discrètes, du fait du processus

de calcul des forces nodales équivalentes. Ces forces sont capables d'exciter les modes avec H

diamètres nodaux, mais aussi des modes parasites avec H* diamètres nodaux, où H* vérifie

(paragraphe 2.2.2 chapitre 1)   �,2,1* =±= αα avecHSH

Quand le maillage est assez fin, les modes parasites sont repoussés vers les hautes fréquences.

Cependant, quand le maillage n’est pas assez fin par rapport à la complexité de l'excitation,

les réponses parasites peuvent apparaître à des fréquences situées dans la plage étudiée. Le

maillage 1 est assez fin pour des excitations de type H = 2 (figures 2.14  et 2.16 ) et H = 8

(figures 2.15  et 2.17 ). Dans ce cas, seule la réponse associée au mode a H diamètres nodaux

apparaît. En revanche, une excitation avec H = 24 appliquée sur le maillage 1 induit une

réponse des modes à H* = 8 diamètres, réponse qui apparaît à des fréquences bien inférieure à

celle attendue pour le mode à 24 diamètres (S = 32,H= 24, figure 2.18 ). Ces réponses

parasites disparaissent en utilisant le maillage 2 (S = 64, figure 2.19 ).
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Figure 2.18 : Charge distribuée, (maillage_1, Q8, H = 24)
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Figure 2.19 : Charge distribuée, (maillage_2, Q8, H = 24)

4 CONCLUSION

Les excitations réparties ont une influence majeure sur le comportement en réponse des

ensembles disque-aubes. Dans ce contexte, ce chapitre concerne l'amélioration de la

compréhension des mécanismes de prise en compte des excitations réparties dans les modèles

éléments finis.

Les développements effectués reposent sur une application de référence, simple mais

représentative, constituée d'une plaque annulaire encastrée-libre. Cette application à fait

l'objet du développement d'une solution analytique et présente l'avantage d'avoir un

comportement dynamique parfaitement connu et maîtrisé.

L'application numérique porte sur le traitement de plusieurs configurations faisant varier le

type d'élément fini, la finesse du maillage ainsi que la finesse de l'approximation retenue pour

modéliser la pression sur chaque élément.

Les résultats montrent des tendances classiques de convergence de la solution numérique par

rapport à la solution de référence. Les résultats sont d'autant meilleurs que l'élément fini
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choisi est adapté, que la finesse du maillage est importante et que l'approximation de la

pression est meilleure. On constate également que :

• La finesse du maillage doit être établie en fonction des caractéristiques intrinsèques de la

structure mais également en fonction de la complexité du champ de pression à considérer. Un

maillage de finesse suffisante pour rendre compte correctement des fréquences et modes de la

structure peut s'avérer insuffisant lorsqu'il s'agit de prendre en compte de fortes variations

spaciales du champ d'excitation en réponse forcée.

• Une hypothèse de variation linéaire de la répartition de pression sur chaque élément donne

des résultats moins bon qu'une hypothèse de répartition constante. Lorsque le maillage est

suffisamment fin, ce dernier type d'approximation est donc satisfaisant.

• Le processus de transformation du champ de pression en forces nodales équivalentes peut

conduire à des réponses parasites. Cet inconvénient disparaît lorsque le maillage est fin.
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CHAPITRE 3

ETUDE DETAILLEE DES MECANISMES DE

REPONSE
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1. INTRODUCTION

En prenant appui sur une structure au comportement parfaitement connu, modélisable à

partir d'une approche analytique de référence, le chapitre précédent à permis de valider les

modèles éléments finis pour le calcul de la réponse des structures cycliques à des champs

d'excitation répartis. Cette étape était nécessaire dans la mesure où la réponse de ces

structures est conditionnée dans ce cas par les paramètres d'amplitude et de répartition de

l'excitation, qui doivent par conséquent être rendus de manière la plus précise possible.

Ce chapitre s'intéresse à des géométries encore plus proches de celles des ensembles diques-

aubes afin d'examiner les mécanismes de réponse qui les caractérisent.

Pour ce faire, trois applications sont considérées. La première application consiste en un

simple découpage de la plaque circulaire par des lignes radiales équiréparties. Dans ce cas la

structure conserve la même surface en prise avec l'excitation mais se compose d'ailettes liées

entre elles en pied par une bande continue. La seconde application est de même nature mais

comporte des ailettes de plus petites tailles et est donc plus représentative d'un ensemble aubé.

La dernière application est également représentative d'un ensemble aubé dont les aubes sont

liées entre elles en tête par une bande continue.

La réponse de ces structures est examinée pour différentes configurations, à l'arrêt soumise à

un champ d'excitation réparti variant de manière harmonique et en rotation dans un champ

d'excitation stationnaire perturbé. Plusieurs variations circonférentielles sont considérées afin

de ne pas particulariser l'étude.

2. PRESENTATION DU MODELE

La première étape, qui permet de s'approcher d'un ensemble disque-aubes consiste à

découper radialement la plaque circulaire considérée précédemment. La structure présente

alors la même surface soumise à l'excitation répartie mais est constituée de secteurs

faiblement liés. L’étude porte ici sur une plaque circulaire mince, homogène d’épaisseur
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constante, découpée régulièrement par douze fentes identiques (N=12) réparties sur la

circonférence, de longueur égale à ( )ie rr −32  (figure 3.1 ).

ri

re

Figure 3.1 : plaque circulaire avec des fentes radiales

Les caractéristiques de la plaque sont : rayons intérieur ri = 0.1 m et extérieur re =0.2 m,

épaisseur h = 0.008 m, module d’Young E = 1.1e11 N/m2, densité ρ = 4430 kg/m3,

coefficient de poisson ν = 0.35. La structure est discrétisé avec des éléments de coque à 4

nœuds (Q4, ANSYS shell63). La finesse du maillage est présentée figure 3.2 : discrétisation à

partir de 6 éléments dans la direction radiale et 36 éléments dans la direction circonférentielle.

La plaque est considérée encastrée à son contour intérieur et libre à son contour extérieur.

Figure 3.2 : Disque découpé (élément Q4).
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2.1 VIBRATION LIBRE

Les fréquences et les modes propres de la plaque obtenus avec l'élément Q4 sont

reportés dans le tableau 1 et sur la figure 3.3, pour les deux familles à 0 et 1 cercle nodal. La

figure 3.3 utilise la représentation classique associée aux structures à périodicité cyclique.

Dans ce cas, si la structure se caractérise par N secteurs identiques, le comportement

dynamique est obtenu à partir de N/2 ou (N-1)/2 calculs indépendants, selon que N est pair ou

impair. Pour le cas considéré, le nombre de secteurs est N=12.

0D 1D 2D 3D 4D 5D 6D 6D 7D 8D

0C 588.18 590.95 599.70 614.99 635.25 654.31 662.43 1427.0 1451.8 1517.5

1C 3897.6 3941.9 4068.2 4259.3 4488.0 4702.8 4800.8 6294.0 6428.2 6743.2.0

TABLEAU 1 : Fréquences naturelles [Hz]
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Figure 3.3 : Fréquences naturelles classées

Quelques formes modales sont présentées figures (3.4) et (3-5)
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mode de flexion des secteurs mode de torsion des secteurs

Figure 3.4: Modes à 6 diamètres nodaux

mode de flexion des secteurs mode de torsion des secteurs

Figure 3.5: Modes à 2 et 10 diamètres nodaux

2.2 REPONSE FORCEE A UNE EXCITATION

Les mécanismes de réponse forcée sont examinés sur deux configurations. La première

concerne la structure à l'arrêt soumise à une excitation répartie harmonique, alors que la

seconde s'intéresse à la structure en rotation dans un champ perturbé d'efforts répartis

stationnaires.
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2.2.1 STRUCTURE A L’ARRET - EXCITATION HARMONIQUE

La réponse de la structure est examinée pour une sollicitation répartie d'allure identique

à celle déjà considérée en (2-1), soit :

tjeHPtrP ωθθ )cos(),,( 0=

Les paramètres d’excitation sont :

P0 = 100 N/m²

H = 8 : ordre d’excitation

ξ = 0.01:  facteur d’amortissement identique pour tous les modes

Les résultats de l'analyse harmonique sont reportés figure 3.6 pour la plage de fréquences

entre 0 et 14000 Hz où sont situés les 100 premiers modes propres de la structure. Le point de

réponse représenté est situé à (re, 0).
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Figure 3.6 : Disque découpé : excitation par Cos(8θ)
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La réponse de la plaque axisymétrique à une sollicitation de type H = 8 ne fournissait qu'un

pic de résonance associé au mode à 8 diamètres. En examinant la figure 3.6 , on peut constater

que la réponse de la plaque fendue, sollicitée avec la même excitation, présente un pic de

résonance correspondant au mode à 8 diamètres, mais également d'autres pics associés aux

modes à 4 et 16 diamètres. Le seul fait de découper la plaque, bien que la surface soumise à la

sollicitation soit la même dans les deux cas, conduit à des mécanismes de réponse identiques à

ceux mis en évidence dans le premier chapitre pour les ensembles aubés où les aubes sont

considérées comme ponctuelles.

Pour le disque découpé, les modes excités par une excitation de type H sont bien les modes à

H* diamètres nodaux donnés dans la relation  (1-20) :

�,3,2,1,0* =±= αα avecHNH

2.2.2 STRUCTURE EN ROTATION

Afin de se rapprocher des configurations de type ensembles disque-aubes en

fonctionnement, l'objectif ici est d'analyser la réponse du disque découpé, en rotation dans un

champ d'excitation stationnaire perturbé. Dans ce cas, comme spécifié dans le chapitre 1, la

mise en équation se fait dans le repère tournant lié à la structure et l'excitation devient :

( ) ( )tHFtF Ω−= θθ cos, 0 (3-1)

L’équation différentielle du mouvement de la plaque s'écrit, après discrétisation éléments

finis, sous la forme:

( ) ( ) ( ) )(tttt FKwwCwM =++ ��� (3-2)

Avec :

M , C, K  : respectivement matrices de masse, d’amortissement visqueux et de raideur

F(t)  : vecteur des efforts externes

w(t) : vecteur des déplacements nodaux
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La résolution du problème en vibrations libres et non amorties, associé à (3-2), fourni un

ensemble de déformées modales regroupées dans une matrice Φ. Ces déformées sont

classiquement utilisées pour réduire la taille du système (3-2) par projection en base modale.

Cette opération correspond au changement de variables suivant [LAL92] :

)()( tt q-w = (3-3)

avec :

-  : matrice modale

q (t) : vecteur des déplacements modaux

En reportant (3-3) et en pré multipliant par t
- , l’équation (3-2) devient :

( )tftqktqctqm ijijjijjij =++ )()()( ��� (3-4)

avec :

hjlh
t
ilij Mm φφ= : matrice de masse modale

hjlh
t
ilij Kk φφ= : matrice de raideur modale

( )iiiihjlh
t
ilij mkCc ξφφ 2==  : matrice d'amortissement modal

( ) ( )tFtf l
t
ili φ=  :vecteur des forces nodales

ξ est le facteur d’amortissement modal supposé ici constant pour tous les modes. Compte tenu

des conditions d’orthogonalité, le système (3-4) est constitué de n équations différentielles

découplées. Après résolution des n équations indépendantes, le retour aux variables initiales

se fait par (3-3). La solution en régime permanent de l'équation (3-4) est recherchée sous la

forme:

( ) tnqtnqtq s
j

c
jj Ω+Ω= sincos , (3-5)

De plus, sachant que :

( ) tHHtHHtH Ω+Ω=Ω− sinsincoscoscos θθθ
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il vient :

θ

θ

Hfqkqncqnm

Hfqkqncqnm

i
s
jij

c
jij

s
jij

i
c
jij

s
jij

c
jij

sin

cos

0
22

0
22

=+Ω−Ω−

=+Ω+Ω−
(3-6)

Les équations (3-6) peuvent s’écrire sous la forme matricielle suivante :









=
















Ω−Ω−

ΩΩ−
θ
θ

Hf

Hf

q

q

nmknc

ncnmk

i

i

s
j

c
j

ijijij

ijijij

sin

cos

0

0

22

22

(3-7)

La résolution des équations (3-7) permet d’obtenir les déplacements modaux, s
j

c
j qq , . Les

déplacements physiques sont alors calculés par application de l’équation (3-3).

APPLICATION AU DISQUE DECOUPE:

Il s’agit d’illustrer la réponse du disque découpé (figure 3.2 ) en rotation dans un champ

d'excitation stationnaire perturbé. La charge est donnée par la relation (3-1) avec H=2.

Les mécanismes de réponse mis en évidence dans le chapitre 1 sont associés à une excitation

de fréquence HΩ susceptible d'exciter les modes de type 2 diamètres mais aussi 10, 14…

diamètres (respectivement 12-2, 12+2,… α12±2). Dans la mesure où les effets de la rotation

ne sont pas considérés ici pour le calcul du comportement dynamique de la structure, les

points de réponse possibles peuvent être trouvés à l'aide de la figure 3.8 . Si on s'en tient aux

deux premières réponses possibles elles sont associées aux intersections entre les lignes

d'excitation de fréquences 2Ω et les fréquences naturelles associées aux modes 2D0C et

10D0C. Ces coïncidences apparaissent respectivement aux vitesses de rotation suivantes :

- pour le mode 2D0C    2Ω=3763.6 Rd/s        soit Ω=17 969.9 tr/mn

- pour le mode 10D0C  2Ω=10 638.7 Rd/s     soit Ω=50 796.0 tr/mn

Ces résonances possibles sont confirmées par l'examen de la figures 3.8  qui donne la réponse

de la structure au point (re, 0), pour la gamme de rotation de 12 000 à 60 000 tr/mn. La figure
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3.7  montre clairement deux pics de réponse aux vitesses identifiées ci-dessus et

correspondant aux modes 2D0C et 10D0C.
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Figure 3.7 Disque découpé - Mécanismes de réponse associés à une excitation d'ordre 2

12000 18000 24000 30000 36000 42000 48000 54000 60000
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4
x 10

-6

Vitesse de rotation [tr/min]

A
m

pl
itu

de
 [m

]

2D 0C

10D 0C

Figure 3.8 Réponse du disque découpé soumis à une excitation d'ordre 2



CHAPITRE 3

Laboratoire de Mécanique des Structures
INSA Lyon

63

3. APPLICATIONS COMPLEMENTAIRES

Des applications complémentaires sont étudiées afin de disposer d'éléments permettant

de mieux comprendre les mécanismes de réponse des deux catégories caractéristiques

d'ensembles dique-aubes, soit:

- les ensembles constitués d'aubes indépendantes, seulement liées entre elles par le disque

sur lequel elles sont montées

- les ensembles liaisonnées où les aubes sont liées par des dispositifs d'interconnexion

(shrouds…)

3.1 DESCRIPTION DES MODELES - REPONSE A L'ARRET

Les deux applications complémentaires considérées sont les suivantes :

- La première est représentative d'un ensemble disque–aubes sans liaison entre aubes

(figure 3.9 ). Avec ri =0. 1 m, re = 0.2 m, r = 0.125 m (rayon au pied des aubes), θ =15°

(taille circonférentielle de chaque aube)

- A l'opposé, la seconde est représentative d'un ensemble disque-aubes avec liaison inter-

aubes par bande continue en tête d'aube (shroud) d’une largueur ∆r=0.0125 m (figure

3.10 ).

Les éléments finis utilisés sont de même nature que ceux considéré précédemment. Le

chargement est appliqué sur une bande d'éléments situés au niveau des ailettes, (septième

rangée d’éléments en partant du centre).

La réponse de ces structures est reportée respectivement figures 3.11  pour la structure 1 sur la

plage de fréquences entre 500 et 5000 Hz, et figure 3.12 pour la structure 2 sur la plage de

fréquences entre 1000 Hz et 5000 Hz. Ces plages encadrent les 30 premières fréquences

naturelles et le point de la réponse considéré est situé à (re, 0).

L'examen des figures 3.11  et 3.12  montre clairement que les structures répondent toutes

deux selon les mêmes mécanismes et que les modes excités sont bien les modes à H et H*

diamètres nodaux donnés par la relation (1-20) :

...,3,2,1* =±= αα avecHNH
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Figure 3.9 : Structure représentative d'un aubage non liaisonné (élément Q4)

Les déformées modales correspondant aux pics d'amplitude de la réponse de la structure 2

(disque-aubes avec bande de liaison) sont illustrées figures 3.13  à 3.15 . Ces déformées sont

respectivement de nature suivante : 4D 0C, 8D 0C et 4D 1C.

Figure 3.10 : Structure représentative d'un aubage liaisonné (élément Q4)
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Figure 3.11 : Disque-aubes non liaisonné: excitation par Cos(8θ )
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Figure 3.12 : Disque-aubes avec liaison, excitation par Cos(8θ )
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Figure 3.13 : mode à 4D 0C

Figure 3.14 : mode à 8D 0C
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Figure 3.15 : mode à 4D 1C

3.2 STRUCTURES EN ROTATION

Le comportement de la structure 1 en rotation est de manière évidente de même nature

que celui du disque découpé. En conséquence, seul le cas de la structure 2 sera considéré ici.

Le champ d'excitation stationnaire dans lequel tourne la structure est gouverné par la relation

(3-1) et l'ordre d'excitation retenu est H=8.

Compte tenu des effets centrifuges, supposés négligeables sur l'évolution des fréquences

naturelles, les premières résonances possibles sont identifiées sur les diagrammes présentés

figure 3.16  (l'excitation se situe sur les lignes en 8Ω). Les fréquences susceptibles d'être

excitées sont associées aux nombres de Fourrier n=8 (modes à 4, 8… diamètres nodaux).

Les amplitudes en (re, 0) obtenues en fonction de la vitesse de rotation, reportées figure 3.17 

confirment ces résultats.
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Figure 3.16 : Disque liaisonné: mises en évidence des excitations possibles
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Figure 3.17 : Réponse du Disque liaisonné
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4. CONCLUSION

Dans la littérature, les mécanismes de réponse des aubages sont essentiellement mis en

évidence à l'aide de modèles très simplifiés qui n'ont que peu de rapport avec des structures

réelles. L'objectif visé ici est de considérer des structures plus représentatives et d'analyser

leurs mécanismes de réponses sous excitations réparties en utilisant l'approche décrite

précédemment, donc sans formuler d'hypothèses réductrices.

La première structure considérée est un disque circulaire simplement découpé par des fentes

sans épaisseur équiréparties. Cette structure présente donc la même surface en prise avec

l'excitation qu'un disque axisymétrique équivalent mais devient géométriquement plus proche

d'un ensemble aubé. Pour un ordre d'excitation H, le disque continu ne présenterait une

réponse que sur le mode à H diamètres. Or, les résultats obtenus montrent que le disque

découpé répond sur les modes d'ordre H mais également sur les modes d'ordre H* avec

...,3,2,1* =±= αα avecHNH

Le simple fait de découper le disque change le mécanisme de réponse qui devient homogène à

celui mis en évidence dans le chapitre 1 pour le cas des structures ponctuelles

Les deux autres configurations traitées confirment ces mécanismes de réponse.
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CHAPITRE 4

APPLICATION A UN ETAGE DE TURBINE
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1. INTRODUCTION

Les chapitres précédents ont porté sur des structures au comportement représentatif mais

qui restent académiques. L'objectif de ce dernier chapitre est d'examiner le problème de la

réponse forcée des aubages sur une configuration réaliste. L'application retenue est basé sur

une configuration de turbine basse vitesse à 4 étages.

Ce chapitre débute par un rappel rapide des modèles adaptés au calcul des écoulements en

turbomachines. Il se poursuit ensuite par les développements effectués sur l'exemple test.

2. ECOULEMENTS EN TURBOMACHINE - MODELES DE BASE

Les équations qui régissent l’écoulement d’un fluide léger en équilibre

thermodynamique sont les équations de Navier et Stokes. Cet écoulement dans les

turbomachines est souvent de nature tridimensionnelle et instationnaire. Compte tenu de la

complexité des problèmes rencontrés et de l’effort de calcul nécessaire à la résolution des

équations de Navier et Stokes tridimensionnelles instationnaires, ce type de modélisation reste

encore souvent inaccessible. De manière pratique, des approximations sont introduites afin

d'alléger l'effort de calcul.

La nature de ces approximations dépend de divers facteurs. Les plus importants concernent le

niveau d'exactitude requis et les ressources informatiques disponibles. Après analyse de la

nature et de l'ordre d'importance des diverses forces en présence, il est possible de négliger

certaines composantes. Les différents niveaux d'approximations généralement rencontrés sont

les suivants [PEY90] :

Equations de Navier-Stokes : Les équations de Navier-Stokes sont considérées comme

les équations les plus générales. Elles sont susceptibles de rendre compte des écoulements

transsoniques, des ondes de chocs, des couches limites et des séparations.
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Les équations de Navier-Stokes s'écrivent sous forme compacte, qui traduit la conservation

des trois quantités fondamentales d'écoulement, Eρρρ ,, v . (ρ densité, v vitesse, E énergie

total). Le système des équations de Navier-Stokes doit être complété par une série d'équations

complémentaires (lois constitutives définissant le tenseur des contraintes de cisaillement en

fonction des autres variables d'écoulement, lois thermodynamiques des gaz…)

Pour permettre le traitement, un premier niveau d'approximation consiste à moyenner au

cours du temps les fluctuations turbulantes. Ceci conduit aux équations de Navier-Stokes

moyennées.

Equations de Navier-Stokes Moyennées : Bien qu'il y ait plusieurs manières de

moyenner les quantités caractéristiques d'écoulement, la manière la plus commune est basée

sur la moyenne de Reynolds. C'est une moyenne dans le temps avec un pas de temps qui est

grand relativement à la période caractéristique du niveau de turbulence mais petit comparé

aux échelles de temps de tous autres phénomènes instationnaires. En complément, un bon

modèle de turbulence est nécessaire pour une prévision précise.

Equations d'Euler : Les  équations d'Euler sont obtenues en négligeant les effets

visqueux. Cette approximation introduit un changement fondamental puisque dans ce cas le

système d'équations aux dérivées partielles à résoudre passe du deuxième au premier ordre.

Equations Potentielles : La simplification la plus importante est obtenue lorsque

l'écoulement peut être considéré non-visqueux et irrotationnel. Dans ce cas, le champ

tridimensionnel de vitesse peut être décrit comme dérivant d'un potentiel et traduit par une

fonction simple scalaire φ . Ainsi, la connaissance des trois composantes de vitesse se ramène

à la détermination de la fonction potentielle φ.

Les équations décrivant les écoulements potentiels peuvent être employées quand les ondes de

choc sont absentes ou peu prononcées dans le domaine d'écoulement.

Equations en petites perturbations de l'équation potentielle : Dans des

écoulements transsoniques stables ou instables autour des ailes ou des aubes, lorsque le

rapport épaisseur/corde est faible (quelques pour cent), on peut généralement considérer que

l'écoulement se fait principalement le long de la corde des profils. Dans ce cas, les vitesses
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dans la direction transverse peuvent être négligées, ce qui conduit aux équations potentielles

en  petites perturbations.

Les méthodes numériques utilisées pour résoudre ces équations sont largement basées sur la

technique des différences finies.

3. PRESENTATION DU MODELE

3.1 INTRODUCTION

L'exemple test utilisé est issu des travaux développés par l'un des groupes de travail

AGARD (Advisory Group for Aerospace Research and Development) de l'Organisation du

Traité de l'Atlantique Nord (OTAN). L'objectif de ce groupe était l'établissement et la

diffusion de cas test expérimentaux pour servir de base à la validation des techniques

numériques adaptées à la conception et à l'analyse des écoulements fluides en turbomachine.

Le cas test retenu concerne une turbine basse vitesse de quatre étages. Il est tiré du rapport

AGARD AR n° 275, "Exemples de Tests pour le Calcul des Ecoulements Internes dans les

Organes des Moteurs d'Avion" [AGA90] et il s'agit du cas E/TU-4.

Les calculs d'écoulement ont été réalisés à partir du logiciel CFX-TASCflow [CFX00],

adapté à l'étude des écoulements en turbomachines. Cet outil permet de traiter les écoulements

subsoniques, transsoniques et supersoniques ainsi que les interactions rotor-stator. Il traite les

fluides monophasés incompressibles ou compressibles, en régime stable ou transitoire,

laminaire ou turbulent dans le cas de géométries complexes.

3.2 DESCRIPTION DU CAS TEST - MODELES FLUIDE ET STRUCTURE

La turbine axiale composée de quatre étages est présenté en coupe figure 4.1 .

L'application porte sur le dernier étage (numéro quatre) constitué d'un ensemble aubage fixe

et aubage mobile.
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Figure 4.1 : Coupe d’une turbine axiale de 4 étages

Les conditions de fonctionnement de la turbine sont les suivantes :

Ω = 2008 tr/mn Vitesse de rotation

mo = 7.8 kg/sec Débit total

PI = 260000 Pa Pression statique en entrée

T = 413 °K Température en entrée

PO = 102200 Pa Pression statique en sortie

T = 319 °K Température en sortie

Le diamètre de l'arbre supportant les aubes est constant et égal à 270 mm. La hauteur des

aubes varie de 64 mm à 89 mm. La géométrie des aubes de l'étage 4 est donnée figure 4.2  et

4.3 . Les coordonnées des profils sont disponibles dans l'annexe F.

Le nombre d’aubes fixes est H = 30 et le nombre d’aubes mobiles est N = 32.

Etage 4

Aube mobileAube fixe
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Figure 4.2 : Géométrie des aubes de l'étage 4

Figure 4.3 : Sections superposées des profils des aubes du stator et du rotor
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3.3 MODELES STRUCTURE ET FLUIDE

S'agissant du calcul de la réponse de l'étage mobile dans un champ fluide perturbé par la

traversée de l'étage fixe, le modèle structure n'est concerné que par l'étage mobile. La

construction du maillage est faite avec le logiciel ANSYS, à partir des données fournies pour

les profils en différentes hauteurs des aubes.

La modélisation de l'écoulement fluide concerne quant à elle les deux étages fixe et mobile

(Figure 4.4 ) [CFX00]..

Figure 4.4 : Etages fixe et mobile

3.3.1 MODELE STRUCTURE

Les aubes de l'étage mobile sont toutes identiques et la liaison aube/moyeu est supposée

parfaitement rigide. Le calcul est donc fait à partir de la discrétisation d'une seule aube

encastrée en pied. Une fois le modèle géométrique établi, le maillage est effectué en utilisant

des éléments volumiques isoparamétriques à 20 nœuds (ANSYS Solid95). Le maillage est

volontairement choisi grossier afin d'alléger la procédure de prise en compte des pressions

fluides (40 éléments finis, 348 nœuds et 1044 degrés de liberté, figure 4.5 ).

Aubes fixe Aubes mobile
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Figure 4.5 : Maillage d’une aube mobile

Les conditions aux limites sont définies par un encastrement en pied d’aube (au rayon de 135

mm par rapport à l’axe de rotation) et libre ailleurs. L’amortissement est négligé ainsi que les

effets gyroscopiques.

Le matériaux considéré est le Titane avec les caractéristiques suivantes:

E = 1.1e11 N/m2 Module d’Young

ρ = 4430 kg/m3 Densité

ν = 0.35 Coefficient de poisson

3.3.2 MODELE FLUIDE

Le maillage des domaines fluide est effectué automatiquement en utilisant un élément

volumique à 8 nœuds. Le résultat donne un maillage structuré. Cette technique de maillage

présente l’avantage de mailler directement le volume mais le volume ainsi maillé ne suit pas

au mieux la géométrie qui est de forme complexe. Le maillage obtenu, illustré figure 4.6  pour

une section donnée est cependant suffisant pour l'étude envisagée.

Le fluide utilisé pour la simulation numérique est l’air avec les caractéristiques suivantes :
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ρ = 1.164 kg/m3 Masse volumique

µ = 1.824 E-5 kg/m.s Viscosité

Cp = 1012 J/kg k Chaleur spécifique sous pression constante

Cv = 718 J/kg k Chaleur spécifique sous volume constant

Figure 4.6 : Maillage du fluide aux pieds des aubes

La partie mobile tourne à vitesse de rotation Ω  par rapport à la partie fixe et il s'agit de

déterminer les efforts qui s'appliquent sur l'aubage mobile au cours de sa rotation dans

l'écoulement perturbé issu de l'aubage fixe. L'interaction rotor/stator est modélisée ici de

manière extrêmement simplifiée en supposant que ces efforts sont interpolés à partir de trois

calculs discrets correspondant à différentes positions relatives des aubages: calcul à l’instant

t=t1 où la position relative aube mobile aube fixe est illustrée par la position 1, à l’instant

t=t2=t1+∆t  (position 2) et à l’instant t=t3=t2+∆t (position 3). La Figure 4.7  montre les trois

configurations.

Le régime d’écoulement est considéré comme globalement turbulent et les calculs réalisés

sont des calculs stationnaires.
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Position 1 Position 2 Position 3

Figure 4.7 : Positions relatives des aubes aux instants t1, t2 et t3

4. RESULTATS

4.1 COMPORTEMENT DE LA STRUCTURE ISOLEE

L’évolution des fréquences propres avec la rotation est donnée figure 4.9  pour l’aube

isolée. Les quatre premiers modes sont illustrés figure 4.8 . Les modes 1 et 4 sont des modes

de flexion et les modes 2, 3 sont des modes de torsion (Tableau 4.1).

Ω tr/min 0 2000 4000 6000 8000 10000 12000

1F 1002.9 1003.9 1012.1 1022.4 1036.6 1054.5 1075.9

1T 2160.3 2161.5 2164.8 2170.4 2178.3 2188.2 2200.2

2T 2876.2 2877.2 2880.2 2885.1 2691.9 2900.7 2911.3

2F 3902.7 3904.9 3911.3 3922.0 3936.9 3955.9 3979.1

TABLEAU 4.1 : Fréquences naturelles [Hz]

L'étage fixe induit une perturbation d'ordre H = 30. Cette perturbation est susceptible

d'exciter le premier mode de flexion des aubes mobiles (1003.9 Hz), ceci à la vitesse de

rotation Ω=2008 tr/mn (figure 4.9)

ΩΩ Ω
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Figure 4.8 : Premiers modes de vibration naturelle de l'aube
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Figure 4.9 : Diagramme de Campbell. Résonances possibles
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4.2 COMPORTEMENT DU FLUIDE

Les trois calculs, aux instants t1, t2, t3, fournissent le champ de pression qui agit sur la

surface des aubes mobiles. Le champ de pression sur l'intrados des aubes à l'instant t1 est

visualisé figure 4.10 sous forme d'iso-couleurs,.

La figure 4.11  illustre les points de calcul de la pression pour une section donnée (rayon

r=0.234 m).  La répartition de la pression sur l’intrados des aubes au niveau de cette section

est reportée figure 4.12 , pour une abscisse allant du bord d’attaque au bord de fuite et pour

les trois positions considérées.

Figure 4.10 : Champ de pression sur l'intrados des aubes mobiles à l’instant t1
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Figure 4.11 : Section d’aube mobile au rayon r = 0.234 m

Figure 4.12 : Variation des pressions sur le profile au rayon r = 0.234 m
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4.3 REPONSE DE LA STRUCTURE EN ROTATION

Le comportement dynamique de la structure est régi par l'équation  (3-2) :

( ) ( ) ( ) )(tttt FKwwCwM =++ ��� (4-1)

La transformation des champs de pression en forces nodales équivalentes se fait sur chaque

élément après calcul des normales aux nœuds et en utilisant les fonctions de formes des

éléments (cf chapitre 2 paragraphe 3.2.1). La procédure utilisée pour résoudre l'équation

linéaire (4-1) est la méthode d'intégration temporelle pas à pas de Newmark.

Figure 4.13 : Forces nodales équivalentes

La variation des efforts appliqués sur une période est interpolée à partir des calculs effectués

aux instants t1 à t3 et permet d'obtenir l'allure des forces nodales appliquées au cours du

temps (figure 4.14)
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Figure 4.14 : Variation des forces nodales équivalentes, au cours du temps

4.3.1 REPONSE DE LA STRUCTURE

La réponse de la structure, présentée figure 4.15, met clairement en évidence un état

de résonance (augmentation linéaire des amplitudes au cours du temps). L'analyse du signal

ne fait ressortir qu'un seul pic à 1003.9 Hz qui correspond bien au premier mode propre de la

structure excité par la rotation à 2008 tr/mn dans un champ fluide perturbé (figure 4.9).
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Figure 4.15 : Réponse temporelle

Figure 4.16 : Pic de résonance



CHAPITRE 4 : APPLICATION

Laboratoire de Mécanique des Structures
INSA Lyon

86

5. CONCLUSION

Ce dernier chapitre porte sur une structure réelle et présente les calculs de réponse d'un

étage de turbine excité par la rotation dans un champ fluide perturbé par la présence d'un

étage fixe situé à l'amont.

Les calculs, simplifiés, sont effectués à l'aide de codes de calcul commerciaux: ANSYS

pour la structure et CFX-TASCFlow pour le fluide.

Les calculs de réponse confirment bien l'excitation possible prédite à partir d'un

diagramme de Campbell. De plus, ils fournissent les niveaux vibratoires nécessaires pour

juger de la dangerosité des résonances détectées.
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CONCLUSION GENERALE
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L'un des mécanismes principaux d'excitation des aubages est lié à la rotation de la

structure dans un champ fluide stationnaire perturbé. Ces perturbations sont induites par les

obstacles traversés par le fluide (pattes de fixation des carters, étages amont…). Conjuguées à

la rotation elles agissent sur l'aubage comme une force répartie variable au cours du temps et

sont donc capables, sous certaines conditions, d'exciter ses fréquences naturelles.

L'objectif du travail présenté ici est double et consiste à améliorer les techniques de

modélisation adaptées au problème et à les utiliser pour mieux maîtriser les mécanismes

d'excitation susceptibles d'intervenir sur les structures réelles.

L'amélioration des techniques de modélisation passe par la maîtrise de la prise en compte de

champs d'excitation répartis dans les modélisations éléments finis. Il s'agit de déterminer

l'influence de la transformation des champs de pression en forces nodales équivalentes et de

mettre en évidence l'effet des approximations retenues pour la modélisation de la pression .

Les mécanismes d'excitation mis en évidence dans la littérature sont quant à eux associés à

des cas limites où les aubes sont par exemple supposées ponctuelles. Il s'agit donc de

prolonger ces études et de mettre en évidence la validité des mécanismes sur des structures

plus proches de structures réelles.

Le premier chapitre se divise en deux parties. La première rappelle les mécanismes

d'excitation connus alors que la seconde présente le développement d'un modèle analytique

portant sur la réponse forcée des plaques circulaires uniformes. Ce type d'application offre

l'avantage d'être suffisamment proche des comportements envisagés et de se caractériser par

un comportement dynamique parfaitement connu et maîtrisé.

Le second chapitre s'intéresse à la prise en compte des champ de pression dans les

modèles éléments finis. Le modèle analytique développé sert de référence. Les résultats

permettent de conclure que:

• La finesse des maillages doit être établie en fonction des caractéristiques intrinsèques de la

structure mais également en fonction de la complexité des champs de pression à considérer.

Un maillage de finesse suffisante pour rendre compte correctement des fréquences et modes

de la structure peut s'avérer insuffisant lorsqu'il s'agit de prendre en compte de fortes

variations spaciales du champ d'excitation en réponse forcée.
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• Une hypothèse de variation linéaire de la répartition de pression sur chaque élément donne

des résultats moins bon qu'une hypothèse de répartition constante. Lorsque le maillage est

suffisamment fin, ce dernier type d'approximation est donc satisfaisant.

• Le processus de transformation du champ de pression en forces nodales équivalentes peut

conduire à des réponses parasites. Cet inconvénient disparaît lorsque le maillage est fin.

Le troisième chapitre est basé sur trois applications qui, tout en restant simples, ont un

comportement proche de ceux des aubages réels. L'ensemble des résultats obtenus montre que

les mécanismes de réponse des ensembles aubés sont homogènes et que toute excitation

d'ordre H est susceptible d'exciter les modes d'ordre H mais également les modes d'ordre H*

où: ...,3,2,1* =±= αα avecHNH

Le dernier chapitre s'intéresse à une configuration réelle. Il s'agit d'étudier la réponse

d'un étage de turbine excité par la rotation de ce dernier dans un champ fluide perturbé par la

présence d'un étage fixe situé à l'amont. Les résultats confirment les mécanismes d'excitation

mis en évidence et permettent d'accéder au niveau de réponse réels sous excitation induite par

l'environnement.
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ANNEXE A

SERIES DE FOURIER DISCRETES :

Conditions d’orthogonalité

Soit F(θ,t), une fonction continue représentant les efforts générés sur un ensemble de N

aubes ponctuelle et donnée par la relation suivante :

( ) ( )tHFtF Ω−= θθ cos, 0 (A-1)

Le travail exercé sur chaque aube est donné par la relation :

( ) ( ) ( ) θθθδθθ
π

dntF i−∫
2

0

cos, (A-2)

avec δ fonction Dirac et ( )1
2 −= i
Ni

πθ

La fonction Dirac ( )iθθδ −  peut être développée sur la période lNT 22 == π , en utilisant

les séries de Fourier :

θθ kbka
a

f k
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0 ++= ∑
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(A-3)

( )
l
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Soit après calcul:

π
N

a =0

( )( )
π
π 12cos

0

−= ikN
a

( )( )
π
π 12sin

0

−= ikN
a

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )












 −+−+=− ∑

=

L

k
i

kNikNkNikNa

1

0 cos12coscos12cos

2 π
θπ

π
θπθθδ (A-5)

Le passage d’une période lNT 22 == π  à une période de π2 (ensemble des aubes) se fait

par sommation:

( )∑
=

−
N

i
i

1

θθδ

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )∑ ∑
= =













 −+−+=−

N

i k
i

kNikNkNikNa

1 1

0 cos12coscos12cos

2

α

π
θπ

π
θπθθδ (A-6)

avec : α  ordre de la série de Fourier

L'équation (A-6) peut être réécrite sous la forme :

( )( ) ( ) ( ) ( )




 ++++=− θαθθ

π
αθθδ NNN

N
Ni cos2coscos

2

1
,

2

�� (A-7)

expression qui compte tenu de la relation (2) est nulle sauf pour :

�,3,2,1,0=±= αα avecHNn (A-8)
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Cette propriété peut également être démontrée à partir des relations (A-1) et (A-2). En

reportant (A-1) dans (A-2) et en ne conservant que l'un des deux termes obtenus, il vient:

( ) ( ) ( ) θθθδθθ
π

dHn i−∫ coscos
2

0

(A-9)

Compte tenu des propriétés de la fonction Dirac, (A-9) s'écrit:

( ) ( )∑
=

N

i
ii Hn

1

coscos θθ (A-10)

( ) ( )∑
=

−++=
N

i
ii nHnH

1

coscos
2

1 θθ

( ) ( )











+





= ∑∑

=

−

=

+
N

i

nHj
N

i

nHj
e

ii eeR
112

1 θθ

( ) ( )



















+





=

−

=

−−

=

+

∑∑
1

1

2
1

1

2

2

1
i

N

i

N

nH
j

i
N

i

N

nH
j

e eeR
ππ

   avec   ( )1
2 −= i
Ni

πθ

( )

( )

( )

( )
































−

−+
















−

−= −

−

+

+

π

π

π

π

2

2

2

2

1

1

1

1

2

1

N

nH
j

N
N

nH
j

N

nH
j

N
N

nH
j

e

e

e

e

e
R

Cette dernière relation se décompose à l'aide d’une série géométrique de la forme :











=

≠
−

−

=++++ −

1

1
1

1

1 12

asiN

asi
a

a

aaa

N

N
�� (A-11)

En considérant cette série géométrique, on déduit,
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( ) ( ) ( ) ( ){ } NnHsiNRHn e

N

i
ii αθθ =++=∑

=

0
2

1
coscos

1

( ) ( ) ( ) ( ){ } NnHsiNRHn e

N

i
ii αθθ =−+=∑

=

0
2

1
coscos

1

( ) ( ) ( ) ( ){ } NnHsiRHn e

N

i
ii αθθ ≠±+=∑

=

00
2

1
coscos

1

On retrouve donc bien un travail nul sauf lorsque:

�,3,2,1,0=±= αα avecHNn

ANNEXE B

COMPORTEMENT DYNAMIQUE DES PLAQUES CIRCULAIRESE: Matrice M

La matrice M qui apparaît dans l'établissement de la solution analytique de la réponse

forcée d’une plaque circulaire est de la forme suivante:

( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) 


















=

4,33,32,41,4

4,33,32,31,3
,

''''

MMMM

MMMM

rKrIrYrJ

rKrIrYrJ

nM inininin

inininin

αααααααα
αααα

α (B-1)

avec

( ) ( ) ( ) ( )en
e

en
e

en rJ
r

rJ
r

nrJM ανααναα '
2

2"21,3 +−= (B-2)

( ) ( ) ( ) ( )en
e

en
e

en rY
r

rY
r

nrJYM ανααναα '
2

2"22,3 +−= (B-3)

( ) ( ) ( ) ( )en
e

en
e

en rI
r

rI
r

nrIM ανααναα '
2

2"23,3 +−= (B-4)
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( ) ( ) ( ) ( )en
e

en
e

en rK
r

rK
r

nrKM ανααναα '
2

2"24,3 +−= (B-5)

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )en
e

en
e

en
e

en
e

en

rJ
r

rJ
r

rJ
r

nrJ
r

nrJM

αααα

ανααναα

'
2

"2

3
2'

2
2'''3

11

32
1,4

−+

−+−−=
(B-6)

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )en
e

en
e

en
e

en
e

en

rY
r

rY
r

rY
r

nrY
r

nrYM

αααα

ανααναα

'
2

"2

3
2'

2
2'''3

11

32
2,4

−+

−+−−=
(B-7)

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )en
e

en
e

en
e

en
e

en

rI
r

rI
r

rI
r

nrI
r

nrIM

αααα

ανααναα

'
2

"2

3
2'

2
2'''3

11

32
3,4

−+

−+−−=
(B-8)

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )en
e

en
e

en
e

en
e

en

rK
r

rK
r

rK
r

nrK
r

nrKM

αααα

ανααναα

'
2

"2

3
2'

2
2'''3

11

32
4,4

−+

−+−−=
(B-9)

ANNEXE C

SERIES DE FOURIER

Soit la fonction f(x) définie dans l'intervalle (-L, L) et à l'extérieur de cet intervalle par

f(x+2L) = f(x), c'est à dire supposons que la fonction f(x) soit de période 2L. La série de

Fourier ou l’expansion de Fourier correspondant à f(x) est donnée par:
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∑
∞

=





 ++

0

0 sincos
2 n

nn L

xn
b

L

xn
a

a ππ
(D-1)

où les coefficients de Fourier an et bn sont obtenus à partir de :

( )∫
−

=
L

L

dxxf
L

a
1

0 .

( )

( )













=

=

=

∫

∫

−

−

L

L

n

L

L

n

dx
L

xn
xf

L
b

n

dx
L

xn
xf

L
a

π

π

sin
1

,2,1,0

cos
1

� (D-2)

Si  f(x) est de période 2L, les coefficients an et bn peuvent être déterminés par :

( )

( )









=

=

∫

∫
+

+

Lc

c

n

Lc

c

n

dx
L

xn
xf

L
b

dx
L

xn
xf

L
a

2

2

sin
1

cos
1

π

π

(D-3)

où c est un nombre réel quelconque.

FORME COMPLEXE DES SERIES DE FOURIER

Soit f une fonction réelle périodique, de période T, de classe C1 par morceaux sur tout

intervalle [α, α+T] (α∈ R) de longueur T. Le terme général de la série de Fourier associée à f

est :

( ) ( )tnbtnau nnn ωω sincos += .
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En utilisant les formules d’Euler, il vient :

i

ee
b

ee
au

tintin

n

tintin

nn 22

ωωωω −− +++=

Soit encore:

tinnntinnn
n e

iba
e

iba
u ωω −





 +

+



 −

=
22

En posant : 
2

nn
n

iba
c

−
=  et 

2
nn

n

iba
c

+
=  (conjugué de cn car an et bn sont réels),

l’expression de un devient :

tin
n

tin
nn ececu ωω −+=

Compte tenu des expressions de an et bn il vient :

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) 



 −=





 −=

∫

∫ ∫

+

+ +

T

n

T T

n

dttnitntf
T

c

dttntf
T

idttntf
T

c

α

α

α

α

α

α

ωω

ωω

sincos
1

sin
2

cos
2

2

1

Considérant que ( ) ( )θθθ sincos ie i −=− , l’expression de cn devient :

( )∫
+ −=

T tin
n dtetf

T
c

α

α

ω1

( ) ( )∫∫
+ ++ − =



=

T tinT tin
n dtetf

T
dtetf

T
c

α

α

ωα

α

ω 11
, que l’on note c-n car f(t) est un réel.

On a donc : .nn cc −=  et ainsi:
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tin
n

tin
nn ececu ωω −

−+=

Sachant que ( )∫
+

==
T

adttf
T

c
α

α 00

1
, le développement de la fonction f en séries de Fourier

s'écrit :

( ) [ ]∑ ∑
∞

=

∞

=

−
−+=+=

1 1
0

n n

tin
n

tin
nn ececuatf ωω

Résultat qui est représenté symboliquement par :

Znavecectf tin
n ∈= ∑

+∞

∞−

ω)(

FONCTIONS DE BESSEL

Les fonctions de Bessel interviennent dans de nombreux problèmes physiques par

l’intermédiaire de solution particulière de certaines équations aux dérivées partielles. On les

voit notamment apparaître dans les solutions de l’équation de Laplace et généralement elles

apparaîssent comme solution de l’équation différentielle de Bessel :

( ) 00222 ≥=−++ nynxyxyx ��� (D-4)

La solution générale de cette équation est donnée par la relation suivante :

( ) ( )xYcxJcy nn 21 += (D-5)

Jn, qui a une limite finie losrque x tend vers zéro, est une fonction de Bessel de première

espèce et d’ordre n. La solution Yn qui n'a aucune limite finie lorsque x tend vers zéro, est une

fonction de Bessel de deuxième espèce et d’ordre n ou encore fonction de Neumann.

Si la variable indépendante x de l’équation (D-4) est changée en xλ  où λ  est une constante,

l'équation résultante devient:
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( ) 02222 =−++ ynxyxyx λ��� (D-6)

avec pour solution générale :

( ) ( )xYcxJcy nn λλ 21 += (D-7)

FONCTIONS DE BESSEL DE PREMIERE ESPECE

Les fonctions de Bessel de première espèce et d’ordre n sont définis par la relation

suivante :

( ) ( ) ( ) ( )( ) 







−
++⋅

+
+

−
+Γ

= �
422242222

1
12

42

nn

x

n

x

n

x
xJ

n

n

n (D-8)

où :

( ) ( ) ( )
( )∑

∞

=

+

++Γ
−=

0

2

1!

21

r

rnr

n rnr

x
xJ (D-9)

avec ( )1+Γ n  fonction de gamma.

Si n est positif, ( ) !1 nn =+Γ , ( ) 11 =Γ . Pour n=0, l’équation (D-9) devient :

( ) �+−+−=
222

6

22

4

2

2

0 642422
1

xxx
xJ (D-10)

La série (D-9) converge pour chaque valeur de x. Les fonctions J0 et J1 sont illustrées figure 1.

Si n est la moitié d’un nombre impair, J peut être exprimé en termes de sinus et cosinus. La

fonction Jn(x), n>0, peut être définie en remplaçant n par -n en (D-8) ou (D-9). Si n est un

nombre entier il vient :

( ) ( ) ( )xJxJ n
n

n 1−=− (D-11)

si n n'est pas un nombre entier, Jn(x) et J-n(x) sont linéairement indépendantes, et pour ce cas

la solution générale de (D-4) est:
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( ) ( ) �,3,2,1,0≠+= − nxBJxAJy nn (D-12)

Figure 1

FONCTIONS DE BESSEL DE DEUXIEME ESPECE

Les fonctions de Bessel de deuxième espèce sont définies par la relation suivante :

( )

( ) ( )

( ) ( )









=
−

≠
−

=
−

→

−

�

�

,3,2,1,0
sin

cos
lim

,3,2,1,0
sin

cos

n
p

xJpxJ

n
n

xJnxJ

xY
pp

np

nn

n

π
π

π
π

(D-13)

Pour le cas où n = 0, 1, 2, … l'expansion de la série associée Yn(x) s'écrit.

( ) ( ) }{ ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ){ }( )
( )!!

2
1

1

2!1
1

2ln
2

2

0

21

0

knk

x
knk

xknxJxxY

nk

k

k

nkn

k
nn

+
+Φ+Φ−−

−−−+=

+∞

=

−−

=

∑

∑

π

π
γ

π
(D-14)

où �5772156.0=γ  constante d'Euler

( ) ( ) 00,
1

3

1

2

1
1 =Φ++++=Φ

p
p � (D-15)
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FONCTIONS ASSOCIEES AUX FONCTIONS DE BESSEL

Fonctions de Hankel de première et seconde espèce:

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )xiYxJxH

xiYxJxH

nnn

nnn

−=

+=
2

1

(D-16)

Fonctions de Bessel modifiées

La fonction de Bessel modifiée de première espèce et d'ordre n est définie par:

( ) ( ) ( )ixJeixJixI n
in

n
n

n
2π−− == (D-17)

Dans le cas où n est un nombre entier la relation ( )xII nn =−  est vérifiée. Dans le cas contraire

( ) ( )xIxI nn −et  sont linéairement indépendantes.

La fonction de Bessel modifiée de deuxième espèce et d'ordre n est définie par:

( )

( ) ( )

( ) ( )










=






 −

≠






 −

=
−

→

−

�

�

,3,2,1,0
sin2

lim

,3,2,1,0
sin2

n
p

xIxI

n
n

xIxI

xK
pp

np

nn

n

π
π

π
π

(D-18)

Ces fonctions satisfont l'équation :

( ) 0222 =+−+ ynxyxyx ��� (D-19)

dont la solution générale est :

( ) ( )xKcxIcy nn 21 += (D-20)

( ) ( ) �,3,2,1,0pour21 ≠+= nxKcxIcy nn (D-21)

Fonctions Ber, Bei, Ker, Kei
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Les fonctions Bern(x) et Bein(x) sont les parties réelle et imaginaire de ( )xiJn
2/3 , soit:

( )( ),12/24/32/3 −== iii iπ

( ) ( ) ( )xiBeixBerxiJ nnn +=2/3 (D-22)

Les fonctions Kern(x) et Kein(x) sont les parties réelle et imaginaire de ( )xiKe n
in 2/12/π− , soit:

( )( ),12/24/2/1 +== iii iπ

( ) ( ) ( )xiKeixKerxiKe nnn
in +=− 2/12/π (D-23)

Ces fonctions sont utiles pour résoudre les équations de type :

( ) 0222 =+−+ ynixyxyx ��� (D-24)

dont la solution générale est :

( ) ( )xiKcxiJcy nn
2/1

2
2/3

1 += (D-25)

SERIE DE FONCTIONS DE BESSEL

Comme dans le cas des séries de Fourier, il est possible de démontrer que si la fonction

f(x) satisfait les conditions de Drichlet, alors cette fonction peut être développée sous forme

de séries de Bessel dans l'intervalle 0<x<1 de la forme

( ) ( ) ( ) ( )∑
∞

=

=++=
1

2211
p

pnpnn xJAxJAxJAxf λλλ � (D-26)

où �,,, 321 λλλ sont les racines positives de l’équation suivante:
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( ) ( ) 0' =+ xSxJxRJ nn (D-27)

R et S des constants qui satisfont les contraintes R/S ≥ 0 et S # 0 et:

dxxfxxJ
JSRn

A pn
pnp

p
p )()(

)()(

2 1

0
22222

2

∫+−
= λ

λλ
λ

(D-28)

Dans le cas où S = 0, les quantités �,,, 321 λλλ , sont des racines de Jn(x) = 0 et:

( ) ( ) ( )dxxfxxJ
J

A pn

pn

p ∫
+

=
1

0
2

1

2 λ
λ

(D-29)

ANNEXE D

La solution des équations (1-63) et (1-64) est de la forme :

)()(ˆ tAtAA mnmnmn
∗+= (E-1)

avec )(ˆ tAmn  solution homogène et )(tAmn
∗  solution particulière obtenues à partir de:

0)()()(
4

=++ tA
h

D
tAtA mn

mn
mnmn ρ

α
ρ
γ

��� (E-2)

En supposant que la solution de l’équation (E-1) est de la forme :

at
mn etA =)(

il vient:
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0
4

2 =++
h

D
aa mn

ρ
α

ρ
γ

(E-3)

avec :

mn

mn
mn h

D

ρω
γξ

ρ
αω

2
 et                   

4
2 ==

( )21 ξξω −−= ia mn # (E-4)

En utilisant l’équation (E-3) on peut écrire la solution homogène sous la forme suivante :




 +=

+=

−−−− ti
mn

ti
mn

t

ta
mn

ta
mnmn

mnmnmn edece

edectA

ωξωξξω 22

21

11            

)(ˆ

(E-5)

expression qui tend vers zéro lorsque le temps augmente.

La solution particulière s’écrit :

∫ −=∗
t

mnmn dtGAA
0

)().(
~ τττ (E-6)

où )( τ−tG  est la fonction de Green qui prend dans notre cas la forme suivante [RAD90] :

tetG mn
t

mn

mn )1sin(.
1

1
)( 2 

2
ωξ

ωξ
ωξ −

−
= − (E-7)

La fonction de Green permet d’expliciter la réponse de l’oscillateur à une excitation f(t)

quelconque sous la forme d’un produit de convolution.

ANNEXE E
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CHARGE PONCTUELLE

Pour le cas des excitations ponctuelles,  la forme de la charge utilisée dans l’équation

(1-71) peut être écrite sous la forme:

∫ ∫∫ ∫
∆+ ∆+

→∆
→∆

∆+ ∆+

→∆
→∆

==
rr

r

f

r
rr

r

r f

f

f

f

f

f

f

f

ddrRddrr

rf θθ

θ

θ

θθ

θ

θ θθ
θ 1

lim
1

lim),(
0
0

0
0

(F-1)






























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Considérant que 1),(),( =∆+− rrrHrrH ff , avec H  fonction de Heaviside, l’équation (F-2)

se transforme en:







−∆+

∆+−






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D'où l'on peut déduire facilement que :

)()(
1

),( ff
f

r
R

rf θδδθ = (F-5)

avec δ fonction Dirac
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