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INTRODUCTION GENERALE

Les turbomachines sont les piéces maitresses de domaines stratégiqgues comme le
transport (moteur d’avion, turbo-compresseur de véhicule automobile...) et la production
d’énergie (turbine a vapeur de centrale...). Du fait des impératifs forts de fiabilité, de sécurité,
de flexibilité d'utilisation et de respect de I'environnement imposés a ces machines, les
constructeurs doivent disposer d’outils d’analyse de plus en plus fins et précis des le stade de
conception. Dans ce contexte, les roues aubées sont des éléments essentiels et sont donc
'objet d’attentions particulieres. Cependant, compte tenu de la complexité de leur
comportement dynamique et de la richesse des excitations possibles, on constate que :

1/ les aubes subissent encore des ruptures non prévues, avec des conséquences considérables
en terme de co(t de réparation et surtout de perte d’exploitation.

2/ un fonctionnement sécurisé entraine des limitations des plages d’utilisation qui sont
pénalisantes et qui pourraient étre élargies grace a des analyses prédictives plus fines.

3/ la limitation des amplitudes vibratoires est souvent liée a des dispositifs issus de
I'expérience propre a chaque constructeur, et donc généralement difficiles a faire évoluer et a
optimiser.

Figure 1 : Etages d’aubes de turbomachine (Thermodyn)

Laboratoire de Mécanique des Structures 2
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INTRODUCTION GENERALE

hY

L'un des mécanismes principaux d'excitation des aubages est lié a la rotation de la
structure dans un champ fluide stationnaire perturbé. Ces perturbations sont les inévitables
conséquences des obstacles traversés par le fluide (pattes de fixation des carters, étages
amont...). Conjuguées a la rotation, elles agissent sur lI'aubage comme une force répartie
variable au cours du temps et sont donc capables, sous certaines conditions, d'exciter ses

fréequences naturelles et de donner lieu a des réponses de grandes amplitudes (Figure 3)

Hz o F= nQ/60 A
700}
§ 5001 E
(B}
e F=Q/60 5 \
‘Si.-’_ 3001 = ):
100 )I
0 - - - » tr/m AR P > O
0 1000 2000 3000 4000 Vitesse de rotation [tr/mn]
Vitesse de rotation
Figure 2. Diagramme de Campbell Figure 3. Réponse en rotation

Les techniques de conception couramment employées sont basées sur l'utilisation du
diagramme de Campbell qui superpose I'évolution des fréquences naturelles et de I'excitation,
en fonction de la vitesse de rotation (figure 2). Les croisements entre ces deux séries de
courbes sont associés a des vitesses de rotations particulieres qui peuvent donner lieu a
résonance et qui sont systématiquement éliminées de la plage de fonctionnement autorisée.

Ce type de conception est efficace mais beaucoup trop limitatif dans la mesure ou les
machines se caractérisent par un comportement dynamique tres riche. Dans ce cas, éliminer
I'ensemble des résonances possibles devient incompatible avec les flexibilités d'utilisation
requises et n'est pas forcément nécessaire puisque toute résonance n'est pas dangereuse. Il
devient donc indispensable d’étre en mesure de simuler le comportement réel de la structure
en fonctionnement, simulation de type réponse forcée sous excitations induites par
I'environnement. Cet objectif est un enjeu majeur dans le domaine des turbomachines et
mobilise des efforts de recherche importants. Il n'est cependant pour linstant que tres

partiellement atteint

Laboratoire de Mécanique des Structures 3
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INTRODUCTION GENERALE

L’objectif du travail présenté est de conduire une série d’études de base afin d’étre en mesure
de mieux maitriser les mécanismes mis en jeu dans le cadre de la réponse forcée des aubages
ainsi que les techniques numériques adaptées a leur modeélisation.

Le premier chapitre recense les modeles couramment rencontrés et établi un modéle
analytique utilisé comme référence pour la suite du travail.

Le second chapitre permet d’établir les techniques de prise en compte des excitations
réparties dans les modeles éléments finis, pour les structures cycliques.

Le troisieme chapitre clarifie le domaine de validité des mécanismes de réponse connus.

Enfin, le dernier chapitre présente une application sur un aubage réel de turbine.

Laboratoire de Mécanique des Structures 4
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CHAPITRE 1
REPONSE FORCEE DES AUBAGES
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CHAPITRE1 : REPONSE FORCEE DES AUBAGES

1. INTRODUCTION

Pour I'étude de la réponse forcée des aubages de turbomachines, deux niveaux d'analyse
peuvent étre considérés. Le premier a trait aux mécanismes qui gouvernent ce type de réponse
et le second concerne les techniques de prise en compte d'excitations réparties dans le cadre

de modélisations éléments finis.

La premiére partie de ce chapitre présente les mécanismes de réponse généralement mis
en évidence dans la littérature. Ces derniers reposent sur des approches associées a deux cas
limites, lorsque les aubes sont faiblement liées et fines ou a l'autre extrémité lorsqu'elles sont
fortement liées et de grande envergure. Dans le premier cas, le mécanisme d'excitation est
supposé mis en évidence a l'aide d'un systéme de structures indépendantes, ponctuelles, dont
la vibration circonférentielle est organisée. Dans le second cas, la vibration de la structure est

supposeée homogeéne a celle d'un disque circulaire continu.

La modélisation de la réponse forcée induite par un chargement distribué pose deux
probléemes importants.
Dans le processus de discrétisation par la technique des éléments finis, les charges réparties
sont prises en compte aprées calcul des forces nodales équivalentes. Sur le plan physique, le
champ de forces nodales équivalentes associé a un champ de pression connu traduit bien le
méme apport d'énergie a la structure mais ces deux champs peuvent avoir des répartitions
spaciales différentes. Ces différences sont susceptibles d'affecter notablement les
comportements en dynamique puisque dans ce cas la réponse de la structure est conditionnée
par I'amplitude de I'excitation mais également par sa répartition.
Sur un plan plus pratique, se pose également le probleme de la prise en compte d'un champ de
pression de forme complexe dans un modele élément fini. Les forces nodales équivalentes
peuvent étre calculées précisément, a partir d'une approximation fine de la pression sur
chaque élément. Cependant les codes de calculs disponibles se limitent souvent a la prise en
compte de pressions constantes sur chaque élément ou au mieux de pressions variant

linéairement a partir des pressions données aux nceuds extrémité.

Laboratoire de Mécanique des Structures 6
INSA Lyon



CHAPITRE1 : REPONSE FORCEE DES AUBAGES

Pour avancer vers une meilleure maitrise de ces problémes, il est nécessaire de disposer
d'un modele de référence efficace et représentatif des cas traités. Pour cela, le cas de la plaque
circulaire a été choisi et les développements analytiques associés sont présentés dans la

seconde partie du chapitre.

2. MECANISMES DE BASE

2.1 AUBES PONCTUELLES

La figure 1.1 représente schématiqguement un ensemble aubé constitué d'un étage fixe
situé a l'amont d'un étage mobile. Le nombre d'aubes des étages fixe et mobile est
respectivementt! et Net ces aubes ne sont pas lieées entre elles. Deux repéeres sont consideéres:
le premier, référence, est lié a I'étage fixe et le second, réferefjast lié a I'étage mobile et
tourne avec celui-ci a la vitesse nofée
L'écoulement, uniforme en entrée, est perturbé par la présence des aubes fixes. Cette
perturbation sera supposeée ici d'allure sinusoidale et crée un effort, qui agit sur I'étage mobile,
écrit sous la forme [JAY84] :

F(6 t)=F,cosH (6 - Qt) (1-1)

Foa Ecoulement amont uniforme
8 8 8 8 38 8 84 8 3 18

S(1) S() S(H)
e A
—> 0

R(1) R(2) R(i) R(N)
N O I I I I

Figure 1.1 : Ensemble étage fixe / étage mobile
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CHAPITRE1 : REPONSE FORCEE DES AUBAGES

Par analogie avec les systemes a un degré de liberté, I'énergie cinétique d'uneestube

donnée par :
T=2 mg:() (1-2)

ou q(t) est le déplacement généralisé de I'aube i, pour un modienné et m la masse
modale associée a ce méme mode. Les aubes sont supposées vibrer selon une organisation

circonférentielle caractéristique des modes axisymétriques a diametres, soit:
q(6:. 9= a(t)cos(nd, )+ a(t)sin(né;) (1-3)
En reportant (1-3) dans (1-2) il vient:

T, = Lm{¢2)oos (n6,)+ 2 Qi (n6)+ 20, (00, O)cosnd ) sinfns ) (1-4)

D’autre part, I'énergie de déformation de la méme aube s'écrit en fonction de la raideur

modalek:
U = % ka2 (t) (1-5)

Considérant la relation (1-3), I'expression de I'énergie de déformation peut étre réécrite sous

la forme:
U, = 2k(e(0)c08 (n6))+ 2 (0sin’ (16,)+ 20, (o, £)codne)sinne) (1-6)

Compte tenu des propriétés classiques associées aux séries trigonométriques (annexe A), soit:

N _
N COéaei)COibei):QE pour a=aNzhb
=1 FD pour azaNzb
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CHAPITRE1 : REPONSE FORCEE DES AUBAGES

icos(a@i)sin(bei): 0 Oaetb

1=1

I'énergie cinétique pour I'ensemble des aubes devient :
m{ez )+ 62 (1) (1-7)
De méme, I'énergie de déformation totale s'écrit:

U= Zu = (e )+ a2 0) (1-8)

L’application des équations de lagrange conduit aux équations du mouvement suivantes :

N(ma )+ ke, ()= 57 (1-9)
N(ma )+, ()= 57 (1-10)

ou W représente le travail des efforts externes. Lorsque les aubes peuvent étre considérées
comme ponctuelles et compte tenue de (1-1) et (1-3), le travail associé a l'aube i peut étre

exprimé par:

W = K cos H(e -Q §){q (t)cos(nd, )+ g (t)cos(n )
= K q,(t)cos(H, ) co$nd, )cos(HQt)+ F,q, (t) si{HE, )sinnd, )sin(HQt)+  (1-11)
K q,(t)cos(H8, )sin(nd, )cos( HQt)+ F, g, (t)sin(HO, )cogné, )sin(HQt)

et le travail total devient:

W = i(FO% (t)cos(H8, ) cofnb, )cos(HQt)+ Fya. (t) sin(HB, ) sin(né, )sin(HQt)) +

(1-12)

Z

Z (F,. (t)cos(H6, )sin(né, )cos(HQt) + F,q, (t)sin(H6, )cos(né, )sin (HQL))

Laboratoire de Mécanique des Structures 9
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CHAPITRE1 : REPONSE FORCEE DES AUBAGES

Soit encore:
W= NF,q,(t)cos(HQt) + NF,q, (t)sin(HQt) (1-13)
Expression qui, dérivée par rapport aux variables généralisées, donne:

ow

5 = o cos(HQt)
63\‘; (1-14)
R NF, sin(HQt)

Les équations (1-14) reportées dans (1-9) et (1-10) donnent les équations différentielles du

mouvement associées a la réponse de la structure en rotation dans un champ fluide perturbé

parH obstacles:

ma (t)+ ka, (t) = F, cos(HQt)

ma (1) + ka, (t) = Fy sin(HQt) (1-15)

En supposant que la solution des équations (1-15) est de la forme :

(t)= A cos(HQt)
2:(t) = A cos(HQt) (1-16)

il vient;

Laboratoire de Mécanique des Structures 10
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Termes qui, reportés dans (1-3), conduisent a:

_ F,cos(nb) F,sin(ng,) ]
q@,.t)= em(Haf cos(HQt)+—k_ n(HOT sin(HQt) (1-17)
q(9i ,t): F, cos.(nQi - HQt) (1-18)

k-m(HQ)

A partir de I'expression de la réponse de la structure (1-18), on déduit les conditions de

résonance associées a :

w, = HO (1-19)

n=aNzH (1-20)

-n ordre de vibration (nombre de diamétres nodaux)
-H ordre d’excitation
-N nombre d'aubes mobiles

-a nombre entier

2.2 MODELE CONTINU

Lorsque le nombre d'aubes est important, les mécanismes de réponse sont assimilés a
ceux des systemes axisymetriques. Seuls les élément principaux, utiles pour la compréhension
sont donnés ici, sachant que le développement d'un modele analytique associé aux plaques

circulaires est détaillé dans le chapitre suivant.
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le

Figure 1.2 : Plaque circulaire

Le déplacement axial d’'un point de la surface moyenne d'un disque uniforme peut étre décrit
sous la forme [WIL79] :

W58, 9= 3 > Ru(D[An(dcos(r6)+ By, (sin(n6)] (1-21)

0
m=0 n=0

our et @ représentent les coordonnées polaiRzg(r) est liee a la forme du mode caractérisé

par n diameétres nodaux @b cercles nodaux, &y, et By, sont des coefficients fonction du
temps, des parametres physiques de la structure, des conditions aux limites et de la charge.
Concernant la charge appliquée on distingue les cas d'une force ponctuelle fixe (2.2.1), d'un
ensemble de forces ponctuelles distribuées uniformément (2.2.2) et d'une charge distribuée
(2.2.3).
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2.2.1 FORCE PONCTUELLE FIXE

Pour une force ponctuellg, fixe et concentrée a un raydhpar rapport a l'axe de
rotation coincidant avec I'axe de symétrie du disque (z), la forme de la force agissant sur la

structure est donnée par :
F(r.0,t)=F,000-Qt)3(r-R) (1-22)

ou 0 dénote la fonction Dirac. Le travail de cette force est decomposé en deux @artets

@mnrespectivement associées aux termesosfro) et sin(ré) [MOHO1] :

le 21T

@,n(1) J’J’F r,0,t)R,(r)cosn@rdrdd

(1-23)
= RR,,(R)F, cos(nQt)

27tle

) IIF r8,YR. (r)sinn@rdrd6

(1-24)
= RR,(R)F, sin(nQt)

En tenant compte du travail de la force donné par (1-23) et (1-24) ainsi que de I'expression du
déplacement donnée par (1-21) et en résolvant les équations du mouvement [WIL79], il

vient :

- F cosnQt FsinnQt .
w(r,8,t) = %;R : (naf cosn9+w§:)n_—(ng)zsmn9%

(1-25)
F, cosn(6 - Qt)

-3 R[S

Dans ce cas tous les modes sont susceptibles de répondre pourvu que la relation suivante soit
vérifiée:
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W, =+nQ

mn

Si la force d’excitation varie elle méme de maniere harmonique a la fréquaengar

conséquent si:

F(r 0 t)=F, Eosw.t 5O -Qt)3(r-R) (1-26)

le travail de la force s'écrit [MOHO1] :

I RR"“ E:osnEQ +—B + cosnEQ _ % @%

Pmnlt) = RR"” %lnn&) +—H+S|nngﬂ—o‘)F @%

et la réponse est gouvernée par :

Les conditions de résonance peuvent étre déduites de (1-27), soit:

Wy = | £NQ £ 0, | (1-28)

Ces conditions sont identifiées en tracant les lignes d'excitation sur le diagramme donnant les
frequences en fonction de 'ordre du mode (nombre de diametres nodaux) figure 1.3 . Chaque
coincidence entre une fréquence naturelle de la structure et les lignes d'excitation indique une

résonance possible.
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W A @ =NnQ + w:
0 w =nQ
(¢D)
(@)
S
S @ =nQ —w.
O
‘0
LL
q
+ W,
1 1 1 1 1 1 >n
1/2 3 4 5 6 7
Diameéetre nodal

Figure 1.3: diagramme d'interférence

2.2.2 ENSEMBLE DE FORCES PONCTUELLES DISTRIBUEES DE FACON
UNIFORME

Dans le cas ou la structure est excitée par plusieurs (s) forces ponctuelles, distribuées

sur la circonférence selon la relatiéff) = cos(H6), le chargement est donné par :

t-121
S L

(1-29)

F(r 6 )= F, cos(HO)(r - R)Zége -0

Et le travail des forces généralisées sur les termessrf) etsin(nd) devient [JAY84] :

2mre

Onlt) = J’J’F(r B t)cosnbR, (r) rdrdo

Or

(1-30)

M sF, [5 cos(H +n)Qt +3,,_, . cos(H - n)Qt]

H+n,s
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et

27l

o, (t)= IIF(r 0,t)sinnéR,, (r) rdrda
0T

(1-31)

- %n(R) SI:0 [5H+n,s Sin(H + n)Qt + 5H—n,s Sin(H - n)Qt]

Dans ces expression3d =1 pour Hx n=asetd =0 pour Hx n#as. La réponse

H+n,s H+ns

du systeme est, dans ce cas, donnée par :

[eos(n@ - (H +n)t) 5, .. kos(nd +(H -n)Qt)
ar L Ohn
2 &6 "D W -(H+n)) wr,~ ((H-n)Q)’

O
(1-32)
U

L'excitabilit¢ des modes propres étant gouvernée par le fadtgur les conditions de

résonances s'écrivent :

w,, = (H£nQ=asQ avec a =012 (1-33)

2.2.3 CHARGE DISTRIBUEE

La charge distribuée est exprimée selon 'équakid@ t) = F, cosH (6 - Qt) (1-1) et le

déplacement axial, d’un point de la surface moyenne de la structure est donné par la relation

(1-21). Le calcul du travail associé conduit aux conditions de résonance suivantes :

w. . =HQ avec n=H (1-34)

mn

Dans ce cas, une excitation d'ordre H n'est susceptible d'exciter que les modes a H diamétres

nodaux.
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3. MODELE DE REFERENCE

3.1 INTRODUCTION

L'utilisation du cas particulier des plaques circulaires comme application de référence
présente des avantages évidents puisque dans ce cas la structure reste simple, avec un
comportement maitrisé et suffisamment représentatif du comportement global des aubages.
De plus, un modéle analytique peut étre développé et le comportement dynamique constitué
de modes a diamétres et cercles nodaux purs permet d'identifier facilement toute réponse

aberrante.

Les plaques circulaires en vibration libre ont donné lieu a de nombreuses publications:
[VOG65] [LEI77], [LEI78], [LEI81], [LEIB7], [IRI80]. [RAM73] considérent la cas des
plagues orthotropes, [CEL80], [HUT84] s'intéressent au cas des plaques épaisses, alors que
[HUAOO] considérent le comportement de plagues fissurées. [WEI89] présent des
informations sur les fréquences naturelles pour les plaques circulaires et annulaires.

La premiere analyse en rotation a été réalisée par [LAM21] qui ont calculé les fréquences
naturelles et les modes propres de vibration transversale d’un disque complet. Ces travaux ont
été complétés par ceux de [EVEG68], [EVE69], [RAO75], [NAY99]. [HAM99] considerent
guant a eux le comportement dans le plan. [CHE92], [CHE94], [CHE97] étudient le
comportement dynamique d'un disque en rotation soumis a une charge stationnaire. [SHE91]
traitent les problemes des plaques circulaires soumises a des forces tournantes stationnaires
La réponse forcée des plagues circulaires a fait I'objet d'études centrées essentiellement sur le
cas des excitations ponctuelles: [SRI80], [HON85], [HUT88], [WEI93]. [LEI92] propose une
formulation approché. [GUL95], [GHO97], considerent des plaques circulaires reposant sur
des fondations élastiques. [MAN91] s'intéresse aux plaques épaisses.

[GUP99], [GUPOO], analysent la réponse forcée de plaques circulaires non uniformes

soumises a des excitations réparties uniformes.
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by

L'étude développée ici vise a compléter les études existantes par le développement d'un
modele analytique adapté a l'analyse de la réponse des plaques circulaires soumises a une
excitation quelconque, répartie sur toute la surface de la plaque. Ce modele pourra étre ainsi
utilisé comme référence pour juger de la qualité de différents types de modélisations élément

finis.

3.2 EQUATION DIFFERENTIELLE DU MOUVEMENT

Soit une plaque circulaire mince, homogene et isotrope d’épaisseur uniforme, encastrée
a son contour intérieur et libre & son contour extérieur figure 1.4 . Les caractéristiques de cette
plague sont définies parre rayon extérieur,r; rayon intérieur,h épaisseur,0 masse

volumique,E module d’Young et coefficient de poisson.

AY

lo

—>

Figure 1.4

Le plan xy défini le plan moyen de la plaque et z représente la distance d’'un point de la
plague au plan moyen. La plaque étant supposée mince, les effets secondaires sont négliges.
Le déplacement d’'un point du plan moyen suivant z est noté w et les expressions classiques

des déformations s’écrivent [SZI74] :

2 2 2
£, = —za \;V g, = —za \2/ Yy =22 0w (1-35)
0x oy 0xoy
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Les déformations sont reliées aux contraintes par :

(o, O . 1 v 0 Ok O
o 0_ 0. O
o=@, 1_V2% 1 0 g%,°D (1-36)
B-XYE /0 (1_V)/2§B/xya
L’expression générale de I'énergie de déformation est donnée par:
_Lecoar (1-37)
=5 JT'
qui s’écrit, compte tenu de (1-35) et (1-36) sous la forme suivante:
0 92w O 0 92w O
0z O 0z—— 0
0 gx ol v 0 gx 0
- 0,0W 0 Oo,ow
1 0 z T 1-38
Iz(1v)D dy? Ef ayzgd (1-38)
P WDQO 0 @-v)/2Hd 92w B
[z O
A axayg 8 o0xyQ
L’épaisseur h de la plaque étant constante, (1-38) devient :
2 2 2 2 ]
Ef + P YE v M oa-v) OW H Fixdy (1-39)
24 ax Hay 0X~ oy X0y B
3
avecD =—————- constante des coques en flexion (1-40)
121-v~)
L’énergie cinétique est donnée par:
dr 1-41
T3 el we
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Soit, pour une épaisseur constante:
- £n pPu]
T= dxd 1-42
5 J’ Sor g oy (1-42)

Dans le cas ou w est fonction de plusieurs variables et ou la fonctionnelle a des dérivées

d’ordre supérieur a un, on peut prolonger I'équation classique d’Euler-Lagrange par
I'équation d’Euler-Ostrogradsky [MYS75] :

1.
SO oy
HGXQ%

0 DOYq-=k (1-43)

AveclL =T-U Lagrangien du systeme gfdegre de liberté.
Dans notre cas pyw et

H H H b

_D O O O
ow atED WEB OXEB WEB ayEf’D Eﬁl\/%‘ tzgia 2w ox? Eﬁi\/
0 0ot 0 00X [ oy o> ox*

(0
(1-45)
0°0 oL O o0°0 oL O 0°0 oL O 00 oL O
20 O O O =0
oy 2w 0tox 2w otay 2w X0y 9°w
ﬁa oy? éb 115)4 %%t&y ﬁa X0y
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compte tenu de la relation (1-44), (1-45) donne I'équation différentielle du mouvement libre

de la plague en coordonnées cartésienne :

4 4 4 2
pd W yt)  dwayt) o d V"(X’{'t)%phw -0 (1-46)
0 dx dy dx'dy” [ dt

expression qui peut s'écrire sous la forme :
2
o7 wix y, 9+ ph 2D < 0 (1-47)

ot O0* =0°0% opérateur biharmonique.
Cette equation différentielle peut étre également exprimée en coordonnées polaires selon:

2
DOZ02w(r, 6, t) + ph% =0

(1-48)

Avec :

2 2
Dz:a W+16w+1aw

=W, = 1-49
" or? ror r?96? ( )

3.3 VIBRATIONS LIBRES

La solution générale de I'équation (1-48) peut étre développée selon une série de
fonctions connues. Les variations radiales peuvent étre approximées par une série de fonction
de Bessel alors que les variations circonférentielles peuvent étre approximées par une série de

Fourier (fonctions cosinus et sinus) [VOG65] :

w(r g ,t)= R, (r Ycos(nB)+sin(nd))sin(wt) (1-50)

R,()=nd (@) +m (@ )+l (ar) +n,,K, (ar)
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a? :ph_a) (1-51)

ou
- w pulsation en rad/sec.
-J, fonction de Bessel d€"fespéce
-Y, fonction de Bessel déérﬁeespéce
-1, fonction de Bessel modifiée d&®lespéce
- K, fonction de Bessel modifiée d€™espéce

- N1in N2y N3n €N, CcONstantes

Le contour intérieur (r =) est encastré, ce qui induit un déplacement et une pente nuls

[SZI63]. Soit:

w(r.6,t)|_, =0 (1-52)
ow(r,6,t) ~0 (1.53)
or

Le contour extérieurr (= re) est libre. Cette condition limite se traduit par un moment et une
force transverse définis par les conditions de Kirchoff nulles. Exprimée en fonction de la

fleche w il vient :

Epzw(r,e,t) +V%62\N(r 8 ,t)+}6w(r,9,t)% 0 (1.54)

or? 06? r o or

Epmfw(r 81),1-v i%dzw(r ,Q,t)_iaw(r,e,t)% 0 (1-55)

o r 0o oroé r 00

L'ensemble des conditions aux limites peut s’écrire sous forme matricielle pour chaque ordre

n, soit :
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1z M, 0On0,0 00

U U
M 24 2,n D: @D (1'56)
M 34 Dj]?;,n D ml:'

(1] O O
43 M44El__fj74,nD %)D

w
=
w
N
w
w

2722
zz=zzx
=z =z

ou.
M].{n}, =0 (1-57)

Les coefficientsM; sont obtenus par substitution des équations (1-52) a (1-55) dans (1-50) et

la matrice M], est développée en annexe B.
La solution triviale, ou les constantes,, n2.n, N3.n €t N4n sont nulles, n'a pas intérét pratique
puisqu’elle donne une fleche w nulle a tout instant t. Il faut donc rechercher les valeyrs de

pour lesquelles le déterminant de la matrice des conditions aux lifigsfannule :
def[M],)=0 (1-58)

Les valeurs propres de la matridd]] , notéesx,,, sont recherchées a l'aide de la méthode de
Newton [DEMB81]. Elles sont reliées a la pulsation praptg de la plaque par la relation (1-

51) réécrite sous la forme:

D 4
Wy = % (1-59)

Avec :
n : Nombre de diameétres nodaux.

m : Nombre de cercles nodaux.

APPLICATION :
Soit une plague de caractéristiques suivantes: rayon intés#€ut m, rayon extérieur
re=0.2 m, épaisseuh=0.003 m, module d’YoungE=1.1e11N/m?, masse volumique =

4430kg/n?, coefficient de poisson=0.35.
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hY

Les fréquences naturelles et les modes propres associés sont obtenus a partir des
eéquations (1-58) et (1-59). Les fréquences calculées sont reportées dans le tableau 1.1.1

(n diametre nodaln cercle nodal).

m n=0 n=1 n=2 n=3 n=4 n=5 n=6 n=7 n=8

0 240.52 | 244.25| 266.89 333.25 458.03 639.93 87322 1153.30 14y7.20
1 1562.70| 1592.50 1682.30 1833.40 204740 2325.90 2669.90 3080.00 3555.20
2 4470.70| 4502.10 4596.90 4756.10 4981}40 5274.60 5637.20 60f0.60 6576.10

TABLEAU 1.1: Fréquences naturelles [Hz] et modes propres associés

3.4 REPONSE HARMONIQUE

La forme générale de la pression transverse appliquée sur la structure esfrnéide
expression utilisée pour représenter toute charge parametrée en fonction de la position et du

temps. Figure 1.5.

=
@
N

le < ]

Figure 1.5 : Distribution de la charge transverse

by

L’équation différentielle, qui gouverne la réponse forcée, est homogéene a celle reportée

équation (1-48):

DOZ0%w(r,0,1) + ph p(r,8,t) (1-60)

a*w(r .0t ow(r,6,t
(i : )+yh ( ) _
ot ot

ouy représente 'amortissement par unité de volume.
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En utilisant une série de Bessel-Fourier (annexe C), on peut écrire la solution de I'équation

(1-60) sous la forme suivante [WEI93] :
W6, § = ZZ Ry, ([ A, 0)cos(®) + B, (1) sin(n6)] (1-61)

avec :
I:\)mn(r ) = r’L mh] n(amnr ) +n2, my n(amrr ) +n3, mrl n(amnr) +r’4, mrl< n(amnr)
1N 10 11 200 Mz €1 Nazmn - CONStantes donnees par I'equation (1-56).

Anmr(t) et Buy(t) : coefficients fonction du temps, des parametres physiques de la plaque,

des conditions aux limites et de la charge.

En reportant I'équation (1-61) dans (1-60) il vient:

PR (DAL + L A0+ 2202 A, Oboso)
(1-62)

PhRnn(r)E 2(0) +~ an(t)+D H D (t)%m(n@) p(r.6.t)

2T,

L’équation (1-62) est multipliée parJ?I R, ¢ )cos8)rdrd8 . Considérant que [PIS74] :
[

2

I cos(@ )cos(nB)do = 21

2
———— et [cos(@). sin = 0 0O nr01,23,.
1+ sgn(n) .([ ) ¢ dp

elle peut s’écrire sous la forme:

AL+ Ann(t)+ o Aﬂn()—lz sgrQ(n) ij(rﬂ DR, ¢ )osqf)rdrdd  (1-63)

Q.. :J'Rfm(r)rdr et sgnf) =0 pourn=0etlpourn=1,2,3, ...
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De méme, I'équation (1-62) multipliée par :

2nRe 2
IIR”‘” (r)sin(n@)rdrd@ avec J’sin(n@).sin(n@)d@ = L 0 nr=0,1,2,3,..
0R 0

1+ sgr(n)

s’écrit sous la forme :

B m+Y an(t) ; Dghrin B (1) = 12+ Sﬁg? zﬂ @ 6.0R(r)sinnd)rdrde  (1-64)

L'intégration des équations (1-63) et (1-64), développée en annexe D, conduit a:

_ A0 ¢4y — 1+sgn(n) ]
A‘nn(t) - A’nn(t) - than Gc (1 65)

_ po 4 - 1+ sgn(n) ]
Bon(t) = By (t) = 2hQ,. G, (1-66)

avec

LY

t Fprife E 1
= (r)cosn8)p(r,8,T)rdrd8]—————e* " sin(1-&%w, (t-T)dT
eI -ea, V

E 1 Ew (t-1)
I lIRmn(r)sm(nB)p(rGr)rdrdGD - m D sin(/1-&%w, (t—-T1)dr
0T, H1-

Ew

mn

Le facteur d’amortissemepgtest relié a I'amortissement par unité de volypar la relation:

g=-7Y (1-67)
2pwmn
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Lorsque les variations spatiales et temporelles peuvent étre découplées, donc quand:

p(r,0,t) = P, f(r,8)e“. (1-68)

N
B en (F)-

les équations (1-65) et (1-66) deviennent aprés intégration temporelle:

1+ sgr(n) P, 2re
21phQ, 7, (1- X2,) + 2iéX,,) 4 IIann ¢ )cos6)f (r,0)rdrd6  (1-69)

Amp(A,(1)) =

1+ sgr(n) P

2phQ, 02 (1-X2,) + 2iéX ) [ R @)sin@6)f (r,0)rdrd6  (1-70)

AmgB, (1)) =

avec:
Xon =
mn w "

En tenant compte des équations (1-69), (1-70) et en considéramt géet W rp f t(, ) ()

I'équation (1-61) s'écrit sous la forme suivante :

_EE tsgn) _
W(r,6) = Z TphO o PR_(r )%(1 an)+2|5 mnﬁl coshf)+ 15, sin(d))  (1-71)

ou :
2mle
= .UR’”” ¢ )cosO)f (r,0)rdrdo
O,
2nle
= .UR’“” (r)sin(@)f (r,0)rdrdo
o
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La résolution de cette équation donne la réponse harmonique, en amplitude, d’'une plaque

circulaire excitée a la pulsatiorw par une charge dexcitation de la forme
p(r,0,t) = P, f(r,8)€“ et ceci en tout pointr,@ ). Il est intéressant de noter que la

formulation adoptée permet également de traiter le cas d’une excitation ponctuelle ou répartie

linéiquement sur une circonférence.

3.4.1 EXCITATION PONCTUELLE

L’excitation ponctuelle est traduite par une pression appliquée sur une petite surface
elémentaireS, équivalente &¢/S. La forme de la fonctiomp(r,8 ) peut, dans ce cas étre

représentée par la relation suivante :

. F
p(r,6) =lim ——°— J;fr drd@ = Jim e (1-72)
A6 -0

J’ rdr Jd@
avec :
Fo: Force erN.
S : Surface élémentaire erfm

r+, 6 :Coordonnées du point d'application de la force.

La fonction (1-72) est équivalente de la fonction de Dirac q&edd vers zéro (annexe E),

soit :

= Dirac(rf ,Bf)

I|m L]' ardo
rdr

En pratique, on obtient une convergence suffisante de la solution a pagird@ e-4 m et
AfB=6.25 e-2degré

La relation (1-72) se développe également en utilisant la fonction de Gauss, qui rameéne la
charge distribuée sur la structure a une charge appliquée sur une surface élémentaire autour du

point d'excitation(r;, &): équation (1-73) et figure 1.6 .
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f (F,Q) = ;e_%gﬂ%g

(1-73)
2no,o,

La surface sur laquelle est appliquée la charge est paramétréespag écarts quadratiques

moyens principaux plus ces valeurs sont petites et plus la charge est concentrée. Ceci est

traduit par I'égalité suivante :

(le[no(gaussﬁrf 6, )) = Dirac(rf 6, )

gg- 0

08
I

Q4.

Figure 1.6 : Charge concentrée

APPLICATION :

Cet exemple présente une application numérique de I'équation (1-71) dans le cas d'une
excitation ponctuelle. La structure est identique a celle considérée précédemment: plaque

circulaire, figure 1.4 . L’amortissement est introduit sous forme modale avec un facteur
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d’amortissemené= 0.01 identique pour chaque mode. La force appligegel0 N est située

au pointr =g, 6=0°.

La réponse obtenue au point d'excitation est présentée figure 1.7, pour la gamme de
fréquence entre 200 et 400 Hz, ou sont situées les quatre premiéres fréquences propres de la
plague associées aux modes ODOC, 1D0OC, 2D0C et 3D0fiafnétre nodal et C cercle

nodal). S'agissant d'une excitation ponctuelle, I'ensemble des fréquences naturelles répondent.

1.4 T T T T

Amplitude [m]

0 L 1 1 1 1 1 L L L
200 220 240 260 280 300 320 340 360 380 400
Fréquence d'excitation [Hz]

Figure 1.7 : Réponse a une excitation ponctuelle

3.4.2 EXCITATION SUR UNE LIGNE DE CIRCONFERENCE

Pour une charge appliquée sur une ligne circonférentielle, la répartition de la charge

s'ecritp ¢ P )=PR,f ¢ P ), avecP, amplitude de la chargdl{m)et:

2mr, ()

e +Ar 27

drdé
Ilrr

I

f(r,0) = lim (1-74)

f(0) représente la répartition circonférentielle de la charge d’excitation de0 a 2
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APPLICATION :
La réponse de la plague définie précédemment est considérée ici pour le cas d'une

excitation par chargement réparti sur une bande circonférentielle Les caractéristiques du

chargement sont :
p(r,8) =P,f (r,0) avec P=100N/n? et f § 8)=cos@9)
Le domaine d'action de cette charge est donné par:
r D[5/6(re— ) re] et 0s0<2m
La réponse obtenue au point au poiatre, 8 = 0° est présentée figure 1.8 pour la gamme de
fréequence entre 200 et 400 Hz. S'agissant d'une excitation dedtype \Zrifie bien que seul

le mode a deux diametres nodaux répond.

x 10"

0.9+ g

0.8

0.7+

0.5

Amplitude [m]

0.3

0.1

!

0 I ! I I I I I I
200 220 240 260 280 300 320 340 360 380 400
Fréquence d’excitation [Hz]

Figure 1.8 : Réponse a une excitation répartie
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4. CONCLUSION

Pour les structures axisymétriques, une excitation circonférentielle réparties de type
cos(HD) n'est en mesure d'exciter que les modes a H diamétres nodaux. En revanche, lorsque
I'on considére un ensemble aubé constitué de N aubes et que ces aubes peuvent étre supposées
comme ponctuelles, la réponse de la structure est plus riche puisque l'excitation de type
cos(HD) est susceptible d'exciter les modes a H diamétres nodaux, mais également ceux a

n=a N £ H diametresq=1, 2...). Ces mécanismes de réponse sont connus. En revanche, ils

correspondent a des cas limites qui n'ont que trés peu de similitudes avec des aubages réels.

Pour étre en mesure de mieux maitriser les prévisions de type réponse forcée des aubages
deux phases d'études sont nécessaires.

Dans la premiére phase, il s'agit d'acquérir la maitrise de la prise en compte d'excitations
réparties dans les modélisations de type éléments finis. En effet, le processus de
transformation des champs de pression en forces nodales équivalentes est susceptible de
perturber la répartition spatiale de I'excitation et la prise en compte de ces champs d'excitation
répartie reste lourde. Ces points seront examinés dans le chapitre suivant a partir du modéle
analytique adapté au cas des plaques circulaires développé dans la seconde partie de ce
chapitre.

Pour la seconde phase, objet du chapitre 3, il s'agira de considérer des systemes de
référence plus proches des ensembles aubés que ceux généralement utilisés, afin de mieux

comprendre les domaines de validité des mécanismes de réponse connus.
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CHAPITRE 2

PRISE EN COMPTE DES EXCITATIONS REPARTIES
DANS LES MODELES ELEMENTS FINIS —
TECHNIQUES ADAPTEES — VALIDATION
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1 INTRODUCTION

La prise en compte d'une excitation répartie pour la modélisation de la réponse forcée des
structures cycliques, a partir d'une discrétisation de type éléments finis, pose deux problemes.
En premier lieu, les pressions physiques doivent étre transformées en forces nodales
equivalentes. Ces forces dépendent des fonctions de forme intrinséques a chaque élément fini
et leur répartition spaciale n'est pas nécessairement identique a la répartition de la pression
dont elles sont issues. Etant donnée la forte dépendance du comportement dynamique des
structures considérées par rapport a la répartition de l'excitation, ce processus de
transformation peut avoir des conséquences importantes qu'il s'agit d'examiner. En second
lieu, il s'agit également d'étudier I'effet de différents types de prise en compte des champs de
pression. Une prise en compte précise est difficile a mettre en oeuvre et n'est pas toujours
possible lorsque I'on utilise des codes de calcul commerciaux.

Pour examiner ces problemes il est indispensable de se placer dans un contexte ou le
comportement dynamique de la structure étudiée est parfaitement connu. C'est la cas de
I'application considérée qui porte sur une plaque circulaire encastrée-libre. Cette structure
reste simple et se caractérise par un comportement dynamique suffisamment représentatif de
celui des aubages. De plus elle posséde deux avantages évidents :

1. Le modéle analytique développé précédemment peut servir de référence.
2. Les modes sont constituées par des diametres et des cercles nodaux purs et le
comportement en réponse est connu. Les réponses parasites peuvent donc étre facilement

identifiées.

2 DESCRIPTION DES MODELES

L’étude porte sur une plaque circulaire mince, homogéne, isotrope, d’'épaisseur
uniforme, encastrée sur le contour intérieur et libre sur le contour extérieur (figure 1.4). Les

caractéristiques de la plaque sont : rayon intémeer 0.1 m, rayon extérieure=0.2 m,
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épaisseuh =0.003m, module d’Younde = 1.1e1IN/m?, densitéo = 4430 kg/m, coefficient

de poissorv = 0.35 et facteur d’'amortissemeht 0.01.

Les résultats donnés par le modéle analytique développé dans le chapitre précédent sont
considérés comme référence pour juger de la qualité des résultats obtenus a partir de
différentes analyses éléments finis. Trois types d'éléments sont considérés: deux €léments de
coque avec respectivement 4 ncel@¥, ANSYS shellp@t 8 nceuds(d8, ANSYS shellP&t

un élément volumique isoparamétrique a 20 nodddd,(ANSYS solid95Ces éléments sont
présentés dans le tableau 2.1 [ANSO1].

Pour chaque type d'élément, deux maillages différents sont construits. La dimension de
I'élément de base esi=(reri)/6, 6,=27732 pour le premier maillage (figure 2.1 ) BE(r e

rN/6, 6,= 2164 pour le deuxieme, (figure 2.2). Les fréquences calculées a partir du code de
calcul des structures ANSYS, en utilisant les différentes configurations, sont reportées dans le
tableau 2.2, pour trois modes représentatifs caractérisés par 2, 8 et 24 diamétres nodaux.

La comparaison des fréguences calculées avec les résultats obtenus analytiguement
converge d’une fagon classique en ce qui concerne le type et la dimension des éléments finis.
Les éléments Q4 et H20 présentent une convergence d'allure décroissante, alors que I'élément

Q8 présente une convergence d'allure croissante.

Q4 (shell 63) Q8 (shell 93) H20 (solid 95)
Géométrie
Nb de nceuds 4 8 20
Nb de ddl Translations (X, Y, Z), Translations (X, Y, Z) .
par nceud Rotations (X, Y, 2) Rotations (X, Y, 2) Translations (X, Y, Z)

TABLEAU 2.1 : Géomeétrie et caractéristiques principales des éléments utilisés (références
ANSYS)
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Figure 2.1 :Maillage 1

Figure 2.2: Maillage 2
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) = 2D 8D 24D

S g Fréquences Fréquences Fréguences

o @ A% A% A%

= w Ansys Ref. Ansys Ref. Ansys Ref.
Q4 268.7 266.89| 0.68 | 1531.4 | 1477.2| 3.67 --- 11974 -

1 Q8 265.4 266.89| -0.55 | 1458.5| 1477.2| -1.26 --- 11974 ---
H20 275.5 266.89| 3.23 | 1662.2 | 1477.2| 12.52 --- 11974 ---
Q4 267.6 266.89| 0.28 | 1493.3 | 1477.2] 1.08 | 12529.5 11974| 4.64

2 Q8 265.5 266.89| -0.53 | 1457.1 | 1477.2| -1.36 | 11540.7 11974| -3.62
H20 275.3 266.89| 3.16 | 1503.6 | 1477.2| 1.78 | 14666.6 11974| 22.48

TABLEAU 2.2 : Comparaison des fréquences [Hz] obtenues pour les modes 2DOC, 8D0OC

et 24D0OC. Modélisations analytique de référence et élément fini (D diamétres)

L'élément H20 est pénalisé par le fait que les calculs ont été effectués sans utilisation de la
technique d'intégration réduite qui permet d'éviter le phénomene de verrouillage au
cisaillement lorsque les éléments sont peu épais.

Une modélisation basée sur un maillage plus fin améliore la convergence, comme le montrent
les résultats présentés figure 2.3 et,btenus a partir d'un maillage de type Q4, avec une
dimension élémentaire dg=(r¢r;)/6, G,=21M120 et ceci pour les modes des familles & 0, 1 et

2 cercles nodaux jusqu'a 8 diametres

7000

6000 ex
. ¢ m=0 Référence
T °000 ——m=0 Ansys
8 4000 & m=1 Référence
c

m=1 Ansys

S 3000 e I
= / =  m=2 Référence
L 2000

— e ——m=2 Ansys
1000 M

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
n (diameétre nodal)

Figure 2.3.Comparaison des fréquences analytique de référence et élément fini (Q4 - Shell

63 - maillage fin). Familles OC, 1C et 2C jusqu'a 8D.
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M oD 1D 2D 3D 4D 5D 6D 7D 8D
0 Réf 240.52 244.25 266.89 333.26 458.03 639.83 873(22 1153.30 1477.20
Ansys | 241.93 245.41 267.14 333.11 457.86 640.64 875(83 1159.00 1487.20
A% 0.6 0.5 0.1 0.0 0.0 0.1 0.3 0.5 0.7
1 Réf 1562.70| 1592.50 1682.30 1833.40 204740 2325.90 2669.90 3080.00 3555.20
Ansys | 1585.00| 1612.6Q0 1696.50 1838.y0 2042j40 2310.30 2644.50 3046.00 3314.30
A% 1.4 1.2 0.8 0.3 -0.2 -0.7 -0.9 -1.1 -1.2
) Réf 4470.70| 4502.1Q 4596.90 4756.10 4981/40 5274.60 5637.20 6070.60 6576.10
Ansys | 4595.50| 4621.20 4699.00 4831.40 50219 5274.30 559R2.90 5981.40 6443.10
A% 2.7 2.6 2.2 1.6 0.8 0 -0.8 -1.5 2.1
R 3 A A
c
C= 2 A
*2 A
]
o 1
E u A * * M=
@ 0 ‘ ¢+ o ¢ ‘ ; Em=1
O AMm=2
o -1 h || [
- A
o
> -2 A
Q
\8 _3
0 1 2 4 5 6 7 8 9

n (diamétre nodal )

Cependant la convergence donnée par les maillages présentés figures 2.1 et 2.2 est

jugée suffisante pour I'étude envisagée, dans la mesure ou seules les erreurs relatives seront

examinées.

Figure 2.4: Ecarts en fréquence associés a la figuse

(solution numérique / référence analytique)
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3 REPONSE FORCEE - VALIDATION ET ETUDE PARAMETRIQUE

Pour I'étude de la réponse forcée, I'excitation est tout d'abord supposée ponctuelle, puis
distribuée le long d'une bande circonférentielle. L’'amortissement est introduit sous forme

modale avec un facteur d’amortissem&n.01 identique pour chaque mode.

3.1 REPONSE A UNE EXCITATION PONCTUELLE

Une force ponctuelle harmonigéie= Fo€“, avec ;=10 N pour les modes en dessous
de 2000 Hz efFy= 100 N pour les modes au-dela, est appliquée au point,, 8 = 0°
(figure 2.5. La réponse obtenue au méme point en utilisant les éléments Q8, Q4 et H20, est
respectivement présentée sur les figures dea2%8. La gamme de fréquence est comprise
entre 200 et 400 Hz, ou sont situées les quatre premiéres fréquences propres de la plaque
associees aux modes 0DOC, 1D0C, 2D0C et 3DOC.

Figure 2.5. Point d’excitation et de réponse

Les différences entre le modele numeérique et le modéle analytique de référence sont
guantifiees dans le tableau 2.3, pour les modes représentatifs déja considérés (2, 8 et 24

diamétres nodaux).

L'excitation ponctuelle est bien en mesure d'exciter I'ensemble des modes de la structure et les
différences obtenues sur les amplitudes sont homogenes avec celles constatées sur le

comportement fréquentiel.
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x 10
1.4 T T T T
——Référenc
——Maillage 1
1.2 Maillage 2|

l -
Eos ,
(0]

e}
2
g 06 .
<

0.4

0.2

0 P
200 220 240 260 280 300 320 340 360 380 400
Fréquence d’excitation [Hz]

Figure 2.6: Réponse a une excitation ponctuelle - élément Q8

x10°
1.4 T T
— Référence
— Maillage 1
1.2 Maillage 2 1

o
o)

Amplitude [m]
o
[e)]

o
~

0.2

0
200 220 240 260 280 300 320 340 360 380 400
Fréquence d'excitation [Hz]

Figure 2.7: Réponse a une excitation ponctuelle - élément Q4

Laboratoire de Mécanique des Structures 40
INSA Lyon



CHAPITREZ2 : EXCITATIONS REPARTIES- MODELES ELEMENTS FINIS

-3
x 10
14 " ‘
— Référence
— Maillage 1
1.2 Maillage 2 |7

o
[s)

Amplitude [m]
o
(o))

°
IS

02r —

0
200 220 240 260 280 300 320 340 360 380 400
Fréquence d'excitation [Hz]

Figure 2.8: Réponse a une excitation ponctuelle - élément H20

2D 8D 24D
Maillage élément
Amplitude A% Amplitude A% Amplitude A%
Q4 0.936 1.2 0.415e-1 7.2 ---
1 Q8 0.928 04 0.423e-1 9.3 ---
H20 0.880 -4.7 0.505e-1 30.6 ---
Q4 0.926 0.13 0.382e-1 -1.2 0.132e-1 4.5
2 Q8 0.925 0.09 0.410e-1 5.9 0.181e-1 43.5
H20 0.873 -5.5 0.385e-1 -0.56 0.789e-2 -37.3

TABLEAU 2.3 : Réponse a une excitation ponctuelle - Amplitude (ndxr#)s différence par

rapport a la solution analytique

3.2 REPONSE A UNE EXCITATION REPARTIE

Soit une charge distribuée appliquée sur la plague, de la forme suivante :

P(r g ,t)= Rcos(HA)e (2-1)
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avec :
Po Amplitude de I'excitation.
H ordre d’excitation.

w pulsation d’excitation.

Q4 08

P=const

Figure 2.9: Transformation d'un champ de pression uniforme en forces nodales équivalentes

La méthode des éléments finis transforme la pression physique appliquée sur la structure en
forces nodales équivalentes qui sont associées aux fonctions de forme propres a chaque type

d’élément (figure 2.9.

3.2.1 CALCUL DES FORCES NODALES EQUIVALENTES

Le calcul des forces nodales équivalentes est une étape nécessaire pour bien prendre en
compte I'amplitude des excitations induites par des champs de pression. Dans la modélisation
par élément finis, la pression est remplacée par un champ de forces ponctuelles appliquées
aux nceuds du maillage. Ces forces nodales équivalentes se caractérisent par le méme travail

gue celui du champ de pression sur les déplacements. Soit :

5 W [0 x 95w x Yaxdy 2-2)

avec : p pression appliquée

dw déplacement.

La discrétisation éléments finis suppose que les déplacements peuvent se décomposer sur la
base des fonctions de forme de I'élément, ce qui conduit pour I'élément Q8 présenté

figure 2.9 & écrire a partir de I'espace parémf)((DHA81] :
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WX Y)= Y Noo(E.maw 23)
n
e s
4 —s
8 4
1 ’ TZ .3

Figure 2.10: Espace parent de référence

Noe = UA(-1+&% +&n+n* =& =&n*) ™\
NG = 1/20-n -&* +&n)
Noe = VA(-1+&* =&n+n* =& +&n’)

Ngg =1/20L+& -n*=¢&n°)

> Fonctions de forme
Noe = L/ A(-1+&* +&n+n®+&n +&n?)

NS, = 1/20L+n - &%~ &)
Nge = L/ A1+E2 =En+n° +&N-¢&n°)
NE; = /20— -n? +&n?) _/

En conséquence I'expression du travail (2-2), identique pour le champ de pression et le champ

de forces nodales équivalentes, devient apres discrétisation éléments finis:
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g 11

AW = Z [ [ PE.mdw Ngg (€,17)]J|dédn

-1-1

(2-4)

=3 Fow

ouJ est le jacobien de la transformation géométrique entre espace parent et espace réel.

L’expression des forces nodales équivalentes est donc obtenue a partir de:
11 )
= [ [ PE1) Noo (€.)| J|dédin (2-5)
-1-1
Les forces nodales équivalentes aux nceuds du maillage sont obtenues par assenfilage des
sur tous les éléments. L'équation (2-5) donne les forces nodales équivalentes aux noeuds de

I'eélément Q8. La procédure est de méme nature pour tous les éléments consideérés.
3.2.2 APPLICATION ET VALIDATION

Il s'agit ici de comparer les résultats numériques obtenus a partir des différentes
modélisations aux résultats du modéle analytique de référence, pour ce qui concerne la

réponse forcée a une excitation répartie de forme donnée par la relation (2-1). La zone

d’excitation et le point de réponse sont donnés dans la figure 2.11

Parametres d’excitation

Po = 100 N/nf
H=2,8et24
Figure 2.11: Zone d’excitation et point de réponse
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Pour les calculs éléments finis, les forces nodales équivalentes sont calculées a partir d'une
description polynomiale fine de la pression sur chaque élément. Les résultats obtenus en
terme d'amplitude de vibration a la résonance sont reportés dans le tableau 2.4, pour les trois

modes représentatifs déja considérés.

il 6 2D 8D 24D
Maillage clement Amplitude A% Amplitude A% Amplitude A%

Q4 0.799e-1 -0.70 0.244e-2 -23.9

1 Q8 0.810e-1 0.67 0.332e-2 3.40
H20 0.783e-1 -2.68 0.301e-2 -6.23
Q4 0.803e-1 -0.18 0.297e-2 -7.42 0.396e-4 -47.7

2 Q8 0.812e-1 0.86 0.332e-2 3.20 0.855e-4 12.9
H20 0.781e-1 -2.98 0.313e-2 -2.62 0.657e-4 -13.2

TABLEAU 2.4 : Amplitude (mm) avec une excitation répartie, A % différence par rapport a

la solution analytique

Les figures 2.12et 2.13 montrent les courbes de réponses pour les excitations d'ordre 2 et 8.
Dans ce cas, seuls les résultats numériques issus I'élément Q8 sont reportés et on vérifie bien

gu'une excitation de tyge n'est susceptible d'exciter que les moddsdiametres nodaux.

x 10

— Référence
— Ansys

Amplitude [m]
© © o o o o o
N w N (6] (e} ~ (o]

o©
[EEY

0 | | | | | | | | T
200 220 240 260 280 300 320 340 360 380 400
Fréquence d’'excitation [Hz]

Figure 2.12: Maillage_1, Q8, H=2
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Figure 2.13: Maillage_1, Q8, H=8

3.3 INFLUENCE DES APPROXIMATIONS DE REPARTITIONS

Le calcul des forces nodales équivalentes associées au champ de pression exact
appligué sur chaque élément est généralement fastidieux et souvent impossible. C'est
pourquoi la plupart des analyses en réponse sont basées sur des modéles simplifiés. La
pression est par exemple supposée constante sur chaque élément ou peut étre considérée
comme variant de maniere linéaire ou parabolique. Le champ constant est obtenu a partir de la
valeur de la pression au centre des éléments et les variations linéaires et paraboliques sont
interpolées a partir des valeurs de la pression aux nceuds.

L'effet de différentes approximations de champ de pression est illustré dans le tableau 2.6
sous forme synthétique et figures de 2.442.17 de maniére plus détaillée. Ces résultats
confirment que de bonnes valeurs peuvent étre obtenues en utilisant des approximations
d’ordre élevé ou des maillages assez finis (assez fini en regard de la complexité de
I'excitation). De maniere plus surprenante, le tableau 2.6 montre clairement que
I'approximation linéaire ne donne aucun avantage par rapport a l'approximation constante et
méme donne des résultats qui sont moins précis.

En réalité ceci s'expligue mathématiquement par analogie avec les techniques d'approximation

des intégrales associées a des fonctions de type y=f(x). [RAD90] montre que I'écart obtenu en
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considérant une approximation linéaire est deux fois plus grand que celui obtenu en

considérant une approximation uniforme, tableau 2.5 .

, Typ_e . Uniforme Linéaire
d’approximation

(b- a)hzf(é) R = (b=3h’ a)h?

Ecarts
R = 24 12

£

TABLEAU 2.5 : Approximations intégrales: écarts obtenus par rapport a la solution exacte

dans lintervalle a<é <b

Approximation |Elément 2D 8D 24D
Amplitude A% Amplitude | A% Amplitude A%
Q4 0.804e-1 ref 0.298e-2 ref 0.396e-4 ref
Exact Q8 0.812e-1 ref 0.332e-2 ref 0.855e-4 ref
H20 0.781e-1 ref 0.330e-2 ref 0.657e-4 ref
Q4 0.80%-1 -0.25 0.289%e-2 | -2.76 0.279%e-4 | -29.4
Uniforme Q8 0.810e-1 -0.28 0.322e-2 | -2.81 0.679%e-4 | -20.5
H20 0.778e-1 -0.38 0.317e-2 | -3.82 0.552e-4 | -16.0
Q4 0.801le-1 -0.33 0.283e-2 | -4.85 0.246e-4 | -37.7
Linéaire Q8 0.808e-1 -0.51 0.316e-2 | -4.76 0.528e-4 -38.2
H20 0.777e-1 -0.54 0.316e-2 | -4.28 0.394e-4 | -40.1
Q4 0.804e-1 0.00 0.297e-2 0.00 0.379e-4 | -4.26
Parabolique Q8 0.812e-1 0.00 0.332e-2 0.00 0.836e-4 -2.27
H20 0.781e-1 0.00 0.330e-2 0.00 0.648e-4 | -1.44

TABLEAU 2.6 : Comparaison des amplitudes (mm) obtenus en utilisant le maillage 2 et
les trois types d'approximations sur la pression, A % différence par rapport a la solution
exacte.
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Figure 2.14: Solutions analytique et eléments finis. Effet de différentes approximations de la

pression (maillage_1, Q8, H=2)
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Figure 2.15: Solutions analytique et €léments finis (maillage_1, Q8, H=8)
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Figure 2.16: Solutions analytique et éléments finis (maillage_1, H20, H=2)

x 10

35 .
—— Référence
—— Exacte

3+ —— Parabolique |
Linéaire

—— Uniforme

25

N

Amplitude [m]
=
o1

0.5

O | | | | | | L
1400 1450 1500 1550 1600 1650 1700 1750 1800
Fréqguence d'exctation [Hz]

Figure 2.17: Solutions analytique et éléments finis (maillage_1, H20, H=8)
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3.4 INFLUENCE DES FORCES NODALES EQUIVALENTES

Si le maillage est constitué p8réléments, également distribués sur la circonférence,
I'excitation répartie enogH6) se réduit & forces ponctuelles discretes, du fait du processus
de calcul des forces nodales équivalentes. Ces forces sont capables d'exciter les mbldes avec

diamétres nodaux, mais aussi des modes parasitedHawdiameétres nodaux, o™ vérifie

(paragraphe 2.2.2 chapitre 1)H =a S Havec a =12,

Quand le maillage est assez fin, les modes parasites sont repoussés vers les hautes fréquences.
Cependant, quand le maillage n’est pas assez fin par rapport a la complexité de I'excitation,
les réponses parasites peuvent apparaitre a des fréquences situées dans la plage étudiée. Le
maillage 1 est assez fin pour des excitations de kype2 (figures 2.14et 2.16) et H = 8

(figures 2.15et 2.17). Dans ce cas, seule la réponse associée au modkameétres nodaux

apparait. En revanche, une excitation aMee 24 appliquée sur le maillage 1 induit une
réponse des modes a H8 diameétres, réponse qui apparait a des fréquences bien inférieure a
celle attendue pour le mode a 24 diaméti®s 82,H= 24, figure 2.18 Ces réponses
parasites disparaissent en utilisant le maillage 2 (S = 64, figurg. 2.19

x 10
1.2 T
1r <« 8D0C 7
0.8+ 8
E
)
S 06 i
=
IS
<
0.4~ 8
8D 1C
02} / 8D 2C 8D 3C |
0 jL | | | —_—l

600 2600 4600 6600 8600 10600
Fréguence d’excitation [Hz]

Figure 2.18: Charge distribuée, (maillage_1, Q8, H = 24)

Laboratoire de Mécanique des Structures 50
INSA Lyon



CHAPITREZ2 : EXCITATIONS REPARTIES- MODELES ELEMENTS FINIS

x 10°
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Figure 2.19: Charge distribuée, (maillage_2, Q8, H = 24)

4 CONCLUSION

Les excitations réparties ont une influence majeure sur le comportement en réponse des
ensembles disque-aubes. Dans ce contexte, ce chapitre concerne l'amélioration de la
compréhension des mécanismes de prise en compte des excitations réparties dans les modeles
éléments finis.

Les développements effectués reposent sur une application de référence, simple mais
représentative, constituée d'une plague annulaire encastrée-libre. Cette application a fait
l'objet du développement d'une solution analytigue et présente l'avantage d'avoir un
comportement dynamique parfaitement connu et maitrise.

L'application numérique porte sur le traitement de plusieurs configurations faisant varier le
type d'élément fini, la finesse du maillage ainsi que la finesse de I'approximation retenue pour
modéliser la pression sur chaque élément.

Les résultats montrent des tendances classiques de convergence de la solution numérique par

rapport a la solution de référence. Les résultats sont d'autant meilleurs que I'élément fini
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choisi est adapté, que la finesse du maillage est importante et que l'approximation de la

pression est meilleure. On constate également que :

» La finesse du maillage doit étre établie en fonction des caractéristiques intrinseques de la
structure mais également en fonction de la complexité du champ de pression a considérer. Un
maillage de finesse suffisante pour rendre compte correctement des fréquences et modes de la
structure peut s'avérer insuffisant lorsqu'il s'agit de prendre en compte de fortes variations
spaciales du champ d'excitation en réponse forcée.

* Une hypothése de variation linéaire de la répartition de pression sur chaque élément donne
des résultats moins bon qu'une hypothése de répartition constante. Lorsque le maillage est
suffisamment fin, ce dernier type d'approximation est donc satisfaisant.

» Le processus de transformation du champ de pression en forces nodales équivalentes peut

conduire a des réponses parasites. Cet inconvénient disparait lorsque le maillage est fin.
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CHAPITRE 3

ETUDE DETAILLEE DES MECANISMES DE
REPONSE
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1. INTRODUCTION

En prenant appui sur une structure au comportement parfaitement connu, modélisable a
partir d'une approche analytique de référence, le chapitre précédent a permis de valider les
modeles éléments finis pour le calcul de la réponse des structures cycliques a des champs
d'excitation répartis. Cette étape était nécessaire dans la mesure ou la réponse de ces
structures est conditionnée dans ce cas par les paramétres d'amplitude et de répartition de
I'excitation, qui doivent par conséquent étre rendus de maniere la plus précise possible.

Ce chapitre s'intéresse a des géométries encore plus proches de celles des ensembles diques-
aubes afin d'examiner les mécanismes de réponse qui les caractérisent.

Pour ce faire, trois applications sont considérées. La premiére application consiste en un
simple découpage de la plague circulaire par des lignes radiales équiréparties. Dans ce cas la
structure conserve la méme surface en prise avec l'excitation mais se compose d'ailettes liées
entre elles en pied par une bande continue. La seconde application est de méme nature mais
comporte des ailettes de plus petites tailles et est donc plus représentative d'un ensemble aubé.
La derniére application est également représentative d'un ensemble aubé dont les aubes sont
liées entre elles en téte par une bande continue.

La réponse de ces structures est examinée pour différentes configurations, a l'arrét soumise a
un champ d'excitation réparti variant de maniere harmonique et en rotation dans un champ
d'excitation stationnaire perturbé. Plusieurs variations circonférentielles sont considérées afin

de ne pas patrticulariser I'étude.

2. PRESENTATION DU MODELE

La premiére étape, qui permet de s'approcher d'un ensemble disque-aubes consiste a
découper radialement la plaque circulaire considérée précédemment. La structure présente
alors la méme surface soumise a I'excitation répartie mais est constituée de secteurs

faiblement liés. L'étude porte ici sur une plaque circulaire mince, homogéne d'épaisseur
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constante, découpée régulierement par douze fentes identiyed®) (réparties sur la

circonférence, de longueur égal@/iéﬁ(re - ri) (figure 3.1).

Figure 3.1 : plaque circulaire avec des fentes radiales

Les caractéristiques de la plaque sont : rayons intériear0.1 m et extérieure =0.2 m,
épaisseurh = 0.008 m, module d'Yound = 1.1el1l N/m?, densitép = 4430 kg/nt,
coefficient de poissow = 0.35. La structure est discrétisé avec des éléments de coque a 4
nceuds ©Q4, ANSYS shell§3La finesse du maillage est présentée figure 3.2 : discrétisation a
partir de 6 éléments dans la direction radiale et 36 éléments dans la direction circonférentielle.

La plaque est considérée encastrée a son contour intérieur et libre a son contour extérieur.

AN

MAY 3 2002
08:43:27

ELEMENTSE

Figure 3.2 : Disque découpé (élement Q4).
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2.1 VIBRATION LIBRE

Les fréquences et les modes propres de la plaque obtenus avec |'é@@hsorit

reportés dans le tableau 1 et sur la figure 3.3, pour les deux familles a 0 et 1 cercle nodal. La

figure 3.3 utilise la représentation classique associée aux structures a périodicité cyclique.

Dans ce cas, si la structure se caractérise par N secteurs identiques, le comportement

dynamique est obtenu & partir de N/2 ou (N-1)/2 calculs indépendants, selon que N est pair ou

impair. Pour le cas considéré, le nombre de secteurs est N=12.

0D 1D 2D 3D 4D 5D 6D 6D 7D 8D
0OC | 588.18 | 590.95| 599.70 61499 635.2 654.31 66243 1427.0 14518 1517.5
1C | 3897.6 | 3941.9] 4068.2 4259.8 4488 4702.8 4800.8 6294.0 6428.2 6743.2.0
TABLEAU 1 : Fréquences naturelles [Hz]
8000
7000 — & —E—u -
< 6000 -
T
5 5000 - = e 0 I a4l
cercle noda
§4ooo—ﬂ—-4 o 1 corcle nodal
L
2 3000 cercle noda
)
ir 2000 0 .+
1000 —
0 T T T T T T
0O 1 2 3 4 6 7
n

Figure 3.3 :Fréquences naturelles classées

Quelques formes modales sont présentées figures (3.4) et (3-5)
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AN AN
NODAL SOLUTION NODAL SOLUTION
MAY 2 2002 MAY 2 2002
STEP=1 BRONIZT STEP=1 22305553
SUB =12 0 SUB =13
FREQ=662.426 FREQ=1427
uz (nva) uz (nva)
REYE=0 REYE=0
DMX =1.067 DMX =1.563
SMN =-1.067 SMN =-1.563
SMX =1.067 SMX =1.563
-1.067 - 592611 -.118539 .355533 .829604 -1.563 - 868435 -.173681 .521073 1.216
- 829647 -.355575 .118497 .592568 1.067 -1.216 -.521058 .173696 .86845 1.563

mode de flexion des secteurs

mode de torsion des secteurs

Figure 3.4 Modes a 6 diamétres nodaux

AN AN
NODAL SOLUTION NODAL SOLUTION
MAY 3 2002 MAY 2 2002
STEP=1 1o 07:37:49 STEP=1 - 22:19:29
SUB =4 SUB =20 v
FREQ=599.696 FREQ=1692
uz (nva) uz (ava)
REYE=0 REYE=0
DMX =1.426 DME =2.32
SMN =-1.426 SMN =-2.32
SMX =1.426 SMX =2.32
-1.426 -.791958 -.158235 475488 1.109 -2.32 -1.289 -.257921 77313 1.804
-1.108 -.475096 .158627 .79235 1.426 -1.804 -.773446 .257604 1.289 2.32

mode de flexion des secteurs mode de torsion des secteurs

Figure 3.5 Modes a 2 et 10 diamétres nodaux

2.2 REPONSE FORCEE A UNE EXCITATION

Les mécanismes de réponse forcée sont examinés sur deux configurations. La premiére
concerne la structure a l'arrét soumise a une excitation répartie harmonique, alors que la
seconde s'intéresse a la structure en rotation dans un champ perturbé d'efforts répartis
stationnaires.
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2.2.1 STRUCTURE A L’ARRET - EXCITATION HARMONIQUE

La réponse de la structure est examinée pour une sollicitation répartie d'allure identique
a celle déja considérée en (2-1), soit :

P(r 8 ,t)= R cos(HB)e

Les parametres d’excitation sont :
Po =100 N/m2
H = 8 : ordre d’excitation

¢ =0.01: facteur d’'amortissement identique pour tous les modes

Les résultats de l'analyse harmonique sont reportés figure 3.6 pour la plage de fréquences
entre0 et 14000 Hzou sont situés 1e800 premiers modes propres de la structure. Le point de
réponse représenté est situéead).

x 10
1.2
it <«—— 8DO0OC |
0.8 | < 4D 0C |
E
()
©
206 i
=
=
<
04r 7
02F 4D 1C 16D 0C 8D 1C 4D 2C J
0 1 \J_,—/M | | \_L
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000
Fréquence d'excitation [Hz]
Figure 3.6 : Disque découpé : excitation par Cd}(8
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La réponse de la plaque axisymétrique a une sollicitation deHyp® ne fournissait qu'un

pic de résonance associé au mode a 8 diametres. En examinant la figure 3.6 , on peut constater
gue la réponse de la plague fendue, sollicitée avec la méme excitation, présente un pic de
résonance correspondant au mode a 8 diamétres, mais également d'autres pics associés aux
modes a 4 et 16 diameétres. Le seul fait de découper la plaque, bien que la surface soumise a la
sollicitation soit la méme dans les deux cas, conduit a des mécanismes de réponse identiques a
ceux mis en évidence dans le premier chapitre pour les ensembles aubés ou les aubes sont
considérées comme ponctuelles.

Pour le disque découpé, les modes excités par une excitation d¢ $goe bien les modes a

H™ diamétres nodaux donnés dans la relation (1-20) :

H =z=aN+H avec a= 0123

2.2.2 STRUCTURE EN ROTATION

Afin de se rapprocher des configurations de type ensembles disque-aubes en
fonctionnement, I'objectif ici est d'analyser la réponse du disque découpé, en rotation dans un
champ d'excitation stationnaire perturbé. Dans ce cas, comme spécifié dans le chapitre 1, la

mise en équation se fait dans le repére tournant lié a la structure et I'excitation devient :
F(6t)=F,cosH(@-Qt) (3-1)

L’équation différentielle du mouvement de la plaque s'écrit, aprés discrétisation €léments

finis, sous la forme:
MW (t)+Cw (t)+ Kw (t) = F(t) (3-2)

Avec :

M, C, K : respectivement matrices de masse, d’amortissement visqueux et de raideur

F(t) : vecteur des efforts externes
w(t) : vecteur des déplacements nodaux
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La résolution du probléme en vibrations libres et non amorties, associé a (3-2), fourni un
ensemble de déformées modales regroupées dans une ndatriCes déformées sont
classiquement utilisées pour réduire la taille du systeme (3-2) par projection en base modale.

Cette opération correspond au changement de variables suivant [LAL92] :

w(t) =®q(t) (3-3)
avec :
® : matrice modale

g(t) : vecteur des déplacements modaux
En reportant (3-3) et en pré multipliant pRI, I'équation (3-2) devient :

my)+ ¢ o) +ka )= f.(t) (3-4)
avec .

m, =@M, @, : matrice de masse modale
ki, =@ K@, :matrice de raideur modale

G =¢Chp, = (251/ ko m, ) . matrice d'amortissement modal

f.(t)=@'F, (t) :vecteur des forces nodales

¢ est le facteur d’amortissement modal supposé ici constant pour tous les modes. Compte tenu
des conditions d’orthogonalité, le systéme (3-4) est constitug éguations différentielles
découplées. Apres résolution degquations indépendantes, le retour aux variables initiales

se fait par (3-3). La solution en régime permanent de I'équation (3-4) est recherchée sous la

forme:
9(9= f cosmat+ g’ sinnQt, (3-5)
De plus, sachant que :

cosH (68 - Qt) = codH6 cosHQt + sinHO sinHQt
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il vient :
- miRQ? g+ ¢mMq +kf = f, cosHO (3.6)
- miRQ? §- ¢md +kq = f, sinHO
Les équations (3-6) peuvent s’écrire sous la forme matricielle suivante :
- mn®Q? nQ Og°0 [f, cosHA
%‘ﬁ m G g0 Of i (3-7)

o - §¢m k —mjnZQZB%TEFHfOi sinHQH

La résolution des équations (3-7) permet d'obtenir les déplacements magfagx, Les

déplacements physiques sont alors calculés par application de I'équation (3-3).

APPLICATION AU DISQUE DECOUPE:

Il s’agit d'illustrer la réponse du disque découpé (figure 3.2) en rotation dans un champ
d'excitation stationnaire perturbé. La charge est donnée par la relation (3-H=&vec
Les mécanismes de réponse mis en évidence dans le chapitre 1 sont associés a une excitation
de fréquencéHQ susceptible d'exciter les modes de type 2 diametres mais aussi 10, 14...
diamétres (respectivement 12-2, 12+20.12+2). Dans la mesure ou les effets de la rotation
ne sont pas considérés ici pour le calcul du comportement dynamique de la structure, les
points de réponse possibles peuvent étre trouvés a l'aide de la figure 3.8 . Si on s'en tient aux
deux premiéres réponses possibles elles sont associées aux intersections entre les lignes
d'excitation de fréquenced2et les frequences naturelles associées aux modes 2D0OC et

10DOC. Ces coincidences apparaissent respectivement aux vitesses de rotation suivantes :

- pour le modeD0OC 2Q=3763.6 Rd/s sof2=17 969.9 tr/mn
- pour le modelODOC 2Q=10 638.7 Rd/s  saf=50 796.0 tr/mn

Ces résonances possibles sont confirmées par I'examen de la figures 3.8 qui donne la réponse

de la structure au pointg( 0), pour la gamme de rotation de 12 000 a 60 000 tr/mn. La figure
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3.7 montre clairement deux pics de réponse aux Vvitesses identifiées ci-dessus et

correspondant aux modes 2D0C et 10DOC.

6000
5000 —4
E 400 — "'/
g 3000 // :EB (jg
2 200 17 969,9
S 000 e e 4 e 507960
' ;;74:;4{5}44,,,4,,4,,444x
-1000 —

Figure 3.7 Disque découpé - Mécanismes de réponse associés a une excitation d'ordre 2
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Figure 3.8Réponse du disque découpé soumis a une excitation d'ordre 2
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3. APPLICATIONS COMPLEMENTAIRES

Des applications complémentaires sont étudiées afin de disposer d'éléments permettant
de mieux comprendre les mécanismes de réponse des deux catégories caractéristiques
d'ensembles dique-aubes, soit:

- les ensembles constitués d'aubes indépendantes, seulement liées entre elles par le disque
sur lequel elles sont montées
- les ensembles liaisonnées ou les aubes sont liées par des dispositifs d'interconnexion

(shrouds...)

3.1 DESCRIPTION DES MODELES - REPONSE A L'ARRET

Les deux applications complémentaires considérées sont les suivantes :
- La premiére est représentative d'un ensemble disque—aubes sans liaison entre aubes
(figure 3.9). Aveqa; =0. 1 m, g = 0.2 m,r = 0.125 m(rayon au pied des aubef)=15°
(taille circonférentielle de chaque aube)
- A l'opposeé, la seconde est représentative d'un ensemble disque-aubes avec liaison inter-
aubes par bande continue en téte d'aube (shroud) d’'une lady®u0125 m (figure
3.10).
Les éléments finis utilisés sont de méme nature que ceux considéré précédemment. Le
chargement est appliqué sur une bande d'éléments situés au niveau des ailettes, (septieme
rangée d’éléments en partant du centre).
La réponse de ces structures est reportée respectivement figures 3.11 pour la structure 1 sur la
plage de fréquences entre 500 et 5000 Hz, et figure 3.12 pour la structure 2 sur la plage de
fréquences entre 1000 Hz et 5000 Hz. Ces plages encadrent les 30 premiéres fréquences

naturelles et le point de la réponse considéré est sitdeGh (
L'examen des figures 3.11 et 3.12 montre clairement que les structures répondent toutes

deux selon les mémes mécanismes et que les modes excités sont bien les ihetles &

diamétres nodaux donnés par la relation (1-20) :

H =aN +H avec a=123..
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AN
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Figure 3.9 : Structure représentative d'un aubage non liaisonné (élément Q4)

Les déformées modales correspondant aux pics d'amplitude de la réponse de la structure 2
(disque-aubes avec bande de liaison) sont illustrées figures 3.13 a 3.15. Ces déformées sont

respectivement de nature suivand®:0C, 8D 0C et 4D 1C
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Figure 3.10 :Structure représentative d'un aubage liaisonné (élément Q4)
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Figure 3.11 :Disque-aubes non liaisonné: excitation par C®3(8
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Figure 3.12 :Disque-aubes avec liaison, excitation par Cé3(8
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NCDAL SOLUTION

AN

MAY 3 2002

STEP=1 06:18:52
SUB =8
FREQ=1004
uz [avae)
REYS=0
DMZ =1.646
EMN =-1.546
EME =1.646
~1.546 -.B36682 -.127479 .581523
-1.1392 -.482181 .227222 1.646

Figure 3.13 :mode a 4D 0C

NCODAL S0LUTICN

AN

MAEY 3 2002
STEP=1 06:20:49
SUB =17
FREQ=3001
uz {BV3E)

REYE=0
DMX =1.943
SMN =-1.832
SME =1.943
-1.832 -.993319 -.154297 684725 1.524
~1.413 -.573808 .265214 1.943

Figure 3.14 :mode a 8D 0C
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AN
NODAL SOLUTION
MRY 3 2002
STEP=1 = 06:22:40
SUB =28 -
FREQ=4422
uz (nve)
REYS=0
DMX =1.833
SMN =-1.63%
SMX =1.833
| = : =
-1l.682%2 -.867402 -.095718 LEBTE9ET 1.448
-1.253 -.48156 .280124 1.062 1.833

Figure 3.15 :mode a 4D 1C

3.2 STRUCTURES EN ROTATION

Le comportement de la structure 1 en rotation est de maniere évidente de méme nature
gue celui du disque découpé. En conséquence, seul le cas de la structure 2 sera considéré ici.
Le champ d'excitation stationnaire dans lequel tourne la structure est gouverné par la relation
(3-1) et I'ordre d'excitation retenu &&t8.

Compte tenu des effets centrifuges, supposés négligeables sur I'évolution des fréquences
naturelles, les premiéres résonances possibles sont identifiées sur les diagrammes présentés
figure 3.16 (l'excitation se situe sur les lignes €)).8.es fréequences susceptibles d'étre

excitées sont associées aux nombres de Fourrier n=8 (modes a 4, 8... diamétres nodaux).

Les amplitudes errd, 0) obtenues en fonction de la vitesse de rotation, reportées figure 3.17

confirment ces résultats.
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Figure 3.16 :Disque liaisonné: mises en évidence des excitations possibles
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Figure 3.17 :Réponse disque liaisonné
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4. CONCLUSION

Dans la littérature, les mécanismes de réponse des aubages sont essentiellement mis en
evidence a l'aide de modeles tres simplifiés qui n‘'ont que peu de rapport avec des structures
réelles. L'objectif visé ici est de considérer des structures plus représentatives et d'analyser
leurs mécanismes de réponses sous excitations réparties en utilisant lI'approche décrite
précédemment, donc sans formuler d’hypotheses réductrices.

La premiére structure considérée est un disque circulaire simplement découpé par des fentes
sans épaisseur équiréparties. Cette structure présente donc la méme surface en prise avec
I'excitation qu'un disque axisymétrique équivalent mais devient géométriquement plus proche
d'un ensemble aubé. Pour un ordre d'excitation H, le disque continu ne présenterait une
réponse que sur le mode a H diameétres. Or, les résultats obtenus montrent que le disque

découpé répond sur les modes d'ordre H mais également sur les mode$id avee

*

H =aN +H avec a = 123...

Le simple fait de découper le disque change le mécanisme de réponse qui devient homogéne a

celui mis en évidence dans le chapitre 1 pour le cas des structures ponctuelles

Les deux autres configurations traitées confirment ces mécanismes de réponse.
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CHAPITRE 4

APPLICATION A UN ETAGE DE TURBINE
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1. INTRODUCTION

Les chapitres précédents ont porté sur des structures au comportement représentatif mais
qui restent académiques. L'objectif de ce dernier chapitre est d'examiner le probleme de la
réponse forcée des aubages sur une configuration réaliste. L'application retenue est basé sur
une configuration de turbine basse vitesse a 4 étages.

Ce chapitre débute par un rappel rapide des modeles adaptés au calcul des écoulements en

turbomachines. Il se poursuit ensuite par les développements effectués sur I'exemple test.

2. ECOULEMENTS EN TURBOMACHINE - MODELES DE BASE

Les équations qui régissent [I'écoulement d'un fluide Iéger en équilibre

thermodynamique sont les équations de Navier et Stokes. Cet écoulement dans les
turbomachines est souvent de nature tridimensionnelle et instationnaire. Compte tenu de la
complexité des problemes rencontrés et de I'effort de calcul nécessaire a la résolution des
éguations de Navier et Stokes tridimensionnelles instationnaires, ce type de modélisation reste
encore souvent inaccessible. De maniére pratique, des approximations sont introduites afin
d'alléger I'effort de calcul.
La nature de ces approximations dépend de divers facteurs. Les plus importants concernent le
niveau d'exactitude requis et les ressources informatiques disponibles. Aprés analyse de la
nature et de l'ordre d'importance des diverses forces en présence, il est possible de négliger
certaines composantes. Les différents niveaux d'approximations généralement rencontrés sont
les suivants [PEY90] :

Equations de Navier-Stokes Les équations de Navier-Stokes sont considérées comme

les équations les plus générales. Elles sont susceptibles de rendre compte des écoulements

transsoniques, des ondes de chocs, des couches limites et des séparations.
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Les équations de Navier-Stokes s'écrivent sous forme compacte, qui traduit la conservation

des trois quantités fondamentales d'écoulempepty, p E. (o densité,v vitesse,E énergie

total). Le systeme des équations de Navier-Stokes doit étre complété par une série d'équations
complémentaires (lois constitutives définissant le tenseur des contraintes de cisaillement en

fonction des autres variables d'écoulement, lois thermodynamiques des gaz...)

Pour permettre le traitement, un premier niveau d'approximation consiste a moyenner au

cours du temps les fluctuations turbulantes. Ceci conduit aux équations de Navier-Stokes

moyennées.

Equations de Navier-Stokes MoyennéesBien qu'il y ait plusieurs maniéres de
moyenner les quantités caractéristiques d'écoulement, la maniéere la plus commune est basée
sur la moyenne de Reynolds. C'est une moyenne dans le temps avec un pas de temps qui est
grand relativement a la période caractéristigue du niveau de turbulence mais petit comparé
aux échelles de temps de tous autres phénomenes instationnaires. En complément, un bon

modele de turbulence est nécessaire pour une prévision précise.

Equations d'Euler: Les équations d'Euler sont obtenues en négligeant les effets

visqueux. Cette approximation introduit un changement fondamental puisque dans ce cas le

systéme d'équations aux dérivées partielles a résoudre passe du deuxiéme au premier ordre.

Equations Potentielles La simplification la plus importante est obtenue lorsque
I'écoulement peut étre considéré non-visqueux et irrotationnel. Dans ce cas, le champ
tridimensionnel de vitesse peut étre décrit comme dérivant d'un potentiel et traduit par une
fonction simple scalairg@. Ainsi, la connaissance des trois composantes de vitesse se ramene

a la détermination de la fonction potentigjle

Les équations décrivant les écoulements potentiels peuvent étre employées quand les ondes de

choc sont absentes ou peu prononcées dans le domaine d'écoulement.

Equations en petites perturbations de ['équation potentielle Dans des
écoulements transsoniques stables ou instables autour des ailes ou des aubes, lorsque le
rapport épaisseur/corde est faible (quelques pour cent), on peut généralement considérer que

I'écoulement se fait principalement le long de la corde des profils. Dans ce cas, les vitesses
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dans la direction transverse peuvent étre négligées, ce qui conduit aux équations potentielles

en petites perturbations.

Les méthodes numériques utilisées pour résoudre ces équations sont largement basées sur la

technique des différences finies.

3. PRESENTATION DU MODELE

3.1 INTRODUCTION

L'exemple test utilisé est issu des travaux développés par lI'un des groupes de travall
AGARD (Advisory Group for Aerospace Research and Development) de I'Organisation du
Traité de I|'Atlantique Nord (OTAN). L'objectif de ce groupe était I'établissement et la
diffusion de cas test expérimentaux pour servir de base a la validation des techniques
numeriques adaptées a la conception et a I'analyse des écoulements fluides en turbomachine.
Le cas test retenu concerne une turbine basse vitesse de quatre étages. Il est tiré du rapport
AGARD AR n° 275, "Exemples de Tests pour le Calcul des Ecoulements Internes dans les
Organes des Moteurs d'Avion" [AGA90] et il s'agit du cas E/TU-4.

Les calculs d'écoulement ont été réalisés a partir du logiciel CFX-TASCflow [CFX00],
adapté a I'étude des écoulements en turbomachines. Cet outil permet de traiter les écoulements
subsoniques, transsoniques et supersoniques ainsi que les interactions rotor-stator. Il traite les
fluides monophasés incompressibles ou compressibles, en régime stable ou transitoire,

laminaire ou turbulent dans le cas de géomeétries complexes.

3.2 DESCRIPTION DU CAS TEST - MODELES FLUIDE ET STRUCTURE

La turbine axiale composée de quatre étages est présenté en coupe figure 4.1.
L'application porte sur le dernier étage (numéro quatre) constitué d'un ensemble aubage fixe

et aubage mobile.
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Figure 4.1 : Coupe d’'une turbine axiale de 4 étages

Les conditions de fonctionnement de la turbine sont les suivantes :

Q =2008 tr/mn Vitesse de rotation

m, = 7.8 kg/sec Débit total

P, =260000Pa Pression statique en entrée
T =413°K Température en entrée

Po =102200Pa Pression statique en sortie
T =319°K Température en sortie

Le diameétre de I'arbre supportant les aubes est constant et égal & 270 mm. La hauteur des
aubes varie de 64 mm a 89 mm. La géométrie des aubes de I'étage 4 est donnée figure 4.2 et

4.3 . Les coordonnées des profils sont disponibles dans I'annexe F.

Le nombre d’'aubes fixes ddt= 30 et le nombre d’aubes mobiles st 32.
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Figure 4.2 : Géométrie des aubes de I'étage 4

1030y

UOI}23J1p |DIUBISIWADID

101038

Guclyoss

R
(=]

Figure 4.3 : Sections superposées des profils des aubes du stator et du rotor
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3.3 MODELES STRUCTURE ET FLUIDE

S'agissant du calcul de la réponse de I'étage mobile dans un champ fluide perturbé par la
traversée de l'étage fixe, le modéle structure n'est concerné que par I'étage mobile. La
construction du maillage est faite avec le logiciel ANSYS, a partir des données fournies pour
les profils en différentes hauteurs des aubes.

La modélisation de I'écoulement fluide concerne quant a elle les deux étages fixe et mobile
(Figure 4.4 ) [CFX00]..

Aubes fixe Aubes mobile

Figure 4.4 : Etages fixe et mobile

3.3.1 MODELE STRUCTURE

Les aubes de I'étage mobile sont toutes identiques et la liaison aube/moyeu est supposée
parfaitement rigide. Le calcul est donc fait a partir de la discrétisation d'une seule aube
encastrée en pied. Une fois le modéle géométrique établi, le maillage est effectué en utilisant
des éléments volumiques isoparamétriques a 20 nceuds (ANSYS Solid95). Le maillage est
volontairement choisi grossier afin d'alléger la procédure de prise en compte des pressions
fluides (40 éléments finis, 348 nceuds et 1044 degrés de liberté, figure 4.5).
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AN

FEE 10 2002
16:56:27

ELEMEHTE

Figure 4.5 : Maillage d’'une aube mobile

Les conditions aux limites sont définies par un encastrement en pied d’aube (au rayon de 135
mm par rapport a I'axe de rotation) et libre ailleurs. L’'amortissement est négligé ainsi que les
effets gyroscopiques.

Le matériaux considéré est le Titane avec les caractéristiques suivantes:
E =1.1e11 N/h Module d’Young
p =4430kg/mM  Densité

v =0.35 Coefficient de poisson

3.3.2 MODELE FLUIDE

Le maillage des domaines fluide est effectué automatiquement en utilisant un élément
volumique a 8 nceuds. Le résultat donne un maillage structuré. Cette technique de maillage
présente I'avantage de mailler directement le volume mais le volume ainsi maillé ne suit pas
au mieux la géométrie qui est de forme complexe. Le maillage obtenu, illustré figure 4.6 pour

une section donnée est cependant suffisant pour I'étude envisagée.

Le fluide utilisé pour la simulation numérique est 'air avec les caractéristiques suivantes :
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p =1.164 kg/m Masse volumique
u  =1.824 E°kg/m.s Viscosité

Cp =1012 J/kg k Chaleur spécifique sous pression constante
C, =718 J/kg k Chaleur spécifigue sous volume constant
111 T I
A

Figure 4.6 : Maillage du fluide aux pieds des aubes

La partie mobile tourne a vitesse de rotatidn par rapport a la partie fixe et il s'agit de
déterminer les efforts qui s'appliquent sur l'aubage mobile au cours de sa rotation dans
I'écoulement perturbé issu de l'aubage fixe. L'interaction rotor/stator est modélisée ici de
maniéere extrémement simplifiée en supposant que ces efforts sont interpolés a partir de trois
calculs discrets correspondant a différentes positions relatives des aubages: calcul a I'instant
t=t; ou la position relative aube mobile aube fixe est illustrée par la position 1, a l'instant
t=t,=t;+At (position 2) et a I'instanit=ts=t,+At (position 3). La Figure 4.7 montre les trois

configurations.

Le régime d’écoulement est considéré comme globalement turbulent et les calculs réalisés

sont des calculs stationnaires.
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Position 1 Position 2 Position 3

Figure 4.7 : Positions relatives des aubes aux instantsét &

4. RESULTATS

4.1 COMPORTEMENT DE LA STRUCTURE ISOLEE

L’évolution des fréquences propres avec la rotation est donnée figure 4.9 pour l'aube
isolée. Les quatre premiers modes sont illustrés figure 4.8 . Les modes 1 et 4 sont des modes

de flexion et les modes 2, 3 sont des modes de torsion (Tabi¢au

Q tr/min 0 2000 4000 6000 8000 10000 12000
1F 1002.9 1003.9 1012.1 1022.4 1036.6 1054.% 1075/9
1T 2160.3 2161.5 2164.8 21704 2178.3 2188.2 2200)2
2T 2876.2 2877.2 2880.2 2885.1 2691.9 2900.7 29113
2F 3902.7 3904.9 3911.3 3922.0 3936.9 3955.9 397911

TABLEAU 4.1 : Fréquences naturelles [Hz]

L'étage fixe induit une perturbation d'ordfe= 30. Cette perturbation est susceptible
d'exciter le premier mode de flexion des aubes mobile®3(9 H2, ceci a la vitesse de

rotationQ2=2008 tr/mn(figure 4.9)
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AN AN
NODAL SOLUTION NODAL SOLUTION
APR 17 2002 APR 17 2002
STEP=1 15:16:07 STEP=1 15:18:21
SUB =1 SuB =2
FREQ=1004 FREQ=2160
uz (ave) uz (ave)
REYE=0 REYE=0
DMX =12.356 DMK =22.408
SMN =-.005483 SMN =-4.156
SMX =10.113 SMX =22.048
- 005483 2.243 4.492 .74 a.989 -4.156 1.667 7.49 13.313 19.137
1.119 3.367 5.616 7.86% 10.113 -1.244 4.579 10.402 16.225 22.048
AN AN
NODAL SOLUTION NODAL SOLUTION
APR 17 2002 APR 17 2002
STEP=1 15:18:49 STEP=1 15:20:03
SUB =3 SUB =4
FREQ=2876 FREQ=3903
uz (ave) uz (ave)
REYE=0 REYE=0
DME =9.57 DMX =37.632
SMN =-6.508 SMN =-15.138
SMEX =9.382 SMX =34.677
-6.508 -2.977 554506 4.086 7.617 -15.138 7.002
-4.742 2.32 5.851 9.382 -9.603 12.537 34.677

Figure 4.8 : Premiers modes de vibration naturelle de I'aube
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Figure 4.9 : Diagramme de Campbell. Résonances possibles

Laboratoire de Mécanique des Structures
INSA Lyon

80



CHAPITRE4 : APPLICATION

4.2 COMPORTEMENT DU FLUIDE

Les trois calculs, aux instants t,, t3, fournissent le champ de pression qui agit sur la
surface des aubes mobiles. Le champ de pression sur l'intrados des aubes a l'instant t1 est
visualisé figure 4.10 sous forme d'iso-couleurs,.

La figure 4.11 illustre les points de calcul de la pression pour une section donnée (rayon
r=0.234 m). La répartition de la pression sur l'intrados des aubes au niveau de cette section
est reportée figure 4.12 , pour une abscisse allant du bord d’attaque au bord de fuite et pour

les trois positions considérées.
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Figure 4.10 :Champ de pression sur l'intrados des aubes mobiles a I'ihstant
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Figure 4.11 :Section d’aube mobile au rayor 0.234 m
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4.3 REPONSE DE LA STRUCTURE EN ROTATION

Le comportement dynamique de la structure est régi par I'équation (3-2) :
MW (t)+Cw () + Kw (t) = F(t) (4-1)

La transformation des champs de pression en forces nodales équivalentes se fait sur chaque
élément aprés calcul des normales aux nceuds et en utilisant les fonctions de formes des
éléments (cf chapitre 2 paragrapBe.1). La procédure utilisée pour résoudre I'équation

linéaire (4-1) est la méthode d'intégration temporelle pas a pas de Newmark.

AN

FEE 10 2002
16:56:27

ELEMENTE

Figure 4.13 :Forces nodales équivalentes

La variation des efforts appliqués sur une période est interpolée a partir des calculs effectués
aux instants t1 a t3 et permet d'obtenir l'allure des forces nodales appliquées au cours du
temps (figure 4.14)
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'3 . 9525 T T T T T T

-3.953 .

-3.9535 .

Force [M]
o
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m
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a a.02 0.04 0.06 0.08 Q.1 012 0.14
temps [5]

Figure 4.14 :Variation des forces nodales équivalentes, au cours du temps

4.3.1 REPONSE DE LA STRUCTURE

La réponse de la structure, présentéee figure 4.15, met clairement en évidence un état
de résonance (augmentation linéaire des amplitudes au cours du temps). L'analyse du signal
ne fait ressortir qu'un seul pic a 1003.9 Hz qui correspond bien au premier mode propre de la

structure excité par la rotation a 2008 tr/mn dans un champ fluide perturbé (figure 4.9).

Laboratoire de Mécanique des Structures 84
INSA Lyon



CHAPITRE4 : APPLICATION

% 10
55 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
— ¥
EL
B.AF ‘
—_— -? i
E ‘
k]
E TaF
5 |
c:[ -B B ‘
gat |
at
95 C 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 001 002 003 004 005 OO OOF 008 o099 01
Temps [5]
Figure 4.15 :Réponse temporelle
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Figure 4.16 :Pic de résonance
Laboratoire de Mécanique des Structures 85

INSA Lyon
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5. CONCLUSION

Ce dernier chapitre porte sur une structure réelle et présente les calculs de réponse d'un
étage de turbine excité par la rotation dans un champ fluide perturbé par la présence d'un
étage fixe situé a I'amont.

Les calculs, simplifiés, sont effectués a l'aide de codes de calcul commerciaux: ANSYS
pour la structure et CFX-TASCFlow pour le fluide.

Les calculs de réponse confirment bien I'excitation possible prédite a partir d'un
diagramme de Campbell. De plus, ils fournissent les niveaux vibratoires nécessaires pour

juger de la dangerosité des résonances détectées.
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L'un des mécanismes principaux d'excitation des aubages est lié a la rotation de la
structure dans un champ fluide stationnaire perturbé. Ces perturbations sont induites par les
obstacles traversés par le fluide (pattes de fixation des carters, étages amont...). Conjuguées a
la rotation elles agissent sur l'aubage comme une force répartie variable au cours du temps et

sont donc capables, sous certaines conditions, d'exciter ses fréequences naturelles.

L'objectif du travail présenté ici est double et consiste a améliorer les technigques de
modélisation adaptées au probleme et a les utiliser pour mieux maitriser les mécanismes
d'excitation susceptibles d'intervenir sur les structures réelles.

L'amélioration des techniques de modélisation passe par la maitrise de la prise en compte de
champs d'excitation répartis dans les modélisations éléments finis. Il s'agit de déterminer
l'influence de la transformation des champs de pression en forces nodales équivalentes et de
mettre en évidence l'effet des approximations retenues pour la modélisation de la pression .

Les mécanismes d'excitation mis en évidence dans la littérature sont quant a eux associés a
des cas limites ou les aubes sont par exemple supposées ponctuelles. Il s'agit donc de
prolonger ces études et de mettre en évidence la validité des mécanismes sur des structures

plus proches de structures réelles.

Le premier chapitre se divise en deux parties. La premiére rappelle les mécanismes
d'excitation connus alors que la seconde présente le développement d'un modele analytique
portant sur la réponse forcée des plaques circulaires uniformes. Ce type d'application offre
l'avantage d'étre suffisamment proche des comportements envisagés et de se caractériser par
un comportement dynamique parfaitement connu et maitrise.

Le second chapitre s'intéresse a la prise en compte des champ de pression dans les

modeles éléments finis. Le modéle analytique développé sert de référence. Les résultats
permettent de conclure que:
» La finesse des maillages doit étre établie en fonction des caractéristiques intrinséques de la
structure mais également en fonction de la complexité des champs de pression a considérer.
Un maillage de finesse suffisante pour rendre compte correctement des fréquences et modes
de la structure peut s'avérer insuffisant lorsqu'il s'agit de prendre en compte de fortes

variations spaciales du champ d'excitation en réponse forcée.
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* Une hypothése de variation linéaire de la répartition de pression sur chaque élément donne
des résultats moins bon qu'une hypothése de répartition constante. Lorsque le maillage est
suffisamment fin, ce dernier type d'approximation est donc satisfaisant.

* Le processus de transformation du champ de pression en forces nodales équivalentes peut
conduire a des réponses parasites. Cet inconvénient disparait lorsque le maillage est fin.

Le troisieme chapitre est basé sur trois applications qui, tout en restant simples, ont un
comportement proche de ceux des aubages réels. L'ensemble des résultats obtenus montre que
les mécanismes de réponse des ensembles aubés sont homogénes et que toute excitation
d'ordre H est susceptible d'exciter les modes d'didmeais également les modes d'orbe
ol: H =aNzH avec a=123..

Le dernier chapitre s'intéresse a une configuration réelle. 1l s'agit d'étudier la réponse
d'un étage de turbine excité par la rotation de ce dernier dans un champ fluide perturbé par la
présence d'un étage fixe situé a I'amont. Les résultats confirment les mécanismes d'excitation
mis en évidence et permettent d'accéder au niveau de réponse réels sous excitation induite par

I'environnement.
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ANNEXE A

SERIES DE FOURIER DISCRETES :

Conditions d’orthogonalité

Soit F(6t), une fonction continue représentant les efforts générés sur un ensemble de N

aubes ponctuelle et donnée par la relation suivante :
F(6 t)=F,cosH (0 -Qt) (A-1)

Le travail exercé sur chaque aube est donné par la relation :

TF(@,t)cos(n@)é(@ -6,)d6 (A-2)

avecd fonction Dirac e, = %(I -1)

La fonction Diracd (6 - 6,) peut étre développée sur la péricbe 2r7/N = 2, en utilisant

les séries de Fourier :

f= % + 2 3 coskd + by sinké (A-3)
5(9—9,):%+ S a, cos@+bksin@ (A-4)
avec .
1|
=211(9)do
3, |I, ©)
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Soit aprés calcul:

N
=
N coq27k (i —1))
_ Nisin(2rk(i - 1))

56 —Bi)=%+ %@N cobak (i - ]))cos(thSi)+ N cof2k(i - ]))cos(kNe)% (A5)

T T

Le passage d'une période= 21/N =2l a une période d@rr (ensemble des aubes) se fait

par sommation:

56-8)= i % .\ EZEN cob 2k | 7—T]))cos(kN6) . N cobak(i - ]))cos(kNB)@ A6)

T

avec :a ordre de la série de Fourier

L'équation (A-6) peut étre réécrite sous la forme :
N 2
56-6, )(N,a):7%+cos(N6)+ cof2Ng)+------ +cos(aN9)@ (A-7)

expression qui compte tenu de la relation (2) est nulle sauf pour :

n=aNt H avec a=0123-- (A-8)
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Cette propriété peut également étre démontrée a partir des relations (A-1) et (A-2). En

reportant (A-1) dans (A-2) et en ne conservant que I'un des deux termes obtenus, il vient:
2
[ co$nB)cos(HO)5(0 -6,)dd (A-9)
0

Compte tenu des propriétés de la fonction Dirac, (A-9) s'écrit:

i cofné, )cogH8,) (A-10)

m-a" .
Dﬁ Sl azl
1+a+a’+----- +alh ™ = % (A-11)
E\l Si a=1
En considérant cette série géométrique, on déduit,
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S co$rp, Jco{ H,) = % R{(N)+ (0} si  H+n=aN

=1

=z

coérﬂi)cos(l—lei):%&{(oﬁ(N)} si  H-n=aN

it

cofnd Joo{H8)=R{(0)+ O} s Hznzan

I
On retrouve donc bien un travail nul sauf lorsque:

n—aN+ H avec a=0123---

ANNEXE B

COMPORTEMENT DYNAMIQUE DES PLAQUES CIRCULAIRESE: Matrice M
La matriceM qui apparait dans I'établissement de la solution analytique de la réponse

forcée d’'une plaque circulaire est de la forme suivante:

|:un((’”i) Yn(ari) In(ari) Kn(ari)D

_@,(ar) av,(ar) d(ar) oK (ar)g
M(a’n)'mlvl(al) M(32) M(33) M(34)D0 (B-1)

IM(41) M(42) M(33) M(34)J

avec

M(31)=a%3 (ar,)-n? ;’—ZJ a re)+vr—aJ Jar.) (B-2)
M(32)=a%JY.(ar,)-n? :—zYn(a r.)+ Vr—aYn'(a r.) (B-3)
M(33)=a’l (ar,)-n’ f—zl (o re)+vr—al ) (B-4)
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M(34)= Ko ) K )+ LK o) 55

M(41)=a%3 (ar.)-n? Zr_zva\]'n(a r,)+n? r_ngn(are)
e e (B—6)
+%a2J;(are)—rizaJ'n(are)
M(4,2)=a%, (ar,)-n? r_zvorY,;(arre)+n2 ;Yn(are)
L " L | (B-7)
+ r—aZYn (@ re)—r—zaYn(a r.)
M(43)=a®l (ar,)-n? Zr_zval'n(are)+n2 > 1.(ar)
e e (B—8)
+r—azl (ar )—rizal (ar,)

) (B-9)

ANNEXE C
SERIES DE FOURIER
Soit la fonctionf(x) définie dans l'intervall¢-L, L) et a I'extérieur de cet intervalle par

f(x+2L) = f(x), c'est a dire supposons que la fonctiff) soit de périod€L. La série de

Fourier ou I'expansion de Fourier corresponddift)eest donnée par:
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%, Ean cos—+b sm—E (D-1)
2 &0

ou les coefficients de Fouriay et b, sont obtenus a partir de :

|—||—\

]

L
Ean :EI cos—dx
poe
0 n=012-- (D-2)
g nmx
(b, == f (x)sin— dx
H L2 L

Si f(x) est de périod2L, les coefficients, et b, peuvent étre déterminés par :

f cos— dx
. (D-3)
Ly

sm—dx

I_IH |—||—\

D@DDQD

ou c est un nombre réel quelconque.

FORME COMPLEXE DES SERIES DE FOURIER

Soit f une fonction réelle périodique, de périchede class&! par morceaux sur tout
intervalle [a, a+T] (a7 R)de longueulT. Le terme général de la série de Fourier associée a
est:

y, = g, coq nwt)+ b, sin(nat).
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En utilisant les formules d’Euler, il vient :

énax + e—inax énax + e—inax
" +b, :
2 2

Soit encore:

|:an _ibn inat [a +|bn

:ET%E*EQ

—inaxt

a —ib a +ib . . .
—" et C, =—" 5 L (conjugué dec, car a, et h sont reels),

En posant:c, =

I'expression dei, devient :
—inat

4= +ge

Compte tenu des expressionsagdeth, il vient :
c =1 %& [ tt)codnatlt-i 2 f it )sm(nwt)dtg
B’M f(t)cognwt) - isin(nwt))dt%

Considérant que™ = cod@)-isin(9), 'expression de, devient :

c, :% “ f(e ot

1 o+t y 1 a+T .
C.=— (e dtE= = f(t)e""“*dt, que I'on note, car f(t) est un réel.
=1 et = H(dedt, n car f(Y)

On adonc c, =c_,. et ainsi:
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—inat

y=cge“+c,.e

Sachant que, = %L‘HT f(t)dt=a,, le développement de la fonctibren séries de Fourier

s'écrit :
()= a+3 u=Y[ge +c,em]
Résultat qui est représenté symboliquement par :

f(t) = Z c,e" avec ndZ

FONCTIONS DE BESSEL

Les fonctions de Bessel interviennent dans de nombreux probléemes physiques par
I'intermédiaire de solution particuliere de certaines équations aux dérivées partielles. On les
voit notamment apparaitre dans les solutions de I'équation de Laplace et généralement elles

apparaissent comme solution de I'équation différentielle de Bessel :

Xy+ %+ (¢ -n?)y=0 n>0 (D-4)
La solution générale de cette équation est donnée par la relation suivante :

= ¢ 3(9+ oY, (x) (D-5)
Jn, Qui a une limite finie losrque x tend vers zéro, est une fonction de Bessel de premiere
espece et d’ordre n. La solutidp qui n‘a aucune limite finie lorsque x tend vers zéro, est une
fonction de Bessel de deuxieéme espéce et d’ordre n ou encore fonction de Neumann.

Si la variable indépendante x de I'équation (D-4) est changée emu A est une constante,

I'équation résultante devient:
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X2y + xy+(/\2x2 —nz)y:O (D-6)
avec pour solution générale :

¥ ¢ 3(A%+ oY, (Ax) (D-7)

FONCTIONS DE BESSEL DE PREMIERE ESPECE

Les fonctions de Bessel de premiere espéce et d’ordre n sont définis par la relation

suivante :

n 2 4
3,(0)= =% a

X)= - X + X =[] (D_8)
2T(n+1)g fa+ 23 24 n+2(n+4) [

ou:

3. (%)= 2% (D-9)

rr(n+r+1)

aved (n+1) fonction de gamma.

Si n est positif[ (n+1)=n!, [(1)=1. Pour n=0, 'équation (D-9) devient :

X X x°
A - +...
Z? 228 2°4%°

J,(x)=1 (D-10)

La série (D-9) converge pour chaque valeur de x. Les foncljats) sont illustrées figure 1.
Si n est la moitié d’'un nombre impair, J peut étre exprimé en termes de sinus et cosinus. La
fonction Jy(x), n>0, peut étre définie en remplacanpar -nen (D-8) ou (D-9). Sh est un

nombre entier il vient :

3,(9=(-13,(x) (D-11)

si n n'est pas un nombre entigf(x) et Jy(x) sont linéairement indépendantes, et pour ce cas

la solution générale de (D-4) est:
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y= Al (x)+BJ_, (x) nz 0123 (D-12)

Figure 1

FONCTIONS DE BESSEL DE DEUXIEME ESPECE

Les fonctions de Bessel de deuxieme espece sont définies par la relation suivante :

D\L(x)cos.nn—\]_n(x) nZ 0123...
Y( ) H sinnrt (D-13)
n\X)= [ _ -
- Jp(><)co§ prr—J_, (x) h= 0123
-n sin prt
Pour le cason =0, 1, 2,... I'expansion de la série assoc¥géx) s'écrit
2 1 n-1 2k-n
YO3= 2 An(x2)+yH. (4= 5 (n-k-1}(¢2)
m T &
1 o (X/2)2k+n (D-l4)
- 1\
=5 C ook
ou y= (B772156-- constante d'Euler
11 1
d(p)=1+=+=+---+—, ®(0)=0 D-15
(p)=1+ 5 + 2 Foot > (0) ( )
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FONCTIONS ASSOCIEES AUX FONCTIONS DE BESSEL

Fonctions de Hankel de premiéere et seconde espece:

(D-16)

Fonctions de Bessel modifiées

La fonction de Bessel modifiée de premiere espéce et d'ordre n est définie par:
1L (X=i"J (ix)=e"?J,(ix) (D-17)

Dans le cas ol n est un nombre entier la relatigrr 1, (x) est vérifiée. Dans le cas contraire

I (x)etl_,(x) sont linéairement indépendantes.
La fonction de Bessel modifiée de deuxieme espece et d'ordre n est définie par:

Cra_, (x)-1,(x)O0

> , n# 0123
sinnrmt
K,()=H" 3001 D(X)D (D-18)
mED-p_—pD n= 0123
-n 20 sinprm
Ces fonctions satisfont I'équation :
XY Xy- (x2 +n’ )y =0 (D-19)
dont la solution générale est :
y=61,(¥+ ¢,K,(x) (D-20)
y=¢ 1 (¥+c,K, (x) pour nz 0123 (D-21)
Fonctions Ber, Bei, Ker, Kei
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Les fonctions Be(x) et Bej(x) sont les parties réelle et imaginairejjne(i 3 2x), soit:

12 =374 = ((2/2)i - 1),

3,(7> ) = Ber, (x) +Bei, (x) (D-22)
Les fonctions Ke(x) et Kei,(x) sont les parties réelle et imaginairee]‘éf“an(il’zx), soit:

iv2 =i = ((2/2)i +2),

e™ 2K (iV2x) = Ker, (x) +iKei, (x) (D-23)
Ces fonctions sont utiles pour résoudre les équations de type :

XY+ Xy — (ix2 + nz)y =0 (D-24)
dont la solution générale est :

y=¢J (i3’2x)+ can(il’zx) (D-25)

SERIE DE FONCTIONS DE BESSEL

Comme dans le cas des séries de Fourier, il est possible de démontrer que si la fonction
f(x) satisfait les conditions de Drichlet, alors cette fonction peut étre développée sous forme
de séries de Bessel dans l'intervalle 0<x<1 de la forme

(3= 43009+ 42,09+~ =3 43,0, (0-26)

ou A;,A,,A,,---sont les racines positives de I'équation suivante:
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RJ(%+Sx,(x)=0 (D-27)
R etSdes constants qui satisfont les contraiREs> 0 et S#0 et:

22 :
A= A+ Rz/sz)Js(Ap)lin(/\mf(X)dx (D-28)

Dans le cas 08 = Q les quantitéd,,A,,A,,---, sont des racines dgx) = O et:

A= 2 }xJn()\p><)f(x):ix (D-29)

ANNEXE D

La solution des équations (1-63) et (1-64) est de la forme :

Ann = A‘nn(t) + Agn(t) (E_l)
avec Am { ) solution homogeéne &t (Jolution particuliére obtenues a partir de:

. Yy Da:qn _ ]
Ann(t)+;Ann(t)+WAnn(t)—0 (E-2)

En supposant que la solution de I'équation (E-1) est de la forme :

Aﬂn(t) - eat
il vient:
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4

2 +Ya+P%m_g (E-3)
p ph
avec :
4
WFy=tlm et g=_Y
ph 2pw,,,

a=wmn(—f¢i\/1—52) (E-4)

En utilisant I'équation (E-3) on peut écrire la solution homogéne sous la forme suivante :

A= 6o & + e

(E-5)
= e_wmnft%”ne_i l_fzwmnt + qnnei l_fzwmntﬁ
expression qui tend vers zéro lorsque le temps augmente.
La solution particuliére s’écrit :
t —_—~
A = [ An(D).Gt-1)dr (E-6)
0

ou G ¢ —1) est la fonction de Green qui prend dans notre cas la forme suivante [RAD90] :

G(t) = ;e‘“’mt sin(1-&%w, )t (E-7)

J1-&%w,

La fonction de Green permet d’expliciter la réponse de l'oscillateur a une excif@}ion

guelconque sous la forme d’un produit de convolution.

ANNEXE E
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CHARGE PONCTUELLE

Pour le cas des excitations ponctuelles, la forme de la charge utilisée dans I'équation

(1-71) peut étre écrite sous la forme:

. 1 _
F(rn0)=lim oaomae = lim — s 5000 (F-1)

ABHOJ' errde 26" OR Idréj’d@

0
U

Considérantquel r ¢, JH r (r, + Ar 5 ,lavecH fonction de Heaviside, I'équation (F-2)

se transforme en:

1 ro)-H(,r; +Ar H@,0,)-H(0,6, + A8
((1,0)= L (L2 0 2O HHE6) - H(O.6, +00) F3)
R, ar-o0 r, +Ar - 0, +A08 -0,
AB -0
[ +Ar)—H r,r,)HH@,8, +A0)-H(B,6,)
I|m (F-4)
R M r +4r - 6, +A6 -0,
D'ou I'on peut déduire facilement que :
1
f(r,0) =R—5(rf )0 (6;) (F-5)
f
avec ¢ fonction Dirac
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ANNEXE F

= 135.0 wm
sftn 1.7135
5= 50.12 mm
gs= 55.4 deg
1= 118.5 den
2= 15.3 deg
xa= 18.95 nra
ys® 10.7% mm
Ixe 10347 mmb
ty= &571350 mmé
A= 483.6 mmd
x [ren) y Lmm]
50.070 . 060
49.958 .09
49 .800 060
£9.400 299
&£%9.000 580
48.000 1.25%9
&4 00D 3.7s0
40,000 5.720
35.000 7.300
I2. W2 8.350
28,434 8.720
26.000 B8.340
20.000 7.2
16.000 5.400
12.000 2.940
&.000 800
&, 000 . 200
4.000 DLO
3.000 . 160
2,000 .550
1.113 1.2946
260 3.000

. 000 L. 860
.300 6. 360
1.000 8. 800
2.000 0,650
3.000 12.100
&.000 13.320
8.000 17.090
12.000 19.250
16.000 20.300
20.000 20.4¢0
24.000 19.760
28.000 18.300
32.000 16.280
34.000 13.800
40.000 10.400
44,000 &. 770
48.000 2.740
&% . 000 1.600
49_400 1.180
49,440 1.132
49,480 1.084
£9.520 1.036
49.560 . 908
&9 . 600 .PeO
49.640 .892
49.5680 844
9. 720 T8
49.760 . 748
£9_800 700
50.059 373
50.120 .200

“section 1

Table 1

Profile data of stator blade

Section 2

re 159.7 mm
/L= 1.5676
= 56.05 mm
fis= 55.8 deg
&= BO.5 deg
82=  18.2 deg
xe= 20.20 wm
ya= 11,15 e
Ix= 12690 mmi
ty= B3702 wmwi
A= 542.7 2
el y (sl
54.054 600
53.942 oo?
53.803 .023
53.400 . 255
53.000 .s00
$2.000 1.040
48.000 3.120
&4 .000 4£.920
%0.000 &.450
36.000 7.580
32.000 8.350
28.000 3.540
24.000 8.080
20.000 6.980
146.000 5.230
$2.000 2.950
10,100 1.780
8.000 P 4]
6.%00 .180
£.000 .00
3.000 . 190
2.000 . 500
t.000 t.490
.280 3.000

. 000 4.780

. 280 7.000
1.000 9,140
2.000 13i.180
3.000 12.700
4.000 14.000
8.000 17.880
12.000 20.170
16.000 21.360
20.000 21.620
24.000 27.090
28.000 19.780
32.000 17.780
38.000 15.260
£0.000 12.380
44 000 ?.180
43 .000 5.860
52.000 Z.320
53.04% 1.3%0
53.09% 1.334
53,148 1.279
$3.207 1.223
53.255 1.167
53.309 1.111
53.383 1.056
55.816 1.000
53.800 .630
54050 .30
56.088 194

Section 3
= 184 .0 rwn
a/t= 1.4529
= 58.17 wm
ds= 56.6 depg
41= T9.0 deg
A2« 272.0 deg
xs= 21,70 wm
ye= 11.30 s
Ix= 14738 wmb
1y=10904% mmt

A= 505.8 mm2

x [mm3 ¥ Umeni
$8.140 -.400
58,000 -.480
57.800 - .400
$7.500 -.240
$7.000 .030
55.000 1.070
$2.440 2.308
4B.400  4.060
$4 400 3.510
40.440 6.640
36,440 7,440
32.400 7.920
28.440 B.040
24,420 7.880
z2.400 7.280
20,440  6.730
1B.430  6.045
16,460 5.130
14.320 4.070
12.050 2.320
10.086 1.750

a.082 .B70

4.380 320

4.520 .020

3,650 120

2.440 460

1.640  1.180

.800  2.400
.200  3.650
.000  5.300
.10 7.000
.520 B.500

1.488 19.710

2.440 12,380

3.440 17.760

5.740 16.300

8.440 18.650
12.420 20.620
16.440 21.600
20.440 21.750
24.420 21.250
28_440 20.100
32.440 18.420 -
36,440 16.350
40.440 13.930
44.400 11.250
48.528 8.100
$3.500 3.920
$5.620 2.100
57.3¢0 .00
$7.800 .180
58.100 -.130
58.170 - .240

xg=
ys=

61,70 wwm
54.5 deg
B0.5 deg
23.9 deg
22 .63 wm
11.79 mm

Ix= 17162 mmi
Ty=131777 mmt

A= 663.3 sm2
= {mm) y [mmd
61.755 .070
61,600 .000
61.355 .012
61.000 -200
58.000 1.610
$4.000 3.400
50.000 5.000
& . 000 4.300
L2 ,000 T.240
38.000 7.900
33.100 8.281
30.000 B.250
26.000 7.760
22.000 &.T?0
12.000 5.390
13.807 3.550
11.824 2.400
9.775 1.610
7.748 .BOO
5.871 .300
&, 445 . 145
3.000 .320
2.000 8o
1.000 1.800
. 200 3.600
.0oo 5.480
.260  7.840
.950 10.180
2.000 12.300
Z2.80&4 13.660
6.011 17.58%
10.000 20.290
13.938 21.780
18.000 22.470
22.000 22.470
25.896 21.920
30.000 20.790
34.000 9.210
38 000 17.200
42.000 14.820
46.000 12,190
50.000 9.320
53.753 6.530
58.316 3.040
SB.766 2.679
59.216 2.338
59.686 1.976
&0. 114 1.615
50.566 1,258
&1.00T .v00
61.397 600
61,715 344
61.780 .200

r= 233.0 mm
/1 1.3021
s= 65.73 mm
4s= 56.8 deg
&= 114.5 deg
2= 26.7 deg
xze 23.25 rm
¥s= $2.08 am
Ta= 19935 mnh
Ty= 1553111 mmk

Ax 722.46 »m2

&5.000
&5, 000

50.000
5&.000
52.000
£8.000
4, 000

£0.000

36,000
32.000
28.000
24.000
20.000
16.000
11.858
9.978
T.943
5.958
3.979
2.4000
1.000
-220
-000
.250
1.000
2.000
4.000
B.QO00
12.000
16.000
20.000

24 .000
28.000
32.736
36.000
40.000

44 . 000

48.000

$2.000
56.000
60.126
63.918
64 .200
64  &O0

&4 . £00

&4 .BOO
65.000

£5.398

65 .690
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S

.
LY AL
s=
dy=
if=
2=
xg=
ya=
Ix= 1

ection 3

140.0 pm

1.5854
459 m
2.5 deg
35.2 deg
27.2 deg
17.55 s
13.13 »m
0277 wmd

ly= 50003 mw

A= 4

40,900
36.000
32.000
28.000
24.000
21,950
20.000
18.030
16. 000
13.830
12,000
10.130
8.000

6.050

&, 000

3.000

2.000

1.400

3.200

1,000

800

45.900
4% 890

11.9 wm2

240

1.360
4.530
7.140
9.18C
10.59¢
11.35
11.470
11.400
11.120
10.826
?.800
B.820
7.560
5. 840
31.990
1.800

.1a0
03
L0246
088
.205
L4046
1.000
z2.000
£.000
7.205
9.982
12.970
15.900
19.860
22.040
22.%00
22.€70
21.400
12,050
15.920
12.080
?.610
6.030
2.920
Z.000
1.620
1.000
L5697
L350
.200
120

Profile data of rotor blade

Section 2
re 148.2 mm
s/ts 1.5209
4= 47.2

dsm 63,8 deg
§1s 38.7 deg
2= 25.9 dep

x8=
ys=
fx=

16.45 »m
14,70 »m
7651 wd

ly= 45672 mml
A= 370.9 w2

28.000
24.000
20.000
16.000
12.000
B.000
6.000
5.000
4.000
3.000
2.000
1,400
1.000
L2300
500
.200
.000
00
L200
.500
1.000
Z2.000
1.000
&.900
5.000
4.000
8.000
12.000
16.000
20.000
24.000
25.000
32.000
346.000
40.0c0
44,000
£6.000
46,400
46,600
46.850
4£6.900
46,950
&7.000

-550

& Ar
%
p=1

T.830

9.910
12.650
14,410
15.670
16.790
17,680
19.05%0
20,470
20.520
1#.710
18.180
15.892
13.100
10.4000

&.800

3.09%0

1.3e00

.70%
450
e
326
. 145

rs
E 7R
13
Bs=
ix
42=
xs=
yan
ins
ly=
A=

L.
4.
49,
49.
49,
40.
i8.
L6,
Lé,
40,
34.
32
28.
24,
20.
16.
12.

8.

4.

3.

2.

V.

1,

2.

L}

a.
j2.
1.
20.
24,
28,
32,
36.
A0,
44,
(1.1
48
L8,
48
48,
&8,
48.
49.
9.
59,

Table 2

section 3

162.0 mm
b 1.4577
£9.5 mm
56.2 deg
50.8 deg
26.0 deg
17.33 s
?.99 sm
4752 Wk
43908 mmi
32346 mm2

450 .150
420 .nes
350 025
250 000
000 .0v0
500 .30
009 .5%0
000 1.480
e 2.370
000 ¢.050
000 5.360
ot0 6.830
wg 7,820
060 B.LAD
00p  8.700
000 8.130
ooo  7.000
000 4.740
oo 1.750
000 ©.920
800 0,180
300 000
600 .280
L150  1.000
.020  2.000
000 3,000
.OBO 4.000
460 6.000
.960  B.0OO
700 10.000
J60 11,960
MO 14,000
£OO  16.560
000 17.580
00o 17.540
000 18.740
000 15.340
000 13,580
o0t 11.500
oo §.160
000 5.480
000 &.100
000 2,780
000 1.400
170 1.29%
340 1.188
510  1.079
&80 972
a5 B85
000 o
250 555
400 .39%
460 .230

9.

Sectfon 4

55.5 em

bs=  &1.7 deg
&= 90.0 dep
#2= 20,7 deg
xe= 20,48 om

yas

7.43 rmm

ixn 2133 mmd
ly= 4&156 Ak
A= 253.8 mn2

2.23¢
1,670
.900
L6460
.400
.200
060
.000
200
.600
1.400
2.200
3.200
7.200
t1.200
15.200
19.200
23.200
27.200
31.200
35.200
39.200
43.200
&7.200
51.200
56.184
55.000
55.250
55.350
55.450
55.500
55.490

1.122
2.290
3.400
&.410
5.300
6,020
6.530
&.732
6.722
4,270
5.180
§.327
3.400
2.647
1.846

380
Bl
087
.153
.290
493
T35
1.2¢0
2.270
3.320
4.900
6.240
7.4680
11,400
12.980
13.440
13.2¢00
12.51¢0
11.500
10.260
B.856
1.360
5.720
.03
2.280
S20
500
.30
.280
AT0
L080
. ooo

5

ection 5

1= 126.3 deg

2= 18,3 deg
xEm 2429 wm
ye= 5.38 o
In= 147 menk
Iy= 49365 mmk
A= 228.0 mm2

15
273
418
620
1.010
1.440
2.000
4.000
8.000
12.000
16,000
20.000
24.000
28,000
32.33
36.000
40.000
44000
£8.000
52.000
54.000
£8.000
41.000
61.389
61,600
61.740
61,885

410

1,657
2.032
2.340
2.840
3.300
3.820
3.%00
7.880
2.%00
10.350
10.580
10.280
9.660
8.310
7.980
6.990
5.910
4£.780

2.380
1.110

656
540
470
300

Section &

r= 261.5 mm

s/te
T

1.3677
70.2 mn

da= 25,0 deg
#1=  143.0 deg
#2=  26.3 deg
xse  28.71 rom

v

Ix=

3.90 mm
469 mmh

lys 58631 et
An 204,00 mg

1.200
4.200
10.200
14.200
18,200
22.200
26,200
30.200
36,200
18.200
&2.200
46.200
50.200
5&. 200
58,200
62.200
63.200
64,200
$5.200
66.200
49.200
70.000
T0.160
70.185

-0

437

BB
1.300
1.683
2.0%0
2.3%%
2.587
2.780
2.908
2.960
2.937
2.829
2.62%
2.307
1,840
1170

260

040

L0720

.8as

270

554

.88z
1430
2.400
4.640
5.79S
6.532
6.953
1187
T
6.923
6.563
5.071
5.489
..853
4.183
3.450
2.8
2.060
1.878
1.695
1.513
t.330

.T60

452

370

.280
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RESUME

Les turbomachines sont les piéces maitresses de domaines stratégiques comme le transport (moteur d’avion, turbo{compres

de véhicule automobile...) et la production d'énergie (turbine a vapeur de centrale...).

Compte tenu de la complexité de leur comportement dynamique, la richesse des excitations possibles et pour bien avancer \

un meilleur contrdle de leurs problemes, la conception des machines ne peut plus étre basée sur la prévision
caractéristiques de type fréquences et modes propres. Il devient donc indispensable d'étre en mesure de

des sel
simuler

comportement réel de la structure en fonctionnement, simulation de type réponse forcée sous excitations induites p
I'environnement. Cet objectif est un enjeu majeur dans le domaine des turbomachines et mobilise des efforts de recherc

importants. Il n'est cependant pour l'instant que tres partiellement atteint.

L'un des mécanismes principaux d'excitation des aubages est lié a la rotation de la structure dans un champ fluide
perturbé. Ces perturbations sont les inévitables conséquences des obstacles traversés par le fluide. Conjuguées
elles agissent sur l'aubage comme une force répartie variable au cours du temps et sont donc capables, sg
conditions, d'exciter ses fréquences naturelles.

L'objectif du travail présenté est de conduire une série d'études de base afin d'étre en mesures de mieux m
mécanismes mis en jeu ainsi que les techniques numériques adaptées a leur modélisation.

Le premier chapitre recense les modéles couramment rencontrés et établi un modéle analytique utilisé comme référ
suite du travail.

Le second chapitre permet d’établir les techniques de prise en compte des excitations réparties dans les modéles é
pour les structures cycliques.

Le troisieme chapitre clarifie le domaine de validité des mécanismes de réponse mis en évidence.

Enfin, le dernier chapitre présente une application sur un aubage réel de turbine.
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